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Je me suis proposé, «s écrivant ce cinquième ouvrage sur la géométrie descriptive, de faire connaître les utiles applications que l'on peut faire do cette science: 1’ à la détermination des ombres; 2* au tracé d'une perspective; 3* à la construction des cadrans solaires ; et 4" à la description graphique de divers engrenages.
Je n'ai point eu en vue d’écrire surchacune de ces matières un traité complet , mais seulement de faire connaître plusieurs choses anciennes qui n’avaient point encore été imprimées, et de donner aussi quelques idées nouvelles et que les divers auteursqui ont écrit sur ces sujets n'ont point présentées dans les ouvrages qu'ils ont publiés.
J’ai suivi dans ce cinquième ouvrage la marche que j'ai adoptée dans les quatre ■premiers; ainsi, je n’expose point ce qui a été dit par d’autres avant moi , à
moins qu’aprés avoir examiné une question déjà traitée, je n'aie été conduit, ou à la présenter sous un nouveau jour, ou à employer des méthodes nouvelles , ou à déduire des conséquences qui n'avaient point encore été signalées.
Je pense que ceux qui étudient, ainsi que ceux qui enseignent la géométrie descriptive, trouveront dans ce cinquième ouvrage des choses nouvelles et dignes de quelque intérêt, soit sous le point de vue scientifique , soit sous le point de vue d' application , et même encore sous le point de vue historique.
LIVRE PREMIER
APPLICATION DE LA GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE AUX OMBRES. / ~'jv.
Le problème des ombres à déterminer sur une surface donnée, se trouve complètement résolu dans le Cours de géométrie descriptive, puisque nous avons montré que la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur une surface donnée n’était autre que la courbe de contact de celte surface avec un cylindre, si l’on supposait un rayon lumineux, ou avec un cène , si l’on supposait un point lumineux; et que l'ombre portée par la même surface sur une autre surface n’était autre que la courbe d’intersection de cette seconde surface avec le cylindre ou le cône lumineux.
D’après-ce qui précède, on doit comprendre que sous le point de vue théorique il ne reste plus rien à faire ; et dès lors on doit être porte à penser qu'un livre , dans lequel on traite des applications de la géométrie descriptive aux ombres, est à peu près inutile.
Mais dans le Cours de géométrie descriptive, on a considéré les surfaces, en les divisant par groupes suivant leurs divers modes de génération , cl l’on a exposé des méthodes générales, et dépendant chacune seulement du mode particulier de génération de la surface considérée.
Or, lorsque l’on veut appliquer ces méthodes générales à des surfaces spéciales appartenant à un même mode de génération , il arrive fréquemment que ces méthodes générales peuvent être simplifiées en vertu de certaines propriétés géométriques dont jouit telle ou telle de ces surfaces spéciales, à l’exclusion de certaines autres appartenant au même mode de génération.
Ainsi, si l’on propose de déterminer la ligne de séparation d’ombre et de lumière sur un ellipsoïde à trois axes inégaux, il ne faudra pas employer la méthode générale qui appartient aux surfaces engendrées par une courbe plane mobile et variable de forme, se mouvant parallèlement à elle-même en restant
toujours semblable à elle même. Il faudra profiler de la propriété géométrique dont juuii l’ellipsoïde à trois axes inégaux , savoir : que la courbe de contact avec un ejlindre ou un cône est toujours une courbe plane, et dés lors la solution du problème d'ombre se trouve ramené à celui-ci : Intersection il un plan donné par deux droites qui se coupent cl tl'un ellipsoïde ét trois turcs inégaux. Kl aussitôt l'on doit remarquer que pour résoudre ce nouveau problème, en n’employant que la ligne droite et le cercle , il faut clfcctuer un changement des plans du projection et prendre pour nouveaux plans de projection, savoir : pour plan horizontal le plan diamétral donnant une section circulaire dans l'ellipsoïde, et pour plan vertical un plan perpendiculaire à ce plan de section circulaire.
D’après ce qui vicntd’ètrcdil, on doit voir qu'il n’csl plus sans intérêt d’écrire, non pas un traité sur les ombres, mais un ouvrage dans lequel on réunirait à la suite les unes des autres les solutions de divers problèmes d’ombres, ces solutions étant exécutées d’après les principes que nous venons d’exposer ci-dessus.
Un pareil ouvrage pourrait être très-volumineux , aussi n’ai-je donné qu’un petit nombre de problèmes d'ombres, ce qui m'a paru suffisant pour bien faire comprendre la marche que l’on doit suivre dans la solution de chacun des problèmes qui pourraient être proposés; età la fin do ce premier livre, j’ai donné un très-grand nombre de programmes de problèmes d’ombre que chacan pourra s’exercer à résoudre. 4
En terminant ces réflexions, nous devons faire remarquer qu’il est très-utile, après avoir exposé lu théorie des méthodes générales, de faire des applications spéciales, car presque toujours les surfaces spéciales que l'on a à examiner, nonseulement nous permet lent , comme nous l'avons dit ci-dessus, de modifier d'une manière élégante la solution générale, en vertu des propriétés géométriques propres à chacune de ces surfaces particulières, mais encore chaque surface spéciale peut nous faire découvrir des propriétés auxquelles on n’aurait pas songé, si l’on s'était contenté des aperçus généraux.
C’est ainsi qu’en déterminant la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur le piédouche (surface dont le modo de génération est identique à celui de l'ellipsoïde de révolution), on a reconnu qu'il pouvait exister une génératrice du cylindre lumineux ou du cône lumineux, telle qu’elle fût tangente à cette courbe de séparation; et l'on a reconnu que ce fait t.e pouvait avoir lieu que pour une surface dont les rayons de courbure étaient dirigés en sens oppose.
Ce fut alors que Hachette pensa à l’emploi d'un bypcrboloïde osculaleur pour déterminer ce point remarquable sur le piédouche , et que plus tard je fus conduit à employer les surfaces osculatriccs du second ordre pour construire les tangentes au point multiple de la courbe intersection de deux surfaces quelconques, et
aussi pour construire la tangente en un point quelconque de la courbe de contact de deux surfaces quelconques.
Lors donc que l’on se proposera la solution d’un problème d’ombre sur des surfaces particulières, il faudra non-seulement chercher les simplifications que les propriétés géométriques de la surface particulière considérée peuvent apporter à la méthode générale de solution , mais encore examiner avec soin si l'on ne pourrait pas découvrir quelques propriétés nouvelles, que l’on cherche» ensuite à généraliser ; procédant ainsi du simple au composé.
( MÉMO! RC INÉDIT.)
AVANT- PROPOS
Dès le premier établissement de l’École du génie h Mézières , on s’est attaché à donner aux jeunes officiers les principes du dessin, et à le faire avec méthode. La factirté de i’ expiration «rretHe-emyott et l iulelligence du dessin donnent celle
(*) Ce mémoire fait partie do la collection des manuscrits do la bibliothèque de l'École d’application de l'artillerie et du génie à Metz.
Il est coté pièce n* 42 , carton n* I , et provient du fonds de l’ancienne École du génie qui fut transférée de Mézières à Metz en 4793.
On ignore le nom do l'auteur do ce petit traité , ainsi que sa date précise. Cependant, on a lieu de croire qu’il a été écrit à lÉcole de Mézières pour l’instruction des jeunes officiers du génie, vers l’an 4775 à 4780.
Les dessins qui accompagnent ce petit traité sont évidemment de In même main que deux dessins qui existent encore dans les collections de l’École d'application do Metz , et qui portent le millésime 4774.
On sait que ce fut en 4775 1 que Monge écrivit un mémoire sur les ombres , ol dans lequel il employa Yanalyte. Dix ans plus lard, il écrivit quelques pages (que nous donnons ci-après) sur les ombres, mais alors il employa la mélhodo des projections , lu géométrie descriptive.
C'est d'après le petit traité que nous publions ici pour la première fois que fut exécutée l'épure do l’ombre des cheminées qui existe dans la collection des épures gravées de l’École polytechnique , épures gravées qui dotent preiqiie toutes de la fondation de l'École polytechnique en 4796. T. O.
1 Voyez ce que Hachette dit au sujet de ce mémoire de Monge dan» la Correspondance sur l'École po>y technique, vol. 1”, pag. 295. T. O.
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de la bonne construction des ouvrages des places , du tracé et relief de la fortification et en général de tout ce qui y a rapport, celle des ouvrages relatifs à la guerre de campagne et de siège, forme le coup d'œil pour la reconnaissance des places; c'est le dessin, eu un mot, entendu et appliqué à tous les objets, qui caractérise en partie les ingénieurs.
On n’a rien trouvé de plus propre pour leur procurer cette connaissance parlaite du dessin, que de leur faire suivre desVours découpé des pierres et des bois, et on a pris soin à cet effet de développer la partie de la coupe des bois, qui ne l’avait point été jusqu’à présent, lndépcndammentdes avantages qui résultent de cette étude, relativement aux constructions dont les officiers du génie ont la direction, on conçoit facilement que quand on fait développer toutes les faces et connaître tous les angles, plans ou solides, d’une pierre quelconque employée dans uno voûte, une trompe, etc., ou d'une pièce de charpente employée dans un comble, un dôme , un escalier, etc. , qu'on a bien de la facilité à développer un ' bastion, une demi-lune, un cavalier de tranchée, une batterie, etc. ; que quand on sait bien former la représentation de toutes ces choses pour les faire entendre aux autres , on est en état de se les représenter comme si elles étaient déjà exécutées, et d’en combiner les différentes constructions pour les rendre autant parfaites qu’elles peuvent l’ôlrc.
Mais jusquC-là l’étude du dessin a été bornée aux simples traits ; l’art du lavis , les dégradations des teintes et des ombres sont nécessaires pour lui donner l'effet du relief convenable ; et souvent sans ces secours, le dessin ne pourrait être que difficilement entendu. L'art du lavisVaoquicrt par l'exercice, les dégradations des teintes doivent être tirées des lois de la nature, et l'étendue des ombres portées par les corps devant être proportionnelle aux distances, doit être traitée avec le secours de la géométrie.
C'est de l’harmonie de ees différentes parties bien entendues que dépendent la correction et l'expression du dessin. La partie de la fixation proportionnelle des ombres n’ayant point etc traitée jusqu’à présent relativement au dessin géométral dont les ingénieurs font usage, nous avons cherché des pratiques puisées dans la géométrie , commodes et expéditives pour les déterminer, en n’employant néanmoins sur les dessins que le moins de lignes possibles, parce qu’elles ne pourraient qu’altérer la propreté qui leur est nécessaire. Mais ces pratiques et les principes sur lesquels clics sont loudces n ayant pas été mis en ordre jusqu'à présent, et n’ayant été enseignées que par intervalles, suivant le besoin de différents cas, ne pouvaient rester, ni s’arranger dans la tète; ce qui a engagé à les rassembler et expliquer dans ce petit traité, que l'on donne ici en forme de leçon pour l’usage de l’école.
Apfès avoir établi des notions générales 'suj les dessins, nous; indiquerons la manière de disposer ceux des ingenicure. • < •
Nous donnerons ensuite la méthode' pour déterminer les ombres sur toutes sortes do surfaces, en l’appliquant à des exemples ; et nous finirons par détailler les principes suivant lesquels les ombres et les teintes se dégradent et s'affaiblissent, en mettant aussi sous les yeux les exemples nécessaires pour en faciliter l’intelligence.
Notions générales sur le dessin.
Le dessin est l’art de représenter les objets sur des surfaces quelconques; ces surfaces sont ordinairement planes. Les peintres se servent de toiles, et donnent à leurs ouvrages le nom de tableau. Nous ne nous servirons que du papier, auquel on donnera le nom en général de dessin; celui de la figure, de Corn ement, du paysage ne s’acquiert que par les leçons d'un bon maître et par un exercice suivi pendant un certain temps. Le dessin de l'architecture civile et militaire, de la fortification, etc., prend scs principes dans les arts et dans la géométrie, et s’exécute avec la règle et le compas.
2. On distingue deux espèces principales et primitives de ce genre de dessin; l’un est le dessin en perspective, et l’autre est le dessin géométral.
3. Le dessin en perspective représente les objets tels qu'ils paraissent d’un point fixe pris à volonté parmi tous ceux d’où ils peuvent être vus, c'est-à-dire qu’on suppose que de l’eett du «peototeur partent autant de rayons qu'il y a de points dans l’objet qu’on représente, lesquels, par leur intersection avec le tableau ou la feuille de papier qu’on suppose placée entre l’œil et l’objet, y représentent les mêmes points qui, étant joints par des lignes correspondantes à celles de l'objet, les rendent en perspective. Celte manière de dçssincr est l’imitation de la nature, et peut être très-utile en plusieurs occasions, surtout lorsqu’on doit rendre compte d'un objet et de la position respective de ses parties pour un même point de vue; mais elle a l’inconvénient qlTe les dimensions de l’objet y sont pour l’ordinaire tellement défigurées qu’il est difficile d’en connaître avec exactitude les proportions d’après la seule représentation en perspective.
Quoiqu’on ne soit pas dans l'usage de se servir de ce genre de dessin dans les projets de construction, néanmoins il est très-utile qu'un ingénieur en ait connaissance pour se former le coup d'œil si nécessaire dans la guerre en général, et particulièrement dans la reconnaissance des plaças, qui souvent peuvent être vues de quelques éminences ou clochers; il ne lui servira pas moins pour le lever des plans et des caries où il est obligé de représenter géomctralerocnt
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les objets qu’il ne voit qu’en perspective, car il a acquis l’usage de mettre avec facilite un plan géométral en perspective, réciproquement il ïui sera facile de ramener la perspective au gëométral ; mais différents auteurs ayant écrit sur ce genre de dessin, il ne fera point partie de ce traité.
4 . Le dessin géométral diffère principalement du dessin en perspective en ce qu’au lieu de supposer que les rayons qui parlent de tous les points de l'objet concourent à un même point (qui est l’oeil du spectateur) placé à une distance finie, on imagine que tous ces rayons concourent à une distance infinie, et sont par conséquent parallèles entre eux ; de sorte que, pour que le spectateur puisse les voir d’une distance finie comme ils sont représentés par un œil infiniment éloigné, il est nécessaire que le spectateur change de lieu à chaque instant, et se place successivement sur les directions de chaque rayon en particulier. On sent bien que ce dernier genre de dessin n’altère point les dimensions des objets qui se trouvent dans une situation parallèle au plan du papier, mais aussi qu'il ne peut en représenter qu’une seule face à la fois, et qu'il 11e serait pas possible de prendre une idée complète du tout, si le spectateur était censé considérer toujours la même face. On a donc pris le parti d'imaginer différents plans qui traversent l'objet ou qui lui sont extérieurs , et l’on suppose que sur ces plans se peignent , comme on l'a dit , les parties des objets qui leur sont. directement opposées ; c'est de cet art, que l'élude de la coupe des pierres et des bois donne l’intelligence la plus exacte et qui ne laisse rien à désirer, si l’on en excepte les ombres et les teintes.
D« la projection 5 . Sur un plan horizontal mené a travers, au-dessus, ou au-dessous de l'objet, oa°4u°|üàn* t on con î nlt que de tous tes points do l’objet parlent des droites verticales qui forât ». u»am. ment par leurs extrémités sur un plan une ligure qu'on nomme la projection Pt- 1 . <• horizontale de l'objet ou simplement son plan. Soit, par exemple, la droite AU inclinée d’une manière quelconque à l’horizon. Si sur le plan horizontal DE on abaisse de tous les points de AB des perpendiculaires NM , OP, BC , la droite AG que ces perpendiculaires formeront |ir leur rencontre avec le plan horizontal, sera la projection horizontale ou le [dan de AB, et par conséquent aussi sa représentation sur le plan horizontal proposé.
Les perpendiculaires NM, OP, BC sont les rayons suivant lesquels l’œil regarde successivement tous les points de AB. Souvent, dans le discours ordinaire, on dit que AC est la grandeur de AB au plan (*).
(*) Lorsqu'il s’agit do ta perspectivo , les auteurs disent : au gèomilral , au lieu do dire : au plan.
Ü. De même, si sur un plan vertical FE mené par un point de l’objet ou hors de l’objet, on lire (le tous les points de ce même objet des per|>endiculaires au plan vertical, leur rencontre avec lui y forme une ligure qu’on nomme profil lorsque le plan de repésenlalion coupe l'objet, et élévation lorsqu'il lui est externe, et cette figure en est la représcnlaliorï'Sur le plan vertical; si, par exemple, de tous les points A , N et O de la droite AB on mène au plan vertical FE des perpendiculaires AC, NQ, OR dont les extrémités forment sur ce plan \crlical la droite BC, cette droite BC est le profil ou élévation du AB, cl sa représentation sur le plan vertical dont il s’agit. C’est un usage assez ordinaire de dire que BC est la grandeur de AB au profil ou à l’élévation.
7 Les plans de représentations dont nous avons parlé (art. 4) ne sont limités dans la théorie, ni quant à l’espèce, ni quant au nombre; mais dans la pratique, on n’en emploie que deux es|>èces, savoir : les plans horizontaux cl les plans n&wiulrei pour verticaux; mais, pour faire connaître l’objet, le nombre des uns et des autres “ nn,,lrr
. , , . , . . l’objut k fond.
n est pas toujours le même; souvcul, sur un même plan, s elèvent plusieurs profils et élévations.
Ou sent assez qu’il y a de l'art dans le choix et la disposition des plans, pro- choix et fils et élévations qu’on veut employer afin de représenter l’objet le plus parfaitemenl qu'il est possible, avec des figures les moins nombreuses et les moins « aération, chargées; mais cet art ne peut être soumis à des régies générales : de bons modèles et la pratique sont les meilleurs maîtres qu'on puisse consulter.
8. Ces principes établis, il est aisé de concevoir qu'en combinant ensemble les La comNnai-on plans, profils et élévations, on connaîtra toutes les dimensions des parties de d pT, 4 iu 7 t’ l’objet au moyen des échelles en toises, pieds- et pouces ou autres' mesures, car «««nom bit Ips plans donnant toutes les mesures horizontales , les profils cl élévations donnent toutes les mesures verticales, même les mesures inclinées à l’horizon et parallèles au plan vertical du papier; en sorte que la difficulté se réduit tout au plus pour celles non comprises au plan vertical parallèle au papier, à trouver l’hypoténuse d’un triangle rectangle dont on a les deux côtés, l’un au plan et l’autre au profil. Ainsi, dans l'exemple (PI. I ,fig. i) allégué ci-dessus, il est visible qu’ayant AB au plan et au profil , on a cette ligne elle-même en nature. Il en sera de même dans tous les cas; c’est de celle espèce de dessin qu'on se sert dans les projets des ouvrages proposés à la cour et pour leur construction.
9. Nous avons insinué (art. 2) qu'il y a d'autres genres de dessin que celui en perspective et celui géométral , mais ils sont tous divisés ou composés de l’une ou de l'autre de ces deux espèces primitives; celui d’entre eux dont on fait le plus
‘ d’usage s'appelle perspective cavalière (comme qui dirait perspective où les règles de l'art ne sont pas scrupuleusement observées); par exemple, on s’en est
comMuir'
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servi pour représenter ( fig . 1) les solives auxquelles appartiennent le plan horizontal DE et le vertical FE. On l'a aussi employé avec succès pour expliquer les assemblages de charpente , dans le supplément qni en a été fait et donné à l’école du génie pour l'intelligence des coupes pour les bois (*). Dans celte espèce de dessin on peut toujours conserver à une des surfaces planes qui enveloppe un corps et a sa parallèle (lorsqu’elle en a une) leur figure, sans altération , ni dans leurs angles, ni dans la longueur des lignes qui le forment.
A l’égard des autres surfaces qui enveloppent le corps, les ouvertures des angles seront nécessairement altérées, mais les lignes conserveront leurs véritables longueurs , ce qui rend cette sorte de dessin susceptible de dimensions qu'on peut connaître au moyen de l’échelle. Ce dernier genre de dessin est si facile à entendre d’après ce qu’on en voit (fig. \) et ce qu'on en a vu dans le supplément à l’art de la charpenterie, que nous n’entrerons pas à ce sujet dans un plus grand détail.
10. Si l’on n'avait qu’à mettre aux simples traits les plans, profils, et élévations des différents objets que l'on veut représenter, on n’aurait besoin que des projections liori7xintales et verticales expliquées ci-dessus (art. 5 et 6), cl ce sont les seules dont on s’est'scrvi dans la coupe des pierres et des bois; mais, pour donner de la grâce au dessin et faire apercevoir du premier coup d'œil les différents reliefs de toutes les parties de l’objet qu'il représente, il est nécessaire d’observer les dégradations des teintes et d’y marquer les ombres portées par le soleil, en suivant à cet égard ce qui se passe dans la nature
Nous parlerons à la suite (de ce traité) de la dégradation des teintes; nous attons expliquer la manière de déterminer la figure, l'étendue des ombres relativement aux différentes surfaces qui les reçoivent, lesquelles surfaces sont toujours projetées sur la feuille horizontale et verticale du dessin.
H. Nous admettrons pour principe fondamental que différents rayons du soleil sont parallèles. Si en mécanique on a supposé les directions de la pesanteur parallèles, à plus forte raison admettra-t-on la même hypothèse pour les rayons du soleil, qui est plus éloigne de nous que le centre de la terre.
12. Si par un rayon du soleil on fait passer un plan vertical, l’intersection de ce plan avec la feuille horizontale du dessin y déterminera (art. 5) la projection de la direction du rayon du soleil au plan; cette direction sera ensuite projetée sur les profils et élévations, ainsi qu’il est expliqué (art. 6).
Si l’on fait passer des plans verticaux par plusieurs rayons du soleil, il suit de
(*; l.'nulenr en teint parler de l'application du trait sur une piico de charpente.
l'article précédent, qu'ils seront parallèles entre eux, et on les nomme plans verticaux du soleil.
13. Cela posé, si du tous les points d'un objet on imagine des parallèles (au rayon du soleil) tirées jusqu'à In rencontre d’une surface quelconque, elles y peindront une figure qui sera la projection de l'ombre portée de l’objet sur celle surface ; sur quoi on observera que, pour trouver l'ombre d'un corps quelconque, il sullira de projeter les lignes de son contour, qui sont rasées par les rayons du soleil.
14. Mais pour déterminer cette projection, il faudra premièrement établir la direction ou l'élévation d'un rayon du soleil. Soit, par exemple, SI. la direction d'un rayon du soleil, et l'angle ALS celui de son élévation; soient aussi les lignes DE, EF, DF, qui doivent se projeter sur un pjau quelconque horizontal , vertical ou incliné, représenté par AL, CL ou MN. Si pour les points D, E,F on tire parallèlement à SL les lignes IM, Ee, F / jusqu’à la rencontre d’un plan sur lequel on veut projeter les lignes DE, EF, DF, on aura la projection de ces ligues déterminées par leurs correspondantes de, ef , df.
Il est aisé de voir que celte projection ne diffère de celles expliquées (art. 5 etC) qu'en ce que les ligues qui les produisent sont inclinées à l'horizon; par cetto raison on peut l'appeler projection oblique ; elle suit d’ailleurs les mêmes lois, c'est-à-dire que toutes les lignes parallèles aux plans sur lesquels elles sont projetées, conserveront sur ces plans leurs longueurs saus altération; ce qui est évident, puisque, dans tous les cas, elles seront les eûtes opposés d'un parallélogramme. — s — . , , ' . -r . .
Avant d'entrer dans un plus grand détail sur ce sujet , il est bon de faire connaître les différentes dispositions les plus convenables aux plans, proiils et élévations (ce qu’on peut appeler un système de dessin) et les différentes hypothèses qu'on peut suivre pour les ombres, et aussi examiner celles qui paraissent mériter la préférence, relativement aux usages auxquels les dessins des ingénieurs sont destinés.
15. Les architectes observent, lorsque leurs dessins peuvent être contenus dans une même feuille, de placer en bas de la feuille le plan des caves et souterrains , celui du rez-de-chaussée au-dessus , puis celui du premier étage, etc. ; et d'arranger, dans les places du papier que ces plans laissent vides, les différents proiils et élévations, sans avoir égard à leur position relativement aux plans auxquels ils appartiennent; ils ne sont pas dans l'usage ordinaire du faire porter ombre sur les aires des cours, jardins, escaliers et place d'intérieur, par les différents murs qui forment les plans, se conteutani de marquer les ombres par des gros traits sur les arrêtes opposées au jour qu’il font venir du coin à
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gauche de la feuille qui contieiH le dessin; il est vraisemblable qu'ils ne sont détournés d’ombrer les plans que parce que les ombres se confondraient avec les teintes d'encre de la Chine qui expriment les maçonneries Coupées par leurs plans qu’ils représentent, d'autant qu’ils ne manquent pas d'ombrer les arbres et même les athuslrs des jardins qui se trouvent dans leurs dessins, et qu'on ne peut disconvenir que les ombres contribuent beaucoup à faire entendre du premier coup d'œil les différents reliefs dans les plans, lorsque toutes leurs parties ne sont pas assujetties à un même niveau.
Les architectes observent d’ailleurs d’ombrer les prolils et élévations qui ont un indispensable besoin de ce secours pour être entendus; ils supposent, comme font ordinairement les peintres, que le jour vient de derrière. leur épaule gauche, c'est-à-dire du coin à gauche du haut de la feuille qui contient le dessin; et ils suivent les mêmes lois, lorsque les plans, profds et élévations, se trouvent sur des feuilles séparées. Pour que les ombres, dans les prolils, ne se confondent pas avec les teintes à l'encre de la Chine des maçonneries coupées, ils laissent les maçonneries en blanc, ou se contentent de les pointiller, ce qui dans le même dessin fait une contradiction qui n'est pas raisonnable; les maçonneries doivent être traitées de même dans les plans et dans les profds. Mais ce n'est pas la seule contradiction que leurs plans et prolils représentent; le jour venant aux uns comme aux autres, du coin à gauche en haut de la feuille du dessin, suppose aux plans et aux profds une situation verticale qui à l'égard des premiers est contre leur nature. Les architectes sont trop éclairés pour admettre celte supposition. On doit croire qu'ils regardent les dessins comme étant copiés d’après un relief évluiré par un même soleil , où les plans, profils et élévations sont appliqués sur la même table verticale , ce qui d ailleurs s'accorde avec l'usage ordinaire qu'on fait du leurs dessins. Quelqu'un qui fait bâtir une maison orne assis volontiers son cabinet des dessins qui lui ont été fournis.
16. Il n'en est pas de même des dessins des ingénieurs; tout ce qui concerne 1rs places de guerre et qui pourrait donner aux ennemis des éclaircissements doit être caché au public. Destinés à paraître sous les yeux du roi et des ministres, il convient de les disposer de manière qu'ils puissent commodément les examiner; et l’arrangement le plus propre à remplir cet objet est de placer autour des plans , les profds et élévations parallèlement aux lignes sur lesquelles on les suppose relevés. Ces dessins ainsi disposés et arrangés sur une table, les plans se trouvent avoir leur situation horizontale et naturelle, et les parties de la feuille qui représentent les profils et élévations, sont relevés de la main par celui qui les présente pour faire sentir plus aisément leur situation verticale; c’est cette disposition et ces arrangements des profils et élévations autour des plant
qui facilitent l'examen de la relation des mêmes parties sur les plans et prolils, les font entendre avec moins de tcntion d'esprit; cl le premier prolil ou élévation étant examiné, on tournera le dessin pour en présenter un autre qui relevé de la main comme le premier se trouve également accompagné du plan, et ainsi de tous les autres. Cet usage fait, ces dessins sont repliés dans les porte-feuilles des bureaux pour y avoir recours au besoin.
17. Les ingénieurs ne doivent pas perdre de vue, dans l'arrangement de leurs dessins, le principal usage auquel ils sont destinés; d'ailleurs, les teintes de maçonneries coupées pour les ouvrages faits étant lavées en rouge, et celles des ouvrages proposés l'étant en jaune, tant aux profils et élévations qu'aux [dans , rien n'empêche d’ombrer les uns et les autres pour en faire sentir les reliefs cl en faciliter l’intelligence. Il est nécessaire, à cet effet, de marquer sur les plans , les lignes par lesquelles passent les profils et élévations; ces lignes sont appelées lignes de profilou d'élévation; on indiquera aussi par des horizontales, menées à travers les profils et élévations, les hauteurs auxquelles on fait passer les plans ; ces lignes se nommeront les lignes (tes plans.
18. On conçoit aisément que l'arrangement et l'usage des [dans, prolils et élévations dont nous venons de parler (art. 17) nécessitent la disposition (Hune même incidence et direction des rayons du soleil qui éclaire tout le système, afin que dans la«oompa raison des parties d'un prolil ou d'une élévation avec celles du plan auxquelles elles répondent, on y remarque par différentes direcÿons et hauteurs du soleil, cet arrangement placé dans l'ombre, des élévations et proGIs entiers qui ne reçoivent de lumière que par réflexion ( comme on le verra dans les exemples suivants que nous apporterons).
Une même direction et hauteur du soleil sera également nécessaire quand les prolils, plans et élévations se trouvent placés sur des leuilles différentes; cette manière d'ombrer les dessins, qui est l'imitation de la nature, cl qui les rend plus faciles à entendre, est également gracieuse, exige plus d'art et de combinaison que pour le faire par la méthode que suivent Jes architectes, qui ne supposent également qu'un même soleil, mais porté sur un seul et même plan vertical, et d’autant que leur système d'ombre se trouve renfermé dans celui que l’on propose et dont il fait partie, on n’aura point d'instruction particulière à en donner.
19. La nécessité d'éclairer un système par un même soleil étant reconnue , on sera maître de donner au rayon solaire telles directions et telles élévations que l'on jugera les plusconvenablespour faire du dessin un tableau gracieux. L’expérience a fait voir qu'en général les direction et élévation d'un rayon solaire à 45" remplissaient mieux ce but que tout autre; c'est en effet la supposition la plus ordinaire des peintres et dessinateurs; c'est-à-dire qu'ils imaginent que le plan
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vertical du soleil Tait avec le plan du tableau ou de la feuille du dessin un angle de 45 °, tandis que le rayon solaire venant du derrière de leur épaule gauche est élevé au-dessus de l’horizon de 45 ".
On fera bien d'admettre la même supposition , à moins qu'on n'ait des raison* particulières pour s’en écarter.
20. Ce qui a été dit précédemment sur la uécessité d’ombrer les plans en général , pour en faire couuattru les différents reliefs, doit s'appliquer aux plans des places de guerre, à l'égard desquels nous observerons qu'ils doivent toujours être supposés vus de l’intérieur du royaume, ce qui détermine leur position sur la feuille de papier. On ne doit pas omettre d'y marquer les ombres produites par les revêtements des remparts, églises, bâtiments militaires et civils, etc. , même par les maisons des bourgeois; et, comme on est dans l'usage de marquer les combles des églises, bâtiments militaires et civils , et de supposer toutes les maisons des bourgeois coupées â 4 ou 0 pieds de haut, il en résulte des cascades d’ombres qui, bien ménagées et entendues, contribuent à donner aux plat» l'apparence du relief qu'ont dans la nature les objets qu’ils représentent. Mais, pour fairo avec quelque précision , il est nécessaire d'avoir un plan de niveau qui fasse connaître les hauteurs des différents points qui portent ombre au-dessus des surfaces exposées à les recevoir.
21. Le plus souvent on se bornait à faire porter des ombres aux aebreset haies des jardins, et on n’avait aucun égard à la situation du soleil sur le plan de la place, on en faisait venir le jour du coin à gauche du haut du dessin. Ce soleil, placé au hasard, éclairaitjouv ont des c ùtés de montagnes, fonds de fosses, etc., qui ne voient jamais le soleil à midi; le paysage d’une place, éclairé avec sa lumière naturelle, eu est plus reconnaissable. Ainsi, coque l’on peut pratiquer de mieux est de faire venir la lumière du soleil de midi, en choisissant son élévation au-dessus du plan horizontal, sous un angle qui convienne à la place que l’on dessine. Si, par des raisons particulières, on trouvait plus d’avantages à faire veuir la lumière d'un autre point qüedu midi, on serait maître de le faire, pourvu que néanmoins l'on choisisse une direction et élévatiou du soleil qui soit dans la nature et convenable au lieu. Par exemple à Mézières^ située à 50 degrés environ de latitude, on a choisi (Pl. II) une direction du soleil faisant avec la ligne du midi uu angle de 40 degrés du sud à l'est, qui répond à peu près à celle de 9 heures du matin , heure à laquelle le soleil se trouve élevé de 45 degrés ver* le solstice d’été. Si les fossés se trouvaient élevés et étroits , on pourrait choisir uue plus grande élévation du soleil, de même une moindre s'ils étaient plus larges et moins profonds, et de manière à ce que d'ailleurs la grande étendue d'ombre ne se trouvât pas occuper l’espace entier des rues.
Sans nous étendre davantage sur celte matière, nous allons passer ù 1 appli- ’cation des principes établis à différents cas et qui sont les plus ordinaires.
Méthode de projeter sur les feuilles de dessins les ombres produites par les corps sur
toutes sortes de surfaces.
LEMIIE.
22. Projeter sur les profils et élévations quelconques un rayon du soleil dont n.j. on a la direction au plan et dont l'élévation est connue.
Soit (fig . 3) un plan liont les iig. 4, 5, 6 représentent les profils ou élévations, soit aussi sur le plan la projection de la direction d'un rayon solaire exprimé par SL dont l'angle TLX (fig. 0) représente l’élévation au-dessus de l’ horizon.
On prendra sur la ligne SL (fig. 3) une partie à volonté telle que TL que l’on projettera (art. 6) aux élévations ou profils sur les lignes Y Z prolongées s'il est nécessaire, et ayant sur ces profils et élévations tiré par le point T les verticales TX égales chacune à celle TX (fig. 0) toutes correspondantes au point T du plan. Par les points X on mènera (fig. 5 et 7) les lignes SL qui seront sur les profils ou élévations, la projection du rayon solaire représenté au plan par SL.
23. Projeter sur une feuille de dessin lès ombres portées sur une surface horizontale par des lignes quelconques droites ou courbes.
Soit (fig. 8) le plan d’un mur d’appui au-dessus d'un mur de terrasse, au devant duquel est une lanterne suspendue et une barrière avec tourniquet.
Que les fig. 9 et 10 en soient les profils et élévations , on mènera ( d’après *
l’art. 24 ci-aprcs) sur les plans, profils et élévations les lignes SL projection d’un rayon solaire.
Par les extrémités A d’une ligno telle que AA qui porte ombre (Jig. 8) on tirera les lignes Au parallèles à SL, l’ombre des points A sera nécessairement dans ces lignes. Pour les points A du profil (Jig. 9) correspondant à ceux du plan , on tirera pareillement une parallèle à SL jusqu'à ce qu’elle rencontre au point a la ligne YZ qui représente le plan horizontal , sur lequel les ombres seront portées.
(•) U» planches U , 111, IV, V, X ol XI manquent dans le manuscrit. Os six planches sont perdues. Nous donnons dans l'atlas, .o! fidélaïuut , lus planchas I, VI, VU, VIU, IX, XII al XIII qui sont les seules , que rÊcolo d'application de Metz possède. T. O.
Le point A y détermine en n et a l’ombre des extrémités A de la ligne AA et par conséquent si l'dn tire tu i elle sera l'ombre de la ligne AA.
On projettera de la même façon l'ombre de toute autre ligne droite sur un plan horizontal, etc’esl parcelle méthode qu'on a marqué celle de la barrière et de son tourniquet, et de la lanterne sup|>osée abaissée. S’il est question de trouver l'ombre d’une courbe, telle que le dessus du bahut couronnant le mur d'appui, on cherchera l'ombre de plusieurs points appartenant à celle courbe, et par ces points projetés on tracera l’ombre de la courbe. #
Comme ou ne doit marquer sur les dessins que les lignes nécessaires pour la connaissance des objets qu'ils représentent, on se contentera de marquer légèrement au crayon les lignes SL qu’ici l'on a tirées en rouge pour les rendre plus sensibles, on se dispensera même de mener (fig. 9), les parallèles à SL telles que A a. Il suffira de prendre , avec le compas, l'intervalle du point A à la ligne SL. Puis sans changer l’ouverture on cherchera par tâtonnement sur l'horizontale YZ un point a duquel pour centre on puisse décrire un arc langent à SL et ou projettera ce point a au plan par la méthode des tâtonnements ordinaires, pour éviter les lignes inutiles.
24. Remarque. S’il se trouve quelque élévation ou enfoncement tel que le fossé ponctué au plan [fig . 8) et à l’élévation [fig. 10), les verticales qui ne sont représentées au plan horizontal que par des points donneraient des ombres sans aucuns ressauts, il n'y en aurait qu'à celles des horizontales ou inclinées qu’on s’est contenté démarquer en lignes ponctuées, sans en donner l’explication qui ne pourrait être qu'une répétition de ce qui a été dit ci-devant.
25. Projeter sur une feuille de dessin les ombres portées sur une surface verticale par une ligne quelconque.
Soit (fig. 10) l'élévation d'un mur qui reçoit l'ombre d'une lanterne suspendue au devant d’une potence qui soutient cette lanterne. Nous allons déterminer sur ce mur l'ombre d’une verticale, d'une horizontale et d’une inclinée.
Ce problème peut se résoudre par le moyen du plan (fig. 8) ou du profil (fig. 9).
1" Solution, en se servant du plan. Par les points B et C [fig. 8), qui sont les arêtes du poteau vertical représenté (fig. 10) par les verticales BB,CC, on tirera jusqu'à la ligne QR, projection i!e la face du mur, les parallèles B b. Ce, à la ligne solaire SL du plau. Par les points B et C , extrémités supérieures , des verticales BB, CC (fig. 10), on mènera parallèlement des parallèles au rayon
solaire SL, sur lesquelles on projettera, parle moyen des distances horizontales, les points belc du plan, et par leurs correspondantes horizontales b et c(fig. 10), on tirera les verticales bb, cc du poteau sur ce mur vertical.
Si l’on veut avoir l'ombre du bras horizontal de la potence que les rectangles DE représentent (fig. 8 et 10); par les points DctE (fig. 8) des arêtes qui portent ombre et par leurs correspondants au plan, on tirera Dd, Ee, paiallèles à la projection SL du rayon solaire. Les points d et e, où ces parallèles rencontrent la ligne QU, étant ensuite projetés sur les lignes D</, Ed delà fig. 10, on y déterminera les points d, d et e, e, entre lesquels sera renfermée la projection ou l'otnbrc des arêtes représentées par les points DelE; après quoi il sera facile d’achever la projection totale, en tirant par tes points d et e des parallèles aux arêtes horizontales et verticales des bouts de ce bras.
Enfin , s’il est question de trouver l’ombre du lien incliné qui soutient le bras de la potence, on marquera au plan (fig. 8), en lignes ponctuées, la projection de la chambrée II H de ce lien sous la face horizontale du bras, et celte chambrée étant représentée (fig. 10) en FF, qui déliniront en même temps les extrémités des arêtes supérieures du lien , on tirera (fig. 8) les lignes HA parallèles à SL et {fig. 10), les lignes Vf parallèles à SL, qui s'entrecouperont en ff avec les verticales hf menées correspondantes du plan (fig. 8), à l’élévation (fig. 10); on marquera pareillement (fig. 10) en lignes ponctuées la chambrée GG de l’extrémité inférieure du lien sur la face verticale du poteau montant; puis des points G et G on mènera parallèlement à SL, les lignes G g, dont les intersections en g et g avec les verticales gg correspondantes du plan à l'élévation , donneront les extrémités des deux parallèles gj, qui termineront la largeur de l'ombre cherchée que le lien porte sur le mur (fig. 10).
2* Solution-, en le servant du profil. Pour éviter les répétitions, nous nous contenterons d'appliquer cette solution au lien incliné qui soutient le .bras de la potence.
On marquera, comme on l’a fait dans la solution précédente, la chambrée du lien sur la face verticale du poteau montant (fig. 10), afin d’avoir les points GG extrémités des arêtes qui portent ombre par ces points et par ceux FF extrémités supérieures des mêmes arêtes. On tirera des parallèles à SL; pur les points FF, GG (fig. 9), on tirera aussi, parallèlement à la projection du rayon solaire, des parallèles Vf, G g, lesquelles jusqu’à la rencontre du plan « vertical, sur lequel les ombres doivent se peindre ; on prendra ensuite les hauteurs des points / et g au-dessus de l'horizontale QR, qu’on portera par ordre . (fig. 10) sur les parallèles Vf, G g ; elles y détermineront les points f, f et g, g que l’un cherche.
On aurait fixé |*ar |es mômes méthodes l'ombre d'une eourbe quelconque cq cherchant celle de plusieurs de scs points.
Par les procédés détaillés ci-dessus, on a projeté (Jig. 10) les ombres de différents ubjets qui eu juirlept sur le plan vertical. Si l’on avait à projeter l’ombre, d’une seule ligne , portée sur plusieurs plans verticaux, on y réussirait par les mêmes pratiques, çn reconnaissant les différents points de cette ligne qui porte ombre sur chaque plan vertical, pu en imaginant quelques-uns de ces plans vertjeaux prolongés assez pour recevoir l'ombre de la ligne entière, laquelle étant trouvée,* on se contentera de marquer sur ehaque plan vertical la partie de celte ombre qu’il doit recevoir. *
Pi. iv, fÿ . », o; 2fi. i ” remarque. On remarquera que les lignes horizontales du bras de la po- ’ tenec perpendiculaires à l'élévation de la figure 10, et qui y sont représentées par des points donnant des ombres dirigées parallèlement à SL, sans aucuns ressauts, (sur la plinthe couronnant le mur de terrasse au-dessous du mur d’appui en briques , au lieu que les arêtes verticales des poteaux forment des ressauts sur lesclites plinthes; il en serait de même de toutes autres lignes non perpendiculaires à l’élévation , ce qui prouve qu’elles n'y seraient pas représentées par des points.
2". 2* remarque (Pl. 111, Jig. 10). On a sup|>osé que le mur sur lequel les ombres vont se peindre était parallèle à la ligne !UN du plan sur laquelle f élévation a été prise. Mais s; le mur n'était point parallèle, comme on le voit ’fig. 8, a PI. IV), après avoir marqué la direction SL du soleil au plan, et l'avoir relevé aux profils {Jig. 8 ,a et 9, b) et à l'élévation (Jig. 10, a), on y marquera les ombres en se servant du plan ou des profils, comme il a été dit (arl. 2Ô), et d'autant que les lira^ de ja potence ppritetulkulaiAve» au mur, ne le sont point à la ligne AB, sur laquelle ^élévation {fig. 10, a) a été prise, ils n'ont pu y être représentés que par des lignes, des extrémités desquelles il a été nécessaire de mener des parallèles à SL pour en déterminer les ombres. Pour abréger l’opération, on pourrait prolonger au plan le! arêtes horizontales des bras d s potences, et les ayant relevées à l’élévation , ils y auraient donné des points par lesquels et ceux des extrémités marqués comme il vient d'ètrc dit, on aurait tiré des lignes qui auraient déterminé les timbres. Remarquant qpe de quelque manière que se fasse l’opération il se fera des ressauts, dans la partie à droite de l’élévation, occasionnés par le renfoncement de la porte masquée; on les déterminera comme il a été dit (art. 24). y Pour éviter les petites opérations nécessaires pour trouver les ombres des horizontales perpendiculaires aux mqrs sur lesquels ellcstloivcnt se peindre, ou peut se procurer «les directrices auxquelles leurs ombres doivent être parallèles. Pour pq point quelconque de la direction SI. du soleil au plan, on tirera les lignes 8-, 7, ‘8-9 parallèles aux ligues de biais des deux murs, et d’un point quelconque S
— iode ta niante direction du soleil au plan , on abaissera sur ces parallèles des perpendiculaires S- 10, S-l I, et ayant porté ces deux perpendiculaires horizontales à leurs prolils correspondants (fi g- 9, a et 9, b) en S-l 1 cl S-15. On les représentera de même à l'élévation (fig. 10, a) de S en 12, et de S en 13, et on tirera des lignes L-12 et L-13, qui seront les directrices auxquelles les ombres de chacune des horizontales perpendiculaires aux deux élévations du mur de la ligure (10, a) seront parallèles.
fenfin , généralement, quels que soient les points pris Sur la direction solaire au plan, ainsi que les ligues menées, de l’un desdils points, parti Hèles aux faces du ntur biaisé à AB et les lignes menées, de l'autre point, pcrpéndiculaircs sur les parallèles respectives, ccs deux points quelconques, pris sur la direction solaire au plan, trouveront toujours leurs positions aux prolils et aux élévations, fuit dans le rawn solaire y faisant l’extrémité d'une ligne horizontale qui déterminera la représentation de l’autre point; et cette horizontale, dans chacun des profils ou élévations , représentera les deux perpendiculaires ci-dessus tellesqu’ici S-10 cl S-l I (fig. 8-n), ou toutes les deux ensemble, suivant leurs correspondantes à ces élévations ou profils.
28. 3" ntMAROLE. La partie & droite de l’élévation de la [fig. lO-o) représenté l’ombre d'une horizontale perpendiculaire à un plan vertical: telle est lafète O-P d’une couverte de porte sur le pied-droit de la |H>rte. On peut la déterminer rigoureusement et directement en prenant au profil (fig- 9 -b) la distance 1-2, et la portant verticalement à l’élévation de 3 en -i, en tirant la ligne P-l , qui déterminera sur le pied-droit de la porte l'ombre de la couverte O-P; mais comine cela pourrait devenir embarrassant dans les élévations dont les pieds-droits des portes et croisées n'auraicul pas la même largeur , on trouverait plus commode de sc procurer, pour une opération plus en grand, une directrice 5-G, à laquelle ligne, P-i serait une ligne menée parallèlement.
29. Déterminer f ombre tf une ligne droite on courbe sttr i me surface inrHnce quel- w. v, /t». n
cOntfne projetée sur une feuille de dessin supposée horizontale ou vcrticabe. **• 13 ’ '* IS -
Soit (fig. 1 I ) la projection horizontale d’un comble composé de deux pans et.de déux eroupes, dont les figures 12 et 13, 14 et 15 représentent les profils et élévations. U s’agit de tracer sur lotîtes ces surfaces les ombres portées par des souches de cheminées , par des lucarnes et houles d'amortissement.
Ayant (art. *22) projeté sur toutes les figurés un rayon solaire SL par les
extrémités des lignes dont on veut trouver l’ombre, on lui tirera des parallèles, jusqu'à la rencontre des surfaces qui reçoivent l'ombre, imaginées être prolongées s’il est nécessaire. Les points où ces surfaces seront rencontrées par ces parallèles étant ensuite portés sur les lignes correspondantes au plan et aux élévations, y détermineront les ombres que l’on cherche.
Nous ferons seulement remarquer que les ombres étant une fois marquées au plan, peuvent se projeter aux élévations parle moyen des distances horizontales; mais que si l'on ne veut pas se servir du plan pour cet usage, on peut les projeter directement par le moyen des hauteurs verticales prises au profil et aux élévations sur les parallèles correspondantes à la projection du rayon solaire.
On ne pourrait entrer dans le détail de l’application de ce problème à la projection des lignes droites, sans répéter ce qui a été dit (art. 24). Nous nous contenterons d’expliquer les procédés à tenir, pour déterminer l'ombre d'une sphère sur une surface inclinée vue en plan ou en élévation.
On remarquera facilement (art. 22) que l'ombre d’une sphère n’est autre chose que celle de son grand cercle perpendiculaire au rayon solaire; ainsi il suihra de projeter un cercle au plan, au profil et élévation, afin d'avoir sur ces trois figures les points les plus correspondants, desquels on puisse tirer des parallèles à la projection du rayon solaire.
Pour cet effet, on mènera (Jig. 44) à travers la sphère deux diamètres AB, DE, l’un parallèle, l’autre perpendiculaire à SL. Ce dernier sera le diamètre horizontal du grand cercle qui porte ombre; on tirera ensuite un troisième diamètre FG, qui fasse avec AB un angle GCB de 45 degrés, égal au complément de l’angle de l’élévation du soleil, et enfin un quatrième diamètre HJ perpendiculaire à FG. Cela fait, on partagera le quart du cercle I1EG en tant de parties que l’on voudra. Par les points de division tels que E, on abaissera sur EG la perpendiculaire Et; après quoi, parles points G, e etc., on tirera sur AB les perpendiculaires eK, etc. qui donneront les points N cl K, que l'on portera sur CA de C en M et de C en Q. Par les points K et Q, on mènera de part et d’autre de AB des ordonnées que l’on fera égales à eE. On aura les points O, R , P, V, par lesquels, et ceux E, N, D, M, on fera passer une ellipse qui sera au plan la projection quel’on cherche du grand cercle de la sphère.
Celle ellipse sera ensuite projetée au profil [fig. 43) et à l'élévation (Jig . 15) , ainsi que les points cotés des mêmes lettres l’indiquent.
Pour le faire, on projettera, comme à l'ordinaire, au profil et à l’élévation (fig. 13 et 45), les verticales élevées des points D, P, O, E, V, M et R du plnn(/îÿ. 14), dans lesquelles doivent se trouver lesdils points ; ceux D et E se trouveront aux extrémités du diamètre horizontal D/, des figures 43 et 15. A l’égard des autres
pjints P, N , O, V, M cl B, on en reconnaîtra la hauteur par la réflexion suivante. Le rayon solaire étant élevé de 45 degrés au-dessus de l'horizon, et le grand cercle de la sphère qui porte ombre lui étant perpendiculaire, fera aussi avec l'horizon un anglede 45 degrés; cl aussi les points P, N, O (fig. 13 et 15), qui sont 4 la circonférence supérieure du grand cercle, seront autant élevés au-dessus du plan horizontal passant par le diamètre DE; et les points V, M, qui sont à la circonférence inférieure du même grand cercle .seront autant abaissésau-dessous dudit plan horizontal, qu'ils sont les uns et les autres distants d'un plan vertical passant par le même diamètre DE. On pourra donc, sans le secours des profils et élévations des 11g. 13-a, et 15-a, prendre au plan (fig. Il) les distances perpendiculaires des points P, N et O, ou V, M et H à la ligue Dit (eu la considérant comme la projection du plan vertical), et les porter de suite par ordre aux profds (fig. 13 et 15) sur les verticales correspondantes, tant au-dessus qu'en dessous de la ligne DE, qui représente le plan horizontal.
Ces préparations faites pour les points E, O, N, P, D, II, M, V, on tirera ( fig . 1 1 , 13 et 15) les parallèles à SL, le rampant du comble (fig, 13); étant ensuite projetées comme à l'ordinaire (fig. 11 et 15), les parallèles ci-dessus y détermineront les points e,o, n, p, d, m,v , par lesquels on fera passer des ellipses qui renfermeront l'ombre cherchée de la $phère.
30. 1” remarque. On remarquera, comme on la fuit précédemment, que les ombres des verticales représentées par un seul point sur la feuille horizontale (ou plan) y portent des ombres en ligues droites parallèles 4 la direction du soleil, sans aucun angle ni ressaut, encore qu'elles soient projetées sur différents plans horizontaux ou inclinés; que semblablement, les horizontales marquées par un seul point aux élévations où elles seront par conséquent perpendiculaires, donneront des ombres parallèles à la direction du soleil sur les mêmes élévations.
31. 2* remarque. Les lignes horizontales qui portent ombre sur les pans des couvertures au plan sont ordinairement ou parallèles ou perpendiculaires aux lignes d’about ou do couronnement , c’est-à-dire à la section commune du pian horizontal avec un plan incliné, celles qui leur sont parallèles donnent des ombres parallèles aux lignes qui les produisent.
A l'égard des ombres portées au plan par des lignes horizontales perpendiculaires aux ligues d'about ou de couronnement , on les trouvera par les méthodes ordinaires, ci-devant indiquées, mais s'il y a une trop grande quantité de ces lignes, il sera mieux de se procurer une directrice à laquelle elles seront parallèles et qu'on trouvera sur chaque pan de la manière qui suit. Bar le point X, soit imaginée une horizontale XZ perpendiculairement au couronnement XC, laquelle étant projetée à lelévatiou (fig. 14) y sera représentée par le point x, et
Pl. vi , fa. Il, U, U et 1 5-o.
Pl. VU, fa. 16 Il et 18 .
son ombre par la ligne xy parallèle à SL; le point ;/ étant renvoyé au plan y donnera le point Y, duquel ayant tiré la ligne XY, elle sera sur les deux grands pans du comble, l’ombre; l'horizontale XZ est par conséquent la directrice de toutes les horizontales de moindre étendue qui se trouveront sur ce pan de couverture et également perpendiculaires à la ligne d’about ou de couronnement.
On en fera de même pour les autres pans sur lesquels ces lignes, et les opérations qu’on a faites pour les trouver, sont également ponctuées.
32. 3" remarque. On pourra aussi sc procurer de la manière suivante des directrices pour trouver plus commodément les ombres des verticales sur les élévations ( fig . 11 et 12) qui se présentent au soleil. Soit (fuj. 1 1 ), élevée verticalement sur l’about du comble la ligne TS dont il s'agit de déterminer l’ombre , la projection de celte ligne TS, au plan ( fig . 11 ), sera le point J par lequel ayant mené la ligne J -2 parallèle à SL, elle déterminera sur le plan du pan de la couverture l’ombre de ladite verticale; de manière qu’ayant rap|»orté le point 2 au point 3 de l’élévation (fig. I l ), on continuera la ligne T-3 qui sera l’ombre de la verticale TS à ladite élévation. On en fera de même à l’élévation de la croupe (fig. 12).
Quant aux élévations (fig. 13 et 15) qui suivent le soleil, on imaginera (fig. 15), une verticale TS, placée sur le couronnement, qui sera représentée au ptanQfy. 11) par le point 4 , dont l'ombre sera dirigée au plan suivant la ligne 4-5, [larallelc à la direction du soleil SL, de maniéré qu’ayant rapporté le point 5 au point L de l’élévation (fig. 15), on tirera la même ligne TL qui sera l’ombre de la verticale TS. -On en fera de même à l’élévation de la croupe (fig. 13).
33. 4“ remarque. Si les élévations des combles étaient vues de biais, c’ést-àdire si elles u'éwieut point qvmeï sut des lignes du plah parallèles â celles de leurs abouts ou couronnement, telles que les ligures 13, 14 et 15â, autour duplan (fig. 9,1 U), on aurait à chaque élévatiort la représentation d’un pan et d’une ctoupé sur chacun desquels on relèverait le soleil (art. 22), et l’on chercherait l’ombre d’une verticale comme il a été dit jiar l'article 32, ci cOmme les* opérations ponctuées, marquées des mêmes lettres et chiffres, l’indiquent. Si l’on voulait les déterminer il serait indispensable dé foire des profils droits de chaque pan et de chaque croupe.
34. Corollaire. On déduira du problème précédent la méthode de projeter les ombres à l’élévation, les ombres portées sur une surface inclinée vue par-dessous, tel que serait le rompant intérieur du comble, s’il se trouvait avoir assez d’élévation pour être éclairé du soleil; comme par exemple celui dont les figures 10, 17 et 18 représentent le plan , le profil et l'élévation.
On s’est contenté de marquer l’ombre d'une verticale AB et d’une horizontale BC perpendiculaire à la ligne sur laquelle l’élévation a été prise, laquelle,
par conséquent, sera représentée par un point; il serait inutile d'en donner le détail. ,
35. Projeter l'ombre d'une ligne quelconque sur la surface d un cône vu en plan et pi. VIH , fa. i», en élévation. 11 et **•
Soit (fig. 19 ) le plan d'un cône dont les figures 20, 21 et 22 sont les profils et élévations.
Soient aussi menées sur ces figures (horizontales et verticales) les lignes dont il est question de déterminer |es ombres , qu’elles portent sur la surface du cône, pour les projeter ensuite sur le plan et élévations.
On remarquera que l'ombre d’une ligne droite projetée sur une surface courbe y sera toujours représentée par une courbe ,• à moins que tous les points de la ligne qui la produit ne se trouvent dans la projection d’un même rayon solaire.
Ainsi, pour trouver l’ombre, par exemple, de l'horizontale AB, on y remarquera plusieurs points, tels queD, par lesquels on tirera ainsi que pour le point A, et sur toutes les figures, des parallèles Aa, D d à la projection du rayon solaire; l’ombre des points A, D sera nécessairement dans ces lignes et précisément aux points où elles rencontrent la surface du cône. Il est donc question de déterminer cette rencontre.
Pour cet cflet, on regardera les lignes A a, Dd (fig. 19), comme la rencontre des plans verticaux du soleil fixés (art. 12), avec la surface du cône; et ces lignes considéré)'' sous ce point de vue sont projetées au profil (fig. 20). Elles y produiront des hyperboles qui rencontreront aux points a et d les lignes Aa et Dd.
On rapportera ensuite sur ces ligues correspondantes aux plans cl aux élévations les points a et d par les méthodes expliquées ci-devant ; ces points seront (fig. 19, 21 et 22) l’ombre des points A et D.
On trouvera, par le même, procédé, l’ombre de tout autre point de la même horizontale AB; et par tous ces points déterminés, on r ;ra passer une ligne qui sera l’ombre de AB.
On se servira aussi des mômes moyens pour projeter tant au plan (fig. 19) qu’aux élévations (fig. 21 et 22) , l’ombre d’une verticale AC et de toutes lignes • *
quelconques.
Nous ne dirons rien de la manière de tracer les hyperboles (fig. 20), non plus que de celle de trouver les courbes paraboliques ou elliptiques qui pourraient être formées sur la surface d’un cône par la rencontre de différents plans; on suppose qu’on en soit instruit dans le Traité de la Stéréotomie.
Définitions des clairs et bruns.
Différence dans les clairs et les bruns.
CUlr-obseur.
Reflet.
O qw c’est que le fuyant.
Principe général tiré de la nature en différents effets des clairs et des bruns relativement aux differents éloignements d'où ils sont vus.
Remarque. A l’égard des ombres sur les dûmes sphériques, elles se détermineront avec autant de facilité; les prolils droits donneront des courbes circulaires qui, dans les projections, donneront des ellipses.
Si l’on a bien compris ce qui vient d’étre enseigné, on ne se trouvera point embarrassé pour la projection d'aucune ombre.
De la déjrnilation des ombres et des feinte*.
36. On distingue dans la nature des clairs et des bruns : par le terme clair on entend les parties d’un corps qui étant exposées à la lumière du soleil, ou d’autres objets lumineux, en reçoivent l’impression.
Par le terme brun , on entend les parties d’un corps qui étant opposées à la lumière sont dans l'ombre; et le terme brun convient d'autant mieux à ce que l'on appelle l'ombre que jamais la lumière n’est totalement interceptée.
37. Les surfaces d’un corps les plus directement exposées à la lumière paraissent les plus éclairées cl les plus brillantes; celles qui lui sont moins exposées paraissent plus ou moins foncées et brunes relativement à l'opposition plus ou moins grande avec les parties éclairées environnantes.
38. Indépendamment de la lumière directe, il en est une autre de réflexion
qui suit les mêmes lois, à l'exception que les clairs en sont moins brillants et tes ombres moins brunes relativement. Ce sont ces clairs occasionnés j>ar la réflexion de la lumière, que les peintres appellent clairs-obscurs, et dans lesquels les ombres se perdent et sc noient, de manière qu’on ne peut en distinguer la figure et le contour.
30. La réflexion de la lumière agissant sur tous les objets environnants, les corps environnants occasionnent nécessairement sur les parties des corps qui sont ombrées, des clairs cl des obscurs, c’est ce que les peintres appellent le reflet.
40. On dit que les corps fuient l'œil du spectateur, lorsqu'ils en sont plus éloignés que d'autres corps cousidérés du même point de vue.
Ce qu'on dit ici de différents corps, doit s'entendre aussi des différentes parties du même corps.
41. De plusieurs corps, placés à différents éloignements, les parties éclairées de celui qui est le plus prés de l'œil du spectateur paraissent plus brillautes, et respectivement les parties ombrées paraissent plus brunes et plus foncées. Car c’est un principe généralement reçu par tous les peintres et dessinateurs, et par eux copiés dans la nature, que les clairs fuient en brun et les bruns en clair ; on tic doit jamais oublier ce principe, c'est-à-dire que le brun et le clair, ensuite la ligure et le contour des parties éclairées et ombrées des corps, et enfin les
corps eux-mêmes , se confondent dans un éloignement hors de la portée de la vue du spectateur, à quoi sc joint la partie de l'atmosphère interposée à son œil et aux objets pour achever cette confusion.
42. Il suit de ce qui a été dit ci-devant que les.clairs en s'éloignant s’assourdissent, sc dégradent et deviennent moins brillants; les ombres s'adai hlisscnt au point que les clairs et les bruns se confondent dans un certain éloignement et paraissent de la même teinte, et que les objets eux-mémes disparaissent cl semblent s'anéantir à la vue; il règne à cet égard une harmonie et une proportion qu'on doit imiter.
43. Ce qui vient d’ôtre dit (art. précédent) ne peut s’appliquer qu'aux surfaces extérieures des corps qui reçoivent librement la lumière ou à sa réflexion. Il n’en est pas de même des surfaces intérieures et des corps qui paraissent dans l'enfoncement, elles sont plus ou moins brunes suivant qu'elles sont plus ou moins privées de la lumière rélléchic.
44. On a dit (art. 13), que les corps portaient ombre sur les surfaces qui les environnent, maison doit remarquer que celte ombre projetée se peint plus ou moins brune suivant que la surface qui la reçoit est plus ou moins prés de l'objet qui la porte.
45. On peut, pour se fixer l’imagination et sc donner des modèles des teintes en clairs et en bruns qui conviennent à chaque partie suivant les differentes circonstances ci-devant énoncées, imaginer un ruban replié dont l'un des bouts soit coloré de quelque teinte ou couleur que ce soit, laquelle se dégrade uniformément et se trouve à l'autre extrémité du ruban , aussi claire ou brillante que possible. Le brun est le plus foncé de la même teinté. Ce modèle, au moyen des divisions I, 2, 3, 4, 5, (>, 7, etc., qu'on y fera, mettra sous les yeux les justes rapports des clairs cl tles bruns, qui se font en raison des quartes des distances, parce que la lumière étant divergente diminue dans celte proportion; si ce ruban est imaginé fuit sur sa longueur, il pourra servir d'échelle proporlionnrllc aux distances, cl faire connaître, au moyen des divisions I, 2, 3, etc., les clairs et les bruns qui conviendront à chaque partie; c'est-à-dire , par exemple, que (yîÿ. 24) l'ombre qui conviendra au clnir le plus brillant coté 4 se trouvera vis-à-vis la même division, de même l'ombre cotée 2 sc trouvera vis à-vis sa division, etc.
4ü. Il ne nous reste plus qu'à donner quelques exemples de dégradations d'ombres et de teintes , ou les trouvera sur les planches X et XI qui représentent les plans d'un bâtiment autour duquel on a relevé dix-buil prolils ou élévations, le tout éclairé par un même soleil élevé de 45*, cl dont la direction fait avec la principale façade du bâtiment un angle aussi de 45*.
On a marqué en lignes ponctuées rouges, sur le plan (Jùj. 4) cl les élévations
Dégradations des clairs et des bruns.
Méthode pour . fixer les dégradations des clairs et di s bruns.
PI. IX, fig. 23, 24, 2S et 2G.
PI. X et XJ,
(Jig. 1 , M. X), ainsi que sur le plan de la PI. XI et les élévations des figures H et 12, les directrices des ombres portées par les couvertes des croisées et sur les pieds-droits, par des opérations semblables à celles qui ont été faites (PI. VI et enseignées art. 28).
Pareillement on a aussi marqué en lignes ponctuées en rouge sur le plan du comble (Jig. 6, PI. X) les directrices des ombres portées par des horizontales perpendiculaires aux lignes do couronnement ou d'almut et sur les élévations des mêmes combles { fig . 9 et 9-a) de la même planche et (Jig 1 1 et 14-o, de la PI. XI) par des opérations semblables à celles des PI. V et VI expliquées art. 31, 32 et 33. II sera facile, par ces mêmes moyens, de tracer de pareilles directrices sur les autres élévations éclairées , du soleil, qui en ont besoin.
Enfin, on a ajouté les deux autres PI. XII et XIII, contenant les dessins du même bâtiment éclairé par un soleil perpendiculaire ou parallèle à ses façades aussi élevé é 45°; on ne les a mis sous les yeux que pour faire sentir le peu d’agrément que cette direction du soleil donne au dessin, et que l’on doit par conséquent, lorsque rien ne s’y oppose, préférer la direction oblique ainsi que nous en avons prévenu art. 19.
. DES OHBBES (*). ’
On sait que tous les points d’un objet lumineux doivent être regardés chacun comme le centre d une sphère immense composée d’une infinité de rayons qui $ écartent du centre avec une vitesse qui échappe à nos sens ; que, dans un milieu homogène et uniformément dense, ces rayons se propagent toujours en ligne droite, de manière qu’un rayon de lumière émané d'un point quelconque ne peut arriver à un autre point déterminé , tant qu’il se trouve un obstacle sur la
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droite menée par ces deux points; par conséquent lorsqu'un corps Q, impénétrableàla lumière (Jig.i)sc trouve dansun milieu éclaire parun point lumineux S, il doit interrompre la roule des rayons de lumière, soit en les interceptant, soit en les réllécliissant , et parla priver totalement de lumière l'espace OMBR placé de l'autre côté de ce corps par rapport au point S, et terminé par les prolongements des tangentes SOM et SBU. C’est cette partie infinie de l'espace absolu, qu’un corps opaque prive de lumière par son interposition dans un miliet* éclairé, que fou nomme ombre de ce corps.
Si l'on place au delà du corps par rapport au point S un plan PL , de manière qu’il se présente en face vers le point lumineux , ses parties Pa, 4L seront éclairées comme elles le seraient si le corps Q était anéanti ; mais la partie éaabsolument privée de lumière sera parfaitement obscure, et le passage do celle obscurité à la clarté des parties voisines éclairées , se fera subitement et sans ménagements. Par exemple, Q est une sphère , et supposons que le plan PL soit placé perpendiculairement à une droite menée du point S par le centre Q ; l’espace ab sera circulaire, comme on le voit (fij. 2), et toutes scs parties seront également obscures. C’est cet espace que l’on appelle projection du l’ombre, et que le vulgaire confond communément avec f ombre proprement dite.
La projection de l'ombre d’un corps sur une surface quelconque est donc la figu re que terminent sur celte surface les prolongements des rayons de lumière tangents à la surface du corps.
Quelque autre part qu'on eût placé le plan PL, cependant toujours au delà du corps Q, par rapport ail point S : , Vespace obscur ab eût été plus ou moins grand , niais son obscurité absolue eût toujours été la même, puisqu’elle eût toujours été une privation totale de lumière. L’intensité réelle de l’ombre est donc une quantité constante qui peut être prise pour’lcrme de comparaison. 11 n'en est pas de même de sa quantité relative ou de son intensité apparente, car elle n’est que le contraste qu’elle fait avec les parties éclairées qui l’avoisinent. Or ce contraste étant d’autant plus sensible et plus frappant que la lumière l’est davantage, doit varier comme elle, c’est-à-dire augmenter et s’all'aiblir en même raison. Donc, toutes choses égales d'ailleurs, l’intensité apparente de l’ombre d’un corps reçu sur une surface quelconque doit croître et décroître en raison inverse du quarré de la distance de cette surfaco au point lumineux, car il est démontré en physique que la lumière suit cette loi. Mais comme dans la nature nous ne voyons les objets qu'à travers un milieu dont la densité s'oppose en partie au passage de la lumière et diminue par conséquent son intensité; celle ombre doit encore nous paraître d’autant plus forte qu'elle est moins éloignée de notre œil , c’est-à dire que nous sommes plus proches de la surface qui la reçoit. On doit avoir égard à ces deux
principes lorsqu'on peint desobjets éclairés pnr un flambeau peu éloigné du champ du tableau. Mais lorsque l'on suppose que lu lumière vient du soleil, comme la distance de cet astre est sensiblement la même pour toute la surface de la terre, la première considération n'a pas lieu. Tout ce que nous venons de dire ne suppose aucune dimension au corps lumineux; soit 0 [ftg. 3) un globe opaque et sphérique éclairé par un autre globe sphérique S dont le diamètre ait un rapport sensiblement fini avre In distance des deux centres. Soient menées les quatre lignes EK, EM, FM et FD tangentes aux surfaces des deux globes, cl concevons que le système de ce* quatre droites fasse une demi-révolution autour de S y comme axe. Il engendrera quatre surfaces coniques opposées deux à deux par le sommet et qui seront précisément les mêmes que celles qu’on aurait eues en menant ces quatre tangentes danslous les sens possibles. Cela posé, il est clair : 1* que l'espace OMB ( fini si S est plus grand que Q, infini s’il est plus petit) doit être absolument obscur, puisqu il ne reçoit aucun rayon de lumière; 2* l'obscurité des espaces RC MY, VMBD doit diminuer en s’éloignant de l'axe SV. Les points de cb sont en effet trèsob't'urs, puisqu'ils ne sont découverts chacun que par un seul point E ou F de la surface lumineuse. Les points e , t le sont moins parce qu’ils découvrent chacun une grande partie du g'obcS. Enfin les points a et d sont trés-éclairés, et autant qu'ils Ib peuvent être, puisqu'ils rcçoivcntdes rayons de toute la surface du corps lumineux. Donc, si on présente en PL un plan perpendiculaire à l’axe SQ , la projection de l'ombre sur ce plan sera composée de deux parties (fig. 4) : 1* d*un noyau circulaire ad de même obscurité que l’ombre de la figure 2 ; 2* d’une couronne "Nombre aebd , dont l'intensité dimiuuo en s’éloignant du centre jusqu’à devenir lêrtL'fluX'pnTnls a éTcff
Les dime nS&ttas, ou la grandeur de celte ombre imparfaite qu'on nomme pénombre (du latin peut- umbra), doit varier suivant que les dimensions de* corps Set Q, leur distance et celle du plan PL, deviennent plus ou moins grandes. L'angle cbd (fig. 3), par exemple, restant le même, la droite cd sera d'autant plus grande que la distance Bc du point B au plan PL sera plus considérable. 2* Cette distance restant la même, la droite cd pourra être considérée comme composée des deux parties ce et ed, dont la première sera proportionnelle à la tangente de l'angle cBe, la deuxième à celle de l’angle cIW. Donc quel-. que soient et l'anglo li et la distance Bc, la grandeur cd de la pénombre sera proportionnelle à : Bc (tangcBc-f tang dtrf). Mais si le diamètre du corps lumineux est considérablement plus grand que celui du corps opaque , l’angle en B est égal à l’angle sous lequel le diamètre du corps S est vu d’un point quelconque du corps y, cl les segments ce et cd sont sensiblement égaux; d'où il suit que l’angle cBe égale sensiblement l’angle cBd et qu'il peut , dès lors, être
comme égal à (;cBd). Soit donc p l’angle sons lequel est tu le diamètre du soleil ; q la distance Be de l'objet qui porte ombre à la surface sur laquelle elle est reçue; la grandeur de la pénombre sera : 2 q tang [p. Il suit de là sans entrer dans une si grande précision, que les ombres portées sur la surface de notre globe par des corps éclairés par le soleil, ne doivent pas être terminées vivement, comme dans la lig. 2; mais qu’elles doivent se mêler par masses insensibles avec la clarté qui les avoisine. Ajoutez à cela que les rayons de lumière, lorsqu'ils rasent quelque corps dans leur route, se plient et se rapprochent de l'axe, et diminuent par là la grandeur do l’ombre pure. Par conséquent dans les dessins, les teintes des ombres ne doivent pas être uniformes, mais s’adoucir insensiblement, à moins qu'elles no soient 1res- proche de l’œil qui doit les voir et de l'objet qui les cause. Dans les opérations suivantes nous ne déterminerons géométriquement que les projections des contours des ombres pures, ce sont les seules qu’il soit nécessaire d'avoir exactement dans les dessins; c'est l’affaire du lavis de dégrader les teintes, et de les placer de manière à faire illusion. Nous allons d'abord supposer les rayons du soleil parallèles, c'est-à-dire émanés d’un foyer infiniment éloigne, ou qui relativement à nos sens puissent être regardés comme tels. Nous verrons ensuite quel changement on apporterait à nos méthodes, si l’objet lumineux se trouvait à une distance sensiblement finie.
PROBLÈME GÉNÉRAL
Lu direction des rayons parallèles de lumière étant donnée, trouver l'ombre (f un
corps quelconque, le corps et la surface étant donnés de dimensions et de positions.
On construira les projections, du corps opaque qui doit causer l'ombre et de la surface qui doit la recevoir, sur deux plans quelconques, qu'il est cependant plus commode de supposer perpendiculaires l’un à l’autre et tels que l'un soit horizontal et l'autre vertical. Quelquefois ces projections sont déjà construites et c’est sur elles qu’on se propose de déterminer les ombres. Ainsi soit GZD (fitj. 5), la projection horizontale et cbdb' l'élévaliqn du corps qui porte ombre, EFI et egf, les projections horizontale et verticale de la surface qui doit la recevoir, enfin YA et t/a, celles d'un rayon de lumière quelconque. Il n’est pas possible de donner une méthode générale pour la construction de ces projections , et l’on s’en assurera facilement en observant qu'un même corps se projette différemment suivant les dill'ércnles manières dont sa nature nous est connue. Par exemple, les projections du rayon de lumière ne peuvent se faire que conséquemment à la manière dont nous supposons que les dessins seront éclairés. Ainsi, si, comme c'est l'ordinaire, nous nous donnons sa direction YA ou sa projection horizontale
et l’angle RAY qu'il forme avec elle, on mènera RY perpendiculaire à YA, cl on imaginera le triangle YRA , élevé verticalement sur YA. On projettera les points A et Y en a et y ; et on fera la verticale ry égale à RY. 11 est clair, pour lors, que ya sera la projection verticale du rayon dont AY est la projection horizontale. Toute autre manière dont on lèverait la position du rayon de lumière exigerait peut-être une autre méthode pour en faire les projections. Il est d'usage de nommer YA la direction du rayon de lumière, et ya son incidence. C'est ce que les astronomes appellent l'asimudi et l’almieanlarath.
Cela posé dans l'une des projections (dans l’élévation, par exemple) et par tous les points do l’objet qui doivent spécialement porter ombre, on mènera des droites lit parallèles aux rayons du soleil, cl on considérera chacune d'elles, comme la projection d'un plan parallèle aux rayons do lumière et perpendiculaire au plan vertical de projection.
Chacun de scs plans contient une infinité de rayons dont une partie est interceptée par l'objet qui porte ombre , et dont deux enfin et un plus grand nombre, après avoir rasé la surface de ce corps déterminent par leurs prolongements deux ou plusieurs points du contour de l'ombre sur la surface qui doit la recevoir. Or ceux des rayons de lumière renfermés dans le plan lil, qui sont interrompus par le corps opaque, rencontrent toute sa surface dans la section HL faite par le plan Id, et ceux qui s’échappent en rasant la surface sont des tangentes à celle Section. Donc , si par les régies de lu Stéréotomie, on projette cette section en HMLA.ot si ou lui mène deux tangentes MO et AP parallèle à YA, elles seront les projections lioii/onules mais indéfinies dos rayons rasants, qui doivent par leur prolongement donner des points du contour de l’ombre. Mais puisque ces rayons sont contenus dans le plan hl , ils ne peuvent rencontrer la surface LFI que dans l’intersection do celte surface par le plan hl représenté dans l’élévation par Ai. Par conséquent, si l'on projette celte section en QK'L’’, les rencontres O et P de cette ligne avec les droites MO et N P seront deux points du contour de l'ombre demandée.
Les verticales élevées par les points O et P détermineront par leurs rencontres avec la droite Id les projections verticales des deux mêmes points. En répétant l’opération pour tant de plan lit qu’on voudra, on trouvera tous les & points qui seront nécessaires à la construction de la ligne du contour de l’ombre dans les deux projections. C. Q. F. D.
Remarqi i:. Les points M et N séparent la partie éclairée MHN de la section, de la partie obscure Ml.. N ; par conséquent si ou fait passer une ligne par tous les points trouvés de la même manière pour les autres sections, on aura la sépara-
tion de la partie éclairéo do la surface de celle qui est dans l'ombre, ce qui est quelquefois très-utile dans le lavis. Les verticales élevées par les points N, M détermineront par leurs rencontres avec les lignes lil correspondantes dans l’élévation, les points m, n, par lesquels doit passer la projection verticale de cette séparation.
Corollaires. V L’ombre d'uno droite verticale projetée sur un plan horizontal est toujours une droite, ou plus généralement, la projection horizontale de l'ombre d’une verticale, reçue sur quelque surlare que ce soit, est toujours une droite; car les. rayons qui sont interrompus par la verticale composent un > plan vertical, qui par sa rencontre avec les surfaces voisines détermine i'owtye de la droite, et celte intersection no peut être vue sur le plan horizontal que sous \ une droite, puisque tout le plan vertical qui la contient est lui-mémo projeté
sous In forme d’une droite qui doit être parallèle à la projection horizontale d’un rayon de lumière.
‘2° Pour la môme raison la projection verticale de l’ombre d’une droite perpendiculaire au plan do projection verticale est toujours une droito parallèle à la projection verticale d’un rayon do lumière.
3* La projection de l’ombre d’une ligne droito ou d’un polygone quelconque reçue sur un plan qui lui est parallèle est toujours une ligure qui lui est égale et semblable.
La solution que nous venons do donner du problème général des ombres, peut s’employer quelle que soit la figure du corps qui porlu ombre, c’est-à-dire que la surface soit courbe ou composée de parties planes ou courbes. Mais lorsque le corps n’est pas terminé par une surface, mais par un système de plans joints par des arêtes rectilignes , on peut déterminer bien plus aisément la ligure de son ombre.
1*' Exemple. Déterminer l'ombre dun cube donne de position sur un plan horizontal.
Soient BCDE et IFGI1 les projections horizontales et verticales du cube {fitj. u), YA et celles du rayon de lumière, et KN la base do l’élévation (■*). Cela posé, remarquons que nous aurons l’ombre demandée si nous reconnaissons qu elles sont les arêtes du cube que rasent les rayons de lumière et si nous déterminons les ombres que portent ces arêtes. Or il est évident que l’arête verticale, représentée par le point B dans la projection horizontale et par IF à l’élévation , est rasée par les rayons de lumière; que de plus’son ombre doit être indéfiniment sur une droite BQ ]>arallèle à YA; mais si par les points E et 1, on mène des droites parallèles a tja les points où elles rencontreront l’horuoutalc EN , seront
(*) Monge désigne ici par base de l'élévation ce qu’il appelle plus tard ligne de terre. T. Cl.
1rs projections verticales des ombres des points F et 1. Donc , en abaissant les verticales MQ et KR, leur intersection avec RQ terminera l'ombre de l’aréle verticale représentée par le point B. Donc RQ sera une portion du contour de l'ombre demandée. Cela Tait, on observe que l'arélo horizontale exprimée par BC dans la projection horizontale et par FG dans l'élévation est aussi rasée par les rayons; qu'il eu est de même pour l'arèle horizontale supérieure projetée en CD par la verticale qui passe par le point G et pour les arêtes horizontales inférieures représentées par DE et EB, que par conséquent les ombres de toutes ces arêtes achèveront le contour de l'ombre du cube. Mais nous avons déjà l’ombre d’une dçs extrémités de l’arête horizontale BC ; il suliil d'avoir celle du l'autre extrémité C; or celte ombre doit se trouver sur la droite CP parallèle au rayon YA. De plus, si par le point G on mène la droite GN parallèle au rayon ya, le point N sera son élévation. Donc la verticale NP déterminera par sa rencontre avec CP l’ombre du point C, et par conséquent QP sera l’ombre de l’arête horizontale supérieure représentée par BC. On aurait pu trouver la droite QP, en faisant un autre raisonnement; car l’ombre d’une horizontale reçue sur un plan horizontal est une droite qui lui est égale et parallèle. Donc, eu menant par le point Q une droite égale et parallèle à BC on aurait eu l'ombre de celle arête. En faisant un pareil raisonnement pour toutes les autres lignes que nous venons du citer, on parviendra à achever le contour de l’ombre bien plus facilement qu’en employant la méthode du problème.
V Exemple. Déterminer f ombre d'un point sur un plan vertical.
Soient M et m les projections horizontale et verticale du point; TN la projection horizontale du plan vertical sur lequel doit être portée l’ombre demandée; soit MN parallèle à VA (Jig. 1), et regartlons cette droite comme la projection d'un plan vertical qui doit contenir le rayon de lumière interrompu par le point M;cela posé, Je rayon interrompu ne peut par son prolongement rencontrer le plan vertical , et par conséquent déterminer l'ombre demandée que dans l'intersection des deux plans verticaux ; or cette intersection est indéfiniment la verticale No. De plus , la droite mo, parallèle à ya, doit encore contenir la projection verticale du même point d'ombre dont son intersection avec la verticale No déterminera le point o demandé.
3" Exemple. Trouver sur un plan incliné l’ombre <fun cylindre vertical terminé par deux busex horizontales.
Soient Jkli et ZX (///. 8) les projections du cylindre, BCED et bced celles du plan incliné, soient menées les tangentes JG et lü parallèles à la projection horizontale du rayon de lumière, il est clair que ces deux droites seront les ombres des verticales représentées par les points/ et h, et termineront latéralement la projec-
tion de l’ombre du cylindre; il ne s’agit plus par conséquent que de trouver l’ombre du contour de la base supérieure ; pour cela on fera pour tant de points qu’on voudra l'opération que nous allons faire pour le point K, dont la projection verticale est le point à'. Par le point /b' soit mené la parallèle k'n à l'incidence solaire, et soit regardée celte ligne comme la projection verticale d’un plan parallèle aux rayons de lumière, dont l'intersection avec le plan bede doit contenir l'ombre du point K. Soit projetée cette intersection sur le plan horizontal en abaissant par les points» et m des verticales, qui par leur rencontre avec les droites BD et EC, détermineront deux points N et M. La droite MN contiendra donc la projection de l'ombre du point K, mais la parallèle à YA, menée par le point K, doit encore la contenir ; par conséquent leur point L d'intersection, sera la projection de l'ombre du point h. L’opération, répétée pour tant d'autres points qu'on voudra, achèvera de déterminer l’ombre du cylindre.
Dans tout ce que nous venons de dire, nous avons supposé que les rayons de lumière fussent émanés d'un point infiniment éloigné; voyons maintenant la manière de déterminer l’ombre d'un corps éclairé par un point lumineux placé à une distance sensiblement finie.
Lorsque le point lumineux ne sera pas infiniment éloigné de l'objet éclairé, les rayons de lumière qui en partiront ne seront pas parallèles, et les projections horizontales et verticales d'un de ces rayons ne suffisant pas pour déterminer la direction de tout autre, il faudra alors projeter le point lumineux lui-méine ; imaginer par ce point dans l'espace tant de plans qu’on voudra perpendiculaires à un des plans de projection , et qui feront , dans l'objet éclairé et dans la surface qui doit recevoir l’ombre, autant de sections qu'on en projettera sur l'autre plan; mener par le point lumineux toutes les tangentes possibles aux sections du premier corps et les prolonger jusqu'à ce qu'elles rencontrent quelque part, si cela est possible, les sections correspondantes faites dans le second corps.
Ce procédé graphique ue diffère de celui du premier problème, qu'en ce que dans ce cas-ci les tangentes aux sections sont menées par un point déterminé , au lieu qu’elles étaient parallèles entre elles dans le premier cas.
La solution du problème des ombres que nous venons de donner étant de la plus grande généralité , il serait inutile d’entrer dans quelques détails sur les particularités de certaines ombres, et de rapporter des méthodes abrégées plus ou moins élégantes qu’on [veut employer en certains cas. L usage et les occasions en fournissent assez, pour peu qu’on y réfléchisse. Cependant, nous ne passerons pas sous silence une difficulté qui peut souvent se présenter et qui a lieu dans l'exposé suivant.
4' Exemple. Déterminer , sur la surface concave d'un puits fait en avant d'un relran-
cUement , T ombre portée par . ion bord , en apposant qu'il soit éclairé par un point lumineux placé à une distance déterminée.
On suit qu un puits de retranchement est un cône tronqué renversé, dont les bases parallèle* sont horizontales ; soient clone (fig. U) EtH'JGII et ecrjb, les projections horizontales et verticales du puits et A, a celles du point lumineux. Par le point A soient menées les projections AL de tant de plans verticaux qu'on voudra, et les projections verticales pnqk des sections qu'ils forment dans la surface du cône (il est inutile de donner le détail de celle construction); cela posé , il est clair que l'ombre du point M du bord ne peut se trouver sur la surface du puits que dans la section ML, et par conséquent en projection verticale sur la courbe pnqk. Donc, si par le point p projection verticale du point M , on mène le rayon ap , il coupera la courbe quelque part en un point q qui sera le point d'ombre ; cl en abaissant une verticale qii qui coupera ML en un point Q, on aura la projection horizontale du même point. On déterminera de lu même manière les ombres de tant de points du bord qu’on voudra, et on aura par conséquent la courbe formée par leur continuité, à l’exception des deux points T et T' où commence celte courbe, où elle coupe les bords du puits; alors la méthode générale est en défaut, elle n'enseigne pas à les trouver.
Pour les déterminer, remarquons que les points T et T' demandés ^appartiennent point à la couibe TQT', considérée comme ombre portée, mais qu’ils sont les limites de l'intérieur du puits qui sépare la partie TQT' obscure de la partie TET' éclairée, et qu en les considérant comme des éléments de la surface conique, leurs prolongements doivent passer par le poiut lumineux cl être tangents à lu surface. Ces prolongements, qui sont des plans , doivent donc se cou- ‘ per en une droite meuée par le sommet du côtie et par le point lumineux, et représentée par Alt en projeelion horizontale et par oS en projection verticale. l)e plus, ces prolongements doivent couper le prolongement de la base supérieur du cône en deux droites tangentes à sa circonférence, et ces droites doivent passer toutes deux par le point où aS coupe le même plan. Donc , si du point ron abaisse la verticale rit, et si du point R on mène deux tangentes à la circonférence EUC, les points de contact seront les points T et T' demandés.
Celle solntiun , quoique particulière au cas do l’exemple , se généralisera si Tou fait attention que les points T et T' appartiennent à la courbe qui sépare la partie éclairée de la surface du corps de la partie obscure , courbe dout nous avons donné lu construction dans la ligure 5, et dont ni, n, M, N dans cette même ligure soûl des points, ponç, on aura les extrémités du l'ombre portée par le bord d'un vase d'une ligure quelconque sur sa surface concave, en déterminant les itibirsectious de ce bord nvue la courbe (pii sépare la partie éclairée de la sur-
Mi
face extérieure d'avec la partie obscure. On suppose ici l'épaisseur du vase infiniment wince, cl si elle ue l'était pas il faudrait regarder la surface intérieure comme extérieure.
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APPLICATION DE LA GÉOMÉTRIE DESCIUPTIVE Aü DESSIN DE LA VIS (*). Génération du filet par un triangle.
I. Chacune des faces du Ciel de la vis triangulaire fait partie d’one surface gauche et se termine à deux des hélices que décrivent les points de la génératrice de celte surface. Ces deux hélices, intersection des deux surfaces gauche*, forment sur la surface de la vis deux arêtes , l'une saillante et l'autre rentrante.
t K U r RO J ACTION.
Des liélices.
2. ST (fig. i) est la commune section (**); o la projection horizontale de l’axe; A le poiut où l'hélice saillante perce le plan horizontal ; par conséquent le cercle
ACBl), dont le centre est o et le rayon «A , est la proje/ction Iwrizoutale de celle hélice, et oA est celle d’une position de la génératrice de l’une et l’autre surlace
(*) Ce mémoire est île M. Tony, ancien professeur de sciences mathématiques k l'École U'applicaliOD de rurtillerio et du génie h Metz.
M. Persy tirait résolu h Metz le problème do l'ombre de la vis en méhio temps que Hachette le résolvait à Paris. Lorsque lu solution publiée par ILiehetUt duiis In CorrespouJnnru do 1 École polytechnique, 1 . 1 , n* I, jnnv. 1809, fui connue à Metz , M. Persy communiqua su solution à M. Français, proie, teur de fortification , et son collègue à l'École d'npplicnlion ; plus lard , M. Français adressa â Hachette une solution simple sarle mémo sujet . et qui a été publiée dai s la Correspondance de l'École polytechnique , t. Il , n* 2, jnnv. I SI 0 . J'ai tout lieu de croire que la solution donnée pur M. Français lui fut inspirer par relie de M. Persy, dont il avait eu connaissance. T. U.
Persy appelle commune section In ligne que t on appelle ordinairement ligne de terre. Celle dénomination do commune section fut introduite & l'École d'application de Metz par Ferry, qui avait vit au commencement de sa carmOrc adjointde Monge Al'École du géaie de Métière*. T. O.
gauche. Ne considérons que celle qui fait partie de la face supérieure du filet, et soit K'o la projection verticale do la position dont nous parlons , et que nous regardons comme la position primitive de la génératrice de la surface gauche supérieure. Si l’on conçoit un cône qui ait pour sommet le point (o,o'), et pour trace horizontale le cercle ABCP, toute arôle de ce cène sera parallèle & l’une des positions de la génératrice, et réciproquement toute position de la génératrice sera parallèle à l’une des arêtes du cène. Si l’on décrit ensuite une spirale ordinaire PARQ qui passe par A, qui ait pour pèle le point O, et pour rajon de son cercle générateur la hauteur du pas de vis, il est clair que de la position OA à la position quelconque OM, la génératrice se sera élevée delà quantité supérieure; d’où il suit que mêlant la projection horizontale d’un point de l'hélice, on aura la projection verticale de ce point en menant mm' perpendiculaire à ST cl prenant pm égal à la distance pm.
3. Il s'ensuit aussi que la projection verticale de la position OM de la génératrice est la parallèle à op tirée par le point m\
On l'obtiendrait encore en portant la distance pm en o'r, et si la construction est exacte , gp perpendiculaire à ST, coupera om en un point p de la spirale , car il est évident que celle courbe est en meme temps la trace de la surface gauche sur le plan horizontal.
4. S’il s’agissait de l’hélice engendrée par le point (/, /), on mènerait l’horizontale S’/T' au-dessus de laquelle on porterait les distances pm , alors les perpendiculaires mm' partiraient des points de rencontre des lignes om avec le cercle Jhg, projection horizontale de la nouvelle hélice.
De» courbe » qui terminent la projection verticale de la surface.
5. Par la génératrice considérée dans une position quelconque om, o’q, je mène un plan pqr perpendiculaire au plan vertical de projection. Ce plan touchera la surface gauche quelque part en un point situé sur la génératrice et qu’il s’agit de déterminer.
6. On sait que pour une même hélice la tangente fait un angle constant avec l’horizon. Considérant celle qui est projetée horizontalement dans le cercle ACBD, nous connaissons l’inclinaison de sa tangente. Soit (o, ») le sommet d’un cône qui ait pour trace horizontale ce même cercle et dont les arêtes fassent avec l’horizon le même angle que la tangente de l’hélice, toute arête de ce cône sera parallèle à quelqu’une des ttfngenles de l’hélice, et réciproquement toute tangente do l’hélice sera parallèle à quelqu'une des arêtes du cône. Concevons ainsi
une suite de cônes ayant chacun pour trace horizontale la projection d’une hélice et pour arêtes des droites qui fassent avec l’horizon le même angle que les tangentes de cette hélice. Je dis que tous ces cônes auront pour sommet commun le
point (o, s), il est aisé de s’en convaincre en vertu de l'équation x—^li, qui
est connue de tous. Actuellement si l’on mène parce point (o, s) un plan uts parallèle à pqr, ce plan coupera chacun des cônes suivant deux arêtes à chacune desquelles sera parallèle une des tangentes de l'hélice correspondante , et pour chaque hélice cette tangente sera parallèle au plan pqr.
Soient ox, ox', ox", ox"'..., les projections horizontales des arêtes dont nous parlons. En menant aux cercles oxb, fx'g, Fx"G, Ax"'B des tangentes respectivement parallèles àox, ox', ox ", etc., on aura les projections horizontales des tangentes des hélices qui sont parallèles au planer. Or, il est facile de reconnaître que les points de contact y, y', y", y"', etc., sont sur une même droite aê perpendiculaire à ut et placée à même distance du point o , car pour mener au cercle du rayon ox une tangente parallèle à ox, il faut mener à ox le rayon perpendiculaire oi qui détermine le point de contact. De même pour les cercles ox'et ox" ... Donc les triangles xox et yoy' sont égaux, comme ayant un angle égal en o compris entre des côtés égaux , etc.
Le point de tangence du plan pqr aura donc pour projection horizontale l’intersection des deux droites «S et om.
7. On simplifiera la construction qui résulte'de là, si faisant attention qu’on n’a besoin que de la direction de la trace qr, on considère le cône dont tes arêtes sont parallèles aux différentes positions de la génératrice, et que l’on prenne pour son sommet le point (o, ») lui-même, car la projection horizontale d’une arête du cône sera celle d’une position de la génératrice et la projection verticale de cette arête sera immédiatement la parallèle à la trace qr, que l’on doit mener par le point ». Ayant donc tiré par ce point la parallèle sa à o A’, et si dans le cercle aebd décrit du. centre o avec le rayon oa 1 , cercle qui sera la trace du cône de même inclinaison que la génératrice, si , dis-je, l'on se donne la projection oZ d’une arête quelconque du cône, ou ce qui est la même chose, d'une position quelconque de la génératrice, toute la construction se réduira à abaisser du point Z la perpendiculaire Zu sur oA , à rabattre ou en ox , et à mener à oA la parallèle zy', qui coupera oZ au point y cherché.
8. Mais on peut atteindre à une simplicité plus grande encore : si |’on décrit le cercle /hqà, projection de l'hélice qui répond ou point de contact du plan pqr, et que l’on tire la droite df, il sera aisé de voir : 1“ que celle droite est parallèle à o'L ; 2* que la perpendiculaire ol abaissée du point o sur df est égale à os ou ou;
3* * enfin, que cette perpendiculaire prolongée passe par les points x, y, d’où l'on conclut d’abord les deux méthodes qui suivent.
0. Pour construire le point qui doit être sur une position donnée oZ de la gé nératrice, il faudra par le point d mener a oZ la parallèle dj qui rencontrera oK au point /; le cercle décrit du point o comme centre avec le rayon of, coupera oZ dans le point demandé y (voyez le n* 19).
10. On obtiendra le point qui se trouve sur une hélice dont la projection horizontale Jht/k est donnée en menant à df la parallèle oij. Celte ligne déterminera sur
"* le cercle Jliyk le point y' que l’on cherche ( voyez le n* 19).
1 1. Cette dernière méthode convient surtout dans le cas, ou comme dans celui de la vis on n'a à considérer qu’une zone de la surface comprise entre deux hé-
’ lices; elle ne fait point tomber dans des opérations inutiles et donne directement les points situés sur les hélices saillante et rentrante du filet.
.> 12. La projection horizontale d’un point de la courbe étant trouvée, on con-
struira sa projection verticale par le moyen de celle de la position correspondante de la génératrice.
13 (*). Les considérations suivantes conduisent directement aux résultats de ■* ' l’art. 8. Par le point (/,/') de la position primitive de la génératrice et qui décrirait l’hélice donnée par la projection horizontale_/?iÿfc, je mène un plan tangent à la surface; pour cela je tire l’horizontale /’ e qui sera évidemment la soutangente du point (/,/') de l’hélice, de sorte qu’en portant / e' en /E, la droite AE sera la trace horizontale du plan tangent. Or, si ce plan suivait le mouvement de * la génératrice sans changer d’inclinaison par rapport à l’horizon il ne cesserait pas de toucher la surface, et quand la trace serait devenue perpendiculaire à al, le point de contact, dans la position qu it aurait prise serait sur la courbe cherchée. Mais puisqu'il sullil de connaître la projection horizontale de la génératrice considérée dans sa nouvelle position , on pourra fairo abstraction du mouvement le long dé l’axe. Ayant donc abaissé sur AE la perpendiculaire »1 .
' qui coupera la circonférence ACBD au point n, on prendra l’arc Am égal à Am , et le rayon om rencontrera le cercle fligk au point y' que l’on cherche. La projection verticale de ce point sera en f‘ sur l'horizontale f'e', si l’on fait abstraction du mou- *
veinent de la génératrice le long de l'axe, et en Y' si l'on a égard à ce mouvement. Actuellement, si l’on observe que les triangles A'/'e , o'sO et ee'f, e»0 sont semblables et donnent ^9 = ^ (qui esl la même chose que :^ = on verra que
(*) On peut commencer la solution n* 33 par celui-ci (t 3) ; joindre comme corollaire le parallélisme ds d/ et om ; puis placer le n* 1 4 aussi en corollaire. ( Nota de P. ) , dp
les triangles dof, A/E sont semblables aussi , et que par conséquent d/e st parallèle à om. *
44. Le triangle cof, qui est égal à dof, est semblable k A/E. Ainsi cf cl sa parallèle oV sont perpendiculaires sur AE; les points o,x, V, J, sont donc en ligne droite, et l’on voit de plus que/ étant la projection horizontale d'un point quelconque de la surface, la trace horizontale clu plan tangent en ce point, sera perpendiculaire à la lignée/ qui est donnée; on a donc tout de suite la direction de cette trace.
15. On remarquera que le plan mené par le point (*, o)parallèlement au plan/x/r coupe le cène qui a pour sommet ce point, et pour trace horizontale le cercle acM, suivant deux arêtes différentes et dont les projections horizontales sont o'L, ox. Ces lignes oZ, ox, sont en même temps les projections de doux positions différentes de la génératrice , mais dont les plans projetants et perpendiculaires au plan vertical, sont parallèles entre eux et au plan jw/r. De plus, les prolongements o;/ , «w, de ces lignes sont les projections du deux autres positions de la génératrice opposées aux premières, et dont les [dans projetants, parallèles aussi, font avec l’horizon le même angle que les plans projetant les premières positions. Enfin, dans toutes ses positions, la génératrice se prolonge au delà de l’axe de lu surface et se trouve sur une seconde nappe qu’elle produit en même temps que la première. Cela posé , si l'on trace les deux lignes aS, a o t qui sont en projection horizontale, l’une, la suite des contacts des tangentes parallèles au plan uta, l'autre, la suite des contacts des tangentes parallèles au plan ut s, on verra que lu droite «fi allant rencontrer oZ , le plan mené par la position oZ de la génératrice et perpendiculairement au pian vertical, touche la nappe inférieure dans un [joint y'. Que cette même ligne «S ne rencontrant que le prolongement de ox, le plan projetant de la position ox de la génératrice touche la nappe supérieure. De même , la droite a'S' allant rencontrer oY , le plan mené par la position oY de la génératrice perpendiculairement au plan vertical , touche la nappe inférieure daus un [joint Y, et celte même ligne a'S' ne rencontrant que le prolongement de ov, le plan projetant de la position ov ne louche que la nappe
supérieure; l’on reconnaît aisément que la suite des points y, Y forme
sur la nappe inférieüre une courbe dont la projection horizontale passe par le point o, et se compose de deux branches qui ont pour asymptote commune la droite AB. «
Comme on peut mener à un cercle deux tangentes parallèles à une droite donnée, on aura pour chaque cercle nebd, quatre tangentes différentes, deux parallèles à ol et deux autres parallèles à ox. Mais il faut remarquer que de ces quatre tangentes deux seulement donnent des tangentes de l’hélice qui soient inclinées
dans le infime sens que le plan pqr ou ut», et qui soient par conséquent parai* lèles à ce plan. Ces deux tangentes , dont l’uno est parallèle à ol et l’autre à ox, ont leur point de contact sur la même perpendiculaire «S à la trace ut. Ainsi, pour un même plan ut* on ne doit admettre qu’une des lignes de contact *3 et «'6'; savoir, celle pour laquelle l’inclinaison des tangentes des hélices est dans le même sens que l'inclinaison du plan, ce qu'on peut reconnaître en considérant le plan vertical qui passe par la tangente de l'hélice et qui doit couper le plan uu suivant une droite parallèle à cette tangente.
Maintenant les lignes oZ , ox sont les projections de deux positions différentes de la génératrice, mais dont les plans projetants perpendiculaires au plan vertical sont parallèles entre eux et au plan ut*. De plus , les prolongements o Y, oV de ces lignes sont les projections de deux autres positions de la génératrice opposée* aux premières, et dont les plans projetants pareillement parallèles entre eux , font avec l’horizon le infime angle que le plan uis. Enfin , dans toutes ses positions la génératrice prolongée au delà de l’axe de la surface , produit une deuxième nappe qui ne différera de la face inférieure du filet que par sa hauteur au-dessus du plan horizontal, en supposant toutefois que les génératrices des deux faces du lilet coupent sous le même angle l’axe de la vis. Dans cette hypothèse, si l’on trace les deux lignes *5, a' S', dont l’une est relative au plan uu, et l’autre au plan u't's', on verra que la première allant remonter oZ , le plan mené par la position oZ de la génératrice, perpendiculairement au plan vertical, touche la face supérieure du lilet dans un point y'-, que cette même ligne «S ne rencontrant que le prolongement de ox, le plan projetant de la position ox touche la face inférieure du lilet dans un point». De môme «'6' allant rencontrer o Y et ne rencontrant que le prolongement de or, les points Y et V appartiennent respectivement aux faces supérieure et inférieure du lilet. La meme construction donnera donc à la fois deux points de l’une et de l’autre face du (ilet, et l’on reconnaîtra aisément que la suite des points;/',... Y, appartenant à la face supérieure, forme une courbe qui passe par le point o et dont les deux branches ont pour asymptote commune la droite AR. Il en est de même des points V...» appartenant à la face inférieure. Dans l’espace la courbe coupe l’axe dans le point où il est rencontré par la position oc ou od de la génératrice, selon qu’il s’agit de la face supérieure ou inférieure, et en projection verticale les deux branches de chaque courbe ont pour asymptotes les projections des positions oA et ol) de la génératrice de la face sur laquelle celle courbe se trouve.
Puisque dans l'espace la courbe coupe Taxe en son point de rencontre avec la position oc ou oïl de lu génératrice, et qu'en projection verticale les deux branche* ont pour asymptotes les projections des positions dont oA cl oB sont les projcc-
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lions horizontales, l’on peut tirer, de là , la construction simultanée du point qui • * est sur la génératrice opposée dans la même nappe. *
16. Le n* 6 offre une démonstration géométrique de cette proposition : « Si l’on i mène à la série des hélices décrites par les points de la génératrice droite de » la vis, toutes les tangentes parallèles à un même plan donné, les points de • contact sont sur deux courbes planes dont les plans sont parallèles à l’axe » et perpendiculaires ati plan donné. •
De plus , la distance des plans des deux courbes à l’axe est égale au rayon d’une hélice multiplié par le rapport des tangentes des inclinaisons (avec l’hbrizon) et de l’hélice et du plan donné. Celte propriété n’est |ioinl particulière à la surface de la vis , clic appartient à la surface engendrée par une courbe quelconque qui tourne autour d’un axe et qui, en même temps, se meut dans le sens de cet axe d’une quantité proportionnelle à celle de la rotation; elle apoartient exclusivement à celle surface et peut servir à sa définition. La démonstration du n* 6 subsiste pour le cas général.
La proposition dont il s'agit mène à cette conséquence
Si l’on considère une série d'hélices de même pat tracées sur des cylindres verticaux à bases circulaires cl de même axe, et que les ayant projetées sur un plan parallèle à l'axe commun (ce qui produira une suite de courbes de même genre) on mène à ces courbes des tangentes parallèles à une droite donnée dans ce plan, tous les points de contact, quelle que soit la loi suivant laquelle les courbes se succèdent, n’y eùt-ii même aucune loi dans leur succession, se projetteront horizontalement sur deux droites parallèles» la trace du plan de projection verticale et également distantes de la projection horizontale de l’axe.
Le problème de mener une tangente à la projection verticale d’une hélice, parallèlement à une droite donnée, revient à celui de mener à la courbe ellemême une tangente parallèle à un plan donné, ce qui se résout aisément par ce qui précède. M. Hachette en a exposé une solution dans son Supplément à la Géométrie descriptive de Monge et dans son Traité des machines, ouvrage qui est une des applications les plus utiles de la géométrie descriptive.
18. Connaissant l'inclinaison, par rapport à l'horizon, de l’une des hélices décrites par les points de la génératrice, et par conséquent le point (s-o), on peut, d’après les considérations du n" 0, trouver aisément celle de toute autre hélice dont la projection horizontale est donnée; par exemple, l’hélice projetée suivant le cercle Jlir/k a pour inclinaison de sa tangente l’angle »eo; d’où l’on conclut la sous-fangente pour un point quelconque de l’hélice.
19. On déduit encore du n“8 quelques conséquences utiles : les lignes ox', oï. étant perpendiculaires, lorsque oZ sera donnée, en menant ox' perpendiculaire •
n o'L , on aura le point x'; et par conséquent, nu moyen du cercle x'fghk, le point y. Si ce cercle est donné , et par suite le point x , on délerinincra le point y en menant o>j’ perpendiculaire à ox.
Ces constructions ne sont pas aussi simples que celles des n OT 9 et 10, mais leur seront préférables en général, ou du moins les suppléeront au besoin, cl dans le cas surtout où le pas de lu vis n'est pas considérable , ce qui arrive ordinairement quand elle est à lilct simple. C’est pour plus de clarté et d’exactitude que dont l'épure nous avons supposé la hauteur du pas fort grande.
Des intersection» de la vis et des plans qui la terminent.
20. La vis est terminée ordinairement à deux plans perpendiculaires à son axe, et chacune des courbes d’intersection est une spirale qu'il est aisé de construire, soit par la considération du la courbu elle-même, soit par la considération des positions successives de la génératrice de la surface. La spirale oRAQ, employée d’abord subsidiairement, fait donc encore partie de la projection complète de la vis, quand l’angle delà génératrice avec l'axe est égal à un angle demi-droit.
II. DSS OXBHES
De la ligue qui sépare la partie éclairée de la partie obscure.
(Voyez art. 27, I’).
21. Le problème en question est du u)ème genre quo celui du n° 5. Les mêmes méthodes doivent donc, à quelques modifications près, s'appliquer à l'un et à l’autre. Je considère le rayon de lumière qui passe par le point (O-S), tig. 2, sommet commun des cènes île même inclinaison que les hélices et du cène de même inclinaison que la génératrice de la surface. Soient UL, SL' les deux projections du rayon de lumière, il rencontrera le plan horizontal eu L. Cela posé:
22. Que OZ soit la projection horizontale d'une arête quelconque du cène de même inclinaison que la génératrice, ou, si l'on veut, la projection d'une position quelconque de cette génératrice elle-mèiue, et qu’il s’agisse d’avoir le point de la ligne de séparation d'ombre et de lumière qui tombe en projection horizontale sur OZ.
On voit d’abord que LZ sera parallèle à la trace du plan lumineux passant par la position OZ de la génératrice. Ainsi, ayant abaissé sur LZ la perpendiculaire Ou, on la posera en us, et le |ioinl do rencontre de s y, parallèle à Ou, avec OZ, seratelui qu'on demande (pourquoi ? ). Le cercle décrit sur OL comme diamètre
donnerait immédiatement tes points u, c'est évident. Mais ii y a plus, lotis les points s sont sur le cercle dont le diamètre est la diagonale OM du carré LM N O construit sur OL, et lès lignes sy' spnt dirigées au point N. La construction se réduit donc à joindre LZ, ce qui donne le point :, et à mener sN qui détermine le point y.
Plus simplement encore, on mènera à OZ la perpendiculaire Ox , qui coupera LZ en x, et (n* 19) le cercle décrit avec le rayon Ox' et du centre O donnera lé point y. (Il resterait à voir si c'est plus simple et si cela vaut mieux dans le cas d’un pas très-petit).
23. Proposons-nous en second lieu de trouver le point qui doit être en projection horizontale sur le cercle donné fyhk. Ayant décrit une fois pour toutes la . circonférence JLN (dont le centre est O et le rayon OL), du point L avec le rayon perpendiculaire à /J, on tracera l'arc Ix'r, qui, par son intersection avec le cerclo fyhk, donnera le point x. Alors : ou l'on mènera l-i'a, qui rencontrera le cercle LMNO au point: et sN déterminera le point y'; ou bien on élèvera à Ox' la perpendiculaire O y', qui donnera encore le point cherché y' (approprier ici la méthode du n* 10. - Considérer le cône de même inclinaison que les plans tangents en les points d'une même hélice).
21. Il se pré ente ici dos remarques analogues à celles du n* 3. On distinguera de la même manière les'points qui se trouvent sur la nappe inférieure (le la surface de ceux qui appartiennent à la nappe supérieure, cl l’on trouvera aussi que les uns comme les autres forment une Courbe douée d’asymptotes rectilignes.
Ces asymptotes sont des positions de la génératrice qu’il sera aisé de reconnaître.
(II. se roiSr mulutt (*).
25. Si par un point quelconque de l'espace et [tour pliis de simplicité, par le point (O-S) on fait passer une première droite jietpendiculairc au plan vertical de projection, puis une deuxième droite parallèle au rayon de lumière* et qu’ensuile on construise un plan perpendiculaire à la ligne qui divise en deux également l’angle des deux droites, la question sera de mener à la surface un plan tangent parallèle à ce plan-là (/ÿ. 2).
Que l’on recherche sur l’horizon le plan projetant (LL', S) de la droite parallèle au rayon de lumière, en faisaut tourner ce plan autour de sa trace horizontale '
tP)Voye£ dans la Correspondance de l’École polytechnique. 1 . 1", n*8, p. i9ÎSà 30o (1807), le mémoire publié par Monge cl Hachette sur les point* brillants. Ca solution du problème des points brillants y est donné* d’une manière complète ; il n’v a rien à y njoiiter, T. O.
LL', la figure montre d' elle-même que L'/L, QU' et iOP seront les «leux droites dont on a parlé et celle qui divisait leur angle en deux également ramenés sur l'horizon, i O et SL' seront donc les projections de celte sécante considérée dans sa vraie position. Le plan qui lui est perpendiculaire et qui passe par le point (O-S) aura |>our trace horizontale FG perpendiculaire à iO, et menée par le pointx, qu’on détermine en tirantSX perpendiculaire à SL' etXxporpendiculaircàTT'(*). Actuellement, si l'on décrit du centre O le cercle GHI tangent à FG , et que par le point a on lui mène la tangente oll, cette tangente sera évidemment parallèle à la trace horizontale du plan qui passerait par la positiou primitive OA de la génératrice et qui aurait la même inclinaison que le plan dont la trace est FG. Or (n" 14) la perpendiculaire dn à ull , coupe OA en un point 7 , qui est la projection du point du contact de la surface et du plan passant par la position primitive de la génératrice, donc la projection du point brillant, qui se trouve déjà sur la position qu’aura prise la projection de la génératrice, et (pii doit être encore sur le cercle décrit du centre O et avec le rayon O 7 , sera au point d'intersection «le ce cercle et de la ligne.
2G. L'angle du plan langent à la surface avec l'horizon décroît, à mesure que le point de contact s'éloigne de l'axe; mais il ne décroît pas indéfiniment, et il a pour limite l'inclinaison do la génératrice. Il suit de là que la direction du rayon de lumière peut être telle que la surface ne présente pas de point brillant. Cela arrivera lorsque le plan auquel doit être parallèle le plan langent ci-dessus, fera avec l'horizon un angle moindre que celui de la génératrice, et l'on s'en apercevra à ce que la construction «induira à mener une tangente à un cercle par un point pris au dedans de ce cercle.
27. Choix de la direction du rayon lumineux pour qu’il y ail :
1* Séparation d’ombre et de lumière sur la face inférieure du filet ou sur la face supérieure ou bien sur l’une et l'autre;
2* Point brillant sur l’une ou l’autre l'ace.
(*) TT' <at la ligne de terre. T. O.
PROBLÈME D'OMBRE
Construction de la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur la surface hélicoïdale
générale (*).
Nous diviserons ce mémoire en quatre parties :
Dans la première partie, nous exposerons quelques propriétés nouvelles des parabolo'ides hyperboliques, propriétés utiles pour la recherche de la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur la surface hélicoïde générale, en la supposant éclairée soit par un rayon lumineux, soit par un point lumineux.
Dans la deuxième partie , nous construirons graphiquement cette ligne de séparation d’ombre et de lumière, en supposant la surface éclairée par un rayon de lumière.
Dans la troisième partie, nous donnerons la construction de divers compas propres à tracer, d'un mouvement continu, la projection horizontale de la ligne de séparation d’ombre et de lumière, dans tous les cas; ainsi : t“ suivant que la génératrice droite de la surface hélicoïde sera horizontale ou non, 2" suivant que celte génératrice droite coupera ou ne coupera pas l'axe, et 3° suivant que le rayon de lumière sera incliné au plan horizontal bu parallèle à ce plan.
Enfin, dans la quatrième partie, nous construirons graphiquement la ligne de' séparation d’ombre et de lumière , en supposant la surface éclairée par un point lumineux.
PREMIÈRE PARTIE
Vrarillii propriétés de» ptraJboloIdei hyperbolique».
On sait que si l’on a , dans un même plan, une suite de droites parallèles entre elles A , B, C, ... les divergentes d’un point o sont coupées en parties proportionnelles par ces parallèles, et que l’on a, fig, 1 :
oa : oa, : oa ,, etc., :: ob : ob, : ob,, etc., ::oc: oc,: oc,, etc., :: etc. (1).
<*) l’ai composé ce mémoire d'après des notes écrites à Metz en<849.
Cela posé :
Menons par le point a une droite arbitraire K et du point o comme centre et successivement avec ob, oc,... [tour rayon décrit des cercles coupant cette droite K aux points b', c',... la droite ob' fera avec la droite oa un certain angle a, et la droite oc' fera avec la droite oa un certain angle S.
Cela posé :
Du point o comme centre et avec les rayons oa,, oa,,... décrivons des cercles coupant la divergente oa, en les points a',, a',,... et menons par ces points des droites K,, K,,... parallèles entre elles et à la droite K.
Cela posé :
Du point o comme centre et avec ob, oc,,... comme rayons, décrivons des cercles venant couper la droite K, en les points b",, c",...
Du même point o comme centre Cl avec ob„ oc,,... comme rayons, décrivons des cercles venant couper la droite K, en les points b",, c",...
Je dis que les points b’, b",, b",,... sont en ligne droite, ainsi que les points c', e"„ c", ,...Cela est évident , en vertu des proportions (l)ct de la construction.
Par conséquent, si je fais tourner la droite oa , 1“ d’un angle S pour la- ramener sur oa, , et *2* d’un angle y pour la ramener ensuite sur oa, , l’on aura la fig. 2.
Et les points b', b'",, b'",... seront en ligne droite D,, et les points c', c",, c"',... seront aussi en ligne droite C,, car il est évident, par la ligure, que l’on obtiendrait les mêmes points eu supposant que l’on fasse tourner la droite B d’un angle a autour du point o, et que l’on fasse tourner la droite C d’un angle 6 autour du même point o.
Les droites A, B„ C,,... font le même angle l et respectivement avec les divergentes oa, ob', oc',... et les droites K, K',, K',,... font le même angle p avec les divergentes oa, ou„ oa,,... en sorte que les droites A, B„ C,... sont les enveloppée s d’une certaine courbe A, et les droites K, K,', K,', ... sont les enveloppées d’une certaine courbe 4>.
Mous verrons plus loin que ces courbes A et <t> ne sont qu’une seule et même parabole.
Il est évident par la construction , et en vertu des proportions (1), que l’on aura :
ait
oa
oa,
~~ ua *
ac’
ac
oa
oa,
oa,
Les figures \ et 2 peuvent être considérées comme les projections orthogonales de divers systèmes de l'espace ; passons donc de ce qui est sur le plan à ce qui peut exister dans V espace.
8 ni.
Premier système de t'espace.
Considérons la figure 2 comme la projection horizontale d’un certain système de droites situées dans l’espace; ainsi élevons par le point o uno verticale O, menons ( fig . S) par les droites parallèles A*, II*, C*,.-- des plans verticaux P, Q, R... et concevons une série des droites horizontales G, G', G''; ...s’appuyant sur la droite O et sur une droite A tracé dans le plan P. Les plans Q, R,... couperont ces droites G, G', G'',... en des points qui détermineront respectivement les droites B, C,...
En sorte que l’on aura dans l'espace un parnholoïcle hyperbolique rectangulaire 2, ayant pour premier système de génératrices droites, les droites G, G', G",... dont le plan directeur sera le plan horizontal de projection, et ayant pour deuxième système de génératrices droites, les droites A, B, C,... dont le plan directeur sera le plan vertical de projection, puisque dans la fig. 3 nous avons pris la ligne de terre LT parallèle aux lignes A*, B*, C*,...
Cela posé :
Faisons tourner la droite B d’un angle a autour de l'axe O et la droite C d’un angle 6 autour de môme axe O, ccs angles «, g,... étant tels que les points a, 6,*, c*,... soient en ligne droite K*. Il est évident que les points b' , c’,... seront situés sur la droite G’; dès lors si nous menons par le point a'* une droite K'* faisant avec oV* un angle u égal à celui que font entre elles les deux droites o*a*et K*, les points b,", c.",... seront sur G'% et ainsi de stiile.
En sorte que l’on voit Ircs-bicri : 1” que les droites horizontales G, G', G",... se seront transformées on les droites horizontales K, K’, K",... et 2" que les droites A, B, C,... se seront transformées en les droites A r B, , C,,... Les droites A, B, C,... étaient parallèles au plan vertical de projection, mais les droites A, B,,’C t ,... ayant pour projections horizontales des droites A*, B,*, C*,... qui ne sont pas parallèles entre clics, ne seront pas , dès lors , parallèles à un plan vertical.
Mais comme les droites horizontales K, K', K",... sont coupées en parties pro-
portionnellcs entre elles par les droites A, B,, C,,... puisque l'on a évidemment dans la fig. 3 et en vertu de la fig. 2 :
A‘ : «V :a'*6."* : etc. :: oY,‘
etc.
Il s’ensuit que la surface A, doublement réglée et ayant les droites K, K', K",,., pour génératrices du premier système et les droites A , B, , C pour généra-
trices du second système, sera un paraboloïdc hyperbolique oblique, ayant le plan horizontal de projection , pour l’un de ses plans directeurs.
Cela posé :
Comme lorsque l’on considère un cylindre tangent à un paraboloïdc hyperbolique, la courbe de contact est une parabole A, les droites A*, B*, et les
droites K‘, K'*, K' - *,... seront tangentes à la parabole A* projection horizontale de la parabole A, qui est la courbe de contact de la surface A. avec un cylindre dont les génératrices droites seraient verticales et seraient dès lors parallèles i l’axe O.
§ IV
I. D’après ce qui a été démontré dans le $ 111 précédent, on peut énoncer les deux théorèmes suivants :
Ayant une droite A et un point o ( situés sur un plan P), si l’on mène du point o une série de divergentes os, os', os " ,... coupant la droite A, aux points i , s",... et si l’on mène par chacun de ces points s, s', s",... des droites A',
A", A'”,... qui fassent chacune et respectivement avec la divergente qui lui correspond (fig. 4) un anglea, les diverses droites A, A', A”, A’”,... seront les enveloppées d’une parabole à(ou en d’autres termes seront les tangentes d’une parabole 3).
Étant donnés une parabole 3 ,*son sommet t et sa tangente A en son sommet, si l’on prend sur la tangente A une suite de points s, s", s'", et que par chacun d’eux on mène une tangente à la courbe 3, on obtiendra les droites A', A", A"’,...
Tfig- »), et menant par chacun des points s', s", s"',... une perpendiculaire à la tan-* genle qui passe par le point considéré, on aura une série de droites qui se couperont toutes en un même (joint o situé sur l’axe infini *X de la parabole donnée 3.
II. Nous pouvons encore déduire de ce qui précède diverses propriétés dont « jouit la parabole.
Ainsi (/ig. 5 bis), nous savons qu’étant donné un point o et une droite A, si nous menons la divcrgenlc op coupant la droite fixe A au point p et si par le point p nous menons une droite 9 faisant avec op un angle arbitraire p, celte droite 9 sera tangente à une parabole 3, laquelle sera tangente à la droite A en un pdînt a déterminé par la divergente oa faisant avec la droite fixe A un angle a.
Et si l'on fait varier l'angle p de grandeur, on obtiendra toujours une parabole, mais qui sera différente de la parabole 3.
En sorte qu’à chaque valeur attribuée à l’angle p correspondra une parabole particulière, laquelle aura un point do contact particulier avec la droite A.
Ainsi, le point o et la droite A étant donnés de position, en faisant varier l’angle p, on aura :
Pour p t une parabole 3, tangente en un point a de la droite A.
Pour p , une parabole 3, tangente en un point a" de la droite A.
Et ainsi de suite. *
Nous pouvons donc conclure de ce qui précède, ce qui suit:
Étant donnée une parabole 3 et une tangente A à celte courbe, si l’on mène à cette courbe 3, une suite de tangentes 8, 8’, 9",... coupant la droite A aux points p, p, p",... et si l'on mène par chacun des points p, p', p",..- des droites D, D’, D",... faisant chacune avec la tangente 0... qui lui correspond un angle constant p, ces droites D, D', D",... ne concourront en un même point o qu’autant que l’angle p aura une valeur particulière. (En un mot l'angle p ne peut être arbitraire.)
III. Si l'on a une parabole d, construite au moyen du point o et de la droite fixe A, et d’une série de tangente 9... faisant avec les divergentes op, qui leur correspondent, un angle constant p, nous pouvons considérer le quadrilatère paom, dont les sommets sont , l’un le point o donné, l’autre le point p en lequel une tangente 8 coupe la droite A, et les deux autres les points net m contacts respectifs de la parabole 3 avec les droites A et 8, et remarquer:
Que oa fait un angle p avec la droite A (fig. 5 bit).
Que op fait le même angle p avec la droite 9.
Et ces deux angles égaux p sont dirigés dans le même sens (à droite).
Que oui fait un angle X avec la droite 9.
. Que op fait le même angle X avec la droite A.
Et ces deux angles égaux X sont dirigés dans le môme sens (à gauche ).
Les quatre augles d'un quadrilatère valent en somme quatre angles droits, on aura donc:
nom = à.droits — 2(u +X).
Mai*, si nous examinons les deux triangles oap et opm, nous voyons qu’ils sont semblables, puisqu'ils ont deux angles égaux chacun à chacun et que par conséquent le troisième angle est égal de part et d’autre. Nous aurons donc :
aop
pom
et
ao
om
pm
IV. D’après ce qui précède le point o étant un point unique pour chaque parabole, il est de quelque intérêt géométrique de savoir quelle positiou ce point o occupe par rapport à la parabole.
D’après ce qui précède, il est évident que pour déterminer la position du point o nous pouvons prendre une tangente quelconque, et ainsi celle qui a pour point de contact le sommet de la parabole. Or (Jig. 5 ter), étant donnés une parabole 3’, son sommet s cl son foyer /, nous savons que si I on abaisse du foyer / des perpendiculaires sur les diverses tangentes 9... de cette .parabole J”, les pieds p... de ces perpendiculaires (ou normales) sont sur la tangente A menée au sommet s de cette parabole 3'.
Par conséquent, pour celte position toute particulière de la droite A, l’angle P est droit.
Nous pouvons donc conclure de ce qui précède que le point o en lequel concourrent les droites o/j, op'... (fig. 5 bis), est toujours le foyer de la parabole 3.
V. Ce qui précède nous permet de résoudre divers problèmes
i" PROBLÈME.
Etant donnés une droite A , un point a sur cette droite A et un point f hors de celte droite A (fig. 5. À") , construire la parabole 3, tangente en ad la droite A et ayant le point f pour foyer.
Solution. On mènera la droite fa, laquelle fera avec la droite A uti angle' connu u ; on prendra un point p sur la droite A et l'on mènera la droite fp\ ensuite l'on mènera par le point p une droite 9 , faisant avec fp un angle égal i l’angle u ci-dessus : cette droite 9 sera tangente â la parabole demandée.
On pourra done construire les diverses tangentes 9... enveloppées de la parabole demandée 3.
Pour déterminer le point de contact m de la tangente 9 avec la parabole de-
mandée 3, il faudra mener par le poinl / une droite fin, faisant avec fp un angle p/mégalà l'angle connu pfa, et la droite fin coupera la droite 9 en un point m, qui appartiendra à la parabole demandée 3; on pourra ainsi construire les divers points m... de la parabole demandée 3.
Étant donnés m point f et deux droites A et 9 (lig. 5, 5°), construire une parabole ayant le point f pour foyer et les droites A cl 9 pour tangentes.
Solution. Les deux droites A et 9 se coupent au point p. J’unis les poinls/et p, et
je désigne par p. l’angle fpm et par X l'angle fpa.
Je mène par le poinl / une droite fa, faisant avec la droite A l’angle p; je mène
par le point f une droite fm, faisant avec la droite 9 l’angle X; si l'angle afin est divisé en deux parties égales par la droite fp, il existera une parabole ayant le point / pour foyer cl étant respectivement tangente en a et en m aux droites données A et 9.
Etant donnés deux droites A et 9 et un poinl a sur la droite A , construire une parabole ayant la droite 9 pour tangente cl étant tangente en a à la ilroile A ( fig. 5 , 5° ).
Solution. Il est évident que le problème sera résolu, si l’on construit lo foyer de la parabole demandée.
Par le point p, en lequel se coupent les droites données A et 9, je mène une
droite arbitraire pf faisant un angle arbitraire p avec 9 et un angle X ( qui est dès lors connu) avec A.
Par le point a je mène une droite af faisant le même angle p avec la droite A, et j’obtiens, par l'intersection des droites af et pf, le foyer /de la parabole demandée.
Je puis ensuite mener par le foyer / une droite fin faisant avec pf un angle égal
à l'angle afp, et j'obtiendrai le point >n, contact de la parabole demandée avec la droite donnée 9.
Il est évident que le problème a une infinité de solutions. On peut donc se proposer le problème suivant.
On demande le lieu des divers foyers f des diverses paraboles ayant les droites A et B pour tuugentes communes tu gui seront laiigenu-s entre elles au poinl a.
Solution. Je mène per le point p, en lequel *e coupent les droites données A et 6 {fg. 5, 0*), une droite arbitraire pf, laquelle divise l’angle y que font entre elles les droites A et 9 en deux angles inégaux et arbitraires p el }.. Par le point a je mène une droite af faisant avec la droite A un angle égal à a; celte droite af coupe la droite pf en un point /, qui est le foyer de l’une des paraboles.
Or, dans le triangle paf, l’angle afp sera constant, puisque l'on aura toujours
fap +fpa = y.
Le point /sera donc sur une circonférence de cercle décrite sur ap comme corde, puisqu'il snflira pour trouver 1 le lieu des foyers / de construire sur ap un segment capable de l'angle (180* — y).
Etant donnés 3 jtoinls a, b, et p ( non en ligne droite ), on demande déplacer le sommet s el de déterminer f amplitude de C angle dont les côtés passeront respectivement par les points a et b et dont la bissectrice passera par le point p.
Solution. En joignant le point p aux points a et b on aura (fig. 5, G*) un angle
apb que je désigne par p; l'angle cherché étant désigné par 2a, on aura : « —
Sur ap je construirai un segment capable de l'angle «;
Sur bp je construirai un segment capable du même angle a ;
Ces deux segments se couperont en un point s qui sera le point demandé.
A'«rt a. D'après ce qui a été dit ci-dessus on voit de suite que l’on pourra construire une parabole 3, qui ayant le point s pour foyer, sera tangente en a et b
aux droites ap et bp.
Remarque. Il est évident que les quatre points a, b, p el s ne pourront dans aucun cas être situés sur une même circonférence de cercle.
Deuxième système de f espace.
Étant donné en projection horizontale lesystèmo de droites représenté en la figure 2, nous pourrons concevoir par le point o une verticale O, et élever des plaus verticaux par les diverses droites, A, B, C,... A, B,, C,,... K, K,', K.',... Cela pose :
Concevons dans l’espace un plan oblique P, coupant {fig. 6) l’axe O en un point
t, ce plan P sera coupé par les plans verticaux menés par les droites A‘, B‘, C*,... suivant des parallèles A, B, C,... qui se projetteront verticalement suivant des droites parallèles A', li", C',... cl si par l’axe 0 et par chacune des divergentes G‘, G'*, G"*,... on fait passer des plans, ils couperont le plan P, suivant des droites G, G', G",... qui divergeront du point s cl qui se projetteront verticalement en G”, G'”, G"',... lesquelles droites divergeront du point s*.
Cela posé :
Dans la lig. 2, pour passer (sur le plan) du la droite B à la droite B, on fait tourner la droite B d’un angle « autour du point o, pour passer de la droite C & la droite C, on fait tourner la droite C d’un angle S autour du point o, et ainsi de suite; donc pour passer de B* à B,*, de C* à C,*,... on fera tourner (fig. 6) la droite B (situé dans l’espace) d’un angle * autour de Taxe O, la droite C de t'espace d’un angle € autour de l’axe O , cl ainsi de suite.
Les droites A, B,, C de l'espace formeront donc une surface réglée, uno
surface gauche ; mais les points b, c,... sont sur une droite G qui fait avec l’axe O un certain angle y.
Quand la droite B tournera de l’angle a autour de l’axe O, le point b décrira un arc horizontal i mesurant l’angle a.
Quand la droite C tournera de l’angle S autour de l’axe O, le point c décrira un arc horizontal l mesurant l’angle S.
Et ainsi de suite.
Or ces points b, c,... étant sur la droite G, il s’en suit que les arcs i, /,... sont les sections droites du cône droit A décrit par la droite G autour de l’axe O.
Par conséquent le plan vertical mené par la droite K* coupera le cône A suivant une hyperbole dont les asymptotes feront entre elles un angle qui sera double de l’angle y que la droite G fait avec l’axe O.
Ainsi le système de droites parallèles A, B, C,o. situées dans le plan P, se
trouvera déformé et amené au système des droites A, B,, C génératrices d’une
surface gauche qui est coupée par chacun des plans verticaux menés par les droites K*,... suivant une hyperbolu K. On obtiendra ainsi par les hypeiboles K, K’,... le second mode de génération de la surface gauche en laquelle le plan P se trouve transformé.
8 vi. • .
D’après ce qui précède on peut énoncer le tliéorime suivant :
Ayant un point t dans l’espace et une droite A , si l’on prend sur la droite A
une suite de points a , a, a", a'",..- et qu’on les joigne respectivement au point s , par des droites G , G’, G", G'",... si l’on mène par le point * une droite O de direction arbitraire, si l’on mène par les points a, a, a", a"',... des plans M, M', M", H'",... parallèles à la droite O et faisant un même angle y et respectivement avec les plans (O, G), (0, G'), (O, G"),... ces plans M, M’, M",... couperont, suivant des hyperboles K, k', R”,... et res|>eciivement , les cônes A, A', A",... engendrés par la rotation , autour de l’axe O, des droites G, G', G",.**
Ces diverses hyperboles k, k', k",... détermineront une surface réglée. Ainsi, la droite A, en se mouvant sur trois de ces hyperboles, s'appuiera sur toutes les hyperboles construites ainsi qu’il vient d’être dit.
S vu.
Troisième système de l’espace.
Étant données une parabole jet ses diverses tangentes 9, 9.’, 9”, 9’",... les points de contact étant respectivement m,m', m", m’",.., on sait que l’on peut considérer la droite 9 comme la projection d’une droite T de l’espace passant par le poil »n, et considérer les droites 9’, 9", 0”’,... comme les projections d’une suite de droites T’, T”, T'”,... s’appuyant sur la droite T et sur la parabole 3.
La série des droites T, T', T", T’",,., forme un paraboloïde hyperbolique 5; en faisant varier l’angle que la droite J fait avec sa projection 9, on fera varier dans l’espace la position des droites T', T”, T"',... et l’on obtiendra un nouveau paraboloïde 2'.
Les deux paraboloïdes 2 et 2' auront en commun la parabole 3 et se toucheront suivant cette courbe.
On peut donc construire une infinitédeparaboloïdes hyperboliques 2, 2', 2", 2"',— en contact par la parabole o, et dont les génératrices droites des deux systèmes se projetteront sur le plan de la courbe 3, suivant un même système de droites, savoir : les tangentes à la courbe 3.
Au lieu de faire varier la droite T de position dans l’espace, on peut varier le plan de la courbe 3.
Ainsi, concevons un cylindre A ayant la parabole 3 pour section droite, et menons par les points m, m, m", m'",... les génératrices droites M , M’, M ", M”',... du cylindre A.
Menons par le point m une droite T arbitraire, mais ayant la droite 9 pour projection orthogonale sur le plan de la eourbo 3 (plan que nous prenons pour plan horizontal de projection ).
Cela posé :
Faisons passer par le point m une suite de plans Q', Q", Q' ",... coupant le cylindre A, suivant des parai>oles 3", lesquelles courbes se projettent orthogonalement suivant la même parabole 3.
Le plan Q' coupera les génératrices M, M', M",.— en des points m, m,’, m.",...
Le plan Q" coupera les mêmes génératrices en des points m, m,', m"...
Fl ainsi de suite.
On poun a donc concevoir une surface engendrée par une droite, s'appuyant sur la droite T et sur la parabole 3', et se projetant pendant son mouvement, suivant les tangentes de la courbe 3 ; on aura ainsi un paraboloïde hyperbolique 2,.
Si l'on suppose que la droite mobile, tout en s’appuyant sur la même droite T, s’appuie sur la parabole à", les projections de ses diverses positions étant toujours les diverses tangentes de la parabole <5, on aura un second paraboloïde hyperbolique 2.'.
Les deux paraboloïdes 2, et 2,' se couperont suivant la droite T , on pourra donc construire une infinité de paraboloïdes 2,,... se coupant suivant la droite T, et dont les génératrices droites des deux systèmes se projetteront orthogonalemenl suivant les tangentes de la parabole 3.
S VIII
Nous savons (fig. 2 ) que les droites A , B,, C t , sont coupées en parties proportionnelles par les droites K, K,', K,', et réciproquement que les droites K, K/, K,' sont coupées en parties proportionnelles par les droites A, B,, C,; de plus nous savons que les droites K, K.’, K,' fout le même angle p avec les divergentes oa, o<t M , oa,.
Si donc {fig. 7 ) nous construisons les trois droites K*, K'* K"*, luisant le même angle p avec les divergentes on*, oa'*, oa"*, ct si nous construisons les droites A, B*, C\ telles qu’elles coupent en parties proportionnelles les trois droites K*, K'*, K"*, nous aurons sur le plan horizontal la projection des génératrices droites des deux systèmes d’une infinité de paraboloïdes hyperboliques 2, 2,, 2,,... Proposons-nous de construire la projection verticale des deux systèmes de génératrices droites de l’un de ces paraboloïdes.
Pour cela, il suffira de construire trois droites A", B', C" et trois droites K', K’’, K”% so coupant respectivement en parties proportionnelles; la construction suivante satisfait à celte condition.
Menons A' arbitrairement.
Projetons verticalement les points a, a, a", en o*, a’, a"’ sur A*.
Menons une droite B' parallèle à A', et à, une distance arbitraire de A*.
Projetons verticalement les points b, b‘, b" en b", b 1 ', b"' sur B’.
Joignons a ’ et b " , nous aurons K*. >
Joignons a’ et b'% nous aurons K".
Joignons a"’ et b"', nous aurons K"'.
Cela fait :
Projetons verticalement les points cet c'en, c* sur K* et c'’sur K'*; joignons c*et c’, nous aurons la droite C*, qui évidemment sera parallèle aux droites A* et B*.
Et si nous projetons verticalement le point c", évidemment c"" sera à l’intersection des droites K"' et C*.
Il est évident que la construction que nous venons d'effectuer nous conduit à trois droites divergentes K', K'', K"', et à trois droites parallèles A’, B', C*, qui se coupent respectivement en parties proportionnelles.
Les trois droites A”, 13’, C’ étant parallèles, les trois droites K’, K**, K"' concourent en un point o, qui sera situé à distance finie ou infinie, suivant les données graphiques.
Ainsi les droites K, K', K'' et A, B, C seront les génératrices droites, savoir: les premières du premier système, les secondes du deuxième système d’un paraboloide hyperbolique 2.
De ce paraboloîdc 2 nous pourrions passer à un autre paraboloïde 2,, dont les génératrices droites auraient les mêmes projections horizontales que celles du paraboloïde 2.
Et en effet :
11 suffit d’exécuter la construction suivante ;
Les droites B’ et C* toupepl les lignes de projection monées des points a”* on les points p, p, p" et q, q', q".
Si l’on mène donc par le point p une droite J arbitraire, et par le point q une parallèle J' à cette droite J, en projetant verticalement les points b en b,’ sur J et s en c,’ sur J', les trois points o’, b', c‘ seront évidemment en ligne droite K,'.
Si l’on mène par le point p' une droite arbitraire I, et par le point q' une parallèle l' à I, en projetant verticalement les points b' en b',’ sur I et c en c' t * sur I', les trois points a’, b’,", c? seront évidemment en ligne droite K'\
Cela fait :
Unissons les points é.J et b’’, nous aurons la droite B,*;
Unissons les points c’ et c’’, nous aurons la droite C,’; _
Et si nous projetons verticalement les points, b" en b"' sur B'’ etc" en c",' sur
C,', il est encore évident que les trois points a", b"’, c”' seront en ligne droite K",*.
Nous aurons donc en K,’, K',*, K",' et en A', les projections verticales de
six génératrices droites (trois du premier système et trois du deuxième système) appartenant à un nouveau paraboloïde 2„ ayant même projection horizontale que le paraboloïde 2.
Nous pourrons donc construire la projection verticale d’une infinité de parabolnïdcs 2, Z„ 2,,... ayant tous même projection horizontale.
§ IX
Concevons dans l’espace ( fig . 8) un paraboloïde hyperbolique 2, les droites A, B, C étant les génératrices droites du premier système, les droites K, K', K" étant les génératrices droites du second système de cette surface.
Menons par la génératrice A un plan P, et traçons dans ce plan, par les points a, a', a" de la droite A, les droites parallèles entre elles Q, Q’, Q".
Traçons enfin dans le [dan P une droite Z parallèle à la droite A et coupant les droites Q, Q', Q" aux points p, p', p".
Joignons les points p et b, nous aurons la droite J.
Joignons les points p' et b', nous aurons la droite I.
Joignons les points p"ct 6", nous aurons la droite II.
Menons par les points c, c', c” de la génératrice C des droites J’ parallèle à J , P parallèle à I , l)’ parallèle à U , ces droites couperont les droites <J, Q', (J" en les points q, q', q ”, qui seront sur une droite Z' située dans le plan P et parallèle aux droites A et Z.
Cela fait :
Menons par les points b, b', b" de la génératrice droite B des parallèles aux droites Q, Q', Q", elles couperont les droites J', I’, 1)' en les points 6. , b,', b,", lesquels seront en ligne droite B. parallèle à B.
Cela posé :
Les droites Z', B„ C seront les génératrices du second système d’un pnraholoïdc $ dont les génératrices du premier système seront les droites J', I', U'; et cela est évident par la ligure , car il est évident que res six droites se coupent en parties proportionnelles.
Cela dit : (
On sait que si l’on projette sur un plan P les génératrices droites J', I', U' d’un même système d’un paraboloïde $ , si deux des projections sont parallèles entre elles, toutes les autres le seront : i ’ ' •
En sorts que si J* el 1" sont parallèles E'" sera parallèle à J* et à I'*.
Par conséquent, si dans la fig. (7) les droites pb‘ et p'b, 1 ’ étaient parallèle» entre elles , la droite leur aurait été parallèle.
Et comme l’on peut donner à la droite pb,’ toute direction , on aurait pu la prendre perpendiculaire à la ligne projetante oV, ou en d’autres termes, on aurait pu la prendre horizontale.
En résumant tout ce qui précède , on voit que l’on aura un paraboloide hyperbolique 2, fig. y. (Ayant, par l’une de ses génératrices droites A du deuxième système, mené un plan vertical P):
Si 1” l’on projette les génératrices droites K, K', K" du premier système sur le plan horizontal , et que les projections K*, K'*, K"* fassent un angle constant p avec des divergentes émanant d’un certain point o k , et aboutissant respectivement aux points a*, a' k , a 1 *, projections horizontales des points a, a 1 , a", en lesquels la droite A est coupée respectivement par les droites K, K’, k”j
Si 2* l’on prend sur K* la longueur a*è* proportionnelle au rayon oV, sur K'* la longueur a‘ k b' k proportionnelle au rayon o*a’*, sur K"* la longueur a" k b" k proportionnelle au rayon oV'*, les trois points b k , b‘ k , b" k seront en ligne droite B*, laquelle droite sera la projection d’une génératrice B du deuxième système du paraboloide 2 ;
Si 3“ Ayant construit la projection B' de la droite B , ou môme des horizontales par les points b", b’’, b"’, elles coupent les lignes projetantes n'u*, a " a' h ,a"’a" k en des points p’, p’, p" r qui seront sur une droite Z'* parallèle à A' ;
Dès lors, les droites de l’espace bp, b'p , b”p" seront les sous-tangentes de» droites K, K’, K" pour une môme hauteur z, mesurant verticalement la distanesdes .deux droites A et Z, lesquelles sont parallèles entre elles et situées dans le pian P.
Et récipnx/uemeiit,
Si l'on a une surface 4> formée par une suite de droites K, K', K", s'appuyant sur uue droite A , et dont les projections horizontales K*, K'*, K font, avec les divergentes oV, oV, oV 1 , un angle constant ju.ctsi pour une môme hauteur s les sous- tangentes pb , p'b', p"b" sont proportionnelles aux rayons oa k , oV\ oV\ les extrémités b, b', b" de ces sous-taugentes seront en ligne droite B, «t la surface 4> ne sera autre qu’un paraboloide hyperbolique.
S XI
En vertu de ce qui précède, il nous sein facile de démontrer que si l’on s une droite A tournant autour d’un ave O , de manière que chacun de ses points décrive une hélice cylindrique circulaire ayant la droite O pour axe , les tangente t menées aux diverses hélices en les points où elles coupent la droite A , forment un paraboloide hyperbolique.
En effet :
Par son mouvement, la droite A engendre une surface hélicoïdc générale. Dans son mouvement, la droite A reste tangente à un cylindre A, ayant pour section droite un cercle ayant pour rayon la plus courte distance R existant entre lea droites O el A , et ce cylindre A a la droite O pour axe de révolution.
Le pied m de la plus courte distance R sur la droite A décrit une hélice H sur le cylindre A , el tous les les points m', m", m'",... de la droite A décrivent des hélices II', H'', H" 1 ... concentriques à H et ayant même pas h que cette hélice.
Cela posé :
Faisons une projection horizontale de tout le système, et désignons par II l’hér lice décrite par le point m de la droite A, par R son rayon , par 8 sa tangente au point m et par h son pas, fig. 10.
Nous aurons de même l'hélice H'; son rayon sera R', sa tangente sera et elle aura même pas h.
El ainsi de suite.
Pour une hauteur h, la sous-tangente sera 2-It pour l'hélice II, 2rR' pour l’hélice H', 2nR" pour l’hélice II" et ainsi de suite.
Cela posé:
La ligure 10 nous montre que les droites 8, 9\ 8"... qui forment une certaine surface réglée <6, se projettent un des. droite» 8*, 0'\ 9''*,... qui font lo même angle p (angle qui est ici droit) avec les divergentes ou rayons R, R', R''.,.
Ensuite le calcul relatif aux sous-tangentes nous démontre que pour une mémo hauteur h (et è est ici coque nous avions précédemment désigné par x) ees soustangentes sont proportionnelles aux rayons R, R', R"...
En sorte que si l’on prend m*6* = 2 j:R, m'V= 2 itR ! , ni ’*6 "* = 2rR", ... les points é\ b' k , é''*,... seront en ligne droite B*; ce qui, en vertu de ce qui a été dit (§ X), nousdémonlrc que les extrémités b, b', b", ... dessous-tangentes seront en ligne droite B, cctte-droile s’appuyant sur toutes les droites 9, 9', 8",...
Et comme nous pouvons prendre une autre hauteur \ auquel cas les sous-
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tangentes seront — R, — R’, — R", ...et dès lors seront encore proportionnelles
aux rayons R, R', R", ... on voit que les points c\ c'*, c"*, ... que l’on construira en employant ces nouvelles sous-tangentcs, détermineront une droite C* qui sera la projection d’une droite C s'appuyant sur toutes les droites 9, 9', 9" ...
Ainsi se trouve démontré que la surface >I>, lieu des tangentes 9, 9’, 9", ... aux diverses hélices H, II’, U”.. . est un parabolnïde hyperbolique.
XII
Ainsi, le théorème que nous connaissions déjà, savoir : que les tangentes aux diverses hélices de la surface hélicoide gauche i, filet de vis carrée ou filet de vis triangulaire, en les points ou elles coupent une même génératrice droite G (de cette surface gauche) déterminent un paraboloïde hyperbolique tangent à la surface hélicoide 1 tout le long de la génératrice droite G; ainsi, dis-je, ee théorème est général et appartient à toutes les surfaces hélicoïdes gauches.
Et en vertu de çc qui a été dit ( Sjlll ) , on voit que si l’on projette sur un plan Y perpendiculaire à l’axe O du cylindre A, auquel la droite A reste tangente pendant son mouvement hélicoïdal , les tangentes aux diverses hélices de môme pas, décrites par les divers points de la droite A , on' voit , dis-je, que les projections de ces tangentes seront les enveloppées d’une paral»le ayant pour foyer le point en lequel l'axe O est coupé par le plan Y, et ayant pour tangente en son sommet la projection de la droite A.
| XIII
Dans tout ce précède, nous avons supposé (fig. 2), que le point o était situé hors de la droite A ; mais s’il était placé (fig. Il) sur la droite A , alors les droites K, K,, K, seraient parallèles et feraient avec la droite A un angle constant p , qui pourrait être aigu ou droit.
Dans ce cas, les droites B,, C„ ... qui devraient partager en parties proportionnelles les droites K, K„ K,, ... iraient concourir en un point unique, qui ne serait autre que le point o.
Si au contraire (fig. 12) on suppose que le point o est situé à l’infini sur la droite A, alors les droites A,, C, , ... seront parallèles entre elles et à la droite A.
§ XIV
Si l’on passe des figures planes H et 12 aux systèmes de l’espace dont ces
figures peuvent être la projection horizontale , on voit de suite que la fig. 1 1 pourrait être considérée comme étant, ou 1" la projection d'une figure tracée dans un plan P oblique au plan horizontal, mais parallèle aux droites K, K„ K,... ou2“la projection des génératrices droites des deux systèmes d’un paraholoïde liyperboliqueiayanl le plan horizontal pour l'un de ses plans directeurs , l'autre plan directeur étant vertical et parallèle aux droites K, K, , K,, ...
On voit encore de suite que la fig. 12 pourra être considérée comme étant, ou 1* la projection d'une figure située dans un P parallèle au plan horizontal, ou 2* la projection des génératrices droites des deux systèmes d’un paraholoïde hyperbolique I, dont les deux plans directeurs sont verticaux, l’un étant parallèle aux droites K, K,, K„ ... l'autre étant parallèle aux droites A, B„ C,.
DEUXIÈME PARTIE
Dét ennioêlion de la courba de séparation d’ombre «t de lumière ■tir une surface hélîcolde générale.
Ji-
Soient donnés {fig. a) un axe vertical O et une droite A parallèle au plan vertical de projection , celle droite A faisant avec le plan horizontal un angle arbitraire 6.
Construisons la plus courte distance entre les droites O et A; o*m* perpendiculaire à A* sera la projection de celte plus courte distance ; le point m sera le pied de celte plus courte distance sur la droite A ; et cette plus courte distance étant horizontale, nous sera donnée en véritable grandeur en o h m* , grandeur que je désigne par R.
Cela posé :
Concevons un cylindre de révolution vertical A et ayant la droite O pour axe , et ayant pour leciion droite le cercle C du rayon R.
Cela posé :
Faisons décrire au point m une hélice II sur le cylindre A , et telle que ses tangentes fassent avec le plan horizontal un anglo arbitraires.
La droite A, en tournant aulourdo l'axe O (son point m décrivant une hélice H, et celto droite restant toujours tangente au cylindre A et faisant toujours avec l’axe O un angle constant complémentaire de l'angle 6) engendrera la surface liélicoïde gauche X , sur laquelle on se propose de déterminer la ligne de séparation d'oinbre et de lumière , en supposant que celle surface est éclairée par un rayon
de lumière L, que nous ferons (pour plus de simplicité pour les construction* subséquentes) passer par le point m.
Si l’on prend une suite de points m*, m'*,... sur la droite A\ nous savons que les droites m h q, m'V/'*,... respectivement perpendiculaires aux divergentes o*m‘, o*m',... seront les projections horizontales des génératrices 9, 9',... du paraboloide hyperbolique <I>, formé par les tangentes 9, 6',... aux diverses hélices H , H',... décrites par les points m, m’...dc la droite A ; et nous savons que ce paraboloide 4> est tangent à la surfoce hélicoïde 1 tout le long de la droite A. Nous savons encore que si l’on mène dans le plan vertical passant par la droite A une droite Z parallèle à A et distante d’elle (verticalement) d’une hauteur *= R tanga (h étant le • pas commun des hélices H, H',...) les sous-tangentes seront respectivement égales aux rayons R, R',...
§ III
D'après ce qui précède, nous pouvons exécuter les constructions suivantes :
9° Portons le rayon R de m* en q.
2“ Projetons le point q en q ' sur LT (ligne do terre).
3° Menons par le point q' une droite 9’, faisant avec LT l’angle donné « que les diverses tangentes 9, 9'... font avec le plan horizontal.
, La droite 9" coupera la projection O’ de l’axe O eu un point m’.
4° Menons par le point m" une droite A* faisant avec la ligne de terre LT l'angle donnés.
5* Menons par m r la droite L% et par le point m* la droite J/, nous aurons les projections de la direction de la lumu-re.
El ainsi nous aurons établis les projections du tijstim* de la manière la plus simple pour la solution du problème proposé.
5 iv.
En vertu des données particulières de l’épure, et établies précédemment, le point q situé sur le plan horizontal est un point de la droite B, génératrice du second système du paraboluide *>, cl cette génératrice B est lu lieu îles extrémités des sons-tangentes des droites 9, 9’, 9",... lesquelles sous-langentes sont égales respectivementaux rayons R, R’, R".
— es —
Pour déterminer B‘ et B* il suffit donc de déterminer les projections d’un seul point de la droite B.
Or, si nous prolongeons R de m*o‘, le point q' h sera la projection d’un
point q' de la droite B.
Et, en eiïel, si l’on construit sur o‘</\ comme diamètre, un cercle, il coupera A* en m'*, et l'on aura évidemment la sous-tangente m'ty* — o*m'* , ou égala au rayon R’.
B* étant déterminé, construisons B*.
Pour cela, remarquons que si par le point p (situé au-dessous du point m de la quantité * = R tang*, ce qui établit ce point psur le plan horizontal), on mène une droite Z parallèle A la droite A; le point p\ extrémité do la sous-tangente projetée en ç'm’*, sera situé sur celte droite Z.
Si donc l’on mène par le point p'‘ une parallèle à la ligne de terre , on aura la projection verticale de la sous-tangente. Cette droite coupe la droite O* précisément au point </'*; dès lors, en unissant q' c et m ’ on aura la droite S'% et en unissant les points q " et q 1 ' on aura la droite B*. Mais comme la ligure {q*q T p’p'‘) *-‘st un parallélogramme, il s’ensuit que les droites 8“ et 6'’ sont parallèles , et quo les droites B’ et A' sont aussi parallèles.
Et comme les droites 6, 6'... sont les génératrices du premier système, et que les droites A, B... sont les génératrices du deuxième système du paraboloîde 4>, il s'ensuit que toutes les génératrices de ce paraboloîde <1> sc projetteront sur le plan vertical suivant des droites parallèles.
Le plan vertical de projection est doue perpendiculaire à la droite intersection des deux plans U et V directeurs du paraboloîde 4>; ecs plans U et V sont dono perpendiculaires uu plan vertical de projection, l’un C étant parallèle à la droite 8’, et l’autre V étant parallèle à la droite A”.
En vertu de ce qui précède, le paraboloîde <5 étant construit, il faudra mener par la droite A un plan P parallèle au rayon de lumière L, et chercher en quel point x de la droite A ce plan P est langent à la surface <8; ce point x sera un des points de la ligne de séparation d'ombre et de lumière de la surface liélicoide Z. On détermine facilement la trace H' du plan P, puisqu'elle passe par les traces horizontales r et a des droites A et L.
Cela fait,
Il faudra déterminer le point d un lequel la droite R perce le plan P.
Pour déterminer ce point d, nous mènerons par la droite B un plan X pa-
rallè'eà la droite A; par un point q de la droite B, nous mènerons donc une droite A', parallèle à la droite A , et les deux droites B et A' détermineront le plan X.
Mais comme les droites A’ et B' sont parallèles, il s'ensuit', que le plan X est perpendiculaire an plan vertical de projection ; il sullit donc (sans aucune construction préalable) de mener par le point q une droite H 1 , perpendiculaire à A* pour avoir la trace horizontale du plan X.
Les deux plans P cl \ se couperont suivant une droite A", parallèle à la droite A (car le plan P passe par la droite A et le plan X passe par une droite A” parallèle li A), il sullit donc de construire un point de cette droite K" pour qu’elle soit connue de position. Or, les traces H* et H" se coupent au point è; en menant par ce point b une droite A"* parallèle à A*, on aura la projection horizontale de la droite A"; cette projection coupera la droite B* en un point rf* qui sera la projection du point J demandé.
Cela fait ,
II faudra du point d mener une génératrice du premier système du paraboloîde <t>. Or, si sur o*d* comme diamètre, on décrit un demi-cercle, il coupera A’* en un point .r*, qui sera la projection horizontale du point x, contact du plan P et du paraboloide <]>, et par suite contact do ce même plan P et de la surface hélicoide 2.
§ VI
Nous avons supposé dans ce qui précède que la droite A faisait avec le plan horizontal un angle arbitraire S. Quel que soit cet angle S, les constructions seront toujours les mêmes, cependant lorsque eci angle S est nul, elles se trouvent simplifiées, et en elfel :
La droite A ( fig . b ) étant supposée horizontale et parallèle au plan vertical de projection, l’on voit de suite que la droite B est située dans le plan horizontal, puisque B’, étant parallèle à A’, doit se confondra avec la ligne de terre LT.
Dès lors, le point q' est sur le plan horizontal , et la trace H" est parallèle à A% ou à la ligne de terre LT.
Il est facile de lire sur la fig. b toutes les constructions à exécuter pour trouver lu point x, point de contact du plan P avec la surface hélicoîde 2.
ML
Ayant déterminé le point x de la ligne de séparation d’oiubre et de lumière,
qui est situé sur la droite A, il faut construire les points 2, 2,,... situés sur tes diverses génératrices droites A,, A >( ... de la surface liélicoïde I.
Étant donc donné ( fig . c), la projection A* de la génératrice A, et la projection L,*du rayon de lumière, qui parallèle à L passe par le point m, de l’hélice H (décrite sur le cylindre A par le point tn) ce point m, étant celui en lequel la génératrice A r touche le cylindre A, nous pourrions prendre un plan vertical l,T parallèle à la droite A, et effectuer les contractions précédemment expliquées et nous trouverions le point 2. de la même manière que nous avons trouvé le point 2; mais ces divers changements de plan vertical de projection, rendraient l'épure très-confuse, il vaut mieux opère? au moyen d’un mouvenfent de rotation.
Comme la droite A, fait avec le plan horizontal le même angle £ que la droite A, en faisant tourner celte droite A, autour de l’axe O de l’angle y et en supposant que le point m, parcoure l'hélice M, cc point m, viendra se superposer sur le point m, et la droite A, viendra se superposer sur la droite A.
En même temps le rayon L, viendra prendre la position L' en laquelle L'* fera avec L*un angle dégai à l’angle i que les projections A* et A* faisaient entre elles.
Et comme les rayons de lumière L et L.sonl parallèles et font dés lors un même angle avec le plan horizontal , il s’en suit que les droites L et L' font avec la verticale passant par le point m des angles égaux et qu’ainsi ces droites L et L' sont situées sur un cône de révolution vertical , et ayant le point m pour sommet.
Cela posé ,
Le problème à résoudre sera donc le même que précédemment; seulement, au lieu de supposer que le rayon de lumière a la direction L, on doit supposer qu’il a la direction L'.
Pour déterminer la trace horizontale a du rayon L', il suffira de décrire du point ru* comme centre et avec m'a pour rayon un cercle D qui coupera L* au pointa' demandé.
Ce point a' étant construit toutes les autres constructions s’effectueront comme . dans la fig. a.
On déterminera donc le point x'* et on le ramènera par un arc de cercle ayant le point O* pour centre en 2,* sur A,*, et par suite on trouvera 2/ sur A,".
§ VIH.
Dans le cas où la génératrice droite A de l’hélicoîde 2 serait horizontale, on opérerait de la même manière indiquée § VII, pour déterminer les divers point* 2, x,, 2,,... de la ligne de séparation d’omhreet de lumière.
§ IX
Au lieu de se donner Ja surface hélicoïde générale 2 par la génératrice droite A faisant avec le plan horizontal un angle constant S et par l'hélice H décrite par lé pied m de la plus courte distance U existant entre l'axe O et la droite A , on au* rail pu se donner la surfaces par la même génératrice A et une hélice II' décrite par un point quelconque m' de cette droite A, en assujettissant toujours la droite A à être tangente au cylindre A ayant la plus courte distance R pour rayon de sa section droite.
Dès lors, connaissant : 1* la distance R du point m de la droite génératrice A à l’axe fixe O, et 2* l'inclinaison d ' de l’hélice H' sur le plan horizontal (inclinaison a j que i on peut facilement calculer ou construire graphiquement, le pa» h commun aux diverses hélices H, H', H",... décrites par les divers points in, m\ m"... de la droite A étant connu), on pourra opérer comme précéderrimeni> et la construction dog divers points de la courbe de séparation d'ombre et de lumière se construiront très-facilement.
Et, en effet ,
Concevons (fig. d) l’hélice 11' décrite par le point m' (les données étant les mêmes que dans la (Ig. rt), nous prendrons R'rrOVi* et nous le porterons dem* en q"' sur 9'* (tangente en m‘ au cercle H'*), et ce point q' k sera la projection du point q' de Ja droite I>, génératrice du second système du paraholoïde <t>.
Si nous ramenons la droite 9' u être parallèle au plan vertical de projection, le point m' viendra en m',’ sur 0% et le point m'* viendra en m\ k sur le prolongement de 0‘m‘; en sorte que 9',* sera parallèle à la ligne do terre LT.
Si donc je mène une droite L'T' parallèle à la ligne de terre LT et à une distance du point m',’ égale à : s=R' tanga', j’aurai en g'° (sur L'T') la projection verticale du point , et la droite O',', qui unit les points m',* et q’ t fera nécessairement avec la droite L'T' un angle égal ù l’angle x que la tangente S’ au point m’ de l’hélice II' faisait avec le plan horizontal.
Cela posé ,
Le point q' de la tangente 9' se projettera en q'" sur la droite L'T'; et menant par ce point q’’ une droite Z c parallèle à A', on obtiendra la même droite Z’ que dans la iig. a; et la projection horizontale de la droite Z ne sera autre que la droite A*.
La droite Z“ ne sera autre que la projection B’ de la droite B, lieu des extrémités des sous-tangentes, égales eu longueuret respectivement, aux rayons R, R'... Pour avoir B*, que nous savons déjà devoir passer par ie point </'*, nous porte-
rons sur A* de m" eu tf une longueur égale à : Il =<V»i k (égale à la plus courte distance qui existe entre les droites O et A), la droite B* passera par le point tf, la point q de la droite B aura sa projection verticale en q ' sur la droite Z r ; et menant par le point q t une droite L"T" parallèle à LT, eu prenant le plan L"T" pour nouveau plan horizontal de projection, on achèvera les constructions par rapport à ce plan L"T", comme on l’a fait ( lig. a etc) pour le plan LT.
Cela dit, on voit que l’on pourra très-facilement achever l 'épure.
Ce que nous venons de dire ci-dessus $ IX nous permet de généraliser la solution donnée fig. a, et de l’appliquer au cas où la plus courte distance R existant entre l aite O et la génératrice A serait nulle. Dans ce cas particulier, le cylindre A se réduit à Taxe O, et la surface héiicoide 2 devient 1* la surface du filet de vis triangulaire, si la droite A est inclinée sur l’axe O , et 2* la surface du filet de vis carré, si la droite A coupe rectangulairement l’axe O.
S Xi.
Détermination de la ligne de séparation tf ombre et de lumière sur la surface de la vis
triangulaire.
Prenons l’axe O vertical; la génératrice A qui engendre le filet de vis, sera supposée parallèle au plan vertical de projection. Les divers points m,m', m".... de la droite A, engendreront des hélices H, II', H ',... qui auront toutes même pas h.
Le point m, situé sur l’axe O, engendrera une hélice H qui ne sera évidemment autre que cet axe O. .
Cela posé : . . ■
prenons un point m' ( fig . e) sur la droite A, et dont la distance à l'axe O soit égaie à m*0* que je désigne par R'.
La tangente 8' à l’hélice H', décrite par le point m, fera avec le plan horizontal qn angle «' dont la tangente sera connue, car l’on a :
taug J—
*rll'
Nous pourrons donc construire graphiquement l’angle a.
Cet angle *' étant connu , nous mènerons par le point m‘ une droite m’g, fai-
saut avec la ligne tic terre LT l’angle a’. Celte droite m’g coupera 9*' en un point g, et menant gp", parallèle à la ligne de terre LT, elle coupera O* en un point p'\ nous aurons donc en m’p* la hauteur i = R'. tang. %.
Par conséquent , en menant par le point p ' la droite Z", parallèle à A r , on aura en même temps en cette droite V la projection B’’ de la génératrice B du second système appartenant au paraboloïdc hyperbolique <t> , formé par les tangentes 9, 9', 9",... et celte droite B sera le lieu des extrémités des sous-tangentes des droites 0,9',... lesquelles sous -tangentes sont respectivement égales aux distances H', R",... des points m, m ",.. . de la droite A. à l’axe O.
En prolongeant la droite Z” jusqu’en q' r sur la droite 9'*, nous pourrons mener par ce point q’ une droite LT parallèle à LT, et considérer le plan horizontal L'T' comme étant le plan horizontal LT de la lig. a.
Les constructions pour déterminer le point x seront identiquement les mêmes que dans la üg. a, ainsi qu’on peut s’en assurer en jetant les yeux sur la lig. r.
S XII
Détermination de la ligne de séparation <f ombre et de lumière sur la surface du filet
de vis carré.
La droite A sera dans ce cas supposée parallèle à la ligne de terre. La lig. / nous démontre que les constructions sont les mêmes que celles de la fig. e pour déterminer le point et qu’aprés la détermination de ce point, les constructions subséquentes pour la détermination du point x sont indenliques à celles exécutés lig. b.
S XIII
Dans le Cours de géométrie descriptive (chapitre des surfaces gauches) , nous avons résolu le même problème, mais par une méthode différente; et dans tous les cas que nous avons eu à étudier, nous avons choisi parmi tous les paraboloides de raccordement, celui qui avait pour l’une de ses génératrices droites, la génératrice du cylindre À auquel la droite A était tangente.
Dans le mémoire actuel, nous avons employé le paraboloïdc direct, celui qui est formé par les tangentes aux hélices décrites par les divers points de la droite A.
§ XIV
Si l’on examine la fig. a, ou voit que la plus courte distance existant entre
l'axe O et la génératrice droite A de la surface hélicoïde 2 étant égale à R, et le plan horizontal étant mené au-dessous du point m età une distance x — R tang. a, (a étant l’angle que la tangente 9, à l’hélice H décrite par le point m, fait avec le
plan horizontal, en sorte que l’on a : tang. «= h étant le pas de tous les hélices H, H',...) on voit, dis-je, que les points q, ret a resteront les mêmes si, en faisant varier s, on incline les droites A, 9 et L d’une manière convenable.
Et en effet désignant par S, « et 3 les angles que les droites A, 9 et L font avec le plan horizontal, on aura :
tang C= tang a= -, tangi=Trp-
m r k ma
m k r, R, et m\i restant constants , il est évident que si l’on fait varier z, il faudra nécessairement faire varier les angles S, a, 3 de manier© à ce que les trois équations ci-dessus soient satisfaites; et dès lors la courbe lieu des points x f restera la même.
Or l’on peut supposer s «= 0 et alors /< = O, et alors toutes les hélices se confondent en un seul cercle situé sur le plan horizontal, et les trois droites A, 9 et h se confondent avec leurs projections A‘, t et L*.
Dans ce cas la surlace hélicoide 1 se transforme en un plan qui est le plan horizontal de projection.
Kl les points o\ m*, r, q et a ne variant pas de position entre eux, la courbe lieu des points x* peut être considérée, non plus comme la projection horizontale d’une courbe de l’espace, mais comme une courbe plane et géométrique dont les divers points x* sont déterminés par une construction géométrique, particulière, opérée dans le plan même de la courbe et sans aucune considération de r espace.
Même chose a été signalée dans le Cours de géométrie descriptive, et ainsi par exemple, lorsque l’on a construit la courbe d’intersection de deux surlaces coniques ou cylindriques.
On voit donc que l’on peut se proposer de trouver directement quelle est la courbe lieu des points**, construits ainsi qu’il a été dit fig. c où la construction plane est seule représentée.
î XV.
Si la tangente 9 à l’hélice H décrite par le point m de la droite K(Jig. g) fait avec le plan horizontal un angle S égal à celui que la droite A génératrice de la surface hélicoïde 2 fait avec ce même plan horizontal , alors l’on sait que la surlace 1 est
développable et que les diverses tangentes 9, 9', S",.-, aux point* ni, m', m",...dc s hélices H, H', H",... (cas [joints ni, ni', étant sur la droite A) sont dans un même plan X qui remplace la surface paraboloïde >I>. Or, dans ce cas particulier, la construction étant exécutée lig. g comme en la lig. a, on voit que la propriété des sous-tangentes subsiste, cl que la droite B lieu des extrémités des sous-tangentes respectivement égales aux rayons R, R',... est avec la droite A dans un même plan X perpendiculaire au plan vertical de projection. Ce que nous savions devoir être, puisque ce plan X devait être tangent à la surface 2 tout le long de la génératrice droite A.
XVI
L’byperboloïdc à une nappe et de révolution, peut être rigoureusement considéré comme une surface hélicoïde gauche dans laquelle les divers points m, m',... de la génératrice droite A décriraient des hélices H, H',... dont le pas serait nul, auquel cas ces hélices ne seraient autres que des cercles, et ainsi les divers parallèlei d’une surface de révolution.
La fig. h nous montre que pour l'hyperboloïde la propriété des sous-tangentes subsiste; car si l’on considère les tangentes 9, 9'... aux divers cercles H, H'... décrits par les points m, m'... de la droite A autour de Taxe O, ces tangentes horizontales formeront un paraboloïde <I> tangent à la surface hypcrboloïde et tout le long de la droite A.
Et la construction de la droite B, lieu des extrémités des sous-tangentes respectivement égales aux rayons R, R',... s'effectuera comme dans la fig. a.
On sera conduit, fig. h, à une construction des points aè... de la ligne de séparation d’ombre et de lumière sur l'hyperboloïde supposé éclairé par un rayon lumineux L, qui sera identique à celle donnée fig. a.
On sait que, dans ce cas, la ligne de séparation d'ombre et de lumière est 1* une ellipse, ou 2“ une hyperbole, ou 3* deux droites parallèles, suivant que le rayon de lumière mené par le centre de la surface se trouve, ou l ‘situé dans l'intérieur du cône asymptote, ou 2* situé sur ce cône, ou 3‘situé hors de ce cône.
XVII
La surface hélicoïde, filet de vis triangulaire, peut se déformer en un cône de révolution ; il suffît pour cela de supposer que les divers points m, m, m"... de la droite gértéralrioc A (laquelle coupe l’axe O au point m) décrivent des hélices H , H', Il d’un jK$ nul. Ces hélices seront alors dos cerclas dont les plans seront perpendiculaires à l’axe O, ,
Si en chacun des points (fig. #) m, m', m",... de ces cercles horizontaux H, H’,
H",... on mène des tangentes fl, 9', 9"... à ces cercles, ces diverses tangentes formeront un plan qui remplacera pour le cène le pnraboloïde <î> tangent à la surface béli coule (filet de ris triangulaire) tout le long de la droite A. 4
La propriété des sous-tangentes existera encore pour le cône, et, en effet, en prenant sur les tangentes 9, 0', 9",... et à partir des points m, m, m", des distances égales aux distances de ces points m, m', m"... à l’axe O, on aura les points m, g', qui seront on ligne droite B ; et le plan X des deux droites A et B sera «
encore perpendiculaire au plan vertical de projection.
TROISIÈME PARTIE
Tracé DkâBiqfla dé I* projection boriiooteU de te ligne de tdperetion d’ombre et de tnmiére , de ht »rfeoe bttioolde gèaérele rupporée éoleirée per nn rayon Inminenx.
Lorsque nous avons cherché les divers points**, x, k ,... de la projection horizontale de la ligne de séparation d’ombre et de lumière, nous avons, pour faciliter les constructions graphiques et les abréger, supposé que la droite A étant passée en une position A', on ramenait la droite A' sur la droite A, au moyen de deux mouvements, l’un de rotation autour de l’axe O cl l’autre de translation et parallèlement à cet axe O. '• '
Pour les recherches subséquentes, il est préférable de construire le point*,, situé sur la droite A', en opérant un changement de pian vertical de projection, ainsi : quand on considérait la droite A, on prenait un plan vertical de projection, passant par l’axe O et parallèle à cette droite A , lorsque nous considérerons une nouvelle position A' de la droite A, nous prendrons un nouveau plan vertical de projection , passant toujours par l’axe O, mais alors parallèle à la droite A'.
Le plan horizontal de projection était situé au-dessous du point m (contact de la droite A et du cylindre A ayant pour axe la droite O), d’une quantité égale à : s=R tang. a; lorsque nous considérerons la nouvelle position A' de la droite A,’ nous emploierons un nouveau plan horizontal de projection, toujours perpendiculaire à l’axe O-, mais situé au-dessous du point m' (contact de la droite A' et du cylindre A) d’une quantité qui sera encore égale à • s=R tang. a.
Cela posé, effectuons les constructions graphiques qui doivent nous conduire à la détermination des divers points ag*,... de la projection horizontale de la ligne de téparalion d’nmbre cl de lumière. «.
Reprenons la fig, c, elsur lafig. I construisons le point x h , situé sur A*. Cela fait , concevons la droite A en la position A'; pour trouver le point *,\ il faudra:
■1* prendre i n’ k q'=m'‘q, et l'on aura le point q', homologue du point q; 2“ prendre m'V = in*r, et l’on aura le point r, homologue du point r; 3” mener par m'* une droite parallèle à la projection horizontale du rayon de lumière, et prendre m'V=m‘a et l’on aura le point a', homologue du pointa; 4* mener par q' la droite II", perpendiculaire à A'*, et l’on aura la droite homologue de la droite H*; 5” mener par le point q' la droite B'*, perpendiculaire à la divergente o h q', et l’on aura l 'homologue de la droite B*; 6" unir les points r' et a, et l’on aura la droite H", homologue de la droite H'; T les droites U" et H" se couperont en un point b‘ qui sera l’homologue du point b; 8“ mener par le point b’ une droite A " k parallèle à la droite A’*, et l’on aura V homologue de la droite A”*; 9* les droites A,'* et B'* se couperont en un point d'*qui sera l'homologue du point d*; 10* enlin, en construisant sur comme hypoténuse , un triangle rectangle dont le sommet soit situé sur la droite A'*, on aura en ce sommet x* le point demandé.
Avant d’aller plus loin, rappelons-nous bien les diverses relations déposition qui existent entre les lignes qui servent à construire le point x* (fig. 1). t
1* Le triangle o*m\/ est rectangle en m‘; il est isocèle; ainsi l’on a o‘m‘=m*q et l’angle o‘qm* = 45* ;
2» La droite B* est perpendiculaire sur o*q, parce qu’elle est la projection de l’une des génératrices du second système du paraboloïde tangent, lequel est formé par les tangentes aux hélices de même pas décrites par les divers points de la droite A ; parce qu’elle est la projection de la tangente à l’hélice décrite par le point q de la droite A ; parce qu’elle est tangente à la parabole enveloppe des projections des tangentes aux hélices, parabole qui a le point o‘ pour foyer-,
3 Le triangle gbit est rectangle en bel il est isocèle; on a :
bq = bit et l’angle bqtt = 45“,
4° Le triangle o*rfV est rectangle en x* et il est isocèle; on a donc :
d*x*=o*x* et l’angle dVx* = 45".
De ce qui précède , on en conclut que :
o*q = o*m*. = qnt . j/2
qit = bq . |/2 = bit . l/2
7ûT‘ 1/2 = dV . |/2
S ni.
D'après ce qui rient d’être rappelé , on peut en conclure que si l’on avait ( h ■ 1 ) ramené les points d, ct k ... en les points d,\ d* ... en faisant faire un mouvement de rotation de 45° autour du point d à la courbe lieu des points d ...; ces divers points <f ,‘ ... seraient venus se placer respectivement sur les rayons vecteurs de la courbe lieu des points a?,... et que les deux courbes , l’une
lieu des points or*,... et l'autre lieu des points d k ,... seraient deux courbes polaires semblables et semblablement placées et ayant le point o* pour pôle commun.
Si donc on calcule l'équation polaire de la courbe lieu des points d, on aura une équation de la forme /(p, «) — 0, et en remplaçant dans celle équation w
par (u -h 45°) et p par — ^-=,on aura en : / F (n>-M5°) , -: ■ * _ *] =0, l'équation de f 1/2 L p*/ 2 J
la courbe, projection horixontalo de la ligne de séparation domine et de lumière.
§ iv.
Ce qui précède nous montre donc que si l'on connaît la courbe lieu des points d ... ou connaîtra de suitc'la courbe lieu des points d ... Voyons donc si l'on ne pourrait pas parvenir , par une construction plus simple que celle que nous avons employée jusqu'ici, à la détermination des points d,
Les trois points r, b et a sont en ligne droite. Si donc nous faisons tourner autour du point q la droite H’ qui les contient , et cela d'un angle égal à un demidroit, le point r viendra en r, sur la droite dq , le point b viendra en b, sur la droite B*, et cela parce que la droite o k q fait un angle demi-droit avec la droite A* , et que la droite B* fait un angle demi-droit avec la droite H* (fig. II).
Enfin le point m*. viendra en m, sur la droite o k q.
Cela posé, si l'on unit les deux points r, été,, on aura la position que la droite H’ doit prendre après le mouvement de rotation ; elsi par le point m , on mène une droite m,a, faisant avec la droite o k q le même angle que la projection horizontale m k a du rayon de lumière fait avec (adroite A*, cette droite m.o, viendra couper en a, la droite r,b, , et ce point a, sera la position que le point a viendra prendre après le mouvement de rotation d'un demi-cadran autour du point q ; et comme les droites o k q et K k font entre elles un angle égal à un demi-droit , il est évident
tu
— Ti-
que les droites m*n et m,a, font aussi entre elles un angle égal à un demi-droit.
Cela posé :
Comme qb,—qb, et que qif — qb.[/'i , il s’ensuit que si par le point d*on mène une droite parallèle à la droite r.b.a,, celte nouvelle droite viendra couper la droite o*q en un point r* et l’on aura r'q =: r,q. \/'2 ; il suffira donc d’élever par le point r une perpendiculaire à la droite A*, et de la prolonger jusqu’en r.sur la droite o k q pour avoir un point de la parallèle menée par le point <f.
Cela posé ,
Si l'on joint les points q et a, par une droite, elle ira conper la droite r,d* en un point a, ; unissons les points o* et a, ; je dis que cette droite o\ est parallèle à la droite m,a,.
Et en effet :
Dans les deux triangles qm.a, et qo\, on a : o\j = qm, . i^'ï et <^i, t= qa, . \/% ; ces deux triangles sont donc semblables ; donc, les deux droites m,a, et o*a, sont parallèles, et de plus on a : o\ = m,o, . \/2.
Lu construction que nous venons d’effectuer sera la même que nous considérions la droite A* ou la droite A'* ( fig . I). Par conséquent le point a È est un point fixe , puisqu’il est l'extrémité d’une droite, d’une longueur constante, menée par un point fixe cl dans une direction invariable, attendu que celte droite o\ fait un angle égal à un demi-droit avec la projection horizontale du rayon lumineux.
Or, si l’on se rappelle qu’en faisant tourner le point d* d’un angle demi-droit on l’amène en d,‘ sur le rayon vecteur de la courbe lieu des points x', alors le point a, viendra en a, (fig. III ), cl dés lors lu droite o‘a, sera perpendiculaire à ia projection horizontale du rayon de lumière.
Ce point a, étant un point fixe, on aura à exécuter la construction suivante pour construire lu point d, k , en lequel vient se placer le point d'après la révolution d'un demi-cadran autour du point o k .
1* Du point o* , comme centre et avec u"q pour rayon (fig. III ) , on décrira un cercle Q ;
2” Du point o* comme centre et avec oV, pour rayon , on décrira un cercle R ;
3® Par le point on mènera une droite o h a, perpendiculaire à la direction m*a de la projection horizontale du rayon lumineux ; et le point a étant la trace horizontale du rayon de lumière passant par le point m , le plan horizontal de projection étant mené an-dessous du point m d’une quantité * = R tanga (a étant l'angle que la droite A fait avec le plan horizontal et U le rayon du cercle H , projection de l’hélice décrite par le point m), on prendra o\i, = m l a . p^2, et l'on aura le point fixe a, ;
4° On mènera par le point o 4 une droite quelconque coupant le oercle Q en un point q et le cercle R en un point r t , on unira le point variable r, avec le point fixe a,;
5* Au point q on mènera une tangente au cercle Q;
6° La tangente au cercle Q coupera la droite a / , en un point d, k qui sera le peint demandé ; et en prenant sur le rayon vecteur tfid} une longueur telle
que 77= o k d, K . , on aura en x 4 un point de la projection horizontale de
la ligne de séparation d'ombre et de lumière.
Voyons s’il ne serait pas possible de déterminer le point x* sans avoir besoin de passer par le point «/,*.
Il est d'abord évident qu’en menant au point s (Jig. III), en lequel le cercle M est coupé par la droitco*q, une tangente à ce cercle M, elle viendra couper la droi te o‘d,*ea le point x 4 demandé; car l’on a : o k q =o‘* . I /l ; ensuite, si nous menons par le point x 4 une parallèle à la droite rj^, elle coupera la droite o 4 a,en un point p, et l'on aura évidemment o 4 o,= o*p . |/2 , par conséquent le point psera un point tse, et de plus o 4 p se trouve précisément égal à u» 4 a (Jig. III).
De plus , la droite px 4 coupera la droite o K q en un point v, et l’on aura :
Par conséquent tfiv m 4 r.
D’après ce qui précède pour construire directement les divers points x* dé la projection horizontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière, on devra exécuter la construction suivante (Jig. IV) :
ï* Du point o 4 comme centre on décrira un Cercle M ayant pour rayon la plot Courte distance R existant entre l'axe O et ta génératrice droite A de la surface hélieoMe générale ;
2° On mènera par le centre o 4 une droite perpendiculaire à la projection horizontale du rayon lumineux , et l’on prendra une ouverture de compas o*p égale & la sous-tangcnle de l'inclinaison du rayon de lumière passant par !:u peint m dé l’hélice H (décrite par le pied de la plus courte distance qui existe eniiv les droites A et O) sur un plan horizontal X situé au-dessous de ce point m deiS quantité connue, s a= R tang *.
5“ On décrira un cercle D du point o 4 comme centre et avec un rayon égal
à m*r, qui est la sous-tangente de l'inclinaison de la génératrice K, par rapport au même plan horizontal
4* On mènera du point (ixe p une série do divergentes pl', ... coupant le cercle P, en les points t',...
5* On unira le centre o‘ avec les divers points t,... par des divergentes qui couperont le cercle M en des points «...
6* On mènera en les divers point « , ... des tangentes au cercle M , lesquelles couperont respectivement les divergentes pl', ... en des points ar*, ... , qui détermineront la projection horizontale de la ligne de séparation d’ombre et de lumière sur la surface hélicoïde générale.
§ VI
D'après ce qui précède l'on voit que l'on peut construire la projection horizontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière, en la considérant comme une courbe géométrique plane et sans s'inquiéter de la courbe à double courbure de l’espace dont elle est la projection; sans s'inquiéter dès lors du problème d'ombre qui conduit à celte courbe plane.
Examinons maintenant en détail cette courbe et voyons quelle forme elle doit affecter.
Si l’on joint le point fixe p(fig. V ) avec le centre o k des cercles M et D, on voit de suite que la courbe doit être symétrique par rapport à celte droite po\
La droite po* coupe le cercle M en deux points s et z, qui appartiendront à la courbe; et comme tous les points de la courbe sont situés hors du cercle M excepté ces deux points x et s,, on voit de suite que la courbe sera tangente au cercle M en chacun de ces points x cl s,.
Pour construire un point courant de la courbe , nous menons d'abord la divergente pl, coupant le cercle D en les deux points l et t , et nous aurons deux rayons o*/ elô*/, coupant le cercle M respectivement en les points « et «,; nous mènerons ensuite en « et s, des tangentes au cercle M lesquelles couperont la divcrgeule pl en les points x et x,\ nous obtenons donc deux points de la courbe cherchée pour çhaque divergente telle que pl.
Cela doit déjà nous faire penser que la courbe est composée de deux branches. Voyons si la courbe passe par le point fixe p ; cl pour reconnaître, si cela a lieu, menons par le point p une tangente au cercle M, nous aurons le point de coniaol «, ; ipcnoas o*«, coupant le cercle D au point joignons les points t, et p, nous aurons ta divergente pl, qui coupera le cerclé D en un second point t‘ et si pour ce point t’ nous faisons la construction nécessaire, nous aurons le point x‘, en sorte que
les points pet x,' appartiennent à la courbe et sont conjugués entre eux, comme l'étaient les points x et x,.
La courbe sera donc composée de deux branches, l'une 3 tangente en x au cercle M et venant passer par le point p; l'autre 3. tangente en x, au cercle M et venant passer par le point x,'.
Si au lieu de mener une divergente coupant le cercle D, on mène uno tangente pl, à ce cercle, le point de la branche 3, qui est situé à l’infini, sera sur cette tangente, et même chose aura lieu pour le point de la branche 3,. Car ce point sera donné par l'intersection de la droite pl, tangente en /, au cercle D et de la tangente en s, au cercle M ; or il est évident par la construction que ces deux tangentes sont parallèles.
La droite pl, sera donc une asymptote commune aux deux branches 3 et 3,.
Par suite l'on voit que la courlic sera composée de deux branches 3 et 3, ayant la forme indiquée par la (ig. V ; ces branches ont pour asymptotes les deux tangentes menées du point p au cercle D; la branche 3, n’ollrc aucun point remarquable; la branche 3 offre un nœud au point fixe p et de plus chacun de ses arcs infinis offre un point d'inflexion, car tournant sa concavité après le point p par rapport à l'asymptote, il faut de toute nécessité , que cet arc vienne à tourner, en cheminant, sa convexité vers son asymptote.
On voit aussi que ce seront les divers points de l’arc /,/, du cercle D qui donneront les points de l'arc infini de la branche 3 (et cela à partir du point p) et que ce sont les points de l'arc //,' du même cercle D qui donneront les points de l’arc infini de la branche 3, (et cela à. partir du point x.'}.
S vu.
Construction d'un compas propre à tracer les branches 3 et 3,.
Concevons une règle A portant à l'une de ses extrémités une pointe que l'on fixera au point o‘ centre des cercles M et D,et portant à son autre extrémité un axe, dont le centre sera en un point l du cercle D, et sur lequel sera montée une règle E à rainure. Fixons perpendiculairement sur la règle A, une seconde règle à rainure B, tangente au cercle M en le point s, fig. VI.
Plaçons au point fixe p un pivot isolé, dans lequel s'engagera la rainure de la règle E et enfin plaçons un crayon ou une pointe à tracer en le point x, c'est-àdire entre les rainures des régies B et E. En faisant mouvoir la règle A autour du point o k , le point I décrivant le cercle D, la règle E glissera le long du pivot pet le crayou x décrira la branche 3 de la courbe tracée dans la fig. V.
On conçoit sans peine que l'on peut disposer la règle A de telle manière . qu’elle puisse s'allonger ou se raccourcir, et qu'ainsi , l’on puisse placer le point l à telle distance que l'on voudra du point </ ; l’on voit aussi que comme le pivot p est une pointe isolée, on pourra la piquer dans le papier à telle distance que l'on voudra du point o\ On conçoit sans peine aussi que l'on peut monter la règle B sur la règle A, de telle manière que tout en lui restaul perpendiculaire, elle puisse glisser sur elle, de manière à ce que le point t s’approche ou s'éloigne du centre o\
Ainsi, ce compas satisfera aux divers tracés de la branche de courbe 3, suivant les variations de grandeur, des rayons des cercles M et D et de la distance existant entre le centre o* et le point fixe p.
Avec ce compas on pourra tracer d'un mouvement continu, tout le nœud paz de la branche 3.
Le même compas peut servir à tracer la branche 3,, mais il faut lui faire subir une légère inodilicalion.
Le point /, au lieu d’èlre placé , comme lig. VI , au delà des points p et x, devra Aire placé , comme Gg. VU , entre ces points p et x.
§ vin.
Nous devons faire remarquer que lorsquo l'on construit la projection de h» ligne de séparation d’ombre et de lumière, comme étant une courbe géométrique plane, on est conduit aux deux brandies 3 et 5, (fi]. V), et que cependant il n’y a que la branche 3 qui soit réellement la projection horizontale de la ligne de séparation d’ombre et de lumière sur la surface hélicoïde.
C'est qu'iei il sc présente une chose analogue à celle qui se présente dans plu sieurs problèmes do l’espace.
Ainsi, par exemple, lorsque l’on suppose une sphère éclairée par un point lumineux, le cène de lumière tangent à la sphère peut être coupé par te plan horizontal suivant une hyperbole, et il n’y a cependant qu’une des branche* de cette courbe qui détermine l’ombre portée.
De même, lorsquo l’on cherche l’intersection de doux surfaces, la courbé d’intersection peut être une courbe à double courbure fermée, et se projetant horizontalement suivant un are seulement de courbe plane fermée ou infinie, comme lorsque l’on considère deux surfaces rte révolution du second ordre dont tes axes sc coupent, et que l’on projette la courbe à double courbure sur un plan parallèle à celui des deux axes de rotation.
Dès lors, si I on peut considérer la projection comme une courbe plane.ee qui
est permis, si l'on est conduit par la solution du problème de l'espace à l'emploi d’une certaine méthode graphique qui permette de construire les divers |toints de cette courbe, en la considérant comme courbe géométrique plane et non comme projection d’une courbe à double courbure située dans l’espace, on voit bien que l’on doit nécessairement pouvoir, par cette méthode graphique, construire la courbe plane complète, et non pas seulement une de ses branches, ou seulement les points d’un arc de celte courbe.
Si nous considérons une surface hélicoïde générale dont la génératrice droite A soit oblique au plan horizontal, les cercles D ut M existeront toujours, mais le point iixe p pourra varier de position par rapport aux cercles D et M, suivant l'inclinaison élu rayon de lumière , et ainsi le point p pourra être :
1* Situé hors du cercle O comme dans la lig. Y, et nous avons examiné ce cas dans tousses détails;
2* Situé sur le cercle D;
3* Situe dans l’intérieur du cercle D, mais hors du cercle M ; ,
4* Situé sur le cercle M ;
5* Situé dans l'intérieur du cercle M, et danscc cas on aura;
0’ Comme cas particulier, celui où le rayon de lumière étant vertical, le point •
p sera précisément le centre o* commun aux cercles concentriques M et D;
Enfin T le pdint p pourra être situé à l’inilui, auquel cas le rayon de lumièreserait horizontal.
Nous allons examiner successivement la forme que doit affecter, dans chacun de ces cas particuliers , la projection horizontale de la ligne de séparation d’ombre et de lumière; mais nous ne devons pas oublier que la ligne o*p est toujours, dans nos constructions graphiques, perpendiculaire à la projection horizontale du rayon de lumière, quelle que soit d'ailleurs l’inclinaison sur le plan horizontal de ce rayon de lumière.
Des divertes forme» que peut affecter, suivant f inclinaison du rayon de lumière, la projection horizontale de ta ligne de séparation d'ombre et de lumière d’une surface Itélicoide générale dont la génératrice droite est inclinée à I horizon.
. La surface bélicoide peut être considérée comme composée de deux nappes.
Car si l’on examine la génératrice droite A, son point m pied de la plus courte
distance R avec l'axe O, décrit une hélice H ayant le cercle M pour projeclioa horizontale, et cette droite A est divisée en deux parties, l’une supérieure, l'autre inferieure par l’hélice II en ce point m.
La nappe supérieure de la surface hélicoïde sera formée par les parties supérieures de toutes les génératrices droites A, A', A'',... et la nappe inférieure de cette surface sera formée par les parties inférieures de toutes les mêmes génératrices droites A , A', A"....
Les deux nap|>cs sont réunies l'une à l'autre par l’hélice H qui est une ligne de gorge sur la surface hélicoïde; cette hélice ne donnant une arête de rebroussement que dans le cas où la surface hélicoïde serait une surface développable.
Cela dit, examinons les diverses formes que peut présenter la projection horizontale de la ligne de séparation d’ombre et de lumière, suivant l'inclinaison du rayon lumineux. •
PncMiEn cas. Le point fixe p étant situé hors du cercle D.
La forme que l’on obtient dans ce cas, est celle représentée lig. V, mais en la seule branche 9 (ainsi qu’il a été remarqué au § 8).
Si la surface hélicoïde rampe de gauche à droite, comme cela a lieu dans l'épure, alors c’est l’arc zxp de la courbe 9 qui appartient à la ligne de séparation d'ombre cl de lumière située sur la nappe supérieure de la surface hélicoïde.
L’autre arc, situé à gauche de la droite po*, appartient à la ligne de séparation d’ombre et de lumière située sur la nappe inférieure de la surface hélicoïde.
Ce serait l'inverse si la surface hélicoïde rampait do droite à gauche.
Deuxième cas. Le point fixe p étant situé sur le cercle D.
La forme de la courbe est colle indiquée lig. VIII. Elle offre un nœud au point fixe p; elle est infinie, mais scs deux arcs infinis n’ont pas pour asymptote commune la tangente au cercle fi en le point p; l'asymptote est parallèle à cette tangente (*).
Cette courbe est unique; aucune autre branche, parasite , quant au problème d’ombre, n'existe dans ce cas.
Troisième cas. Le point fixe p étant situé dans l'intérieur du cercle D et en dehors du cercle M .
La forme de la courbe offre un nœud (fig. IX) au point fixe p ; elle est fermée et ses deux boucles sont tangentes respectivement aux points znl s, , en lesquels le cercle M est coupée par la droite po*.
(*) C’est ce dont il est facile de s'assurer en employant la méthode de Koitavai. Voyez le mémoire n* S, ai-apre».
Quatrième cas. Le point fixe p c ‘tant situé sur le cercle M.
La courbe est fermée ( fig . X ) , et elle offre un point de rebroussement au point fixe p.
Cinquième cas. Le point fixe p étant situé dans l’intérieur du cercle M.
La courbe offre la forme indiquée lig. XI; elle est composée d’une seule branche fermée, laquelle est tangente en les points s et s, , suivant lesquels le cercle M est coupé par la droite po*.
Sixième cas. Le point fixe p étant situé au centre du cercle M.
Dans ce cas, la ligne de séparation d’ombre de lumière n'est autre que l’hélice H , cl la projection horizontale est dès lors (fig. XII ) le cercle M luimême.
Remarque. Dans le premier cas , le rayon do lumière est moins incliné à l’horizon que la génératrice droite de l’hélicoïde ; ainsi , désignant par a l’angle d'inclinaison de la génératrice sur le plan horizontal, et par S l’angle d’inclinaison du rayon lumineux sur le même plan horizontal, on a: 6 <.%.
Dans les 2", 3', 4% 5* cas , le rayon de lumière est plus incliné que la généraratrice , et l’on a : 6 > a.
Dans le sixième cas, le rayon de lumière est vertical; il est perpendiculaire au plan horizontal de projection.
Septième cas. Le point fixe p étant situé à ( infini.
Dans ce cas , le rayon de lumière est horizontal , et le point fixe p est situé à l’infini sur la droite menée par le centre o perpendiculairement à la projection horizontale du rayon lumineux.
Les diverses divergentes émanant du point p seront donc, dans ce cas, parallèles entre elles et perpendiculaires à la projection horizontale du rayon lumineux.
La fig. XIII donne la forme de la courbe, mais dans ce septième cas, comme dans le premier cas, la courbe est composéo de deux branches infinies 3 et 3, , symétriques par rapport à la droite ©*p , et identiques ou superposables.
Toutefois, ces deux branches n'existent ensemble qu’autant que l’on considère la courbe comme courbe géométrique plane ; la branche 3 existe seule comme projection horizontale de la ligno de séparation d’ombre et de lumière sur l’héticoïde; si cette surface rampe : I* de gauche à droite, ou 2" en sens contraire et ainsi de droite à gauche, ce sera toujours la branche J qui sera la projection horizontale delà ligne de séparation d’ombre eide lumière ; mais il faut bien observer que l’arc zx de la branche 3 sera la projection de la ligne do séparation d’ombre et de lumière, située sur la nappe supérieure de l'hélicoïde dans le premier cas, et située sur la nappe inférieure de l’hélicoïde dans le deuxième cas.
11 csl évident, par la construction mémo des deux branches Jet J, , qu’elles ont pour asymptotes communes deux tangentes au cercle D, qui sont celles perpendiculaires à la projection horizontale du rayon de lumière.
XL
Construction (Cuit compas propre à tracer la projection horizontale de la ligne de sè;xiraiinn d’ombre et de lumière dans le cas où le rayon lumineux est horizontal.
La droite o*l étant perpendiculaire à la projection du rayon lumineux, il faudra (fig. XIV ) que la branche E du compas reste parallèle à cette droite oM , pour cela on formera un parallélogramme articulé sur la branche A et sur la direction o‘l et qui soit fixé à la branche E.'
Les deux axes o* et 1 seront fixqs , et pendant que les points s et I décriront , l’un le cercle M et l’autre le cercle D, la règle E se mouvra parallèlement à la règle fixe K.
XII
Dans tout ce qui précède, nous avons supposé que la génératrice droite A de l’hélicoide était inclinée à l'horizon et dans le même sens que l’hélice II décrite par le point m.
Mais il est nécessaire d’examiner le cas où la génératrice A serait inclinée en sens inverse.
Supposons que l'hélice rampe de gauche à droite comme l’indique la fig. XV , la droite génératrice de l’hélicoïde pourra avoir la position A ou la position A,.
Dans le premier cas , la géuératricc droite A est inclinée dans le même sens que l’hélice H ;
Dans le deuxième cas, la génératrice droite A, est inclinée en sens inverse par rapport à l'hélice II.
Dans le deuxième cas, la ligne de séparation d’omhre et de lumière aura pour projection horizontale, dans le premier et le septième cas examinés ci-dessus, § X, les branches 3, des fig. V et XIII. Ainsi, la courbe en projection horizontale doit être complète, car rien n’indique lorsqu’on la construit sur son plan (sans s’inquiéter du problème d’ombre), si la génératrice droite del'hélicoïdeost dirigée dans le sens du' rampant de l'hélice II ou en sens contraire ; la constrnction graphique sur le plan doit donc satisfaire à toutes les relations de position de t’espace que le- problème d’ombre peut offrir.
El c’cst ce qui a lieu en effet.
En résumé :
L’hélice H, ligne de gorge de la surface hélicoïde, peut ramper de gauche & droite ou de droila à gauche sur la partie antérieure du cylindre A sur lequel cette hélice H est tracée , et dans l’un et l’autre cas, la génératrice droite A de cette surface hélicoïde peut être inclinée à l'horizon , dans le même sens ou en sens contraire , par rapport àcelte hélice 11.
Si l’inclinaison de la génératrice droite A est dans le même sens que le rampant de l’hélice H, que cette hélice rampe de droite û gauche ou de gauche à droite, la branche 3 (fig. V et XIII) sera la projection horizontale de la ligne de séparation d’ombre et de lumière.
Si, au contraire, l'inclinaison de la génératrice droite A est en sons contraire au rampant de l’hélice U, que ccttc hélice rampe de droite à gauche ou de gauche à droite, la branche 3, [fig. V cl XIII ) sera la projection horizontale de la ligne de séparation d’ombre et de lumière.
§ XIII
Des diverses J ormes que peut affecter la projection horizontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière d'une surface hélicoïde générale , dont la génératrice droite
est horizontale , suivant f inclinaison du rayon lumineux.
Lorsque la génératrice droite A de la surface hélicoïde est horizontale , le cercle D n’ existe pas , ou mieux son rayon est infini.
Dès lors, le point fixe pest toujours dans l’intérieur du cercle D; par conséquent , tant que ce point fixe p sera situé à une distance finie du centre o‘, c'est à-dirc tant que le rayon de lumière ne sera pas horizontal , la projection de la séparation d’ombre et de lumière sera une courbe fermée.
Premier cas. Le point fixe p étant situé hors du cercle M.
La courbe offrira un nœud au point p, ainsi que l'indique la fig. XVI.
Deuxième cas. Le point fixe p étant situé sur le cercle M.
La courbe offrira un point de rebroussement au point p, ainsi que l’indique la fig. XVII.
Troisième cas. Le point fixe p étant situé dans C intérieur du cercle M.
La courbe ne passera pas par le poinlp ; elle sera tangente en les points s et s, au cercle M , et elle offrira la forme indiquée par la ûg. XVIII. ,
Quatrième cas. Le point fixe p étant situé au centre du cercle M.
La courbe ne sera autre que le cercle M lui-même.
Remarque. Dans les i", 2* et 3’ cas, le rayon lumineux est plus ou moins incliné
i l'horizon, il fait un angle plus ou moins aigu avec le plÿn horizontal ; niais dans le quatrième cas, le rayon lumineux est vertical, il fait un angle droit avec le plan horizontal.
Cinquième cas. Le point fixe p étant situé à f infini.
Dans ce cas , la divergente pl est toujours perpendiculaire à la projection du rayon lumineux; le point l est situé à l’infini ; dès lors , le rayon o"l est parallèle i pt; la ligne de séparation d’ombre et de lumière est donc tout entière située à l’infini.
§ XIV
Construction (C un compas propre à tracer d’un mouvement continu la courbe i , suivant les formes qu’elle affecte dans les fig. XVI , XVII et XVIII.
Pendant que la branche A , dont une des extrémités peut tourner librement autour du centre fixe o k , fig. XIX , se meut autour du centre, il faut que la brandie E, dont la rainure glisse sur le pivot fixé d'une manière invariable en p, reste toujours parallèle à A.
On obtiendra ce résultat en fixant la branche à rainure E à la règle A, au moyen d'un parallélogramme ayant trois de scs articulations cno‘, en p et en* (point situé sur le cercle M); la règle B portant une rainure sera fixée en s et perpendiculairement à la règle A. •
Le crayon x, en glissant entre les rainures des branches E et B, décrira 1^ courbe 3.
S xv.
Dans le cas où l’on considère une surface hélicoïdc dont la génératrice droite est horizontale , on remarque que la projection de la ligne de séparation d’ombre et de lumière affecte des formes analogues à celles que l’on obtient pour la surface hélicoïdc dont la génératrice droite est inclinée à l'horizon. Il suffit pour s'en convaincre de jeter les yeux sur les fig. IX et XVI , X et XVII, XI et XYIII.
Mais il est bien évident que ces courbes , analogues de forme , n’ont pas la même équation, puisque la construction de leurs divers points est différente pour les unes et pour les autres.
Dans le cas où la génératrice droite A est horizontale, la projection horizontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière est une épicycloïde.
Ainsi , on a :
1* Une épicycloïde parfaite (fig. XVII), lorsque le point fixe p est sur le cercle M;
2* Une épicycioïde rallongée ( fig . XV!), lorsque le point fixe p est hors du cercle M ;
Et 3° enfin une épicycioïde raccourcie {fig. XVIII), lorsque le point fixep est dans l’intérieur du cercle M.
Il est Ibcile de reconnaître que cela a lieu en effet : . ,
i" Rappelons-nous que pour construire un point x de la courbe 3, , lorsque le point p est situé sur le cercle M , on exécute la construction suivante (fig. XX).
On mène par le point p une divergente ; par le centre o k , on mène un rayon parallèle à cette divergente et coupant le cercle M au point *; par le point s , on mène une perpendiculaire au rayon o**, laquelle coupe la divergente en un point x , jqui appartient à la courbe 3.
Pour obtenir le point x, on peut exécuter une autre construction.
En effet :
Sur o"p comme diamètre décrivons un cercle C ; menons par le point i , milieu de o‘p et centre du cercle C, une droite parallèle aux droites parallèles entre elles o‘s et px , celle droite coupera le cercle C au point n; prenons ni' = ni , et du point i' comme centre décrivons le cercle C' ; les deux cercles. C et C' seront tangents en n, puisque leurs centres i et «' et le point n sont en ligne droite ; de plus ces deux cercles auront même rayon , puisquo l’on a pris ni'=ni.
Cela posé :
Je dis que le cercle C passe par le point x. Cela est évident sur la figure.
Maintenant les arcs de cercle nk'x et nkp sont égaux ; par conséquent si je fais rouler le cercle C' sur le cercle C , le point x engendrera la courbe 3. Donc la courbe 3 est une épicycioïde parfaite à une seule involution. »
2" Lorsque le point p est hors du cercle M, on construira sur o‘p comme diamètre un cercle C; le point i , milieu de «"p, sera le centre de ce cercle (fig. XXI).
En menant par le point i une parallèle iï aux droites parallèles entre elles px et ’o**", elle sera équidistante de ces deux droites.
Menons par le point s une parallèle à o*p, elle coupera la droite li'cn un point
et si de ce point i', comme centre et avec un rayon égal à o‘i, on décrit un cercle C', ce cercle passera par le point x, et de plus les deux cercles C et C' auront par construction des rayons égaux.
Cela fait :
Partageons la distance i i' en deux parties égales par le point g, et décrivons des points i et P comme centres et avec un rayon égal à la moitié de ii', deux
cercles C, et C/, ces deux cercles seront tangents en y, et k point» sera extérieur au cercle C,'.
Or il est évident, par la figure elle-même, que si le cercle C,' roule sur le cercle C,, le point x engendrera la courbe 3.
La courbe 3 est donc dans ce cas une cpicycloïdc rallongée cl à une seulo involution.
3" Lorsque le point p est dans l’intérieur du cercle M, on peut faire les mêmes constructions ( fig . XXII) cl les mêmes raisonnements que ci-dessus, et ou voit que la courbe 3 est dans ce cas une épicyclo'ide raccourcie et à une seule involution(*).
§ xvr.
Ligne de séparation d ambre et de lumière sur la surface du filet de vis.
Il est évident que pour passer de la surface hélicoïdc générale à la surface de 1* «•/», soit qu'elle soit à filet triangulaire, soit qu’elle soit à filet carré, il suffit de supposer, dans co qui précède, que le rayon du cercle M se réduise à zéro , et de supposer ainsi, dans toutes les constructions graphiques précédentes, que les points»,/,... se confondent en un seul point, en se superposant sur le centre o\
S XVII
Vis triangulaire .
Dés lors, lorsqu’il s’agira du filet triangulaire, lecercle D existera, et le point fixe p pourra avoir 5 positions remarquables.
Premier cas. Lcpo'mi p étant hors du cercle D (rayon lumineux incliné).
La projection 3 de la ligne de séparation d’ombre et de lumière aura la forme indiquée fig. XXIII.
Deuxième "cas. Le point p étant sur le cercle D (rayon lumineux incliné).
La courbe 3 aura la forme indiquée fig. XXIV.
Troisième cas. Le point p étant dans l'intérieur du cercle D ( rayon lumineux incliné).
La courbe 3 aura la forme indiquée fig. XXV.
Quatrième cas. Le point p étant le centre o* (rayon lumineux vertical).
La courbe 3 se réduit au centre o\
0Voy«t, dans ta* Compléments it géométrie dtscripliat , ce qui a été dit. au »<qet épicycloiJe».
Cinquième cas. Le point pétant il l'infini (rayon lumineux horizontal).
La courbe 3 aura la forme indiquée lig. XXVI.
Remarque. Nous pouvons faire sur ces courhes les mômes observations que pour l'hélicoïdc générale, car on voit que dans Jes 1" et 5 e cas, la courbe est composée de deux branches infinies d et 3,.
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Vis carrée.
«tilt»
Pour la SHrfaccdu filet de vis carrée, la génératrice droite A. est horizontale; le cercle D a donc un rayon infini , et le cercle M a un rayon nul.
Le point p ne pourra donc avoir que trois positions remarquables.
Premier cas. Le point p étant d distance finie du centre o‘ ( rayon lumineux incliné ).
La construction du point x de la courbe 3 {fuj. XXVII ) nous montre de suite que celte courbe est un cercle tracé sur o h p comme diamètre :
La Iigno de séparation d’ombre et de lumière sur la surface du filet de vis carrée sera donc une hélice'^).
Deuxième cas. Le point p étant le centre o h (rayon lumineux vertical).
La courbe 3 se réduit dans co cas au centre o*.
Troisième cas. Le point p étant situé à l'infini (rayon lumineux horizontal).
La ligue de séparation d'ombre et do lumière est située tout entière à l’infini.
XIX
Mais au lieu de déduire le tracé et la forme do la projection horizontale de la ligne de séparation d’ombre et de lumière de la vis triangulaire, de ce que nous avons dit par rapport à l’hélicoïde générale, et cela en supposant que le rayon du cercle M se réduise à zéro , nous pouvons chercher directement la solution de la question posée d’une manière spéciale pour la vis triangulaire.
Reprenant donc la fig. e , où nous avons construit le point x*, qui appartient A la courbe, nous devons voir s’il ne serait pas possible de prouver que cette courbe jouit aussi de la propriété d’avoir un point fixe.
(*) Voyez dans les décelopemente de géométrie descriptive co quo j'ai dit au sujet de la propriété dont jouit la surface du filet de vis carrée , «avoir : d'étre coupée suivant une hélice par tout cylindre de révolution passant par t’aie de la vis ; ou , en d 'autres termes, ayant l'axo do la vis pour une de ses génératrices droites.
Et dès lors reprenant la fig. e (2' partie ) pour en composer la fig. A, nous voyons qu'en faisant tourner la droite H’ autour du centre o* et d’un angle droit, le point a viendra en a', le point r en r, et le point d en xfi ; et cela parce que l’on a : o k b — bit, puisque la droite B* fait un angle demi-droit avec la ligne A*. t Le point a sera donc un point fixe. •
Dès lors on en conclut que la projection horizontale do la ligne de séparation d’ombre et de lumière de la vis triangulaire doit bien être construite ainsi que nous l'avons dit ci-dessus , § IG.
XX
Lorsque le point fixe a est supposé à l’infini , alors le rayon de lumière est horizontal ; dans ce cas, la ligne de séparation d’ombre et de lumière peut être considérée comme le contour apparent de la vis triangulaire , en supposant l’œil du spectateur situé à l’infini sur le rayon lumineux ; la projection horizontale de ce contour apparent sc construit facilement , ainsi que nous l'avons dit , $ 16.
Mais cette construction peut être simplifiée et de la manière suivante :
La fig. XXVI nous donne la fig. B; le point x est un point de la courbe ;
l’angle lox est droit.
Si nous menons par le centre o du cercle D une droite G perpendiculaire à la droite oa', qui contient à l'infini le point fixe a, cette droite G coupera le cercle D en q-, et si nous menons en q une tangente K au cercle D, cette tangente K ^ coupera le rayon ox au point y.
Or, je dis que l’on a toujours :ox=qy.
Et en effet :
Les deux triangles rectangles yqo et xla sont semblables, puisque les angles Ixo et qyo sont égaux comme angles correspondants.
On a donc : _ .
ol : oq :: ox : qy
Or of= oq comme rayons d’un même cercle, donc on a : ox = qy , ce qu'il fallait démontrer,
XXI
Construction des compas propres à tracer la projection horizontale de la ligne de séparation if ombre et de lumière d’une vis d filet triangulaire.
Ces compas seront identiquement les mêmes que ceux qui nous ont servi pour tracer la projection de la ligne de séparation d’ombre et de lumière pour l’héli-
Digitizet
coïde générale. Il suffira de faire glisser la branche B, de manière 4 ce que le point s se superpose sur le centre o*.
Les lig. XXVIII, XXIX et XXX donnent une idée suffisamment exacte de la forme et de la position des branches E, B et A, les unes par rapport aux autres.
QUATRIÈME PARTIE
Construction de lu ligne de séparation d'ombre et de lumière d’une surface hèlicoide générale , en supposant cette surface éclairée par an point lumineux.
Tout ce qui a été dit dans la première partie , au sujet des paraboioides , trouve encore son application , dans le cas où la surface bélicoïde est éclairée par un point lumineux.
Les constructions auxquelles nous serons conduit, pour déterminer les divers points de la projection horizontale de la ligne de séparation d’ombre et de lumière, sont déduites des mêmes principes qui nous ont servi lorsque nous supposions la surface éclairée par un rayon lumineux.
Supposons que le point lumineux / soit projeté en P. (fig. C) cl que nous vou^ lions déterminer la projection x* d’un point x de la ligne de séparation d’ombre et de lumière, ce point x étant situé sur une génératrice droite A de la surface hèlicoide. Il est évident que toutes les considérations géométriques qui ont conduit à la fig. c (deuxième partie), alors que l’on supposait un rayon lumineux, apparaissent de nouveau ici dans le cas il’un point lumineux. Seulement la trace Hr du plan P assujettie à passer par U génératrice droite A , ne sera plus déterminée par la trace horizontale du rat/on lumineux passant par le point m , mais devra être déterminée par la condition de passer par le point lumineux I.
On mènera donc (Jig. C) par le point l une droite parallèle à la génératrice A , laquelle coupera le plan horizontal mené au-dessous du point m à la distance connue: z=R long a, en un point y; et en joignant les points y et * I on aura la trace IIp. El le reste do la construction sera la fig. c (deuxième partie).
Dans le cas où la surface était éclairée par un rayon de lumière, nous avons pu simplifier les constructions graphiques et arriver à l’invention de divers compas propres à tracer d’un mouvement continu la projection horizontale de la >
identiquement la môme que
ligne de séparation d'ombre et de lumière; pourrons-nous obtenir des résultats analogues dans le cas où la surface Iiélicoîdc est éclairée par un point lumineux? c'est ce que nous allons examiner.
Si nous concevons diverses génératrices droites A, A', A u , de la surface hélicoïde, nous aurons une suite de plans P, P', P", passant respectivement par
ces génératrices droites de la surface hélicoïde et lesquels Seront parallèles à une droite fixe L dans le cas d’un rayon lumineux, ou une suite de plans P,, P',, P",,... passant respectivement par les mômes génératrices droites de la surface hélicoïde et par un point fixe t, dans le cas d'un point lumineux.
Or, dans le premier cas , .par le point m nous pourrons mener dans le plan P une droite K parallèle à la droite L; par le point m' nous pourrons mener dans le plan P' une droite K' parallèle à la il roi te -L, ainsi de suite (les divers points m, m,... étant situés sur l'hélice M décrite par le pied de la plus courte distance existant entre l'axe Ü de la surface hélicoïde et sa génératrice droite A).
Mais dans le deuxième cas, si par le poiut m on mène dans le plau P, une droite K, faisant avec le plan horizontal un angle 6 ; si par le point m on mène dans le plan P', une droite K', faisant avec le plan horizontal le même angle 6, et ainsi de suite, on voit sans peine que toutes les droites K, K’,.... seront parallèles entre elles, et que toutes les droites K,, h', ne seront pas parallèles
entre elles.
Or c'est précisément parce que les droites K, K',.... étaient parallèles onlre clics, que nous avons pu (§ X. 3* partie) simplifier la construction graphique donnée par la solution directe du problème, puisque nous avons été conduit à trouver que le point pétait fixe; et comme il est évident partout ce qui a été dit dans la troisième partie que ce point p ne peut être fixe que lorsque
les diverses droites K, K', sont parallèles, on voit de suite que lorsque l’on
aura des droites K t , K',,.... non parallèles entre elles, le point p se mouvra sur un cercle C ayant le point o* pour centre.
Et comme la position du point p sur le cercle C dépendra de la position que prendra chacun des plans P,, P',,;,... il s'en suit que, tout bien considéré, la construction à effectuer serait aussi longue que la construction directe que nous avons exposée ci-dessüs (fig. C).
Nous n’irons pas plus avant sur ce sujet ; peut-être un jour pourra-t-on, par queques considérations nouvelles, construire mécaniquement la projection horizontale dé lu ligne de séparation d’ombre et de lumière d’une surface hélicoïde éclairée par un point lumineux, ainsi que nous avons pu le faire dans le cas où cette surface est éclairée par un rayon lumineux.
PKOBLÈME.
Étant données deux droites A et B, sur la première un point a et sur la seconde un point b , construire un cylindre de révolution tamjent aux droites A et B, et respectivement en les points a et b.
Nous plaçons ce problème après le mémoire n? 4 , l'une de ses solutions nous ramenant à la propriété de la parabole dont il a été question dans la première partie du mémoire n* i précédent ; et quoique ce problème n’ait aucun rapport à <
la théorie des ombres, nous avons cru pouvoir le placer ici , parce qu’il n'est pas sans intérêt en ijéomêtric descriptive. *
Soient données deux droites A et B; menons par la droite A nn plan P parallèle à la droite B, et par la droite B un plan Q parallèle à la droit» A.
» Cela fait , prenons la plus courte distance D existant entre les droites A et B et coupant la droite A au point p et la droite B au point q.
Nous pouvons sur (adroite pq, comme diamèlro, construire une sphère S, qui sera évidemment tangente en p olq aux plans P et y.
Tous les cylindres tangents à la sphère S seront de révolution et seront tangents aux droites A et B en les points p cl q.
Les axes de révolution de ces divers cylindres sont tous situés sur un plan B perpendiculaire à la plus courte distance I), et passant par son milieu d. i Ainsi, lorsque les points a et b ne sont autres que les pieds p et q de Ja plus courte distance existant entre les droites données A et B, le problème a une infinité de solutions.
Si ».
Prenons sur chacune des droites A et B, savoir: un point a sur A et un |>oint b sur B; ces points « cl b n'étant plus les pieds delà plus courte distance D existant entre les droites A et B. 1 •
Par le point o milieu de ab nous pourrons mener un plan K parallèle aux plans P et Q détermipés ainsi qu’il a été dit ci-dessus § I.
Par !c point o nous mènerons une droite K perpendiculaire du plan R et coupant le plan P en un point a' et le plan Q en un point b'.
Les droites an et bb' seront parallèles.
Nous pourrons mener par la droite K un plan perpendiculaire aux droites aa' et bb' et tracer dans ce plan un cercle C ayant a'b' pour diamètre et le point o pour centre.
Le cercle C sera évidemment tangent en a' au plan P et en b' au plan Q.
Dès lors il est évident que le cylindre X, qui aura le cercle C pour courbe directrice et ses génératrices droites parallèles aux droites parallèles aa' et bb', sera de révolution et aura son axe de rotation situé dans le plan R ; cet axe passera par le point o et sera parallèle aux génératrices droites diamétrales aa' et bb’ de ce cylindre ï. El A mesure que l’on fera varier la position des points a et b sur les droites données A et B, le cylindre X changera de position et de rayon; mais son axe de rotation restera toujours dans le plan R. Et pourchaque position particulière des points a et b il n’y aura qu’un cylindre, et ainsi le problème n’aura qu’une solution.
a in.
Étant donnés un point a sur la droite A et un point b sur la droite B, menons par le point o milieu de ab un plan Z perpendiculaire à celte droite ab.
Ce plan Z coupera la droite A au point x et la droite B au point y.
En joignant les points x et y nous aurons une droite L, et de telle sorte que les droites L et A détermineront un plan P, et que les droites L et B détermineront un plan Q,; ces deux plans P, cl tj, se coupant suivant la droite L.
Cela posé ,
Il est évident que chacun des points du plan Z est également distant des points a et b. Par conséquent, si l’on prend sur la droite L un point I, les droites la cl Ib seront égales; dès lors, aussi, si du point a on abaisse une perpendiculaire am sur la droite L, et si du point b on abaisse une perpendiculaire bn sur la même droite L (les points m et n étant sur la droite L les pieds des perpendiculaires abaissées), on aura :
am z= bn.
Et si du point o, milieu de a6, on abaisse une perpendiculaire sur la droite L, son pied i et les points m et n se confondront en un seul et même point.
Cela posé ,
Menons par les points a et b deux droites A' et B' parallèles à la droite L, les
droites A et A' seront dans le plan P, et les droites B et B' seront dans le plan 0,.
Si par le point o nous menons un plan Y perpendiculaire à la droite L, il coupera le plan P, suivant une droite T et le plan Q, suivant une droite 0.
Ce plan Y coupera la droite L précisément au point i, et la droite A' nu point a, et la droite B' au point b.
Et il est évident que les droites T et 0 ne seront autre que les droites ia et ib\ et nous savons que l’on. a : ia = ib.
Nous pourrons donc tracer dans le plan Y un cercle C' tangent en a et b aux. droites T et 0, et le regarder comme la section droite d’un cylindre de révolution A ayant son axe de rotation parallèle à la droite L.
Ce cylindre A sera évidemment tangent en a et 6 aux droites données A et B.
Et l’on voit de suite que, pour le cylindre Z déterminé § 2 , le plan an 'Ob' est un plan diamétral, tandis que pour le cylindre A, que nous venons de déterminer $ 3, le plan a\'bB' est un plan corde.
Ou, en d’autres termes, pour le cylindre Z la droite a'ob' est un diamètre de la section droite et circulaire C, et pour le cylindre A, la droite aob est une cordc de la section droite et circulaire C'.
. §iv.
Étant donné un point fixe a sur la droite A , on peut sc demander de chercher le lieu des axes des cylindres de révolution qui seraient tous tangents en a à la droite A , et respectivement tangents à la droite B en ses divers points b, b,, b,,... Pour résoudre cette question , faisons passer par le point a et la droite B un plan que nous prendrons pour plan horizontal de projection. .
La droite A se projettera sur ce plan suivant A h (fig. M ).
Cela posé : '
Les axes des cylindres de révolution A, A,, A,... cherchés, seront respectivement situés dans les plans Z, Z,, Z,,... menés perpendiculairement aux droites ab, ab,, ab et respectivement par les milieux o, o,, o,... de ces droites.
Or ces plans Z, Z,, Z,,... sont tous verticaux, tous perpendiculaires au plan horizontal de projection.
En sorte que si, par les milieux o, o,, o»,... des divergentes ab, ab,, ab,,.., nous menons des perpendiculaires H', H* 1 , H**,... à ces droites, nous aurons les traces horizontales des divers plans Z , Z, , Z, .... Mais les points o, o,, o, ... sont sur une droite I parallèle à la droite B ; et dès lors, en vertu de ce qui a été dit dans le mémoire n“ A , les droites H‘, ïl*', U*'... sont les tangentes d’une parabole i ayant le point a pour foyer et la droite B pour directrice. Les axes des cylindres
- <lo révolution sont donc distribués sur les divers plans Z, Z,, Z, ... tangents à un cylindre vertical ayant la parabole 3 pour section droite-
Il sera facile de construire les projections de Taxe U, de l’un de ces cylindres de révolution; et, en eflèt :
Prenons pour plan vertical de projection un plan parallèle à la. droite A. Dès lors la ligne de terre (fig. AI) sera parallèle à A*; et projetant le point a en a" sur la ligne de terre LT, et traçant la droite A' faisant avec LT l’angle que la droite A fait avec le plan horizontal (angle qui est connu, qui est donné, puisqu’il est égal à l’angle que font entre elles les droites données A et B), on aura la projection verticale de la droite A.
Cela fait :
Par le milieu o. de la droite né, menant la droite H' 1 perpendiculaire à né,, cette droite H* 1 sera tangente à la parabole 3 et coupera la droite B au point g et la droite A* au point :r* (x’ sera sur A').
La droite L, qui unit les points a: et y sera parallèle à Taxe 0, cherché.
Donc L,* sera parallèle à H* 1 , qui n’est autre que L,* et U* sera parallèle à L,’
(celte droite L, 1 ' est facile à construire, puisque l'on connaît les points x et y qui la déterminent).
Le centre p, de la section droite et circulaire du cylindre A, ( cylindre ayant U, pour axe) sera sur le plan Z,; donc le point posera sur la droite H*-; et comme le cylindre A, doit être tangent en n au plan (L,, A ) , ce point p, s’obtiendra par l'intersection du plan Z, et de la normale R, menée au point a au plan (L, , A).
Désignant ce plan ( L, , A ) par P, , la droite ny ne sera autre que H% et dès lors la droite R,*, menée par le point « perpendiculairement à la trace H’’ 1 sera la projection horizontale du rayon d'un cercle qui sera la section droite du cylindre A,.
Cette droite R* coupera la droite U*' en un point p* qui sera la projection horizontale du centre du cercle-section droite du cylindre A,.
11 sera facile dp déterminer p, r ; et les droites \J,‘ et L, 1 menées par les points p* et p, r respectivement parallèles aux droites L.Vet L," seront les projections de » l'axe U, du cylindre de révolution A, tangent, en a à la droite A et eu é, à la droite B.
§ VI
Mais, en vertu de la construction effectuée pour trouver, sur le plan horizontal de projection , le point p,*, on reconnaît que ce point est situé sur la parabole 3, et qu’il n’est autre que le contact de celte parabole 3 et de sa tangente II*'.
Par conséquent, le lieu (les divers centaes p t , p,, p, ... des sections circulaires des divors cylindres A,, A, i A, ... sera une courbe 6 qui se projettera horizontalement suivant la parabole $.
Mais comme , quel que soit le point b , , b,, b, ... que l'on considère sur la droite B, on aura toujours les traces V’ 1 , \ r -, V 1 ... parallèles à A", il s'eusuil que les points p* f p,', p," ... seront tous situés sur la droite R,' menée par le point «' perpendiculairement à la projection verticale A' de la droite A.
Dès lors on doit en conclure que la courbe êest une courbe plane, et qu elle est la parabole section faite dans le cylindre vertical et parabolique ayant la courbe o pour trace horizontale, par un plan mené par le |>oinl a perpendiculairement à la droite A.
{ aèxoïtE inédit. )
CONSTRUCTION DE LA TANGENTE EN UN POINT 1” DU CONTOUR APPARENT DE LA SURFACE DE LA VIS TRIANGULAIRE; 2* DE LA PROJECTION HORIZONTALE DE LA COURBE DE SÉPARATION d’oMBRI. ET DE LUMIÈRE DE LA SURFACE DE LA VIS TRIANGULAIRE (1).
Si I.
De ta tangente en un point du contour apparent de la surface de la vis par ta méthode
de Roberval.
4 II s'agit de construire :
1’ La tangente à la projection horizontale de la côurlw en question; 2* la tangente à la projection verticale de la iiièiue courbe. ( Cette seconde tangente sc déduit de la première au moyen du plan tangent. )
(f ) Les recherches géométriques consignées dans ce mémoire sont de 11. Poncelet ; la rédaction est de M. Baudin , répétiteur des travaux graphiques à l'École polytechnique.
ün 1SÎ7, M. Poncelet , qui était alors professeur do mécanique à l'École d'application do MeU, communiqua à M. Baudin , qui était à celte époque professeur à l’École régimentaire d'artillerie de ia mémo ville, les notes que je publie ici sous le n° fi, et qui étaient déjà anciennes, puisqu'elles dataient do l'École polytechnique.
MM. Poncelet et GctLutaoK étaient élévea à l’École polytechnique en 4S09 , et ce lut celte année qu'df trouvèrent une construction tres-simplo de la projection horizontale de la ligne de séparation d'ombre et
Rappelons d'abord la construction graphique de la projection horizontale de ta courbe.
AP et AB (flg. 1 ) sont deux droites perpendiculaires entre elles;
P est un point fixe ou pôle (c’est le pied de l’axe de la vis sur le plan horizontal);
PB rayon vecteur tournant autour du point P, en s’appuyant sur la droite AB.
Cela posé:
Si l’on prend PX = AB, le point X appartient à la courbe.
Le point générateur X peut être censé animé de deux mouvements : l’un angulaire autour du pôle P, mouvement qui peut se mesurer sur la perpendiculaire en X au rayon vecteur; l’autre de translation vers le point B, en suivant le rayon vecteur.
Or, d’après le principe de Robekval , la résultante de ces deux mouvements a pour direction la tangente à la courbe au point X.
La solution du problème se réduit donc à la détermination des vitesses composantes.
Lu comparant le mouvement du point X à celui du point B le long de la droite AB , on voit :
l*yue la vitessede translation du premier point (qui est le point X), le long du rayon vecteur PX, est la meme que celle du point B le long de la droite AB, car leurs accroissements sont sans cesse égaux.
Or ce que l’on appelle, ici, vitesses ou fluxions n’est pas autre chose que le rapport des accroissements infiniment petits de deux quantités variables ; c’est-àdire le rapport de leurs différentielles.
Soit donc 1H> {pg. 2 ) la vitesse du point B , celle du point X sera Xx, égale à BA.
de lumière , et du contour apparent de la vis triangulaire. Leur solution était irès-diffiTcnte do colle donnée par* Hachette. A celte époque, la solution de M. Persy n'était point connue à l’École polytechnique, ni celle de M. Français, puisque cette dernière ne fut publiée duos la Correspondance de PÉcolo polytechnique qu’en 4810.
La construction graphiquo do la projection horizontale des deux courbes , que rappelle M. Poncelet dans I s notes que jn publie ici , est précisément celle sur laque! .'e je suis retombé en 4819 , en passant de rbélicéYde générale à une surface plus simple , celle de la vis triangulaire. 1! est évident que MM. Poncei.bt et Gullebon avaient, en 4809 , trouvé, pour la vis triangulaire, précisément la méthode à laquelle je fus conduit , sans connaître leur travail sur la vis à filet triangulaire , et que j’ai appliqué ù l’hélicoïde générale; car on doit le faire remarquer, celle méthode est la seule, entre toutes celles exposées jusqu’à présent , qui conduise à la découverte du point fixe qui sert Ô simplifier d’une manière si élégante la construction , par pdintê , de la courbe cherchée.
La priorité de celte méthode appartient donc à MM. Poncelet et Gullebon. Il esl à regretter que les recherches de MM. Poncelet et Gullebon n’aient point été immédiatement publiées dans la Correspondance de l’École polytechnique. M. Gvillebon était , à l’époque de sa mort arrivée en décembre 4844 , ingénieur en chef et professeur à l'École des ponts et chaussées. T. O.
2* Que les points \ el B , situés sur le uiémc rayon vecteur, ont la même vitesse angulaire; el les arcs circulaires infiniment petits parcourus par chacun d’eux , sont proportionnels à leurs distances PX et PB du centre P.
Donc , la vitesse de rotation de l’un conduira à celle de l'autre.
Or, si l'un décompose la vitesse de translation du point B sur la droite AB, en deux, l’une suivant PB et l'autre suivant B b' perpendiculaire à PB, la dernière sera évidemment la vitesse de rotation du point B autour du point P. En vertu du parallélogramme ÜA.AA', B A' sera la vitesse élémentaire du point B sur B A'. En effet, soit BA infiniment petit , la ligne AA' est sensililement la direction du rayon vec- .
leur correspondant, et IM»’ est un arc circulaire infiniment petit, décrit du point P comme centre. Or, BA étant bien l’accroissement de AB , bb' est l'accroissement du rayon vecteur correspondant, el B b' (arc circulaire infiniment petit décrit par le point B) est l’accroissement élémentaire de l’arc total BC.
Cela dit, reportons-nous au point X ; l’arc qu’il décrit, dans le même mouvement, devant être proportionnel à l’arc bb', sera obtenu en traçant la droite PA, qui coupe la droite Xx' (menée perpendiculairement à la droite PB) au point x.
L'arc Xx' sera la vitesse de rotation du point X.
Connaissant la vitesse de translation Xx, du poiut X et sa vitesse de rotation Xx’, on aura celte de son mouvement réel à l'aide de la diugouaie Xx du parallélogramme Xx'xx,.
Or Xj: est l'élément prolongé de la courbe que décrit le point, X , celte droite Xx est donc la tangente à la courbe décrite par le point X et en cy point X. On peut objecter que les vitesses ou accroissements qu'on considère sont cousés infiniment petits, et que cependant on opère dans le tracé sur des longueurs finies.
Mais il faut remarquer qu’on n'a considéré que les rapports des accroissements des quantités variables, en sorte que la longueur BA, qui représente l'accroisse- ■ ment de AB est tout A fait arbitraire ; car la direction de la droite Xx, qui ne dépend que du rapport existant entre Xx' el Xx t , restera toujours la même; en sorte que si l’accroissement Xx de la courbe change, néanmoins son rapport avec l’accroissement BA n'aura pas changé.
Au surplus, la considération des deux mouvements du point X et des vitesses qui en résultent n’est pas indispensable pour trouver la direction de la tangente en ce point X de la courbe.
Le parallélogramme des vitesses ne sert , dans la construction précédente , qu'à faire trouver l’accroissement de l'arc de la Courbe, au moyen des accroissements des coordonnées (du point X ) qui lui correspondent. Aussi peut-on simplifier la construction précédente en remplaçant les auxiliaires BA, BA’, BA,,... etc., par les données de la figure clic-mémo.
Première simplification. Au lieu de prendre Bé (fig. 2) arbitraire et à droite du point B, on peut prendre AU (fig. 3) lui-mômeel former le parallélogramme AIUHl'. Dès lors, PX égal à AB représentera la vitesse du point X le long du rayon vecteur PB.
La vitesse de rotation XX'du point X autour du point P s’obtiendra en tirant la droite PB' et en élevant XX' perpendiculaire à PB. La diagonale Xx du parallélogramme PXX'x sera la direction de la tangente au point X de In courbe.
Remarquons que le cote xX'-du parallélogramme XX'Px rencontre la droite PA en un point K, et la droite XK. est parallèle à la droite AB, car lus triangles AB'B et KX'X sont semblables et ont leurs côtés parallèles.
Deuxième simplification. La remarque précédente conduit à une construction plus simple de la tangente Xx, et en effet (fig. 4 ) on peut obtenir immédiatement le point K en menant par le point X une parallèle à AB. Cela fait, menons par le point K une droite Kx parallèle au rayon vecteur PX , et par le point P une droite Px perpendiculaire à ce rayon vecteur PX; les droites Kx et Px se couperont en un point x qui appartiendra ;i la tangente Xx à mener à la courbe et au point X.
Troisième simplification. La construction précédente conduit à une construction plus simple encore.
Sur AP comme diamètre (fig. 5), trace/, la demi-circonférence AQP; menez la corde AQ parallèle au rayon vecteur PX; tracez la droite BQ, elle sera une parallèle à la tangente demandée.
Et en effet : d'après ^construction , les ligures PQAB et PxKX sont semblables et semblablement placées ; les diagonales BQ et Xx sont donc parallèles.
Les dernières constructions montrent de suite 1* que la droite AB est une asymptote de la courbe lieu des points X..., et 2” que cette courbe touche la droite AP au point P.
§ II-
De la tangente à la projection horizontale de la courbe de séparatim d'ombre et de lumière sur la surface de la vis , par la méthode de Roberyal.
Rappelons d’abord la génération de la courbe.
On donne 1“ le cercle BDE (fig. 6) ; 2* l’angle droit RCD dont le sommet reste toujours au centre G ; 3' le point P, point fixe ou pôle.
Pour construire les divers points de la courbe, on exécute les opérations graphiques suivantes.
Soit l'angle droit BCD (fig. 6) dans une position quelconque ; le côté Cfe coupe le cercle donné au point B ; tracez la droite PB , le point X en lequel le rayon vecteur TB coupe le second cûté CD prolongé, est un point de la courbe demandée.
Cela posé :
Le point générateur X a deux mouvements de rotation relatifs : l’un autour du centre C, l’autre autour du pôle P. Il ne reste donc qu’à trouver les vitesses qui en résultent.
La vitesse de rotation du point X autour du pôle P et celle du point B autour du même pute , sont proportionnelles aux rayons vecteurs PX et Pli. Mais le point B est animé d’une vitesse dirigée suivant la tangente Bé au cercle BDli, laquelle peut se décomposer en deux, l’une de translation suivant Bé (sur le rayon vecteur PB), et l’autre do rotation autour du pôle P suivant la perpendiculaire lié’ à PB.
Prenant donc à volonté la résultante Bé, on aura le parallélogramme B b'bb,, qui donnera en Bé’ la vitesse de rotation lié' du point B.
Passons du point B au point X , lequel est situé sur le rayon vecteur PB.
Tirons la droite P//, et marquons sa rencontrer' avec la perpendiculaire Xx à PB , nous aurons en Xx' la vitesse de rotation du point X autour du pôle P.
Reste à trouver la vitesse de rotation du point X autour du centre C.
On la déduit du la vitesse de rotation du poitil D autour du centre C, en employant la même méthode que précédemment.
Ainsi : la vitesse de rotation dtt point D autour du centre C étant évidemment • la même que celle du point B autour du même centre, l’on prendra sur la tangente en D au cercle BDK , une longueur Dti = lié , et l’on aura en Dd la vitesse de rotation du point D, et l’on en déduira la vitesse de rotation Xx, du jroint X autour du centre C.
Mais il faut remarquer que les vitesses de rotation Xx' et Xx : , que l’on vient de trouver ne sont pas réellement lc9 vitesses composantes de la vitesse absolue du point générateur X (*).
(*) Le principe posé par Rubsuyal n’a jamais été ambigu poux les géomètres qui en ont bien compris l’esprit.
Ainsi un point générateur d’une courbe plane ne peut se mouvoir sur en plan que de trois manières différentes :
Ou 4* il est sollicité en ligne droite , A chaque instant de son mouvement , par deux forces de direction' constante, dites forces de translation, et alors la tangente est la résultante des vitesses imprimées séparément par chacune des deux forces , suivant la direction de chacune d’elles. Alors la tangente est la diagonale du parallélogramme construit, les droites représentant les vitesses.
Ou î* il est soliictlé , à chaque instant de son mouvement , per deux forces de rotation , chacune d'elles agissant autour d'un centre particulier ; et alors un point de la tangente se détermine par l’intersection des
En effet : en combinant la Tinsse de rotation Xx‘ du point X autour du pôle P, avec ia vitesse de translation Xy de ce même point X sur le rayon vecteur PX,
deux rayons vecteurs transportés , parallèlement à eux-mêmes , à une distance finie du point considéré sur la courbe, les deux distances finies étant entre elles dans le mémo rapport que les arcs infiniment petits décrits dans le même temps par le |>oinl de la courbe, et respectivement autour de chacun dos centres fixes. La tangente est alors la diagonale d’un quadrilatère hi-rccuingle.
Ou 3* il est sollicité, à chaque instant de son mouvement, en ligne droite d’abord * par une force do translation dirigée dans lo sens du rayon vecteur, et ensuite circulairemenl autour d’un centre fixe par une force de rotation , et la tangente s’obtient alors en combinant les deux principes ci-dessus. La tangente est alors la diagonale d’un rectangle.
La solution donnée p ir M. PoHCUtî est conforme (et cela devait être) à ces préceptes, qui n’étaient et ne sont ignorés d'aucun des géomètres qui ont eu et qui ont l’occasion d’appliquer le principe remarquable de Hobeiiv.il.
Tout le mondo savait , et depuis longtemps, qu'un illustre savant avait commis une erreur en construisant la tangente à l’ellipse par la méthode de Rodriival (la direction de la tangente était exacte, quoiqu'il eût mal appliqué la méthode); mais on n’avait pas cru , par respect, devoir relever cette erreur, parce qu’on la regardait, ol je crois avec raison , comme une inadvertance qui ne pouvait tirer à conséquence.
11 néfaut pas cependant croire que le principede / loberval puisse toujours être appliqué immédiatement en géométrie descriptive (en d’autres termes lorsque l'on se sert de la langue graphique); et, en effet, pour pouvoir appliquer graphiquement le principe de Jlobertal , il faut :
Dans 1e premier mode de génération de la courbe, désignant par xot y la direction des deux forces qui
sollicitent son point m , il faut connaître la valeur finio du rapport et cela par la seule construction gra-
dx
phique de la courbe et sans avoir besoin de recourir à Y équation de la courbe qui fera f (x. y )■* 0 ( en coordonnées rectangulaires ou obliques ) , et ainsi &ens avoir besoin de recourir à Vanalyse.
Dans le deuxième mode de génération de la courbe , désignant par r et f les deux rayons vecteurs partant des points ou centres de rotation pour aboutir à un point m do la courbe , il faut connaître , en désignant par m et «' les cercles des rayons r cl r-, la valeur finie du rapport — et cela par la seule construc-
tion graphique de la courbe , et ainsi sans avoir besoin de recourir à {'analyse, et par conséquent sans avoir besoin de recourir à l'équation f [r, r') ■» 0 de la courbe.
Dans le troisième mode de génération de la courbe , désignant par r la direction de lu force rectiligne appliquée au point m de ta courbe, et par » le cercle que ce point rn tend à décrire autour du point fixe (ce
cercle » ayant son rayon égal à r}, U faut connaître la valeur finie du rapport—, par la seule construction
graphique de la courbe et sans avoir besoin de recourir à son équation , qui sera dans ce cas r, » ) = 0.
Car si pour trouver la valeur finio do l’ün de ces rapports il esl nécessaire de recourir à l’équation do la courbe, et dès lors s’il est nécessaire d’exécutor des calculs analytiques , on ne fera autre chose que chercher l’équation de la tangente au point m; car, si l’on y regarde de près, on verra bien vile qu’en calculant par Vanalyse l’un quelconque de ces rapports, on calcule précisémentce qu’il faut pour obtenir IVÿualitm de la tangente.
Si la méthode de floberval s’applique si utilement a la construction de la tangente en un point d’une section conique , c’est précisément parce que l’on voit de suite, par la construction graphique seule de la courbe, et en vertu des propriétés géométriques qui se déduisent tout naturellement de cette construction f
quo le rapport — est égal à la Tunité.
Et en effet :
Soit donnée une ellipse ou utio hyperbole ( fig. 13) ayant les points f et f pour foyers, en supposant que le point m est infiniment voisin du point m, l’arç mn sera d et l’arc mn' sera
— iOl —
on obtiendrait la vitesse réelle Xxilu point X sur la courbe décrite par ce point X ; en sorte que Xx' n’est qu'une des vitesses composantes de Xx par rapport aux
Or en vertu de l'équation rdrr^cde la courbe, on voit que l’on a dr= 2 pdr', et qu'aussi m'n = m'n'. Le quadrilatère bi-rectangle mnm'n 1 est donc inscriptible dans un cercle ayant mm' pour diamètre.
Or l’on sait quo dans un tel quadrilatère , lorsque lescélés m» et mn sont égaux , li s autres cèlés »ir
et mn' sont aussi égaux , et ainsi Ton a : I , tout comme l’on a :$-:*■= 4.
a» dr
L’on peut donc appliquer graphiquement le principe de Roberval , et l’on voit aussi quo pour les sections coniques , peu importe, pour obtenir la tangente, do construire t* un parallélogramme sur mn et mn (ou sortir et dr), ou à' 1 un quadrilatère bi-rcclangle sur mn et mn' (ou sur d» et d»), ou 3* un qjadrilatère bi-rectangle sur dr compté sur te rayon vecteur r à partir du point m, et sur dr' compté sur le rayon vecteur r ot aussi à partir du point m.
Il n'en serait pus de même si la courbe è deux foyers avait pour équation *(r, r*) = 0 ; il faudrait de toute nécessité recourir à l’analyse, car il faudrait différencier l'équation de la courbe, pour obtenir le
Si l'équation do la courbe était r M ±: r' n =* c (t), on aurait en différenciant
± nr'l*“ , Wr / = o.
D'où l’on tire :
• . . fwrC*-!) dr]
il nr ’<• - *> *“ dr '
On porterait donc sur le rayon vecteur r, à partir du point m, la longueur et sur le rayon vec-
teur r\ ù'iMirlir du point m, la longuour wr i "“ , l, et cela do la manière suivante : en sens contraire si Ton prend le signe (+) dans l’équation (4), et dans le mémo sens si l’on prend le signe (—- ) dans l’équation (4). .
Et en construisant un quadrilatère bi-rectangle sur ces longueurs , la diagonale de ce quadrilatère donnera la direction de la tangente au point m de la courbe; et l’on voit de suite que l’on ne peut pas construire un parallélogramme sur dr et dr , car la diagonale de ce parallélogramme ne se confondra avec celle du quadrilalère bi-rectangle que dans le cas tout particulier où l’on a : dr=dr‘.
Mais l’équation : <?(r, r') = 0, do la courbe ne permettra pas toujours, quoique l’on en déduise
dr
dr*
d’avoir séparément otdc suite lo rappqrtdo dr à une quantité finie, et le rapport de dr à une autre quantité finie, ce qui est nécessaire pour pouvoir appliquer graphiquement le principe do Roberval; alors on
attribuera à dr une longueur finio et arbitraire A, cl l’on aura pour dr' une longueur finie B = que l’on sera obligé de construire ou de calculer.
Et l’on opérera graphiquement sur les longueurs A et B , portées, la première sur le rayon vecteur r, et la seconde sur te rayon vecteur r', comme nous l’avons dit ci-dessus , en ayant égard au signe de A et de B ,
et ainsi nous construirons sur A. et B un quadrilatère bi-rectangle dont la diagonale sera la tangente • demandée.
Cette discussion nous fait bien voir que l’emploi du principe de Roberval, en géométrie descriptive . n’est pas toujours immédiatement applicable, son application étant considérée sous le point de vue graphique.
Voyez encore, à ce •Éjet, ce que nous avons dit dans les développements de géométrie descriptive, touchant ta construction de la tangente en un point de l’épicycloWe annulaire. T. O.
directions particulières P»/ et X*'. Même chose a lieu pour la vitesse de rotation Xx,. Donc la résultante des deux vitesses Xx' et Xx, ne donnera pas la vitesse réelle du point X.
Ainsi, dans le cas particulier qui nous occupe en ce moment, la diagonale du parallélogramme construit sur Xx' et Xx, ne donnera pas la tangente au point X de la courbe.
On se rend parfaitement raison de ce qui précède, eu remarquant que les vitesses Xx'et Xx, ne sont que des quantités proportionnelles aux arcs infiniment petits que le point X tend à décrire réciproquement autour des pôles P et C. En sorte que les positions des nouveaux rayons vecteurs sont les droites xx et x,x , parallèles aux rayons vecteurs primitifs I’X. et CX. Dès lors, l’intersection x de ces rayons vecteurs xx et x,x représente la nouvelle position du point X.
Si les quantités Xx'et Xx, étaient réellement infiniment petits , Xx serait aussi inliniment petit cl serait dés lors l’élément de la courbe, décrite par le point X.
Mais comme on a augmente ees quantités proportionnellement, la droite Xx devient une quantité finie prolongement de l’élément de la courbe , et par suite la tangente à la courbe.
Première simplification, bien ii’empéclw de prendre Bé égale à la tangente D d (fit/. 7 ) arrêtée à lu droite lixe PC.
Alors, si l’on prolonge b'b, qui est parallèle au rayon vecteur PB, jusqu'à sa rencontre Q avec l’autre rayon vecteur CX , le quadrilatère CBé’Q aura ses côtés parallèles et sera semblable au quadrilatère ci-dessus ( fig . 6 ) x'Xx.x, dont la diagonale est la tangente demandée. En sorte que la diagonale BQ du quadrilatère CBê’Q sera parallèle à la tangente an point X de la courbe.
La construction à exécuter sera donc la suivante.
Tracer, (fig. 7 ) les tangentes B b et D d au cercle EBD et aux extrémités de ses rayons CB et CD ;
Prenez Bê=Drf;
Tracez bQ parallèle au rayon vecteur PX, et marquez sa rencontre Q avec le rayon vecteur CX ;
BQ sera une parallèle à la tangente an point X de la courbe.
Deuxième simplification. Comme la tangente B b est parallèle au rayon vecteur CX (puisque le triangle XCB est rectangle en C), il s’ensuit (fig. 7) que la figure BêQX est un parallélogramme , et que dès lors on a : QX = Bè = Drf.
Il suffit donc, pour avoir la tangente au point X, d'effectuer la construction suivante : .
Portez Di( sur le rayon vecteur CX , prolongé, de X en Q (fig. 8); la droite iQ sera parallèle à la tangente demandée.
Tta itù-me smpUficalion. On peut sedispewger de construire la droite bQ parallèle à la tangente demandée, par on peut exécuter la construction suivante :
Tracer la tangente BQ' au point B du cercle EBD (fig. 8 ) ;
Portez sur cette tangente , BQ' = Dd ;
Portez sur le rayon vecteur CX prolongé, XQ = Drf.
Le point Q' sera évidemment un point de la tangente à mener au point X de la courbe. *
§ III
Discussion de la courbe projection de la ligne de séparation d'ombre et de lumière de la
vis triangulaire.
Le mode do construction au moyen duquel on détermine les divers points de la courbe, montre qu’elle est composée de deux branches infinies passant, l’une par le point lixe P, et l’une et l’autre par le centre C du cercle (fig. 9).
En cherchant les tangentes pour les points situés à l’infini sur ces branches, on trouvera , par la méthode des tangentes exposées ci-dessus :
1° Que ces asymptotes sont au nombre de deux, se croisant au point fixe P et taDgcnlcs l’une et l'autre au cercle ayant le point C pour centre.
2" Que la tangente eu C aux deux branches est perpendiculaire à la droite fixe PC (ce qui est d’ailleurs évident en vertu de la symétrie des courbes par rapport à celte droite PC).
3* Que les tangentes au point P passent par les extrémités du diamètre BB' perpendiculaire à la droite fixe PC, etc., etc.
CAS PAflTlCCMCRS.
PtiKMiF.R cas . Le point fixe P étant situé sur k cercle ayant le point C pour centre.
La courbe ne conserve plus (fig. 10) que la branche infinie ayant un point multiple au point fixe P.
Celte courbe a pour asymptote une droite FG perpendiculaire à la droite fixe PC et à une distance PR = PC du point fixe P.
Cette courbe jouit de la propriété suivante :
Si l’on mène un rayon vecteur CK quelconque, coupant : l°la tangente PT, menée au point P du corde, en le point K, et 3* la courbe en les deux points X et X', on aura :
KX=KX' = kP.
On peut facilement démontrer cette propriété, et en effet :
Menons l’ le rayon vecteur PX coupant le cercle en B, et 2“ le rayon vecteur PX' coupant le même cercle en B'.
Les triangles XCB et X'CB' sont tous deux rectangles en C , on a donc :
CXB = 100“ — CBX.
XPK = 100” — XPU = 100* — CPB.
Mais le triangle CPB est isocèle, on a donc :
CPB == CBX ;
XPK = 100” — CBX =s CXB.
d'où
Le triangle XKP est donc isocèle, et l’on a :
KX = KP.
Ce’iju'il fallait démontrer.
Deuxième cas. Le point fixe P est situé <i l'infini , alors le rayon de lumière est horizontal , et dans ce cas , la courbe de sc/iaralion d'ombre cl de lumière n'est autre que le contour ap/xirenl de la t'is.
Lu construction de la tangente en un point X de la courbe reste la même que celle que nous avons exposé à la fin du § 2. Voyez la fig. 11.
T noisiÈME cas. Le point fixe P étant dans l'intérieur du cercle.
La courbe est fermée; elle a la forme indiquée (fig. 12 ).
Lite a un point multiple au point fixe P.
Elle a une tangente commune en C, laquelle est perpendiculaire à In droite PC. Elle est tangente au cercle en les points N et N’, en lesquels le cercle est coupé par la droite menée par le poinl fixe P perpendiculairement à la droite PC.
Les tangentes au poinl multiple P passent respectivement par les [joints B et . B', en lesquels le cercle est coupé par son diamètre perpendiculaire à PC.
Pour construire la tangente en un poinl quelconque X de la courbo, on mènera CX coupant le cercle en D ; la tangente en D au cercle coupera la droite PC en d.
On mènera PX coupant le cercle en T ; on mènera en T la tangente au cercle , cl l’on prendra sur cette tangente TQ'=Dd. La droite Q'X sera la tangente demandée. ’
CONSTRUIRE LA LIGNE DE SÉPARATION D'OMBRE ET DE LUMIÈRE SUR UN PARABOLOÎDE HYPERBOLIQUE* *
.-WWhrH. Y
Nous nous proposons de déterminer la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur un paraboloîde hyperbolique supposé éclairé par un faisceau de rayons lumineux parallèles entre eux.
Nous savons ce qui suit :
1* La courbe de contact d’un paraboloîde hyperbolique et d'un cylindre est une parabole (*).
2* Tout cylindre qui a pour directrice une parabole est coupé par un plan, et quelle que soit sa direction , suivant une parabole.
Cela posé :
Si l’on a un toit dont les divers chevrons soient les génératrices droites du premier système d’un paraboloîde hyperbolique , et que l’on cherche sur ce toit (supposé recouvert en zinc, par exemple, auquel cas on a une surface unie), la ligne de séparation d’ombre et de lumière, en supposant que le système est éclairé par un rayon lumineux , nous saurons d’avance que cette courbe sera une papabole , et que I ombre portée sur le plan horizontal , ou sur le plan vertical de projection , ou sur tout autre plan, sera limitée par une parabole.
Cherchons maintenant les divers points 1* de la parabole ligne de séparation d'ombre et de lumière; 2" de la parabole ombre portée, en simpliliant autant que possible les constructions graphiques à employer.
Supposons que l’on ail un paraboloîde hyperbolique rectangulaire ayant pour plans directeurs, les plans horizontal et vertical de projection, et que ce paç%boloide soit engendré (fig. A) par une droite G se mouvant horizontalement en s'appuyant sur deux droites A et A' : l'une A perpendiculaire au plan horizontal et l'autre A’ située dans le plan vertical de projection.
(•) Voyez le Court de Géométrie descriptive, S* partie, chap. XII , p. 336.
Cela posé :
On se donne la direction L du rayon de lumière ; pour construire la parabole contact du cylindre lumineux A cl du paralioloïde 2, nous ferons passer par chacune des génératrices droites horizontales G , G, , G,,... de la surface 2 des plans T, T,, T, .... parallèles à la droite L, et nous chercherons les pointe de contact x, x,,x,... de chacun de ces plans avec cet te même surface 2. Le lieu des points x, x,, x, .... sera une parabole S, qui sera la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur la surface 2.
Pour exécuter cette construction le plus simplement et de plus promptement possible, il faudra procéder ainsi qu’il suit :
On divisera la droite verticale A en parties égales , à partir de sa trace horizontale a 4 ; on aura donc des points a\ a\a% a', a,... également espacés entre eux. Par chacun de ces points on mènera des parallèles au rayon de lumière L , lesquelles viendront percer Je plan horizontal en des points a’„ a,, et,, a ... également espacés entre eux et tous situés sur L*.
Par les points^, a\ a’, a', a,... on mènera les génératrices horizontales G 1 , G’, G’, G', G... du paraboloïde 2.
Et cela fait :
Si l’on mène par le (joint a,' une droite H T ‘ parallèle à G’,*, on aura la trace hori* zontale du plan T, parallèle au rayon L et passant par la génératrice G, de la face 2.
On construira de la môme manière les droites il 1 ’, H T ', H*,... la trace horizontale G* de la surface 2 coupera les diverses traces horizontales des plans T,, T,, T., T... en les points », , <„ I... ; et 6i par ces points on mène des parallèles à la ligne
de terre, elles viendront couper les droites G*, G*, G*, G*,... et respectivement en les points x,*, x*,x*,x*... qui, étant unis par une courbe, nous -donneront la parabole S*, projection horizontale de la parabole S, ligne de séparation d’ombre et de lumière.
Si ensuite nous menons par les divers points x\.. des perpendiculaires à la ligne de terre, elles viendront couper les droites G,', G,', G,', G’.,, en les points x,°, x", x.", x",... qui détermineront la parabole S’, projection verticale de la parabole 6.
•-* § III
Les divers plans tangents T,, T,.... sont les enveloppée» <lu cyliadrc lumineux A ; par conséquent les traces horizontales H T< , H 1 ’... de ces divers plans seront les enveloppées de la parabole 3, trace horizontal du cylindre A. La courbe i , ombre
portée parla surface paraboloïde 2, sera donc facilement déterminée, puisqu’elle ï pour tangentes les diverses droites H T< , H T| .... Mais il sera facile de construire le pont de contact de cette parabole 3 avec chacune de ses tangentes H*.... Et en efiel: si l'on considère un point x, de lo parabole 5 (ligne de séparation d'ombre etdn lumière ), en menant par ce point x, une droite L, parallèle à la direction L du rayon de lumière, on aura la génératrioe droite du cylindre A suivant laquelle oe cylindre est touché par le plan T, ; si donc on> mène par le point x,*une droite h? parallèle à L*, elle viendra couper la droite H** en un {joint y, qui sera le point de contact de la parabole d avec sa tangente U’'.
S iv.
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De ce qui précède on peut déduire les théorèmes suivants (fig. A) :
Si I on prend une droite L* et sur cette droite des points équidistants a,, a,', a‘, a', a',... ; si l’on trace une ligne LT non parallèle à la droite L‘, et si l’on divise celle droite LT en. parties égales par les points b t ,b,, b., b,, b,... et que d'un point a‘ de la droite L* on mène des divergentes G‘ ( G,*, G*,;., aux divers {•oints b , b,, b,,... -, puis que, par les divers points a*, a,', a,',... on mène des parallèles H’ 4 , 11’’, H’’,... et respectivement aux droites divergentes G 4 ‘, G,\ ces droites H'... envelopperont une parabole 3-
Si l’on trace une parabole à et une droite L* de position arbitraire par rapport à la courbe , si l’on divise la droite L* en parties égales par les points a', a', et que par ces points on mène les tangentes H'*, H’’, H’*,... à la parabole 3 ; si ensuite, par un des points de division, a,, par exemple, de la droite L* on mène des divergentes G,*, G,*,... respectivement parallèles aux tangentes H’ 1 , H’*, U' 1 ,... ces divergentes couperont en parties égales une certaine droite dont la construction s'effectuera de la manière suivante.
Par le point y, contact de la parabole 3 donnée avec une de scs tangentes H’ 1 (par exemple ) , on mènera une droite L,* parallèle à' L‘ et coupant la divergente G? parallèle à H'- en un point x,*, on unira le point x* avec le point t, en lequel la tangente H’- coupe la tangente G 4 à la parabole 3, et l’on remarquera que G 4 n’est autre que H T *, n’est autre que la tangente à la parabole 3, qui coupe la droite L* en le point a 4 , d'où l'on a fait diverger les droites G,',» . et l'on aura en x,‘<. la direction de la droite cherchée.
Si le rayon L de lumière était parallèle au plan vertical de projection et faisait , avec le plan horizontal , un angle « , il arriverait que sur la surface paraboloïde 2, il existerait une certaine génératrice droite K (du second système étayant pour plan directeur le plan vertical do projection) qui serait parallèle au rayon L, car 1 on sait que les génératrices du second système font chacune un angle différent avec le plan horizontal , et que cet angle varie depuis l’angle droit jusqu’à l'angle nul.
Dés lors la génératrice K, parallèle au rayon de lumière L, serait la ligne de séparation d’ombre et de lumière sur la surface 2.
Cela est évident.
On peut d’ailleurs le démontrer d’une manière simple et nouvelle.
Supposons (/ty. B) que la droite K so trouve parallèle au rayon L, en effectuant les constructions de la fig. A, il arrivera que les points a, a,‘, a', a,',... seront équidis lants sur la droite L‘, laquelle sera parallèle à la ligne de terre LT et aussi à K*.
Or les divergentes G, G*, G G*,... menées du point a couperont la droite K* en les points p, q,, q %l q,,... qui seront équidistants, et l’on aura évidemment : <///, = a, 'a,’....
Dès lors, les quadrilatères (qjioja) et (qya'a) et (q,pa,'a)... seront des parallélogrammes ; dès lors les droites pa,', pa', pa'... ne seront autres que les traces horizontales des plans T,, T,, T, ... menées parallèlement à la droite L ou K, et respectivement par les génératrices droites du premier Système (de la surface 2), savoir : G., G,, G,.... Ces divers plans T,, T,, T, ... seront donc tangents à la surface 2 suivant les divers points de la droite K , donc , etc.
§ VI
Cette propriété, savoir , que lorsque le rayon L de lumière est parallèle à une génératrice droite D d’un paraboloïde hyperbolique, la ligne de séparation d’ombre et de lumière n’est autre que cette droite D , n’appartient pas seulement au paraboloïde hyperbolique; elle existe pour toute surface gauche, quelle que soit sa forme , quel que soit son mode de génération (*).
(*) Jo donne t dans ta fig. 3 , l'épure de l'ombre d'un toit paraboloïde , en supposant que le rayon de lumière est parallèle A l'une des génératrices droites de la surface.
Dans l’atlas je donne au,-si l'épure du problèmo d’ombre qui fut proposé en 4843 aux élèves ( de pre-
8 vii.
D’après ce qui précède, il est évident que, lorsque l’on aura un paraboloïde hyperbolique, rectangulaire ou oblique, la ligne de séparation d'ombre et de lumière ne sera une parabole qu'autant que le rayon L de lumière ne sera pas parallèle à l’un ou à l'autre des deux plans directeurs de la surface ; et lorsque ce rayon L sera parallèle à l’un ou à l’autre des deux plans directeurs de la surface, la ligne de séparation d’ombre et de lumière sera toujours une droite, qui sera une génératrice droite de la surface , laquelle devra être cherchée parmi celles qui ont pour plan directeur celui qui est parallèle au rayon L de lumière.
§ VIII
La fig. A nous donne la parabole 3 située à gauche de la trace horizontale du paraboloïde 2; cela nous apprend que la partie externe de la surface (celle qui est vue d'un point situé à l'infini et au-dessus du plan horizontal) sera tout entière dans l'ombre.
Si cette parabole 3 était à droite de la trace horizontale du paraboloïde, alors (a surface externe serait en partie éclairée et en partie dans l'ombre.
Mais si l’on remarque que lorsque le rayon L de lumière est parallèle à la génératrice droite K (fig. B ) do la surface paraboloïde , alors la parabole 3 se réduit à un point qui n'est antre que la trace horizontale p de cette droite K, laquelle.
mière année) do l'École polytechnique; on donna un toit paraboloïde et une cheminée cylindrique. Je n'ai fait que décalquer l'épure que j'ai exécutée à cette époque , d'après lu solution que j'avais donnée à ma salle , alors que j'étais élève à l'École polytechnique.
A ce sujet je crois devoir entrer dans quelques détails.
Depuis la fondation do l'École polytechnique, jusqu'à sa réorganisation effectuée parla restauration après le licenciement de t SI 6 , les élèves de première année d’étodes avaient à résoudre , pendant la durée du cours de géométrie descriptive , trois problèmes. Le premier problème était une question théorique ; le second problème était une question d’ombre ; le troisième problème était uno question de coupe des pierres.
Chacun de ces problèmes était résolu par les élèves à la Gn de chaque partie de cours y relatif.
Le problème était le même pour tous les élèves ; on leur donnait six heures pour chercher la solution et eaéculer l'épure. *
On comprend que , dans chaque salle , il arrivait qu’un élève parvenait plus vite que ses camarades à la solution demandée. Alors il passait au tableau et expliquait sa solution ; après discussion , elle était adoptée et quelquefois modifiée. Tous les élèves de la même salle se mettaient alors à l'ouvrage et exécutaient l'épure.
Souvent il arrivait que la solution d’une salle passait de salle en salle et était généralement adoptée.
Souvent aussi il y avait plusieurs solutions en présence.
Ces travaux étaient très- utiles ; ils furent supj rimés depuis 1816. Pourquoi f
dans ce cas , est la ligne de séparation d’ombre et de lumière , on doit de suite en conclure que si la projection L*, étant inclinée du bas du dessin vers la gauche pour aller couper vers la droite la ligne de terre LT, nous donne une parabole 3 située à gauche de la trace horizontale de la surface £, en inclinant celle droite L* en sens contraire (le rayon L faisant toujours le même augle avec le plan horizontal), on obtiendra une parabole 3' située à droite de la même trace horizontale de la surface X.
On voit donc comment l’on peut reconnaître si une surface paraboloîde étant projetée sur le plan horizontal , La surface externe de celte surface (ou une partie limitée de cette surface) sera éclairée ou non, et sera ainsi, ou toute dans l'ombre, ou toute dans la lumière , ou si elle sera en partie dans l’ombre et en partie éclairée.
IV 0
CONSTRUCTION UC LA LICNE DK SEPARATION d’oMRRE KT RF. LUMIÈRE It’uNE SUR»
FACE DÉVELOPPABLE ÉCLAIRÉE PAR UN HAYON LUMINEUX ET DE l’oMBRE PORTÉE
PAH UN THONÇON DE CETTE SURFACE SUR LE PLAN HORIZONTAL
Ce que nous avons dit ci-avant (mémoire n* 7), sur la ligne de séparation d'ombre et de lumière d’un paraboloîde hyperbolique, nous montre la marche que Ton doit suivre lorsque l’on aura une surface gauche quelconque.
Mais si la surface réglée, au lieu d’être une surface gauche, était une surface développable, éclairée par un rayon de lumière , le mode de solution changerait du tout au tout. El en effet : si l’on a une surface développable D ayant une courbe 3 pour arête de rebroussement, et que celte surface soit éclairée par un rayon de lumière L, la ligne de séparation d'ombre cl de lumière, si elle existe, ne pourra être qu'une génératrice droite G de cette surface D, cl le plan T tangent à la surface D suivant la génératrice G et parallèle au rayon lumineux L sera un plan osculaleur de la courbe 3 et il sera osculaieur au point g eu lequel la génératrice G louche celte courbe S.
Le mode de recherche doit donc évidemment changer lorsque l’on a une surface réglée développable et non uuo surface réglée gauche. .
— Ht —
Pour uae surface développable , -on devra employer le mode de solution suivant :
On coupera la surface développable D par uu plan P (le plan horizontal de projection par exemple), ou aura une courbe C ( fig . 1).
Ou considérera la courbe C comme la base d’un cylindre A dont les généra> triées droites seront parallèles au rayon lumineux L. ,
Cela fait:
On considérera l'aréte de rebroussement 5 de la surface développable D, comme la directrice d’un secoud cylindre i ayant ses génératrices droites parallèles au rayon lumineux L, et l’on cherchera sa trace S sur le plan P.
On aura donc deux cylindres A et 2. parallèles entre eux et au rayon de lumière L et leurs traces C et S sur un môme plan P(ieplau horizontal par exemple); dés lors, un plau T tangent à b fois aux deux cylindres A et A sera parallèle à la droite L cl sa trace 11' sur le pba P sera une tangente commune aux deux courbes C et S.
Ce plan T touchera la courbe C en un point c et 1a courbe S en un point * , et l'on mènera, par ce point s, une parallèle à la droite L, laquelle ira couper la courbe} en un point d; b droite (c, d) sera une géuéralrice droite de b surface développable D ; elle sera la génétalricc droite suivant laquelle le plan T touche cette surface P ; celle droite cd sera donc b ligne de séparation d’ombre et de lumière cherchée.
On voit de suite que si b surface développable D était éclairée par un point lumineux l, il faudrait considérer ce point / comme le sommet commun à deux cônes ayant pour directrices l’un la courbe C et l'autre la courbe 3 (fig- 2).
Le cône (1 , 3) serait coupé par le plan P suivant une courbe D et le plan T aurait pour trace sur le plan I' b tangente commune aux deux courbes C et B.
Celte tangente commune toucherait b courbe C en un point c et 1a courbe B en un point b; b droite Ib couperait b courbe 3 en un {joint d et b droite cd serait 1a génératrice de contact de la surface dévploppable D et du plan T passant par le point lumineux I; celle droite cd serait donc b ligne de séparation d’ombre et de lumière demandée.
IL
Une surface développable n’est pas toujours donnée par son arête de rebroussement , souvent on se donne deux directrices sur lesquelles doit rouler le plan qui doit déterminer 1a surface développable comme enveloppe de l’espace parcouru par ce plan.
La solution du problème : construction de la ligne de séparation d'ombre et de lumière, s’effectue alors, ainsi qu'il suit:
Premier cas, la surface développable étant éclairée par un rayon de lumière.
Soient C et C' les deux courbes (fig. 3) sur lesquelles doit rouler tangcnliellemeni le plan qui sera en chacune de ses positions, t'enveloppée de la surface développable D; soit L la direction du rayon de lumière.
On regardera les deux courbes C et C' comme les directrices de deux cylindres dont les génératrices droites seront respectivement parallèles à la droite L.
On aura donc un cylindre A passant par la courbe C et un cylindre A' passant par la courbe G'.
Cela posé :
On coupera les deux cylindres A et A' par un plan P (le plan horizontal de projection par exemple), et l’on obtiendra deux courbes planes B et B'.
La tangente commune H' i ces deux courbes B cl B' sera la trace sur le plan P d’un plan T tangent à la fois aux deux cylindres A et A'.
U’ touchera la courbe B au point b et la courbe B' au point b‘.
On mènera par ces points b et b‘ deux parallèles à la droite L, la première coupant la courbe C au point c et la seconde coupant la courbe C' au point c'.
Il est évident que la droite cc' ne sera autre qu’une génératrice droite G de la surface développable D et que cette droite G (ou ce’) sera la droite de contact de la surface D avec le plan T, lequel sera parallèle au rayon Lde lumière. Celte droite G (ou cc) sera donc la ligne de séparation d’ombre et de lumière cherchée.
Deuxième cas. La surface développable étant éclairée par un point lumineux.
On considérera les courbes C et G' comme les directrices de deux cènes A et A ' ayant le point lumineux l pour sommet commun (fig. 4 ).
On coupera ces deux cènes par un plan P, et la tangente commune aux deux courbes de section B et B' sera la trace II' sur le plan P d’un plan T tangent à la fois aux deux cènes A et A 1 .
On unira les points de contact b et b‘ des courbes B et B’ et de la tangente commune H* avec le point l ; les droites Ib et lb' couperont , la première la courbe C au point c, la seconde la courbe C' au point c, et la droite cc sera la ligne de séparation d’ombre et de lumière demandée.
S III
La surface développable D peut être engendrée par un plan roulant tangentiellement à deux surfaces données 2 et 2'. Il faut savoir, dès lors, construire la
ligne de séparation d’ombre et de lumière appartenant à cette surface P, suivant que cette surface P est éclairée par un rayon lumineux ou un point lumineux. Pans ce cas la solution sera la même que celle employée lorsque la surface développable était donnée par deux courbes directrices.
Et en effet : -
Premier cas. Surface développable P donnée par deux surfaces directrices 2 et 2* et éclairée par un rayon de lumière L.
On construira deux cylindres A et A' tangents perspectivement aux deux surfaces directrices données A et 2', et ayant l’un et l’autre leurs génératrices droites parallèles au rayon de lumière L. Le cylindre- A touchera la surface 2 suivant une courbe £, le cylindre A’ touchera la surface A' suivant une courbe
On coupera les deux cylindres A et A' par un plan P, et l’on obtiendra pour section deux courbes B et B'. La tangente commune IP à ces deux courbes sera , sur le plan P, la trace d’un plan T tangent à la fois aux deux cylindres A et A’, et aussi aux deux surfaces 2 et A'; ce plan T touchera la surface 2 en un point i situé sur la courbe £, et touchera la surface 2' en un point i' situé sur la courbe £'. La droite ii' sera une génératrice droite de la surface développable D, et elle sera la ligne de séparation d’ombre et de lumière demandée.
Deuxième cas. Surface développable P donnée par deux surfaces directrices 2 et 2' et éclairée par un point lumineux I.
Les cylindres A et A' employés dans le premier cas deviendront deux cônes ayant le point l pour sommet commun, et ils seront tangents perspectivement aux surfaces directrices 2 et 2' suivant des courbes Ç et J'. La construction s’achèvera comme pour le premier cas.
§ IV
Supposons que la surface développable est une surface hélicoïdc 2', ayant dés lors pour arête de rebroussement une hélice H tracée sur un cylindre de révolution K ayant pour axe de rotation une droite A, l’hélice H coupera toutes les génératrices droites du cylindre K sous un angle a. Supposons en outre que le rayon de lumière L est parallèle à l'une des génératrices droites de la surface développable 2.
Il est évident que la droite L devra faire avec un plan P perpendiculaire A l’axe A un angle S complémentaire de l'angle a.
Cela posé :
Prenons le plan P pour plan horizontal de projection , il coupera le cylindre K suivant un cercle C, et la surface 2 Suivant une développante i do ce corde C.
— Mi —
L'hélice H se projettera orthogonalement sur le plan P suivant le cercle C, et t tontes les tangentes G à l’hélice H se projetteront sur le plan P suivant des tangentes au cercle C.
Dés lors, ayant donné les projections du rayon de lumière L , on aura L* parallèle à uneccrtainc tangente G* (Juj. 5) au cercleC.etlcsdroites L et G feront avec le plan horizontal P le même angle S, et il est évident que la droite G sera la ligne de séparation d'ombre et de lumière demandée. Mais si l'on voulait construire la droite G d'après la solution donnée ci-dessus (§2), on devrait considérer la développante 3 comme la Imse d'un cylindre ayant ses génératrices parallèles au rayon de lumière L, et considérer l'hélice II comme la directrice d'un cylindre A ayant aussi ses génératrices parallèles au inèine rayon de lumière L. Il faudrait chercher la trace Z du cylindre A sur le plan horizontal P, et la tangente commune aux courbes Z et 3 serait la trace, sur le plan P, du plan tangent à lu surface 1 suivant la génératrice droite, qui serait la ligne de séparation d’ombre et de lumière.
Or, pour déterminer la courbe Ç, la construction sera évidemment la suivante :
Ayant pris un point m*8ur le cercle C (ou H* projection de l'hélice 11 arête de rebroussement ;, on mènera la tangente »«*« à ce cercle C , laquelle coupera la développante 3 en un point u. Un point a/ comme ceüUc, et avec m*n pour rayon, on décrira un cercle qui sera coupé en un point /> par la droite L*, menée par le point m* parallèlement à la droite L*, le point p sera un point de la courbe Z- Si l'on prolonge la droite L,*, elle coupera le cercle C eu un second point m'\ et si I on mène en point m * une tangente au cercle C, elle coupera la développante 3 eu un point et si du point m* comme centre, et avec m'V |>our rayon, ou décrit un cercle, il coupera la droite L* en un point </ qui appartiendra encore à la courbe ij.
Or if est évident que le point p est intérieur à la développante 3 , et que le point q est extérieur par rapport à cette même courbe 3.
De plus il est évident que lorsque la droite L,* sera tangente au cercle C, et aura pris dès lors la position G*, le point r, en lequel G* coupe la courbe 3, nppartiendra à la courbe L
La courbe Z est donc une courbe présentant au point r un point de rebroussement , et devant avoir en ce point , même tangente IP que la développante 3.
La droite G, qui est la ligne de séparation d'ombre et de lumière, et qui se trouve, dans ce cas particulier, immédiatement construite (sans avoir besoin de recourir à la courbe Z), détermine le point de contact r commun aux deux courbes 5 et ç. Dans ce cas particulier les deux courbes 3 et Z ont non-seulement une tangente commune IP, mais encore elles sont tangentes l’une h l'autre.
Il est encore évident que la courbe l ne peut offrir un point de rebroussement, qu’aulanl qu’il y aura une des tangentes de l’arète de rebroussement qui soit parallèle au rayon de lumière.
Après avoir exposé la théorie qui nous donne d'une manière générale la solution du problème : déterminer lu ligne de séparation d ombre et de lumière sur un tronçon de surface développable , ce tronçon étant intercepté par deux plans parallèles entre eux ou non parallèles entre eux, la surface étant éclairée par un rayon de lumière ou par un point lumineux , appliquons cette théorie à quelques exemples simples, ee qui nous permettra de reconnaître l’avantage que l'on trouve à l’exposition préalable d'une théorie générale, de laquelle on déduit sans peine la solution de tous les cas qui peuvent sa présenter dans la pratique, cl sans avoir besoin, dès lors, de multiplier les exemples.
8 VI
1" exemple. Ombre d un cône droit éclaire par un rayon de lumière.
Nous supposerons (fg. 0) que le cène a son axe A , de rotation, vertical ; sa base sur le plan horizontal sera le cercle G; et son sommet sera le point s ayant pour projection s ' sur A r et s" au centre du cercle H.
Cela posé :
Supposons que le cône est éclairé par un rayon de lumière L, et cherchons la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur ce cène.
Lorsque l’on connaît le sommet d’un cène et sa base , on peut considérer celle surface développable comme étant donnée par son arête de rebroussement , qui, ici , sera un point qui n’esl.aulre que le sommet du cène.
La base du cône sera la section faite dans cette surface développable par le plan horizontal.
Cela posé, appliquons la théorie générale.
Il faudra , par l'arête de rebroussement , faire passer un cylindre A parallèle au rayon de lumière L, et chercher son intersection avec le plan de la base It.
Or, l'arétc de rebroussement étant le sommet *, ce cylindre A se réduira A une droite D menée du sommet et parallèlement au rayon lumineux L, et son intersection d, par le plan horizontal de projection, sera la courbe de section faite par ce plan dans le cylindre A.
Il faudra mener une tangente commune aux courbes B et d; or, la courbe d n’étant qu'un point, cela revient à mener par le point d une tangente au cprcle B.
ne —
On aura donc deux tangentes IP et II e , qui seront les traces de deux plans T et 0 tangents à la fois el respectivement au premier cylindre A et à un second cylindre, qui aurait la base B pour directrice, et dont les génératrices seraient parallèles à la droite L.
Le plan T louchera la courbe B au point p, ce même plan T touchera l'arète de rebroussement en le point s , donc la droite sp sera la ligne de séparation d'ombre cl de lumière demandée.
Il existera une seconde ligne de séparation d’ombre et de lumière qui sera rt et qui sera donnée par le plan©.
Mais en même temps que cette construction donne la ligne de séparation d'ombre et de lumière, elle donuc l’outbre portée du cène sur le plan horizontal de projection.
VII
2* exemple. Ombre d’un tronc de cône droit éclairé par un rayon de lumière.
Concevons lecéne ayant son axe A, de rotation , vertical {/g. 7); sa base sur le plan horizontal sera un cercle B. Supposons que ce cène soit coupé par un plan P perpendiculaire au plan vertical de projection, nous aurons une ellipse E.
Le cène pourra donc être considéré comine étant une surface développable engendrée par un plan roulant tnngcntiellcmenl sur les courbes B el E. Supposons que ce tronc conique est éclairé par un rayon de lumière L, et appliquons la théorie générale pour déterminer la ligne de séparation d'ombre el de lumière.
Par la courbe E nous ferons passer un cylindre A ayant scs génératrices parallèles à la droite L, nous couperons cc cylindre A par le plan horizontal de projection, cl nous aurons l’ellipse E'.
Cela fait :
Mous mènerons aux deux courbes B et E' une tangente commune IP qui touchera la courbe B en i et la courbe E' en y.
Menant par le point y une parallèle au rayon L, elle viendra couper la courbe E en un point x, et joignant les points i clx, on aura la ligne de séparation d’ombre et de lumière sur le tronc conique.
Il existe une seconde tangente commune II e qui donne une seconde ligne de séparation d’ombre et de lumière.
Et l’on voit que par celte méthode on détermine en même temps l’ombre portée par le tronc conique sur le plan horizontal de projection.
déterminer la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur un conoïde (*). •
Supposons que le conoïde soit donné: 1° par une directrice droite K perpendiculaire au plan vertical de projection, 2* par une directrice courbe B tracée sur le plan horizontal, et que le plan vertical de projection soit le plan directeur de ses diverses génératrices droites (fig. 1).
Cela posé :
Concevons un rayon lumineux L et cherchons la ligne de séparation d’ombre et de lumière sur la surface conoïde.
Menons par un point x de la droite K un rayon L de lumière cl la génératrice droite G de la surface conoïde.
Le rayon L percera le plan horizontal au point b et la génératrice G le percera en un point a de la courbe B.
Faisant passer un plan P par les droites L et G , ce plan touchera la surface conoïde en un point y situé sur la droite G cl qui appartiendra à la courbe de séparation d’ombre et de lumière demandée.
Pour déterminer ce point y, il faudra donc remplacer le conoïde par un paraboloïde de raccordement qui lui soit tangent tout le long de sa génératrice G ; or, le paraholoïde le plus simple à employer est évidemment, ici, celui qui sera engendré par la droite G se mouvant parallèlement au plan vertical de projection, en s’appuyant sur la droite K et sur la droite K, menée langentiellemeni au point o, à la courbe B.
La droite ab sera U p coupant la ligne de terre LT au point o.
La droite K, sera la trace horizontale du paraholoïde 1, et sa trace verticale sera la droite G, qui unit les points s et K'.
Le plan P coupera le paraholoïde 1 suivant une génératrice du second système ayant le plan horizontal pour plan directeur.
Cette génératrice K’ (du second système) étant déterminée, elle coupera la génératrice G (du premier système) en un point y qui sera le point demandé.
Or, pour déterminer K', il faut connaître V’ : construisons donc cette trace
(*) J'ai rédigé es petit mémoire , d'après mes notes et des croquis exécutés à Metz en 1 8Z0.
verticale du plan P. Pour cela, menons par le point x une droite D horizontale du plan P, et coupant le plan vertical- au point d, la droite od ne sera autre que V% et remarquons que V’ est parallèle â la droite G'.
La trace V' coupera la droite G, trace verticale du paraboloïdei en un point p; si donc on mène par ce point p une droite K' 1 parallèle à la ligne de terre, et si Pou unit les points p* et r (en lesquels les droites K* cl K, se coupent), on aura K'*.
Les droites G et K' sc couperont au point y demandé.
Nota. Comme la droite K'est b génératrice du second système du parai loloïdei, elle est horizontale; étant dans le plan P, elle est alors une horizontale de ce plan; il faudra donc, cl ce sera une vérification, que les droites K"‘ et II ' se trouvent parallèles.
On pourra donc se procurer autant de points y.,., que l’on voudra et appartenuntà la courbe de séparation d'ombre et de lumièrcct,cela, par une construction très-simple, car, en definitive, elle se réduira: t"à mener H' par les pointsa été; 2* à mener ia droite K* par le point r et parallèlement à la droite H'; à déterminer le point if interjection des droites K'* et G*, et par suite on aura y' sur G’.
Appliquons ce qui précède à un exemple particulier, le conoîde ordinaire, par exemple, et construisons complètement et en tous ses détails la ligne de séparation d’ombre et de lumière en considérant Tes deux nappes de cette surface conoîde, et discutons les diverses formes que celte courbe prendra, suivant l’inclinaison du rayon de lumière par rapport au plan horizontal.
Nous voyons , par ce qui a été dit au § I (ci-dessus) , que l’on pouvait déterminer la projection horizontale de la ligne de séparation d’ombre et de lumière sur un conoîde éclairé par un rayon lumineux , sans avoir besoin de s'inquiéter de la projection verticale de cette ligne.
Dès lors (fi y. 2) , étant donné un conoîde dont la ligne de striction K est porpemliculaire au plan vertical , et dont la base sur le plan horizontal est un cercle B ayant son centre sur la droite K*, il sera facile, en appliquant la construction générale, de trouver les projections des branches 3, 3,, S', S ' de la ligne de séparation d’ombre et de lumière.
Dans la ftg. 2, nous supposons que le rayon de lumière glissant sur la droite K de striction , engendre un plan , dont 4es traces sont 44" et V\ 44 peut évidemment arrivw plusieurs cas.
— ne —
premier tas. La traça H* coupant le cercle B.
Si , comme dans la fig. 2, la trace 11° coupe le cercle B en les points b' et b‘, alors la ligne de séparation d'ombre et de lumière a la forme indiquée, en projection horizontale et verticale, par cette figure.
Discutons les particularités de cette forme de courbe.
Il est évident que la courbe passe par le point m , extrémité de la droite K, point m par lequel passe une génératrice G du conoïdc, laquelle génératrice G est verticale.
La construction graphique nous montre que la branche 3* coupe la droite K* en un point x' k qui est sur la projection G'* de la génératrice G' du conoïdc passant par le point b', en lequel le eercle B { hase horizontale du ooiroïde ) est coupé par II*, trace horizontale du plan lumineux passant par la droite Kde striction. '
La ligne de séparation d'ombre et de lumière se projette horizontalement suivant deux branches séparées , offrant chacune un point de rebroussement , savoir, l’une au point m\ et l’autre au point m*.
Le diamètre du cercle B parallèle à la ligne de terre LT, ou mieux, perpendiculaire à la droite K*, est une asymptote commune aux deux branches. En sorte que les projections de la courbe de séparation d’ombre et de lumière offrent les formes indiquées par la lig. 2, et qu'en projection verticale on obtient deux nœuds tangents en K“ ou ni" aux droites G' et G'° ; et que les branches infinies ont pour asymptotes les droilesG 1 ” etG'" r , dont les pieds ou traces horizontales sont en 6 S et b " sur le cercle B.
Si l'on suppose que l’on ne considère, en projection horizontale, que la nappe inférieure du conoïdc, la lig. 3 indique, dans le cas examiné ci-dessus, la forme de l’ombre. Et l’on doit remarquer que la courbe u 1 ne sera ligne de. séparation d’ombre et de lumière que pour la facr interne du conoïde, et non pour la face externe, puisifuc le c\ limbe lumineux tangent au conoïdc suivant l’arc de la courbe 3 projetée eu o' 1 , couperait le plan horizontal suivant une courbe intérieure au cercle B.
Cas particulier. La trace H* n étant autre que le diamètre K du cercle B.
Dans ce cas, le rayon lumineux est oblique au plan horizontal, et il est situé dans un plan vertical perpendiculaire au plan vertical de projection. Dans ce cas, les fig. \ et 5 indiquent la forme, que prennent les projections horizontales de la ligne de séparation d'ombre et de lumière. Les deux boucler disparaissent dans la projection verticale. Les branches 3' et 3, r sont superposables entre elles, ainsi que les branches 3,'° cl d'% et eela en pliant l’épure suivant la droite C°, car ces quatre courbes sont tangentes en m'à cette droite verticale G*.
Mais les branches J, 3, et 3', 3,' sont différentes entre elles , elles ne sont pas superposables ; cela n’aura lieu que lorsque le rayon lumineux sera vertical.
Deuxième cas. La trace II* étant tamjente au cercle B.
Si -l’on applique dans ce cas la construction graphique, on verra de suite que la ligne de séparation d’ombre cl de lumière se trouve composée d'une seule branche ayant pour asymptote les génératrices droites G"' et G’ du conoîde.
La fig. 0 indique la forme des projections horizontale et verticale de la courbe ; mais, dans ce cas tout particulier, il existe une seconde ligne de séparation d’ombre et de lumière, soit sur sa nappe inférieure, soit sur sa nappe supérieure, et qui est la génératrice G'" du conoîde.
Et en effet, le plan lumineux qui passe par la droite de striction K est tangent au conoîde suivant celle génératrice G"', parce que l’on sait que la surface conoîde est développable tout le long de cette génératrice G'", qui est toute particulière , puisque le paraboloide de raccordement, mené suivant cette génératrice, n’est autre qu’un plan, n’est autre que le plan (G"', K), c’csi-à-dirc le plan lumineux lui-même.
La fig. 7 donne l’ombre complète sur la projection horizontale du conoîde, en no considérant que sa nappe inférieure.
Troisième cas. La trace H* ne coupant pas le cercle B.
Lu lig. 8 indique la forme des projections horizontale et verticale de la ligne de séparation d’ombre et de lumière, et la fig. 9 donne l’ombre de la projection horizontale du conoîde , en ne considérant que sa nappe inférieure.
Cas particulier. La trace 11“ peut être située à l’infini.
Dans ce cas, le rayon lumineux est horizontal, et la fig. 10 nous donne la forme des projections horizontale et verticale de la ligne de séparation d’ombre et de lumière. Celte courbe est composée de deux branches qui sont chacune symétriques par rapport au plan horizontal passant par la droite K destriction.cn sorte que les arcs 3 et 3, , 3' èt 3/ de chaque branche se projettent horizontalement suivant un arc d’une même courbe, arc qui s’arrête pour l’une des projections horizontales au point m*, et pour l’autre au point m'\
La fig. 11 est dans ce cas identique à la fig. 10.
§ III
Dans ce qui précède, nous avons donné la construction de la ligne de séparation d’ombre et de lumière sur la surface conoîde; mais il nous reste à rechercher si cette surface ne peut pas , dans certains cas , porter ombre sur elle-même.
Il est évident que la ligne de striction K seule |>cul porter ombre sur la surface conoïde, lorsque l’on ne considère que la nappe inférieure de la surface (comme, par exemple , lorsque l'on aurait à considérer un toit de forme conoïde).
Ce n'est que dans les cas représentés par les fig. 3 et 7, que la droite K de striction pourra porter une ombre apparente sur la surface de la nappe inférieure du conoïde. Ce que je viens de dire sera évident, lorsque nous aurons démontré que la tangente aux |>oinls m* cl m' 1 ' de la projection horizontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière est parallèle à la projection horizontale du rayon lumineux.
Construction de la tangente au point de rebroussement de la projection horizontale de la ligne de séparation d ombre et de lumière.
'Si l’on considère le point m de la ligne de striction K (fig. 12), et que l’on prenne sur le cercle B, base du conoïde, un point g 1 infiniment voisin du point m* lequel est en même temps le point g, trace horizontale de la génératrice verticale G du conoïde, on voit que la génératrice G' successive de G, passera par le point m, parce que l’on sait que le cône qui a pour sommet le point m, et pour hase le cercle B, est osculaleur au conoïde tout le long de la génératrice droite G, suivant’ laquelle il est développable, suivant laquelle il a une courbure conique.
Il faudra donc, pour construire le point successif de m sur la ligne de séparation d’ombre et de lumière, faire la construction suivante : 1“ mener par le point m* One parallèle à 1/ et rencontrant la trace H“ au point a ; 2° unir le point g et le point a ; 3" mener en g une tangente au cercle B ; or, puisquo le point g est le point successif et infiniment voisin du point g, cette tangente ne sera autre que l’élément rectiligne gg du cercle B, lequel coupera la droite K* au point m* ou g. El enfin, 1* par le point m* ou g , il faudra mener une droite parallèle à la droite ga , cl coupant gg\ projection horizontale de la génératrice G', au point in* lui-même. En sorte que pour ce point m, que nous retrouvons sur la génératrice G’ successive de G, le plan tangent au conoïde, et qui est parallèle au rayon lumineux, aura (tour trace horizontale la droite ga, qui-n’esl autre que ga, puisque les points g et g 1 sont successifs et infiniment voisins. Le plan langent au conoïde et au cylindre lumineux est donc vertical pour ce point m; par conséquent la tangente au point m de la courbe de séparation d’ombre cl de lumière se projette horizontalement suivant une parallèle à la projection horizontale du rayon lumineux, v
D’après ce qui précède , il est évident que si , dans les fig. 3 et 7, on mène par le point m* une parallèle a L* projection du rayon de lumière, celte parallèle lais-
sera en entier, ù gauclie d efe, la oourhe <î* ; dès lors il est évident que, dans ces deux cas, la ligne de striction K portera une omltre apparente sur la nappe inférieure du conoïde.
Nuits allons limiter la forme de celle ombre portée, qui ne pourra être apparente , d'après ce qui précède , que dans le cas où la trace horizontale H* du plan lumineux, passant par la droite K, coupera ou touchera le cercle B, base du conoïde.
I. La trace H* coupant le cercle B
La droite L‘ menée par le point m* parallèlement à la projection horizontale du rayon de lumière, pourra couper la génératrice du conoïde située dans le plan ü, en un point qui peut avoir trois positions : ou 1* être dans l'intérieur du cercle B, et ainsi en q [fiy, 13) ; ou 2* sur le cercle B, et ainsi ené ( fig . 14); ou 3* hors du cercle B, comme lig. J5. ,
Les figures désignées montrent la forme de l'ombre en chacun de ces trois cas, soit l’ombre portée sur le plan horizontal, soit l'ombre sur le conoïde. Mais il est nécessaire de donner quelques explications.
Il est évident que si , d'un point d’une surface, on mène une parallèle àu rayon de lumière , et que cette parallèle émut prolongée ne reucontre pas la surface en une partie opposée à la direction du rayon lumineux , ce point sera éclairé; et au contraire il sera dans l'ombre, si le rayon lumineux qui vient le frapper a dû , au préalable , traverser une |>arlie de la surface.
Or si nous menons par la génératrice verticale G, qui passe parle point m, un plan vertical et parallèle au rayon de lumière , il aura pour trace sur le plan horizontal la droite L‘ dans les fig. 13 , 14 ol 15 ; et ce plan coupera Je conoïde suivant une courbe projetée horizontalement suivant la droite m k q. Or, il est évident que tous les points de cette courbe seront au-dessous du rayon lumineux qui , passant par le point m, vient. percer le conoïde en un poiul projeté horizontalement en «/.
Par conséquent, tous les points de celte courbe seront dans l’ombre; car si «le chacun d'eux on mène des parallèles au rayon lumineux, elles viendront toutes couper la droite G en des points situés au-dessous du point m;, mais si, de chaeun des points du conoïde projetés dans l’intérieur «lu Iriaugle ntixlilignc qbm k , on mène des parallèles au rayon lumineux , aucune d elles ne rencontrera les génératrices du conoïde qui précèdent celle passant par le point considéré; chacun des
points de cette partie de la surface sera directement frappé par un rayon de lumière.
* II. La trace U* tangente au cercle B.
Les fig. 10, «17 et 13 donnent tous les cas qui peuvent se présenter, selon la direction donnée à la projection horizontale du rayon lumineux.
PROBLÈME D’OMBRE
Énoncé. Construire t' intersection de deux ellipsoïdes de révolution dont le t axes ne se coupent pas. Déterminer la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur t une et l’autre de res deux surfaces. Déterminer l'ombre portée de l'un îles ellipsoïdes sur t autre, et l’ombre portée de chacun d'eux , soit sur le plan horizontal, soit sur le plan vertical de projection {*) .
( Le système est supposé éclairé, par un rayon de lumière.)
Solution. La solution complète du problème proposé exige la recherche de diverses courbes. Nous allons indiquer successivement les méthodes qui nous paraissent préférables pour la recherche des unes cl des autres.
(*) En entrant à i'fVole d'application de Metz, les élèves sous-lieutenants d'artillerie et du génie avaient, pour premier travail , à exécuter f épure au trait et le lavis d’un problème d 'ombre. Ce travail avait été prescrit par la commission mixto qui avait été chargée de rédiger le programme des études de l'Ecole d'application , lorsque les écoles d'artillerie et dn génio lurent réonies.
Par ce premier travail ,on s'assurait que chaque élève savait la géométrie descriptive ,el pouvait sans embarrasse servir des méthodes graphiques qui lui avaient été enseignées à lÉcotè polytechnique. Chaque élève avait un problème différent à résoudre, de sorte que pendant ce premier travail , chaque élève poovait , en suivant les travaux do ses camarades , repasser tout son cours do géométrie descriptive. En 444» ou 4820 , on fut obligé de supprimer ce premier travail , les motifs de cette suppression sont consignés dans les registres des dû libérations du conseil des études de l'École d'application do MeU. L'épure au trait et le lavis, que je donne ici, ont été décalqués sur les dessins que j’ai exécutés en 4846 comme élève sous-lieuleoant d'artillerie.
Construction de la courbe if intersection de deux ellipsoïdes de révolution dont tes axes ne sont pas situés dans un même plan.
Nous supposerons que le plan vertical de projection est parallèle aux axes des deux surfaces données , et que l’axe d’un des ellipsoïdes est vertical.
Cela posé :
Il faut toujours, lorsqu’il s’agit d'un problème à résoudre graphiquement, pour une surface particulière, employer la méthode la plus courte et qui soit fondée sur les propriétés géométriques reconnues exister pour cette surface. Ainsi, pour une classe ou famille de surfaces, il existe des propriétés qui appartiennent à chacune d’elles, mais certaines d'entre elles peuvent jouir de propriétés qui leur soient propres, et qui, dès lors, n’appartiennent qu'à elles, entre toutes les surfaces de la même famille.
Ainsi , par exemple , toutes les surfaces du second ordre, sans exception, sont coupées par des plans parallèles suivant des sections coniques semblables, mais toutes ne |X>ssédenl pas des sections circulaires, puisque le paraboloïde hyperbolique doit être excepté.
Le mode de solution pour un problème posé , doit donc varier suivant In nature de la surface proposée.
Pour la solution du problème qui nous est proposé, il existe trois méthodes :
La première méthode consiste à couper les deux surfaces par une série de plans horizontaux; chaque plan coupera le premier ellipsoïde (celui dont l’axe est vertical) suivant un cercle , et coupera le second ellipsoïde suivant une ellipse, dont il est facile de déterminer le centre et les axes.
Le problème est donc ramené, pour la construction d’un point de la courbe intersection des deux ellipsoïdes de révolution, à celle des points intersection d’un cercle et d’une ellipse dont on connaît le centre et la direction des axes, et leur longueur.
On voit donc de suite que pour que la solution soit expéditive , il faut employer un compas ordinaire pour tracer le cercle, cl un compas à ellipse pour tracer l'ellipse.
Ainsi cette méthode exige deux compas différents, l’un pour 'le cercle, l’autre pour l 'ellipse.
La seconde méthode consiste à déterminer deux plans P et Q perpendiculaires au plan vertical de projection, et tels que les sections elliptiques faites par le plan P dans les deux ellipsoïdes se piojetlcnl l’une et l'autre suivant un cercle
sur le plan Q. Alors chaque point de la courbe intersection des deux ellipsoïdes est déterminé par l’intersection de deux cercles; cette méthode n'exige qu’un seul compas ordinaire, celui qui sert à tracer des cercles.
Cette solution , qui est on ne peut plus ingénieuse et très-simple , cl facile dans •l’exécution graphique, est due, comme on le sait, à M. Chapuis, ancien ingénieur des constructions navales, qui l’a trouvée alors qu'il était élève à l’École polytechnique (*).
C’est- par l’emploi de cette méthode que j’ai déterminé les projections de la courbe intersection des deux surfaces ellipsoïdes de révolution, sur l'épure de l’atlas ci-joint.
La troisième méthode consiste à transformer cylindriquement , d'abord le premier ellipsoïde de révolution (celui dont l’axe est vertical) en une sphère ayant même centre et ayant pour rayon celui du cercle méridien de cet ellipsoïde, et de transformer ensuite, par le môme mode cylindrique , le second ellipsoïde de révolution en un ellipsoïde à trois axes inégaux.
Cola fait :
On détermine les plans des sections circulaires de l’ellipsoïde transformé; et coupant la sphère et cet ellipsoïde transformé par une suite de plans parallèles entre eux et à l'un des deux plans diamétraux donnant des sections circulaires sur l'ellipsoïde, on peut facilement, par l’intersection de deux cercles, déterminer chacun des points de la courbe intersection de la sphère et de l'ellipsoïde, surfaces transformées.
Cela fait on regardera cette courbe comme la directrice d’un cylindre dont les génératrices droites seront parallèles à l’axe de rotation du premier ellipsoïde, et ce cylindre coupera celle surface suivant une courbe qui sera précisément celle cherchée, c’est-à-dire la courbe intersection des deux ellipsoïdes de révolution donnés (**).
Il est, je crois, nécessaire pour être bien compris, d'entrer à ce sujet dans quelq ues détails.
Désignons par 2 l’ellipsoïde de révolution dont l'axe de rotation est vertical, pâtit le rayon de son rercfe équateur C , et par A son demi-axe vertical. Désignons par 2, le second ellipsoïde de révolution dont l’axe est oblique. Menons par le centre de l’ellipsoïde 2 un plan horizontal P, ce plan coupera la surface 2 suivant l’équateur C , et la surface 2, suivant une ellipse 6.
(*) Voyez dans la Correspondance de l'Ecole polytechnique , publiée par Hachette, le n 3* du 2* vol. . p. 236.
(•*) Voyexce que j'ai dit, nu sujet des transformations cylindriques , dans lo Court de géométrie descriptive, 2" partie, chapitre VI, page H 4 et suivantes; et ? partie, chapitre XII.
Cela posé :
Prenons un point tu sur la surface 2, et abaissons de ce point une perpendiculaire sur le plan P et le coupant en un point p. Il est démontré (*) que si l’on
prend sur la verticale pm un point n , tel que l'on ait
pu R pm ^
le point n sera sur uuc sphère S ayant l’équateur C pour grand cercle.
Cela posé :
Prenons un point quelconque m, sur le second ellipsoïde 2, , et abaissons de ce point une perpendiculaire sur le plan P cl ic coupant en un point p,.
Si l'on prend sur la verticale p.m, un point n,, tel que l'on ait
le point n, sera sur un ellipsoïde 2/ à trois axes inégaux passant par l’ellipse 6.
Les deux surfaces 2 et 2, seront , par ce moyen, transformées ememblc , l’une en la sphère S et l’autre en l’ellipsoïde 2,’.
En sorte que la courbe X intersection des deux ellipsoïdes de révolution et donnés 2 et 2,, sera transformée cyiindriquement en la eourbe X' intersection de la sphère S et de l'ellipsoïde à trois axes inégaux 2/.
Si donc l’on construit la courbe X', il suilira de faire passer par cette courbe un cylindre A ayant ses génératrices droites parallèles à l’axe de rotation de l’ellipsoïde 2, et de chercher l'intersection de ce cylindre A et do l’ellipsoïde 2 pour avoir la eourbe X.
Cela dit :
Comme il faut pouvoir déterminer les sections circulaires de l'ellipsoïde transformé 2/, il faut que nous puissions déterminer les trois axes de celle surface, puisque les deux plans diamétraux donnant Tes sections circulaires passent par l'axe moyen.
Or, si nous menons par l’axe de rotation de l’ellipsoïde 2,, un plan Q parallèle au plan vertical de projection , nous obtiendrons la courbe méridienne i de la surface 2..
(*) Voyez ce que nous avons dit , au sujet des transformation* cylindriques , dan- le Cours it Géomifrit descriptive , t" partie, p. lit, et î* partie, p. dlO cl suivantes.
Ce plan Q coupera l'ellipse S suivant un de ses axes D, lequel sera une corde de l’ellipse S.
Nous prendrons cette corde pour axe de transformation cylindrique, ol prenant dès lors un point x sur l'ellipse méridienne o, et abaissant de ce point une perpendiculaire sur la corde D et la coupant en un point d, on prendra sur dx un point y, tel que l’on ait
dy _ R
le point y sera sur une ellipse ÿ ayant même corde D que l’ellipse S. Il sera facile de construira le diamètre conjoguédc la corde D, soit pour l'ellipse 3, soit pour l’ellipse Ü. •
Or, connaissant un système do diamètre conjugué d’une ellipse ) on peut facilement construire la direction de scs axes et leur longueur ('). Les axes dé l’ellipse i' seront deux axes de l'ellipsoïde 2,', le troisième s’obtiendra en menant par le centre de l’ellipse 3' une perpendiculaire au plan Q et cherchant son intersection avec la surface 2,'.
Toutes ces constructions sont exécutables graphiquement et sans difficultés aucunes ; nous n’avons pas besoin d’entrer dans de plus longs détails à ce sujet , tous ceux qui savent ce qui a été enseigné dans notre Cours de géométrie descriptive , .suppléeront avec facilité à tous les petits détails de construction.
Ce mode de solution s’applique sans peine au cas où la seconde surface 2, n’est pas de révolution, pourvu qu’elle ne soit pas un paraboloïdc hyperbolique, qui est la seule surface du second ordre qui ne jouisse pas de la propriété d’avoir des sections circulaires.
Ainsi l'on pourra trouver la courbe d’intersection d’un ellipsoïde de révolution avec un ellipsoïde non de révolution, ou avec uu paraboloïdc elliptique, ou avec l'uu ou l'autre des deux hyperboloides à 3 axes inégaux.
Si nous examinons plus attentivement celte méthode de solution, nous voyons do suite, qu’elle peut nous permettre de construire lu courbe intersection d’un ellipsoïde à 3 axes inégaux , avec l'une quelconque dessurfaces du second ordre, le paraboloïde hyperbolique excepté; et en cITet, il sullira d’effectuer deux transformations cylindriques à la suite l’une de l’autre.
Ainsi étant donnés un ellipsoïde à trois axes inégaux 2 et ayant l’un de ses axes vertical, et une surf'aco dit second ordre 2, possédant des sections circulaires,
(*) Voyez ce que nouj avons dil, û ce sujet, dans le Cqjir* de Géométrie descriptive, î’ partie, p. 198.
on fera passer par le centre de l'ellipsoïde 2 un plan P horizontal lequel coupera celle surface 2 suivant une ellipse a.
On déformera cette ellipse * (et dans le plan P) en un cercle C par des droites jierpendiculaircs à l'axe a de cette courbe a qui se trouve situé dans le plan P.
Et par des droites perpendiculaires au plan vertical X, qui passe aussi par l'axe n, on déformera (par rapport au plan X pris pour base de la transformation cylindrique) l'ellipsoïde 2 en un ellipsoïde de révolution 2' et la surface du second * ordre 2, en une autre surface du second ordre et du mémo genre 2,'.
Puis l'on transformera l'ellipsoïde 2* en une sphère S et la surface 2,’ en une . autre surface du second ordre et du même genre 2," et cela en prenant le plan P pour base de la nouvelle transformation cylindrique et au moyen de droites perpendiculaires â ce plan P.
On cherchera la courbe intersection de la sphère S et de la surface 2/', puis on mènera par X" un cylindre A’ perpendiculaire au plan P et l'on déterminera son intersection avec l'ellipsoïde de révolution ï, enfin l'on mènera par la courbe >.' un nouveau cylindre A perpendiculaire au plan X et l’on cherchera son intersection X avec l'ellipsoïde donné et à 3 axes inégaux 2; et I ou aura en celle courbe X, l’intersection des deux surfaces données 2 et 2,.
Construction de la ligne de séparation d'ombre et de lumière.
Lorsque l’on a à déterminer la ligne de séparation d ombre et de lumière sur une surface, soit qu elle soit éclairée par un rayon de lumière, toit qu’elle soit éclairée par un point lumineux, il faut toujours chercher la construction la plus simple, en s'appuyant sur les propriétés géométriques reconnues exister pour la surface toute particulière qui est donnée.
Si donc on donne une surface du second ordre, évidemment I on devra se rappeler de suite que la courbe de conlaet d une telle surface avec un cylindre ou un cône est toujours une courbe plane.
La marche la plus prompte à suivre, consistera donc à déterminer le plan de celle courbe et à chercher son intersection avec la surface proposée.
El comme de plus, on sait que la courbe de contact est non-seulement plane, mais qu’elle est une section conique, il sullira de trouver les axes et le centre, ou le centre et un système de diamètres conjugués de chacune des projections de celle courbe, pour construire directement chacune de ces projections et connaître dés lors la ligne de séparation d’ombre et de lumière demandée.
C’est cette méthode que nous avons suivie dans la construction de l’épure au. trait.
î Hl.
Construction de l'ombre portée par fuit des ellipsoïdes sur f autre.
D’après les données de notre épure au trait , c’est l'ellipsoïde de révolution dont l’axe est vertical qui porte ombre sur l’ellipsoïde de révolution dont l'axe est incliné.
Celte ombre portée ne sera autre que la courbe intersection du second cllip— soïde-avec le cylindre lumineux tangent ailfiremier ellipsoïde.
On prendra donc un nouveau plan horizontal de projection perpendiculaire k Taxe oblique du second ellipsoïde, et l'on construira sur ce plan la section faite par lui dans le cylindre lumineux.
El l'on construira la courbe d’intersection du second ellipsoïde et du cylindre lumineux par la méthode connue, en employant des cylindres auxiliaires de révolution et ayant leurs génératrices droites parallèles au rayon de lumière (*).
§ IV
Ombre portée par l’un et l'autre ellipsoïde sur les plans de projection.
On aura ù chercher l'intersection de deux eylindres par les plans de projection. Ces cylindres auront l’un cl l’autre leurs génératrices droites parallèles au rayon de lumière, et auront pour directrice, l'un l’ellipse ligne de séparation d'ombre et de lumière sur le premier ellipsoïde, l’autre l’ellipse ligne de séparation d ombre et de lumière sur le second ellipsoïde.
U sera facile de construire le centre et un système de diamètres conjugués de chacune des quatre ellipses-ombres portées , dont deux seront sur le plan horizontal, et dont deux seront sur le plan vertical de projection.
On pourra construire ensuite directement les quatre ellipses, au moyen du système de diamètres conjugués que l’on aura déterminé pour chacune d’elles (**).
{*) Voyez ce que nous atone dit, à co sujet , dans le Cours de géométrie descriptive ( î* partie ) , p. 141 , et dans les Compléments de Géométrie descriptive , p, 349.
(**) Voyez , à ce sujet , ce que nous avons dit dans le Cours de géométrie descriptive ( X* partie ) , p. 498.
N" il.
NOTES SUR LE LAVIS
Dans un dessin où l’on veut représenter la forme d’un corps, souvent les projections de ce corps ne suffisent pas pour en donner une idée complète. Il faudrait presque toujours faire à travers ce corps un grand nombre de sections parallèles entre elles, divisées en plusieurs groupes de directions diverses et convenablement choisies, pour pouvoir en représenter les diverses courbures. Toutefois, ceux qui ne sont pas habitués aux procédés de la géométrie descriptive , qui n'en peuvent pas lire facilement les résultats graphiques, ne pourront pas avoir une idée exacte de la forme d’un corps, si on ne met sous leurs yeux que les projections d’un certain nombre de sections parallèles faites dans ce corps. Alors on est oblige de déterminer sur le corps la forme des ombres, en supposant que ce corps est éclairé par le soleil. C’est donc comme une espèce de tableau que l’on fait au moyen du lavis, en cherchant à faire avancer certaines parties et à faire fuir certaines autres; l'on parvient ainsi à représenter ùCwU l'objet comme s’il était en relief. L’œil peut alors en reconnaître les différentes formes.
(•) En 1818 , alors que j'étais lieutenant d'artiUerïe attaché à l'état-msjor de l'École d'application d» Metx , le général commandant celle école me chorgea de rédiger des noies sur le dessin , sous forme d't»- IfrueKim, pour les élèves sous-lieutenants do l'artillerie et du génie.
J'ai extrait de ce travail les noies que je public ici.
Je n'ai pas cru devoir publier, parce que ce n'étail pas le lieu , mes réflexions sur le dessin du payaago, le dessin de genre à In plume , et le dessin des cartes de tous genres que les officiers sont appelés à exécuter, lorsqu’ils sont chargés d’une reconnaissance militaire , d’un lever è vue , etc.
Hais il me sera permis de dire que le général Berge, après avoir lu maanolea, fit disposer ua&sallo où les élèves pouvaient , le soir, se réunir pour dessiner le paysage et s’adonner aux dessins de genre é la plume. Ce travail était facultatif et dirigé par un des dessinateurs de l'école, qui avait du talent dans c«t divers genres de dessin.
Le dessin du paysage et le dessin à la plume sont indispensables à tous les officiers chargés de faire des reconnaissances militaires.
Je dois ajouter qu'avant de remettre mon travail au général Berge , je communiquai mes notes au commandant Clerc , qui , avec la brigade topographique sous ses ordres , ■ fait le lever de presque toute* no» places de guerre.
Le commandant Clerc était un juge compétent, et nul plus que lui no pouvait donner d'excellente* idées et de bons avis , car il était dessinateur militaire consommé. Tout ce que j'ai dit sur te lavis par JottcAes m'a en quelque aorte été dicté par cet officier, qui était aussi brave à l’armée que savant en topographie.
L'on conçoit que la détermination rigoureuse (tes ombres sur les coq)» est indispensable pour que l’on poisse bien reconnaître la forme de certains corps, et ne point les confondre avec d’autres qui pourraient avoir quelque analogie avec eux. Car la forme des ombres dépend évidemment de la forme particulière à chaque corps, et la moindre altération dans l'exactitude des ombres, doit influer sur l’idée que l’on aura de la forme du corps représenté à l’œil au moyen d’un dessin. On suppose, et avec vérité, que les rayons du soleil sont parallèles entre eux, car la grande distance delà terre au soleil doit nécessairement rendre la divergence qui existe entre les rayons du soleil , presque nulle.
Nous supposerons donc que tous les rayons du soleil qui éclairent un objet pris isolément sur la surface de la terre sont parallèles entre eux.
Lorsque nous voudrons éclairer un corps et déterminer les ombres que les rayons de lumière forment sur lui , nous mènerons tangentiellcment à ce corps un cylindre dont les génératrices droites seront parallèles aux rayons lumineux, et la courbe de contact du cylindre et de lu surface qui termine le corps sera ce que l’on appelle la tiyne de séparation d'ombre et de lumière.
Nous supposons ici que la lumière se propage en ligne droite, et qu'elle n’éclaire ni à droite, ni à gauche, 'mais directement, l’objet sor lequel elle vient frapper. Ainsi , un faisceau de lumière arrivant sur tin plan éclairera la partie antérieure dç ce plan , et ne pouvant le traverser, laissera là partie postérieure de ce plan , entièrement dans l'ombre ; et si l’on suppose que ce plan ait des dimensions finies, qu’il ait une forme rectangulaire par exemple, il y aura un certain nombre de rayons lumineux qui raseront le contour de ce plan et iront au delà éclairer les objets qui peuvent se trouver en arrière et plus éloignés ; mais tout l'espace compris CDtre ces rayons rasants sera privé de lumière, puisque tous les rayons compris dans l'intérieur du prisme lumineux seront arrêtés par le plan rectangulaire. On aura donc^ en avant du plan, un faisceau de rayons lumineux parallèles entre eux, et "dont la forme extérieure sera dounée par les rayons rasants , et derrière le plan , on aura le prolongement de ce faisceau , et qui sera entièrement privé de lumière; on l'appelle le cylindre d ombre. Si l’on cherche l’intersection de tous les rayons rasants avec un plan ou une surface quelconque, on obtiendra une certaine courbe dont l'intérieur sera privé de lumière , et c’est ce que l’on appelle Y ombre portée du plan rectangulaire sur le plan ou la surface qui arrête les rayons lumineux rasants.
Si nous considérons une sphère, la ligne de séparation d’ombre et de lumière sera un grand cercle de la sphère, dont le plan sera perpendiculaire à la direction des rayons lumineux.
Si, au contraire, nous considérons uu ellipsoïde de révolution, la ligne de «é-
paration d’ombre et de lumière sera une ellipse dont le plan sera un plan diamétral de la surface , et conjugua;,' du diamètre parallèle aux rayons lumineux.
On voit donc que la détermination rigoureuse de la ligne de séparation d’ombre et de lumière est indispensable, puisque cette ligne peut varier de forme suivant la nature des surfaces.
Mais , comme la direction du rayon lumineux peut être telle , par rapport à un ellipsoïde à trois axes inégaux , que la ligne de séparation d’ombre et de lumière sur cette surface se trouve être précisément un cercle, on voit de suite que la construction exacte et géométrique de la ligne de séparation d’ombre et de lumière sur une surfaoe ne peut pas , en général , faire reconnaître à première vue (à l’œil de l'observateur) la forme géométrique et véritable d’une surface. Car, d’ailleurs, n’cst-il pas évident que l’on peut construire une infinité de surfaces ayant un cercle pour courbe de contact avec un cylindre, et qui toutes diffèrent essentiellement entre elles et aussi de la sphère et de l’ellipsoïde à trois axes inégaux , ou de révolution.
Il faut donc appeler à son aide l’art du dessin , qui consiste à ménager les clair», les reflets, les ombres, les demi-teintes et les cluirs-obseurs , de telle sorte que l'on parvient à faire ressortir en relief les objets que l’on a peints sur une feuille de papier et ainsi sur une surface plane; et de telle sorte que l’œil est trompé luimême, et qu’il voit un corps à trois dimensions là où il n’y a qu’une surface plane diversement teintée en chacun de ses points.
Ainsi , l’application que l’on fait de la géométrie descriptive à la détermination des formes rigoureuses des ombres (ligne de séparation d’ombre et de lumière sur un corps et ombre portée de ce corps sur un autre corps), quoique étant essentielle pour pouvoir peindre la véritable forme d’un corps, est cependant insuffisante; et ou le reconnaît de suite, pour peu que l'on ait observé avec quelque attention les effets et le jeu de la lumière sur Ipr différents corps de la nature.
il faut encore examiner avec le plus grand soin comment la présence d’un corps placé près d’un autre peut influer sur l'iulcnsité des ombres de ce corps. C’est ainsi que, quoique un corps soit éclairé de la même manière , il ressort en noir sur un fond blanc, et en blanc sur un fond noir, pour les parties éclairées ; et pour les parties ombrées, l’intensité des ombres apparaît d’autant plus grande par l’opposition d'un fond blanc, et semble au contraire être atténuée (»’ éteindre), lorsque le corps se détache sur un fond noir.
Lorsque l’on approche un corps éclairé d'un autre corps sur lequel on veut déterminer les ombres, on voit bientôt et sensiblement diminuer l'intensité des ombres du second corps, et se produire un nouvel effet de lumière auquel on a donné le nom de reflet, parce qu'il est occasionné par la réflexion de la lumière
qui arrivant sur le premier corps se réfléchit sur le second corps; les rayons lumineux, en se réfléchissant, forment un nouveau faisceau lumineux d’une direction différente de celle du faisceau direct et venant tomber sur la partie ombrée du second corps, ne l'éclairent par entièrement, mais atténuent l’intensité de l'ombre, et cela parce que la lumière de ces rayons réfléchis est pdle. On peut se faire une idée de ce fait, en considérant les ombres formées par la lumière du soleil et celles 'qui sont formées par la lumière que nous renvoie la lune, lumière qui est réfléchie.
Lorsque la lumière arrive sur un plan qui est perpendiculaire à sa direction , le plan est alors l.c plus éclairé possible. A mesure que ce plan s’incline par rapport à la direction du rayon lumineux , il se teinte de plus en plus , et l’on peut, par l’intensité plus ou moins forte de cette teinte, reconnaître l’inclinaison du plan. Ainsi , lorsqu’un rayon de lumière arrive sur une surface courbe , on peut considérer chaque point de cette surface comme étant une petite facette plane , comme étant l’élément du plan langent en ce point à la surface considérée; alors ce point ou facette sera teinté en raison de l’inclinaison du plan tangent qui en est le prolongement par rapport à la direction du faisceau lumineux. Les points ou facettes qui appartiennent à la ligne de séparation d’ombre et de lumière sont évidemment contenus dans les différents plans tangents à la surface qui sont parallèles au faisceau lumineux , et ces points ou facettes sont totalement dans l’ombre. £’n passant de ces points à ceux qui situés sur la surface, sont plus ou moins directement frappés par la lumière, le plan tangent s’incline successivement par rapport au rayon de lumière, jusqu'à ce qu'il arrive enfin à être perpendiculaire à ce rayon.
L'un voit donc que tous les points de la surface qui reçoivent le faisceau de lumière ne sont pas tous également éclairés , et que les teintes qui se trouvent sur chacun d'eux diminuent d'intensité depuis la ligne de séparation d'ombre et de lumière' jusqu'au point où le plan langent est perpendiculaire à la direction du rayon lumineux. Ce point de contact est le plus éclairé entre ceux de la surface.
L’on voit donc que la dégradation de ces teintes , auxquelles on a donné le nom de demi-teintes, dépend de l'inclinaison successive des plans tangents, et cette inclinaison varie suivant une loi qui dépend de ta nature géométrique cl ainsi de la forme de la surface. C'est donc de ces demi-teintes que dépend la représentation exacte d’un objet. Ainsi , pour une sphère, ces demi -teintes se dégraderont d’une manière différente que sur un cjlindre , un cène, ou sur toute autre surface.
Il faut encore remarquer que lorsque la lumière tombe sur un plan , la teinte est bien la même sur toutes les parties du plan ; mais cette teinte ne nous parait
pas uniforme, notre œil 'voit comme étant plus teintées les parties du plan qui sont les plus éloignées; et lorsqu’au contraire sons regarder, la partie d’un plan qui est dans l'ombre , les points les plus rapprochés do l’œil paraissent les plu» noirs.
Il faut, lorsque l’on fait un larvis, avoir égard, autant que faire se peut, aux deux principes fondés : I” sur l’inclinaison du plan tangent au point de la surface, et 2* sur Féloignefncnt de ce point par rapport à l’œil (en sorte que si deux points d’une surface sunlégalement rapprochés de l'œil, l’un sera plustcinléque l’autre, si son plan tangent est plus incliné à la direction du rayon de lumière, et si deux points (T une surfiiee sont inégalement éloignés de l'œil, le plus éloigné sera le plu* teinté, quoique leurs {dams tangents soient également inelinés à la direction du rayon de lumière).
Tout ce que nous venons «le dire est exact , si l’on suppose l’œil de l’observateur situe à l’infini sur la direction du rayon de lumière. Mais ordinairement l'on suppose que l’œil de l’observateur, quoique situé k l’infini, n’est pas sur la direction delà lumière; ainsi , lorsque l’on veut laver à l’effet la projection verticale ou horizontale 'd'im corps, on suppose que l'œil est placé à l'infini sur une perpendiculaire au plan vertical ou horizontal do projection, et l’on suppose que le rayon de lumière a , ou V une direction arbitraire par rapport aux deux plans de projection , ou 2” qu’il fait un angle de 45‘ avec le plan vertical, si l’on ne veut laver à l'effet que la projection verticale, ou un angle de 45“ avec le plan hori» zontal, si l’on ne veut considérer que la projection horizontale du corps, ou 3“ on suppose «pie ses projections font chacune un angle de 45“ avec la ligne de terre, et c’est ordinairement cette dernière direction que l’on emploie dans les lavis d’architecture. Dès lors on serait obligé de considérer sur la surface du corps les combe» dégale teinte réelle, courbes dont nous parlerons plus loin.
En terminant ce paragraphe nous devons faire remarquer qu'à mesure «pte les objets s’éloignent de l’œil , leurs formes et leurs caractères perdent de leur netteté, et à tel point que, lorsqu’ils sont très-éloignés , ils sont presque effacés à la vue; les ombres s'adoucissent , deviennent grises ; les parties éclairées se teintent , et de telle sorte que, lorsque l'objet est à une certaine distance de l’œil, «Jn ne peut plus distinguer les parties éclairées des parties ombrées.
Ces différents faits peuvent s'expliquer facilement , car noos n’apercevons les objets 4] ne par kl lumière tpi’ils réfléchissent à notre œil; à mesure donc que les objets s'éloignent de notre œil, I» lumière réfléchie ne nous parvient qu’aprés avoir traversé une couche d'air d'autant plus épaisse.
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Il existe trois manières de faire un lavis : la première que l'on appelle lavis par teintes adoucies , la seconde est dite lavis par teintes plates superposées, et la troisième enfin est le lavis par touches.
Première méthode de lavis. La première manière est celle des trois qui flatte le plus l'œil, mais elle est longue et difficile à bien exécuter, et l’on ne peut <T ailleurs l’employer que lorsque l’on ne doit pas mettre sur le dessin des teintes de couleur (dites teintes de convention) pour distinguer la nature des divers matériaux qui entrent dans l'cnscmblc et les détails de l’objet représenté.
A ce sujet nous allons entrer dans quelques détails. Les teintes de couleur, par leur opposition avec le blanc du papier, forment déjà une partie des demiteintes qui seraient mises avec grand soin à l’encre de Chine , si l’on ne devait point mettre des teintes de couleur sur le dessin. Si donc ce travail des demiteintes était exécuté à l’encre de Chine , et que l’on vint ensuite à placer des teintes de couleur, tout ce travail des demi-teintes serait en pure perte. Les ombres ont besoin d’ètrc très-fortes dans le lavis à l’encre de Chine, lorsque l’on doit ensuite placer des teintes de couleur, parce que ces dernières teintes absorbent en partie l’intensité du premier travail à l'encre de Chine , travail qui forme ce que l’on appelle le dessous.
Lors donc que l’on doit placer des teintes do couleur, le premier travail à Vencre de Chine (ou le dessous) ne doit point être amené à l'effet, c’est-à-dire ne doit présenter aucune demi-teinte et ne doit offrir quo les ombres très-intenses, de telle sorte qu’en mettant les teintes de couleur elles viennent former les demiteintes, et qu’absorbant l’intensité des ombres exécutés à l’encre de Chine elles viennent amener tout naturellement le dessin à être à l'effet.
Si donc, nous le répétons, on fait un dessin par teintes adoucies, de manière à ce que les demi-teintes et les ombres soient tellement bien combinées que la représentation de l'objet soit exacte, aussitôt que l’on aura mis les teintes de couleur le dessin pâlira de ton et d'effet; l'objet ne sera plus représenté exactement; les parties qui devaient tourner ne tourneront plus; le grand travail du dessous sera perdu, puisque l’on ne sera pas arrivé au but que l’on s’était proposé : celui d’une représentation exacte de l’objet.
Il faut donc combiner le travail des teintes au lavis à l’encre de Chino avec le travail des teintes de couleur (teintes conventionnelles), et l’on doit dès lors se rappeler que le papier fera les arêtes brillantes, que les teintes de couleur feront les demi-teintes , et que les ombres placées à l’encre de Chine doivent être très-
Tories, pour qu’après avoir été en partie absorbées par les teintes conventionnelles , leur intensité soit su (lisante pour que la représentation de l’objet soit exacte et que le dessin ait ce que l'on appelle de la vigueur.
Il y a de très-grands partisans du lavis par teintes adoucies, lorsque l'on ne doit pas superposer des teintes conventionnelles, des teintes de couleur, et surtout lorsqu’il s’agit de représenter des corps ronds.
Mais la méthode dite par teintes plates superposées a prévalu dans toutes les ' écoles d’architecture; nous dirons plus loin pourquoi.
Deuxième méthode de lavis. Il n’est aucune surface que l'on ne puisse représenter exactement par la méthode des teintes plates superposées, cependant on doit reconnaître qu'cllo est dillicilc dans son application , si l’on veut atteindre à la rigueur géométrique; cl en effet : les courbes que doivent affecter la série des teintes plates doivent être calculées géométriquement pour chaque espèce de surface, car sur un corps l’on peut considérer les ombres et les demi-teintes comme formées par une série de bandes d’égale intensité, chacune de ces bandes étant formée par les éléments de la surface qui termine ce corps et qui aurait pour plans tangents, en ces divers éléments, des plans également inclinés par rapport à la direction du rayon de lumière (l'on fait abstraction de l'éloignement, par rapport à l’œil, de ces éléments, ou facettes de la surface, parce que la différence de distance entre leurs position# extrêmes n’est pas assez grande, lorsqu’il s’agit d’un corps pris isolément, pour influer sensiblement sur l’intensité des teintes).
D'après ce qui vient d'étredit, il faudrait donc rechercher géométriquement, d’après la nature de la surface considérée, la forme que doit affecter chaque bande d'égale intensité, et cette recherche graphique peut être très-longue.
D’ailleurs, les bandes, telles que nous venons de les considérer, sont dès bandes d’égale intensité réelle , ce sont celles que l’on devrait construire en supposant l’œil placé à l’infini sur la direction du rayon de lumière, et comme en général l’œil de l’observateur n’est pas ainsi placé, il faudrait construire les bandes d’égale teinte idéale, c’est-à-dire les courbes qui joignent les points de lu surface, qui n’étant point, rigoureusement, également teintés, apparaissent cependant à l’œil comme tels (*), et la construction géométrique de ces courbes d'égale teinte idéale devient très-longue et très -compliquée.
Dans les applications du lavis on doit donc renoncer aux constructions géométriques de toutes les courbes autres que les lignes de séparation d’ombre et de lumière, et autres que celles des ombres portées. On n’a, dès lors, d’autre
(*) Voyez ce que nous avons dit , A es aqjet , dans lea Développements de Géométrie descriptive , etiap. Ul, p. <93. ' .
moyen pour arriver à la représentation exacte de la forme des objets, que celui d'examiner avec soin la manière dont la lumière agit sur un corps en relief de la même forme que celui que l’on veut représenter sur son dessin , en cherchant i voir sur cet objet en relief, quelle est à peu près la forme des bandes également éclairées, vu la position de l'œil et la direction du rayon lumineux.
Ce n'est donc qu'après un long exercice et une longue observation des objets de la nature, que l’on peut parvenir à placer d'une manière convenable les leiules d’égale intensité idéale.
Celte habitude et ces observations sont également indispensables pour le lavis à teintes adoucies.
Si dans les dessins d’architecture le lavis à teintes plates superposées doit être préféré, c’est qu’il est très-expéditif et qu’il n'oITre pas de difficultés sérieuses, puisque l’on n’a presque toujours, comme corps ronds, que des colonnes.
Le lavis par teintes plates superposées a plus de vigueur, plus de netteté, et semble représenter mieux la dureté du marbre et de la pierre que le lavis par teintes adoucies, qui a toujours quelque chose de mou.
Il faut autant que possible approprier, dans un lavis, la louche du pinceau à la dureté et à la nature de la matière dont sont formés les objets que l'on veut représenter, ainsi la manière de lavis qui rendra les différences qui existent entre le bois, la pierre et le fer, devra être préférée, et le lavis par teintes plates superposées se prête assez bien à rendre la nuance de ces différences.
Lorsque l'on emploie la méthode de lavis dite par teintes plates superposées, la quantité dont les teintes plates doivent déborder les unes sur les autres dépend de la forme de la surface. Il faudra donc, à moins que l'on ne détermine géométriquement les courbes d’égale teinte idéale, une grande habitude pour placer convenablement, et en retraite les unes sur les autres, les teintes d’égale intensité pour une surface quelconque. %
Mais en architecture , comme nous l’avons dit ci-dessus, on n'a , en général , à examiner comme corps ronds que des colonnes , que l’on peut toujours considérer comme étant des surfaces cylindriques. Or, dans le cas d’une surface cylindrique, la retraite des bandes d'égale teinte peut très-facilement être déterminée. Et en effet :
Concevons un cylindre vertical ayant pour base une courbe C ; on partagera celte courbe C en parties égales par des cordes égales , et par chacun des points de division on clcvera une génératrice droite du cylindre ; chacune de ces génératrices sera la limite d’une bande d'égale teinte, non-seulement réelle, mais encore idéale, en supposant l’œil placé i l’infini' sur une horizontale.
Si donc l'on projette ces bandes sur un plan vertical , on voit que leurs retraites
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iront en diminuant depuis le milieu delà prqjecùan verticale du cylindre jusqu’à
la génératrice extrême.
Et c’est précisément la loi des décroissements des largeurs des bandes en projection verticale qui indiquera la foriuo de la eourbe C.
Ainsi, si le cylindre est elliptique, le grand axe de l'ellipse C «tant parallèle au plan vertical , la dégradation des retraites des bandes ne sera pas la même que si le petit axe de cette ellipse C était parallèle au plan vertical ; elle serait encore différente, si la courbe C était un cercle.
Oe plus, en ayant égard au diapason des teintes (*), les bandes de même numéro, en supposant la base C du cylindre divisée en un même nombre de parties égales, que cette courbe C soit un cercle, une ellipse ou toute autre courbe, n’auront pas la môme intensité. On voit donc de suite que l'ellet produit à l'oeil par le lavis ne sera pas le môme, si l'on a un cylindre circulaire, ou elliptique, ou etc.
Troisième méthode de lavis. Il existe, comme nous l’ayons dit, une troisième méthode de lavis, que nous avons désignée par le nom de lavis par touches. C’est celle qui doit être préférée pour rendre des elfels de lumière sur un corps , quelles que soient sa nature et sa forme, et surtout pour le6 dessins ù l'aquarelle.
Expliquons en quoi consiste cette méthode.
Eu chaque point d’une surface éclairée , il y a une intensité de teinte qui varie de ce point aux points environnants. Si l’œil est assez exercé pour saisir la différence delà nuance entre les intensités des teintes de deux points voisins, alors on pourra placer sur le papier blanc et aux points qui , dans le dessin, correspondent aux points de la surface en relief, de petites touches d'encre de Chine, dontl’imensilé sera dans le môme rapport que celle des teintes remarquées en les mêmes points sur l'objel-rclicf. Et en marchant ainsi de proche en proche , décomposant dès lors la surface du corps en petites facettes, on placera sur le papier, et à côté les unes des autres, do petites touches de pinceau dont l'intensité ira en se dégradant de la même manière que les teintes sur la surlace du relief. Ce premier travail ne donnera pas toute l'inlensilé d'ombre que l'on remarque sur l’objet , parce que la teinte qui existe en un point de l’objet , se trouvaut entourée de parties ombrées, est plus forte réellement que la louche a l'encre de Chine que l’on place sur le papier et qui doit lui correspondre ; celte touche que nous plaçons sur le papier, étant entourée de blanc, paraîtrait beaucoup plus forte que k teinte de l’objet , si on lui donuait réellement la môme intensité que cette dernière possède.
,(•) Voyez, à ce sujul, te mémoire publié (tans (et ouvrage sut» te o» 4.
Mais ayant par un premier travail couvcrttout le papier, Ton revient par uno suite de travaux analogues a» premier, et Fon parvient peu à peu et progressivement à monter le ton du dessin et à lui donner l’intensité remarquée sur l’objet en relief.
Celte méthode a un très-grand avantage, en ce qu’elle est très-expéditive une fois que l'on a acquis nn peu d’habitude et d’babifetè.
Et de plus, elle permet , au moyen du seul coup d’œil et sans avoir besoin de recourir au* constructions géométriques, de rendre d’une manière très-fidèle les moindres détails et les moindres inflexions d'un corps et d’une surface. Mais, outre que les effets peuvent être rendus d’une manière excessivement juste, on voit, suivant l’expression des peintres, circuler C air dans le dessin; ce qu’il est impossible d’obtenir soit par le lavis à teintes adoucies, soit par le lavis à teintes plates superposées. Par la première méthode de lavis , il semble que les corps sont tous polis; et par la seconde méthode de lavis, il semble que les corps ont été taillés par zones au moyen d’un ciseau.
11 est donc à désirer que toutes les ibis que l'on a une machine composée d’un grand nombre de pièces de natures diverses et situées dans des plans différents, on emploie de préférence la méthode du lavis par louches, en réservant la méthode du lavis par teintes plates superposées pour le dessin de l'architecture, alors qu'il n’y a que des objets isolés à représenter ou des objets situés à peu prés dans le même plan.
Cependant si l’on voulait faire la perspective d’une construction architecturale, comme le dessin rentrerait, dans ce cas, dan» ceux que l’on désigne par le nom de dessins pittoresques , alors il faudrait employer la méthode des touches, parce que I on pourrait Êieileraent rendre, par cette méthode, les nuances les plus légères que l'on remarques dans la nature.
La méthode par touches est sans contredit la meilleure pour imiter avec exactitude la nature; ses avantages sont incontestables, car n'est-ce pas transporter dans l’art du lavis , la méthode suivie dans la peinture à l'huile? Aussi les avantages de I» méthode par touches se font-ils remarquer dans les dessins de paysage dits à l'aquarelle.
Disons comment l’on doit procéder lorsque l'on veut exécuter un paysage par la méthode des touches.
On examine quel est le ton eil’inlensité de la couleur en un point du paysage que l’on veut représenter, et l’on place sur le papier une touche de eouleur ayant le même ton et la même intensité. On passe ensuite au point voisin et l’on opère de la même manière, et ainsi de proche en proche, et l’on parvient à couvrir tout le papier de petites touches juxtaposées, en sorts que 1 l'on a Sut comme
une mosaïque. Par ce premier travail la copie du paysage se trouve avoir déjà une vérité de ton et de couleur que l'on ne pourrait pas atteindre par une autre méthode. On reprend ensuite tout le premier travail, en exécutant par-dessus un second travail du même genre, seulement l’on place les secondes touches dans les petits intervalles qui existent entre tes premiers, et en revenant successivement par trois et quatre travaux du même genre, on arrive à obtenir un grand fini.
On obtient par ce procédé des points de vue dans lesquels l'on ne remarque pas des couleurs factices et de pure convention , mais une couleur générale vraie et des tons de détails conformes à ce qui est dans la nature (*).
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Lorsque l'on aura une ombre portée par un corps sur un autre corps éclairé , cette ombre portée étant environnée de parties éclairées, paraîtra plus noire ou plus intense que les ombres déterminées par la ligne de séparation d’ombre et de lumière sur l'un ou l'autre corps.
Et cela a lieu parce que l'opposition des parties dans l'ombre et des parties éclairées, nous fait apparaître cqmtne plus intense la teinte qui couvre les parties dans l’ombre.
Lorsqu'une ombre portée arrive vers la ligne de séparation d’ombre et de lumière , sa teinte doit se fondre avec celle de cette dernière ligno , et de manière à ce que les points de la surface du corps qui se trouvent avant et après la ligne de séparation d'ombre et de lumière, aient à peu près la même teinte, et ainsi de manière à ce que l’on passe de l'ombre portée à la ligne de séparation d'ombre et de lumière sans ressaut, sans transition brusque.
Ainsi l’ombre portée va en décroissant d'intensité depuis le point où l'objet qui porte ombre touche le corps, jusqu’à la ligne de séparation d’ombre et de lumière tracée sur ce même corps.
Ainsi, par exemple , si l'on avait une règle s’appuyant sur un ajlindre, le point où la règle louche le cylindre sera le commencement de l'ombre portée de la règle sur le cylindre. En cet endroit l'ombre portée sera très-noire, soit à cause de l'opposition de cette partie ombrée avec les parties environnantes situées sur le
<*) C'est en sa servant de celte méthode , que te commandant Clerc , qui fut pendant longtemps chef de la brigade topographique et qui depuis fut , à 1a fin da sa carrière , professeur de topographie & l'École ’ d'application de Metz, avait exécuté un grand nombre de vues des Alpes et de l'Italie ; l'École d'application de Metz possède quelques-uns de ses précieux dessins , entre autres deux éludes de marronniers , l une su lavis , l'autre à l'aquarelle.
cylindre et qui seront frappées par la lumière , soit parce qu’il n'arrive en cette partie de l’ombre portée qu'un très-petit nombre de rayons réfléchis, soit par l'air environnant , soit par les parties environnantes du cylindre. Et que dès lors ces rayons réfléchis ne peuvent que très-faiblement altérer en ce point l'ombre portée et diminuer son intensité.
Mais à mesure que l’on s’éloigne de ce pointde contact de la règle et du cylindre, l’ombre portée diminue d'intensité, et enfin finit par se fondre et se mélanger avec les teintes qui forment la séparation d'ombre et de lumière sur le cylindre.
Cette diminution progressive de l'ombre portée tient à deux causes :
La première c’est que plus l’ombre portée s’avance vers la ligne de séparation d’oinbre et de lumière, plus les parties du cylindre qui l’avoisinent deviennent teintées (les demi-teintes augmentant en intensité i mesure que l’on s’approche de In ligne de séparation d’ombre et de lumière), par conséquent l'opposition du noir au blanc diminuant , l’intensité de l’ombre portée semble diminuer ; en cela il y a une illusion d'optique* La seconde cause, et qui est due à un effet réel, c’est que la règle, en s'éloignant du cylindre après le point de contact , reçoit un certain nombre de rayons réfléchis par la surface éclairée du cylindre; elle les réfléchit une seconde fois sur la partie du cylindre en laquelle se trouve située l’ombre portée, et ces rayons doublement réfléchis viennent diminuer, atténuer J intensité de l’ombre portée.
Lorsqu’un corps est éclairé par le soleil, la ligne de séparation d'ombre et de lumière et en général les ombres paraissent très-noires, parce que les parties éclairées étant très-vives, elles blessent notre «il et nous empêchent de lire dans les ombres. Mais cette intensité de» ombres n’est due dans ce cas qu’à une illusion d’optique qui ne provient que de la fatigue que l’œil a éprouvé en se reposant sur des parties vivement éclairées, et en voulant regarder à la fois et les parties éclairées et les parties ombrées.
Mais si l'œil no se repose que sur les parties ombrées, bientôt l’éblouissement dont il avait été saisi se dissipe, et il finit par lire dans toutes les ombres et par voir même leur intensité diminuer graduellement, jusqu'au point où il ne voit plus que des ombres grises, là où il avait vu tout d’abord des ombres noires.
Nous venons de dire que lorsque l’on regarde un objet éclairé directement par les rayons du soleil, les ombres paraissaient tout d’abord très-fortes, trèsintenses, noires, à causo de la vive opposition qui existait entre les parties ombrées et les parties éclairées; mais si l’on met une gaze entre les rayons du soleil et l’objet, la grande vivacité des parties éclairées diminue, et alors les parties ombrées paraissent moins noires.
Cela provient de ce que la gaze tamise pour ainsi dire les rayons de lumière
cl en diminue, en éteint la force, les parties éclairées qui reçoivent ces rayons laminé» sont donc moins brillantes, dés lors l'opposition entre les parties érlairéea el les parties ombrées étant moins fortes , les ombres nous paraissent grises et non plus noire », el dans ce cas on peut tire plus facilement les formes variées dn corps, dans les parties de ce corps qui se trouvent dans l’ombre.
Les parties ombrées doivent toujours dans la nature être aussi fortes, que les rayons de lumière soient pdlrs ou vifs, parce que l’ombre n’est que la privation de lumière. Ce n'est donc que par leur opposition avec des parties plus ou moins éclairées, que l’on voit Jos différences de force et d'intensité que l’on remarque dans les ombres.
II est aussi à dire que plus une ombre est petite et étroite, plus elle paraît noire , el que plus une ombre est grande , longue et large, plus elle nous parait s'éteindre, plus son intensité semble décroître.
Cela lient à ce quo dans le premier cas l’œil ne peut regarder cette petite ombre, sans voir en même temps toutes les parties éclairées qui l'entourent, el qui le blessent par leur vivacité, leur éclat ; tandis que lorsqu’une ombre est grande, l'œil peut se reposer sur elle sans voir les parties éclairées environnantes, el dès lors n'observant plus la différence qui se trouve entre les clairs et les bruns, la fatigue qu’il avait éprouvée d’abord par l'éclat de la lumière, se dissipe peu à peu, et il peut examiner attentivement les différentes parties qui sont couvertes par l'ombre, et qui lui sont rendues sensibles en leurs formes variées par les rayous réfléchies sur elles par l'atmosphère ou les corps environnants et qu’elles réfléchissent de nouveau et vers notre œil.
C’est ainsi que lorsque I on vient à regarder le soleil , l’œil est si vivement blessé, que si l'on regarde peu après las objets qui nous environnent, nous ne pouvons rien apercevoir el nous ne voyons que du noir.
C'est par la même raison , que lorsque passant d'un appartement trés-éclairé, dans uu appartement obscur, nous n’apercevons rien dans les premiers instants. Mais peu à peu, la fatigue de l'œil étant dissipée, nous boissons par distinguer les objets qui nous entourent.
î iv.
Les avantages du lavis par teintes plates superposées et du lavis par touches, ne sont pas seulement ceux que nous avons avons signalés ci-desst>s.
Il en est un bien important, surtout pour les dessins militaires, c’est In sottiütt. Et en effet , dans le lavis par teintes adoucies , presque toutes les demi-teintes et principalement celles qui avoisinent les clairs , sont très-peu solides, elles ne tiennent presque pas au papier; et cela n’est pas étonnant, puisqu’elles ne sont
faites qu'avec un pinceau presque sec et eu ctlleuranl l'épideruie du papier. Au lieu que pour les teintes plates et les touches, ou travaille à piuceau plein, et l'on incruste l'encre de chine dans le papier. Mais 1 un des grauds défauts du lavis par teintes adoucies , c'est du vouloir rendre la nature et de ne la rendre que coiiveulionneilcuieut, car le lavis par teintes adoucies, suppose la représentation d’un objet très-poli, puisque tous les noirs et toutes les teintes eouvrent également le papier, et cependant ce genre de lavis ne rend point l'eflètde la lumière éclairant réellement un corps poli.
Je m'explique : sur un corps poli , la lumière est réfléchie avec une telle vivacité, que les arêtes brillantes sont assez vives pour blesser notre œil et ne point nous permettre d'apercevoir la dégradation des demi-teintes par lesquelles on arrive à ces arêtes brillantes, lin sorte que dans un lavis qui représenterait un eorps très-poli , on devrait passor brusquement des arêtes brillantes k une teinte assez foncée et ainsi subitement du blanc au noir.
Nous avons dit précédemment que le lavis par teintes adoucies, semblait toujours représenter des corps polis , parce que les teintes d’encre de chine couvraient entièrement le papier. Expliquons ceci :
On remarque que dans tous les corps de la nature qui ne sont pas polis, la surface est couverte de petites aspérités, qui étant chacune un corps rond a son point brillant comme tout sphéroïde ; mais comme cetto aspérité est très-petite alors la lumière qu’elle nous renvoie est faible et cependant sans diminuer notablement l'intensité de l'ombre qui existe sur la partie du corps où se trouvent ces aspérités, elle permet d'apercevoir une certaine quantité de petits points moins éclairés que la partie générale du corps, puisque ccs points sont dans l'ombre.
C’est à ce fait que l’on doit le vaporeux que l'on remarque dans les ombres étendues sur les corps de la nature.
Mais dans les corps polis ces aspérités n'cxislcnt plus, ou du moins sont excessivement petites , eu sorte que les rayons qu’elles rétlécbissenl à notre œil sont très-faibles, de telle sorte que tous les points du corps poli situés dans l’ombre sont également teintés pour notre œil.
Le privation totale des rayons réfléchis par les parties d’un corps poli situées dans l’ombre, donne k cette ombre l'apparence d’un trou, et cela est évident, puisque pour que nous puissions apercevoir un corps qui est dans l'ombre , il huit qu’il nous arrive de ce corps une certaine quantité de rayons réfléchis, qui puisse nous foire juger de l'existence de ce corps et apprécier sa forme ; mais s'il a 'arrive a notre œil aucun rayon réfléchi, nous ne pouvons rien apercevoir; et
comme la partie du corpt poli que nous voulons voir eat dans l'ombre, nous jugeons que cette partie est un trou.
Ainsi l’on voit que dans le lavis à teintes adoucies appliqué à la représentation d’un corps très-poli , toutes les ombres doivent faire trou, et l’on doit passer presque brusquement du noir au blanc; le blanc du papier étant réservé pour les aréleset points brillants.
On peut faire le même reproche à la méthode par teintes plates; mais, comme nous l’avons dit, son emploi doit être réservé aux dessins d'architecture et en général à tout dessin où les différentes parties à représenter sont à peu près dans un même plan; ce défaut disparaît alors.
Hais le lavis par touches est le seul qui puisse rendre avec vérité les effets produits par le jeu de la lumière sur les corps , parce que toutes les touches de pinceau étant placées à côté les unes des autres, laissent entre elles de petits intervalles, des parties moins foncées en teinte que chacune des touches et en même nombre que ces touches, petits intervalles qui représentent les petites aspérités qu'on aperçoit sur les corps. Ces parties moins teintéesdans le dessin nous renvoient de la lumière réfléchie, de la même manière que les aspérités du corps.
Au moyen de travaux successifs bien ménagés nous pouvons diminuer le nombre de ces petits intervalles et les rendre moins clairs là où il est nécessaire, et parvenir ainsi à la représentation exacte d’un corps plus ou moins poli.
C’est à ces petits intervalles que l'on doit le vaporeux que l'on remarque dans les lavis faits par la méthode des touches; en sorte que les ombres n’y font pas trous ; l’air, suivant une expression reçue, circule dans le dessin; de plus, cette méthode permet de pouvoir monter un dessin de tvn , de manière à ce qu'il devienne vigoureux, sans devenir noir.
Des ombres portées par un corps éclairé par plusieurs lumières.
Lorsqu’un corps est éclairé par trois points lumineux, par exemple, placés sur une même droite horizontale et à des distances finies les uns des autres, et de manière à ce que la distance de chacun d’eux au corps soit telle que chacune des trois ombres portées par ce corps sur un plan horizontal ait une certaine étendue, l'on remarque que l’ombre la plus longue est produite par le point lumineux le plus éloigné du corps (il va sans dire que le corps est plus rapproché du plan horizontal que l’horizontal passant par les points lumineux. Si le corps était, par exemple, une sphère, la droite qui unirait son centre avec l'un des points lumineux ferait , avec la verticale abaissée du point lumineux sur le plan
*ur lequel la sphère porte ombre, un angle d'autant plus grand que le point lumineux serait plus éloigné de la sphère).
A mesure que le point lumineux se rapproche du corps, l'ombre portée diminue d'étendue, mais parait augmenter d'intensité; et cela a lieu parce que cette ombre se rapproche du corps et que la partie éclairée sur le corps diminue d'étendue, et que dès lors il y a moins de rayons réfléchis par le corps sur l’air environnant qui soient à leur tour réfléchis de nouveau par l'air sur la partie du plan ou est située l'ombre portée; mais c'est surtout à cause de ce fait physique, savoir, que les ombres décroissent d’intensité dans le rapport direct du carré de la distance du point lumineux, supposé situé à distance finie, au plan sur lequel le corps porte ombre ( le corps restant, dans tous les cas , à la même distance du point lumineux).
Lorsqu'un corps (une sphère, par exemple) est éclairé par trois lumières, on obtient sur le plan horizontal troisomhres portées distinctes, et qui, suivant la position des lumières par rapport aux corps, peuvent être superposées en partie les unes sur les autres. On remarque alors trois intensités différentes sur l'ensemble de l’ombre.
Pour une partie, celle sur laquelle il n’y a pas superposition d'ombre, la teinte est très-faible; pour la seconde partie, celle où deux ombres se superposent, la teinte est assez forte; et, enfin, pour la troisième , celle où les trois ombres sc superposent, la teinte est très-foncée, presque noire.
De plus, on remarque que, pour les parties où existent les teintes faibles et assez fortes, chaque partie parait plus claire au milieu que vers les bords.
Cela lient A ce que l'on a sur le corps trois zones d étendue differente, éclairées chacune par un des points lumineux ; en sorte qu'il y a des points du corps qui reçoivent la lumière des trois points lumineux, d’autres points ne reçoivent la lumière «pie de deux points lumineux, plusieurs points ne sont éclairés que par un seul des trois points lumineux, et, enfin , il y a une certaine partie du corps dont les points sont totalement privés de lumière.
En sorte que l'on a trois lignes de séparation d'ombre et de lumière sur le corps, et trois cônes lumineux venant couper le plan sur lequel le corps porte ombre.
En vertu de l’existence de ces trois cônes lumineux, il arrive que l'ensemble de l’ombre portée se trouve divisé en trois parties distinctes ; l’une de ces parties, la plus faible en teinte, est cclairce par deux des trois points lumineux, l’autre de ses parties, dont la teinte est assez forte, est éclairée par un seul des trois points lumineux, et, enfin, lu troisième partie, celle qui est noire, est totalement privée de lumière.
Mais si, dans les deux premières parties de l’ensemble de l’ombre portée, le
milieu parait moins teinté que les bords, cela provient d’une illusion d’optique dont nous avons parlé ci-devant, savoir, que passant d'une partie ombrée à une partie claire, l’opposition du blanc au noir plus ou moins foncé, lait paraître le bord de la partie ombrée comme étant plus intense de ion.
• § VI
Des reflets.
Nous savons, sur uu corps, éclairé par un rayon ou un point lumineux, déterminer par des méthodes graphiques simples et rigoureuses : 4* les lignes de séparation d’ombre et de lumière; 2* les ombres portées par ce corps sur lui-méme ou sur d’autres corps environnants ; 3° les points et les arêtes brillantes. Il nous reste à considérer les effets produits sur un corps par la réflexion des rayons de lumière sur les corps environnants-, ou autrement il nous reste à déterminer les reflets produits dans les ombres d'un corps, par l'approche d’un ou de plusieurs corps éclairés.
Concevons un corps A éclairé par un point ou un rayon lumineux Cl un autre corps B voisin du corps A et aussi éclairé par le même point ou le même rayon lumineux.
Les rayons lumineux qui viendront frapper la surface du corps B, seront réfléchis par ce corps cl viendront frapper le corps A. Ces rayons réfléchis venant frapper la surface du corps A en des points situés dans l’ombre, ou dans les demi-teintes, y produiront un cflot désigné par le nom de reflet.
Déterminons l'étendue du reflet.
Il est évident que tous les rayons réfléchis par la surface du corps B formeront un faisceau de droites ayant pour enveloppe une surface gauche 2 qui viendra couper la surface du corps A suivant une courbe 3 qui sera sur ce corps A la limite du reflet.
L’étendue du reflet étant déterminée, on peut se demander de déterminer les points où le reflet sera plus intense , par conséquent se demander où seront les points les moins sombres ou en d’autres termes les plus clairs, dans l’étendue du reflet.
Ici, il faudra distinguer deux cas: 1° celui où l’on entendra parler de l’intensitc réelle du reflet et 2" celui où l'on entendra parler de l'intensité apparente du reflet, le corps A étant vu d’un point situé en une position particulière de l'espace.
Dans le premier cas, il faudra chercher sur le corps B les courbes lieu des points pour lesquels chaque rayon réfléchi aura la même intensité de lumière.
Ou déterminera donc sur le corps B une suite de courbes d’agates intensités réelle y, y’, y",... et l'intensité variant entre ces courbes, et ainsi de courbe S courbe suivant une loi donnée.
Cela fait, on cherchera parmi tous les rayons réfléchis par les courbes y, y', y',... ceux qui viendront frapper la surface du corps A sous un même angle * et tous ces points étant réunis par une courbe g, on aura, sur le corps A , une courbe d'égale intensité réelle du reflet.
On aura donc ainsi, sur la surface du corps A, une suite de courbes g, J', J",... d'égale intensité réelle de reflet.
Mais comme le corps A est aperçu par le spectateur en supposant que son oeil soit placé en un certain point o lixe de position dans l’espace, les courbes g, g\ g",... ne seront plus vues par l’œil placé en o, comme étant chacune d’égale intensité.
Il faudra donc résoudre le second problème et chercher pour chacune de ces courbes g, g', g",... les points pour lesquels les droites menées de chacun d’eux à l’œil du spectateur, font avec la surface A un même angle g; alors tous ces points étant unis par une courbe X, on aura, en celte courbe X, une courbe d’égale intensité apparente de reflet sur le corps A.
On pourra delà même manière se procurer une suite de courbes X, X', X",... et l’on aura divisé le reflet en bandes, chacune étant d’égale intensité, et l’intensité variant de bande à bande (*).
Prenons pour exemple la projection verticale de la niche, sur laquelle, après avoir déterminé les ombres , nous nous proposerons de déterminer le reflet.
La niche est terminée inférieurement par un plan demi-circulaire , ce plan réfléchit les rayons lumineux sur le cylindre concave qui termine verticalement la niche, el tous ces rayons réfléchis seront parallèles entre eux. Il est évident que les rayons réfléchis par l'arète extrême du plan qui forme le sol , cette arête étant le diamètre du demi-cercle plan, il est évident, dis-je, que ces rayons forment un plau obliquequi coupera le cylindre creux suivant une ellipse Ë qui sera la limite du reflet. Le reflet s’exercera ici sur la partie éclairée de la niche, car aucun rayon réfléchi n’irti frapper la partie qui est dans l 'omlire; le reflet sera donc terminé d'une part à l’ombre portée sur le cyliudre creux, par l'aréte verticale et saillante de la niche et par une portion de l’ellipse E. Le reflet s’arrête donc à l’ombre portée et ne pénètre pas dans l’ombre.
(*) Les constructions graphiques à exécuter srront précisément celles que nous avons indiquées dans les Développements de géométrie deecripli ce, ehap. III, p. <93, lorsque nous avons cherché à déterminer • sur un corps les lignes d'égale teinte , soit réelle , soit apparente.
11 est encore évident que si l'on mène un plan X vertical et parallèle au rayon de lumière, il coupera le cylindre creux suivant une génératrice droite et verticale G et que tous les rayons réfléchis situés dans ce plan X feront avec la surface cylindrique le même angle en chacun des points où celte droite G se trouvera frappée par un rayon réfléchi.
Dès lors, il est évident que toutes les lignes d'égale intensité réelle de reflet seront des droites verticales, des génératrices du cylindre creux.
Cela dit :
Comme nous supposons l’œil du spectateur placé à l’infini sur une perpendiculaire au plan vertical de projection , il s'ensuivra que toutes les lignes d’égale intensité apparente de reflet seront encore des génératrices droites du cylindre.
Mais si l'on faisait une perspective ombrée de la niche, si dès lors on supposait l'œil du spectateur situé à distance finie, alors les lignes d'égale intensité apparente de reflet seraient évidemment des courbes.
au
ÉNONCÉS DE DIVERS PROBLÈMES d’oMBRE.
En 1818, alors que j'étais attaché à l'état-major de l'École d'application de Metz, comme lieutenant d’artillerie et professeui-adjoint pour les sciences mathématiques, je fus chargé de réviser les anciens programmes du problème d'ombre que les élèves sous-licutcnanls de l’artillerie et du génie devaient résoudre , comme premier travail, à leur entrée à l’École (*).
C’est un extrait de ce travail que je donne ici comme spécimen. Les professeurs de géométrie descriptive pourront facilement augmenter le nombre des problèmes, en choisissant leurs exemples dans les applications journalières que leurs élèves rencontreront plus tard dans leurs travaux d’ingénieur.
(•) Voir ci -devant la note au bas de la page 1Î4 ( mémoire n* 10).
Ilypcrboloïde à une nappe et à base elliptique
18. Vis tracée sur une surface cngeodrée par une portion de cercle concave
vers l’axe de révolution.
19. Vis tracée sur un hyperboloïde à une nappe et de révolution.
20. Deux lujperboloïdes , à une nappe et de révolution , égaux et tangents l’un à
l'autre.
21. Intersection de deux cônes dont la base est une courbe du deuxième degré.
Intersection d’un cône et d’un ellipsoïde de révolution
23. Intersection d'un cylindre et d'un ellipsoïde de révolution.
( J On a clioifi principalement des problèmes d'ombre relatifs à des surfaces gauches pour familiariser les élèves avec les propriétés dont jouissent ces sortes de surfaces.
24. Puits militaire conique, avec son pieu. On donnera la perspective militaire et la perspective réelle , et sur l’une et l'autre perspective on tracera les ombres.
35. Cnéeévidé. Perspective militaire et perspective réelle, et pour l'une et l’autre on donnera les ombres.
26. Tétraèdre évidé. Perspective militaire et perspective réelle, avec les ombres.
27. Corps annulaire, l'axe oblique par rapport aux deux plans de projection.
Bombe et scs anses et anneaux de support
32. Colonne torse , engendrée par une sphère dont le centre se meut sur un*
hélice cylindrique et circulaire.
33. Piédouche éclairé par un point lumineux , et perspective.
34. Chapiteau dorique éclairé par un point lumineux , et perspective.
35. Limon d'escalier, isolé, à base circulaire. (On no dessinera qu'use révo-
lution et demie. ) '
36. Balustre rampant (dorique romain) décomposé en tranches horizontales ,
qui , tournant chacun autour de son diamètre, deviennent parallèles à la rampe.
37. Balustre rampant (dorique romain ) décomposé en tranches horizontales,
dont «a augmente les ordonnées, des coordonnées correspondantes de la rampe.
38. Anneau cylindrique, engendré par un rectangle. (L’axe est oblique par
rapport aux deux plans de projection. )
39. Piédouche rampant, décomposé en tranches horizontales qui, chacune
tournant autour de son diamètre, deviennent parallèles à la rampe.
40. Piédouche rampant. ( En augmentant les ordonnées, des coordonnées cor-
respondantes de la rampe. )
41. Coupe dam une hyperbetolde à une nappe et de révolution. (Le plan sécant
passe par l'axe.)
42. Conoïde à b»so elliptique. La droite directrice sera parallèle au plan vertical.
En plan le conoïde sera supposé creux.
43. Coupe dans un conoïde à base circulaire. Le plan passe par le centra du
cercle base et par la droite directrice..
44. Coupe dans un conoïde à base circulaire. Le plan passe par le centré du
cercle base, et il est perpendiculaire à la droite directrice.
Intersection de deux puits paraboloides (de révolution
48. Roue horizontale à Rodet. ( L'on prendra l'échelle la plus grande possible. )
49. Ensemble de trois puiu militaires coniques, avec la forme qu’affectent les
terres qu'on rejette. Les centres des trois puits 6ont aux sommets d'un triangle équilatéral.
•0. Intersection d'une sphère et d'un cône oblique à base elliptique. La sphère a son centre au sommet du cône.
PEOGIUMMES DE «CATOEZE MOM.FVE5 D'OMEKK.
Vis cylindrique à filet carré
1” Dessin. On déterminera les lignes de séparation d'ombre et de lumière sur
la projection verticale et sur la projection horizontale.
On cherchera l’ombre portée sur l’un et l’autre plan de projection.
On prendra la direction du rayon de lumière telle que l'on puisse avoir une ombre portée sur le plan vertical. On déterminera les points brillants.
On placera sur le cylindre un seid filet, ou deux, ou trois, ou quatre filets à volonté.
2’ Mémoire. On décrira dans tous ses détails la construction graphique employée ; celles à faire pour déterminer les arêtes brillantes et les points brillants t les premières sur le cylindre, et les deuxièmes sur la surface gauche du ûlet.
On discutera avec soin le lavis , c’est-à-dire que l’on donnera les raisons qui ont dirigé dans la position des parties fortement teintées, et les principes d'après lesquels sont placés les ombres , les dcmi-tein|es, les clairs et les reflets.
On examinera comment, au moyen de teintes plus ou moins fortes, et de clairs bien ménagés , on peut parvenir à représenter la nature et à produire le relief.
Vis cylindrique à filet triangulaire
1‘ Dessin. On déterminera sur les projections horizontale et verticale les lignes de séparation d’ombre et de lumière, après avoir cherché la courbe qui, en projection verticale, limite la surface du lilct.
On déterminera les ombres portées sur l'un et l’autre plan. Le rayon de lumière sera pris de manière que l’ombre portée puisse exister sur le plan vertical.
On déterminera les arêtes et points brillants.
2* Mémoire. On décrira les constructions employées pour déterminer les lignes de séparation d’ombre et de lumière, et les points brillants.
On discutera la nature de la courbe qui limite la sut face du (ilct dans la projection verticale.
On discutera avec soin les principes d'après lesquels on a fait le lavis; examinant les raisons qui ont engagé à placer les ombres fortes, les demi-teintes, les clairs-obscurs, les reflets et points brillants , ainsi qu'on l’a fait.
On discutera cette question : Comment la lumière se comporte-t-elle par rapport aux corps très-polis et par rapport à ceux qui ne le sont que très-peu?
Fis conique ( tronquée ) à filet triangulaire
Le corps de la vis est composé d'un cône droit à base circulaire. Chaque filet de la vis est engendré par un triangle, variable de grandeur, mais restant toujours semblable à lui-même, qui se meut en passant successivement dans tous les plans méridiens; son sommet parcourt une spirale tracée sur un cène concentrique à celui qui termine le corps de la vis, et sa base coïncide successivement avec les diverses génératrices droites du cûno, corps de la vis.
L’on ne considérera qu'un tronc de cène. On placera deux , ou trois, ou quatre filets.
1’ Dessin. On déterminera les projections horizontale et verticale des lignes de séparation d'ombre et de lumière, soit sur le cène, soit sur le filet de la vis. On cherchera les arêtes brillantes et les points brillants. L'on déterminera l’ombre portée sur le plan horizontal et sur le plan vertical de projection. L’on prendra la direction du rayon de lumière telle que cette dernière ombre puisse exister.
2" Mémoire. On décrira toutes les constructions employées et l’on donnera les raisons qui ont déterminé dans le choix de la méthode graphique employée.
On examinera la nature de la courbe projection horizontale de la spirale tracée sur le cène (dans le cas où le sommet du cène se projette sur le centre du cercle qui lui sert de base).
On discutera avec soin le lavis, donnant les motifs qui ont engagé à forcer en teinte telle ou telle partie.
On examinera si une ombre portée doit être aussi noire près du corps qui Ja donne, qu'à son extrémité.
Vis conique à filet triangulaire
Le corps de la vis est un cône droit à base circulaire; son axe est vertical. Le lilel de la vis est engendré par un triangle isocèle et invariable de surface dont la base est constante , et dont le sommet reste constamment sur une surface conique parallèle à la première (les sommets des deux cônes n’étant pas dés lors en un même point); pendant que ce triangle passe successivement par tous les plans méridiens, un des points de sa base parcourt une spirale tracée sur le cône.
!• Dessin. On déterminera les projections horizontale et verticale des lignes de séparation d'ombre et de lumière. On déterminera l’ombre portée par la vis sur elle-même et sur les deux plans de projections.
On prendra la direction du rayon de lumière telle que l'ombre portée sur le plan vertical existe. >
On déterminera les arêtes brillantes et les points brillants.
On déterminera la courbe qui sert de limite au filet en projection verticale.
2* Mémoire. L’on décrira les principes de géométrie descriptive d’après lesquels on a exécuté les constructions graphiques.
On discutera la nature de la courbe qui limite le filet en projection verticale.
On discutera avec soin le lavis, examinant d’après quels principes l’on doit combiner les teintes fortes et les clairs, ainsi que les demi-teintes pour produire le relief.
On examinera pourquoi les ombres portées sur un corps en partie éclairé , en partie privé de lumière, doivent se fondre avec la partie ombrée de ce corps.
Ecrou tf une vis cylindrique ù filet carré
1* Dessin. On déterminera les lignes de séparation d'ombre et de lumière sur les projections verticale et horizontale.
Ces lignes de séparation consisteront dans l'ombre portée par l’écrou sur luimême et dans la séparation d'ombre et de lumière sur le filet en creux.
On pourra considérer un écrou appartenant à une vis carrée à deux, ou trois, ou quatre filets.
2° Mémoire. On décrira en détail les constructions graphiques nécessaires l>our la détermination des lignes de séparation d’ombre et de lumière, et les lignes qui terminent les ombres portées du corps sur lui-même.
On discutera avec soin lo lavis, examinant comment les teintes doivent décroître pour produire le relief.
On n’oubliera pas d’examiner d'où peuvent provenir les reflets.
Écrou d une vis cylindrique à filet triangulaire
1’ Dessin. On déterminera 1rs lignes de séparation d'ombre et de lumière sur la surface gauche du filet , et l'ombre portée par l'écrou sur lui-même.
Ou déterminera les points brillants.
2* Mémoire. On décrira les procédés graphiques employés pour la construction des lignes de séparation d’ombre et de lumière, pour celle des ombre* portées, et pour la détermination des points brillants.
Ou discutera avec soin le lavis, donnant la relation qui doit exister entre la force des teintes pour produire le creux ;on indiquera les (teints où il doit y avoir des rellels et l'on indiquera d'où ces rcilets proviennent.
Chausse-trappe composée de cônes
Les quatre sommets des cônes composant la chausse- trappe sont situés aux sommets d’une pyramide triangulaire régulière (dont toutes les faces sont des triangles équilatéraux). Le centre de la sphère circonscrite à cette pyramide sera celui d'une sphère d’un petit rayon, à laquelle seront tangents les cônes composant les quatre pointes de la cliausse-lrappc. Trois des sommets de la chaussc-trappc s'appuieront sur le plan horizontal.
t* Dessin. On déterminera Ips projections horizontale et verticale de la chaussetrappe. On déterminera en projection horizontale et verticale les courbes d’intersection des cônes entre eux.
On cherchera ensuite les lignes de séparation d’ombre et de lumièro sur chacun des quatre cônes, les ombres portées par le corps sur lui-mème, sur le plan horizontal et sur le plan vertical.
On déterminera les arêtes brillantes.
2* Mémoire. On décrira : 1* les procédés grajdiiques employés pour déterminer les projections horizontale et verticale du corps, 2° las constructions graphique* pour la détermination des ombres portées cl des lignes de séparation d’ombre et de lumière, et 3° enfin la construction des arêtes brillantes.
On discutera avec soin le lavis, indiquant pourquoi les ombres portées, .quand elles sont grandes et étendues, s'affaiblissent à mesure qu’elles s’éloignent du cofps qui les produit, ci-surtout cuumeut , pour le Invis., on peut, eu dégradant les ombres vers la base, et au contraire, y renforçant les demi-teintes, produire le relief d'un cône droit.
Chaussc-trappe composée de tétraèdres
Les quaire sommets des brauches île la chausse-trappe sont situés aux sommets d'une pyramide triangulaire régulière. Le centre de la sphère qui lui est circonscrite se trouve le centre d’une petite sphère à laquelle les tétraèdres qui composent les branches de la cllaussc-lrappc sont tangentes.
On peut disposer ccs tétraèdres de plusieurs manières différentes, les uns par rapport aux autres.
1* Dessin. On déterminera les projections horizontale et verticale du corps.
On déterminera les ombres portées sur le plan horizontal et sur le plan vertical , et les ombres portées par le corps sur lui-mème.
2* Mémoire. On décrira les constructions graphiques nécessaires pour déterminer les projections horizontale et verticale du corps , examinant comment les tétraèdres peuvent être disposés les uns par rapport aux autres, de manière à donner une figure régulière à leur jonction , et l'on indiquera toutes les combinaisons que l'on peut faire pour obtenir un résultat satisfaisant.
On examinera queffe loi dè dégradation dbivent suivre les teintes pour que le (avili produise te relief.
Chausse-lrappe composée de pyramides quadranyulaires
Même programme que pour la chausse- trappe (n* 8) composée de pyramides triangulaires.
Dans les trois problèmes 7 , 8 et 9 , il conviendra de donner une dimension assez grande an rayon de Ta petite sphère intérieure à laquelle lès quatre branches de la chausse-lrappe se trouvent tangentes, afin que les intersections des laces îles cènes ou des pyramides , entre elles, soient visibles d'une manière nette, et que toutes les arêtes soient bien lisibles sur f épure.
Pi Ir de quatre boulets
O» placera trois boulets sur te pten horizontal ; tes trois centres formeront
les sommets d‘«m trmngfe équilatéral. Le quatrième boulet sera placé sur les
premrers.
Deux de» boute*» de h base triangulaire seront paralfêfesau ptnn vertical.
1* Dessin. On déterminera les projections horizontale et verticale des lignes de séparation d'ombre cl de lumière sur chaque boulet ; un déterminera ensuite
les contours des ombres portées par les boulets les uns sur les autres , et enfin, de tout le système sur le plan horizontal. On déterminera aussi les points brillants.
Le rayon de lumière sera la diagonale d'un cube.
2° Mémoire. On décrira les constructions graphiques employées pour la détermination des lignes de séparation d’ombre et de lumière, et celles pour tes contours des ombres portées, et celles aussi pour la détermination des points brillants.
On discutera le lavis , expliquant comme l’on doit combiner les teintes, demileinles et ombres , pour produire le relief.
1 1 , Pile de cinq boulet*.
On placera quatre boulets sur le plan horizontal, de manière que les centres soient les sommets des quatre angles d’un carré. On pourra placer parallèlement au plan vertical ou l'un des côtés , ou la diagonale du carré. Le cinquième boulet sera posé sur les quatre premiers formant la base de la pile.
1* Dessin. On déterminera les lignes de séparation d'ombre et de lumière sur chaque boulet , les contours des ombres portées par les boulets les uns sur les autres, et de tout le système sur le plan horizontal. On déterminera la position des points brillants.
Le rayon de lumière sera la diagonale d’un cube.
2* Mémoire. On décrira les constructions employées pour la détermination des lignes de séparation d’oinbre et de lumière, pour celle des contours des ombres portées et pour les points brillants. On démontrera l'exactitude des méthodes graphiques employées.
On discutera le lavis, expliquant comment l’on doit combiner les clairs, demiteintes et teintes fortes pour produire le relief.
Niche droite
La niche pourra être sphérique ou formée par un quart d’ellipsoïde dont le grand axe sera horizontal ainsi que le plus petit , si l’ellipsoïde n’est pas de révolution ; on pourra , si l'on veut, prendre un ellipsoïde de révolution, l’axe de révolution étant vertical et le grand axe de l’ellipse méridienne étant horizontal.
4" Dessin. On déterminera l’ombre portée par la niche sur elle-même; la position des points et arêtes brillantes.
Le rayon de lumière sera quelconque.
2° Mémoire. On expliquera les méthodes graphiques employées pour la construction de l’ombre portée et des points brillants. On examinera ce que serait l'ombre portée, dans le cas où le rayon de lumière serait la diagonale d’un cube. On expliquera comment on peut déterminer d’une manière précise les points de raccordement des trois lignes qui composent le contour de l’ombre portée.
L’on discutera le lavis, expliquant la combinaison à faire des clairs, demi* teintes et teintes fortes pour produire le relief. L’on reconnaîtra la position et la# limite des reflets.
Niche rampante
La niche rampante se déduira de la niche droite sphérique ou ellipsoïdale, en coupant tout le système par une suite de plans 'horizontaux que l’on fera tourner ( autour de leurs intersections , avec le plan qui partage la niche droite en deux parties symétriques) jusqu’à ce qu’ils deviennent parallèles au plan de la rampe.
La surface composée par ccs nouvelles courbes sera celle de la niche rampante.
1° Dessin. On déterminera l’ombre portée de la niche sur elle-même. Les arêtes brillantes et points brillants.
Le rayon lumineux sera la diagonale d’un cube.
2* Mémoire. On expliquera les méthodes graphiques employées pour la construction des contours de l’ombre portée, et pour la détermination des points et arêtes brillantes.
On reconnaîtra la nature de la surface de la niche rampante.
On discutera le lavis, expliquant la combinaison que l’on doit faire des clairs, demi-teintes et teintes fortes pour produire le relief. On recherchera la position et la limite des reflets.
Ellipsoïde non de révolution
On placera l’ellipsoïde comme on voudra par rapport aux plans des projections.
1* Dessin. On déterminera la ligne de séparation d’ombre et de lumière et le point brillant , soit dans la projection horizontale , soit dans la projection verticale, et l’ombre portée sur le plan horizontal.
Le rayon de lumière sera la diagonale d'un cube.
T Mémoire. On expliquera les méthodes grnplûquos emploies pour la construction du point brillant et de la ligne de séparation d'ombre et de lumière, et du contour de l'ombre portée.
On discutera le lavis, expliquant la combinaison des clairs, demi-teintes et teintes fortes, pour produire le relief.
LIVRE H
Avant que Monge ne publiât son Traite de géométrie descriptive, il existait divers traités de perspective dont plusieurs sont très-anciens. La méthode employée était celle dite : des points de concours.
Les anciens géomètres, au moyen de celte méthode, exécutaient la perspective des lignes droites ou courbes, et des points intersection de ces lignes; mais ils ne savaient pas déterminer la perspective d une surface, car ils ne connaissaient pas la propriété remarquable dont jouit le plan tangent en nn point d'une surlace, savoir : de contenir les tangentes aux diverses courbes qui, tracées sur la surface, secrôisenl au point considéré comme point de contact.
He plus, lorsque plus tard cette propriété du plan tangent fut démontrée pour la première fois, et cela par V analyse , les méthodes, graphiques que connaissaient, alors, les géomètres, n'étaient pas assez perfectionnées pour leur permettre de construire le contour apparent d’une surface, et par suite la perspective de celle surface. On peut donc dire, avec raison , que la perspective doit son développement le plus essentiel à la géométrie descriptive ; et l’on doit ajouter, que l'on croit être dans le vrai, en disant que la géométrie descriptive elle-même n a été féconde, qu en vertu de la propriété dont jouit le plan tangent en un point d'une surlace , et parce qu'elle a su déterminer, construire et écrire graphiquement ce plan tangent (*). a
Ce second livre ne se compose que de deux mémoires, l'un de Monge, qui était inédilel que je donne textuellement, car il est des ouvrages que l'on doit respecter,
(') Moptoe, lorsqu'il o écrit son ouvrage sur In géométrie descriptive , ouvrage qu’il n’a point intitulé : / roité , mais roulement Programme de géométrie descriptive , composé de 468 |vdgos qu'on ne peut se l is or de lire, car » chaque page un trouve des germes à féconder, Mongk n*a pas songé a démontrer que : l* plan qui pou ait par été deux langentesen un point m où ee croisaient deux courbes C et C tracées sur une surface , contenait les tangentes à toutes les courbes qui, tracées sur la même surface , passaient par ee point m. Monge u admis , en un mut « iALprupriéié dont jouit le plan langent en un poinl d’une surface , propriété qui n ‘était encore démontrée que par l 'analyse , et tl s'en est servi pour ses re-
<1 d’ailleurs on doit être heureux de pouvoir connaître d'une manière précise non-seulement les idées, mais encore la manière de les présenter, du fondateur d'une science.
La méthode exposée par Monge était inconnue des anciens géomètres, et on comprendra sans peine que cela doit être, puisque cette méthode permet de construire graphiquement le contour apparent d’une surface.
On n’a pas, je crois , bien compris tout ce qu’il y avait d'ingénieux dans celte
méthode, et surtout on n’a pas compris combien cette méthode était générale, et surtout qu'elle était d'une exécution aussi facile que celle des points de concours, pour mettre en perspective des lignes et des points ; et je suis porté, à exprimer l'opinion que je viens d'émettre, en regardant l'épure de la perspective du pié- . louche qui fait partie de la collection des épures gravées de l’École polytechnique, *‘tle épure est disposée de telle manière que la méthode donnée par Monge n’y apparaît pas d’une manière nette, j’oserai dire qu’on ne peut guère l’y retrouver.'
Ge que je dis ici sera évident, je crois, lorsque l’on aura lu ce que j’ai écrit à ce sujet dans le second mémoire qui termine ce second livre.
Hachette a publié quelques pages dans la Correspondance de l'École (*) polytechnique, sur la méthode des points de concours, pour montrer, il le dit luimême, comment la perspective est une application de la géométrie descriptive.
Ce que ce savant, ami de Monge , n écrit sur ce sujet est loin d’être complet ; j’ai donc cru qu'il ne serait pas sans utilité de reprendre le même sujet et de le traiter à ma manière; c’est ce que j’ai fait dans le second mémoire, qui a pour litre: De la perspective considérée comme une îles applications de la géométrie descriptive.
cherches graphiques ultérieures. Mais une science ne peut en effet être considérée comme science, qu 'autant que scs bases sont établies d’une manière rigoureuse , et en vertu do princqics , eu axiomes , qui découlent de l'essence de cette scionco elle-même , et sans avoir besoin de s’oppuyer sur des bases qui lui sent étrangères. La science des projections, ou , en d’autres termes , la géométrie descriptive ne doit rien emprunter à l'analyse, ni à la géométrie des anciens quand il s'agit de ses bases fondamentales: elle doit dès lors tout demander uu principe des projections. Frappé de cette idée, que je crois exacte et vraie, j'ai cherché à démontrer la propriété dont jouit le plan tangent , et cela directement , en ne m’appuyant que sur la génération des surfaces, telle qu'elle doit être entenduq en géométrie descriptive. C’est alors que j'ai donné la démonstration publiée dana les Développements de géométrie descriptive , cliap. Vil , page 396. le crois ne point me tromper, en disant que celte démonstration est rigoureuse ot tout à fait dans l'esprit de la géométrie descriptive.
M y allée, auteur d'un Traité de géométrie descriptive estimé , a reculé devant la difficulté ; il a admis peur les sut faces le polyèdre infinitésimal , Gomme on admet le polygone infinitésimal pour les courbes. Pourquoi deux axiomes, quand un seul , celui du polygone infinitésimal, peut suffire?
(*) Voyox la Correspondance de f École polytechnique , rédigés par Haciuttx, terne I, p. 31 ï ( année 1807).
(«ÉMoini méwr.J'O DE LA PERSPECTIVE EN GÉNÉRAL.
I* La perspective est l’art de représenter, sur une surface donnée, des objets donnés tels qu’ils paraissent étant vus suivant des conditions données, c’est-àdire que comme la lumière peut venir des objets à votre œil de trois manières différentes, ou directement, ou après avoir été réfléchie par des miroirs, eu enfin réfractée’ par les surfaces des différents milieux au travers desquels elle peut avoir été obligée de passer ; la perspective doit renfermer trois parties , dont chacune donne la méthode de représenter les objets suivant l’une de ces conditions. La première peut s’appeler perspective directe; la seconde, perspective par réflexion; et la troisième, perspective par réfraction. Nous tâcherons de satisfaire à la généralité de cette définition. Commençons par le premier cas (**).
Perspective directe.
2* On sait que, dans un milieu libre ou uniformément dense, la lumière se propage toujours en ligne droite; que nous ne nous apercevons de la présence et de
(•) Ce mémoire e-l de G. Monge, il provient de la bibliothèque de l'École de Mézières. Dans la collection des manuscrite do l'École d’application do Metz , il est coté : carton n" t, pièce n“ tO.
Ce mémoire, que nous publions ici textuellement pour la première fois, fut écrit à Mézières en 1785.
(*•) Extrait do la Perspective iè RoKault ( Œuvres posthumes, (68Î ) :
La perspective est un art qui nous apprend A représenter les objets visibles comme ils nous paraissent ; c’esl-iÉdire un art qui nous apprend à tracer certains linéaments qui paraissent A nos yeux comme les objets mémos nous paraissent.
Ces objets peuvent être vêtis en trois différentes manières , savoir : ou par une velio directe, ou par réflexion , ou par réfraction ; par une veiie directe , comme sont veus communément tous les objets qtte l’en regarde -, par réflexion, comme le sont ceux que l’on voit par lo moyen d’un miroir ; et par réfraction, comme le sont ceux que l’on voit ou travers de quelque corps transparent, comme au travers do l’eau ou du verre.
Et de IA naissent trois parties de la perspective prise en général, sçavoir : la perspective, la cateplrique, et la dioptrique. .
La premièro , qui retient le nom de perspective , nous apprend A représenter lea objete qui sont veud'une veiie directe , et rend raison do leurs apparences.
La catopirique nous enseigne de quelle manière les objets peuvent être veus par réflexion , et noos en
explique les causes.
Et la dioplrique nous montre comment le sont ceux qui sont veus par réfraction. C'est de la première • dont j’entreprends icy de traiter. T. O.
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la figure des objets que par des faisceaux de lumière envoyés ou réfléchis par chacun des points de leur surface visible , et qui , en entrant dans l’œil , subissent des lois qui les mettent en état d’agir distinctement sur l'organe de la vision, cl de donner à l’Ame l’idée de la couleur, de la grandeur, de la distance, etc., des objets d’où ils sont partis; que chacun de ces faisceaux est un cône de lumière dont le sommet est au point d’émission et dont la base est appuyée sur la prunelle de l’œil ; qu’enfin, lorsque les objets ne sont pas bien proches, les rayons qui composent un faisceau peuvent être regardés comme sensiblement parallèles entre eux, et même (eu égard à la petitesse de la prunelle de l’œil ) comme confondus avec leur axe et ne faisant plus qu’une ligne droite avec lui : dans ce sens, il part de chaque point visible d'un objet un rayon de lumière qui arrive en ligne droite à l’œil, et l’assemblage de tous ces rayons forme une pyramide de lumière, dont le sommet est au centre de la prunelle et dont la base est appuyée sur les objets exposés à la vue.
îl'Cela posé : soit (fig. 1) ABCD le plan ou la projection horizontale d’un parallélipipède quelconque qui puisse ètro vu sans obstacle par un œil placé dans un point donné projeté, par exemple, au point E. Soient AE, BE, CE, etc., les projections des rayons qui, partis chacun des angles du parallélipipéde , aboutissent au centre de la prunelle et forment la pyramide de lumière dont nous venons de parler; j’imagine ensuite que cette pyramide soit obligée, pour arriver à l’œil , de traverser une surface quelconque diaphane que, pour plus de simplicité, je supposerai d’abord plane, verticale et représentée au plan par FG ; et concevons que chaque rayon qui la compose, en se tamisant au travers de cette surface, teigne le point par lequel il passe de la couleur du point de l'objet d’où il est parti.
Il est clair que l'assemblage de tous ces petits points colorés formera un tableau que l'œil placé au point E ne distinguera pas de l'objet même , cl qui sera par conséquent sa perspective vue du point E.
A’ La perspective d’un objet donné peut donc être considérée comme la coupe ou la secliou d'une pyramide donnée par une surface quelconque aussi donnée de nature et de position : et celte surface est celle du tableau sur lequel se doit dessiner la perspective.
5’ Il suit encore de là que la perspective du corps AIK.U sera renfermée dans les limites fg, et que les différents points /, n , b, g seront la projection des points du tableau , sous lesquels sont mis du point Iv les points correspondants de l'objet.
O’ Soit menée sur KG In perpendiculaire EU qui , mesurant la distance de l’œil au tableau, s'appellera rayon principal; et concevons que le point !!• soit la projection d’une verticale tracée sur le tableau , qui , étant par conséquent connue de»
position , soil un terme de comparaison auquel nous rapportions les difTdtanfS points/, n, 6, g, etc., et serre à distinguer, parmi les dimensions horizontales de la perspective, celles qui sont ù droite et celles qui sont à gauche ; il est clair que chacun des points de la perspective se trouvera sur le tableau éloigné de la verticale que nous venons d'imaginer , d’une quantité égale à la distance de sa projection au point H. I*ar exemple, le point B mis en perspective sera à droite de la verticale et éloigné d’elle d’une quantité égale à f H ; il en est de même de tous les autres points. Cependant cela ne su Hit pas pour les déterminer , il faudrait connaître la position de chacun d'eux à nne attire ligne connue de position; c’està-dire que nous avons toutes les dimensions horizontales de l'objet, en les rapportant à une verticale dont on connaît la situation; cherchons donc toutes les dimensions verticales et rapportons-lcs à une horizontale connue, et il sera facile, par la eoin|varaison des unes avec les autres , de les mettre en perspective ; pour cela, faisons une élévation ou une projuction verticale de tout ce que nous avons projeté au plan.
V Parmi l'infinité d'élévations qu'on pourrait faire, choisissons, pour la plus grande ceuunodilé cl pour due raisons que nous verrons dans la suite, celle dans laquelle le tableau est représenté par une sculo ligne de terre et (Kir conséquent perpendiculaire à FG.
Soit donc 1KI.M l'élévation du paralléli|Mpcdc, NO celle du tableau, et P celle de l'ucil. De tous les points visibles de l’objet, menons au point P tles droites IP, K.P, etc., i qui représentent en élévation les mêmes rayons de lumière que les droites A.E, UK, etc. représentent au plan. Cela posé, faisons encore le même raisonnement que nous venons de faire, et considérons que les points I, K, /, m, etc. d'intersection de ces droites avec la ligne NO sont, en élévation , les points du tableau sous lesquels l'oeil placé en P voit les points correspondants de l'objet, et que la perspective du corps IKLM se trouve renfermée entre les limites lin; si donc nous menons, de même qu'au plan, le rayon principal PQ perpendiculaire à NO, cl si nous concevons sur lo tableau une horizontale passant par le point Q, celle ligne connue de position sera un nouveau terme de comparaison auquel nous rapporterons les différents points i, k, l,m, etc., et servira à distinguer, parmi les dimensions verticales . celles qui sont supérieures d’avec les inférieures, de manière que la distance de chaque point de la perspective à la ligne horizontale que nous venons d'imaginer sera égale. à l'intervalle compris entre le point Q et la projection de oe point a l’élévation; par exemple, le point K mis en perspective sera au-dessous de l'horizontale et éloigné d’elle de la quantité KQ.
8* Ceci bien entendu, connaissant les distances de tous. les points de lu perspective à deux droites donuées sur le tableau , l'une verticale et l'autre homon-
talc, il sera bien facile de les rapporter ; et voici comment. Soit n ofg le tableau vu en face , TV et RS les lignes verticale et horizontale, l’une représentée au plan par le point H , et l'autre dans l'élévation par le point Q; et supposons qu’il faille mettre le point B en perspective, nous savons qu’il doit être à droite de la verticale de la quantité fl\ ; portous donc / H de W en X, et menons par le point X une parallèle à TV qui renfermera nécessairement le point que nous demandons. Mais comme le point B est la projection horizontale do deux centres représentés en élévation par les points K, M , supposons qu’il ne s'agisse encore que du point K qui doit être (article 7") au-dessous de l’horizontale de iâ quantité KO; portons donc KQ au-dessous de RS et de X en Z, et le point Z sera la perspective demandée du point B.
On mettra de celle manière tant de points que l’on voudra de l'objet en perspective cl par conséquent tout l’objet.
9" On pourrait, sans mener de parallèles, porter avec un compas l’intervalle /H de W en X , et avec un autre intervalle QK de W en M , et de suite : des points X et M comme centres , et avec les ouvertures de compas, décrire deux arcs qui , par leur intersection, donneront plus commodément le point demandé Z.
10" Le point W d'intersection de l'horizontale du tableau avec la verticale, s’appelle le point de vue de la perspective et est eclui vis-à vis duquel doit être l’œil du spectateur, à 1a distance du rayon principal, pour que le tableau fasse l’clfet que l’on désire.
Il” 11 n’est personne qui ne se soit aperçu que des lignes parallèles exposées à la vue, et prolongées à une certaine distance, paraissent concourir en un même point et former un angle par les extrémités, parce que, lorsque les objets sont hors de la portée ordinaire de la vue, nous jugeons de leurs dimensions ( toutes choses d’ailleurs égales ) par l'angle sous lequel arrivent à l’œil les rayons de lumière qui partent de leurs extrémités. Leur intervalle, en effet, qui est toujours le même dans tous les points ( Jig ■ 2), doit, à mesure qu’il s'éloigne de l’œil, être vu sous un angle moindre, jusqu’à ce qu’enlin , si on suppose le* lignes poussées à lin lin i , cet intervalle, qui est une quantité finie, devienne infiniment petit ou nul , par rapport à leur longueur.
12 L’œil voit donc les lignes parallèles concourir en un seul point; mais, pour juger de ce concours , il imagine une autre ligne parallèle aux premières, qu’il fait passer par le centre de la prunclje et à laquelle il compare les autres qui lui paraissent se jeter sur celle-là. Qu'on se place, par exemple, dans une avenue d’arbres et presque sur une des rangées , les autres paraissent se porter sur celle auprès de laquelle on sera ; de là nous allons tirer des conséquences avantageuses pour la perspective.
13° En effet : soit, pour exemple, AFDCJG (fig. 3) le plan de l’angle d’un entablement d'architecture composé de lignes parallèles horizontales. Soit QR le tableau , L le point de l'œil , et Lk le rayon principal : suivant ce que nous venons de dire, c'est dans une ligue LM parallèle à CD, BE, AE, etc. que l'œil voit leur point de concours. LM peut donc être considéré comme la projection d’un rayon de lumière envoyé à l'œil du point de concours des parallèles cl doit donner, avec son intersection avec le tableau, le concours des parallèles mises en perspective ; mais comme ces lignes sont horizontales, LM le sera aussi , et le point N , où elle rencontre le tableau, sera nécessairement dans l'horizontale du tableau ; si donc on porte sur la perspective l’intervalle KN de K en n , le point n sera la perspective du concours des parallèles dont il s’agit.
14" En conséquence, si on met les points A, B, C en perspective par la méthode indiquée (art. 7, 8 et 0) , on aura les points a, b, c, par lesquels on mènera des lignes au point n , qu’on terminera suivant les conditions. Si les points D, E,
F, par exemple, sont au plan les projections des extrémités des parallèles, on mènera les lignes I) L, EL, etc., indiquant la position horizontale de ces extrémités; c’est-à-dire que celle de la ligne DC se trouvera en perspective à gauche de la verticale, de la quantité Ka; par conséquent si , sur le tableau, on prend sur aa un point éloigné de la verticale de la quantité K d, ce qu’on fera en menant à même distance la parallèle TS , on aura le point demandé. On fera la inéme opération pour les autres points E , F. On conçoit que ce que nous venons de dire pour un des eûtes de l'entablement peut aisément s'appliquer à l'autre.
15° Si les parallèles , au lieu d’étre horizontales , étaient inclinées, le point de concours ne se trouverait plus sur l'horizontale, mais au-dessus ou au-dessous, suivant leur position. Soit ( fig . 4) DEC J le plan de l'entablement d’un fronton dont le sommet suit ABC ; que KN représente le tableau , et LK le rayon principal ; il est clair que , comme au plan , les deux cûlés du fronton et le reste de l'entablement sont dans les prolongements les uns des autres, si on mène LN parallèle à DG, le point N sera la projection des trois différents points de concours qui appartiennent aux trois cspèecs de lignes qui composent l'objet, c’csl-àedire que ces trois points sc trouveront dans une même verticale, éloignée du celle du tableau de la quantité KN. Soit maintenant d/gi l’élévation du fronton, nK le tableau, et * iK lu rayon principal ; soient menées par le point t, les lignes Im , In parallèle*, l’une au cèle ad du fronton, et l’autre au côté ai; les intersections m et n de ces deux lignes , avec le tableau prolongé s’il est nécessaire, nous indiqueront de combien les deux points de concours qui conviennent aux deux eûtes du fronton doivent sc trouver au-dessus ou au-dessous de l’horizontale, comme on le voit sur le tableau MNOP.
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MÉMOIRE SUR LA PERSPECTIVE CONSIDÉRÉE COMME UNE DES APPLICATIONS DE LA GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE.
J'ai divisé ce mémoire en trois parties.
Dans la première, je montre comment, en effet, les méthodes graphiques de la géométrie descriptive s’appliquent à la perspective, en faisant voir que ce n’est qu’un cas particulier d’un problème plus général , savoir : Couper fuir un plan un sijstème de droites divergeant iCun point unique , et que, dans ce cas particulier, on suppose que le plan sécant , qui en perspective prend le nom de tableau , se trouve parallèle au plan vertical de projection.
Dans la seconde partie, j’applique les méthodes graphiques, exposées dans la première partie comme une conséquence des principes fondamentaux de la géométrie descriptive, à la perspective proprement dite.
Dans la troisième partie, je fais voir comment les principes de la perspective, considérés sous un point de vue plus général , peuvent être employés utilement à la recherche et à la découverte de certaines vérités géométriques, et cela en se guidant sur l'exemple de plusieurs géomètres anciens qui ont fait de la jærspeclive un fréquent emploi dans leurs recherches géométriques.
PREMIÈRE PARTIE
Théorie générale.
i* Soit donnée la ligne de terre LT ( fig . a) et par conséquent les deux plans vertical et horizontal do projection.
2* Soit donné un point o (ayant pour projections o" et o‘) situé en avant du plan vertical de projection, mais étant, ou au-dessus, ou au-dessous du plan horizontal de projection.
3“ Soit donnée une droite D (ayant pour projections D" et D*).
4* Soit donné un plan T parallèle au plan vertical de projection, mais situé entre ce plan et le point o.
Cela posé :
On demande de construire la droite D, intersection du plan T et du plan I* déterminé par la droite D et le point o.
— un —
Or, pour résoudre ce problème de géométrie descriptive, nous savons qu’il suffît de mener par le point o une droite D' parallèle à la droite D , et de chercher les points d et d ' en lesquels les droites IJ et D' sont respectivement coupées par le plan T.
Dès lors, D," passera par les points <F et d'% et D* ne sera autre que la droite H’ trace horizontale du plan T, puisque ce plan T est vertical (ou en d’autres termes , puisque le plan T est perpendiculaire au plan horizontal de projection).
ü II.
Si la droite D, au lieu d'avoir une position quelconque par rapport au plan T, lui était perpendiculaire, la construction de la projection D,’ serait plus prompte; et en effet , la fig. (b) nous fait voir de suite qu’il suffit de construire le point <f, car la droite D,’ passe par le point o ", qui est donné, qui est dès lors un point fixé d’avance par les conditions du problème.
§ III
Si la droite D était horizontale, la fig. (c) nous montre que, pour obtenir la solution , il faudrait effectuer toutes les constructions exigées dans le cas où la droite D a une position arbitraire dans l'espace par rapport au plan T. Toutefois il faut remarquer que , dans ce cas , la droite D’" est horizontale.
i IV.
Si la droite D, tout en étant horizontale, ne fait pas avec le plan T un angle quelconque , mais un anglo particulier, et ainsi , par exemple, un angle égal à un angle demi-droit, il est évident {fig. d ) que dans ce cas on aura : o‘d'"=zpd‘ k =p<f. Ainsi , le triangle opd' de l’espace sera rectangle et isocèle. Pour déterminer la droite D.", il suffira donc de construire le point d 1 ’ et de porter, sur la parallèle à LT menée par le point o”, une distance o’d '* égale à o"p ou égale à la distance du point o K à la trace H’ du plan T ; et en unissant les deux points «f et <f’, on aura la ligne D,'.
Remarquons que la droite D étant supposée horizontale et faire un angle de ■45” avec le plan T, peut avoir deux directions ; car elle peut faire eet angle de 45* en étant dirigée vers la droite, ou en étant dirigée vers la gauche par rapport au point o; si elle est dirigée vers la gauche du point o , comme l'indique la fig. ( d ),
Si
du devra porter o'tf*=o‘p à gauche du point o *, et le contraire aura lieu dan» Vautre cas.
t" Soit donnée la ligne de terre LT, et par conséquent les deux plans vertical et horizontal de projection (fig. e).
2” Soit donné un point o (ayant o* et o* pour projections), ce point o étant en avant du plan vertical de projection, mais pouvant être situé au-dessus ou audessous du plan horizontal de projection.
3* Soit donné un plan T, vertical et parallèle au plan vertical de projection, et nilué entre ce plan et le point o.
4“ Soit donné un point m (ayant m* et m‘ pour projections), mais situé entr» le plan T et le plan vertical de projection.
Cela posé :
Ou demande de trouver le point de rencontre du plan T et de la droite unissant les points m et o.
Ce problème peut se résoudre de diverses manières , que nous allons successivement exposer et examiner en vue des applications de la géométrie descriptive i la perspective.
Si 1* par le point m on mène trois droites horizontales, l’une G perpendiculaire au plan T, et les deux autres D et B Taisant avec le plan T des angles de 45* (la droite B étant inclinée à gauche, et la droite D étant inclinée â droite).
Si 2* par le point o on mène trois droites G', B', D' parallèles aux droites G, B elD, l'on aura six droites qui couperont le plan T ; et l’on aura dès lors six point* qui, unis deux à deux, donneront trois droites G,, B,, D. se coupant au point m, demandé.
Or, puisque les droites R, D, B' et D' sont horizontales et inclinées à 45* sur le plan T, il est évident (fig. e), d’après ce qui a été dit ci-dessus , que l’on aura :
m k tf — tfb k — rj'it = m’b r es m*<f
. et
On voit donc de suite que, pour construire le point m.*, il suffira (fig. fi) de mener par les points o* et m' deux droites parallèles à la ligne de terre LT, savoir, Y et X, et de porter :
1" A droite et à gauche du point m*, sur l'horizontale X,
jt * V
m'é* = j m'F = la distance de la projection horizontale du point m à la trace m'<f = j horizontale H T du plan T ;
2* à droite et à gauche du point o* sur l’horizontale Y ,
o’d ,, = jo‘j’*= la distance de la projection horizontale du point o & la trace o , é' , =| horizontale H' du plan T ;
ensuite d'unir les points b’ et b'', <f et d", ni’ et o*, par des droites B.', D,', G,\ qui devront se croiser en un mime point m,’ qui sera le point demandé.
Si l’on remarque attentivement la lig. (/), et qu'on la compare à lafig.(e),ondoil voir de suite que l'on no s'est point donné le point o*, et que l’on opère d’après ce principe fondamental en géométrie descriptive, savoir : Qu'un point est connu de position dans C espace, lorsque f on commit l’une de ses projections et sa distance au plan sur lequel la projection est donnée.
Or, dans la lig. (_/) , la projection verticale o’ du point o est donnée graphiquement, et la distance du point o au plan T nous est donnée en o’d "* ou o’b’’.
§ VI
Nul doute que si l’on voulait trouver de la manière la plus simple le point m, , en lequel la droite A qui unit le point o au point m coupe le plan T, il ne fallût employer la construction indiquée par la lig. (g ).
Mais celle construction ne peut être employée qu'autanl que le point o* existe, qu'autant dès lors que la grandeur du papier permet de fixer ce point o*.
Or, dans les applications de la géométrie descriptive à la perspective, la droite H' est toujours à l’extrémité inférieure de la feuille de papier, et l’on se trouve dès lors contraint de donner à part la distance du point o au plan T ; c’est ce qui oblige forcément à employer la construction indiquée par la fig. (/). D’ailleurs nous allons exposer ci-après les conditions imposées en perspective, et l'on reconnaîtra la nécessité do la construction donnée fig. (/).
Toutefois les questions préliminaires que nous venons de résoudre nous seront d'un grand secours pour démontrer que les méthodes graphiques de la perspective, ne sont autres que celles que l’on emploie en géométrie descriptive lorsqu'il s’agit de résoudre un problème au moyen des projections orthogonales.
5 vu.
Imaginons une série de droites parallèles entre elles D, D', D''..., mais obliques au plan T, lequel sera toujours parallèle au plan vertical de projection (Jig, h).
— tx> —
(*ar chacune de ces droites D, D', D’’... et le point o, faisons passer un plan et cherchons l’interséctîon de chacun d'eux avec le plan T.
Désignons par D, D/, D,".... I intersection du plan T et de chacun des plans respectifs ( o , D), (o, D-') , (o, D 1 ').... Pour résoudre le problème proposé, il faudra 1‘ mener par le point o une droite h parallèle au faisceau des droites parallèles données D, D', D"... ; 2* construire le point k en lequel la droite K perce le plau T ; et 3° construire les points d, d', d."... de rencontre de chacune des droites données D, D', D"... avec le plan T.
Cela fait :
En unissant le point If avec chacun des |>oints d", <t’, d"’ ..., on aura les droites D”, D/’, D,"'..., qui seront les projections verticales des droites demandées D,, D,', D,"..., leurs projections horizontales n'étant autres que la droite H T , trace horizontale du plan T, puisque ce plan T est vertical.
Ainsi l’on voit, qu’ayant construit le point k’, point de concours de toutes lès droites D, 0 , D/% D*'..., il suffira, pour les déterminer, de construire pour chacune d’elles un seul point ; et ainsi :
le point d" pour la droite D." ;
— etc. — — etc.
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Imaginons que le faisceau des droites parallèles données soit parallèle au plan T (n’ayant d’ailleurs rien changé aux conditions établies ci-dessus), ( fig . i).
La droite K sera parallèle au plan T. Le point de concours k" sera dès lors situé à l’infini ; dès lors aussi les droites D/, D,'*, D,"*... seront parallèles entre elles et aux droites D r , D’”, D' 1 ”... ; car il est évident que les droites D, D’, D”... et D. , D/, D,"... seront parallèles entre elles.
Cela posé :
Il suffira de construire un point de chacune des droites D,’, D,”, 6, ... pour que l’on puisse tracer ces droites. Or ce qu’il y a de plus simple est de construire les traces horizontales b , b', b"... des droites D, D’, D"..., ainsi que la trace horizontale k de la droite K ; et les droites kb, kb', kb" ... seront les traces
horizontales des.plans(o, D), (o, D ), ( o , D"); on aura donc en les points b , , b'., b, '... les traces horizontales des droites cherchées D, , D,', D,".... Donc , etc.
. • ’ St
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s IX.
Si l’on suppose que les droites données D, D', D"... sont verticales (fig. k), alors les droites cherchées D, , D,', D,".... seront aussi verticales, et , pour déterminer les droites D,', D.^.D,"' il sullira de construire un point de chacune de
ces dernières droites pour qu’elles soient .complètement déterminées, car leur point de concours sera situé à l’infini.
Or, il est évident que la solution sera la même que celle donnée § VIO, mais la construction sera plus simple, parce que le point k et le point e* se confondent dans le cas particulier qui nous occupe.
Si l’on suppose que les droites parallèles et données D, D\ D’’,... sont parallèles à la ligne de terre LT, les droites D, , D,', D.'',... seront aussi parallèles à la même ligne de terre LT. Il suffira donc de déterminer un point de chacune des droites D.’, D,'*, D, pour qu’elles soient complètement connues de position. Mais on ne peut déterminer un point de chacune d’elles et d’une manière simple, qu’au moyen d’un changement de plan vertical de projection, et qui s’effectuer# de la manière suivante :
On prendra (Jig . /) unnouveau plan vertical de projection L' T'; perpendiculaire au plan T ; dès lors, la nouvelle ligne de terre L' T' sera perpendiculaire i l’ancienne LT : on déterminera les traces D’’, D'"', D"*',... des droites données sur le nouveau plan de projection , ainsi que la projection o r ' du point o;
Cela fait :
On unira le point o'' 1 avec chacun des points D”, D' 1 ', D” 1 '',... par des droites qui seront sur le nouveau plan vertical L' T', les traces des plans (o, D), (o, D'), (o , D"),... puisq ue ces plans sont parallèles à l’ancienne ligne de terre LT.
Cela posé :
La droite H’, étant prolongée au-dessus de la ligne de terre L'-T', nous donnera V' 1 , trace verticale du plan T sur le nouveau plan de projection.
Dès lors la droite V' T coupera les droites o r 'D r ', o r 'D' r ', o^D'"'... en les points D,", D.'*', D,"”'... qui seront, sur le nouveau plan de projection, les traces des droites cherchées D,, D.’, D,”. Il sera , par suite, facile de construire les droites D,% D.'*, D/’’,... qui seront parallèles entre elles et à l’ancienne ligne de terre LT (*).
(•) Il Ml facile de recon naître dans ce qui vient d'être nyoté $ IX el X , le principe fondamental de la méthode de perspective donnée per Mon^t dans le mémoire inédit de <785.
- ns
$ xi.
Si le faisceau donné est composé de droites qui, parallèles entre elles, se trou* vent perpendiculaires au plan T, alors ( fig . m) les droites D,', D/*, D,"*. .. ont pour point de concours le point o*.
8 xn.
Si le faisceau est composé do droites parallèles entre elles , horizontales et inclinées à 45* sur le plan T, la fig. (n) nous montre que le point de concours de ces droites est situé sur la droite X , menée par le point o ’ parallèlement à la ligne de terre LT, et qu’il est situé en k* à une distance o*A* du point o" égale à la distance du point o au plan T.
Les droites inclinées à 45*, en sens inverse, auraient le point k‘‘ pour point de concours.
§ XIII
De ce qui précède on peut conclure , en se résumant, que les droites D,*, D,", D/",... projections verticales des droites D,, D,', D,",... intersections du plan T et des divers plans passant tout par le point o et respectivement par les droites D, D', D",... formant un faisceau de droites parallèles entre elles , ont un point de concours situé : 1* hors de la droite X, si le faisceau est incliné par rapport au plan horizontal et au plan T ; 2* sur la droite X , si le faisceau est horizontal ; et 3* à l’infini , si le faisceau est parallèle au plan T, et que dans ce dernier cas les droites D,*, D/”, D,"*... coupent la droite X , si le faisceau est incliné au plan horizontal sous un angle égal à celui que le faisceau fait avec le plan horizontal ; en sorte qu’elles coupent la droite X sous l'angle droit, si le faisceau est vertical , et qu’elles sont parallèles à cette droite X, si le faisceau est parallèle à la ligne de terre; 4* si le faisceau est perpendiculaire au plan T, le point de concours est le point o’; et 5" si le faisceau étant horizontal se trouve incliné de 45* sur le plan T, le point de concours sera le point k * ou le point k'* (*) , et ce point est situé sur la droite X à une distance du point o* égale à la distance du point o au plan T.
§ XIV
Étant donné un point m sur le plan horizontal et un plan T parallèle au plan vertical de projection, et un point o par ses deux projections o* et o*, construire
(*) Suivant que le faisceau est incliné ou à droite , ou i gauche , par rapport au plan T.
le point m,, intersection du plan Tel de la droite G qui unit les deux pointa met*.
Pour résoudre ce problème, on peut employer trois méthodes distinctes : "
La première, dite : méthode directe;
La deuxième , dite : méthode des points de concours ;
Et la troisième, dite : méthode des coordonnées.
Nous allons exposer successivement ces trois méthodes et les constructions graphiques que chacune d’elles exige pour déterminer le point «,\
5 xv.
Méthode directe.
Soit donné un point m Situé sur le plan horizontal ( fig . o); on construira les projections G*, G* de la droite G qui unit les points o et m.
Le point m,* sera donné immédiatement , puisque le plan T est vertical , et l’on en conclura le point m,'.
Pour employer la méthode directe , il faut évidemment connaître les deux projections o* et ah du point o, ou pouvoir, en vertu des données, construire (au préalable ) ces deux projections.
S XVI
Méthode des points de concours.
Première construction. Soit donné un point m sur le plan horizontal (fig. p) par le point o et le point m , nous ferons passer deux plans P et Q, et sans construire la droite G, intersection de ces deux plans P et Q , nous allons construire le point m, en lequel le plan T coupe cette droite G.
Pour cela, nous tracerons sur le plan horizontal deux droites H’ et H* se coupant au point m , et nous construirons les droites A, et B. , suivant lesquelles le plan T coupe respectivement les deux plans P et Q , ces deux plans P et Q se trouvent déterminés l’un et l’autre par le point o, et respectivement par leur trace horizontale H' et H*. Pour déterminer les droites A, et B. , qui sont les traces des plans P cl Q sur le plan T (ou m tf autres termes les intersections du plan T avec chacun des plans P et Q), nous mènerons par le point o deux droites A' et B’, respectivement parallèles aux traces H’ et H*. Nous construirons les points a, b , a', b', en lesquelles chacune des quatre droites horizontales A ou H', B ou H*, A' et B’ perce le plan T.
— tu —
«çpfct Wl ' ; '
En uouMOt l<* pwpteafit «!,on aüca (adroite A. j ; . .
En unissant les points b et b', on aura !a droite B. ; >
Et les lignes droites A," et B,’ se couperont en un point m,‘, qui sera le point demandé.
Par celte méthode on construit le pqint «n, r demandé, sans avoir besoin de déterminer d’abord le point m*.
Montrons maintenant pourquoi cette méthode a reçu le nom de méthode des pointu de concourt.
Si , au lieu d’avoir un seul point m , on avait une série de points m, m, m",... situés sur le plan horizontal, on ferait passer, par chacun d’eux, deux droites parallèles respectivement aux droites A ou H', et B ou H*-, on aura donc, sur le plan horizontal, deux faisceaux de droites parallèles, .que je désignerai par (A) et (B).
L’on devra d’abord faire passer par le point o et par chacune <Jcs droites du faisceau (A) un plan , et l’on aura ainsi une série de plans P, P', P”,.,, qui se couperont suivant ta môme droite A', et dont les traces sur le plan T formeront un faisceau (A,) de droites concourant en le point a.
L’on devra ensuite faire passer par le point o et par chacune des droites dq faisceau (B) un plan , et l’on aura ainsi une série de plans Q , 0 , Q”,... qui se couperont suivant la même droite B', et dont les traces sur le plan T formeront un faisceau (B,) de droites concourant en le point b'.
Dès lors les droites A,*... concourront au point o!*, et les droites B."... concourront au point b'*.
Et les droites A.*,,, et B/... se couperont deux à deux cl respectivement en les points m', m/% m,"",... qui seront les points demandés.
On voit donc que les points a’ été’" étant déterminés pour les droites A,” et B,’ léseront pour toutes les autres droites du faisceau (A,*) et du faisceau (B,*) , et qu’il suffira dés lors de déterminer les divers points a’... et b’... appartenant aux diverses droites A,*... du faisceau (A,*) et aux diverses droites B,"... du faisceau (B/).
C’est ,à cause de l’emploi des pointa a' 1 ' et b’’ que cette méthode a reçu le nom de méthode des points de concours.
Deuxième construction. An lieu de mener |»r le point m deux droites horizontales de direction arbitraire , on ]>eut ne mener {jig. q) qu'une seule droite A de direction yrbi tr aire , l'autre droite D ayant une direction déterminée de la manière suivante.
Du point a comme centre et avec am pour rayon, ou décrira un cercle C coupant la trace H’ en un point d, et la droite D sera celle qui unit les points ni et d.
Dès lors , du point a’’ ( point de concours de la droite A,*) comme centre et avec un rayon égal à oV\ on tracera un* arc de cercle coupant la droite X ( menée par le point o" parallèlement è la ligne 4e terre LT) en un point (/'"qui sera le point de concours de la droite D,“. Le point m,‘ sera l'intersection des droites A,* et D,\
On voit donc que par celte méthode, qui n’est qu’un cas particulier de la méthode générale dite des points de concours, on n’a qu’à tracer, au moyen de la règle et de l’équerre , une droite A * parallèle à la droite A , et que le reste de h construction s’effectue au moyen du compas et de la règle seulement.
Celle méthode spéciale , que nous venons d’exposer, est dite : méthode par la corde de tare, parce que la droite D est la corde prolongée md de l’arc C.
Troisième construction. L’on peut , au lieu de mener par le point m deux droites de direction arbitraire B et A et dont il faut construire les points de concours, mener trois droites de direction spéciale et telle que l’on connaisse, d’avance cl en vertu des données , leurs points de concours.
Et en effet :
Nous savons 1° que si par le point m nous menons (Jig. r) une droite horizontale A perpendiculaire au tableau T, la droite A,' passera par le point o"; 2” que si par le point m nous menons deux droites horizontales et inclinées à 45” sur le plan T (l'inclinaison de l’une étant à gauche, et l'inclinaison de l’autre étant à droite) , les points de concours de ces deux droites B et D seront faciles à construire avec le compas seulement, puisque l'on n’aura qu’à porter sur fa droite X ,
ii i > ^ lit ' * |
la distance oV” = o’d l '’~z o*p = la distance du point o au plan T,
En sorte que les points b" et d” étant déterminés, les droites D,’, A,*, B," le seront, et il suffira de la règle pour les tracer.
Or, remarquons que l’on peut se dispenser de tracer les droites B et D; car ce qu'il faut déterminer, ce sont les points b r et d”, pour pouvuir tracer les droites B,' et D,'; et il est évident que l’on a mas=ab=sa’b’ et ma — adr=a''d\
On voit donc qu’il suffit, le point m étant donné par scs deux projections m et m', de porter de a' en 6’ et en d* une ouverture de compas égale à la distance du point m nu plan T.
Par cette construction, il suffit du compas et de la règle pour construire le point m,*, et la construction est indiquée dans toute sa simplicité dans la fig. (t). : *
On doit encore remarquer que cette construction, qui est très-simple et trèsexpéditive, donne un moyen de vérification, puisque i’ofioonVtruil trois droites qui doivent se couper en un même point m,' ( qui est le point demandé).
Méthode de i coordonnées.
Soit donné un point m sur le plan horizontal de projection et un plan T parallèle au plan vertical LT, et un point o par ses projections o* et o*, on demande de construire la projection m,' du point m, en lequel le plan T coupe la droite G qui unit les deux points o et m.
Construisons un second plan vertical de projection LT perpendiculaire au premier plan vertical de projection LT ( fig . s).
Projetons sur ce nouveau plan les points o et m.
Imaginons deux droites passant par le point m , l’une verticale, l’autre parallèle à LT (ou, en d’autres termes, l’une perpendiculaire au plan horizontal de projection, cl l’autre perpendiculaire au second plan vertical de projection LT).
Si, par chacune de ces droites et le point o, nous faisons passer un plan , nous auront deux plans qui couperont le plan T, le premier suivant une perpendiculaire à H’, et le second suivant une parallèle à H' ; et ces deux droites se couperont en le point m, demandé ; et les projections , sur le plan vertical LT, de ces deux droites se couperont en le point m,’.
D’après ce qui précède , la construction à effectuer est donc la suivante :
1° Mener la droite mo*, laquelle coupera la droite II' en un point in,*, et mener par ce point m,* une perpendiculaire à LT ( laquelle perpendiculaire devra passer par le point m,').
2* Mener la droite o"'n»'' l laquelle coupera V' 1 (qui n’est autre que la trace U' prolongée) en un point m,*' ; porter rm, e ' de e en i sur LT, et mener par le point « une parallèle à LT (laquelle parallèle devra passer par le point m,’).
Le point m,* sera donc très-facilement déterminé.
Et si l’on examine de près celte construction , on verra pourquoi elle a reçu le nom de méthode des coordonnées. Et en effet, il suffit, pour déterminer le point m,’ ( que l’on cherche) , de regarder LT et L'T' comme les axes des coordonnées , le point e étant l’origine.
Et il est évident que es et ei sont les coordonnées du point m,’. Or, es est égal à : rm, h et ei est égal i : rm
11 suffit donc de tracer les droites G* (ou tno*) et G"' (ou o v 'm*') pour déterminer les points m/ et nf’\ et la construction s'achève avec le compas (*).
(*) il n'est pas difficile, maintenant , de reconnaître dans ce qui précède la méthode de psrsptctive «posée par Monge dans son mémoire inédit de (788.
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Application analytique de la méthode de s coordonnées, lorsque te point ni est situé sur le plan horizontal de projection.
Soit donnée sur le plan horizonlal une courbe C, lieu des points m; les équations de cette courbe seront : f(x, y) = 0 et i = 0, en prenant les droites H’ pour axe des x, et LT pour axe des y, et \ h pour axe des s, le point r étant l’origine des coordonnées (jîÿ. *).
Considérons le point o comme le sommet d’un cône 2 ayant la courbe C pour base , et proposons-nous de trouver l’équation de la courbe C, , lieu de* points m, ( ou en d autres termes , on demande l’équation de la section faite dans le cône 2 par le plan T ).
Comme la courbe C, se projettera sur le plan vertical LT suivant une courbe identique C,’ (qui sera le lieu des points m,*), il suffira de donner l’équation de cette courbe C,* pour que le problème soit résolu.
Désignons les trois coordonnées du point o par a, C, y-, ainsi l'on aura : 6= <jo*, a — rq, y = o"p‘. Il faut calculer rm,' 1 et m»,*.
Or les deux triangles semblables et nous donnent :
d'où :
m,"r : rm" :: o*y : p'm’ t».*v : y :: 7: (*+y) y y
Cela posé :
Les deux triangles semblables n»i,‘ et mgo h nous donnent :
ou :
d'où :
d'où enfin :
m, u : um :: go : mg ’mfr — x : y :: («—*): («+y) —r- «(*— x)
rrrr. *(« + y)+y(« -*)
fil, r ss
Désignant m’r par y, et m,*r par on aura les quatre équations
aquations de la courbe Ç.
leO
fi *. y) = 0
i(s + y) + y(« — i) a-S-fy*
Et en éliminant x, y, s entre ces quatre équation*, on aura l'équation y(x lt y, , <*, 6, y) — 0, qui sera celle de la courbe C,\
Nota. On voit de suite qu’il suffît d’éliminer x et y eut re les trois équations (2, 3, 4), puisque la première équation est i — 0, et que le6 troisautres ne sont fonctions que de x et de y.
Effectuons l'élimination.
D : l'équation (3) on tire;
Substituant la valeur y donnée par l’équation (5) dans l’équation (4), on obtient , après les réductions :
en sorte que l'équation :
ggra l'équation de la courbe C, r ; car il est évident qu’il sullira de substituer dans l>équation (2) , à la place de x cl de y, les valeurs données par les équations (6) et (5) , pour avoir l’équation de la courbe C,*.
S XIX
Si le point m était situé à une distance h du plan horizontal de projection , on mènerait par ce point m un plan horizouial H, qui aurait pour trace verticale sur le plan LT, une droite V* para llèle A LT cl distante de cette droite de la quantité h, et on devrait considérer ce plan R comme un nouveau plan horiiontal de projection, la droite V étant la nouvelle ligne de terre; dès lors il est évident que :
4* Si l’on emploie la méthode des po'mti de concours (fiy, t), tin devra
porter à droite et à gauche du point m" sur V* les ouvertures de compas n?a = m’b’ = m’tf , et à droite et à gauche du point o^ur la droite X, les ouvertures po‘=o"6''=o’d", en sorte que les droites mV et b'b" et d’d'’ se couperont au point m,* demandé ;
2* Si l’on emploie la méthode directe, la considération du plan R est inutile, car la fig. (u) nous montre que le point m,* se déduit du point m,* de la même manière que lorsque le point m était situé le plan horizontal de projection (fig. o);
3* Si l'on emploie la méthode des coordonnées , la fig. (x) nous montre que les constructions sont identiquement les mêmes qne celles employées dans la fig. (*), alors que le point m était situé sur le plan horizontal de projection ; seulement le point m’', au lieu d'étre placé sur In ligne de terre LT', se trouve distant do celle droite d'une quantité égale à h, hauteur du point m au-dessus du plan horizontal de projection.
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Application analytique de la méthode dite des coordonnées, lorsque le point m est hors du plan horizontal de projection.
Les coordonnées du point m,* seront : x, — es = rm,*et : y, —ci = ei' = rm," (fig.x).
Or supposons que l'on ail une série de points m, m, m 1 ',... déterminant une courbe C dans l'espace.
Les équations de celte courbe seront :
+ lÿ> *) = 0 (2)
L’équation (1) sera celle de la projection de la courbe C sur le plan horizontal de projection, et l'équation (2) sera celle de la projection do celte même courbe C sur le second plan vertical de projection LT.
Cela posé :
Désignant par a, 6, y les coordonnées du point o, on aura :
■ !’ . . tU»
l=pr, i=J<f
St, je» detu..tei*Hgl«» semblables a/ttw ‘ at utgo \ donnexooi : |. , f
tt ». uet — F » ta g y .j -/'*''
ou
d’où :
d’où encore :
d’où enfin :
~mfr— x : y :: ;«— *) : (6+y)
Les deux triangles semblables ( m , V m,*' ) et (m'yo*') donneront :
ou:
d’où:
d’où encore :
d’où enfin :
On aura donc les quatre équations :
Et en éliminants, y, x entre ces quatre équations, on aura une équation finale:
qui sera celle de la courbe C, r , lieu des points m,', et cette courbe C,* sera identique (superposable) à la courbe C,, section faite par le plan T dans le cène l ayant le point 0 pour sommet et la courbe C pour directrice.
XXI
Si l’on a Tait une série de points m, m‘, m" situés hors du plan horizontal
de projection et distants de ce plan respectiTemcnt des quantités h, h', h”, on
pourrait appliquer à chacun d’eux l’une des trois méthodes , ou directe , ou par le» points de concours, ou par les coordonnées, et l’on déterminerait les divers points
Ainsi étant donnée une courbe C par sa projection C‘, et connaissant la hauteur de chacun de ses points au-dessus du plan horizontal de projection , on pourra facilement déterminer les divers points de la courbe C,*.
L’une ou l’autre des trois méthodes peut donc s’appliquer facilement lorsque la courbe C sera donnée : 1” par sa projection C‘ et les cotes de hauteur de chacun de ses points (plans cotés et nivelés ) , ou lorsque la courbe C sera donnée ; 2° par sa projection C‘ et sa projection verticale C* sur un plan vertical quelconque ( projections orthogonales).
L’on doit remarquer que si la courbe C était donnée par ses projections C* et C*, la courbe C* étant tracée sur le plan vertical LT, plan sur lequel on doit
construire les divers points m* de la courbe cherchée C", il pourrait arriver
dans beaucoup de cas que les courbes C* et C*, s' enchevêtreraient l’une dans l'autre, et que dès lors il y aurait confusion dans l’épure.
C'est pourquoi on doit préférer, lorsque l’on veut déterminer la courbe C * par la méthode directe ou la méthode des points de concours , de se donner la projection verticale de la courbe C , non sur le plan LT, mais à part, sur un autre plan vertical.
Aussi voit-on de suite que la méthode des coordonnées satisfait pleinement à cette exigence graphique, car les courbes C k , C" et C* sont toujours tracées sur des parties distinctes et séparées de la feuille de dessin , en sorte que l’épure est parfaitement lisible .
XXII
Si l’on avait une surface A , et que l’on voulût construire la section faite par le plan T dans le cûne 2 langent à la surface A et ayant le point o pour sommet , on voit de suite qu’il faut au préalable construire la courbe C, contact du cène 2 et de la surface A.
La construction des projections de la courbe C exige deux plans de projection , qui existent en effet, puisque l’on a le plan horizontal de projection et le plan
— IB'i —
vertical LT. Mais la courbe C* é'anl sur le plan LT, plan vertical sur lequel on devra construire lacouibc G,*, il y aura confusion sur l'épure.
Pour éviter cette confusion il faut donc nécessairement employer un second plan vertical de projection , et ainsi pur exemple le plan L T' perpendiculaire au plan LT.
Dès lors la courbe G sera déterminée par ses deux projections C* et C’’, que Ton construira par points et en sc servant des méthodes exposées dans le Cours de géométrie descriptive (*).
El de suite Ton voit que Ton pourra employer avec avantage la méthode des coordonnées pour déterminer la tombe C,*, tandis que l'emploi de la méthode direne , et surtout celle des points de concours , serait inadmissible, vu la multiplicité des constructions à effectuer (**)•
C'est sans nulle doute parce que lu méthode des coordonnées est applicable à tous les cas et à tous les problèmes, qu’il s'agisse de points, do droites, de courlies ou de surfaces , que Monge, qui avait une tendance si heureuse à généraliser les méthodes, s'est contenté, dans son Mémoire inédit tic J783, d'exposer la seule ujéthode des coordonnées , vue sa généralité (***), >
DEUXIEME PARTIE
Applications des méthode ■ do la géométrie descriptive 4 1a ptripectivi.
pans la première partie de ce mémoire, nous avons résolu le problème : Trouver, te point de rencontre d une droite ou d'un plan avec un plan vertical T, parallèle W plan vertical de pctijrctuM. .Nous avons employé , peur la solution de ce problème les ntélliQtlca de la géométrie descriptive fondées sur les projections or diagonales. Punirons maintenant que toutes les constructions que nous avons exécutées sont identiquement les mêmes que celles employées en perspective par les divers auteurs (et même les anciens) qui ont écrit sur ce sujet ; nous
(•) Voyez I© Court de géométrie descriptive, 4" partie, pag© 407, ot 2“ partie, page 200.
m * î'on jette ivi yeux sur lucodechun des épures gravées de l’Ecole polytechnique, l'on verra (avec un peu d'uUepliun) que l'épure de la pçr< petite du pieduueha qui B été exécutée per Muant . sou» b direction de Hachette, upc en pr^roseeur â l'Êc^lo polyloe.t)ipiqiie , eytçopslreitupet' le pwtAdtic du coordonner».
{***) L'on doil faire remarquer avec quelle f cüité l'on peut passer de la solution par la méthode de» coordonner» é lu solution analytique d'un problème de perspective, et ainsi trsduiru facdcnieal de la langue graphique en la langue algébrique.
aurons dès lors déraentré que la perspective est une des applications de la géométrie descriptive.
Étant donné ; V* un point m situé derrière un plan vertical auquel on donne le nom de tableau, et situé ii une hauteur z au-dessus d'un plan horizontal auquel on donne le nom de pion géométral , et 2° un |H>int o situé en avant du tableau et distant du tableau d’une quantité égale à /, et du plan géométral d’une quantité égale à h, on appelle perspective du point m la trace de la droite cm sur le tableau. Or si l’on recouchait le tableau sur le plan géométral , la perspective des divers pointa m... donnés dans l’espace se confondrait, so brouillerait avec les projections or- , thogonales de ces divers points m... sur le plan géométral. C’est pour éviter cette confusion, que l'on suppose que le tableau est transporté parallèlement à lui— oièmc et derrière la projection sur le plan géométral des divers points m..., de manière à ce qu'étant recouché sur ce plan gcomélrtll , la ligure qui se trouve tracée sur lui no s'embrouille pas avec la ligure tracée sur le plan jéométral.
Les données d'une perspective sont donc les projections m' 1 ... des divers points m... de l'espace sur le plan géométral (fig. x ). Cq donne à ccttc figure le nom de figure géométrale , et l'on dit : les points, les droites, les lignes du géométral ou qui sont au géomcfïaf.
La drujte arg, qui est tracée au jfiafuétra(, et en avant de tous les points du géométral, est le pied du tableau sur lequel doit être tracée la perspective des divers pointe Pli-s- Lu sprlé qu’en abaissant d'un point m k du gppwélral-une perpendiculaire m k p sur la droite xy, on a en m k p la distance du ppjnt m au tableau.
Le géamétral étant donné, ainsi que la position de liAlroile xy par rapport au géométral, on a la position du tableau par rapport aux^Jivcrs points m... de l'espace, qu’il faut mettre en perspective.
Qn transporte la droite xy en une droite xy qui lui est parallèle et qui se trouve derrière tous les points du géométral ; cela lait, on se donne la position du pied de la perpendiculaire abaissée du point o sur le tableau ; le point o prend le nom de point de vue, et le pied de la perpendiculaire prend le nom de point principal de la perspective.
Pour fixer le point principal P, on mène une droite H parallèle à xy et à une distance égale à h , hauteur du point de vue au-dessus du géométral , et l’on place un point P sur celle droite H , qui prend le nom de ligne d'/wrixon.
Cela fait, on porte, à partir du point P, à droite et à gauche de ce point et sur la droite U , une ouverture de coiu|xis égale à la distance / du point de vue nu tableau , et l'on fixe ainsi deux points 3 et 3', qui prennent le nom de points de dis-
lance. Cela fait , on a écrit graphiquement toutes les données de la perspective , et il s'agit de construire la perspective des divers points m....
§ ni.
Avant de construire la perspective des points m..., faisons remarquer que toutes les lignes que nous avons tracées et que tous les points que nous avons placés jusiju’ici sont identiquement les mêmes que ceux que nous avons employés lorsque nous résolvions le môme problème par les méLbodcs de la géométrie descriptive ; seulement, lorsque l'on fait une épure de perspective , ces lignes et ces points sont autrement désignés.
Ainsi : la ligne xÿ, pied du tableau , n'est autre que la droite H’ (fig. v ) ; la ligne x'y' n'est autre que la ligne de terre LT ; la droite H , ligne d'horizon , n’est autre que la droite X ; le point principal P n’est autre que o’ ;
et les points de distance i et 3' ne sont autres que tes points <f et b '.
| IV
Pour mettre un point m en perspective, l’on emploie, habituellement, deux méthodes, l’une dite : méthode des points de concours, et l’autre dite : méthode des échelles.
Nous allons exposer successivement ces deux méthodes, mais auparavant il faut dire ce qu’on entend par perspective d’une droite.
Étant donnée une droite^) dans l’espace, on appelle perspective de celte droite la trace , sur le tableau , du plan qui passe par cette droite D et le point de vue o.
Pour déterminer la perspective do la droite D , il suffit d avoir deux de ses points , l’un est la trace de la droite D sur le tableau , et l’autre le point en lequel le tableau est percé par une droite D' qui sera menée par le point de vue o parallèlement à la droite D ; ce second point prend le nom de point de concours de la droite D.
. Ainsi la perspective d’une droite D est déterminée par la trace d de cette droite et son point de concours c. W
On donne au point c le nom de point de concours, parce que si I on a un faisceau (D) de droites parallèles entre elles , les perspectives de ces diverses droites passent toutes par le même point c.
Le point de concours d’un faisceau de droites parallèles prend le nom de point de fuite , lorsque le faisceau est horizontal ; et il prend le nom de point accidentel, lorsque le faisceau est incliné à l’horizon.
le point de finie d’un faisceau horizontal est toujours placé sur la ligne d'horizon.
Le point accidentel d’un faisceau incliné est placé hors de la ligne d'horizon , audessus ou au-dessous de cette ligne, suivant la direction du faisceau.
On a donné le nom de point de fuite au point de concours des droites parallèles et horizontales, parce «pie ces droites ne se coupent qu’à l'infini sur le plan horizontal passant par le |>oinl de vue; elles tendent donc à se couper eu un point qui fuit toujours devant elles et jusqu'à Y horizon, qui est considéré comme une ligne située à l’infini par rapport au point de vue.
Le point de fuite d’un faisceau horizontal et perpendiculaire au tableau n’est autre que le point principal P.
Le point de fuite d’un faisceau horizontal et incliné de 45° sur le tableau n’est autre que l’un ou l’autre des points de distance i et ÿ, suivant que ce faisceau est incliné à droite ou incliné à gauche sur le tableau.
Pour mettre un point m en perspcclivc, on fait passer par ce point deux droites quelconques A et B , et l’on construit les perspectives A p et B p de ces deux droites, lesquelles se coupent en un point m’’, qui est la perspective du point m.
Pour construire les perspectives A' et B’’, on est obligé de construire le point de concours de chacune d’elles ; or, on ignore à priori la position que ce point de concours prendra au-dessus ou au-dessous de la ligne d'horizon. C’est pourquoi , au lieu de mener par le point m deux droites quelconques, on mène deux droites horizontales , parce que l’on sait que le point de concours de leurs perspectives est situé, pour chacune d’elles, sur la ligne d'horizon.
Mais, si l’on prend des droites quelconques, tout en tes assujettissant à être horizontales, il faudra toujours construire le point de concours de chacune de leurs perspectives. 11 serait donc préférable d’employer deux droites horizontales, de direction donnée et telle que l’on sache ri priori où sera situé le point de concours de leurs perspectives ; c’est ce qui arrive lorsque l’on fait passer par le point donné m trois droites horizontales , l’une perpendiculaire au tableau , et les deux autres inclinées à 45" sur le tableau ; car l’on sait que le point de concours des perspectives de ces droites est le point principal P pour la perspective de la première droite, et l’un et l’autre des points de distance ri et J 1 (Jig. a) pour les perspectives des deux droites inclinées à 45* sur le tableau.
D’a|>rés ce qui précède, pour construire la perspective d’un point m dont on
connaîtra la hauteur z au-d sS’is du p'an géométral et la projection m h au géométral, on exécutera ( fig . *) 'es coustruc’ inns suivantes.
Ou abaissera du point m* une perpendiculaire m*p sur lu droite xy , pied du tableau.
On tracera une droite x"ij" parallèle à la droite x'y' et distante d'elle d'une quantité x égale à la hauteur du point m au-dessus du plan géométral.
Sur la droite x’y", et à partir du point p' en lequel la perpendiculaire m*p prolongée vient couper cotte droite, on portera à gauche cl à droite une ouverture de compas égale à m*p, et l'on fixera les deux points o et a. .
Cela fait, les droites ao, è'i', p'P se couperont en un même point m r qui ser* la perspective du point m.
Si l’on compare la lig; ( 2 ) avec la fig- (c), ou voit de suite (pic les constructions que nous venons d'exécuter pour déterminer le point tuf sont identiquement le* mêmes que celles au moyen desquelles nous avions construit le point in/;
El qu'ainsi : le point p' {fig. *) n’est autre que le point m* {fig. v) ;
les points a et ë' ne sont autres que les points 0’ cl d* ;
le point m r n’est autre que le point m,” ;
et que la droite x" y" n’est autre que la droite V*.
Nous pouvons donc en conclure que ce que l’on désigne par perspective d’un système de points m... n’est autre chose que la projection verticale de la section faite dans lu pyramide (ayant pour lrase la figure formée par tous les points m...) par un plan vertical parallèle au plan vertical de projection, et vice versa.
8 vi.
Comme les corps dont on a à s’occuper en perspective , lorsque l’on applique la perspective à l’architecture, sont terminés par des surfaces qui ne sont autres que des cylindres, des cônes ou des sphères, et que la plupart de ces corps sont composés de faces planes, cylindriques ou coniques ou sphériques, s’entre-coupant suivant des ligues droites ou suivant des lignes courra qui se croisent elles-mêmes en des points qui sont des points remarquables du corps considéré , il s’ensuit que, sachant mettre en perspective un point, on sait tout ce qui est nécessaire. Ainsi , avec les principes exposés ci-dessus, nous pouvons affirmer que nous savons la perspective, puisque nous avons à notre disposition une méthode, celte des points de concours ou de fuite, qui nous permet de mettre en perspective un. point, et par suite une ligne droite ou courbe.
Dans ki première partie du Cours de Géométrie descriptive, nous avons donné, parla méthode des points de concours et de fuite, la perspective d'un polygone quelconque situé sur le plan géométral , et d'un prisme dont les arêtes étaient verticales , ainsi que d’une pyramide et d’un tronc de pyramide. Dans la deuxième partie du même cours, nous avons donné la perspective d’un cercle situé sur le plan horizontal ou dans un plan parallèle au plan horizontal , ainsi que d'un cène complet et d’un tronc conique. Mous savons donc déjà mettre en perspective tous les corps composés de prismes verticaux et de troncs < ylindriqucs cl coniques à bases horizontales, ainsi que de troncs pyramidaux à bases horizontales. Et comme la perspective ne doit (si l’on y réfléchit bien) n 'être-employée qu'à représenter , par son moyen, des constructions architecturales, on reconnaîtra sans peine que tout ce que nous avons donné dans la première et la deuxième partie du Cours de Géométrie descriptive , au sujet de la perspective , était sulüsnut aux architectes.
Mais il ne faut pas seulement avoir démoatré(t>\ je puis employer cette expression ) qu'en effet il sullit , pour les architectes, de savoir mettre en perspective des prismes , des troncs de pyramides ci des pyramides, des troncs cylindriques , des troncs coniques et des cènes ; il faut encore démontrer que la perspective ne doit être employée, par les ingénieurs, que lorsqu'il s’agit de constructions architecturales, et non de machines ou autres objets de constructions et d'industrie.
C’est ce que je vais faire en peu de mots.
La perspective déforme les objets, puisque des droites parallèles entre elles nous apparaissent comme des droites concourantes, rtqu’aiusi un parallélogramme nous apparaît comme étant un quadrilatère.
Si l’on veut donc avoir une idée neite et exacte d’un corps, de sa forme; de ses dimensions, il ne faut pas avoir recours à la perspective pour le représenter.
La méthode graphique à employer dans ce cas est b méthode des projections orthogonales. Deux projections du corps, l’une sur le plin horizontal, et l’autre sur le plan vertical , non-seulement sullisenl pour nous faire connaître parfaitement le corps donné et en toutes ses parties, mais seules clics permettent de bien connaître ce corps.
C’est donc, lorsqu’il s’agit de construire en relie f, b seule méthode des projections orthogonales que l'on doive employer pour représenter un corps ; aussi les constructeurs ne se serveul-ils (et c’est qu’ils ne peuvent et ne doivent pas faire autrement , sous peine d'erreur ) que des plans, cou/ies et élévations du corps qu’ils veulent exécuter. Toutefois la perspective est une science utile aux architectes, et domt ils font sans cesse un emploi convenable et utile; car lorsqu'ils imaginent un nouvel édifice, il faut qu’il soit en harmonie avec les constructions
environnâmes ; et comme le spectateur ne verra pas les constructions anciennes et nouvelles autrement que par ses yeux, et dès lors sous la forme perspective, il est I on que l'architecte fasse une perspective, pour que l’on puisse tout d'abord juger de l 'effet, et aussi de la manière dont les détails architectoniques de la nouvelle construction s'Iuirmoniseront avec ceux des anciennes constructions qui doivent environner V édifice projeté.
§ VIII
Quoique nous puissions , à la rigueur , mettre .en perspective toutes les lignes droites ou courbes d’un édifice, en sachant mettre en perspective un point ; il ne sera pas cependant inutile d'indiquer comment on met en perspective une courbe située dans un plan vertical P, lequel est : 1* perpendiculaire au tableau, ou 2* incliné à 45" sur le tableau, ou 3° incliné d'un angle arbitraire sur le tableau.
Premier cas. Soit donné un plan P vertical et perpendiculaire au tableau et une courbe E tracée dans ce plan P ( fig . 6 }.
La trace 11’ sera perpendiculaire à la droite xy, pied du tableau.
Cette trace H’ sera en môme temps E*, ou la projection sur le plan géométral de la courbe E:
Les données étant telles , la courbe E ne pourra être connue qu’autant que l’on connaîtra la hauteur de chacun de ses points in... au-dessus du géométral, connaissant la projection m 4 ... (au géométral) de chacun de ces mêmes points m.... Or la manière la plus simple de sc donner la hauteur de chacun des points m... est de se donner le rabattement de la courbe E sur le tableau. Ainsi, faisant tourner le plan P autour de la droite Z, suivant laquelle il coupe le tableau, et recouchant dfc plan P sur le tableau , la courbe E viendra en E, , et après le transport de la droite xij en xy, on aura la courbe E,' identique et superposable à la courbe K, la droite Z étant venue se placer en Z'.
Cela fait :
Soit un point m* projection au géométral d'un point m de la courbe E, et proposons-nous de mettre en perspective ce point m.
Si du point Z* comme centre avec Z*m* pour rayon , nous décrivons un cercle y, le point m* viendra en m,' sur la droite x y ; et en transportant le tableau , et ainsi la droite xy en x'y, on aura en m/ sur E,’ le point m rabattu et transporté, et dès lors on aura en m, q la hauteur du point m au-dessus du plan géométral.
Et si l’on remarque que la corde m k m, k du cercle y est inclinée à 45" sur la droite xy, et que dès lors on a : ZVs= Z*m,\ on verra de suite qu'il sullit de faire les constructions suivantes :
Unir le point m,' avec le point de distance 3 ;
Mener par le point m/ une parallèle à la droite x'y' et coupant la droite Z' au point m" ;
Unir le point m" au point principal P.
Les droites m,'i et m'P se couperont en un point mf qui sera la perspective du point m.
Deuxième cas. Supposons toujours que le plan P est vertical , mais qu'il fasse avec le tuileau un angle de 45", alors sa trace H r fera un angle de 45* avec la droite xy, pied du tableau {fig. -/).
Concevons une courbe C dans le plan P, sa projection C* sur le plan géométral ne sera autre que la droite H", et sa projection orthogonale sur le tableau nous permettra de connaître la hauteur de chacun de ses points m... au-dessus du «. géométral.
Lorsque le tableau sera transporté parallèlement à lui-même , et qu’ainsi la droite xy sera transportée eD x'y', on aura en C' la projection verticale de la courbe C.
Cela fait :
Pour déterminer la perspective d’un point m de la courbe C il suffira d’exécuter les constructions suivantes :
Étant donné m\ élever par ce point m* une perpendiculaire à la droite xy, jusqu'à sa rencontre en m" avec la courbe C’.
Élever par le point Z* en lequel se coupent les droites H’ et xy une perpendiculaire Z’ à la droite x'y'.
Mener par le point m’ une parallèle à la droite x'y' et coupant la droite V en un point m,.
Les droites m r P et m,3 se couperont en un point m’ qui sera la perspective du point m.
Troisième cas. Le plan P étant toujours vertical fait avec le tableau un angle arbitraire >.
Dans ce cas (fig . 3) la courbe C est donnée comme dans le deuxième cas (cidessus), mais il ne faut plus unir le point m. avec le point de distance 3, il faut déterminer le point de 'Juste f des droites horizontales parallèles au plan P; pour cela on abaisse du point principal P jine perpendiculaire à la ligne d'horizon H et du point P comme centre , et avec P3 pour rayon on décrit un quart de cercle qui détermine le point p.
Cela fait, on mène par le point p une parallèle à IP qui coupe la ligne d'horizon 11 en un point /, qui est le point de fuite demandé.
nés lors les droites ni,/ et m'P se coupent en un point m', qui est la pnrspecfiit du point JW.
§ IX-
AjtpUcahoa de <e qui procède ù un exemple petrUciiier.
Prenons pour exemple une toùled’a rôle bam -longue et «iqiposaas que Je ph,n géante irai n'est au Ire que le plan de naissance des deux do u elles eylimli iques, faisant ainsi abstraction des pieds-droits qui souliennent ia voûte (fig. u ).
La courbe il arc «le tète du peut cylindre sera mi demi-cercle parallèle au tableau, on connaîtra sa projection au géométral , qui sera la droite 4l\ et sa protection verticale, qui sera le demi-cercle il” identique au demi-oercle B.
Dès lors la perspective du cercle b sera un cercle d'un rayon plus petit et qu il eat facile de déterminer.
La courbe L arc de tète du grand cylindre sera une demi-ellipse ayant son
grand axe en il et dont le demi-petit axe, qui sera vertical, sera égal au rayon du eercle 11.
La «ourle C intersection des «leux cylindres des douellcs sera une demi-ellipse ayant ab pour grand axe et ayant son demi-petit axe, vertical, égal au rayon du cercle B.
Pour mettre l'ellipse E en perspective on se donnera son rabattement fi*,-, pour mettre l'ellipse C en perspective on se donnera sa projection verticale C, qui ne sera autre que le demi-cercle B“.
Cela fait, ou exécutera les constructions indiquées ci-dessus (premier et troisième cas) pour mettre eu perspective une série de points de chaume de cos courbes E et C, et Ion aura pour résultat le dessin de pertptct ve (fig. p).
Mélhode des échelle».
Concevons un point ni dam l'espace (jîy. *) placé derrière le tableau , la pmjectiou de ce point m au gcomélral étant m*.
Traçons dans le plan gcomélral nue droite Y perpendiculaire au pied xy du tableau et désignons celte ligm* xij par X.
Coucevous par la droite Y un plan perpendiculaire O au plan géométral, il coopéra le tableau suivant une droite Z.
Lrl t,,slaneC8 d " !><>»'•« m*: l'espace au tableau et au pion 0, seront donc égales
à »n*p pour le tableau et A m *7 pour le plan Q.
Transportons le tnéfi™ parallèlement à lui-méme,' la droite xy ou X se traitspr.rlera en x'tj ou X’, cl fa droite Z se placera en T perpendiculaire à V.
Nous pourrons nous donner sur la droite Z' fa distance du point m au plan géométral, supposons qu’elle soit égale à a'a".
Nous connaissons donc les trois coordonnées rectangulaires du point m ou ses distances aux trois plans rectangulaires des coordonnées , ces plans étant : X Y ou le plan géomitral, YZ ou le plan Q, XZ ou le tableau.
Cela dit :
Donnons la ligne d'horizon fr , le point principal P et les points dé distance 3 el a , et construisons la perspective m’ du point m.
Ti ois droites passent par le point m : l'ordonnée x i|ui se projette au géomitral en m 7, I ordonnée y qui sc projette au géométral en m k p et l’ordonnée z qui est égale A a'a", et qui est verticale.
Cherchons les perspectives tic ces trois coordonnées x, y, s; ces perspectives se couperont au point m’ demandé.
El d’abord la droite X a pour perspective X'; la droite Z a pour perspective Z' principal P ^ * P ° Ur perS,)CCtive la d,üil ° dont point de fuite est le point’ Cela posé :
__Portant sur X l’ouverture de compas 7f'=7p, sur Z' l’ouverture de compas
e . fia ® à la ha , u,eur : l,a P°'«‘ "> au-dessus du géométral, on joindra le point principal P avec les points p ola”.
Portant sur X' l'ouverture de compas 77 = 7^ et. joignant le point r’ au point de distance S, cette droite 3’r’ coupera la droite Y’ en un point q.
. Cela fait on mènera par le point q' doux droites , l une parallèle à X' el coupant la droite p P au point m’, l’autre parallèle à Z’ et coupant la droite o"P au point On achèvera le rectangle qmq’m' el l’on aura en son sommet m’ opposé au sommet q „ la perspective du [>oinl donné ni.
S. par le point p' on menait une parallèle à Z’, el si par le point a" on menait une parallèle à X ,on au.ailen ( a'p'p"a"m'm r q"q' ) la perspective du parallélipipéde rectangle construit sur les trois coordonnées *, y, ,, du point ni (ce parailélipipode ayant une de ses laces dans le tableau et une autre face dans le plan Q)
Les perspectives des trois distances x, y, z, au tableau, au plan Q et au plan ycunictru/, seront donc «.respectivement, m.’p", m'q", mW.
<a>s perspectives ne sont point égales au*, coordonnées du point m, aussi leur
douiieut-on le nom de distance» dégradées du point n» aux trois plans, Q , tableau
et géométraL .
En examinant avec attention la fig. (n) on voit sans |>cine que le point p est la perspective de la projection du point m sur le «i 61 ea«, que le point g" est la perqieciive de la projection du point m sur le plan Q, et que le point m est la perspective de la projection du point m sur le géomélral.
On voit aussi :
r Que l’on a M = q"q', cl qu’ainsi la distance dégradée du point m au géométral est égale à la dislance dégradée de sa projection sur te plan Q, au même plan géométral.
■2» Q U e |’on a m’f" — m V et qu’ ainsi la distance dégradée du point m au plan Q est égale à la distance dégradée de sa projection sur le plan géométral au même
plan Q.
:t Que l’on n’a pas, en général, m r p" = m'p et qu’ainsi la distance dégradée du point m au tableau n’est pas égale, en général, à la distance dégradée de sa projection sur le géométral au tableau.
Si l’on a une suite do points m... situés dans un plan V parallèle au tableau, les distances dégradées de ces divers points au tableau seront, en général , inégales entre elles ; mais si ces points m... sont sur une horizontale B située dans le plan V, les distances dégradées de ces mêmes points m... au géométral seront égales entre elles, et si ces points m... sont sur une verticale A située dans le plan V, les distances dégradées de ces mêmes points m... au plan Q seront égalés entre elles.
Comme pour elTcctuer la perspective d’un point m on porte sur la droite X les distances x et y de ce point m , et que l’on porte sur la droite Z' la distance s de <•* même point m, on a donné à ces deux droites X' et Z' le nom d échelles.
Les peintres se servent principalement de la méthode des échelles pour mettre en perspective les divers groupes de personnages et d’objets de toute sorte qui entrent dans la composition de la scène qu’ils veulent représenter sur la iode.
Ayant disposé sur le plan géométral les diverses choses qui doivent être mises en • perspective, ayant fixé le pied xy du tableau par rapport à ces choses, la hauteur du point de vue au-dessus du géométral ou plan de la scène à représenter, la distance de ce point de vue au tableau , de manière à ce que l’arif de l’observateur embrasse d’un coup d’œl l’ensemble de la scène; et ayant, de plus, fixé la position du point principal et par conséquent la position que le spectateur doit avoir par rap-
porta la tcine , le peintre enveloppe chaque objet d'un parallélipipède rectangle dont les faces latérales sont telles que deux d’entre elles sont parallèles au tableau, et les deux autres perpendiculaires au tableau. Les deux dernières faces sont horizontales , l’une d'elles étant placée sur le plan géométral.
Il met ensuite en perspective ce parallélipipède (fig. 9 ), et il dessine, sur sa toile, l’objet qu'il veut représenter, de manière à ce qu'il soit renfermé dans la perspective ( q”r"m"n"q‘r'm'n' ) du parallélipipède rectangle.
C’est ainsi que le peintre place sur sa toile les divers personnages qui doivent . composer la scène.
Quant aux objets matériels et inanimés, composés de lignes droites ou de lignes courbes géométriques , en un mot, terminés par des lignes dont le tracé est rigoureux, il achève de les mettre exactement et complètement en perspective par la méthode des points de concours , après en avoir fixé préalablement la position sur sa toile par la méthode des échelles.
S XII
De l’échelle harmonique.
Étant donnés la droite d’horizon 11, le point principal P, le point de distance 3 et le pied x'y' du tableau ;
Si l'on joint un point a de la droite xy' au point P, cl si l'on divise, à partir du point a, la droite x'y’ en parties égales, par les points 1 , 2 , 5, 4 , 5 ,.,. en unissant le point 3 à ces divers points de division , on aura des droites convergentes qui couperont la droite nP en des points l ' , 2’, 3', 4', 5'... (fig. A ).
Les divisions que détermineront sur la droite nP ces divers points ne seront point égales entre elles ; elles iront en décroissant de longueur depuis le point a jusqu'au point P.
On a donné le nom d’échelle harmonique à la droite nP ainsi divisée.
8 XIII
Abaissons du point de distance 3 une perpendiculaire 3b sur la droite x'y', nous aurons le point 6 ; abaissons du point P une perpendiculaire sur la droite x'y', nous aurons le point q.
Désignons 3b = Pq par h, aq par «f, JP par d, et (a, 4) par * ;
Dès lors ab = d — d 1 .
Cherchons les coordonnées du point intersection des droite* aP et («J, ï). L’équation de la droite aP sera :
Wi
L'équation de la droite (3, i) sera :
d — u — et
Des deux équations ( i ) et (2), l’on tire
et
ah
Les valeurs (3) et (i) sont celles des coordonnées du point i 1 .
Cela posé :
Si nous prenons , à partir du point a et sur la droite x'y, n distances égales i à , il suffit de remplacer a par na dans les valeurs de x et de y données (3) et (4). On aura donc :
et
nx .«f
r d+ül
flx . h d -}- *lx
(fl)
Si Ton désigne par l la distance du point a au point qui, situé sur la droite a», a pour coordonnées les valeurs (5) et.(G), on aura :
et pour le point suivant situé sur aP, on aura :
f-fr+Vy Vk'
De sorte que (f — /) sera la longueur de la division effectuée sur la droite «V par deux convergentes partant du point de distance 3 , pour aller passer par deti* points situés sur la droite x'y', et distants du point a, 1 up de na et 1 attiré 4® (« -f 1)«.
fcn «fïectuant le calcul, on taira :
'.éi/F+lP
et comme h’aaP, nous pourrons désigner la longueur de celte droite par
t, et nous aurons en définitive :
Nous pouvons nous donner les longueurs d, « et L, en centimètres et millimètres, par exemple, et ainsi mettre des nombre », dans la formule (8), à la place des longueurs linéaires; et dès lors, en faisant successivement n=i,n=:2, n = 3,... dans la formule (8), nous aurons les nombres N', N", N'",.- qui exprimeront, en centimètres et millimètres, la distanceau pointa des points 1', 2', 3'... de division successive de la droite aP.
On pourra donc, dans tous les cas, au lieu de construire graphiquement la division harmonique de la droite aP, déterminer celte division par le calcul, et cela au moyen de la formule (8) (*).
§ XIV
Toutes les figure* apparaissent sous leur véritable forme lorsqu’elles sont situées sur le tableau.
Si l’on a une suite de bande* verticales situées sur un plan P parallèle au tableau étayant toutes même largeur k, elles nous apparaîtront en perspective sous la forme de bandes de même largeur k 1 , largeur k‘ qui ne sera pas égale à la largeur réelle k.
Si l’on suppose une suite de plans P', P", P"'... parallèles au tableau et équidistants entre eux, de sorte qu’ils partagent en parties égales une droite D perpendiculaire au tableau ; et si l’on a une suite de bandes de même largeur * placées dans chacun de ces plans , la perspective des bandes du plan P' auront une largeur k\ celle des bandes du plau P" aura une largeur k", et ainsi do suite.
Il sera facile de déterminer le rapport qui existe entre la largeur réelle k et les largeurs!', k", des bandes en perspective; en elfet {fig. B) : supposons que l’on
prenne sur la droite par une longueur o6=! et les points q 1 , q", équidistants
(*) L’emploi do colle formule sera utile lorsque les points de distance seront hors du tableau , et qu’on ae pourra pas dès lors effectuer avec facilité , par le procédé graphique» la division de la droite «P.
entre eux, de manière à ce que atf —q‘q"—q‘'q"'= et que aq soit égal à la
dislance du premier plan P’ au tableau; les divergentes^', &/", bq"‘,... couperont la
droite b P en les points b', b", b'",... et Ion aura dés lors en bb', bb ", bb '" les distances dégradée» harmoniquement des plans P', P", P'",... au tableau.
Joignant les [joints net Pet menant par les points b', b", b'",... des parallèles à xy, on aura en u'b', a" b", u'"l > les largeurs dégradées harmoniquement des bandes placées sur les plans P', P”, P"',...
Ainsi ab=k, àb'— k', a" b" = k",...
Ce qui vient d’ôlre dit n’est pas sans intérêt lorsqu'il s’agit de faire une per spective au simple trait. Toutes les lignes tracées sur le tableau auront une certaine grosseur k, et toutes les lignes tracées sur les plans P', P", P'",... devront avoir respectivement les grosseurs k', k",k"',... Parce moyen, le trait contribuera par lui-même à l'effet de la perspective.
Ün devrait bien aussi avoir égard A la teinte du Irait, ainsi les traits représentant la perspective de figures placées dans les plans P’, P", P’",... ne devront pas avoir la même teinte; ils devront être d’autant moins teintés ou d’autant moins noirs que le plan considéré sera plus éloigné du tableau , et la gradation des teintes sera harmonique en prenant pour échelle de dégradation , ce que nous avons désigné ci-dessus par échelle harmonique. On pourrait donc construire un diapason harmonique des teintes , analogue à celui dont il a été parlé au livre des ombres (*).
XV
Les deux méthodes de perspective , dites par les points de concours et par les échelles , et que nous avons exposées ci-dessus, nous permettent de mettre en perspective tous 1rs corps composés de faces planes et toutes les figures planes composées de lignes droites et de lignes courbes.
Mais lorsqu'il s’agit de mettre en perspective un corps déterminé par une surface géométrique 2, ces deux méthodes sont impuissantes.
El en effet : la perspective d’une surface 2 étant la section A faite par un plan dans le cône A tangent à cette surface 2, il est évident que l’on ne peut ni par l'une, ni par l’autre des deux méthodes exposées ci-dessus, parvenir à construire la couche de contact C de la surface donnée 2 , et d’un cône A qui , lui étant tangent, aurait pour sommet l’œil du spectateur.
Or crtte courbe de contact C est indispensable pour que le cône perspectif b soit connu, et que l'on puisse dés lors le couper par le tableau.
(*) Voyej, ci-avant, au livre premier, le mémoire n* < .
Lorsque la courbe de conlacl C sera donnée, ou pourra , par Tune ou l’autre de* deux méthodes exposées ci-dessus, trouver la perspective A de celte courbe, cl l'on aura la perspective de la surface 2; il faut donc, dans tous les cas, connaître la courbe C, et la méthode des projections orthogonales, nous conduit aux projections de celte courbe C, projections qui nous sont indispensables pour l’eni- , ploi des deux méthodes de perspective exposées ci dessus, cl qui conduiront simultanément ou séparément à la détermination de la courbe A.
Mais comme en déterminant la courbe C (on en d’autres termes ses deux projections C* et C") par l'emploi des projections orthogonales, on connaît nécessairement les projections des diverses génératrices droites du cône tangent il vaut mieux achever l'épure de perspective, en employant la méthode dite des coordonnées, et dont nous avons parlé ci-dessus, pour déterminer la courbe A située dans le plan sécant, ou, en d’autres termes, sur le tableau.
Aussi, est-ce toujours de celle manière que l’on devra opérer, lorsque l’on voudra déterminer la perspective d’un corpsiorminéparuncsurface géométrique, comme, par exemple, un ellipsoïde à trois axes inégaux , une vis à filet triangulaire ou carré, un anneau, etc,
Et c'est précisément celte méthode qui est exposée dans le mémoire inédit de 1785 par Monge, comme étant la méthode la plus générale à employer en perspective, parce qu'elle s'applique à tous les corps.
XVI
Lorsque l’on dessine à vue des monuments, on doit autant que possible le faire de manière à ce que les règles de la perspective soient observées , car sans cela le dessin serait faux et désagréable à l'oeil de celui qui le regarderait.
Il est donc nécessaire de s'exercer d'avance par des tracés rigoureux à connaître les formes perspectives qu'affectent certaines figures; par exemple, un cercle situé dans un plan horizontal peut affecter trois formes trcs-dilTérentes , suivant la position qu’occupe le spectateur par rapport à ce cercle.
Ainsi :
1* Si les pieds p du spectateur (fig. C), sont hors du cercle C situé sur le plan , horizontal, ou plus généralement si la verticale, passant par l’œil et les pieds du spectateur , coupe le plan du cercle C en un point p situé hors de ce cercle, le tableau T coupe, en général, le cône visuel ou perspectif (o, C) suivant une ellipse E;
2* Si le point p est ( fig. D) sur le cercle C et que le tableau T soit parallèle au
plan tangent (op , aü cône vhi/el ou peéspecltj ( o , C), la pèrfpéciive sfehl toujours un ale de patabdlé È'.
3* Et si le point p est dans fintéridur du cercle C (fig. E ) , le tableau T coupera toujours le cône visuel m perspectif suivant un arc (Y hyperbole E".
Nota. Nous avons dit que, dans le premier cas, la perspective du cercle C ôtait en général une ellipse E ; c’est que le point o sommet du cône visuel pouvait être placé, dans certains cas, de manière A ce que la section E fût une section souscontraire dans le cône (o, C) , auquel cas la courbe E serait un cercle (*).
Lorsque l’on a Un dôme demi-sphérique, il n’apparatt sous sa véritable forme qo’autant que l’œil du spectateur est placé dans le plan horizontal M qui forme le plan de naissance de la voûte sphérique, parce qu'alors le cône tangent A, qui est toujours un cône droit, se trouve coupé par le tableau ( qui est toujours supposé vertical) suivant un demi-cercle.
Mais si l'œil du spectateur est au-dessus oa au-dessous du plan de naissance M, le dôme sphérique apparaît sous la forme d’un dôme ellipsoidal , parce que le cône de révolution A est coupé par le tableau T, suivant un arc d'ellipse dont le grand axe est précisément situé dans ce plan T.
Nous nous bornerons à ces divers exemples.
TROISIÈME PARTIE
Se l'emploi de 1e perspective pour 1a reeterthe de certain es propriétés géométriques
Les anciens géomètres ont souvent fait usage de lu iterspeelive pour démontrer certaines propriétés géométriques , surtout pour les propriétés dites des transversales.
Supposons, par exemple, que je veuille démontrer le théorème suivant :
Etant données (fig. 3) deux droites A, et B, se coupant en un point p, et une droite X , cl sur cette droite un point d , si je mène par le point d deux droites D, et D,' cmtpanl les droites A, et B, en quatre points sommets d'un trapèze , .et si je construis les diagonales K, et K, de ce trapèze , ces diagonales iront couper la droite X en les points r et k.
Cela f ait : si j’unis le sommet a,’ et le point k , le sommet b/ et le point r, j'aurai les diagonales d’un natweau trapèze tel que les sommets a," et b," seront en ligne droite
{*) Voyez ce que jmmis emms dit dan* les Compléments de géométrie descriptive . au sujet dcS pr» jecliotts stérlograpÔiques.
avet le point <1 , et que le peau c en lequel te crotte ni ce» diagonale», sera sur la droite p.c..
4e prendrai un système analogue v mais aysez simple pour que la propriété que je veux démontrer y sait évidente.
Dès lors je supposerai , par exemple, (rois droites A , B , C (fig. 1), (elles que la droite C divise en deux parties égales l’angle(2«) que font entre elles les droites A et B; ensuite je mènerai une suite de droites D, D’, D"... parallèles entre elles et perpendiculaires à la droite C. Ces droites D couperont la droite Aenles points a, a', a",... et elles couperont la droite Ben les points b, b', b"..., et il est évident que les diagonales des trapèzes aa'bb’, a a" b' b"... se croisent en des points e, c', c"..., qui seront en ligne droite avec le point p concours des droites A et B , et que cette droite (c, c', c",... p) ne sera autre que la droite C.
Et il est évident que je puis toujours espacer entre elles les droites D, D’, D”,... de manière à ce que lus diagonales des trapèzes forment deux faisceaux de droites parallèles, ainsi que le montre la fig. 1.
Cela posé:
Concevons un point o dans l’espace et un plan vertical T, et supposons que la fig. \ soit tracée sur le plan horizontal. Nous considérerons le point o comme l’œil du spectateur, et le plan T comme un tableau sur lequel on doit faire la perspective de la fig. 1 située au géométral.
IS’est-il pas évident, pourrait-on dire, que le théorème énoncé ae trouvera vérifié par la figure-perspective que l’on obtiendra?
Cependant il ne faudrait point admettre de suite la démonstration ainsi faite, comme étant rigoureuse , car, pour que cette démonstration soit rigoureuse, il faut , quelle que soit la fig. 3 en perspective, pouvoir passer A la fig. 1 au géomélral.
Or, étant donne sur le tableau T trois droites A,, B, et C, concourant en un même point, mais arbitraires d’ailleurs, il faudrait chercher la position que l’on devrait donner à l’œil o et au plan horizontal , pour que l’on obtint sur ce plan horizontal (ou au géométral) trois droites A , B, C , toiles que la droite C divise l’angle (A, B) en deux parties égales ; et il faudrait pouvoir démontrer que cela est toujours possible. Or, c’est ce qui n’est pas; il y aura teMe relation de position entre les droites A„ B, et C, , pour laquelle évidemment on ne pourra pas trouver au géométral trois droites A , B , C , telles que (adroite C divise en deux parties égales l’angle des droites A et B. On voit donc que, pour démontrer le théorème énoncé, on ne peut pas partir de la fig. 1 , parce qu’elle ne conduirait qu’à un cas particulier du théorème général.
En sorte que ce qui précède nous apprend qu’H feu», tout en prenant une figure simple, sur le géométral , h choisir cependant de manière il ce que l’on puisse fe-
cilement , el dans tous lescas , et avec toutes les données possibles, y revenir en parlant de sa perspective.
Dès lors nous sommes conduit & supposer ( fig . 2) deux droites A, et B, et à les couper par deux droites D, el D', parallèles entre elles et de direction arbitraire, l.es diagonales K, et R, du trapèze a,a',bj>,' se croiseront en un point c,.
Cela posé :
Nous mènerons p3r le point a,' une droite K' parallèle à K,, et coupant B, au |>oiul b," , nous mènerons par le point b,' une droite R,' parallèle à R, et coupant A, au pointa,"; les droites K', et R,' se couperont en un point c/.
Cela posé :
Je dis : t" les points p , , c, et c' sont en ligne droite C, ; 2* les points a," et b,” déterminent une droite D," parallèle aux droites 0, et D,'.
Et en effet , par construction :
1” Les deux triangles p,a,6, el p.’a'bj sont semblables ; on a donc :
2” Les deux triangles a,c,b, et a'c.'b,' sont semblables ; on a donc : a,c, : a,4, :: o,’c,' : o,’6,'. (*)
Des proportions (1) el (2) on déduit :
a,e, ; ajp, :: a,'e,' : a,'p,’. (3)
Or la proportion (3) démontre ijuc les trois points p,, c, et c,' sont en ligne droite (l’on voit de suite sur la (ig. (2) comment l’on déduirait, de ce qui précède , que la droite a, "b," est parallèle aux droites D, el D/).
Cela dit :
Si l’on place la figure (2) au géométral et qu’on en fasse la perspective, on aura la ligure (3), et si l’on prend la figure (3) on pourra toujours passer à la figure (2), et cela sans embarras ; et en cfTcl :
Traçons sur le tableau T deux droites A, et B, se coupant en un point p, {fig. 3), el menons une droite X qui soit la ligne d'horizon, cl prenons sur cette droite X un point d arbitraire.
Menons par le point d deux droites D, et D', coupant A, et B, en les points a, et b„ a\ et 6',; les droites ab\ (ou K,), a',6, (ou R.), couperont la droite X en les points k et r, et s’enlre-couperoni en un point c,.
Menons la droite U', qui unit les points r et 6', et coupant A, au point me-
nons la droite K', qui unit les points £et a', et coupant B, au point 6",; les droites R', et K', se couperont en un point c',.
Celte construction effectuée, il faut démontrer ce qui suit :
1* Les points p,, c,, c\ sont en ligne droite ;
2* Les points a"„ b", et d sont en ligne droite.
Pour effectuer la démonstration passons de la fig. (3) en perspective à la fig. (2) au géométral.
Le plan géométral sera perpendiculaire au tableau T et parallèle à la ligne d’horizon X; dès lors les droites qui divergent en perspective des points k , r et d, donneront au géométral des faisceaux de droites parallèles, et nous retombons évidemment au géomtUral sur la fig. (2), et complètement , avec toute sa construction indiquée ci-dessus; donc, etc.
Pour rendre encore plus sensible ce qui a été dit ci-dessus, § I (3* partie), prenons un autre exemple.
Je suppose que l’on veuille démontrer la propriété des quadrilatères inscrits et circonscrits à une section conique (*).
Il est évident que ce qu'il y aura de plus simple , et ce qui se présente en effet immédiatement à l’esprit, c’est de prendre un cercle C et des rectangles inscrits et circonscrits à ce cercle C ; en sorte que l’on aura une figure plane composée d’un certain nombre de faisceaux de droites parallèles.
Puis, l’on dira : ce cercle C peut être considéré comme la section droite ( ou la base) d’un cône 2 droit (ou de révolution); si dès lors on coupe tout le système par un plan P, on obtiendra suivant la direction donnée à ce plarr P une section conique E, qui sera ou une ellipse, ou une parabole , ou une hyperbole; et les rec-tangles inscrits et circonscrits au cercle C, deviendront, sur le plan P, des quadrilatères inscrits et circonscrits à la section conique E; dès lors l’on pourra énoncer les théorèmes dont jouissent les quadrilatères inscrits circonscrits à nne section conique. v *
Cependant, il ne faut pas beaucoup d’attention pour reconnaître que cette manière de raisonner ne sera admissible qu’autant qu’elle sera rigoureuse, et dès lors à l’abri de toute objection ; et die ne sera rigoureuse qu’autant que, partant de la figure en perspective située sur le plan P, on pourra revenir, et toujours, et
(*) Voyei le Cours de géométrie descriptif , ï* partie.
quelle que suit U forme des quadrilatère* inscrit* et circonscrits à la aeoiioa conique E donnée, et quelle que soit celte section conique E, ou pourra, dis-je, revenir à la ligure du géométral, et ainsi à celle du cercle G et de ses rectangles inscrits et circonscrits. •
Or : si l’on donne une section conique E et un quadrilatère inscrit à celle courbe et si l'on fait passer par celte courbe E un cène droit ( un cène de révolution), il faudra évidemment chercher parmi tous les sommets des cônes droit* qui passeul par cette courbe E, celui pour lequel le plan de section droite du cône , douncra un rectangle inscrit au cercle qui est celte section droite.
Il faudra donc nou-seulcmcnl connaître les propriétés des focale* des sections coniques, il faudra de plus savoir les construire tout eu les connaissant, mais eneorc il faudra forcément résoudre an préalable un problème assez difficile.
Ne vaut-il pas mieux dès lors partir toujours d’une figure simple , mais autre que celle des rectangles inscrits cl circonscrits A un cercle, et ainsi des parallélogrammes inscrits et circonscrits à une ellipse ? car alors on pourra faire passer un cône droit 2 (et le premier venu ) par la section conique E donnée, et à laquelle se trouvent inscrits et circonscrits les quadrilatères, et l’on pourra toujours couper le cône 2 par un plan Q, de manière à ce que sur ce plan on ait une ellipse E. telle que les quadrilatères inscrits et circonscrits de la section conique donnée E se trouvent transformés en parallélogrammes inscrits et circonscrits à l’ellipse
Ajuaml on lit les anciens auteurs qui se soûl servis de la méthode de la perspective pour démontrer certaines propriétés des sections coniques (en cherchant évidemment à faire passer les propriétés du cercle sur les sections coniques), ou remarque assez souvent un défaut de rigueur géométrique dans leurs démonstrations. Ce qui précède montre pourquoi.
§ III
- La géométrie descriptive fait très-souvent usage de la méthode de la perspective; ainsi étant donnée une fig. (A) sur un plan P, les propriétés de cette fig. (A) étant connues , elle cherche A faire subir à celte fig. (A) toutes les transformations possibles pour lesquelles les mêmes propriétés subsisteront. Pourccla elle conçoit un point s dans l’espace (hors du plan P) cl elle fait passer par le point s et par oblique ligne droite de la fig. (A) des plant, par le point s et par chaque ligne courbe de la fig. (A) des cônes, par le point s et par chaque point de la tig. (A) des droites, et elle coupe tout le système conique et pyramidal par un plan Q, dont la direction est arbitraire ou déterminée par les conditions du problème A réscuire et ainsi par la particularité de la transformation que l’on veut obtenir relative»»!- à la fig. (A).
Nous avons fait un fréquent emploi de ce procédé dans nos ouvrages sur la géométrie descriptive , nous allons en donner encore un exemple ici, car c'est vraiment le lieu, puisque nous nous occupons d’une manière spéciale de ta perspective et de son utilité comme application à la recherche de certaines vérités géométrique*.
§ IV
Dans les Complément s de Géométrie descriptive , nous avons démontré le thé», rème suivant (*) :
Si l'on a une parabole I 1 ( iig. 4 ) ayant son sommet en pet pour axe injini la droite A , si ron prend plusieurs ordonnées ms , m'n', m"n",... fl si l'on consistât une suite de paraboles M , M\ M”,... ayant respectivement pour corde, non, m'n', mil',. .. et cha~ cune tanyente en p à la parabole P; toutes ces paraboles M , M', M". .. auront, entre elles , une osculation du second ordre au point p.
Si nous voulons faire passer celle propriété dont jouissent les paraboles, sur les autres sections coniques , et ainsi sur les ellipses et les hyperboles, il faudra concevoir dans l'ospace uu point » , et le regarder comme le sommet commun h divers cènes ayant respectivement pour buse les paraboles P et M, !tf, M",... et Couper tout le système par un plan Q , de manière à obtenir pour sections, dans oe» cènes , ou des ellipses , ou des hyperboles.
Or, si nous considérons le plau des paraboles comme étant le plan horizontal de projection , le plan It , mené par le sommet s parallèlement au plan horizontal, sera langent à tous les cènes paraboliques.
Cela posé :
Il est évident qu'un plan sécant Q coupera tous ces cènes paraboliques ou seulement suivant des ellipses , ou seulement suivant des hyperboles.
En sorte que le système plan , situé sur le plan O , ne sera composé que d’ei- « lipses, ou ne sera composé que d’hyperboles , tout comme le système donné sur le plan horizontal n'est composé que de paraboles.
El comme tous les cènes paraboliques ont une osculation du second ordre suivant la génératrice droite *p (Jig. 4 ) , puisque toutes les paraboles qui leur servent de bases respectives ont une osculation du seèond ordre au point p, il s’ensuit que les systèmes, soit d'ellipses , soit d'hyperboles, situés dans le plan sécant Q , auront aussi une osculation du second ordre en le point suivant lequel la génératrice droite sp m trouve coupée par le plan Q.
Nous pouvons donc , d'après ce qui précède , énoncer les théorèmes suivants :
<*> Vvyrt les Compléments à* Jtmftétcit ètseriptivt , § IX , p. ttf?.
Si l'on a une ellipse P, (fi y. 4) rapportée à ses axes, l’ellipse M, tangente 4* au sommet p de l’ellipse P, , tangente 2* en un point à déterminer sur la tangente 9' au second sommet q de l’ellipse P,, et 3* passant par les extrémités d’une corde mjt, de l’ellipse P,, aura un conlael du premier ordre en p avec l’ellipse P,; et toutes les ellipses construites comme M, auront entre elles une osculation du second ordre au point p.
On aura un théorème anafogue pour les hyperboles ( fig . 6).
Si l’on a une ellipse P, (fiy. 7) et qu’on lui construise deux tangentes 9 et 9', l’une au point p et l’autre au point q (ces doux tangentes se coupant en un point d); si l’on mène la corde pq et du point d une divergente arbitraire, et que l’on construise une ellipse M, qui soit: I* tangente à 9' en un point à déterminer, 2* tangente en p à l’ellipse P. ,et 3* passant par les extrémités m.n. de la partie de la divergente interceptée par la corde pq et l’ellipse P,, cette ellipse M, aura un contact du premier ordre en p avec l’ellipse P,; et toutes les ellipses construites comme M. auront entre elles un contact du second ordre au point p.
On aura un théorème analogue pour les hyperboles.
Si l’on prend le système composé (fiy. t ) de la parabole P et des diverses paraboles M,... et qu’on le projette obliquement sur un plan Xau moyen de cylindres parallèles entre eux , on obtiendra un nouveau système dans lequel la parabole P’, projection oblique de la parabole P , n’aura plus pour sommet le point p' projection du sommet p de la parabole P.
La tangente 9' en p' à la parabole P', qui sera la projection de la tangente 9 au sommet p de la parabole P, ne sera plus perpendiculaire sur le diamètre A' de la parabole P' projection de Taxe A de la parabole P.
On aura donc sur le plan X un système (fig. 8 ) analogue à celui de la üg. 4 ,
mais ce système sera rapporté à des coordonnées obliques , au lieu d'étre rapporté, comme dans la fig. 4, à des coordonnées rectangulaires.
On pourra dès lors , au moyen d'un système de cônes ayant môme sommet dans l'espace et ayant pour base les paraboles (fig. 8) tracées sur le plan X, obtenir par des sections arbitraires , mais parallèles à la tangente 0' au point p de la parabole V'(fig.H), le théorème relatif a.ux ellipses (fig. 9) et aussi celui relatif aux hyperboles, l’ellipse P,' (ou l'hyperbole P/) étant rapportée à un système de diamètres conjugués, au lieu d'ètre rapportée à ses axes comme l'ellipse P, (fig. 5) (ou l’hyperbole P, ) (fig. 6).
§ VI
En menant un plan parallèle à la tangente 9' de la (ig. 8, on obtiendra la fig. 7 relative aux ellipses et celles relatives aux hyperboles, et cela, suivant la direction ou l’inclinaison du plan sécant.
Ainsi l’on voit que les paraboles nous donnent les fig. 4 et 8 , que les ellipses nous donnent les fig. 5 , 7 et 9, et que pour les hyperboles nous aurions aussi trois figures qui seraient les analogues de celles relatives aux ellipses.
D’après ce qui précède, I on doit tout naturellement se demander si l’on ne peut pas obtenir, pour les paraboles, une ligre analogues la fig. 7, laquelle existe pour les ellipses.
Pour reconnaître si lo théorème relatif aux ellipses et représenté par la fig. 7 peut subsister pour les paraboles, il sulllt de prendre la fig. 7 comme étant sur le plan horizontal la base d’un système conique ayant pour sommet un point s de l’espace situé hors du plan horizontal et de couper ce système de manière à avoir des paraboles.
Or : tous les cônes à base elliptique (s, P,) et (*, M,)... auront une génératrice droite commune sp. Toutes les cônes (s, M, )... auront entre eux un contact du second ordre tout le long de celte génératrice sp, et ils n’auront chacun, et suivant celte même génératrice sp , qu’un contact du premier ordre avec le cône (*, P,). Le plan (s, 8') sera tangent à tous les cônes (s, P,)et (*, M,)....
Donc, pour couper le système conique suivant des paraboles, il faudra mener un plan sécant Z parallèle au plan (s, il) ; or, il est bien évident que les courbés de sections ne pourront avoir qu’une seule tangente commune donnée par l'intersection du plan Z et du plan tangent (*, 9), puisque, pour qu’il y eût deux tangentes communes, il faudrait que le plan Z coupât le second plan tangent (M')-
Ainsi la propriété représentée par la fig. 7, et qui existe pour les ellipses, et aussi pour les hyperboles, ne peut exister pour les paraboles.
VII
Lorsque l’on met en perspective une droite B située sur le pla» yéométral. on fait passer par l'œil o une droite B' parallèle à B et perçant le tableau T en un point b'; et en unissant le point b' avec le point b en lequel la droite B perce le tableau T, on a une droite indéfinie B, qui est la perspective de la droite B.
La droite B' est divisée en trois parties distinctes, deux parties infinies et une partie finie.
La partie finie est comprise entre I ’apil o et le point b'.
Les deux parties infinies sont : l’une, la partie qui part de l’œi/ o et qui s’éloigne indéfiniment du tableau; et l'autre , la partie qui part du point b' et qui fuit derrière le tableau.
La droite B, , considérée comme ligne droite, est divisée aussi en trois parties : J’une finie, comprise entre les points b et b', et les deux autres indéfinies , la première située à partir du point b au-dessous du pied xy du tubleau, et ta seconde partant du point b'.
Or, è quelles parties de la droite B correspond chacune des trois parties qui composent la droite B,?
Si par l'œil o je mène une droite qui passe par le point de la droite B qui est situé à l’infini derrière le tableau , la perspective de ce point sera le point V ,
Si par l'œil o je mène une droite qui passe par le point b de la droite B, , la perspective de ce point b ne sera autre que ce point b lui-même ; ainsi la partie infinie de la droite B située, à partir du point b , derrière le tableau , a pour perspective une droite (Baie bb' .
Si par l'œil o je mène une droite parallèle au tableau, et coupant la droite B en un point a, qui sera toujours situé en avant du tableau, je vois que la portion finie ab de la droite B, aura pour perspective la portion infinie de la droite B, située à partir du pointé au-dessous du pied xy du tableau ; et que la partie infinie delà droite B, qui fuit à partir du point a en avaul du tableau, aura pour perspective la partie infinie de la droite B, qui fiyt , à partir du point b', au-dessus de la ligne xy.
Cela posé :
Si l’on trace sur le tableau deux courbes C et C’ ayant un point commun m situé sur la ligne d' horizon , et qu’on les regarde comme les bases de deux cènes Ct et d' ayant l’sai pp oui sommet commun , ces deux, cènes se couperont suivant une génératrice om qui sera boruoatale; des lors le plan yéomitml coupera les
deux eônes 4 et A' suivant deux courbes B et B', qui auront un point situé à l’infini et qui sera i Intersection de la génératrice cia et du plan géométral.
Les deux courbes B et B' auront entre elles une manière d’ètre, et l'une par rapport à l'autre, en ce point situé à l'infini , manière d’ètre qui nous sera révélée par la manière d'ètre, entre elles et au point m, des deux courbes C et C'.
Ainsi : 1* si les deux courbes C et C' se coupent au point m , les deux courbes B et B' tendront à se couper à l'infini ;
2* Si les deux courbes C et C' ont un contact du premier ordre on le point m , les deux courbes B et fi' auront un contact du premier ordre à l’infini ;
3" Si les deux courbes C et C’ ont un contact du deuxième ordre en le point m, les deux courbes B cl B' auront un contact du deuxième ordre à l’infini , etc. , etc.
On voit donc, par ce qui précède, qu'au moyen de la perspective, on peut amener un point situé à l'infini sur le plan géométral, en un point situé à distance finie sur le tableau, et que ce point sera toujours situé sur la ligne d'horizon.
Dès lors on conçoit de quelle utilité peut être la perspective, pour connaître la manière d’étre entre elles des lignes courbes situées sur un même plan et qui passent par un même point situé à l'infini.
Nous allons appliquer ce qui vient d'être dit à la recherche de quelques propriétés relatives aux sections coniques.
§ VIII
Plaçons la fig. 7 sur le tableau , de manière à ce que le point p soit sur la ligne d’horizon.
Ou pourra donner à la fig. 7 deux positions : ou 1‘ la tangente 9 se confondra avec la ligne d’horizon , ou 2* la tangente 9 sera inclinée par rapporta la ligne d’horizon.
Dans le premier cas, les sections faites par le plan géométral dans les divers cônes ayant l 'œil o pour sommet commun et pour bases les diverses ellipses P, et M,, M.’, M,",... seront des paraboles.
Dans le deuxième cas, les sections faites par le plan géométral dans les divers cônes seront des hyperboles qui auront une asymptote commune, laquelle sera donnée par l'intersection du plan géométral et du plan (o, 9) tangent à tous les cônes suivant la génératrice (o , p) qui leur est commune.
Dans le premier cas, toutes les paraboles intersections du plan géométral et des cônes (o , M,), ( o , M/), (o, M ,") auront un contact du second ordre à l’infini ,
et ce contact aura lieu pour chaque arc infini.
Dans le deuxième cas , toutes les hyperboles sections faites par le plan géométral
dans leseônes(o, M,), (o, M,'), (o, M,"),... auront un contact du second ordre à l'infini , et seulement entre les arcs qui ont même asymptote.
Il sera facile de construire l'épure et d’énoncer divers théorèmes. Ainsi , pour les paraboles, on voit de suite que l'on peut énoncer le théorème suivant :
Étant donnée une parabole P,' (fig. 10), une tangente 0' en un point p' de cette courbe et son diamètre infini A’ passant par le point de contact p'; menant une suite d’ordonnées m'n', parallèles à la tangente 9' prenant les points mi-
lieux q‘, q''... de ces ordonnées, et menant par ces points des droites B', B”,... parallèles entre elles et au diamètre A', ces droites B', B"... couperont la tangente 9' en les points r', r"... Cela posé : si l’on cons Iruit une suite de paraboles N', N",... respectivement tangentes à la droite 9' en les points r, r",... cl ayant respectivement pour cordes les ordonnées m'n', toutes ces paraboles auront entre
elles un contact du second ordre à l’infini , et ce contact aura lieu pour l'un et l’autre arc infini, et ainsi pour les arcs situés à droite, comme pour les arcs situés à gauche.
livre ni
DE LA GNOMONIQUg.
{ UgUOIHE INÉDIT. ) (*)
Le mouvement continuel du soleil autour de la terre ne se fait pas journellement dans le môme plan; on voit à l’œil simple que , pendant six mois de l'année, il décrit des arcs diurnes continuellement plus prés des points du ciel les plus élevés, et que, pendant tes six autres mois , il décrit des arcs diurnes qui se rapprochent, au contraire, de l’horizon. Mais on suppose, sans beaucoup d’erreur, dans la gnomonique , que les differents cercles dans lesquels le soleil se meut sont parallèles entre eux*. Celui de ces cercles qui est moyen entre celui qui s'éloigne le plus de l'horizon et celui qui s'en éloigne le moins, est nommé l'c^uateur. La ligne perpendiculaire aux cercles que le soleil semble décrire chaque jour sc nomme l'axe du monde, parce qu'en effet tous les astres paraissent faire leurs révolutions autour de celte ligne. Les extrémités en sont les pôles : on les suppose dans la surface de la même sphère dont l'équateur est un des grands cercles.
(*) Ce mémoire fait partie des manuscrite de ta bibliothèque de l'École d’application de Metz.
On pense qu'il est de labbe Bssul, ou tout au muins qu'il en a rédigé une partie. Au reste, il e-t certain que ce mémoire a été écrit pour ( instruction des jeunes officiers , élevés A l’École du génie de Mézièrcs.
le m'empresse ici d'adresser mes remerciements n M. le général d'artillerie Psos , commandant de l'École d'application de Metz, quia eu rexlréme obligeance de me faire faire une copie codationnie de ce mémoire et des dessins qui l'arcompegnenl.
Quant aux deux mémoires do G. Moxge et au petit traité des ombres publié dans le livre premier (ci-dessus) sous le n* < , j'en avais pris copie dès <818 , alors que j'étais attaché 8 l’Ecole d'application de Metz, comme lieutenaat d'artillerie à l'état-major. T. O.
La quantité dont le soleil se trouve éloigné de l'équateur se nomme la dérlimâtaajfu solcii ; elle est mesurée dans l’arc perpendiculaire à l'équateur passant par le pâle et par le soleil , en sorte que la distance du soleil au pâle le plus voisin est le complément de sa déclinaison.
On suppose que le centre de la terre est au centre de la sphère céleste , et par conséquent au centre de l’équaleiir ; la section de la surface de la terre par le plan de ce ccrçle est nommé l’équateur terrestre : on voit aisément que la déclinaison du soleil peut être mesurée par l’angle formé par deux lignes parlant du centre delà terre et allant l'une au soleil et l'autre au point de l'équateur qui répond perpendiculairement à cet astre; de manière que ce point, l’astre et le pâle soient dans le même grand cercle de la spltère céleste.
L'équateur se nomme aussi le cercle équinoxial , parce que l’arc diurne est évidemment alors égal à l'arc nocturne, puisque l'horizon coupe ce cercle en deux parties égales.
Les cercles extrêmes du mouvement du soleil sont nommés tropiques ; on les nomme aussi solstices, parce que le soleil s’arrête là dans son mouvement progressif vers le pâle voisin pour retourner vers le pâle opposé.
Le soleil ne passe pas tout d'un coup dû plan du cercle qu'il a dècrii la veille au cercle qu’il décrit dans le jour même ; son mouvement vrai trace , au lieu de cercles perpendiculaires , une espèce de spirale qui s’étend de l'équateur aux solstices et qui recommence des solstices vers f équateur ; en sorte que , dans le vrai,' l’axe du monde n’est pas perpendiculaire an plan dans lequel se laïl le mouvement du soleil, puisque le soleil passe continuellement d’un plan dans un autre; il faut en excepter les cercles des solstices , où le soleil reste deux ou trois jours sans que l'on aperçoive aucune variation dans sa déclinaison : les cercles des solstices sont donc les seuls perpendiculaires à l'axe du monde. C’esf aussi dans le temps que le soleil s’y trouve, que l’on peut faire des observations justes pour la construction des cadrans : dans tout autre temps, ces observations sont sujettes ü quelques corrections dépendantes Je la variation de fa déclinaison du solcii.
§ II-
rtg. i. Le plan circulaire du mouvement du soleil étant |>erpendiculaire à j'axe du momie, et .sa. révolution s’accomplissant en vingt-quatre heures: si on imagine un cercle XII, XI, X, IX, dont la circonférence entière soit divisée en vingt-
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quatre parties, cesl-a-dipç en parties de, 15 degres chacune, et que l'on place ce cercle de manière que l'axe du inonde lui soit perpendiculaire et passe par son
centre, les points de division de la circonfprence de ce cercle répondront aux points du grand cercle que décrit le soleil.
Si l’on sup|>ose, outre cela, que l’axe du monde est une ligne ou plutôt une verge opaque, on verra que le soleil étant aux points 12, 11 , 10, etc. de la circonférence qu’il parcourt , l'axe H portera son ombre aux points diamétralement opposés XII, XI, X, etc.; en sorte que le cercle XII , XI, X, divisé et placé comme nous l'avons dit, formerait un cadran solaire sur lequel une subdivision plus détaillée ferait voir toutes les heures et les parties de ces heures.
§ Hi.
C’est sur ces notions qu’est fondée toute la gnomonique, et la grande distance du soleil à la terre permettant de prendre pour l’axe du monde une ligne quelconque, qui lui est parallèle, à la surface de la terre , celle science sc réduit à fixer la position de cette ligne et à déterminer ensuite les points où se porte son ombre dans les différentes heures du jour sur des plans ou sur des surfaces situées d'une manière quelconque & l’égard de celte ligne.
8 iv.
Si l’on imagine un grand cercle de la sphère céleste passant par les pôles du monde et perpendiculaire à l'horizon , ce cercle , que l’on nomme le méridien du lieu , coupera l'are diurne du soleil au point le plus élevé de cet arc ; et si l'on détermine la section du méridien avec l’horizon , on sera assuré que l’axe du monde sera placé dans le plan élevé verticalement sur elle. Cette section du méridien et du plan horizontal se nomme le méridien du lieu.
Si on élève un gnomon perpendiculairement au plan horizontal, le point déterminé par la plus courte ombre portée par ce gnomon répondra au point dp If plus grande hauteur du soleil sur l'horizon. On entend par la lpngucur de l'ombre là distance du point où se porte l'ombre sur le plan horizontal au pied du gnomon, c’ësl-à-dirc au point de ce plan qui répontf verticalement au gnomon. Qr lé point de la plus grande hauteur du soleil et le point du gnomon portant l’ombre sont dans le méridien suivant ia définition de ce cercle (§ IV). Ainsi le point d’ombre marqué sur le plan horizontal sera aussi dans le méridien ; et puisque le
PranMre méthode pour tracer use méridienne.
pied du gnomon est aussi dans le méridien, il s’ensuit que la ligne tirée du pied du gnomon au point déterminé par l'autre la plus courte est la section commune au méridien et au plan horizontal ou la méridienne du lieu (§ IV ). neuiHanr Puisque le méridien est perpendiculaire au cercle que décrit le soleil et qu’il nwHhadc p©ui divise l'arc diurne en deux parties égales , parce qu’il est on même temps pcrpen- ■nMdtenm. diculairc à l’horizon, il est clair que le soleil aura des hauteurs égales au-dessus de l’horizon, lorsqu’il se trouvera à des distances égales du méridien ; et, réciproquement, il sera à des distances égales du méridien, lorsqu’il aura des hauteurs égales au-dessus de l'horizon. Ainsi , en observant dans un même jour deux lignes d’ombre égales portées par un gnomon , la ligne qui divisera en deux parties égales l'angle formé par ces deux lignes d’omhrc sera In section du méridien <4 du plan liorizonlal , ou la méridienne.
Pour observer deux lignes d’ombre égales, on trace, sur le plan horizontal du pied du gnomon pour centre , un arc de cercle passant par un point d'ombre observé avant que lu soleil soit parvenu au méridien, et l'on marque le point où t’ombre recoupe le même arc lorsque le soleil s’éloigne du méridien.
La portion de l’arc comprise entre les deux points d'ombre ainsi déterminés étant divisée en deux parties égales par une ligne menée au pied du gnomon , cette ligne sera la méridienne.
S VI
Ces deux méthodes pour tracer une méridienne ne sont ni l’une ni l’autre parfaitement exactes. .
Pour la première, la longueur de l ombrc varie si insensiblement au moment où lu soleil est voisin du méridien, qu'il est irès-dillicile de marquer le point où la plus courte ombre se porte, à moins d'uu gnomon fort élevé, ce qui n’est pas à la portée de tout le monde et qui demande une attention infinie pour le placer, peur en déterminer le pied et pour s'assurer que le grand plan sur lequel se porte l'umbre est bien horizontal.
La deuxième méthode suppose que la déclinaison du soleil est restée la même pendant qu’il a été aux deux points de la circonférence qu'il parcourt et desquels il a marqué les points d’ombre observés. Mais celte supposition n'est vraie que dans le temps des solstices ( § I ) : ainsi , si l'on voulait beaucoup d’exactitude dans la méi idicnne tracée suivant cette méthode dans tout autre temps, il faudrait y faire entrer une correction -dépendante du changement de la déclinaison du soleil.
Il est clair, en effet, que si la déclinaison a augmenté dans l’intervalle de la pre-
raière à la deuxième observation, le soleil arrivera à une hauteur égale à celle qu'il avait au moment de la première observation, quoiqu'il se soit éloigné du méridien vers le couchant d’une plus grande quantité que celle dont il s'en trouvait éloigné vers l'orient dans le premier instant. Ainsi la ligne méridienne tracée par cette méthode retardera l'heure de midi; elle l'avanceia au contraire, par une raison semblable , si la déclinaison a diminué dans l’intervalle de la première à la deuxième observation.
î VII.
Ayant ainsi déterminé le plan du méridien dans lequel nous avons vu que doit se trouver l’axe du monde, il fuut aussi trouver dans ce plan les pôles du monde, et la position de l’axe sera fixée.
Si dans le triangle rectangle CPO , formé par la hauteur CP du gnomon et par ta plus courte ombre PO ( jj V ) , on calcule l'angle COP, on aura l’are SR de la surface céleste qui marquera l'élévation du soleil à midi au-dessus de l'horizon. Son complément ZS ou l'angle PCO sera la distance du soleil au zénith ou au point de la surface de la sphère céleste élevé verticalement au-dessus du lieu où se fait l'observation.
La même observation étant faite tous les jours de l’année, on verra que cette hauteur RS augmente depuis la fin du mois de décembre, jusqu'à la fin du mois de juin , et qu'elle diminue ensuite dans les six mois restant dans les contrées situées an nord de la terre, le contraire arrive pour les contrées situées au midi.
La hauteur moyenne entre la plus grande et la moindre, qui sont regardées comme constantes, détermine le point où le soleil est à égales distances des deux pôles, c’est, suivant ce que nous avons dit (§ I), un point de l'équateur. On trouve dans les tables des astronomes et même dans les almanachs , sous le nom de déclinaison du soleil , la distance du soleil , pour chaque jour de l'année , à ce point de l'équateur.
Soit Le horn la section du globe terrestre parle méridien L'PRO ; L le point où est l'observateur, 111 sera l'horizon. Mais, à causé île l’immense éloignement du soleil , nous pouvons supposer le rayon CL de In terre nul et prendre , au lieu de l'horizou III , le diamètre MN qui lui est parallèle , et confondre le point L avec le centre C de la terre. Soit ER le diamètre de l équalcur dans le plan du méridien, le diamètre PO perpendiculaire à CR sera l'axe du monde. Ainsi, si par l’observation du soleil , nous parvenons à fixer le point E ou le diamètre ER , il n'y aura plus qu'à lui mener une perpendiculaire pour fixer la position de l’arxc du monde; or, si l'on ajoute à la distance LS du soleil au zénith observée comme nous l’avons
Fin. J.
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dit ou d'une autre manière quelconque, la déclinaison ES donnée par le jour où sb fait l’observation , on aura la distance EZ de l'équateur au zénith ; fe’cst ce qu’on nomme la latitude du lieu. Elle est égale à la hauteur ISP du pèle au-dessus de l'horizon ; car si , de chacun des deux angles droits ECP, ZC1S, on retranche le même angle ZCP, on aura E(’.Z = PCNou KZ=PN. Ainsi, l’observation qui fera connaître la distance ZS du soleil au zénith sullira pour déterminer la hauteur du pèle sur l'horizon du lieu.
En disant qu'il faut ajoutera la distance ZSdu soleil au zénith la déclinaison SE on suppose que celte déclinaison est du inème côté du l'équateur que le lieu où se fait l'observation ; car si cet astre était d’un côté opposé, il faudrait retrancher la déclinaison de la distance du zénith au soleil pour avoir la distance du zénith à l’équateur. D'ailleurs la laliludeou la hauteur du pôle du lieu où l’on est, est ordinairement connue, au moins par approximation, avec des lieux voisins, et l'opération dont nous venons de parler comme propre à la déterminer n’est rapportée ici que pour faciliter l'intelligence de ce qui doit suivre, t 1 - • : > ’
§ VIII
Nous avons supposé que le plan sur lequel on avait à tracer une méridienne, et au-dessus duquel il fallait fixer l'élévation du pôle, était horizontal : mais il est clair que tout ce qui a été dit (j}IV, V, VI et VU) pour un plan de celte espèce peut s'appliquer à tout autre plan, quelle que soit sa situation. Ce plan aura un plan parallèle horizontal pour quelque point de la terre, et les opérations que l'on ferait en cet endroit sur ce plan, au moyen de lignes verticales et horizontales. en suivant ce qui a été dit précédemment, auraient le même résultat que celles que l'on ferait ailleurs sur un plan qui serait parallèle à celui dont nous venons de parler, au moyen des lignes perpendiculaires à ce plan et des lignes tracées sur ce plan même.
On peut donc , par les méthodes que nous avons données , tracer une méridienne sur un plan quelconque , au moyen de la courte ombre portée par un gnomon sur ce plan ou par des lignes d'ombre égales ( § IV et V ) , on trouvera aussi l'élévation du pôle sur ce plan par la plus courte ombre.
I ix.
Si l’on trouvait zéro pour la hauteur du pôle sur le plan, cela prouverait que
la méridienne tracée sur le plan est elle-même parallèle à l’axe du monde. ''
Dès que la méridienne sera tracée sur le plan où doit être tracé un cadran solaire, au moyen de l'élévation connue du pèle, on placera au-dessus de celle ligne, dans le plan perpendiculaire au plan du cadran, une ligne ou verge qui soit inclinée sur la méridienne conformément à l'élévation du pille; c'est-à-dire que si AB est la méridienne, il faudra placer la ligne AC dans le plan perpendiculaire au plan du cadran, de manière que l'angle BAC soit égal à l'élévation du pèle sur n,. ,, », «, ce (Jernier plan , et qu’elle soit dirigée vers le pèle. La ligne AC (fuj. 4) ou une partie CE de cette ligne ( fiy. 5), pu un point C de cotte ligne (Jig. 6) serviront à porter l'ombre qui doit marquer les heures sur le cadran.
XI
. La ligne AB étant la méridienne du plan , et AC étant placé au-dessus de celte pi*, i. ligne, dans un plan perpendiculaire au plan du cadran, pour tracer les lignes horaires, on mènera CB perpendiculairement à AC, qui rencontrera la méridienne en un point B; par ce point B l’on mènera dans le plan du cadran la ligne TZ perpendiculaire à In méridienne, puisayantprolongé AB d'une quantité BE=CB : du point E, comme centre, on décrira la circonférence WBF, que l'on divisera en douze parties égales aux points B, I., K, I, U, etc., et l'on tirera aux points de division les rayons EB, EL, etc., qui couperont par leurs prolongements la ligne TZ aux points M, N, O, etc., par les points ainsi déterminés sur cette ligne, cl par le point A, on tirera les lignes AM, AN, AO, etc., qui seront les lignes horaires que le style AC marquera par son ombre entre tf heures du malin et 0 heures du soir, et en prolongeant ces lignes au delà du point A, les prolongements marqueront les heures qui précèdent ou qui suivent celles dont nous avons parlé, de manière que la ligne de 7 heures du soir, par exemple, sera marquée par le prolongement de la ligne de 7 heures du matin. La ligne VI— A — VI, menée parle point A perpendiculairement à la méridienne, sera lu ligne de (> heures du matin au côté occidental et du soir au cèté oriental.
Pour entendre cette construction : sur le diamètre WF prolongé des deux côtés et du point E comme centre, avec un rayon E— 12, que l’on imaginera infiniment grand , soit décrite la circonférence 6 — 12 — G : les rayons EL, EK, El, ete., prolongés, la rencontreront et la diviseront en douze parties égales aux points 11, 10, 9, etc. Cela posé, imaginons te plan des deux dcjni-ccrcles WBF et 0 — 12 — fi relevé et appliqué perpendiculairement à la ligne AC, aussi relevée sur AB, le
l>oint E sur le point C, et le rayon BE sur BC. Il est clair que AC étant, comme nous l'avons dit , parallèle à l'axe du monde, on peut supposer que le point C est au centre du mouvement du soleil que l’on imagine se faire dans la circonférence 6 — 12 — li : à midi le soleil sera au point 12, dans les 0 heures précédentes il sera trouvé aux points 6, 7, 8, 9, 10, 11, et dans les G heures suivantes il se trouvera aux points 1 , 2, 3, 4, 5 et (t, en sorte que si le point C est opaque, il portera son ombre à midi au point B du cadran ; à onze heures , au point M de ce plan lixé par les rayons en lignes droites 11 — E et EM ; à dix heures, au point N ; ainsi des autres. A midi, il portera également son ombre aux points correspondants de la ligne BT, et lorsque le soleil sera au point G, l'ombre du point C se portera à une distance infinie sur la ligne TZ, en sorte que la ligne A — VI, menée par le point A à ce ptiinl d’ombre, sera parallèle à TZ.
Mais l'ombre portée par le point A du style, qui est dans le plan du cadran, passera nécessairement à ce point pour toutes les heures. Il s’ensuit donc que l'ombre portée par le stv le AC sera sur les lignes AM , AN , AO , etc. dans les différentes heures du jour, depuis six heures du matin jusqu'à six heures du soir.
Quant aux autres heures, il est clair qu'elles sont marquées par les prolongements des premiers; car le soleil est placé, par exemple, à huit heures du soir,* relativement à l'axe, comme il l’est à huit heures du matin, mais du côté opposé. On se convaincra encore mieux de cela eu achevant les cercles dont G — 12 — 6 et WBF sont les moitiés.
\ 5 wi.
La construction que l'on vient d'expliquer est dillicileà exécuter dans les grands cadrans et sujette à de grandes inexactitudes, à cause des intersections obliques aux points éloignes de la méridienne. Il est bien plus aisé et plus sûr de calculer les angles BAM, BAN , etc. que les lignes horaires doivent faire avec la méridienne et de les rapporter ensuite sur le plan.
Or, dans le triangle rectangle BAC , on a : AB = * B ; dans le triangle BEP,
510 UAL
aussi rectangle, on a :
_ EB X tâtiflBEP = UC x tang BEP ~ H
R x PB
dans le triangle rectangle BAP, on a : tang BAP = - — ; ou, en mettant les
A II
valeurs trouvées pour BP et pour AB :
uurgBAP^ UneIIEP - X , in B - A -
C’est-à-dire que la tangente de l'angle qu’une ligne horaire quelconque fait avec la méridienne est égale au produit fait de la tangente de rare de f équateur qui répond à t heure dont il s'agit par le sinus de la hauteur du pôle sur le plan , divisé par le rayon.
Si l’on veut trouver par exemple la ligne de trois heures et demie du soir et de huit heures et demie du malin, en se servant des logarithmes, on sait que trois heures et demie répond à un arc de 52" 30' de l’cquateur, à raison de 15° pour une heure, ainsi on ajoutera le logarithme de la tangente 52° 30' au logarithme du sinus de l’angle de hauteur du pôle, et on retranchera de leur somme le logarithme du rayon : cette dernière opération se réduit à retrancher 10 de la caractéristique trouvée pour la somme des deux autres logarithmes.
S XIII
Lorsqu’on aura calculé suivant la manière précédente les angles 12 — A — 1 , fu,. ». 12 — A — 2, etc., que les lignes horaires font avec la méridienne, au lieu de rapporter ces angles sur le plan du cadran, au moyen d’un rapporteur, il sera plus sûr de calculer les distances 12 — 1, 12 — 2, etc., prises sur la ligne perpendiculaire à la méridienne. Pour cela , on prendra à volonté la longueur de la ligne A — 12 qui fixe la longueur du cadran , ou la ligne A — 6 qui fixe sa largeur.
§ XIV
Si , au lieu d'un style entier, ou ne voulait en employer qu’une partie , comme n*. » h io. dans la fig. 9, ou si l’on voulait seulement se servir du trou d’une plaque pour marquer les heures , comme dans la fig. 10 , le centre A sc trouverait hors du cadran , mais la méridienne A — 12 du plan étant tracée et la hauteur BAC du pôle déterminée, on calculerait également les angles 12 — À— 1, 12 — A — 2, etc. que les lignes horaires doivent faire avec la méridienne ; puis, abaissant du centre de la plaque la perpendiculaire COque l’on mesurerait, au moyen de cette ligne et de l’angle BAC de hautcurdc pôle, on calculerait la distance OA du point O au centre A du cadran, dans le plan supposé prolongé; ensuite, fixant les limites du cadran à la longueur prise à volonté MN et à la largeur aussi choisie EF ou GH , on mesurerait les deux lignes OH et ON. L’une de ces lignes, ajoutée à OA, et l'autre en étant retranchée , déterminerait les lignes AN et AM avec ces lignes et les angles calculés N-A-ll, N-A-10, N-A-9, etc., on trouverait les longueurs des lignes N-H, N- 10 d’un côté du cadran cl des lignes M-11, M-10, etc., du haut du cadran. Les lignes telles que A 9, terminées aux côtés du cadran, seraient tracées
Fl*. ».
Fi* î.
en déterminant ta ligne G-9 au moyen de AG et de l’angle G-A -9 complément del’angle calculé M-A-9; puis, en retranchant de cette ligne G-9 la longueur A If, on aurait la longueur de E-9, ce qui fixerait sur le cadran le point 9.
Dans le cas on l’on ne voudrait employer qu'une partie RC de l'axe, on supposerait OC de longueur convenable cl prise à volonté , avec cette ligne et l’angle de hauteur de pèle BAC , on calculerait AO. Puis , prenant OK de grandeur proportionnée à la partie RC de style (j^ie l’on veut employer, on calculerait, au moyen de AK = AO — KO et de l’angle BAC, la ligne KR : cette ligne et la ligne OC serviront à placer la partie RC de style dans sa vraie situation au-dessus de la méridienne. On trouverait d’ailleurs, comme dans le cas précédent, les lignes horaires on parlant du point O et mesurant les lignes ON et OM de longueur du cadran , et sa largeur EF = GH.
XV
AC étant l'axe du uadran, AP une des lignes horaires qui répond à l'arc BU de l’équateur, en sorte que si AP est, par exemple, la ligne de huit heures du matin ou de quatre heures du soir, l’arc BH soit de 60* à raison de 15* pour une heure, il est facile de déterminer l'angle que l’axe fait avec cette ligne, dès que l’on connaît l’angle BAC, c’est-à-dire l’élévation du pùle sur le plan.
Imaginons une ligne menée du point C du style au point P, elle sera , par construction, égale à EP. Cela posé dans le triangle rectangle BAC :
AC
AB X cos élév. du pôle
et
BC *= lit =
Alt X sin i ; li : v . du pôle
et dans le triangle EBP rectangle en B , on a :
BE X R AB X «in «fier, du pôte
Ei> = cp =;snûâ* = cmbèp
et dans le triangle ACP rectangle en C :
UmgCAP =
ou en mettant les valeurs de CP et de AC
CP x R AC
taug CAP
R X sinéJév. du pôle cos BItl* X emâév. du pôte
Mais le sinus d’un angle dhrisé par son cosinus est égal & la tangente de cet angle divisée par le rayon ; ainsi on aura :
tang CAP =
R X tang élév. dn pôle cos BEP
C’est-à-dire que la tangente de l'angle qu’me ligne horaire quelconque fait avec l'axe est égaleau rayon, multiplié par la tangente de la hauteur du pôle sur le plan et divisé par le cosinus de l’arc de C équateur qui répond à cette ligne horaire.
5 xvr.
Si le soleil reetait constamment dans l’équateur, l’ombre du point C de l’aie % se porterait toujours sur le point correspondant P de la ligne TZ perpendiculaire à AB ; mais comme il s’écarte du plan de œ cercle , tantôt en s’approchant de l’un des pôles, tantôt en s’approchant de l’autre, l’ombre du point C se portera en des points P de la ligne AP, tantôt plus pVès, tantôt plus loin du point A , suivant la déclinaison du soleil. De manière que si ÂC représente l’a*e, PAC l’angle qu’il fait avec une des lignes horaires; et que PCQ représente la déclinaison du soleil, il est clair que l’angle ACQ sera égal à un droit , plus ou moins la déclinaison ; et puisque l’angle PAC est connu (§ XV) et que l’on peut mesurer ou calculer
AC, on pourra déterminer le côté AQ, et l’on aura AQ = AG *T q ACQ . Mais
sin ACQ = co$PCQ, et l’angle Q étant le supplément de la somme laite dcl’angle CAQ et ACQ , ou le supplément de l’angle PAC , plus l'angle droit ACP , plus ou moins la déclinaison PCQ , il s'ensuit que la distance du centre du cadran au point <f ombre porté par un j joint connu du style sur une ligne horaire quelconque est égale û la longueur de f axe comprise entre le centre et le point portant f ombre , multipliée par le cosinus de la d&lmaison du soleil , divisée par le sinus de la somme faite de l’angle que Caxe fait avec la ligne horaire (f XV) et de l'angle droit, plus ou moins la déclinaison du soleil.
XVII
C'est par le moyen de ce qui a été dit (g XV et XVI), que l’on peut marquer l’ombre portée par un point déterminé du style sur le cadran dans un instant pris à volonté, tel que l'entrée du soleil dans les signes du zodiaque, les jours caniculaires, etc. ; mais c'est charger les cadrans de lignes inutiles.
Soustÿlnlrt.
Telle est la manière de tracer un cadran sur un plan quelconque, lorsque l'on connait sa méridienne et la hauteur du pâle au-dessus de ce plan. Mais la méridienne du plan ne sera la même que la méridienne du lieu , que dans le cas où le plan sera horizontal , ou lorsque la section de ce plan avec le plan horizontal sera perpendiculaire à la méridienne horizontale. Dans tout autre cas, la méridienne du plan, tracée comme nous l’avons dit (§ V et VI), ne coïncidera pas avec la méridienne du lieu ; et le cadran ainsi tracé ne pourrait servir que pour les points de la terre où ce plan se trouverait horizontal, ou placé comme nous l’avons dit relativement à la méridienne horizontale. Mais, sans rien changer à la manière de le construire, ou parvient facilement à le tracer de manière qu’il indique les heures du lieu même.
Suivant ce que nous avons dit (jj IV) , le méridien du lieu est un grand cercle de la sphère , perpendiculaire à l’équateur et au plan dont il est le méridien ; en sorte que la quantité de temps dont* ces deux méridiens diffèrent, et qui est exprimée par le temps que le soleil , suppose dans l'équateur ou dans des cercles parallèles, emploie à passer de l’un à l’autre ; cette différence , dis-je , sera égale i l’arc de l’équateur compris entre les deux méridiens. Nous verrons la manière de déterminer celte différence pour les différentes situations des plans, mais nous allons voir d’abord comment on peut faire usage de celte différence des méridiens pour tracer les heures du lieu sur un plan dont la méridienne, qacFon nomme alors soustylaire, est différente de la méridienne du lieu.
XIX
Si le plan est oriental , c’est-à-dire si la ligne menée perpendiculairement à la section de ce plan avec un plan horizontal est dans la partie de l’orient, il sera midi au plan avant qu’il ne soit midi pour le lieu de toute la quantité marquée par la différence des méridiens; et, au contraire, si le plan est occidental, mais celte différence étant un arc de l'équateur, il est clair que si dans la formule du $ XII on met la différence des méridiens pour l’arc de l’équateur qui convient k l’heure cherchée, le résultat que l’on trouvera sera la tangente de l’angle que la ligne de midi du lieu fera avec la soustylaire du plan ; cet angle sera placé vers l'orient, relativement à la soustylaire , si le plan est oriental , et vers l’occident s’il est occidental.
On trouvera avec la même facilité les lignes des autres heures sur le plan , en combinant la différence des méridiens avec l’arc de l’équateur qui convient k, l'heure cherchée. Nous allons en appliquer la méthode à un exemple : supposons un plan tourné vers l’orient , de manière que la différence de son méridien avec le méridien du lieu soit de deux heures vingt-cinq minutes ou de 30* 15’ prissor l’équateur, il sera quatorze heures vingt-cinq minutes au plan ou deux heures vingt-cinq minutes du soir lorsqu'il sera midi pour le lieu ; ainsi en mettant l’arc de l’équateur qui convient à deux heures vingt-cinq minutes , nous déterminerons la ligne de midi du lieu. Pour tracei'la ligne qui marquera une heure du soir pour le lieu , il faudra mettre l’arc de l’équateur qui répond à trois heures vingt-cinq minutes des autre s heures du soir, en ajoutant toujours la différence des méridiens <i f heure cherchée,
Pourles heures du malin remarquons que la ligne d’onze heures du lieu répond à un arc de 15* de l’équateur, ou est éloigné de la méridienne du lieu d’une heure; or la soustylaire en est ellc-mémc éloignée de deux heures vingt-cinq minutes, ainsi en cherchant la ligne qui convient à l'éloignement de deux heures vingtcinq minutes , de une heure, ou à l’éloignement d’une heure vingt-cinq minutes, on aura la ligne de onze heures.
La ligne de neuf heures du matin est éloignée de trois heures de la ligne de midi du lieu, or la soustylaire en est aussi éloignée de deux heures vingt-cinq minutes, ainsi la ligne de neuf heures du lieu sera éloignée de la soustylaire de trois heures moins deux heures vingt-cinq minutes, ou de trente-cinq minutes. Ainsi en mettant dans la formule l’arc de l’équateur qui répond à trente-cinq minutes de temps, on aura au résultat Pangle que la ligne de neuf heures du lieu doit faire avec la soustylaire, en sorte que Y arc de C équateur qu'il faut faire entrer dans la formule (S XII) pour avoir les heures du malin du cadran déclinant à l’orient, est toujours la différence qu’il y a entre t arc de l'équateur qui répond ù l’heure cherchée à raison de 15“ par seconde et f arc de l’équateur qui exprime la différence des méridiens du lieu et du plan. Lorsque le premier de ces arcs est moindre que F autre , la ligne qui doit marquer F heure sera vers f orient relativement à la soustylaire; elle sera au contraire vers l'occident si le premier de ees deux arcs est le plus grand.
Supposons maintenant que la déclinaison est occidentale et de deux heure» vingt-cinq minutes : elle sera éloignée de deux heures vingt-cinq minutes du méridien du lieu quand il sera midi pour le [dan ; ainsi en faisant entrer dans la formule (§ XII) l’arc de l’équateur qui convient à deux heures vingt-cinq minutes ou 35* 15’, c’est-à-dire la différence des méridiens, on auia au résultat l’angle que la ligne de midi du lieu doit faire avec la soustylaire.
A onze heures du malin le soleil sera éloigné du méridien du lieu de 15* degrés
ou d’une heuro, ainsi Tl sera éloigné du méridien du plan d’une heure, plus deux heures vingt-cinq minutes, ou de trois heures vingt-cinq minutes; ainsi en Taisant entrer dans la formule (g Xlf) l'arc de l'équateur qui convient à trois heures vingt-cinq minutes, on déterminera l'angle que la ligne de onze heures, pour le lieu , doit faire avec la soustylaire du plan.
El génénératemenl pour les lieurn du matin n tracer sur un plan tourné vers l'occident, il faut faire entrer dans la formule (§ XII) l'arc de F équateur qui'répond à la tomme faite de la différence des méridien} , et de l’arc qui répond <1 f heure cherchée.
On trouvera par un raisonnement semblable que l'arc de C équateur qu’il faut faire entrer dans la formule pour avoir les heures du soir dans un cadran déclinant ù l'occident, est toujours la différence qu’il ij a entre l’arc de F équateur qui répond à f heure cherchée à raison de 15° pour une heure , et Carc de l'équateur qui exprime la différence des méridiens. Lorsque le premier de ces arcs est moindre que l autre , la ligne qui doit marquer l’heure sera vers l’occident relativement à la soustylaire; elle sera au contraire vers l’orient s'il est plus grand.
XX
Noos venons de voir que la soustylaire du plan étant donnée, il n entre dans la formule de la construction des cadrans , que la différence des méridiens lorsr , „ qn'ils sont déclinants , la hauteur du pôle sur le plan , et enfin 1 arc de I équateur qui répond à l'heure cherchée, et qui est donné en convertissant 1 heure en degrés , à raison de *5* pour une heure. Or nous avons dit comment on pouvait tracer la soustylaire (§ V et VIII); nous avons dit aussi comment on pouvait trouver l'élévation du pôle sur le plan (g VII), ainsi il nous resterait seulement é déterminer la différence des méridiens pour les plans différemment situés , mais nous donnerons encore d’autres moyens do connaître la hauteur du pùle Sur le plan , paTce que celui que nous avons indiqué est sujet à beaucoup d inexactitudes. ,
5 XXL •
Soit AB une méridienne tracée sur un plan horizontal , si ayant mené El per pcndiculaircment à AB, on imagine que cette ligne est la section dam plan vertical oi: d un plan incline d'une manière quelconque, coupé par le plan horizontal , on concevra sans peine que le méridien du plan horizontal.qm est celui du lieu étant perpendiculaire à la section Et' sera aussi perpendiculaire au plan supposé, élevé sur EF. soit verticalement , soit d'une manière inclinée, «n qu ainsi le
méridien du lieu sera en même temps le méridien du plan ou vertical ou incliné.
Ainsi les plans dont la section avec l'horizon est perpendiculaire à la méridienne du lieu , c’est-à-dire les plans non déclinants , ont le même méridien que le lieu même.
XXII
Mais si la section MN du plan supposé coupé par le plan horizontal est inclinée sur la méridienne du lieu AB. Alors la méridienne du lieu sera oblique sur ce plan , et ee plun aura son méridien plus ou moins éloigné du méridien du lieu , suivant que l'angle MUE ou NBE, qui marque la déclinaison du plan, sera plus ou moins grand.
La déclinaison est orientale ou occidentale, suivant que la perpendiculaire BR, menée sur lu ligne MN , se rapproche de l’orient oa de l’occident.
§ XXIII
Plans verticaux ik’cliaants.
Soit VL un plan horizontal, dont AB soit la méridienne à laquelle on a mené r*. la perpendiculaire ZT , KX un plan vertical qui coupe le plan horizontal suivant la ligne \X , en sorte que l’angle VBZ ou TBX exprime sa déclinaison. Si l'on fait l'angle BAO égal à la latitude du lieu ou à la hauteur du pèle au-dessus du plan horizontal , et qu’on imagine le triangle ABO relevé perpendiculairement sur la méridienne AB, la ligne AO se trouvera placé suivant l'axe du inonde et représentera cet axe ; elle rencontrera le plan vertical en un point C, Ici que la verticale BC se confondra avec la ligne BO.
Si l’on imagine ensuite, par Taxe AC, un plan perpendiculaire au plan vertical KX , ce plan coupera le plan horizontal suivant une ligne AE partant du point A et menée perpendiculairement à YX, puisqu’elle sera la section commune de deux plans qui sont l’un et l'autre perpendiculaires au plan vertical auquel appartient la ligne VX, et le même plan passant par Taxe supposé perpendiculaire au plan vertical , le coupera évidemment suivant la ligne EC , en sorte que celte ligne sera la soustylaire du plan vertical.
La ligne AE étant perpendiculaire au plan Vertical, l’angle CAE sera droit, et puisque le triangle CEA se trouve 'dans le méridien de ce plan , que AC représenle l’axe du monde, il s'ensuit que l’angle ACE marque l’élévation du pèle sur ce plan.
Soit mené par le point B la ligne BP perpendiculaire à la souslylaire CE; puis imaginons on plan perpendiculaire à l’axe AC , mené par le point B : ce plan, qui représente l’équateur, coupera le plan horizontal suivant la ligne ZT perpendiculaire à AB , et le plan vertical KX suivant la ligne BP perpendiculaire à la sousty taire CE ; puisque les lignes AB et CE sont celles que ce plan rencontre dans les méridiens, ilcoupera le méridien du lieu suivant la ligne BR menée du point B perpendiculaire sur l’axe, et le méridien du plan suivant la ligne qu'on peut imaginer tirée du point P au point B , et qui est ainsi évidemment perpendiculaire à l'axe. Il suit de là que le point K étant dans Taxe du monde et les deux lignes RB, RP dans l’équateur, l’une dans le méridien du lieu, et l'autre dans le méridien du plan, l’angle BRP, compris entre ces deux lignes, exprime la différence de ces deux méridiens. Cela posé , nous allons chercher l’expression de la hauteur du pèle ACE sur le plan, et celle de la différence des méridiens BRP, l'une et l'autre étant nécessaires pour la construction du cadran vertical , où l’on ne suppose d’autres données que la souslylaire CE et l'angle BCE qu'elle fait avec la verticale BC.
CE
BC : ck :: cosBCE : R
BC X R AB.x sin Ut. x R
cos BCE cos Ut. x cos BCE , dans le triangle rectangle AEC :
donc:
cos ACE =
CE : AC cos ACE ; R
CE X R R X sin Ut.
AC
cos BCE
C'est-à-dire que te cosinus de C ongle qui exprime la hauteur du pâle sur un plan ver- H»ut«w <iu pût. lirai déclinant est égal au produit du rayon par le sinus de la latitude du lieu , divisé par h ^ le cosinus de C angle que la souslylaire fuit avec la verticale. «citutnt par la
MoatjMi*.
XXV
La ligne RP, que nous imaginons tirée du point R au point P sera perpendiculaire à la ligne BP; car la ligne BP, qui est perpendiculaire au méridien ACE du plan , puisqu'elle est la section commune de deux pians perpendiculaires à ce méridien, savoir, le plan de l’équateur et le plan vertical, la ligne BP, dis-je, sera perpendiculaire à toutes les lignes telles que PR, qu’elle rencontrera dans le plan du méridien. Cela posé , dans le triangle rectangle BÇP, on a :
donc :
BC : BP :: R : »» BCP
BP:
BC X »in BCP
AB x an Ut. x BCP
1 o» Ut. x R
dans le triangle A BR , on a :
donc
ab : br :: r : ù Ut.
AB X (in Ut.
BR
donc
Enfin , dans le triangle rectangle BR.P, on a :
BR : bp :: R : tioBRP BP x R
tinBRP =
BK
ou, en prenant les valeurs des lignes qui entrent dans cette double expression, on a :
R X tin BCP
•in BRP , c'ctl-i-dire tin tliff. det Ingrid. =
ent Ut.
Le sinus de la différence des méridiens du lieu et du plan vertical déclinant est donc égal au produit fait du rayon par le sinus de l’angle que la souslylaire fait avec la verticale , divisé par le cosinus de la latitude ou de la hauteur de pôle du lieu.
XXVI
IMflÿroncft
*U* mrridJeiië pour
an plan vertkai déclinant par la ftourtrbiire.
Dans le triangle CBE rectangle en B, on a :
BC ; BE R : ung BEC
donc :
CE _ 80 x tewR BCK _ fCXXIV ) ABx "” h>t -X tim E BCB & S ' c«wiat. x H
Mais dans le triangle rectangle BEA , on a :
AB : de :: R : si» bae -
BE x R AB
ou , en mettant pour BE sa valeur :
tin BAE
ou parce que :
lin lat. tang la t.
tin lat. x tanf; BCE rot Ut.
cos lat.
, un a sin BAE ;
tari;' lat. x tang BCE
C’est-à-dirc que le sinus de l'angle de déclinaison du plan vertical est égal au produit de la tangente de ta hauteur du pôle du lieu par la tangente de f angle que la soustglmre
Déclinaison comme per la souilylalrc
du plan vertical fait avec la verticale , divisé par le rai/on déclinant. x ^
Kig. 14.
Connaître la déclinaiaon par
XXVII
Nous avons supposé , dans les (rois problèmes précédents , que l’on connaissait la soustraire du plan vertical, et nous avons avec cela trouvé la hauteur du pèle sur le plan et la différence des méridiens. Mais si la souslylairc n’était pas don* née, et que l’on connût la déclinaison du plan vertical , soit par le moyen de la boussole, soit par un autre moyen quelconque ( $ XXVIII) , on pourrait également calculer d’après cela les choses nécessaires h connaître pour construire le cadran sur le plan vertical déclinant.
5 xxviu.
Soit P le pied d'un gnomon place sur un mur vertical, déclinant de manière que la distance perpendiculaire de ce point au trou de la plaque, ou au point qui porte l’ombre soit représentée par PG. Si au moyen d’une bonne montre ou d’un cadran voisin, on marque le point S où l’ombre du gnomon se porte à midi, et qu’ayant mené parce point une ligne verticale SD , on mène aussi par le point P une ligne horizontale PO qui coupe la verticale au point O, et qu'on formeavec lesdeux côtés PG et PO le triangle rectangle GPO , on aura l’angle PGO égal à la déclinaison du plan , car ce triangle existe dans un plan horizontal, et est semblable au triangle ABE ( fig . 13), parce que les côtés de l’un sont parallèles aux côtés de l'autre; ainsi, l’angle PGO de l’un sera égal à l'angle BAE de l'autre, c’est-à-dire égal à la déclinaison du plan.
L’angle BAC exprimant la latitude ou la hauteur du pôle du lieu , on aura :
ARxtangtnt.
H : tanglat. :: AB : BC =
Cmiulnant li dMInalwn du plan «tnl
Mais
AB : BE :: R : rin décl. ; donc, BË =
Enfin dans le triangle CBE , on a :
BC: BE :: R : tang BCE
BEx R
ABxsindéct.
U porte on 4c la «oMtylmrc relaUronuat à la ttfnc Tcrtleale.
Fl*. I».
d’où l’on tire :
tang BCE;
BC
ou en mettant les valeurs de BE et de BC :
tang BCE = ***"**■ tang.laL
C’est-à-dire que la tangente de l'angle que la loustylaire /ail avec la ligne verticale ett égale au produit du rayon par le sinus de la déclinaison dm plan supposé vertical , divisé par la tangente de la latitude du lieu.
Dans le triangle BAO , on a r
XXX
AB : AO :: coslat. :R; donc: AO oa AC =
AB x R coslat.
Dans le triangle recta ngle ABE où l’angle BAE exprime la déclinaison du plan, on a :
ABx coj décl.
Coonaltrf la hauteur do pâle mt le plan vertical par te moyen de u
(lâclinalian.
AB : AE :: R : cosdécl. ; donc:AE=
Enfin dans le triangle rectangle ACE où CE est la souslylaire , AC l'axe, et où par conséquent l’angle ACE exprime la hauteur du pôle sur le plan , on a :
AC: Æ :: B: si»AŒ=~i£
AC
ou en mettant pour AE et AC leurs valeurs :
. , om décl. x coj lat.
stn ACE = —
C’est-à-dire que le sinus de la hauteur du pâle sur uuplan vertical déolinmt est égal mt produit du cosinus de la déclinaison du plan par le cosinus de la latitude du lieu , divisé par le rayon.
Fie. 13.
S xxxi.
Oo&MitMfll l« décltQ«ison d'un
pUn vertical, trouver
b différence des méridiens du lieu et de ce pian.
Kig. I«.
En faisant les mêmes suppositions que l'on a faites précédemment ( § XXIII ) , l’angle BRP exprimera la différence des méridiens; or dans le triangle rectangle CPB on a :
CP : BP :: R : tang BCE
Ainsi :
BP =
CP x lang BCE
Dans le triangle CPR rectangle en R , on a :
CP : PR :: R : fin RCP; donc : PR Enfin dans le triangle rectangle RPR , on a :
RP : PB :: R : lang BRP
CP X sin RCP
Ainsi :
tang BRP ;
BP X R CP x lang BCE x R
RP U* X fin RCP
et mettant pour tang BCE sa valeur
R x fin dèi l.
tang lal.
et pour sin RCP =a sin ACE sa valeur
cosdécI.X cosl» 1 -
On aura :
S XXX
taog BRP —
U* X fin d*ct.
lang lal. x cm décl, x costal
sindécl. . lang dncl.
ou en mettant pour sa valeur — ~ — , et pour
tang lal. x cnslat. . R x sin loi
— - sa valeur
On aura finalement :
tang BRP =
R X tangdecl.
sin lal.
C'est-à-dire que la tangente de l'angle, qui exprime la différence des méridiens du lieu et du plan vertical déclinant , est égal au produit du rayon par la tangente de la déclinaison du plan , divisé par le sinus de la latitude du lieu.
XXXII
Si la déclinaison était supposée nulle dans la formule qui exprime l’angle de la soustylnirc avec la verticale (§ XXIX), la valeur de cet angle serait nulle, c'est-àdire que la soustylaire se confondrait avec la verticale.
La même supposition étant faite dans la formule qui ( g XXX ) exprime la hauteur du pèle sur le plan, on trouverait cet te hauteur égale au complément delà latitude du lieu, puisque dans ce ras le cosinus de la déclinaison devient égal au rayon.
Enfin la même supposition étant introduite dans là formule qui exprime la différence des méridiens (§ XXXI ), cette différence se réduirait à zéro.
Or celle supposition convient aux plans parfaitement méridionaux ou septentrionaux; ainsi dans ces plans la verticale elle-même est la soustylaire, ils ont le même méridien que le lieu 011 ils sont, et la hauteur du pèle sur ces plans est égale au complément de la latitude du lieu. Il faut remarquer seulement que c'est le pèle méridional que l'on emploie pour les plans méridionaux, et au contraire le pèle septentrional pour les plans septentrionaux , ce qui fait que dans les premiers la soustylaire est dirigée du haut au bas du plan, cl dans le second elle est au contraire dirigée du bas vers le haut du plan.
Cette remarque s’étend aussi sur tous les points verticaux déclinants.
§ XXXIII
Si dans les mêmes formules (§§ XXIX, XXX, XXXI) dont nous venons de parier On suppose la déclinaison de 90", ce qui rend : sin déd. — K etcosdécl. = U.
On trouvera :
1° La tangente de l’angle que la soustylaire fait avec la verticale
Umg lat.
= col Ut.
c’est-à-dire que cet angle est alors égal au complément de la latitude du lieu.
2* Le sinus de la hauteur du pèle sur le plan sera égal à zéro; ainsi l’axe doit être ou dans ce plan , ou parallèle à ce plan.
3* L’angle qui exprime la différence des méridiens a une tangente infiniment grande, puisque dans celle supposition la tangente de la déclinaison est infiniment grande, ce qui prouve que la différence des méridiens est de 90*.
Or celte supposition convient aux plans orientaux et aux plans septentrionaux; ainsi dans cette espèce de plans , l’angle que la soustylaire fait avec la verticale est égal au complément de la latitude du lieu. L'axe doit être dans un plan parai-
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ièle à ccs plans eux-mêmes, et la différence de leurs méridiens avec le méridien du lieu est de 90” ; tout cela est d'ailleurs fcieïi évident.
En revêtant aux formules qui servent à tracer le cadran (tj XII ), ou trouvera que la tangente de l'angle qu'une ligne horaire fait mec la soustraire se réduit à zéro , parce que dans ce cas-ci la hauteur du pèle sur le plan est nulle, en sorte que les lignes horaires deviennent parallèles à la souslylairc, et le tracé du cadran -soumet alors à marquer sur une ligue perpendiculaire à la soustjlaire les triangle» RYI , UN , DO , etc., et des arcs de l'équateur WBF qui répondent aux différentes heures j et l'on voit sans [teine qu alors la méridienne du lieu ne peut pas être marquée sur le plan , puisque U tangente de l’angle droit DEF qui lui répond est infinie.
Ouant à la situation de l’axe pour ccs cadrans, nous avons vu qu'ils soûl parallèles à la souslylairc; ainsi on les établit dans cette position au mqycn de doux supports égaux élevés perpendiculairement sur cette souslylairc.
» «uplwilihà» fodq iM jih • - 1 . . ■ i.- 'l >op lirs tvltm t»|*
s xxxiv.
De» plans incliné».
Soit VW la section d'un pion incliné, coupé par un plan horizontal dont AD est la méridienne, en sorte qu’en menant AE perpendiculairement à VW, l'angle Fin. ir., 19 , :i DAE exprime la déclinaison du plan incliné supposé.
et »*• Soit imaginé au point D une verticale DX telle que la ligne AX étant menée il
en résultât l'angle DAX égal à la haotcnr dupélcou à la latitude du lieu, et-que AX représentât l'axe du inonde.
Soit imaginé prolongé cet axe AX jusqu'à ce qu'il rencontre lo plan incliné en un point C , et ayant mené par ce point C l'horizontale CX , on la recoupera par la verticale DK, c'est-à-dire pur une verticale DK perpendiculaire à la section commune VW.
Soient II et Q les projections verticales des points C. cl U sur le plan horizontal, '
et soient tirées les lignes DH : l'angle <JRH sera égal à l'angle DAE ou à la déclinaison du plan.
Imaginons encore que CP représente la souslylairc du plan incliné sur laquelle on a mené pur le point O la per|>endiculaire DP; puis supposant par ou point D un plan perpendiculaire à l’axe , ce plan qui représente l'équateur coupera le plan horizontal suivant la ligne 7.RT perpendiculaire à AD, et le pluu incliné suivant une ligne DP qui sera perpendiculaire à la souslylaire, puisqu'elle est la section Commune du plan incliné ot de l'équateur, qui sont l'un et l'autre perpendiculaires au méridien du pian dont CP est une ligne rcucontrée par DP.
Le plim de l'équateur coupera aussi le méridien du lien suivant la ligtto menée
du |M>int B perpendiculairement sur l'an; (voyez les figures indiquées en marge), dans lesquelles AH représente la seçtion du pfcin horizontal, BO la section du plan incliné par le méridien du lieu, et AO exprime l’axe du monde, de manière qri'cn transportant eèlte flgtire sur la ligne ABdela figure eurrespondante(16 Sur f S, 29 sur IB, 22 sur *21 et 215 sur 25) perpendiculairement sur eette ligne , les points A, B, H de l’un couvriraient les points (pli ont h même dénomination dans l’autre, et le point O tomberait sur le point C; le plan de l’équateur coupera aussi le méridien du plan suivant b ligne que l’on peut imaginer tirée du point H au point P, car ces deux points sont les seuls qui appartiennent à l’un ou à l’autre do ces deux plans; il suit de là que l’angle IIR P formé par les doux lignes BB et RP exprimera la différence des méridiens du Ken et du plan. Nous allons en elierélier Kevpression,en supposant <pie l’on connafl lasoustylaire OS et l’angle BNP que cette ligne hit avec la verticale.
iatwo l'un d» il et ltéN| no ar.tu*«>«vi .( lîl !j( |
§ xxxv.
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Aux suppositions que nous venons de faire, nous ajouterons une ligne menée du point X au point S où la verticale coupe la soustylaire, cette ligne sutrèuécra en même temps dans le plan vertical perpendiculaire au plan incliné et dans le méi kKen, de façon qu’elle sera leur section commune, et par conséquent perpendiculaire au plan incliné et aux deux ligues CP et BK qu’elle retioontredans ce plan.
Cela posé, la ligne BK étant perpendiculaire à l'IiorizuniuW VW, qui est la section du pian incliné coupé par le plan horizontal , on aura :
# '«l’irllt « *
JBK : UQ :: le rayon ; sin incl.
Mais le triangle BXS est évidemment semblable au tnafigle ÜftiO. Ainsi :
BX : RS ü te rayon : sin éèd 1. , et dé» iort on a : BS =»
Or, dans le triangle rectangle rectangle BSP, on a:
Ainsi :
BP =
BS : BP R; sin BSP
IA»i^ < ,1 A' 1 1 .
BS X sin BSP BXx sîn incf. X sin BSP
On a d'ailleurs dans le Irùlnglo BXR : . e p nifc. ,
BX r BR ;; R ; co, lat ; d’où = BR ^ RXxoo gjd t w fn» <A vaq
vf dans le trjangltj' BltP aussi rectangle , on a :
„„ „ . „„„ Rx
BR ;BP :: R ; sin BRP =
.1 \ àl Snft** 1 -A I.iq . éttir*
t- ■•dl , <tn vil», uV
t«-*l vVrn«(
BP
BR
5 iVi''.
È m jilf
JU
Fig. 16,20. 23 êt 26.
Trounrr
la dl Héron mj de»
méridien# par le
de la«oii h |>laire.
Fig. 16 el IC 19 «t 20 22 Cl 24 2.6 el 2û
Donc en mettant les râleurs trouvées pour BP et pour BR, on aura enfin:
shaRP.*-"»"^^?
eus iat.
C'est-à-dire que U sinus de l'angle , qui exprime la différence det méridiens du lieu el du plan incliné, est égal ou produit du sinus de C inclinaison du plan par le sinus de C angle que la sousiglaire fait avec la verticale, divisé par le cosinus de la latitude du lieu.
$ xxxvi.
L’angle de la soustylaireavec la verticale étant connu, Ion peut trouver la déclinaison du plan, niais il (but beaucoup d'exactitude en relevant cet angle, car une petite erreur de ce côté-là en produit une plus sensible dans la déclinaison. Nous verrons néanmoins comment on peut trouver la déclinaison par ce moyen (§ XI. 111). Voyons auparavant comment on peut la trouver directement.
S xxxvii.
Si l'on marque à midi sur un plan incliné l'ombre d'un fil à plomb, cette ligne représentera la ligne RC des ligures dont uous nous sommes servi; ainsi , l'observation supposée fera connaître l’angle KBC que celte ligne fait avec la verticale, mais dans le triangle KBC, on a :
BK : CK :: R : Ung KBC; doù = CK = Bli *** KBC On a d'ailleurs :
BK : BQ :: R : cos ind. ; d'où BQ =
BK x cos inrl.
et dans le triangle BQH où l’angle QBII exprime la déclinaison et où QH —CK, oo a :
BQ : CK :: K: Ungdécl.
Ainsi :
tangded.
R X CK BQ
R x lang KIIC cos iucl.
C'est- . -dire que la tangente de la déclinaison du plan est égale au produit du rayon par la tangente de l’angle que la méridienne du lieu fait sur ce plan avec la ligne verticale , divisé par le cosinus de f inclinaison de ce plan.
Mais cette méthode a l'inconvénient doul il a été parlé dans le paragraphe précédent.
XXXVIII
On tire de la formule précédente : connut™
la position de la
ir nr lanjç décl. xcosinc!. méndienoe
Ung KBC = 5 Ju u,,,
«Bile plan pari»
C’est-à-dire que la tangente de f angle que la méridienne du lieu fait tur le plan in- dwl “ bori ' clhté avec la verticale est égale au produit fait de la tangente de la déclinaison par le cosinus de [inclinaison du plan , divisé par le rayon.
XXXIX
On peut aussi trouver la déclinaison du plan par une méthode semblable à connaît™ celle qui a été donnée pour les cadrans verticaux (8 XXV1I1). Ia
’ r . par ot*erv»tkm.
Pour cela, ayant suspendu un fil GF à plomb au trou G du gnomon, on en m. ts. marquera l’ombre BC à l’instant de midi au moyen d’une montre ou d’un cadran voisin, puis par le pied P du gnomon, on mènera la verticale BK; on marquera sur cette ligne le point K qui répond horizontalement au trou G du gnomon , ensuite on tirera par ce point K jusqu’à la ligne BC une ligne horizontale KC. Il est clair que celte ligne KC et la distance GK du trou du gnomon au point K formant l'angle droit d’un triangle qui, étant achevé en menant l’hypoténuse GC, l’angle KGC compris entre cette hypoténuse et le deuxième côté KG exprimera la déclinaison que l’on prendra au rapporteur, et que l'on calculera pour plus d'exactitude d’après les côtés connus GK et KC.
XL
En se rappelant l’explication ( § XXXIV et XXXV) donnée pour l’intelligence codiuimmi des figures 15 , 19 , 22 et 25. ** d ^!^ tenn
Nommons : KQ ouCH a pl> , n ln ' l,n *-
• , trouver
— Sinus inclinaison I la position de i>
- Cosinus inclinaison. . 1 , ■ SI
— Sinus déclinaison D » la vertical».
— Cosinus déclinaison d
— Sinus latitude L
— Cosinus latitude /
— Le rayon R
On aura :
I . i :: « : BQ = y ; et, l:R::«:BK=y
Fl* 22,23*24 IVaflMTT 14, *MM7 10 , 20 et 21
et
mais Ainsi :
Or
BQrBFï :: d : R ; d*6 ; wt«222i^ = g!_y R
ch s= xd et XD:DO::/:L
do = L5üÎ; ou do =
BX = OII:pDO; donc i JBX = « ± = fl"* ®5Î*
ldi \dl
BXxl = ni IrfJ ± oilRI,
H = Rïdi .
BX : BS :: n : I ; d'où : BS <
et puisque SK— P.K — BS, on aura :
ci «R_ HI^o/rBL „„ oRBtfl — iW^rtllL
= — r— ; — ou SK = — — —
1 Uliii tUdi
on bien è cause que : HR — II = H , on aura :
aiîdlzc ni'IRI,
SKc
fteusirvons ff ailleurs :
ltliH
BQ :QH :: d;D; donc : QII = CK =
BQ v I)
Enfin , l'on • :
d’où :
SK : CK :: R : lang CSK
tang CSK = * - ; ou : tang CSK = X
ou CK:
Mrfi
ml)
BR —VI
sK
\d midi rp ail IU idi =plKL
C’cst-à-dirc que la tangente de l'angle que In soustijlalrc du plan fait avec ta verticale est exprimée par une fraction qui a pour numérateur le produit du carré du royon par le sinus de la déclinaison et par le cosinus de ta latitude du lieu, et pour dénominateur la différence ou lu somme de deux termes , dont le premier est le produit du cosinus de l'inrlinaison par le cosinus de la déclinaison du plan et par le cosinus de la latitude tlu lieu ; le deuxieme est le produit du ruqon par le sinus de l'inclinaison du plan et par le siuits de la latitude du lieu, ('es deux termes sont ajoutés ensemble lorsque f inclinaison dit plan est dans le même sens que l'inclinaison de f axe. On prend leur différence quand ces inclinaisons sont en sens contraire.
RbMAnQus. Dans la lig. ‘20, où le plan cal plus incline que l’axe, mais dans le même sens, on a :
ai'RI. aiRÎ. — aldi
BXe= DO — IIO
•lai
ldi
«t BS cal, par conséquent*, égale' à
oilRL — allrf/
ou
EÏÜ
__ flU , ai’IRL — aïî<W
sk = t+ — - t
, et l'orna : SH =s BK -f BS
, ,, . , awll + «flRt
qui sc réduit a
comme dans le cas de l'inclinaison du même sens avec l’axe. Ainsi ce cas ne fait pas d'exception; seulement, etc., etc.
UI
ut lût
1£ iL
Kit lt
c est-i-dirc que le sinus de lu lumienr du pôle sur le plan est exprimé par la somme ou par la différence de deux termes dont l'un est le produit du sinus de rinclinaisoa du plun multiplié par le cosinus de sa déclinaison el par le cosinus de la latitude du lieu.
Connu lire pur lu déclinaison du plan incliné La hauteur dnpAU ma? o« plut*.
divin! par le carré du ration ; f autre est le produit du cosinus de f inclinaison du plan par le sinus de la latitude du lieu divisé par le rayon ; la somme , quand f inclinaison du plan et celle de taxe sont en sens contraire ; la différence, lorsque ces inclinaisons sont du même côté.
Remarque. Dans la figure on trouvera :
ain XCS —
KH
ainsi cela est conforme à l'énoncé général ci-avant.
XLII
T«xi»ei Suivant ce que nous avons établi ci-dessus (§§ XXXIV et suivants), l’angle i» -tur-renw de» compris entre les deux lignes RB et RP, qui sont, l’une dans le méridien du lieu, imr le moyen de l’autre dans le méridien du plan , et qui d’ailleurs sont toutes deux dans le sens la déclinaison, perpendiculaire à l’axe du monde, cet angle, dis-je, exprime la différence des mé- ***■ JJ' JJ ridiens du lieu et du plan , et ce plan perpendiculaire à Taxe du monde coupe le 2 ?,' 23 si 34 plan horizontal suivant TZ. Maintenant, si l’on prolonge la ligne HQ parallèle à u, mm ?i yw jusqu’à sa rencontre Z avec la ligne TZ, et qno l’on imagine par ce point Z et par la ligne ZL parallèle à BH , un plan parallèle au méridien du lieu, la section de ce plan et de l’équateur sera évidemment représentée par une ligne égale à la ligne H1 (fig. 16) menée du point H perpendiculairement à l’axe. Ainsi, si l’on fait (fig. 17) btz= BZ, et qu’à une des extrémités s de cette ligne, on élève la perpendiculaire u égale à la partie HG de la ligne HI comprise entre le plan horizontal et le plan incliné; qu’on tire la ligne bt, cette ligne représentera la section BP, etc. du plan incliné par le plan dé l'équateur. En sorte que, faisant br = BR et perpendiculairement à bt, et que l’on mène la ligne rp perpendiculaire à bt, les deux lignes rb et rp seront placées dans cette figure comme elles le sont dans le plan qui représente ici l'équateur, et l’angle brp exprimera les différences des méridiens : or l’angle brp est égal à l’angle ibt. Ainsi ce dernier angle pourra aussi représenter la différence des méridiens dont nous cherchons l’expression.
Cela posé , nous avons comme ci-dessus ( § XL ) :
__ aldl ± oiRL
BX
I dl
XOœ2 ï^(S
BX : RX :: R : L ainsi RX = = oI<UL±a ^ I -L
K RI di
BX : BR :: R : l ainsi BR =
Donc
BX x / aldl ± at'RL R RM
OR=XO =f :RX = ^î^ a,W '-“ llU ‘
I il " T " RM/
ou , en réduisant au même dénominateur, et observant que : aiR 1 — a»RLL=aiR/i,
0R _ «RLt «IW
Nous avons d’ailleurs :
RM
on trouvera de même :
Et puisque
on aura
OB:OI ::R:L; ainsi 01=^
al
H, = ir
OR : BR :: 01 : GI OI x BR
GI
et
RRii ^ RILd
qui se réduit à -
HG= HI dz GI = — ± * ILrft+aiR(J ' R RRi/^RILd
HG =
oiRR
Ri/ T IU
mais à cause des triangles rectangles semblables BQ H et ZBH , on a :
BZ:BH :: BQ : qh et BQ : qh :: <f ; n ct,BH = ~ (5 XL)
donc :
BZ : :: i : D et par conséquent BZ = —
Knün nous avons vu que Kl=bx et que s/=HG; et dans le triangle rectangle bzt, on a :
Un§ xbt =
donc :
r xbt —
R X HG
bx
aiR*
DI
Rit ^ 1U< ai R
Cet énoncé al ml uni excrpUon pour le eu •A l'Inelliuleon, due le même •en» ,
W trouverait pli» grande que «De île l'ux.
De terminer la dêelineiion du plan per la MUMjlaire.
OU
tang zbt =
_ RI Ü? , L
Kil ^ l‘-d
c’est l’expression de la tangente de la diiTérencc des méridiens.
Ainsi : la tangente de ta différence des méridiens du lien et du plan est donc exprimée par une Jraction dont te .numérateur est for nu 1 par te produit du carré, du ragon, par le sinus de la déclinaison et par le sinus de (inclinaison du plan , et dont le dénominateur est la différence ou la somme de deux termes ; le premier est le produit du ragon par le cosinus de l'inclinaison du plan et par le cosinus de la latitude du lien , le second est le produit du sinus de la lat lude du lieu par le cosinus de la déclinaison et par te sinus de C inclinaison du plan. Im différence de ces deux termes entre dans (expression quand (inclinaison du plan ti'esl pas dans le même sens que (inclinaison de (axe; c’est la somme de ces deux termes qui ij entre dans le cas contraire.
§ XLUI.
Les méthodes que nous avons données ($} XXXV II et XXXIX) , pour Irouver la déclinaison d’un plan incliné , supposent que l'on s’ est assuré d'avance de l’instant où il est midi pour le lieu ; au tléJïiul de cette connaissance on peut dans tous les cas trouver la déclinaison par k soustylairc que l'on est toujours à même de placer sur le plan (§ V); en mesurant ou en calculant l'angle qu’elle fait avec la verticale, c'est-à-dire avec une ligne prise dans ce plan perpendiculairement à l'horizontale, on a :
et
ainsi :
(S XL) SK =
aiidt rpm'IItL
RÏSÏ
(S.XU) XC =
«iim
Idf
et
VR’L
iitj r
Mais dans le triangle CS K , on a :
eus Csk’ : R' :: ÎK* : CS*
Ainsi en nommant * le cosinus de l'angle CSK, on aura :
Ifxïtrsss'XÜ’
c’esl-à-diro :
R'aVd'r — SaYMR’IaU + «vrift.- o.WIY zçQdi'lTllMi'
üJ7i' “ ,RV -STSÿ a,mTV
Ou , en supprimant le diviseur qui rsl le même pour les deux termes de cette égalité, et en les divisant l’un et l'autre par le facteur a'i' qui leur est commun, on aura :
RV<i*f 3: 2ilR’Ld/ +rR'L’ =RV— J’tf/VipiilRLdij’ — CR’LV ou en rassemblant les facteurs de d‘, et do d,
(T (R Vf X l’/Vt q:d(2.TB’UcF«lRUi’) = RV — fRViT — RU’L"
En nommant m le facteur de d', n le facteur de d,
p la somme des termes du deuxième membre do l’équation , on aura :
dm d» — p
d'où l'on lire par la métliodc ordinaire :
c’cst-à-dirc :
j \ /kV —«TiiV« — i.Vl/ , 4 1U J U - Jltur
*~V H'ir + n »• + V RW + Fiÿ ) ~
iiR'r.j — iînu«* H i r -j- l't'i'
On peut trouver, par la soustylairp. , le cosinus de la déclinaison du plan. Il serait trop long de détailler les termes qui entrent dans «elle expression ; il sera très-aisé de substituer aux lettres qui y entrent la valeur que nous leur avons assignée (§ XL), lorsque l’on vomira faire usage de celle formule; il sullira de remarquer ici que le signe + du second terme a lieu lorsque l'inclinaison du plan est en sens contraire de l'incl. liaison de l'axe; le signe — a lieu dans le cas contraire.
Aération du pAte sur le plan vertical déclinant.
Sur les plans verticaux , méridionaux ou seplenlrionaux.
Sur des plans inclinés
méridionaux ou reptentrionaux.
Sur des plans verticaux , orientaux ou occidentaux.
Klc vallon du >Ale sur un plan incliné oriental on occidental.
XLIV
Si , dans la formule trouvée ( § XL1) pour déterminer l’élévation du pèle sur le plan , on suppose l’inclinaison de 90* ou le plan vertical , on aura : 1 = R et
1 = 0 . Ainsi le sinus d’élévation du pèle sera =^, comme au § XXX.
Si dans cette même formule on supposait, outre cela, la déclinaison nulle ou le plan méridional ou septentrional, en sorte que d devint égal à R , l'on trou* verait : sinus élévaliot du pèle = l = cosinus latitude (§ XXX11) ; ce qui est d'ailleurs évident.
XLV
Si dans la même formule :
au j Ml iL
araélév. du pèle = ^ ^ -g-
on suppose la déclinaison nulle , on aura :
d = R et sinélév. du pôle = ~
il K •
ce qui est l'expression du sinus de l’angle égal à la différence ou à la somme des deux angles I et L; et effectivement celte supposition convient aux plans méridionaux et septentrionaux, pour lesquels l'élévation du pèle est évidemment égale à la somme ou h la différence de l'angle do latitude du lieu et de l'inclinaison du plan : la somme, pour le cèté du plan qui regarde le pèle élevé, et la différence pour l'autre.
XLVII
Si dans la même formule :
fldl iL sin élév. dn pôle = qp -g-
on suppose la déclinaison de 90* ou le plan oriental ou occidental , on aura <1=0, el elle deviendra :
sin élév. dn pèle = hF -jf
c’cst-à-dirc que r élévation du pèle sur les plans inclinés orientaux ou occidentaux a son sinus égal au proilutl du cosinus de rinclinnison du plan par le sinus de la latitude du lieu , divisé par le rayon. Le signe r F annonce seulement que, dans ces deux espèces de plan , l’axe n’est pas semblablement dirigé ; pour les plans orientaux ' il est dirigé vers le pèle élevé, et pour les plans occidentaux vers le pèle abaissé.
§ XLVIII
Si la déclinaison était dans la même formule supposée nulle, et l’inclinaison sur an pian ' du plan en sens contraire de l'inclinaison de l’axe et égale au complément de la * < « u ‘“ >xA “ l latilude, on aurait: d=R, 1 = / et i= L, et la formule deviendrait :
sin élév. du pèle = — ^ ^
c’est-à-tbre que l’axe serait perpendiculaire au plan. Cette supposition détermine en effet le cas du plan équinoxial ou perpendiculaire à l’axe du monde.
S XLIX
Si , dans la formule ( § XUI ) qui exprime la tangente de la différence des méridiens, on suppose la déclinaison nulle ou D égal à zéro, la formule entière se r un a à zéro, ce qui prouve que ta différence des méridiensesl alors nulle ce niéridiorum qui d’ailleurs est évident. ’ ° u
septentrionaux
Incliné*.
Si , dans celte même formule, on suppose la déclinaison de 00* ou le plan orien- Pour a 1 *"* tal ou occidental , on aura : D = R et d=o. Ainsi elle deviendra : w1cn '* u '‘
• nn nrrld«nl«in
tang dilT. des méridiens = —
ou, en mettant pour sa valeur — , 0 n aura :
tang diff. des méridiens = R x l,n K incl -
cos lat.
c’est-à-dire que la tangente de la différence des méridiens , pour les plans orientaux ou n*. m. occidentaux, est égale au produit du rayon par la tangente de f inclinaison du plan, divisé par le cosinus de la latitude du lieu.
Différente des méridiens pour les plans verticaux déclinants.
Application des logarithmes au calcul des formules précédentes.
•, » . | ■ , .. j • ‘«V*ni ■ 1 11
. § Ll.
Si , dans cette môme formule , on suppose l’inclinaison du plan de 90* ou le plan vertical, ce qui rend I —Il et 1=0, on aura :
tang diff. des méridiens = 5^5
aL
ou , en mettant pour sa valeur ; on aura .
tang diff. des méridiens = — X Jj?'^ lll cl; ( S XXXI )
LU
Les calculs à faire suivant quelques-unes de ces formules seraient fort longs, si l’on n’avait pas le secours dos logarithmes ; mais comme les tables des logarithmes des nombres ne sont pas fort étendues, et que les sinus, cosinus, etc., sont exprimés par de très-grands nombres, on pourrait sc trouver embarrassé si on ignorait les propriétés des logarithmes ; mais avec celte connaissance, les calculs deviennent fort simples. Nous allons en faire l’application sur la formule du § XLIII, qui est la plus composée , où l'on a :
/ RV — f H*LV — R*I’L* , — iLIRfi'W t'IR’U — t'IRUs’
+ {" Avr q- iw ) ^ r vr + vr t
KVT + riV
que nous avons représenté par :
d=: \/2- + (JL)'-JL
Supposons donc un plan dont l'inclinaison soit en sens contraire de l’inclinaison de l’axe :
La première , de 22" 30’ ;
La deuxième, ou la latitude , de 59" 30* ;
L’angle que la soustylairc fait avec la verticale , de 04° 25' ;
On aura , en prenant les logarithmes :
iog R° 60,000000
logl* 19,270612
or
75,000000 est le Iog de 10 *
4,270612 est le log de 18647
Ainsi R 6 x *" = 18647 + ÎO*
ou
te
Log R’
Log L*
Log i*
Log J’R’LV
P = R 6 *' — «’R'LV— R 4 I*L*= 3725X
Log de celle quantité = 3,571 1264-7*, 000000
ou log p a* 77,57112#
Log m 59,5*9160
. . 18,021966 = 1*, 000000+*, 021966 = loâigxio’s
Log i 9,965615
Log R»I 39,5828*0
Lo? L 9,8883*1
Log / 9,802128
Log iR'IU = 69,23892*
•R’ILf = 17335X10
Log I
Log L
. . . . = 17335X10" ou = 173350X10“ 9,965615 9,888341
Log l 9,802128
Log »* 19,270612
Log iLRIi*’. = 68,509536
tLRL»\ = 32325X10“. . . 32325X10“
t« = «R*IL( — «XRI*’= 1*1025 x I0’ 1 = 1*10 J X 10“
Log T» = 3,1*9296 + 66,000000
Log -;n = 69,1*9296
Log m 59,5*9160
Log — - .
Connittra dan»
quel >«iu e*t rioclinaison du plan n Iniivoment à l'ate , par le moyen dv l’angle que la méridienne du heu
•ur le plan fait arec
U méridienne l*ni xontale.
dont le logarithme est 9,908173 qui est le logarithme de d, c’est-dire le logarithme du cosinus de la déclinaison du plan , or ce nombre est le cosinus d« 85*68'. Ce qu’il fallait trouver.
S LUI
Nous avons vu (§ XL) que BH = lorsque HO est représenté para, mais dans le triangle HBO rectangle en II , on a :
UB : HO :: R : tang 1<B0
Ainsi :
• tang HBO =
lt x HO aR'd BU — aiR
ld
I , tans inrl.
ou en mettant pour r sa valeur — - — , on aura :
tang HBO =
tane inrl.Xro' rléel.
C’est-à-dire que la tangente de l'angle que la méridienne du lieu sur le plan fait avec h méridienne horizontale , est égale nu produit de la tangente de C inclinaison par le cosinus de la déclinaison , divisé par le rayon.
Lorsque cet angle sera plus grand que la latitude du lieu , le point de rencontre o de l'axe avec le plan ou le centre du cadran sera vers le haut du plan : si au contraire cet angle est plus petit que la latitude HAO «lu lieu, le point de rencontre qui détermine le centre du cadran sera vers le bas du plan.
Si cet angle était plus grand qu’un droit, l’inclinaison du plau serait en sens contraire do l'inclinaison de Taxe.
LIV
Nous n’avons parlé des cadrans qu’en les considérant sur le côté du plan tourné vers le plan vertical clevé sur la section commune au plan incliné et au plan horizontal , parce qu’il est clair que le cadran tracé sur l’autre face sera parfaitement égal au premier, avec cette différence que le centre du cadran sera placé différemment, c’est-à-dire que, si dans le premier le centre du cadran est vers le haut du plan, il sera vers le bas sur l’autre côté du plan.
Jusqu'ici nous avons supposé que le soleil faisait constamment sa révolution journalière autour de la terre en vingt-quatre heures, mais on a reconnu par observation qu'il emploie quelquefois plus et quelquefois moins de vingt-quatre heures à faire celte révolution, en sorto que le calcul du temps, à raison de vingt-quatre heures par jour, ne cadre pas exactement tous les jours avec le temps vrai, cependant, au bout d'une année, il se trouve que le soleil a fait le même nombre de révolutions que s'il avait employé vingt-quatre heures exactement à faire chacune d’elles. L’année, partagée en jours égaux de vingt-quatre heures, c’est ce que l'on appelle le temps moyen. C'est celui d'après lequel sont réglées les horloges , parce qu'il n'est pas possible de les assujettir aux différentes variations que l'inégalité du mouvement du soleil fait subira la longueur des jours.
Il suit de là qu'une horloge bien réglée marquera ordinairement midi lorsque le cadran solaire marquera une heure dillërenle; et que les cadrans faits comme nous l avons dit ne donnent que le temps vrai, et ne peuvent pas servir à régler les horloges.
Mais comme on sait par les tables faites d’après l'observation, la différence do temps vrai au temps moyen pour tous les jours de l'année, qui est ce que l’on nomme l'équation du temps; et que l'on sait par conséquent, dans quelque jour que ce soit, à quelle distanco du méridien du lieu ou à quel point de l’équateur le soleil se trouve loisqu’il est midi au temps moyen, on peut, par les règles que nous acotis données, déterminer pour un jour quelconque le point où le soleil marquera son ombre lorsqu'il sera midi au temps moyen. La courbe tracée par les points d'ombres ainsi déterminés pour tous les jours de Tannée, terme ce qu'on a|>pelle la méridienne du temps moyen, parce qu'en elfcl il sera midi au temps moyen toutes les fuis que l’ombre se portera sur cette courbe.
On voit, par exemple : dans les tables de l'équation du temps que le 2 novembre il est 11 11 43' àd" au temps moyen lorsqu’il est déjà midi au temps vrai , il faudra donc chercher sur la ligne de 14* 43' 46" le point où se porte l’ombre du soleil le ‘2 novembre (§§ XV, XVf et XVII), ce point appartiendra nécessairement à la méridienne du temps moyen : on trouvera les autres par la même méthode.
La courbe ainsi tracée, à commencer du 24 décembre où le temps moyen s’accorde avec le temps vrai, partira de la ligne qui marque sur le cadran le midi du lieu, elle s'eu écartera ensuite progressivement pendant un certain temps et viendra la recouper le 15 avril, puis elle s'écartera de nouveau du côté opposé, et s’en rapprochera de manière à y arriver le 15 juin; de là la courbe repassera au
Temps rao)e»
Mendient*
temps moxu*.
premier côté tic la méridienne, et après s’en être éloigné d'une certaine quantité, elle viendra la recouper le 1" septembre; enfin après s’étre écartée de l'autr côté pour la deuxième fois, elle viendra se refermer au point du 24 décembre. En sorte que cette courbe doit avoir à peu pris la forme du chiffre 8 traversé à peu près dans son milieu par la méridienne du lieu.
LVI
Nous n'avons, dans le § LV, considéré qu’une seule des faces des plans pour y tracer des cadrans. Il est évident que ceux que l'on tracerait sur la face opposée , sont parfaitement égaux aux premiers, avec cette différence seulement, que si le centre du cadran occupait dans le premier cas la partie haute du cadran , il sera placé dans le second vers la partie basse, et réciproquement : parce qu'ils font alors face à des pôles opposés.
Développement de quelques problèmes de gnomonique par la trigonométrie sphérique.
( Extrait du Mémoire de M. Picakt en MJ99 ).
Planche IV.
FS*. <U
Fig, ».
Deux points d'ombre étant donnés par observation , trouver la hauteur du pôle sur U plan , et ta ligne suushjlaire, supposé comme la déclinaison du soleil.
On mesurera la hauteur AC du style, et les distances AB, AD du pied du style aux points d'ombre B et D : avec cette hauteur et chacune de ces distances, on formera deux triangles rectangles ; l'angle ACB de l’un et l'angle ACD de l’autre, exprimeront les distances du zénith au soleil dans les instants où les points correspondants B et D ont été observés. On mesurera ou l’on calculera aussi l’angle BAD que font entre elles les deux lignes d’ombre AB ot AD.
Cela posé , si l'on représente par ACBK le méridien du plan ; que P soit le pôle du monde, C le zénith du plau, et le soleil supposé aux points E et F dans les moments où l’on a observé les deux points d’ombre : l’arc CE sora exprimé par l’angle ACB, et l’arc CF par l’angle ACB. Avec ces deux côtés, et l’angle ECF qui est celui des deux lignes d’ombre, on calculera dans le triangle ECF la distança EF entre les deux positions du soleil dans les instants où les observations ont été faites : on calculera aussi l’angle EFC.
Si l’on imagine ensuite les arcs PE et PF meués du pôle aux points de position
du soleil , ces arcs étant les compléments de la déclinaison seront connus, mais nous venons de calculer EF , ainsi les trois côtés du triangle PFE seront connus ; on pourra donc calculer l’angle PFE. La différence entre cet angle et l’angle calculé EFC fera connaître l'angle PFC du triangle PFC , dans lequel on connaît d'ailleurs les deux côtés PF et CF. On pourra donc calculer le côté PC qui est la distance du jxile au zénith du plan, et par conséquent le complément de la hauteur du pôle sur le plan , première chose cherchée. On calculera aussi l'angle PCF qui est celui que la soustylaire fait avec la ligne d’ombre AD, ainsi la soustylaire sera aussi trouvée ; c'est la deuxième partie du problème.
La soustylaire et un point d ombre étant donnés , trouver la hauteur du pôle sur te plan, supposé qu’on sache ta déclinaison du soleil nu moment oit le point d ombre a été observé.
Au moyen de la longueur de l'ombre observée et de la hauteur du style, on connaîtra comme au problème précédent la distance CF du zénith C du plan au soleil , au moment de l'observation ; et la soustylaire étant donnée on prendra l’angle qu'elle fait avec la ligne d'ombro , ce sera l'angle PCF du triangle PCF , dans lequel, outre cet angle et le côté CF, on connaîtra encoro le côté PF complément de la déclinaison du soleil ; ainsi l’on aura assez de données pour calculer le troisième côté PC qui est le complément de la hauteur du pôle cherchée.
La hauteur du pôle sur te plan, un point d ombre et la déclinaison du soleil étant donnés, trouver l’angle que fait la soustylaire avec la ligne d’ombre.
L’arc CP est le complément de la hauteur du pôle donnée, on calculera, au moyen du point d'ombre et de la hauteur du style , l'arc CF qui est la distance du zénith du plan au soleil, enfin le côté PF est le complément de la déclinaison donnée du soleil dans le triangle C PF; les trois côtés seront connus, et l’on pourra par conséquent trouver l’angle PCF qui est l’angle que la ligne d'ombre fait avec la soustylaire, ou son supplément.
L’angle de la soustylaire avec la verticale, la hauteur du pôle du lieu et Cincimaison du plan , s'il y en a , étant donnés, trouver la hauteur du pôle sur le plan , la différence des méridiens, et la déclinaison du plan.
Fig. t>.
Fig. ».
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Soit représenté le méridien du lieu par le cercle PGBB ; soit P le pôle le plus voisin du zénith G du lieu; PCB le méridien du pltin , en sorte que C soit son zénith; CGIt sera le vertical commun et CG la distance du zénith du plan au zénith du lieu.
Or dans le triangle GPC , GP est donné, c’est le complément de la hauteur du pôle du lieu; GC est aussi donné par l'inclinaison du plan, et l’angle PCG est également connu , puisqu'il représente celui que la sonslylaire Tait avec la verticale. On pourra donc calculer les autres parties de ce triangle, savoir : le côté CP, complément de la hauteur du pôle, sur le plan; l'angle CPG, qui est la différence des méridiens du lieu et du plan; et, enfin, l’arc GP, qui exprime la déclinaison du plan, ou son supplément.
IU.MARQOE. Dans le triangle CPG , on a : sin : GC : sin PG :: sin CPG : sin PCG, ainsi sin CPG = sin PCG multiplié par sin : GC, divisé par sin PG, c’est-à-dire que le sinus de la différence des méridiens est égal au produit de l'angle de la soutlijlaire avec la verticale par le sinus de f inclinaison du plan, divisé par le cosinus de la hauteur du pâle du lieu.
Dans le mémo triangle, on a :
Ainsi :
sin P : sin G :: sin CG : sin PC
sin PC
sin GC x sin G siu P
sin incl. X sin décl.
sin P
mettant pour sinus P sa valeur trouvée ci-dessus, on a:
sin PC —
sin déri. X cos ht.
sin PCG
C'est-à-dire que te cosinus de l’élévation du pâle sur le plan est égal au sinus de la déclinaison du plan multiplié par le cosinus de la latitude du lieu, divisé par le sinus de l’angle gue la soustglaire fuit avec la verticale.
V PBOBLÈME.
IjO plus courte ombre ou la hauteur du pôle sur le plan , la hauteur du pii le du lieu et l'inclinaison étant données, trouver la soustglaire , la différence des méridiens et la déclinaison du plan.
On connaît par les données du problème les trois côtés du triangle CPG, car PG est le complément de la latitude du lieu ou de la hauteur du pôle du lieu, PC est le complément de la hauteur du pôle sur le plan, et CG, la distance du zénith du plan au zénithdn lieu , est donné par l’inclinaison donnée; on pourra doue calculer les trois angles, qui sont les inconnues cherchées dans ce problème
Il faut remarquer que la détermination précédente par l'angle de la soustylaire avec la verticale, est préférable à celle-ci lorsque le plan décline peu, parce qu'alors pour beaucoup de changement à l’angle de la soustylaire avec la verticale, il en arrive peu à la hauteur du pôle sur le plan; mais quand il y a beaucoup de déclinaison du plan, c'est tout le contraire.
Ce problème cl le précédent sont , dans la pratique , toujours préférables au Vel au 5*.
l’n point tf ombre, la déclinaison du soleil, la hauteur du pôle, du lieu, et l'inclinaison du plan étant donnés, trouver la hauteur du pôle sur le plan.
P étant supposé au pôle, G au zénith du lieu , et C au zénith du plan, et le soleil placé en S au moment de l'observation , le point d’ombre donné fera connaître la longueur de l’ombre , et par la hauteur du style la distance du soleil au zénith du plan : c'est l'are CS; la distance CG entre les deux zéniths est donnée par l'inclinaison du plan; enfin l'angle CGS compris entre ces deux côtés est égal à l'angle qu’une verticale du plan lait avec 1a ligue d'ombre; ainsi dans ce triangle on pourra calculer SG , qui est la distance du soleil au zénith du lieu, ainsi que l'angle CSG.
Mais dans le triangle PSG nous venons de trouver SG ; PS est le complément de la déclinaison du soleil , PG le complément de la hauteur du pôle du lieu ; on pourra donc, dans ce triangle, calculer l'angle GSP; la différence de cet angle et de l'angle CSG trouvé dans le premier triangle donnera l'angle CSP, en sorte que dans le triangle l’CS, outre cet angle, on connaît les côtés PS et CS entre lesquels il csfc compris, on trouvera donc CP, qui est le complément de la hauteur du pôle sur le plan. Ce qu'il fallait trouver.
Si le point d’ombre était pris sur la verticale du plan, le problème aurait une solution plus prompte et plus simple; en effet le soleil se trouverait alors en un point S du vertical commun, et l’on connaît CS par la longueur de l’ombre et par la hauteur du style, CG est connu par l'inclinaison du plan; ainsi on connaîtra GS par une simple soustraction , de manière que les trois côtés du triangle GSP seront connus; ainsi on pourra calculer l'angle PSG, son supplément sera l'angle PSC du triangle PSC , dans lequel on connaît d'ailleurs les côtés PS et CS ; ou trouvera donc CP, complément de la hauteur cherchée.
Le mêmes choses que dans le 8* problème étant données , trouver la déclinaison du plan.
On connaîtra GS cl l'angle CGS comme dans le problème précédent, on chcr-
Fig. d.
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chera dans le triangle SPG , où les côtés sont connus , l’angle PGS ; la différence de cet angle avec l'angle CGS donnera l’angle PGC , qui est la déclinaison du plan ou son supplément.
Par C observation du soleil qui est faite lorsqu'il rase le plan, trouver la déclinaison du plan, supposé que P on sache la déclinaison du soleil , la hauteur du pôle du lieu et C inclinaison du plan.
Pour connaître par observation quand le soleil rase le plan , c’est-à-dire quand il est dans le plan du cadran , il faut avoir une grande régie sur le plat de laquelle il y ait deux pinnules dressées aux deux bouts, dont l’une soit percée au centre pour laisser passer les rayons du soleil , et l’autre disposée de manière à les recevoir sur un cercle dont le centre soit correspondant au trou de la première pinule; cette régie, ainsi préparée, sera appliquée de plat contre le plan, et pointée continuellement vers le soleil , jusqu'à ce que l’image du soleil tombe justement dans le oerclc de la deuxième pinnule ; alors sans déplacer la règle on tracera une ligne qui représentera le rayon du soleil au moment où il aura rasé le plan, supposé que le côté de la régie soit bien parallèle à la ligne des centres des pinnules.
On mesurera ensuite l’angle que la ligne ainsi tracée fera avec la verticale.
Soit AD le grand cercle de ta spbére parallèle au plan du cadran ; C son zénith ; P le pôle clevé sur le plan ; G le zénith du lieu qui sera dans le plan du cadran s'il n'y a poiut d’inclinaison ( fig-f ) ; S le centre du soleil placé dans le plan du cadran au moment de l'observation ; H le point d’intersection du même plan avec la verticale commune CG. L'arc SH sera mesuré par l'angle formé par la verticale du plan et par le rayon mené du pied du style au soleil au moment où il rase le plan. ,
Ainsi dans le triangle SPG ( Jig. f ), lorsque le point G se confond avec le point H à cause de l'inclinaison nulle, on connaîtra SH et SG par l'angle de la verticale avec la ligne tracée dans l'observation. PS complément de la déclinaison du soleil , et PG , complément de la hauteur du pôle du lieu ; on pourra donc calculer l’angle SGP dont le complément CGP sera la déclinaison du plan.
Si le plan est incliné, le zénith G du lieu se trouvera hors du plan. Mais le triangle GSII sera rectangle et l’on y connaîtra SH comme au cas précédent, et GU par l’inclinaison du plan : on trouvera donc SG et l’angle SGH ; en sorte que duos le triangle SGP, où PS et PG sont donnés par la déclinaison du soleil et par la latitude du lieu, on connaîtra les trois côtés avec lesquels on calculera l’angle
SGP; ainsi en prenant !a somme ou fa différence de cet angle et de l’angle SGH, on aura l'angle PGC qui détermine la déclinaison.
Il* PROBLÈME.
La déclinaison du plan étant donnée , trouver la hauteur du pâle sur le plan , la ligne soustylaire et la différence des méridiens , supposé la hauteur du pâte du lieu et f inclinaison du plan.
Par les données on connaît dans le triangle PCG , CG distance du zénith du plan au zénith du lieu , connue par l’inclinaison du plan, PG complément de la hauteur du pôle du lieu , et l’angle PGC connu par la déclinaison ; on pourra donc calculer toutes les autres parties de ee triangle; le côté PC sera le complément de la hauteur du pôle sur le plan ; l’angle PCG , qui est celui que la soustylaire fait arec la verticale, et enfin l’angle CPG, qui est la différence des méridiens du lieu et du plan.
La déclinaison du plan et son inclinaison étant donnée , trouver C obliquité de la ligne méridienne.
Dans les (ig. f, g et h, h» ligne méridienne du lieu sera dirigée du pied du style au point où le méridien du lieu PG est coupé par le plan du cadran ; or dans la fig. où l’inclinaison est supposée nulle, le méridien du lieu ne rencontre le plan du cadran qu’au zénith G ; ainsi dans ce cas la méridienne du lieu est verticale dans le plan du cadran.
Dans les fig. gel h, la méridienne du lieu va du pied du style au point où le méridien du lieu PG est coupé par le plan du cadran ; or dans la fig. /, où l’inclinaison est supposée nulle , le méridien du lieu ne rencontre le plan du cadran qu’au zénith G; ainsi, dans ce cas, la méridienne du lieu est verticale dans le plan du cadran.
Dans les (ig. g et h la méridienne du lieu va du pied du style au point I , et la verticale du plan va au point H , où ce point coupe la circonférence CG du vertical commun ; ainsi l’arc 111 sera la mesure de l’obliquité de la ligne méridienne; mais dans le triangle GUI , GU est connu par l’inclinaison; l’angle 1HG est droit, . et l’angle 1GH est la déclinaison donnée du plan ; on pourra donc calculer l’anglu ou l’arc cherché GI.
Remarque. Dans le triangle rectangle GHI on a : tang Iil = - — —
Fui. i
e’esl-à-dire que la tangente de Cangle que ta méridienne du lieu fait avec la verticale du plun, est égale n la tangente de la déclinaison du plan inult iplic par le cosinus de son inclinaison , divisée ensuite par le ragon.
l.T PROBLÈME.
La différence des méridiens étant donnée, trouver f heure de la soustglaire.
On réduira celle difl’érencc en temps à raison de 15° pour une heure, el le produit en sera complé depuis midi si le plan est vers l'occident ; si au contraire le plan tourne à l’orient, ce produit sera retranché de 12 heures, le reste sera l'heure de la soustraire.
La hauteur du pôle étant donnée, trouver la moitié du plus grand jour.
Soit III. l’horizon parallèle au plan du cadran , AO l'équateur, P le pôle, S le point de l'écliptique où le soleil a la plus grande déclinaison. Si l’on imagine l'arc PS mené par le pèle au soleil prolongé jusqu'à l’équateur qu'il rencontre en I), l’angle D sera droit et l'arc OD marquera l'excès de la moitié de l’arc diurne du plus grand jour sur la moitié AO de l’arc diurne équinoxial , c’est-à-dire son excès sur six heures. Or dans le triangle rectangle OSD on connaît DS , qui est égal à la plus grande déclinaison du soleil ou à l'obliquité de l'écliptique; on conii'dt aussi l'angle O, qui est l’élévation de l’équateur, et par conséquent le complément de la hauteur du pôle du lieu ; on connaîtra donc l’arc OD, que l’on réduira en temps pour l’ajouter à six heures et avoir pour leur somme la moitié du plus grand jour.
Or : sin OD— ™ l ' < ~ * ■— , ainsi le sinus de l'arc qu'il faut ajouter à 5)0“ pour la
moitié du plus grand jour, est égal au. produit de la tangente de la hauteur du pôle du 'lien pur la hauteur de /' obliquité de l'écliptique, divisée par le ragon.
. Déterminer les heures qui doivent être marquées sur tut plan donné.
Si le plan est horizontal, le problème se trouvera résolu en déterminant les heures du plus long jour.
Si le pian regarde le môme pôle que le plan horizontal , il faudra chercher l'heure de la soustyluire, en retrancher la moitié du plus grand jour du plan pour avoir l’heure du lever relativement au plan , et ajouter à celle heure de la souslylairc la moitié du plus grand jour du plan pour avoir 1 heure du coucher pour
ce plan : mais il faul savoir si le soleil , aux heures trouvées, sera sur l’horizon du lieu ; ce qui est facile , en employant l'heure du lever ou celle du coucher au plus grand jour du lieu.
Pour les plans méridionaux dans un lieu septentrional , au contraire il faul trouver [heure ù laquelle te soleil se couche où se lève à f égard du plan propose; ce qui suppose la hauteur du pâle du lieu et la déclinaison du plan : on fera donc (la proportion), comme le rai/on est au sinus de la hauteur du pôle du lieu , ainsi lu tangente de la déclinaison du plan est à la tangente tf un arc , qu'il faudra ôter de 00“ oh de six heures si le plan est orientât j ou bien qu'il faudra ajouter à si c heures si le plan est occidental. L'Iieurc ainsi trouvée sera la première ou la dernière qu'il faudra marquer sur le plan.
Celte partie soulignée de la solution du problème est copiée littéralement sur le mémoire de M. Picarl ; mais il parait que la proportion qui fait connaître la quantité qu’il faut combiner avec six heures est fausse , car dans le cas dont il est ici question, le plan du cadran et le plan horizon! il font face à des pôles opposés. Aiusi, quand les arcs diurnes croissent pour l'un, ils décroissent pour l’autre, et le plus grand jour pour l’un et pour l'autre , en supposant qu'ils puissent se porter empêchement respectivement par leurs horizons, sera celui où le soleil se lèvera ou se couchera au point d’intersection de ces horizons ; et ce plus grand jour qui a lieu pour le plan j parce qu’eu effet il reçoit empêchement par l’horizon du lieu, ne sera jamais de plus de douze heures, parce que les deux horizons se coupent en des points communs avec l'équateUr et le partagent en deux parties égales : ce plus grand jour sera donc au temps de l'équinoxe. Or, le soleil étant dans l’équa- _ leur, la différence entre les origines des arcs diurnes pour le plan horizontal et pour un plan vertical déclinant est évidemment égale à la différence île leurs méridiens ; et quelle que soit l'inclinaison du plan supposé, son horizon coupe l’horizon du lieu aux mêmes points où celui-ci est coupé par l'horizon du plan vertical , de même déclinaison que le plan supposé. Ainsi , quelle que soit la situation du plan supposé , la différence de l'origine de son arc diurne avec l'origine de l'arc diurne du lieu sera égale h la différence des méridiens du plan horizontal et du plan vertical de même déclinaison que le plan supposé : c’est-à-dire quo, s’il est oriental , le lever pour le plan devancera six heures d’une quantité égale à celte différence des méridiens, et s’il est occidental il retardera au contraire de cette quantité. L’inverse aura lieu pour le coucher.
Mais ( § XXXI ) la différence des méridiens du plan horizontal et d’un plan vertical déclinant est égale au produit de la tangente de la déclinaison multipliée par le rayon , divisé |>ar le sinus du la hauteur du pôle du lieu. Ainsi , la proportion ci-dessus est fausse; car elle donnerait celte différence égale au produit de la tangente de la déclinaison multipliée par le sinus de la hauteur du pôle divisé
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porte rayon. Donc la môme formule qui sert à trouver la susdite différence des méridiens servira à la solution de ce problème.
Tracé graphique Uct eadram sur toute» sorte* de plans.
f . Une plaque opaque, percée d'un trou évidé pour laisser passer librement un rayon de lumière, étant soutenue au-dessus d'uu plan au moyen d'un ou plusieurs supports , forme un gnomon. Le point qui répond dans le plan perpendiculairement au trou de la plaque est le pied du gnomon. Si du pied du gnomon on trace un arc de cercle sur le plan , et que l’on marque sur cet arc les dent points où la lumière du soleil se portera en passant au travers du gnomon . et que l'on divise la partie de cet arc comprise entre les deux points observés, par une ligne menée du pied du gnomon, eetle ligne sera la soustylaire du plan.
2. Si l’on imagine un plan quelconque coupé par un plan horizontal sur lequel on a tracé, comme nous venons de le dire , une soustylaire ou une méridienne ; l’angle que la méridienne fera avec la section de ces deux plans marquera la déclinaison du plan qui n’est pas horizontal.
3. La soustylaire se confond ou , pour mieux dire , devient elle-même la méridienne du lieu où l’on est , lorsque la déclinaison du plan sur lequel elle est située est nulle.
4. Il sullit de connaître la soustylaire d'un plan ou sa déclinaison pour y pouvoir tracer un cadran , pourvu que l’on connaisse aussi la latitude du lieu et la situation du plan relativement à l’horizon du lieu.
5. Soit tirée la ligne ab (fig. I) pour représenter une méridienne et ayant lait l’angle bac égal à la latitude du lieu , soit menée par un point quelconque c de la ligne ac la perpendiculaire cb(') : le point 6 ainsi déterminé fixera la position de la ligne équinoxiale fg , que l’on mènera par cc point b perpendiculairement il la méridienne.
Si l’on fait chacun des angles bce , bal, de 23* 28', les points e et d ainsi déterminés seront les limites de l'ombre du point c du style ac sur la méridienne; ainsi l’ombre du style entier occupera la longueur ad. Mais si , au lieu d'un style on n’euiploic qu’un seul point c, comme le trou d'une plaque, alors il suffira de donner au cadran ta longueur e d, pour que l’ombre soit toujours ù midi sur le plan.
t». Lorsque l’on emploie un style, il n’importe guère que l'ombre soit terminée sur le plan : mais c’est d’après ce qne nous venons de dire que l'on peut toujours juger de la grandeur que doit avoir un cadran , lorsque le style en donne la
{*) e6 est perpendiculaire t> ac. T. O.
grandeur ; ou de la hauteur que doit avoir le point c au-dessus du plan , si c'est la grandeur du cadran qui est donnée.
7. La méridienne AB d'un plan horizontal étant donnée, tracer le cadran de manière que les heures soient marquées par un style.
Ou déterminera l'équinoxiale GF (n" 1) ; puis, ayant pris sur AB, à commencer du point B d'un célé ou de l'autre, la ligne BH=éc(/ïÿ. 1) , on décrira du point il, comme centre, la dcmi-circonférence lit K à laquelle GF sera tangente ; ensuite ou divisera celte demi-circonférence en douze parties égales aux points 1, 2, 3, 4, etc.; on mènera, par ces points de division , des rayons prolongés jusqu'à l'équinoxiale GF, et du point A on mènera aux points où celle ligne aura été cQU|iée des lignes qui marqueront les heures comprises entre six heures du malin et six heures du soir. La ligno VI — A — VI , menée par le point A perpendiculairement à la méridienne, sera la ligne de six heures tant du malin que du soir. Les lignes qui doivent marquer les heures, avant ou après, sont déterminées par le prolongement de leurs correspondantes déjà tracées ; en sorte qu'en prolongeant, par exemple, la ligne de cinq heures du soir, on aura, de l’autre célé du point A , la ligne de cinq heures du malin ; ainsi des autres. Les lignes ho raires étant tracées, il ne reste plus qu’à placer le style ac ( fig . I) dans le plan verli cal élevé sur la méridienne, le point a sur le point A et de manière qu'il fasse avec AB un angle égal à l’angle bac ( fig . I).
Si l’on voulait avoir des lignes pour les demi ou les quarts d’heures, etc., il n'y aurait qu'à subdiviser proportionnellement les arcs 12-1, 1-2, 2-3, etc., qui ont servi pour trouver les lignes des heures entières, et achever la construction comme pour les heures.
8. Si au lieu d’un style on voulait employer un gnomon, il faudrait faire AO c- ao (fiy. I) , cl placer le gnomou de manière que lu trou dosa plaque fût élevé perpendiculairement au- dessus du point O et éloigné de ce point d'une quantité égale à co{Jig. 1).
Si le gnomon était placé d'avance sur le plan, le point Oserait donné cl le point A indéterminé. On porterait alors la hauteur connue oc du gnomon sur un célé on d’un angle droit won, et parle point c ainsi déterminé, on inèiieraillaligncruqui, faisant avec co l'angle aco égal au complément de la latitude du lieu , lixerait sur l'autre célé de l'angle droit la longueur ao, que l’on porterait du O en A (fig. Il) le point A ainsi trouvé , on construirait le cadran comme il a été dit ci-dessus.
0. Pour marquer le point où doit se porter l'ombre d’un point déterminé c du style (fig. I), où la lumière passant par le trou c d une plaque dans un instant donné, dans lequel ou connaît la décliuaisou du soleil, il faudrait revenir aux lignes qui ont servi à la construction.
Fig. n.
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Ayant Tait or— à la partie AR de la ligne horaire qui répond à l'instant donné, comprise entre le point A et l’équinoxial, on décrira sur celte ligne une demicirconférence sur laquelle on marquera le point c, en faisant ac = à la partie du sty! e comprise entre le point donné c et l’origine A du style, ou égale à la distance du trou de la plaque au point A, et l’on tirera la ligne cr; on fera ensuite l'angle rcs égal à la déclinaison du soleil, ce qui déterminera le point x en dehors de l'angle acr, depuis l'équinoxe du printemps jusqu’à l'équinoxe d’automne, et en dedans le reste de l’aimée ; on portera ensuite rs sur AU , de R en S, cl l’on aura ainsi le point S que l’on cherche.
IU. On tracenj par cette méthode une méridienne du temps moyen , en marquant l’ombre du point c pour tous les jours de l’année, ou au moins de cinq en cinq jours , à l'instant où il est midi au temps moyen , ce que l'on connaît par les tables que l’on trouve dans certains almanachs. Si I on sait , par exemple, que le 2 novembre il est midi au cadran tandis qu'il n’est encore que onze heures quarante-quatre minutes au temps moyen, c'est-à-dire que l'équation du temps est de seize minutes, on cherchera l’ombre du point c sur la ligne de onze heures qua rante-quatre minutes, en employant l'angle irx pris en dedans de 14" 18’, qui est la déclinaison du soleil le 2 novembre. On trouverait de mémo les autres points de la courbe que l'on nomme la méridienne du temps moyen.
U. Pour tracer un cadran vertical déclinant dont on a la soustylairc , on choisira un point c de celte ligne pour être le centre du cadran ; de ce point on abaissera la verticale indéfinie CM , sur laquelle on prendra CR à volonté, puis ayant élevé sur une ligne indéfinie ab {fitj. VI) la perpendiculaire bc— CB, on Tera l’angle bca égal au complément de la latitude, ce qui terminera la ligne ab-, on tirera par le point lî une ligne horizontale qui coupera la soustylairc au point K, et à ce dernier point on mènera une verticale ind finie que l’on recoupera en un point A , en décrivant un arc du point R comme centre , et avec ab pour rayon.
On fera ensuite EF perpendiculaire à la souslylaire et égale à EA , et l’on tirera la ligne CF sur laquelle on mènera, par le point F, la perpendiculaire FK qui déterminera sur la soustylairc le point K de l’équinoxiale GH qui doit être perpendiculaire à la soustylairc. On prendra sur la soustylairc, à commencer du point K , KL= KF ; ce sera le rayon du cercle qui doit servir à trouver les lignes horaires dans ce cadran , comme dans un cadran horizontal ( n” 7 ). Mais , au lieu de commencer Indivision de la circonférence au |>oint langent K, il faudra la commencer au point êi do cette circonférence déterminé par la droite menée du point central E au point M , où la verticale CB, abaissée du centre du cadran , coupe l’équinoxiale GH , parce que celte ligne verticale est celle qui doit marquer midi pour le lieu.
On placera le style Hans le plan élevé sur la soustylaire CF. perpendiculairement au plan vertical, de manière que l’origine du style soit au point c, et qu’il fasse avec la soustylaire un angle égal à l'angle ECF.
12. Si l'on voulait, au lieu d'un style , employer un gnomon , on porterait dans l'angle ECF, perpendiculairement à CE, la hauteur SQ que l'on voudrait donner à ce gnomon , et on le placerait perpendiculairement au plan au-dessus du point Q ainsi déterminé.
13. Si le gnomon était placé d'avance sur le plan ; si , par exemple , on voulait employer à marquer les heures celui qui aurait déjà servi à trouver la soustylaire (n“ 1 ), son pied Q serait donné sur la soustylaire , et sa hauteur SQ serait déterminée. Pour achever le cadran, on mènera par un point quelconque C de la soustylaire une verticale CB, et l'on déterminera, comme ci-dessus (n* 11 ), la position de la ligne AB, au moyen de l'horizontale BF. prise à volonté; puis ayant mené par le point Q une ligne horizontale QT indéfinie et une ligne verticale QR égale à QS, on mènera par le point R la ligne QT parallèle à AB, qui, par son intersection avec l’horizontale QT, fixera le point T par lequel on mènera une ligne verticale TX , qui coupera la soustylaire en un point X qui sera le centre du cadran. On tirera la ligne SX en se servant de cette ligne et de la ligne SQ perpendiculaire à la soustylaire, comme on a fait (n* 11 ) des lignes CF, FE (n* 5).
IA. L’angle BAE, déterminé comme nous l’avons dit (n* 11), exprime la déclinaison du plan.
15. L’angle KLM est la différence des méridiens du lieu et du plan du cadran. Quand l’angle se portera sur CM, il sera midi pour le lieu , et quand elle se portera sur la soustylaire CE, il sera midi pour lo plan ou pour l'horizon de la terre qui est parallèle à ce plan.
ltt. Ce que nous avons dit ( n“ 1 et 2 ) , pour ce qui concerne la grandeur des cudrans relativement à la hauteur du gnomon , peut s’appliquer ici , en raisonnant sur le triangle CSQ (fiy. V), comme nous l'avons fait sur le triangle aco (fig. I). Il en est de même pour tout ce qui a été dit concernant la méridienne du temps moyen ( n“0 et 10).
17. Pour faire un cadran sur un plan vprtieal déclinant par le moyen de la déclinaison connue de ce plan , on fera l'angle mon égal à cette déclinaison , puis, ayant mené dans le plan une verticale indéfinie CZ pour servir de ligne de midi du lieu , et pris à volonté le point C de celte ligne pour être le centre du cadran , on mènera par un autre point R de cette ligne, pris à volonté, l'horizontale indéfinie BK , dont on déterminera la longueur en faisant l’angle BCK égal au complément de la latitude du lieu. On portera la ligne BK sur un des côtés de l'angle mon ( fig . VIII) en or, et par le point r ainsi déterminé, on mènera rp per-
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pewliculairemcjot sur l’autre cété du même angle, ce qui donnera U Ugne rp que l’on portera de B en E sur l'horizontale Blé ; la ligue CE, tirée du point C au point B, sera la souslylaire du pian avec laquelle ou tracera le cadran comme il a élédi.l(nM J).
18. Les cadrans doux on vient de parler sont supposés tracés sur la face des plans verticaux qui est tournée vers le midi ; mais le cadran tracé sur l'autre face est parfaitement égal à celui dont nous avons parlé, avec la seule différence qu'il est dans une position renversée : le centre qui, dans les cadrans dent nous avons parlé , était placé vers le haut du cadran , sera placé pour les autres dans la partie inférieure ; et tout ce que nous avons dit pour la construction des premiers convient parfaitement aux seconda.
,48. Si Je plan vertical n'avait point du tont.de déclinaison, on -le construirait comme un cadran linrixonlal en employant, au lieu de la latitude du lieu, le complément de cette latitude.
20. Si le plat» vertical déclinait de ‘JO , c ert-indiec s'il était parfaitement oriental ou occidental, la souslylaire CB ferait, avec la verticale GZ, un angle égal an complément de la latitude du lieu. Le cadran s aurait point de centre , le style n’aurait pus de hauteur ; MN ou MU. hauteur prise à volonté, se placerait avec des supports dans le plan élevé perpendiculairement sur la souslvtaife, et dans une position parallèle à cette ligne. Toutes les lignes horaires seraient parallèles à la soustylairc; et pour les placer on forait PF perpendiculaire à la souslylaire, et ayant pris sur la soustylairc, à commencer du point B où elle est coupée par la perpendiculaire PP, uu rayon AB — MP ou =NQ, on décrirait une demicircanféreuec que l'on diviserait , en commençant au point B, à raison de 45* pour chaque heure ; les rayons menés par les points de division prolongés jusqu’à la tangculc Pl* détermineront sur cette ligne un poinl pour disque ligne d’heures. Ainsi, en menant par ces points des ligues parallèles à la souslylaire, ou aurait les lignes horaires du cadran ; la souslylaire marquerait six heures du malin ou six heures du soir, suivant que Le plan serait oriental ou occidental. Les heures du matin ne seraient que dans le premier, en allant du haut en 1ms du cadran , et les heures du soir, dans le second , seulement elles y seraient placées en allant du bas au haut du cadran.
21. Lu simple cercle , divise par des rayon* de 45" eu t.V pour les heures et proportionnellement pour des fractions d’heure, étant traversé perpendiculairement par on axe, servirait de cadran , en le plaçant de manière que cet axe fût « « dans le plan vertical élevé sur une méridienne horiaontale, et qu'il fit avec elle
un arigJcégalà la latitude du lieu.
22. Le plan peut être incliné du mémo < été que l uxe du monde et avoir moins
d'inclinaison que cet axe, c’est le premier cas (fig. Tl, TU, X[îl et XtV ou être plus incliné que l’axe, c'est le deuxième cas (fig. XV, XVI, XVTI et XVIII).
Les deux antres eus supposentFincünaison en sens contraire dét l'axe.
Mais, en comparant ainsi l'inclinaison de l'axe & celle du plaii , on suppose les angles d’inclinaison vus dans le même plan. La construction est la même pour tous ces cas : nous allons la détailler de manière qn'on puisse la suivra dans les figures qni ont rapporté chacun d'eux. Nous supposeronsseulement la déclinaison du plan connue.
Soit fait I* un triangle rectangle ade , dans lequel L'angje ead marque la latitude du lieu (fig. XI, XV, XIX, XXIII).
2* Un triangle rectangle g/h, dans lequel l'anglc/gh marque l’inclinaison dti plan prise dans un plan perpendiculaire aux lignes horizontales de ce plan, c’est-à-dire l’angle que ce plan fait avec un plan horizontal ( fig . XII, XVI, XX, XXIV).
3* Un triangle ikl également rectangle , dans lequel l’angle ikl marque la déclinaison du pUn {fig. XIII, XVII, XXI, XXV).
Cela posé on mènera sur le plan une ligne verticale MT , ou pour mieux dire une ligne perpendiculaire aux lignes telles que* op horizontales dans ce plan, puis ayant pris sur le côté ad du premier triangle, la grandeur ab à volonté, & qpmmeneer du pointa, et mené ht parallèlement à de, on portera celte longueur ab sur riiypothënuso kl du troisième triangle de h en g, et Ton mènera qr parallèlement à il , ou perpendiculairement à Ai. Ayant ainsi déterminé l'a longueur kr, on la portera sur le côté gf du deuxième triangle de g en » , du côté opposé & celui vers lequel penche le plan dans les deux premiers cas , et du même côté vers lequel il penche dans les deux autres , en sorl^que pour les deux premiers cas, il Faudra prolonger gf. Dans ce même triangle on élèvera au point g sur gf la perpendiculaire gt égale à bc du premier triangle ; on tirera ensuite st, qui, étant prolongé dans les deux premiers cas , rencontrera le profit gh du plan incliné au point »; on abaissera de ce point » sur gf la perpendiculaire ex; cela déterminera la longueur gx que l’on portera sur le côté Ai du troisième triangle de A- en &, et l'on mènera &: parallèle à : il.
On prendra dans le deuxième triangle go, et on la transportera sur la verticale MN du plan , au-dessus et ati-dessous du point B pris à volonté peur représenter sur le plan le point g du triangle, suivant que le point u se trouvera lui-même au-dessus ou au-dessous du point g. Ayant ainsi déterminé ta position du point K sur le plan, on mènera par ce point nne ligne horizontale KC égale à la ligne Bu du troisième triangle, à droite ou b gauche du point K , suivant que le plan
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Du point (du deuxième triangle on mènera (m perpendiculairement au proMI gv du plan incliné, et l'on portera la longueur gm sur la verticale du plan , de B en S , du côté du point K ; par le point S ainsi déterminé on mènera du centre (1 la ligne indéfinie CS, qui sera la soustylaire du plan.
Du point S on élèvera sur cette soustylaire la perpendiculaire SQ , égale à la ligne <m prise dans le deuxième triangle, et l'on mènera la ligne CQ, sur laquelle ayant pris à volonté CD, pour la longueur du style que l'on veut employer, on mènera par le point D la ligne DE perpendiculairement à CD-, et par le point E', ainsi déterminé sur la soustylaire, on mènera, perpcudiculai rement à cette ligne, fa ligne équinoxiale du plan, qui coupera en un point F la ligne menée du point C par le point B, laquelle doit marquer l'heure de midi pour le lieu ; ensuite en prenant DE pour rayon , on décrira le cercle qui doit servir an tracé des lignes horaires comme dans les cadrans horizontaux ou verticaux , en observant de commencer la division de sa circonférence au point L , déterminé sur sa circonférence par le rayon mené du centre au point F de la ligne de midi.
On placera enfin le style dans le plan perpendiculaire sur la soustylaire, de manière que son origine soit au point C et qu’il fasse avec la soustylaire uu angle égal àl’ angle ECD.
Si c'est un gnomon dont on veut se servir, on observera dans le triangle CDF ce que nous avons dit qu’il fallait observer dans le triangle acb ( fig . 1) des cadrans horizontaux.
23. La construction des cadrans sur des plans inclinés, telle qu’on vient de la voir, suppose la déclinaison du plan connue; mais il est plus aisé de fixer la position de la soustylaire sur le pfctn, que de déterminer la déclinaison; ainsi il est nécessaire de savoir connaître la déclinaison d'après la soustylaire, afin de pouvoir ensuite tracer le cadran suivant la méthode que nous avous donnée.
Soit donc SR la soustylaire tracée sur un plan incliné par un point quelconque S de celte ligne; soit menée une ligne SB perpendiculaire aux lignes horizontales du plan ,el par le point B prisé volonté une horizontale BR; ensuite soit menée du point B ta ligne BD perpendiculairement à la soustylaire, et du point D où elle la rencontre, soit menée sur BR la verticale ou perpendiculaire DE, pour déterminer le point E. «
Soit abc un triangle rectangle en b, dans lequel ab représente une ligne horizontale, et l’angle bac la latitude du lieu.
Soit aussi gpi un second triangle rectangle dans lequel gf représente une ligne horizontale, et l’angle fyh l’inclinaison du plan.
Cela posé, on |>ortera DE sur le côté gh du deuxième triangle, de g en m, ut l'on mènera mn parallèle i fit, qui rencontrera gf au point n, et l'on transportera la ligne gn sur ED, de E en O; puis ayant pris aussi dans le deuxième triangle la ligne mn, on la transportera sur la ligne horizontale ba du premier triangle, de b en p, et l’on mènera par ce point p la ligne pq parallèle à oc, ce qui déterminera ■a grandeur bq.
Du point O comme centre , et avec la ligne bq, dont nous venons de parler, prise dans le premier triangle pour rayon, on décrira une circonférence de * cercle ; et ayant tiré la ligne OB, on décrira sur cette ligne, comme diamètre, un second cercle dont la circonférence coupera celle du premier cercle en deux points; enfin par le point B et par celui K des deux points d'intersection des deux cercles, choisis de manière qu’ayant tiré la ligne OK, elle sc dirige dans le même sens que la méridienne horizontale du lieu, que l'on connaît au moins à peu près ; par ce point K, dis-jc, et par le point B, on mènera la ligne BK , qui fera avec BR un angle RBK égal à l’angle de déclinaison que l'on cherche.
On remarque que la ligne OK étant projetée sur le plan horizontal serait parallèle à la méridienne de ce plan horizontal.
24. Nous n’avons considéré qu’une seule des fhees des plans inclinés, celle qui regarde le midi quand l’inclinaison du plan est dans le même sens que l’inclinaison de l’axe, et à celle des faces du plan qui, dans la situation contraire, regarde le nord, parce que les autres laces des plans ont très-peu d'heures le soleil dégagé sur leur horizon , et que d’ailleurs les cadrans à tracer sur ces faces •ont parfaitement égaux â ceux dont nous avons donné la construction , avec la seule différence dans la position , qui est renversée : ce qui était vers le haut du plan dans les premiers, se trouvera vers le bas dans les autres, et réciproquement.
LIVRE IV
APfl.lCATtrm DK LA OÊOMÊ11HK 0ÜSCRTPT1VK ACX HNrîRRKAOBS.
Diins son Traité des machines, Hveuerre a consacré un chapitre aux engrenages. Il a donné la théorie géométrique des engrenages cylindriques à épicycloïde plane, et des engrenages coniques à épicycloîdes sphériques, ees engrenages étant intérieurs ou extérieure. Il a aussi donné la théorie des engrenages cylindriqucscl coniques à lanternes. Il a développé la théorie des crémaillères droites, dans lesquelles les courbes sont des développantes et des eyeloûles.
Mais il n‘u point parlé des autres engrenages, car il ne dit qu'un mot sur ht vis sans lin , et il cite seulement les engrenages de Wiihe dont il ignorait la théorie.
Je suppose que l’on connaisse , avant de lira ce quatrième livre , le chapitre écrit par HAcifferre sur les engrenages , et je continue les recherches géométriques sur ce sujet important.
Plusieurs des mémoires contenus dans ce quatrième livre ont déjà été pnhliés,
les uns dans le Journal de l' Ecole polytechnique, d’autres dans lo Journal des mnthématiques pures et appliquées, rédigé par M. Uouville ; plusieurs sont inédits et sont déjà anciens, ‘car ce que je dis : 1° sur les engrenages cléipsgdres, a été écrit lorsque j’étais élève de l'École polytechnique en 1815; et 2" sur les engrenages à frottement de roulement et à vitesse variable, a été écrit à l'École d'application de Met* en 1817, dans mon mémoire sur le projet de machines, projet que je devais rédiger comme sous-lieutenant élève d’artillerie.
J’ai classé par ordre de matière les divers mémoires dont se compose ce quatrième livre, sans m’inquiéter des dates de leur publication antérieure.
Apres avoir lu ce quatrième livre, on devra lire l’ouvrage que j’ai publié en 1842, et (jui a pour litre : Théorie géométrique des engrenages destinés à transmettre le mouvement de rotation uniforme entre deux axes situés ou non situés dans un ménu’ plan. Cette théorie est le complément nécessaire de ce quatrième chapitre,
c»r ce sont les diverses recherches consignée* ilsns ce quatrième chapitre, qui m’ont conduit à la théorie générale ««posée dans l'ouvrage publié en 18 12, chez li. Bachelier, qui a bien voulu en être te libraire-éditeur et l’imprimeur.
uouvsau sisTfiME rEsuifTAST nt tuas swetihf tta «ouvrer trr dfttroMt eRtak deux axes ou> ne sort pa* um ts dams cr Htiie Mar (*).
I*. Lefebvre, lieutenant-colonel d’artillerie a public, dans le deuxième numéro dn Mémorial d’artillerie, une note sur les engrenages, et dans laquelle il décrit les procédés qu'il a suivis pour la construction des roues dentées employées à la poudrerie du Bouchet et à celle d’AngouIènle.
\ Il à donné aux dents la forme conique, la directrice de chacun des cônes étant une développante sphérique; et il démontre que cette courbe (la développante aphérique) est préférable à l’èpicycloîde sphérique.
Parmi les avantages que présente le système à développantes planes : 1* développantes plane* pour les engrenages cylindriques dans le cas des axes parallèles; et 2" développantes sphériques pour les engrenages coniques dans le cas des axes qui sc coupent, on doit remarquer celui de pouvoir à volonté changer de pignon, et par là de pouvoir rapprocher ou éloigner les deux axes de l’engrenage, en augmentant ou diminuant la vitesse de l’axe du pignon.
La transmission du mouvement uniforme entre deux axes, et au moyen des développantes, était connu depuis longtemps, mais personne , jusqu'à présent, n’avait complètement décrit le* propriétés dont jouit cet engrenage, et n’avait surtout fait remarquer qu’il permettait de rapprocher ou d’éloigner les axes en faisant varier le diamètre des pignons (**).
{*) Extrait du Bulletin de la société d'encouragement pour l'industrie nationale (année 4629).
(**) On peut éloigner ou rapprocher les arts , soit dans l'engrenage cylindrique , soit dans l'engrenage conique , sans avoir besoin de changer le diamètre du pignon. Seulement dans la cas où l'on conserve les mêmes roues de l’engrenage, on diminue le jeu entre les dénia quand on rapproche les axes, et l'on augmente le jeu entre les dents quand on éloigne les axes. Cet engrenage ( par développantes), qu'il soit cylindrique ou qu'il soit conique, a donc un grand avantage , c’esl de permettre de maintenir le jeu constant entre les dents à mesure que le frottement usant les dents tend à augmenter le Jeu.
A ce sujet M. Lefebvre s’exprime ainsi :
« Il |)cul arriver que l'on ait à transmettre le mouvement d’une roue à une
• autre, en se réservant de faire varier la distance de leurs axes; alors les don-
• nées primitives étant changées , la forme des dents ne satisfait plus aux condi-
• lions exigées et ne convient plus dans beaucoup de machines, surtout dans ■ celles qui doivent fonctionner avec une grande précision , telles, par exemple, u que les machines a tailler les vis.
» On y fait varier les vitesses angulaires en employant des pignons de diainè- » très différents qui engrènent avec la même roue ; or un seul de ces pignons
• engrène exactement, les autres ne peuvent être tracés rigoureusement, puis- » qu'en construisant ce premier pignon on a arrêté la forme des dents de la roue, » et que celte forme dépend de son diamètre; d'ailleurs le seul effet du frotte- > ment sullit pour changer cette forme.
• Ces inconvénients indiquent déjà suffisamment que la forme épicycloîdale » n’est pas la plus convenable; la développante du cercle, exempte de ces dé-
• l'auls, est donc préférable; celte courbe jouit encore d’autres avantages que
• nous ferons connaître , etc., etc. (*). »
J’ai remarqué que les engrenages cylindriques (les axes étant parallèles) dont les dents sont terminées par des développantes planes, jouissent encore d'une propriété remarquable , et dont les mécaniciens pourront , je crois , tirer un parti avantageux dans diverses circonstances. Au moyen d’un engrenage cylindrique à développantes de cercle il est possible (lorsque cet engrenage est extérieur) de transmettre le mouvement de rotation uniforme entre deux axes non situés dans un môme plan , et comprenant entre eux un angle quelconque , depuis l'angle nul jusqu'à l’angle droit.
Ce problème mécanique n’a jamais été résolu jusqu’à présent, en employant seulement deux roues dentées ; on ne connaît encore que le mécanisme nommé i’f* sans fin, qui résolve en partie ce problème.
(*J On doit remarquer que l'on peut cependant , avec la forme épicycloîdale, faire varier le» diamètre» des pignon» sans nuire à la précision du mouvement; mais, alors, au lieu de prendre pour le flanc do la dent du pignon , le rayon do ce pignon , on doit prendre l'épie; cloïdc Intérieure engendrée par le cercle qui a servi à décrire l’épicycloïde extérieure qui termine la dent de la roue.
Ainsi , quant A la facilité du changement de pignon , M. Lefebvre est dans l'erreur, ce changement peut s'opérer dan* les engrenages tracés avec des épicycluïdes, tout aussi bien que dans ceux qui sont tracé» avec de» développante», et cela , que l'engrenage soit cylindrique ou conique.
Mais ce qui doit faire doaaer la préférence A la développante , é’est que dans les engrenages ainsi tracés on peut rapprocher les oies , ce qui n'est pus possible dans le» engrenages épicycloïdaux . et do plus c’est que, dons les engrenages A développantes, le pignon peut indifféremment conduire ou être conduit, ce qui ne peut avoir lieu sans arrqueboutement dans les engrenages épicycloïdaux.
Celte propriété remarquable, dont jouit un engrenage cylindrique à développante et extérieur, peut permettre de construire un engrenage oscillant; ainsi pendant que l’axe de l'une des roues restera immuable en sa position , on pourra faire varier suivant une loi arbitraire la position du second axe |>ar rapport au premier, en ce sens que si l'on prend la plus courte distance entre les deux axes, on pourra faire mouvoir le second axe autour de la plus courte distance et d'une manière variable , pendant que les deux roues dentées se conduiront uniformément.
El en eiîet on sait :
1' One si l’on trace sur un plan deux cercles C et C' ( fig . 1), et qu'on leur mène une tangente commune aa, on peut prendre un point arbitraire m sur celle <
tangente; et que, considérant ma comme un lit , en l'enroulant sur le cercle C, le point ni décrira la développante plane d; que, de même, considérant ma' comme un fil et l'enroulant sur le cercle C', le point m décrira une développante plane tt.
2° Que lorsque le cercle C tournera uniformément autouj de son centre o , la développante d conduira la développante cf, de telle manière que le cercle C’ tournera aussi uniformément autour de son centre o', le point de contact des deux développantes ( qui est primitivement en m) parcourant la tangente au, et que les deux développantes auront en leur contact m une tangente mt perpendiculaire à la droite aa 1 , et que cela aura lieu en les divers points de contact m, m, m"...
Tels sont les éléments du tracé de l’engrenage cylindrique et extérieur, dont les dents sont terminées par des surfaces cylindriques ( d ) et (</') ayant pour section droite, pour l’une des roues (Ç), la développante d, et pour l'autre roue (C'), la développante d'.
Dans l'engrenage ainsi construit deux dents sont en contact par une portion de la génératrice droite de contact des deux cylindres (d) et (d'), et lo plan langent commun à ces deux cylindres est perpendiculaire au plan ( ua ), qui est langent à la fuis aux deux cylindres (C) et (C’).
Ainsi, ayant un engrenage cylindrique et extérieur dont les deux axes (o) et (o’) sont parallèles, si ou le coupe par un plan perpendiculaire aux deux axes, cl partageant l'épaisseur des deux roues en deux parties égales, on obtiendra pour section la fig. 4. (Je nomme ce plan, plan milieu.)
Cela posé, on voit sur-le-champ que si, supposant que la roue (C) reste horizontale, on fait tourner la roue (C) autour de la ligne aa, il arrivera ce qui suit :
4° Le centre o 1 du cercle C' (fig. 2) décrira un cercle-/, dont le plan sera perpendiculaire à la droite aa, dont le centre sera lo point a' contact du cercle C'
et de la droite «m* ; et dont le raye» sera égal A celui du cercle C', et l’axe ( d ) prendra une position (<*") 5 la développante d* prendra une positron d", et la roue dentée (C') prendra une position (C").
2* L'axe (o") de la roue (C") ne sera plus contenu dans on même plan arec Taxe ( 0 ) de la roue dentée (C).
3* Les deux cylindres (d) et (d") ne seront plus en contact par une portion de génératrice droite, mais seulement par un point m, qui sera celui du contact angulaire des deux développantes de t if tracées dans le plan milieu.
4° Les deux développantes d et d' 1 n’auront plus au point de contact «1 mêmes tangentes, mais des tangentes distinctes rnt cl mf", qui comprendront entre elles un angle égal b celui que font actuellement (après le mouvement de rotation autour de la droite on') les deux axes (o) et (a"), et qui détermineront «n plan perpendiculaire A la droite <t«'; et ce [dan sera un plan tangent commun aux deux cylindres (d) et (d").
Et 5* la roue (C) transmettra toujours son mouvement de rotation uniforme à ♦a roue (C"), quel qim soit l’angle compris entre les deux axes (o) et (o") ; et même pendant que l’axe ( 0 ") s'inclinerait successivement par rapport A l’axe (o), et quelle que fût d'ailleurs la loi de son mouvement de rotation autour delà droite aa‘, et cela [vendant que la ronc (C") tournera autour de son axe(o"), conduite qu'elle est par la roue (C).
Aussitôt que les deux axes ( 0 ) et (o) ne seront plus parallèles , les dents ne seront plus en contact que par un point, att lien de l’étre par une portioa de droite; dés lors toute la pression s’exercera sur ce point : le frottement sera angulaire et non direct , et il sera, pat conséquent, plus grand que le frottement direct.
Le nouveau mécanisme proposé semble pouvoir être employé avec avantage dans les machines où l'on ue considérera pas la force dépensée, et où l'on «'emploiera que des forces qui ne seront pas très-grandes.
f,a lig. 3 représente l'engrenage dans le cas où les deux roues dentées R et R' sont horizontales, leurs axes étant parallèles.
Les développantes qui terminent les dents ont pour cercle générateur, savoir : I” celles des dents de la roue R', le cercle (oa‘) (désigaani le cercle par sou rayou) et 2* celles des dents tic la roue R , le cercle (on).
La ligne droite an', tangente commune à cos deux cercles, est la ligne parcourue par les contacts successifs des dents, pendant le mouvement de rotation uniforme.
La roue R' est portée par uno manivelle coudée M, tellement disposée que l’axe de la poignée est dans le prolongement de la droite oa' des contacts: o» sorte que si l’an fait tourner dans sou logement la poignée de ia manivelle, le système
de la roue H’ prendra un mouvement de rotation autour de la ligne droite an'; dés lors les deux axes des roues R et K’ ne seront plus situés dans un même plan. '
La fig. 4 représente l’engrenage dans le cas où, ayant imprimé un mouvement de rotation à la manivelle coudée qui porte la roue R', le plan de celte roue R' serait devenu oblique par rapport à celui de la roue R, lequel est resté horizontal.
D’après les Hg. 3 et 4 , on voit que l’on peut donner, au moyen de la manivelle M elà l’axe de la roue R', toutes les inclinaisons possibles; et que, par conséquent, les deux axes des roues de l’engrenage peuvent comprendre entre eux un angle quelconque, depuis l’angle nul jusqu’à l’angle droit.
oui. On doit faire remarquer que le tracé tel qu’il est représenté par la lig. 3 n’a été adopte que pour mieux concevoir le système. Les dents y sont trop longues et le contact se fait trop avant et trop après la ligne de» centre » , ce qui est défectueux.
I.e mouvement de rotation de l’axe (o') de la roue R' autour de la ligne un' dus contacts peut s’obtenir par d’autres mécauismcs que la manivelle U; l’un devra donc chercher le mécanisme le plus convenable, suivant le travail de la machine à laquelle on ferait l’application du système nouveau et décrit succinctement dans celte note. •
Il me semble que ce nouveau système d'engrenage peut recevoir le nom d’rngrenage extérieur oscillant.
IV 2
APPLICATION DE LA THÉORIE DSS DATONS DS COURBURE DES ÉPICYCLOÏDES SPHÉRIQUES A LA CONSTRUCTION DES ENCRENAUES CONIQUES (’).
Lorsque l’on veut transmettre à un axe la force appliquée à un autre axe, on emploie des roues dentées, et l’on donne au système le nom d engrenage.
Les axes peuvent affecter l’un par rapport à l’autre trois positions :
1* Us peuvent être parallèles ; 2* ils peuvent se couper; 3° ils peuvent faire un angle entre eux sans se rencontrer.
(•) Elirait du mémoire publié dons le 33* cahier du Journal de l'École |»oly technique. CYrtlu seconde partie de ce mémoire que je public de nouveau ici.
Voyez les Complément » de géométrie ietcrip lice , chap. Il, où le mémoire n* J coa lient la t" partie.
On donne le nom A' engrenage cylindrique au système de deux roues dentées qui ser rent à transmettre le mouvement de rotation , entre deux axes parallèles, parce que ordinairement on emploie des surfaces cylindriques pour terminer les dents.
On donne le nom d 'engrenage conique au système de deux roues dentées qui servent à transmettre le mouvement de rotation entre deux axes qui se coupent, |mrcrqneordinairemcntou emploie des surfaces coniques pour terminer les dents.
La base des surfaces cylindriques ou coniques qui terminenent les dents |>eut être arbitraire, en ce sens que celle de la lient qui conduit étant déterminée , on conclut celle de la dent qui est conduite , de manière à ce que la condition suivante soit satisfaite, savoir : que les vitesses des deux axes soient dans un rapport donné , constant ou variable suivant une loi donnée.
Dans les machines il est presque toujours indispensable que le rapport des vitesses des axes soit constant ; et il serait à désirer que l’on pût, par le tracé seul, introduire une nouvelle condition, celle de l'uniformité de mouvement; mais les frottements s’y opposent, et cette condition ne peut s’obtenir qu'au moyen d'un volant.
Les mécaniciens emploient deux formes de dents pour les engrenages ; dans les tins les dents sont terminées par des épicycloïdcs , dans les autres par des développantes , parce que avec l’une et l’autre forme le rapport entro la puissance et la résistance est constant; mais avec l'une et l’autre forme, le travail du frottement est variable; en sorte que, pour que l'uniformité de mouvement subsiste, il faut nécessairement employer des volants pour régulariser le mouvement de rotation. %
Dans les engrenages à épicycloides la pression entre les dents est variable, tandis que la pression est constante dans les engrenages à développantes.
En sorte que les dents se déforment par le travail, suivant des développantes dans le second engrenage, et non suivant des épicycloides dans le premier engrenage.
Celle propriété des engrenages à développantes doit les fairè préférer avec raison pur les mécaniciens.
Cependant une légère variation dans le frottement ou dans le rapport entre la résistance et la puissance pendant le temps employé par une dent pour conduire son homologue, ne peut être nuisible dans les grandes machines, et cette considération permet de simplifier le tracé des engrenages cylindriques cl coniques en substituant aux arcs A’ épicycloides ou tic dévclop)Hintes , qui doivent servir de bascsaux surfaces cylindriques ou coniques qui terminent les dents, leurs cercles oscillateurs (sauf à établir des volants pour régulariser le mouvement de la machine ).
Jusqu’à présent, les mécaniciens ont employé des aie» do cercles pour terminer
les dents des engrenages; mais le centre de ces cercles, ainsi que leurs rayons étaient mal choisis, car ces cercles n'étaient point les cercles osculatcurs des arcs de courbes qu'ils devaient remplacer. Aussi est-on obligé de donner un giand jeu entre les dents de l'engrenage. Aussi remarque-t-on que lorsque deux ou trois dents sont en prise , elles ne fonctionnent pas toutes en même temps , mais alternativement; ce qui produit des chocs et des intermittences qui sont nuisibles à la durée de l’engrenage, et de plus donnent naissance à des vibrations qui, à la longue, déboîtent et déchaussent les assemblages des diverses parties de la machine; et de plus encore, les vibrations dues à ce tic-lac perpétuel consomment une partie de la force motrice.
Il n’est donc pas sans quelque importance de connaître une méthode géométrique simple au moyen de laquelle on puisse construire promptement le centre de courbure d'un arc d'épicycloïde plane ou sphérique, puisque l'on pourra en faire des applications utiles aux tracés des engrenages cylindriques et coniques.
J’ai dit plus haut que l'invariabilité de la pression entre les dents devait faire préférer les développantes planes et sphériques pour le tracé des engrenages cylindriques et coniques; mais il existe encore une autre raison non moins importaiHc et qui est évidente, c'est que Ton est forcé de placer rigoureusement les axes dans la position déterminée en vertu du tracé, lorsque l'on emploie des épicycloides (cl cola a lieu pour les engrenages intérieurs et extérieurs) , tandis que l’on peut, pour l'engrenage extérieur seulement (mais dans les machines on se sert plus d’engrenages extérieurs que d’engrenages intérieurs), éloigner ou rapprocher les axes, en les laissant parallèles dans les engrenages cylindriques, ou en les faisant se couper et toujours au même point, dans les engrenages coniques, lorsque l'on emploie des développantes.
De sorte que l’emploi des développantes facilite la pose île l’engrenage extérieur ; et de plus, lorsque les dents s’usent, on peut rapprocher les axes , pour diminuer le jeu entre les dents; et ce rapprochement des axes s'effectue sans troubler le rapport existant entre leurs vitesses, ce que l'on ne peut faire lorsque l'on emploie des cpiajcldides. * •
Ajoutons encore que le tracé de l’engrenage conique est très-di(Ticile lorsque l’on veut le construire rigoureusement avec des épicycloides, et que C’est ce motif qui engagea M. Poncelet à chercher une méthode approximative suffisante pour la prat't/ue, tandis que le tracé rigoureux de l'engrenage conique avec des développantes sphériques est presque aussi simple que le tracé de l'engrenage cylindrique avec des développantes planes.
Kt à ce sujet je vais entrer dans quelques détails; mais avant je terminerai ces considérations générales, en disant quelques mots touchant la troisième position
que les axes peuvent affecter, celle où iis ne sont (vas situés dans un même plan.
On n'avait encore pu , au moyen d’un engrenage composé seulement de deux roues, transmettre le mouvement de rotation entre deux axes ainsi situés, excepté dans le cas où ils étaient perpendiculaires entre eux, car alors on connaissait la vis sans fin , mécanisme qui ue pouvait cependant être employé que lorsque Taxe portant la roue deutée devait se mouvoir très-lentement.
En 1831, j'ai fait exécuter un modèle fonctionnant, qui est dans le cabinet de i' École polytechnique (et,, avant, la Société d'encouragement en avait fait exécuter un, à ses frais, du même genre) , qui montre que le problème, insoluble jusque alors , peut être résolu très-facilement. L'une des roues est à dents cylindriques ayant pour base des développantes de cercles ; l'autre roue a ses dents terminées par des surfaces hélicdidet développable s (*).
Des engrenages cylindriques à développantes planes.
L’engrenage cylindrique peut être extérieur ou intérieur.
De l’engrenage extérieur. Dans une note publiée dans le Bulletin de Société d’encouragement pour t industrie nationale (octobre 1825)), j’ai montré les diverses propriétés dont jouissait l’engrenage extérieur, savoir (**):
1” De permettre de rapprocher ou d’éloigner les axes ; 2’ de permettre de faire tourner l'une des roues dentées autour de la droite parcourue par le point de contact de deux dents, et d’obtenir ainsi le moyen de transmettre le mouvement de rotation entre deux axes non situés dans un même plan.
Je lis alors remarquer que l’engrenage qui pouvait être employé comme engrenage de force, lors du parallélisme des axes (puisque les dents étaient en contact par une droite dont la longueur variait suivant la hauteur du cylindre quj les terminait, et que , dès lors, l’effort était réparti sur les divers points do cette droite de contact), ne pouvait plus être considéré que comme engrenage de précision, lorsque les axes faisaient entre eux un certain angle, parce que alors les dents, pendant le mouvement de rotation , n’étaient plus en contact que par un point.
Je fis remarquer aussi que, pendant le mouvement de rotation, l’angle des axes pouvait varier à. volonté, soit d'une manière intermittente, soit d’une ma-
Voyez dans l'ouvrage que j’ai publié (en 1342 chez M. ILciiclicr , libraire éditeur), sou& lu litre : Théorie géométrique de* engrenage s destiné* à transmettre le mouvement de rotation uniforme entre deux axe. situés ou non situés dans un même flan , !o cbap. Il, p. ?4 et suivantes.
{••) Vt ycz cHeua* le mémoire n° 4.
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niùre continue; et enfin je fis observer que, lorsque les mes n'étaient plus parallèles, l'engrenage ne pouvait être à retour, e'cst-à-diré , qu'on ne pouvait indistinctement faire tourner à droite ou à gauche la roue qui conduisait ou qui était conduite.
Je ne m’occupais point dans cette note de l’engrenage intérieur, dont les propriétés diffèrent en plusieurs points de celles de l’engren-ige extérieur.
De i engrenage intérieur. Soient C et €’ (fiy. 5 ) deux cercles tangents en m (le corclc C' enveloppant le cercle C); soit TT la tangente commune à ces deux cercles, regardés comme les cercles primitifs, et ayant dés lors leurs rayons dans le rapport inverse des vitesses que doivent avoir les axes A et fi parallèles entre eux et passant par leurs centres. •
Si l’on trace les deux développantes mret me do cercle C et les deux développantes mr' et me 1 du cercle G', on voit qoe si l’engrenage tourne de gauche à droite, la développante mv conduira la développante mv', les contacts parcourant la tangente commune mT.
Et que si, au contraire, l'engrenage tourne de droite à gauche, ce sera la développante mr qui conduira la développante mr', le contact parcourant la tangente commune mT'.
On voit aussi sur-le-champ : I* Que l’engrenage esta retour, mais que le contact des dents parcourt toujours la même droite TT', que l’engrenage tourne dans un sens ou dans un autre, tandis que dans- l’engrenage extérieur le contact parcourait une des tangentes aux cercles primitifs, lorsque la rotation avait lieu dans un sens, et parcourait la seconde tangente aux mêmes cercles, lorsque la rotation avait lieu en sens inverse;
2* Que la position des axes doit être invariable; on ne peut les éloigner ni les rapprocher comme dans l’engrenage extérieur; oe qui rend la pose de oes engrenages intérieurs plus délicate que celle des engrenages extérieurs;
3* Que le tracé est très-simple et très-facile, et beaucoup plus simple et plus facile que pour l’engrenage extérieur, pour lequel il faut nécessairement que les deux tangentes aux cercles primitifs se coupent sous un angle obtus; et, de plus, pour lequel un titan ne ment est nécessaire lorsqu’on vient à déterminer la course de la dent et le jeu A conserver entre les dents. (On peut voir à oe sujet le mémoire public par M. Lefebvre, colonel d’artillerie, dans le deuxième numéro du Memorial d artillerie. Dans ce mémoire M. (>cfel>vre ne s’est occupé que de l’engrenage cylindrique cl conique extérieur.)
V Enfin que la puissance doit toujours être appliquée à l axe de la roue intérieure, si Ton veut que les dents se conduisent à partir de la ligne des centres, et uoii avant cette ligue.
Je donne deux tracés. Dans la fig. 5 , les dents ne sont point séparées par un creux ou intervalle.' Aussi ce tracé ne serait applicable que pour de petites roues employées dans des machines de précision, la pointe aiguë des dents pouvant être promptement émoussée ou brisée, si l'on employait ces roues dans des machines de force.
De plus, comme il n'y a pas de jeu entre les dents, l'engrenage tournera dans un sens ou dans un autre sans perle de temps; mais il faut alors que la dilatation des dents soit pour ainsi dire nulle avec les variations de température.
Dans la fig. 6 , les dents ont uno certaine épaisseur à leur extrémité, et sont dés lors sépurées les unes des autres, sur chaque roue, par un creux ou intervalle. On peut de plus ménager un jeu avec la plus grande facilité, et rendre ce jeu aussi grand ou aussi petit que l'on voudra. Il suffit pour cela de rogner chaque dent île l'une des roues, au moyeu de la développante KK', distante de la développante primitive Ad', do la quantité voulue pour le jeu. Ce tracé doit être appliqué aux engrenages de force, et le jeu permettra aux dents de se dilater par les changements de température, sans que la marche de l'engrenage se trouve entravée.
Si je suppose que l'axe B [fi y. 5 et G) restant fixe, la roue C tourne autour de la tangente commune TT’, comme charnière, alors l'axe A viendra couper l'axe B, et sous des angles différents, suivant lu quantité angulaire dont la roue C aura tourné autour de la charnière TT'.
Nais on conçoit que si les dents sont terminées pour l’une et l’autre roue par des surfaces cylindriques, parallèles à l'axe B avant le mouvement de rotation autour de TT', ce mouvement de rotation ne pourra s'exécuter, puisque l’une de» surfaces cylindriques est concave et l'autre convexe.
Il faudra dune terminer la dent convexe de la roue intérieure par une surface «male, et la dent concave de la rouo extérieure par une surface cylindrique; mais alors les dents ne seront en contact que par un point, quelle que soit l'inclinaison de l'axe A par rapport à Taxe B.
Cette construction permettrait de construire des engrenages de précision, mais non de force, et tels que l'un des axes pourrait prendre, d une manière intermittente ou continue, toutes les inclinaisons possibles avec l'autre axe, depuis le parallélisme jusqu à l'angle droit.
Les deux axes pourraient aussi , tout en tournant sur eux-mèmes, preudre ensemble un mouvement d'oscillation dans le plan qui les contient.
Remarquons que pour l’engrenage intérieur, le retour sera toujours possible, c'est-à-dire que les doux roues pourront à volonté tourner dans un sens ou dans un autre, quel que soit 1 angle sous lequel les deux axes A et B sc coupent , eu
supposant que, pendant !c mouvement des roues autour de leurs axes, les plansmilieux de ces roues tournent aussi eux-mêmes autour de la tangente commune TT' : propriété remarquable dont ne jouit pas l’engrenage extérieur.
Des engrenages coniques à développantes sphériques.
L’engrenage conique peut être extérieur ou. intérieur.
Engrenage extérieur. Concevons deux cônes de révolution (fg. 7), ayant même sommet en S, et pour base, l’un le cercle C, l’autre le cercle C', les apothèmes 8m et Sm' de l’un et l’autre étant égaux.
On pourra toujours construire deux plans tangents communs à ces deux cônes, et dans chaque plan langent tracer un cercle ayant son centre au sommet S, et jiour rayon l’apothème Sm ou Sm'de l’un ou l’autre des cônes.
Ainsi , l’on aura deux cercles ayant pour centre commun le point S , dont les plans se couperont suivant la droite SP, et tels que le cercle D sera tangent en m à la base C, et en m'à la base C', et tels encore que le cercle D' sera tangent en n h la base C, et en n' à la base C'.
Cela posé :
Supposons que le cercle D roule sur le cercle C et ensuite sur le cercle C'. Un point du cercle D décrira , par ce double mouvement, d’abord une développante sphérique 3 pour le cône (8, C) et ensuite une développante sphérique 3 1 pour le cône (S , C').
De sorte que si l’on suppose que les cônes tournent autour de leurs axes, les développantes 3 et 3' se conduiront l’une l’autre, leur point de contact parcourant le cercle D et les vitesses angulaires des axes étant dans un rapport constant.
11 en sera do même en considérant le cercle D',
On pourra donc placer sur le cône (S, C) une dent conique, ayant pour base, savoir : pour la face droite, un arc de développante décrit par un point du cercle D, et pour la face gauche , un arc de développante décrit par un point du cercle D', et ayant pour sommet le point S.
On pourra faire la même construction pour le cône (S, C'), cl l’on voit sur-lechamp que la construction de cet engrenage conique offrira des difficultés analogues à celles signalées pour la construction de l’engrenage cylindrique, lorsqu'il s'agira de calculer le jeu entre les dents et la course d'une dent.
Dans son mémoire, M. Lefebvre propose de construire l’engrenage conique, à développante sphérique, de la manièro suivante :
(Extrait du deuxième numéro du Mémorial <f artillerie, page 342. )
« Ayant des roues coniques à construire, on les tracera sur une sphère d’un » diamètre médiocre et exactement déterminé; on se servira avec avantage d’une
» équerre sphérique du même diamètre pour tracer des arcs de grands cercles » tangents à des circonférences, etc. ; les développantes sphériques seront tra-
> cécs avec le compas par la méthode indiquée; on peut môme les décrire aussi » avec un (il - , car s’il est constamment tendu sur une surface sphérique lisse, il
> sera toujours daos le plan d’un grand cercle. Connaissant le tracé des dents » sur celle sphère, on en rapportera toutes les dimensions au rayon que l’on
• veut avoir, au moyen d'une échelle de lignes proportionnelles: on aura ainsi le » tracé extérieur; on achèvera la dent en menant par les points de ce tracé des
* lignes au point du centre, ce qui formera un cône dont on prendra une portion » égale à la longueur que l'on veut donner à la dent, »
Il m’a semblé que l’on pourrait avec avantage remplacer ta méthode proposée par M. Lefebvre par la suivante :
Ayant déterminé d'abord (firj. 8) l’épaisseur rtb à la racine de la dent sur le cercle inférieur D du tronc conique noyau ou primitif qui doit porter les dents coniques, et ensuite le creux ou intervalle bu qui doit séparer deux dents sur ce même cercle; en an mot, ayant opéré la division de la roue dentée, on tracera les courbes ny , bg intersection du cène ayant son sommet au sommet du tronc conique noyau , et pour hase les arcs de développantes sphériques, avec le plan môme du cercle D, et l’on emploiera à cet effet la construction géométrique indiquée dans le mémoire sur les développantes sphériques (*) ; cl l’on se rappelle que ccs courbes ag cl bg sc tracent avec la plus grande facilité sans avoir besoin de connaître les développantes sphériques.
On remarquera ensuite que si l'on coupe la dent conique par le plan du cercle supérieur D' du tronc conique noyau, on obtiendra deux courbes AG et BG, semblables aux courbes ug et bg par rapport au centre o qui sera le pèle ou «entre de similitude des courbes; de sorte que , connaissant la courbe ag, il sera fa- . elle de construire par pointu la courbe semblable AG. En effet, on mènera les rayons oa, ont, ag, etc., et l’on prendra les distances «A, mM, gG, etc., égales entre elles et à la différence des rayons des deux cercles D et D’ bases du tronc conique noyau, on obtiendra ainsi autant de points A, M, G, etc., que l'on voudra de la courbe AG.
Ce tracé exécuté, et il est presque aussi simple que celui exigé pour la construction de l'engrenage cylindrique, on le rapportera sur un tronc cylindrique capable de contenir cl le tronc conique noyau et les dents qui doivent être distribuées sur sa surface convexe.
Pour cela faire, on appliquera (fg. 10) le tracé fait pour le cercle D sur le
(*) Vojct dan» 1rs Développement» de géométrie descriptive, lu chap. U, mémoire »• î.
plan P i!c lu base inférieure du tronc cylindrique, et le tracé Tait pour lo cercle D sur le plan l v de la base supérieure du tronc cylindrique, ayant soin que les rayons homologues o' Q‘ et oQ aient leurs extrémités (Y et O sur une génératrice , QQ' du tronc cylindrique.
Il suffira ensuite d'avoir numéroté des points 1', 2', 3', V, etc., et 1,2,3, l,ctc., respectivement homologues, sur les courbes AG et ag, et au moyen d'un rabot (ou de tout autre outil), d’exécuter les génératrice l\ I — 2*.2 — 3'.3 — Y.i etc. de la dent conique.
Ayant ainsi exécuté séparément les deux roues dentées, il arrivera, lorsqu'on les mettra en présence, que, du cdté des grandes bases, les dents feront une saillie en dehors. Il sera bien d’rnlevcr celle saillie, qui donnerait mauvaise grâce à l’engrenage; pour cela (fg. !>) on placera chaque roue sur le tour et l'on enlèvera l'excédant rga en la partie inférieure de la dent, en dirigeant l'outil normalement à la génératrice oA du tronc conique noyau. On pourrait en faire autant pour la partie supérieure de la dent et enlever aussi l'excédant rfr’A.
Les engrenages coniques extérieurs à développantes sphériques jouissent des propriétés suivantes, savoir :
1* Les pressions sont constantes en chaque point de la mému dévelo|>pantc sphérique, ce qui n’établit pas que le trnrnil du frottement soit constant, mais
ce qui démontre quo l'uïure des dents sera uniforme. Ainsi les dents se déformeront sans cesse, mais toujours suivant des cènes ayant pour base des développantes sphériques;
2* On peut cloigner on rapprocher les axes, pourvu qu'ils se coupent toujours au même point; mais on ne peut pas faire varier la position désaxes, en cosens qu'ils cessent de se couper, ainsi que cela a pu se faire pour les engrenages cylindriques, puisque l'on peut ne pas les rendre parallèles.
On doit remarquer que, de même que pour les engrenages cylindriques extérieurs, il fallait que les deux plans tangents aux cylindres noyaux ou primitifs se coupassent sous un angle obtus, et que, plus cet angle était grand, plus le tracé devenait facile; de môme aussi il faut pour les engrenages coniques extérieurs que les deux plans tangents aux cènes noyaux ou primitifs se coupent sous un angle obtus.
On pourrait cependant ne pas s'astreindre à cette condition; mais alors il faudrait supprimer les dents adjacentes de celle qui est en prise, lesquelles arriveraient à se rencontrer sans se mettre en contact. En un mot, il faudrait supprimer toutes les dents qui, en vertu du tracé, ne permettraient pas à l'engrenage de subsister, les dents tendant dans le mouvement de rotation à s’intercepter le passage. De sorte que deux dents se mettant en prise, deux nouvelles dents ne
viendraient pas se mettre en contact aussitôt que les deux premières cesseraient de se conduire; et alors il faudrait, pour que le mouvement de rotation se continuât, placer sur le même axe plusieurs étages de roues dentées juxtaposées, et tellement disposées que, lorsque deux dents cesseraient d'être en contact pour le premier étage, deux dents de l'étage supérieur arriveraient au contact , et ainsi de suite. Ce mode de construction permettrait de faire des dents très-longues ou très-courtes, à volonté, cl simplifierait le tracé, puisque l'on n'aurait plus à combiner le nombre des dents, de manière à ce que deux dents soient toujours en prise.
Ce fut en 1816 que je vis pour la première fois une machine dont l'engrenage cylindrique était construit d'après ce principe. Celte machine était disposée pour étirer les tuyaux de lunettes et avait été exécutée par Savart père, dans les ateliers de construction de l’École d'application deMetx. Ce fut en l’examinant que je fus alors conduit à la démonstration géométrique des engrenages de Wilhc, de ces engrenages qui jouissent en même temps des deux propriétés suivantes, savoir : 1* vitesse angulaire constante ; 2* frottement de roulement : propriétés qui avaient toujours clé regardées, depuis Euler, comme incompatibles; et cene fut qu'en 1825, lorsque je présentai les mémoires que j'avais écrit sur ce sujet à l'Institut de France, que celte incompatibilité cessa d’èlre une vérité en mécanique.
Engrenage intérieur. Dans le cas des engrenages intérieurs ( fig . 11), les deux cônes noyaux ou primitifs sont en contact par une génératrice , cl n’ont qu’un seul plan langent commun.
La construction est la même que celle employée pour les engrenages extérieurs. Les propriétés dont jouissent les engrenages intérieurs sont aussi les mêmes que celles dont jouissent les engrenages extérieurs, excepté toutefois que l'on ne peut éloigner ou rapprocher les axes à volonté; leurs positions sont invariablement déterminées en vertu du trace.
Construction approximative des engrenages coniques.
Je ne parlerai ici que de la construction approximative des engrenages coniques à développantes sphériques , M. Poncelet ayant donné un tracé approximatif pour les engrenages coniques à cpicycloïdcs sphériques.
Le trace rigoureux de l'engrenage conique à développantes sphériques est assex simple par le proccJé que j’ai indiqué, pour que l'on puisse se dispenser d’avoir recoursà un tracé approximatif. Cependant on pourrait substituer aux dents rigoureuses, des dents npproximativesqui seraient terminées par des cônes de révolution osculateurs aux surfaces coniques ayant pour bases les développantes sphériques.
La construction des dents approximatives est facile , soit dans le tracé graphique, soit flans la construction en relief des modèles propres au moulage, lorsque les roues dentées doivent être coulées en fonte ou en cuivre.
Rappelons-nous ce qui a clé dit (*) au sujet de la construction géométrique du centre de courbure pour un point d'une développante sphérique.
Je suppose que le cercle D (fig. 12) est la base du cène noyau ou primitif de l’une des roues dentées, et que l'on ait tracé sur son plan les courbes ag cl l/g, intersection du cône à développantes sphériques qui termine une dent rigoureuse.
Sur ag et bg je prendrai les points milieux m et n. Je mènerai par m et n deux tangentes mq et np au cercle D.
Les droites mq cl np seront les rayons de courbure des développantes sphériques engendrées par les points m et n; et si par mq et np je mène des plans |>erpcndiculaires aux génératrices du cène noyau dont les projections, sur le plan du cercle D, sont oq cl pu, on aura les plans des cercles osculalcurs des développantes sphériques engendrées par les points m et n.
Il sera dès lors facile de construire en relief (fig. 13) la dent conique approximative, ayant son sommet au sommet du cène noyau, et ayant pour base, des arcs de ces deux cercles osculalcurs.
Car, si l'on suppose un cylindre AB capable de contenir la roue dentée, ce solide étant terminé par deux faces parallèles AR et BT, on tracera sur la face supérieure le cercle D’, et sur la face inférieure le cercle l), leurs centres o et o étant sur une perpendiculaire aux plans parallèles AR, BT (aiusi qu'on a opéré dans la Jlg. 10).
Sur le cercle D on fixe les points p et q tels qu'ils sont placés dans la fig. 12. On trace les tangentes pr, qr se coupant au point r.
On exécute deux plans passant par ces tangentes et perpendiculairement aux génératrices G cl G' du noyau ; ces deux plans se couperont suivant une droite ry qui tendra à aller couper l’axe du cène noyau en un point x. Dans chacun de ces plans on tracera des points pet q comme ccutre cl avec le même rayon que ceux employés (fig. 12), des cercles qui se couperont en un même point y de la droite ry.
Chacun des plans normaux aux génératrices G et G' coupera le cène noyau suivant une section conique; chacun des cercles osculalcurs tracés dans les plans normaux viendra couper la section conique en un point v. Dès lors la dent approximative sera composée de deux cènes do révolution ayant pour sommet commun le sommet du cène noyau , et pour base, l'un l’arc de cercle C, l'autre l’arc de cercle C'; ces deux cènes sc couperont suivant une arête K, et le premier
(*) Voyez dons les Développement t de géométrie detcripli ve , le chap. Il , mémoire n* i.
coupera le cône noyau suivant la génératrice H, et le second copiera ce môme cône noyau suivant la génératrice H',
Dans la prntiipte il sera préférable d’employer la méthode suivante lorsqu'on voudra construire un modèle en bois pour couler une roue dentée.
On construira d’abord le tronc conique noyau (Jig. 14), on le divisera suivant le nombre île dents qui devront être appliquées sur la surface convexe; les génératrices G, G', G", etc., passant par les points de division seront les milieux des dents. Ainsi la génératrice G ( fit/ . 1 1 ) passera par le point l (Jig. 12).
Remarquant que le tronc conique noyau [Jig. 15) a pour demi-angle au sommet l’angle a que l’on peut calculer, puisque Ton commit la hauteur du trône, et la différence des rayons des deux bases: remarquant que le plan du cercle oscillateur base du cône de révolution dont une partie doit former la demi-dent approximative, doit être perpendiculaire à une génératrice du cône, on voit que le plan X du cercle base inférieure du tronc fait , avec le plan C du cercle base de la dent, un angle «; de plus, le demi-angle y nu sommet du cône oscillateur pourra facilement êtro calculé, puisque l’on pourra calculer la longueur totale de la génératrice G du noyau , et que l’on connaît le rayon du ccrclo osculateur.
On pourra donc (Jig. 10) construire un tronc conique MN, ayant pour base le cercle C tracé avec le rayon qm [Jig. 12), et ayant pour demi-angle au sommet un angle y.
On prendra un point arbitraire k sur le cercle C; on tracera kr passant par le centre q ; et qr étant pris égal h qr de la lig. 12 , on mènera ro perpendiculaire à kr; par la droite kr on Sera passer un plan X faisant avec le plan C un angle égal au supplément de l'angle a; ce plan coupera le cône suivant un arc dk de section conique; dans ce plan V on tracera oq perpendiculaire à kr, et l’on prendra le point o sur la droite oq sultisammont prolongée, de telle sorte que oq soit égal au rayon de la base inférieure du tronc conique noyau ; on tracera sur le plan X le cercle !> du point o comme centre et avec m/ pour rayon, ce cercle coupera l’arc dk au point d ; oo tracera la génératrice S d du tronc de la dont, puis on joindra o et r par une droite qui coupera le cercle D en I; on exécutera la portion de surface conique concave (SD), laquelle s'appliquera sur la surface convexe du tronc noyau: la droite S / s’appliquera sur la droite G (Jig. 14); on exécutera le plan S IrV, qui, lorsque la demi-dent sera placée, SI étant sur G (Jig 14), passera par l’axe du tronc noyau et par la ligne milieu G; on exécutera la demi-dent symétrique de la môme manière , cl l’on pourra ainsi exécuter et rapporter sur le noyau le» dents qui doivent être distribuées sur son ponrtour.
Il est inutile d'entrer dans plus de détails à ce sujet , car ce que j’ai dit doit suffire à ceux qui savent la Géométrie descriptive et qui sont habitués à s'en
servir et à appliquer le trait sur le bois, pour concevoir de suite la marche à suivre dans l’exécution en relief des modèles qui devront servir au moulage. Il leur sera facile de suppléer à ce qu’il y a d’incomplet dans ce qui précèJc ; je n'ai point voulu entrer dans tous les détails d’exécution, car j'aurnis dépassé les bornes imposées à un mémoire dans lequel j’avais plus en vue d’exposer la théorie et ses applications à la pratique, que d’entrer dans tous les détails de la pratique.
IV 3
recherches géométriques sur çes engrenages de withe (*).
Le mécanicien Withe, lors du concours pour les prix décennaux, en 1810, soumit à I examen de l’Institut des engrenages cylindriqnes et coniques d’une construction nouvelle, et dit en les présentant qu’ils jouissaient des deux propriétés regardées jusque alors comme incompatibles, savoir : 1* vitesses angulaires dans un rapport constant , et 2° frottement de roulement; et qu’ ainsi : 1* le pignon décrivant des arcs égaux faisait parcourir à la roue dentée des espaces angulaires aussi égaux , et 2' les courbes par lesquelles les dents étaient en contact sc roulaient A la manière de deux cercles tracés sur uri même plan.
Withe u était pas géomètre, aussi ne put-il démontrer rigoureusement l'existence des propriétés qu’il annonçait appartenir à ses engrenages. On voyait bien qu’en effet les vitesses angulaires étaient dans un rapport constant, on sentait bien que le frottement était très-doux, mais cependant le frottement pouvait être de glissemement. Jusqu'à présent la question est restée indécise.
En examinant les procédés pratiques que Withe employait pour la construction de ses engrenages, procédés qu'il a décrits dans une petite brochure que je n’ai pu me procurer qu’à U bibliothèque de l'Ecole royale de l'artillerie cl du génie à Metz , on voit qu’on peut traduire géométriquement tes procédés de mécanique pratique, par uncconstrucliou géométrique qui consiste: l“à faire passer un plan M (/ÿ. 17) par les deux axes parallèles entre eux, savoir : I* de la roue dentée et U du pignon; 2° à tracer dans ce plan une droite R parallèle aux axes, et dont les
{*) O raémnim qui fol présenté R l'Institut de France ( Academie royale Ces sciences ) le 5 décembre <SÏ5, a i: lé public plut lard, dans le Journal de mathématique furet tl appliquât de U. Lwcvuu.
dislances p à P et q à 0 seront dans le rapport inverse des vitesses des axes, puis 3* construire deux triangles abc et a'b'c , le premier coupant la ligne R par son côte ab au point m, et le second ayant son sommet a' placé en ce point m , les deux triangles n’ayant d'ailleurs aucun autre point commun; 4* faire mouvoir le triangle abc autour de l'axe P, tous les points du côté ab décrivant des hélices de même pas, que j'appellerai H , nommant S l’hélice décrite par le point m; - 5* faire mouvoir le triangle a'b'c autour de l'axe Q', le point a' décrivant une hé-
lice s dont le pas sera h , et l’on devra avoir l'équation
c’est-à-dire que
les pas des hélices S et s seront dans le même rapport que les rayons des deux cylindres sur lesquels clics sont tracées. Ainsi les dents sont formées par des filets de vis, et ne se mettent successivement en contact que par les courbes S et *.
Si les axes P et Q se coupent, la droite R passe alors par leur point d’intersection et elle divise l’angle compris entre P et Q en deux, dont les sinus sont dans le rapport inverse des vitesses des axes , et les courbes S et s sont des spirales coniques d'Archimède dont les pas sont aussi dans le rapport direct des rayons des roues coniques sur lesquelles elles sont tracées.
Les dents ainsi construites se conduisent-elles en cflct par un frottement de roulement , et le rapport des vitesses angulaires est-il constant?
Telle est la première question que je me propose de résoudre dans ce mémoire.
Examinons d’abord les engrenages cylindriques.
Par la droite R (flg. 18), je mène un plan M' perpendiculaire au plan M qui contient les axes. Je trace sur ce plan M' une droite g passant par le point m situé sur la droite R. (Au lieu d’une droite, l’on pourrait tracer une courbe arbitraire, mais dans les arts l’on doit préférer la droite parce qu’etle donne sur le cylindre une hélico, courbe que l’on peut tracer facilement par un mouvement continu , ce mouvement continu étant procuré par un mécanisme simple.) Puis j’enroule ce plan M' sur le cylindre dont R est une génératrice, p le rayon de la hase cl P l’axe; la droite g so déformera suivant une hélice S dont le pas II sera l’un des côtés de l’angle droit du triangle mxg, construit dans le plan M' ; la ligne mx étant horizontale cl la droite mg étant une partie de la droite g, et nuétant égale au développement de la circonférence du cercle dont p est le rayon ; H sera dès lors égal à xij. Si ensuite j’enroule le plan M' sur le cylindre dont R est une génératrice, g le rayon de la base et Q l’axe , la droite g se déformera suivant une hélice », dont le pas h sera égal à x'y', le côté mx' étant égal au développement de la circonférence du cercle dont q est le rayon , et l’on aura
l’équation - = -. Gela posé : si je fais rouler le cylindre (q, Q) sur le plan tangent
H', la courbe t se développera sur la droite g. De même si je fais rouler le cylindre (p, P) sur le même plan tangent M', la courbeS se développera sur la même droite g. Ainsi au point m les courbes s et S sont en contact , ayant eo ce point pour tangente commune ladroitejr-Sidonc le cylindre (p, P) prenant un mouvement de rotation autour de son axe P, entraîne par le frottement de roulement le cylindre (q, Q), les deux courbes r et S rouleront l’une sur l’autre et auront une tangente commune, en chacun de leurs points de contact successif, et le point de contact parcourra la droite R.
Maintenant je trace dans le plan M, qui contient les axes P et Q , une droite arbitraire G passant par le point m de contact des deux hélices * et S, puis je décris deux courbes arbitraires 9 et q ayant pour tangente commune au point m la droite G; l’une de ces courbes q étant au-dessus, l’autre q étant au-desaoua de la droite G et toutes deux situées dans le plan M.
Cela posé : j’imprime au plan M un mouvement de rotation autour de l’axe P, de manière que la courbe 9 se meuve le long de la courbe S; on obtiendra par ce moyen u ne f u rfaçe liéjicoidé Si de même je fa is mou voir la courbe 9' le long
de la courbe t, je formerai une seconde surface htïïrcôTdr<pVct ces dfüx surfaces $ et <t>* seront en contact au point m, car elles auront en ce point même plan tangent, déterminé par les droites g et G , et ces deux surfaces n’auront évidemment que ce seul point commun (*). Dans les engrenages de Withe la courbe 9 est une droite, par conséquent la surfaco $ est une surface liélicoïde, telle qu’on l’emploie dans les vis à filet triangulaire ou à fdet carré. La courbe 9' se réduit à’ un point; donc la surface se réduit à une hélice , de sorte que la dent <J> conduira ou sera conduite par ladenl/î>' par un frottement de roulement, les vitesses angulaires étant dans un rapport constant.
Ainsi les engrenages construits par Withe satisfont aux deux conditions regardées jusqu’à présent comme incompatibles. Mais pour que ces deux conditions soient en efl’et remplies à la fois, il faut que les engrenages soient exécutés avec une rare précision. Examinons si I on n obtiendrait pas dans des engrenages construits d’après le même principe, un frottement de glissement provenant d’une exactitude dans le rapport des pat H et h , frottement de glissement qu’il serait impossible cependant de reconnaître et de détruire entièrement. Prenons l’engrenage exécuté par Withe, c’est-à-dire celui où les courbes 9 et 9' sont de» triangles. Chacun des points de la droite ab décrit une hélice dont le pas est H ;
n Voyez S ce »ujui , ci-spfèe , le mémoire a* 6.
mais, d’aprcs ce qui précède; l'hélice décrite par le point m .est la seule qui puîate se rouler avec l'hélice décrite par le point V et dont le par est h, si l'équa-
lion T = - est satisfaite. i .• . ' • , .
• Les -deux hélices S et « ont au point de contact m une tangente commune ; et pour tous les points de l'hélice S , la tangente fait avec l'axe P le mémo angle; il en est de même pour tous les points de l'hélice ». Si les hélices décrites par les points de ab, au lien d'avoir le pas II , avaient un pas H' peu différent de II , alors le point a' lie pourrait se mettre en contact avec le point m. Car alors l’hélice S' 1 décrite par le point m n’aurait pas même tangente que l'hélice * décrite par le point a' (les deux axes P et Q étant supposés dans le même plan ) ; et aussi comme les hélices décrites par les divers points de oh , ont des tangentes qui font avec Paxe P des angles de plus en plus petits, à mesure que les points qui les décrivent serapprochont de cet axe, l'on voit que l'on trouvera en avant ou eu arrière du point m , et sur ab, un point m' tel que l’hélice qu’il décrira fera avec l’axe P le meme angle qqe l’hélice s fait avec l’axe Q.
Alors ces deux héliecs pourront être mises en contact , clics auront une tangente commune, et nécessairement on aura : p'(distancc du point m'à l’axe P)cst à q (distance du point a! à l’axe Q) dans le rapport qui existe entre H' et A; car l’hélice décrite par le point m' pourra être formée en pliant sa tangente au point m 1 sur le cylindre dont le rayon estp'.
Ainsi, en ne considérant que deux dents, si l’une n’est pas construite avec exactitude , ai donc les hélices qui composent la surface hélicoîdc qui doit conduire ou être conduite par l’hélice s décrite par le point a', n’ont pas rigoureusement leur fias égal à II , il sera toujours possible de rapprocher ou d’éloigner les axes P et Q, de manière ce que le point a 7 trouve un point m situé sur ab, lequel décrira une hélice faisant avec Taxe P le même angle que fait l’hélice s avec l’axe Q. Et [’hclicc s décrite par le point a' ne pourra être mise en contact qu’avec l’hélice décrite par oo point m', tant que les axes P et Q , ainsi que la droite R lieu des points de contact successif , seront assujettis à être situés dans un même plan; car toute autre liélice faisant avecl’axo I* un angle plus petit ou plus grand, donnerait un point de contact pouT lequel los tangentes se croiseraient; parconséquent l’hélice s ne serait |«a tangente à la surface hélicoide , au point considéré : elle la pénétrerait en ce point; les dents ne pourraient donc se conduire. Mais aussi
les vitesses des axes P et 0 ne seront plus dans le rapport demandé * , mais dans
le rapport - , p' étant le rayon de l’hélice S” suc laquelle se roule l’hélice s.
Mais un engrenage ne peut être formé par des roues n’ayant chacune qu’une
seule dent. Il faut forcémqut placer .sur ces roues, plusieurs dents et dans des posilions telles que le mouvement de rotation puisse se eontinuer sans être ai roté.
Il faudra donc placer sur le cylindre (y, Q) une suite, d hélices équidistantes , leurs points de départ sur le cercle .C tracé parie point ,a étant aussi équidistants entre eux, et divisant ce cercle C en arcs égaux,; puis faire rouler ca cyjiudrc(y, Q) sur le cylindre (p, P). Toutes les liélieesdu yylindre (y, laisseioulsurlcçyluidce (p,P) pour trace < des hélices aussi équidistantes, mais dont les points de déport sur le cercle Ç' décrit par Je point m ne seront équidistants qu autaulq.ne.le cercle 0, dont le rayon est y, se développera un nombre exact de fois sur le cercle C' dont le rayon est p, o'oct-ù-diro.qu’autant que p et q serunl entre, ftux dans un rapport comiiH-iiiuiui.io , et »•«. -o'..fiiinii doit. être, évidemmctjt, satisfaite pQur;<uio le .mouvement de rotation ne soit pas interrompu.
Mais supposant le pignon terminé pur le cylindre idéal (y, Q) sur lequel se trouvent tracées des, hélices équidistantes j , etc. , . dont les pat sonL tous égaux
à A, et les points de départ de ces hélices divisant eu parties égales le cercle base du cylindre (q, Q), nous ne potivousipas supposer queJa roue soit Jormiuée pfft lecyliudre idéal inJ'i, -parce que les dents doivent avoir, un excès de longueur pour que l’hélice * conduise son homologue $ uqfreuicnJ^quOj.par |y contact, c'est-à-dire ne puisse pas s'échapper, si la résistance devient plus, grande que colla que peut vaincre le frottement de roulement. Le cylindre idéal aura donc pour la roue un rayon p" plus grand quep, et nous appellerons ce cylindre (p", P) (fig. 17).
Puisque nous supposonsque le cylindre (y, Q) se développe ua, nombre exact de fois sur le cylindre (p, P) , et que nous supposons eu même temps que tes surfaces des dents de la roue sont formées par une surface hélicoîde, il s’ensuit que l'on aura sur le cylindre (p”, P) des hélices équidistantes entre elles, et dont les points de départ diviseront le cercle qui lui sert de hase et doul le rayon cslp", aussi en parties égales; et les distances de ces hélices, distances mesurées sur les génératrices du cylindre (j> v , P) , seront toutes égales entre elles et à celles des héljees tracées sur le cylindre (y,Q) du pignon. Dans ce cas, les hélices du pigoon ne pourront se mettre en contact qu’avec celles tracées sur le cylindre (p,. P), supposant le point , de contact dans le plan des deux axes P et 0* ' ■ 1 '
Mais si , par un vice de construction , les hélices composant les surfaces hélicuides qui foruionl les dculs de la roue n'avaient pas leur pn» dans le rapport
5=^, il arriverait nécessairement, ou que les points de départ des hélices
sur le cercle des hases ne seraient point également distants, les distances des hélices dans le sens des génératrices du cylindre n'ayant point varié, ou que ces distances auraient varié, si les points de départ étaient restés les mêmes, c'est-
à-dire divisant le cercle base en arcs égaux. Dans le deuxième cas , les hélices du pignon et de la roue ne pourraient se mettre en contact , car les dents ne pourraient s'enchâsser les unes dans les autres; et dans le premier cas, te mouvement de rotation ne pourrait être continu. Ainsi l'engrenage de Withe ne peut marcher qu’autant que les hélices sont parfaitement exécutées, toutefois, en supposant, ainsi que nous l'avons fait dans tout ce qui précède, que le point de contact sera dans le plan des axes.
Withe est parvenu à vaincre toutes les difficultés que l’exécution présentait, comme on peut s’en assurer en examinant un modèle d’engrenage cylindrique qui existe dans le cabinet de l’École polytechnique. Les hélices sont construite» avoo une rare Drécision 1- ucs s un aces cylindriques de la roue et du
pignon est d'une grande égalité. Mais malgré la perfection de son travail, est-il vrai que ces engrenages, mis en place , jouissent du frottement de roulement?
Nous venons de démontrer que tant que le point de contact des hélices qui se conduisaient était dans le plan des axes, cela avait lieu. Nous avons aussi démontré que la moindre inexactitude dans l'inclinaison voulue des hélices , conduisit à des roues et pignons qui ne pouvaient s’engager, si l’on cherchait à mettre le point de contact dans le plan des axes. Mais le pignon ne peul-il pas avoir son contact hors du plan des axes? Et dans ce cas, les vitesses angulaires seraientelles toujours dans le même rapport, et le frottement ne pourrait-il pas être de glissement? C’est ce que je vais examiner.
Supposons (fig. 47) une surface hélicoïde E engendrée par la droite ab tournant autour de l’axe P, puis une hélice s engendrée par le pointa' tournant autour de l’axe Q; la tangente à l’hélice s fera, je suppose, avec l’axe 0 un angle».
Sur la surface E je prends un point arbitraire m ; par ce point je fais passer un plan tangent T à celle surface. Par le point m passe une hélice S de la surface hélicoïde dont le pas est H. La distance du point m à l’axe P étant p, la tangente
à l'hélice S fait avec l'axe P un angle dont la tangente trigonométrique sera .
Par le point m j’élève une parallèle Y à l’axe P, puis je fais passer par ce même point une droite faisant avec cette parallèle l’angle «. Cette droite engendrera par son mouvement de rotation un cône droit dont l’axe sera Y. Le plan T pourra : 4° ne rencontrer le cône qu’en son sommet ; 2° toucher ce cône suivant une génératrice; 3' couper le cône suivant deux génératrices.
Dans le premier cas, de quelque manière que l’on place les deux axes P et Q en les supposant toujours dans le même plan, l’hélice s ne pourra être tangente au point m à la surface E : elle la pénétrera toujours.
Dans le deuxième cas, les axes P et Q devront être à une distance déterminée
pour que l’hélice s soit tangente à la surface E, et il n’y aura qu’une position de contact.
Dans le troisième cas, il y aura deux positions de contact.
Voyons, d’après ce qui précède , ce qui doit arriver dans les engrenages de Withe.
La surface E d’une dent de la roue est composée d’hélices dont les pas égaux sont avec celui de l'hélice s du pignon dans le rapport ~ p el q étant les
rayons des cercles bases des cvlindres «>!•• cnnt 1 <k hatiooe s et *,
qui se conduisent , et ces cercles se développant un nombre exact de fois l'un sur l’autre, c’est-à-dire que p et q sont commensurables entre eux, et que les hélices Sels ont pour tangentes des lignes qui font avec les axes P et Q des angles égaux.
J'appelle (S la tangente à l’hélice S, et ts la tangente à l’hélice s, m un point quelconque de S, et a' un point quelconque d o », p la distance du point m à l’axe P, et q la distance du point a' à l'axe Q.
Et rappelons-nous que la surface E est engendrée par une droite ( qui ne sera autre que le cété ab du triangle générateur employé par Withe) , laquelle s’appuie sur l’axe P et l’hélice S, et qui se meut en restant parallèle à une surface conique droite dont P serait l’axe, ou bien en restant parallèle au plan perpendiculaire à l'axe P. Désignons par d la position particulière de cette droite lorsqu’elle passe par le point m.
Si nous prenons sur d un point m' dont la distance p' à l'axe P soit plus grande que p, par ce point m passera une hélice S' dont la tangente tS’ fera avec l'axe P un angle #’> «.
Par le point faisons passer une droite Y parallèles P, et dans le plan qui passe par Y et iS’, traçons une droite/ passant par m et qui fasse avec l’axe P un angle a.
Si je fais tourner la droite f autour de l’axe Y, elle engendrera une surface conique droite 1 dont Y sera l'axe et f la génératrice , et il pourra arriver deux cas (en se rappelant que la droite u est comprise dans l’angle formé par les droites Y et tS’, puisque «’> «), ou que ce cône ne rencontre pas le plan T tangent à la surface E en m, plan qui passe par les droites d et <S’, ou qu’il lui soit tangent ; car le plan qui passe par les droites Y et tS’ n'est point perpendiculaire au plan langent T. (Cela n’aurait lieu qu’aulant que la droite d serait perpendiculaire à l’axe P, c'est-à-dire lorsque la surface E sera engendrée par une droite, s’appuyant sur l'axe P et sur l’hélice S, tout en restant parallèle au plan perpendiculaire à l’axe P; et dans ce dernier cas, le cène X ne serait tangent au plan T que lorsque le point m' se confondrait avec le point m.)Si le cène I ne rencontre pas le plan tangent T, lorsque l’on mettra l’hélice s en contact avec l’hélice S', et qu’ainsi
les points a cl m seront seulement supeqiosés , que l'on faste éloigner ou raf>procher les axes P et Q l'un de l’autre en les faisant tourner autour de la droite Y, dans quelque posiliou, enlin, que l’on placo les hélices S' ela l'une par rapport à l'autre, il arrivera toujours que l'hélice « coupera la surface E ; par conséquent les deux roues dentées ne pourront être mises en contact par les points a et m.
Si le cène est tangent au plan tangent à la surface E, l'hélice s pourra être mise en contact avec cette surface E, et sa position sera celle où sa tangente ts se confondra avec l'arête de contact du plan tangent T avec le cône décrit par la droite / tournfliU autour *1** l’atp Y.
■Mais alors les deux hélices s et S' n ayant point les rayons des cylindres sur lesquels elles sont tracées dans le rapport exact cl inverse des vitesses des axes P et CI, elles ne rouleront point augulaireiuenl l’une sur l'autre, mais glisseront angulairemeul l'une sur l'autre. J'ai employé l’expression angulaire , parce que dans les positions qu'occupent les hélices * et S', l'on voit que leurs tangentes ne se confondent point, mais se croisent au point qui leur est commun, celui en lequel les points a' et m' se confondent.
Mais si nous considérons le point m appartenant à l’hélice S , et si nous établissons que les points a' et m se superposent, alors la tangente ts pourra prendre deux positions sur le plan tangent à la surface E, lequel plan passe par les droites <1 cl iS. Car le plan qui passera par la droite iS et sera parallèle à l’axe P, ne sera point perpendiculaire au plan tangent au point tn à la surface E, à moins que la droite d ne soit perpendiculaire à l'axe P; et dans ce dernier cas la tangente ts ne pourra prendre qu'une seule position, et ce sera cello où elle se confond avec la tangente fS. Dans le premier cas les hélices s et S pourront avoir un frottement de loulumcnl direct ou anguluire , et dans le deuxième cas elles auront un frottement de roulement direct seulement. En prenant un point m" sur la droite d et situe entre I axe P cl le point m, et établissant que lu point a se superpose avec ce point m", alors la droite ts pourra toujours prendre deux positions sur le plan tangent à la surface Eau point m". Ainsi l'on doit conclure de tout ce qui précède :
Que si la génératrice d de la surface lu-licoïde E, qui forme la surface des dents, est inclinée par rapport à l'axe P, lors même que les hélices s et S ( qui doivent •e développer l’une sur l'autre en roulant) seraient en conioet, il pourra arriver, ou que leurs tangontes se confondent ou qu'elles se croisent, sans que l’on puisse en être averti par autre chose que par le calcul que l’on fera de la somme des distances p cl q. Si la distance des axes P et Q'dnns la position de contact égale (p-4 - q), les tangentes se confondront; Bi elle'est plus petite , les tangentes se croiseront. Dans le premier cas le frottement sera direct cl de roulement , et dans île deuxième Usera angulaire et do roulement.
Mais comme nous avons vu (pie l'hélice 1 » peu! se mettre en rontaet'dans deux positions différentes ou dans une seule (la droite rf étant toujours inclinée par rapport à l'axe P), avec une héliceS' autre «pie S, il pourra arriver qucla distance des axes I* ot Qsoit > ou< ( p -4- <j), e» que le frottement soit, dès lors , un frottement angulaire et de glissement. Et Ion ne pourra le reconnaître qu'autanl que Ion aura calculé les épaisseurs des roues, de manière que les cercles supérieurs et inférieurs soient dans le même plan , les points a' et m étant en contact, et que le mouvement de rotation soit bien donné par le travail des hélices « et S ; si donc par une pose défectueuse de l'engrenage le mouvement de rotation est donné par le travail des hélices « et S’, les cercles supérieurs et inférieurs ne seront point dans le même plan (la droite d étant toujours inclinée par rapport ù l'axe P). Mais dans le cas où la droite rf sera pcrpcndiculairoà l'axe P, quelque position que l'hélice » prenne; les cercles supérieurs cl inférieurs qui terminent la roue et le pignon seront toujours dans le même plan, et aussi dans ce cas sera-t-on assuré que l' hélice s est en contact avec l'hélice S lorsque la distance des axes Pet Q sera égale à (p -H?).
On doit donc préférer pour les engrenages de Wiihe la génération de la surface hélicoide E par une droite d perpendiculaire ù l’axe P. Mais on voit par tout ce qui précède, que même dans ce cas, on ne pourra afliruier que le frottement est direct cl de roulement , car les moyens mécaniques manquent pour mesurer avec une exactitude mathématique la distance des deux axes P et Q, de sorte que l'on ne pourra jamais être sur que le frottement ne soit pas angttlaire et de glissement. Le glissement sera , il est vrai, très-petit, et do plus sora constant , c'està-dire que les dents glisseront l'une sur l'autre de la même quantité |>our des espaces angulaires parcourus en temps égaux.
On voit d'après ce qui précède que l’on doit reconnaître quatre espèces de frottement, que je désignerai ainsi (*) :
1° [de roulement
de roulement
Frottement direct < cl
et angulaire
et
( de glissement
de glissement.
Les premiers auront lieu lorsque les courbes en contact auront même tangente au point de contact, les seconds lorsque leurs tangentes se croiseront au point commun. Mais , dans les engrenages de Withe , il ne pourra exister que trois de ces quatre frottements :
1" Frottement direct et de roulement, lorsque les hélices qui sont en contact ont même inclinaison , et que le point de contact est dans le plan des axes ;
(*) Voyez, ci-aprtB , le mémoire sur la nature géométrique dei frottement! , etc.
2* Frottement angulaire et de roulement, lorsque les hélices qui sont en contact, ont même inclinaison et que le point de contact n'est pas dans le plan des axes;
3* Enfin , frottement angulaire et de glissement, lorsque les hélices qui sont en contact n'ont pas la mime inclinaison , et que le point de contact n’est pas dans
le plan des axes.
Pour rendre plus clair tout ce que je viens de dire sur la difficulté que l'on éprouve à mettre en place les engrenages do Wilhe , et pour mieux faire comprendre la nature des divers frottements que je viensd’indiquer, je vais construire géométriquement des courbes qui pendant leur mouvement jouiront de l’un ou de l’autre des deux frottements angulaires remarqués dans les engrenages de Withe. Je supposerai que ces courbes sont tracées sur des cylindres droits dont les bases sont des cercles ou des courbes arbitraires; car ce que nous dirons dans le cas des cercles sera vrai pour le cas des courbes arbitraires.
Fig. 19. Supposons deux cercles de rayons inégaux tracés dans un même plan. Le centre du premier étant le point P, son rayon étant égal àp; le centre du deuxième étant le point Q, et son rayon égal itq. Ces deux cercles se couperont aux points m et n, et supposons deux cylindres verticaux ayant ces cercles horizontaux pour bases.
Nous nommerons P' l’axe du premier, Q' l’axe du deuxième , et M et N les génératrices d’intersection , lesquelles passeront respectivement par les points m et n. Supposons par M un plan dans lequel nous tracerons une droite d ou une courbe f (nous emploierons dans les arts la droite d); puis enroulons ce plan, soit sur le cylindre P', soit sur le cylindre Q'. La droite d laissera pour trace sur le premier cylindre une hélice G, et sur le deuxième cylindre une hélice g, qui se croiseront au point m situé sur la génératrice d’intersection M; la droite d passant par ce point m, les droites m'T'et mi tangentes au point m’et respectivement à l’hélice G et à l’hélice g, se projetteront suivant les droites mT et ml tangentes respectives en m aux cercles décrits des rayons p et q.
Si le cylindre P 1 tourne autour de son axe, l’hélice G conduira l’hélice g et le frottement sera angulaire et de roulement, car les points homologues de ces deux hélices se conduiront angulairement les uns par rapport aux autres de la même manière qu’ils se conduiraient directement si le cylindre Q', prenant un mouvement de rotation autour do la génératrice M , venait se mettre en contact avec le cylindre P' suivant cette même ligne M, auquel cas les deux hélices G et g auraient une tangente commune et rouleraient directement l’une sur l’autre.
Si donc par les deux tangentes m' T' et m'i je fais passer un plan , il coupera les deux axes P' et Q', le premier au point o, le deuxième au point o. Je joins les points o et m', o' et m' par des droites , puis dans le plan passant par m et P' je
trace une courbe L tangente en m' à la droite om ' , et dans le plan passant par m et Q' une courbe L' tangente en m à la droite oV.
Je fais mouvoir la courbe L le long de l'hélice G , de manière qu’elle soit toujours dans un plan passant par Taxe P', et que la droite o'm, dans ses diverses positions, reste parallèle à une surface conique droite engendrée par o'm' tournant autour de l'axe P', le point o' étant le sommet du cône.
Je fais mouvoir de la même manière la courbe L' autour de l'axe 0 ' et le long de I hélice g\ j'aurai alors formé deux surfaces hélicoïdales E et e qui seront pendant le mouvement de rotation toujours tangentes l'une à l’autre, et le point de contact se mouvra sur la droite M.
Les deux cercles décrits des rayons p et q se coupent , par conséquent le rayon pétant > q, l’arc mbn appartenant au cercle (q) et qui tourne sa concavité vers l'arc mb'n appartenant au cercle (j>) sera plus grand que lui. Par conséquent l'hélice g aura un point dont la projection sera en n et qui se trouvera au-dessus de celui de l'hélice G qui a le même point n pour projection horizontale; il faudra donc que l'hélice g conduise en dessous l'hélice G ou soit conduite en dessus par elle. Ainsi la courbe L' sera au-dessous de la courbe L par rapport au plap tangent commun aux deux surfaces Ect «(plan tangent qui n’est autre que cefui qui passe par les deux tangentes m'T' et m't'), et ces deux surfaces e et E se conduiront par un frottement angulaire et de roulement.
Dans le cas des engrenages de Withe, la surface e se réduit à l'hélice g et la courbe L' se réduit à un point de cette hélice, et la courbe L n’est autre que la droite om'.
Mais si au lieu de tracer sur le plan passant par lu génératrice M une seule courbe 9 ou une droite d, nous traçons deux courbes 9 et 9' ou deux droites d cl <f passant par le point m' situé sur la droite M (et ce que nous dirons pour les droites d et d' sera vrai pour le cas où l’on aurait les courbes 9 et 9'); en roulant ce plan sur le cylindre P", la droite d laissera pour trace sur ce cylindre une hélice G , et la droite d 1 laissera pour trace ou empreinte sur le cylindre Q' une hélice g'. Ces deux hélices G et g' auront des tangentes qui se croiseront en m, mais si je fais tourner le cylindre Q' autour de la droite M pour venir se mettre en contact avec le cylindre P', suivant cette même génératrice M , alors les deux hélices G et g' auront bien pour plan langent commun le plan vertical passant par la génératrice M et les tangentes aux hélices G et g' ; mais ces tangentes ne se confondront plus en une seule, clics se croiseront. Les deux hélices G et g? dans cette position ne pourront plus se rouler ; et pour qu’elles conservent un point commun le long de la génératrice M pendant le mouvement de rotation, elles devront glisser l une sur l'autre, de sorte que, quoique dans leur position pri-
mitive angulaire , je puisse leur mener un plan langent commun par leurs tangentes ni T' et m'i' (tangentes qui ne sont autres que les droites tf et d ), plan qui coupera les iluux axes I 1 ' cl Q', et me permettra de construire deux hélicoïdes E et e tangents l’un à l’autre au point m , le frottement entre les deux courbes ti et g' sera nécessairement angulaire et de glissement, et non de roulement.
Nous n’avons encore dans In construction de ces engrenages à frottement angulaire considéré que deux filets ou deux dents en contact. Mais pour que le mouvement de rotation puisse être continu, il faudra disposer sur chaque roue une série de filets équidistants.
Dans le cas où les rayons p et q seront conimensurables entre eux et seront dans le rapport inverse des vitesses des axes, on voit que les hélices tracées sur les cylindres P' et <J' ont des pat qui sont dans le rapport des rayons des cerclesbases de
ces cylindres, c’est-à-dire que l’on a T
Ainsi la construction sera absolument
la même dans le cas du roulement angulaire cl dans celui du roulement direct.
Mais lorsque p cl q sont incommensurables entre eux ou ne sont pas dans le rapport inverse des vitesses des axes, si les hélices do l’hciicoïdc E ayant pour pas II, l'hélice tracée sur le cylindre Q' avait pour pas h, de sorte que l'équation ^ subsiste, on ne pourrait avoir sur ce cylindre des hélices *, s', s", etc.,
équidistantes entre elles sur la génératrice M et de la mémequaniite que les hélices des surfaces E, E', E", etc., le sont sur celte même génératrice , et de plus divisant par leurs points de départ le cercle base du cylindre Q' en parties égales. Alors il faudra incliner ces hélices, en les fuisant pivoter autour de leurs points situés sur la génératrice M , jusqu'à oc que l'on obtienne un pat lt‘ tel que les poiuts de départ sur le cercle base du cylindre Q' soient équidistants. Dans ce cas on voit que les hélices s et S no seront plus également inclinées par rapport à leurs axes respectifs P’ et Q‘, et que l’on aura un frottement angulaire ou de glissement.
Il faut encore remarquer que si l’on avait pour bases des cylindres, des courbes autres que des cercles, (ig. 20, il faudra que, pendant le mouvcniont de rotation, les petits arcs de la courbe y interceptés par la courbe y‘ soient toujours plus (H)(iW ou plus grands que ceux que cette courbe y interceptait sur y', parce que l’on a vu qu’il fallait, pour que les hélices pussent se conduire, quelle* n’eussent pas de point commun sur la deuxième génératrice d'intersection désignée par N, mais seulement sur la première, que nous avons désignée par M.
Nous avons démontré que les engrenages de Wilbe, tels que ce mécanicien !«■* a construits, on supposant que i’héiicoîdc E est engendré par une droite, etqoe la surface e se réduit à un liéttcc , pouvaient être nés en contact de inù* manières
différentes , de sorte que Ton pouvait avoir trois espèces de frottement ; mais cela ne tient-il pas à la nature des surfaces E et e que Wiihe a choisies, et si l'on employait îles surfaces E cl e dont les courbes génératrices L et L* seraient autres qu’une droite et un point , ces trois positions de contact seraient-elles possibles? Ainsi l'engrenage étant construit avec précision , pour une position de contact, lorsqu’on le mettra en place, ne sera-t-il pas forcé de prendre la position voulue, sans pouvoir en prendre une autre, comme cela arrive à ceux construits par Withc, quelque précision d'ailleurs qu'on apporte à leur exécution?
Je suppose que le point m situé sur la courbe I, décrive une hélice dont le pat est II , et que la distance de ce point m à l'axe P soit p; qne sur la courbe L’ j’aie un point a qni décrive une hélice dont le pas est h, que la distance de ce point a
à l’axe Q soit q, et que l'on ait ïr = ^ ; dès lors, les deux hélices rouleront l'une
sur l'autre, et le plan tangent à la surface E au point m, fera avec la verticale passant par ce point m le même angle que le plan langent à la surface e au point a, fait avec la verticale passant par le point a. J'appelle cet angle 3-
Supposons maintenant un point m! situé sur la courbe L entre l’axe P c '.o point m ou au delà du point m , par rapport à l'axe P ; le plan tangent A la surface E pour ce point m, fera avec la verticale passant par ce point m' un angle 6. Sur la courbe L' je prends un point a' placé d'une manière quelconque par rapport à l’axe Q cl le point o; je mène le plan tangent à la surface e en ce pointa’ : ce plan fera avec la verticale un angle S’.
Si les angles 6 cl 6’ sont égaux , je pourrai mettre les deux surfaces E et e en contact par les points m’ et a', alors les hélices décrites par ces points m' et a se croiseront et l'on aura un frottement angulaire de glissement.
On voit donc qu'il faut que tous les plans tangents à la surface E fassent avec l'axe P des angles plus grands ou plus petits que l'angle 3, et que tous les plans tangents à la surface e fassent avec l'axe Q des angles plus petits ou plus grand* que ccl angle 3, les plans tangents aux surfaces E et e aux points m et a étant les seuls qui fussent avec les axes P et 0 un angle égal à J; et alors les denx surfaces E et e ne pourront être mises en contact que par les seuls points m et a; mais aussi, en satisfaisant à cette condition, l'exécution des surfaces E et e deviendrait plus difficile dans la pratique.
Tout ce que j'ai dit sur les engrenages cylindriques est applicable aux engrenages coniques. Car si l'on mène un plan tangent aux deux surfaces coniques sur lesquelles sont tracées les spirales, ce pian pissant par leur arête de contact, on voit que les deux couAcs se développeront sur c« plan langent suivant une même spirale d’Archimède, ayant le sommet commun aux deux cènes pour pôle(si toutes
fois les pas H et h des spirales coniques sujit dans le rapport des rayons des cercles bases des cônes) ainsi ces cercles auront pour pôle commun le sommet des cônes, et pour rayon vecteur l’apothème commune.
Ainsi les engrenages coniques de AVithc jouissent des mêmes propriétés et des mêmes inconvénients dont nous avons parlé en examinant les engrenages cylindriques.
Dans ce qui précède, j’ai discuté les propriétés qui appartenaient aux engrenages exécutes par Withe; j’ai fait remarquer les inconvénients qui résultaient de la forme que ce mécanicien avait donnée aux dents ; enfin j'ai indiqué les conditions géométriques auxquelles devraient satisfaire les surfaces des dents afin que ces inconvénients n’eussent pas lieu, c'est-à-dire pour qu'on fût toujours assuré que le point de contact était dans le plan des axes, lorsque les roues étaient en place. Mais en même temps j'ai fait sentir que l'exécution mécanique des surfaces hélicoldes des dents serait sans doute beaucoup plus difficile.
Au lieu donc de surfaces hélicoïdes, je pense que l’on démit employer des surfaces coniques ayant pour courbes directrices les hélices équidistantes tracées sur l'un des deux cylindres ou sur l’un des deux cônes idéaux que nous avons désignés précédemment par (p,P) ou (q,Q) , toutes ces surfaces coniques ayant pour sommet commun un point de l’axe de la roue dentée.
Je vais donner la construction de ces surfaces coniques, et les avantages qui résulteraient de leur emploi par là même deviendront évidents. J'examinerai seulement le cas des engrenages cylindriques , tout ce que j’aurai dit pour eux s’appliquant aux engrenages coniques.
Ayant deux cylindres, dont les axes sont parallèles et mis en contact suivant une génératrice G ; appelant P l’axe du premier et Q celui du deuxième ; nommant p lo rayon du cercle base du premier et q celui du deuxième, et supposant que p et q sont commensurables entre eux , on a vu que si l'on traçait sur le.premier une hélice q dont la tangente faisait avec l’axe P un angle a, cl sur le deuxième une hélice (dont la tangente faisait avec l'axe Q le même angle a, ces deux hélices étant en contact suivant un point m situé sur la génératrice G; on a vu, dis-je, que ccs deux hélices roulaient directement l'une sur l'autre pendant le mouvement de rotation des deux cylindres. Supposons que j’éloigne l’axe Q et qu’il prenne la position Q', en le faisant mouvoir parallèlement à lui-même dans le plan des axes ; le point m glissant sur une droite mo perpendiculaire à l’axe P, (ce point o étant sur cet axe), dès lors le point m prendra une position m* sur la droite mo, et par ce point m' passera une droite m'G' arête du cylindre (q, Q'). Cette arête, en tournant autour de Taxe P, engendrera une surface cylindrique ayant om’ = p' pour rayon du cercle qui lui servira de hase; cl si l’on imprime un
mouvement de rotation à ce nouveau système , l'hélice ç aura pour homologue sur le cylindre (p',P) une helice g dont Ih tangente fera avec l’axe P un angle *. En faisant passer successivement le point m par les divers points de la droite mo, et à chaque position nouvelle faisant les constructions précédentes , on voit que par les divers points m, m, m", m etc. de la ligne mo passeront des hélices g , g', g", g'", etc., dont les tangentes feront toutes avec l’axe P le même angle*, ces hélices étant tracées sur des cylindres concentriques , dont les cercles bases auront respectivement pour rayons les distances des points m, m', m", m", etc. au point o situé sur l’axe P, distances que je désignerai par p, p, p", p"\ etc. et p',p"> p"', etc. , étant les unes > et les autres < que p.
La surface formée par les hélices g , g, g", <j'" étant désignée par E , on voit que suivant la droite mo, qui sera une génératrice de cette surface , il existera un plan langent unique qui passera par les tangentes aux courbes ç, g', g", g", etc., et menées respectivement aux points m, m', m ", m'", etc. de ces hélices. Maintenant démontrons que celte surface E est un cène dont le sommet est au point o.
Pour cela (fig. 21), supposons trois cercles concentriques (o,p"), ( o,p ), (o,p')- Désignant par o leur centre commun et parp '<p<p’ leurs rayons , coupons ces trois cercles par une droite ob passant parle centre. Lespointsd’intcrsection étant m" , m, m', supposons que ces trois cercles sont les bases de trois cylindres verticaux, et par chaque génératrice passant respectivement par les points m", m, m', menons à ces cylindres des plans tangents M ", M, M'. Dans chacuu de ces plans traçons des droites parallèles entre elles et passant par les trois points situés sur les cercles de base, ces trois droites faisant avec l’axe commun aux cylindres le même angle a; désignons ces droites par m"d, md, m’d. Les trois plans tangents couperont le plan horizontal sur lequel sont tracés les trois cercles suivant des tangentes A ces cercles et que nous désignerons par m"t, mt, m't.
Par le point o menons une droite oc coupant les trois langeutes aux points n", n , n' ; élevant par ces trois points des verticales qui seront respectivement situées dans les trois plans tangents, elles couperont les droites m"d, md, m'd, en trois points g", g, g', qui seront sur une droite oG passant par le point o.
Si maintenant j’enroule les trois droites m"d,md, md, sur leurs cylindres respectifs , j’aurai trois hélices g", g, g, faisant avec l’axe un angle constant «, et chacun des points g", g, g se placera sur les hélices correspondantes en des points h", h, h', qui seront évidemment sur une droite oïl passant |>ar le point o. Ainsi toutes les hélices g", g, g seront sur un cône dont le sommet sera au point 0 .
Nous avons jusqu’ici supposé qu’il n’existait sur le pignon (q,Q) qu’une seule hélice Ç. Supposons qu’il existe ê hélices équidistantes entre elles [la distance entre deux hélices étant mesurée sur une génératrice du cylindre (tyQJl, ces be-
liées t, ç‘, Ç", n. été. divisèrent le cercle ljnse du pignon en 3 . 1 res égaux. Si je fais thôuvoir cé CJlihrtre sur celui dont loiiyonégale/ict dont l’axe est P, alors comme le cylindre (ij.O) sC dé*eldppera exactement sur le cylindre (p, P), on obtiendra . s'j liélices sur ce cylindre, et toutes équidistantes entre elles cl de la môme quantité qui existe pour deux hélices consecutives 5, Ç', tracéessurIccylindre(q,0).
Nommons 5, 9', h",... etc. les liélices obtenues sur le cylindre Q>,P), nous pourrons les regarder comme les directrices d’une série de cènes ayant tous pour sommet commun le point o.
» Nous pourrons couper ces cènes par deux cylindres (p',P) et (p",P), le rayon p' étant < que p et le rayon p">p, et les zones coniques interceptées formeront les surfaces des dents de la roue ayant pour axe P. Et comme les liélices intersections de la série des cènes et du cylindre (p",P) seront équidistantes, mais d’une quantité plus grande que celle qui existe entre deux hélices consécutives ç, du pignon ; et que celles qui seront l’intersection do la série des mêmes cènes cl du cylindre (p',P), le seront d’une quantité plus petite; il est évident que le cylindre (</,Q)du pignon ne pourra sc mettre en contact qu’avec le cylindre (p,P)dc la rou% ie mouvement de rotation ne pouvant être continu qu’aulant que les liélices (, ç', etc. conduiront respectivement les hélices 0, 0', etc. j et comme les contacts des diverses dents seront situés sur une génératrice du cylindre (p, P), et que par ces points passeront respectivement des génératrices des divers cènes formant la surface des dents en contact, ces génératrices feront avec Taxe P des angles differents, puisqu’elles partent toutes du meme point o. Les plans tangents aux points de contact feront donc des angles différents avec l’axe P; par conséquent le pignon ne pourra pas tourner autour de la ligne qui contient les points successifs de contact, pour prendre une autre position que celle que la couslruclion a déterminée.
On appliquerait facilement les mêmes raisonnements cl les mêmes constructions à l'engrenage conique (*).
Dans ce paragraphe, je me propose d’exposer en peu de mots toute la théorie
('fiai pubié co mémoire sans y rien changer, ni modifier; il est conforma au taxe du manuscrit pré- •enté à l'Institut , sauf les corrections de style qui arrivent toujours lors du l'impression. J'ai pensé que je devais Imprimer ce mémoire textuellement pour que l'on pût s'assurer qu’en effet la question so trouvait fé^oloo des 1BÎ5 , et qu’uinsl Wiihe a voit raton. Je crois devoir «Jouter qiio la démonstration expoaéo dans ce mémoire , avail été trouvée dès 4 $4 8, lorsqu# j'étais vlevo sous-lieulananl d'artillerie 6 i'Écote d’application de MuU, olque je oui (ail que transcrire ce que j’uvai» écrit, à celte époque, sur les engrenages do Willic.
géométrique des engrenages de ^ itlio, et de démontrer d’une manière Ircs-simplè, qu’en efTet, on peut construire des engrenages à la Withc qui jouissent à volonté des trois espèces do frottement, savoir : flottement de roulement, t* direct ou 2* angulaire, fl 3* frottement de glissement angulaire; pouvant d'aillem s rendre aussi considérable qive l'on voudra, ou aussi petit qne l'on voudra , le glissement d’une dent sur l'autre, pendant le temps que ces deux dents emploient à se conduire*
Supposons deux axes parallèles P et 0 distants l'un de l’autre d’une quantité*, cl supposons que dans le plan de ces axes on ail une droite R parallèle * l’une et l’autre droite P et O et telle que la distance/) de la droite R à l a ve P soit à la distança </ de la même droite R à l’axe Q dans le rapport inverse des vitesses des axes P etQ.
Ainsi V étant la vitesse de Taxe P cl » celle de l’axe 0 , on aurh ;
La droite R, en tournant autour de l’axe P, engendrera un cylindre (p,P,)elcn tournant autour de t axe <J elle engendrera un cylindre
Coupons ces deux cylindres par deux plans parallèles entre eux et perpendiculaires à la droite R , cl désignons par s la distance entre ces deux plans.
Le premier plan coupera le cylindre (p,P) suivant un cercle C, et le second plan coupera suivant un cercle C’.
Le premier plan coupera le cylindre (q,Q) suivant un cercle c, et le second plan coupera suivant un cercle c .
Supposons ccs quatre cercles liés deux à deux respectivement aux axes P et Q , on voit que lorsque l’axe P tournera sur lui-même avec la vitesse V, les cercles C et C’ entraîneront respectivement les cercles c cl c cl forceront l’axo Q à se mouvoir avec la vitesse v; les cercles homologues C etc, C'etc roulant l'un sur l’autre.
Si l'on mène suivant la droite R un plan langent commun aux deux cylindres (p,P) et (q,(J), et que dans ce plan on mène une droito D, en pliant ce plan sur le cylindre (p, P), la droite D se déformera suivant une hélice S, cl , en pliant le niètiic plan sur le cylindre , la droite D se déformera suivant une hélice t.
Lt si nous désignons par a l’angle sous lequel la droite D coupe la droite R, ou aura, en désignant par U lu pas de l'hélice S cl par h le pas (le I hélice s :
(2ll .p) cot« = H cl ( 2ii. q )col«= h
On aura donc :
Ainsi les pas des hélices S et * seront dans le rapport inverse des vitesses des «es , ainsi que le sont les rayons des cercles homologues C et c.
Cela posé :
Il est évident que la portion de l’hélice S , ainsi que celle de l'hélice *, comprises entre les deux plans distants entre eux de la quantité s seront égales entre elles, et dès lors pendant le mouvement de rotation, ces deux portions d’hélices rouleront l’une sur l’autre, ayant en chacun de leurs points de contact une tangente commune; et le point de contact décrira la droite R. On aura donc le frottement de roulement direct (1" cas).
• Si maintenant on fait tourner le cylindre (q,Q) autour de la droite R , sans rien changer à ce qui a été construit précédemment ( sinon que la distance des deux axes P et Q sera plus petite que k ) , les deux hélices S et * sc croiseront en un point situé sur la droite R , et pendant le mouvement de rotation , elles se développeront l’une sur l’autre, mais le frottement de roulement sera angulaire, puisque pour chaque point de contact angulaire , leurs tangentes se croisent au lieu de se superposer. On aura donc le frottement de roulement angulaire (2* cas).
Mais si l’on prend deux cylindres ayant pour axe l’un P et l’autre Q, ces deux cylindres se coupant suivant deux droites M et N, et si l’on mène deux plans perpendiculaires à la droite M et distants entre eux d’une quantité s; en sorte que le cylindre ayant P pour axe soit coupé par le premier plan, suivant un cer- . de C, du rayon p t , et par le second plan suivant un cercle C’, du même rayon p, ; et que le cylindre ayant Q pour axe soit coupé par le premier plan suivant un cercle c, du rayon q, et par le second plan suivant un cercle c', du même rayon q,.
Si les axes P et Q se meuvent avec les vitesses V et t>, les cercles homologues C, et c,, C', et c', ne rouleront angulairement l’un sur l’autre qu autant que l’on aura :
Mais si celte équation ne subsiste pas, alors les cercles homologues glisseront angulairement l’un sur l’autre.
Supposons donc que l’équation (1) n’a pas lieu, et menons |>ar la droite M un plan et dans ce plan une droite D coupant la droite M sous I angle a. Enroulons ce plan sur le cylindre (p., P) ; la droite D se déformera suivant une hélice S., et en enroulant le même plan sur le cylindre (^f„Q) , la droite D se déformera suivant une hélice .
El désignant par H, le pas de l’hélice S, et par h, celui de l’hélice*,, on aura :
on aura donc :
(2n.p,)cot« = H, et {2(1 f,) cot s=A,
Mais comme l’équation (1) n’est pas satisfaite , les pas des hélices S, et », ne seront pas dans le rapport ipverse des vitesses des aies ; si donc l’on veut que les deux axes P et Q ne changent pas de vitesses , il faudra nécessairement, en supposant que l'hélice S, coupe la droite M sous l'angle «, supposer que l’on a une hélice »’, autre que s, qui soit chargée de conduire l'hélice S,. .
En désignant par h', le pas de cette hélice particulière *,’, on devra avoir :
Désignant donc par «' l’angle sous lequel l’hélice *,’ doit couper la droite M , on
aura : .......
(an . p,)cot «= H, et (2u . y,) col »' = *'.
et en vertu de ce que l’équation (2) doit être satisfaite, on aura :
P.- cota _ v 9,. cota’ Y
Ainsi , cette équation (3) servira à déterminer l'inclinaison a' de l’hélice *,' nécessaire pour que cette héliee », conduise angulaircmcnt l’hélice S, et de telle
manière que les vitesses des axes soient toujours dans le rapport constant
Mais la position de l’hélice S, comprise entre les deux plans distants de la quantité s, ne sera pas égale en longueur à la portion de l’hélice comprise entre ces deux mêmes plans; et la différence qui existera entre la longueur rectifiée L de la portion de l’hélice S, et la longueur rectifiée ( de la portion de l’hélice *,', sera aussi grande ou aussi petite que l’on voudra; pour cela il suffira de faire varier convenablement les rayons p, et q,.
Ainsi plus ^ différera de ^ , plus la différence (L — f) sera grande; plus au
contraire p -' approchera d’être égal à ^ , plus la différence ( L — /') sera petite.
On aura donc, dans ce cas, un frottement de glissement angulaire qui pourra devenir aussi petit que possible ( 3* cas ) .
Et remarquons que pfns approche de - , plus l'angle a approche d’être égal à l’angle «.
D’après ce qui précède, on voit: 1* que dans les deux premiers cas, Lts rayons p cl q doivent être commensurakles entre eux pour que le mouvement de rotation puisse être continu , car il faut que le cercle c se développe un nombre exact de fois sur le cercle C, pour que l’hélice t puisse venir reprendre l'hélice S ; et 2" que , dans le troisième cas , les rayons p, et </, n’ont pas besoin d'être commensurables entre eux ; ainsi il suffira dans les trois cas de diviser les cercles homolbgues C et c ou C, et c, en un nombre d’arcs égaux entre eux et tels que si
on en place m sur C ou C, et n sur c ou c,, on aura : — = Dès lors , si par les
points de division des cercles C ou C, , on fait passer des hélices telles que S ou S lt et si par les points de division des cercles c ou c, , on fait aussi passer des hélices telles que s ou , le mouvement de rotation so continuera sans interruption.
CONSTRUCTION cêouCtrique d’un engrenage
DANS Liocn
Jjes axes des deux 'rouet dentées ne sont pas situés dans un même pian et comprennent entre eux un angle plus petit que C angle droit , les vitesses étant dans ta rapport constant et le frottement étant de roulement angulaire ( ¥ ).
Étant donnés deux axes P et Q qui ne se rencontrent point et qui sont dirigés d’une manière arbitraire dans l'espace , comprenant par conséquent entre eu* un angle quelconque *, on demande s'il est possible ( d’après les principe* géométriques sur lesquels repose la construction des engrenages cylindrique* et coniques de Withe) , de construire deux roues dentées sc conduisant par un frottement de roulement, et les vitesses angulaires de ces axes étant dans un rapport constant.
Jusqu’à présent l’on a cru qu’il n’était pas possible de transmettre le mouvement d’un axe à un autre dans Le cas où ces axes n’étaient point dans un même
*) Ce mémoire , qui fut présenté à l'Institut de Fronce ( Académie royalo dos sciences ), on décembre n été publié dans le Journal des mathématiques pures et appliquées de M. IjMvlW.
plan, par un engrenage formé du deux roues seulement, excepté lorsque les axes étaient à angle droit , et alors on avait le système connu sous le nom d'engrenage ê ri* mus fi n. Mais lorsque l'angle compris entre les deux axes était plus petit ou plus grand qu'uu droit, l’on avait recours à une troisième roue doublement dentée, dite supplémentaire, dont l'axe coupait les deux axes donnés, et le mouvement se transmettait par le système de deux engrenages coniques, la roue intermediaire étant formée de deux roues dentées coniques juxtaposées par leur grande basa (*).
Supposons que le plan vertical de projection soit- parallèle aux deux axes donnés et que le plan horizontal de projection soit perpendiculaire à l’un des axes 1’, par exemple , l’autre étant désigné par Q (fig. 2*2). Dés lors l’axe P aura pour projection verticale la ligne oV perpendiculaire à la ligne de terre LT, et pour projection horizontale le point o. ( Nous supposons que l'axe P est situé dans le plan vertical de projection.) L’axe Q aura pour projection verticale la droite oll luisant avec cV un angle a arbitraire, et pour projection horizontale la droite nll' parallèle à la ligne de terre ; de sorte que la ligne on perpendiculaire à la ligne do terre sera la projection horizontale de la plus courte distance entre les deux axes P et Q , et le point o sera la projection verticale de celte plus courte distance.
Les vitesses de rotation des deux axes sont données. Désignant par V la vitesse
de l’axe P et par v celle de l'axe Q , — sera le rapport des vitesses des axes du système.
Si sur la ligne on je prends un point p tel que l’on ait op'.pn v : V, c’est-àdire tel que ses distances aux deux axes donnes P cl Q soient dans le rappor 1 inverse des vitesses de ces axes, je pourrai regarder le point n comme le centre d'un cercle dont le rayon serait égal à np et dont le plan serait perpendiculaire à l'axe Q. J’appelle ce cercle c.
Je pourrai aussi regarder le point o comme le centre d’un cercle dont le rayon serait égal à op et dont le phm serait perpendiculaire à l’axe P.J*appelle ce cercle C.
Les plans de ces deux cercles se coupent suivant la droite on située sur le plan horizontal , et ces deux cercles ne se coupent que suivant le seul point p ; si Ton fait mouvoir les deux axes P et Q et que par leur mouvement de rotation ils entraînent avec eux les deux cercles c et C , ces deux cercles rouleront l’un sur l’autre, c’est-à-dire qu’un point de l'un d'eux ne se mettra jamais en contact qu’avec un seul point de l’autre cercle. Mais comme au point commun les tan-
(•) Voyez le chapitre U de la Théorie géométrique iee engrenages , etc., quo j’ai publiée en 1 842 chez M. Bachelier, libruirc-éJitçur.
gentes à ce» cercles font entre elles un angle , nous avons désigné ce genre de roulement par les mots roulement angulaire.
Ainsi le frottement qui existera entre les deux cercles c et C ne sera point un frottement de glissement, mais bien de roulement, et qui , dans ce cas, vu la position qu'affectent les deux courbes l'une par rapport à l’autre, n'est point de même nature que lorsque les tangentes au point commun se confondent. Dans ce dernier cas, les courbes ont un contact, et depuis longtemps le frottement de cette espèce est connu et désigné ainsi : frottement de roulement direct.
Mais dans le cas que nous examinons les deux cercles se coupent et nous adopterons la dénomination de frottement de roulement angulaire.
Si maintenant on construit une ligne D passant parle point dont les projections sont p et o, et telle que les distances de chacun de ses points aux deux axes P et Q soient dans un rapport constant et inverse do celui des vitesses des axes, cette ligne D engendrera par son mouvement de rotation autour de l'axe P une surface de révolution P, et par son mouvement de rotation autour de l'axe Q une deuxième surface de révolution Q, , qui se couperont suivant la ligne D et une courbe d. Chacun des points de la ligne D décrira, soit autour de P, soit autour de Q, des cercles qui se couperont deux à deux de la même manière que les cercles c et C; de sorte que si sur la surface P, je trace une courbe arbitraire J et que je fasse mouvoir cette surface P, autour de son axe P, elle entraînera la surface Q, sur laquelle la courbe £ laissera pour empreinte une courbe Ç, et ces deux courbes seront évidemment telles qu'un point de l'une d’elles ne se mettra jamais en contact qu'avec un seul point de l’autre.
Ainsi les deux courbes (et £' auront un frottement de roulement, et comme il est évident que leurs tangentes au point commun font un angle entre elles (comme on peut s’en assurer en construisant ces tangentes par la méthode de Roberval ), ce frottement sera angulaire.
Si maintenant, pour une position de rencontre des courbes £ cl Ç’, je fais passer un plan T par les deux tangentes à ces courbes , ce plan sera tangent à ces deux courbes ; et si dans ce plan je mène une droite quelconque R passant par le point commun aux deux courbes, et par celle droite un plan N perpendiculaire au plan T, et qu’ensuite dans le plan N je construise deux courbes y et / ayant pour tangente commune la droite R, l’une de ces courbes étant en dessus, l’autre en dessous de la droite R , ou en d’autres termes, deux courbes se tournant leur convexité, et que je fasse mouvoir le plan N de manière qu'il soit toujours perpendiculaire aux différents plans T', T", T'", etc. passant par les tangentes qui se croisent aux points successifs de rencontre des courbes £ et £', et que la droite R soit toujours l’intersection du plan N avec ces différents plans tangents aux deux courbes £ et £*,
les courbes y et y auront formé (leux surfaces I et l ' qui seront tangentes l’une à l'autre dans toutes les positions qu'elles prendront par le mouvement de rotation des axes P et Q ; ces deux filets ou dents 2 et 2' se conduiront par un frottement
de roulement annulaire , et le rapport des vitesses des deux roues dentées sera con-
stant et égal à celui des axes, c’est-à-dire à — .
Cherchons maintenant quelle est la nature de la ligne D. Je dis que ccttc ligne sera une droite dont la projection horizontale sera pg parallèle à la ligne de terre, et dont la projection verticale sera oG partageant l'angle a en deux , dont les sinus seront dans le rapport inverse des vitesses des axes P et Q.
En effet , il faut qu'un point de l'espace dont les projections sont m sur le plan vertical et m’ sur le plan horizontal , soit tel que scs distances aux deux axes P et Q se trouvent être dans le rapport inverse des vitesses de ces axes. Si par ce point je mène les droites mh et mq respectivement perpendiculaires aux projections verticales des axes Pet Q, elles seront les projections verticales des distances du point de l'espace aux deux axes. La distance du point (ni, m) à l'axe P sera donc en véritable grandeur la ligne om', hypoténuse d’un triangle rectangle dont l'un des eûtes est m'o'=op, et l’autre la ligne mit'. La distance du poinl(>n, m'j à l’axe Q sera donc en véritable grandeur la ligne mV, hypoténuse d'un triangle dont l'un des côtés est mV=pn, et l'autre la ligne n'r=mr=mq. Or il faut que l’on ait :
om' : mV mV ; mi n' :: op : pu v : \ .
Par conséquent n'r’= mq doit être à o'o — mh dans le même rapport ti : V. Ainsi les deux lignes menées du point m perpendiculairement aux projections verticales des axes P et Q seront dans le rapport inverse des vitesses de ces axes ; par conséquent, tous les points de la droite (oG, pg) satisferont à cette condition. Ainsi la ligne D est une droite dont les projections sont oG et pg , la projection verticale oG partageant l’angle a en deux angles S et 6' tels que leurs sinus sont dans le rapport inverse des vitesses des axes P et Q ; la projection horizontale pg étant parallèle à la ligne de terre.
Ainsi les deux surface» P, et Q, sont deux hyperboloïdes à une nappe et de révolution se coupant suivant une génératrice sur laquelle se mouvra le point de contact des deux dents 2 et 2'.
Ces deux hyperboloïdes se couperont encore suivant une courbe du troisième degré; mais on ne doit y faire aucune attention, puisque l’on peut' ici faire la même remarque que pour le cas des engrenages cylindriques dans lesquels les surfaces cylindriques idéales, contenant la ligne droite, lieu des contacts successifs des dents, n'étaient point tangentes suivant cette ligne, mais se coupaient
suivant clic; ainsi les deux filets 2 et 2' n’ont qu'un seul point commun dans chaque position , cl ils ne peuvent point avoir de contact suivant aucun point de la courbe du troisième degré , mais seulement suivant les points de la génératrice d' intersection par rapport à laquelle on a fait les constructions.
Dans la pratique on peut, pour plus de facilité, supposer que les courbes £ et £' sont des spirales tracées sur les hyperboloïdes, réduire la surface 2‘ à la courbe £' et supposer que la surface 2 est engendrée par une droite au lieu de l'être par la courbe y.
Dès lors la surface 2 sera un fdet de vis hypcrboloïdique, et l’on voit que les surfaces hyperboloïdes P. et Q, sont idéales, c’cst-A-dire n’existent que par la pensée. Il n’existe de l'hyperboloïdc P, que la spirale £ qui fait partie de la surface 2 du filet de vis, et il n’existe de l’hyperboloïdc O, que la spirale £'. On pourra construire autant de filets qu’on le voudra , mais pour que le mouvement de rotation puisse se continuerai faudra que ces filets ou dents soient équidistants sur l'une et l’autre roue.
Ainsi, autant il y aura de spirales telles que £’, £", etc. qui couperont la génératrice des hyperboloïdes idéaux , autant il y aura de dents par lesquelles les roues seront en contact.
On doit remarquer que , pour le point p situe sur la plus courte distance des axes P et Q , les deux byperboloïdcs sont tangents , et que les deux surfaces 2 et 2' le seront aussi en ce même point ; que par conséquent , pour ce point , le plan T sera . vertical cl parallèle aux deux axes P et Q. ( Les deux courbes £ et £' étant supposées avoir pour point commun ce point p.’ - _ •
Lorsque les deux surfaces 2 et 2' par le mouvement de rotation seront en contact suivant un autre point m de la droite (oG, pg), alors le plan T 1 * 1 correspondant à ce point commun aux deux courbes £ et £' coupera l’axe P, et l’on prendra pour génératrice de la surface 2, en supposant que 2' se réduise à la courbe £', la droite qui passera par le point in commun aux deux courbes £ cl £ et par celui où le plan T w coupera l’axe P.
On voit donc que la surface 2 sera engendrée par une droite qui s’appuiera sur l’axe P et la courbe £ et qui aura son mouvement réglg par la condition qu’clic soit toujours contenue dans le plan passant par les deux tangentes aux courbes £ et £' au point qui leur est commun. Celte génératrice pour le point p sera parallèle à l’axe P, et pour le point situé ^ l’infini sur la droite (oG, pg), elle sera horizontale.
On doit encore remarquer que la droite (oG , pg) n’est pas la seule qui satisfasse au problème; on peut encore, par le point p situé sur ia plus courte distance, faire passer une droite (oG 1 , pg) qui soit contenue dans un plan parallèle aux deux
axes P et 0 . et qui divise le supplément de l'angle a de cos axes en deux dont les sinus seront dans le rapport inverse de leurs vitesses.
On peut encore, sur la plus courte distance, prendre un point p' tel que l’on ait p'o : p'n : V, et par ce point Taire passer deux droites respectivement parallèles aux droites (oG , pg) , (oG', pg).
Ainsi, l’on peut satisfaire au problème par quatre systèmes différents formant ou deux engrenages intérieurs, ou deux engrenages extérieurs. Si l’on voulait résoudre le problème par l’analyse , on aurait un nombre infini de solations. Car on trouverait que la surface qui jouit de la propriété d’avoir ses points distants des deux axes P et O, dans un rapport constant, est une hyperboloïde à une nappe non de révolution et passant par les points p et p de la plus courte distance; par conséquent l’on peut prendre pour la ligne IJ une courbe arbitraire tracée sur La surface hyperboloïdo que nous venons d’indiquer; mais je n’ai voulu donner ici que les lignes D qui pourraient être déduites par la géométrie.
Dans un mémoire intitulé : Théorie des engrenages, etc., j’ai donné (*) la solution analytique et complète de ce problème.
Dans les engrenages hypcrboloïdiques dont je viens de donner la construction, l’on n’a point à craindre l’inconvénient que j’ai signalé dans les engrenages cylindriques ou coniques construits par Withe, savoir : que lorsque la génératrice de la surface hélicoïde de la dent était perpendiculaire à la ligne droite sur laquelle se mouvait le point de contact des dents, les roues pouvaient prendre deux positions différentes de contact, et trois positions de contact lorsque la génératrice de la surface était inclinée par rapport h la ligne des contacts des dents.
Cet inconvénient n’existe pas ici, parce que les plans tangents aux divers points où les surfaces des dents coupent la droite (oG,pÿ) , lieu des contacts, ne sont point parallèles entre eux. En effet , supposons une surface courbe 2 et une courbe Z et l' ayant un point de contact. Nommons il' la tangente à la courbe .. 4' au point m , et T le plan langent au point m à la surface 2, ce plan T contiendra la droite il'. Par le point m, élevons une droite N perpendiculaire au plan T.
Si l’on fait tourner la courbe l' autour de N comme axe , on engendrera une '
surface de révolution S tangente à 2 au point m, et la courbe l' pourra prendre autour de N une infinité de positions dans lesquelles elle sera toujours tangente à la surface 2.
Mais si par le point m on mène une droite N' inclinée par rapport au plan T et telle que l’angle formé par les droites N' et soit l’angle de la droite N' avec le plan T, alors la courbe t' ne pourra plus tourner autour de la droite N' en
(*) Voyez lot Développements it géométrie descriptive, rhtip. Vt , pag. 331 , 3T7 el 3<G.
restant tangente an point m à la surface 2 ; dans toute autre position que celle qu’elle affecte primitivement , elle coupera la surface 2. Si la ligne N' ne fait point avec t(' l’angle le plus petit ou le plus grand qui existe entre elle et le plan T dans la position qn’on lui a donnée , alors on pourra , par le point m , mener dans le plan T une droite (' qui fasse avec N' un angle égal à celui que font entre eux la droite N' et le' plan T; et dès lors, si l’on fait tourner la courbe l' autour de N', il y aura un moment où la droite /£' prendra une position t", telle que l’angle tint', et en cette position la courbe £’ sera encore tangente à la surface 2; mais dans toute autre position £' coupera 2.
Si donc nous désignons les deux axes par P et Q ; si nous nommons R la génératrice suivant laquelle les deux byperboloïdcs se coupent ( désignant par HP l’hyperboloide qui a pour axe P, et par IIQ celui qui a pour axe Q); si nous supposons (fig. 23) que l’on ail trois dents sur la surface HP et coupant la droite R aux points m', m", m’", la surface de la première dent étant désignée par 2', celle de la seconde par 2", et celle de la troisième par 2"', l’on aura sur l’hyperboloïde HQ trois dents correspondant à celles situées sur la surface HP. Ces dents seront terminées par trois courbes J', £", la première passant par le point m, la deuxième par m" et la troisième par m'" ; sur la surface 2' existera une courbe correspondante de et telle que ces deux courbes pendant le mouvement de.rotalion se conduiront par un contact angulaire , les points de contact étant successivement sur les divers points de la droite R et le premier contact étant en m'; de môme sur la surface 2" on aura la courbe passant par le point m", et sur la surface 2'" la courbe passant par le point m'".
La génératrice de la surface 2' correspondant au point m sera une droite contenue dans le plan qui contient les deux tangentes aux courbes £' et nu point m* et passant par l’axe P. Nous nommerons t' la tangente à la tangente à et g la génératrice. Nous aurons de même au point m", les tangentes t", t", et la génératrice ‘ g " de la surface 2"; nous aurons de même au point m" les trois -droites t'", t,'" cl g'". .
Les droites g', g", g 1 " ne feront point avec l’axe P le môme angle, d’après ce que nous avons dit; ainsi le point m étant le plus près de celui qui est situé sur la plus courte distance des axes P et Q , il arrivera que l’angle t’ formé par l’axe P et la droite g sera plus petit que l’angle i" formé par l’axe P et la droite g", et plus petit que i 1 " formé par l’axe P et la droite g"’.
Par conséquent, les trois points in', m", m'", en tant qu’appartenant à la surface HQ, ne pourront se placer que sur les points m’, m", or' des droites g', g", g'". Aucuns autres points n", n", en ligne droite et situés respectivement sur les génératrices g', g ", g", ne pourront se mettre en contact avec eux ; par consé-
quenl la posilion respective des deux hyperboloïdes HP et HQ est déterminée d'une manière invariable. Les roues de l’engrenage ne pourront donc prendre une autre position que celle qui leur est assignée par la construction.
La génération de la surface 1 qui doit terminer la dent de la roue HP pourrait présenter des dillieultés dans l'exécution pratique; je proposerai donc de construire les dents de l'engrenage de la manière suivante :
Étant donnés deux axes P et Q et une droite R telle que tous ses points soient distants des deux axes dans un rapport constant et inverse de celui de leurs vitesses respectives, l’on obtiendra , ainsi que nous l'avous dit plus haut , en faisant tourner la droite R autour de l'axe P une surface de révolution , un hy perboloïde à une nappe HP; de même en faisant tourner la même droite R autour de l'axe Q, on aura la surface HQ. Ces deux surfaces se couperont suivant la droite R passant par un point de la plus courte distance qui existe entre les axes P et Q, et une courbe du troisième degré y qui passera aussi par le point où la droite R coupe la plus courte distance.
Cela posé : si l'on divise la droite R en (n — 1) parties égales entre elles , par les points tri, tri', i ri"... tri et que par chacun de ces points on mène des plans perpendiculaires à l'axe P, l'on aura pour intersections dans la surface IIP des cercles. Désignant l’un de ces cercles par C ; si par l’axe P l'on mène une suite de-plans méridiens au nombre de (n — I), ils diviseront le cercle C en (n — 1) arcs égaux, ainsi que tous les cercles parallèles à celui-ci , et la courbe qui passera par le premier point situé sur le cercle Cm', par le deuxième point situé sur le cercle Cm", par le troisième point situé sur le cercle Cm'" et enlin par le dernier point in'" 1 ou le (n — t)* situé sur le cercle C tri", sera une spirale h) perboloïdique dont le puisera mesuré sur la droite R parla distance comprise entre les points tri et m w .
Nous nommerons II ce pas et £ la courbe spirale. On voit évidemment que celte courbe peut être tracée mécaniquement par un mouvement continu. Si l’on divise de même un cercle C' appartenant à la surlace HQ, |>ar une suite de plans méridiens passant par l'axe Q en un certain nombre de parties égales enlreelles, ce nombre étant représenté par (ri — i ) et tel que le rapport entre (n — 1 ) et (n’ — 1) soit celui qui existe entre les distances respectives d’un des points de la droite R aux deux axes P et Q , on construira une spirale £, qui sera la corres-
H fi f
pondante de £ ; son pas h mesuré sur la droite R sera tel que = n ,_— , et ces deux
courbes £ et £, se conduiront par un frottement de roulement angulaire.
Maintenant , par chacun des points de la courbe £, l'on fera passer des droites perpendiculaires à l'axe P et qui formeront une surface spirale hy perboloïdique; cette surface sera nommée 2. De môme par la courbe £ on fera passer des droites
perpendiculaire# à l'axe Q et formant aussi une surface spirale hyperboloïdique 2'. Ces deux surfaces pendant le mouvement de rotation ne seront en contact que par des points situés respectivement sur les courbes £ et £,. On ne prolongera les surfaces 2 et 2!, du côté des axes P cl Q , et respectivement , qu autant qu’il sera nécessaire pour que la courbe £, puisse passer, puisqu’elle pénètre dans l’intérieur de la surface HP, et pour que la courbe £ puisse aussi passer , puisqu'elle pénètre aussi elle-même dans l'intérieur de la surface HQ. De sorte qu’il y aura un noyau fixé à l’axe P et à la surface duquel la surface 2 s’arrêtera; de même aussi la surface 2' s’arrêtera à la surface d’un noyau fixé à l’axe Q et assez rapproché de cet axe pour permettre un libre mouvement a la courbe £.
Lnsuite l'on donnera à la dent une épaisseur suffisante ( comme à un filet de vis). On n’aura pas besoin de lui donner un excès de longueur : on pourra la terminer à l’hyperboloïde 11P ou 11Q , parce que les deux courbes £ cl £, n’ayant point leur plan tangent commun en chacun de leurs points de contact successifs ( excepté pour celui situé sur la plus courte distance), parallèle aux deux axes P et Q , les dents ne pourront s’échapper pendant le mouvement de rotation. *
Cette construction pourra s’exécuter facilement sur le tour , et par conséquent l’on peut, je crois, regarder le problème qui fait le sujet de ce mémoire , comme résolu, soit en théorie , soit en pratique.
Il faut cependant démontrer que la surface 2, dans quoique position que ce soit, ne rencontrera la courlte £, qu'au seul point de contact angulaire existant entre les deux courbes £ et £,.
Soient I’ et Q (fiij. ‘24) les deux axes donnés. Soit H la génératrice commune aux deux hyperboloïdes HP et HQ, et en môme temps la droito des contacts angulaires successifs des dents de l’engrenage. Soit y la courbe du troisième degré, seconde ligne d intersection des deux surfaces HP et HQ. Soit ab la plus courte distance entre les axes, le point d étant situé sur celte plus courte distance, de telle manière que ad et db soient dans le rapport inverse des vitesses des axes; la droite U et la cunrije y passeront par le point d.
H est évident que si par un point m- pris arbitrairement sur la droite R je fais passer deux plans respectivement perpendiculaires aux axes P et Q, l’un coupera la surface HP suivant un cercle C, l’autre coupera la surface HQ suivant un cercle C\ tels que le premier coupera la courbe y en un point m"et le deuxième en un point m’, et que ces deut points seront toujours dans la même position relative, savoir : que «a* sera toujours au-dessous do m ’, et qu’ainsi, si la droite mW représente l'intersection des pians des deux cercles, la partie mm' du cerele G' sera toujours att dessous du plan du cercle C et que k partie mm" sera lue jours audessus do ce même plan.
Les deux cercles C et O* sont des courbes correspondantes, e’est-à-diro qu’elles se roulent angulairement , le point de contact se plaçant toujours au point m : pour deux courbes correspondantes, telles que £ et £,, on aura les mêmes résultats, seulement le point de eontact variera de position sur la droite K.
Ainsi (fig. 25) les deux courbes correspondantes £ et £, étant en contact angulaire au point m situé sur la droite R , si je prends sur la courbe £ un point m" qui soit le correspondant du point m'" situé sur la courbe £,, cos deux points seront tels que les cercles Cet C' passant l’un par m", et son plan étant perpendiculaire à l’axe P, l’autre par m'", et son plan étant perpendiculaire à l’axe Q, secoupcront en un point in' situé sur la droite H. Il est évident que toute la portion mm" de la courbe £, sera au-dessous du plan du cercle C, et que tous les points de l’arc mm' seront au-dessus de la surface spirale hyperboloïdique formée par les droites perpendiculaires à l’axe P et s’appuyant sur la courbe £ ; qu’il en sera de même par rapport à la surface spirale ayant Q et £, pour directrices, c'est-à-dire que la partie mm" de la courbe £ sera au-dessus d’elle.
Ainsi les deux surfaces spirales hyper boloïdiques n'auront jamais, dans quelque position que ce soit , qu'un seul point commun , qui sera celui en lequel les courbes £ et £, ont leur contact angulaire.
Les deux roues dentées étant supposées mises en place, il arrivera , en vertu de la forme géométrique que nous avons donnée aux dents, que la roue qui a pour axe P restant lixe dans sa position , celle qui a pour axe Q, pourra prendre un mouvement de rotation autour de la droite R comme charnière, l'axe Q décrivant un hypcrboloïdc à une nappe et de révolution autour de R , et que par conséquent les deux roues pourront donner des systèmes différents, dans lesquels les axes P et 0 comprendront des angles variables; et comme la ligne R dans chaque système sera la ligne des contacts et que les distances do ses points aux axes P et Q n’auront point changé, il s'ensuivra que le rapport des vitesses sera toujours le même, et que le frottement sera de même nature, c’est-à-dire , de roulement angulaire.
Cependant l'axe Q ne pourra pas prendre une infinité de positions par rapport à l'axe P et à la droite R restés invariables, ces positions auront des limites déterminées par la considération suivante, savoir : que l’axe Q dans son mouvement de rotation autour de R , entraîne la courbe £,, et que lorsque cette courbe rencontrera la surface liélicoïde 2 quia pour directrice la courbe £, l’axe Q ne pourra dépasser la position qu’il affectera alors. Que de même lorsque la courlie £ touchera la surface hélicoïde 1’ ayant £, pour directrice, l'axe Q ne pourra plus continuer à se mouvoir autour de la droite R ; mais entre ces deux positions extrêmes l'axe Q pourra prendre toutes les positions intermédiaires. On voit aussi que pour ces diverses positions intermédiaires de l’axe Q , la droite R ue passe pins par un
point de la plus courte distance des deux axes. Çetle considération du mouvement de l'axe Q autour de la droite ît , qui lui permet de prendre une infinité de positions sans que les propriétés du système résultant soient changées, excepté l’angle des deux axes, nous démontre que la surface qui doit jouir de la propriété d’avoir ses points distants des deux axes dans un rapport constant, est nécessairement engendrée par une ligne droite. J'ai dit ci-dessus que l’on savait par l'analyse que cette surface était un hyperboloide à une nappe et non de révolution.
Dans le système que nous venons de construire, la droite R, en tant qu’appartenant à la surface HQ, ne poorra se placer sur aucune des génératrices du paraboloîdc hyperbolique engendré par des droites perpendiculaires à l'axe P et s’appuyant sur l'axe P et sur la droite R, la droite R étant une génératrice de cette surface paraboloïde et supposée appartenir aussi à la surface PH ; parce que comme les dents doivent être équidistantes, les génératrices perpendiculaires à l'axe P couperont bien toutes les génératrices du deuxième système du paraboloïde en parties égales entre elles, mais non égales i celles qui existent sur la droite directrice R. Ainsi l’engrenage ne pourra se mettre en contact que par des points situés sur la droite idéale R dont tous les points sont distants des axes P et Q dans le rapport inverse des vitesses de ces axes , le frottement dès lors sera de roulement angulaire , car on ne pourra meure les roues dentées en présence de manière à avoir un frottement de glissement angulaire ; la pose sera donc facile (*).
NOTE SUR LES ENCRENAGES DE W1JITE (**)•
La démonstration relative aux engrenages de Whitc, que M. Delaunaj a publié dans le Journal des mathématiques de M. Liouville , n’est pas nouvelle. CeUc démonstration est la première qui sc soit présentée à mon esprit
(•) La construction géométrique exposée dans ce mémoire a été trouvée en 1817 , à l'École d application de Meli alors que j'étais élèvo sous-iieutenanl d'artillerie; à celle époque j'avais â faire .comme travail d'étude , ua projet do machines ; je donnai alors les dessins d’une machine propre a tailler les aenta de l’engrenage précédent. On peut lire è ce sujet une note de Hachette , imprimée dans la deuxième édition de son TVaité des machine» , à lu Un du chapitre <ur les engrenages.
(•*) Celte nolo, accompagnée des pièces justificatives, a été communiquée à la Société philomatique, dans sa séance du ît mars 4 840 , et elle a été publiéodans le /ournai de mathématiques pures et appliquées do H. Ljociiixe , tome V (4840). T '
lorsque j'ai commencé à m'occuper de la théorie des engrenages. Je l’ai communiquée à plusieurs personnes, et en particulier;! M. Arago, lorsqu’il était chargé du Cours de machines à l’École polytechnique. Enfin je m'en suis constamment servi dans mes leçons à l’École centrale des arts et manufactures , depuis <829. On ne peut en effet imaginer rien de plus simple quand il s'agit seulement de faire voir que les engrenages do Wliile ont, en effet, les propriétés que leur attribuait ce mécanicien. C'est à cause de cette simplicité même que je tiens à mon droit de priorité. Ce droit, je l'établirai d'une manière incontestable par l’extrait suivant d’un mémoire que j'ai composé en <817 , à l’École d'application de Metz, et qui a été visé (ainsi que le sont les travaux des élèves sous-lieutenants) par les officiers placés alors à la tète de l’École.
Extrait du mémoire sur le projet de machine (École de Metz ).
• La première idée qui conduit à l’engrenage de Whitc est celle-ci.
• Considérons l'engrenage composé d'une crémaillère et d’un pignon,
> Supposons la crémaillère composée de m bandes dentées réunies ensemble et de manière à ne former, qu'une seule bande dentée ; considérons le pignon comme composé aussi de m rondelles dentées ; donnons à chaque rondelle du pignon un mouvement proportionnel de rotation autour de l’axe et à chaque bande de la crémaillère un mouvement de translation, correspondant à celui de la rondelle qui est chargée de la conduire.
> On voit qu’après ce mouvement, les extrémités des dents formeront une série d’hélices sur le cylindre du pignon et des lignes droites parallèles entre elles et obliques sur la crémaillère, et ce système se conduira parfaitement.
> Mais de cette idée on est conduit à celte conséquence , que vu le grand nombre de ces bandes dentées et des rondelles dentées ( ou pignons) correspondantes, on peut diminuer la longueur des dents dans chaque système , et la diminuer d'autant plus, que le nombre des bandes sera plus grand ; et en effet, la longueur de la dent n’est nécessaire que pour que , vu l’écartement des dents , lorsqu'une dent quitte, une nouvelle puisse prendre, et elle doit sc mettre en prise un peu avant, cl cela , pour qu’il n’y ait pas d'interruption dans le mouvement de rotation, ni de perle de temps; mais l'on voit que si la première dent de la première bande quille, et que la deuxième dent de cette même bande ne puisse encore se mettre en prise, la première dent de la deuxième bande n’aura pas encore quitté, et ainsi de suite. De sorte que de proche en proche , on voit que pendant tout le temps du mouvement, on aura des bandes qui, alternativement , conduiront et ne serviront pas à conduire le pignon , et vice versd.
— S4fl —
» On sari que fa quantité etc glissement qui s'opère snr une dent d’aire première roue par h dent correspondante (te la deuxième roue, peut étte rendue aussi petite que l’on veut, en rognant la longueur des dents; par conséquent, plus on augmentera le nombre des bandes , plas on arrivera à avoir un engrenage parfait, un engrenage dans lequel le frottement ira toujours en diminuant.
» Enfin, la surface sur laquelle s’opère le frottement esi réduite à un point, au premier point de contact des deux dents en prise, lorsque l’on suppose les bandes en nombre infini.
» Les dents ont donc changé de forme; auparavant, la eourbe qui les terminait était contenue dans un plan perpendiculaire à l’axe du mouvement de rotation ; maintenant cette courbe se réduit à la ligne formée par le premier point de chaque dent de ce nombre infini de bandes , en sorte que la forme de la dent a disparu, elle n’est plus néceseaise, puisque son premier point seul suffit pour obtenir la ligne de contact qui seule forme actuellement la dent, et cette ligue est tracée sur la surface extérieure du noyau à denter au moyen dé la machine. Pour une crémaillère , celle ligne est une droite ; pour une roue elle est une hélice tracée 9ur le cylindre noyau de In roue ou pignon.
» De plus , on voit que chaque point de la ligne de contact de la première surface a son homologue sur la ligne de contact correspondante de la seconde surface, et que ces points homologues se louchent , pour se quitter immédiatement en tendant à glisser l’un sur l’autre.
• Le frottement est donc ici l’effet d’un roulement des lignes de contact tes unes sur les autres, ce qui donne te frottement lo plus doux que l'on connaisse dans le* arts, celui dit efe deuxième espèce.
» De celte discussion nous conclurons : que la forme primitive des dents ne doit plus être prise en considération, puisque le premier point de contact de chaque (lent est seul nécessaire , le seul considéré et employé ;
, Que le mouvement est uniforme, puisque l'on est parti d’un mouvement uniforme qui dépendait alors (te la ligure de la dent, et qui ne dépend plus maintenant que de ce que les ligues de contaet qui forment l’arèle extrême des dents , se roulent sans se glisser. Et l'on voit évidemment que cet engrenage, par l’usage continuel, le traçait, tendra nécessairement à se |>erfectionner.
• La ligure des dents du nouvel engrenage est arbitraire; elle ne dépend plus
que de la ténacité de la matière employée , etc »
Meta, t9aoèt (817. ' '
Si dans les deux mémoires présentés à l’institut en 1825, je n’ai pas consigné celte démonstration , c’est qu’ellu n’est pas assez générale.
J'avais besoin d'un autre mode de de-monslraliou pour bien faire voir que l'on pourrait , d'après les procédés mécaniques de Wliite , construire trois especes d'engrenages : le premier ayant un frottement de roulement angulaire direct, le second ayant un frottement de roulement, et le troisième ayant un frottement de glissement angulaire. Wliite n’avait pas aperçu les frottements angulaires ; je crois être le premier qui ait signalé ce genre de frottement.
I.a méthode que j’ai employée dans les mémoires présentés à l'Institut, avait non-seulement l’avantage d'être vraiment géométrique et rigoureuse, mais encore celui de bien faire voir, sans aucun doute , que pour les engrenages cylindriques et coniques, le frottement de roulement direct existait lorsque la ligne £, lieu des contacts successifs de deux dents, était uuc droite située dans le plan des axes, et que le frottement de roulement angulaire existait lorsque celte droite £ n’était pas située dans le plan des axes ; dans l’un et l'autre de ces deux cas, les distances 4
de chacun des points de la droite £ aux deux axes, étant toujours dans un rap|K>rt constant cl inverse de celui des vitesses de ces deux axes.
Celte même méthode me permettait aussi de faire voir que le froltcmeul de glissement angulaire , imu-seuleuiciil existait toujours dans les engrenages cylindriques et coniques à la Wliite, lorsque les distances dos putois de la droite £ aux deux axes u' niaient pas dans le rapport inverse des vitesses des axes, mais qu’il fallait impérieusement, dans ce cas, que la droite^ fût hors des plans des axes, pour que l’engrenage lût possible.
bailleurs, c'est par la considération des surfaces idéales et de révolution engendrées par la ligne 4, lieu des contacts successifs de deux dents en prise, que j’ai pu établir le théorème qui, à mou avis, constitue toute la théorie géométrique des eugrenages à la VVhitc , de ceux daus lesquels les surfaces des deuts ne se mettent successivement en contact que par un seul point. Voici ce théorème :
Étant donnés : 1" deux axes A et A’ animés, le premier d’une vitesse v et le second d'une vitesse 2° deux surfaces ; et ('.fixées , b première à l'axe A, la seconde à l’axe A’.
Si ces deux surfaces en tournant respectivement autour de l’axe auquel cha- r *
cuiicse trouve liée, se metteul successivement en contact par on seul poiul »t , • m, lesquels points forment dans l'espace une courbe £ dite lieu des contacts v * *
successif» des surfaces de deux dents homologues ou en prise ;
En faisant tourner la courbe £ autour des axes, on obtiendra deux surfaces de révolution, l’une <t>, fixée à l'axe A ; l'autre 4>' , fixée à Taxe A'.
Les deux surfaces 'I 1 et £ se courront suivant une courbe i, les deux surfaces <!>’ et (’ se couperont suivant une courheè’ ; et l'on pourra remplacer les surfaces t et < par les courbe* i et è, en ce gens que si l'na repartie oes deux courbes
comme rigides, elles se conduiront l'une par l’autre, ainsi que le Taisaient les deux surfaces ç et ç' ; et le frottement qui se manifestera pour les courbes à et i 1 , sera de même nature que celui qui se développerait sur les deux surfaces ; et ç'.
Cela posé :
1* Si les distances aux deux axes de tout point m de la courbe $ sont dans le rap|>orl inverse de celui des vitesses v et le rapport de ces vitesses étant supposé être constant /être le même à chaque instant du mouvement, le frottement sera de roulement;
2* Si le rapport des distances aux axes n’est pas constant ou n’est pas inverse du rapport constant des vitesses, le frottement sera d c glissement ;
3* Chaque point m de la courbe Ç engendre un cercle en tournant, soit autour de l’axe A , soit autour de l’axe A'; désignant par C et C’ les cercles engendrés par le point m, et respectivement autour des axes A et A', il pourra arriver que C et C' soient tangents l’un à l’autre au point m, ou qu’ils se croisent en ce point m. Lorsque les deux cercles sont tangents, le frottement est direct; lorsque les deux cercles se croisent, le frottement est angulaire; car dans le premier cas, les courbes 9 et i' ont même tangente au point m ; dans le second cas, ces courbes se croisent en ce point ni;
4° Si les deux cercles C et C’ sont tangents , alors le point m et les deux axes sont dans un même plan , dans ce cas les deux axes et la courbe £ seront dans un même plan ; dès lors les deux surfaces $ et seront tangentes l’une à l'autre , suivant la courbe £. Dans ce cas, on retombe sur les engrenages cylindriques et coniques , et la courbe £ doit impérieusement être une droite , si l’on veut que le frottement de roulement existe , et dès lors le frottement est de roulement direct. On ne peut pas construire un engrenage à la ’Whiie dans lequel le frottement soit de glistement direct ;
5* Si les deux cercles C et C' se croisent, alors les axes peuvent être dans un même plan ou non; le point m est hors du plan des axes dans le premier cas; les . ■leux surfaces <t> et dans tous les cas, se couperont suivant la courbe g.
Le frottement sera donc, dans tous les cas, un frottement angulaire, car les courbe 3 et X se croiseront au point m, et l'on pourra construire deux espèces d’engrenage : dans l’un le frottement sera de roulement angulaire, dans l'autre le frottement sera de glistement angulaire ; et pour l’un et l’autre , les vitesses des axes seront dsns un rapport constant.
Je crois devoir consigner ici une idée que j’ai eue depuis plusieurs années , et que j'ai communiquée à plusieurs personnes.
il s’agit d'une espèce toute particulière d'engrenages à la White , et auxquels je
donnai le nom d'engrenages à lire-bouchon, n’ayant pas- trouvé d'expression qui fût mieux en rapport avec la forme de ces sortes d'engrenages.
En se rappelant ce qui a été dit précédemment et ce que j'ai développé dans le S 2 de mon premier mémoire sur les engrenages de White, publié ci -avant sous le n* 3, on voit que l'idée géométrique est de considérer les courbes 3 et 3' intersections des surfaces i; et Ç' de deux dents en présence, par les surfaces de révolution 4> et $' engendrées par la révolution de la ligne £ des points successifs de contact des deux dents autour (et respectivement) des axes A et A' des roues dentées, comme deux lignes rigides, et que Ion peut remplacer les surfaces Ç et ç' par ces courbes 3 et 3'.
Cette idée géométrique me parait devoir être facile à réaliser en pratique, et cela en prenant des liges cylindriques que l'on plierait suivant la forme des courbes 3 et Ü , et dès lors les surfaces ( et ç' ne seraient autres que les surfaces de ces tiges ainsi pliées.
Je développe mon idée.
Prenons l’engrenage cylindrique pour lequel les surfaces idéales et de révolution 4> et <t> engendrées autour des axes seront deux cylindres se coupant suivant deux droites parallèles aux axes, dont l'une sera considérée comme étant la ligne £, lieu des contacts des dents. Les courbes 3 et 3‘ seront deux hélices tracées, la première sur le cylindre 4> , la seconde sur le cylindre et ces deux courbes couperont chacune les génératrices du cylindre sur lequel elle se trouve tracée sous le même angle a.
On sait qu’alors les deux courbes 3 et 3' se conduiront uniformément et avec un frottement de roulement angulaire.
Concevons que le premier axe A soit une tige fixée par son extrémité à une rondelle circulaire V, et que cette rondelle V soit divisée en un nombre de parties égales, et que de chaque division s'élance une lige 3 cylindrique tout d'abord, mais pliée ensuite sous la forme d'une hélice cylindrique et coupant les génératrices du cylindre sous l'angle a. De sorte que celte tige hélicoïdale soit fixée à la rondelle V par une de ses extrémités, l'autre extrémité étant libre comme dans un tire-bouchon.
Imaginons la même chose pour le deuxième axe; mais lorsque l'on mettra l'engrenage en présence, il sera placé létc-béche, c'est-à-dire que les extrémités libres des tiges hélicoïdales. 3 seront tournées vers la rondelle V' sur laquelle seront fixées les tiges hélicoïdales 3* ; et réciproquement , les extrémités libres des tiges hélicoïdales 3 1 seront tournées vers la rondelle V sur laquelle seront fixées les liges hélicoïdales 3.
Si l’on considère deux dents ou tiges hélicoïdales 3 et 3' devant s’engrener ou se
conduire, on peut facilement concevoir qu'elles s’agrafent l’une l’autre à la façon de deux anneaux d’une chaîne, de sorte que la tige 3 tourne autour de la tige 4', son extrémité libre venant embrasser eette lige 3' prés de la rondelle V’, pour qu’ensuile, après un certain angle de révolution des axes, l’extrémité libre de 3‘ se dégage de la tige i et prés de la rondelle V.
On voit tout de suite que les liges hélicoïdales , formées ainsi que nous l'indiquons, ne donneront point les surfaces géométriques rigoureuses qui se mettraient pendant le mouvement de rotation des axes en contact par des points qui se trouveraient rigoureusement situés sur la droite géométrique
On aura donc tout d’abord un frottement de glissement angulaire, et de plus les vitesses des axes ne seront pas dans un rapport constant,
Uais le frottement de glissement sera très -petit et les variations dans l’uniformité du mouvement des axes seront aussi très -petites, de sorte que par un travail soutenu pendant quelque temps, les liges 3 et i' s'useront réciproquement, et l'on arrivera à avoir un engrenage géométrique.
Ce que je viens de dire pour l’engrenage cylindrique s’applique évidemment à l’engrenage conique où les axes se coupent, et à l’engrenage hyporboloidiqne où les axes ne sont pas situés dans un même plan.
Ici je dois faire une remarque qui n'est pas sans importance.
Lorsque dans un engrenage le frottement de glissement, qu’il soit direct ou angulaire, a lieu, les dents s'usent l’une par l’autre, so déforment et tendent è prendre la forme qui permettra au frottement de roulement direct ou angulaire, d’exister. Dans les ongrennges ordinaires le profil des dents qui donne le frottement de roulement, n’est autre que les cercles primitifs; de sorte que par le travail l'engrenage ac détruit sans cesse.
Dans les engrenages à la White, le profil des dents est arbitraire. Il suffit que le point de contact do deux dents se meuve sur In ligne Ç; dés lors l'engrenage par le travail détruit sur les surfaces ï et ç’des dents, tout ce qu'il est nécessaire de détruire pour arriver à la ligne {.
Celte destruction opérée, l'engrenage n’en subsiste pas moins, en ce sens que les dents existent toujours, quoique leur forme primitive soit altérée par le travail, mais perfectionnée et amenée par ce môme travail 4 la forme géométrique voulue.
On conçoit dès lors que pour ces sortes d’engrenages, il faut que l'exécution primitive laisse peu i faire au travail des dents, s’usant l’une par l’autre, afin que l'engrenage puisse être promptement livré en bon étal et satisfaisant à la condition du frottement de roulement.
DE LA FORME QUE DOIT AVOIR LA COURBE GÉNÉRATRICE DE LA SURFACE HÉLICOÏDE QUI TERMINE LA DENT D'UN ENGRENAGE A LA WRITE (*).
Nous avons dit dans le mémoire n' 3, ci-dessus, que lorsque l’on avait deux cylindres de révolution tangents l'un à l’autre suivant une génératrice droite si l’on traçait sur le premier cylindre une liélicc S et sur le deuxième cylindre une hélice S' en contact par un point m situé sur la droite M, nous avons démontré, dis-jo, que ces deux hélices S et S‘ roulaient l’une sur l’autre si elles avaient même inclinaison sur la génératrice M.
Noos avons ensuite ajouté que si l’on menait un plan P par les deux axes des cylindres, et si dans ce plan P et par le point m on menait une droite arbitraire, et, ce qni est mieux dans la pratique, si l’on menait une droite D perpendiculaire à la génératrice M, et puis que par celte droite t> on mena un plan Q (fig. i } perpendiculaire au plan P et dès lors perpendiculaire aux axes des deux cylindres , en traçant dans ce plan Q deux courbes 3 et ÿ tangentes entre elles au point m et ayant en ce point m pour tangente commune la droite D, en faisant tourner le plan P d’abord autour do l’axe du premier cylindre , ce plan P entraînant avec lui la courbe J et le point m parcourant l'hélice S, et ensuite autour de l’axe du deuxième cylindre, ce plan P entraînant avec lui la courbe 3' et le point m parcourant l’hélice », la courbe 3 engendrait une surface hélicoïde A, et la courbe i‘ engendrait une surface hélicoïde A’, telles que ces deux surfaces étaient en contact au point m et en tous les points m’, »n", etc., de la droite M , à mesure qu’en vertu du mouvement de rotation les hélices S et S’ venaient se mettre en contact , et successivement par ces mômes points m', m", etc.
Mai sec qui précède ne suffît pas pour que l’engrenage à la While puisse librement fonctionner, car il faut que les deux dents en contact ou en prise puissent facilement se dégager l’une du l’autre, le mouvement de rotation venant à se prolonger; et de plus il faut impérieusement que pendant que ces deux dents sont en prise, elles ne s'opposent point, par certaines de leurs parties, au mouvement de rotation.
Dés lors les courbes 3 et 3' ne peuvent pas être arbitraires.
(*) GiminuniquiS à I* Société idiomatique d* Paris , don» va séance du 23 mai t *46. t. 0.
Si l'on coupc les deux roues de l’engrenage par un plan Q perpendiculaire aux axes, l'on obtiendra pour section dans le premier cylindre le cercle C' (fig. 2), et dans le deuxième cylindre le cercle C; ces deux cercles seront tangents l'un à l’autre en le point m. Ce même plan Q coupera la surface hélicoîde qui forme la dent de la seconde roue suivant la courbe 3.
Cela posé : si le deuxième cylindre (C) tourne autour de son axe d’un angle a, le premier cylindre (C') tournera autour de son axe d'un angle 6, et les arcs ma' du cercle C et m». du cercle C' étant rectifiés seront égaux en longueur.
La courbe 5 aura dès lors pris la position 3, lorsque la roue (C) aura tourné autour de son axe de la quantité angulaire a.
Or il est évident, pour que les dents des deux roues puissent s'échapper ou ne pas se gêner pendant ce mouvement de rotation , qu'il faut que la courbe 3. soit en arrière du point n, , position que le point m est vonu prendre sur le cercle C'.
Dès lors il est encore évident que si la courbe 3 est telle qu’en tournant autour de l’axe (o) de la seconde roue elle puisse conduire uniformément le point m supposé tourner autour de l’axe (o') de la première roue, la courbe 5 aura la forme limite, c’est-à-dire que l’on devra prendre pour la courbe S une courbe intérieure à celte courbe limite.
Mais la forme de celte courbe limite nous est connue, nous savons qu’elle n’est autre que l’épicycloïdc plane engendrée par le point m du cercle C' roulant sur le cercle C supposé fixe.
Dès lors pour déterminer les courbes 3 et 3' qui doivent être les sections faites à travers deux dents, en prise, par le plan Q, ces courbes 3 et 3' étant telles qu'elles ne sc gêneront pas pendant le mouvement dé rotation de l’engrenage , il faudra employer la construction suivante.
Les deux cylindres verticaux ( fig . 3) sur lesquels sont tracées les hélices S et S’ également inclinées à l'horizon , seront coupés par le plan horizontal 0 suivant les cercles C et C'.
Si l'on fait rouler le cercle C sur le cercle C', le point m engendrera l’épicycloïdc E'; si l’on fait rouler le cercle C' sur le cercle C, le point m engendrera l'épicycloîde E.
Si l’épicycloîde E se meut autour de l’axe du cylindre (C), son point de
rebroussement m parcourant l'hélice S, on aura une surface hélicoîde-épicycloî # dale <t>; si l'épicycloïde E' se meut autour de l’axe du cylindre (C'), son point de rebroussement m parcourant l’hélice S', on aura une seconde surface hélicoïdeépicycloïdale <!>' ; ces deux surfaces hélicoïdes-épieycloïdales 1> et <t>' seront en contact par le point m. Mais si l’on suppose que le mouvement de rotation est indiqué par les flèches P et F', les deux surfaces 4> et <t>' seront en outre en contact suivant l’hélice S’, en sorte que le frottement sera do roulement entre les surfaces 4> et 4>', au point en lequel l’hélice S' est coupée par le plan des axes (o) et (o'); mais il sera de glissement en tous les autres points de l’hélice S’.
L’engrenage ainsi composé sera donc l'analogue de celui que l’on connaît sous ' le nom de cames et pilons, où la dent cylindrique a pour section droite une développante de cercle, et dans lequel la dent frotte continuellement sur une même arête droite du mentonnet du pilon.
Il faudra donc pour que les deux surfaces 4> cl 4>' ne soient pas en contact suivant l’hélice S', que les courbes E et E' soient changées, et il faudra dès lors prendre une courbe 3 intérieure à la courbe E et une courbe X intérieure à la courbe E'; alors les surfaces hélicoïdes 4>, et <!>,' engendrées respectivement par la courbe 3 se mouvant sur l’hélice S , et par la courbe 3" se mouvant sur l'hélice S', ne seront jamais en contact que par le point des contacts succssifs des hélices S et S', point de contact qui sera toujours dans le plan des axes (o) et ( o ) et situé sur la droite M génératrice de contact des deux cylindres (C) et (C').
§ iv.
Mais les cylindres (C) et (C') doivent être évidés l’un et l’autre pour donner res pectivemcnt passage aux dents en contact (3) cl (ê'), fig. 3.
Dès lors la dent (3) doit être reliée au cylindre noyau (B) par une surface , et la plus simple sera un paraboloïde engendré parle rayon om, se mouvant horizontalement sur l’axe (o) et sur l’hélice S ; de même la dent (3 1 ) sera reliée
au cylindre noyau (B') par un paraboloïde <(>’ engendré par le rayon om, se mouvant horizontalement sur l’axe (o') et sur l’hélice S'.
Or les dents terminées, l’une par la surface hélicoïde (3) cl le paraboloïde | , l’autre par la surface hélicoïde (3') et le paraboloïde tj/, se mettront successivement en contact par le point m se mouvant sur la droite M , si dans le plan horizontal Q la droite om ou om ne rencontre pas en d’autres points que le point m la courbe X ou 3 et cela pendant le mouvement de rotation.
Or : l’on sait que l’épicycloïde E, décrite par le point m du cercle C,' (construit
sur le rayon ont du cercle C' pris pour diamètre) roulant sur le cercle G, conduit * le rayon ont; et que de nvènie l'o|H«ycloido K,' décrite p*r le même point m du cercle C, ( construit sur le rayon <m du cercle G pris pour diamètre) roulant sur le cercle G,', conduit le rayon o'm.
Il fauilra donc impérieusement que la courbe 3 soit intérieure à l’épicycloide B, , et qwe la court) e 3* soit intérieure à’ Pépicycloïdo E,’, pour que les dents de l’engrenage ne se mettent deux à deux en contact que par un seul point cheminant snr fa droite M , et cela pendant le mouvement de rotation.
Tout ce qae nous venons de dire aura lieu , que Fengrcnagesc trouve intérieur ou extérieur ; la fig. 3 représente l’engrenage extérieur, il sera facile de faire . l'épure dans le cas de l’engrenage intérieur (*).
Ce qui précède nous révèle certaines propriétés géométriques dont jouissent les surfaces hélicoïdes-cpicycloïdales.
Si l’on engendre une surface <!> au moyen d’une cpicycloide E dont le point de rebroussement parcourt une hélice S décrite sur un cylindre 1 de révolution ayant pour section droite un cercle C du rayon R , cette surface sera un helicoïdc , car il est évident que chacun des points de la courbe génératrice E décrira une hélice située sur un cylindre de révolution concentrique au cylindre 2 .
Et si l’on trace sur le plan du cercle C le cercle C’ du rayon R’, ce cercle C’ étant le cercle généralour de l’épioycloïde E, le cylindre i’ ayant ce cercle C’pour section droite coupera la surface 4>, eu vertu de ce qui a été dit ci-devant, suivant une hélice S’ ayant même inclinaison que l’hélice S.
La surface hélicoïdc-épicycloïdale sera donc coupée suivant des hélices el par des cylindres de révolution de deux manières distinctes :
1" Par des cylindres J,, , X,... de rayons différents ol concentriques au
cylindre 2 , et les hélices auront des inclinaisons différentes ;
2* Par des cylindres de même rayon 1', X,', 2,'... tous tangents au cylindre i, et les hélices auront toutes même inclinaison que I hélice S directrice du mouvement hélicoïdal du point de rebroussement de l’épicycloide génératrice E.
(*) Il y * déjà plusieurs innées que j’ai communiqué cos considéra lions géométriques à mes élèves , soit à l’École centrale des arts el manutaclures , soit au Conserva luire royal des arls et métiers. T. O.
J VI
La propriété énoncée ci-dessus, § V, aura lieu , que l'épicycloide E soit extérieure ou intérieure au cercle C.
Si donc le cercle C' a son rayon R' égal à la moitié du rayon R, Fépicycloide E ne sera autre que le rayon R du cercle C. Dès lors la surface hélicoidc-épicydoïdale 4> deviendra la surface du filet de vit entrée.
La surface du filet de vit carrée jouit donc des mômes propriétés que la surface hélicoïde-épieycloïdale , et elle en jouit non parce qu’elle appartient à la famille des surfaces hélicoîdes-reclilignes , mais parce qu’elle appartient à la famille des surfaces liëlicoïdes-épicycloïdalcs (*), et ainsi parce qu’elle es t une particularité entre les surfaces hélicoides-cpicycloïdales infénVurr,*.
Mais lorsque la surface hélicoïde-épicyeloïdalc est extérieure, le rayon R' du cercle C' peut devenir infini ; dans ce cas , la surface $ devient une surface développable, car ello devient une surface hélicoîde développable , puisque l’épicycloide E devient une développante du cercle C; et en effet, ne sait-on pas que , quel que soit le pat de l’hélice S tracée sur le cylindre de révolution (C), le plan Ode section droite de ce cylindre coupera la surface développable formée par les diverses tangentes à cette hélico S suivant une développante du cercle C? El dans ce cas, les cylindres 2', 2/, 2,',... ( § V ) ne sont autres que les plans tangents au eyiindre (C) , et les hélices de section ne sont autres que les tangentes de l’hélice S.
Ainsi, la sur (h ce hélicoîde développable appartient à la fanütte des surfaces hélicoules-épicycloidales dites extérieures. Elle en est une particularité.
- § Vil.
Lorsque l’on considère un cercle C du rayon R et un cercle C' du rayon R'=| R et qui lui est tangent en un point m , l’on sait que le cercle C\ roulant intérieurement sur le cercle C, le point m décrit le rayon R ( fig . 4).
Si l’on construit donc une série de cercles C, , C, , C,,... concentriques au cercle C et ayant respectivement pour rayon R,, R,, R,,... et si l’on construit les cercles C/, C,', ayant respectivement pour myon R, == ; R, , R,'= ; R it R,'=r les cercles C, et C,', C, et C, 1 , C, et C,',... étant tangents l'un à
(•) Voyez dam le» Développement» de géométrie detent rive, du$. I",p5î, un» déra*»tr«mOè»eta
ce l'existence de cea propriélé-j pour la surface du filet de vis carrée.
l’autre et respectivement aux points m, , m, , m lt ... en lesquels le rayon R prolongé est coupé par les cercles concentriques C, , C, , C„... l'on voit de suite que les cercles G/, C/, C/,... roulant respectivement dans le même sens et intérieurement sur les cercles C t , C,, C,,... les points m, , m,, m,,... engendreront tous la même épicycloîde intérieure qui ne sera autre que le rayon R supposé prolongé indéfiniment.
En sorte que l’on peut , en vertu de ce que l’épicycloïde intérieure et rectiligne R a une infinité de cercles générateurs , énoncer le théorème suivant :
Étant donnée une surface de filet de vis carrée , si on la coupe par un cylindre de révolution 2 d'un rayon arbitraire p, et ayant pour axe taxe A de la vis, on aura pour section une hélice Sel si t on coupe la même surface par un cylindre de révolution passant par l'axe A ct langent au cylindre 2 on obtiendra pour section une hélice S', et les deux hélices S et S' auront même inclinaison par rapport à l'axe A.
8 vin.
Tout ce qui précède étant compris, cherchons si un cylindro no pourrait pas toucher la surface hélicoïde-épicycloîdale suivant une hélice.
Concevons deux cylindres de révolution ayant pour sections droites les cercles C et C' (fig. 5) tangents au point m.
Traçons sur le cylindre (C) une hélice S parlant du point m et faisant avec Taxe (o) de ce cylindre un angle a.
Traçons sur le cylindre (C') une hélice S' partant aussi du même point m et faisant avec l’axe (o') de ce cylindre le même angle a.
Les deux hélices rampant l’une de droite à gauche et l’autre de gauche à droite, de manière à ce qu’elles roulent l’uue sur l’autre pendant le mouvement de rotation uniforme des cylindres (C) et (C') autour de leurs axes (o) cl ( o ' ).
Cela posé :
Traçons dans le plan horizontal l’épicycloîde engendrée par le point m du cercle C' supposé rouler sur le cercle C et faisons mouvoir horizontalement celte courbe épicycloïdale de manière à ce que son point de rebroussement parcoure l’hélice S, nous engendrerons une surface hélicoïde-épicycloîdale E, qui sera coupée par le cylindre (C') suivant l’hélice S'.
Cela posé:
Coupons la surface E par une suite de plans horizontaux et équidistants entre eux, nous aurons les courbes épicycloïdales 4, J 1 , 4",... coupant l’hélice S’ et respectivement aux points * , x’, x'\... et rencontrant l’hélice S et respectivement aux |«jmts n, u,
Les tangentes aux points x, x’, x",... des épicycloïdes de section seront désignées par t, t', et leurs projections sur le plan horizontal seront t\ f'*, t"*,... droites passant toutes par le point i extrémité du diamètre mi du cercle C' qui est le cercle générateur <le l’épicycloïde ayant le point m pour origine ou point de rebroussement.
Les tangentes aux points x, x', x",. . de l’hélice S', étant désignées par 9, 9', 9",... leurs projections sur le plan borizonlal seront 9*, 0 ,k , 0” 4 ,... tangentes aux points x*, x' 4 , x"\... au cercle C' qui doit être ici considéré comme la projection horizontale S' 4 de l’hélice S'.
Cela posé :
Désignons par T, T', T",... les plans tangents menés à la surface hélicoïde E et aux divers pointsx, x', x",...
Il est évident que le plan T passera par les droites t et 9
t* et 9'
f" et 9”
etc.
etc.
Or : les pians T... seront les enveloppée» d’une surface développable A tangente & Ihélicoide E suivant l'hélice S'.
Mais pour que la surlace développable A soit uu cylindre, il faudra que les plans T... se coupent deux à deux suivant des droites parallèles entre elles. Et il est évident ^jue ce résulat aura lieu , si l’ou peut mener par une certaine droite de l’espace une suite de plans O, ... respectivement parallèles à la série des plans T. ...
Mais si nous nous rappelons que nous avoua mené des phms de section équidistants entre eux , désignant par s , s', x",... les hauteurs' respectives des points x, x\ x",... au-dessus du plan horizontal, on aura *' = 2.s, *"=:3.*,...
Si l’on abaisse tous les points x, x’, x",... de l’espace dans le plan horizontal, ils viendront se superposer respect ivement sur leurs projections X 4 , x’ 4 , x" 4 ,... et l’on aura supposé dès lors que l’hélice S' est transformée en le cercle C'.
Et les tangentes 9, 9', 9",.- descendront en des droites G , G’, G",... passant respectivement par les peints x 4 , x*, x" 4 ,... do cercle C'.
— as —
Et comme ces droites G, ... sont également inclinées sur le plan du cercle C, et sc projettent horizontalement suivant des tangentes à ce cercle , elles seront les génératrices du premier système d'un liyperboloide à une nappe al de résolution 1 ayant la droite ( o ) pour axe et le cercle C' pour cercle de gorge.
Par les mêmes raisons, les droites l, t', descendront sur le plan lioriaootal , et ainsi sur le plan du cercle G', pour se placer respectivement en les droites
Cela posé , il est évident :
Que le plan 0 passant par les droites
G et t* sera
parallèle au
plan T
G’ et i*
.-mu.
G" et <"*
— etc. —
etc.
etc.
Or tous les plans 0,... passent tous, cl évidemment, par la droite B menée par le point i parallèlement à la droite A tangente en m à l’hélice S' ; car la droite X est une génératrice du premier système (du système G...) de l'hyperbotoîde 2 et la droite B sera évidemment une génératrice du second système de ce meme hyperboloïde 2.
Ainsi se trouve démontré d’une manière très-simple que tous les plans T, T’, T 1 ',... se coupent deux à deux suivant des droites parallèles entre elles, ou en d’autres termes : ainsi sc trouve démontré que la surface développable A est un cylindre dont les génératrices droites sont parallèles i la droite A, laquelle est une tangente commune en m aux deux hélices S et S'.
S IX
!)e ce qui précède , on déduit le théorème suivant :
h tant donnée une surface liélicoide~épicgclo'idule extérieure ou intérieure E {engendrée par une épicycloide i qui , ayant pour cercle générateur un cercle C' du raytm R', tourne autour dun axe vertical (o) postant par le centre d'an cercle G , son point de rebroussement in parcourant une hélice S inclinée de l'angle a. sur C axe (o\ et tracée SW un cylindre ayant le cercle C pour section droite), ti ou la suppose éclairée par m rayon de lumière L faisant avec (axe (o) un angle a , la ligne de séparation domine M de lumière sert une hélice S' inclinée de l angle a sur iaxe(q\ct tracée sur un cylindre ayant pour section droite un cerd* dm rayon K et langent an cylindre (CJ, suiuanl le ’l
génératrice àrmtt pestant pur k •parut en lequel le eertle ’C en eoupé pur tau rayon
perpendiculaire à la projection L* (sur le plan du cercle C) du rayon de lumière L.
Le théorème précédent doit Être vrai, quelle que soit la surface hélicoîdeépicycloîdale E, ainsi : 1° lorsque cette surface E étant extérieure le cercle C' sera une droite tangente au cercle C, auquel cas le rayon R' est supposé infini ; ainsi, 2° lorsque cette surface E étant intérieure, le cercle C' aura son rayon R' égal à la moitié du rayon R du cercle C.
Dans le premier cai la surface E devient un hélicoide développable, et dans le deuxième cas la surface E devient un hélicoide gauche, qui n’est autre que la surface du filet de vis carrée.
Dans le premier cas, la surface hélicoide développable ne peut offrir une ligne de séparation d’ombre et de lumière qu’autant que le rayon de lumière fait avec l’axe (o) un angle égal à l’inclinaison de l hélice S (arête de rebroussement de la surface), sur ce même axe (o); et lorsque les deux angles sont égaux, la ligne de séparation d’ombre et de lumière est la génératrice droite de la surface développable qui se trouve parallèle au rayon de lumière (*).
Dans le deuxième cas, quelle que soit l’inclinaison du rayon de lumière par rapport à l’axe (o), la 1 igné de séparation d’ombre et de lumière existera toujouts sur la surface du filet de vis carrée; elle sera toujours une hélice, parce que celte surface peut Être recoupée suivant une hélice par tout cylindre passant par l’axe (o), et quelle que soit la grandeur du rayon de oe cylindre (**).
XI
Tout ce que nous avons dit précédemment est vrai, quelle que soit la nature de la courbe S, ainsi lorsque cette courbe Scsi une courbe arbitraire^et non une hélice, mais étant toujours tracée sur un cylindre de révolution.
Concevons deux cercles C et C', l’un du rayon R cl l’autre du rayon R', et tracés tous deux sur le plan horizontal et tangents l’un à l’autre en un point m; désignons par (C) le cylindre de révolution et vertical ayant le cercle C pour section droite cl étant dit : cylindre du rayon R; désignons par 3 lépicycloïde engendrée par le point m du cercle C', ce cercle C' roulant intérieurement ou extérieurement sur le cercle C; désignons par (C') le cylindre de révolution et
(*) Voyez ci-avant ce que mw avens dit ail premier livre (d« entrer) dans le mémoire h* g, pi 113,
(**) Voyez ci-avant ce que nous avons dit nu premier livre ( de* ombres) dans le mémoire n* 4 . p. « 7 .
vertical ayant le cercle C' pour section droite et étant dit : cylindre du rayon R'.
Celaposé:
Traçons sur le cylindre (C) une courbe 9 arbitraire et passant par le point m origine ou rebroussement de l'épicycloïde 3 .
Faisons mouvoir horizontalement la courbe 3 , son origine m parcourant la courbe 9, nous engendrerons une surface 2 qui sera dite : surface épicyclaüdale générale et cylindrique ( épicycloïde parce qu’elle est engendrée par une épicycloïde, générale parce que la courbe ®, ligne de rebroussement de celle surface, est arbitraire , cylindrique parce que la courbe 9 est tracée sur un cylindre )
Cela dit :
Coupons la surface £par le cylindre (C 1 ), nous aurons une courbe q, et il est évident, en vertu de ce qui a été dit précédemment et en vertu du mode de génération de la surface 1 que la courbe q sera telle, que si l'on fait rouler le cylindre (C') sur le cylindre (C) supposé fixe, elle roulera sur la courbe 9, les courbes 9 et 9, ayant en chaque point de contact même tangente; en sorte que leurs arcs compris entre deux plans horizontaux auront même longueur.
Cela posé, nous pouvons énoncer le théorème suivant :
Si l'on coupe la surface épicyctoïdale-générate et cylindrique Zpar une suite de cylindres du rayon R' (R' étant le rayon de C épicycloïde génératrice ) tous tangents au cylindre du rayon R sur lequel se trouve tracée la ligne de rebroussement q de la surface , l'on obtiendra une suite de courbes q', q', 9,'... qui pourront toutes rouler sur ta courbe 9.
On peut engendrer la surface 2 d’une autre manière :
Concevons le cylindre (C) et une suite de cylindres (C'), (C/), (C,')... du même rayon R' et tangents au cylindre (C); traçons sur le cylindre (C) une courbe arbitraire 9, faisons rouler le cylindre (C) sur le cylindre (C'), la courbe 9 laissera pour empreinte sur ce cylindre (C') une courbe 9' ; faisons rouler successivement le cylindre (C) sur chacun des cylindre (C/), (C,')... (ces cylindres étant supposés fixes), nous aurons les courbes 9/, 9.',... et toutes les courbes 9, 9', 9/, 9.,... détermineront une surface qui ne sera autre que la surface 2, et qui jouira dès lors de la propriété, savoir : qu’une suite de plans horizontaux la couperont suivant des épicycloïdcs toutes du rayon R' et ayant chacune leur origine, ou leur point de rebroussement, situé sur la courbe 9.
8 xi».
Toutes les remarques faites au sujet de l’engrenage cylindrique de While, peuvent être faites au sujet de l’engrenage conique.
El en eSet :
On sait que si l'on a deux cercles C et C situés dans des plans différents et tangents l’un à l'autre en un point m, on peut toujours faire passer une sphère A par ces deux cercles , cette sphère ayant pour centre le point d en lequel se coupent les droites menées par les centres o et o' des cercles C et C', et qui seront respectivement perpendiculaires aux plans de ces cercles.
On sait encore que , si l’on fait rouler le cercle C' sur le cercle C , de manière à ce que l'angle des plans du cercle fixe C et du cercle mobile C' reste constant , le point m décrira une épicycluïde sphérique 3 située sur la sphère A.
On sait encore que si l’on regarde le point d comme le sommet commun à deux cônes de révolution O et O' ayant respectivement pour base ou section droite les cercles C et C', pendant que le cône O tournera autour de son axe, la courbe 3 conduira le cône O' en le faisant tourner autour de son axe, et cela en pressant sur le point m et le forçant à cheminer circulairemcnt sur le cercle C'-, de telle sorte que si Ton considère le cône épicycloidal (d, d) il conduira la droite (d, m).
On sait encore que si l’on construit des sphères concentriques a', A", A'”,.. . ayant toutes le point d pour centre commun, elles couperont 1* le cône épicycloïdal (d, 3) suivant des épicycloïdes 3', 3", 3"',... 2* la droite (d, m) en des points m, m", m"',... 3* le cône (d, C) suivant des cercles C., C,, C,,... 4* le cône (d, C') suivant des cercles C/, C,', C,',... et l’on sait, dis-je, que les cercles C,', C/, C,',... roulant respectivement sur les cercles C,, C t , C,,.., leurs points respectifs m', m", m'",... engendreront les épicycloïdes 3', 3", 3"',...
Cela posé :
Si l’on trace sur le cône (d, C) une courhe arbitraire 9 passant par le point ni, et si l’on suppose que celle courbe coupe les cercles C, C lf C,, C,,... en les points m, n'y n", en faisant tourner la courhe 3' jusqu’à ce que son point m' vienne
en n', elle prendra une position 3,', la courbe 3" jusqu’à ce que son point m vienne en n"... , elle prendra une position 3,", et ainsi de suite , les diverses épicycloïdes
3/» ôi ”, 3 , formeront une surface dite turfnce épicijcluidnle-générale et conique 2, et cette surface 2 sera coupée par le cône (d, C') suivant une courbe 9' qui sera telle , que si l’on suppose le cône (d, C) lixe et le cône (d, C 1 ) roulant sur le cône (d, C), celte courbe 9' roulera directement sur la courbe 9, en sorte que ces deux courbes 9 et 9' auront même tangente en chacun de leurs contacts successifs.
Et si l’on coupe la surface 2 par une suite de cônes (d, C' t ), (d, C',) (d, C',),... de révolution et ayant môme angle au sommet que le cône (d, C'), ayant tous
MC
pour sommet commun le point d, étant tous tangents au cône (d, G), on obtiendra une suite de ouvres q q,', qui pourront toutes rouler sur In oourbe y.
La courbe q pourra être «ne spirale conique d'Archimède; alors les courbes ?> q.'i */»-• senaot des courbes coniques d'Arttfiimèdc, toutes superposables entre eHes.
L’épicycloïde J peut être une droite; dans ce cas les deux •cercles C et C' sont forcément situés dans un même plan , et le cercle C' est intérieur au cercle C, son rayoo R' étant égal à la moitié du rayon R du cercle C; alors l épicycloidei est une droite perpendiculaire à l’axe (d , o) ; le centre o' du cercle C' décrira un cercle B ayant le point o pour centre et ayant son rayon égalé fR' = j R.
Sur l'axe (d, o) nous pourrons prendre un point arbitraire d et regarder ce point comme le sommet commun à deux cônes, l’un de révolution et ayant le cercle C pour base , et l'autre oblique et avant le cercle C' pour base.
Coupons le système de ces deux cônes par une suite de filons parallèles entre eux et perpendiculaires à l’axe (d, o) , nous obtiendrons dans le cône (d, C. ) une suite de cercles C,, C,, C,,... et dans le cercle (d, C') une suite de cercles C", “CJ, C/,...; les cercles C,', C.', C,',... en roulant respectivement sur les cercles G,, C_ , Ç,,._ engendreront des épirydoïdes qui ne seront autres que les rayons H , R,, R,,... des cercles C,, C , C,, supposés fixes.
Le plan de tous ces rayons coupera le cône (d, C) suivant nne droite il qui sera la génératrice de contact des deux cônes (d, G) et (d, G').
Cela posé :
Traçons sur le cône (d, C) une courbe <p et supposons qu’une droite G se meuve perpendiculairement sur l'axe (d, 0 ), et en s'appuyant sur la courbe q, nous engendrerons une surface I qui parait être à première vue, par son mode de génération (si la courbe y est une spirale conique), l'analogue, dans le tytlème conique, de la surface qui d.ms le tyttime cylindrique est dite : surface du filet de vit carrée.
examinons si cette surface £ jouit en effet de propriétés géométriques analogues à celles dont jouit la surface du filet de vis carrée.
Concevons le cône (d, G'), il coupera la surface £ suivant une courbe <p’ ; si la surface 2 jouit île propriétés géométriques analogues à la surface du fdet de vis carrée , il faudra que les courbes q et q' roulent l’une sur l’autre pendant que les cônes droit (d, C) et oblique (d, G') rouleront l’un sur l’autre.
Or : il est de toute évidence que ce résultat ne pourrait exister qu’autant que les cercles C et C' rouleraient l'un sur l’autre pendant le mouvement de rotation des cônes (d, G) et (d. G'), et il est évident que dans un semblable système, le roulement des cercles C et C' ne peut avoir lieu , doue , etc.
— »rr —
Ainsi la surface précédente 1 n’est pas dans le système conique l'analogue de la surface dite : filet de vis carrée, qui existe dans le système cylindrique.
La surface du système conique que nous cherchons sera donnée par une suite d’épicycfoïdes sphériques intérieures engendrées ainsi qu’il suit :
Concevons une série de sphères S, S’, S",... ayant toutes pour centre commun un point d.
Menons par ce centre une droite A et une suite de plans parallèles entre eux et perpendiculaires à cet axe A ; ces plans couperont les sphères suivant des cercles C, C,, C.,... l’axe A percera les sphères en les points a, a*, a'*;... menons par le point a un plan langent au cercle C, il coupera la sphère S suivant un cercle C'; menons par le point a' un plan tangent au cercle C, , il coupera la sphère S' suivant un cercle C.'ct ainsi de suite.
Si nous supposons que tous les points de contact m, m', m",... des cereles Cet C', C, et C.', C^t C,',... sont sur un même plan passant par l’axe A et que les cercles C, C, , C,,... sont tous situés sur une même surface conique droite ayant la droite A pour axe commun, alors les plans des cercles C", C,' C,',... seront parallèles entre eux et feront tous le même angle avec la droite A; di; plus ces cercles C', C,', C/,... seront tous sur un même cène droit ayant le point d pour sommet. Les épicycloïdcs sphériques et intérieures engendrées par les divers points m ) m', m",... des cercles C', C/, C,’,... roulant respectivement sur le» cercles C, C,, C,, supposés fixes, seront toutes sur un même cène ayant Te point d pour sommet.
Si l’on neconsidère qu’une seule de ces épicydoïdes , celle engendrée fpar exemple) par le cercle C roulant sur le cercle C, ow pourra tracer sur fe cône droit (d, C) une courbe arbitraire <ç passant par le point m, et l’on pourra engendrer une surface 2 , épicycloïdale généra le et conique, comme nous l'avons fait précédemment , et celle surface jouira évidemment de la propriété d’être coupée par tout cône droit passant par Taxe A et langent au cône (d, C) suivant une courbe qui sera apte à rouler sur la courbe 9 . Si au lieu de supposer que les points m , m’, m",... sont avec l’axe A dans un même plan , on suppose qu'ils se trouvent distribués sur la courbe q , alors les cpicycloidcs sphériques et intérieures engendrées par les cercles C’, C/, C,',... (qui ne seront plus sur une même surface conique de révolution) roulant respectivement sur les cercles C, C, , C,, seront précisément les génératrices épicycloïdalus de la surface 2 , , elles seront toutes situées sur cette surface 2 ,.
C’est celle surface épicycloidale-coniquc, toute particulière , qui est dans le système conique l’analogue de la surface du fdet de vis carrée qui existe dans le système cylindrique.
§ XIII
Maintenant, en vertu de ce que nous avons dit sur les épicycloidcs sphériques, nous pouvons déterminer, pour les engrenages coniques de Wliile, la forme de la courbe qui doit engendrer la surface d'une dent, celte forme devant permettre aux dents en prise de se dégagée facilement l’une de l'autre nu moment où elles cessent de se conduire.
Nous opérerons comme dans le cas de l’engrenage cylindrique; ainsi ayant les deux cercles primitifs C et C' tracés sur une sphère S ayant le point d pour centre; ces deux cercles étant en contact par un point m, nous tracerons dans le plan du cercle C'qui a son rayon égal à R' et sur R' comme diamètre un cercle C,'. Le point m du cercle C,' roulant sur le cercle C engendrera une épicycloïde 3 qui sera la limite de la forme de la courbe qui doit engendrer la surface de la dent fixée sur le cône (C).
Nous opérerons de même pour la surface de la dent lixëe sur le cône (C'), nous prendrons pour limite l'épicycloîde sphérique décrite par le point m du cercle C, tracé dans le plan du cercle C et sur son rayon R pris pour diamètre.
Ensuite nous terminerons la dent fixée à la roue conique (C) par une surface gauche engendrée par une droite, s’appuyant sur l’axe (d, o) de celle roue (C), cl sur la courbe ^ (spirale conique ou toute autre courbe ) tracée sur la surface de ce même cône (C).
Nous en ferons autant pour la dent fixée à la roue(C').
Et nous serons assurés que les dents ne pourront se mettre eu contact que par un seul point, |>endant tout le temps de leur mouvement de rotation, et que ce point décrira la génératrice de contact des deux cônes [d, C) et ( d , C').
CONSTRUCTION DK II LUX NOUVEAUX ENGRENAGES A FROTTEMENT DE ROULEMENT ET A VITESSE PÉRIODIQUEMENT VARIÉS (*).
PREMIÈRE PARTIE
Transformation d'une courbe polaire : 1* en non ootxrbe rapportée à des coordonnée* rectangulaires , on 1" en une antre oonrbe polaire.
Nous allons examiner d'abord, entre tous les modes de transformation que l’on peut imaginer pour passer d'une courbe polaire à une courbe à coordonnées rec tangulaircs, les deux modes particuliers suivants, parce que nous en déduirons des applications qui peuvent être utiles.
Premier mode de transformation.
I. Soit (fig. a) une courbe 3 ayant le point o pour pèle et la droite X pour origine des angles », de telle sorte que désignant par » l’angle a'oa ou l'angle que le rayon vecteur o'a (que je représente par p) lait avec la droite X , l’équation de cette courbe 3 soit :
Af.“) = ® (*)
Si du point o comme centre et avec od pour rayon je décris un cercle, il viendra couper la droite X en un point a, ; et si de ce point a, j’élève une droite a, b' perpendiculaire à la droite X, et que je porte de a, en b' une longueur égale à l’arc de cercle a'a, rectifié, j’aurai un point b' qui appartiendra à une courbe $' qui sera la transformée de la courbe 8.
L’équation de la courbe i' s’obtiendra facilement, car on voit de suite qu’il suffit , pour l'obtenir, de remplacer dans l’équation (1) p par x et <a par en sorte
que l’équation de la courbe 8‘ sera : f(x, et cette courbe 31 sera rapportée
O Lm principes géométriques et une partie des résultats exposés dans ce mémoire sont extraits du mémoire que j'ai rédigé en I8IT et qui accompagnait le projet de machine (celto machine avait pour but de tracer des hélices ou rpiratei cylindriques , coniques , clepsydres et hyperboloïdiques ) que j’ai été chargé de faire , comme travail d'étude , alors que j’elaia élève sousdioulenant d’artillerie à l’École d'application de Melx. — Poftz le commencement du mémoire n* 8. T. O.
à la droite X comme axe des x et à la droite Y menée perpendiculairement à la droite X par le pâle o ; cette droite Y sera l’axe des y et le pèle o sera l'origine des coordonnées rectangulaires.
2. Au lieu de prendre l’ordonnée a,b' égale à l'arc rectifié a, a', on aurait pu la prendre égale à ni fois cet are, dans ce cas l'équation de la courbe 3' aurait été :
3. La transformée 3’ ayant pour équation/ (x, = o jouit d’une propriété
remarquable par rapport à la courbe polaire 3.
Si l'on considère le point a, en lequel la courbe polaire S coupe la droite X , on voit de suite que la transformée 3' passe nécessairement par ce point ; mais , en outre, en ce point les deux courbes 3 et ÿ ont même tangente, et en effet :
La tangente 9 au point a de la courbe polaire 3 ( fig . a) a un élément rectiligne et inliniiiicnt petit am en commun avec la courbe 3.
Or , si (fiy. b) on a une droite 9 cou pmi une droite X en un point a , et si l'on prend sur celte droite 9 un point m infiniment voisin du point a, et que d'un point o situé sur la droite X, et considéré comme centre, on décrive l’arc mm, ,
l'angle mou étant infiniment petit, l'arc mm, du cercle C sera aussi infiniment petit et se confondra avec sa tangente T menée au point ni, ; en sorte que , si sur cette tangente T on porte de m, en n l’arc rectifié mm,, on aura un point n qui se confondra avec le point m ; car l’arc mm, doit rigoureusement être considéré connue un élément rectiligne perpendiculaire en m, à la droite X, et dès lors le point m est nécessairement situé sur la tangente T, puisque la tangente T au point m, du cercle C (sur lequel se trouve compté l'élément mm,) a nécessairement un élément rectiligne commun avec cc cercle C.
4. Lorsque la courbe 3* a' pour équation /^r, ^^)=0, la môme propriété
subsiste; car si uous désignons paré' la courbo dont l’équation est f(x, =0
et par 3, la courbe dont l'équation est f(x, ^)s=0, nous savons que ces deux courbes soûl tangentes l’une à l'autre au point a, en lequel elles coupent l’une et l’autre la droite X ( ou , en d’autres termes, l'axe des x) (*).
t*) Voytre le* Pttitnppemtnli dt géom/trie dtteriplirt , chap. Il, p. 84. D'ailleurs ce limitai Ml évident per Vanalyu , puisque l'arc mm, est un infiniment peut du premier ordre dont l'exprattioa est de. et qiArn le multipliant par une quantité finie m, on aura : m.i.d», qui sera toujours uninfinnoent petit du premier ordre.
Ainsi : la courbe polaire 9 dont l’équation est : /( p, u)— 0 coupant la droite X en uu point a , la transformée 3’ ayant pour équation / ^c, -Q = O , et toutes les
transformées 3, ayant pour équation générale : f(x, -~j =0 couperont aussi la
droite X au même point a, et les courbes 3, If a 3, seront tangentes entre elles en ce même point a.
S IL
Deuxième mode de transformation .
5. Soit donnée une courbe plane 9 {fig. c) ayant le point a pour pâle et la droite X pour origine des angles u, l’équation de celte courbe 3 étant :
Ap. *)=<>•
Du point o comme centre et avec un rayon égal à l’unité décrivons le cercle C coupant la droite X au point p.
Cela fait : considérons un point quelconque a' sur la courbe polaire 9 donnée, et décrivons du point a comme centre et avec le rayon vecteur p=aa un cercle qui coupera la droite X en un point a, ; élevons en ce point a, et perpendiculairement à la droite X une droite a,b\ et portons sur celte droite et à partir du point a, une longueur a, b' égale à l’arc rectifié pq' compté sur le cercle C ( entre la droite X et le rayon vecteur oa) ; en faisant la même construction pour les divers points a, a, a".... de la courbe polaire et donnée 9, on obtiendra une suite de points a, b', b".... qui détermineront une courbe 9, qui sera la transformée en coordonnées rectangulaires de la courbe polaire (donnée) 9, et il est évident que l’équation de la courbe 9, sera : f(x , y) — 0. Car il est évident que dans l'équation /(p, <u)=0 de la courbe9, il sullîra de remplacer pparzet u par ij, pour avoir l'équation de la courbe 9/_, puisque la courbe C a pour rayon l'imite et que ses arcs mesurent
les angles a'oa , a'oa ..... que les rayons vecteurs de la courbe polaire 9 font avec la droite X origine des angles &>.
6. Au lieu de prendre a, b' égal à l'arc rectifié pq' du cercle C, on aurait pu prendre a, b' égal à m fois l’are rectifié pq', et dans ce cas les divers points b', b ". ... auraient déterminé une courbe 9.' dont l’équation serait : f{x, m. jf)=0.
7. Nous devons faire remarquer que la courbe 9, ou 9, 'est tangente à la courbe 9 au point a en lequel l’une et l’autre de ces courbes coupe la droite X (origine des angles ai), car nous pouvons ici, comme précédemment (§ I, articles 3 et 4), appliquer le même mode de démonstration.
8. Quel que soit le mode de transformation employé pour passer d’une courbe 3 à une courbe 3', lorsque ces deux courbes 3 et X ont un point commun o , ces deux courbes ne peuvent alTecler en ce point a que deux manières d'étre l’une par rapport à l'autre , et ainsi :
Ou 1* elles se couperont en ce point a ;
Ou 2* elles seront tangentes l'une à l’autre en ce point a.
Or : soit par les considérations de V analyse infinitésimale , soit par les considérations géométriques des infiniment petits que j'ai exposés dans le septième chapitre des Développements de Géométrie descriptive , il est évident que, si les deux * coordonnées (lignes droites ou lignes courbes ) qui passent par le point a, l’une appartenant à la courbe X et l'autre à la courbe 3 , se coupent en ce point a, les deux courbas 3 et X sc couperont en ce même point a ; et que si les deux coordonnées sont tangentes en ce point a, les courbes 3 et X seront aussi tangentes l’une à l’autre en ce môme point a.
9. Ainsi , élaut donnée une courbe polaire 3 (fig. d) ayant le point o pour pôle cl la droite X pour origine des angles u, l’équation de la courbe 3 étant : /(f,, u) = 0; nous pourrons prendre sur la droite X un point o’, et de ce point comme centre et avec les rayons op , , op , , o'p,,.... décrire des cercles sur lesquels
, on portera des arcs p.b', p,b", p,b'", — 1 " égaux ou 2" proportionnels aux arcs p, a', p.a", p, a"’,.... les divers points b', b", o'".... formeront une courbe X qui sera tangente à la courbe 3 au point a.
40. Ainsi , étant donnée une courbe polaire 3 (fiy. e), nous pourrons prendre un point o, hors de la droite \ comme pôle de la transformée X, et alors les deux courbes ÿ et 3 se couperont au point a ; car les deux ordonnées courbes et circulaires, l’une appartenant i la courbe 3 et l’autre i la courbe X, se couperont en ce point a, puisque ce point a ne sera pas en ligne droite avec le centre odes arcs circulaires coordonnées de la courbe 3 cl le centre o. des arcs circulaires coordonnées de la courbe X-
Et les deux courbes 3 et X se croiseront au point a sous un angle égal à celui sous lequel sc coupent les deux arcs qui sont les coordonnées correspondantes à ce point a.
H. Ce que nous venons de dire louchant la transformation d’une courbe polaire en deux courbes distinctes en coordonnées rectangulaires, suivant que nous emploierons le premier et le second mode de transformation exposé ci-dessus, peut aussi sc dire de la transformation d’une courbe à coordonnées rectangulaires
en une courbe polaire. On doit donc remarquer qu'à la question résolue précédemment correspond une question réciproque.
Dans les applications suivantes, nous ferons usage tantôt de la transformation d’une courbe polaire en une courbe à coordonnées rectangulaires , tantôt et réciproquement de la transformation d'une courbe à coordonnées rectangulaires en une courbe polaire.
5 iv.
Propriété remarquable dont peut jouir certaine transformée en coordonnées rectangulaires (et obtenue par le premier mode de transformation) par rapport « sa courbe polaire.
12. Supposons une courbe polaire 3 (Jig. f) ayant pour équation /( p, u)=0 , le point o étant l'origine des rayons vecteurs p ou le pôle de la courbe, et la droite X étant l’origine des angles s>. Supposons que la courbe 3 coupe l'axe X au point a, et que nous construisions pour le rayon vecteur p e=no (l’angle a> étant alors nul) la transformée en coordonnées rectangulaires A, dont l’équation sera :
f(x, ^ = 0 ; la droite X étant l’axe des x et la droite Y étant l’axe des y, le pôle
a étant l’origine des coordonnées rectangulaires de cette courbe A, les deux courbes 3 et A seront tangentes l'une à l’autre au point a.
Cela posé :
13. Prenons un point ci quelconque sur la courbe polaire 3, son rayon vecteur sera oa' ; prolongeons ce rayon vecteur et désignons-Ie par X’. Transformons la courbe 3 à partir de la droite X' comme nous avons- transformé celte même courbe à partir de X, nous obtiendrons une courbe A' tangente en le pointa', h la courbe 3.
14. Si du point o comme centre et avec un rayon égal à l’unité, nous décrivons le cercle C, nous pourrons représenter l’arc pq de ce cercle C par m', et dés lors l’équation de la transformée A' sera en coordonnées rectangulaires ( les axes étant X' pour les abscisses x, et Y' pour les ordonnées y', et le pôle o étant
l’origine des coordonnées) f |V, 4- m^j J = 0, l’équation de la courbe 3 étant,
par rapport à la droite X', prise pour origine des angles a, /[p , (w’-f m')] — 0. Cela posé :
15. Si l’on fait tourner la courbe 3 et la courbe A' autour du pôle o comme centre de rotation (et dans le sens indiqué par la flèche F) pour amener le point
a en. a,' sur lu droite X,, alors luxe X' se Miperposor.i sue l’axe X , et l’axe Y' se superposera sur l’axe Y; la courbe 4 prendra la position 4, et la transformée a' prendra la position A,'.
Dès k>ra l’équation de la courbe A,' sera (- 4-m' j =»0.
Cette courbe A.' sera rapportée, ainsi que II» courbe A, au môme centre n et aux mêmes axes rectangulaires X et Y.
Cela posé :
16. La courbe A,’ identique et superposable A la courbe A' sera-t-elle identique et superposable à la courbe A?
Pour que les deux courbes A et A, soient identiques et superposables . il faut évidomineflt.troiisporter l’origine des coordonnées a ( fit/, g ) en un point «'(ayant pour coordonnées a et S), et changer les axes rectangulaires X et Y en de nouveaux axes rectangulaires X, et Y, , les deux axes X et X, comprenant entre eux un angle y.
Ce double changement s’opérera en substituant dan* l’équation /Jje, C +m ’)H
de la courbe A,’ à la place de x, (x—x, cos<j-4- y, sinç 4- a), et A la place dey, (yr^x.sinç — y, cosç-t-6).
Et dés lors l’équation :
/■{(*, co*t 4*
l'far-.
(x, *in 9 — y, cos ? -|- 6) cos ? -f y, sin ? -f «)
sera l'équation de la courbe A,’ rapportée au point o comme origine des coordonnées rectangulaires dont les axes seront les droites X, et Y,.
Cela fait :
17. On fera tourner la courbe A,‘ autour du point o’ comme centre de rotation et dans le sens indiqué par la flèche F f pour amener l’axe X, à être en X, parallèle à l’axe X , et l’axe Y, eu Y r , parallèle à l’axe Y, la courbe A,’ prendra dès lors la position A,'.
Or, si les deux courbes A et A' sont identiques cl superposables , les deux courbes A et A,' seront aussi identiques et superposables, par conséquent il suffira de faire glisser la courbe A,' parallèlement A la droite oo jusqu’il ce que le point u se confonde avec le point o pour que ces deux courbes A.' et A se superposent.
18. Toutes les opérations géométriques et mécaniques que nous venons d indiquer se traduisent eu analyse d une manière facile, car il sullii de dire que les deux équations
■2) |) = ° et (3) /jV«*»V-M* lo r+ , ‘)i(j
x sirif — ÿco*f+ï
I COSf -)- y tin f -f- a
seront identiques terme à terme.
Si donc l’on identifie terme à terme les deux équations (2) et (3), on aura un certain nombre d’équations de condition, qui serviront à déterminer les indéterminées , a et G.
Si la solution de ces équations conduit à des valeurs réelles pour <ç, a et S, •lors la courbe polaire 3 aura toutes ses transformées A, A’, A"... identiques et superposables.
48. On voit de suite que de même que parmi les courbes planes, le cercle est la seule courbe dont toutes les développantes sont identiques et superposables, de même il doit arriver qu’il n'y ait qu'un nombre limité de courbes polaires pour lesquelles toutes les transformées en coordonnées rectangulaires ( et obtenues par le premier mode de transformation ) seront identiques , seront superposables.
20. Si par hasard il existe une ou plusieurs courbes polaires 3 jouissant de la propriété d’avoir toutes leurs transformées A identiques, sMptepanMcs , il existera entre la courbe polaire jet la transformée A une propriété remarquable et que nous allons étudier.
21. Si nous avous une courbe polaire à coupant l’axe X (origine des angles sa) eu un point a et ayant un point 0 pour pôle et pour équation /( p, u) = 0 ; et si nous avous construit pour le point a la transformée A , qui aura dès lors pour
équation j(x, =0. Et si la courbe 3 est telle que pour un quelconque de ses
points n' sa transformée A' soit identique et superposable à la courbe A, alors, en faisant tourner la courbe & autour de son pôle 0 comme centre de rotation , elle imprimera à la courbe A un mouvement pendant lequel ecs deux courbes 3 et a rouleront l’une sur l’autre.
Et en effet :
22. Imaginons la courlie polaire 3, la droite X origine des angles u (/>?• o). le pôle o, et concevons la transformée A par le point a en lequel la courbe 3coupe la droite X. Nous savons que les deux courbes A et 3 sont tangentes l’une à l’autre en ce point a.
Cela posé :
Concevons les points « , a, a".... successifs et infiniment voisins de la courbe 3. La courbe A aura en enmmun.avec la courbe 3 les deux points successifs. a tlu, ou, en d’autres termes, l’élément rectiligne aa\ puisque ces deux courbes 5 et A
«ont tangentes l'une à l'autre au point a. Par conséquent les points successifs et infiniment voisins de la courbe A seront a, a', b", b'"....
lorsque j'imprimerai à la courbe 3 un mouvement de rotation autour du pâle o pour amener le point a' en a,' sur la droite X , j'aurai amené la courbe A en la position A,', et la courbe 3 en la position â,'; le point h" de là courbe A sera venu en b," sur A,', et le point a" de la courbe 3 sera venu en a," sur J,'. Or, il est évident que sur la courbe A,’ les deux points a,' et b," seront des points successifs et infiniment voisins, et qu'ainsi les points a,' et a," seront sur la courbe 3,' des points successifs et infiniment voisins (*) ; et comme les deux courbes 3/ cl A,' sont tangentes au pointa,', il s’ensuit qu’elles ont en commun les deux points " et b/', ou , en d'autres termes , que les deux éléments rectilignes a, a" de la courbe 3,' et a,'/»," de la courbe A,’ se superposent.
Et il en sera de même en continuant le mouvement de rotation de la courbe l>olaire 3 autour de son pôle o, comme centre de rotation. Ainsi, chacun des côtés du polygone infinitésimal (aa'a'a"'....) qui remplace la courbe 3 vient, pendant le mouvement de rotation , se superposer avec le côté qui lui est homologue et appartenant au polygone infinitésimal (aa'b 'b'"....) qui remplace la courbe A.
23. On peut donc affirmer que les deux courbes 3 cl A roulent l’une sur l'autre pendant le mouvement de rotation.
24. Puisque les deux courbes 3 cl A roulent l'une sur l'autre, elles auront des arcs égaux, par lesquels elles se rouleront ; cl ainsi , supposant la courbe 3 et sa transformée A tangentes entre elles au point a , prenant un arc aa! sur 3, on devra pouvoir construire sur la courbe A un arc ar égal en longueur à l'arc ua.
Et en effet : . ü.
Si nous revenons à la lig. /, nous devons nous rappeler que , pour passer de la courbe A,’ à la courbe A,’, il a fallu construire la nouvelle origine o' et faire tourner la courbe A,' autour du point o' d'un angle y égal é celui que la droite X, des abscisses x, faisait avec la droite X origine des angles «. Le point a' viendra donc en a,' sur la courbe A,', et ce point a,' s’obtiendra en décrivant du point o comme centre et avec on,' pour rayon un cercle qui coupera la courbe A,' au point a ' demandé.
On sait qu’en faisant mouvoir la courbe A,’ parallèlement à la droite oo\ elle Rendra se superposer sur la courbe A. Si donc on mène par le point a,' une
(*) Voyex ce que j'ii dit au sujet des infiniment petits , chap. Vit de* Développements de géométrie dteniptioe.
Cela fait :
droite parallèle à oo\ elle viendra couper la courbe A en un point r, et l'arc ar de la courbe A étant rectifié sera égal en longueur à l'arc aa de la courbe polaire 3, ce dernier arc étant aussi supposé rectifié.
Appliquons ce principe à quelques exemples
1" exemple. Soit donnée une spirale d’Archimède 3 ayant pour équation :
Sa transformée A (en coordonnées rectangulaires et par le premier mode de transformation) aura pour équation :
x’=rosr (*)
Ainsi la transformée A est une parabole , et le pâle o est situé sur cette courbe A
(/ÿh).
Si nous construisons la transformée A' pour un rayon vecteur p' faisant avec la droite X origine des angles u un angle m, la courbe polaire 3 aura pour équation : p = a («'-+• m') , et la courbe transformée A' aura pour équation :
x ' = ^^r + *^) <w ar" » mV
Ainsi, la courbe A' sera encore une parabole; et comme les équations des diverses transformées A, A', A".... ne différent entre elles que par la valeur attribuée à m, on en conclut que toutes les transformées de la spirale d'Archimède sont des paraboles.
Cela posé :
20. Voyons si toutes ces paraboles sont des courbes identiques ou non.
On voit de suite que si l’on fait tourner le rayon vecteur p' autour du pâle » pour amener ce rayon vecteur sur la droite X, la courbe A' viendra en A.', et que la courbe A,' aura pour équation :
Il suffît donc de voir si les deux paraboles, ayant pour équation l’une l’équation (i) , et l’autre Icqualion (5) , sont identiques, sont superposables.
Or, en regardant ces deux équations, on voit de suite que les deux paraboles ont même paramètre, et qu ainsi elles sont deux courbes identiques.
27. Mais pour la suite de nos recherches , il est nécessaire d’appliquer tout ce que nous avons dit précédemment et ainsi de chercher le point o et les axes X et Y, de la courbe A,'.
Or, il est évident que les axes rectangulaires auxquels se trouve en ce mo-
ment rapportée la parabole A, sont parallèles aux unes rectangulaires de Ja courbe A.
Il suffira donc de changer l’origine des coordonnées, en Taisant x — x,+ a. et y — y,+ S, cl transportant ces valeurs dans l'équation (6).
On aura dès lors :
OU
x,* = oy,-f x,(r»'— 2*)-f aO + m'a — «’ (•)
Identifions terme à terme les deux équations (5) et (6) , nous aurons deux équations de condition , savoir :
rri — 2. =r 0
Oo -f- m« ~ •* 0
L'équation (7) donne :
ni
et par suite, l’équation (8) donne :
Ml' 11.
On obtient donc des valeurs réelles pour « et 6 coordonnées du point o’. Ayant construit ce point o', nous l’unirons avec le point o par une droite D, et en faisant glisser la parabole A.' dans son plan et parallèlement à la droite D, celle parabole A,' viendra se superposer avec la parabole A, lorsque les deux points o fixe et o' mobile se superposeront.
Dés lors, si noos voulons connaître Tare ur de la parabole A qui roulera sur l'arc aa de la spirale d’Archimède, il nous suffira de ramener le point a de la spirale à en a' sur l'axe X, en décrivaul du pôle o comme centre et avec le rayon vecteur ou pour rayon , un cercle ; puis de supposer que la parabole A a glissé parallèlement à elle-même en rasant le point fixe o pour prendre la position A,'; et ayant construit le sommet s de la parabole A cl le sommet t,' de la parabole A,', nous prendrons une ouverture de compas égale à *o, et la |K>rlaul de «.’ en o sur la parabole A,’, nous aurous la nouvelle origine o' (de telle sorte que les droites ot et o'm' sont parallèles); ensuite nous unirons les points o et o' par une droite D, et nous mènerons par le point a,' une droite D' qui, parullèle il», coupera ja parabole A eu un point r, ni nous pourrons affirmer que l’are para-
bolique ar esfcgal en longueur à l’arc rectifié «a' de la spirale d’Archimède (’•). 28. On pourrait demander le lieu géométrique des divers sommets s,
des diverses paraboles A , A.', A,"....
Ce problème est facile à résoudre, et en effet :
Toutes les paraboles A , A,', A,".... qui passent par le point fixe o, et dont les axes infinis sont parallèles entre eux, peuvent tire représentées par l'équation :
x* = ay -f mx
m étant une quantité qui varie de parabole à parabole.
Si nous faisons y=0 dans l'équation (11), nous aurons x=m,
et dés lors :
sera l'abscisse du sommet remplaçant x paT sa valeur (12) dans l’équation (11),
on aura : — = aij ■+• — , d’où l’on tire pour l’ordonnée du môme sommet t ,
Éliminant m entre les équations (12) et (13), nous aurons l’équation du Km géométrique des sommets s; cette équation sera :
En sorte que le lieu des sommets s est une parabole £ ayant son sommet au pâle o ( [fig . i ) et ayant pour axe des y la droite Y parallèle à l’axe infini de chacune des paraboles A, A/, A /',.... et la parabole £ se trouve identique à la parabole A (puis* quelle a même paramètre) , mais elle est tournée en sens opposé.
20. 2* exemple. Soit donnée une spirale hyperbolique Payant pour équation :
Sa transformée A (en coordonnées rectangulaires et par le premier mode d» transformation ) aura pour équation :
(*) Vuyn, (lara les Décelop[wmntidc gtomttrit drteriplice, ch;ip. II. p. 1 34 cl suivant-a, l'emp'oi que nous »runs fait de lu propriété de celte parabole pour construire lu tangente à In spirale d'Archimède.
Itoberval est le premier, à ce qu'il i «irait , qui o trouvé In propriété de la rectification de la spirale d’Archimède au moyen de lu parabole ; su démonstration n’est point parvenue jusqu'A nous. Biais * Pascal a démontré celte propriété dans le mémoire qui a pour litre : De l égalité des lignes spirales el paraboliques. 1 . 1 démonstration que jo donne dans ce mémoire est tout a fuit différente de celle de Pascal ; celle de ce savant est une démonstration géométrique au moyen des incréments et décréments ; celle que je donne est véritablement une démonet re l ien mécanique. Voyez dans les Développements de géométrie descriptive la note placée nu bas de lu page 434; voyez aussi dans le Cours de géométrie descriptive la note placée du bus de lu page 290. ,
Ainsi la transformée' A sera une ligne droite. »! ■
Pour un rayon vecteur p’, l'équation de la courbe 3 sera : p(« + m')=a, et l’équation de sa transformée A' sera : y'+ m'x' = a.
La courbe A' sera donc encore une ligne droite , et dés lors on en conclut que toutes les transformées A , A', A”... . seront des lignes identiques et superposables, puisque chacune d'elles sera une ligne droite.
30. Si l'on fait tourner la droite A' autour du point o comme centre pour amener le point a en a,', et la droite A' en la droite A/, on aura pour équation :
ce qui nous apprend que toutes les transformées, après leur mouvement de rotation autour du pôleo, forment une série de droites qui coupent toutes l’axe Y, mené par le point o perpendiculairement à l’axe X qui est l’origine des angles s, lequel est en un même point dont la distance au pôle o est égal à : a(fg. k).
31. De ce que toutes les transformées de la spirale hyperbolique sont identiques et sont des droites, on en conclut que la spirale hyperbolique est une courbe rectifiable.
32. Cherchons maintenant In longueur rectifiée d’un arc aa' de spirale hyperbolique.
Pour cela , nous amènerons la transformée A,' en la position A,' en nous servant des formules :
= en*? -f-y.ginr -{- a j y = x.stnf — y.cosf 4-S J
Substituant les valeurs de x et y, données par les équations (17) dans l’équation (16), nous aurons :
X, tin f — y, 00Sf + 6 -f ml (x, eo*f -f j, »in T + •) t= •
x, (sio V -f m'eos ?) 4- y, (m sin f — oo*j ) = a — t —
i sinf4- m 'c <M T a — S — m ’a
ÿ ‘ msiiif — cos y ’ = msin f — cia?
Identifiant terme à terme les deux équations (18) et (16), on lions de condition :
liiiv + m'coscasO
Étifoi, ■ ■
l'équation (19) peut s’écrire ainsi :
aura les équa- (1»)
= 0, d'où l'on a , (angt= — «'
(ai;
V I 4 - laog> J 4 - tnng>
l'équation ( 20 ) peut s'écrire ainsi :
\V l-f-lang >/
Remplaçant dans l’équation (22) lang ? par sa valeur donnée par l’équation ( 21 ), on aura :
VKTTnTv
on
Ce qui nous apprend que l'on peut placer la nouvelle origine des coordonnées partout où l’on voudra , pourvu que scs coordonnées « et S satisfassent à l’équation (23), et que l'on pourra toujours, l'équation (23) étant satisfaite, amener la droite A,’ à être parallèle à la droite A.
83. Mais, si l’on supposait , comme dans la ftg. 4, qne la droite A ne soit pas parallèle à la droite X, et si dès lors la spirale hyperbolique J avait pour équation p(a + m) = a, la droite A aurait pour équation :
et la droite A, aura toujours pour équation : y 4 - m'xzsa (10).
Alors , en identifiant les deux équations (18) et (24), on aura les deui équations de condition :
m (m’sin ? — cos ?) = *in ? ■+- m’coif
— m'ai ri f — cos f
l’équation (25) peut s’écrire sous la forme :
mfm'tangf — f) = tangf+m tang f (mm'— 1) = m’+ m
d’où l'on tire :
d’où
m’+m •* n gf = mm '_7j
L’équation (28) peut s’écrire sous la forme :
«l/l 4 - tangv =
a — * — m*« m' tang p — I
Mettant dans l'cquatioa (28) la valeur de langui donnée par réijiutiou (27) , on aura :
et nous retombons sur un résultat tout à fait semblable à celui que nous avions trouvé précédemment , savoir : que l'origine o est indéterminée , en ce sens que ses coordonnées a et S doivent satisfaire à l’équation (29).
34. Le résultat auquel nous arrivons est conforme à ce qui doit être, et ne doit pas nous surprendre; en effet, une fois qu'une droite A,' est parallèle à une droite A, on peut la faire mouvoir parallèlement à elle-même pour la transporter sur la droite A , d’une infinité de manières.
36i Nous voyons donc que la méthode rigourense qui noos a permis , dans' I» cas de la spirale 4' Archimède , de construire l’are de In parabole ( transformée) qui était égale en longueur à un arc donné de In spirale d’Archimède, se trouve' en défaut. Nous sommes donc forées de chercher une autre méthode pour leaas particulier de La spirale hyperlmliquc.
36. Remarquons que la courbe 9 étant armée en 9‘, après avoir tourné autour du pèle o , la tangente A est venue en A.’, et qu’en toutes les positions que prendra la courbe i en tournant autour du puinl o , lu droite A prendra des positions correspondantes qui toutes passeront par le point q, qo étant égal à o.
Cefii posé :
37. Lorsque la courbe reviendra ( fig . k) en la position 3, le point a, vien-
dra se placer sur le point u, le point a, tournant autour du centre o; et la droite A,' viendra sc placer sur la droite A, le point a,' venant se placer en r sur la droite A, ce point a,' ayant tourné autour du centre q.
Dès lors il est évident que l’arc n.n, de fa spirale hyperbolique aura roulé sur la droite A,' en sc développant sur celle droite d’une longueur égale à : nr.
Ainsi la droite tir sera égale en longueur à l’arc a, fl,, lequel arc est égal en longueur à l’arc aa de la spirale 3.
38. Si donc on veut construire la longueur rectifiée d’un arc aa' de spirale hyperbolique, on mènera les deux rayons vecteurs on cl on'; du point o comme centre et avec le plus petit rayon vecteur on', on décrira un cercle qui transportera le point a en a,' sur le grand rayon vecteur on ; on unira le point fixe q avec le point a' ; et du point q comme centre avec qa' pour rayon , on décrira un cercle
coupant la droite gn (tangente en a à la spirale) en un point r; et la droite -ra sera égale à l'arc rectifié an de la spirale donnée ,(*).
39. Ce qui précède nous démontre que, pendant que la spirale conduit sa tangente, cette tangente ne glisse pas sur le point fisc q. Mais on doit remarquer que la spirale tournant uniformément autour de son pâte o, sa tangente ne tournera pas uniformément autour du point fisc q.
40. Si l'on suppose que la spirale 3 tourne autour de son pôle o jusqu'à ce que la tangente A prenne la position A en laquelle elle sera parallèle à la droite X , alors la courbe 3 , en sa nouvelle position , aura la droite A pour asymptote, et le point infini de cette courbe é sera situé sur lu droite A et du côté du point l. Et si l'on a décrit du point q comme centre , et avec qr pour rayon , un arc coupant la droite A au point r', l'arc infini de la courbe é', à partir du pointa', sera représenté en sa rectification par la portion infinie r'I de la droite A.
Mais si I on suppose que la courbe é tourne en sens inverse, et que sa tangente vienne passer par le pâle o, alors elle aura pris la position Y, cl en cette position elle sera tangente à la nouvelle position prise par la spirale ê en son point asymptote o.
Si donc nous décrivons du point q cornue centre et avec oq pour rayon (et nous savons que <x< = a) un cercle coupant la droite A en un point k , la portion rk de la droite K sera égale à Tare de la spirale compris entre le pointa' et le pâle ou point asymptote o. En sorte que l'arc a'o de la spirale hyperbolique ri’a que l’apparence d'ètrc infini ; cet arc a réellement une longueur finie.
4t . Il en est donc de la spirale hyperbolique comme des serre» , «lie* lesquelles la somme de leurs termes en nombre infini est pour les unes une quantité finie, et pour les autres une quantité infinie.
42. 3* exemple. Soit donnée la courbe polaire 5 ayant pour équation :
sa transformée A aura pour équation :
r* tf
-r + fr=l <30.
Cette transformée sera donc une ellipse ayant le pâle o pour centre, et ses a ses
(•JVoyei dans le chjp. Il des Développement! de géométrie descriptive , les divers problème»; que iwus «vous résolus sur lu spirale h) perbulique en nous servant de ta transformée ; en coordonnée* reclan-
gulaires) de celle courbe.
seront dirigés, l'un suivant la droite X origino des angles s, et l’autre suivant la droite Y menée par le pôle o perpendiculairement à la droite X.
Cela posé :
Si l’on fait tourner la courbe $ autour du pôle o pour prendre la position i' (l'angle de rotation étant m'), l’équation de celte position 3/ sera :
et l'équation de la transformée A,’ sera :
et après les réductions , on aura :
Nous remplacerons dans l'équation (31) x et y par les valeurs
et l’on aura
x = x, cos T + ÿ, »* n T + ■ y =x,sio? — y.cos* -f «
sin’y
tuf
tlm'cnsysin y
, ço»>
Sm'siiif cosy
2<invrt«r
•im’e ns’y ¥~~
7 COS y
êsin f
rosy
Jm'is in t
aof
Sro»y
lf~
! am'Csin^ H b’
2maco«f
tl faudra maintenant identifier terme à terme tes deux équations (32) cl (30). 13. Mais si l'ou examine l'équation (31) , on voit de suite qu’elle appartient A une ellipse concentrique à l’ellipse A.
■ Par conséquent , il sera inutile de changer l'origine de place pour reconnaître si les deux ellipses A et A/ sont des courbes identiques, superposables; il suffira de changer les coordonnées rectangulaires X et Y en d’autres coordonnées rcclan- * gulaires X, et Y, ; dès lors l’ équation (32) se réduira , après y avoir fait « = 0 el 6=0, à:
sjn>
2 m , co» T .sin T
x '' + (i+î)‘ in ' T
2m'sintcoSf
*'+ a (i 4 v) CO,TSin?
sin ? cosy
ï.ih'cos’ÿ
2 m' sin’y
=t (SS)
Pour faire disparaître le terme en x, y, dans l’équation (33), nous poserons l’équation de condition :
Cette équation peut se mettre sous la forme :
tang T -
tangf m’ ( m'tang’f
d’où l’on tire :
Ung* t . F + Ung T ^- i ; + -j-_ =o
Ung’ T +Uug T .J(i-i + ^)^.
et l’on aura, après réduction :
tan ?’' = - â 5 ?(?+~F^) l / 6 a<m"+ 6 ‘+a‘m'»-HiH- 2 fl’t’m'*- 2 a , f (M)
44. Les coefficients des carrés et y.’, après y avoir remplacé cos^ et sin ? par leurs valeurs en tang<j seront :
Pour x‘ ; savoir :
l*V. ,4n R’? , am'taug?-] 1 t
\\a'^ y) + -ÿ~ + ~y J 1 + tangS ~ V . ,
— :ua —
et pou»- y,’ ; savoir :
Or, en remplaçant dans les expressions -jr et -gr , lan ® 9 par 53 Ya, ® ur
on aura les valeurs des demi-axes A et B de l'ellipse A/, et il est facile de voir, sans pousser plus loin les calculs, que ces demi-atfes A et B rte seront point égaux ■aux dcini-aves a et b de l ellipse A.
45. Ainsi , |)Our la courbe polaire dont il s'agit , las diverses transformées sont des ellipses ayant toutes môme centre, mais n’clanl point des courbes identiques, superposables.
4». Dam ce qtii précède , nous avons reconnu que la spirale d’Archimède « la spirale hyperbolique jouissaient l une cl l’autre de la propriété remarquable, savoir : que toutes leurs transformées en coordonnées rectangulaires ( d'après le premier mOdctle transformation) étaient des courbes identiques, superposables.
Il est évident que la circonférence d'un cercle est encore une courbe qui jouit de la môme propriété , puisqu'elle s* transforme suivant a» tangente.
» Ainsi, nous connaissons trois courbes polaires: 1* la circonférence du ccrele, 2“ la spirale hyperbolique , et » la spirale <T Archimède , pour lesquelles toutes les transformées sont des courbes identiques et superposables; pour les deux premières, la transformée est une droite qui leur est tangente ; pour la seconde, la transformée est une section conique qui est une parabole.
Mais n'y a-t-il que ces trois courbes polaires qui jouissent de cette propriété^
* vï ;’
Pour résoudre cette question , qui n'est pas sans intérêt (vu les applications aux engrenages, que nous allons faire* ci-après, en utilisant les propriétés géométriques des spirales d'Archimède et hyperbolique ) r on devrait déterminer, per V analyse , quelles sont les courbes pour lesquelles les deux équations :•
SH * îb’0+*)l = “
en supposant que */_*«», +,*•* + *
y* = x sia f — y co*j +*
peuvent être rendues identiques, par des valeur» réelles de ç , a ét «.
J'abandonne celle recherche aux analytirt, car elle est ettenücllrmenl du domaine de l‘ analyse; Ie9 problèmes de ce genre ne peuvent èlre résolus que par la lauyue algébrique.
VU
47. En examinant attentivement In’fig, f, ’on'witwms peine que hcourbe polaire 3 peut être considérée comme l’enveloppe de l’espace parcouru par sa transformée en coordonnées rectangulaires.
On voit donc, d’après ce qui a été dit ci-dessus, que les courbes polaires qui auront même longueur d'arc que leur transformée, devront être l’enveloppe de l'espace parcouru par une courbe, de forme constante.
Mais la loi du mouvement de l'envcloppce (constante de forme) ne sera .pas arbitraire , pour que la propriété des arcs égaux subsiste. La loi du mouvement devra être une de celles que nous avons précédemment établies.
48. Ainsi, par exemple, lorsque la loi du mouvement de l'enveloppée sera telle que celle que nous avons reconnue exister (tour la parabole transformée en coordonnées rectangulaires de la spirale d'Archimède, il sera facile do- trouver .l ! cquation différentielle de la courbe polaire en r ctcippr- ; «n «flirt :
Soit l’équation de l'enveloppée.
On diiïérenliora celte équation , cl l’on aura :
dr dy
et dans celte équation ililférentiello, on remplacera x parp, dx par rfp, y par cap., et dy pur fpdu -f- udp) , et l'on aura l'équation différentielle de toutes les courbes polaires qui -peuvent être l'enveloppe de l'espace parcouru par une enveloppée constante de forme , et soumise à une loi de mouvement ide.nliquc à celle qui dirige te niouvemout de la parabole ipur rapport à la spirale d'Archimède. „
Vérifions ce qui précède |Uir un exemple
Soit x' — ay l’équation de l’enveloppée.
En dilTérenlialttpon'trouve :
ijrrfjr = ady
‘Remplaçant *, dx,-y,<dy par les vtileurs indique*» oi-rtewMis, ontrouve l'équation dillérenlielle : " *
‘J., d . — fl (td*.
dont l'intégrale
2 ÿdî = udp)
sera l'équation en coordonnées polaires de la courbe enveloppe eberebée, ,
Cette intégrale est :
ou » = •»
(en négligeant la constante arbitraire C, ce qui évidemment est permis dans ce cas, puisque pourp = Oon a&» = 0,et que par suite on a C = 0); et ion retrouve bien l’équation de la spirale d’Archimède.
$ vin.
50. Le premier mode de transformation , que nous avons examiné 8 I , n'est qu’un cas particulier d’un mode de transformation plus général , et que je vais exposer.
Soitf/ÿ.e) une courbe polaire Payant pour équation /(p,»>) = 0, le point o étant le pâle , la droite X étant l’origine des angles w comptés de gauche à droite, ainsi que l’indique la flèche.
Prenons sur la droite X un point o, distant du point o d’nne quantité a. Cela fait, prenons sur la courbe 3 une suite de points m\ m", m'", etc., dont les rayons vecteurs seront respectivement p', p", p'", etc., ccs rayons vecteurs faisant avec la droite X et respectivement des angles ta', ta", ta'", etc. Du point o comme centre commun , décrivons des cercles C', C", C", etc. et respectivement avec les rayons p', p", p", etc. ; ccs cercles couperont respectivement la droite X aux points q', q", q'", etc.
Cela fait , du point o, comme nouveau centre commun, décrivons les cercles D‘, D", D'", etc. et respectivement avec les rayons q'o, =p' -)-o, q"o. =p”-l- a, q'"o,=xp" + a , etc. Puis prenons sur ces cercles D', D", D'", etc. des arcs q'jeîfc q"x", q“x", etc. tels que l’on ail : arc rectifié . q'x — arc rtclfié . q'm ; arc rectifié. q"x" =arc rectifié . q"m", etc. Les divers point* x", x'", etc. détermineront une courbe A qui sera la trannfarmte de la courbe 3, et les deux courbes J et A couperont la droite X en un même point m en lequel elles seront tangentes l’une à l’autre.’ ■ «
51. L’équation de la courbe A sera facile à trouver ; et en effet :
Désignons par X un des rayons vecteurs de la courbe A , et par p l’angle que ce
rayon vecteur X fait avec la droite X; on aura , en se rappelant que le pâle est le point o, :
p=X— o ci ..p — pi
De ccs deux équations on tire :
, .■.vp*'»*- rf VtïO'.J'J "■ 1 • *
Substituant ces valeurs de p et de « dans l'équation f(p, u) = 0, qui est celle de la courbe 3, on aura :
i ’• (rr;)H
qui sera l'équation de la iraïuformée A.
§ IX
52. Si , au lieu de chercher la transformée A de la courbe 3 par rapport à la droite X, on cherchait la transformée A' par rapport à une droite X' (fig. I) [tassant par le point in' de la courbe 3, cl faisant avec la droite X un angle on devrait prendre sur la droite X' un point fixe o,' qui (distant du pôle o d’une quantité n') devrait être considéré comme étant le pôle de la transformée A', et faire, par rapport A la droite X' et aux deux pôles o et o', des constructions analogues A celles quenousavons exécutées ci-dessus $ VIII. On construirait dès lors par points la courbe A', laquelle serait tangente à la courbe 3 au point m.
53. Pour obtenir l’équation de la transformée A', il ft«M ao préalable trouver l’équation de la courbe 3 , en passant de la droite X à la droite X' comme origine des angles ta.
Or, on sait qne dans ce cas l’équation de la courbe 3 sera , en désignant l’angle m' (qui reste constant pour toutes les constructions subséquentes) par n :
fl?, !», + «)] = <> 0)
Il suffira donc de remplacer, dans cette équation :
p par et «•,
et l’on aura :
'[<>—'>• fâ + ")]=° »
qui sers l’équation de la courbe A'.
54. On voit que si l’on cherche les transformées A, A', A”, A 1 ", etc. correspondant aux divers points m, m, m", »«*", etc. de la courbe polaire donnée 3, les divers pôles ( nouveaux) o,, o.', o,", o"‘, etc. pourront déterminer une courbe non arbitraire et dont l’équation sera évidemment :
l'équation de la courbe 3 étant :
fi ».* *) = 0 (i)
De sorte qu’à une valeur de p prise dans l'éqvatMin \(A) correspondra «ne vatev de u <|ui , substituée daus l'équation (3) , donnera une certaine valeur pour le rayon vecteur a.
Nous désignerons la courbe polaire dont Péquation est (3) par B. Ainsi la courbe B sera le lieu des pôle» des diverses transformées A, A', A", A'", etc. de la courbe polaire «humée 3.
55. D’éprès ce qrri préçéde , en voit que l’on peut prendre arbitrairement In courbe prdaire Tl , et qu’à chaque coorbe B, nouvelle, correspondront des tram» formées différentes A, , A/, A.", A.’”', etc. delà courbe polaire donnée 8.
g KL
On peut se proposer la solution du problème suivant
Liant donnée une courbe polaire 3 ayant pour équation : J[ p, (u -f n) ] =0 , reconnaître si celte courbe aura toutes ses transformées A, A', A", etc. identiques cl superposables, pour une certaine courbe B, lieu des pôle s respectifs o, , o.', o t " 4 , etc. de ces diverses transformées.
57. Ce problème, dont j'abandonne In solution aux analyste», nous conduirait à connaître Tes courbes polaires 3 et A qui pourraient rouler l une sur l'autre. Jusqu'à présent on ne connaît que le cercle3, ayant le pôle o pour centre, qui jouisse de la propriéié d’avoir pour ses transformées A , A*, A”, etc. des courbes idi iniques et superposables ^ <et cela lorsque la combe Best elle-même un cercle ayant aussi le pôle o pour centré ; et dans ce cas , les Iransfoi niées A , A', A", etc. sont des cercles identiques ayant leurs centres respectifs situés sur le cercle B. ( Voyez la 11g. ni ).
DEUXIÈME PART
Applications dé cc qui précéda à la contraction de deux nouveaux engrenage*
Les deux engrenages dont nous ■allons exposer la construction , joui sien i de la même propriété que Tes engrenages de TVhile; Hs Ont un frottement de ronlemcnt él les deux dents en prise ne sont en contact que par nn seul point.
Mais le mouvement de rotation de T une des roues dentées étant uniforme pen-
dant que deux dent* sc conduisent , le mouvement de rotation de la seconde rait<
dentée est variable; en sorte que dansees sortes (l’engrena jns. dcu* ou plusieurs dents de l'une des roues ne peuvent être en prise avec deux ou plusieurs dents de l'autre roue, il ne peut jamais y avoir qu'une seule dent en prise, et aussitôt qu’elle quitte ,41 faut que la dent suivante se nielle immédiatement en prise pour que le mouvement de rotation puisse se continuer sans interruption.
Ce mouvement de rotation varié de l une des roues ( le mouvement de rotation de l'autre roue étant uniforme) recommence à chaque nouvelle dent en prise. de sorte que le mouvement de rotation de celle roue est périodique de dent à dent.
On pourrait donc désigner ces deux engrenages, sous le nom d'engrenages <) mouvement , de rotation , varié et périodique ou périodiquement varié.
Premier engrenage dans lequel les axes se coupent.
58. Si sur un \t\nn(fg. n), nous Craçonsune spîraîc (T/lrchiméde 9 ayant le point o pour ptMe et une parabole A tangente en ait la spirale 3 et passant par le point o, son sommet étant en s et cette parabole étant la transformée de la spirale 3, ou roit de suite :
Que si le plan de la spirale peut prendre un mouvement de rotation autour du point o, la parabole A en glissant sur le point o, son axe infini restant pendant le mouvement parallèle il lui mémo, conduira avec un frottement de roulement la spirale i en la formant à tourner autour du point o.
Et lorsque lu spirale 3 aura pris lu position 3, , la parabole A étant venue en A, , on voit que : t* le sommet s de A sera venu en s, ayant parcouru l’arc si' de la paraliole {; 2* le point a' de 3 sera venu en a', et le point a de 3 sera tenu en a, , les points a et a' ayant décrit des ares de cercles autour du point 0 ; 3* le point a de A sera venu en q, et le point r de A sera venu en a,‘\ en sorte qne l'arc ar de la parabole A se sera développé en roulant sur l'arc ad de la spirale^.
50. D'api es ce qui précède, on voit que si l'on ne considère que l'arc orde ta parabole A et l are au’ de la spirale 3, ees deux arc» se conduiront l'un l'aoire par un frottement de roulement, l'arc aa' de 3 ayant tourné autour du point « d'un angle w et l'arc ar de A a’étant mû paraboliquement et porattûlemeut à la parabole Ç, la quantiléde translation étant rd, — ss'.
Il est bien évident que si l'on ne considère que le point de départ et le polit d'arrivée, on pourra supposer que l'arc ar de A s’est iuû parallèlement i la droite
D', laquelle est parallèle & la droite D qui unit les sommets * et *' des paraboles de départ A et d'arrivée A'.
60. On voit donc que si l'on prend : 1* uno règle (fig.q) sur laquelle on trace des arcs équidistants de paraboles égales A, A, , A., etc., et 2” un plateau tournant (/Ig. p ) sur lequel on trace des arcs équidistants de spirales égales 3, 3 , , 3,, etc.
La règle , en glissant parallèlement & la flèche / ( les deux droites X et X, étant supposées superposées), fera tourner le plateau autour de son centre o.
Engrenage <i crémaillère.
61. Il est évident que l’on a dans ce qui précède tous les éléments d’un engrenage à crémaillère, dans lequel le frottement sera de roulement, et pour lequel la vitesse de rotation de la roue dentée étant uniforme, la vitesse de translation de la crémaillère sera périodiquement uniforme, car |>endant que le pointa' do A se mouvera pour arriver au point a,' de A, (Jig- g), son mouvement de translation ne sera pas uniforme, mais les espaces entiers a a', , a', a',, etc., seront parcourus dans des temps égaux.
62. Pour achever l'engrenage, il faut habiller les courbes A et j que nous avons considérées jusqu'ici comme des lignes rigides, et il faudra les habiller, ou en d'autres termes il faudra leur donner du corps, |>our en faire de véritables dents d'eugrenage, absolument de lu même manière que pour les engrenages à la Wbite, ainsi : en désignant par Q le plan sur lequel est tracée la spiralo 3, un fera mouvoir un plan P normalement à la courbe à, cl dans ce plau P on aura tracé une courbe Aayanl en le point m une tangente 1 perpendiculaire au plan P; le point m parcourant la spirale 3, la courbe A engendrera une surface spiruide qui formera la dent du plateau tournant (en if autres termes de la roue dentée).
On fera lu même chose pour la crémaillère, mais la courbe A' qui engendrera la surface parabolique de la dent de la crémaillère, sera tournée eu sens inverse de la courbe A, comme l’indique la lîg. r, et l'on aura soin de placer les courbes A et A’ dans le plan P, de manière à ce qu’elles aient même tangente I au point ni.
63. Ces considérations et ces couslructious nu peuvent olfrir aucune dilUcullé à ceux qui auront étudié avec soin la théorie des engrenages de VVIiile exposée précédemment.
S III
Engrenage compost de deux roues dentées.
64 . Si (fig, o ) l’on conçoit un cylindre ayant ses génératrices droites parallèles
à la droite X, et tangent à la règle suivant cette droite X t , l’on pourra enrouler la bande de papier DD' sur ce cylindre, et l’on obtiendra des courbes à double courbure, qui , lorsque le cylindre sera planifié, se transformeront en les arcs de paraboles A, A. , A,, etc.; et il est évident que si l’on prend ce cylindre, et qu’on le place tangentielleinent au plateau tournant, comme l’indique la (fig. o), ce cylindre en tournant autour de son axe horizontal A, fera tourner le plateau autour de son axe vertical Z. . , . • •
Et les surfaces des dents du cylindre, ainsi que les surfaces des dents du plateau étant construites comme pour les engrenages de White, on aura un engrenage dans lequel le frottement sera de roulement.
Les deux dents 3 et A seront en prise et en con^g ct par un seul point , et aussitôt quelles se quitteront , les deux dents
prise , et ainsi de suite; et de telle sorte que le plateau denté tournant un moment autour de son axe Z , la roue cylindrique, prendra deux monven l’un de rotation autour de son axe A indiqué par la (lèche G, et l’autre de translation et parallèle à cet axe et indiqué par la flèche J (fig. o). Pendant que les dents 3 et A se conduiront, le mouvement de translation sera varié ainsi que le mouvement de rotation du cylindre denté. * . . 1
65. On voit donc que par ce moyen onpcul transmettre un mouvement de rotation périodiquement varié entre deux axes perpendiculaires entre eux, et de telle manière que l’axe du cylindre denté ait un mouvement de translation , qui aura d autant plus d’étendue que l’o» aura fait le cylindre denté plus long.
66. Rien n’empécherait d’enrouler sur un cône le plateau (considéré comme une feuille de papier), alors on obtiendrait un engrenage composé d’une roue conique et d’une roue cylindrique; l’axe du cylindre serait alors parallèle à une génératrice droite du cône, et dès lors les axes des deux roues dentées ne se couperaient plus sous l’angle droit. Les propriétés de cet engrenage seraient identiquement les mêmes que celles de l’engrenage précédent.
67. Pour que le mouvement de rotation puisse se continuer non pas indéfiniment, car cela est impossible dans ces sortes d’engrenages , mais de manière à ce que le cylindre puisse faire plusieurs révolutions autour de son axe, on ne peut pas prendre le diamètre de ce cylindre arbitrairement.
Et en effet : les dents placées sur le cylindre doivent être également espacées; or : on voit de suile.cn enroulant la crémaillère ( fig. 9) sur le cylindre, que les droites D' et D" qui sont parallèles entre elles ( et qui font un certain angle avec la droiie X, à laquelle les génératrices du cy lindre sont parallèles ) , détermineront sur le ey'indrc( après y avoir été librement pliées et enroulées) deux hélices parallèles (ayant par conséquent même pas).
U faudra doue pour que les dents qui rampent eu liélicc sur 4 c cylindre , se trouvent également espacées entre elles, que la distance o'ôYqne je représenterai par /, soit contenu un nombre entier de fois dans une spire , ou révolution entière de l'hélice donnée par In droite D'.
On pourra donc supposer que pour une révolution on spire de l'hélice on ah m dents ( m étant un nombre entier ), et il faudra dès lors, en désignant par fUe rayon du cercle section droite du cylindre , et par y l'angle que la droite D’ fait avec la droite X, , que l’on ait : m.l.cosy— 2 r.lt; d'où l'on calculera h, cl l'on
_ m /. ro» 7
aura : R =
68. Lorsque l'on formerq l'engrenage ait moyen d'un cène denté (et non d'un plateau denté), il fuudru aussi calculer le demi-ongle au sommet du cène, par la condition que les dents se trouvent également espacées sur le cène.
Or si nous désignons par L le rayon on do cercle C ( fig. p ), et par r le rayon du cercle hase du cène sur lequel le cercle C doit s’enrouler, l’apothème tic oc cène étant égal en longueur à L,on voit de suite, en désignant par n le nombre de dents à placer sur le pourtour du cène , et par d l’arc rectifié aa , , qu'il faudra poser l’équation :
d'où :
Le demi-angle au sommet du o6ne sera donné, en le désignant par 6, par l'équation :
r « L. »iit C
d'où l'onlirc :
“‘“sar
««. Le sy stème que nous venons d'étudier nous donne quatre engrenages différentg : , . • * * *
i* Roue cylindrique conduisant on : V un plateau denté, ce qui donne une crémaillère circulaire; ou 2* une roue-conique dentée i sa surface convexe, ce
qui donno un engrenage extérieur ; oa î* une roue conique dentée S' a» surface
concave, ce qui donne un engrenage intérieur.
2* Une roue conique dentée à sa surface convexe et conduisant une crémaillère droite, dont la direction fait avec l’apotli&ne du cène un angle y.
1 Vota. On ne peut pas faire conduire un plateau denté par une crémsiïïère droite, parce que les dents ne pourraient pas se dégager les unes des autres, après qu’elles auraient cessé d'être en prise.
70. Remarquons que dans tous ces engrenages le point de contact des dcua dents en prise se meut sur la droite X , par laquelle se mettent en contact les sur* laces coniques et cylindriques; ainsi il arrive ici la même chose que pour les engrenages de Whitc.
7t. Remarquons encore que les distances du point de contact aux deux axes des roues dentées, ne sont point dans un rapport constant, car la distance du point de contact à l’axe de la roue cylindrique est toujours la même, quelle que soit la position de ce point de contact sur la droite X , tandis que la distance du point de contact à l’axe de la roue conique varie de grandeur à mesure que ce point de contact s'approche ou s’éloigne du sommêrdtT eéne.
• „ te rapport des vitesses ne peut donc pas être constant, et l’on voit dès lors pourquoi te mouvement de rotation de I nné des roues dentées étant uniforme, lé mouvement de rotation de l'autre roue doit être variable.
72. Nous devons encore faire remarquer que le cylindre devrait avoir une longueur indéfinie , pour que le mouvementée rotation puisse sc continuer indéfiniment dans le même sens.
Par conséquent ces engrenages ne pourront être employés que pour des mouvements alternatifs de rotation de la roue conique, laquelle imprime des mouvements alternatifs. de rotation à la roue cylindrique, et de plus imprime, en même temps, un mouvement, de ua-ei-vieni a l'axe de la roue cylindrique.
| IV
Deuxième engrenage dans lequel les axes ne sonl pas situés dans le mime plan.
73. Sur un plan ( fig . s ) nous traçons : 1* une spirale hyperbolique 3 ayant le point e pour pôle (ou |>our point asymptote) ; 2* une droite X (tassant par le point o; 3° une tangente X au point e eu lequel la droite X coupe la courbe £4 4° une droite y passant par le point oet perpendiculaire à la droite X , et coupant la tangente x en un point f ; Sêun cercle C ayant le peint» peur centre et no peur
rayon; et 6* un cercle C’ d’un rayon arbitraire, mais plus petit que ao, ayant le même point o pour centre cl coupant la spirale 3 en un point a.
Cela luit :
Si nous faisons tourner la courbe 3 autour du point ojusqu’à ce quelc point a.' vienne en a,' sur la droite X , celle courbe 3 aura tourné d’un angle y et prendra la position 3,. » ■
Et si pendant ce mouvement la courbe 3 a entraîné avec elle sa tangente A, cette droite viendra prendre, à la lin du mouvement de rotation, la position A, , en laquelle elle sera tangente à la courbe 3, au point u,'; ainsi la droite A peut être considérée comme ayant décrit autour du point q, un angle S.
Si donc on suppose qu’au delà de la droite A se trouve une droite A, tangente & la spirale 3, au point p, celle droite A, faisant avec A un angle 6 Cl passant aussi par le point q, les arcs a'a.' et o'</,' seront égaux , et des lors en faisant tourner les rayons A., A, A., autour du point q, ils conduiront avec un frottement de roulement les courbes 3,, 3, 3,, en les faisant tourner autour du point o.
Mais comme les vitesses de rotation étant supposées uniformes pour les courbes 3, ne seront pas uniformes pour les droites A, il faudra que pendant qu’une des tangentes A conduit l’une des courbes 3 , ou est conduite par elle , les autres tangentes et courbes homologues ne se trouvent point en contact. Or il évident, par le tracé graphique cl tout cc qui a été dit dans la première partie de ce mémoire, que cela aura lieu .
73. Pour que le mouvement de rotation puisse sc continuer indéfiniment , il
2ir
faudrait que l’arc mesurant l’angle y soit égal à —, ni étant un nombre entier,
et il faudrait aussi que l’arc mesurant l’angle S soit égala — , n étant un nombre
entier. Mais comme les dents' courbes et droites sont enchevêtrées les unes dans les autres, et de telle manière qu’elles ne pourraient se dégager les unes dés autres, tant que l'on voudrait les considérer comme placées sur deux plateaux circulaires et horizontaux, l'un tournant autour du point oet l’autre tournant autour du poinU/, nous allons voir qu’il suffira de prendre l'angle S tel que l'on ail :
El en effet, pour que les dents courbes 3 puissent sc dégager des dents droites ou flunct A , il suffit de s’arranger de manière à cc qu'elles passent au-dessous du plan des droites A avant et après le contact qui a lieu sur la droite X.
Or c’est cc que l'on obtiendra en pliant le plan circulaire sur lequel se trouvent
tracées les courbes 3, sur un cône ayant son sommet au point o et qui serait tangent à ce plan tout le long de la droite X.
On déterminera ce cône de la manière suivante :
Ayant tracé la roue plane à lianes ( fig . i), et ayant dès lors tracé les divers rayons A , A,, A,,... tels que les angles S étant égaux entre eux , on aura :
on tracera la droite X et on fixera le point o sur cette droite X, lequel sera donné par le pied de la perpendiculaire abaissée du centre q sur celle même droite X» On tracera la spirale hyperbolique 3 ayant le point o pour pd/e ou pour point assymptotc, celle courbe 3 étant tangente à la droite A au point a en lequel les droites A et X se coupent.
Du point o comme centre et avec oa,’ pour rayon , on décrira un cercle C' coupant la courbe 3 au point a ; et l’on remarquera que le point a,' est celui en lequel se coupent les droites A. et X.
Cela posé, on cherchera le rayon d’un cercle qui serait tel que sa circonférence
sera égal» à p fois l’arc rectifié a'a,’. _
F.t ainsi désignant oa,’ par L, par R le rayon du cercle cherché , et par d la
longueur do l’arc rectifié a'a,', on aura :
d’où :
Sv.R = p.i
On construira donc un cône X ayant 1* son sommet au point o, ayant Y le plandes droites A pour plan langent tout le long de la droilo X, qui sera l'apothème de ce cône X, cl ayant 3* pour section droite un cercle du rayon R, ce cercle passant par le point a,'.
Cela fait :
Supposant {fig. s) que les courbes 3,, 3, 3,,... sont également espacées entre elles , et que les arcs a.V, au,’,... de la fig. (s) sont égaux entre eux et à l'arc a,' a de la fig. (/), il suffira d'enrouler sur le cône X le plan sur lequel se trouvent tracées les courbes 3, et l’on aura sur le cône X des courbes à double courbure qui conduiront par un frottement de roulement les rayons ou flancs du plateau dont le centre est en q.
75. Il suffira d ' habiller les courbes du cône X et les rayons ou flancs du plateau , de la même manière qu'on l'a fait pour les engrenages de Whilc , cl l'on obtiendra
un nouvel engrenage à frottement de roulement et composé ifne plateau denté et d’une roue conique dentée ; et dans cet engrenage les axes no seront point situés dans un même plan , deux dents seront en prise et ne se toucheront que par un point, et le point de contact se mourra sur la droite X, droite suivant laquelle se touchent et le cène S et le plan du plateau.
70. Il est évident que la roue conique tournant uniformément , le pluleau aura un mouvement de rotation variable, car si (fig. u) on considère un |>oinl de eonlacl a de deux dents en prise , les distances de ce point a, savoir : ag à l’axe Q perpendiculaire au plateau et passant par son centre q, cl «h à l'axe O du cène X •l passant par son sommet o, ne seront point daus un rapport constant lorsque L’en fera varier la position de ce point a sur la droilo X (*).
77. Il est encore évident que cet engrenage ne peut donner aucune variété comme l'engrenage précédent. 11 doit être rangé dans la classe, des engrenages i crémaillère circulaire ; il est seul et unique de son genre.
TROISIfcMK PAHT1S.
Nous allons dans cette troisième partie donner la construction géométrique des excentriques destinés à tracer : 1* sur un plan et 2* sur la surface concave ou con- • vexe, il' abord d’un cylindre et ensuite d'un cène, une courbe de forme déterminée.
Tracé d'une courbe sur une surface plane et recUmgulairc.
78. Soient données la droite X et une droite D perpendiculaire à cette droite X et la coupant au point m (fig. »); d’un point o pris sur la droite X et comme centre et avec un rayon om, décrivons un cercle C; traçons une courbe 3 arbitraire et passant par le point m.
Cela fait : divisons la droite D , et à partir du point m, en un certain nombre de parties égales entre elles, par les points m , m 1 , m’', en menant par ces
points des parallèles à la droite X , nous aurons les divers points m, x’, xF , x'",.*» de la courbe 3.
En sorte que le point m étant considéré comme origine des coordonnées et les droites X et D comme axes des coordonnées , le point x' de la courbe 3 aura mm pour abscisse et ni'x' pour ordonnée.
(*) Voyex S ce sujet U Théorie géométrique des engrenage» , et les Développement! de géométrie descriptive.
Cela posé :
Si l'on suppose que In courbe 5 se meute parallèlement à elle-même , et dans le sens de la droite D, ainsi que l'indique la flèche /', à mesure que les points m\ m", m"' r . . Tiendront se su per («Ber sur le point m, à mesure aussi et en même temps, les points x, x", de la courbe 3 viendront passer par les points p',p p"’,,.. de ta droite X.
Et si l'on dente le cercle C et la droite D , de manière à former «m engrenage à crémaillère, pendant que le cercle C se mouvra uniformément, la crémaillère D se mouvra aussi uniformément.
Cela posé :
Si l'on divise do cercle C en arcs égaux entre eux, tua', nu", n"n et de manière à ce que Fun ait m;u‘ = arc rectifié mn, on voit de suite que les points •m' et a', tu" et m", m'" et viendront successivement se superposer sur èe
point m , parce que le cercle C et la droite D sont les lignes primitives de l'engrenage à crémaillère, et que le cercle C et la droite D se conduisent dès lors par uu frottement de roulement.
Cela dit : - . _
Traçons sur le plan du cercle C les divers rayons ou, ou", on'",,., et portons respectivement sur ces rayons les distances :
• t > un n tu nt ti>
ny ~mp , n y =mp , n y —mp
'les divers points m, tj, y", y'",.., détermineront uno courbe polaire ou excentriqtre çp.
El il est évident que si la roue dentée tourne suivant la flèche /“ et force la crémaillère à se mouvoir suivant la flèche /, les points homologues des courbes -q et 3 viendront en même temps se superposer sur la droite X ; et qu’ai nsi les points x’ et y' viendront sc superposer sur le point p', x" et y" viendront se superposer sur le point p", et ainsi de suite. Ce qui précède étant compris :
79. On voit de suite que si l'on suppose en m un style ou pointe à tracer, ce style sera ou 1* poussé le long de la droite Z par Y excentrique q et dans le sens indiqué par la flèche /, et tracera sur un plan fixé à la crémaillère la courbe d, comme l'indique la fig. a; ou 2* il sera poussé le long de la droite X par le calibre 3 et alors il tracera sur le plateau tournant K la courbe y, ainsi que l'indique la fig. y.
8 il.
Tracé d'une courbe tur une surface cylindrique au moyen de T excentrique.
80. 1* Concevons un cylindre £ de révolution dont le cercle E de section droite aura son rayon égal à p ( fig. x ) ;
2‘ Désignons par B son axe;
3’ Imaginons que ce cylindre étant transporté sur la fig. » se trouve tangent au plan ( sur lequel est tracée la courbe 3) , suivant la droite X ;
4* Enroulons le plan de la courbe 3 sur le cylindre 2, la courbe plane se transformera en une courbe à double euurbure £ (fig.x), et les arcs égaux entre eux
nie/', q’q", q"q‘" du cercle E seront, étant rectifiés, égaux aux parties égales
entre elles mm', mm", m"m"\ ( fig. b) de la droite D.
L'angle y mesuré par l'arc mq’ du cercle E (fig. x) sera donc connu et l’eimplilude de cet angle dépendra de la grandeur du rayon p.
Le rapport entre les angles ta (fig. b) sera donc connu et sera construit graphiquement sans difficulté aucune.
Cela posé :
Si l'on place le cylindre 2 sur la lig. b, de manière à ce qu’il soit tangent suivant la droite X, on pourra remplacer, dans les systèmes ou machines dont les éléments sont indiqués (/j. y cl *), la courbe 3 par la courbe £; de telle sorte que si (fig. s)lo cylindre X tourneautour de son axe Bot uniformément, l'excentrique K tournant aussi uniformément autour de sou axe I', les vitesses angulaires
étant dans le rapport constant - , les points homologues des courbes ç et Ç, savoir : n et s', n" et n" et s'",... viendront en même se superposer sur la droite X.
81. Nous allons indiquer entre tous les systèmes mécaniques qui pourraient être employés pour transmettre le mouvement demandé entre les axes I' cl B, celui qui nous parait le plus simple (*).
' Le cylindre 2 sur la surface convexe duquel on devra tracer la courbe £ prendra un mouvement de rotation autour de son axe B, au moyen d’une bague ou anneau denté C (fig. s), qui sera conduite par une roue dentée C’ du même rayon porté par l’axe I parallèle à l’axe B est situé avec lui dans un plan vertical.
(*) Dans tout ce qui va suivre jusqu'à la fin du eu mémoire, nous «'exposerons quo les principes d'oprè» lesquels les machm«s doivent être construites , et nous n'indiquerons quo les éléments do ces machines.
Ed sorte que l’axe I transmettra par l’engrenage cylindrique C et C', son mouvement à l’axe B, et les deux axes I et B tourneront dans le même sens.
Cela posé :
On devra transmettre le mouvement de rotation de l’axe I à i’axe 1' de l’excentrique K. Les deux axes I et I se coupent sous l’angle droit , et les trois axes I', I et B sont dans le même plan vertical. On transmettra le mouvement de rotation de l axe I a l’axe I' au moyen d'un engrenage conique C" et C'", mais il faudra
diviser l’angle droit I, !’, en deux angles « et 6 tels que l’on ait : - = pour
que l’axe I' tournant de l’angle « transmette à l’axe B au moyen de l’axe I un mouvement tel que cet axe B tourne sur lui-même d’un angle y.
L’excentrique K poussera ou 1* une tige ou verge F qui sera parallèle à l’axe B du cylindre plein £ ol dont la pointe m tracera la courbe (sur la surface convexe du cylindre 2 (fig. t ) , ou 2* une lige ou verge F' qui sera parallèle à l’axe B' du cylindre creux 2' et dont la pointe m tracera la courbe ( sur la surface concave du cylindre r (fig. S): On ne doit pas oublier que le rayon p de la surface cylindrique est celui de la surface convexe dans le premier eas ( fig. z) cl qu'il est au contraire celui de la surface concave dans' le deuxième cas ( fig. S).
Si III.
Tracé dune courbe ,ur une surface cylindrique, au moyen du calibre.
82. On peut tracer sur une surface cylindrique 2 une courbe donnée au moyen du calibre 3; mais il tout remarquer que l’on ne peut alors tracer la courbe que sur la surface convexe du cylindre. 1
Et en effet :
Étant donnés un cylindre 2 et un plan T qui lui est tangent suivant une doses génératrices droites X, on pourra couper tout le système par un plan perpendiculaire a la droite X, on aura donc un cercle Ê section droite du cylindre v , H une droite D tangente à ce cercle E et au point ni en lequel | a génératrice X se trouve coupée par le plan sécant.
Cela fait: ' - «'
On pourra remplacer le cercle E par une roue dentée et la droite D par une crémaillère. K 1
Des lors le mouvement de relation imprimé au cy lindre 2, forcera le plan T à prendre un mouvement de translation et parallèlement à la droile D ^
Dès lors ayant tracé sur le plan T une courbe 3, elle dirigera une pointe ou
•tyk (*î|‘ la i'vi'^ulà se mouvoir le lo^g de la droite X), «toette pointe traoefa sur le cylindre cgpyexe 2 une courbe £ qui aéra la courbe demandée, c'csl-à-dire la courbe à double courbure, dont la transformée (le cylindre 2 étant développé sur sot» plan tangent X), n’est autre que la courbe plane ( ou calibre) S-
11 est bien évident , d'après ce qui précède , que la courbe £ ue peut être tracée que sur la surface convexe du cylindre 2 et jamais sur sa surface concave, lorsque l'on construira une machine à tracer basée sur l’emploi du calibre.
§ iv.
Tracé d'une courbe sur une surface plane et circulaire.
88. Concevons ( fig . y) un plateau circulaire A tournant autour de son axe O. Ce plateau étant terminé par un cercle C, l’axe O passera par le centre o du cercle C.
Traçons un diamètre X du cercle C et une courbe 3 qui passe par le point m en lequel la droite X et le cercle C sc coupent.
Cela fait :
Prenons sur la droite X un point o, , cl de ce point o, comme centre et avec o,m pour rayon, décrivons le cercle C,.
Les deux cercles C et C, seront tangents l'un à l'autre au point m.
Cela fait :
Partageons le oerele C en parties égales entre elles par les points m , q\ q", q" ... et lirons les rayons qo, q"o, q'"o..., ces rayons couperont la courbe 3 en les points m', m",
Ou point o connue centre et avec les rayons om', om", otn" ... décrivons les cercles P', P", P'",... lesquels couperont la droite X, et respectivement, aux points p, p", p"’,...
Cela fait ; > •
Partageons le cercle C, en parties égales entre elles par les points r', r", r"',... et de telle manière que l’on ait : arc rectifié mr' = arc rectifie » xq .... etc.
ensuite menons les rayons o.r', o,r", o/",... et portons sur chacun deux rye^-mp, r"y"=amp", r"'y " = mp",... les divers points y', y", y'“, ... détermineront une courbe o.
Cela posé :
Si l’on suppose que la courbe q tourne autour de son centre o, et dans le sens indiqué par la flèche f lt elle forcera le point m à se mouvoir sur la droite X dans le sens indiqué par la flèche f, et si en même temps le cercle C tourne aulnur
de son oenlre o dans le sens indiqué par la flèche /et de telle manière que le cercle C, tournant de l'angle u > , le cercle C tourne de l’angle y ( ou ce qui revient au même, de inanièro à oe que les cercles C et C, roulent l'un sur l’autre .comme les cercle* primitifs d’un engrenage), la pointe m tracera sur le plateau tournant A la courbe à. , . ,
El réciproquement.
Si la courbe 3 conduit la pointe m en la forçant à se mouvoir le long de In droite X dans le sens indiqué par la flèche /, , cette pointe m tracera sur le (daleau •!> (tournant autour de son centre o,) la courbe q.
84. On voit donc sur-le-champ qu’en déniant les deux cercles primitifs C et • C,, on pourra eonstruirQ deux machines à tracer, dont je ne donne ici qne les éléments, savoir : l’une (fnj- «), dans laquelle l’excentrique 4> poussera la pointe m et lui fera tracer sur le plateau tournant P la courbe 3; et l’autre, dans laquelle faisant tourner ( fit j, t) i o calibre A, il poussera la pointe m, et lui fera tracer sur le plateau tournant 0 la rourlie q.
Tracé dune courbe sur une surface conique , au mouen de l'excentrique.
85. Si I on enroule le cercle C (fig. y), et toutes les lignes et points de division qui s’y trouvent placés, sur un cène I ( fi;/, x) la circonférence C s'enroulera sur le cercle Ë, section droite du cône A. Les points m,q', q , o"’,,,. du cercle C viendront se placer en les points i, i" f du cercle E, et ce* points seront équidistants entre eux, puisque ceux du cercle C sont équidistants entre eux. L’arc mq' du cercle C mesure un angle y, l’arc correspondant if du cercle E mesurera un angle y, qui sera plus petit que l'angle y.
80. Il sera facile , en enroulant le cercle C sur le cône A, d obtenir la courbe à double courbure 3, , dont la transformée sera la courbe J, ce cône A étant planifié sur son plan langent.
Cela posé :
87. On devra calculer le rayon du cercle E, de manière à ce que in circonférence E renferme un nombre exact de fois l’arc rectifié mf-, ainsi désignant par H le rayon du cercle E , et par / la longueur de l’arc rectifié ~nûj‘. on devra «voir ;
■ ’ iitR = n.l
d où :
n étant un nombre entier.
Dt-s lors , on pourra employer l’une ou l'autre des deux dispositions indiquées ( fig. X) cl (fig. p).
88. Dans la lig. m» on suppose un axe I parallèle à la génératrice droite X du
cène 2, et l'on divise en deux parties égales par la droite L, l’angle O formé par l’axe I et par l’axe B du cène 2.
On place un engrenagcconique (C, C') qui transmet le mouvement de rotation de 1 axe I à I axe B. En sorte que les vitesses des deux axes I et B seront les mêmes , seront égales.
Cela fait :
• On divise l’angle droit formé par l’axe I et par l’axe O. de l’excentrique (l’axe O. étant supposé vertical et l’axe I étant supposé horizontal ) en deux parties par •
une droite L et de telle manière que l’on ait : - = on construira l’engrenage
conique (C , C’"); et Ion voit quo l’axe O, transmettra à l’axe B par l’intermédiaire de I axe I une vitesse telle que pendant que l’excentrique 4> décrira un angle u, le cône 2 décrira un angle •/,.
L excentrique 4» poussera une lige F qui se mouvra le long de la droite X et sa pointe m tracera sur le cône 2 la courbe demandée 3..
8U. Dans la fig. X, on. divise l’angle formé par les axes B du cône 2 et O, de
l’excentrique 4> en deux parties a et S, telles que l’on ait : “ = — . Dès lors l’axe O.
transmettra son mouvement à l’axe B , de telle manière que pendant que l’excentrique 4» tournera d’un angle w , le cône 2 tournera d’un angle y,.
La tige F se mouvra [Kirallèlement à la génératrice droite X du cône 2, et • suivant que I on voudra tracer sur la surface convexe ou concave du cône 2, on disposera la tige F comme l’indique ou la fig. X, ou la lig. p.
90. La première disposition (fig. p) exige deux engrenages coniques; la deuxième disposition (fig. X) u’exige qu’un seul engrenage conique.
S VI
Tracé d'une courbe sur une surface conique, au moyen du calibre.
94. Si l’on place le cône 2 de la fig. n sur le cercle C do la fig. y, le sommet du cône étant au centre o du cercle C, et l’apothème du cône étant égale au rayon du cercle C, il est évident que le cercle E, section droite du cône, se déroulera sur le cercle C, lorsque l’on planifiera le cône sur le plan du cercle C et qui ne sera autre qu’un plan langent à ce cône.
Si donc l’on dente le cercle C pour en faire une crémaillère circulaire, et si l’on dente le cercle E pour en faire une roue conique, on déterminera un engrenage à crémaillère, et le système sera tel que la courbe 3 (ou le calibre 4), poussant une pointe à tracer m le long de la droite X, cette pointe tracera sur la surface convexe du cène 2, la courbe 3.
Il est évident que par ce moyen mécanique on ne pourra pas tracer la courbe 3, sur la surface concave du cène 2.
S VII
92. Dans tout ce qui précède, nous avons ex|>osé les principes géométriques d'après lesquels devaient être construites les machines A tracer une courbe voulue; nous allons indiquer très-succinctement certaines dispositions mécaniques qui permettent de réaliser la conception géométrique.
93. Lorsque l'on doit employer une courbe 3 pour diriger une pointe m , la
courbe 3 tournant autour d'un point a , et la pointe devant prendre un mouvement de va-et-vient le long d’une droite X, il faut matérialiser cette courbe 3, ainsi que la pointe m. *"
94. Or il y a en général quatre manières de matérialiser une courbe, savoir : de faire : ou 1* une rainure ayant la forme de la courbe 3, comme l'indique la fig.^, ou 2’ de prendre une verge et de la plier suivant la forme de la courbe 3 comme l'indique la fig. A , ou de découper une plaque suivant la forme de la courbe 3, et dans ce cas il y a deux manières de découper la plaque , ou 3* suivant la forme convexe de la courbe 3, comme l'indique la fig. ^ , ou 4“ suivant la forme concave de la courbe 3 , comme l’indique la fig. | (*).
95. Maintenant la pointe m devant prendre un mouvement de va et-vient dans le sens de la droite X, son mouvement doit être dirigé.
U y a en général deux manières de diriger le mouvement de translation de la pointe m : ou t" en faisant glisser cotte pointe dans une rainure A , comme l’indique la fig. ç, ou 2* en fixant la pointe m à une règle M qui glisse dans deux douillet ou guide t fixes N et P, comme l’indique la fig. A ( la fig. A' est nne coupe horizontale qui permet de voir comment la courbe 3 agit sur le manche de la pointe à tracer wi. ).
96. Dans les fig. q et A , le mouvement de va-et-vient de la pointe m est complet.
(•) Voyez ce que j'ai dit au sujet des surfaces terminant les outils i employer pour fofim nrr la ma- 4 lii>re et exécuter les dents d'un engrenage , dans l'ouvrage que j'ai publié sous le titre : Théorie géométrique iet ngmaget , etc.
Mai» dans les fig. et £, le mécanisme appliqué à la poinle m ne suffirait plus, il ftitil que, lorsque les divers pnints de la courbe 3 arrivent successivement sur I* droite X, la pointe ni soit forcée de suivre ceS points, et qu’aînsi elle se rapproche ou s'éloigne du centre o à mesure que cé sont des points de la courbe 3 plus éloignes ou plus rapprochés du centre o qui viennent passer sur la droite X.
-Aussi, lorsque l’on emploie la forme concave ou convexe de la courbe 3, faut-il, outre le guide de la poinle m, placer un ressort S qui se trouve comprimé par la courbe 3, ou qui presse sur cette courbe 3 suivant que la pointe m doit s'éloigner ou se rapprocher du centre o.
Les fig. y et £ indiquent ccttc disposition.
93. Nous devons faire remarquer que lorsqu’on matérialise la courbe3en lui donnant la forme d’une rainure, 'comme lig. g , ou la forme du no barre rigide, comme fig. A, les faces latérales ne sont point terminées par deux courbes identiques à la courbe 3.
98. Ainsi (fig. A) pour tracer les deux courbes 3’, 3" qui doivent terminer la rainure à droite et à gauche, il faut supposer que la tige de la pointe sera un cylindre vertical U d’un certain rayon p, et portant en son centre la poinle à tracer m, laquelle devait être conduite par la courbc3; et en décrivant des divers points v, v', v", de la courbe 3 comme centres et avec un rayon p, les cercles V, \”, V", V'",,,. les courbes 3 ' et 3” tangentes à ces divers cercles, détermineront la forme et la largeur de la rainure dans laquelle se mouvra la lige cylindrique D.
99. Ainsi {fig. 1$) pour tracer les deux courbes 3,, 3 t , qui doivent terminer à droite cl à gauche la verge rigide, il faut supposer que le point m, milieu de la
distance i i' des deux rouleaux entre lesquels la tierce courbe doit se mouvoir, parcourt la courbe 3, puis du centre o on mènera les divers rayons vecteurs oc, oa, ok, op,... de la courbe 3 et sur chacun d’eux on portera à droite et à gauche du point de la courbe 3, des ouvertures de compas égales entre elles et à ~ 1 ( l étant la distance n des deux couteaux ); on obtiendra par ce moyen les points d, b, v, r,.. . par lesquels passera une courbe 3,, et les points di, b', v', r',... par lesquels passera une courbe 3,, et ces deux courbes détermineront la forme et l’épaisseur de la verge rigide et courbe qui doit conduire la pointe à tracer qui sera fixée au point m de l’équipage qui porte les couteaux.
DE LA NATURE GÉOMÉTRIQUE DES DIVERSES ESPÈCES DE FROTTEMENTS QUI PEUVENT EXISTER ENTRE DEUX COURBES ET DEUX SURFACES (*).
Il existe huit espèces de frottements entre deux courbes ayant un point cornmu», savoir:
Frottement de
roulement ( . . 1
(angulaire, (
.. > avec ou sans pivotement.
glissement ( , \
° (angulaire, J
Il existe seulement quatre espèces de frottements entre deux surfaces en contact suivant une ligne courbe ou droite , savoir :
I roulement
glissement
direct.
angulaire.
direct.
angulaire.
Par rapport à deux courbes : ,
J'appelle frottement direct celui qui a lieu outre doux courbes, ayant au pomi de contact et à chaque instant du luouveineut, même tangente ;
El j’appelle frottement angulaire celui qui existe entre deux oourbes, ayant au point commun et à chaque instant du mouvement, des tangentes diffiéronlea.
Lorsque, à iliaque instant du mouvement, l'angle formé par les plans des cercles osculateurs correspondants, pour chacune des courbes, au peint commun ou do contact , est constant , alors ü n'y a pas de pivotement ; si cet angle varie, le pivotement a lieu.
Par rapporté deux surfaces:
J'appelle frottement direct celui qui existe lorsqu’une courbe quelconque f étant tracée sur l’une des surfaces, elle laisse sur l'autre su rfaoe, pendant son mouvez ment de rotation, uno empreinte g', telle qu a civique iustant du mouvement , les courbes <j et y ont en leur point de contact même tangente;
Et j’appelle frottement angulaire , celui qui a lieu lorsque leu courbas et ■>' ont au point qui leur est commun des tangentes différente».
[') J'ai fait publier ce petit mémoire en ( juillet ) 4SÎ7: on n’en lira qu’un Irès-petit nombre dViem-
ptairea. IUuhkttk parta do ce mémoire data uno noie placée à la fin du diapîtro sur I» engrmafei , dans b 1* éditkm d« m» Trait* du macMnr*. T. 0.
Exemples des divers frottements existants entre deux courbes.
1* Frottement do roulement direct et sans pivotement.
Je suppose deux cônes droits ayant même sommet; les cercles-bases, correspondant à une même longueur d'apothème , jouiront de colle espèce de frottement : en supposant que l'un des cônes restant lixe , l'autre prenne un mouvement de rotation, les deux sommets restant toujours confondus en un seul point.
2" Frottement de glissement direct et sans pivotement.
Je suppose deux cônes droits, en contact suivaut une génératrice droite-, mais n’ayant pas même sommet.
Deux cercles correspondants glisseront l'un sur l’autre, pendant que l’un des cônes restant lixe, I autre cône aura un mouvement de rotation tel, que son sommet parcourra un cercle tracé sur le premier cône; les deux cônes étant par conséquent, à chaque instant du mouvement, en contact suivant une génératrice droite.
3* Frottement de roulement direct, avec pivotement.
Je suppose un cône di oit C, ayant pour axe une ligne droite A.
Sur ce cône C je prends un cercle-base c.
Par l’axe A , je mène un plan P, sur lequel ou trace un cercle a, ayant un rayon r, étayant son centre au point d’intersection du cercle-base cet du plan P.
Le plan P, en tournant autour de l’axe A, entraînera le cercle a , qui dans son mouvement engendrera une surface annulaire y.
Je suppose, ensuite, qu'il existe dans l'espacé une surface quelconque à ( une sphère, par exemple), dont le centre ne sera pas situé sur l'axe A.
Je suppose, enfin, un second côncC’, ayant pour axe une ligne droite A' coupant l'axe A; sur ce cône je trace un cercle-base d, ayant un rayon r égal à celui du cercle a, et cordant, sur le cône C', à la même longueur d'apothème que le cercle c situé sur le cône C.
Je mets les deux cônes C et C'en contact suivant une génératrice droite. leurs sommets se confondant.
Dans celte position , tes deux courbes c et c' seront en contact par un point , et aurout, en ce point, même tangente t.
Je fais tourner le cône C' autour de la tangente (, comme axe de rotation, jusqu'à ce que, I axe A' s'appuyant toujours sur l'axe A, ce cône C’ soit tangent à la fois aux deux surfaces y et 3.
Puis supposant que le cône C reste lixe, et que le cône C se meuve de manière à cc que son axe A’ s'appuyant toujours sur l'axe A, il reste, à chaque instant du
mouvement tangent, à la fois aux deux surfaces y et ) i , les deux cercles cet e rouleront en pivoiant l’un sur l'autre.
** Frottement de glissement direct, avec pivotement.
Ce frottement aurait lieu entre deux cercles c et c qui , se trouvant d’ailleurs dans les mûmes circonstances que celles énoncées n* 3 , ne correspondraient pas à une même longueur d’apothème.
5* Frottement de roulement angulaire, sans pivotement.
Deux hyperboloides à une nappe, de révolution et égaux, peuvent toujours être mis en contact suivant une génératrice droite G, en sorte qu’en chaque poiul de cette génératrice G, les deux surfaces auront même plan tangent.
Deux cercles traces respectivement sur chacune de ces surfaces gauches, et ayant un point commun situé sur la génératrice de contact G, rouleront angulairemcnl l’un sur l’autre, en supposant que l’un des hyperboloides reste en repos, et que I autre se meuve, en se mettant en contact suivant les génératrices successives et du mémo système que G.
® Frottement de glissement angulaire, et sans pivotement.
Je suppose un paraboloide lujtej.bjjhqu e droit f ayant pa r conséquent ses deux plans directeurs perpendiculaires l’un àlaïïtreT "
Je prends sur cette surface deux génératrices droites G' et G", quelconques, mais appartenant au même système.
Je suppose ensuite que la génératrice G, du même système que G' et G”, et coupant à angle droit toutes les génératrices de l’autre système, tourne respectivement autour de G' et de G", ces deux droites étant considérées chacune comme un axe de révolution.
Cette génératrice engendrera deux hyperboloides à une nappe et du révolution, qui seront en contact suivant cette droite G.
Mais l’on doit observer, qu’en disant que G' et G" sont deux génératrices quelconques, je suppose qu elles ne sout jvas également distantes de la droiloG.
Si, maintenant , je considère deux cercles ayant un point commun situé sur *
la génératrice G, ils glisseront angulaircment l’un sur l’autre, en supposant toujours que l’un des hyperboloides restant fixe, l’autre se meuve en se mettant eu contact suivant les génératrices successives.
7* Frottement de roulement angulaire et de pivotement.
Les deux hyperboloides du n* 5 étant donnés, je suppose que les courbes dont on veut examiner le frottement , soient les deux cercles de gorge.
Dès lors, l’un des hyperboloides restant fixe, je suppose que l’autre hyperbo- Imde prenant un mouvement de rotation, son axe, au lieu de décrire un troisième hyperboloide à une nappe et de révolution autour de l’axe de la surface fixe.
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pvenneim mouvement de balancement, dont la loi sera déterminée par la condition suivante :
Supposant un conoïdc engendré par une droite s’appuyant sur Taxe de l’Bypertwloide lhe et sur son cercle de gorge , Taxe de Hiyperboloide en mouvement *ra, pour chaîne positron de contact angulaire des deux cercles de gorge , perpendiculaire à la génératrice du conoide, passant par le point commun i ces deux cercles.
8* Frottement de glissement angulaire, avec pivotement.
O» suppose <|ue les deux hyperboloides du n* 8 sont donnés, et que les cerclés de gorge de ces deux surfaces ont un mouvement de rotation assujetti à la loi énoncée «*7, dés Tors ces deux cercles jouiront du frottement énoncé.
Exemples des diverses espèces de frottements qui peuvent exister entre deux surface*.
t* Frottement de roulement direct.
Deux cônes droits ayant môme sommet et étant en contact suivant une génératrice droite, roulent directement l’un sur l'autre.
2* Frottement de glissement direct.
Beux cônes droits n’ayant pas leurs sommets au môme point, et étant d'aüleurs en contact suivant une génératrice droite, glissent directement l’un sur l’autre.
3° Frottement de roulement angulaire.
Les deux hyperboloides à une nappe et de révolution, décrits n* 5, roulent angulairemenl l'un sur l’autre.
4* Frottement de glissement angulaire.
Les deux hyperboloides à une nappe et de révolution , décrits n* 6, glissent angulairemenl l'un sur l’autre.
Ta\ donné l’examen détaillé de ces diverses espèces de frottements, d'abord dans deux mémoires présentés à l'Académie royale des sciences du Stockholm, le premier ayant pour titre : Nouvelles recherches sur les engrenages , qui fut présenté au mois de septembre 1822, elapprouvé par MM. Lagcrhjclm et Svanberg^ commissaires nommés par P Académie ;
Le second ayant pour titre : Des relations qui doivent exister entre deux surfaces en contact suivant une ligne courbe ou droite, pour que le frottement soit de roulement ou . de glissement , qui fut présenté dans l'année 1823, approuvé par les mômes commissaires, traduit en suédois, et imprimé dans les Actes de l’Académie pour l’année 1824 ;
Ensuite, dans deux mémoires présentés à l'Institut de France, l'un au mois > (te décembre 1825, ayant pour titre : Recherches sur les engrenages cylindriques de
— aw — .
Wkite ; et l'autre, au mois de février i8S6 , ayant pour titre : Construction d'un engrenage hgperboloïdique , au moyen duquel ron peut transmettre le mouvement de rotation entre deux axes qui ne sont pas situés dans un même plan.
Je me bornerai , dans cette note, à donner ce qui est relatif au frottement de roulement direct entre deux surfaces (*).
Je suppose que l’on fasse mouvoir un plan tangent à une surface courbe quelconque M, de manière qoe les points de contact se trouvent sur une ligne de courbure minimum d de cette surface.
Ou formera alors une surface développable D, dont je désigne l’arête de rebroussement par 3.
Si j’opère de la même manière, par rapport à toutes les lignes de courburo’ minimum d , d', d", etc . , de la surface M , la série des arêtes de rebroussement 3 , “3*, 3", etc. , formera une surfic" courbe , dont les lignes de courbure seront les développées des lignes de courbure minimum , et les développantes îles lignes de courbure rtucirhituni 3ê*Tn sh rTTii-é*nr : m retre- un , par P, sera
telle , que scs plans tangents seront normaux par rapport à la surface M , et que tes plans tangents de la surface M seront normaux par rapport à la surface Pj les deux surfaces M et P pourront être dites : surfâtes réciproques.
Si, au lien de considérer les lignes de courbure minimum de la surface M, j’avais employé ses lignes de courbure maximum, j’aurais formé une surface Q, dont l& lignes de courbure auraient été, les unes développantes des lignes de -emtrbure minimum de M, cl les autres développées des lignes de courbure maximum de la même surface.
Et tes plans tangents des surfhces Q et M auraient été réciproquement plans normaux de M et Q. ‘
« l’on opère ensuite par rapport à la surface P comme nous l’avons fait par rapport A la surface M , l’on obtiendra une nouvelle surface P'.
Et les surfaces P 1 ' et M seront , par rapport à P, ce que les surfaces P et 0 sont par rapport n M.
Delà surface Q l’on pourra déduire une surface tj', et ainsi de suite; de sorte queTon formera la série de surfaces, etc. ... P", P', P, M, Q, Q‘, (J", etc., les surfaces P cl Q seront dites : surfaces des centres de rotation de la surface M, et l’on verra plus loin pourquoi je leur donne ce nom. .
’ (*! Ce qui soit (M extrait do mémoire publié on tSÎI dan.# les Actes do l'Académie royale des science# de Stockholm. 4 ' ■ T. 0.
Soit donnée une surface développable D, ayant pour arête de rebroussement une ligne à double courbure i.
Je suppose un plan tangent T à la surface D, et passant par une génératrice g de la surface D, cl la tangente i menée au point m de 3, point m en lequel cette couibc 3 est coupée par la droite g.
Ce plan T contiendra le cercle oscillateur de la courbe î, ail point m.
Je désigne par r le rayon de ce cercle au point m. Tous les rayons de courbure r forment une surface gauche. Perpendiculairement au pluu T, cl par le point m, je mène une droite h. Si en chaque point de la courbe i je fais la même construction, la sério des droites li formera une surface développable, dont l'arête de rebroussement Ç aura pour développante la courbe 3. La portion de la
• droite li comprise entre les doux courbes 3 et Ç sera le rayon de llcxion de la courbe 3 pour le point m. Je désigne ce rayon par R.
Si je déroule la surface développable D sur le plan T, la courbe 3 se transformera en une courbe y, dont les rayons do courbure formeront la série des rayons r.
Cette courbure y est dite : ligne de courbure timple do l'arête de rebroussement 3.
On peut replier la surface D, planifiée , de manière à varier la loi des rayons de flexion R. Par conséquent, l'on peut former une série de surfaces développables D', D", D"’, etc., ayant pour arêtes de rebroussement des lignes 3t, é",
3"', etc. , qui auront toutes pour rayons de courbure la série des rayons r, mais qui auront chacune des rayons de flexion différents et formant des séries R'.
R", etc. Il est évident , maintenant , que si l’on prend deux de ces surfaces développables D et D', qu’on les mette en contact suivant une génératrice droite, passant par un point m de la courbe 3 et un point m' de la courbe é', points tels que les rayons de courbure qui y correspondent soient égaux, supposant que la ’ «
surface D reste flxectque la surface D' prenne un mouvement do rotation, cette surface U' roulera sur D en se mettant en contact suivant les génératrices droites successives, et les deux arêtes de rcbroussemonl 3 et 3 1 auront toujours en leur point de contact, une tangente commune. On peut donc dire que deux surfaces développables, dont les arêtes de rebroussement ont même ligne de courbure simple y, étant mises en contact convenablement , rouleront l’une sur l'autre , et le frottement sera celui que j'ai désigné par le nom dvfruUement de roulement direct.
§ III
Sur la surface développable D, je suppose une dos développées d do l’arête de . «
rebroussement é, et une génératrice droite G coupant la courbe d au pointa,
• et tangente à la courbe 3 au point m.
Je suppose on cône do révolution C , ayant son sommet au point m, et ayant pour base un cercle dont le rayon sera celui de courbure maximum de la surface D , lequel correspond au point n; lo cône C et la surface développable D étant d'ailleurs en contact par la génératrice droite G.
ün sait que d et G seront, I une la ligne de courbure maximum, et l'autre la ligne de courbure minimum de la surface I).
Le cône C sera tangent à la surface D, suivant tous les points de la génératrice G , et en chaque point le contact sera du même ordre qu'en le point n , par conséquent tous les centres de courbure maximum correspondant à la droite G, seront sur la ligne qui joint : 1* le centre de la sphère osculatrice en le point n, et 2“ le sommet m.
Si je mets en contact les surfaces développables D et D* par la génératrice droite G, cl de manière à ce que le roulement ail lieu , l'on voit que les deux surfaces Dell) auront leurs rayons de courbure maximum,' correspondants a u même point de la génératrice de contact, dans un rapport constant.
De sorte que si le rayon de courbure maximum de la surface D est , au point n , représenté par v , et par u pour la s urface D'; et q ue , |rour un point quelconque n' de la génératrice droite G , le rayon de courbure meUimtm Oc h surface U soit
v', cl u' pour la surface D', l'on aura toujours = ^. El celte équation aura toujours lieu pour un point quelconque de deux génératrices droites se mettant en contact pendant le mouvement de rotation.
Les ileux cônes qui auront même sommet m, et pour base, l’un le cercle osculateur de la surface D en n, cl 1 autre celui de la surface D' au même point , pourront être considérés comme pouvant rouler l'un sur l'autre dans lu premier instant du mouvement, le sommet commun m pouvant être regardé comme centre de rotation. -
C est pourquoi je donne à l'arête de rebroussement d’une surface développable le nom de ïxjne des centres de rotation de cette surface ; et c'est aussi par la même raison que j'ai désigné la surface Q et la surlace P par celui de surface* des centres de rotation de la surface M .
§ iv.
* Revenons à la surface M.
D'après ce qui précède, il sera facile de construire une surface courbe N, et l’on pourra en construire une inlinilé, telle quelle ait même ligue de courbure maximum que la surface M, ses lignes dé courbure minimum étant ccquc deviennent les lignes de courbure minimum de M, lorsque l'on transforme les surfaces déve-
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Jpppublcs D , on. d'autres, surfaces aussi développables ft' ; -cette -transformatir-u étant soumise à celle loi , savoir : que les rayons «le courbure minimum «hrs ntir- Xaces N et M, qui corrcspoudent à.un même point «le la ligne «le contact, ioqueHtscra une ligne de courbure maximum des surfaces M et N, sont dans un rapport constant, quel, que .soit ce |ioii)l.
Ainsi les lignes de courbure maximum de la surrace U étant désignées par i-,
Xr -Z »- e l c i i
.El ses Ijgnes de courbure niiniiuiun, par <i, «f, tT , etc. ;
.Les lignas.de courbure maximum ou minimum de 4a surface N seront aussi
Ci l", etc,;
Et ses lignes de courbure minimum ou maximum seront désignées par*, a’, n", etc.
.Les surfaces M et A étant dans le premier instant en contact suivant In courbe i a par exemple;
Les rayons de courbure des courbes r , , a', etc. , correspondant aux points où ces lignes «mupcul la courbe £, étant désignés par r, etc. ;
Les courbes net d, »' cl «f, etc., seront chacune en contact par un point, et .lerout nommées lignes homologues.
Et les rayons «.* courbure «les courbes d , d', d", correspondant aux mémos points, étant désignés par r, r, r", etc., on devra avoir la proportion suivante i
w rr ra» 1 : r", etc. ;
Et cette -proportion devra subsister par rapport k tous les points des autres .courbes -etc. ;
- De sorte que , lorsifue la proportion précédente subsistera , les deux surfaces ■M cl N auront mêmes lignes de eourlmre dans un sens ;
El lorsque ces deux surfaces auront mêmes lignes de courbure dans un sens, «Otlc proportion subsistera, excepté «l»ns deux cas , où cette proportion pourra exister ou -non ; -savoir i lorsque les fletix surfaces auront pour mêmes lignes do 'oourburo dans un sens des lignes droites , ou des lignes égales entre elles.
Ainsi , lorsque les deux surfaces seront développables oo seront de révolution, si l'on suppose que les surfaces M et IN étant en contact suivant la courbe £, par exemple, M restant lise, N prenoemn mouv-ment de rotation, cette surface tendra à rouler sur M , en se mettant en contact suivaul les lignes de courbure .successives 4' , etc.; et l'on peut énoncer ce théorème général :
Si deux .surhccs courbes ont mêmes lignes de courbure minimum ou maximum, lorsqu'on les mettra en contact suivant ,uho de ces lignes, elles auront une tendance k su rouler par leurs lignes de courbure maximum ou minimum.
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Et «lent 1 lf*9 doux cas particuliers 1 énoncés ci-dcssus , si la proportion entre lès rayons de courbure subsiste, les deux surfaces tendront à rouler l'une sur I autre ; si client- subsiste pas, ces surfaces tendront à glisser l'une sur l’àirtre, et le frotieroBni de roulement , on de glissement qui aura lieu , c»t celui que j'ài désigne par ko nom de frottement , de roulement ou île glissement, direct.
Les deux surfaces M et M étant dans les conditions établies ci-dessus , on pourra construire, par rapport à la surface N, deux surfaces X et Y" qui seront les analogues des sorfac.es P et Q.
Lorsque les doux surfaces M et N se mettront on contact par leurs lignes drf courbure du même genre, les surfaces I* cl X , Q et Y se mettront aussi eu contant par des ligues de courbure d'un même genre;
Ainsi ( par exemple ), les surfaces M et N se roulant par fours lignes de seconde courbure, les surfaces P et X, Qel Y, se rouleront aussi par leurs lignes de seconde <*mrlmrp.
Mais dans les deux cas particuliers énoncés ci-dessus , lorsque les surfaces M et’ N glissent l’une sur l’autre, les surfaces P et X , Q et Y, ne sont point en contact; de sorte que l'on peut énoncer co iUéorcfflC :
Si deux surfaces M et N étant mises en contact suivant unclîgne dé courbure, les surfaces des centres de rotation sont en contact, lés déux surfaces M cl N tendront à rouler l’une sur l’autre;
Si les surfaces des centres de rotation ne sont point en contact, alors les deux surfcoos If el N tendront à glisser Fune sur l'autre (*J.
Je suppose que sur la surface M, on trace une courbe arbitraire q , la surface
(*) On doit faire remarquer. que lorsque l'on dit que tes deux surfaces IL ut N Uni* mt.â renier Ou Si gloser l’une sur l'autre , ou n 'entend pus dire quVn effet , la surface M rc-tant lire , et la surface N prenant an mouvement , elle roulera on gll-srra effectivement sur la surface K 'en se mettant en euutacl arec elle par sas ligna» do courbure successives.
On entend dire : si certaines conditions , quo nous n’avons point examisiées lorsqu'il s'agit de surfka**. gdttirales ( et non particulière-) M et N, subUstrnl , les surfaces satisfaisant à ce» conditions rouleront ou glisseront effectivement l'une sur l'autre, et le frottement sera direct ; si ces conditions ne subsistent pas, In surfaces H et N auront uuUmtui une tendance neealer «« n gtrsmo direcianmibt'iiimrser feutre . quoique la surface N ne pui.-se effectivement changer de place une fuis qp'ede caLaa omtaclaerc la «ao» face M. Cesl ainsi que pour les surfaces particulière» M et N , savoir : deux surfaces développables quelconques, ou demi cènes, ou tau rylmdree; item évident quo lemouvemenl'dè'lS smfttce Wsur la lurleie Upeuteÿtcftoemral avoir liea, quoiqu» noua nodédaioan». pat estât g»» MKâ d» mo*r m»n%. de l'existence do certaines cood rirons générales , qqi subsistent nécessairement dans cascat ^giUcmiaxa».
N, en roulant ou glissant sur M , recevra de 9 une empreinte 9', telle que 9 et 9' auront une tangente commune en chaque point de contact successif.
II est évident que, pour chaque contact de ces courbes, les plans contenant leurs cercles osculatenrs se confondront; de sorte que les courbes 9 et 9' auront, pendant le mouvement de rotation des deux surfaces M et M ■ un frottement, de roulement ou de glissement , direct et sans pivotement.
Deux courbes telles que 9 cl 9', peuvent être nommées lignes homologues.
Ainsi , deux surfaces en contact suivant une ligne courbe ou droite ne peuvent pivoter l'une sur l'autre en prenant un mouvement de rotation, parce que leurs lignes homologues ne pivotent pas pendant la rotation.
Je suppose maintenant que perpendiculairement à la tangente commune aux courbes 9 et 9', je fasse passer un plan B, dans lequel je trace deux courbes arbitraires * et mais tangentes l’une à l’autre et précisément au point de contact des courbes 9 et 9', et ayant en ce point pour normale commune , l’intersection du plan tangent commun aux surfaces M et Pi , avec le plan B.
Faisant ensuite mou voir les deux courbes a et la première sur la courbe 9 , la
deuxième sur la courbe 9', de manière <jue dans toutes les positions de contact de 9 et 9', tout le système suit dans les conditions que je vieus d’énoncer, j’obtiendrai deux surfaces-canal qui , pendant le mouvement de rotation de la surface N sur M, rouleront ou glisseront l’une sur l’autre, suivant que N roulera ou glissera sur M. t _ > ' >t . ■ .. .
Je puis multiplier sur les surfaces N et M, le nombre des courbes telles que 9 et 9', et former dés lors un engrenage composé d’autant de dents qu’il y aura de surfaces- canal.
§ VI
Ce sont les considérations précédentes qui m’ont amené à envisager la théorie des engrenages, sous un point de vue tout nouveau.
Dans les arts mécaniques, il est important que l’on puisse engrener et désengrener avec promptitude et facilité. L’uniformité de mouvement est indispensable-, et, pour la solidité, il est nécessaire que les surfaces dentées tournent autour d’axes fixes.
Ces diverses conditions seront remplies si l’on prend pour surfaces M et N des surfaces de révolution.
Et comme dans les surlaces de révolution, les lignes de première courbure sont les méridiens , et les lignes de deuxième courbure sont les cercles dont les plans sont perpendiculaires 1 l’axe, les deux surfaces U et N, pour pouvoir se
mettre en contact suivant une ligne de courbure, devront avoir leurs axes de révolution dans un môme plan.
Si les axes se coupent , on pourra prendre pour les surfaces M et ÏV deux cônes avant leurs sommets au point d’intersection de ces axes;
Si les axes sont parallèles, on pourra prendre deux cylindres.
En opérant , par rapport à ces deux surfaces particulières , comme je l’ai fait ci-dessus pour les surfaces générales M et N , on obtiendra un engrenage à la White; et comme pour un cône, la surface des centres de rotation se réduit au sommet , et que pour un cylindre ce sommet est situé à l’infini , on pourra affirmer (jue le frottement des dents sera de roulement direct, et sans pivotement.
Et les lignes de courbure par lesquelles les deux cônes ou les deux cylindres se roulent, étant des cercles, il s'ensuit quo les vitesses angulaires sont constantes.
On parvient donc, au moyen des considérations développées dans cette note, à démontrer rigoureusement que les engrenages coniques et cylindriques que le mécanicien White présenta à l’Institut pour le concours décennal de 1810, jouissent en effet de la propriété qu’il Jeur^attribua , savoir : celle de satisfaire à la fois aux deux conditions : 1° de frottement de roulement ; de vitesse angulaire constante; conditions qui avaient été, jusqu’à lui, regardées comme ne pouvant avoir lieu, en même temps, dans un engrenage (*). Mais White, qui sentait bien que la matière agissait, ainsi qu'il l’annonçait, ne put le démontrer mathématiquement ; et le mémoire qu’il publia en 1811 , bien loin de présenter la question sous son véritable point de vue géométrique, ne servit qu’à confirmer les géomètres dans l’ancienne idée de I incompatibilité des deux conditions.
Si, an lieu de prendre pour courbe méridienne des surfaces de révolution M et N une ligne droite , on trace sur le plan des axes une courbe arbitraires; par son mouvement de rotation autour de chacun des axes, cette courbe s engendrera deux surfaces de révolution, sur lesquelles on pourra opérer comme sur les surfaces générales M et N.
Mais alors l’engrenage obtenu aura un frottement de glissement direct ot sans pivotement, et les vitesses angulaires seront encore constantes. Le frottement sera de glissement, parce que la surface des centres de rotation pour une surface de révolution , n’est autre que l’axe du révolution , et que dans le cas que nous examinons, les deux surfaces des centres de rotation ne seront point en contact.
Les vitesses angulaires seront constantes, par la même raison qui fait que cette condition est remplie pour deux cônes ou deux cylindres.
(*) Voyez le mémoire publié per Eclk.
La différence entre les engrenages dont je viens de donner une idée, et ceux ordinairement en lisage, consiste en ce que, dans ceux-ci : 1* les dents sont en contact par une portion de surface cylindrique ou conique, suivant qne l’engrenage est cylindrique ou conique, puisque l’on est obligé de donner aux dents une certaine épaisseur, pour quelles résistent ; 2“ le pojnt de contact des épycicloïdes planes ou sphériques qui terminent les dents, ne sort pas du plan qui contient ces courbes, pour l’engrenage cylindrique ou de la sphère sur laquelle ces courbes sont tracées pour l'engrenage conique , tandis que dans les engrenages à la While , les dents ne sont en contact que par un point, et ce point, pendant que l’engrenage fonctionne , se meut sur la courbe z tracée sur le plan des axes; et il y a autant de dents en contact, en même temps , qu’il y a de surfaces-canal coupant la courbe méridienne.
DU TRACÉ ET DE L EXÉCUTION DE l’ENGRENAGE DIT VIS-SANS-FIN (*).
Dans la quatrième et dernière édition de son Traité des machines, Hachette dit au sujet de la vis-sans-fin :
« La vis-sans-fin est une roue dentée engrenée dans les pas d’une autre vis, à
• laquelle elle imprime un mouvement de rotation (*’).Si la vis est enveloppée au-
» tour d’un cylindre, il n’y a qu’une seule dent de la roue dentée qui soit en- » gagée mais on peut en engager plusieurs on traçant la vis sur une sur-
» Tace de révolution nui serait tangente à la circonférence du cercle passant par
* le premier point de contact de chaque dent (***’).
» La figure du filet de la vis-sans-fin et celle de la rone menée par celle vis
(*) Extrait du journal du génie civil , 3' vol., année ISÎ9.
(••) Otto riétinilion n'esl pas très-claire; la roue dcotéo par la vis no peut être comparée i une vis.
(•••) Ceci est inexact. Quand oo taille une roue au moyen d’une vis cylindrique , plusieurs dents de la roue peuvent être en coulact avec les blets do la vis ; lo nombre des déni* on contact dépend du rayo* de la roue, de l'épaisseur et du rampant du ülcldc vis. T. O.
(**“) tUcuarra désigne ici les engrenages clepsyiret , dont il n'a pas parlé dans sot^ouvrage.
i pourraient donner lieu à «ne multitude de recherches analogues à celles qui » concernent les roues dentées en général.
* La meilleure manière de tailler la roue dentée d’une vis-sans-(in consiste à »' faire la vis en acier, à la tremper, à donner à ses arêtes un bon tranchant, et à » la faire agir sur la circonférence de la roue dentée (*).
» A mesure que le tranchant de la vis entraîne la circonférence de la roue, on » les rapproche l’une de l’autre jusqu’à ce qu elles se pénètrent de toute la pro- » fondeur de la vis, et on continue à les faire mouvoir ainsi l’une sur l’autre, • jusqu’à ce que la vis n’ait plus d’action sur les dents qu’elle a taillées (**).
D’après cet article , extrait en son entier de l’excellent ouvrage de Hachette , l’on voit que tout reste à faire au sujet de la vis-sans-Iin , que l’on ne connaît point encore la nature géométrique de la surface des dents de la roue dentée; que l’on ignore comment s'opère le contact entre uuc dent de celte roue et le lilet de la vis; quel est le lieu géométrique des contacts, et que l'on n'a point encore cherché quelle devait être la courbe génératrice et de la dent de la roue et du lilet de la vis pour que les vitesses angulaires soient dans un rapport constant, condition qui doit- nécessatretncili êtré remp l ie p o u r q u « las m a nh i m ig aIo précision dans lesquelles on emploie la vis-sans-lin, comme les machines à diviser, etc. , soient exactes.
Je me propose dans ce mémoire de remplir la lacuno qui existe encore dans le tracé des engrenages à frottement de glissement, en recherchant quelle doit être la construction géométrique de l’engrenage nommé vis-sant-fin, pour que le rapport des vitesses angulaires y soit constant , comme cela a lieu dans les autres en-
enages cylindriques et coniques, dont les dents sont taillées suivant les formes géométriques décrites par Hxciiette dans son Traité des machines.
Daim le mémoire suivant (n° 10), j’examinerai l'engrenage dit engrenage clepsydre.
Trace de la vis-sans jin.
Pour que l’engrenage dit vis-sans-fin satisfasse à la condition du rapport constant entre les vitesses angulaires de la roue demie et de la vis, il faut (en n’oubliant
C) La vis ainsi préparée ne pour rail entamer la matière de la roue à denter. Il faut transformer la via, en taraud , en pratiquant îles tncoclics , un sillons équidistants sur la surface du lilet , de manière S so procurer des rabots qui puissent entailler la roue a denter. T. 0.
I* * ) Ceci est inexact. A mesure que l’on enfance la vis-taraud , elle mort toujours; par un travail coutinu , on finirait par ronger toutes le» dents formées , et en poursuivant lo travail on reformerait la roue deméo . mois elle aurait une dent de moins que celle que l'on avait obtenue d'abord et dont on a sucoe -»i veinent rongé toutes les dents par suite du taraudage soutenu. T. 0.
point que dans cet engrenage l'axe de la vis et l'axe de la roue dentée sont rectangulaires entre eux) que la section faite par un plan passant par l'axe de la vis est perpendiculaire à l'axe de la roue dentée, offre le tracé qui convient à une crémaillère.
Pour pouvoir démontrer qu’en effet tel doit être la construction de la vis-sanslin, et que l'idée, qui , je crois, n'a été présentée avant moi par aucun mécanicien, </<• comparer la vis-sanf-fin à un engrenage à crémaillère, est exacte, je rappellerai d'abord le tracé : V des cames et 2* de la crémaillère, en répétant, textuellement et en son entier, ce que Hachette a dit dans son Traité des machines au sujet de ces deux engrenages.
S Ml.
1" des cames et pilons. (Extrait du Traité des machines de II acüette , \' édition.)
« Les dents d’une roue cylindrique prennent le nom de came» lorsque cette » roue conduit le manche (’) d’un pilon ou d’un marteau, et lui imprime un > mouvement rectiligne ou circulaire, alternatif.
» La fig. t représente un pilon et son manche ; ce manche est composé de deux » pièces de bois CDEE , ABGll, réunies jiar deux autres pièces (P cl Q), qui lais- » sent entre elles un espace vide ABCD.
* Étant donné un pilon de cette forme, il s’agit de lui imprimer un mouvement » rectiligne dans le sens de la droite RS , en le faisant glisser sur les faces verti- » cales des pièces de bois horizontales LM , L'M'; soient (fig. 1) ce même pilon et » son manche vus de profil; un arbre abctlef porte les rame» A, B, C, D, E, F.
• Lorsqu’il tourne, chacune de ces cames s’engage successivement dans l’inler- » valle ABCD (fig. 1) du manche du pilon, et le soulève en pressant la face hori- « zonlale AB delà partie du manche ABGH. Chaque came est un solide terminé » par une surface cylindrique, qui a pour base la ligne ixyz (fig. t). RS étant . la projection de la ligne milieu du manche du pilon, et T le centre de l’axe de u rotation de l’arbre abedef, on abaisse du point T une perpendiculaire ’lt sur » RS. On décrit do ce même point T, comme centre, un cercle du rayon T<; en- > lin, on développe une portion a6y de ce cercle, ce qui s’exécute en déroulant » une corde ou un fil aô appliqué sur la circonférence a6y, et l’extrémité a de o celte corde décrit la portion de développante amp.
» Chaque came telle que A est terminée par une courbe égale à la portion de
(•; On devrait dire le mentonnrl d'un pilon , ou lo manche d’un marteau.
développante «ny, dont la grandeur dépend de la hauteur à laquelle on doit élever lo pilon. Pour la hauteur (x dont le pilon est soulevé, on développé l’arc de cercle iv égal en longueur à la droite tx; la courbe ex est la seule partie du contour de la came dont la forme soit déterminée. Le cercle décrit cfû point T comme centre, avec Tx pour rayon, coupe la développante indéfinie airoaii point y, et lu portion s<y est la développante de l’arc de cercle «S, égal en longueur à l’arc tv. •
• Connaissant, par l’expérience, l’épaisseur qu’il conviênl de donnera la came, on la termine par une droite gi qui concourt au |>oinl T, et l’on raccorde la courbe ox et cette droite ijz par une courbe quelconque xy, qui soulève encore le pilon d’une petite hauteur, avant que la came soit dégagée du manche du pilon; alors le pilon tombe par son propre poids. Lorsqu'il est arrivé nu point le plus bas de sa course ; il est important que la ca^ne suivante F, déjà engagée dans l'espace vide ABCP (fig. i ),‘se trouve près' de l’extrémité de la pièce de bois ABCII , afin d’éviter le choc de la came contre cette pièce de bois, tf [fig. 1 ) est la longueur de l’arc parcouru par le point t autour du point T, tandis que le pilon desueiul de toute j'i hauteur ve rticale dont il a été élevé par la came A.
> Les hauteurs dont le 'point t de In ligne milieu, du pilon s'élève sur la verticale tx, seront de même longueur que les arcs décrits par le même point / autour du centre de rotation T, cl l'arète de contact de la came et de la face AB (fig. i ) du manche du pilon sera constamment perpendiculaire à la droite ** U>9- *) (*)• *
2* DE L’ENGRENAGE d’une ROUF. ET D'UNE C-RÉMAILLÈRE COMPRISES ENTRE DEUX
plans parallèles ( extraif du Traité dés machines de Hachette, 4’ édit.).
« La roue tourne Autour d'un axe passant par son centre A (fig. 2); un plan • perpendiculaire à cet axe contient le cercle du rayon primitif AC de la roi^i;
(•) Lu manche- du marteau doit être terminé par une-courbe particulière. Hachette a oublié d'en parler; il ne s'est occupé que des pilons.
Lo marteau peut êtru soulevé de deux manières diitércnles : I ■ la came frappe le manche du marient) et l'ahaissc, comme dans les anciens orient, ou 2’ la came soulève un mentonncl placé à la télé du marteau comme dans l’ofdon anglais. Dans l'un et l'autre cas le manche et le menlonnet doivent être terminés par une développante du corde décrit de l’axe de rotation du marteau comme cenlre , et avec un rayon égal à la distance existant entre l'axe du marteau et l’axe de la roue A cames, diminuée d’une qtran- Jité plus grande que lo rayon de cotte dernière roue. On a dans ce cas un véritable engrenage cylindrique, composé de deux roues dentées, et dont les dents sont terminé. s perdes développantes de cercle. T. O.
• ta droite TCDLD', qui se meut en même temps que la crémaillère dont elle
• est la ligne milieu, touche constamment le cercle du rayon AC au point C,
• eu sorte que la vitesse absolue du point C est la même, soit qu'on regarde ce
> point comme lixé à la roue, ou comme fixé à la crémaillère. Cette droite
> TCDED' pouvant être considérée comme un cercle d’une roue dont le rayon
• primitif est infini, l'engrenage d'une roue et d’une crémaillère est un cas
> particulier du cas plus général un les deftx roues ont des rayons primitifs de
• dimensions linies".
• Faisant tourner le cercle du diamètre AC sur la droite TCLD', le point C du
> cercle engendre, non |>as un épicycloide, comme dans le cas général des deux
• roues, mais unccycloîde CM. Ou prend pour la demi-épaisseur d'une dent de » la crémaillère, une droite CM contenue on nombre entier de fois dans le cercle
• du rayon AC ; une perpendiculaire MM à la droite CT détermine la grandeur
• de l’arc CM de la cycloidc. La perpendiculaire Mi au rayon AC rencontre la ■ circonférence du diamètre AC au point x, faisant AQ = Aj , ÇQ est la grandeur *• du liane de la roue qui correspond à l’are de cycluïile CM. Le creux de la dent
• ,de celte roue est terminé par la courbe MZRO que décrit le point M de la
• crémaillère sur le plan*Ju cercle dont le rayon est AC. On suit, pour construire » .celle courbe,; la méthode qui a été décrite (art. 54 du traité cité); ou prend
• l'arc CM' du rayon AC, égal en longueur à la droite C.N , épaisseur d’une demi- » dent de la crémaillère, et l’on tire le rayon AZM'. Les deux arcs M'Y et CM'
étant égaux, on mèue le .rayon AY, et yi’.ZX est le creux de la dent de la » roue ; CQXY sont les lianes des deux dents adjacontes à ce creux.
• Oette ligure CQRZMXY a été transitée en DVGKL. l’uur compléter la
• dent de la roue, on considérera la ligne milieu L>'T du lu crémaillère comme
• l’axe du pilon RS danî la figure précédente [fiy . 1). La courbe l)d (Jig . 2),
• développante du cercle du rayon AC, conduira la crémaillère de la même » manière que la came rx (fg. f [(conduit Te pilon. Le point 2) est l’intcr- » section de la développante Dd et d’un rayon AJD, tel que l’arc D3 est de même «longueur que la droite CN.
• La crémaillère porte des dents, cl deux dents consécutives sont séparées par » un creux ; tnais elle n’a point de flancs, ou autrement le flanc se réduit à une
• ligue droite, comme on l’a déjà vu à l’article des cames et pilons. On aura
• donc tout ce qui est relatif à l’engrenage d’une crémaillère cl d’une roue,
• lorsqu’on connaîtra la forme du creux qui sépare deux dents consécutives de la » crémaillère ; ce creux est terminé par deux branches de cuui bes égales à L'U'. » Cette branche de courbe est égale à celle qui est décrite d’un mouvement » relatif par l’i xtrémité M de la dent de la roue sur la crémaillère. On construit
» cette courbe d’après ce qui a été dit (art. 54 du traité déjà cité), et il suit de > l’article (55) que le rayon AC louche à la fois la développante du cercle CM et » la cycloïde rallongée CR’Z'. » r
Par ce qui suit je vais compléter ce que Hacoette a dit sur l’engrenage à crémaillère. . • * „
§ IV
Lorsque le pignon doit conduire la créitfaillère , les mécanicieus donnent , ordinairement aux dents de la crémaillère la forme d’un rectangle, et il», négligent la construction de la courbe du creux qui devrait séparer ses dents entre elles, ou mieux qui devrait exister entre deux dents conééculivcÿ.
L’engrenage à crémaillère s’exécute donc ordinairement ainsi qu’il est indiqué
t fr.3). • . .
Le pignon tournant autour de son centre S, de*' en y', la crémaillère se meut en ligne droite de x en y.
Le lieu des points des contacts successifs do la dent RSM'Q" de la crémaillère avec la dent m'Bm" dupignop, est la droite ’L'L (*).
1 . De la manière dont le pignon el la crémaillère se conduise >U.
On doit rei la droite ZZ'j qui est la droit Q'M’ m'B qui termine
|3) que le’ point de contact sc mouvant de * en y sur 5 au cercle (o, C) (désignant le cercle par son. rayon)» courbes qui terminent les dents du pignon, le côté ’Q' de la crémaillère, conduira la développante de cercle gauche la dent du pignon qui suit immédiatement la dent de la
crémaillère, jusqu’à ce que le point de contact M' soit arrivé en C.
Ensuite à partir de ce point, le mouvement continuant, le côté Q’M’ cessera d’élre en contact avec la courbe m’B. De sorte que les points des contacts successifs de Q'M' et de ih’B seront distribués sur ZC et s’arrêteront en C.
Si l’on considère le côté gauche QU d’une dent de la crémaillère, il ne sera en contact avec la courbe m"B qui termine à droite la dent du pignon précédant immédiatement là dent de la crémaillère, que lorsqu’il sera arrivé en C; à partir
(*) Dans la pratique , on doit distinguer trois cas : 4* celui où le pignon conduit la crémaillère, et l'on emploie la construction que je viens d’indiquer; V celui où la crémaillère conduit le pignon ; alors je» dents de la crémaillère sont terminées par do» arcs de cycloïde et le» dente du pignon sont terminée» par de» Lignes droites qui tendent vers le centre do ce pignon ; et 3* celui où l’on veut que le pignon puisse alternativement conduire la crémaillère el être conduite par elle , alors on superpose les deux tracés précédente, et l'on a celui qui est indiqué par Hachsttr dan» son Traité des machine». T. O.
de celte position la courbe m"B conduira le côté QR, et les points des contacts successifs de QR et de m"B seront distribués sur Cl' et à partir du point C.
Ainsi chaque dent QKMP de la crémaillère, cesse d’étre en contact avec les deux dents B et b du pignon , entre lesquelles elle est engagée , pendant le temps
que son extrémité AIR emploie à passer sur le point C.
Du nombre îles dents en contact
» Dans le tracé que je donne ( fig . 3) l'on voit qu'il y a quatre dents en contact ; deux dents de la crémaillère sont conduites par les développantes de droite des dents B et b du pignon , et les denjs B' et b du pignon sont conduites par les arêtes de dreite*Q'M' et PM de deux autres dents de la crémaillère ; en sorte que quatre dents de la crémaillère et trois dents du pignon se trouvent en prise.
On pourrait avoir nn plus grand^nombre de dents en contact ou en prise, en diminuant la largeur RM et l’intervalle QQ' des dents de la crémaillère ; mais alors le nombre des dents du pignon augmentera, et par suite leur longueur ou saillie bc diminuera .
Tracé de la crémaillère à dénis triangulaires
Je ne sache pas que l’on ait encore cherché quel doit être le tracé géométrique d’nne crémaillère lorsque ses dents sont triangulaires*, C est un ^s d’autant plus intéressant à examiner, qu’il conduit en partie à ce qui est relatif à la vis-sansfin, engrenage dans lequel la vis est ordinairement triangulaire.
Soit {fig. 4) une crémaillère dont les dents sont formées par des triangles isocèles égaux entre eux et au triangle VV V", ces triangles ayant leurs bases juxtaposées sur une droite XX', et leurs sommets situés sur une droite l'L parallèle à XX' et à la direction du mouvement de translation que doit prendre la crémaillère.
Soit o le centre du pignon.
Du point o abaissons oa perpendiculairement à XX’ et coupant l'L' au point G.
Par le point C je mène CD perpendiculaire au côté droit Y'V" de la dent de la crémaillère.
Par le môme point G je mène CD' perpendiculaire au côté gauche VV’ de la même dent de la crémaillère.
Du point o j'abaisse oP' perpendiculaire sur CD et oP perpendiculaire sur CD'.
Du point o comme centre et avec le rayon oP = oP’, je décris un cercle sur lequel je prends deux points fixes (arbitraires) S et S'.
Au point S' je fixe l’extrémité d’un fil enroulé sur l'arc S'P' et se dirigeant
ensuite sur la tangente P'D. Les points M', M , C de ce fil, décriront respectivement les développantes M'm', MH 1 , CA, lorsque l’on enroulera sa partie rectiligne P'D sur le cercle (oP).
Au point S je fixe l’extrémité d’un fil enroulé sur l’arc SP et se dirigeant ensuite suivant la tangente PD'. Les points N", N', N, C, de ce fil décriront res|jcctivcmeiit los développantes W, NV, NA’, CH, lorsque l’on enroulera sa partie rectiligne PD' sur le cercle (oP).
Ces diverses développantes, qui ont pour développée commune le cercle (oP), se couperont deux à deux aux points fi 1 , K , K, K’, k", situés sur un cercle avant 06 pour rayon, et aux points C*, C'", C, C", situés sur un cercle ayant oC pour rayon.
Ku sorte que les dents du pignon devront être taillées suivant la forme indiquée par les hachures.
4 . De la manière dont se conduisent le pignon et la crémaillère ri dents triangulaires.
En supposant que le pignon tourne de x en y, la crémaillère se meut de x en y parallèlement à la droite ZZ', ut l’ un voi t que •
1* Le côté droit V'V" de la dent de la crémaillère ne commencera à conduire la courbe M'm' qui termine à gauche la dent du pignon qui suit immédiatement la dent rie la crémaillère, que lorsque les points. k" et M' seront arrivés en £'; le point de contact de ces dents parcourant à partir de â' la débite DC et se mouvant dans la direction uv.
Lorsque le point de contact sera amené en C, le mouvement de rotation continuant , le côté \ y" et la courbe M'm' cesseront d’ètre en contact.
2* Le côté gauche V'C' île la dent de la crémaillère ne se mettra en contact avec la courbe C 'K qui termine à droite la dent du pignon précédant immédiatement la dent de la crémaillère, que lorsqu'il sera arrivé en la position V"'C.
A partir de cette position la courbe C”k" conduira le côté V'C’, et le point de contact de ces doux dents se mouvra sur la droite CD', dans la direction u'v' et à partir du point C.
Ainsi, pendant le mouvement, chaque dent V'C'V'", de la crémaillère, engagée entre deux dents K" et k' du pignon, conduira jusqu’en C la dent K' qui la suit, et sera conduite à partir du point C par la dent K" qui la précède.
Du nombre des dents en contact
Dans le tracé que j’ai donné {fig. 4) l’on voit que trois dents de la crémaillère sont en contact (en prise) avec deux dents du pignon , les points de contact étant . ' 49
— MO
en M, N dO; l’on voit en même temps que la dent V^CV* de la crémaillère est en contact au point C , en même temps , avec les deux dents K' et K du pignon;
En sorte que chaque dent de la crémaillère ne cesse pas d’être, pendant le mouvement, en contact avec l’une des dents du pignon.
Si je suppose que le point K", extrémité de la dent du pignon, arrive en <j', point d’intersection de la droite CD et du cercle { 06 ), il y aura, dans cette position de la crémaillère, par rapport au pignon, autant de dents en eontactqu’ily aura d’extrémités de dents du pignon situées sur l’arc çç' et d’extrémités de dents de la crémaillère situées sur la droite oà' ; les points 8 et i' étant las intersections de la droite ZZ' avec les droites ^'ô'et ^ 8 , qui sont respectivement parallèles aux côtés VV" et VV” de la dent de la crémaillère.
On pourra augmenter le nombre des dents en contact (ou en prise) en diminuant la base VV' du triangle qui forme la dent de la crémaillère; mais alors le nombre des dents du pignon, augmentera, et par suite la longueur ou saillie de ses dents diminuera. -
.. • • , vé- t y r a. : v •. . . *. y-
0. Observations sur les crémaillères à dents rectangulaires et n dents triangulaires.
On doit observer : • . " •
t” Pour la crèinaillèrc à dents rectangulaires, la dent du pignon glisse constamment sur le même point de la dent de la crémaillère avec laquelle elle se trouve eu contact, tandis que pour la crémaillère à dents triangulaires, le point de contact change de position sur la dent de la crémaillère à mesure que 'ce point de contact parcourt, la ligne brisée DCD 1 ; ‘v. ...
2* De ce que les développantes de gauche des dents du pignon sont en contact avec les côtés de droite des dents de la crémaillère (que celte crémaillère ait des dents rectangulaires ou triangulaires) avant le rayon oà perpendiculaire à la direction de la crémaillère; et de ce que, en même temps, les développantes de gaucho des dents du pignon sont en 'contact avec les eûtes de gauche des dents de la crémaillère après ce même rayon ou: il s’eusuil que, si le pignon ayaul tourné de droite à gauche vient à tourner de gauche à droite, il conduira la crémaillère, iiumédialomenL et sans perle de temps, puisqu’il u y a pas de jeu entre les dents du pignon et les dents de la crémaillère;
3’ Dans l'engrenage à dents rectangulaires, le cercle primitif (oC) (fig. 3) est en mème'temps le cercle développa de toutes les développantes qui terminent les denudu pignon ; mais dans l’engrenage à dents triangulaires , le cercle primitif (oC) (fig. 4) est dtUëreui (il est autre) du cercle développé des courbes
développantes qui terminent les dents dn pignon , car ce dernier ( le cercle développé) est le cercle (od).
Dans ce qui précède, je n’ai pas eu égard à l’épaisseur que l’on doit donner J la crémaillère et au pignon, épaisseur qui est déterminée par deux plans parallèles entre eux et perpendiculaires à l'axe de rotation du pignon (*).
En ayant égard à cette épaisseur, l’on voit sur-le-champ que les dents de la crémaillère peuvent être :
1* Des parallélipipèdcs droits ou obliques;
2* Des prismes triangulaires droits ou obliques.
7. Cas où les dents de la crémaillère sont des parallélipipèdcs ou des prismes trumrfulairet
• droits.
Dans le cas où les dents de la crémaillère sont des parallélipipcdes ou dea prismes triangulaires droits, il est évident que la surface qui termine la dent du pignon se compose de deux cylindres dont les génératrices sont parallèles à l’axe du pignon , et dont les bases (ou sections droites) sont respectivement les développantes de droite et de gauche <>«■■ tu -in milieu .du pignon et de
la crémaillère. «
En sorte que l'extrémité ou arête saillante de la dent du pignon est une droite parallèle à son axe, cl qui n’est uulre que la génératrice droite intersection des deux surfaces cylindriques ( jig . 3 et 4).
8. Cas où les dents de la crémaillère sont des parailétipipèdes ou des prismes triangulaires
« obliques.
Dans le cas où les dents de la crémaillère sont des parallélipipèdcs o"u des prismes triangulaires obliques, la surface d’une dent dn pignon se compose de deux surfaire* développables dont je vais examiner la nolure géométrique.
Si sur un cylindre (C) droit et à base circulaire on trace une hélice è, on sait !
4 • Quo toutes les tangentes à I hélice 5 font avec l’axe du cylindre un même angle * cl déterminent une surface développable I, nommée liélieotde développable , ol dont Varcte-de rebroussement n’est autre que l'hélice i;
2* tjue tout cylindre à base circulaire , et ayant môme axe A que le cylindre (C), coupe Ijiélieoïde développable X suivant une hélice dont les tangentes font avec l'axe A un angle qui est égal à «;
(•) Les tracés donnés ( /S J. 3 cl «) sont supposés effectués dons le plan milieu de l’engrenage.
3» Que tout plan perpendiculaire à l’axe A coupe l’hclicoide développable 2, suivant deux développantes égales cl tournées en sens inverse, ayant le cercle base (ou section droite) du cylindre primitif (C) pour développée commune;
4’ Que deux plans parallèles entre eux et perpendiculaires à l'axe A , coupent les deux nappes de fjiélicoide développable 2, suivant quatre développantes égales et tournées deux à deux en sens inverse, cl que les parties des tangentes de l’hélice 3, interceptées entre ces deux plans, sont toutes égales ontre ellos;
5* Que les nappes qui se tournent l'une à l’autre leur concavité , et qui appartiennent à deux hélicoïdes développables 2 et 2! ayant pour arêtes de rebroussement rcs|>cclivcs deux hélices 3 et 3' parallèles entre elles et tracées sur un môme cylindre primitif (C), se coupent suivant une hélice' 4* située sur un cylindre primitif (C') ayant môme axe A que le cylindre*(C), et dont les tangentes font avec cet axe A le môme angle * que font avec ce même axe A les hélices 3 et 3'.
Cela posé :
Examinons le cas où les dents de la crémaillère sont des fmrallélipipèdrs obliques.
Pendant le mouvement de rotation , lo plan de Tune des faces obliques de la dent de la crémaillère se ment langcntiullemeut à la développante de droite ou de gauche de la dent du pignon , en faisant constamment avec l’axe de ce pignon un angle constant qui est le complément de l'angle 6 qui mesure l'inclinaison de celte face oblique sur le plan milieu du tracé (fig. 3).
La surface de la dent du pignon sera donc composée de deux surfaces développables qui seront les enveloppes île l'espace parcouru par les plans de l’une et l’autre face oblique de la dent de la crémaillère.
D'après ce qui précède il est donc évident : .
1* Que lu surface de la dent du pignon se compose de deux nappes se tournant leur concavité et appartenant é deux hélicoïdes développables ayant pour arêtes de rebroussement respectives deux hélices tracées sur le cylindre droit ayant pour base (ou section droiterie cercle (oC) (fig. 3 ), et ayant pour axe celui
«lu pignon.
T Que les tangentes à ces deux hélices font avec l’axe du pignon un angle qui est égal à celui que l une des faces obliques du parallélipipède fait avec cet axe.
3° Que les deux hélices sont parallèles entre elles et interceptent sur les génératrices du cylindre (oC), des |>ariics égales entre elles cl à la distance verticale h'h" (fig. 5) qui existe entre les plans des faces obliques h' b 1 ' et MM' qui délcrminout le creux existant entre deux dents consécutives de la crémaillère.
4* Que l'extrémité (ou arête saillante) de lu deut du pignon est une hélice dont les tangentes font avec l’axe de ce pignon un angle égal au complément de l’angle C.
9. Cas où les dents de la crémaillère sont des primes triangulaires obliques.
Tout ce que je viens de dire sur la forme des dents du pignon conduisant une crémaillère dont les dents sont des parallélipipèdcs obliques , s’applique mot à mot à la forme des dents du pignon qui doit conduire une crémaillère dont les dents sont des prismes triangulaires obliques; seulement l’on doit faire observer que dans ce dernier cas les deux hélices parallèles entre elles , et qui sont les arêtes de rebroussement des deux héiicoïdes développables qui terminent la dent do pignon, interceptent sur les génératrices du cylindre primitif ( od ) (fig. i) des parties égales entre elles et à la distance verticale existant entre les droites, qui sont les intersections du plan tangent au cylindre primitif (od) suivant la génératrice (d) et des deux faces obliques (C'V'") et ( CV'") qui déterminent le creux de deux dents consécutives de la crémaillère.
10. Du lieu des contacts des dents du pignon et de lu crémaillère.
Le contact entre deux dents du pignon cr dg-tn m^mnilUrn fera suivant une génératrice droite de la surface développable, çtjtindre ou hélicmde , qui termine la dent du pignon ; la face de la dent de la crémaillère étant uu plan tangent à cette surface développable.
Pour la crémaillère à dents parallélipipèdcs droits ou obliques , la droite de contact se moût dans un plan parallèle à Taxe du pignon et passant par la droite ZZ' (fig. 3 ). Celle droite de contact est toujours la même sur la face plane de la dent de la crémaillère, en sorte que le frottement s’exerce toujours aux mêmes points sur la face de la dent de la crémaillère.
Pour la crémaillère à dents prismes triangulaires droits ou obliques , la dent de contact sc meut dans deux plans parallèles & Taxe du pignon , et passant , l'un par la droite DCP', et l’autre par la droite D'CP (fig. 4 ). La droite de contact change de place sur la face plane de la dent de la crémaillère , en sorte que le frottement ne s’exerce pas aux mêmes points sur celte face de la dent de la crémaillère.
H. Tracé de la projection Itoriiontale du pignon.
D’après ce qui précède il est facile de tracer la projection horixontale du pignon dont les dents sont terminées par des surfaces hélicoïdos développables.
En effet : ayant tracé les ûg. 3 et 4, il suilira de supposer que ces figures tournent respectivement autour du centre o d’un angle tel que l’arc «A (fig. 5) soit
— MO
égal ii la projection de la partie (interceptée entre les deux plans parallèles déterminant I 'épaisseur du pignon) de l'Iiélicc tracée sur le cylindre primitif, et dont les tangentes font avec l’axe du pignon uu angle égal au complément de l’angle S.
Ainsi dans la lig. 5 qui représente la projection horizontale du pignon et de la crémaillère dans le os où les dents sont des parallélipipèdcs obliques, l'arc aA étant rectifié est égal à la droite et projection horizontale de l’arète MM’ de la dent de la crémaillère (*).
Des moyens mécaniques qui peuvent être employés pour tailler les dents du pignon.
I. PREMIER PROCÉDÉ
Je suppose ( fig. 6) que la rondelle R , qui doit être taillée, est horizontale , cl tourne librement autour d’un axe fixe et vertical (a).
Le rayon ad de cette rondelle sera égal uu rayon ao des lig. 3 et 4.
Sur le plan supérieur de la rondelle R, on décrira un cercle concentrique au cercle (od), e l ayant pour rayon une ligne ab égale eu longueur au rayon oC des lig. 3 et 4.
Knsuite on (hcra au moyen de deux vis m cl m sur le plan supérieur de la éondelle R , un limbe G tournant avec cette rondelle R autour de l’axe (a) et terminé par une surface cylindrique verticale ayant pour base (ou section droite) un cercle du rayon ab.
Aux deux points n cl n de ce limbe, ou fixera deux chaînettes s’enroulant, l’une /là gauche cl l'autre A’ à droite, sur le cylindre vertical {ab).
(*) Dau$ les lig. :i cl 4 nousavt>n> donné ocs tracés ^métriques qui peuvent être dits : tracés ihéoriqut&.Diins lu pratique, les dents du pignon ne pourra ient p*i- être 'terminées ainsi par unepointo, laquelle no résisterait pa> aux e Boris; mais lo tracé théorique étant exécuté , rien ti'empériie de- tronquer la points et de donner pur ce moyen une certaine épaisseur à la dent Uu pignon, épaisseur qui devra être calculés en vertu- de la résistance des matériaux et de l effort que la dent aura A exercer lorsqu'elle, sera arrivée en la po.-ilion où elle devra agir par son extrémité sur lu dont de la ci émail 1ère.
Nous n’avons pas donné de jeu aux d »nts de l'engrenage ; on pourra obtenir ce jeu t s’il est nécessaire, de deux manien t différentes , et sans fiert changer au tracé : t°en éloignant (a crémaillère du pignon; 2^ en diminuant Vépais?cur des dents du pignon , ou l’épaisseur des dents do la crémaillère.
Danr ic-s tracés donnés ( fig. 3 et 4 ) , il est évident que l'on a un engrenage à développantes et qui doit jouir des mêmes avantages que les engrenages cylindriques extérieurs à développantes, et ainsi l’éloignomeni des axes pour donner le jeu nécessaire , ou le rtipprot hement des axes lorsque le jeu est devenu trop considérable par l'usure des dents, sont chose possible sons modifier les propriétés de l'engrenage, sans donc altérer lo rapport constant outre tes vitesses des axes. T. O.
Ce» deux chaînettes seront horiaontalos, l'une au-dessous de l’autre et dans un plan tangent au cylindre (ah).
La chaînette h passera sur deux poulies de renvoi D et B', et viendra s'attacher par son extrémité f/à l’équipage X.
La chaînette /l’ passera aussi sur deux poulies de renvoi B” et B"’., et viendra s’attacher par son extrémité q' au même équipage X.
\ . De l'équipage X.
Cet équipage ( fig . B et 7, 8 et 9) se compose d’une règle horizontale D', glissant dans une rainure à; la direction de son mouvement de translation étant parallèle au plan tangent qui contient les chaînettes /< et /»'; ensuite, de deux supports D et D' auxquels sont fixées les extrémités q cl q' des deux chaînettes, et ces supports portent en même temps les paliers l et l' sur lesquels tourneront les axes coniques d’une scio circulaire E, laquelle sera mise en mouvement au moyen d’un archet II , ou d’un rouet.
A l’une des extrémités de l’un. des supports sera fixée une vis v, tournant dans un écrou tixe L. L’axe de celte vis v sera parallèle fiîi~TnnMBgw — »'.i» j...
de la règle D'.
Jeu de la machine
En ihisant tourner la vis v au moyen des bras I , la règle D’ s avancera dans la direction yy, et les chalncltcs forceront la rondelle B à tourner dans le sens xx'j. de telle sorte que la chaînette h se sera enroulée cl la chaînette h' se sera déroulée d’un arc égal en longueur à l’avancement rectiligne de la règle U'.
Pendant que Ton fera tourner lentement la vis r dans son écrou fixe L, la scie circulaire E recevra un mouvement de rotation continue au moyen du rouet , ou un mouvement de rotation alternatif au moyeu de l’archet, et cette scie découpera la rondelle R.
Les croquis (Jig. 8 et 7) donnent, je pense, une idée suffisante du mécanisme à exécuter.
De la scie circulaire E
Si la scie E était une simple plaque, apres avoir entaillé la rondelle R jusqu’à une certaine profondeur, elle serait forcée de se plier (de se déformer, de se gauchir ), lorsqu’on continuerait à faire avancer la régie O', pour jiouvoir achever le travail.
Pour obvier à cet inconvénient I on donnera à la scie E une forme particulière
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qui dépendra de la nature géométrique de la dent de la crémaillère; ainsi : ou la forme indiquée ( fig . 10), si le pignon doit conduire une crémaillère à dénia prismes-irinngutaires , ou la forme indiquée (fig. 11), si le pignon doit conduire une crémaillère à dents parallctipipidet.
h dscoupoir E
La scie ou découpoir E’ (fig. 10) est composée de plusieurs plaques circulaires, toutes d'cpaisseur égale et séparées les unes des autres par des plaques non dentées ayant même épaisseur, mais ayant des rayons moindres.
Ce système forme un tronc conique dont l’arète m'r sera égale à bd (fig. 6).
L’angle 6, complément de celui que Taxe du ironie conique fait avec uné de ses arêtes , sera égal à la moitié de l'angle V'C’V'" (fig. 4) qui forme l'extrémité de la dent triangulaire de la crémaillère.
Du découpoir E
tiisHi
La scie ou découpoir E" (fig. 11) est aussi formée de plusieurs plaques dentelées à la circonférence et alternativement séparées | ar dés rondelles ou plaques non dentélées et d'un diamètre .moindre. *.
Le système forme un cylindre (mmW) accolé à un tronc de cène (rr'mm'). L'aréle nm du cylindre sera égale à la tangente trigonomélriquc du demi-angle
m“om construite dans le cercle dont le rayon =oC (fig. 3), et l'arète mr du tronc conique sera égale à bd (fig. 6), ou , ce qui est la môme chose , on aura mr égale
*aü(fig.3). ÿS-. 1
L’angle S', complément de celui que l'axe du tronc conique fôit avec l'une de
ses génératrices druiles, sera égaU U — «lié du Eung tc mem (fig. 3) mesure dans le cercle oC par l'arc mm", dont la rectification égale en longueur l'épaisseur MR de la crémaillère, • itfaft Vihjm*# DnqumtsV
Travail de» découpoir» E' et E
. 1 .irlîaitln ■ • A\ £*■
L’axe de la scie étant horizontale, son plan jpeut être, ou 1* perpendiculaire au plan tangent qui contient les chaînettes et i l'axe de la vise, ou 2* obliqne à l’axe de la vis v, et ainsi oblique par rapport à la direction du mouvement de féquipage X. . * : =•> . - '••• - 1 ■ •' (
Dans te premier cas , la scie ou découpoir E" (fig. 1 1) découpera la rondelle R suivant un cylindre vertical ayant pour base une courbe développaiitrda^eercle
(ab) (fig. 6), cl qui sera apte à conduire la crémaillère à dents parallélipipèdes droit*.
Dans le deuxième cas, l'axe de la scie étant toujours horizontal et faisant avec l’axe de la vis v un angle égal à celui que le côté V'V" (fig. 4) de la dent triangulaire de la crémaillère fait avec la ligne LV, la scie ou découpoir E' (fig. 10) découpera la roudclle K suivant un cylindre vertical ayant pour base une développante, lequel sera apte à conduire la crémaillère à dents prismes triangulaires droit*.
Ainsi les supports D, D, devront être disposés , dans le premier cas, de manière à ce que les paliers I, soient verticaux cl perpendiculaires à l’axe de la vis a; et, dans le deuxième cas, de manière à ce que les paliers t et ( soient encore verticaux, mais faisant avec Taxe de la vis t> un angle égal à celui que le cèté V'V" (fig. 4) fait avec la ligne W .
four exécuter la surface hélicotde développable qui termine la dent du pignon , lorsque les dents de la crémaillère sont des parallélipipèdes obliques , l'on prendra le découpoir E" (fig. 11). On placera son axe conique dans un plan vertical passant par l'axe de la vis v, et en inclinant le plan de la première scie circulaire ntt de manière à ce que l'angle qu’il fera avec le plan horlzoutaTsoii cg.lf A't’angle S (fig. 5) qui mesure l'inclinaison de la face oblique de la dent de la crémaillère. •
Dès lors les paliers l et ( devront être parallèles au plan de la première scie circulaire lin’.
Lorsque les dents de la crémaillère sont des prismes triangulaires obliques, l'on prendra le découpoir E' t fig. 10), on placera le plan de la première plaque dentelée non’, de manière à ce que sa position , par rapport à l’axe de la vis y, soit absolument la même que celle de la face oblique de la dent prisme triangulaire de la crémaillère par rapport à la ligne horizontale W (fig. 4).
Dès lors les paliers / et ( devront être parallèles au plan de la première scie circulaire rnin'.
Les lig. 8 et 0 représentent les croquis du plan et de l’élévation de l'équipage X pour le deuxième cas.
La fig. 12 représente diverses époques du travail eflcctué par le découpoir E”, dans le cas où le pignon doit conduire une crémaillère à dents purallélipipèdes droits. Dans celle ligure on a supposé que l'extrémité n" du décoiqroir E" (fig. 10) étant d’abord en contact avec la rondelle (à découper) au point m, la machine étant ensuite mise en mouvement, le découpoir soit arrivé d'abord en la position bam P; ensuite en la position b'am P'; enfin eu la position extrême é”a"m"P".
En sorte que les parties successivement rongées par le découpoir pendant le
travail, seront, d’abord : le polygone Mijam, ensuite le polygone yy'a'mm'a, enfin le polygone y'b"a"m"m'a'.
Ainsi l’on aura , par ce moyen , découpé le cylindre droit Mm” qui termine la partie de gauche de la dent du pignon, en obtenant dans la rondelle une entaille de la forme b"a"m" M.
L'on opérera de même pour chacune des dents du pignon ; ensuite pour exécuter le cylindre droit qui termine la partie de droite de chaque dent du pignon , l’on retournera la rondelle , plaçant son plan supérieur en dessous et vice ver ta . De sorte que la courbe AA' à tailler, se mettra à la place de la courbe taillée mM et tûcc ver ta.
Le travail fini, le creux qui doit séparer deux dents adjacentes aura la forme A'Aa'W'M.
Il ne restera plus qu’à enlever le petit solide ayant pour base le triangle An"m"B, et formé : 1” par deux cylindres concaves ayant leurs génératrices droites parallèles , pour l’un à la droite mV', pour l’autre à la droite a"A , et ayant pour section droite un cercle égal à celui de la scie circulaire; 2" par un cylindre vertical ayant pour base l’arc de cercle Alla".
Le travail des découpnirs E' et E”, que la surface de la dent du pignon soit un cylindre ou une surface héiicoïde dévclnp|iable , s'effectuera dans tous les cas d’une manière analogue à celle que j’ai représentée par la lig. 12.
II. OEtlXIÈHË PROCKDé
La rondelle K et l'équipage X étant disposés comme dans le premier procédé , si l’on ne veut employer, pour tailler la surface développable de la dent du pignon, qu’une seule plaque dentée à sa circonférence ( une seule scie circulaire), il faudra que celle plaquu ait uu mouvement propre qui lui permette de s'avancer ou de s'éloigner à volonté de la rondelle , quelle que soit d’ailleurs la position de l’équipage X dans la rainure qui dirige son mouvement de translation; et la plaque dentée devra se mouvoir parallèlement à son plan.
Ainsi , ayant mis la vis v en mouvement, la rondelle 11 ayaul tourné autour de son axe eu vertu du mouveu ni imprimé par la vise aux deux chaînettes, l'on taxera la rondelle It cl l’équipage X dans une position telle que la plaque doutée étant avancée parallèlement à sou plan (parallèlement à elle même), touche par un point de sa circonférence la rondelle H au point a , qui sera le premier point de la développante [fig. 13).
A mesure que la plaque (uurucru sur son axe, on la fera avancer contre la
rondelle, de manière à ce que par son travail elle tracera un plan tangent à la surface hélicoïdale de la dent du pignon, face tangente qui sera dirigée suivant ab.
Ensuite l'on retirera la plaque , on mettra la vis » en mouvement et l'on passera à une nouvelle position telle qu'en avançant lu plaque elle se mette en contact, par sa circonférence, au point 1 delà rondelle U.
Fixant en leurs positions et l’équipage X et la rondelle R , l'on fera mouvoir la plaque en s'avançant au fur et à mesure de son travail contre la rondelle , et dès lofs elle tracera un nouveau plan langent à la surface hélicoïdale de la dent, et qui sera dirigé suivaul 16, et ainsi de suite. De sorte que par ce procédé l'on enlèvera successivement les solives 1 a'a, la"2, 2o"'3, 3«'4, et l’on aura construit un polyèdre (aa'a"a"a i ) circonscrit à la surface hélicoïdale de la dent du pignon.
Pour ronger les arêtes de ce polyèdre , arêtes qui sont les intersections de deux plans tangents ou faces tangentes adjacentes, l’on substituera à la plaque den- . telée à sa circonférence sous forme de scie, une plaque dont la surface sera taillée en forme de lime ou de râpe, et en faisant mouvoir la vis a alternativement de gauche à droite et de droite â gauche , la plaque achèvera la surface hélicoïdale de la dent du pi gnon.
III. TROISIËaS t-HuchOfc
On peut trouver la projection horizontale du pignon sur un plan perpendiculaire à son axe; la surlace hélicoïdale a, qui termine la dent de ce piguon , est engendrée par des droites qui ne sont autres que les tangentes à l hélice à, qui est l’arête de rebroussement de cette surface hélicoïdale a; toutes ces droites, génératrices de celte surface développable a, se projetteront donc horizontalement suivant des tangentes au cercle qui se trouve la projection horizontale de l’hélice i. D’après cela, il sera facile de tracer sur l’épure les projections de ces diverses tangentes (Hg. 13 6 u), lesquelles couperont les développantes R et B', suivant lesquelles les plans inférieur et supérieur du pignon coupent la surface A, en des points homologues 1 et 2 et 2', 3 et 3’, etc. Dès lors, en traçant sur le relief, les courlres 11 et B', et marquant les points 1,2,3, etc. , sur la courbe B et les points 1' , 2' , 3', etc. sur la courbe B', l’on pourra , au moyen d’un ciseau ou d’un rabot, tracer les droites 1 1', 22', 33', etc., et former ainsi, par ses génératrices successives, la surface développable a.
§ VI
De la vis-sans-fin.
Revenons maintenant» l’engrenage dit vis-sans-fin.
On sait que la surface, soit supérieure, soit inférieure du filet d’une vis, est engendrée par une droite qui se meut : I* sur une hélice tracée sur un cylindre ayant pour section droite un cercle, et 2” sur l’axe de ce cylindre de révolution, en faisant avec cet axe un angle constant.
L’on donne à cette surface le nom A'héllcmde gauche.
Dans la vis à filet carré , la génératrice droite de l’hélicoïde gauche est perpen- * diculaireà l’axe du cylindre.
Dans la visé filet triangulaire , cette génératrice fait avec l’axe un angle d’autant moins obtus que l'angle au sommet du triangle générateur du filet est plus aigu ; ou, en d'autres termes, -que le filet de la vis est plus mince et plus effilé.
lin sorte que si l’on fait passer par l'axe de la vis un plan méridien , la section offrira, pour la vis à filet carré, le disposition indiquée (fig. 15), et pour la visé filet triangulaire, celle indiquée (fig. 16).
Supposons que ce plan méridien soit fixe et imprimons à la vis un mouvement de rotation autour de son axe. Les sections successives faites dans la vis parce plan méridien se superposeront aux positions successives que prendra la Rection primitive, en lui supposant un mouvement de translation suivant l'axe de la vis, ce mouvement de translation s'opérant dans le plan méridien et étant proportionnel à la vitesse angulaire de la vis.
En sorte que la section que l’on obtiendra dans la vis, en supposant qu’elle ail Tait un tour entier autour do son axe, se superposera à la position qu’affedera la section primitive, en supposant qu’elle se soit mue , le long de l’axe, d'une longueur égale au pas de la vis.
On peut donc dire que la section de la visse comportera comme une crémaillère dont les dents seraient précisément les diverses se :lions du filet de la vis par le plan méridien fixe.
Par conséquent, si par l’axe de la vis on fait passer un plan perpendiculaire à l'axe du pignon (plan que je nommerai plan-milieu), ce plan devra couper les dents de la roue dentée (ou pignon) cl le filet de la vis, suivant une section donnant la ligure 3, si la vis est carrée, ou la ligure 4 , si la vis est triangulaire.
La section faite dans la dent de la roue dentée par le plan-milieu, sera donc, dans les deux cas, une développante de cercle.
Cherchons maintenant quelle sera, sur le filet de la vis, la courbe, lieu de ses contacts successifs avec la développante.
Vis <1 filet carré
Puisque (fig. 3) le point M' est le seul de ceux de l’aréte Q’M' qui se mette successivement en contact avec la développante Rm'; de ce que ce point de contact parcourt la droite 1.1! [tendant le mouvement simultané, et de translation de la crémaillère et de rotation du pignon , il s’ensuit que le lieu des points du filet de la vis qui se mettent successivement en contact avec la développante. Bm', sera l’hélice cylindrique décrite par le point M' autour de l’axe de la vis , en d’autres termes, sera l’arète saillante du filet de la vis carrée.
• 2. Vis à filet triangulaire.
Puisque (fig. 4), I”, le point de contact du côté V 'V" cl de la développante MW
parcourt la drorteftP^ nend-.mrhr~moinoinnul nimnltam’ ’^ et de trous' uinn de la crémaillère et de rotation du pignon ;
Puisque, 2*, ce point de contact est successivement sur le côté VT, en les diverses positions V'V", V'"G', Y 'G, que ce côté prend successivement pendant le mouvement, d’abord en M', ensuite en M, enfin en C ;
Puisque, 3* , les longueurs V 'M', V"'M, V’C , sont entre elles comme les espaces Y\”, YV'", YV<, parcourus par le côté V'V" le long d’une droite parallèle à l’axe de la vis et que ces espaces sont entre eux comme les espaces angulaires parcourus dans le même temps par un point de la vis autour de son axe;
Il s’ensuit que :
Le lieu de points du lilet de la vis triangulaire, qui se mettent successivement en contact avec lavlcvoloppanle MW pendant le mouvement de l’engrenage, est une courbe à double courbure qui a pour projection, sur un plan perpendiculaire à l’axe de la vis, une spirale ((Archimède.
ÎSoiis pourrons donner à celte courbe le nom de spirale hélicoïdale gauche. Ainsi, dans la figure 14 , le cercle développé de la développante a pour rayon la longueur a" h ; la droite oA est celle qui doit être parcourue par le point de contact du filet delà vis triangulaire et de la développante ; la courbe ^ est la projection horizontale , ou sur le plan-milieu , et la spirale d’Archimède est la projection verticale, ou sur un plan perpendiculaire à l’axe de. la vis, de la spirale hélicoitlfdc gauche, lieu des points de contact du filet de la vis triangulaire; la courl>e f est, dans cette épure , la sinusoïde projection horizontale, ou sur le plan-milieu,
de l'hélice cylindrique parcourue par le Rom met du triangle générateur du filet de la vis triangulaire, en d'autres termes, la sinusoïde <j est la projection de l’arête saillante (ou tranchante) du filet de la vis triangulaire.
VU
Connaissant la courbe qui unit sur le filet de la vis (carrée ou triangulaire) les divers points de ses contacts successifs avec la développante , il sera facile de déterminer fa nature géométrique de la surface de révolution que celte courbe des contacts doit engendrer autour de l’axe de la vis, pendant le mouvement de l’engrenage, en d’autres termes (tendant le temps que le filet de la vis conduira ou sera conduit par le pignon au moyen de la développante qui termine la dent de ce pignon.
Pour la vis à fikl carré
La courbc-licu des points des contacts successifs du filet et de la développante (ces points étant considérés en tant que situés sur le filet do la vis) n’csl autre que rhélice cylindrique qui forme l’aréte saillante de ce filet de vis; et le point de contact du filet et de la développante ne sort pas du plan-milieu , et parcourt sur ce plan la droite W parallèle à l'axe de la vis ( Jig . 3).
D'après cela, il est évident que la surface de révolution engendrée par cette hélice cylindrique, pendant le temps que le filet conduira la développante, n'est autre que la surface cylindrique sur laquelle cette hélice cylindrique peut être tracée.
.2. Pour la vit triangulaire.
Nous avons vu précédemment que la courbe qui unit les points du filet de la vis triangulaire qui se mettent «ueeessrvement en rontnel avec la développante, est une spirale hélicoïdale gauche dont les projections sont (Jig. i i) sur le planmilieu la courbe J, et sur le plan perpendiculaire à l'axe de la vis la spirale d' Archimède •J'.
On se rappelle aussi que le point de contact du filet de la vis et de la développante ne sort pas du plan milieu , pendant tout le temps que la vis conduit la développante qui termine la dent du pignon, et qu'il parcourt la droite oK(Jig. 14), qui est la même que celle DP' (Jig. 4).
Cela posé , je suppose :
I* Que la spirale hélicoïdale gtiuche coupe Taxe Soo" de la vis au point o , qui est celui eu lequel lu droite o\ rencontre cet axe ; t
2* Que la droite oM est une génératrice du (ilet de la vis; '
3* Que pour un tour entier de rotation de la vis autour de son axe , la génératrice oM passe on la position oA; le point A étant celui où la droite oA est tangente au cercle développé de la développante ;
4* Que le point o osl le premier point, et que le point A est le dernier point de contact du filet de la vis et de la développante .
Cela dit :
La vis prenant autour de son axe un mouvement de rotation dans le sens uc (fig. 44), la spirale hélicoïdale gauche tournera autour de l’axe Soo", le point o restant fixe, et celle courbe décrira dans l’espace une surface de révolution.
rendant le mouvement de sa rotation, h spirale hélicoïdale viendra couper si successivement le plan-milieu, en des points qui seront tous distribués sur la droite oA.
Si par l’axe de la vis on fait passer un plan méridien arbitraire, la spirale hélicoïdale viendra aussi couper ce plan et successivement en des points qui seront tous distribués sur une droite passant par Je point o, car ce qui a lieu pour le plan milie u, doit évidemment avoir lieu pour un plan méridien quelconque.
Ai nsi, la spirale hélicoïdale engendre par son môllvemem rtr- de
l’axe de la vis, une surface conique A ayant le point o pour sommet, ayant pour are celui de la vis, ayant pour hase le cercle section droite du cylindre sur lequel on peut imaginer que se trouve tracée l'héliee arête saillante du filet de vis triangulaire, et ayant pour l'une de ses arêtes ou génératrices droites , la dioite oA.
Ainsi, la spirale hélicoïdale gauche n’est autre que la spirale conique (T Archimède (*). »
Il est évident, d’apres ce qui a été dit ci-dcssns, que les parties des génératrices droites de la surface conique A, qui sont interceptées entre les spires de la surface du filet de vis , sont égales entre elles.
’ S VIII
De ht construction de la dent de la roue dentée.
On donne à la roue deiitée une certaine épaisseur, en sorte que chacune de ses dents doit être arrêtée aux deux plans parallèles qui terminent) supérieurement cl
{•) Voyez dans les Développements de géométrie descriptive , ce que j*ui dit au sujet de cette spirale conique d'Archimède, dans le mémoire sur les trois spirales.
Ici j’imve à reronnatlie que la spirale conique d'Archimède est l’intersection d'une surface holiooïde §auche et d'un rêne de révolution , par des considéiatiun- différentes de celles employées dans le mémoire sur les trois spirales ; et cela doit être , puisque ici le point de départ est différent. T. O.
inférieurement la roue. On peut construire la dent du pignon de trois manières différentes, en nous rappelant que, pour que les vitesses soient dans un rapport constant, il faut que la dent de ce pignon soit coupée par le plan-milieu suivant une développante de cercle.
On peut d’abord supposer que la dent du pignon n'aura en ehaqtte instant du mou vi ment qu'un point de contact avec le lilct de lu vis; ce résultat peut s obtenir de diverses manières.
I. On peut donner à la dent la forme d’un couteau ayant son arête saillante située dans le plan-milieu.
Alors le filet de vis conduira le couteau à développante, à la façon de ce qui se passe dans les engrenages de NY hile ; seulement le frottement sera ici de glissement angulaire.
On pourra il tracer sur le filet de \ is triangulaire , une série de tpirales conique* d'Archimède, équidistantes entre elles et telles qu’elles viennent s'engager entre les dents du pignon , et évider Je filet de vis en l'entaillant sous forme de couteaux ayant ces spirales pour tranchant. On foi met ait alors un engrenage analogue aux engrenages de W bile, mais un engrenage qui serait toujours à frottement de glissement angulaire.
Ou voit de suite que ce travail, qui consiste à entailler le liiel de vis, si rait en pure perte , et qu'il vaut mieux laisser toutes les spirales enveloppées par le filet de vis.
II. On pourrait construire une surface D passant par la développante 3 située dans le plan milieu, celle surface U étant telle qu'à chaque instant du mouvement elle ne se trouve en contact avec le filet de la vis carrée ou triangulaire que par un seul point situé sur la développante 3.
Il paraîtrait au premier aperçu que la sut face la plus simple que l'on pourrait employer, dans ce cas , serait l'enveloppe de l'espace parcouru par le paraholoïde hyperbolique tangent à l'Iiélii nï.li- garn it.- fmimuiJa surface de Ja vis, ce paraboloide étant langent à cette surface suivant unu de ses génératrices droites. Mais comme pour ebaque général liée droite de l'hélicoïde il existe une infinité de paraboloïdes tangents, on paraît disposé tout d'abord à choisir, vu le problème à résoudre , le paraholoïde qui csl formé par les tangentes aux diverses hélices cylindriques tracées sur le filet de vis. Nous désignerons ce |>araboloïdc par i.
Ainsi le paraholoïde 2 étant supposé langent au filet de vis, tout le long de la géuérali iee droite G, de ce filet, située dans le plan-milieu, louchera la développante 3 au point pour lequel lu droite G est sa tangente.
l.e paraholoïde 2 passera donc, par rapport à la développante 3, cl en vertu du mouvement relatif, en supposant que le pignon reste fixe et que la eréuiail-
1ère s’enroule sur le cercle primitif du pignon , en diverses positions infiniment voisines!, 2’, 2", etc., qui par leurs intersections successives donneront des ligne* qui détermineront une surface B passant par la développante 4, et cette surface Il satisfera à la condition de u’èlrc en contact avec le filet de la vis, et en chaque instant du mouvement, quq par un seul point situé sur la développante 4.
La surface enveloppe de l’espace parcouru par le paraboloïde 2 serait une surface courbe assez compliquée ; aussi est-ce par une considération autre que celle du paraboloïde langent 2 que nous allons arriver à une surface réglée assez simple, laquelle passera par la développante 3, et satisfera aux conditions exigées de contact avec le filet de la vis.
Nous allons rechercher celle surface réglée pour l’une et l’autre vis.
Fi» n filet carré
Les points de l’hélice cylindrique qui forme l’arète saillante du filet de la vis carrée, étant les seuls entre tous ceux de la surface du filet, qui se mettent successivement en contact avec la développante, l’on peut considérer la surface régicide la dmil du i»i»i>.»n «cnnma nnnendrén par les diverses positions que prendra , non la tangente à cette hélice cylindrique , mais une déolIC t> située dans le plan tangent mené à la surface du filet de vis carrée au point où l’hélice saillante coupe le plan-milieu , cette droite G étant perpendiculaire & la génératrice du filet de vis qui est situé dans le plan-milieu ; cette droite G prendra successivement, par rapport aux diverses positions qu'affectera la développante 3 pendant le mouvement de l’engrenage, des positions en lesquelles elle sera toujours tangente au cylindre qui a pour base le cercle développé de la développante 3 (*).
Dès lors, il est évident que la surface réglée de la dent du pignon ne sera autre que la surface hélicoïde développable dont j* ai donné la construction, lorsque j’ai décrit ce qui était relatif à la crémaillère à dents paraltelipipédes obliques.
Vii à filet triangulaire
Je suppose que le cùté V'V M {fig. 4), situé dans 1 e plan-milieu , est une génératrice droite de l’bélicoide gauche qui forme la surface du filet de la vis triangulaire.
H Dn doit remarquer en passant que si l'on trace sur une surface courbe C une ligne courbe « ; ai l’on fait mouvoir sur cette surface C un plan tangent dont le point de contact se meut sur celte oourbe * , ce plan engendrera une surface développable D , dont je désigne l'arélo de rebrouasemeot par ». Si la courbe t est la développée de la courbe v, la courbe « sera une ligne de courbure de la surface D. Ainsi, * dans le cas de la vis i filet carré, la développante » située dans le plan-milieu, est une ligne de courbure de la surface de la dent.
Le point M', contact de lu droite V'V" et de la développante M'm', engendrera une hélice cylindrique (M') tracée sur un cylindre de révolution ayant pour axe celui de la vis et ayant pour base un cercle dont le rayon est égal à la distance du point M' à l’axe de la vis. J’appellerai le rayon de ce cercle, rayon de l’hélice (M').
La tangente à l’hélice (M') au point M' sera une des génératrices droites du paraboloïde 1 (ci-dessus) tangent à la surface hélicoïde gauche du filet de la vis, suivant la droite V'V".
La vis ayant tourné autour de son axe d’une certaine quantité angulaire, le côté V'V” sera venu sc placer , je suppose , en V”'C' le point de contact de la développante et de la nouvelle position V'"C’ du côté V'V" étant en M.
Ce point M engendrera une hélice cylindrique (M) tracée sur un cylindre de révolution ayant pour axe celui de la vis et ayant pour base (ou section droite) le cercle dont le rayon est égal à la distance du point M à l'axe de la vis.
J’appellerai ce rayon, rayon de l’hélice (M).
La tangente à l’hélice (M) au point M sera une des génératrices du paraboloïdc Z, tangent à la surface hélicoïde gauche du filet, suivant la droite V"'C” et ce paraboloïde 2. est parallèle au paraboloïde précédent i, et ainsi de suite. Il faudrait démontrer que les diverses tangentes aux hélices (M’), (M), etc., formeront une surface. Mais on n’en peut douter, car on sait que toutes les fois que les conditions du mouvement d'une droite sont soumises à la loi de continuité, cette droite engendre une surface réglée.
Ainsi, la surface de la dent du pignon sera le lieu des tangentes aux diverses hélices (M’), (M), etc. Je désigne cette surface par S.
Celle surface S serait une surface gauche moins simple que celle que l’on peut obtenir de la manière suivante.
Au lieu de prendre les tangentes aux diverses hélices (M'), (M),... en les points où ces hélices coupent lejdan-milieu et la développante 3, on mènera au filet de vis triangulaire, les plans tangents successivement en les points M', M... et l’on tracera dans ces plans des droites G’, G,... perpendiculaires (normales) à la développante J; ces diverses droites G’, G,... formeront une surface réglée S,.
Ainsi, toutes les génératrices delà surface S, seront tangentes au cylindredc révolution cl vertical Z, ayant pour section droite le cercle primitif du pignon, cercle qui est la développée de toutes les développantes 3... situées dans le plan-milieu.
Chacune des génératrices droites de la surface S, fera avec le plan-milieu un angle particulier, en sorte que les génératrices seront diversement inclinées sur le plan-milieu.
D'après ce qui précède, on voit que la surface S, aura ses génératrices droites
placées successivement en la position que viendra prendre chacune des génératrices droites G d’un cortain paraboloïde hyperbolique L tangent au filet de vis, suivant l'aréle droite K de ce filet , située dans le plan-milieu ; ce paraboloïde tangent L étant précisément celui dont les génératrices droites G sont perpendiculaires à t’arète K.
III. Avec les constructions précédentes, la dent du pignon n’est en contact que par un seul point avec le filet de la vis; si l’on veut que la surface de la dent soit en contact par une ligne , il faut considérer cette surface comme l'enveloppe de l’espace parcouru par la surface du filet.
La meilleure manière, et certainement la plus simple de la construire, c’est de la tailler au moyen de la vis transformée en taraud.
On pourrait cependant désirer pouvoir la construire à part et au moyen d'une épure; l'on pourrait aussi désirer connaître les propriétés géométriques dont cette surface enveloppe doit jouir.
Si l'on veut construire une épure de cette surface enveloppe, on devra suivre le procédé suivant :
On '•«■g »--» o. .!.■ fifai ,](> i n vis . p ar le plan-milieu P et par une suite de plans parallèles entre eux et au plan-milieu, savoir : P, H u pi^',. < . Le plan P donnera pour'seclion une droite A, et les plans P', P", P'",.„ donneront respectivement des courbes 9', 9",
Au moyen du mouvement relatif, la droite A prendra dans le plan-milieu P les positions A , A,, A,,... qui auront pour enveloppe la développante 3 ; la courbe ©' prendra les positions 9,' , dans le plan P', et l’on tracera une courbe ç'
tangento aux diverses courbes 9', g,' , et l’on opérera de la môme manière pour les courbes 9", 9'",... et l’on obtiendra par ce moyen une suite de courbes î, ç', ç", Ç'",... respectivement situées dans les plans P, P', P", P"’,... qui seront des sections équidistantes de la surface de la dent du pignon.
Si l’on veut connaître les propriétés géométriques de la surface de la dent du pignon , on devra lire l’ouvrage que j’ai publié sous le titre : Théorie géométrique des engrenages aptes à transmettre le mouvement de rotation uniforme entre deux axes situés ou non dans un même plan (publié chez. Bachelier, libraire-éditeur; 1842).
L’ouvrage que je viens de citer doit être considéré comme la suite de ce quatrième livre; on y trouvera le complément des recherches géométriques que je viens d’exposer, et dont j’ai donné dans ce quatrième livre les applications à divers engrenages qui n’avaient point encore été étudiés.
DES ENGRENAGES CLEPSTDRES.
L'engrenage clepsydre n'est autre qu’un engrenage composé d'une roue dentée ou pignon et d'une vis tangentielle ; seulement, dans l'engrenage connu sous le nom de vis-tant-fin, et que nous avons étudié ci-avant, le Filet de vis est placé sur uno surface cylindrique et de révolution, tandis que pour l'engrenage auquel on a donné le nom de clepsydre , le filet de vis est placé sur une surface anuulaire et de révolution, cctto surface étant engendrée par un arc de cercle tournant autour d’un axe en lui présentant sa convexité, de telle sorte que cette surface a la forme d'un piédouche.
Ces sortes d’engrenages u’oni été examinés jusqu'à présent dans aucun des traités publiés jusqu'à ce jour.
En 1815, alors que j’étais élève à l’École polytechnique, Hachette, notre professeur de géométrie descriptive, me conduisit au Conservatoire des arts et métiers, et me montra dans la collection des machines, un engrenage clepsydre, engrenage tout nouveau et dont on ignorait la construction géométrique; il m’engagea à l’étudier et à en faire l 'épure, que je reprodois dans l'allas de cet ouvrage [fig. A et B).
L’examen de cet engrenage me conduisit, à cette époque (1815), aux divers résultats que j’expose dans ce mémoire.
Depuis, à l'École d'arts et metiers ^de Cbalons-siir -Mnrne, vers 1828 environ, car je ne puis préciser en ce moment la date, les élèves construisirent avec beaucoup de soin une vis clepsydre , la trempèrent, et par des entailles la transformèrent en taraud, puis ils s’eu servirent comme outil et taillèrent les dents d’une roue d’un diamètre assez considérable. La forme de la surface do ccs dents était très-originale. J'ignore ce que ce travail est devenu; s’il existe encore, il devrait être déposé dans les collections du Conservatoire royal des arts et métiers de Paris, pour compléter la collection de tous les engrenages connus , que j'ai fait exécuter pour cet établissement , dont le musée est si utile à l’industrie et à l’enseignement de la mécanique des machines.
Supposons dans le plan méridien M parallèle au plan vertical de projection ( fig . 1 ) un arc de cercle C et un axe vertical A.
Le cercle C en tournant autour de l’axe A engendrera une surface de révolution sur laquelle on tracera une spirale S. • .
La spirale S sera construito de la manière suivante : .
On divisera le cercle B base du piédouche en parties égales par les points de division a , 1 , 2 , 3 , 4, etc., par l'axe A , et par chacun de ces points de division on fera passer nn plan méridien ; ces divers plans méridiens auront donc pour traces horixoïitales, les droites Â*n, AM , A*2,'A*3, etc.
On divisera la courbe méridienne C en parties égales, parles points dedivisiou a", i', 2', 3', 4', etc. ; par ces points de division, on fora passer une suite de plans horizontaux qui couperont le piédouche suivant des eereles (des parallèle*}: % Ainsi, par exemple, le plan horizontal passant par le point 3' coupera suivant le CerelO OU 4* — — . • . ,
Les parallèle* passant par les divers points de division de la méridienne Ç, seront coupés respect! veine ni par les plans méridiens passant parles divers pointsde division du cercle-hase B en des points qui détermineront la spirale demandée S. • *
Ainsi , le parallèle passant par lo point Basera coupé par le plan méridien passant par le point 3, en le point x qui appartiendra à la spiralé S. . •«
' On pourra donc facilement construire les' projections S' et S' de la spirale S ; et l’on voit de suite que la construction de ces projections est identiquement là même que celle que l’on, emploie pour la construction de la projection verticale de l’hélice tracé sur un cylindre de révolution.
Cela posé : . .
Construisons la surfec'c du lîlel de vjs j par chaque point de division 1,2, », etc. (fig. 2) du oercîo méridien C, nous mènerons les rayons o r i, «éî, o r 3, elo. de ce cercle; ces rayons couperont l’axe A (en les prolongeant) réciproquement aux points I, i, r, etc. Cela fait, si nous considérons les jUtrallèles décrits par les divers points de division 1,2,3, etc., au point 2 correspondra le point m de fa courbe spirale S, et eit joignant les points t et rg, ori aura une génératrice droite de la surface du fdet de la vis; en opérant de même pour les autres points de la spirale S, on voit que la surface du filet de la vis est eugendréepar une droite qui" se meut en s'appuyant sur la spirale S, et en restant constamment normale à lu surface de révolution du piédouche.
Cela posé :
a On voit que le filet de la vis sera engendré (fig. 3) en faisant mouvoir autour <Je l’axe A le quadrilatère abcd, composé de deux arcs de cercles concentriques ad cl bc et de deux rayons ab et de.
Chacun des quatre sommets de ce quadrilatère décrira une spirale ; les spirales décrites par les sommets b et c seront situées sur le piédouche engendré par le cercle C , et les spirales décrites par les sommets a et d seront situées sur un second piédouche ayant même axe A que le premier et engendré par le cercle C' concentrique au cercle C.
Le filet de la vis clepsydre étant engendré, il sera facile de le mettre en présence d’une roue dentée ou d'un pignon.
On fera passer par l’axe de la vis' un plan perpendiculaire à l'aie du pignon; ce plan sera dit plan milieu , et il coupera (fig. 4) les dents du pignon suivant des trapèzes mpifn , qui seront composés de deux rayons mp et ng et de deux arcs de f cercle concentriques mn et pg ; le cercle primitif D du pignon aura même centre o que le cercle C qui engendre le piédouche ou le corps de la vis.
On voit de suite que les dents du pignon seront équidistantes entre elles et que le filet de la vis glissera sur l'arète ng ou sur l’arête mp, suivant que la vis tournera dans-.un.scns'ou en sens contraire.
Le .profil, oo’hstruit suivant xy (fig. 4), de la dont du pignon devra offrir la forme Indiquée (fig- 5).
’ L'engrenage clepsydre, exécuté ainsi qu’on vient de le dire, se comportera donc à la manière des cames et mentonnets des pilons, ou , ce qui est la même chose , de la même manière que les dents du pignon et de la crémaillère à dents rectangulaires; le filet glissera pendant tout le temps du mouvement sur l'arcte saillante de la dent du pignon, celle dent ayant la forme d'un couteau.
Et il est évident que le rapport des vitesses sera constant.
. i HI- • .
En prenant une vis clepsydre transformée en taraud, on pourra s’en servir pour tailler les surface» des dents du pignon , et l’opération s’effectuera tout aussi facilement qq’avéc la vis cylindrique ordinaire; d’ailleurs l’épreuve en a été faite à l’École d’arts ét métiers de Chàlous-sur-Marne , comme nous l avons dit ci-
' dessus. * , •
• L a surface de la dent du pignon étant alors l’enveloppe de l’espace parcouru par la vis clepsydre, donnerait lieu à diverses recherches géométriques touchant ses propriétés. On pourra construire l 'épure de cette surface au moyen de ses
sections équidistantes, comme nous l'avons fait dans le mémoire précédent pour la surface de la dent du pignon do l’engrenage dit vis-sans-fin. ; ,
Toutefois la construction devra être modifiée en quelques points , attendu que si l’on conçoit un cylindre A ayant l’axe. A de la vis cylindrique pour axe, tout plan tangent à ce cylindre coupe le filet de vis cylindrique suivant des courbes identiques , superposables ; tandis que si l’on conçoit le même cylindre A pour la vis clepsydre, les sections faites par les divers plans tangents à ce cylindre et ap travers du Gletde la vis clepsydro, ne seront plus des courbes identiques, superposables. ' . ■ .
Dés lors nous emploierons la construction suivante :
Nous prendrons d'abord le plan milieu pour plan horizontal ; ce plan coupera le filet de vis suivant le trapèze générateur du filet.
Cela fait, nous considérerons une série de cylindres de révolution ayant tous pour axe l’axe A de la vis , et ayant des rayons respectivement égaux à h , 2A , 3A ,
4 lu, etc. ; h étant la distance qui existe entre chacun des plans parallèles et équidistants entre eux qui doivent couper la surface de la dent du pignon.
Je construirai la série des plans horizontaux ta ngents aux cylindres (h), (2li), (8A), etc., lesquels couperont le filet de la vis'sùivâïil 1(!)T cuurties >/, ^■ rT i r etc.
Cela fait :
Je construirai une série de plans tangents parallèles entre eux aux cylindres (h ), . (2/i), etc., lesquels plans feront avec le plan horizontal (ou ;>/nn milieu) un angle
а, et j'obtiendrai dans le filet de vis les sections res[>eclives S', S', S 1 , etc.
Puis je ferai. tourner tous ces plans tangents de l’angle * pour les rabattre res- ' pectivemenl sur les plans tangents horizontaux et équidistants; par ce mouvement la courbe 6' prendra sur le plan horizontal tangent au cylindre (h) Imposition 6',; par suite de ce mouvement les courbes 6*, 6 1 , etc., viendront prendre les positions 6,’, 6,*, etc., sur les plans tangents horizontaux respectifs. ’ .
La vis est donc supposée, par çette construction, avoir tourné de l’angle a autour de soit axe , et dès lors le pignon aura dû tourner aussi autour de son axe d'un certain angle X. Si donc on suppose que le pignon a tourné de l’angle X de gauche A droite , il faudra faire tourner ce pignon du même angle X et réellement de droite à gauche, et alors les courbes 6,', ê.*,-6, s , etc., viendront prendre respectivement , sur les plans tangents horizontaux qui les contiennent respectivement, les positions 6.', 6.’, 6.’, etc. «
En faisant varier la valeur de l’angle a, on obtiendra sur chacun des plans horizontaux équidistants une série de courbes analogues aux courbes 6', 6.’,
б, 3 , etc., et l’on pourra tracer la courbe £ enveloppe dçs courbes 6,'..., la courbe
(! enveloppe des courbes 6.'..., la courbe £’’ enveloppe des courbes S, 3 ..., et ainsi .
de suite. Dés lors les courbes seront les scellons horizontales et équi-
’ distantes de la surface de la dent du pignon que l'on obtiendrait par le taraudage . de la vis clepsydre. * '•>*■%• ,
• Une surface peut être exécutée eu relief lorsque l’on connaît une série de sections équidistantes et parallèles entre elles de cette surface.
U épure étant donc tracée ainsi. que nous venons de l'expliquer, il sera facile d’pxéculer la surface de la dent du pignon , et cela directement, sans avoir besoin
• par conséquent de l’obtenir au moyen du taraudage.
Mais il est évident qu'il sera plus simple d'exécuter immédiatement celte surface par le taraudage , que de là construire par points au moyen de f épure précédente.
§ IV
Les mécaniciens étaient dahs l'habitude de construire la vis- sans -fi * , en supposant que l’axe de la vis est perpendiculaire à Taxe du pignon; ils croyaient que la vis transformée en taraud ne pouvait entailler le pignon pour le dealer,
• qu’aulant que les deux axes étaient rectangulaires entre eux. £n 4829 je As exécuter une' vis-uraud et je montrai que cet outil pouvait denier le pignon , lors même- que les deux axes faisaient entre eux un angle aigu.
Les modèles exécutés à celte époque sont dans les collections du Conservatoire royal des arts et méliors de Taris. . •
. Ce que l’on a pu faire avec une vis-taraud cylindrique, ou pourra évidemment • le faire avec une vis-taraud clepsydre; ainsi l’on peut exécuter des engrenages clepsydres dans lesquels les axes font outre eux un angle droit ou un augle aigu.
Tontcfois l’expérience n’a pas encore indiqué la limite de l'angle que doit faire l'axe de la vis-taraud avec l’axe du pignon, pour que celle vis cesse d'agir sur 1a • matière. du pignon et refuse de l'entailler.
Des expériences de oc genre ne (tarais*" 1 t"}* i crm* sans intérêt.
v* Il Q 4 faudrait pas, dans cos expériences, négliger- d'examiner l’inUuonce de la direction des entailles pratiquées sur la surface du blet de la vis-Uraud par rapport à l'axe de cet outil , et en raison de l’amplitude de l’angle que fant entre eux Tes axes de la vis et du pignon.
Ayant reconnu que la vis-taraud cylindrique pouvait denier le pignon sous diverses inclinaisons, j’imaginai alors (1829) une machine qui pouvait réaliser la théorie de l'engrenage dans lequel une roue centrale taillée par un écrou , conduirait des roues satellites taillées par la vis de cet écrou, ces roues satellites ayant des axes diversement inclinés par rapporté l’axe de la roue centrale, dt telle sorte que l’axe du premier satellite aérait parallèle à Taxe B de la roue oen-
traie, que l'axe du second satellite couperait l'axe B, et que l'axe du troisième satellite ne serait point situé avec l'axe B dans un même plan, et ferait avec lui un angle aigu.
Avant de faire construire celte machine, je fis un essai, vers 1834, dans les ateliers de M. Saulnier, mécanicien de la Monnaie. Ces essais, qui sont déposés dans les collections du Conservatoire royal des arts et métiers de Paris, m'ayant démontré que l’execution de ces nouveaux engrenages n’offrait aucune difficulté sérieuse , je fis construire la grande machine qui est déposée dans les galeries du Conservatoire; cette machine fut exécutée en 1840, sur mes dessins, par M. Martin père , mécanicien à Paris. Elle servit à exécuter des roues dentées dont les dents ont deux centimètres environ de longueur. La roue centrale et les roues satellites ayant été mises en présence, le mouvement de rotation uniforme eut lieu , et quoique les dents n’eusscnl point été repassées après être sorties , la roue centrale de dessous l'écrou-taraud et les roues satellites de dessous la vistaraud, elles fonctionnèrent avec douceur, égalité et sans perto de temps. - 4 k
On trouvera dans l’ouvrage déjà cité, et qui a pour titre : Théorie géométrique des engrenages destinés à transmettre le mouvement de rotation uniforme entre deux axes sttués ouata dans- un même p 1 "" , imjTi.im g ' juu. mun M *—— min , ■nit l iif fli* : est relatif à la théorie géométrique de ce nouvel engrenage.
N* il.
MÉCANISME SERVANT DE SUPPORT AUX TOURILLONS DE LA CROSSE CLOCHE DE LA CATHÉDRADE DE METZ (*).
Lorsque je visitai , en 1817, pour la première fois, le clocher de la cathédrale de Metz , j’eus l'occasion d’examiner un mécanisme ingénieux qui servait de support aux tourillons de la grosse cloche , dite la Mutte (**).
(•) Extrait du Bulletin de In société d'encouragement pour l'industrie nationale, août 48ÎS.
(**) On ignore quel est l'auteur de ce mécanisme déjà fort ancien. Il y quelques année* que le* dimenlions do ce mécaniame ont été agrandie* et que les diverse* partie* en ont été heureusement modifiées par M. Jaunes père, enlevant ingénieur <le la ville de Met* , et M. Jaunes file. Avant cette correction , seiie hommes étaient nécessaires pour mettre la cloche à volée ; maintenant dix hommes suffisent. La cloche pèse environ 43,080 kiiog. et le battant pèse environ 450 kiiog.
Au moyen de ce mécanisme, le frottement des tourillons sur les pièces qui les supportaient devenait un frottement de roulement uu de deuxième espèce.
Ce qui distingue ce mécanisme, c'est que l'on a eu égard aux accidents qui pourraient empêcher les cylindres-supports des tourillons de tourner librement Sur leurs axes ; accidents qui dès lors auraient rendu le frottement de glissement.
L’auteur de ce mécanisme a donc employé le mouvement d'oscillation de la. cloche pour transmettre forcément aux cylindres-supports des tourillons un mouvement de rotation autour de leurs axes, et tel que le frottement fût toujours de roulement.
Nomenclature des parties composant le mécanisme représenté en élévation , vu de face cl de côté ( fig. 1 et 2 ) (*).
M , cloche dite la Hutte.
T, : T, tourillons de la cloche.
t't't"i" (fig. 2 ) , têtes des quatre boulons b' b’ b” b", tournées et servant d'axes de rotation aux quatre leviers-supports des tourillons , terminés par des portions cylindriques C'C’C’C" sur lesquelles tournent , avec un frottement de roulement ou de deuxième espèce, les tourillons de la cloche.
Chacune des portions cylindriques a son centre sur l'axe de rotation du levier auquel elles appartiennent.
Les quatre boulons b’ b' b" b" traversent deux poutres, P, P, horizontales et parallèles.
Aux tourillons de la cloche et dans la direction de son axe, est fixée, d’une manière invariable, une tige m, percée à son extrémité d'un trou oblong vv' (fig. 3), dans lequel passe une verge cylindrique et horizontale M ; les extrémités gg de cette verge servent d’axes de rotation à deux leviers coudés GG, dont les branches sont égales. ... . ,
Les extrémités A'A Va’, des deux leviers coudés G et G sont reliées entre elles par deux tringles h et h', horizontales et parallèles à la verge N , et qui maintiennent pendant le mouvement l’écartement des deux leviers coudés.
Les extrémités des leviers coudés G et G sont liées aux extrémités des Jctierssupports des tourillons, C'C'CC", par quatre bielles égales en longueur, AA, AV, aa , a'a : de sorte que, dans le système , il y a huit articulations AA, A'A', (Mi r aa.
H ta donne ici le croquis, tel que Je le fis sur les lieux et très à la hâte ; les divenes parties sont * peu près dan» lee rapports qui existent entre les pièces de grandeur réelle ; toutefois , on ne doit consi dérer les fig. t cl i que comme donnant seulement l'idée du mécanisme.
Jeu de la machine ■pendant les oscillations de la cloche.
La cloche prenant un mouvement d’oscillation autour de tes tourillons, la tige m décrit un cercle dont le plan est perpendiculaire à l’axe du tourillon TT.
Celle tige force alors la verge N à décrire un cylindre , dont la section droite n'est point un cercle : de sorte que la verge N glisse dans le trou oblong vv', en s’éloignant et se rapprochant alternativement de l’axo des tourillons pendant une oscillation totale de la cloche.
Le mouvement de rotation imprimé à la verge N se communique au moyen des deux leviers coudes et par suite des quatre bielles aux leviers-supports des tourillons, et de telle sorte que :
4* Les quatre leviers-supports tournent dans le même sens et en sens inverse du mouvement de la tige m : ainsi de gauche à droite si la lige s’est mue de droite à gauche, et vice versa;
2* Les leviers-supports décrivent des auglcs égaux [tour des oscillations de même amplitude; •
3“ Le rapport de l'angle (*) (ySÿ, 4), décrit par chacun des'7c\Ttn «■supputls , et de l’angle (S) de l’oscillation de la cloche, est inverse de celui du rayon (r) du levier-support et du rayon (H) du tourillon delà cloche, de sorte que l’on a l’équation :
Tracé du mécanisme.
Pour faciliter la mise en place du mécanisme, il paraît convenable de donner aux diverses pièces qui le composent une disposition telle, que la cloche étant en repos, elles soient symétriquement placées par rapport à un plan vertical passant par l'axe des tourillons.,.
Je supposerai donc , pour plus de simplicité , que les quatre leviers-supports sont horizontaux dans l’état de repos.
Soient o et o" ( fa. 4) les centres des axes de rotation des leviers-supports d’un
des tourillons de la cloche ;
o, le centre d'une section faite dans ce tourillon perpendiculairement à son axe; . * ,
o"m =3 o’a la longueur d’un levier -support;
MoM‘ l’angle de la plus grande oscillation de la cloche.
f'GëlSFpciSé:
ha tourillon ayant tourné de u en », de l’angle MoM', les cylindres (o 1 ) et (o") auront lourné en sens inverse, de x en y, le premier, de l'angle no'n",et le second, d’un angle égal mo"m" t et l’angle non" sera avec l’angle MoM', dans le rapport inverse des rayons ot du tourillon et o"t du cylindre (o"), afin que le frottement soit de roulement.
Ainsi l’on aura l’équation :
angle nc/n" ot
angle mo'm" ~~ o'"t
Les deux positions o"m'' et o’n" seront les positions extrêmes des deux leviers* supports pendant le mouvement d’oscillation de la cloche.
Du point m"avec un rayon arbitraire m"g, je décris une circonférence (6); du point n", avec un rayon n"G = m'g, je décris une circonférence (a).
Sur oM prolongé , je prends un point arbitraire H , duquel , comme centre , et avec un rayon arbitraire Hg, je coupe le cercle (a) en G et le cercle (6) en g.
Alors le lev<«r comte aurait la position GHy.
Mais cette position n’est point admissible, puisque la branche GH pénétre dans le tourillon.
Je prends donc sur oH un autre point P" plus éloigné du centre o que le point H, et tel que la tangente P"G au tourillon puisse couper te cercle (a).
Cela ayant lieu , du point P" comme centre et avec le rayon P"G', je coupc le cercle (b) en g.
Mais alors le point 9' se trouve en dessous du prolongement de la position extrême du levier-support : de sorte que la bielle étant, dans l’étal de repos , audessus du levier-support auquel elle est attachée, passerait au-dessous pendant le mouvement d’oscillation : il y aurait donc un instant où le levier-support et sa bielle seraient en Itgasdvsils.
Cette disposition serait mauvaise, parce que le levier-support et la bielle pourraient, en cet instant du mouvement , s’arc-bouter.
On doit donc augmenter la longueur des bielles pour obvier à cet inconvénient.
Il faudra très-peu de tâtonnements pour trouver une longueur de bielle et une position du point H sur oH , telles que la disposition n’offre pas les inconvénientsignalés.
Ainsi : ' •
Du point m", avec le rayon m“q", je décris le cercle (e").
Du point n", avec le rayon n"Q"=m"q", je décris le cercle (C") ( les rayons m"q" et n’ Q" étant convenablement cheisis ).
Du point P*, choisi convenablement sur oH, avec le rayon P"Q", aussi conveblement choisi, je décris un cercle qui coupe (C") en Q” et ( c ") en q”.
Dés lors les diverses pièces du mécanisme détermineront, par les positions qu’elles affectent au moment de la plus grande oscillation, le polygone
Cela fait :
Du point o comme centre , je décris avec le rayon oP" un cercle qui coupe la verticale passant par l’axe de la cloche, en repos, au point R.
Du point n , avec le rayon nQ = n"Q”, je décris le cercle (C).
Du point m, avec le rayon mq—m"q", je décris le cercle (c); puis , en un poiut arbitraire L' de la verticale oM', je mène l’horizontale L'L” = ;Q'V •
Par le point L" je mène L"Q parallèle à oM' et coupant le cercle (C) au point Q.
Par le point Q je mène Qq perpendiculaire à oM' et coupant le cercle (c) au point q, tel que LQ =a L q.
Enfin, du point Q comme centre, avec un rayon PQ = Q''P'' = la branche du
De sorte que dans l’état de repos les diverses pièces du mécanisme détermineront le polygone o'nQVqmo", symétrique par rapport à la verticale oM'.
Le point P sera en dessus ou en dessous du point R , suivant les relations de grandeur qui existeront entre la bielle nQ, la branche QP du levier coudé, l’angle QP q que forment entre elles les deux branches du levier coudé , le levier-support o'n, la distance do" des deux axes des rouleaux et les rayons o"t et ot d’un des rouleaux et du tourillon.
Il faut maintenant déterminer la courbe parcourue par le sommet P du triangle QP q, pendant qu’il passe de la position au repos P à la position extrême P".
Pour cela :
I* Je mène par le pointe une droite oP'.
2* Par le point o', je mène une droite o'n’ faisant avec la droite o'n un angle non', qui est à l’angle PoP' dans le rapport inverse des rayons ot et o"t.
3* Enfin par le point o" je mène o"m’ parallèle à o'n.
Ensuite :
4* Du point»' comme centre, avec un rayon r'Q'=rQ, je décris un cercle(C’).
5“ Du point m' comme centre, avec un rayon mq ~ mq =3 nQ, je décris un cerele (e'). »
6* Avec un compas 4 trot» pointes il sera facile, sans beaucoup de tâtonnements, de placer le triangle QP q de manière que son sommet P soit sur la droite oP',
son sommet (j sur le cercle (G’), et son sommet q sur le cercle (c), en sorte qu'il prendra la position y'P q.
Dès lors , pour l'oscillation dont l’angle — Pop 1 , les diverses parties du mécanisme détermineront le polygone o'n Q'P'q'm'o '.
Pour des oscillations dont les angles seraient successivement PoP"", PoP"', etc., on déterminerait par le môme procédé les points P'"', P 1 ”, etc., positions successives et correspondantes du sommet P du triangle QPç.
En sorte que la courbe pp""p'p’"p'' sera la courbe parcourue par le sommet P du triangle QP q, ou, en d’autres termes, sera la section droite du cylindre parcouru par Taxe de la verge horizontale N , pendant le mouvemeut d’oscillation de la cloche tournant de u eu ».
Si ensuite on décrit du point o, comme centre , un cercle tangent à cette courbe, la différence PR' qui existera entre les deux rayons oR' du cercle tangent et oP (le point P étant en dessous du point R), ou la différence RR' existant entre les deux rayons oR" et oP" (le point P étant au-dessus du point R), déterminera la longueur de la course de l’axe de la verge horizontale N pendant le mouvement d’oscillation de la cloche.
On aura donc, par ce moyen, tout ce qui est nécessaire pour déterminer la position et les dimensions du trou oblong qui doit être percé à l'extrémité de la tige m.
Dans le paragraphe précédent nous avons indiqué la construction de l'ancien système, nous allons maintenant faire connaître les modifications que MM. Jaunez père et fils y ont apporté; les fig. 5 et C donnent l’élévation et le plan, à l'cchellc, du nouveau mécanisme.
Ces dessins suffisent pour que tout ingénieur voie ati premier coup d’œil tout ce que le nouveau système présente d’avantageux sur l’ancien.
Les ingénieurs de Metz ont conservé le principe de l’ancien système, mais ils l’ont très-heureusement modifié ; et on peut, je crois, comparer les modifications qu’ils y ont introduites à celles que les mécaniciens anglais ont apportées à l’ordon. Jusqu'à eux la came frappait sur la queue du marteau, ils ont imagine de placer uu œenhmnet à la tète du marteau et de faire soulever le marteau par la came.
Si l’on compare faaciennedispositionaveclanoUTolIc, introduite par MM. Jaune?, père et fils dans le mécanisme de suspension de la cloche de la cathédrale de Metz , on ne pourra se refuser à reconnaître l’exactitude de ce que nous venons de dire. ' *,
De plus, dans l’ancien mécanisme , le poids de la cloche produisait une pression sur les axes des deux disques tournants, et qui devait beaucoup les fatiguer; dans le nouveau mécanisme les axes des deux disques tournants n’éprouvent aucune pression, puisque c’est le troisième disque qui a été ajouté qui supporte tout le poids de la cloche.
En comparant les deux mécanismes, ancien et nouveau , on ne peut s’empêcher de faire des réflexions sérieuses sur l'importance des formes , disposition s et emmanchements mécaniques pour les diverses pièces d'une machine; et en même temps cette comparaison nous démontre qu'un principe, bon en lui, peut être matérialisé dans une machine de diverses manières, et que l'une de ces manières doit seule être préférée, parce qu’elle satisfait mieux que toutes les autres aux conditions de stabilité, de durée, d'économie, de réparation facile, et exige l’emploi d'une moins grande force pour fonctionner.
SM
mnnATWM.
Page 49, ligne 7 on remontant du ha* de le page : inclince, liiez : inclinée.
Page 90, t* ligne en remontant du bas de la page : queque®, fîtes : quelques.
Page 99, g* ligne de la note : construit les droites, fftei : construit sur les droites.
Page 415, dernière ligne de la nous : î* partie, chap. VI, fîtes : 4" partie, etaap. VI.
Pag. lit, ligne 45 : * VÜ(gÿ- j=. «*« •' 4»
Pape 343, lignes 23, 34 et 25 (colonne de gauche), au lieu du signe X, Usez le signe -f-.
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