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AVERTISSEMENT
Chargé, depuis quelques années, de renseignement de r Astronomie physique à la Faculté des Sciences, j'ai eu à me préoccuper de résoudre le problème assez difficile de faire tenir toutes les matières du programme de la Licence es sciences mathématiques relatives à T Astronomie dans les vingt-cinq leçons qui m'étaient accordées, et de les mettre à la portée d'élèves qui abordent ce cours, munis seulement des notions très rudimentaires de Cosmographie qu'ils ont acquises dans les lycées. C'est le résultat de ce travail de condensation et d'élagage que contient ce volume. Le lecteur ne doit donc pas s'attendre à y trouver rien de nouveau, ni aucun des développements qu'il serait possible et intéressant de donner aux diverses questions indiquées dans le programme que j'avais à remplir. J'ai dû, au contraire, faire choix partout des
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méthodes les plus simples et les plus brèves parmi celles que nous offrent les excellents traités, bien plîis complets, que nous possédons sur la matière. J'ai donc puisé toutes mes leçons dans ces ouvrages, parmi lesquels je citerai, comme m'ayant le plus servi, le Cours d' Astronomie et de Géodésie professé par Ghasles à TÉcole Polytechnique en 1844,1e Traité d'Astronomie de Briinnow-André, ceux de Ghauvenet, de M. Faye, de M. Gruey et de M. Gaspari, et le Traité de Mécanique céleste de M. Tisserand. Le seul mérite auquel je prétende est d'avoir fait un bon choix dans la masse des matériaux qui étaient à ma disposition.
Sur un seul point, je crois avoir émis une idée nouvelle, en démontrant la possibilité d'éliminer complèteine^it Terreur d'excentricité dans la lecture des cercles gradués, par une disposition convenable de la graduation et des microscopes. Il se trouve que, parmi les solutions, figure le mode de graduation sur la couronne du cercle, réalisé dans le cercle mural de Gambey par une singularité dont on n'avait pas encore, je crois, donné la raison.
Pour définir Tesprit dans lequel j'ai conçu ce cours, je dirai simplement que j'ai évité tous les développements purement mathématiques et que je me suis attaché à faire comprendre aux élèves le caractère
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des méthodes de calcul de T Astronomie d'observation, et la différence profonde qui les sépare des méthodes rigoureuses du calcul mathématique. A ce point de vue, l'étude de ces méthodes doit être d'une importance capitale, et trop méconnue peut-être, pour les jeunes physiciens.
Deux de mes auditeurs assidus, MM. Le Barbier et Bourguignon, ont bien voulu se charger de rédiger mes leçons et d'en surveiller attentivement l'impression. Je leur en suis très reconnaissant, et j'exprime l'espoir qu'ils auront bien mérité de leurs successeurs, en leur offrant une sorte de manuel résumant, sous une forme brève mais suffisante, l'ensemble des matières de la partie astronomique du programme de la Licence.
^Janvier 1894.
G. WoLF.
CHAPITRE PREMIER
1. Préliminaires. — L'astronomie est la science qui s'occupe des astres. Elle comprend trois parties. La première, celle dont nous nous occuperons, est Tastronomie d'observation. Elle a pour objet de déterminer les positions des astres et d'en déduire les lois de leurs mouvements. La deuxième partie recherche les causes qui produisent ces mouvements et en calcule les effets ; c'est la mécanique céleste. Enfin la troisième partie est la physique céleste ; elle étudie la cons» titution physique et chimique des astres.
Nous n'avons aucune notion immédiate des distances qui nous séparent des astres ; certains phénomènes, les éclipses, les occultations, nous montrent bien que ces distances sont inégales, mais, a priori, nous ne connaissons que les directions dans lesquelles ils se trouvent. Les astres se comportent donc comme s'ils étaient tous également éloignés de nous et
ÛJ.é& sur une voûte sphérique dont notre œil occupe le centre. oouRfl d'astroicoiob. 1
La présence de l'atmosphère modifie un peu cet aspect ; elle affaiblit la lumière des astres voisins de Thorizon, qui nous paraissent alors plus éloignés que les autres. Aussi la voûte céleste nous semble-t-elle légèrement surbaissée.
2. Détermination des directions. — Une direction peut être définie par les angles qu'elle fait avec trois axes fixes. Mais ce mode de détermination est inapplicable en astronomie, faute d'un instrument propre à déterminer ces angles. Ou se sert alors des coordonnées polaires de l'espace.
Pig. 1.
Plg. 2.
Prenons une origine fixe 0, centre de la sphère céleste et trois axes rectangulaires Oj?, Oy, Oz [fig, i). L'axe Qz est Taxe polaire et le plan zOx le méridien origine. Une direction OS sera définie par l'angle p qu'elle fait avec Taxe ^z et l'angle dièdre a de son méridien avec le méridien origine. Le premier de ces angles peut varier de C" à 180'', le second de 0^ à 360^. Leur mesure s'effectue au moyen d'un instrument (théodolite, équatorial) formé de deux cercles gradués [fig, 2), dont l'un G
DÉTERMINATION DES DIRECTIONS
représente le plan fondamental œOi/ et dont l'autre G a son diamètre 0^, 180^ perpendiculaire au plan du cercle G et est mobile autour de ce diamètre.
8. Problème général de la transformation des coordonnées. — Le problème que Ton a le plus fréquemment k résoudre en astronomie est celui de la transformation des coordonnées. Dans cette transformation, on conserve en général le plan méridien origine zOœ [fig. 3); Taxe Qz et le
PIg. 3.
plan fondamental yO^ tournent autour de Oy d'un certain angle. Le nouveau système d'axes est alors Qœ\ Oy', 0^, (V étant confondu avec (hj. Décrivons autour de comme centre une sphère de rayon i. Les coordonnées primitives de la direction OS sont : arc PS, et SPM = A'. Les nouvelles coordonnées sont arc PS et PFS. La recherche de ces nouvelles coordonnées revient à la résolution du triangle sphérique PSP'.
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4. Trigonométrie sphérique. — Pour établir les différentes relations qui existent entre les éléments du triangle sphérique PSP' [fig. 3), projetons la longueur OS égale à Tunité sur les axes Oa?, Oy, 0^, Oo/, Oy', Qad. Nous aurons, en appelant (», y,^, û/, j/, z' ces projections et a^ 6, c, A, B, G, les éléments du triangle PSF :
a; == sin 6 cos A' y = sin 6 sin A' z = cosb a/ = sin a cosB y' = sina sinB y = cos a
Mais nous pouvons encore obtenir la projection a?', par exemple, en faisant la somme des projections sur Taxe Ox' des segments a?, y, z projections de OS sur Oa?, Oy, Oz, Les cosinus des angles que font entre elles les directions Oa;, Oy, 0^, Oa?', Oy', Oz" étant réunis dans le tableau suivant :
on voit qu*on aura :
a?' = sinô cos A' cosc 4- cosb sine
y' = sin 6 sin A'
z' = — sinô cos A' sine -f- cosô cosc
Par suite, en comparant ces formules aux précédentes, il vient :
sina cosB = sinô cos A' cosc + cosô cosc sin a sin B = sin b sin A'
cosa = — sin ft sine cos A' + cos b cosc
Ou, en remplaçant A' par sa valeur 180* — A :
(1) sin a cos B := cos 6 sin c — sin ô cos c cos A
(2) sin a sin B = sin 5 sin A
(3) cos a =: cos b cos c + sin 6 sin c cos A
Ces relations sont générales et applicables à toutes les valeurs des angles et des arcs de 0* à 360*. Mais dans les triangles on suppose toujours les éléments plus petits que 180*. Elles ne sont pas distinctes ; en effet, si on les ajoute membre à membre, après les avoir élevées au carré, on trouve une identité.
Si Ton suppose que le rayon de la sphère augmente indéfiniment, les côtés du triangle conservant toutefois leurs longueurs, le triangle sphérique se transforme en un triangle, rectiligne etles formules (1), (2), (3) relatives aux triangles sphériques se transforment aussi pour donner les formules relatives aux triangles rectilignes. Proposons-nous de chercher ces relations. A cet effet, introduisons dans les formules les longueurs à, p, y des arcs a, b, c. Dans les formules de la trigonométrie sphérique, les quantités a^beic représentent les rapports des arcs qui sous-tendent les angles au rayon R, ces longueurs étant mesurées avec la même unité arbitraire.
On a donc (*) :
Le rayon de la sphère croissant indéfiniment, les angles a^byC correspondant aux arcs de ce nom seront très petits puisque les longueurs a, p, y de ces arcs restent finies. On pourra donc remplacer les sinus et cosinus de a, 5, c par leurs développements en série en appliquant les formules :
011 œ désigne le rapport de Tare au rayon.
On aura alors :
En effectuant, multipliant par R et passant à la limite, il vient :
a cos B =s Y — p cos A, ou bien encore :
a cosB + p cosA = y,
(1) Si les aDglei étaient exprimés en secondes, on aurait, en appelant I la longueur de l*are d*une seconde dans le cercie de rayon i :
donc encore
«=ff
à la condition d'exprimer a et R avec la longueur l prise comme unité.
Cette formule exprime que dans un triangle un côté quelconque est égal à la somme des projections des deux autres sur éa direction.
La formule (2) transformée de la même manière donnerait :
sin A sin B En effectuant le même calcul pour la formule (3), on obtient :
('-ffii+-)=('-^.+")('-iè+-)+
d'où Ton déduit, en multipliant par 2R' et passant à la limite : ofl =.p> + y* — 2py C08 A.
C'est la formule connue des triangles rectilignes.
Il serait intéressant de rechercher aussi ce que deviennent ces formules dans le cas où R est seulement très grand par rapport aux côtés. C'est le cas des triangles géodésiques. On arrive alors à un théorème très important, dû à Legendre, qui permet de calculer les côtés d'un triangle sphérique très peu courbe, comme s'ils étaient rectilignes, en fonction de Fun d'eux et des trois angles. Nous y reviendrons plus loin.
Les formules (i), (2) et (3) contiennent toutes celles de la trigonométrie sphérique.
En permutant les éléments du triangle dans ces trois formules et considérant après Tangle A, Tangle B et l'angle paralîactique (*) C (fig. 3), on obtient de nouvelles formules
(1) Cet angle mesure le chaDgement (icapdtXXee^w) de direction que doit sabir le rayon Tisuel d'an observateur placé en S pour viser successivement les pôles P et P'.
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analogues aux premières, qui donnent avec elles on total de douze relations.
Des combinaisons de celles-ci permettent d*en établir beaucoup d'autres ; en divisant, par exemple, la première par la seconde, on a :
COtB = — COSC COt A + -: — r COib
' sinA
On écrit ainsi cette formule :
(4) sine cotô = sin A cotB -|- cosc cosA
et cinq autres peuvent s*en déduire par permutation. La considération du triangle polaire ou supplémentaire
fournit une méthode générale pour trouver ces nouvelles relations. On obtient ce triangle en décrivant de. chacun des sommets du triangle primitif comme pâle des arcs de grand cercle. Soient A'B'G' {/îg. A) le triangle ainsi déduit du triangle ABC; D, Ë les points où BC prolongé rencontre A'B' et A'C';P, G les points dlntersection de AB, AC prolongés avec B'C. L'angle A' a pour mesure l'arc DBGE. Or on a :
Pig. 4.
DBGE = DG + BE — BG = iSO* — a
Les angles du triangle supplémentaire sont donc donnés par
les formules :
De même, d a pour mesure B'FGrC' et Ton a :
BTGC' = B'G + FC — PG = 180» — A
et les côtés de ATB'C ont pour valeurs :
Si Ton introduit les éléments du triangle supplémentaire dans les premières égalités, on a alors, en remarquant que la relation de proportionnalité des sinus ne donne point de résultat nouveau :
— sin|A' cos 6' = — cos B' sin C — sin B' cos C cos a!
— cos A' = cos B' cos C — sin B' sin G' cos a!
— sin C cot B' •= — sin d cot V + cos C cos d
ou, en rétablissant lés éléments du triangle considéré :
(5) sin A cos h = cos B sin C + ^^"^ ^ cos C cos a
(6) cos A = — cos B cos G + sin B sin C cos a
(7) sin G cot B = sin a cot 6 — cos G cos a
Ges formules et celles qu*on en déduit par permutation portent à trente- trois le nombre des relations entre les éléments d*un triangle.
La formule (6) donne un cdté a du triangle en fonction des
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trois angles. En trigonométrie rectiligne, les trois angles ne déterminent pas un triangle ; en trigonométrie spbérique, le trièdre est déterminé par ses trois angles, et si l'on connaît le rayon delà sphère, ou 8*il est pris pour unité, les côtés du triangle correspondant s*en déduisent. En réalité, ce n^est donc pas la longueur du côté qui est déterminée, mais son rapport au rayon. Les triangles géodésiques, qui sont tracés sur la surface de la terre et qui doivent servir à déterminer le rayon de celle-ci, ne sont pas définis par leurs trois angles ; il faut de plus connaître la longueur d*un côté.
Ces formules permettent de résoudre les triangles dans tous les cas possibles. Au point de vue géométrique, U y aurait lieu de discuter les solutions et de signaler les cas d'impossibilité des triangles. C'est inutile en astronomie puisque les triangles que l'on calcule existent réellement (^).
5. Formules des triangles rectangles. — Nous déduirons les formules relatives aux triangles rectangles des précédentes en y faisant
A = 90® sin A = 1 cos A = o.
Nous considérerons les formules suivantes contenant A :
sin acos B =: cos 6 sin c — sin ( cos c cos A sin asinB = sin b sin A
cosa = cos b cos c -|- sin J sin c cos A sin c coib = sin A cotB -{- cos c cos A sin c cota= sin B cot A -{- cosc cosB
cos A = — cos B cosG -(- sinB sin C cos a.
(1) Il importe de ne jamais employer ane formule sans en vérifier l'exactitude; c'est ce que Le Verrier recommandait aux calculateurs et ce qu*il faisait toujours lui-mAme.
FORMULES DES TRIANGT^S RECTANGLES il
Les autres formules contenant A donneraient pour le triangle rectangle des formules à trois termes, non calculables par logarithmes, ou des formules déjà obtenues. Les relations écrites deviennent, pour A = 90* :
sinacosB = cosftsinc sina sinB = sinb
cosa = cos^cosc sinccot6 = cotB sine cota = cosccosB cosa = cotB cote
La première s'écrit, en tenant compte de la seconde :
cos B = cos 5 sin G
et la cinquième se met sous la forme plus simple :
tgc = tgacosB
En résumé, les formules des triangles rectangles sont au nombre de dix, obtenues en permutant les précédentes ; elles forment les six groupes suivants :
COS B = cos ^ sin G cos G = coscsinB sin a sin B == sin 5 sin a sin G = sin c
cos a = cos b cos c sin c coib = cot B sin J cot c = cot G
tgc = tgacosB
igb=: iga cos G
cosa = cotB cote.
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Un procédé mnémonique permet d^éiablir immédiatement l'une quelconque de ces relations. On inscrit sur les côtés de Tangle droit du triangle {fig. 5) les valeurs 90^ — ft et 90* — c de leurs compléments, et sur Thypoténuse sa valeur a ; on marque les sommets B, G en ayant soin de ne pas indiquer
par une lettre le sommet de l'angle droit. Lie cosinus d'une quelconque des cinq quantités inscrites sur la figure est alors égal au produit des cotangentes des deux quantités adjacentes ou au produit des sinus des deux quantités opposées. IjCS cinq quantités peuvent encore s'inscrire sur les côtés d'un pentagone {fig, 6) dans Je même ordre que précédemment.
6. Remarque sur remploi des formules. — Pour régler le choix de ces formules, il est utile de savoir quelles sont les lignes trigonométriques qui peuvent se calculer avec la plus grande approximation.
Si l'on prend dans les tables à sept décimales les différences des logarithmes-sinus, des logarithmes-cosinus et des logarithmes-tangentes, on trouve qu'aux environs de 45*, les variations de ces logarithmes pour 10^ sont :
pour le logarithme-sinus. . . 211 pour le logarithme-cosinus.. . 211 pour le logarithme-tangente. . 421
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Par suite, comme on répond de l'unité sur la dernière décimale, Tapproximation pour Tare est :
par le sinus et le cosinus, de 377 = (f,047 par la tangente, de T37 = 0*^,023
On peut donc employer les trois lignes, mais la tangente, qui permet de calculer à 2 centièmes de seconde près, est préférable.
Il faut bien remarquer que l'approximation que l'on cherche dans les résultats du calcul doit toujours être la même que celle des données de Tobservation. Si, par exemple, on ne peut répondre dans les données que de la minute, on cherche la différence entre les logarithmes des tangentes de deux angles différant d'une minute ; si cette différence porte sur la quatrième décimale, on ne prend dans les calculs que quatre décimales au logarithme.
n est rare qu'on se serve en astronomie de logarithmes à sept décimales, comme on le fait en géodésie ; les formules que l'on emploie sont, en général, mises sous forme de séries rapidement convergentes et une approximation de quatre ou cinq décimales suffit.
Au voisinage de 0"*, le logarithme-sinus varie extrêmement vite, ainsi que le logarithme-tangente ; le logarithme-cosinus, au contraire, ne varie pas de -|- 2'3(r à — S'SO''; pour avoir, avec le logarithme-cosinus, une approximation de 10 unités pour ICr, c'est-à-dire pour répondre de 1'', il faut que l'angle soit supérieur à 2*40'. Le cosinus ne doit donc pas être employé aux environs de 0*. De même, le sinus, dans le voisi-
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nage de 90*, noTariepas de 89^5730" à90*2'3(r et le sinas ne peut alors servir.
La tangente a donc l'avantage de donner tooyoars une approximation suffisante qui est de 2 centièmes de sec o o de an minimum. Les formules qui contiennent des tangentes sont donc celles qu'il convient d'employer de préférence, quand cela est possible.
Pour les petits angles, il est impossible d'interpoler avec les di£rérences premières du logarithme-tangente ou du logarithme-sinus dans les tables qui procèdent de IC^en 10^. Une table des sinus et des tangentes de seconde en seconde de 0* à 4» peut servir au calcul dans ce cas (table de Callet); mais il vaut mieux recourir à la table des nombres qui donne le logarithme du nombre de secondes correspondant à un nombre donné de degrés, minutes et secondes, et le logarithme du rapport du sinus à l'arc qu'il faut y ajouter pour obtenir le logarithme-sinus ou le logarithme-tangente. Les tables de Schrônsont plus complètes encore et donnent le moyen_.de passer du logarithme-sinus ou du logarithme-tangente à la valeur de l'angle en degrés, minutes et secondes. Elles contiennent cinquante nombres par page, ce qui facilite la recherche des logarithmes de nombres; celles de GaQet en contiennent soixante et cette disposition, désavantageuse pour les logarithmes de nombres, est plus commode pour la recherche des logarithmes des lignes trigonométriques.
L'astronome ne se préoccupe pas, en général, de rendre les formules calculables par logarithmes (^). La méthode la
(*) Le Verrier Jugeait cette traQsformatioa abBolumeot inutile: l*emplol des tables des logarithmes de nombres est, en effet, plus facile que celui des tables des logarithmes des lignes trigouomélriques et le calcul direct n*ezige pas la recherche de plus de logarithmes que les formules de transformation.
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plus rapide et la plus exacte pour calculer une formule binôme consiste dans remploi des logarithmes d'addition et de soustraction, donnés par les tables de HoUel (cinq décimales) ou de Wittstein (sept décimales). La formule (3) des triangles (4) s'écrira, par exemple :
- r. , sinô sine cosAl cosa = cos ô cos c I i H r I
et la table donnera le logarithme de
8in6 sine cosA
cos6 cosc
qui, ajouté à celui de cos b cos c, donne celui de cos a.
A défaut de ces tables, on a recours à l'emploi d'un angle auxiliaire. Les seconds membres binômes des formules fondamentales contiennent le sinus et le cosinus d'un même angle ; il est donc facile de les transformer en un sinus ou un cosinus d'une somme de deux angles. Pour la formule (3), par exemple, on pose :
cos c = m cos 9 sin c cos A = m sin f
et la formule devient :
cosa = m cos (9 — b)
a < 180® est donné sans ambiguïté par son cosinus.
Les quantités auxiliaires m et <p sont données sans ambi<guité par les équations :
tg(p=: tgc cos A
cosc sin <? cos A
cos f sin ^
et le calcul de la valeur de m mise sous ces deux formes fournira une vérification.
Si les données sont a, c et A, la transformation précédente donnera pour calculer b Téquation :
cos(9 — 6) =
cosa
Mais le signe de 9 — b, qui était connu dans le premier cas,
sera ici indéterminé. L'interprétation géométrique des quantités f et m permettra de le fixer. Soit, en efiet, ABC {fig. 7) le triangle considéré; si Ton abaisse de B un arc de grand cercle BD perpendiculaire à AB, on a,
Flg. 7.
dans le triangle rectangle ABD :
tgAD = tgc cosA = tgç cosc = cosf cosBD
Les valeurs de f et m sont donc :
(p = AD m = cos BD
On prendra, par suite, <f — b on b — <p suivant que AD sera plus grand ou plus petit que AG, c'est-à-dire suivant que le point D tombera au-delà de G ou en-deçà de C par rapport à A, ce qui sera indiqué par les conditions de l'observation. Ge cas se présente dans la détermination de la colatitude, comme nous le verrons plus loin.
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La même formule peut aussi donner A par la transformation suivante. On en déduit:
. cos« — cosb cosc
sm à sm c d'où:
. . a • « 1 1 — fcos a — 008 {b — c)]
i — cos A = 2 sm' s A = — ^ . , . — ^
2 sm 6 sm c
. , . ck • 1 * cos a — cos (^ + c)
1 + cos A = 2 cos* s A = . ^ . ^ '
z sm 6 sm c
Si Ton pose :
on pourra écrire ces formules de la manière suivante :
sin 1 A =-- ±: J^EEW^IÊEÂ 2 V sm 6 sm ç
„.,.,) I . _. . /sin» sin(p — a)
(3 bis)- { C0S5 A = db \/ — ^ , . ^
^ M 2 V sm 6 sm c
\ 2 V sin p sin (p — a)
Si J'angle A est compris entre 0° et 180® (et Ton peut toujours faire qu'il en soit ainsi), les radicaux devront être précédés du signe +•
Formules de Delambre et Analogies de Neper
— Considérons les identités :
sin - (A d: B) = sin - A cos - B ±: cos - A sin - B
cos - (A ih B) = cos- A cos - B zh sm ^ A sin ^ B
couBU d'astromomiiî, 2
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Si Ton introduit dans ces identités les valeurs données par les formules (3 bis), on obtient les formules de Deiambre (1807), qui sont :
sin - (A -}- B) cos 5 c := cos - (a — b) cos - C
sin - (A — B) sin r c =: sin - (a — b) cos - C
cos- (A + B) cos 5 c = cos 5 (a + ^) sin 3 C
COS3 {^ — B) sin - c = sin ô (^ + ^) ^^^â ^
Kq divisant ces équations deux à deux, on en déduit les analogies deNeper (*) :
tg|(A + B)=— I cot|C
tg-(A~B) = — ^
cos 2 (« + ^)
sm 2 (a — ô) ^
sin - (a + ô)
cot- C
tg2(* + *) = — i
coSglA-B) j
tggC
lg-ia-b)=—j
8in^(A-B) j
IgjC
8in|(A + B)
Ces formules contiennent les six éléments du triangle, ou (■) Neper, dool le vrai nom esl Napier, a donné ces formulet en 1617.
FORMULES DE DELAMBRE ET ANALOGIES DE NEPER i^
cinq de ses éléments ; elles sont surtout employées lorsqu'oji a à faire beaucoup de transformations semblables de coordonnées.
8. Résolution des triangles sphèriques. — Les formules que nous avons établies servent à résoudre, dans tous les cas possibles, les triangles sphériques. Le tableau suivant indique celles qui doivent être employées dans les différents cas :
Formules difFèrentielles. — Les observations n'étant
pas rigoureusement exactes, les données des calculs comportent
des erreurs et demandent des corrections. 11 est donc utile de savoir :
i® Quelle est l'influence sur les résultats d'une petite varia-
GoogI
tion des doQDées. On détermine ainsi les meilleures conditions de Tobservation, en cherchant dans quelles circonstances cette influence est la plus petite possible;
2® Quelle correction il faut apporter à des résultats déjà connus sans avoir à recommencer tous les calculs.
A cet effet, nous supposerons les erreurs commises sur les données assez petites pour pouvoir être considérées comme des différentielles, c*est-à-dire pour que Ton puisse en négliger les carrés et les produits.
Etablissons d*abord les formules en trigonométrie rectiligne. Les formules fondamentales de la trigonométrie rectiligne étant :
sin A sin B sin C
ona,endinérentiant et désignant par Sa, 86, le, Ik, SB, 8G les variations des côtés et des angles :
(1) 8A + 8B + se = o
sinA.oa-acosA.$A _ sinB.8/>-6cosB.SB sinC.Sc-ccosC.SG
sin-^A sin^B ~" sin* C
En multipliant respectivement par
sin A sinB sinC
abc
ces trois dernières égalités, il vient :
(2) - - cot A.8A= r — cot B.aH= - — cot C.BC
Les équations (1) et (â) déterminent sans ambiguité trois
FORMULES DIPFÉREKTIEIXRS
des quantités : Sa, S^, So, SA, SB, SC en fonction des trois autres.
On aurait pu établir la formule (2) par des considérations purement géométriques. Nous nous placerons dans un cas particulier. Nous supposerons que la variation de Tangle Best nulle en même temp» quea, b, A varient de Sa, Sô, SA ; on a {figX) :
Sa = CE, ^"^
SA = CAE.
FIg. 8.
Pour évaluer ^ô, décrivons du point A comme centre avec AC pour rayon un arc de cercle rencontrant AE en F ; Ib aura
pour valeur ËF. Si nous menons par le point C une parallèle CD au côté AB,la considération des triangles semblables ECD et EAB donnç : .
DE_ b-\-U CE "~ a + 5«
On en déduit
a + Sa a
en négligeant des infiniment petits d'ordre supérieur au premier.
D'autre part:
DE = Ib + FD
ou bien encore, en considérant le triangle CFD comme
fï TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQOE
rectangle en P:
DE = 86 + CF cotA = 86 + 68A cet A
86 = - 8a — 68A cot A, a
égalité qui se déduit bien des précédentes en supposant 8B =0. Établissons maintenant les formules différentielles de la trigonométrie sphérique. Différentions la formule fondamentale :
cosa = cosb coBC + sinô sine cosA.
Elle donne:
— ainû.Bo^— sinôsincsinA.ÎA— (sinôcosc — cos&sinccosA)86 — (cos 6 sin c — sin b sin c cos A) 8c,
égaillé qui peut encore s^écrire d'après les formules (i) et (2): &maM — cosCsina.Sa-fsina cosB.8c+ sine sin a sinB.8A ou enfin :
5a = cos C. 86 4" cosB.8c -j- sine 8inB.8A^
Par permutation, on obtiendrait deux autres fcrmules analogues.
Dtffërentifms la relation :
sin a sin B =r sin 6 sin A.
Nous aurons:
coaiîsinB.Sa4-sinacosB.8B=cos6 sin A.8A-]-8in6 cosA.8A
En divisant membre à membre ces deux dernières égalités,
il vient :
coi aM + colB.SB = coi b.Zb + colA.BA.
En général, 11 estutile de connaître la variation d*an élément quelconque en fonction des variations des données. La méthode générale consiste à écrire que la différentielle totale d'une fonction composée est égale à la somme de ses différentielles partielles relatives à chacune des variables qui y entrent explicitement.
Supposons, par exemple, que, dans un triangle, les données soient a, ô, C. On se propose de calculer 8c, 8A en fonction des variations Za, Iby 8C des données. A cet effet, regardons c et A comme fonctions des trois quantités a, 6, C ; nous aurons :
II nous sufRt alors de connaître les coefficients tels que
T-> *,T» ^7,» etc. Pour les calculer, on part des relations où da dô dC » r
chaque inconnue dépend directement des données, c'est-à-dire
des formules (4) :
cos c = cos a cos 6 -f- sin a sin b cos C sin C cot A = cot a sin 6 — cos G cos b
(') Celte équation D*e8t en réalité que le premier terme du développement de suivant la' série de Taylor, lorsque les trois variables reçoivent les accroissements 8a, $6 et 80. Il est donc nécessaire de s*assurer, dans chaque cas particulier, que les termes en 8a*, 86*, 8C* sont négligeables.
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et Von déduit, en différenliant la première :
de sin c -r- = 8În a cos b — cos a sîn h cos C = sin c cos B da
On en tire immédiatement :
de
, = cos B da
On trouverait de même :
de 4 de . y , . . . ^
— = 008 A ~ = sm ô sm À = sin a sm B.
db dC
De même, en différentiant la seconde relation, on aurait :
d\ sin b sin A sinB
da "" sin a sine "" sine
dK ' t An
:rr = — smA cotC db
dX sin g cosB
de sine
Par permutation, on obtiendrait les valeurs des autres coefficients qui entrent dans les formules du type(a). Le problème se trouve donc résolu dans toute sa généralité.
Remarque I. — Lies quantités Sa, Zb, Se, SA, SB, SC ne représentent pas des grandeurs de même nature. Le rayon de la sphère étant pris pour unité, Sa, S6, Se sont les accroissements des arcs a, p, y et représentent par suite des longueurs, tandis que SA, SB, SC représentent des accroissements d'angles. Pour que, dans une formule telle que :
Sa = cosC.S^ 4" cosB.Se + sine sinB.SA
il y ait homogénéité, il faut que le dernier terme sin c sin B.SA
représente aussi une longueur. C'est ce qui a toujours lieu.
En effet, considérons un triangle sphérique ABCiJîg, 9); les coordonnées du point C sont par exemple a et B. Supposons qu^elles s'accroissent de ha et de 8B. Le point C se déplace alors et son déplacement peut être regardé comme la résultante de d eux déplacements obtenus, l'un CE en faisant varier a et laissant B constant, l'autre CC, en laissant a constant et faisant varier B. Hais le déplacement CC^ n'est pas mesuré par 5B ; il est mesuré par la quantité SB sin a qui représente une longueur. Aussi, dans toutes les formules, la variation d'un angle est-elle toujours multipliée par le sinus d'un des côtés de cet angle.
Remarque II. — Dans les formules précédentes, les quantités a, b, c sont exprimées en fonction du rayon R, c*est-à-direque, si a est la longueur de Tare de rayon R qui sous-tend Tangle a, on a :
Fîg. 9.
Par suite:
OU bien encore, si R = 1
5a = Ba,
Dans les applications, les angles sont donnés en secondes; il faul donc Iransformer les formules de manière à avoir les variaUons ta, Bô, Bcexprime'es également en secondes.
A cet effet, désignons par a et p les longueurs des arcs qui BouB-tendent les angles a et b \ on a:
ou bien encore:
a"^ et 5* désignant les expressions des arcs a et p en secondes. Ceci posé, prenons pour p la demi -circonférence de rayon R; la formule précédente devient :
ttR "" -Tc "" 648000 On en déduit :
Cherchons ce qu'exprime ce nombre 206265.
Pour ci^la, faisons a = R. Nous aurons :
TT "■ 648000 a'^ = 5^?^ = 206265
.^T^'^SÎT^^T'
Donc 206265 est le nombre de secondes contenues dans
Tare égal au rayon, et ar^ar^ est Texpression dans le cercle
de rayon 1 de Tare i'^ Par suite :
a == a\ arc M' a
arcr
Pour obtenir le résultat cherché, on remplace dans les formules l'arc exprimé en parties du rayon par le produit de Tare exprimé en secondes par arc M\ et les quantités analogues à Sa par
Ba^'.arc ï\
Mais are V* et sin K" ne diffèrent que d*une unité du quatorzième ordre décimal. On peut donc écrire :
a = d' AxiM' 5a = Sa'' sin r
et le logarithme de sin 1" a pour valeur:
log sin r ="5,6855749 («).
(1) Le lecteur qui désirera de plus amples développements sur la trigonométrie sphérique pourra recourir aux Notes sur l'Astronomie sphérique recueillies au cours de M. Ossian Bonnet par MM. BloDdin et Guillet (G. Carré, éditeur, 1889).
MESURE DES ANGLES ET MESURE DU TEMPS
10. Détermination des directions. — La mesure d'un angle exige d*abord que l*on détermine les directions suivant lesquelles sont vus les deux objets dont on veut apprécier la distance angulaire. Une direction est déterminée par deux points. Si Ton fait usage d'une alidade à pinnules, les deux points sont, l'un le centre du trou oculaire, l'autre la croisée des fils tendus dans l'ouverture circulaire de la pinnule la plus éloignée de l'œil. Telles étaient les alidades des instruments astronomiques de Tycho Brahe et d'Hevelius : tels sont encore les moyens de visée dans les instruments d'arpentage et dans les pièces d'artillerie ; leur degré de précision n'atteint pas la minute d'angle. Vers 1668, Tabbé Picard les remplaça, dans les quarts de cercle astronomiques et géodésiques, parla lunette de Kepler, formée d'un objectif et d'un oculaire convergent ou positif. Une croisée de fils très fins, placée dans le plan focal de l'objectif, est vue nettement par l'oculaire, en même temps que l'image d'un objet situé à une distance très grande. Lorsque cette image coïncide
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avec la croisée des fils, la direction delà lunelte est déterminée par rapport à celle du faisceau de rayons parallèles qui viennent de l'objet. Mais plusieurs des contemporains de Picard se refusèrent longtemps à comprendre comment une lunette avec son réticule peut déterminer une direction ; et la difficulté est réelle. Aujourd'hui, dans la plupart des traités d'astronomie, il est dit que le deuxième point fixe qui, avec Ja croisée des fils, détermine la direction, est le centre optique de l'objectif; la ligne qui joint ces deux points est alors Vaxe optique de la lunelte. Mais on sait qu'un tel point n'existe que dans la lentille théorique infiniment mince ; dans les objectifs épais que l'on emploie, il y a bien un centre optique, mais le rayon qui y passe après réfraction à son entrée dans la lentille, sort de celle-ci parallèlement à sa direction primimitive et non suivant le prolongement de cette direction. La ligne qui joint la croisée des fils à ce centre optique fait donc un angle avec la direction du faisceau incident. Nous allons voir tout à l'heure comment la théorie des lentilles épaisses résout cette difficulté. Mais il n'est pas nécessaire d'y avoir recours pour montrer que la lunelte permet la mesure d'une distance angulaire.
11. Mesure des distances angulaires au moyen d'une lunette. — I. Cas de deux objets éloignés fun de Vautre, — Quelle que soit la loi de réfraction à travers l'objectif, celui-ci ne donne qu'une image d'un point, et celle image revient toujours occuper la môme position par rapport à l'objectif et au tube qui le porte, quand le tube revient à la même position par rapport à la ligne de visée. Si donc on dirige successivement la liinctle vers deux objets et qu'on
amène leurs images sur la croisée des fils, Tangle dont aura tourné la lunette sera égal à la distance angulaire des deux objets, vus du point autour duquel la lunette a tourné. Cela exige seulement que l'objectif, le tube et la croisée des fils soient invariablement fixés les uns aux autres. La croisée peut être en un point quelconque du plan focal de Tobjectif, sous la seule condition qu*il s^y forme une image nette de Tobjet visé ; elle doit donc être peu éloignée de Taxe de Tobjectif, c'est-à-dire de la ligne qui passe par les centres de courbure de ses diverses surfaces.
Un repère fixé d'une manière quelconque à la lunette
Flg. iO.
[fig. 10) et se mouvant avec elle autour du centre d'un cercle gradué, mesurera sur la graduation Tangle dont aura tourné la lunette, que celle-ci soit fixée concentriquement ou non. La lunette pourra aussi être attachée au cercle suivant un diamètre ou suivant une corde, et le cercle se mouvoir autour de son centre, c'est-à-dire du centre de la graduation, devant un repère fixe.
BIESURË D£S DISTANCES ANGULAIRES
II. Cas de deux objets très rapprochés. — On peut aussi avec la lunette immobile, et en se fondant cette fois sur la théorie des objectifs, mesurer les très petites distances angulaires, par exemple la distance angulaire de deux étoiles vues simultanément dans le champ de la lunette, ou celle des positions successives d'une étoile qui se déplace dans ce champ. Dans les limites d'emploi des objectifs, la distance linéaire des images dans le plan focal mesure la distance angulaire des points eux-mêmes.
Considérons d*abord le cas de Tobjectif infiniment mince. L*image d*un point Â {fig. il) inQniment éloigné se fait dans
Pig. il.
le plan focal F sur le rayon sans déviation qui passe par le centre optique 0. Donc, Fangle sous lequel deux points A et B sont vus de ce centre optique est le même que celui sous lequel sont vues, du même centre, les images de ces points. Dans les limites de petitesse des angles aOF et bO¥ pour lesquelles est établie la théorie des objectifs, ces angles sont
mesurés par leurs tangentes, ou par les rapports rr^ et jr^i
donc par les distances linéaires aF et ^F, OF étant une constante.
Dans la réalité, Tobjeclif est formé de plusieurs lentilles épaisses centrées sur le même axe. Le milieu étant le même & rentrée et à la sortie des rayons lumineux, un tel système jouit des propriétés suivantes ;
l'» Il existe sur Taxe principal un point [fig, 12), tel que tout rayon intérieur à la lentille, qui passe par ce point, émerge parallèlement à sa direction d'incidence. Ce point est le centre optique ;
2** L'ensemble des rayons qui, après la première réfraction , vont passer par le centre optique, forme un cône ayant son
sommet en un point N de Taxe principal, qu'on appelle le premier point nodal;
3* L'ensemble des rayons provenant de ce faisceau sort du système de lentilles en formant un second cône j,,. , ,çy * ayant son sommet en
un point N' qu'on appelle le deuxième point nodal.
Il suit de là que tout rayon incident dont la direction va passer par le premier point nodal émerge parallèlement à sa direction d'incidence comme s'il partait du deuxième point nodal. Un tel rayon porte le nom de rayon principal. Si, dans le plan focal, on fixe une croisée de fils, la droite qui Joindra cette croisée au deuxième point nodal sera Va^e optique de la lunette. Lorsque limage d'un objet éloigné viendra se former sur la croisée, la direction de l'axe optique définira celle du faisceau incident ou du rayon allant de l'objet au premier point nodal.
L'angle sous lequel deux points A et B (/?//. 13) infiniment éloignés sont vus du premier point nodal N est égal à l'angle
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SOUS lequel les images A' et B' de ces points sont vues du deuxième point nodal N'. Donc encore, dans les limites de petitesse des angles A'NT et B'N'F' pour lesquelles est éta-
Fiéî. i3.
blie la théorie des objectifs, ces angles sont mesurés par leurs
A'pv B'F' tangentes, ou par les rapports ztt^, et ^—,^ dans lesquels N'F'
est la distance focale principale, comptée à partir du deuxième point nodal;
La longueur A'B' étant divisée en parties égales, Tanglesous lequel une de ces parties est vue du point N' s'appelle valeur angulaire des parties linéaires.
Jusqu'à quelle limite d'angle est-ii permis de considérer cette valeur angulaire comme constante? Prenons pour unité de longueur la tangente de l" et mesurons avec cette unité la tangente de 1**. On a:
logtg I«=î,4tl9:2i5 logtg l" = 6,68o5749
d'où :
log pp z= 3,5563466 ^ log 3600,3
Sur un degré ou 3600", Terreur serait donc de 0",3. Mais il est facile d'éviter cette erreur en choisissant autrement l'unité de mesure. Prenons pour cette unité la 3600* partie de la
COURS 0*ASTROMOMIE. 3
Goog
Ufigenle d'un degré: on a
Ce nombre ne diffère du log tg i" que de 441 unités du dernier ordre. Or la différence tabulaire pour tg l*' est :
Donc, avec cette unité, Terreur commise sur la valeur de la
seconde sera seulement de oAinQoo ^" ^ peine 0^,00015, et
elle sera nulle sur 1^. On voit donc qu*il faudra évaluer en angle la plus grande distance linéaire possible et prendre pour unité le quotient de cette longueur par le nombre lolal. (le secondes contenues dans Tangle. L'examen des logarithmes des rapports de la tangente à l'arc, dans les tables de nombres de Gallet, fait voir qu'on pourrait évaluer ainsi des angles de plus de 3** de part et d'autre de l'axe principal de Tobjectif. Mais les images des étoiles sont, en gémirai, déformées dès que Tinclinaison dépasse 1^ de part et d*aulre.
Nous avons supposé, dans ce qui précède, les points visés à une distance inQnie par rapport à la dislance focale de l'objeclif< Il est évident que l'égalité des angles, sous lesquels les deux points et leurs images sont vus de chacun des points nodaux, est indépendante de la distance des points visés, el par suite la mesure micromélrique des angles pourra se faire avec le microscope aussi bien qu'avec la lunette (*).
()) LacoQstrucUon de Timoge d*uQ point S, donnée par un objectif épai.^, sa fait à urôs peu prôfl comme dans le cas de Tobjeclif sans épaisseur. Soit un objectif, simple ou composé, déQni par ses deux plans nodauz N ot ^<'
MICROMÈTRE A VIS
Micromètre A vis. — La mesure des angles très
petits étant ramenée à celle de la distance linéaire des images données par la lunette ou le microscope immobile, il faut un moyen très précis de mesurer cette distance. On fait usage du micromètre à vis, inventé par Auzout, astronome français, vers 4667. La Qgure (i4) donne une idée suffisante
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de sa construction. Les déplacements du Al sont mesurés en tours et fractions de tours de la vis. Il faut donc déterminer la valeur angulaire d*un tour ou du pas de la vis.
'lig* 19) et par ses plans focaux priocipauz F el F'. Un point S envoie un rayon principal SX qui émerge suivant une direction S'N' parallèle à SN et un rayon SI parallèle à l^axequi, après réfraction, passera par le point F'.
I ft
Fig. 15.
Pour déterminer sa direction, on mène le rayon principal qui part du point A où ce rayon parallèle à Taxe rencontre le premier plan focal; il émergera parallèlement à AN et semblera provenir du point N'. Le rayon paraUèle à Taxe peut être regardé comme issu également du point A* dans le premier plan focal : donc il émerg) parallèlement à N'A' en passait par le point F\ L*imi|gede S est donc S' et l'on a i
S'N' F* = SNF
io On évalue, en toars de la vis, la distance des images de deux points dont la distance angulaire est connue. Ce seront, par exemple, deux étoUes, ou bien deux traits tracés à une distance connue Fun de l'autre sur une règle placée elle-même à une dislance connue et très grande de Tobjectif de la lunette. S*il 8*agit d*un microscope micrométrique, on mesurera Tintervalle de deux des divisions du cercle gradué que le microscope est chargé de subdiviser. Dans tous les cas, il faudra mesurer Tlntervalle le plus grand possible.
2^ On mesure, avec la même unité, le pas de la vis et la distance focale de Tobjectif. Le pas de la vis s'obtient très exactement en mesurant toute la longueur de la partie filetée et divisant par le nombre des filets. Pour avoir la distance focale, il faut d'abord déterminer très rigoureusement le plan focal, ce qui peut se faire de deux manières. On peut pointer la lunette sur Tinflni, c'est-à-dire viser un objet très éldigné,
une étoile, par exemple ; le plan où se forme son image détermine le plan focal. On emploie souvent aussi un collimateur (*); c'est une lunette auxiliaire dont l'objectif 0' (jîg. 16) se place devant Tobjectif de la lunette que Ton étudie ; un point lumineux mis au foyer F de 0' a son image au foyer F de 0. On est assuré que cette condition est remplie, c'est-àdire que les rayons qui émergent de 0' sont parallèles à Taxe
(<) La coUimation consiale à faire coïncider deux directions; ici, on collime les rayons venant de F, puisqu'on les rend parallèles à Taxe OF.
MICROMÈTRE A VIS
commua des deux objectifs, lorsque l'image F resle immobile quand on fait varier la dislance 00'. On peut, par tâtonnements, faire qu'il en soit ainsi. Par Tun ou laulrc de ces procédés, on est donc arrivé à placer la croisée des fils du réticule dans le plan focal. On met alors devant la lunette un objet que Ton écarte jusqu'à ce que son image lui soit égale en grandeur ; la quantité dont il faut déplacer le réticule pour ramener sur Timage de cet objet mesure la distance focale cherchée.
13. Pouvoir optique. —Nous ne parlerons pas du grossissement, du champ, de la clarté des lunettes; ces propriétés sont expliquées dans les traités de physique ; nous insisterons seulement sur une qualité des lunettes, essentielle pour l'astronome, le pouvoir optique.
Le pouvoir optique est la propriété que possède un objectif ou un miroir de donner des images séparées et distinctes de deux points voisins.
Dans la théorie géométrique des objectifs et des miroirs, l'image d'un point est un point; il semble donc qu'il suffise d'adapter à une lunette un oculaire suffisamment grossissant pour séparer les images de deux points, quelque voisins qu'ils soient; c'était l'opinion d'Arago. Mais les expériences de Foucault et de Dawes ont montré qu'un objectif, quel que soit le grossissement qu'on applique à la lunette, ne résout (c'est-àdire donne des images séparées) que des points ou des traits dont la distance angulaire surpasse une limite déterminée. Cette limite inférieure définit le pouvoir optique.
Le pouvoir optique d'un objectif de 14 centimètres de diamètre est de 1", c'est-à-dire qu'un tel objectif fait voir sépa-
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rés deux points ou deux traits dont la diàtance angulaire est 1". Pour toute autre dimension, le pouvoir optique est proportionnel au diamètre de Tobjectif; il est mesuré en secondes par
le rapport •=:> D étant le diamètre de robjectif en centimèlres.
Cette propriété a sa cause dems la constitution de Tirnage d'un point au foyer d'un objectif ou d'un miroir. L'image d*un point n'est pas un point, mais elle se compose d*un disque central entouré de plusieurs anneaux concentriques, alternativement sombres et brillants, dont l'éclat diminue très rapidement. Le diamètre du disque central est inversement proportionnel au diamètre de l'objectif et proportionnel à la longueur d'onde de la lumière. Les images de deux points ne seront séparées que si les disques correspondants ne se touchent pas; ce qui explique que le pouvoir optique soit limité.
Toutefois, on peut, avec une lunette donnée, mesurer la distance angulaire de deux étoiles avec une approximation supérieure à son pouvoir optique. Il suffit, en effet, de bissecter les images des deux étoiles par le fil du réticule, ce qui peut se faire très exactement indépendamment de la grandeur apparente de l'image. La grandeur des étoiles intervient cependant dans la précision de cette mesure. Le disque est beaucoup plus brillant au centre que sur les bords; donc les deux images sont mieux séparées quand les étoiles ne sont pas très brillantes et la bissection de chacune d'elles se fait avec plus d'exactitude.
14. Premier système de coordonnées célestes. Azi< mut et distance zénitale. — Le mouvement du ciel n'étant pas encore déterminé, ce premiersystème ne dépend que d'élé-
PREMIER SYSTÈME DE COORDONNÉES CÉLESTES
ments terrestres. Il a pour plan fondamental le plan de Thorizon, plan perpendiculaire à la verticale du lieu, déterminée par le fil à plomb, et pour plan origine des angles dièdres, un plan vertical passant par un objet terrestre. VazimiU d*une étoile est Tangle du plan vertical qui la contient avec ce plan origine; on le compte de G*" à 360® de gauche à droite, -c'est-à-dire dans le sens rétrograde (*). La distance zénitale de Tétoile est la distance angulaire qui la sépare du zénit point où la verticale perce la voûte céleste. On la compte de 0** à 90* du zénit à Thorizon ; elle est le complément de la Aau^ur audessus de rhorizon. Ces coordonnées se mesurent avec le théodolite ou altazimut.
15. Théodolite. — Il se compose essentiellement d'un cercle horizontal, ou cercle azimutal, et d'un cercle des hauteurs qui est vertical et mobile autour d'un axe vertical.
L'appareil (fig. 17) est porté sur une colonne creuse que trois vis calantes permettent de rendre verticale. Cette colonne contient un axe conique auquel est fixé le cercle azimutal qui peut ainsi tourner sur son pied.
Dans les petits instruments, le cercle azimutal est directement fixé à la colonne et par conséquent immobile. Il est gradué de 0** à 360® sur son limbe supérieur. Contre ce limbe se meut à frottement doux un deuxième cercle horizontal, concentrique au premier, appelé cercle alidade, qui porte les verniers ou les microscopes destinés à la lecture des azimuts; il est mobile sur un axe conique concentrique au premier.
(>) En atlronomie, le uns direct est le sens inverse du mouvement des aignille8d*une montre ; c'eat celui dans lequel s*effectaent les jiouvements vrais de presque tous les astres. Le $en$ rélrogrouie est le sens du mouve* ment des alguU les d*une montre.
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Il porte iuissii deux supports verticaux, terminés par des cous-
Fig 17.
sinets dans lescpiels s'engagent les tourillonï? de l'axe de la
RÉGLAGE DU THÉODOLITE
lunette. Le cercle des hauteurs est ûxé à l'un des côtés de cet axe et équilibré par un contre-poids; il est gradué de 0^ à 180^ dansles deux sens, le zéro correspondant à la position verticale de la lunette. Un niveau à bulle d'air peut être placé sur les tourillons et sert au réglage de l'instrument.
Le théodolite, pour servir à la mesure des coordonnées, doit remplir les conditions suivantes : le cercle azimutal doit être horizontal; la lunette, en tournant autour de son axe doit décrire un plan vertical ; le zéro du cercle des hauteurs doit correspondre à la position verticale de la lunette. Il est donc nécessaire de régler Tinstrument avant de faire une observation, et, de plus, pour qu'un semblable réglagp ne se renouvelle pas trop fréquemment, il est indispensable que l'appareil conserve la plus grande immobilité. Aussi les trois vis calantes du pied du théodolite sont reçues dans des crapaudines, empêchant toute pénétration des vis dans le support, et guidées dans des sillons permettant la dilatation ; le support est un pilone en maçonnerie sur lequel le soleil a peu d'effet. Un support en bois se déformerait d'une façon sensible sous l'action du soleil et ôterait toute précision aux mesures.
16. Réglage du théodolite. — L Verticalité de taxe. — Les astronomes du xviii« siècle se servaient pour l'obtenir du fil à plomb ou niveau à perpendicule. Mais le fil doit être très long pour donner une approximation suffisante : car un angle de 1'' est mesuré dans un cercle d'un mètre de rayon par un arc dont la longueur est de 0"",0048 ; le déplacement de l'extrémité d'un fil de i mètre correspondant à un angle de V serait donc imperceptible.
Le niveau à bulle d'air est plus précis. Il se compose d'un
tube de verre dont la forme intérieure est celle de la surface engendrée par un arc de cercle de très grand rayon, tournant autour de la corde qui le sous-tend. Ce tube est rempli d*un mélange d'étber et d'alcool; une bulle de vapeur, que Ton a laissée dans le liquide, s*y déplace avec une grande facilité ; dans chaque position du niveau, le milieu de cette bulle vient se placer au point où la tangente à la génératrice supérieure du tube est horizontale. Le tube est encastré dans une monture en cuivre, qui laisse voir une graduation partant d'une extrémité et croissant jusqu'à Tautre. Si les deux extrémités de la bulle sont aux divisions m et m', son milieu occupe la
division — ^ — = M.
Soit un fil à plomb ou un niveau flxé à un axe qu*on veut rendre vertical, AB la perpendiculaire à cet axe(/?^. 18) fai-
Flg. 18.
sant un angle % avec l'horizontale AH, et H la position de la bulle ou du Gl. Si la tangente AN au zéro du niveau fait avec AB l'angle p, l'inclinaison du niveau sur l'horizontale AH est a + p et elle est mesurée en divisions du niveau par M. Si l'on fait alors tourner la ligne AB de 180*" autour de l'axe qui lui est perpendiculaire, le 61 ou le centre de la bulle vient en M' ; la direction de l'horizontale n'a pets changé, non plus que la direction AB ; mais la tangente au zéro du niveau est venue en BN' symétrique de AN par rapport à Taxe de rotation.
RÉ6IAGË DU THÉODOLITE
l/inclinaison du niveau sur Thorizonlale est devenue p — a et elle est mesurée en divisions du niveau par M'. On a donc:
d'où:
Par conséquent, pour rendre la ligne ÂB horizontale, il faut la faire tourner de «, c'est-à-dire amener la bulle du niveau ^ à moitié de Tîntervalle M, M'. On fait cette opération sur le théodolite à Taide du grand niveau qu'on place sur les tourillons de la lunette, et Ton fait tourner Tinstrument tout d'une pièce de 180° autour de son axe. On place d'abord le niveau parallèlement à l'un des côtés du triangle équilatéral formé par les trois vis calantes, puis perpendiculairement à cette direction. L'axe est ainsi successivement amené à se trouver dans deux plans verticaux rectangulaires, il est donc vertical.
II. La lunette, en tournant sur son axe, doit décrire un plan vertical.'^ l^La lunette doit décrire un plan. Il faut donc qu'elle soit perpendiculaire à son axe de rotation, c'est-àdire que la ligne allant du second point nodal à la croisée des fils du réticule, ou l'axe optique, soit perpendiculaire à cet axe.
Pour s^assurer qu'il en est ainsi, on dirige la lunette vers une mire éloignée ou plutôt vers un collimateur 0' (Jîg, 19) dont la distance focale O'F' soit très grande; on amène l'image du foyer lumineux F' sur la croisée des fils du réticule, puis on retourne l'axe de la lunette bout pour bout sur
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les coussinets et l'image de F' doit rester sur la croisée; s'il n'en est pas ainsi, on déplace la croisée de la moitié de la dislance qui sépare la deuxième image de la première, à Taide de vis disposées à cet effet.
2" Le plan que décrit la lunette doit être vertical. Cela aura
Fig. 19.
lieu si l'axe des tourillons est horizontal : on s'en assure en plaçant le grand niveau sur les tourillons, puis le retournant bout pour bout en laissant l'appareil immobile. La bulle ne doit pas se déplacer ; s'il n'en est pas ainsi, on corrige le mieux possible l'inclinaison de l'axe à l'aide de vis de réglage agissant sur les coussinets ; ou bien Ton mesure cette ÎDClîtiaison parle déplacement de la bulle et l'on tient compte de la correction qui en résulte.
17p Mesure d'un angle azimutal, - - 1"" Réglage préliminaire, — Soit à mesurer avec un théodolite, l'angle azimutal de deux points S et S' ; cet angle est la projection sur le plan horizontal de la distance angulaire des deux points, qui, en général, ne sont pas à la même hauteur au-dessus de Thori- £on, La lunette, qui les vise successivement, doit donc décrire un plan vertical en tournant autour de l'axe des tourillons'; celle condition a été obtenue par le réglage précédent (16) ; de plus, comme il peut arriver qu'on ne vise pas dans les deux cas sous le même point du fil du réticule, ce fil doit être aussi vertical. Pour s'en assurer, on vise une mire située à grande distance et l'on fait mouvoir la lunette de bas en
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haut; dans ce mouvement, le fil du réticule doit toujours bissecter l'image de la mire; on le déplace, s*il est nécessaire, jusqu'à ce qu'il en soit ainsi.
2" Mode de pointé, — Ce nouveau réglage étant effectué, on vise les points S, S'. Pour cela, on imprime avec la main au cercle alidade un premier déplacement, qui amène à très peu près la lunette dans la direction de S; on fixe alors au cercle azimutal, à l'aide d'une pince à vis, une vis de rappel dont l'écrou est attaché au cercle alidade, et, à l'aide de cette vis de rappel, on communique au cercle alidade de très petits déplacements jusqu'à ce que le fil du réticule vienne bissecter l'image de S.
3* Lecture de fangle. — On lit alors l'angle azimutal à l'aide du vernier porté parle cercle alidade. L'approximation donnée par le vernier est assez faîble; pour un cercle de 16 centimètres de diamètre, par exemple, dont le limbe est divisé de 10* en 10', le vernier est au 60«, c'est-à-dire qu'il porte 60 divisions réparties sur un arc égal à 59 divisions du limbe. On lit alors les 10' et, par estime, les 5". Les cercles de plus grand diamètre, munis de microscopes micrométriques, permettent d'atteindre beaucoup plus de précision. Le microscope, avec lequel on lit les divisions, est muni d'un micromètre : celui-ci se compose d'un réticule formé de deux fils parallèles entre lesquels peut être vue l'image d'une division {/ig. 20); ce réticule peut être déplacé à l'aide d'une vis micrométrique, dont les tours sont comptés au moyen d'un
peigne métallique AB devant ^
lequel se meut le fil du réti- ^^^' '^^*
cule. La largeur d'une dent de ce peigne correspond à un
tour de la vis et la position initiale du fil du réticule, qui détermine Taxe optique du microscope, est indiquée par une cavité circulaire G. En amenant successivement les fils du réticule à comprendre entre eux les traits qui limitent un intervalle de deux ou trois divisions delà graduation, et notant le nombre de tours et de fractions de tour de la vis correspondant, on a pu déterminer le nombre de tours de vis correspondant à une division, et, par suite, la fraction de division correspondant à un tour ou à une fraction de tour de la vis. Pour faire la lecture, on pointe avec le réticule la division dont l'image est la plus rapprochée du zéro ; puis on compte le nombre de tours et fractions de tour de la vis nécessaires pour amener le réticule de cette division au zéro; on en déduit la fraction de division qu*il faut ajouter à la division lue.
Mais la mesure d'un angle, ainsi effectuée à Taide d'un cercle divisé, est affectée de deux sortes d'erreurs, les erreurs d'excentricité et de division, dont l'élimination est de la plus grande importance et qu'il convient d'étudier avec soin.
18. Erreurs d'excentricité. — I. Cercle fixe et repères MOBILES. — Supposons d'abord le cercle divisé fixe. Quel que soit le soin apporté à la construction de Tinstrument, le cercle alidade, qui porte la lunette et le vernier ou le microscope, ne tourne pas exactement autour du centre du cercle gradué, c'est-à-dire autour du centre de la graduation que porte ce cercle. Le constructeur eût-il obtenu ce centrage parfait dans une position de l'instrument, il ne subsisterait pas pendant la rotation, en raison du jeu qu'il faut laisser à l'axe pour lui permettre de tourner dans la gaine qui le contient. Il suit de là que le centre du cercle ou de la graduation étant
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en {fig. 21), le centre de Talidade est en 0', de sorte que, l'angle dont la lunette et le vernier ont tourné étant AO'B, Tangle lu est AOB, qui n'a pas la même valeur. La différence.
FJg. 21.
FIg. 22.
OU Tangle qu*il faut ajouter algébriquement à AOB pour obtenir AO'B, est la correction dCexcenh^icUé,
!• Cercles munis (Tun seul vernier. — Supposons l'objet visé placé aune distance infinie dans la direction O'A (fig. 22). La direction de l'alidade, si elle était centrée sur la graduation, serait OA' parallèle à O'A ; la lecture serait A' au lieu de A. Dans une seule direction, la lecture se fait sans erreur ; c'est lorsque l'alidade est placée suivant la ligne 00' qui joint les deux centres. Prenons cette direction inconnue pour origine des angles, et soient oc la lecture correspondante, e la dislance 00', r le rayon OA'. Lorsque l'alidade est venue en O'A, la lecture est A, correspondant à un angle au centre aOA = A — Qt, plus petit que l'angle vrai aOA' de l'angle AOA' ou O'AO que nous désignerons par p : c'est la correction d'excentricité. Or, on a, en considérant le triangle OAO', l'égalité :
sinp sin(A — a)
Mais, en abaissant O'D perpendiculaire sur OA, on voit que Ton a aussi :
(2) r = O'A cosp + e cos (A — a).
On déduit de ces deux équations la valeur suivante de tgp:
-sinfA — a) igp= -
i cos(A — a)
La valeur du petit angle p est alors donnée par la série très rapidement convergente, en raison de la petitesse de- :
(3)p = ^sin(A-x)+|^;sin2(A-a)+i^^%in3(A-a) + ...
ou, en secondes d'arc :
p = — r— TT, sinfA — i) + a • a// sin 2 (A — - x) r sin 1 ^ ^ r' sin z ^ '
On peut se borner, en général, au premier terme, ce qui revient à faire O'A = r dans Téquation (1) et à remplacer le sinus de p par Tare.
Le cercle étant muni d'un seul vernier, que l'on suppose tourner autour d'un centre fixe 0' différent de 0, on obtiendra la correction qu'il faut ajouter à une lecture A pour la rapporter au centre de la graduation en déterminant les
inconnues - et a de la formule (3). A cet effet, on mesure un
angle connu <o, Tangle de deux objets terrestres très éloignés.
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distants d*uae quantité connue, ou Tangle de deux étoiles connues. Soient A et B les lectures: on aura pour la correction p de A :
P = ;8În(A - «)
et pour la correction p' de B :
P =1 8in (B - (x)
avec l'équation de condition :
cû = A — B+p— p'.
On en déduit :
(D = A — B -f - [sin (A — a) — sin (B — a)]
ou, si Ton appelle L l'angle lu A — B, de telle sorte que B = A — L:
û) = L + - [sin (A — (x) — sin (A — ot — L)]
ou:
0) = L + - [sin (A — x) (l — cosL) -|- sin L cos(A — a)"
équation qui contient trois inconnues,
-> sin (A — a), cos(A — a).
On observera donc au moins trois angles a>.
Ce procédé de correction suppose Texcentricité fixe ; si elle est fluctuante^ suivant l'expression de M. Paye, en raison du
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jeo des axes, on multipliera les observations et Ton Obtiendra un grand nombre d*équations de condition, d*où Ton déduira
les meilleures valeurs des inconnues-» sm{A — a) et cos(A — a)
par la méthode des moindres carrés. Les variations de Texcentricilé sont alors considérées comme des erreurs accidentelles d*observation, qui s'éliminent les unes les autres par la répétition des mesures d'un même angle faites pour diff érentes positions de Talidade. Il faudra donc aussi multiplier de la même manière la mesure de Tangle auquel on veut appli quer la correction d'excentricité. On corrigera chaque lecture en particulier d'après la formule, et l'on prendra la moyenne des diverses valeurs obtenues. Cette méthode est celle qu'on emploiera avec le sextant, qui n'a qu'un seul vernier.
2" Cercles munis de plusieurs vernier s. — Dans les instruments d'astronomie ou de géodésie, on fait usage de plusieurs verniers ou microscopes, dont l'emploi permet Vélimindtion
complète de l'erreur d'excentricité sous certaines conditions que nous allons étudier.
Prolongeons la direction O'A (Jîç. 23) de l'alidade au-delà de Cet soitB la lecture du cercle à Tautre extrémité de l'alidade ainsi prolongée. Faisons de même pour le rayon 0»
de la ^graduation ; la leclure ^ l'extrémité du diamètre sera 180* + «. La lecture B 4€ra trop forte de la même quantité p dont Â est trop pelit,
Fig. 23.
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-donc
sera la vraie mesure de Tangle dont a tourné Talidade: Tangle inscrit est mesuré par la demi-somme des arcs compris entre ses côtés.
De plus,' la différence à 180^ de la 'différence des deux lectures A et B donne le double de la correction p. Il suffira donc de faire un certain nombre de pareilles lectures aux deux
-extrémités de l'alidade, pour déterminer a et - {par la
relation déjà employée. Mais la connaissance de ces quantités •est un pur objet de curiosité et n'intervient pas dans la mesure -exacte des angles. Si AB [fig, 24) ^st la direction de l'alidade quand 'la lunette est dirigée sur une •étoile, A'B' sa direction quand on vise une autre étoile, l'angle •dont a tourné la lunette est mesuré rigoureusement par la de- Hni-somme des arcs AA' et BB' (*).
Ce mode de mesure n'exige nullement que le point 0' soit
ifixe ; rexcenlricité peut être fluctuante et - atteindre des va-
Fig. 24.
(1) Il est dit dans la plupart des traités d'astronomie que l'élimiDationde Vernsur d^excentriclté s'obtient en faisant deux lectures à deux repères distants l'un de Tautre de 180*.0n voit que cet énoncé n*est pas rigoureux, à moins qu'on n*enlenle par là que ces deux repères sont en ligne droite Turf avec l'autre.
leurs quelconques. Mais elle exige que A6 soit une corde du cercle sur la circonférence duquel est tracée la graduation. L*alidade ordinaire, combifée avec une graduation formée de traits convergents vers un centre sur un limbe plan, ne remplit pas cette condition. Les vernlers ne peuvent non plus être utilisés; car la théorie exige qu'ils soient centrés sur la graduation même. On remplirait les conditions voulues en faisant la graduation parpoints sur une circonférence du cercle Ûxe et en formant Talidade d*une règle dont les extrémités présenteraient latéralement deux biseaux en ligne droite Tun avec rautre, ou mieux deux fenêtres munies chacune d*un 01 fin, les deux fils étant dans le prolongement Tun de Tautrc.
Le mode de graduation adopté par Gambey dans le cercle mural de FObservatoire de Paris, où les divisions sont tracées sur la couronne, se prêterait au contraire très bien à Tapplication du principe. Les repères seraient tracés sur la
tranche des extrémités de Talidade et, celle-ci étant à fort peu près centrée sur le cercle, on pourrait faire usage de deux verniers.
II. Cercle MOBILE ET repères fixes. — Supposons maintenant les repères fixes, et le cercle gradué tournant entre ces repères en entraînant avec lui la lunette. Soient R R' (fig, 25) la droite qui passe par les deux repères, le centre du cercle c^està-dire de la graduation, dans une première position, A et B les lectures faites sur le cercle. Dans une deuxième position
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0' du cercle, la corde AB est venue en A'B', et les lectures suivant la ligne des repères fixes sont A^ et B^ . L* angle dont a tourné le cercle, et en même temps la lunette, est A, CA', qui a pour mesure exacte
Il est donc donné sans erreur par les lectures faites directement suivant la corde fixe RR', quelle que soit la distance au centre de cette corde et quel que soit le mode de rotation du cercle.
La graduation par traits sur limbe plan, avec verniers ou microscopes fixes, ne satisfait pas aux conditions de ce mode de mesure. Sur un tel limbe, la graduation devrait être faite par points distribués sur une circonférence de centre 0; les repères pourraient être deux lames fixes percées de fenêtres sous lesquelles tournerait le cercle; deux fils tendus dans ces enêtres détermineraient la direction fixe RR'.
Le mode de graduation du cercle de Gambey et la position des microscopes qui en est la conséquence semblent être la réalisation la plus parfaite de la construction géométrique précédente. Il suffirait que les microscopes opposés fussent assujettis à la condition d'avoir leurs axes exactement dans le prolongement l'un de l'autre, et que l'observateur ait le soin de déterminer chaque lecture par des pointés sur les deux divisions qui se trouvent de part et d'autre du zéro. Le mode de construction de ce cercle lui assure donc un avantage réel sur les cercles gradués sur limbe plan ; et, en effet, il est à remarquer que Terreur d'excentricité est beaucoup plus faible k cet instrument, malgré la manière défectueuse dont est établi son axe de rotation, qu'aux cercles à limbe plan des deux autres instruments méridiens de l'Observatoire.
III. Conclusion. — L'erreur d'excentricité peut donc être éliminée sous certaines conditions, par remploi de deux microscopes opposés. En général, elle subsiste, au moins en^ partie, dans la plupart des cercles tels qu'on les construit, et elle est représentée par une série très convergente de la forme :
p = a8in(A— a) + a* 8in2(A— a) + a» sin3(A — »)+....
A cette erreur s'ajoutent les erreurs de division.
19. Erreurs de division. — Les cercles des grands instruments ont été parfois divisés directement ; tel est celui de Gambey. Mais, le plus souvent, quand le constructeur a tracéune division exacte sur un cercle de grand diamètre, il 8*en sert comme de plateforme pour diviser les cercles égaux ou« plus petits {*), Il centre le cercle à diviser sur le premier et,, à l'aide d'un tracelet fixe, il reporte sur le limbe du plus petit les divisions du plus grand qu'il amène successivement sous un repère fixe. Ce mode de graduation laisse donc subsister les erreurs de la graduation type et il en introduit de nouvelles.
i* Le centrage du petit cercle sur la plateforme n'est pas parfait. Il en résulte que le centre de la graduation tracée ne coïncide pas avec le centre de rotation du petit cercle; d'où une erreur d'excentricité dans les lectures, qui peut se représenter par une série de même forme que la précédente;
2* Le plan du limbe à graduer n'est pas rigoureusement parallèle à celui de la plateforme. On projette sur le cercle AB
CO Sar la eonslructioD de cette plateforme, voir le TraiU d'astronomie^ pratique de Brûnnow-André, t. II, p. 44.
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ytg, 26) la graduation tracée sur le'cercle AQ qui fait avec le premier un angle c très petit. Le trait A n'a point d'erreur; le trait B est en erreur de la différence AC — ^AB. Or, on a :
tgAB = tgACco3f.
Cette formule, en raison de la petitesse de «, se développe
Fig. 26.
en série très rapidement convergente:
AB = AC — Ig >6 sin 2AC + | tg ^» sin 4AC
— |lg«tsin6AC +
I. ËLIBilNATION DBS ERREURS D'EXGBNTRICITÉ ET DE DIHSION
PAR l'emploi de plusieurs verniers. — L'influence totale des erreurs d'excentricité et de division sur une lecture au cercle,, ou Terreur E de cette lecture, abstraction faite des erreurs accidentelles, peut donc se représenter d'une manière générale, par la série de Fourier :
E = «0 + ^1 cos A + a^ cos2A +• + h^ sinA + 6, sin2A -f
où l'on peut faire a^ = 0.
De là un moyen de diminuer considérablement l'erreur systématique des lectures par Temploi de plusieurs verniera ou microscopes.
Soient n microscopes équidistants sar le pourtour entier du cercle, de sorte que la distance de deux microscopes
consécutifs soit — • La lecture au premier étant A, les lectures
aux autres sont :
et Terreur de chacune des lectures est donnée par la série précédente dans laquelle on remplacera successivement A par chacune des lectures. L'erreur de la moyenne des lectures est le quotient par n de la somme de toutes les séries.
Le terme général d'ordre p dans la série relative au (m+4)« microscope est :
ap cosp [A. + m-^J + bp sinp ^A -f m -^j
dans lequel p prend toutes les valeurs entières de zéro à Tinfini, et m toutes les valeurs entières de à n — 1. Ce terme peut s'écrire :
(a;,cospA-(-*pSÎnpA)co8pm |-(6pCospA— «pSinpA)8inpm —
et la somme des termes d'ordre p pour les n microscop«>8 est :
{ap cospA + bp sinpA) V cospw —
+ {bp cospA — Up sinpA) V sinpm —
Or, V sinpm — est toujours nul, il en est de même de
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2 cospm — > sauf dans le cas où pm est un multiple de n,
par conséquent ici lorsque p = An, m étant plus petit que n; et la valeur de cette somme se réduit alors à n. La somme des erreurs sera donc la somme d*un nombre infini de termes de la forme
{^kn cosAnA + bkn sinAwA) n
et Terreur de la moyenne des lectures s'obtiendra en divisant par n.
On voit donc que, par remploi de n microscopes équidistants, Terreur se réduit à la somme des termes dont Tindice est multiple du nombre des microscopes. Ainsi, avec six microscopes, il ne subsiste que les termes en 6A, 12A,... Si la division n'a pas d'erreurs grossières, si Texcentricité n'est pas très considérable, ces termes décroissent très rapidement, et Terreur devient insensible dès que n est suffisamment grand.
Il est indispensable, pour appliquer cette méthode, de faire des pointés très exacts ; pour y arriver, on se sert, dans les cercles géodésiques et astronomiques, d'une lunette munie d'un micromètre. Ce micromètre se compose d'un fil fixe et d'un fil mobile que Ton déplace à Taide d'une vis; on amène le fil mobile à bissecter l'image de l'objet et Ton compte le nombre de tours et fractions de tour de vis nécessaires pour amener à cette position le fil mobile primitivement en coïncidence avec le fil fixe. On recommence une dizaine de fois cette opération et Ton prend la moyenne des pointés ainsi efiectués.
II. Détermination directe des erreurs de division. — Elle se fait en mesurant avec le cercle une série d*arcs de Ion-
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gucur constante, représentant à peu près une partie aliquote de la circonférence. C^est le procédé de calibrage d'un tube à Taide d*une bulle de mercure de volume constant (*).
m. Méthode delà répétition des angles. — Ge procédé d*élimination des erreurs de division, employé parles anciens astronomes, fut indiqué par Tobie Mayer (Gôttingue, 1752). il est nécessaire, pour l'appliquer, que le théodolite puisse avoir autour de son axe vertical deux mouvements : un mouvement 'général, dans lequel le cercle azimutal tourne en entraînant la lunette et l'alidade, et un mouvement particulier, dans lequel l'alidade et la lunette tournent seules, le cercle azimutal étant fixé à l'aide d'unfe pince et d'une vis de serrage.
!• Procédé de Tobie Mayer.
— Soit à mesurer la distance angulaire de deux points 6 et D {fig. 27). En faisant tourner le cercle dans le sens de la fié* che, qui indique aussi le sens de la graduation, on effectue les opérations suivantes :
a) I>a lunette et l'alidade étant au zéro, on vise le point G par le mouvement général ;
b) On fixe le cercle et Ton amène la lunette sur le point D ;
c) On détache le cercle, et, par le mouvement général, on ramène la lunette sur G. •
d) On fixe le cercle, et l'on amène la lunette sur D, etc. On lit la position initiale et la position finale ; l'arc total
Flg. 27.
(*)Voir \q Traité dCa$tr(yiu)mie pratique àQ BrQonow-André.
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parcouru, divisé par le nombre de pointés sur D, donne Tangle cherché. Cette méthode pourrait môme s'appliquer à un cercle non gradué portant un seul repère; il suffirait de revenir à ce repère après avoir parcouru un nombre entier de circonférences. Par ce procédé, les erreurs de division et de lecture sont divisées par le même nombre ; mais les erreurs de pointé s'ajoutent algébriquement.
2* Procédé de Borda, — Borda a modifié cette méthode en ajoutant au théodolite une lunette repère inférieure placée au-dessous du cercle azimutal (/f^. 17); elle est liée à l'axe par un collier qui lui permet de prendre un mouvement particulier ou de participer au mouvement général. Elle permet de s'cLSSurer que, pendant les divers mouvements particuliers, le pied de l'instrument n'a pas bougé. De plus, elle permet la répétition double dont le principe est suffisamment indiqué par les figures 28 et suivantes où Ton suppose que l'index porté par le cercle alidade coïncide primitivement avec le zéro du cercle azimutal et que la graduation de celui-ci croit de droite à gauche (les lettres S et I désignent les lunettes sufiérieure et inférieure ; Tune est figurée en Irait plein, l'autre en pointillé).
La distance de l'index au zéro mesure alors le double de l'angle cherché : en recommençant les mêmes opérations, on obtiendra deux fois, trois fois... le double de l'angle. Pendant chaque mouvement particulier, une des lunettes reste pointée sur un objet ; s'il y a eu un dérangement de l'appareil, on peut le corriger par le mouvement général.
La méthode suppose que le,s arcs portés successivement sur le limbe s'ajoutent sans discontinuité ; il faut donc admettre que les procédés de serrage sont parfaits et qu'il n*y
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a point de jeu dans les colliers des axes; de plus, un seul
fuatMifX
.•yrr»
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pointé étant possible, on n'obtiendra jamais une grande exac-
ERREURS DE DIVISION
titude : toutes ces causes d'erreur ont fait abandonner cette méthode.
lY. Méthode de la réitération des angles. — On la préfère à la précédente parce qu'elle permet plusieurs pointés. Supposons que le cercle azimutal porte quatre verniers, par exemple, et que Ton veuille faire n réitérations; on fera une première lecture avec les quatre verniers, en partant du zéro de la graduation. Puis, à l'aide du mouvement général, on prendra successivement pour origine des lectures les traits
— > 2 — >••• (n — 1) — ) en se servant chaque fois des quatre
verniers. On emploie ainsi, pour la mesure, diverses parties du cercle et il est certain que les erreurs de division sont alors à peu près éliminées.
20. Principe de la mesure d'une distance sénitale. — La méthode employée est la méthode du retournement qui donne le double de la distance zénitale. L'instrument étant bien réglé, on amène la lunette à viser Té toile et on fait sur le cercle gradué la lecture L delagi'aduation(/f^.33j .
On fait ensuite tourner tout l'instrument de 180*
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autour de son axe vertical, et Ton ramène la lunette à pointer de nouveau l'étoile considérée. Si W est la lecture de la graduation correspondant
à celte nouvelle position de la lunette, la différence — 5 — me-
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sure la distance zénitale cherchée. Le raisonnement que nous venons de faire suppose Tétoile immobile dans le ciel.Elnréalitéf îl n'en est pas ainsi. L'étoile dans rintervalle de deux pointés
8e4léplaiCe relativement à la Terre.
Yj î
Si rintervdBft «st petit, on admet que la différence — - —
donne la distance zénitate àré(k)que moyenne—^ des deux
pointés. S'il est un peu grand, il faottike subir à la distance mesurée une correction sur laquelle nous iro^endrons plus tard (34)..
En opérant de la même manière sur un objet terrestre immobile, on a non seulement la distance zénitale de cet
L -I- L' objet, mais aussi la lecture — ^ — qui correspond sur le
cercle li.la direction verticale 4ç la lunette, c'est-à-dire Vorigine des distances zénitales, On peut donc alors mesurer la distance zénitale simple d'une étoile à une époque t, le théodolite étant supposé stable dans rinierva)Ie des opérations.
L'emploi d'un bain de mercure sert aussi à, déterminer cette origine. On pointe la lunette sur ce bail) dans une direction telle que l'image de la croisée des fils dopnée par réflexion sur la surface horizontale du mercure, vienne se faire sur la croisée elle-même. L'axe optique est alors vertical, et la lecture du cercle, diminuée de iSO^, donne l'origine des distances zénitales. Ce procédé de détermination du nadir s'applique surtout aux grands instruments.
Enfin, on peut encore pointer la lunette d'abord directement sur l'objet, puis sur Timage de cet objet vu par réflexion sur
un miroir plan horizontal. La demi-différence — ~ — des
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leclures donne la hauteur de l'objet au-dessus de Thorlzon;
L-4-L' si cet objetesttrès éloigné et immobile, la demi-somme — Ç—
fait connaître la lecture qui correspond à la position horizontale de la lunette. On peut donc alors mesurer la hauteur d'une étoile au-dessus de Thorizon ou le complément de sa distance zénitale. On emploie comme miroir un bain de mercure ou quelquefois un plan de verre noir rendu aussi exactement que possible horizontal à Taide d*un niveau, à bulle d'air. Ce miroir porte le nom d'horizon artificiel.
21. Sextant. — Le théodoUte est l'instrument deJ'observateur à la surface de la terre. A la mer, il est impossible de s'en servir. L'instrument qui le remplace est le sextant.
Kig. 34.
L'œil placé en {/îg, 34) voit directement le point B, et le point A par une double réflexion sur les miroirs M et m. I. Propriétés de ce système. — 1* Le triangle MmO' donne :
H suit de là que si les miroirs restant immobiles l'un par rapport à l'autre, leur ensemble tourné par rapport à dans le plan de la figure, cette rotation n'altère pas la superposi-
lion des images de A et de B. Car a devenant a -|- y, il faut que p augmente aussi de y:
L angle mO' devient donc ^ -|- y» ^^ comme la normale mO' a tourné du même angle y, le rayon deux fois réfléchi coïncide toujours avec BO.
Si Ton place devant Tœil une lunette, la superposition des images de A et de B une fois établie par la rotation de M autour d'un axe perpendiculaire au plan de la figure persistera pendant les balancements du système dans le plan AOB.
2? Le triangle MmO donne :
2x — 2^ = D'où Ton déduit :
La distance angulaire AB, ou Tangle AOB, est mesurée par le double de Fangle des normales aux deux miroirs, quand la coïncidence est établie.
II. Construction du sextant. — Sur un châssis plan (le plan de la figure) on trace un arc gradué CD. Au centre de cet arc on fixe le centre d'une alidade et un miroir M (A^.35) perpendiculaire au plan du limbe ; on place ensuite le miroir m et la lunette. Le point B est vu à travers la moitié de m non étamée.
Le zéro de la graduation répond au parallélisme des deux miroirs. On gradue le limbe en demi-degrés qu'on numérote comme des degrés.
IH. Conditions de réglage, — 1* Perpendicularité des deux miroirs au plan du limbe; 2® parallélisme de Taxe de la lunette
SEXTANT
à ce plan; 3*» le zéro de la graduation doit répondre au parallélisme des miroirs ; 4^ le grand miroir doit tourner autour du
Kig. 35.
centre de l'arc gradué; 5* les faces des miroirs et dos verres colorés employés pour robservation du Soleil doivent être planes et parallèles. A
IV. Mesure de la distance angulaire de deux points, — Pour mesurer avec le sextant la distance angulaire de deux points S et S', on vise directement S, puis on fait tourner le miroir M jusqu'à ce que l'image deux Fig. 36.
fois réfléchie de S' se confonde avec l'image directe de S {fig M) . COURS d'astronomie. 5
L'angle que fait alors l'alidade MV, avec sa position initiale MV qui correspond au parallélisme des deux miroirs, est égal à 1 angle des normales à ces deux miroirs, et par suite, d'après la seconde propriété du sextant, il est égal à la moitié de la distance angulaire cherchée.
Ln mesure des distances angulaires de deux étoiles au mo yen du sextant est une opération assez délicate. H faut en efl'et ùbLc'nir la coïncidence de deux points, Tinstrument se trouvant dans un plan déterminé. Cette condition n'est pas facile à réaliser. L'opération est sans difOculté si l'un des astres a uq diamètre apparent. Dans ce cas, on amène successivement rimage de l'étoile à coïncider avec les deux bords de l'astre. La moyenne des deux lectures donne la distance angulaire cherchée.
Y. Mesure de la hauteur d'un astre au-dessus de t horizon. ~ Cette hauteur est le complément de la distance zénitale. Pour en effectuer la mesure, on vise directement dans la
lunette à travers la partie non étamée du miroir m la ligne d'horizon, c'està-dire l'intersection apparente de la surface de la mer et de la voûte du ciel. Puis on amène par une rotation du miroirM, l'image de l'astre doublement réfléchie et vue dans la lunette à être tangente À cette ligne d'horizon. L'angle de rotation du miroir M est la moitié de la hauteur cherchée.
Fig. 37.
SEXTANT
Ce que nous venons de dire suppose que robservation est faite à la surface de la mer. En général, il n*en est pas ainsi. L'observateur se trouve en B, à une distance h au-dessus du niveau de la mer (Jig. 37). Son horizon est alors BD, et la mesure qu'il a faite se trouve entachée d'une erreur due à la dépression DBO de Thorizon. Cet angle DBO = o est facile à calculer. En efiFet, le triangle rectangle BDC donne :
cosS =
r étant le rayon de la Terre.
Or l est toujours très petit ; on peut donc sans erreur senâible confondre cos l avec son développement en série réduit aux deux premiers termes, ce qui donne :
La formule:
l sin r — ., , , ,
donnera alors la valeur de $ exprimée en secondes.
Malgré cette correction, la hauteur trouvée n'est pas tout à Tait exacte. Gela tient à ce que, la présence de l'atmosphère relevant un peu la direction BD, ce n'est pas l'angle DBO qu'on calcule, mais un angle plus faible.
Nous avons au moyen du théodolite et du sextant déterminé les coordonnées d'un point. Pour connaître exactement la situation de ce point à différentes époques, il faut encore
savoir à quel moment il occupe une position délerminée, c'està-dire savoir mesurer le temps.
22. Mesure du temps. — Les instruments propres à la mesure du temps sont de deux sortes. Suivant qu'on s'adresse au pendule sous sa forme ordinaire ou à un balancier annexé à un ressort élastique, pour obtenir des oscillations isochrones, on a des appareils qui, dans le premier cas, portent le nom d'horloges astronomiques, dans le second celui de chronomètres.
1. Horloge astronomique. — La partie essentielle de l'horloge est un pendule qui, par l'intermédiaire d'un échappement, communique un mouvement régulier à un rouage. Ce rouage transmet le mouvementé des aiguilles mobiles(^).
Étant donné un pendule composé, nous savons que la longueur du pendule simple synchrone (qui oscille dans le même temps) est donnée par la formule :
dans laquelle a désigne la distance du centre d'oscillation au centre de gravité, et K le rayon de giration du système par rapport à un axe passant par le centre de gravité et parallèle à l'axe de suspension. La durée de l'oscillation de ce pendule est donnée par la formule suivante :
(1) Pour la description dea organes d'une horloge ou d*un chronomètre, voir les traités spéciaux ou les traités de physique.
HORLOGE ASTRONOMIQUE
Elle sera donc constante si /, ^ et a le sont. Or les pendules sont en général métalliques ; la température a donc une influence considérable sur l. On remédie à cet inconvénient au moyen des pendules compensateurs dans lesquels on cherche à rendre constante la quantité a. Mais il est impossible de rendre K constant: la compensation qu'on obtient n*est qu'approchée.
Pour que a soit constant, il faut que Téchappement, dont le but est de resliluer au balancier la force qu'il a perdue, soit à force constante. Cette condition n'est pas réalisée dans l'échappement à ancre de Graham. Elle Test dans l'échappement àressorts de Reed et de Winnerl, pourvu que la température reste constante.
Les recherches de Jttrgensen, de Frodsham et de Winnerl ont montré que l'influence du ressort de suspension du pendule peut contrebalancer celle de la variation d'amplitude et rendre isochrones les grands et les petits arcs.
La quantité g qui figure dans la formule précédente varie d'un moment à l'autre par suite de la variation de poids qu'éprouve le balancier lorsqu'il se meut dans l'air (*). On peut cependant au moyen de certaines dispositions faire que les variations de ^ et ^ se compensent. On arrive à ce résultat au moyen des pendules compensateurs de Robinson et de Redier.
Pendule de Robinson, — Le pendule de Robinson est un pendule ordinaire aux côtés duquel sont fixés deux baromètres à siphon {/îg, 38). Si la pression atmosphérique vient
(^) D'après M. Âlry, une variation d'un pouce anglais (25 znill.) dans la pression atmosphérique fait varier deO',306 la marche diurne d'une horloge.
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à augmenter, le niveau du mercure baisse dans la petite branche, tandis qu'il s'élève dans
Tla grande, relevant ainsi le centre de gravité. On peut, en calculant convenablement les dimensions des deux branches du baromètre, faire en sorte que les variations de a et Z se compensent.
Pendule de Redier. — Le pendule compensateur de Redier {fig. 39) n'est autre qu'un pendule de Graham dans lequel le châssis qui porte la bouteille à mercure porte également un baromètre anéroïde fixé par sa base supérieure. A la base inférieure est suspendu le poids compensateur qui, lorsque la pression augmente, se relève et fait ainsi varier le ceptre de gravité. Si au contraire la pression diminue, le poids descend et abaisse le centre de gravité.
Â ces différentes causes de variations de la durée des oscillations, il faut ajouter encore le degréj de fluidité des huiles et le degré d'humidité de l'air.
II. Chronomètres. — Le régulateur des chronomètres est formé d'un balancief^ ou roue circulaire pouvant osciller
Fig. 39.
CHRONOMÈTRES
autoar de son axe eous Tinfluence d'un ressort appelé spiraf; ce ressort est constitué par un ruban ou fil d acier trempé contourné en hélice ; une de ses extrémités s'attache au bâti du chronomètre, Fautre actionne le balancier.
La durée d*oscilIation d*un pareil système est donnée par ta formule
dans laquelle A est le moment d'inertie du balancier, M le moment d'élasticité du spiral et L la longueur du spiral mesurée suivant l'hélice.
Un chronomètre, dans les transports qu'il subit, est soumi» à des mouvements qui tendent à accélérer ou à ralentir celui du balancier. 11 est donc indispensable que les différences d'amplitude des oscillations n'en affectent pas la durée, ou que par sa construction même, le régulateur soit isochrone.
Cette égalité de durée pour des arcs très grands ou très
AL petits exige que le rapport — reste invariable. A température
constante, on peut obtenir la constance de rr) en donnant ao
ressort une longueur convenable et déformant les extrémités de l'hélice suivant des courbes terminales dont la théorie donne la figure. Quand la température 8*élève, les dimensions du balancier augmentent et par suite son moment d'inertie; le spiral s'allonge et son élasticité diminue : enfin la fluidité des huiles augmente. Ces causes, sauf la dernière, tendent à produire un retard. On a cherché à y remédier par l'ewiptoi d'un balancier compensateur, formé de lames bimétalliques. La compensation ne doit pas se borner ici à conserver «cons* tantes les dimensions de l'appareil, comme dans le pendaie ;
elle doit faire que le balancier se rétrécisse sous l'action de la chaleur.
En portant successivement le chronomètre dans une glacière et dans une étuve à température constante, 30^ par exemple et en agissant sur les masses réglantes du balancier, rhorloger arrive à obtenir Tégalité de durée des oscillations aux températures de 0* et de 30**. L*étude du chronomètre montrera ensuite si cette égalité se conserve aux autres températures.
III. Correction de la pendule. — Les instruments de mesure du temps, pendules ou chronomètres, ne pouvant nous donner une unité de temps absolument constante, nous empruntons celle-ci aux phénomènes astronomiques. Le joursera défmi par le retour périodique d'un même phénomène céleste. Les instruments chronométriques serviront à le subdiviser en heures, minutes et secondes.
Au commencement de ce jour, la pendule ou le chronomètre devra marquer 0** 0" 0*. Si la pendule marque un temps différent, la quantité qu'il faudra ajouter algébriquement à son indication pour avoir le temps exact, sera la correction de la pendule. Nous la désignerons par C^. On l'appelle aussi état de la pendule. Celte correction a le signe -{- si la pendule est en retard, le signe — si elle est en avance.
Au commencement du jour suivant, la correction C'^ sera généralement différente de Cp\ la différence C'p — Cp est la quantité dont la pendule a retardé ou avancé sur le temps astronomique dans Tintervalle d*un jour. On rappelle marche diurne de la correction de la pendule, ou simplement marche dvurne de la pendule.
CORRECTION DU CHRONOMÈTRE
La pendule sérail parfaite si sa marche diurne conservait perpétuellement la même valeur. La correction varierait en effet proportionnellement au temps, et il serait facile de la calculer pour une époque quelconque. Dans les observatoires, on cherche à obtenir cette constance de marche en plaçant la pendule dans des conditions constantes de température, de pression et de degré d'humidité. C'est ce qui a été fait pour la pendule des caves de l'Observatoire de Paris, qui commande électriquement la marche de toutes les autres pendules des salles d'observation et leur communique sa propre constance. Cependant cette constance ne parait pas encore absolue sans doute en raison des variations de l'élststicité des ressorts de l'échappement avec le temps.
IV. Correction du chronomètre. — Les chronomètres, transportés à bord des navires, y sont soumis à un grand nombre d'inQuences perturbatrices. Néanmoins, l'expérience a montré qu'il est possible de calculer la correction d'un chronomètre à une époque quelconque, si Ton a eu le soin de déterminer chaque jour la température à laquelle il a été soumis.
La marche m d'un chronomètre étant une fonction continue du temps et de la température, sa valeur m! à l'époque l! et à la température 0' pourra se déduire de sa valeur m à l'époque ^ et à la température par la formule de Taylor:
Il faudra, par des observations préliminaires des corrections
du chronomètre à diverses époques et à diverses températures, avoir déterminé les six coefficients de cette formule. On a trouvé ainsi que la marche d'un chronomètre peut être représentée par la formule plus simple :
!• A température constante, la marche croît proportionnellement au temps ;
2* L'influence de la chaleur est propoKionnelle au carré de la température comptée à partir d'une certaine température t, dite température de réglage. Si la marche est la même pour deux températures et 0', elle subit en pas^nt d*une de ces températures à Taotre, une accélération et elle atteint un
maximum pour la température t = -^^— moyenne entre les
deux. Ainsi un chronomètre réglé dans la glacière et dans rétuve de manière à avoir des marches égales à ()• et à 30*, avancera d'au moins deux secondes à la température de i5* et il retardera en dehors des limites 0* et 30**. •
La connaissance des coefficients a, ^, c et t permet donc de calculer jour par jour la marche diurne d'un chronomètre dont on a observé la température, et par suite d'en déterminer l'état ou la correction à une époque quelconque. Le transport de l'heure d'un lieu dans un autre est donc un problème déterminé et nous l'utiliserons pour la détermination des longitudes (*),
(>) Voir pour plus de détails sur les chronomètres \^ Cours <PAilronomie pratique ^ M. Gaspari. 2 vol. ln-8*, Paris, Gauthier- Villars, 1888.
CHAPITRE III
23. Premières observations. — L'étude du mouvement diurne est la base de TAstronomie d'observation. Elle fournit les systèmes de coordonnées dont nous ferons usage dans la suite pour déterminer les positions des astres.
Ligne dhorizon, — Les astres apparaissent à l'observateur comme situés sur une sphère d'un rayon très grand et limitée à la partie inférieure par un grand cercle qu'on appelle la ligne d'horizon. Si l'observateur est à la surface de la terre, le plan H de l'horizon {/îg. 40) est le plan tangent à la surface des eaux tranquilles; on le désigne sous le nom d!horizon géométrique ou horizon rationnel. En général, l'observateur est en G à une distance h de la surface de la terre. Dans ce cas, la ligne d'horizon ou Y horizon apparent est l'intersection de la sphère
Fig. 40.
céleste par un cône tangent à la surface de la terre, et qui a pour sommet l'œil de Tobservateur. L'horizon dont nous nous servirons dans cette étude est Thorizon rationnel. La droite qui lui est perpendiculaire a reçu le nom de verticale. Elle perce la sphère céleste en deux points qu'on appelle jrénit et nadir.
Mouvement diurne, — Si Ton observe le ciel quelque temps avant le lever du Soleil, on voit ce dernier apparaître à l'horizon en un point qu'on nomme est ou levant. Il s'élève ensuite, et, après avoir atteint sa plus grande hauteur, redescend pour venir se coucher en un point qu'on appelle ouest ou couchant. L'observateur ayant l'est à sa droite, l'ouest à sa gauche, a devant lui le nord et derrière lui le sud (*). Les étoiles ont aussi un mouvement analogue à celui du Soleil ; elles se lèvent à l'est, montent dans le ciel suivant des courbes inclinées sur l'horizon, puis redescendent et se couchent à l'ouest.
Les mesures faites au théodolite ou au sextant montrent que leurs distances angulaires sont les mêmes à une époque quelconque de l'année et sont restées sensiblement constantes depuis le temps d'Hipparque ; les conQgurations qu'elles forment dans le ciel, ou les constellations, sont restées les mêmes.
24. Étude du mouvement diurne à Paide du théodolite et de l'horloge. -- Un théodolite et une horloge bien réglés vont nous permettre de déterminer les lois du mouvement diurne.
(1) Ce n^est là qu'une défloition provisoire des poiofs cardinaux.
I. — Une étoile décrit dans le ciel une courbe symétrique par rapport à un plan vertical déterminé. Ce plan est celui dans lequel Tétoile atteint sa cultntnalton, c*est-à'dire le point le plus haut de sa course.
Pour constater ce fait, on observe Tétoile pendant qu'elle monte dans le ciel et Ton détermine les distances zénitales et les azimuts correspondants. Puis on recommence la même série d'observations pendant que Tétoile redescend vers Thorizon, en ayant soin de déterminer les azimuts correspondant à des distances zénitales égales à celles qu'on a précédemment observées. Soient A et A' les azimuts de Tétoile qui correspondent à une même distance zénitale. L'observation montre
A+A' que la demi-somme -— ~ — est constante, c'est-à-dire qu'à des
azimuts égaux de part et d'autre d'un plan fixe, répondent des distances zénitales égales. La courbe diurne de l'étoile est donc symétrique par rapport à ce plan ; et c'est dans ce plan qu'elle atteint sa plus grande hauteur au-dessus de l'horizon ou sa culmination.
Si Ton a déterminé en outre les temps où l'étoile a atteint des distances zénitales égales et des azimuts égaux de part et d'autre du plan de culmination, on constate que :
II. — Une étoile emploie le même temps à passer d'un vertical dans lequel elle a une certaine distance zénitale au plan de culmination, et à passer du plan de culmination au vertical symétrique dans lequel elle reprend la même distance zénitale.
III. — Le plan de culmination est le même pour toutes les étoiles.
On le nomme plan méridien du lieu, parce que c'est dans
ce plan que se trouve le centre du Soleil quand il est midi au lieu d'observation.
La trace du méridien sur le plan de Thorizon s'appelle la méridienne du lieu. La perpendiculaire à la méridienne détermine Test et Touest, la méridienne elle-même le sud et le nord.
Tracé ctwm méridienne au moyen du gnomon. — Le jour du solstice d'été» od to Soleil se meut comme une étoile, on
effectue les opérations suivantes : un pieu vertical étant enfiNicé dans le sol, on traot aLutour de sa base des circonférences concentriques {/îç. 4i) : on joint par des cordes les ombres de l'extrémité supérieure du bâton marquées en A, B, C, C, B', A'... au moment où elles se forment sur les circonférences. La perpendiculaire OM à ces cordes est la méridienne.
DÉTERMINATION DU NÉRIDIBN AU MOYEN DU THÉODOUTB
!• Méthode deshauteurs correspondantes.^ On détermine les
azimuts A et A' d'une étoile comptés à partir du zéro du
cercle azimutal, qui répondent à des distances zénitales
égales de part et d'autre du plan de culmînation. La demi-
A -f- A' somme -—^ — donne la lecture du cercle pour laquelle la lu-
nette du théodolite est dans le plan méridien du lieu, sous la condition que l'instrument n*ait pas varié dans l'intervalle des deux observations.
Sur le prolongement de Taxe optique de la lunette fixée horizontalement dans ce plan, et à une grande distance, on place un repère fixe. On obtient ainsi une mire méridienne, qui sert à retrouver à chaque instant le plan du méridien.
Il vaut mieux employer, pour la construction de la mire, un objectif simple ou collimateur de très long foyer (100 ou âOO fois la distance focale de lalunette},au foyer duquel on place une croisée de fils. On a l'avantage d'obtenir une image nette de ces fils dans la lunette pointée sur l'infini, sans que la distance de la mire doive être assez grande pour que les ondulations produites par l'atmosphère puissent devenir gênantes. La stabilité de cette mire dépend du rapport a des distances focales des deux objectifs ; les deux croisées de fils étant primitivement en ligne droite avec les centres optiques des objectifs, un déplacement latéral de la mire ou du collimateur se traduira par un déplacements fois moindre de l'image dans la lunette.
2" Méthode des digressions d'une circumpolaire . — Parmi les différentes étoiles observées dans le ciel, il en est qui ne se lèvent ni ne se couchent. On les nomme étoiles circompolaires. Leurs trajectoires sont des courbes symétriques par rapport au méridien du lieu et leurs culminations inférieure et supérieure sont, par suite, situées dans ce plan méridien. Si l'on suit une circompolaire dans sa course diurne avec la lunette du théodolite, il faut, en général, donner à cette lunette un double mouvement en distance zénitale et en azimut. Mais il est deux positions où le mouvement en azimut
devient nul ; Tétoile est alors à sa plus grande digression orientale ou occidentale. Si l'on détermine les lectures du cercle azimutal qui leur correspondent, la moyenne donne la lecture correspondant au méridien du lieu.
L'observation montre que la moyenne des distances zénitales des points de culmination est constante pour toutes les étoiles circom polaires. Ces étoiles semblent donc tourner en restant à distance constante d*un même point, qu'on appelle pôle du ciely et dont la distance zénitale est la même pour toutes ces étoiles. Cette distance zénitale est la colatitude du lieu. Nous allons voir que ce même point est aussi le pôle des courbes décrites par toutes les autres étoiles.
La détermination du méridien et de la colatitude sont les deux opérations préliminaires de la fondation d'un observatoire permanent ou temporaire. Pour l'Observatoire de Paris, ces déterminations ont été faites, le 21 juin 1667, jour du solstice d'été, par les astronomes de l'Académie, Auzout, Frenicie. Picard, Buot et Richer.
IV. — Toutes les étoiles décrivent des cercles sur la sphère céleste, en restant à distance constante du pôle déterminé par les circompolaires.
Pour le vérifier, la colatitude X étant déterminée comme il vient d'être dit, on mesure au moyen d'un théodolite bien réglé sur le p. ^2 méridien du lieu, les distances zé-
nitales et les azimuts correspondants d'une même étoile. Ces opérations faites, le triangle de position PZS {Jîg. 42) dont le» sommets sont le pôle, le zénit
et Tétoile, donne la relation :
cosPS = cos .s- cos X -f sin z sin X cos (180> — A) ou en appelant $, la distance PS de Tétoile au p^le : cos $ = cos z cos X — sin -r sin X cos A.
On constate que,' quelles que soient les valeurs de z et de A, pourvu toutefois qu'elles se correspondent, $ a toujours la même valeur. Celte valeur est la dùkince polaire de l'étoile.
Il suit de là que toutes les étoiles décrivent sur la sphère céleste des courbes qui sont des petits cercles ayant le même pôle, donc parallèles entre eux, et ayant tous pour axe une droite qui passe par ce pôle et par Tœil de Tobservatenr. Cette droite est Vaxe du monde.
Les étoiles dont la distance polaire est 90* décrivent un grand cercle de la sphère, qu'on appelle équateur céleste,
V. — L'angle au pôle H, ou angle horaire de l'étoile, varie proportionnellement au temps.
Dans les observations précédentes, on a observé de plus les temps de la pendule auxquels l'étoile a pour coordonnées ^et A. On calcule par la relation
sin H sin A
sin z sin $
les valeurs de H et l'on constate qu'elles varient proportionnellement aux temps.
On pourra aussi déterminer H indépendamment de $ par la formule des cotangentes :
col H = -r--r COt^ + COS X COl A.
smA '
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VI. — Enûn, si Ton mesure le temps quis*écoule entre deux culminations supérieures consécutives d'une étoile, on trouve que ce temps a une durée constante. On rappelle j^'our sidéraL
Vérification^simuUanée des lois du mouvement diurne. — Les lois du mouvement diurne pourraient s'établir toutes d'une fois par Tobservation des distances zénitales et des azimuts provisoires à des instants déterminés en temps de la pendule.
En effet, dans le plan PZM du méridien (fig. 43), le pôle P
Pig. 43.
est déterminé par sa distance zénitale X et par son azimut Aq = AM compté à partir de Torigine provisoire A des azimuts. Soient A et ^ les coordonnées d'une étoile S dont les valeurs sont :
^ =ZS A = AME.
On a, dans le triangle PZS :
cos 9 :±= C08 z cos X — siu ^ sin X cos (A — A^)
fonction de ^, X, H et A, calculées une fois pour toutes, scr root ensuite ajoutées aux valeurs approchées de $, X, H et A observées pour chaque étoile. Le calcul des corrections, au lieu des éléments eux-mêmes, permet de plus l'emploi de tables de logarithmes à quatre ou cinq décimales.
Cependant, ce procédé n^est pas encore celui que suit l'astronome. Au lieu de déterminer tout d'une fois, d*après les observations, les valeurs des corrections S$, SX, SHetSA, il les détermine séparément, en ordonnant ses observations de telle sorte que chacune d'elles lui donne très exactement une des corrections inconnues, sans qu'il ait à tenir compte des corrections des autres éléments. IL lui faut donc connaître les conditions les plus avantageuses pour la détermination des corrections de chaque élément en particulier, conditions telles que la variation des autres éléments n'ait aucune influence sur l'élément qu'on cherche. Nous indiquerons plus loin comment on détermine ces conditions.
25. Remarques. — I. — En opérant ainsi, on trouve que la distance 9 d'une étoile au pôle n'est pas rigoureusement constante, mais dépend de sa distance zénitale : ^ diminue quand l'étoile se rapproche de Thorizon. Mais comme cette variation n'est pas la môme pour une même étoile en tous les points de la terre, et qu'elle dépend de la pression barométrique et de la température, il est probable qu'elle tient à une cause étrangère au mouvement de la voûte céleste. Elle dépend, en effet, comme nous le verrons plus loin, de la réfraction atmosphérique.
II. — La démonstration de Tuniformilé du mouvement diurne repose sur l'uniformité supposée de la marche de la
sa MOUVEMEI^T DIURNE
pendule. Or, nous n'avons pas d'aulre moyen d'assurer cette uniformité que de rendre constantes les conditions de température, de pression et d'humidité dans lesquelles se trouve la pendule; la pendule des caves de TObservatoire de Paris est placée dans ces conditions. Mais Télasticité des ressorts de suspension du balancier, l'état des huiles varient avec le temps. Une seule pendule ne peut donc subdiviser le* temps d'une manière absolument con glante. On obtiendrait une vérification précieuse en comparant les marches de plusieurs pendules, trois au moins, de construction différente. Cette proposition, émise depuis longtemps par Le Verrier et par Y. Villarceau, îi'a pas encore été réalisée.
A plus forte raison, ne peut-on établir par l'observation directe la constance du jour sidéral; mais elle résulte
i'* Des conditions mécaniques de la rotation de la Terre dont ce jour est la mesure, conditions qui restent constamment les mêmes. Toutefois une cause, déjà signalée par Kant en 1754, semble devoir modifier peu à peu ces conditions; c'est le frottement exercé par la mer à la surface de la terre pendant les marées, qui, agissant sur celle-ci comme un frein, doit relarder son mouvement, et, par suite, allonger le jour sidéral. Ce relard doit exister; mais aucun phéno* mène céleste n'a pu encore le révéler; à peine entrevoit-on son action dans l'étude du mouvement de la lune;
2** De ce fait que l'hypothèse de la constance du jour sidéral est le fondement sur lequel repose toute l'Astronomie d'observation, et que, jusqu'ici, il ne s'est produit aucun phénomène qui la contredise. Il faut donc admettre cette constance comme une hypothèse confirmée par tout l'ensemble des faits.
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26. Réglage de l'horloge astronomique. — Le mouvement diurne sert alors à régler la pendule. Le jour sidéral est l'unité employée pour la mesure du temps et Ton règle la pendule de façon que son balancier batte 86400 secondes en un jour sidéral, c'est-à-dire entre deux culminations supérieures consécutives d'une étoile. Le commencement du jour sera défini provisoirement par le passage au méridien d'une belle étoile équatoriale,a de TAigle, par exemple : la pendule, le jour où on la règle, marque à ce moment (^0^. L'heure qu'elle indique les jours suivants à l'instant du passage de a de l'Aigle donne la correction C^ de la pendule à ce moment, et permet de calculer sa marche diurne.
27. Variation des éléments du mouvement diurne aux différents points de la Terre. — Lorsqu'on passe d'un lieu à un autre, les conditions générales du mouvement diurne restent les mêmes ; mais la distance zénitale du pôle et la position du plan méridien dans l'espace varient.
On observe en effet que la colatitude X diminue quand on se dirige vers le nord à la surface de la Terre ; elle serait nulle au pôle nord: elle augmente au contraire quand on s'approche de l'équateur terrestre, où elle est égale à 90*. Mais, en chaque lieu, la colatitude X reste invariable. De plus, le pôle du ciel occupe toujours la même position par rapport aux étoiles, de sorte que la distance polaire de chacune d'elles reste invariable et devient une caractérisque de l'étoile.
Si l'on a déterminé le plan du méridien en deux stations, et qu'on y règle deux horloges par le passage au méridien de ot de l'Aigle, on constate que les deux horloges marquent une différence d'heure constante ; c'est dire que les plans méri-
diens des deux stations forment entre eux un certain angle, que Ton appelle leur différence de longitude. La comparaison des deux horloges à Taide de signaux télégraphiques instantanés permet d'établir leur différence d'heure, qui, convertie eu degrés, donne la différence de longitude.
Un lieu est donc caractérisé par la distance zénitale du pôle du ciel en ce lieu, et par sa différence de longitude avec un lieu déterminé. Mais, en chaque lieu, le ciel parait toujours tourner autour d'une droite qui passe par l'œil de l'observateur et le pôle céleste, et celui-ci occupe toujours la même position par rapport aux étoiles. On déduit de ces faits trois conséquences importantes :
1° L'axe autour duquel la sphère céleste tourne, ou parait tourner, est exactement le n^éme pour tous les observateurs Cela prouve que le point de rencontre de cet axe avec la sphère céleste, ou le pôle du monde, esta une distance infiniment grande relativement à la distance des lieux d'observa* tion; par suite, les dimensions de la Terre, et même celles de son orbite, sont nulles comparativement aux distances qui la séparent des étoiles et du pôle du ciel.
2* Cette petitesse relative de la Terre et de son orbite rend infiniment probable l'hypothèse que le mouvement du ciel n'est qu'apparent et résulte de la rotation de la Terre en sens contraire. Cette rotation s'effectue autour d'un axe qui perce constamment la Terre aux mêmes points, puisque la colatitude reste constante en un lieu donné; elle s'exécute de l'ouest à l'est, puisque le mouvement diurne se fait de l'est à l'ouest; elle est uniforme, et sa durée constante est égale au jour sidéral (^).
(1) Ed réalité, elle en diffère légèrement, comme on le verra plus loin.
VARIATION DES ÉLÉMENTS DU MOUVEMENT DIURNE S
Cette hypothèse du mouvement de la Terre est aujourd'hui vérifiée par un grand nombre de preuves bien connues : les unes sont déduites de phénomènes terrestres, tels que la déviation vers Test et le sud des corps tombant d'une grande hauteur dans le vide, la déviation du plan d'oscillation du pendule de L. Foucault et celle de Taxe de son gyroscope; les autres résultent de phénomènes célestes tels que l'aberration diurne des étoiles.
3* L'observation du mouvement diurne permet de graduer la Terre, quelle que soit sa forme. Il suffit pour cela de tracer à sa surface les courbes d'égale colatitude et les courbes de même différence de longitude comptées à partir de la méridienne de Paris, par exemple. On tracera cette méridienne en réunissant par une ligne continue la série des points de la Terre où les horloges réglées sur le passage de a de TAigle au méridien du lieu, marquent, au même instant, la même heure que l'horloge de Paris. Cette comparaison des horloges se fera, comme il vient d'être indiqué, par des signaux télégraphiques. On pourra tracer de même le lieu des points où l'heure sidérale diffère de celle de Paris d'une heure, deux heures, etc., c'est-à-dire des lignes de 15*, 30*, etc.. de longitude orientale ou occidentale.
Il est important de remarquer que ce mode de graduation de la Terre en longitude et latitude est absolument indépendant de sa forme, et pourra par conséquent, servir à la déterminer.
Googh
CHAPITRE IV
Le système de coordonnées (azimut , distance zénitale) que nous avons défini (14) n'emprunte au mouvement diurne que le plan origine des azimuts: les coordonnées d'une étoile dans ce système varient à chaque instant et ne varient même pas proportionnellement au temps. U convient pour fixer la position des étoiles, de définir des coordonnées indépendantes du temps et de la position de l'observateur.
Coordonnées horaires ou équatoriâles. — L'axe
indiqué est Taxe du monde et le plan fondamental le plan de Téquateur céleste. Si Ton choisit pour plan origine le plan du méridien, les coordonnées d'une étoile sont alors sa distance au pôle 9, comptée à partir du pôle nord de 0* à 180® et Van-gle horaire H compté à partir du plan méridien de 0« à 360^ dans le sens du mouvement diurne. On remplace quelquefois la première coordonnée par son complément appelé déclinai^
CD
La déclinaison est comptée à partir del'équateur de 0^ à 90* et affectée du signe 4~ ou du signe — suivant qu'elle est boréale ou australe.
Pour une étoile, la coordonnée $ est constante, mais H est encore variable; il croit proportionnellementau temps puisque le mouvement diurne est uniforme.
Soient a rbeure de Thorloge sidérale à laquelle Tétoilea pasFé au méridien (culminalion supérieure), l'heure actuelle; la différence — a, augmentée au besoin de 24"», mesure le nombre d'heures qui se sont écoulées depuis le passage de Tétoile au méridien ; l'angle horaire est proportionnel à ce temp>^, qui peut donc lui servir de mesure. Le mouvement de rotation de la sphère céleste s'effectuant à raison de 360' par 24^ ou 15*» par heure, 15' par minute de temps, 15'^ par seconde de temps, il est facile de déduire la valeur de Tangle horaire en degrés de sa valeur en temps.
29. Conversion du temps en degrés. — Cette conversion du temps en degrés, se rencontre fréquemment en astronomie. On peut la faire en multipliant chaque espèce d'unité par 15 ; il est plus simple de multiplier d'abord par 60, ce qui change les secondes en minutes, les minutes en heures et les heures en unités appelées doubles signes (*), et de diviser ensuite par 4. Inversement, pour transformer les degrés en
(1) Le Bigne a pour valeur rj de la circonféreoce ou 30* ; le double signe vaut donc 60*.
9i COORDONNÉES QUI SE DÉDUISENT DU MOUVEMENT DIURNE temps, on divise par 15, ou mieux on multiplie par 4 ; puis on
divise par 60 en commençant par les degrés, ce qui abaisse d'un rang chaque espèce d*unité.
Les astronomes n'effectuent pas ce calcul, mais se servent de tables de conversion donnant im médiatement les résultats (*) .
30. Ëquatorial. — L'instrument qui représente les coordonnées horaires est l'équatorial. 11 se compose essentiellement d'un axe parallèle à l'axe du monde ou axe polaire portant à son extrémité un deuxième axe, aoc-i de déclinaison^ qui lui est perpendiculaire ; ce deuxième axe porte une lunette qui lui est perpendiculaire. Les rotations autour de ces deux axes sont mesurées sur deux cercles ; le premier, perpendiculaire à l'axe polaire, sert à mesurer les angles horaires ; il est divisé en heures, minutes et secondes de 0^ à ^'^ ; il marque zéro quand la lunette se trouve dans le plan méridien du lieu et la graduation augmente quand la lunette se meut du sud vers l'ouest; le second cercle, perpendiculaire à l'axe qui porte la lunette, sert à mesurer les distances polaires; il est gradué de O'à 180*^ dans les deux sens, le zéro correspondant à la position de la lunette quand elle vise le pôle.
Un tel instrument (machine parailactique des anciens astronomes) ne peut servir, comme on serait porté à le croire, h vériQer les lois du mouvement diurne. Il ne donne pas, en effet, une mesure très exacte des distances polaires ni des angles horaires. Il est d'abord impossible de diriger exactement l'axe polaire parallèlement à l'axe du monde ; fut-il même exactement dans cette direction à un moment donné.
(*) Ces tables se Irouvenl dans la Connaisiance des Temp» et dans le Nautieal Almanac
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il n'y resterait point par suite des flexions qu'il subit, étant inégalement chargé à ses extrémités. Il en est de même du deuxième axe, qui, de plus, n*est jamais rigoureusement perpendiculaire au premier. G est, au contraire, en se fondant sur les lois du mouvement diurne, qu*on peut faire les corrections de rinstrument.
Mais on peut, avec Téquatorial, suivre une étoile dans le ciel par un simple mouvement de rotation de Taxe polaire; c'est là le principal avantage de cet appareil, et cette propriété, qui permet les observations prolongées, le rend fort utile pour les éludes de Physique Céleste. Un mouvement d*horlogerie, muni d*un régulateur de Foucault, est logé dans le pied de Tinstrument ; il communique à Taxe polaire un mouvement de rotation égal au mouvement diurne et Tétoile visée reste alors constamment dans le champ de la lunette.
Hais réquatorial n*cst pas un instrument propre à la détermination des positions absolues des étoiles.
31. Coordonnées uranographiques. — Les étoiles se mouvant tout d*une pièce avec la sphère céleste, elles auront des coordonnées absolument fixes par rapport à un système d*axes se déplaçant avec elle. Le système qui réalise ces conditions a encore pour axe Taxe polaire et pour plan fondamental le plan de Téquateur. Le plan origine est un cercle de déclinaison ou méridien céleste arbitraire ; nous choisirons, par exemple, le méridien passant par a de TAigle . Les coordonnées de Tétoile sont alors sa distance polaire $ ou sa déclinaison (£) et son ascension droite a, qui est Tangle du méridien de Tétoile avec le méridien origine, compté de 0** à SôO** en sens contraire du mouvement diurne.
L'horloge sidérale marquant C* 0"* 0' quand le méridien céleste origine coïncide avec le méridien du lieu, Theure du passage d*une étoile à ce méridien est son ascension droite en temps. La détermination de Tascension droite et de la déclinaisoD des étoiles fixera leur position dans le ciel d'une manière absolamenl indépendante du lieu de Tobservation, et un Catalogue donnant ces coordonnées servira en tous les points de la terre.
82. Transformation des coordonnées* — On a fréquemment besoin de transformer les uns dans les autres les trois systèmes de coordonnées : azimut et distance zénitald» mesurés par le théodolite; distance polaire et angle horaire mesurés par Téquatorial ; distance polaire et ascension droite
données par les catalogues.
Toutes ces transformations se ramènent à la résolution du triangle PZS {fig, 44) dit triangle de position; ses sommets sont le pôle P, le zénit Z et Tétoile S ; ses côtés:
la colatitude X, la distance zénitale z, la distance polaire 9 ; ses angles: Tangle horaire H, le supplément de Tazimut A et Tangle parallactique tc.
!• Etant donnés z et A, calculer $, H et a.
On a les trois formules :
cos $ = cosz cos X — sin -3' sin X cos A sin 9 cos H = cos^ sin X -{- sin -y cos X cos A sin $ sin H = sin z sin A
Flg. 44.
On pose, comme nous l'avons déjà vu (6) :
cos ^ =3 m cos <p 8\nz cos A = m sin (p
et les formules deviennent :
cos $ = m eos((p + X) sin$ cosH = m sin (çp + ^) sin $ sin H = sin^ sin A.
On en 'déduit:
^^_ tg((p + ^) _ sin^rsinA ^ cos H m sin H cos (f -{- X)
. „ sin z sin A tgH =
m sin (<p -|- X)
avec:
cos^ sin^ cos A
cos ç sin f
tgçp = igz cosA
On connatt d'ailleurs la signiBcation géométrique de 9 et de m; cp est la projection ZD de ZS sur PZ prolongé, et m est égal au cosinus de SD (6).
Le calcul ne présente aucune ambiguïté, car tous les éléments m, cp, $ et H sont donnés par leurs sinus et cosinus. D'ailleurs H a le même signe que A, puisqu'il est compté du même côté du méridien. Si l'on désigne par l'heure marquée par l'horloge sidérale au moment de l'observation, on a :
d'où:
formule qui permet de déduire a de H.
Ce problème sert, en astronomie, à trouver Theure en un lieu de colatitude X, le méridien étant connu. Il permet en effet de calculer H après avoir déterminé ^ et A au théodolite et avec un chronomètre non réglé sur l'heure du lieu ; si Tascension droite a de l'étoile est connue par les Catalogues, Téquation
donne Theure sidérale 6, au moyen de laquelle on peut régler le chronomètre.
â"" Étant donnés a et 9, lus dans un Catalogue, trouver les coordonnées équatoriales et azimutales en un lieu de colatitude 1 à une heure sidérale donnée.
étant l'heure sidérale, on calcule d'abord H par la formule
H=:ô — a $ et H étant connus, on considère les trois équations :
C08 ^ = C08 X cos $ -f- 8^" ^ sin 9 cosH — sinzcosA = C08Ï sin X — sin* cosX cosH «in ^ sin A = sin $ sin H.
On pose :
cos^ = m cos^ sin 9 cos H = m sin ^.
On a alors ;
cos z z= m cos(X — <p) — sin z cos A = m sin (X — çp) sin -^ sin A = sin 9 sin H
d'où:
^ C08 A m sin A cos (X — 9)
^ . sin $ sin H
tgA =
m sin (X — ç)
avec :
tg ç = Ig $ cos H
cos 9 sin $ cos H m = = : •
cos ff sin 9
La signification géométrique de «p et m est simple; puisqu'on a :
tg9 = ig9 cosH
^ est la projection PD de 9 sur PZ. De plus, dans le triangle PDS, on a :
cos $ = cos SD cos îp
m est donc le cosinus de SD.
Le problème ne présente pas d*ambiguité.
Cette conversion de a et $ en ^ et A servira :
1® A préparer en un lieu donné, l'observation au théodolite d*un astre dont les Catalogues donnent Tascension droite et la distance polaire ;
â^" A calculer z pour un astre observé à Téquatorial dans un plan horaire connu. On en déduira la réfraction comme il sera dit plus loin. Il faut calculer z sans avoir recours à A. La formule
cos z = m cos (X — <p) servira à cette détermination.
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38. Application. — Un voyageur, muni d'un théodolite ou d'un sextant, veut déterminer Theure et la latitude de sa station. Ce problème revient au suivant : Étant donnés a et 9 pour un astre connu, on observe la distance . zénitale et Tazimut de cet astre à des heures données par un chronomètre; en déduire le méridien, la latitude du lieu et l'heure locale (sidérale) de chaque observation. Si le chronomètre donne Theure du premier méridien (Paris), on conclut de lài la longitude du lieu.
Première solution. — Méthode des hauteurs correspondantes . •^- On observe une étoile avant son passage au méridien et près de ce méridien. On lit Tazimut A compté à partir du zéra de l'instrument et l'heure h du chronomètre. On fait de même de l'autre .côté du méridien quand la distance zénitale est redevenue la même. Soient A' et h les nouvelles lectures ,
— ^Ç — sera, sur le limbe, la direction du méridien, — ^Ç —
l'heure du passage au méridien. Gomme a serait l'heure du passage si le chronomètre marquait l'heure sidérale du lieu»
a Y — ^^^^ ^^ correction du chronomètre.
On détermine ensuite la distance zénitale z d'une étoile au moment de son passage au méridien. 9 — z sera alors la colatitude du lieu, z étant affecté du signe -{-ou — suivant que l'étoile passera au nord ou au sud du zénit.
Deuxième solution, — On observe à une heure donnée du chronomètre la distance zénitale d'une étoile connue. Les trois équations relatives au triangle PZS {/îg. 45) permettraient d'éliminer A et de calculer X et H. Hais il vaut mieux calculer séparément chacune de ces deux inconnues en sup-
posaQt Tautre approximativemenl connue, à la condition de faire l'observation de telle façon que Terreur commise n'ait que l'influence la plus petite possible sur la valeur cherchée. Déterminons ces conditions. A cet eflet différentions l'équation : pj^ ^^
cos -3- = cos $ C05 X -f- sin X sin 9 cos H
il vient :
— sin^.8^=— (sinXco3^-[~cosXsin$cosH)5X— sinXsinÇsinH.SH — sin z. Zz = sin z cos A.8X — sin z sin A sin X.8H
De cette dernière égalité on déduit ;
hz
sinXsinA ' sinXtgA
L'influence sur H d'une erreur 8X sera nulle si A = 90** ou 270*. On doit donc observer l'étoile dans le premier vertical; L'influence de hz sera minima pour la môme valeur de A.
5X=sinXtgA.8H +
hz cos A
L'influence de SH sur SX sera nulle si tg A = ou A = G * On doit donc observer l'étoile dans le méridien du lieu ou très près de ce méridien.
En observant dans ces conditions, on aura :
cos H =
cosz — cos X cos $ sin X sin 9
Ou bien encore, en posant :
, H _ Ain(j) - » sin(p ~ <£)
^2 V sinp gin(p — z)
De méme^ en posant :
cos ^ = m sin <p sin 9 cos H = w sin H
on tibtieril:
cos 3? ^ m (cosX sin cp + sin a cos^) = m sin (<p + ^)
ou bien encore
. , , .V cos^ sin (cp + X) =
On pourra donc calculer {j» + X au moyen de cette formule et par suite X.
Mais l'observation étant faite très près Ju méridien, H est très petiLS'il était nul, on aurait:
^m désignant la distance zénitale de Tétoile lors du passage au méridien.
Posons :
Z = Zm + t
La correction e sera très petite. On aura donc : cos ^ = cos ar^ — e sîn z„i = cos X cos $ + sin X sin 9 cos H
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OU bien encore :
cos
z=cos(<J?— X) — âsinXsinîsin» ^
cos z = coszm — 2 sin X sin * sin * r-
Donc:
« sin 4-^ = â sin X sin ff sin * —
2 sinXsin* , ,H
c = : sin • -
sinz 2
La valeur de t, exprimée en secondes, sera par suite:
a^a^^ , 2 sin X sin ^ . , H
c = 2Udzo5 • : sin ' â
smz z
test la réduction au méridien. On la calcule avec trois ou quatre décimales au moyen des valeurs approchées de X et de H , et» en la retranchant du z observé, on aura z^ qui donnera X par la formul**.
On pourra ensuite si Ton veut, calculer de nouveau H avec cette valeur de X, puis X avec la nouvelle valeur de H, mais ce sera toujours inutile.
84. Mesure d'une distance zénitale. — Jusqu'à présent nous ne savons pas faire la mesure d*une distance zénitale. Nous avons vu que la méthode du retournement (20) supposait le point visé immobile. Hais une étoile se déplace et sa distance zénitale change. Les deux positions répondent donc à des hauteurs différentes. Le calcul va nous conduire an résultat.
lOi C00RD01«I«ÉES Qll SE DÉDUISENT DU MOUVEMENT DIURNE
Désignons par ^ et C les deux lectures faites aux époques t et i, Z le point zénital du cercle, jt = Ç — Z et ^' == Z — C les distances zénitales correspondantes, z^ la
t + 1' distance zénitale à Tépoque moyenne — ^ = tm' On aura :
De même pour la lecture faite après retournement :
Or:
Donc en ajoutant membre à membre les égalités (1) et (S), il vient :
La valeur de Xm en secondes sera par suite :
Si donc on connaissait -^9 on pourrait calculer x^.
Pour déterminer ce coefficient, considérons le triangle PZS (/f^. 46); il donne:
C0S4' = cosX co8$ + sin X sin 9 cosH.
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En différentiant cette égalité par rapport au temps ^ et re* marquant que (fH = cb, il vient :
-TT = sin X sin A = gin $ sin^r.
dU
Par suite :
--TA = Wû A C08 A -r" dfi dt
Mais de la formule :
sin z sin A = bin 9 sin H on déduit:
Pig. 46.
Donc:
. c?A smÇ .
COS A -1- = -: COS TT cos A
dt smjr
d^x sin X sin 9 cos tt cos A
dfi sinjr
En portant cette valeur de -ri dans l'expression de x^^ on conclut :
_ 1 .y y^ 1 sinXsingcosn cosA , ^^ '«'m — S Iv — ; ) — 5 -r— (^1 — ty
smx
On calcule A et ic par les analogies des sinus, en prenant pour^ la valeur moyenne —-^^ — des deux distances zénîtales.
• A sm^ . ^ sin A = -: — sm 9
%\XÏX
sm^ • .
smw =-: — smX sm^
Mais ( — —\ est une quantité très petite ; on peut donc la
remplacer par son sinus (*) et Ton obtient finalement pour valeur de Jm exprimée en secondes :
y ,. 1 sm A amy costc cosA z
^^-2^-^J-2 sin^ * sinr
La distance zénitale z^ ainsi calculée est celle qui répond
a 1 époque moyenne — ^ — •
Si Ton a observé plusieurs distances zénitales par retournements successifs, on calcule de la même manière la distance ^m correspondant à la moyenne t^ des temps t. Car on a:
Donc la somme des termes en t — tm dans le système des équations primitives disparaît encore et la somme des termes en {t — tm)^ devient ;
Maïs ceprocédé de calcul en bloc ne met pas en évidence lea discordances qui peuvent se présenter dans les observation?. Les observations étant équidistantes en temps, on les
(1) Le bal de ce remplacomeDl est d*ayoir ici le même facteur r-r:
({ul »'mt présenté dans la formule de réduction au méridien (83) sous la forme
^flln"l ~ ** ^^'^ lequel on a calculé des tables.
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cale ule par couple, en ramenant les distances zénitales de chaque couple à la moyenne de tous les temps, qui coïncide avec la moyenne des temps de chaque couple. Le
. ^ . sin X sin P cos 7c cos A . , , , ,
même facteur : sert pour tous les calculs.
sin>8' *^
85, Observations à la mer. — Pour déterminer la longitude et la latitude en mer:
1^ On observe une étoile connue au moment de sa culmination, ce qui donne immédiatement une valeur approchée de rheure et de la latitude ;
2® On fait une observation de hauteur dans le premier vertical, ce qui donne Theure exacte ;
3* Des observations circumméridiennes donnent la latitude exacte.
86. Problèmes. — 1'' Calculer l'azimut et la distance zénltale d*un astre & une heure donnée. Ce problème que nous avons traité (88) revient à la conversion de a et * en A et z;
2^ Calculer l'heure à laquelle un astre a un azimut ou une distance zénitale donnés. Ce problème revient au suivant: Trouver l'heure en un lieu de latitude donnée, par l'observation de l'azimut ou de la distance zénitale d'un astre connu.
Nous avons traité (88) (a question pour la distance zénitale ; nous allons la résoudre pour l'azimut. A cet effet, divisons membre à membre les deux équations :
— sin^ cos A = cos $ sin X — sin $ cos X cosH sin >? sin A = sin 9 sin H
On obtient :
COt A = — COt 9 -r-r^ + COSA -7—77
sinH ' 8inH
Ou bien encore :
cot A sin H = CO8 X cos H — cot $ sin X
Cette formule peut être rendue calculable par logarithmes
en posant :
cotA= a 008 a?
cos X = a sin 07
Il vient alors :
a sin {œ — H) = cot 9 sin X
D'où l'on déduit :
cot^sinX 8in(a?— H)= =cot $ sinX coso; tg A = cotî tgXsin^
On peut encore traiter le problème en employant les analogies de Neper. On obtient alors en désignant par A| Tangle en Z du triangle PZS l/îg. 46) :
tg|(A| + ^) = — 5^cot| cos-^
. X — g tg>(A,-^) = — 3^-p^cot^
Dans ces formules tt désigne 1* angle parallactique. On obtient sa valeur en fonction des données par l'équation :
. . sinAi
SIUTC = sinX -: — ri
sin9
CHAPITRE V
87. II est possible de mesurer les ascensions droites et les distances polaires avec le théodolite ou avec des quarts de cercle comme le faisaient les anciens astronomes. Mais la détermination des coordonnées par ce procédé indirect est compliquée et toujours imparfaite. On y arrive plus vite et plus exactement à Taide d'instruments spéciaux appelés tns' irumenls méridiens. Us servent à observer l'heure du passage des étoiles au méridien sur une horloge réglée au temps sidéral, d*où Ton déduit, comme nous Tavons vu (38), Tascension droite; ils servent aussi à déterminer la distance zénitale au moment du passage au méridien, d'où l'on déduit la distance polaire par la formule :
Si l'instrument sert uniquement à la première de ces observations, on rappelle lunette méridienne ou lunette des ptusaçes; le cercle mural est spécialement employé pour la seconde détermination ; enfin, les appareils qui servent à la
fois à la mesure des deux coordonnées sont désignés sous le nom de cercles méridiens,
88. Lunette méridienne. — La lunette est formée de deux tubes de métal tronc-coniques {/îg. 47), boulonnés par leurs bases contre les deux faces opposées d*un cube. L'un de
ces cônes porte Tobjeclif, l'autre le micromètre et Foculaire. A deux autres faces opposées du cube sont fixés de même deux troncs de cône, dans les extrémités desquels on a encastré à chaud deux cylindres d'acier qui forment les tourillons sur lesquels tourne TinstrumenLCes tourillons reposent sur des coussinets en bronze, entaillés en forme -de V, et qui sont portés par des piliers très solides, en maçonnerie dans les instruments des observatoires, en métal dans les instruments transportables. La condition essentielle dans la construction de la lunette des passages est la symétrie complète de ses parties par rapporta l'axe optique et par rapport à Taxe de rotation. Si cette condition est remplie, l'instrument reste toujours semblable à lui-même malgré les variations de tem- .pérature, pourvu que celles-ci en affectent simultanément
Flg. 47.
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toutes les paKies, et le réglage une fois eflectué se conserve ; on dit que l'instrument est stable. Mais on voit en même temps combien il importe que Tuniformité de température subsiste danatout Tappareil. Ce doit être une des préoccupations constantes de l'observateur d'éviter toute influence qui pourrait la troubler.
On dispose l'instrument de façon que la lunette décrive à peu près le plan méridien; pour cela, on installe sur les piliers un théodolite, et, après avoir déterminé la direction du méridien par les hauteurs correspondantes, on établit une mire méridienne. C'est dans le plan vertical défini par cette mire que l'on place la lunette. Nous supposerons provisoirement son oculaire muni d'un réticule composé d'un fll horizontal et d'un seul fil vertical.
39. Réglage de la lunette méridienne. ^ La lunette doit être placée de façon que son axe optique décrive le plan méridien du lieu. Trois réglages permettront d'assurer celte condition :
1* L'axe optique doit. décrire un plan. Cela aura lieu si le point de croisée des flls du réticule, qui avec le second point nodal de l'objectif détermine cet axe, décrit un plan. Pour voir s'il en est ainsi, on vise avec la lunette la mire méridienne, et l'on emploie la méthode de retournement indiquée pour le théodolite (16). Ce réglage étant eflectué, on dit que la lunette n'a plus d* erreur de collimation.
^ Il faut de plus que le plan décrit par la lunette soit ver-> tical, c'est-à-dire que l'axe des tourillons soit horizontal. On le règle comme celui du théodolite (16) ; des vis sont placées à cet effet dans les coussinets et permettent, par une
iiO INSTRUMENTS MÉRIDIENS
disposition spéciale, de les faire mouvoir légèrement tout en conservant & Tappareil sa stabilité.
3* Ce plan veKical doit passer par le pôle du ciel. La lunette ii*est encore quapproximativemeut située dans le plan méridien; robscrvaUon d'une étoile circompolaîre fournira un moyen de Vy placer rigoureusement. Soit, en effet, ZPH {/îg. 48) le méridien, et SCI le parallèle décrit autour du pdie P par une circompolaire. Si la lunette est dans le plan méridien, les observations des deux passages de l'étoile en S et enl seront séparées par des intervalles de temps égaux; si, au
Fig. 48.
contraire^ elle est dans un plan vertical voisin ZH', les intervalles des passages en S' et V ne seront pas les mêmes ; le sens de leur différence indiquera de quel côté la lunette doit être déplacée, et on la déplacera ainsi jusqu'à ce que les intervalles considérés deviennent égaux ; il suffit d'ailleurs, pour mesurer ces intervalles, d'employer une horloge bien réglée, c*est-àdire de marche uniforme, sans s'inquiéter de rbeure qu'elle marque. La lunette étant ainsi rectifiée, on récite aussi la mire qui définit alors exactement le plan méridien.
Mode d'observation à la lunette méridienne
La lunette une fois réglée, l'observation consiste à noter exactement Tinstant du passage de Tétoile au fil vertical du réticufe. A côté de la lunette est placée une horloge astronomique qui bat la seconde, et Ton détermine l'instant du passage soit par Vœil et T oreille, soit par enregistrement chro» noçraphique.
La première méthode consiste à noter les positions de rétoile à droite et à gauche du fil qui correspondent à deux battements consécutifs de Fhorloge ; on évalue ensuite approxi mativement en dixièmes de secondes la distance an fil de ces positions.
La deuxième méthode qui exige moins d'habitude, permet d'enregistrer automatiquement le moment du passage. Un gros cylindre, recouvert d'une feuille de papier, tourne uniformément sous l'action d'un mouvement d'horlogerie. Deux
Flg. 49.
plumes, qui appuient sur sa surface, sont portées par des électro- aimants; le premier communique avec l'horloge, et chaque battement, faisant passer le courant, déplace la plume, qui trace alors une dent au lieu d'un trait continu {/îg, 49) ; le deuxième communique avec une pile locale par
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rintermédiaire d*une clé de Morse ; Tobservateur appuie sur cette clé au moment où Tétoile passe sous le fli, et la deuxième plume marque à son tour une dent sur le papier ; on évalue aussi exactement que possible la distance de cette dent aux deux dents de Tautre tracé qui la comprennent.
Cette deuxième méthode ne donne pas des résultats meilleurs que la précédente ; les erreurs sont de même ordre dans les deux cas. De plus, Yéquation personnelle^ ou Terreur d*estime du temps propre à chaque observateur, au lieu d'être régulière et parfaitement stable comme elle Test pour un astronome bien exercé qui emploie la méthode de Tœil et Toreille, est ici bien plus variable et soumise plus directement aux conditions physiologiques dans lesquelles se trouve l'observateur; le mouvement de sa main appuyant sur la clé est, en effet, plus oj^ moins rapide suivant son état nerveux. Pour corriger ces erreurs personnelles, il est nécessaire que les observations soient faites simultanément au même instrument par deux personnes. La lunette est munie, à cet eflet, de deux oculaires sur lesquels un prisme envoie les rayons lumineux.
Emploi cTun réticule muni de plusieurs fils verticaux, — Toutefois les erreurs accidentelles atteignent encore k elles
seules une valeur de 0",1
et plus. On obtient une — plus grande précision par
Tobservation des passages p. jjQ à plusieurs fils verticaux
parallèles {fig, 50): on déduit du passage de Téloile à chacun de ces fils l'instant du passage au fil du milieu qui détermine le plan méridien. On
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observe ainsi les passages d*uDe môme étoile dans des plans déterminés par chaque fil et par le second point nodal de l'objectif; chacun de ces plans coupe la sphère céleste suivant un grand cercle dont l'intersection avec le méridien est une droite OA [fig, 51) perpendiculaire à Taxe optique de la lunette OS. Soit AS' un de ces cercles; il faut, du temps du passage en S' déduire le temps du passage en S ; cette opération s*appelle la réduction au méridien de Tobservation en S'.
Pour une étoile équatoriale, OA se confond avec Taxe du monde OP, S'PS est l'angle horaire de l'étoile, mesuré par l'arc d'équateur SS'. Soit /* le nombre de secondes de temps employé par l'étoile pour passer de S' en S ; l'angle horaire (p a alors pour valeur en secondes d'arc :
Flg. 61.
/* s'appelle la distance du 01 au méridien: on la compte positivement à l'est.
Pour une étoile dont la distance polaire est
l'angle horaire est
SP = S'P
SPS' = H
L'arc de grand cercle SS' est égal à (p, et l'angle ASS' est
COUnS D*A8TB0N0MII. 8
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droit; on a donc dans le triangle SPS':
sinH i_
sin (p co6(ô
car la déclinaison (D est le complément de 9. On en déduit: sin H =sin78éc(£) Ce qu*on peut écrire, Tangle ^ étant petit {*):
ou
H = (p8éc(e>— ^(<p« Fée CD — H»)
ou, en remplaçant H', qui est petit, parla valeur approchée ^•séc'OG)
H = (p séc (£) — g <f^ (séc (£) — séc'dO)
on
H =<p séc (D+ g ?• fiée «(£) sin*(£) Ce qui donne pour valeur de H en secondes d*arc : sin r. H = (p sin T sécOE) + g ç'sîn» Tséc »(0 sin *(D
ou
H =r 9 sécCJ04- T ^^^sin^fséc^CDsin*®
(<) Sa valeur peut Tarler de 10* à i" et plus; les termes cubes doivent donc ètro conservés.
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La valeur de H en secondes de temps est, par suite :
e = /• séc (D + -|^ /• sin* l'séc »(£) sin ^(D
Pour une étoile assez distante du pôle, la réduction au méridien se borne au i^' terme:
^=fséc(Q == R
Si, au contraire l'étoile est circompolaire, il faut employer la formule complète :
oase
e = R +^R»sin»i^sin*(JG)
On emploie donc un réticule à plusieurs fils dont on a déterminé la distance f au méridien par des passages d'étoiles équatoriales. S'il s*agit d'une étoile assez distante du p61e, et si les fils sont placés symétriquement de part et d'autre du fil méridien^ on fait directement les moyennes des passages à deux fils symétriques. La moyenne générale donne le temps du passage au fil méridien (^). Pour une circompolaire, la réduction doit se faire fil à fil.
(*] Voici le résullat de l'observalioo de Tétoile 83 Lion faite le 3 avril 1866 à rObservaloire de Paris avec une lunette munie de dix fils symé* triques sans fll méridien.
Heure du pMsage
RédacUon
Heure da passage
à chaque fil
an néridieu
fll
tu* fll
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Càsdun astre ayant un diamètre sensible, — Pour Tobservation d*un astre ayant un diamètre sensible, on détermine les passages au méridien de ses deux bords; la moyenne donne le passage du centre de Tastre indépendamment de son mouvement propre.
La valeur de la réduction au méridien du passage à un
fil est un peu différente par suite du mouvement propre de
. Tastre ; soit Soc la quantité dont augmente son ascension droite
en une heure; la réduction à un fil dont la distance au
méridien est /*, sera :
/•séccO
La quantité Sx est donnée par les Tables. Si Ton ne peut observer qu'un bord, le temps t du passage du centre se déduit de môme du temps t' observé pour le bord par la formule:
La moyenne des heures trouvées est :
En calculant directement les moyennes de deux fils symétriques, on aurait eu :
i«'et \0* m 11 18 230,07
2* et 9« fil 230,13
$• et 8« fil 230,98
A* et 7* fil. 230,12
5* et 6« fil 230,21
La moyenne est encore :
11'' 19- 55* 051 On voit par cet exemple, que l'erreur de chaque observation ne dépasse jamais 0%1
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D désîgoant le diamètre apparent de Tastre en secondes d*arc donné par les Tables.
L'intervalle de temps écoulé entre les passages des deux bords à un même fil donne la mesure du diamètre angulaire de l'astre. Soit t le temps du passage du i*' bord, f celui du second bord ; la durée ^ — < du passage de l'astre sera
D'où:
D= 15 {l' —t) COHÛO
ou
D=15(^-0cosq(i-3|^).
41. Correotions des observations à la lunette méridienne, — Si le réglage de la lunette était parfait et pouvait se conserver tel, la différence des heures des passages observés donnerait la différence des ascensions droites provisoires, en prenant comme origine le plan méridien céleste passant par a de l'Aigle.
Mais les variations de la température influent sur la marche de la pendule et sur la position de la lunette. Pour éviter les erreurs qui en résultent, on réglait autrefois la lunette avant chaque opération ; mais l'appareil y perdait beaucoup en stabilité et l'on a abandonné aujourd'hui l'emploi de ces réglages : on fait seulement en sorte que les variations soient petites et l'on en lient compte.
La lunette n'étant pas rigoureusement perpendiculaire
à son axe de rotation, on détermine par un retournement sur une mire à l'horizon, la correction c de coUimation ; elle est positive si Taxe optique de la lunette horizontale est dévié vers Test; dans ce cas, en effet, Tétoile passe sous le fil avant de passer au méridien ; la correction de coUimation interviendra dans la réduction par un terme dont la valeur sera :
dz c séc (D
En supposant cette erreur nulle ou corrigée comme il vient d*étre dit, on peut considérer Taxe optique comme décrivant
Fig. 52.
un plan; ce plan n'est pas celui du méridien; mais on peut passer de l'un à l'autre i>ar deux rotations :
!• Le plan déterminé par le fil du milieu et par le centre optique de l'objectif tourne autour de Taxe du monde OP (fig. 52) et vient en PE'. Soit m l'angle E'PE qu'il fait avec le plan du méridien, compté positivement quand le plan de
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Taxe optique est dévié à l'est; m est exprimé en secondes de temps.
2* Le plan ainsi dévié tourne autour de son intersection OË' avec le plan de Téquateur et vient en E'S'CC Soit n, en secondes de temps, Tangle dont il tourne, compté positivemen t quand la partie supérieure et Téquateur est déviée vers Test.
La réduction au méridien du temps du passage d'une étoile S' observée au fil ainsi dévié est la somme algébrique desangles horairesSPSj etSjPS'. Ls premier est constant pour toutes les étoiles et m est la valeur en temps de la réduction correspondante. Pour évaluer le second, menons par S' Tare de grand cercle S'S^S perpendiculaire au méridien. Le triangle S^PS' donne :
ou
puisque S'P = SP. On a aussi dans S^E'S'
sin i5n ___ 1
sinS^S'"" sinCD
d'où:
8ÎnS4PS' = tgCÔ 8inl5n.
L'angle 15n étant beaucoup plus petit que l'angle IS/'de la réduction des fils au méridien, on peut prendre pour valeu r de S, PS', en négligeant les termes cubes, 15ntg(Ô et en temps n tg(D; cette approximation suffit même pour les étoiles circompolaires.
sin Si PS'
sin 84 S'
"" sin S'P
sin S|PS'
sinS^S'
^ cosCD
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La rédui^Uoii au méridien, exprimée en temps, est donc:
w ifcn tg (D zh c séc (©
Lf^ «iigne + convenant au passage supérieur, le signe — au passage inférieur.
Soient t le temps du passage observé donné par la pendule, C^ la correction de la pendule à cet instant; l'ascension droite de i'éloileecra
a = / + C;, -|- w =b n tg (0 ih c séc (D
11 Taut dcU^rminer les valeurs de C;,, m et n, c étant connue comme il a éié dit plus haut.
Si it^ est égal à 0®, c'est-à-dire si l'on observe des étoiles équaLorialenî^ on a :
d z= t -\- Cp -{- m.
En parlicuUer, pour a de TAigle, choisie comme origine des
asconsioriF droites :
Cp + m = — t.
Si des observations antérieures ont déterminé les valeurs de * pour des étoiles équatoriales, on aura de même Cp -j- ni pour divers instants; en supposant la marche delà pendule uniforme, el m invariable dans Tintervalle des observations, on en déduit (a marche de la pendule, et par suite Cp -f- m à une heuro <|iielconque. On appelle, pour ce motif, ces étoiles équatoriales des étoiles horaires. Ces étoiles ont été observées depuis longtemps (*) et leurs ascensions droites sont
(*) Les premières observations exactes remootenlà Bradley (ITSO)*
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données très exactement dans les Catalogues ; la correction Cp+ m sera par suite connue avec une grande approximation pour une étoile quelconque. Mais il est impossible d*obtenir séparément C^ et m par les seules o]t>servation8 des passages. Il faudrait pour cela des déterminations physiques dans le détail desquelles nous n*entrerons pas.
Si (D est voisin de 90*, c'est-à-dire si Ton observe une étoile circompolaire, le terme en n prend une très grande impor* tance. On déterminera doncn très exactement par les observations des passages supérieur et inférieur d'une circompolaire. On a pour le passage supérieur :
tt = * + Cp+m--n IgûO et pour le passage inférieur :
a =: r + C'p + m — w tgûO — 12*»
On en déduit :
= ^ — /' -f C;, — G'p -f 2w tg(È) + 12»»
ou:
12»" = ^' — < + Cp — Cp — 2n tgOE)
C/p — Cp est connu par Tobservation des étoiles horaires. On a donc la valeur très exacte de n.
La signification du terme 2n tg (D est facile à apercevoir , c^est la diflérence entre les intervalles de temps employés par l'étoile pour passer de G en Cet de C'en G (/f^. 52), intervalles qui seraient égaux si Ton observait exactement dans le plandu méridien. Le principe de la correction est donc le même qui nous a servi (89, 3"*) à placer la lunette très approximativement
dans le plan du méridien. Mais le plan dans lequel on observe les deux i>a88age8 n'est plus ici un plan vertical.
Pour une étoile voisine du pôle CD diffère très peu de 90*. Il en résulte que la correction à effectuer pour une telle étoile devient infinie ; cela veut dire que Tétoile décrit son pelit cercle dans le ciel sans venir passer sous le fil, en raison de la déviation de ce fil en dehors du méridien.
42. Cercle mural. — Cet instrument qui sert à la mesure des déclinaisons ou des distances polaires se compose {/îç. 53)
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d'un cercle gradué fixé à un axe horizontal et portant une lunette dont la ligne de collimation doit être parallèle au
CERCLE MURAL
plan du limbe. L'axe tourne sur deux coussinets placés dans rintérieur d'un mur ou pilier, en sorte que le cercle se trouve presque appliqué contre ce mur ; de là le nom de cercle mural. Les lectures de la graduation se font à Taide de 4 ou 6 microscopes micrométriques fixés au mur au sommet d*un polygone régulier {Voir, § 18, l'usage de ces microscopes).
L*instrutnent doit être placé dans le plan du méridien comme la lunette méridienne; par conséquent il faut que son axe de rotation soit horizontal et orienté dans le sens est-ouest. Il faut encore que l'axe optique de la lunette soit, comme le plan du cercle, perpendiculaire à l'axe de rotation. De là résultent des rectiûcations plus ou moins semblables à celles qui ont été décrites (89) pour la lunette méridienne, mais qui n'ont pas besoin d'être aussi rigoureuses, attendu que la distance zénitale d'une étoile est un minimum au méridien, et par suite varie très lentement de part et d'autre de ce plan.
48. Mesure de la distance polaire. — La mesure de la distance polaire d'une étoile ou de sa déclinaison exige une double opération, la position du pôle céleste ou celle de l'équateur n'étant pas marquée dans le ciel.
On pointe la lunette sur l'étoile au moment de son passage au méridien, et par le mouvement de rappel du cercle, on fait en sorte que l'étoile soit à ce moment exactement bissectée par le fil horizontal de la lunette. La lecture des microscopes donne l'angle de l'axe optique avec une direction arbitraire, mais fixe.
L'observation d'une circoropolaire à son passage supérieur et à son passage inférieur fait connaître ensuite, comme nous l'avons dit (24), la lecture du cercle qui répond à la position
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de la lunelle dirigée vers le pôle, ou la collimaùion polaire du cercle. La différence des deux lectures est la distance polaire cherchée.
Mais il n*est pas toujours possible de joindre la détermination directe de la collimation polaire à celle des positions des éloiks. Comme d^autrepart, les variations de température du cercle, des microscopes et du mur font varier cette collimatien, on rapporte provisoirement les positions des étoiles à une direction facile à retrouver en tout temps, celle de la veiticale. On détermine donc, au moyen du bain de mercure et par le procédé que nous avons indiqué (84), la collimation xénitale da cercle, et Ton obtient ainsi les distances zénilales méridiennes des étoiles. On mesure ensuite, toutes les fois qu'on le peut, la distance zénitale du pôle ou la colatitude du lieu. La formule
donne ensuite la valeur de $.
L'emploi du bain de mercure est souvent rendu impossible par les trépidations du sol. Yvon Villarceau a remarqué que relTet en est beaucoup atténué si Ton fait reposer le bain, non pas directement sur le sol qui porte le cercle, mais sur un parquet dont les lames transmettent malaisément ces trépidations*
M. Périgaud évite complètement les vibrations du mercure en le réduisant à unemince pellicule recouvrant une large surface métallique et maintenue par une sorte d*anneau mercuriel formé par le liquide dans une rigole qui règne sur tout le pourtour du bain.
MESURE DE LA DISTANCE POLAIRE
Les distances polaires et la colatitude ainsi déterminées doivent encore être corrigées de la réfraction comme il est dit plus loin.
Quand Tastre observé a un diamètre sensible (soleil, planètes), on détermine les distances polaires du bord supérieur et du bord inférieur ; la moyenne est la distance polaire du centre. Si Ton ne peut observer qu'un seul bord (lune), on ajoute à sa distance polaire, ou Ton en retranche le demidiamètre angulaire de l'astre donné par les tables.
44. Cercle méridien. ^ Aujourd'hui les progrès de la construction ont permis de ne plus séparer les déterminations de oc et $. L'appareil destiné à ces mesures porte le nom de cercle méridien. Ce n'est pas autre chose qu'une lunette méridienne dont Taxe de rotation porte concentriquement et à angle droit un grand cercle divisé qui fait corps avec lui. La théorie de l'appareil est donc la même que celle de la lunette méridienne, et l'on y fait simultanément les observations de passages et de distances zénitales méridiennes.
45. Étoiles fondamentales. — Lorsque, par une longue série d'observations, on a déterminé très exactement les dififérences d'ascension droite et les distances polaires d'un certain nombre d'étoiles, celles-ci sont employées pour la détermination des constantes de la lunette des passages et pour la détermination de la collimation polaire du cercle mural. Il n'est donc plus aussi nécessaire de recourir à des déterminations directes de ces constantes, et la réduction des observations en est beaucoup simplifiée. Ces étoiles sont dites Étoiles fon-
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damentales. Les premières observations de celles dont on fait usage remontent au milieu du xviii* aièele ; elles ont été faites par Bradley, directeur de l'Observatoire de Greenwich. Ces observations ont été réduites d'abord par Bessel, dans les Fundamenta Astronomtœ (Kœnigsberg, 1818), puis par Le Verrier {Annales de V Observatoire de Paris).
CHAPITRE VI
46. Influence de la réfraction sur la mesure des distances zénitales. — La vérification des lois du mouvement diurne par la mesure des distances zénitales et des azimuls montre que la distance polaire d*une étoile n'est pas absolument constante et que Tangle horaire ne croit pas proportionnellement au temps. On en conclut ou que les lois du mouvement diurne ne sont pas exactes, ou qu*il intervient une cause de perturbation. On démontre que les écarts sont dus à une cause perturbatrice en remarquant:
i^ Qu'en un même lieu les écarts sont presque nuls pour une petite distance zénitale et croissent avec cette distance ;
2® Qu'en passant d'un lieu dans un autre la loi des écarta change pour une même étoile. Au p61e, la loi paraîtrait exacte, mais les distances polaires des étoiles ne seraient pas les mêmes qu'en tout autre lieu ;
3"^ Qu'en un même lieu les écarts pour une même étoile varient avec les circonstances atmosphériques.
Les écarts dépendent donc de la distance zénitale et de Tatmosphère.
La trajecloire d'un rayon dans l'atmosphère dépend de la constitution de celle-ci. La constitution de Tatmosphère dépend de celle de la terre. Si celle-ci est homogène et sphérique ou composée de couches concentriques, sphériques et homogènes, les surfaces de niveau de l'atmosphère seront sphériques et concentriques à la condition que la température du sol soit partout la même. Dansée cas:
i* Un rayon incident normal à la première couche traverse sans déviation : un astre au zénit est vu en son lieu vrai ;
2* Un rayon oblique est dévié sans sortir du plan d'incidence ; la trajectoire est plane et comprise dans le vertical vrai de l'astre. Elle n'a pas d'inflexion et tourne sa concavité vers la terre.
La réfraction a donc pour eÉTet de diminuer les distances zénitales sans changer les azimuts.
Mais les conditions supposées ne sont pas exactes: la Terre n'est pas sphérique et les diverses régions de sa surface ne sont pas à la même température. Ainsi l'isotherme de 0* est à la surface de la Terre au cercle polaire et à quatre mille mètres d'élévation à Téquateur. Les surfaces de niveau ne sont donc pas concentriques ni symétriques autour de la verticale d'un lieu. De plus, il faut tenir compte des courants atmosphériques. Il doit donc se produire des déviations ou réfractions latérales.
Mais il faut remarquer que TefTet principal est dû aux couches inférieures les plus denses. Par conséquent, sauf pour les rayons très voisins de l'horizon, la réfraction est produite par la région de Tatmosphère qui environne immédiatement
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le lieu de robservalion. De plus, Tatmosphère est très peu épaisse relativement au rayon de la Terre. Dès lors, ni la forme de la Terre, ni les variations de température à sa surface n'auront une grande influence et nous pouvons supposer remplies les conditions énoncées plus haut. L'accord des résultats de la théorie avec l'observation sera la preuve de la légitimité de Thypothèse.
47. Calcul analytique de la correction de réfraction. — Soit un objet en S; du point 0, il serait vu suivan OS. La réfraction le fera voir suivant OS' {fig. 54). Soit SN la direction initiale du rayon qui coupe OS' en M. La dis>
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tance zénitale vraie 20S est égale à la distance zénitale ap« parente ZOS' augmentée de S'OS. Dans ce cas, qui est celui d'un objet intra-atmosphérique, on a la formule:
S'OS = S'MS — NSO
NSO est l'angle sous lequel la trajectoire est vue du point 8»
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Si le point S est très éloigné, cet angle NSO devient nul (') ; SN est parallèle à OS et la correction de réfraction est égale à Tangle des tangentes extrêmes à la trajectoire (fig. 55). C'est cet angle qu*ii s'agit de calculer. La Terre étant supposée sphérique et les surfaces de niveau sphériques et concentriques, désignons par z* la distance zénitale vraie et par z la dislance zénitale obseiTée ou apparente. Pour déterminer Tangle cherché z' — j-, il faudra trouver l'équation différentielle à laquelle satisfait Tincliriaison C de la tangente en. un point quelconque de la trajectoire sur la verticale OZ, puis l'intégrer depuis ^jusqu'à z\ Soient MN cette tangente (fig. 56), le lieu d'observation, G le centre de la Terre, r le rayon vecteur CM,
Fig. 56.
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t> l'angle MGO et i l'angle de MN avec le rayon vecteur CM qui n'est autre que l'angle d'incidence du rayon lumineux à son entrée dans la surface de niveau passant par M. On a dans le
(<) Pour la Lune il e8l au plus égal à une aecoodé.
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triangle MNG :
d'où :
(l) dÇ = (fo + di.
Mais on sait que :
. . rdv
on:
(2) cfc = tgt^
Au passage du rayon de la couche M {fig. 57) dans la suivante, on a:
sin t n
sinr n
n étant Tindice absolu de la couche M , n' celui de la couche M' et le triangle GMM' donne
sinr /
sin t' ~" r
Donc:
sin i _ nV sin % ~" nr
D*où:
(3) nr sin i = nV sin i' = C
G désignant une constante.
Soient a le rayon vecteur GO du point 0, m Tindice absolu
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delà dernière couche; la constante G sera donnée par l'égalité :
C = n^asinz
Différentions Téquation (3j après avoir pris les logarithmes des deux membres ; nous aurons :
dn , dr t cost.rfi
n * r * sint
d'où:
fdn , dr'
,. , . (dn , dr\
Par suite, d'après (i) et tenant compte de (â) :
dÇ= -Ig.-.
On a d'ailleurs :
, . smt nr Pin t n^a sinz tgt=- = == ^
-nosmjr
Vl — sin *i ^n*H — n^r^ sin H ^n*H — nja* sin*z tg<= On a donc :
yn«— ^njsin^
- vIq sm^ an
^y/n'-^'w^sin»^
et l'intégration doit être faite depuis n= no jusqu'à n = i, r étant considéré comme fonction de n.
Laplace a substitué à n une autre variable, la densité de l'air p. On sait que le pouvoir réfringent P d'un gaz est cons-
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tant. Sa valeur est :
On en déduit :
1+Pp = «»
1 + Pp, = «î
En différentiant,
il vient :
dn Prfp « -2(1 + Pp)
L'équalion différentielle de la réfraction devient donc : 2Vl + PpoSin^Prfp
2 (1 + Pp) [^1 4- Pp - (1 + Pp.) ^ sin «z]i
et Tintégration doit être faite depuis p = p^, jusqu'à p = o, r étant considéré comme une fonction de p.
L*intégration exige donc que Ton connaisse la loi du décroissement de densité de l'air avec la hauteur, loi très complexe puisqu'elle dépend du décroissement de la température. Les hypothèses les plus diverses ont été faites h ce sujet : Gassini supposait la densité de l'air uniforme et ses surfaces de niveau sphériques. Newton considérait la densité comme décroissant en progression géométrique et la température uniforme. Bouguer admettait que la densité ainsi que la température décroissent en progression arithmétique. Laplace, Ivory, Bessel, Bruhns, Radau ont fait à leur tour de nouvelles hypothèses. Or, l'observation montre que toutes ces hj'pothèses, quelles
qu'elles soient, sont également bonnes juqu*à 75® de distance zénitale. Il faut donc conclure de là que la réfraction jusqu'à cette limite est indépendante de la constitution de 1* atmosphère, et que la supposition que nous avions faite est exacte.
Calcul empirique de la correction de réfraction
— Dans ces limites, le problème de la réfraction peut se traiter empiriquement d'une manière simple. Si l'on suppose la Terre sphérique et les couches de' niveau de l'atmosphère également sphériques et homogènes, on a, comme nous venons de le voir :
d'où:
8in2 =-*' - sinz
n et t se rapportant à la couche de rayon r. En prenant pour r le rayon de la couche limite de l'atmosphère, n devient égal à i et t peut être remplacé, dans les limites considérées, par la distance zénitale vraie y. On a donc :
équation générale de la réfraction où tout serait déterminé si l'on connaissait l'épaisseur r — a de l'atmosphère.
On voit que, dans cette hypothèse, la constitution de l'atmosphère n'intervient pas dans la réfraction.
Cette équation, pour des distances zénitales qui ne sont pas trop grandes, peut donner l'expression de la correction de la réfraction
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SOUS une forme plus commode pour le calcul, en développant en série.
Posons :
L'équation devient :
d'où:
on:
8in(^-fR) ^^ sin^
sin (z -^R) — sin z _ N — 1 sin (-r + R) + sin ^ "" N + 1
tg(^ + |R)
ou:
(N + 1) igz tg«| R - 2 tg| R + (N - 1) tg^ar = o.
d'où
.^i|.._ l±Vi-(N»-i)tg»^
Pour ^ = 0, R est nul; il faut donc prendre le signe — devant le radical.
Tant que z n'est pas très grand, le terme (N* — i) tg ^z est toujours très petit. En effet, à la température de (y* et sous
ane pression Je 760"", on a :
n^ = 1,000293 Or:
r — a ne dépasse pas ÔS*^" et, par suite, N* — i est inférieur à
On peut donc, tant que x est plus petit que 75*, développer le radical en série très convergente par la formule du binôme :
[l-(N>-l)lg»z]Ll_i(N»-l)tg»z-J-|(N»-l)lg*^-i-||(N»-l)»lg»x-.
Donc:
^*l ^ ~ îTfl \^ ^^^ + 2 *^* ^^'^ "f" Ô '^^ ^^^^ + *■') en posant:
N est fonction de l'épaisseur inconnue de l'atmosphère. On ne peut donc calculer les coefficients de ce développement.
Mais on peut les simplifier. Tant que z ne dépasse pas 60», l'ouverture du cône qui a son commet au centre de la Terre et embrasse toute la portion de Tatmosphère que traverse le rayon, est très petite; et, dans celte étendue, on peut considérer les couches de niveau comme planes et horizontales.
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Pour avoir la loi de réfraction dans ce cas, il faut faire croître a indéfiniment, r — a restant constant; à la limite
et la loi devient
On le vérifie facilement en considérant la réfraction à travers une série de couches planes et parallèles. La réfraction finale est la même que si le rayon passait immédiatement de la première couche dans la dernière, quels que soient les indices des couches intermédiaires.
Dans ces limites, on calcule aisément les coefficients de la série pour une température et une pression donnée de la dernière couche.
On peut aussi demander h Inobservation la valeur de ces coefficients.
Écrivons la formule de la correction de la manière suivante :
R= a i^z + ô tg«^ -f c tg»z -f
a, ô, c étant exprimés en secondes d'arc. Pour calculer ces coefficients, on peut employer les formules générales déduites du triangle de position PZS en y remplaçant z par -jr -|- R et déterminant R par la condition que 9 soit constant, H proportionnel au temps et X constant.
Delambre a indiqué un procédé plus simple fondé sur Tobservation des circompolaires à leurs passages supérieur et
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inférieur au méridien. Si les distances zénilales ^ et ^^ à ces deux passages étaient rigoareusement exactes, on aurait :
On doit ajouter à ces valeurs de z eiz^ la correction de la ré* fraction et Ton a :
2X=^+^,+a(tg^+tg^,)+6(lg»^+tg»x,)+c(tg»^+tg»x,)
en se bornant aux trois premiers termes de R. L'observation de plusieurs étoiles circompolaires {*) donne un certain nombre d'équations analogues d*où Ton déduit les valeurs des quatre inconnues X, a, b, c par les méthodes ordinaires d'élimination. Les coefficients calculés par Delambre donnent la formule :
R = 6r,1766 tg^ — (r,2648 ig^z + 0^,002485 tg»^
et la valeur suivante de la colatitude du lieu d'observation ;
L*application à la formule théorique des coefficients de Regnault donnerait à 0* et sous la pression de 760 millimètres
R = 6(r,667tg^ — (r,067tg» z +
Les coefficients de la formule doivent difiîérer de ceux
(*) liéehaln s'était borné à observer quatre étoiles. Voici le résultat de ses obserTatioDS à Ifontjouy :
a Petite Ourse 2X = 67M4'21*.47 + 2:27634a + 2.984406 4- 3,9740e
^ Petite Ourse 2X = 97M3'58^,17 + 2,67976a «h 3.470446 + 33,3i284c
a Dragon 2X = 97M2 58^,60 + 3,75944a + 36.502516 -f- 400,070^
Ç Oraode Ourse 2X ^ 9;* 9'3i^6'J + 3,8633 1 + 439,269636 + 25581,807«
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de Delambre^ en raison des variations de la température et de la pression. Deux sortes de tables permettent de . calculer la réfraction moyenne : les unes donnent les différentes valeurs de R, à la température de 0* et sous la pression de 760 millimètres, pour des distances zénitales comprises entre O^et 80^; les autres donnent les variations de R pour des variations déterminées de pression et de température. Cette température et cette pression sont celles de la couche atmosphérique dans laquelle se trouve l'objectif de la lunette.
49. Remarque. — Cette variation de la réfraction avec le thermomètre et le baromètre permet de déterminer le coefficient de dilatation de Tair par l'observation nés réfractions à deux températures différentes. T. Mayer trouve que la réfraction étant 60^,8 àO% se réduit à 59",69 à 20". D'où l'on déduit en remplaçant R^ et Rt par leurs valeurs dans la formule :
Corrections dues à la réfraction. — - i<> A et
Les azimuts ne sont pas altérés ; :les distances zénitales observées sont corrigées directement d'après les tables.
Inversement, étant donnée la distance zénitale vraie d'une étoile, calculer la distance zénitale affectée de la réfraction. On procède par approximations successives^ en prenant dans les tables la réfraction R qui répond à la valeur vraie de z. z — R est une valeur approchée de la distance zénitale apparente, pour laquelle on prend la réfraction tabulaire R'; z — R' sera une valeur plus approchée et généralement suffisamment exacte.
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2* H et Ç ; a et Ç. — On ramène d'abord a à H par la
formule :
On transforme en A et z, on calcule la correction de z comme il vient d'être dit et Ton remonte aux nouvelles valeurs de 9 et de H.
Dans le cas où l'astre a été observé au méridien,
suivant que l'astre passe au sud du zénit ou entre le zénit et le pôle. $ étant la distance polaire observée, ^ est la distance apparente avec laquelle on entre dans la table.
On obtient directement les corrections de 9 et de H, la réfraction étant petite, en différentiant les formules de trans« formation.
On a, en considérant le triangle de position PZS (32) :
cos* = cos-ar cosX — sin-ar sinX cosA
sin$ cosw = sin^- cosX -[- oos^ sinX cos A
sin $ sin X = sin X Isin A
En différentiant, il vient :
— sin $.8$= — 8-3r(sin-3rcosX+co8Z8in>cosA)=— sin$cos7ç.8-r
Donc :
8$ = cosTt.S^
ou bien encore, en remplaçant cos tt par sa valeur tirée de l'équation
sin^ cosTt = cosX sinÇ — sinX C08$ cosH
8$ = -. — (cos X sin $ -— sin X cos <S cos H) Zz. smz ^ '
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On a de même :
cos^ = cos 9 CCS X + sin $ 8În X cos H — siiur.8^= — 8$(8in$cosX— cos$sinXcosH)— sin^sinXsinH.SH
ou bien, en remplaçant sin X sin H par sin^ sin?? et divisant le? deux membres par sin z :
^„ Zz — costt.SÇ ^ 1 — co8*7c ^ sinTc
ôtl = : — -TZ — : = ÙZ — T — rr — : = 5:3^ -: — -r
sm^ smTT sin^ sinTc sin 9c
8H = S;r ^îAilEH sin^ sm9
On peut calculer directement 8$ et $H. En effet, soient S et S' la position vraie et la position apparente d*un astre (Jîg. 58). En appliquant au triangle PSS' la proportionnalité des sinus, il vient : *' ^^'
sinSH sinig sin Iz "" sin 9
D'où :
8H =8^-r-^=: 84' sinic secCD sin$
Le triangle SS'A,dont un côté S'A est l'arc de cercle décrit de P comme centre avec ST comme rayon donne de même:
SA = 8$ =8^ cos Tt
On n'a ainsi qu'à calculer z pour les valeurs de $ et de H (sans s'occuper de A), prendre R ou 8^ dans les tables et en déduire 8$ et 811 qui est égal à — 8a.
Uâ RÉPIUGTION
51. Influence de la réfraction sur le Iatct et le coucher des astres. — Théoriquement un astre se lèfe ou se couche quand z = 90®. La réfraction diminue la distance zénitale vraie. Donc le lever a iieu plus tôt et le coucher plus tard, quand :
Z = ^' — Rh = 90«
La valeur de RhOu réfraction horizontale est de 35'6'^= 2106'' = 140».
L'heure du lever ou du coucher d'un astre se calculera donc par la formule:
cos jr = co8$ cosX -[- sin $ sin X cosH
où l'on fera :
De cette formule on déduit :
„ COS jr — C08 9 cos X
cos H = . ^ . .
sin 9 sm X
ou par une transformation connue :
® 2 V sinp sin (p — z)
On obtient plus aisément, et avec une exactitude suffisante, la correction de l'heure du lever ou du coucher d'un astre, en considérant la réfraction comme une différentielle. La formule du paragraphe 50 devient, quand on y fait z = 90^ :
^„ ^ sinXsinH
ôH = OZ t-jî; —
sm$
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et la valeur de dH ea secondes de temps est :
sinX sinH
sin9
52. Déformation du Soleil et de la Lune. — La réfraction relève plus le bord inférieur que le bord supérieur. Le deml-diamèlre étant petit (16'), on peut prendre pour les deux bords les réfractions r -|- a et r — a, r étant celle du centre. Donc en apparence, les' distances du centre seront, au bord supérieur :
au bord inférieur :
Elles sont donc égales.
On peut considérer la figure déformée comme une ellipse. Les ordonnées verticales du cercle sont en effet réduites dans un rapport constant par leur différence de réfraction qui leur est proportionnelle. L'observation donne les résultats suivants :
«apparent réfraction s réel Diamètre appar.
observé
Soleil bord inférieur 90^ O'CT 35' 6^,0 90»35' ^"fi 26' (f
Diamètre corrigé
Soleil bordsupérieur Sd^SA'ff' 30'ir,7 W 4'18'^7 30'47^,3
Le diamètre borizontal est aussi contracté puisqu'il est relevé entre les deux verticaux du diamètre réel. La contraction est à peine sensible.
53. Crépuscule. — Dès que le Soleil s'est couché, il cesse d'éclairer directement les objets placés à la surface de la Terre, mais il éclaire, pendant un certain temps encore, la portion visible de Tatmosphère. La partie éclairée de l'atmosphère est séparée de la partie non éclairée par une courbe dont le plan est perpendiculaire à la direction ouest-est, et que Ton peut considérer comme Tintersection avec la surface limite de Tatmosphère du cône de rayons lumineux circonscrit à la Terre et ayant le Soleil pour sommet.
Celte courbe apparaît d'abord à l'orient, sitôt après le coucher du Soleil ; elle s'élève au-dessus de l'horizon, atteint le zénit, puis redescend et disparaît à l'occident.
Le crépuscule astronomique du Soleil dure jusqu'à ce qu'il ait atteint une distance zénitale égale à :
Le crépuscule civil se termine quand la distance zénitale du Soleil est d'environ :
CHAPITRE VII
Les lois du mouvement du Soleil se déduisent de l'observalion méridienne de cet astre, répétée chaque jour pendant un temps sufGsamment long.
54. Mesure de Tascension droite, de la distance polaire et du diamètre apparent du Soleil. — Cette observation comprend trois parties : la mesure de l'ascension droite provisoire du centre du Soleil, la mesure de la distance polaire de ce centre, et celle du diamètre apparent.
1** Ascension droite du centre du Soleil. — - Si Ton peut observer les deux bords de l'astre, la moyenne des temps t et /' des passages de ces deux bords donne Theure du passage du centre dont l'ascension droite est :
Si l'on ne peut observer qu'un seul bord, il faut, comme
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nous l'avons vu (40), tenir compte dans la correction du mouvement propre du Soleil. On déduit de l'observation, ou l'on cherche dans la Connaissance des Temps Taccroissement Jx de l'ascension droite en une heure et le diamètre apparent A exprimé en secondes d'arc. L'angle horaire du centre h l'instant t
du passage du bord est ^ séc(D; le temps employé par le Soleil à parcourir cet angle est :
i = ^|8éC(0|
et le temps du passage du centre est ^ =i= 6 suivant que l'on a observé le premier ou le deuxième bord.
2® Distance polaire du centre du Soleil. — On mesure au moment du passage au méridien les distances polaires % et $/ du bord supérieur et du bord inférieur; on effectue les corrections R„ R/ de réfraction ; la distance $c du centre est:
3® Diamètre apparent du Soleil, — Le diamètre vertical a pour mesure :
Le diamètre horizontal se déduit de la différence des temps t' et ^ des passages des deux bords est et ouest. On a :
d'où
MESURE DE l'ASGENSION DROITE
Sa
oa, avec ane approximation suffisante :
A=15(/-.)eos(£>(l-3^)
55. Distance polaire et diamètre géooentriques. Parallaxe. — Les coot données et le diamètre du Soleil ont été observés d'un point de la surface de la Terre ; il faut déduire
Fig. 59.
de ces observations la valeur de ces éléments tels qu'ils seraient vus du centre de la Terre. Cette réduction, inutile pour les étoiles, est nécessaire pour le Soleil dont la distance n'est pas infiniment grande par rapport au rayon terrestre.
Soit A(/f^.59) la position de l'observateur à la surface de la Terre supposée sphérique, GP l'axe delà terre, CZ la verticale, S le Soleil qui est à l'instant de l'observation dans le plan de ces deux droites.
Googlog
l*" Le plan de la figure étant le plan méridien du lieu, Fascansion droite n'est pas altérée ;
2"* La distance polaire géocentrique 9g a pour mesure PCS, la disLiince observée 9q a pour mesure PBS, et l'on a, en désignant par p l'angle ASP :
Cet angle p est la parallaxe du Soleil au moment de l'observation : c'est l'angle sous lequel est vu du Soleil le rayon terc res[re allant au lieu de l'observalion. L'effet de cette parallaxe qui abaisse les astres est contraire à celui de la réfraction.
En appelant r le rayon terrestre, D la distance CS du Soleil au centre de la Terre, X la colatitude P'AS du lieu, on a dans la triangle CAS :
sin p sin ($« — ^) L'angle p étant très petit, on en déduit pour valeur de p :
p sin r = ^ sin ($o — ^)
ou :
p = 206265^ g sin ($o — X)
% — X est la distance zénitale du Soleil : elle est égale à 90^ si le Suleil est à Tborizon, et Ton a alors, en appelant tc la paraiia^m horizontale du Soleil, c'est-à-dire le demi-diamètre apparent de la Terre vue du Soleil :
DISTANCE POLAIRE ET DIAMÈTRE 6É0GENTR IQUES 149 On en dédait en remplaçant r et D par leurs valeurs :
TT = r,86 On a donc :
p = r,86 8in («ô — y)
ou :
p =r,86sin((p — (D)
en appelant <p la latitude du lieu.
3^ Le diamètre géocentrique A, se déduit des distances polaires géocentriques. Sa valeur est :
A, = «, + R/ ~ p - («, + R, -p') A, = «/ - «, - (p - pO + (R/ — ^)
56. Résultat des observations. — Ces observations apprennent les faits suivants :
I. — L'ascension droite du Soleil augmente constamment, pendant le cours d'une année, d'une quantité variable chaque jour, égale en moyenne à 3" 56*.
Année sidérale. — Quand l'ascension droite du Soleil, rapportée à a de TAigle, a augmenté de 360* ou 24"», le Soleil a fait le tour entier du ciel en sens contraire du mouvement diurne. On dit alors qu'il s'est écoulé une année sidérale : c'est la durée de la révolution vraie du Soleil par rapport à un point fixe du ciel.
L'observation donne pour durée de l'année sidérale
jours sidéraux.
Jour solaire vrai. — C'est le temps qui s'écoule entre deux passages du Soleil au méridien. Sa durée varie constamment.
GoogI
Il est midi vrai en an lieu quand le centre du Soleil passe au méridien de ce lieu ; cet instant est Torigine du jour astronomique que Ton compt^de 0** à 24*'. Le jour civil commence au contraire à minuit. Vheure vraie se calcule d'après Tangle horaire du Soleil ; elle ne peut servir à mesurer le temps.
Jour solaire moyen, — Nous déflnirons provisoirement le jour moyen comme étant égal à la moyenne des durées variables du jour vrai. Sa durée sera donc égale à la durée de Tannée sidérale divisée par le nombre de jours vrais qu'elle contient. Pendant une année sidérale, les étoiles ayant fait n tours, le soleil en a fait n — i ; n jours sidéraux correspondent donc an — 1 jours solaires vrais ou moyens, et Ton a :
tl^,. 366,2564 _,, 1
ii- »»••"• = ii-^i^-3^56',55
t'e jour étant uniforme peut servir à mesurer le^ temps ; nous en fixerons plus tard l'origine {*).
Il, — La distance polaire du Soleil varie dans le cours de Tannée de 90« — 23*27' à 90* + 23*27' ; ou, plus simplement, aa déclinaison varie de — 23*27' à -f- 23*27'. A deux époques de Tatinée, appelées équinoœes^ la distance polaire est de 90^, c'est-à-dire que le Soleil est sur l'équateur céleste ; les époques où la distance polaire est maximum ou minimum sont appelées solstices.
On appelle points équinoœiauœ les deux points de l'équateur
{') Toutes ces définitions de jours et d'tnnées, ainsi que celles qui vont suivre, sont provisoire» ; elles seront précisées plus loin (chapitrez).
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céleste où le centre du Soleil rencontre ce grand cercle dans ga course annuelle.
Année tropique, — Elle est mesurée par Tintervalle de temps qui sépare deux retours consécutifs du Soleil à un même équinoxe. Si le point équinoxial est Bxe sur Téquateur céleste, la durée de Tannée tropique est la môme que celle de l'année sidérale. Nous verrons qu'il n'en est pas ainsi.
Inégalité des Jours et des nuits. — En un lieu de colatitude X, la durée de la journée est variable. L'heure du lever ou du coucher du Soleil se déduit de la formule fondamentale, donnée par le triangle de position
cos^ = cos $ cos X 4" sin 9 sin X cos H
en faisant z = 90*. On a alors :
(i) cos H = — cot <S cos X
Cette formule, jointe à la suivante :
permet d'expliquer tous les phénomènes résultant de la variation de la distance polaire du Soleil.
Si l'on compte le temps à partir du passage du Soleil au méridien, et de 0*» à 24*», les deux valeurs de H converties en temps seront les heures du coucher et du lever du Soleil.
En un lieu de colatitude X < 90% lorsque 9 = 90% c'est à-dire aux deux équinoxes, H a les valeurs 90° et 270*» ou 6"» et 48*» ; le jour est donc égal à la nuit. Si 9 augmente, la durée du jour diminue; elle est minimum pour le solstice inférieur, ou solstice d'hiver, lorsque
. Si 9 diminue, la durée du jour augmente ; elle est maximum pour
au sobtice d'été.
Les quatre époques des équinoxes et des solstices partagent Tanfiée en quatre saisons, le printemps, Yété, Yautomne et VMner.
En un lieu de colatitude 180* — X, les phénomènes se présentent dans l'ordre inverse.
Lorsqu'on se déplace à la surface de la Terre, l'inégalité des jouri^ et des nuits varie.
1° A Téquateur, on a :
cot X = cosH =
quel que soit $. Le jour est donc constamment égal à la nuit. Le Soleil passe au zénit deux fois par an , aux équinoxes, lorsque $ = 90^
2"* Pour tous les lieux dont la colatitude est comprise entre 90" et 90* ± 23* 27', le Soleil passe de même deux fois par an au zénit puisque 9 — X s'annule deux fois. Ces lieux sont compris dans la zone torride,
3^ Si X = 90* d- 23* 27', le Soleil passe au zénit une seule fois à l'époque d'un des solstices, lorsque 9 atteint la valeur 90° ± 23* 27'. Ces lieux sont sur deux parallèles terrestres, appelés Tropique du Cancer dans l'hémisphère boréal, Tf^opique du Capricorne dans l'hémisphère austral.
4"* Pour tous les lieux des deux zones tempérées dont la
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colatilude est comprise entre 90* — 23° 27' et23° 27' ou entre 90* -f 23° 27' et 180° — 23° 27', le Soleil ne passe jamais au j^énit.
5° Si X = 23°2r ou 180° — 23°2r
on a :
c'est-à-dire :
cos H = 1
et
pour
ou
Par conséquent, le jour du solstice, le Soleil ne se couche pas ou ne se lève pas, et rase Thorizon à minuit ou à midi. Ces lieux sont sur deux parallèles terrestres appelés Cercles Polaires.
60 Si X < 23° 27' ou X > 180° — 23° 27', c'est-à-dire dans les deu-K zones glaciales f Téquation (1) donne des valeurs de cos H plus grandes que Tunité pour :
ou.
Le Soleil devient donc circompolaire à partir de l'époque laquelle « =90° — X ou « = 90°-f-X.
' Il n'y a plus alors ni lever ni coucher du Soleil.
7° Aux pôles, on a :
ou
COtX = ±30
GoogI
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Il n'y a ni lever, ni coucher à aucane époque de Tannée. Le Soleil décrit des parallèles au-dessus ou au-dessous de Thorizon, suivant que $, qui est égal à z, est inférieur ou supérieur à90».
III. — Le diamètre apparent du Soleil varie, dans le cours de Tannée, de
Le diamètre moyen est de :
La distance de la Terre au Soleil est donc variable.
Forme du Soleil. — L*examen des taches démontre que le Soleil tourne sur lui-même ; et comme son disque est toujours circulaire, on en conclut qu*il est sphérique.
Cependant les observations méridiennes donnent pour valeurs
du diamètre vertical 32'3'',49
du diamètre horizontal 32'3^31
Cette inégalité tient à ce que les deux diamètres sont obtenus par deux procédés différents : Tun déduit d'une mesure de déclinaison, Tautre d'une détermination d'heure. Si Ton mesure le diamètre solaire à Taide d'un micromètre adapté à un équatorial et muni de deux fils parallèles que Ton amène en contact avec les deux bords du disque, on peut faire tourner le micromètre, sans détruire le contact. De môme, Théliomètre de Bouguer, formé d'un objectif coupé en deux moitiés, donne, pour une position convenable de ces deux
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parties, deux images du Soleil en contact (fig. 60) ; une rotation autour du centre d'un des demi-objectifs déplace Tune des images en la laissant en contact avec la première.
Le Soleil est donc bien rigoureusement sphérique. Son diamètre n'est pas exactement connu ; les mesures diffèrent suii^ant les observatoires. Peut-être n'est-il pas constant ; cette hypothèse, émise par le P. Secchi, est justifiée par la constitution du Soleil : la photosph«^re est, en effet, entourée d'une couche de vapeurs métalliques, qui, suivant son éclat, peut augmenter ou diminuer le diamètre de l'astre. La
Fig. 60.
photographie ne donne d'ailleurs
aucun résultat pour la mesure de ce diamètre ; l'illumination des bords du Soleil ne cessant pas brusquement, la grandeur des images varie avec le temps de pose.
Rapport des rayons du Soleil el de la Terre, — Soient T
KIg. 61.
et S {fig. 61) deux circonférences représentant la Terre et le Soleil, SA, TB des tangentes à ces circonférences. En désignant par Ti la parallaxe horizontale AST du Soleil, par A son
Goo
diamètre apparent, par D la dislance ST, par R et ries rayons SB, TA, on a, dans les triangles ATS, BTS ;
sinJA^^
slnx ^
d*oû, avec una approximation suffisante :
en supposant la parallaxe tc calculée comme nous le verrons plus loin.
Il faut revenir maintenant sur l'étude détaillée des phénomr^nes que notis venons de constater dans le mouvement apparent du Soleil. Nous diviserons cette étude en deux parties :
1^ Étude du mouvement du Soleil sur la sphère céleste, en fai^^ant abstraction de la variation de distance ;
^* Théorie du Soleil, établie en tenant compte de ces variations.
Le Soleil décrit dans sa course annuelle un grand cercle
de la sphère céleste. Le plan de ce grand cercle appelé écltp'^
tique est défini par ses nœuds ou points d*intersection avec
Féquateur céleste et par son mc/mai^on sur cet équateur. 11 sera
prouvé qu'il en est ainsi si toutes les observations donnent la
même inclinaison de Técliptique sur
p Téquateur et la même position des /^^^
nœuds ou points équinoxiaux. / ^\
Chaque observation méridienne / \
du Soleil donne son as- /
cension droite a = AB comptée à partir du méridien céleste PA deFétoile origine et sa distance polaire * = PS [fig, 62). Soit A l'arc yA qui mesure Tascension droite du point équinoxial y par rapport à la même étoile. On a dans le triangle ySB :
tg (D = cot $ = tg w 8in(a — A)
relation qui permettra de déterminer les inconnues a> et A. Les TUônieB valt^urs de w et A devront satisfaire à toutes les équations semblables. On pose pour les résoudre :
^^tgcosinA y=tgu>cosA
^=tgA 0?* 4- y* = tg» «
Par suite les équations deviennent :
cot* = — œ C08a-|-y sina cot Ç' = — œ cos a' 4" y sin j!
On les résout par la méthode des moindres carrés ou parla méthode de Cauchy.
Les résidus sont de Tordre des erreurs d'observation ; donc la trajectoire apparente du Soleil est dans un plan incliné d'un angle constant to sur l'équateur et qui coupe celui-ci suivant une droite passant par deux points fixes du ciel.
Si Ton ne prend que deux de ces équations, le dénominateur commun des valeurs de o^ et de y est sin (a — %') ; pour qu'il soit maximum il faut que:
e'est'à-dire qu'il faut prendre deux observations à trois mois de distance. Si Tune est faite près du solstice où l'on a :
eUe donne :
cot«= tgw
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L'autre 8e fera alors près de Téquinoxe où Ton a sensible* ment $ = 90* et donnera :
Donc au lieu de prendre des observations uniformément réparties sur tout le ciel, il vaudra mieux prendre deux groupes d'observations, l'un comprenant des positions voisines du solstice, l'autre des positions voisines des équinoxes.
58. Détermination de a>. — Soient une observation faite près du solstice, a — A la valeur approchée de la différence d'ascension droite du Soleil et du point équinoxial du printemps. La distance au solstice sera :
L'équation qui détermine a> est :
cos a? tg <rt = cotï = tgcô
X étant petit, la variation de son cosinus est très lente et une erreur sur x est sans influence. La valeur de (o développée en série est :
u>* = (D r-Yj^ tg* 5 8in2(D 4- t-^ tg* - sin4(E) + ...
sm* V ^ ^ * sin r^ ° a? '
en remplaçant 2sin 1'' par sin 2". On prendra la moyenne des valeurs de a> données par plusieurs observations. En comparant les moyennes obtenues dans des années différentes on reconnaîtra si a> est constant ; s'il est variable on en déduira la loi de variation.
Les erreurs de la valeur ainsi calculée proviennent de la mesure de (D. Si Ton opère au solstice, on a :
a> = 90* — « D'où :
■ Sa) = — 8« = — SX
On aura donc :
au solstice d'été w = (D — SX
au solstice d'hiver co = (£) + ^^
et Terreur sera éliniinée en prenant la moyenne. Quant à
Terreur de réfraction, elle ne s'élimine qu'en partie par suite
de la différence des températures de Tatmosphère et surtout
delà variation d'échauffement produite en été et en hiver par
le soleil dans le tube de la lunette.
Les anciens astronomes mesuraient <i> à Taide du gnomon (*).
Dans un mur vertical est percé à une certaine hauteur un trou
muni d'un objectif à long foyer. Le sol qui se trouve derrière
ce mur est horizontal. A midi l'image du
Soleil se forme sur la méridienne du lieu.
On mesure une fois pour toutes la distance
verticale du centre de
Tobjectif au sol et à midi
la distance de Timage du
Soleil au pied du mur. Flg. 63. ^
On en déduit la valeur de (I) en considérant les triangles SAE, S'AE {fig. 63), S, S', E désignant les images du Soleil aux solstices et à Téquinoxe.
(1) Il existe UD semblable gnomon à TObservatoire de Paris et un autre à l'église Saint-Sulpice au-dessus de la porte palatine. C'est ce dernier qui servit à Lemonnier au xviii* siècle.
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59. Détermination de A. — Ayant déterminé les ascensions droites provisoires d*étoiles sur tout le pourtour du ciel, on compare chaque jour celle du Soleil à celles de ces étoiles qui en sont voisines. On a ainsi chaque jour V ascension droite du Soleil par la formule :
lg(D = cot$ = tgd) sin (a — A)
La mesure de 9 donne A, co étant connu.
Pour déterminer Tinfluence des erreurs de (D et a> sur A> différentions cette formule ; nous aurons :
>(D Ziù SA cos (g — A )
cos' CD tg (D cos^ (o tg (I) sin (oc — A)
ou:
CD __ J^ SA
sin 2(£) "" sin 2<i> tg (a — A)
D'où l'on déduit :
sm 2(D ' sm 2<i>
Au voisinage de Téquinoxe tg (a — A) est à peu près nul ainsi que (0. Le terme en Su) disparaît et le coefficient de SCD
prend la forme t* Mais dans le triangle yBS {/îg. 62) le rapport tend vers a tg w, donc :
2lg(a — A) . , cota)
— "^ ^^ — ' tend vers r
sm2CD cçscD
et à la limite, pour (D = o, devient
cot<o = cot 23*27'
c'est le minimum du coefficient de 8(£).
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Si Ton observe aux environs de Tautre éqtynoxe de façon que(D reste le même et que a — A devienne 180* — (a — A) Terreur d'observation sur (D aura la valeur S'A
S'A = S'CJt) V ^^ ^ — Sa) — ^e-^ '
sm 2(£) sm 2(i>
La moyenne des deux déterminations sera affectée de
SA 4- S'A Terreur ^ — ou
2tg(a-^A) sinSCD
ou de la différence des erreurs d'observation.
Si Ton observe au même cercle, les erreurs de division disparaissent ainsi que les erreurs de réfraction, puisqueCD est le môme ; cependant la température ayant varié, on ne peut affirmer que la réfraction soit constante. IL faudrait connaître très exactement la variation de cette réfraction avec la température.
60. Origine des ascensions droites. — Le point équinoxial ainsi déterminé est celui qu'on prend pour origine des ascensions droites; on l'appelle pom^r^rna^ et on le désigne par la lettre y (*).
Les ascensions droites provisoires a des étoiles par rapport au méridien céleste de a de l'Aigle étant connues, ainsi que A ou Fascension droite du point y, par rapport au même plan, on aura l'ascension droite absolue <A) d'une étoile par la for-
(1) Ce point était autrefois désigné par le signe représentant la constellation du Bélier. Ce symbole 8*est transformé en X, puis en y.
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mule:
fAo = OL — A
Le Jour équinoxial, intervalle entre deux passages consécutifs au méridien du point y, sera égal au jour sidéral si le point y est fixe par rapport aux étoiles. Bien qu'il n'en soit pas ainsi, on a pris Thabitude de donner au temps équinoxisl le nom de temps sidéral. Vannée tropique (56), intervalle de deux équinoxes successifs, diffère aussi de Tannée sidérale en raison du déplacement du point y (précession des équinoxes ou rétrogradation des points équinoxiaux). Elle est plue courte que Tannée sidérale. L'erreur sur la détermination du moment de Téquinoxe pouvant s'élever & une minute, l'erreur sur la détermination de la durée de Tannée tropique pourrait s'élever à 1" ^2 = i",4. En faisant la moyenne des observations successives depuis celles de Bradley et La Caille au siècle dernier, on obtient la valeur suivante de Tannée tropique, calculée par Le Verrier :
Ainsi que nous l'avons fait remarquer, ces définitions ne sont que provisoires et seront précisées dans la suite. L'année tropique est la plus importante au point de vue civil, puisque c'est elle qui ramène aux mêmes dates les phénomènes des saisons.
61. Coordonnées écliptiques. — On déduit de l'étude du mouvement du Soleil un nouveau système de coordonnées. Ge système a pour plan fondamental le plan de Técliptique et pour axe la perpendiculaire à ce. plan ; le plan origine est
celui d*an grand cercle de la sphère céleste passant par le p6le de re'cliptique et par le point y. Les coordonnées d'an astre ainsi définies sont la longitude céleste, mesurée par ratigle du grand cercle passant par l'astre et le pôle de Téclipttque avec le grand cercle origine, et iKlatitude céleste^ mesurée {>ar Tare de ce grand cercle allant de Taslre à Técliptique. La longitude (L) est comptée à partir du point y de 0*" à 360^ dans le sens direct, comme les ascensions droites, et la latitude (p) de 0* à 90**, positivement vers le pôle nord de Técliptique, négativement vers le pôle sud.
6ÏÎ* Transformation de ces coordonnées. — Soient OP
Taxe polaire (/î^.64), OH Taxe de l'écliptique, supposés dans le plan de la flgure, Of la ligne des équinoxes, yE Féquateur, ye Técliptique. Les coordonnées équatoriales d*un astre S sont sa déclinaison
(D = SE et son ascension droite JL = yE.
Ses coordonnées écliptiques sont sa latitude P = S'e
et sa longitude
Dans le triangle IIPS, le côté IIP est égal à Tinclinaison «o de Técliptique, les côtés PS, IIS sont les compléments de (D et ^ ; l'angle HPS est égala 9(y> -f JU et Tangle PHS à 90« — L. Les formules fondamentales donnent alors dans ce triangle :
sin CD = sin p cos a> -|- cos p sin a> sin L — cosCD sinJU = sinp sino) — cosp cosa> sinL cos CD cos JU = cos p cos L
Elles servent à transformer les longitudes et latitudes en ascensions droites et déclinaisons.
On a de même les formules :
sin p = sin CD cosa> — cos CD sin a> sin JU cosp sinL = sin CD sinco -|~ cos CD cosa> sin JU cosp cosL = coscD cosJl»
Elles servent à la transformation inverse de JU et CD en L et p. On rend ces formules calculables par logarithmes en posant, pour le premier système :
M sin N = sin p
M cosN = cosp sinL
Elles deviennent alors :
sin CD = M sin(N -\- ta) cos CD sin X = M cos(N + (o) cos CD cos Jlo = cos p cos L
ou
, , M cos (N 4" ^) cos (N + (I)) , - ® cosp cosL cos N °
tgCD = tg(N 4- (I)) sin JU
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et les quantités M et N sont déterminées par les équations :
tgN = -^ ° sinL
M — ^^"P _ 008 p sin L sin N cos N
Pour le deuxième système, on pose :
M sinN' = sinCD
M cos N' = cos (D sin JU
Lob formules deviennent :
sin p = M cos (N' — a)) cosp sin L = M sin (N' — a>) cos p cos L = cos (Q cos X
ou :
. j cos(N' — a)). .
tgL = ^ TTT ^ tg«^
° cosN ®
tgp = tg(N' — a))8inL
Les quantités M et N' sont données par les équations :
tgN' = -^
« sin(D cos(D sinJU
sin N' cos N'
La signification géométrique de ces quantités se déduit de la considération des triangles Sye, SyE. On a, en effet, dans le premier :
sinLtgSYe = tgp
TRANSFORMATION DES COORDONNÉES l(i7 d'Où
^«Sr« = «^ = tgN
et
sin yS
sinp
sinN
Par conséquent :
M =:9inyS'
De même, dans SyE :
sinJlo tgSyE = tg(ô
d'où
et
Par conséquent
. « sm (D
sinvS = -: — -^f
' sm N'
M =r sinyS
(D et p étant < 90», cos (D et cos p sont toujours positifs ; donc, d*après la troisième formule, cos X et cos L sont de même signe. D*autre part, le signe de tg Jl> détermine celui de tg L ou inversement. Donc, le quadrant dans lequel il faut prendre L ou X est déterminé.
On emploie de préférence, pour le calcul d'un grand nombre de transformations analogues, les formules de
sin
Delambre (7) qui donnent ici, en appelant ic Tangle parallaclique irSP.
co,(45«-|p) sin (45«-ii=î)=co8 (45»-^) cos {*^*+j)
(45--îp)sin(45.-4^)=sin(45«-^-)cos(4r.o+f)
(«•-|p) cos (45<'-tp)=cos (45--^) sin (48-+f )
r,(45--|p)co8(45--^:î)=8in(45.-^)8in(45-+f)
Ces formules déterminent L,7r et psans ambiguïté, puisque
Tangle 45** — | est nécessairement compris entre 0** et 90*.
Dans le cas du Soleil, p est nul et les formules se simplifient :
sin (£) = sin 0) sin L
cosCD sinX = cosu) sinL cos (D cos JU = cos L
d'où :
tgX = IgL cos (o tg(D = tga> sinX
° sinodCosJU coso)
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68. Variation de rascension droite et de la distance polaire des étoiles. ' — Ayant déterminé à plusieurs . époques Téquinoxe et l'obliquité de récliplique, on compare les ascensions droites absolues et les) déclinaisons des mêmes
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étoiles. On trouve que ces coordonnées varient, les distances relatives des étoiles n*ayant pas changé.
Hipparque (128 av. J.-C.) construisit un catalogue de 1206 étoiles et compara ses observations à celles de Timocharis et d*Aristille, antérieures de 140 ans à peu près.
Au XVII* siècle, des mesures furent effectuées par Bradley (Greenwich, 1742-1762) qui observait avec une lunette méridienne, et par La Caille (1746-1762) qui observa à Paris (Collège Mazarin) et au Gap avec un quart de cercle ou un sextant mobile en employant la méthode des hauteurs correspondantes.
Les observations de Bradley forment la base de tous les Catalogues et ont servi à déterminer presque toutes les constantes de l'astronomie. Elles ont été calculées d'abord par Bessel dans ses Fundamenta Astronomiœ (Kœnigsberg, 1818} puis par Le Verrier [Ann, de FObs.y 1854).
Le tableau suivant permet de constater les variations SX, SOd subies par les coordonnées des étoiles de 1755 à 1845.
y Pégase
La Chèvre. . .
a Orîon
Procyon
a'Bpl
Aniarès
Wega
a Aigle
a Capricorne a Andromède
0BSBBTATI0IC8 B BBAOLEY. 1755
SclU
OBSBRyATIONS DB OBBBlfWICH. 1845
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î, ' La variation de déclinaison ne dépend que de i^ascensîon droile. Elle est maxima et positive pour 0^ ; elle décroît jiisqu'^ 6^ où elle est nulle, devient négative et croit en valeur absolue jusqu'à 12^ où elle prend la même valeur qu'à 0^ en signe contraire. Ses valeurs sont symétriques dans le deuxième hémisphère de i^^ à 24*'. On peut la représenter par k formule :
8(0 = N cosX
où Ton a, pour 90 ans
et, pour une année :
Tl, — La loi de variation de JU est plus compliquée, t'' Pour les étoiles équatoriales, 8X est constant; sa valeur est :
comme le montre le tableau suivant:
S<Jl.
a Baleine. . .
Procyon . . .
p Vierge . . .
p Aigle ....
a Verseau. . .
VARIATIONS DES COORDONNÉES DES ÉTOILES
T Pour les étoiles de môme déclinaison ZX vcoie comme le sinu» de JU et Ton a :
ZX = M-f-N'sineil> Le tableau suivant indique ces variations :
tx,
Y Pégase . . . .
Aldébaran . . .
Régulas
P Lion
a Hercule. . . .
a Ophiucbus . .
a Pégase . . . .
3® Pour des étoiles de même ascension droite, ZX varie comme la tangente de la déclinaison et Ton a :
ajU = M + N tgOO sinX
Ces lois empiriques seraient difficiles à découvrir, si Ton n^était guidé par la théorie, et elles ne nous apprennent rien sur le mouvement d'ensemble des étoiles par rapport aux plans coordonnés.
64. Phénomène de la précession. — Si Ton observe directement les longitudes et latitudes des étoiles, comme le fit Hipparque à l'aide de l'astrolabe, on voit que les longitudes varient avec le temps, les latitudes restant à peu près invariables. Ainsi les observations ont donné les résultats
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suivants pour la Chèvre et l'Épi :
La Chèvre .
79» Z'tëT
L'Épi. . . .
Les longitudes ont augmenté de 3TA(f de 1755 à 1800 et de dTAl" de 1800 à 1845 sans que les latitudes aient sensi- • blement varie.
Si, avec Hipparque, on suppose la Terre immobile au centre de la sphère céleste, Téquateur et la ligne des équinoxes fixes dans l'espace, on exprimera le fait en disant que la sphère céleste tourne tout d'une pièce, avec les étoiles qui y sont attachées, d'un mouvement uniforme et direct autour de Taxe de Técliptique, à raison de 50^,2 par an.
Le point du ciel qui, à un certain équinoxe, coïncidait avec le point équinoxial, a marché au bout d'un an de 50^,2 le long de l'écliptique dans le sens direct. Donc, l'année suivante, le Soleil rencontre Féquateur et Téquinoxe alieu, avant que le Soleil revienne au point du ciel qui marquait Téquinoxe de Tannée précédente. De là le nom de précession des équinoxes.
' Si, avec Copernic, on suppose la Terre mobile et les étoiles fixes dans l'espace, on représente le fait en faisant tourner l'axe de l'équateur terrestre autour de l'axe de Técliptique immobile menée par le centre de la Terre, d'un mouvement rétrograde et uniforme de 50",2 par an. L'équateur tournant avec son axe, la ligne des équinoxes rétrograde sur l'écliptique immobile de ^Qf\^6 par an. D*où le nom de rétrogradation des points équinoxiauœ.
Explication mécanique de la précession
Newton, le premier, a expliqué le phénomène de 1& précession par raclion du Soleil et de la Lune sur le renflement équatorial terrestre. Si ce renflement n'existait pas, si la Terre était sphérique et homogène, il n'y aurait pas de précession. Nous suivrons dans Texposé de Texplication de Newton les principes posés par Poinsot dans son Mémoire sur la rotation des corps (1834).
Le Soleil exerce sur chaque molécule de la Terre une attraction en raison inverse du carré, de la distance, et toutes ces attractions passant par le centre du Soleil ont une résultante unique, qui passerait aussi par le centre de la Terre, si celle-ci était sphérique et homogène. Mais la Terre est renflée à Téquateur, et l'action du Soleil sur la portion de cet anneau équatorial qui est la plus voisine de lui étant plus forte que celle qui s^exerce sur la portion la plus éloignée, il s'ensuit que la résultante totale ne passe
pas en général par le centre de la Terre, mais par un point situé au-dessous ou au-dessus de ce centre, du côté où Téquateur s'incline vers le Soleil.
Soient le centre de la Terre {fig. 65), Il le pôle de Técliptique, P le pôle actuel du ciel, Oy la ligne des équinoxes per-
Pig. 65.
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pendiculaire au plan nOP, Op la projection de OP sur le plaQfAO adroite de la ligne Oy. La portion du renflement terrestre la plus rapprochée du Soleil se trouve au-dessous de ce ptan yOA ; la résultante de Tattraclion solaire est donc appliquée en un point situé au-dessous de ce plan, et tend à faire tourner le plan de Téquateur et à le rapprocher de celui de réclipiique. C'est ce qui aurait lieu si la Terre ne tournait pa^ sur elle-ittéme ; la combinaison de sa rotation avec celle que tend à lui imprimier le Soleil produira d'autres phénomènes.
Si Ton applique au point deux farces opposées, égales et parallèles à la résultante de l'action solaire» celle-ci se trouvera remplacée par une force attractive appliquée au centre de la Terre, et par un couple. La force accélératrice est celle qui, en se combinant avec la vitesse d'impulsion, fait décrire à la Terre son orbite autour du Soleil. Le couple tend à produire une rotation autour d'un certain axe, et il s'agit de combiner cette rotation avec celle de la Terre.
Décomposons ce couple en trois autres tendant à produire de^ rotations autour de trois axes qui soient des axes principaux de la Terre. L'un de ces axes est Taxe OP de la Terre ; le deuxième sera la ligne Oy des équinoxes, et le troisième une perpendiculaire au plan POy dans le plan de Téquateur. Ces trois lignes étant des axes principaux d'inertie, les trois couples produiront des vitesses de rotation autour de ces axes eux-mêmes.
Considérons d'abord la rotation autour de la ligne Oy. Pour la combiner avec la rotation de la Terre autour de OP, il faut prendre sur les deux axes, à partir de 0, deux longueurs . proportionnelles aux vitesses de rotation et dans des sens tels
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que, pour un observateur couché sur ces axes, les pieds en 0, les deux rolaiioïKBoieBt de même sens. Soient OP el QM o» longueurs; la diagonale OP' du parallélogramme construit sur OP et OM est la direction de Taxe de la rotation résultante et la longueur OP' est la mesure de la vitesse de cette rotation. L'axe de rotation de la Terre passe donc de la direction OP à la direction OF, et la ligne des équinoxes, toujours perpendiculaire au plan IIOP', prend la direction Oy perpendiculaire à Op' projection de OP'.
Le premier effet du Soleil, situé à droite du plan IlOf est donc de déterminer un mouvement de rétrogradation du point équinoxialf. S'il est situé à gauche du même plan, son action est prépondérante sur la portion du renflement équatorial située au-dessus du plan de Fécliptique; la rotation qu'elle engendre est de même sens que la précédente ; par conséquent le mouvement de précession de Téquinoxe continue dans Je même sens.
L'axe de la Terre, dans son déplacement, conserve d'ailleurs sensiblement la même inclinaison sur Taxe de l'écliptlque, et la durée de rotation de la Terre n'est pas sensiblement altérée. Les triangles POp et P'Op' donnent en effet :
tgPOp
Mais
l«P'Op' = ^-
Op
Op' =
cospOp'
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Donc
tgFO/=:^cospOp',
tg POp - tg P'Op' = ^ (i - C08 pOp').
L'angle pOp' est infiniment petit ; car Tobservation montre que Oy se déplace de ^(f par an, soit (y',14 par jour, tandis que la Terre fait un tour ou 1296000*'. La quantité 1 — cospOp'est donc un infiniment petit du second ordre^ ainsi que la différence des tangentes des deux angles POp et P'Op' et a fortiori celle des deux angles. L'inclinaison de Taxe de l'équateur sur le plan de Técliptique peut donc être considérée comme constante.
Pour les mômes raisons, OP' doit être regardé comme égal à OP ; la vitesse de rotation de la Terre n'est pas altérée par ce premier effet de l'action du Soleil.
La rotation autour d'unie perpendiculaire à Oy menée dans le plan de l'équateur, combinée avec la rotation de la Terre, donnera une rotation autour d'un axe toujours situé dans le plan POA perpendiculaire à Oy, Il n'en résultera donc aucun mouvement de précession, pais un changement d'inclinaison de OP sur OII. Ce couple s'annule d'ailleurs au moment des solstices et des équinoxes, et change de sens; par conséquent, la variation d'inclinaison changera elle-même de sens tous les trois mois. Le mouvement de l'axe est un mouvement de nutation; on l'appelle nutation solaire.
Enfin le dernier couple composant donnerait lieu à une rotation autour de l'axe même de la Terre, qui se combinerait directement avec sa rotation et la ferait varier d'une quantité
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insensible d'ailleurs, sans influer sur les mouvements de précession ou de nutalion. Mais la théorie des rotations montre que, dans un ellipsoïde de révolution, comme est la Terre, le moment de ce dernier couple est nul, puisqu'il est proportionnel à la différence de longueur des axes perpendiculaires à Taxe polaire, lesquels sont égaux.
Le couple perturbateur devient évidemment nul toutes les fois que le Soleil est dans le plan de Téquateur, c'est-à-dire aux équinoxes. La composante de ce couple qui produit la précession est maxima au moment des solstices et elle existe seule. L'action du Soleil sur le renflement équatorial produirait donc un mouvement de précession toujours dans le même sens, mais dont la vitesse deviendrait nulle deux fois par an. Mais il faut y ajouter l'action de la Lune, beaucoup plus énergique et plus rapidement variable, qui, agissant dans le même sens, produit en définitive un mouvement continu de précession avec quelques inégalités périodiques. Nous allons y revenir en parlant de la nutation.
66. Prècession planétaire. — Le phénomène est encoi'é compliqué par l'action des planètes, en particulier de Vénus, qui, en agissant sur la Terre sphérique, change lentement la position du plan de l'écliptique. Il en résulte :
i® Une diminution de l'obliquité, dont la valeur est 0%479 par an, qui a été constamment dans le même sens depuis que Ton observe, comme le montre le tableau suivant des valeurs de <ù calculées depuis 1100 av. J.-C. jusqu'à nos jours :
COURS d'astbonomib. 13
VALEUR DE
Tcheou-Kong (Chine). .
1100 av. J. G.
Pithéas (Marseille). . .
350 av. J. C.
Ibn Jounis (Egypte) . .
Ulug-Beg (Samarcande) .
Bradley
En réalité, cette variation est périodique et son étendue maximum est 2^40^;
2® Une variation de la ligne d'intersection de l'écliptique d'une certaine époque avec l'écliptique d'une époque antérieure. Il existe donc une précession planétaire qui s'ajoute k là précession luni'solatre : leur résultante est la précession générale;
3® Un changement de position des orbites du Soleil et de la Lune par rapport à l'équateur terrestre, résultant de cette variation du plan de l'écliptique. Par suite, il se produit une variation dans l'action luni-solaire, d'où résulte une variation de l'inclinaison de l'équateur sur l'écliptique et de la position de leurs points d'intersection. Mais cette variation n'est évidemment que du deuxième ordre, et n'affecte dans les formules en séries que les termes dépendant du carré du temps.
67. Détermination des positions de l'écliptique et de l'équateur à une époque quelconque. — Laplace et Bessel avaient choisi comme plan fixe l'écliptique de 1750, date moyenne des observations de Bessel et de La Caille.
-^.rj r
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Depuis Le Verrier, on rapporte les positions* de Téquateur et de Técliptique à l'écliptique de 1850.
Nous allons déterminer les mouvements de Técliptique et de l*équateur mobile par rapport à Técliptique et à Téquateur fixes.
!• Détermination de Féquateur mobite de 1850 + ^ P^»* rapporta técliptique fixe de 1860. — En 1850, Téquateur E^^
{fig, 66] passe par le point y^ et fait avec YoC^ Taiigle co^. A Tépoque 1850 -|- <, le point dlntersection a rétrogradé en y ; Téquateur mobile passe par ce point et fait avec y«o ^^ &ngle (0 > 0)0. Soit YTo = +• Oïï «^ ;
avec les valeurs :
fû serait constant sans Faction secondaire des planètes. Ces expressions ne sont d'ailleurs que les premiers termes d'une
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série indéfinie, mais suffisent pour Tintervalle des observations précises qui ne commencent qu'à la fin du xvu* siècle. Le terme en^^, qui provient d'un développement de termes périodiques en sinus, finirait par l'emporter sur le premier si l'on prenait < trop grand; il en résulterait que le point y finirait par se rapprocher du point Yo» ^^ V^^ ^*^ P^ ^î^"-
Dans ces formules et les suivantes, t est exprimé en années juliennes de 365^,25.
2<* Détermination de Vécliptique mobile de 1850 + ^ P<^^ rapporta Vécliptique fixe de 1850. — Soient yo Téquinoxe fixe
Plg. 67.
de 1850, N le nœud descendant {fig. 67). En 1850, Ne coïncide avec Nio, et le point N est à VZ'iS' en arrière de Yo- A l'époque 1850 + t, Nyo devient :
Nyo = = 1'^"^'' + 8'^688^
et l'angle <p, qui était 0% devient :
Si l'on remonte en arrière, l'écliptique mobile était au-dessus de Nsq et le point N, nœud ascendant, se rapprochait de Yo> *vec lequel il coïncidait en l'an — 2934 ou 1074 av. J.-G.
3® Positions relatives de téclipHque mobile et de Véquateur mobile à t époque 1850 + <. — Soient e^ et E^, c et E les posi-
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lions de Técliplique et de l'équateur aux époques 1850.
et 1850 + t. Il faut déterminer le point y équinoxe de
l'époque 1850 + ^ et l'obliquité w. Ces quantités sont celles
que l'on observe directement. Les coordonnées de / par
Fig. 68.
rapport au plan fixe y^^e^ et au point y^ {/îg. 68), sont ^Yo ^^ ^t'» ^y' ^^^^ ^^ ^^^ ^® grand cercle perpendiculaire sur Ne^. On a :
PYo =^ YYo — yP = + -T yP= + — YY ^^^^
Or, dans le triangle Nyy'» on a :
sluff' sinNy
sinç sino)'
d'où, avec une approximation suffisante :
sinNj
yy' = ?
sina>0
Prenons, sur Ne, NP'= Ny©; P' est le point de Técliptique mobile qui marquait Téquinoxe de 1850, point que Ton obtiendrait aussi en abaissant de y^ un arc de grand cercle perpendiculaire sur Ne. La rétrogradation apparente ^' de l'équinoxe sur Técliptique mobile a pour valeur yP'-= Pyo»®^
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Ton a par suî le:
^j/ = ij/ — yt' coso) ou, par approximation :
Od en déduit :
L'obliquité <ï)' sera donnée par le triangle Nyy'» où l'on a :
sin<i)^ sinNy sin (6 — <j/)
8ina> """ sin Ny' "" sin (6 — ^')
sin to' — sin o> _ sin (0 — ^) — sin (6 — ^') sin o>' -|-. sin <i) ~" sin (6 — ^) -f- sïn(6 — ^')
8in —2- C08 -^ tg —2— tg 31-^
sin — ^ — cos — ^ — tg — ^ — tg 1 — r-L
D*où, avec une approximation suffisante :
tg!l.zlz^'
On en déduit :
«>' = «>o + ?< + ?'<* On trouve ainsi :
•y = 6(y,23572/ + (r.ooonasof»
*)' = wo — 0",47566< — (r,00000149<«
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^ est la précession qui aurait lieu si l'écliplique restait fixe ; (?esi la précession îuni-solaire ; ^' est la précession gênércde résultant de la précédente et de la précession planée taire.
68. Préoession annuelle. —On appelle ainsi le déplacement du point équinoxial pendant Tannée julienne, qui sert d'unité de temps, en supposant la .vitesse uniforme. C'est donc la vitesse de ce point à un moment donné, et on l'obtient en prenant la dérivée de ^ et <]/' par rapport à l.
69. Résumé* — Le phénomène de la précession générale résulte d'un mouvement de rotation de Taxe de la terre autour de Taxe de Técliptique, qui se déplace lui-même dans l'espace. Le premier mouvement, précession luni-solaire, entraîne l'axe du monde autour de l'axe de l'écliptique d'un mouvement rétrograde qui s'accélère légèrement avec le temps, l'inclinaison restant constante.
. Le deuxième mouvement affecte la position de l'axe de l'écliptique, sans affecter celle de l'axe de l'équateur terrestre, Qt le fait osciller, par rapport à une position fixe, d'un angle de 2^41', en même temps que la ligne des nœuds rétrograde très lentement.
i8i . NUTATION
NOTATION
70. Ces mouvements ne représentent que la partie constante ou séculaire du mouvement réel. Les actions du Soleil et de la Lune sur le renflement équatorial sont nécessairement périodiques, et dépendent de Tinclinaison de l'orbite de l'astre sur l'équateur. Elles sont maxima lorsque Vasive se trouve sur une perpendiculaire à l'intersection de son orbite avec l'équateur, nulles quand l'astre est sur cette intersection. Il en résulte une série d'oscillations de l'axe de la Terre dont les périodes sont relativement courtes; leur ensemble constitue la nutatton.
La plus remarquable, ou nutation proprement dite, a été découverte par Bradley (1747). Il observa que les étoiles subissent un déplacement périodique autour de la position moyenne que leur assigne l'effet de la précession générale;
la période est de 18 ans r- Pendant neuf ans, la longitude de
l'étoile est plus forte, et pendant neuf ans plus faible que sa valeur moyenne; la différence peut aller à 18^ La latitude augmente et diminue dans le même intervalle et l'écart peut aller à KT.
Le mouvement de la Lune dans son orbite produit sur le n ement équatorial terrestre des actions absolument sem- ■^ à celles que produit le Soleil, par conséquent : 1® une '. gradation de l'intersection de l'orbite avec le plan de «quateur; 2® un changement périodique d'obliquité d'un de ces plans sur l'autre. Mais, en outre, le plan de l'orbite lunaire change constamment de position par rapport à l'éclip-
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Uque, les nœuds rétrogradant d*u^ monvement rapide à
raison d'un tour en 18 ans x» tandis que Tinclinaison reste
constante, 5® à peu près. Il en résulte que Tinclinaison de l'orbite lunaire sur le plan de Téquateur varie de 23*^ + ^* ^ ^* — ^*> donc aussi Tac tion précessionnellcjde la Lune et son influence sur l'obliquité de Téquateur par rapport à Técliptique.
L'effet total se compose donc : 1® d'un moyen mouvement rétrograde des points équinoxiaux égal à celui que produirait la Lune si elle se mouvait dans le plan môme de l'écliptique ; 2*» d'une inégalité de ce mouvement rétrograde, proportionnelle au sinus delà longitude du nœud ascendant de l'orbite
lunaire, et dont la période est, par conséquent, de 18 ans r;
3^ d*uQe variation dans l'obliquité de l'écliptique, proportion-r nelle au cosinus du môme angle, et de mémo période par conséquent. Ces deux inégalités constituent la nutation.découverte par Bradley.
Par la combinaison .|^ de ce mouvement avec celui de la précession luni-solaire, le pôle de l'équateur décrit une courbe épicycloïdale autour du pôle de l'écliptique.
Si Ton fait abstraction de la précession, l'ensemble des positions successives de ce pôle autour de sa position moyenne est une ellipse (d'Alemberl) qui est décrite dans le sens rétrograde. Soient n le pôle de l'écliptique \fig. 69), P celui de l'équateur, obéissant aux variations séculaires, ou pôle moyen.
Fig. 69.
IM NUTATION
Soient PA = PA' = y,23 le grand axe de l'ellipse décrite par le pôle vrai ou apparent, PB = PB' = 6",87 le petit axe de cette ellipse. Elle est parcourue dans le sens ABATB' en 6793»,39. Au moment où la longitude du nœud ascendant de la Lune (Q) est (y*t le pôle vrai est en A. Si Ton imagine un mobile partant de A à ce moment, et décrivant d'un mouvement uniforme et rétrograde en 6793^,39 le cercle décrit sur A A' comme diamètre, lorsqu'il est en M sur ce cercle, le pôle vrai est en N Eurrellipse, MN étant perpendiculaire sur AA^ L'obliquité de récliptique est mesurée par Tare IIN ; elle oscille donc périodiquement de ± 9",23 ou de I8''j46. Pour trouver le point y, il faut par n et N mener un grand cercle et, du pied de ce grand cercle, se déplacer sur l'écliptique de 90®. Donc, le point équinoxial oscille, de part et d'autre de sa position moyenne, de:
r,87 sino)
La longitude du nœud de la Lune étant nulle quand le pôle
de l'équateur est en A et cette longitude variant proportionnellement au temps, il est aisé de calculer les coordonnées de N à une époque quelconque.
En effet, en considérant l'ellipse comme plane, on eL(/îg, 7Û):
Donc*:
APM = 3600 — Q
MI = — r,23sina
NI = Ml|;g=-6".87 8ina
IP = 9',23co8 8
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Le déplacement du point équinoxial sera donc :
— ^8inQ = — i7%26 8inQ
et la variation de l'obliquité est :
r,23 cos Q
71. Expressions complètes de <{/, (d, Y y <*>'• '^ ^^ ^^"^ encore ajouter à ces variations d^autres termes de périodes plus courtes, dépendant de la longitude du Soleil et de celle de la Lune. On en représente l'ensemble par ^ etû. Les expressions de ^t a>, ^', a>' deviennent alors :
r^ = at + bfl + W a> = a>o + /)f* + Û
On appelle équateur, écliptique, équinoxe moyens les positions de Téquateur, de Técliptique et de Téquinoxe lorsqu'on ne tient compte que du phénomène de la précession. Mais si on lui adjoint celui de la nutation on obtient réquateur, Técliptique et l'équinoxe vrais ou apparents.
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dans la constellation du Bélier ; depuis âOOO^ans, il a rétrogradé de 28^16', à peu près. Il est actuellement dans les Poissons.
Problème. — A une époque quelconque, la ligne Oy des équinoxes est perpendiculaire au plan IIOP des axes del'écliptique et de Téquateur. Étant donnée la position actuelle du p61e P,
Fig. 71.
IrouTar 6es coordonnées, à Tépoque <, par rapport au pôle P et à l'éqtjïnoxe y {fig. 71).
Le p*Me P se déplace dans le sens rétrograde sur la circonféroû(!e d'un cercle décrit de n comme pôle avec un rayon de 33*28'. Soil P' sa position à l'époque «, elU et $ ses coordonnées cherchées :
Or
JU = yEE'A « = PF
np = 0)
t\ dans In triangle ttPP' on a :
nPP' = ETA = X — 27Ô»
pnp' z^ai a — sc^sae
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soit I le milieu de l'arc PP', le triangle IPII donne ;
.9 . . at sinâ" = sinwsin-â-
tgJU= — coso) tg-â
A Fépoque ^ le p61e du ciel sera au point dont les coor* données actuelles sont X ei9 données par ces formules. Inversement, le p61e actuel aura alors pour coordonnées:
9 et ISO* — X
En Tan 14000, le lieu du pôle, rapporté à Téquinoxe et au pôle de l'époque 1850, sera :
Or Wéga, en 1850, avait pour coordonnées JU = 278* «=51*21'
Donc Wéga ne sera qu*à 6* du pôle et deviendra l'étoile polaire. Des étoiles, actuellement invisibles en un lieu, deviendront visibles ; descircompolaires cesseront de l'être, d'autres le deviendront.
78. Variation de durée des saisons. — Les phénomènes relatifs aux saisons et à Tinégalité des jours et des nuits ne changeront pas, puisque (o est à très peu près constant et que la latitude géographique d'un lieu ne varie pas. Mais réquinoxe se produira pour des positions du Soleil correspondant à des points variables de son orbite ; donc les durées relatives de ces saisons varieront ainsi que les dis-
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tances correspoDdantes de la Terre au Soleil. Dans 10000 ans, le solslice d'hiver répondra à PapliAlie.
74. Difficultés relatives A là définition des i temps, résultant du déplacement des plans fondamentaux. — I. Jour sidéral. — Nous l'avons déBni successivement de deux manières : 1® intervalle de deux passages successifs d'une même étoile au méridien ; 2® intervalle de deux passages successifs du point vemal au méridien.
Ces deux durées ne sont pas égales, et de plus ne sont pas constantes. Le point équinoxial se déplace périodiquement en vertu dé la précession et de la nutation. Si l'on fait abstraction de la nutation, on obtient le jour équinoxial moyen, de durée constante. 11 ne diffère du jour équinoxial vrai que de ± V en 18 ans; aussi fait-on usage du jour équinoxial vrai, compté de Téquinoxe vrai.
La durée de ce jour équinoxial moyen n*est pas égale à la
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durée de rotation de la Terre. Supposons à Torigine du temps, l*équinoxe en Yo ififf- "^â) et une étoile fixe en ce même point. A 0"» le méridien du lieu passe par y^^. Au bout d'une rotalion complète de la Terre, le méridien revient passer par l'étoile, mais y» s'est déplacé et est venu en y sur Téquateur mobile : donc le méridien du lieu rencontre / avant de reve-
DIFFICULTÉS RELAT. A LA DÉFINITION DBS UNITÉS DE TEMPS i9i
nir passer par l'étoile, et le jour équinoxial est plus court que la durée de rotation de la Terre du temps employé à parcourir t'S. Or
y's = yS — yy'
yS = YYo COSti) =: ^ COSù) = a COSo)
en se bornant au terme en ^
C08 10 COS (I
l)onc :
(^ eV^\ par conséquent a et p, se rapportent à l'intervalle d*un jour. Ce sont les a et p des formules précédentes divisés par 365,25).
Donc, en un jour équinoxial moyen, ou 86400 secondes sidérales, le méridien parcourt une fraction de tour égale à
i29600(y' — (r,126 = 1295999^,874; pour foire le tour entier, il lui faudra :
= 86400. [l + jM|5]=86400.,008
durée de rotation de la Terre en secondes sidérales ou équinoxiales.
Il faut remarquer que, par suite du changement d'inclinaison des plans et du déplacement du pôle de l'équateur, le méridien du lieu à son retour, ne coïncide plus avec sa position
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primitive et s'en écarte d'autant plus que Ton considère une étoile plus voisine du pôle. Donc, le retour du méridien à une môme étoile ne mesure la durée de rotation de la Terre que si cette étoile est très voisine de l'écliptique et de Féquateur.
IL Année tropique et année sidérale. — L'observation donne directement la position et l'époque des équinoxes, donc la durée de l'année tropique en jours sidéraux.
Cette durée est variable en raison de la nutation. La valeur moyenne prise entre un grand nombre d'années, est l'année tropique moyenne 366» ••, 2422166=365* ">, 2422166. Sa valeur n'est pas constante, car la précession générale, comptée à partir de 1850, augmente chaque année de 0*^,00022578 ; Tannée diminue donc du temps employé à parcourir ce petit arc. Or, le Soleil parcourt en un jour moyen 59'8^,33 ou 0^,0411 en une seconde. Le petit arc 0",00022578 est donc parcouru en 0',00549. La durée de l'année tropique est par suite :
Elle a diminué de 11' depuis Hipparque.
L'année sidérale est le temps que met le Soleil à revenir au même point de Técliptique. Elle est donc égale à l'année tropique augmentée du temps employé à parcourir l'arc de précession générale annuelle. Or, en 1850, cet arc est de 50",2357. Pour parcourir 1296000'' — 50^,2357, le Soleil emploie365, 242217 jours moyens; donc pour parcourir 1296000^, il emploiera :
ooo,z«z 4296000 — 50,2357
POSITIONS MOYENNES DES ÉTOILES
Cette durée de Tannée sidérale, ou de la révolution vraie du Soleil autour de la Terre, est constante (troisième loi de Kepler) ou du moins n'éprouve que des variations périodiques qui n*en altèrent pas la valeur moyenne.
75. Positions moyennes des étoiles. — Les coordonnées des étoiles (L et p, JU et (£)) changent constamment par suite des variations des plans fondamentaux. Lès positions des étoiles rapportées à Técliptique et à l'équateur moyens sont appelées positions moyennes. Elles sont dites vraies ou apparentes si les étoiles sont rapportées à l'équateur et à Técliplique vrais. Les Catalogues donnent pour une époque
déterminée t les positions moyennes des étoiles. Il s'agit d'en déduirç les positions moyennes pour une époque quelconque It.
Soient S une étoile [fig. 73), Ne l'écliptique moyenne de l'époque ^, Ne' celle de l'époque t\ y Téquinoxe moyen pour l'époque t, yi ®' y' "^^ positions à l'époque t en raison de la Cours d'astbonomib. 13
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précession luni-solaire et de la précession générale. Ëtant données :
L = Y^ et p = SA
pour l'époque t, trouver
pour Fépoque ^,
Pour cette transformation de coordonnées, il suffit de connaître Ny» Ny' et f | angle des deux écliptiques. Les formules de la précession donnent la position de Técliptique de 1850-]-*^ et celle de Tépoque 1850 4- ^ par rapport à récliptique fixe de 1850.
Si Ne est cette écliptique fixe, on a pour l'époque t :
m = + = «« + àfl <«> = <«>o + A
yP = 4' = p^ + p'<«
(o' = 0)0 + ç< + q'fi
Nr< = e - +
Ny' = — f Yiy'zir (ij^ — <j/')C0Sa)
Les formules de transformation de coordonnées (longitude en ascension droite, 62) donneront L^ et p^ pour l'époque 1850. Puis on calculera de même Ny, Ny' et (p' pour l'époque 1850 -|- ^ et l'on transformera L^ et Pq en L' et p\
Pour les ascensions droites et déclinaisons, on pourra établir des formules semblables en passant par l'intermédiaire de réquateur de 1850. Ou bien on transformera les longitudes et latitudes en ascensions droites et déclinaisons et inversement
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Mais ces formules exactes ne sont nécessaires que pour les étoiles voisines du pôle. Pour les autres, les variations des coordonnées sont très petites, même pour un intervalle de plusieurs siècles, et Ton peut les considérer comme des difTérentielles.
Première approximation. — D'après l'observation, la latitude d'une étoile est à très peu près constante, et la longitude
augmente chaque année de 50^,2. On peut donc, pour obtenir
cUie d(Q
-rr et -j-> difTérentier les formules de transformation deL et
pen 0^ et (£) en y faisant :
Ces formules de transformation sont :
sinCO = sinp cosu -|- sina> cosp sin L cos(D sin A = — sin^sinu) -}- cospcoso) sinL cos (D cos A = cos p cos L
La première donne :
cos 00-^ = 8in<») cosp cosL-^
c^ sino) cosB cosL coso^ dh , ^ dh
"37 = h î rn = smo) cos JU -r
dt cos^cosL dt dt
^ = «r,16co8cA* La seconde donne :
008(0 COScA» -rr- — sinCDsineA* -37 =COSB COSo) COsL -r- =:COSa) cosdE) cosJU-r at at '^ dt dt
^ ^L , , ^, , rfoO rfL , . . dh
-^ ^^osiù-^ -f-tg(D tgcH» — = coso) -TT.-f-smwsmJl.tgdO-T--
dX
y = 46^03 + 20^.06 sinX tg(D.
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expressions de la forme
— = m + n tgOD sm «^
— = ncoso^,
quf? oous avons déduites empiriquement des observations. Deuxième approximation, — Ni p ni <o ne sont constants, et
la valeur — varie avec le temps. On, tiendra compte de ces variations en donnant à m et n des valeurs qui varient ellesmêmes avec le temps :
êlanl compté à partir de 1850.
Or ces valeurs de m et de n pourront s'obtenir de deux manières:
l*" Par la comparaison de deux Catalogues formés à deux époques éloignées. On a toujours :
OÙ —rr- et —TT sont les dérivées de -j- et •-77- en y considérant
dt^ dt^ dt dt ''
m, n, cllo et (£) comme variables. De ces équations, on déduit les valeurs de m et de n, â* Les valeurs de m et de n peuvent aussi se déduire des
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valeurs de ^^ ^^ *^ ^^ ^' P^'* ^^^ formules générales dont nous avons parlé d*abord, en les ramenant à la forme dernière.
La comparaison des valeurs obtenues à l'aide de milliers d*éloiles et de celles que donne Ja mécanique céleste fait connaître les corrections que doivent recevoir ces valeurs théoriques.
MOUVEMENT PROPRE DES ÉTOILES
76. Lorsqu'on a appliqué à la réductioi;i des positions moyennes à une époque déterminée les meilleures valeurs de la précession déduites de Tensemble des observations, on trouve que, pour beaucoup d'étoiles, les positions calculées ne concordent pas avec les positions observées.
En 1718, Halley constate que les latitudes d'Aldébaran, de Sinus et d'Arcturus diffèrent de celles qui résultent des observations d'Hipparque (128 av. J.-C.) de 33', 42' et 37' vers Iç sud. ' ^
En 1738, Jacques Cassini détermine la latitude d'Arcturus qui diffère de 2' de celle que Richer avait mesurée à Gayenne en 1671 ; au contraire, l'étoile tj du Bouvier, toute voisine de la première, n'a pas bougé. Plus tard, il découvre le mouvement en longitude de a de l'Aigle. ;
Aujourd'hui, il n'est presque pas d'étoile bien observée qui n'ait un mouvement propre. L'étendue de ces mouvements est d'ailleurs très variable, comme le montre le tableau sui-
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Tant indiquant Tamplitude do mouvement total en un an :
c Indien Sf
1830 Groombridge 6^974
Arcturus 2^,230
Sinus 1^234 (irrégulîer)
a Taureau (r.l85
Polaire (r,035
On ne peut tenir compte de ces mouvements dans la réduction des positions, qu'en les considérant comme proportionnels au temps. Les formules deviennent alors :
En outre des *'^c<>'^'*"^8-T--j-r-5->-r->-r^> il y a donc à calculer les coefficients a et p et il faut, par suite, observer les mêmes étoiles à trois époques différentes. Les valeurs de oc et p sont inscrites dans les Catalogues à la suite des positions moyennes des étoiles.
La détermination des mouvements propres est une des parties les plus importantes de l'astronomie. Combinée avec celle des distances (parallaxes annuelles), elle conduira à la connaissance des mouvements de circulation du système stellaire. On possède déjà des résultats importants relatifs à la translation du système solaire.
77. Mouvement de translation du Soleil. — Les mouvements propres des étoiles ne paraissent pas complètement
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indépendants. En ascension droite {fig. 74), le signe est + de 0»» à 6\ — de &" à 12\ — de iâ»» à iS"» et + de iS»» à 24^. Les étoiles semblent fuir le méridien de 18** et se rapprocher de celui de G**. En déclinaison, le signe du mouvement est en général — dans les i2 premières heures, -}* dans les 12 autres, quoique le sens soit pioins net dans l'hémisphère austral. Il semble donc exister une cause générale qui influe sur les mouvements propres observés. On trouve une explication de ce déplacement des étoiles en supposant le So-
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leil animé d'un mouvement de translation et les étoiles immobiles. Dans cette hypothèse, considérons une tangente à la trajectoire du Soleil au point qu'il occupe actuellement, et par cette tangente et une étoile faisons passer un pian; il coupe la sphère céleste suivant un grand cercle. Tous les cercles ainsi tracés se coupent en deux points opposés du ciel qui sont les extrémités de la tangente à la trajectoire solaire. Toutes les étoiles sembleront se déplacer sur ces grands cercles, en s'éloignant du point vers lequel marché le Soleil et se rapprochant du point opposé. La vitesse angulaire de ce déplacement sera :
0) = rr sin 8
tr désignant la vitesse linéaire du Soleil, D la distance de
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Fétoîle au Soleil, exprimées avec la même unité, et 8 représentant la distance angulaire de Tétoile au point de fuite.
Réciproquement, pour déterminer le point de fuite, il faudra, par le Soleil et la direction déterminée du mouvement de chaque étoile, faire passer des grands cercles, qui devront se couper suivant un même diamètre de la sphère.
Les mouvements propres réels des étoiles compliqueront le problême, parce que les grands cercles ne se couperont plus de même. Mais, dans Thypothèse même où le mouvement parallactique existerait seul, les erreurs d*observation feraient que tous les cercles ne se couperaient pas en un même point ; Tapplication du calcul des probabilités donnerait la position la plus probable de ce point. On considérera donc les mouvements réels des étoiles comme des erreurs, qui toutefois, en raison de leur grandeur, ne disparaîtront probablement que par la combinaison d*un grand nombre d'étoiles.
L'idée de la translation du Soleil, d'abord émise par Fontenelle, fut développée par Bradley (1748) et par Tobie Mayer (1760), qui essaya infructueusement d'en déduire la démonstration des mouvements propres de 90 étoiles observées par Rœmer et par La Caille. W. Herschel (1783 et 1805) fut plus heureux, bien qu'il n'employât que 7 étoiles d'abord, puis 36 étoiles de Maskelyne. Par une construction graphique, il obtint les valeurs suivantes des coordonnées du point de fuite :
JU = 245«52'3(r (ô = -f 40*22'
D'autres astronomes ont calculé depuië ces coordonnées par des méthodes plus précises, et en faisant intervenir un bien plus grand nombre d'étoiles. Les nombres obtenus dif-
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fèrent assez peu, comme le montre le tableau suivant :
Argelander (1837 — 390 étoiles). . . . Jl, = 259*47 ,6 Q = + 32*29',5
Galloway (1841 — élolles auslrales). . <JU = 260» 0',6 (0 = + 34*23',4
Airy et Dunkin (1167 étoiles) .... : X = 262-6l',0 (D = + 33*39'
Plommer (1883) .:.... môme résultat
Quant à la vitesse, elle se déduirait de pelle deâ étoiles situées sur le grand cercle perpendiculaire à la tregectoire solaire par la formule :
Hais on ne peut faire sur D que des hypothèses.
78. Mouvement propre radial. — Les observations purement astronomiques ne donnent que la composante du mouvement propre de Tétoile projeté sur la surface de la sphère céleste. 11 est possible de déterminer Tautre composante ou le mouvement propre radial par l'observation des spectres des étoiles.
Le mouvement d'une source lumineuse a en effet une influence sur la longueur d*onde de la lumière émise par
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cette source. Soient T la durée de vibration de la source S [flff' 75), V la vitesse de propagation de la lumière. Si la source est immobile, deux mouvements produits k deux époques distantes de T, sont parvenus an mém^ moment l'un:
AB = YT;=:X
Ces mouvements sont identiques et X est la longueur d'onde.
Si la source se déplace avec une vitesse u parallèle à la direction SA, au bout d'une période elle est venue en un point S' tel que :
SS' = tiT
Le mouvement qui devait se trouver en A se trouve en un point A' tel que :
AA' = tiT
et la nouvelle longueur d'onde est :
V =: VT — tiT = VT (l — ^)
Si la source se meut en sens opposé, on a
Quelle estrinQuence de ce changement de longueur d'onde sur la lumière des étoiles? La couleur de Tétoile n'est pas changée à moins que son spectre ne présente de larges intervalles obscurs. Car toutes les couleurs montent à la fois et à Irès peu près de la même quantité ; mais le violet extrême devient invisible, et à l'autre extrémité du spectre, des rayons CriloriBques invisibles deviennent lumineux. Mais si le spectre
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présenlef des lignes noires ou brillantes, elleç sont déplacées, et lear déplacement se manifeste par le défaut de coïncidence avec les lignes de même origine produites par une source terrestre.
Cette théorie est sans doute sujette à des objections graves ; mais le déplacement des lignes spectrales a été constaté dans la lumière des bords du Soleil, danô, oetle dçs planètes et des comètes. Il est donc permis de l'appliquer à la mesure du mouvement radial des étoiles. (Test ce qui a été fait d*abord par M. Huggins, puis à l'Observatoire de Greenwicb, et à Potsdam par M. Vogel, qui emploie la photographie à l'étude des spectres.
Toutes les étoiles se déplacent dans un sens ou dans l'autre avec des vitesses variant de 5 à 130 kilomètres. Sirius, après s'être éloigné, se rapproche depuis 1884.
M. Homann, appliquant la théorie du mouvement radial à la détermination du mouvement du Soleil, a trouvé pour sa vitesse la valeur de 24 kilomètres par seconde (15 milles).
Le point de fuite serait, diaprés lui, assez éloigné de celui que donnent les mouvements sur la sphère, mais la composante radiale n'est évidemment pas propre à le déterminer avec une grande précision.
Cette étude du déplacement des raies spectrales des étoiles a conduit à d'autres résultats importants. La variabilité régulière de certaines étoiles, Algol par exemple, a été attribuée à des éclipses partielles produites par le passage d'un satellite obscur. Si cette explication est exacte, le système étoile-satellite doit se mouvoir autour de son centre de gravité coipmun ; donc l'étoile doit se rapprocher et s'éloigner alternativen^eiit de nous. M. Vogel trouve en effet de tels mouvements à Algol.
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D*autres étoiles, telles qae a Vierge, qui ne varient pas d'éclat, montrent de semblables mouvements alternatifs. On est en droit d'en conclure qu*il existe autour de ces étoiles de gros satellites invisibles. Ainsi s'étendrait l'astronomie de rinvisible, inaugurée par les recherches de Bessel sur Sirius et de Le, Verrier sur Neptune.
CHAPITRE IX
79. Le but de la théorie est de déterminer à chaque instant la position du Soleil dans le ciel. Nous savons déjà qu*il décrit Técliptique et que la durée de sa révolution est Tannée tropique ; de plus, nous savons déterminer la position du point vernal et Tépoque de Téquinoxe.
80. Variations de la longitude et du diamètre appa^ rent du Soleil. — Si le mouvement du Soleil dans récliptique était uniforme, on calculerait immédiatement sa longitude à une époque quelconque t. Soit T la durée de la révolution ; le moyen mouvement, c'est-à-dire le déplacement angulaire pendant l'unité de temps, ou pendant un jour moyen, sera :
2ic étant le nombre de secondes d'arc, 1296000, compris dans une circonférence. * . '
En comptant le temps à partir de l'équinoxe pourleqael L = Qt on aurait alors pour la longitude du Soleil à Tépoque l :
Si Ton comptait le temps à partir d*une époque qmkoiMiue
où la longitude est L^, on aurait :
Lq s'appelle la longitude de Tépoque.
Or, si de robaervation des ascensions droites et des déclinalsonsj on déduit pour chaque jour de Tannée la longitude du centre du Soleil, et que, partant de la même origine, on calcule la longitude parla formule précédente, on trouve des écarta considérables entre le calcul et Tobservation. La différence entre l'observation et le calcul est positive à partir du !•' janvier, croit jusque vers Téquinoxe de printemps, décroît, s'annule vers le l" juillet, devient négative, passe par un maximum en valeur absolue égal et de sens contraire au précédent, puis décroît et s'annule au ("janvier. Si Ton représente ces résultats par une construction graphique, en portant en abcisses les temps, en ordonnées les longitudes, on obtient, au lieu de la droite AB (/î^.76} correspondant à la formule
L^Lo + nt
Fig, 76.
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une courbe sinusoïdale, qui est très exactement représentée par la formule :
L = Lo + n^ + 1*56' sih {Lo+ n^— iSO" 21')
Le terme ajouté k L^ -{- nt porte le nom d'éqiuUton du centre.
Cette dénomination provient d'une hypothèse faile par les anciens astronomes: ils supposaient que le Soleil se meut uniformément sur un cercle dont le centre G {ftg. 77) était à une certaine distance de la Terre T. Dans ces conditions, la longitude du Soleil au temps t, comptée à partir de la direction
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du diamètre CT, est l'angle STA. L'angle au centre SCA est proportionnel au temps :
et Ton a
Soit
SCA = n*
STA = L = SCA + CST = nt+ CST.
CS = a, TS = r, CT=rf, CSTp; on a, dans le triangle CST :
sinp ûnnt
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d'oùf avec une approximation suffisante :
p = - 8in ni
ou
p =z e sirint
tn appelant e le rapport- ou — On a alors
L = n/ + ^ sinn^
Les extrémités du diamètre AB sont le périmée et Vapogée. Cesdeux points jouissent de la propriété d'être & ISO^Tun de l'autre, et de couper l'orbite en deux parties égales qui sont [parcourues dans le même temps. Cette propriété peut servir à les déterminer (Kepler).
En même temps que sa longitude, le diamètre apparent du Soleil varie. Il atteint sa valeur maximum 32'32'' au 1^' janvier, et sa valeur^minimum 3i'28'' au i" juillet. Il en réisuUe que la distance du centre de la Terre au centre du Soleil, ou le rayon vecteur du Soleil, varie dans le cours de Tannée.
81. Détôrminatlon du mouvement du Soleil. — Le -mouvement du Soleil sera connu lorsqu^on aura déterminé : f sa vitesse angulaire à un moment quelconque; 2® la valeur relative de son rayon vecteur.
1* Si la loi du mouvement du Soleil était connue et représentée par Téquation :
L=rW
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on aurait pour la vitesse angulaire <i> à l'époque i '
Si l'on prend A = 1 jour, on aura à peu près : ■
la différence t^ — t^ étant égale & un jour.
Une valeur plus exacte de <i> sera obtenue en prenant pour la longitude une formule parabolique : ^ -^
L = a -f d* + cfi
dont on déterminera les coefficients a, ,6, c au moyen d'observations de longitudes L-j, L-|, Lq, L^, Lj, correspondant aux époques équidistantes ^^,^-4, ^o» h^ ^r ^^ ^^ déduira alors:
. . ta = b + 2cL
2® L'observation des diamètres angulaires donne des quaU-
FiK. 78.
tités inversement proportionnelles aux rayons vecteurs. On a, en effet, dans le triangle 1*AS {flç. 78), où S représente le Soleil et T la Terre:
sinD 4
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d*oùy avec ane approximation suffisante :
r On en dédait,en déngnant par A ane constante,
on
en posant:
r = hq,
Si Ton détermine les valeurs g', j', ^*,... de q pour les époques auxquelles correspondent les vitesses angulaires »'» »", «*,... on trouve que :
Or, quelle que soit la courbe plane décrite par le Soleil, Taire dA décrite par le rayon vecteur dans le temps cU a pour expression :
rfA = — r»« = Y h^q^iû.
Donc dk est proportionnelle à dt et Ton a :
A=Ct + C\
C et C désignant deux constantes.
C'est la première loi de Kepler, qui s'énonce ainsi : Première loi. — Le Soleil décrit autour de la Terre une
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courbe plane, et l'aire tracée par le rayon vecteur croit proportionnellement au temps.
Cette première relation entre L, r et t peut s'écrire :
(1) |HdL=:C(ft
puisque ;
dL
11 suffit d'en trouver une deuxième»
Si, d'après les observations des longitudes et des diamètres apparents, on construit une courbe semblable à celle que décrit le Soleil, on remarque que cette courbe ressemble à une ellipse dont la Terre occuperait un foyer. On vérifie par le calcul ce résultat approché. Pour cela, on emploie la for-, mule connue du rayon vecteur d'une ellipse rapportée à son foyer:
^^ i + eco8(L — ct)
Elle contient deux constantes, Texcentricité e, et la longiiode xs du sommet voisin de la Terre, ou périgée, que l'on cherche à déterminer de manière à satisfaire aux observations ; on laisse arbitraire a, longueur inconnue du demi-grand axe de l'ellipse. '
On obtient alors le système d'équations suivantes :
r ^r cosL. ^ coscr + r sinL. e sin cf = a (i — c*) = p r' +/ cos L'. e coscr + r' sin L'. e siau = p
Goo
Elles contiennent trois inconnues, e coscr, e sxnu et p. En rapportant les observations & Téquinoxe moyen du i^ janvier 1850 (janvier 1850, 0), on trouvé que l'ensemble des équations est yériflé^par les valeurs :
xs = 280^2i'40'^0 e = 0,01677046.
Ainsi se trouve établie cette nouvelle loi :
Deuxième loi. — Le Soleil décrit une ellipse dont la Terre occupe un des foyers.
La valeur de la constante des aires G se déduit de cette deuxième loi de Kepler. L*aire de Tellipse dont la valeur est
Bst décrite dans le temps T ; donc Taire décrite dans l'unité de tâinps est
2^ yTZT? == ^ a* ^^^-y-^ = 2 na Wi — «*/
n étant le moyen mouvement défini précédemment. Donc
dans le temps dt^ Taire décrite est ^ na^dt vl—ê^, et Téquation (i) devient :
V étant l'angle du rayon vecteur avec le grand axe, compté à partir du périgée ; c'est Vanomalie vraie dont la valeur est L ^ C7, L étant augmenté au besoin de 360®.
Le mouvement du Soleil est- ainsi- déterminé par les- rela-
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lions (2) et (3). La position sera connue à une époque quel* conque t, si Ton connaît sa longitude à l'époque 0.
82. Problème de Kepler. — Au moyen des relations (2) et (3) y déterminer, à une époque quelconque t^ la longitude L et le rayon vecteur du centre du Soleil. Le temps t est compté à partir du périgée.
Pendant un intervalle de temps égal à t^ le rayon vecteur joignant le centre du Soleil à celui de la Terre décrit une aire dont l'expression est
et que Ton peut calculer. Le problème' est donc ramené an suivant :
Étant donnée l'aire d'un
secteur elliptique, trouver y
l'angle en T et le rayon vec- - //
teur TS {/îg. 79). ^
L'ellipse d'excentricité e
et de grand axe ^ est la
Flg. 79.
projection d'un cercle de rayon a, dont le plan fait avec celui de l'ellipse un angle <f tel que :.
sin.(p = e, ...
cos® = yl — e*,
Donc, le secteur elliptique t^TS est la projection du secteur circulaire crl^S'., Pc^r suite : .
ctTS=jjTS'V4— «'
su THÉORIE DU SOLEIL
Or:
Secteur tyTS' = Secteur oCS' — triangle CTS'
= ^a*w — ^a,aê gin m = 5 a* (ti — eAnu).
Secteur ctTS = r a* V* — e* (1 — sin tl^,
D*où l'on conclut :
5 a» Vi— «* (w — « sinu) = i na^ Vl — «*i
ou :
(1) «^ = Ç = ti — « sin u.
L*angle u, ou Tangle oGS' de la figure, porte le nom d'onoma/t^ eœcentriqtte; n^ = Ç est Tanoma/t^ moyenne: c'est l'anomalie (ou Tangle avec Ter) d'un point qui, partant du périgée zj en même temps que le Soleil, se mouvrait uniformément autour de T. Cet angle n*est pas représenté sur la figure.
Pour avoir l'expression du rayon vecteur TS correspondant à la position S du Soleil à l'époque t^ appliquons la formule
r=: a — ea
donnée dans la théorie des foyers et dans laquelle œ désigne l'abscisse du point S. 11 vient :
(2) r = a{l — e cosm).
La connaissance de r et u conduit à celle de L. En effet : t> = L — cr.
PROBLÈME M KBPLfiR 21S
Or:
Donc :
1 — e C08U Par suite :
1^ étant connu, on en déduit :
L = t> -(- nr.
Le problème est ainsi résolu d'une manière rigoureuse par les équations (i), (2) et (3). La solution suppose seulement que les observations ont fait connaître :
i* Le moyen mouvement n ;
2^ La longitude xs du périgée ;
3* L*excentrîcité e;
4® L'époque où le Soleil a passé au périgée, époque à partir de laquelle nous comptons le temps.
La seule difficulté qu'on rencontre dans ce problème est la résolution de l'équation transcendante
Ç = u — tfsinti,
ou de son équivalente :
dans laquelle ( et ti sont exprimés en secondes et où le
rapport
s'appelle la yalear de l'excentricité en secondes. :
I. Calcul de u. — Pour calculer u, il faut résoudre l'équation :
Ç = M — 6 sin ti, ou : . .
u^:^-}- esinu.
On voit d'abord que pour Ç :ir o, m = o ; pour Ç == i80», u = 180*. L'anomalie vraie, l'anomalie excentrique et l'anomalie moyenne passent simultanément par les valeurs 0® et 180^. L'anomalie excentrique est toujours un peu plus grande que ; de O"" à 180% un peu plus petite de 180<' k3W.
La dérivée de u — e sin u par rapport à u, 1 ^^ e cos t4, est toujours positive ; donc, u croissant de 0® & 360^, u — e sin u croîtra constamment.
Par conséquent deux valeurs de u, qui rendront Tune u — 6 sin u plus petit que C et Tautre plus grand, comprendront la valeur cherchée de ti. Il est donc facile d'avoir une valeur approchée de ti. 11 reste à la corriger. On prend d'abord
' sml '
soit Uq la valeur obtenue, valeur qui -n'est qu'approchée, et œ la correction qu'il faut lui faire subir pour avoir la valeur exacte. On a alors :
Ç = ^K + «?) — ^ù — « siuMo + ^ (1 ^ «COSflô)
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en se bornant an premier terme dn développement. : - Par suite :
Ç — K — « «n"o) = 5o = ^ (4 — « cos ti^), D'où:
- e cos ti0
Connaissant ti^, cette dernière équation fournit œ et par suite une valeur u^ -f- a; plus approctiée que t^^ ; on calcule la nouvelle valeur de a? , qui en résulte, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on arrive à $o = o.
Méthode de Oauss. — r Ganss traite le problème en se servant des différences tabulaires au lieu des dérivées, t^^ désignant la valeur approchée de u déduite de (i), on cherche dans les tables log sin Uq et la dittérence tabulaire X pour- 1"^ ; Uq devenant t^^ -f- a?, la différence devient :
log sin (uo + 0?) — log sintt^ = dz >i?.
D'autre part, on cherche log é et l'on calcule la quantité :
log-T— T^smuA»
^sml ^
Cherchons le nombre correspondant, et soit (a la différence tabulaire dans la table des logarithmes des nombres. On a.:
jjfp8in(«. + «)-^,8in«;
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Donc : .
^ • / I » e . 'Xoo
le signe -f- correspondant à une valeur de u^ comprise xians le premier ou le quatrième quadrant, le signe — au deuxième ou au troisième quadrant.
D'après cela, TéquatioA :
• ç = Uo + ay — j4p8inK-fa?) devient :
*' * sm i JA
ou ;
".*8ml " [* xH»/
Par suite :
On calculera comme précédemment plusieurs valeurs sucbesâiveô de œ jusqu'à ce que \ soit nul.
II. Calcul db L — cr bt r. — Ayant la valeur de w, on caK eule 9 ou L — cj et r par les formules :
r = a (i — e cosu),
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OU bien :
. y/ràn — ^ = V«(4 +«) sin 5 «*» .
^ CO8 "7 ^ = Vg (^ — g) C08^ u.
On introduit souvent au lieu de «,rangle f dont le sinus est égal à e.
Pour le Soleil,
On a alors :
y/T+ê = Vi+8in(p = V^ cosf 45* — 5 t)' Vl— « = Vi — siû (p = V2 sîn (45*» — I (pV
On en déduit :
• 'tg|(L-CT) = tg(45«+|ç)t«|ti,
Vr sin I (L— ct) = V2« cos ^45* — ^ (pj sin I u,
Vr cos 5 (L — cy) = V^ sîn (^S« — 5 ?) cos g ti,
d'où, en multipliant :
r 8in(L — xs) = a cosç sin ti,
et, en faisant ^a différence des carrés :
i(I^ij)=2arsin«(45*--|Y)co8»|— C08»^«^
rcos
290 THÉORIR BU SOLEIL
ou
ÎÎL Calcoî de JU et ûÉ). ^ On efiTeclue ensuite le calcul de «Hi et CD par les formules :
tgX = tgL COSd),
sin (D = sin L sin <i>.
La première formule se développe en série :
•I9 — L — tg* ^ o> 8in2L + 3 Ig^ 5 o> sin 4L -^ . . . . . .
ou : - ' ; . . ;
<Jl, = L + R
Celte quantité R qu'il faut ajouter à L s'appelle la réduction àféquateur.^d^yeAeuresi:
R = — Ig'^wsînîL-f ^tg^- a)8in4L—
83. Elémentsnécessairespour déterminer la position du Soleil. — La' solution complète du problème exige la connaissance de sept éléments :
1" et â**, «> et la position de y (c'est-à-dire l'ascension droite d'une étoilej^qui fixent la position du plan de l'orbite ;
3^^ m longitude du périgée, qui tixe la position du grand axe de Torbite ;
4^ et 50, é et a, qui fixent la forme deTorbite elliptique! Pour l'orbite du Soleil dont le grand axe est pris pour unité, a est égalai;-
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6**, n, qui détermine la vitesse dans l'orbite et la durée de la révolution sidérale^
7^, L^époque du périgée, à partir de laquelle se compte le temps t." . ! . , ]
Nous retrouverons les mêmes éléments pour déterminer la position d'une planète. Hais ils.se réduiront en réalité à six ; car la troisième loi de Kepler établit une relation entre le demi-grand axe a et la durée T de la révolution sidérale ou
le moyen mouvement — == n. > ' .> .
Les longitudes sont comptées de Téquinoxe fixe de Tépoque. La durée T est donc la révolution sidérale^ n le moyen mouvement sidéral dans Tunité de temps, jour moyen ou jour sidéral, et Ton a suivant les cas :
T = 365,2564 ou
84. Formules développées en séries. — La méthode précédente est applicable dans tous les cas; c'est même la plus commode pour calculer un lieu du Soleil. Mais si Ton veut en calculer uil grand nombre, comme on doit le faire pour établir une éphéméride, il est avantageux de profiter de la petitesse de e pour développer m, r et L suivant les puissances de e.
On emploie dans ce but la formule de Lagrange : elle sert à développer mie fonction F(^), z étant donné par Téquation
Z=X'\'<lf[z), .
où/ désigne une fonction donnée quelconque et a une quantité
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conâtanle très petite par rapport aux puissances de laquelle il faut développer F {z), La formule est j:
8i F{x) ee réduit &t, elle devient :
1^ Développement dêu. — D'apréd la formule :
u== Ç-j- e smu
on a :
f[u) = sinu
el par suite ;
Pour former les dérivées de sin^Ç, sin^Ç, , on remplace
les puissances des sinus par les sinus et cosinus des multiples il6 Tare, en se servant des formules :
smC =
cosÇ =
où Ton a :
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En cakulant les puissances, on trouve :
— 2 8in*Ç = coô2Ç — 1
— 4sin>Ç = siû3C — 3 siaÇ
8 sin ^Ç = C084Ç — 4 cosîÇ + 3 16 sin K = 8in5C — 5 8in3Ç + 10 sin Ç
On en déduit :
d sin *Ç
rf»8in»Ç 3 . , , 9 . -_
^-^1^ =s _ 4 sinâi: 4- 8 8ifl4î:
d^sin»!: 5 . _ 405 . -_ , 625 . „_ -^^ = g8inÇ-^8in3Ç + -j^8m5C
On obtiendrait de même les valeurs des puissances successives de cos C et de leurs dérivées.
Le développement cherché est donc :
M = Ç + ô »in Ç — I c* sinîÇ + ^ (— § ^^^'^ "^ 8 ^^'^^O
+ e^(-g8in2Ç4-|8m4;)
+ ^(ïfe'''''^-i^'^^^+li'^^^^) +
2® DévelcppemerU der. -^ D'après la formule : r = a (1 — e cosu)
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on est conduit à faire dans la formule de Lagrange :
f{u) = sin u —
On a alow :-
^ . ^y e* d sin *Ç coaii = cosÇ — c sin % — j-g — ^=
~ i.2...m dti'^-*
On en déduit :
gm+4 tf^"<8in^+^^ + 1.2...W rfC"»-* "*■
En remplaçant comme plus haut les puissances des sinus par leâ ginus et cosinus des multiples de Ci on obtient pour le développement cherché :
^= 1 - e cosï +éî»Q-|co8 2ç) + c» (|cosÇ -^cos3ç)
+ ô^^|cos2Ç-.|cos4ç) + ^^(-î|co3Ç + ^co8 3i:-||cos5ç) +
3** BéveloppeTnentdeLou de v. — On a, d*après Texpression connue de la loi des aires :
r* dv = na^ ^i — e^ dt
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OU bien :
On en déduit :
Pour trouver le développement de
il faut faire dans la formule de Lagrange F (u) = (1 — ecosu)-*.
11 est vrai que F(u) contient alors e explicitement; mais la formule de Lagrange s'applique à la condition de considérer e comme un paramètre constant qui ne s'annule pas dan8F(u)«. On a alors :
(1 — e cosa?)'* f [u) = sin u a = «
et, par suite :
-5 = (1 — c costt)-* = {i — e cos Ç)-* — r; r^
H ^ ^ ^ ' (i — ecosÇ)*
« d sin*Ç
rf?;(i ^e cos 03
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OU, en se bornant aux termes en e^ :
^ = 1 + 2tf cosÇ ^- 3e^ cos'Ç + Ae^ C08« Ç — 2e'sin^Ç(l + 3«co8Ç) -éî»|8in3Ç,
uu, en introduisant les multiples de Ç :
^= 1 + 2e cosÇ +5C*+|e» C082Ç + e» cosSÇ
— c' + c* cosîÇ + s «' C08 Ç + 5 e* C083Ç
+ - c^ cos3 Ç — 7 e^ cosÇ, 4 4
et, en ordonnant :
^*=l+2ecoBÏ+^^(|+|cos2ç)+e3^|cosÇ+jC083i:y On a donc :
rfiî ^ [^1 + 2e cosÇ + ^' (I + 1 cosâç)
+ e^ 0COSÇ + jcos3ç)](i -ie» + ...)rf; ou, PU se bornant toujours aux termes en e' : rf<j= ri+2ecos!;+|c»co82î+e3 ^— ^cos!;^-^cos3^;^1 dÇ et, en intëgrant.:
''='^.+^+^*'"'^-f-r'8in2!: + c»(-i8in!;+j|8in3ç)
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C désignant une constante ; mais, pour C = o, on a v = o. Donc :
C==o D'ailleurs :
L = t? + zj
Donc, le développement de L est :
L=n/^.CT+2^8inÇ+|e»sin2Ç+ô»(~J8inÇ+J|sin3l;^+..•
série qui permet de calculer L pour chaque valeur de t ou de Zy t étant compté à partir du moment du périgée. On peut écrire cette formule :
L = Lo + C
Le premier terme L^, dont la valeur est w<-f- ny, est proportionnel au temps ; c'est la longUiuie moyenne ; le second C, appelé équation du centre, se compose de tous les termes du développement de L qui contiennent e ; il est périodique et sa période est âir.
85. Soleil flotif. — Soit un Soleil fictif S4 partant du du périgée à Forigine du temps et parcourant uniformément l'écliptique dans le même temps que le Soleil vrai S. La longitude de S| sera à chaque instant égale à la longitude moyenne L^ du Soleil vrai. La distance angulaire de ces deux Soleils sera C ou Téquation du centre. Leurs distances angulaires au périgée seront t? pour le Soleil vrai, C pour le Soleil fictif. Du périgée à l'apogéie^ S précède S| ; ils passent
âSS
ensenible à Tapogée ; dans la deuxième moitié de Forbite, S^ précède S cl l'écart repasse par les mêmes valeurs, en sens
inverse, que dans la première moitié.
Si Ton compte le temps à partir d'une origine quelconque, à laquelle S^ occupe la position Sq {/ig.
80), et si ^^j est l'épo-
que du passage au périgée comptée de la même origine, il faut, dans la valeur de L remplacer ^ par < — ^^ ; la longitude moyenne L^ devient :
Or OD a :
Donc
Lo = n/ — w/o + CT.
cy = YP'P, nt^ = SoPT.
ny — n^o "= SqY = e.
en appelant l la longitude moyenne du Soleil à Tépoque originCî ou ïongilude moyenne de tépoque.
On a donc :
Quant à;, il a pour valeur
nt — n/o = yî< + e — cy.
Les développements en séries qui précèdent, permettent de calculer L et r pour une époque quelconque. On passe ensuite
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aux valeurs de JU et CD par les formules :
X=:L-fR = Lo + C + R, R désignant la réduction à Féquateur, et :
sin Od = sin L sin (i>.
Détermination des éléments du Soleil. — On
emploie pour cette détermination les mêmes développements en série. On peut écrire :
ou
L = n< + e -f- 2e sin (n< + « — «u) + E,
E désignant une quantité très petite, qu'il suffit de calculer avec des valeurs approchées des éléments. Les quatre quantités inconnues qu'il s'agit de déterminer sont : n, e, « et CT.
On pose :
07 = 2^ sin (e — ct), . y = 2e cos(e — cj),
et Ton a alors :
L =: w< + 6 + ^ cosn^ + y sinn^ -f E.
1® On détermine n par l'observation des longitudes L et \J à deux époques t et ^, aussi distantes que possible, auxquelles le Soleil revient k la même longitude, ou à des longitudes presque égales, telles que G = G. Le nombre de jours moyens compris entre ^ et i étant /' — t, le Soleil a fait un nombre de tours déterminé et une fraction de tour L' — L,
qui représentent un nombre N de secondes d'arc. En divisant N par t'— ^, on a le moyen mouvement en un jour.
Ce moyen mouvement est le mouvement tropique ou équinoxial, puisque les longitudes sont comptées & partir de Téquinoxe mobile. Sa valeur est :
En divisant 2ic par cette valeur, on a la durée de Tannée tropique ou l'intervalle du temps au bout duquel la longitude a augmenté de 360*. C'est ainsi que Le Verrier, par la comparafson des observations de Bradley aux observations actuelles a trouvé pour durée de cette année :
Nous avons vu (74, II) comment on déduit de là Tannée sidérale, qui renferme
On en tire le moyen mouvement sidéral en un jour moyen qui est de
Sa valeur est constante ; c'est celui qu'il faut introduire dans le calcul de C*
2* On fait trois observations, Tune à Tépoque arbitraire t= Ofle 1*' janvier, par exemple, la deuxième 122 jours après, le 3 mai, la dernière 244 jours après, le 2 septembre ; on obtient ainsi les 3 relations :
(2) c 4- 122n 4" œ cos 122n + y sin I22n = L' — E'
(3) « + 244n -f- ce C08244n + y sin244n = L'' — E'
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OÙ E, E^ E" ont été calculés avec des vateurs approchées des éléments. En retranchant (i) de (2) et de (3), n étant connu, on a deux équations qui donnent oo et y.
On déduit ensuite 6, puis e — u et e.
Pour corriger les valeurs des éléments ainsi obtenues, on se sert d*un grand nombre d'observations. Soient Sn, 8s, le et Ixs les corrections de ces éléments ; on a :
L— E=(no + 8n)«+«o-f-5«+2(eo+8«)8in(Wo^+e,— CTo)
+2^0 cos(no<+eo— CTo) (<Sn-f-5e— 8ct)
en négligeant les carrés et produits des corrections. Cette formule s'écrit :
tô'/t-f-5e+^^8in(no*+«« — ^o) — no^ — eo — 2ôo8in(no<+6o— CTo)
ou, en écrivante) pourn./ + «o — CTo :
<8n(l +2<?o co8Ço)+Be (1 H-â^oCOsC)
-f-28e8inÇo— 5cj.2ôoC08C>=L— E — njt—t^ — ScoSinÇo.
Les valeurs n^, e^, e^ et xs^ étant déjà très approchées, le second membre est très petit et se calcule avec une exactitude bien suffisante. On a alors entre les inconnues 8n, 8c, 8^ et8cT un système d'équations du premier degré^ qu'on résout par la méthode des moindres carrés ou par celle deCauchy.
On obtient ainsi au i*' janvier 1850, à midi moyen (janvier 1850,0), en prenant pour plan fixe Técliptique fixe de l'époque et pour origine l'équinoxe moyen de la même
époque, les valeurs :
(p = 3459'S28 où n désigne le moyen mouvement sidéral. On a d'ailleurs :
87. Perturbations du mouvement elliptique dn Soleil. — Les actions de la Lune et des planètes font varier progressivement les éléments du Soleil, de sorte que l'ellipse solaire se déplace et se déforme continuellement. La théorie donne les lois de ces inégalités dont les unes sont séculaires, et les autres périodiques.
1® La latitude du Soleil n'est pas nulle, mais varie de ±0", 8 : le plan de Torbite a donc un mouvement de balancement ;
2** Le grand axe de l'orbite se déplace d'un mouvement direct de 11",47 par an; par suite, le périgée marche à la rencontre du point y ;
3» L'excentricité diminue : sa valeur est donnée par la formule :
où t est exprimé en années juliennes;
4® Le grand axe et le moyen mouvement sidéral (par suite, la durée de la révolution sidérale) ne subissent que de très
VALEUR DE » ET CJ A l'ÉPOQUE t 233
légères inégalités périodiques dont la période est assez courte.
Par suite de ces variations et de la précession, le périgée qui est actuellement en hiver, aura lieu successivement au printemps, puis en été, etc.. La durée des saisons varie donc, et Tété, qui est maintenant la plus longue, deviendra dans la suite des siècles, la plus courte, puis augmentera de nouveau de durée.
Valeur des longitudes e et ci rapportées à une
époque t. — Les longitudes e et C7 sont rapportées à Téquinoxe moyen de 1850,0. Si Ton veut les rapporter à Técliptique et à Téquinoxe moyens d*une époque quelconque ^ comptée à partir de 1850, il faut tenir compte à la fois de la précession générale et des perturbations.
1** Longitude moyenne de t époque, e. — Au bout d'une année julienne de 365 j, 25 elle a augmenté de
En même temps, Téquinoxe a rétrogradé de
Donc, après t années, e est devenu :
2® LongittAde du périgée, tar. — Le mouvement direct du périgée qui est d'à peu près ir',47, s'ajoute à la précession et l'on a :
m THÉORIE DU SOLEIL
L'inlerralle de temps qui 8*écoule entre deux retours conséetitifs du Soleil au périgée a reçu le nom d'année anomaUs- Uqué. Sa valeur est
JU = L + R
R désignant la réduction à Téquateur et ' L = Lo + C,
Lo désignant la longitude moyenne, qui est égale à n£ -f i, et G Téquation du centre. On a donc :
X = Lo + G + R.
Lo croit proportionnellement au temps, mais G et R sont des quantités périodiques. Donc, l'intervalle de deux midis vrais, ou le jour vrai, n'est pas constant. De même, l'heure vraie, angle horaire du Soleil vrai, ne croît pas uniformément.
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La durée du jour vrai est égale à celle du jour sidéral augmentée de Ja différence des ascensions droites du Soleil vrai h deux pai^Bages successifs, réduite en temps sidéral. Soit 6 la durée il\i jour sidéral, on aura pour la différence ^ — t des temps des deux passages :
r-t=fj + l[n{t^^ t) +C + R'-(G+ R)] d*où:
Si l'on prend = iJ"^-, on a
et t' — î Çbl donné en fractions de jour.
Prenons ô = 86 400» ; n sera alors le moyen mouvement ep 1* sidérale et nous aurons :
f — (m compose donc d'une partie constante qui est 1296000*
JOUR SOLAIRE MOYEN
OU d'une manière générale :
et d'une partie variable.
90. Jour solaire moyen. — Le Soleil fictif S^ , qui part du périgée en même temps que le Soleil vrai et parcourt Técliptique d'un mouvement uniforme, a pour longitude L^. Son ascension droite est :
t^o^ = LiQ -j— R
et sa projection sur l'équateur n'a pas un mouvement uniforme.
Soit un deuxième Soleil fictif S;„ partant de l'équinoxe moyen du printemps au moment où S| y arrive et parcourant l'équateur d'un mouvement uniforme de manière à revenir en même temps que S| au point vernal ; son ascension droite croîtra proportionnellement au temps et sera :
0lU;« = Lo = «^ + «.
Le moment du passage au méridien de ce Soleil est le midi moyen ; le jour moyen, intervalle de deux passages consécutifs, est constant. L'heure moyenne est l'angle horaire de S;,», qui croit proportionnellement au temps.
La partie constante de la durée du jour solaire vrai (89) est la durée du jour moyen en secondes sidérales. Car le calcul de la duréede ce jour est exactement le même que précédemment^ à cela près que les termes en C -j- R sont nuls.
Au bout d'une année tropique, C -f- R reprend exactement
GoogI
la même valeur; la somme des durées des jours vrais qui composent Tanoée est donc égale à la somme des durées des jours moyens et, comme le nombre des jours vrais est le même que celui des jours moyens, on en conclut que le jour moyen est la moyenne des jours vrais dans lé cours d'une muÊâfà tropique, ce qui légitime la définition que nous avons donnée avtrttois du jour moyen.
L'origine du CempSi janvier 1850,0, est le moment où le Soleil moyen passe an méridien de Paris; il avait à ce moment pour ascension droite :
Cette ascension droite réduite en temps est aussi rbeore sidérale à Paris à midi moyen de janvier [l** janvier civil).
91. Temps sidéral et temps moyen. — Le temps sidéral à midi moyen est Tascension droite du Soleil moyen à son passage au méridien ; il se compte à partir du passage de Téquinoxe vrai au méridien. Il faut donc à Tascension droite <X>m (1850, 0) ajouter d'abord le déplacement pt + p't* de l'équinoxe moyen pendant l'intervalle de t années Juliennes, puis y ajouter la nutation W projetée sqr l'équateur ou V cos 0). Xm a donc pour valeur à Fépoque 1850 -^i:
X„, = 280°46'43'',51 + 1295977^38/ + p^ + pi^ + V cosiû. A.^ = 280•46'43'^51 + 1296027'^616/+0'^000113^+Vcosa).
Dans cette formule, t est compté en années juliennes de 365,26 jours moyens; pour le compter en jours moyens à
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partir deiSBOA iïtëak ■ iii|JiHf t par ^jgT^^
J^^ = 280»46'43^,5i + 354r,33023< + 1M3A* + V cosco, en posant :
iOOA= '
On aura ainsi le temps sidéral à midi moyen à Paris,
chaque jour, en faisant ^ = 1, 2, 3, à partir de 1850,0;
on convertira les secondes d'arc en temps sidéral en divisant par 15.
En un lieu de longitude ^ il faudra exprimer cette longitude en temps (jours moyens) et calculer la variation de Xm pendant ce temps, dont la valeur est
On devra ensuite ajouter ce produit à l'expression de fA»m pour Paris, ou le retrancher, suivant que la longitude sera occidentale ou orientale.
Dans le cours d'une année, les termes l*', 13 A* et V cos» varient très peu ; Taccroissement diurne de JL^ se réduit, sans erreur sensible, à
3548^,33023 ou
3»56%555 de temps sidéral.
Ces formules permettent de construire des Tables du temps sidéral à midi moyen.
Conversion du temps sidéral en temps mot/en^ et récipro'^.
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quemênL — 1* Soient t Theure sidérale donnée, fA»^ le temps sîdÉral t midi moyen ; t — dli»;» mesure le temps sidéral écoulé depois midi moyen ; il sufBt d'exprimer cet intervalle en temps moyen.
Or, on a l'égalité :
li «d. _ £j.«. _ 3. 55.^907
le second terme désignant des secondes de temps moyen. A l'aide de celle formule on calcule une table donnant les quantités à retrancher du temps sidéral pour avoir le temps moyen (*).
2** Soit t rheure moyenne donnée ; c'est le temps écoulé depuis midi moyen. On le convertit en temps sidéral en ajouta ni 3'°5rï%o55 sidérales pour 24 heures. Des tables donnent les corrections ainsi calculées. Puis on ajoute ce temps au temps sidéral ^^^^ à midi moyen.
Le lemps sidéral est égal au temps moyen une fois par an à réquinoxQ de printemps. Il avance ensuite chaque jour de 3*5ti\5o3. Cette quantité porte le nom ù! accélération des
^. Temps moyen et temps vrai. - L'ascension droite du Soleil vrai à midi moyen, comptée de l'équinoxe vrai de répoque <R50-{- ty est, en temps sidéral :
Ji^^280H6'43^51 +3548,330^+r,i3A»-|- V + G+ R.
(t) Cus tables se trouvenidans la ConnaUsance des temps et le NatUical
TEMPS MOYEN ^T TEMPS VRAI
On construit une table de ses valeurs.
Il faut avoir l'ascension droite du Soleil vrai au moment de son passage au méridien, ou à midi vrai, c'est-à-dire calculer le moment où Tascension droite devient égale au temps 8idéral(*). Pour cela on calcule plusieurs Xq consécutifs, X-j, JL-4, «^0, X^jX^el leurs différences premières et secondes.
L'ascension droite à un temps sidéral t après le midi moyen sera :
D'ailleurs, on devra avoir :
^m (y compris les termes en V) étant le temps sidéral à midi moyen et t désignant l'intervalle de temps écoulé entre le midi moyen et le raidi vrai.
La formule précédente donnera alors^ en se bornant aux différences secondes :
Xq + tAX +^^^q=-^ A>X =X„, + x
Mais A^X est plus petit qu'une seconde et t, exprimé en fractions de jour, vaut au plus 0,01 ; on peut donc négliger les différences secondes et écrire :
Xq + tAX = X;» + t
(}) Ce problème se présente souvent en astronomie pratique. Étant donnée Péphéméride d'un astre mobile, planète ou comète, c*est-à-dire une table de son ascension droite et dé sa déclinaison- à midi (ou minuit) moyen, calculer le temps du passage de Taslre au méridien et sa déclinaison à ce moment*
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Un en déduit :
e)v>Q ~~" Jv>ff
1 — AcAo Od a donc, pour valeur de l'ascension droite cherchée :
Il importe de remarquer que, AX étant la variation de JUq en un jour, t représente aussi une fraction de jour.
I On connaît donc les 3 ascensions droites sui-
I vantes :
JLjn* temps sidéral à midi moyen ou ascension droite du Soleil moyen à
K J^ Am.
Fig. 81.
f midi moyen.
Xq, ascension droite du Soleil vrai à midi moyen.
Xf,, temps sidérai à midi vrai ou ascension droite du Soleil vrai à midi vrai. A midi vrai, le Soleil vrai étant au méridien {/îg. 81), on a :
My = X„.
La différence JU^ — X^ est Tangle horaire du Soleil moyen À midi vr6Û ; c'est ce qu*il faut ajouter au temps vrai pour avoir le temps moyen. On convertit cette différence en temps moyen, en fraction de jour, puis en heures ; on a ainsi Véquation du temps E qui, ajoutée à Theure vraie Hf., donne Theure moyenne U^ à midi vrai.
Hp + E = H;n.
Celte équation est positive ou négative. Pour éviter l'emploi
TEMPS MOYEN ET TEMPS VRAI
des signes, on donne dans les Annuaires le temps moyen à midi vrai; H„ étant 0** on a, à midi vrai :
A midi moyen, le soleil moyen étant au méridien (flg. 82) on a :
My = X^
La difiTérence JUq — JU« est l'angle horaire du Soleil vrai à midi moyen, pris en signe contraire ; c'est ce qu'il faut retrancher du temps moyen pour avoir le temps vrai.
C'est une autre équation du temps E'; elle est donnée ^* HjAm,
dans des tables du temps vrai à midi moyen, calculées pour chaque jour de Flg. 82.
l'année. On a :
Em — E = He
à midi moyen : ou en prenant H^» == 0**,
— E' = H^ à midi moyen.
Conversion du temps moyen en temps vrai et réciproque'^ ment. — Soit donné le temps moyen H;» ; H^ — E' serait l'angle horaire du Soleil vrai à ce moment, c'est-à-dire le temps vrai, si l'ascension droite X^ du Soleil vrai croissait proportionnellement au temps. Il faut donc calculer la valeur de Ë' correspondant au temps moyen H^. On interpole
par parties proportionnelles entre les valeurs de E' pour le mîdi vrai précédent et pour lé midi vrai suivant. En appelant AE la variation en 24 heures» la valeur cherchée sera :
AF
qu'il faudra retrancher de H^.
Pour convertir le temps vrai en temps moyen, on emploie de même la table des E.
93. Discussion de l'équation du temps. — - Si Ton fait abstraction des termes en V, la différence «lU© — ^m se
réduit à
C'est cette quantité E qu'on désigne plus généralement comme équation du temps. Elle a pour valeur :
E = 2«sin!: — tg^lwsinâL, .
en négligeant les termes en e^ et tg^ 5 <i> qui n'ont pas d'inûuence sensible, puisque
tg>l"<
ie =
OU approximativement :
Ali même degré d'approximation, on peut remplacer Ç par
L — 17. En effet:
L =: n^ + e 4" ^ 8Jn Ç .
Ç = n< + 6 — u donc : • . „ * ' ' '
L — cyr^Ç + aèsinÇ.
L — u ne diffère de Ç que d'un terme en e, donc 2 e sin (L — cr) ne diffère -de 2 ô sin Ç que d'une quanlîlé de Torcfre de e*. On a donc:
E = 2tf sin (L — cy) — tg* ^ a> sinâL =y.
. La conrbe d'équation
est du quatrième degré en sin L. Pour la construire, on peut se servir des deux sinusoïdes représentées par les équations
. y'=2e8in(L — tar), .
î^ = tg'^(0 8in2L,
qui sont la courbe de l'équation du centre et la courbe de la réduction à l'équateur. On a alors :
La courbe de l'équation du centre coupe l'axe des abscisses en deux points :
L = ny, L — u="180«
au périgée et à l'apogée. Ëbtre les deux, elle passe par un maximum qui répond à :
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La valeur de ce maximum est :
c'est la distance maximum (2^ à peu près) du premier ' Soleil moyen et du Soleil vrai sur Técliptique, ou v — Ç. Elle est posîlîve au printemps (1*' avril), négative en automne ({*' octobre).
Lii courbe de la réduction à Téquatenr coupe Taxe des x Êii 4 points correspondant aux valeurs de L :
c*e&t-à-dire aux équinoxes et aux solstices ; en ces points la réduction à Téquateur est évidemment nulle. Elle a imaxima, 2 positifs, 2 négatifs, qui correspondent aux milieux de ces intervalles.
La eourbe de l'équation du temps coupe Taxe des œ en 4 pcunU qui répondent aux intersections des deux courbes précédentes l'une par Vautre. On pourra les déterminer graphiquement.
On peut aussi déterminer les points où l'équation du temps n*annule par les intersections de deux autres courbes. On pose:
sin L =0?
cos L r= y • et l'on a : . -
2e cosc7.a? — 2ô sin or.y — 2 tg* 5 iûixy = équation d'une hyperbole, avec :
équation d'un cercle.
Enfin on peut chercher directement les racines de Véquation
E = & sin(L— or) — tg>iû)8in2L=0, en y faisant :
déc
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En égalant la dérivée & zéro, on a Téquation:
& C08(L— cf) — 2tç* ^ a> C082L = Oy
donl les racines correspondent aux quatre maxitna de E qui ont les valeurs suivantes, le signe + indiquant que le temps moyen est plus grand que le temps vrai :
12 fév. 14 mai 26 juillet 18 dot.
év, 14 mal 26 juillet î-3 nov
en 1850 en 1890
Le jour vrai diffère le plus du jour moyen quand la variation de Téquation du temps en un jour est maxima, comme le montre l'expression de la durée du jour vrai (89). Ces maxima sont ceux de Tinclinaison de la tangente à la courbe, donc les maxima de l'expression :
^ = 2ô cos (L — tar) — 2 tg* -T cosîL.
On les obtient en égalant à zéro la dérivée du second
membre:
— e sin (L — cy) + 2 tg* r a> 8În2L = o,
équation dont les racines diffèrent peu de celles de l'équation du li'mps elle-même. Les deux plus grandes différences répondent en 1850
au 23 décembre j. vrai =: j. m, + 30*
au 15 septembre j. vrai = j. m. — 21"
Cadrans solaires. — Dans les cadrans solaires tracés sur un mur vertical, on voit, en général, autour de la ligne verticale correspondant au midi vrai, une courbe dont la forme est celle d'un 8 très allongé. Celte courbe est le lieu des extrémités de l'ombre du style à midi moyen pendant le cours d*une année ; les coordonnées de ses différents points se déduisent des valeurs correspondantes de Téquation du temps. Elle sert à lire sur le cadran l'heure du 'midi moyen.
MOUVEMENT RÉEL DE LA TERRE. — PARALLAXES ANNUELLES. — ABERRATION
94. Conséquônces de l'hypothèse du mouYement de la Terre. — Nous avons établi la théorie du Soleil sans rechercher quel était son mouvement réel. Ce mouvement» tel que nous l'observons, peut s'expliquer soit par un mouvement de translation du Soleil autour de la Terre, soit par un mouvemenl de translation de la Terre autour du Soleil ; les
Fîg, ss.
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mêmes raisons qui ont fait attribuer le mouvement diurne à la rotation de ia Terre, conduiraient à adopter la dernière hypothèse plutôt que la première.
Dans le premier cas [fig. 83), la Terre immobile en T^, voit un certain jour le Soleil en S^ ; dans le second cas {Jig. 84), la Terre supposée mobile sera venue le même jour
CONSÉQUENCES DE L'HYPOTHÈSE DU MOUV. DE LA TERRE
occoper sur son orbite la position T, telle que la direction ST soit parallèle h S^T^ et que la distance ST = S^T^. L'orbite de la Terre sera donc identique à l'orbite du Soleil renversée, et le mouyement de la Terre s'exécutera dans le même sens que celui du Soleil.* A chaque instant, la longitude de la Terre est égale à la longitude du Soleil augmentée de 180\ Quant à la latitude de la Terre, elle est égale à celle du Soleil changée de signe ; c'est, comme nous l'avons vu, une quantité très petite.
Les formules de la théorie de la Terre sont donc les mêmes que celles de la théorie du Soleil (81) en y remplaçant (lon^ gîtude du Soleil) par L — 180* et ct par « -f- 180^, L désignant la longitude delà Terre et it celle du périhélie. On a alors :
ou
et:
1 + e C08[(L — 180«) — (tc + 180*»)]
^ ^ _£iJLil£!L_, 1 + e cos (L — ir)
r^dv = rdL = na^dt Vl — e^f
Le mouvement de la Terre doit d'ailleurs avoir lieu de telle façon, que son axe de rotation conserve une direction à très peu près parallèle à elle-même. Les phénomènes des saisons et de l'inégalité des jours et des nuits restent les mêmes dans les deux hypothèses.
Hais certaines apparences sont modiGées : si la Terre se déplace, nous observons les astres d'un point mobile, et il en résulte un déplacement apparent pour les astres dont la dia-
GooqJm^^
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tance h*est pas infiniment grande par rapport aux dimensions de Vorbite. L'astre, supposé immobile, semblé décrire autour tie sa position réelle une orbite semblable à celle de la Terre, dans le même sens, et dont la dimension yue de la Terre est celle de l'orbite' terrestre vue de l'astre ; cette ellipse est le lieu de ses projection» sur la voûte céleste. Si l'astre possède en outre un mouvement propre, le mouvement apparent est la superposition de ces deux mouvements.
Il y a donc lieu de résoudre les deux problèmes suivants : r 1^ Passer des coordonnées géocentriques aux coordonnées h éliocen triques, et inversement;
: 2** Déterminer les coordonnées successives d'un astre vu d'un point mobile.
95. Transformation des coordonnées gëoçQntriques ôt héliocentriques. — Soient a,p les coordonnées d'un
Fig. 85.
point H vu du point S, a',p' ses coordonnées par rapport à des axes parallèles quand il est vu du point T, et enfin A et B lea
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coordonnées de T. par rapport à S. Désignons pair A, A' et R les distances SM,TM et ST {fig. 85).
En appliquant le théorème des projections (lax deux systèmes d'axes Say.r et la/t/x'^ il vient :
0? = A cos p cos a y = A cos p^ sin a z == A sin p
a/ =^ b! cos p' cos fx!
y' = A' cosf' sina'.
^'= A'sinp'
X = R cosB cosA Y = RcosB sinA Z = R sin B
Or, entre les coordonnées or, y, ^, œ\ y\ y, X, Y, Z, on a les relations : . ^ .
Donc :
(1) A' cosp' cosa' = A cosp cosa — R cosB cosA
(2) A' cos p' sin a = A C08|9 sin a — R cos B sin A
(3) A'sinp' = AsinB — RsînB
Ces trois dernières équations résolvent le problème (1). On
(1) Les longueurs A cos^, A' C08|3' et R cos |3, qui sont les projections de^ distances des (rois astres sur le plan fondamental, s'appellent les du* ianccs (iecoureies, et se représentent par Ap A'i et B^.
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peut tDuLârois les simplifîer comme il suit: Retranchons la première multipliée par ain a de la seconde multipliée par coa a; il vient :
(4) A' cos p' Bin(a' — a) = — R cosB mk{lL — a).
De même, en ajoutant la première multipliée par cos a à la seconde multipliée par sin a, on obtient :
(5) A' C0& p' cos (a — a) = A coéf — R cos B cos(A — a) {*). D'où Ton déduit :
X^U - oti = R cos B sin (A -g)
'^^* ' J A cos B — R cos B cos(A — a)
Posûnâ :
R4 =RcosB, A4 = A cos B.
La formule devient ;
^^^ *^ A, — R, cos(A — a)
L*équaUon (3) donne alors p'.
96. Cas des coordonnées éoliptiques. — Dans le cas des coordonnées écliptiques, R désigne le rayon vecteur de la Terre, A sa longitude égale à 180^ + ©, B sa lalitude qui est égale et de signe contraire à celle du Soleil ou de la Terre.
((} Les rurmules (4) et (5) s^oblieanenl directement de la manière suivante. On forme 1b trIaagLe SM^Tj en projetant les points M et T sur le plan xSy, puis on ùûtU que la, somme des projections des trois côtés sur SM|, et sur une porpcndioulairâ à SM^, est nulle*
CAS DES COORDONNÉES ÉGLIPTIQUES ï^
Cette quantité B est donc très petite et peut par suite être négligée. Si Ton remplace oJ par la longitude héliocen trique L, a par la longitude géocentrique ^, p' et p désignant les latitudes géocentrique et héliocentriqae, il vient :
5i8in (1800 + 0-0 tg(L - O = —\
ou bien encore :
. 8in(0-0 tg(L--0 = — V
R^ est d^ailleurs égal à R, si Ton néglige B. On a ensuite d'après (3), pour B = o,
A' sin^^ = A sinp, qui peut s'écrire
On corrige celle valeur approchée pô c° tenanl coaipLe de B ; il vient alors :
A{ Igp' = A, Igp + R, IgB = a; Igpi + R, IgB, OU :
tsr-tgpi=fjtgB.
On en déduit :
lg(P'-Pi) = |7tgBcos»pi,
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OU bien encore, par approximation :
formule dans laquelle on peut remplacer R| par R.
97. Cas d'une étoile. — S'il s'agit d'une étoile, ses coordonnées héliocentriques sont fixes et représentent la position moyenne de l'étoile vue de la Terre. Les . distances apparentes de l'étoile à cette position moyenne seront données à chaque instant par les valeurs de L — ^et p' — p dont les expressions se simplifient beaucoup, vu la petitesse du rapport
-• En effet, la formule
peut s'écrire : . - .
en négligeant le carré de -•
Dohc, au inéme degré d'approximation :
^ A cos p ^^ ^' sm 1 ^ ' Il faut maintenant déterminer p' — 6. A cet effet, faisons
(1) Cette expression est le premier terme du développoment en série de L — -Ç^t qu*on obtiendrait par la Même méthode que celui de la réduction à réquateur (82, III] (Voir firunnow-Àndié, Astronomie »phériq%te, p. 17).
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dans la formule (5)
C08(a' — a) = 1, cosB = i, il vient :
A' cosp' = A cosp -|- R cos (© — O-
On a de même d'après (3)
A'sinp' = Asinp.
Donc :
A'sin (p' — p) = — R cos(0 — J^) sin p, A' cos (?' — p) = A 4- R cos (O — JQ cos p.
Par suite :
«» H- A+Rco.(0-L)o«p- ,+R,^,o_y.^p OU, au même degré d'approximation que précédemment :
P' - P-= - ? <^0«(O - o 8in P -^-
Pour la parallaxe en ascension droite et déclinaison on au^ rait des expressions semblables, mais plus compliquées, la déclinaison de la Terre n'étant pas nulle. (*)
(i) On pourrait aussi obtenir ces parallaxes en différeoliant les formules de transformation des coordonnées édiptiques en coordonnées éq'ualorialesi y remplaçant 8L et 8^ par les Taleurs de L — -Ç^et ^' — ^ qu'on vient de
trouver et extrayant les valeurs de d«^ et de SO^*
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98, Ellipse de parallaxe annuelle d'une étoile. — Sur la
sphère géocentrique marquons le p«nnt J^,p, position moyenne de Tétoile, et menons le cercle de longitude et le grand cercle perpendiculaire passant par ce point. Dans le plan tangent à la sphère en ce point, les coordonnées rectilignes de la position apparente de l'étoile seront :
^ = (L - O cosp = ^ 8in(0 - O ^ï^-
Posons :
A sin V Nous obtiendrons, en éliminant © — ^ :
p^ ^ p^ sin* p ou :
a?* sin* p -f y* =sp* sin* p,
équation d'une ellipse, dont les axes sont p etp sin p. C'est la trajectoire annuelle apparente de l'étoile. Pour une étoile dans le plan de l'écliptique, on a :
L'ellipse se réduit à. une droite dans le plan de Técliptique. Pour p = 90*», c'est-à-dire au pôle de l'écliptique, on a :
ELLIPSE DE PARALLAXE ANNUELLE D*UNE ÉTOILE
La courbe de parallaxe annuelle de Tétoile considérée se réduit à un cercle de rayon p.
Le maximum de parallaxe en longitude a lieu quand
O— <^=9(y»ou270<»;
Téloile est aux extrémités du grand axe de Tellipse, quand elle précède ou suit le Soleil à 90^. De même, le maximum de parallaxe en latitude a lieu pour
— 4L=0»ou 180*
c'est-à-dire quand le Soleil, la Terre et l'étoile sont dans un même plan avec Taxe de l'écliptique.
Traçons le cercle principal de Tellipse et partons du point qui se trouve à l'extrémité inférieure du petit axe, et pour lequel © = ^, p' étant plus petit que p. Si Ton compte les longitudes Q sur ce cercle principal dans le sens direct, Tétoile est à chaque instant sur le point correspondant de Tellipse et marche aussi dans le sens direct.
Le demi-grand axe de l'ellipse de parallaxe de l'étoile est :
Asinr
C'estl'angle maximum sous lequel l'étoile voit perpendiculairement le rayon de l'orbite terrestre. On Vappelie parallaxe annuelle de l'étoile. Il sert de mesure à sa distance. On a en effet :
et si p = i'
A =—5^ = 5206265, p sm V p '
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On peut donner une autre expression de cette distance. En effet, la lumière parcourt le rayon R de l'orbite terrestre en 493s,3 (Rœmer). Donc en une année julienne ou 31557600 secondes, elle parcourt :
Prenons cette longueur, appelée année de lumière, pour unité de distance; il vient:
A i 493,3 ,^^^ 3,232 â=p3Î5576ÔÔ*^^="T"
Une étoile de parallaxe i" est donc à. une distance de 3,232 années de lumière.
99. Mesure des parallaxes des étoiles.— Il faut pendant tout le cours de Tannée, ou tout au moins aux deux époques les plus favorables, à six mois d'intervalle, déterminer les Coordonnées absolues de Tétoile.
Il faut donc :
I» Que les corrections instrumentales soient restées les mêmes pendant cet intervalle ou soient très exactement connues;
2° Que la réfraction soit exactement calculée.
On a ainsi la position par rapport à Téquateur ou au pôle actuel et à Téquinoxe actuel ou apparent;
3*^ Il faut ramener toutes les observations à Téquateur et Téquinoxe moyen d'une même époque, du 1" janvier par exemple, par suite connaître très exactement les constantes de la précession, de la nutation et de l'aberration.
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Il safHt que là somme de^ erreurs de loute espèce 8*élèveà 1" et même moins, peur masquer complêtemept Teffet de la parallaxe annuelle. Les anciens instruments ne pouvaient donc rien donner.
La parallaxe annuelle des étoiles, qqi avait été une des objections capitales au système de Coperaic, devait devenir, du jour où son existence pourrait être démontrée, une preuve, irréfragable du mouvement de translation de la Terre. L'abbé. Picard, Plamsteed, crurent l'avoir trouvée dans un mouvement annuel qu'ils observèrent dans l'Étoile polaire, et en vertu duquel elle se déplaçait de 40^. Mais Jacques Cassini fit remarquer que ce mouvement se produisait à. angle droit avec celui que devait engendrer la parallaxe, et qu'il était maximum en longitude lorsque la longitude de l'étoile était égale à celle du Spleil ou en différait de 180*.
Bradley, pour éviter les erreurs de réfraction dans une recherche aussi délicate, observa les distances au zénit d'une étoile voisine de ce point, y' du Dragon, et voisine aussi di^ pôle de l'écliptique. Il ne trouva point ce qu'il cherchait, mais il découvrit la nuCation de l'axe de la Terre et l'aberration des fixés ; et il fit voir qu'en tenant compte des: déplacements apparents dûs à ces deux cc^useer, la position moyenne de l'étoile n'avait pas de variation annuelle sensible ; la parallaxe de l'étoile, si elle existait, était donc inférieure à i"", limite de la précision de ses observations.
Ce ne fut qu'en 1833, que Henderson, au Cap, parvint à établir, par dés observations de distances zénitales méri* diennes'au cercle mural, l'existence delà parallaxe de l'étoile a du Centaure; il lui assigna pour valeur f^jiô. En 1840, son successeur Maclear réduisit cette valeur à 0^,91.
PARALLAXES ANNUELLES
En 1842 et 1843, à l'observatoire de Poulkowa, Peters, à l'aide du cercle d'Ertel et par des mesures de positions absolues, détermina la parallaxe de la 61* du Cygne, 0^,349, et celle de Wega,(r,103.
Mais, entre temps, un autre mode de détermination des parallaxes d'étoile s'était substitué à la méthode trop délicate des positions absolues. Supposons, avec Galilée, qu'une étoile assez voisine de la Terre pour avoir une parallaxe sensible, se projette sur le ciel au milieu d'étoiles beaucoup plus éloignées; sa position devra, dans le cours d*une année, changer par rapport à ces étoiles immobiles, au milieu desquelles elle décrira son ellipse de parallaxe. T^ mesure des positions relatives de cette étoile donnera donc, d'une façon indépendante de toutes les causes d'erreur signalées^ plus haut, la valeur de sa parallaxe annuelle, avec une approximation d'autant plus grande que la différence des distances à la Terre sera plus grande. Ce procédé de recherche fut appliqué d'abord d'une façon rationnelle par W. Herschell, qui comprit qu'il devait comparer la position d'une belle étoile à celles d'étoiles très voisines, mais beaucoup plus faibles. Mais il les prit trop voisines, et il trouva, lui aussi, autrç chose que ce qu'il cherchait : il découvrit les étoiles doubles, c'est-à-dire des astres qui, rattachés physiquement l'un à l'autre, décrivent des orbites fermées autour de leur centre commun de gravité.
Ce ne fut qu'en 1835 que W. Struve, à Dorpat, parvint à constater par ce procédé la parallaxe de Wega, 0^,261, à l'aide du bel équatorial de Frauenhofer. Bessel, à Kœnigsberg, avec rhéliomètre du même artiste, détermina, de 1837 à 1840, la parallaxe de la 61* du Cygne, 0'',37, que son grand mouve-
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ment propre désignait comme devant être probablement une des étoiles les plus voisines de la Terre.
On connaît aujourd'hui avec précision les parallaxes d'une vingtaine d'étoiles (*).
Les mesures de parallaxe annuelle se font avec le micromètre filaire de l'équalorial ou à l'aide de l'héliomètre. Dans ces derniers temps, M. Pritchard, à Oxford, a appliqué la photographie à ce genre de recherches et démontré les avantages qu'on peut attendre de ce nouveau procédé.
100. Aberration. — Bradley, en cherchant àdéterminer la parallaxe annuelle des étoiles, découvrit l'aberration (1728) et l'attribua à la combinaison de la vitesse de la lumière avec celle de la Terre.
(1) Voici les Taleurs de ces parallaxes:
Etoiles
Grandeur Parallaxe
Années de lumière
a Centaure
61 Cygne
21185 Ul
34 Groorobridge . .
17415 Arg. Oeltz . .
ff Dragon
21258 Lai
Sirius
Wega
70 p Ophiuchus . .
i Gr. Ourse ....
Arcturus
1K30 Groombridge .
y Dragon
Polaire
3(177 Bradley. . . .
85 Pégase
a Cocher
La propagation successive de la lumière, soupçonnée par Galilée, fut démontrée par Rœmer (4675), diaprés les observations des éclipses des satellites de Jupiter. Jupiter a quatre satellites dont les durées T de révolution sidérale et tes distancés R à cette planète ont les valeurs suivantes :
1" satellite . . .
2* satellite, . .
3* satellite. . .
4* satelUte. . .
Les orbites de ces satellites étant très peu inclinées sur celle de Jupiter, les éclipses ont lieu à chaque révolution quand le satellite pénètre dans le cône d'ombre de la planète et on peut facilement en déterminer la durée. En effet, l'ombre de Jupiter fait le tour de la planète supposée immobile, en 4332i,588, durée de la révolution sidérale de Jupiter ; son moyen mouvement est donc :
D'autre part, le moyen mouvement du satellite est :
La vitesse relative ou synodique est donc n! --n et par suite, la durée d'une révolution synodique, ou l'intervalle de deux éclipses, est donnée parla formule :
(<) R Mt exprimé en rayons de la planôte.
Si donc une éclipse a lieu au temps ^ la suivante se produira à l'époque t + 16J,7535, la troisième à l'époque ^4-2 Xi6j,7535, etc..
Or Rœmer constate un retard dans le moment de la production des éclipses à mesure que la Terre s'éloigne de Jupiter, depuis Topposition jusqu'à la conjonction, et une ayancedans Tautre moitié derorbite. Ce retard, lemémepour tous les satellites, est proportionnel à l'augmentation de distance TJ. Il en conclut que la lumière emploie 8*13% (493% Delambre ; 497*,8, Struvej à parcourir la moyenne distance de la Terre au SoleiL
Conséquences. — 1^ Un astre en mouvement est vu dans une position différentede celle qu'il ocpupe réellement au moment de l'observation. Ce phénomène constitue taherration plané" taire^ dont la correction s'obtient en retranchant du temps de l'observation, le temps employé par la lumière pour venir de l'astre : le lieu apparent observé est le lieu vrai pour le temps ainsi corrigé'. Ou bien on réduit le lieu apparent au Ueu vrai en calculant, à l'aide du mouvement diurne de la planète, la variation de ses coordonnées pendant le temps "employé par la lumière à parcourir l'intervalle.
Un astre immobile est vu dans son lieu vrai, abstraction faite de l'aberration de Bradley.
En raison du temps énorme que met la lumière à venir des étoiles, nous voyons un état du ciel qui peut être très différent de l'état vrai (<).
. (1) La différence à laquelle 11 est fait id illusion, est celle qui provient des Tariations de position et d'éclat des étoiles. Un ciel immobile, Ta de la Terre animée de son donble mouvement de translation et de rotation, apparaît sous son aspect réel, sauf les très pelils déplacement^ dus à Taberration de Bradley, malgré le temps quelquefois très long et très différent
2o La propagation successive de la lumière combinée avec le mouvement de translation de la Terre prodoit Y aberration \ ^S' des fixes.
L'observation (^) montre que les rayons venant d'un astre à la Terre mobile font voir Tastre dans une direction qui est celle de la diagonale du parallélogramme construit sur la direction vraie du rayon et sur la direction de la vitesse de translation de la Terre {fig. 86), les longueurs Fig. S6. des côtés étant la vitesse Y de la lumière
dans le vide et la vitesse v de la Terre. On a :
sin a V
sin S'Tr ■" V ou 2 par approximation
a = rr-?-r^sinSTr, V sm 1
qua la lumière emploie pour venir des dlTerses étoiles. Il est à remarquer, avec Arago, que cette proposition oe serait nullement eiacle, si Ton sup- , poMil la Terre immobile et le ciel ou Tensemble de tous les astres ezécu« faut autour d*eUe une révolution complète en vingl-quatre heures. L^aspec^ du ciel serait alors entièrement différent de la réalité, en raison de la diffé • retire des temps employés par la lumière pour nous venir des astres. Les mauvements relatifs de ces astres, en les rapprochant ou les éloignant de noua, produiraient des variations de positions relatives qui deviendraient trâs sensibles dans les étoiles doubles et les planètes. La démonstration de la propagation successive de la lumière, due aux expériences de Foucault et de M. Fizeau, combinée avec l'absence de pareilles inégalités dans le mouvement des astres mobiles, devient alors une preuve du mouvement de rotation de la Terre. — Voif sur ce sujet Arago, A»ir<momie populaire, L m, p. 35.
(1) Dans l*élat actuel de la science, il n*eM pas possible de donner une démonstration théorique do ce théorème, qu'on doit accepter comme un râsultat de rexpérie&ce.
OU
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Le mouvement de translation produit Taberration annuelle, la même pour toutes les étoiles et tous les points de la Terre.
Le mouvement de rotation produit l'aberration diurne, variable avec la latitude de Tobservàteur.
Relation de la constante de Vaherraiion a = rp-: — t^ U9ec
V sm 1
le nombre 497,8 de Rœmer. — La vitesse angulaire de la Terre sur son orbite est :
dL nà^ Il
L désignant la longitude héliocentrique. xs étant la longitude du pérfhélie, la vitesse linéaire
rdh fki*vï--ë*ri+^cos(L — ct)1 na .. ,. .,
-ïïi= a (1 - e«) U=^==[l-.c08(L-a)]
se compose de deux parties, Tune constante, l'autre variable et très petite. La vitesse . moyenne répond à la
distance r= a que la lumière parcourt en 497'**, 8. Donc:
| = 497%8 | = --7^^ = asinr==?^;l?4973-p4== = 2(r,4^
a et V n'entrent que par leur rapport. Si Ton détennine V directement et le nombre a par les observations des étoiles, on en déduit a distance de la Terre au Soleil.
a est indépendant de la position de l'astre et de sa distance. L'aberration des fixes affecte. les positions de tous les astres vus de la Terre. Elle se combine avec l'aberration planétaire et avec la parallaxe annuelle pour les astres mobiles dont la distance n'est pas infinie.
101. Aberration en longitude et latitude. — Soient S e Soleil [fig, 87), Syx le plan de l'écliptique, ?>z l'axe de l'éclipti-
Fig. 87.
que,SY l'axe des a?, T la Terre, ST = ^xSy = L = 180« + ; TE une parallèle à la direction vraie Se d'uneétoiledelongitude ^etde latitude p, TT' la direction et la grandeur de la vitesse de la Terre, Te = Via vitesse de la lumière. L'étoile sera vue dans la direction TE', et ses coordonnées apparentes seront •Cetp'.
ABERRATION EN LONGITUDE ET UTITUDË
Les coordonnées de la Terre sont :
œ = r cos L, y = r sin L, z = o.
Les composantes de sa vitesse suivant les trois axes ou trois axes parallèles menés par T sont :
dœ ^ dr . . dL
-7- = cos L 37 — r sin L -T- > dt dt dt
dy , . dr , , dh -
^=8,nL5--rrco8L^.
D*après la théorie de la Terre, on a :
_ a{\ -e^) _ a(l — g») i + ^ cos (L — cf) i + ^ cos t?
Donc:
dr ,. , , . dh
rdh wa p. , T
dr e sin t?
dt 1 + e cos î?
rdL nae sin v
dt )Ji _ e*
Par suite :
dX nu r • V / fl I \ * ri
— = . [e sm î? cos L — (1 -j- ô cos t?) sin Jj]
cet y 1^ — ô*.
-^ = , [e sin î? sin L 4- (1 4- ^ cosr) cosLl
dt .^i^e^ ^^ ^ ^ -•
Uu bien encore :
-7- = , [ — 8in L — ô sin cr],
dt yji «.^a ^ •"
d'y na r _ , ,
-:S= / [co8 L+e cosctJ.
Pour combiner la vitesse dfi laTerreaveceelfedeUiliiiiiièrey on ëcrltqueles composantes de Y' sur les trois axes, ou siv trois uxes parallèles menés par T, sont les sommes des composantes de v et de V sur les mêmes axes, ce qui donne :
dw
dt'
V C08 P' C08 <,' = V C08 P COS ^^-f" "^
dt
Y C08 p' 8in <; = V C08 p sin <,+ ^^
V sin p' = V fin p.
Posons ;
P' = p + Sp.
les B élani des quantités très petites, dont on peut négliger les carrée et les produits. Les formules s'écriront :
{ V+SV){cos p— 8p8inp)(cos4L— S^sin-C) = Vcospcos^-f-^
ou ;
dû!
cosp C08 j^.BV — V sin p cos^.8p — V cosp sin 4^.84^=—
COB p sin J^M — V sin p sin C-^P + ^ c^s P cos J^.ZJ^ =^
sin p.8V + V cos p.8p =^ =0
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Les deux premières égalités combinées donnent :
Vco8p.8C=-~^8inC+f cosC, C08 p.8V — V sin p.Sp = "^ cos ^ + -^ sin 4L . Cette dernière, combinée avec la troisième, donne : V8p=-sinp[fco8C+f sine}
En remplaçant "^ ^^ ^jr P^r leurs valeurs et posant :
=. sr a sm i ,
Vv^i — é on obtient :
8^= a secp [sin ^ (sin L -|- e sincr) -|- C08^(C08L + e coscr)] 8^= a sec p [cos(L — O + ^ C08(cr — JQ] 8p= — a sin p [ — cos^ (sin L + e sin cr) -|- sin^ (cos L -f- ^ cos u)] Sp = — a8inp[sin(^— L)+e8in(^— CT)]=asinp[8in(L— ^+esin(cr— O]
Les termes en nr — ^ sont constants pour chaque étoile très petits. On peut donc, dans les différences^' — 4L= ^et p' — P = Sp remplacer les coordonnées vraies 4L et p par 4Lo et Po, coordonnées affectées de cette partie constante et écrire :
^'=<^o+ * secp cos(L— 0=-Co+* secp co8(i8O«-|-0— O p'=p^ +a sinp 8in(L— 0=Po +* sin p sin (180^+0— O
Donc enfin
<: = -Co - » secp cos(0 - o.
= po — (X sinp sin (0 — O-
Les formules approchées de Taberration peuvent s'obtenir directement d'une manière beaucoup plus simple en considéfont comme des différentielles les changements qu'elle introduit dans les coordonnées de l'astre.
Soit T© le rayon vecteur de .la Terre {fig. 88), yT© = © la longitude du Soleil. La direction du mouvement de la Terre est ET perpendiculaire à T©, si l'on néglige l'excentricité de l'orbite. Si par l'étoile S et la ligne TË on fait passer un plan, ce plan coupe la sphère céleste suivant le grand cercle SE ; l'aberration déplace l'étoile de S en S' sur ce cercle et l'on a :
SS' = a = a sînSTE = a sin = 80,
FIg. 88.
Vsini*
a peut être considéré comme l'accroissement infiniment petit de l'arc SE = d du triangle SBE. Dans ce triangle, rectangle enB, le côté SB est égal à la latitude p de l'étoile ; le côté BE a pour valeur:
BE = Y© + ©E — yB,
ou
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Différentions la troisième de ces relations ; ii vient : cosd sin op.Sd = cos p.$p, d*où l'on déduit :
^^ cosôsin®^- a cos ô sin 9 sin 6 . ,. x-v\ • «
^ COSP COSP \-^ v^/ r
On aurait de même :
B^ = — a sec p cos(^— 0).
On obtiendra ensuite les aberrations en ascension droite et déclinaison en différenliant les formules de transformation de coordonnées et y mettant ces valeurs de S^et Zp.
102. Ellipse d'aberration. — Si Ton compare les formules donnant ^ et p' à cellesde la parallaxe annuelle, on voit qu'elles en diffèrent :
i® Enceque^ est constant pour toutes les étoiles, tandis que le coefficient de la parallaxe dépend de A ;
2* En ce que sin (© — JQ est remplacé par — cos (© — O et cos (O — JQ par sin (© — JQ.
Dans l'espace d'une année, l'étoile paraîtra donc décrire, autour de sa position moyenne ^0,^^ une petite ellipse dont l'équation sera:
a»^a*8in»B
ou
a?* sin*p + y* = a* sin^p ooims d'astronomib. id
tri ABERRATION
Le grand axe de celle ellipse, parallèle à récliptique, est le même pour toutes les étoiles. Le petit axe varie aveclalatitude.
Les époques des maximums d'aberration en longitude et latîlude d itèrent de trois mois (90®) de celles des maximums de la parallaxe. Sur l'ellipse de parallaxe, Fétoile est toujours dans le plan passant par la Terre, le Soleil et sa position vraiGi donc à 180° de la Terre par rapport à la ligne Soleilétoile; sur Vellipse d'aberration, Tétoile est à 90« en avant de ta position de la Terre ou du plan Soleil-Terre-étoile,
103. Aberration du Soleil. — Tous les astres sont afTeciés par l'aberration annuelle. Pour le Soleil, p =
80 = ^ cos(i8œ + O — 0) -f ae cos(180« +. cy — ©)
= — 20'',445 — 20^445 e cos {xs — ©).
La longitude observée est toujours trop petite de 20",445. Le Soleil passe au méridien i*,3 avant d'y passer réellement. Cette aberrations'obtient directement : on a en effet:
"" ^ yprilé^ f^ + ^ ^"^^^^ ~ ''^^ el Ton en déduit pour valeur de l'aberration :
I = 2(r,445 [1 + « cos(0 — cr)], dont il Faut diminuer la longitude.
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104. Détermination de la constante de l'aberration. — 1® Par les positions absolues de la polaire. L'aberration en ascension droite est proportionnelle à séc (D, donc maxima au pôle ;
2® Par les variations de distance zénitale d'une étoile au zénit. Telle était l'étoile y Dragon observée par Bradiey. L'aberration en déclinaison est maximum vers le pôle de l'écliptique ;
3^ Par la détermination de la vitesse de la lumière.
Googl^r^
CHAPITRE XII
La Lune est le satellite de la Terre, puisque, malgré le déplacemeiit de celle-ci, elle apparaît sous un diamètre à peu près constant. Il est donc probable qu'elle se meut autour de la Terre supposée immobile, suivant les mêmes lois que celle-ci autour du Soleil. Mais il est probable aussi que le Soleil, en raison de son énorme masse et de sa proximité relative, introduit dans ce mouvement des perturbations considérables.
Le mouvement apparent de la Lune dans le ciel peut être étudié de deux manières, en comparant les positions de cet astre à celles du Soleil, et en déterminant chaque jour ses posîtions par rapport aux étoiles.
105. Mouvement apparent de la Lune par rapport au Soleil. — On étudie le mouvement de la Lune par rapport au Soleil en comparant les heures du lever ou du coucher des deux astres. A certaines époques, la Lune est invisible ; puis elle apparaît à TOccident, un peu après le coucher
MOUVEMENT APPARENT DE LA LUNE PAR RAPPORT AU SOLEIL
du Soleil et très près de cet astre, sous la forme d'un croissant déli^ qui tourne sa convexité vers l'Ouest {fig. 89) : c'est la nouvelle Lune. Elle retarde ensuite chaque jour son coucher sur celui du Soleil, et en même temps la portion .éclairée de son disque augmente, jusqu'au moment de la pleine Lune^ où le disque est visible tout entier; elle est alors dans le ciel à 180**
du Soleil. Elle décroît ensuite, en ne présentant plus qu'un croissant de plus en plus mince tourné en sens inverse du précédent {fig. 90) ; et enfin, elle disparaît de nouveau, quand
Plg. 89.
Fig. 90.
Fig. 91.
elle est revenue au cercle horaire du Soleil. Elle a accompli alors une révolution synodigue entière par rapport à cet astre, dont la durée est le mois lunaire, de 29J 12^- 44'"- 2«-,9. La figure 91 explique suffisamment les apparences pré-
tîi THÉORIE DE LA LUNE
sentée» par la Lune pendant ses différentes phases. L'angle LTS, qui règle ces phases, est égal à la différence des longitudes de la Lune et du Soleil, abstraction faite de Tobliquité de Torbite lunaire sur Técliptique. C'est de ce même angle LIS que dépendent les perturbations ; car elles proviennent de la diUi^rence des actions du Soleil sur la Terre et sur la Lune.
LoFÊ^que la Lune occupe la position A, entre la Terre et le Soleil, on dit qu'elle est en conjonction ou syzygie inférieure; c'eH le moment de la nouvelle Lune. En B et D, la Lune est dite en quadrature ; en C, elle est en opposition ou syzygie supérieure ; c'est le moment de la pleine Lune, La révolution gynodique est donc l'intervalle entre deux conjonctions.
La partie de la Lune qui n'est pas éclairée directement par le Soleil reçoit cependant les rayons réfléchis par la Terre : elle apparaît dans une demi-lumière, appelée lumière cendrée.
lOôp Mouvement de la Lune sur la sphère céleste. —
Le mouvement de la Lune sur la sphère céleste se déduit de l'observation quotidienne de son ascension droite, de sa déclinaison et de son diamètre apparent.
1, ^ Oïl ne peut observer en général qu'un seul bord de la Lune ; on déduit de l'instant du passage de ce bord, le moment du passage du centre de l'astre. La correction à faire est, comme nous l'avons vu (40) :
s T^ séc (D
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à désignant le diamètre géocentrique de la Lune, (D sa déclinaison, £^^ l'augmentation de son ascension droite en une
heure. On obtient ainsi le temps du passage géocentrique du centre de la Lune, puisque le temps observé du passage du bord est le même que le temps qui serait observé du centre de la Terre.
Mais l'observation directe de la Lune ne peut donner que la variation de X en un jour et Ton n'en peut conclure par proportionnalité la variation de X en une heure ; la quantité SJU de la formule de correction doit donc être prise dans les tables de la Connaissance des Temps, qui donne d'heure en heure la variation calculée d'après l'ensemble d'un grand nombre d'observations.
A l'Observatoire de Paris, on calcule l'ascension droite du centre au moment du passage de l'un des bords. En appelant A le diamètre géocentrique, Tangle horaire du centre au moment de l'observation, vu du centre de la Terre, est :
et par suite l'ascension droite Xc du centre au moment de l'observation se déduit de l'ascension droite X/, du bord par la formule :
<^c=>6±2^8éc(D.
IL — Dans la mesure de la déclinaison, on ne peut presque jamais observer au méridien le bord supérieur et le bord inférieur; il faut donc déduire la déclinaison du centre de la Lune de l'observation d'un seul bord. De plus, il faut corriger l'observation de la parallaxe, qui est très faible pour le Soleil (8'^86 au maximum) mais très considérable pour la Lune ; la parallaxe horizontale (rayon équatorial terrestre vu norma-
Go(
lement du centre de la Lune) atteint, à sa distance moyenne, la valeur dô
Soient A le lieu de l'observation (/Î^.92),Z le zénit vrai sur la direction de la normale AZ à rellipsoïde terrestre, Z' le
Fig. 92.
zénit géocentrique sur la direction CA prolongée. On a observé la distance zénitale du bord de la Lune
ZAE = z,
et Ton veut en déduire la distance polaire géocentrique du centre de la Lune
PCL = 9.
Soient Ç l'angle Z'AE, c l'angle connu en chaque Ueu de la normale AZ avec AZ'(*) ; f a pour valeur:
(1) Nout irerfDQs plus loin comment on calcule cet angle.
Soient D la distance CL delà Terre h la Lune, p le rayon terrestre AC, r le rayon EL de la Lune. Considérons la droite BL parallèle à AE, et Tangle BLC = p\ On a, en désignant par Ç la distance zénitale géocentrique Z'CL du centre de la Lune:
et
Mais on a
et
sinp^ fting^
p — AB " D '
AB
smC
| = BmP,
en appelant? la parallaxe horizontale de la Lune. L'égalité devient :
sinp
= sin Ç' sin P.
sinÇ' Posons :
- = sin m,
Nous obtiendrons la formule
ou
. , /. sinm\ . w . TV sinp' = p (^i - -^j sm C' sm P
sin p' = 2p sin P sin ^ (Ç' — m) cos 5 (Ç' + m).
id$
Cette relation permet de calculer p'. On a alors, en appelant 1 la colatitude du lieu, ou la distance zénitale observée PïZ du pôle:
C'est la valeur cherchée de $ déduite de z.
IIK — Le diamètre A de la Lune ne peut se déduire des observations méridiennes puisqu'on n'observe qu'un seul bord ; on le calcule par les occultations d'étoiles.
On peut constater par la photographie, ou à l'aide d'un êquatorial muni d'un micromètre fiiairé, que les différents diamètres de la Lune sont égaux. On ne peut d'ailleurs en
Fig. «3.
conclure quf^ la Lune est sphérique, puisqu'elle tourne toujours vers noua la même face.
Le diamètre apparent calculé d'après les observations faites en un lieu A de la Terre {/îp. 93) diffère sensiblement du diamètre géocentrique A vu de C. D et D| désignant les
distances CL et ÂL, X! TangleZ^AL, e Tangle ZAZ' déOni précédemment, on a :
D 2__^ _ sm X!
D. "^ . 1 ^ "^ sin Ç " ^ sm 5 A
On déduit X! de la distance zénltale z du centre de la Lune par la formule:
On calcule C par la relation :
où l'angle p' = ALD est donné par la formule :
sînp' p . -.
smÇ D ^
ou
sinp' = p sin P sin C'.
Détermination du plan de Forbite lunaire
Des ascensions droites et déclinaisons observées, on déduit les longitudes et latitudes, ^et p, du centre de la Lune. En supposant son orbite plane, on a, pour une position A de Tastre, l'égalité
tgp = tga)sin{^— Q),
le signe Q désignant la longitude du nœud ascendant de la Lune, point où son orbite coupe Técliptique yB, et <i> étant
rmclinaison de celte orbite sur Técliptique. Posons:
a? z= tg <D cos Q, y = Ig <i) 8in Q.
L'^qualion devient:
Ig p = û? sin ^ — y 008 ^.
On a pour cluiqae jour une équation analogue : on constate que ces équations sont satisfaites pour des valeurs sensiblement constanless de œ et y; Torbite de la Lune est donc bien plane. Des valeurs de œ et y, calculées par la méthode des moindres carrés, on déduit a> et Q par les formules :
tg> eu = ûp* + y^
ou
tff 0) = = -r^ — •
° cos Q sm Q
Le plan de Torbite lunaire est alors déterminé : la valeur moyenne de w est :
L*époque du passage de la Lune à Tun des nœuds se détermine, comme pour le Soleil, au moyen de deux observations coDséculiveg où la latitude de la Lune était d'abord négative, puis positive,
RÉTROGRADATION DU NOEUD. — NUTATION LUNAIRE
montre que la ligne des nœuds rétrograde rapidement sur Técliptique d'un mouvement sensiblement uniforme, à raison d'un tour entier en 18 ans 2/3 ou plus exactement
L'axe du plan de l'orbite lunaire décrit donc, en 18 ans 2/3, un cône h base circulaire autour de Taxe de l'écliptique. L*angle de ce cône est S'' 8' 48''.
Il suit de là :
1* Que la courbe décrite par la Lune dans l'espace n'est pas une courbe fermée ; mais une courbe composée de spires successives qui coupent l'écliptique en des points rétrogradant sans cesse ;
2"* Que rinclinaison de l'orbite lunaire sur l'équateur est incessamment variable entre les valeurs
230 28' 4- 5<> 8' et 230 28' — 5* 8'
dans l'espace de 9 ans 1/3.
Ce mouvement des nœuds de la Lune est tout à fait analogue à celui de la précession deséquinoxes et provient d'une cause analogue, l'action perturbatrice du Soleil sur la Lune.
En même temps, l'inclinaison a> varie périodiquement. La rétrogradation des nœuds n'est pas continue, mais accompagnée d'un petit mouvement périodique de précession. De là, une oscillation de Taxe de l'orbite lunaire, tout à fait analogue à la nutation terrestre, appelée nutation lunaire, découverte par Tycho-Brahé. Mais cette nutation se fait sur un cône dont la base est circulaire, au lieu d'être elliptique, et dont le
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demi-angle au sommet est 8' 47" ; Taxe de l'orbîle en fait le tour pentlant que le Soleil va d'un nœudà Tautre en 173 jours. L'inclinaïscn <i> varie donc de 5® 17' 35" à 6* tfl", elle est maxlma nhaque fois que le Soleil coïncide avec un desnœuds, minima qaand le Soleil est à 90® de ces nœuds.
109* Durée de la révoliitfoii de la Lune. — On déBnit plusieurs sortes de révolution de la Lune:
1"* La révolution tropique est l'intervalle pendant lequel la longitude de la Lune augmente de 360®. On l'obtient en prenant deux époques, t et f, où les longitudes de la Lune sont 4^ el ^ -f IniTç, ^ et J^ étant à peu près les mêmes. La division de 4' 4" SwTc — .Ç^ par <' — < donne le moyen mouvement tropiqiiu n^ et l'on a ensuite:
On trouve ainsi :
i" liéroluHon sidérale, — Pendant ce temps T, l'équinoxe a rélro^adé ; pour revenir au point du ciel auquel il correspondait primitivement, il faut donc à la Lune un temps
Il a pour valeur:
T, = 27i7''43'»ll»,5 = 27i,321661 Le moyen mouvement sidéral est donc plus petit que n. Sa
DURÉE DE LA RÉVOLUTION DE LA LUPTE
valeur est
en un jour moyen.
3« La révolution synodiqiÂe est Tintervalle de deux phases consécutives de même nom, temps pendant lequel le Soleil et la Lune reviennent à une même longitude. Elle a pour valeur, en désignant par N le moyen mouvement sidéral du Soleil
n — N D'où Ton déduit :
T = 29il2»'44»2«,9 = 29^,530589.
4« La révolution draconttique est Tintervalle de deux passages consécutifs de la Lune à son nœud ascendant. Le moyen mouvement du nœud a pour valeur :
En rajoutant au moyen mouvement sidéral, on obtient : i3M3'45^80 = 47625*,80,
et Ton en déduit pour durée de la révolution draconitique :
ou:
5® La révolution tropique des nœtuis est Tintervalle entre
deux reloufâ consécutifs du Soleil au nœud ascendant de la Lune. En ajoutant le moyen mouvement du Soleil au moyen mouvement des nœuds, on obtient :
d'où Tofl déduit pour la durée cherchée :
Celte durée est plus petite que celle de Tannée tropique en raison de la rétrogradation rapide du nœud de la Lune qui esldelG", 3286 par an.
110. Mouvement elliptique de la Lune. — Pour étudier ce mouvement, comme nous Tavons fait pour le Soleil, il faut compter la longitude de la Lune dans son orbite, à partir du nœud ascendant et non sur Técliptique.
Saient Q la longitude yN du nœud donnée par l'observation, ^la longitude yM sur l'écliptique, déduite de l'ascension
Fig. 94.
droite et de la déclinaison, a> l'inclinaison de l'orbite. On appelle longitude dans t orbite {fig, 94), la somme :
Q + NL = r,
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el argument de latitude la quantité
NL r= M.
On a donc :
et
lg(-t— Q) = tgWC08(D.
D*où l'on déduit u et, par suite, r. On vérifie comme pour le Soleil les deux lois de Kepler et Ton détermine les éléments de la Lune. Ils ont pour valeur à l'époque janvier ^850,0:
Longitude du nœud ascendant. . . i46°i3'4(y,0
Inclinaison de l'orbite 5*'8'47",9
Longitude du périgée 99°oi'52",l
Excentricité 0,05490807
Longitude moyenne de l'époque . . 122*»59'55'',0
Durée de révolution sidérale. . . . 27J7'»43'"11%5 Ou moyen mouvement sidéral en
longitude en un jour moyen. • . 13°iO'35^,03
111. Calcul d^un lieu de la Lune à l'époque t. Varia* tion de ses éléments. — Si d abord nous supposons inva^ riables les éléments de la Lune dont nous venons de donner les valeurs en 1850,0, le calcul d'un lieu de la Lune à l'époque t s'effectue comme pour le Soleil. L'anomalie moyenne a pour valeur :
La longitude dans l'orbite i> se calcule par la formule cotms d'astronomie. 19
d'ûù l'on déduit la distance u de la Lune au nœud : u=zv — Q.
La longitude^ se calcule par la formule :
tg(-C— S) = tgMCOSU),
ou par son développement :
^^u — tg»|a)siD2(u — Q) + 2lg^2***sin4(t?— Q)-f-....
La latitude p s'obtient par la relation :
sin p = sin o) sin (i? — Q),
eL )lî rayon vecteur se calcule par son développement en «érie(84).
Mais les éléments de la Lune sont constamment variables.
Fig. 95.
Le Soleil exerce en effet sur la Lune une action F^ [fig, 95) qui n'a ni la même grandeur, ni la môme direction que son action F^ sur la Terre. Si Ton décompose F^ en deux forces, dont Tune est
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égale et parallèle à Fj, Tautre composante F sera la seule qui intervienne pour modifier le mouvement relatif de la Lune par rapport à la Terre. Cette force F peut à son tour se décomposer en trois autres : Tune dirigée suivant TL, qui cause un renflement ou un rétrécissement de Torbite ; l'autre tangente à Torbite, qui accélère ou ralentit la marche de la Lune ; la troisième perpendiculaire au plan de Torbile, qui produit le mouvement de rétrogradation des nœuds. Cette action du Soleil est analogue à son action sur le renflement équatorial terrestre; on voit par ces indications sommaires comment elle peut faire varier les éléments de la Lune (*). Ces variations sont de deux sortes : les variations séculaires dont la période est assez longue pour qu'on puisse les considérer comme croissant avec le temps pendant l'espace de plusieurs siècles, et les inégalités périodiques dont la période est beaucoup plus courte.
I. — Variations sÉcuLAiRiis
1° Le nœud, dans son mouvement de rétrogradation, parcourt l'écliptique en 6793^,39 et a de plus un mouvement de nutation. La longitude N est donnée par la formule :
N = \—3'iru + l''-25'35^ sin2 [(N) — Q]»
(N) désignant la longitude moyenne du nœud, dont la
valeur est ;
(N) = No — 3'12'^^
(') On lira avec fruil l'analyse purement géométrique de l'action perlur* batrlce du Soleil sur la Lune dans la Popular Asironomy de G.-B. Airy, et dans les OuUines of Aêlronomy de John Herschel.
2*> L'obliquité varie entre 5« O^ 1" et o^ 17' 35";
S'' Le périgée est animé d*un mouvement direct qui est de 6'4(r,92 par jour et de 40°40'36^03 par an. Il fait un tour en 8 ans 310 jours ou 3233',57. Sa longitude est donnée par la formule :
CT = CTo + 6'40",92 1 — a sin2 [(n) — ©],
(cr) désignant la longitude moyenne du périgée dont la valeur est:
(cy) = CTo + 6'40'',92^
La révolution anomalistique^ intervalle qui sépare deux retours consécutifs de la Lune au périgée, a par suite pour valeur :
4*» L'excentricité de Torbite de la Lune varie aussi et se calcule par une formule de la forme :
e = ^0 + ^ ^0 cos2 [(cy) — ©],
Cq désignant Texcenlricilé de l'époque 1850,0 ;
^^ Accélération séculaire du moyen mouvement, — La longitude moyenne deviendrait t-^^nt àTépoque t si n était constant. On trouve qu'il varie et la valeur de la longitude est:
e -j- w< + mt^
Cette accélération séculaire du moyen mouvement a . été reconnue par Halley (1695), parla comparaison des anciennes éclipses totales de Soleil avec les observations actuelles. Ces éclipses fixent très approximativement la longitude de la Lune
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à desépoques déterminées, puisque celle longitude esl égale à celle du Soleil que Ton calcule très exactement par les Tables. On a donc les valeurs de J^k 2000 ans et 1000 ans d'intervalle. Pour en déduire le moyen mouvement, on pose:
^0 + iOOO n = B ^0 + 2000 w = G
Or, ces équations ne sont pas compatibles ; -7757^ est plus
petit que -77^7577 ; il faut donc introduire un terme séculaire de
la forme mfl et Ton a alors :
D'où
CVst l'accélération du moyen mouvement en un an. Elle est de 10" en un siècle. D'après Hansen, elle serait de 13".
Pour expliquer ce fait, Bossut (1762) émit l'hypothèse que la Lune se mouvait dans un milieu résistant; la Lune se rapprocherait alors de la Terre, et, d'après la troisième loi de Kepler, prendrait une durée de révolution moindre. Laplace fit remarquer qu'il suffirait de supposer un ralentissement de la rotation de la Terre dontla valeur serait, depuis Hipparque, moindre que 0*,01. Ce serait clans ce cas l'unité de temps qui aurait changé et non la quantité mesurée.
Plus tard, Laplace montra que la variation d'excentricité
de Torbile de la Terre peut expliquer celle accélération. En effet, Taction perturbatrice du Soleil tend à éloigner la Lune do la Terre, et d'autant plus que le périhélie est plus voisin on IVxcenlricitédelaTerre plus grande. Si donc Texcentrcité diminue, comme cela a lieu, la Lune doit, en moyenne, se rapprocher de la Terre et son mouvement s'accélérer. Comme la variation d'excentricité est périodique, l'accélération de la Lnne aura elle-même une période très longue.
Laplace avait trouvé ainsi une accélération de i0",34 et en avaîl conclu que, depuis Hipparque, le jour sidéral n'a pas varié de 0*,01.
Maïs les calculs plus complets d'Adams (1853), de Delaunay (18B4) et de MM. Puiseux, ont montré que laquanlilé dont la variation d'excentricité de l'orbite terrestre fait varier le moyen mouvement de la Lune n'est que de 6",1. Il reste à expliquer les 6 secondes restantes.
D'après Delaunay et G. Darwin, celte deuxième partie de Tacci^ lé ration est due k l'action des marées sur la rotation de la Terre. Il en résulte, il est vrai, une réaction qui doit retarder Je mouvement de la Lune; mais le coefficient de ce retardement est moindre que celui de la Terre. D'après Darwin, cet effet doit se produire jusqu'à ce que la révolution de la Lune soit égale à la durée de rotation de la Terre.
Poar calculer un lieu de la Lune à l'époque ^, il faut donc d'abord calculer les valeurs des éléments à celte époque et les introduire dans les formules précédentes de 4^, p et r.
II. — Inégalités périodioues
Mais ces valeurs ainsi calculées de ^diffèrent encore des longitudes observées de quantités considérables, qui peuvent atteindre 2*. L'observation et la théorie ont montré en effet l'existence de plusieurs inégalités périodiques de la longitude, dont les principales sont Vévection, la variation eiVéquation annuelle. Elles introduisent dans Texpression de la longitude r dans l'orbile trois nouveaux termes dont nous désignerons les coefficients par a, b, c ; cette formule devient :
t? = Ê'+n'^+C'+asin[!2(0— C)— Cl + *sin2(0-C)+esini:
C' désigne Tanomalie moyenne de la Lune, C Tanomalie moyenne du Soleil; l'équation du centre C varie ainsi queÇ' à raison de la variation de cret de e et on peut prendre avec une approximation suffisante :
C = 2e sin ^'
i** Eveclion, — L'évection a été découverte par Hipparque et Ptolémée. Son nom lui a été donné par Bouiliau. Le terme qui lui correspond dans Texpression de v est:
^isin[2(0-.C)-C'].
où
a = lo20'3(r.
La période, pendant laquelle elle prend toutes les valeurs de + 1* 20' à — !• 20', est d'un peu plus d'un mois synodique, 31^", 8.
Des observations aux syzygies et aux quadratures ont pu révéler son existence. En effet, aux syzygies O — - C vaut 0*» ou 180«; et l'on a :
t? = g' + n'< + (2^ — a) sinC + c sin Ç
L^eicentricité paraît donc diminuée de -• Aux quadratures, Q — £ vaut 90» ou 270*» et Ton a :
r = e' -f- ^'^ + (2^ + ^) ^îïi C -h ^ sin Ç
L'excentricité parait augmentée de ^' Pour ia ramener à
être constante, il faut introduire un terme qui se réduipe à db a sin C aux syzygies et aux quadratures.
2* Variation. — La variation a été découverte par AbouU Wefa et Tycho-Brahé.
Le terme qui lui correspond dans l'expression de v est:
6 8in2(0 — C)i où :
La période est un demi-mois synodique, 14J",8. On a reconnu son existence en observant la Lone aux octants. La différence © — C a alors les valeurs :
et la variation atteint sa valeur maxima zh b. On constate qu'il faut alors ajouter ou retrancher 36' à la longitude calculée pour avoir la valeur observée.
La variation ne dépend que de la distance angulaire de la
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Lune au Soleil et point de la position de la Lune dans son orbite.
3** Équation annuelle. — L'équalion annuelle a été découverte par Tycho-Brahé.
Le terme qui lui corresporui dans le développement de v est beaucoup plus petit que les précédents. Sa valeur est:
c sin î, où
La période est une année anomalistique.
L'équation annuelle provient de Texcentricilé de Torbite terrestre, qui rend l'action perturbatrice du Soleil maxima au périhélie, minîma à Taphélie. La durée de la révolution sidérale de la Lune évaluée vers le 1®' janvier surpasse de plus d'un quart d'heure la durée qu'on lui trouve vers le i«' juillet.
• On constate l'existence de l'équation annuelle en observant que de Ç = 0* à Ç = 180**, le vrai lieu de la Lune en longitude est en arrière du lieu moyen calculé comme il a été dit; le maximum d'écart a lieu pour Ç = 90**. De Ç = ISO* à Ç == 360*, le contraire a lieu. L'équation annuelle ayant le même argument Ç que l'e'quation du centre pour le Soleil; mais en signe contraire, le lieu vrai de la Lune est d'autant plus en avant ou en arrière de son lieu moyen que le Soleil vrai est plus en arrière ou en avant du Soleil moyen.
4* Inégalité en latitude, — Le changement d'inclinaison de l'orbite de la Lune, 8' 47" au maximum, se traduit par une variation égale de la latitude, découverte par Tycho-Brahé,
dont Te^ pression est:
Il f^K\Mù de plus un grand nombre de petites inégaliJésdont la théorie a démontré TexistcnTie et donné les lois.
112* Rotation de la Lune. — En observant la surface de la Lune, on constate qu'elle présente des taches dont la ptiHitîon ne varie pas sur son disque. La Lune tourne donc RUT elln-méme en un temps égal à la durée de sa révolution sifli^ralo. 27J 7** 43™ 11% autour d'un axe presque perpendicu-
Fig. 96.
Inîrê à IV'cUptique et à l'orbite. J.-D. Gassini a remarqué que Vane de Tédiptique, Taxe de Torbite lunaire et l'axe de rotaticm delà Lune sont dans un même plan perpendiculaire à la ligne des nœuds. L'axe de rotation tourne donc autour de Vaxe de Técliptiqucavec la même vitesse que l'axe de Torbite. On peiil énoncer encore cette propriété en disant:
Si pir H centre de la Terre on mène le plan de l'écliptique, le plan de Torbite lunaire et un plan parallèle à l'équaleur luEtairef ces trois plans se coupent suivant une même droite qui est 1:1 ligne des nœuds, et rétrograde comme elle. Le nœud descendant de Téquateur lunaire coïncide constamment avec le nœud ascendant de l'orbite lunaire. Donc Je
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plan de réclipliqiic est enire les deux «ulres plans {fig. 96), ou Taxe de Técliplique entre les deux autres axes, ee' désignant Técliptique, LL' l'orbite, EE' l'équateur, on a :
EOe = l*>28'4.r LOe = 5<» 8'48" EOL = 6«37'33"
lis. Librations. — La combinaison avec les autres mouvements de la Lune de son mouvement de rotation autour d'un axe incliné sur le plan de son orbite, produit dans la position des taches par rapport au contour du disque de petites oscillations qu'on appelle librations de la Lune. On distingue :
La libration en longitude^ qui produit un balancement de l'astre de droite à gauche; sa valeur est 4' 20" ;
2m libration en latitude, qui produit un balancement de l'astre de haut en bas ; sa valeur est de 3' 35" ;
La libration diurne, qui dépend de la position de l'observateur à la surface de la Terre, a pour valeur 32".
L'explication de ces effets est trop facile pour qu'il soit nécessaire de s'y arrêter.
114. Parallaxes. — L'observateur placé à la surface de la Terre voit les astres dans une direction autre que s'il était au centre, et, de son mouvement autour de l'axe, résulte un déplacement apparent des astres. Pour rendre comparables les observations faites en différents lieux, on les rapporte au centre de la Terre.
Dans le problème général que nous avons traité (95), il
faut supposer que S est le centre de la Terre, T un point de la surface, défîni par sa dislance R égale au rayon de la Terre au lieu de l'observation, et ses coordonnées A et B qu'il faut déterminer.
1* En supposant la Terre sphérique, A est l'angle compris entre le méridien du lieu et le plan horaire qui passe par le point vemal.
C'est donc Tangle horaire du point vernal au moment de l'observation, ou le temps sidéral à ce moment:
B est la déclinaison du lieu égale à la latitude géographique «p ; R est égal au rayon a de la Terre supposé constant.
2® En réalité, la Terre est un ellipsoïde de révolution, et il faut tenir compte de son aplatissement dont la valeur est :
Dans le calcul que nous allons faire, Tunité avec laquelle est mesurée la distance A d'une planète ou d'une comète est la distance moyenne de la Terre au Soleil. Il faut exprimer a et ô avec la même unité. Or le rayon équatorial de la Terre, vu du Soleil à sa moyenne distance, sous-tend un angle de 8", 86. On a donc:
a = 1. tg 8^86, ou bien :
a = 8",86 tg r = 8'',86 sin i\
Pour la Lune, on exprime la distance en rayons équatoriaux de la Terre pris pour unité.
Soit M le lieu d*observalioa [fig, 97), MN la verticale du lieu, normale à Tellipse, MG le rayon géocentrique. Appelons cp la latitude astronomique ou géographique MNA, B la latitude géocentrique MCA, p le rayon géocentrique MG. Soit a l'aplatissement ; on a :
d'où
en négligeant a*.
Fig. 97.
En désignant par a? et y les coordonnées rectangulaires de M par rapport à GA, GP, on a :
tgB
dx
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En dilîcrentiant Téquation de l'ellipse, on obtient ;
xdx . ydy _
X dx a*
* a*dy
ul par :>uite :
Ig B = (1 — 2x)tgç = lg(p — 2alg«p.
On eu déduit B — <p :
ou, ttvoc une approximation sufGsante :
Ig (B — ») = — 2a -JiJ= , i ,
tg (B — <p) = — "1% sin cp cos (p = — a sin 2cp, d'où:
B — © = : — T7, sin 2cp,
^ sm i ^
B = (f — 688'' sin 2cp.
On a ensuile en négligeant toujours le carré de a :
p = a Vl — e^ sin *cp,
p z= a (1 — a sin *çp),
p = 8^86 sin i" (1 — 0,0033 sin «cp).
Nous substituerons donc dans les formules générales les valeurs suivantes :
B = © : — 777 sin %,
^ sin i ^
p = a (1 — a sin ^nfj.
On a alors :
i t f U' — l,^ — p cos B sin {0 — .iU)
(a) I ^ '^ *' J — ^ cos (0 -- p cos B cos [B — JV»)'
( A' sin cô' = A sin (0 — p sin B.
Pour tous les astres autres que la Lune, j- est très petit, et Ton peut remplacer ces formules par des valeurs approchées :
.V - ^ =i-£2il sin {X - e) -r-î^,.
A cos (ô ^ ^ sm 1
C'est la parallaxe d'ascension droite.
De même :
(Q~(0=— r-":^~7?s'nBcoscD+ ^ f ,,, cosBsin(jb)cos(^ — JU). Asmi ' Asml ^ ''
Posons :
tg i)/ =i; COt B cos (ô — X)
Nous aurons :
a)' — co = — ^ : .„ : ces ((0 -j- ^).
A sin 1 cosi)/ "^ ' ^'
C'est lapara//aa;e de déclinaison.
Au méridien, X = Ô, X' — Jl, = s, la parallaxe n'allère pas l'ascension droite. La formule de la déclinaison devienl:
CO'— Cô—— :^7,(sin (ôcosB — cosOOsinlî) =— ■ - f .^ sin(B-(D),
ou :
(0' — (i,^ = — P ^ sin C, A sm i
Ç désignant la dislance zénitale géocenlrique Z'GS de S. D'ailleurs (0' — cO est égal et de signe contraire à la parallaxe de distance zénitale z' — ^, et Ton a:
f .,/ sin Ç
A sm 1
Pour un astre éloigné, on peut négliger la non-sphéricité de la Terre et écrire, en égalant les distances zénitales vraie et géocentrique :
z' — z = ^—p} ÛÏ\Z.
A sm 1
Celte parallaxe de dislance zénitale, ou de hauteur, est maxima quand Taslre est à l'horizon [z = 90**); on a alors:
^ A sin V
C'est \h parallaxe horiz^oniale. Elle est la plus grande pos-
sible pour p =a ; sa valeur est alor^ :
A sin r'
C'est la parallaxe horizontale équatoriale.
La valeur de gj détermine A, a étant connu ; on peut donc remplacer Texpresaion de la distance géocentrique par celle de la parallaxe horizontale équatoriale et déduire cette distance de la détermination de la parallaxe.
Parallaxe delà Lune. — Pour la Lune, on a
en moyenne ; il faut donc conserver les formules exactes (a). Le calcul d'une position apparente de la Lune est par suite en général assez compliqué.
Il se simplifie beaucoup si la Lune ebt au méridien. La parallaxe d'ascension droite est nulle; la formule de déclinaison se transforme.
Nous avons obtenu la formule :
A' cos p' cos (a' — a) = A cos p — p cos B cos (A— a)
qui devient, au méridien et pour les ascensions droites et déclinaisons :
A' cos (0' =: A cos cô — p cos B.
On a aussi:
A' sin (ô' = A sin (D — p sin B.
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On déduit de ces deux égaillés :
= — A sin ((A)' — (fc)) — p sin (B — (0'\
Mais on a(/î^. 98):
et la formule devient :
sin [z' — -2-) = ^ sin (^' — e)
Fijî. 98.
On aurait pu rétablir directement sur la figure, qui donne :
D'où
puisque
sm p p
sinÇ'""!"
sin {z' — z) z= t sinÇ',
PARALLAXE DE LA LUNE
Celle relation permet de déterminer A par deux observations méridiennes de distance zénitale du centre de la Lune, faites au môme moment en deux lieux de latitude (p et cp' (ou B et B') placés sur le même méridien. On a :
sin p = ^ sin (z' — e) = ^ sin ;',
sin Pi = ^ sin {zi ^ e^) = ^ sin Ç;.
On calcule e et e^, p et p^, on observe ^ et ^| qu'on corrige
FIg. 99.
delà réfraction. On a trois inconnues p, p^ et A. La figure donne ensuite {/îg. 99) :
C = MCL + p, ;;=.M,GL + p,, Ç'+Ç(=B+B^+P+Pr
Ces trois équations permettront de calculer les inconnues. La détermination absolue de z* et j-J nécessiterait la connaissance exacte des erreurs de division des xercies, du
zénit, et des corrections de réfraction. On évite les erreurs qui en résulteraient en déterminant les différences de déclinaison de la Lune et d'une étoile dont la déclinaison est presque la ménne. Cette déclinaison de TétoiJe peut être déterminée par un grand nombre d'observations. La ûgure donne :
Les dislances zénitales Ç, se déduisent de la déclinaison de Tétoileet des latitudes.
En 1751, 52 et 53, La Caille au Cap, Cassini à Paris, La lande à Berlin, Zanotti à Bologne etBradley à Greenwich, observèrent simultanément la Lune au méridien. En réalité, ces points ne sont pas sur le même méridien ; Borlin et le Cap ont une différence de longitude de 20~ 19%5, et pendant cet intervalle de temps la Lune change de déclinaison. De plus, on n'observe pas directement le centre, mais un bord, qui peut n'être pas le même aux deux stations ; le demi-diamêtre de la Lune n'est pas non plus le même aux deux stations. Des corrections sont donc nécessaires.
On a trouvé pour la Lune:
Ts = 58' 3", ou, d'après Hansen :
La même méthode s'applique aux planètes voisines de la Terre, Vénus, Mars et quelques-unes des petites planètes (Flore).
PARALLAXE DIURNE S
116. Parallaxe diurne. — Du lever au coucher d'un astre, sa parallaxe de hauteur varie incessamment comme l'indique la formule approchée:
P = . ^ j// sin z, ^ A sm 1
De mémo, la parallaxe d'ascension droite varie aussi; nulle au me'ridien, elle est maxima pourô — '^^l>=90*, au passage de l'astre dans le premier vertical.
De là une inégalité sensible dans le mouvement diurne de la Lune (Hipparque), qui dépend de sa hauteur et dont la période est un jour.
De là aussi un moyen de déterminer la parallaxe d'un astre en l'observant au méridien et à l'horizon (parallaxe de hauteur), au méridien et dans le premier vertical (parallaxe d'ascension droite). On compare l'astre, soit en déclinaison, soit en ascension droite, à des étoiles voisines.
La distance de l'astre à l'observateur varie également; le diamètre apparent de la Lune au méridien est plus grand que celui de la Lune à l'horizon.
117. Éclipses. — Une éclipse peut résulter de l'interposition d'un astre obscur entre un astre et Tœil de l'observateur ; elle s'appelle encore dans ce cas occultation; telles sont les éclipses de Soleil, qui, par suite, ne sont pas visibles en tous les points de la Terre. Il peut arriver aussi qu'un agtrese place dans l'ombre portée par un autre astre ; il se produit alors une véritable éclipse ; telles sont les éclipses de Lune visibles pour tout un hémisphère.
Pour qu'une éclipse ait lieu, il faut que le Soleil, la Terre
et la Lune soieDi en ligne droite, c'est-à-dire que la Lune soit en conjonction ou en opposition et au voisinage d'un de ses nœuds; il faut de plus que Fombre de la Terre atteigne la Lune, ou inversement. Nous allons calculer la longueur du cône d'ombre portée par ces deux astres.
i* Ombre de la Terre. — h désignant la longueur du cône,
Fig. 100.
A la distance de la Terre au Soleil, r le rayon de la Terre, R celui du Soleil, on a [fig, 100) :
^D-nr
D désignant le diamètre apparent du Soleil, t7 sa parallaxe horizontale. On prendra pour r la valeur du rayon moyen de
la Terre, à la latitude de 45^ | D varie de 16' 18" ou 978" à
16' 45'" ou 945*^ ; u varie de 9" à 8",8.
Le minimum de h sera donc :
ÉGUPSKS 311
La Lune apogée étant aune distance égale à B3,7 r, le cùne d'ombre l'atteint toujours.
2* Ombre de la Lune. — On calcule de même la longueur du cône d'ombre. On trouve qu'elle varie de57,54r à 59,73 r. Or la distance de la Terre à la Lune varie de 55,9 r à 63,7 r. L'ombre peut donc atteindre ou n'atteindre pas la Terre: dans le premier cas l'éclipsé est totale, et dans le second annulaire, pour Jes points de la Terre situés dans l'intérieur du cône d'ombre ou de son prolongement. Elle est partielle pour les points situés dans le cAne de pénombre, nulle pour les p'^ints extérieurs.
Mais l'ombre de la Lune se déplace à la surface de la Terre, d'abord en raison du mouvement relatif de la Lune et du Soleil, puis en raison du mouvement de rotation de 'la Terre. Le moyen mouvement diurne de la Lune étant de 13**, celui du Soleil de i*. la Lune paraît marcher de 12* par jour, ou SCy par heure dans le sens de l'Ouest à l'Est, par rapport au Soleil. L'ombre sur la Terre immobile et vue de la Lune marcherait donc dans le môme sens, avec une vitesse de 30' par heure. Vue du centre de la Terre, ou d'une distance 60 fois moindre, elle se déplacerait de 60 fois 30' ou 30®.
Mais la Terre tourne dans le môme sens de 15** par heure; l'ombre marche donc de 15** par heure de l'Ouest à l'Est, sur la surface de la Terre. Il en résulte qu'une éclipse de Soleil n'est visible que des points d*une zone terrestre assez étroite ; qu'elle se produit d'abord pour les points les plus occidentaux de cette bande, et successivement pour les autres, en marchant de l'Ouest à l'Est.
Au contraire, une éclipse de Lune est visible à la fois et au môme instant pour tous les points qui ont à ce moment la
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Lune au-dessus de leur horizon. Le point de la Terre qui a la Lune à son zénit est le pôle de Thémisphère pour lequel Téclipse est visible à ce moment; ce point est celui en lequel le temps sidéral est égal à Tascension droite de la Lune, et la latitude égale à sa déclinaison. L*éclipse est visible pour plus d'un hémisphère en raison de sa durée.
118. Prédiction des Éolipses. — Pour que les mêmes éclipses de Soleil et de Lune se reproduisent dans le même ordre au bout d'une certaine période, il faut que la Lune revienne se placer dans les mêmes conditions par rapport au Soleil et à son nœud ascendant; celle période dépend donc delà révolution synodique (^O", 53060) et de la révolution draconitique (27i,21229).
Il faut que Ton ait :
ou
Les réduites successives de cette fraction continue sont
PRÉDICTION DES ÉCLIPSES
et Ton peut prendre cette dernière re'duite pour valeur de— >
ôar on a :
242 rév. drac. = 6587i ,37 = 18*iii-, 223 rév. syn. = 6587^,37.
Donc, au bout de 48' iV (à peu près une révolution du nœud), les trois mobiles reviennent aux mômes positions relatives. Cette période, appelée période Chaldéenne, comprend 41 éclipses de Soleil et 29 de Lune qui se reproduisent dans le même ordre et aux mêmes intervalles.
Il est vrai que nous ne considérons ici que les mouvements moyens de la Lune, du Soleil et des nœuds. Les inégalités sembleraient devoir rendre la concordance illusoire. En réalité, elle est fort exacte ; car le cycle Chaldéen comprend aussi 239 révolutions anomalistiques, qui valent 6585^,5. Donc, après 18 ans 11 jours, la Lune revient aux mêmes positions par rapport au Soleil, à son nœud et à son périgée.
Conditions de possibilité d'une éclipse
1** Éclipse de Lune, — La Lune doit avoir une assez faible latitude ou être assez voisine de son nœud pour rencontrer le cône d'ombre de la Terre. Il faut qu'elle lui soit au moins tangente.
Soient ^ ^ 1^ demi-diamètre apparent du Soleil, n sa parai-
laxe, - D' et zs' les mêmes quantités pour la Lune. On a: 1 R r
(1) Tous ces rapports doivent être multipliés par 206'26?i pour représenter des secondes d*arc.
R étant le rayon du Soleil, r celui de la Terre, r celui de la Lune, A la dislance du Soleil à la Terre, A' la distance de la Lune à la Terre.
Flg. 101.
Soit STO \fig, 101) la trace de Técliptique ; la latitude p de la Lune est égale à LTO. La condition du contact s'écrit :
LTO — LTC = CTO
or:
et.
CTO = ACTt-COT, COT = BTS — TBA,
et l'équation s'écrit :
Or, on a pour valeurs maxima :
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et pour valeurs minima :
u ^^ 53 3o , tj ^^ o )0,
On en déduit la valeur maxima de p :
p = 62' 5r, et sa valeur minima :
Si donc p est plus grand que 63', Téclipse est impossible ;
Fig. 102.
si p est compris entre 63' et 52', Téclipse est douteuse ; si p est plus petit que 52^, Téclipse est certaine.
On déduit de là les limites de distance de la Lune au nœud par la formule :
8in (41,— Q) = cot (o tg p.
On trouve que J^ — Q doit être moindre que 12** pour que réciipse soit possible.
2* Eclipse de Soleil. — La Lune doit être au moins tangente en N {fig, 102) au cône circonscrit au Soleil et à la Terre.
GoogI
On trouve comme précédemment que ^ — Q doit être moindre que 17". On conclut de là que la fréquence relative des éclipses de Lune et de Soleil est représentée par le
rapport — ou à très peu près —> valeur déjà trouvée pour
le rapport des nombres d*éclipses des deux espèces, qui se produisent pendant le cycle Chaldéen. Cependant, en un lieu donné, on voit plus d'éclipsés de Lune que de Soleil, chacune de ces dernières n'élant visible que d'un nombre très restreint de points de la surface de la Terre.
Calcul des phases d'une éclipse de Lune. — Une
éclipse étant reconnue possible pour une opposition, on prend dans les Tables les ascensions droites et les déclinaisons du Soleil et de la Lune. d*heure en heure, avant et après cette opposition, 6t l'on détermine les mouvements horaires de ces astres en ascension droite et déclinaison. Soient jx et v ceux du Soleil, [L et v' ceux de la Lune. Posons :
• Le mouvement du Soleil est le même que celui de l'ombre; les coordonnées <lu centre de l'ombre sont:
180*» -f- ^1,0 et — (Ô0.
A un moment quelconque t voisin de l'opposition, où les coordonnées des centres de l'ombre etdelaLunesontJUetCD, X' et CD', la distance d des centres est donnée par la formule:
cos cf = sin (D sin (D' -f- cos (D cos (D' cos {X' — JC),
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OU bien
1 — 2 sin * - = C08 ((£)'— (D) — 2 cos CD cos CD' sin^ - (X'~oiU,) 1 — 28in2-=l—2sin«-((Ê) — (©)--2cos(Dcos(D'sin2-(.V— cA.);
- ou avec une approximation suffisante puisque les angles sont très petits :
ciP = (OO' — (D)* — cos 2 (D. {X' — X *),
équation qui se déduirait immédiatement du petit triangle rectangle SAL [fig, 103).
Flg. 103.
A une autre époque, ^ -j- t, la distance d des centres, sera :
rfa = ((ô' — (D + nx) î> — cos» (D' (Jlo' — X + mt)»
équation du second degré qui donnera les valeurs de t, correspondantes à des distances données des deux centres. On donnera à d, dans cette formule, les valeurs suivantes :
pour le premier contact avecla pénombre rf=ôD-|-2D'-|-i74*ci' ;
pour le contact intérieur d=^U^'W-\-T:s-\-n ;
pour le contact extérieur avec l'ombre ch=-D' — âD+cy-{-i7';
pour le contact intérieur d=z — ^t^' — ôD-^-ci-f-cr'.
A chacune de ces distances répondent deux valeurs de t (premier et deuxième contact intérieur, etc.). La valeur de ef qui rend les deux racines égales répond au milieu de Téclipse et en détermine la grandeur.
Le calcul de l'équation du second degré serait très incommode. Pour le faciliter, on remarque que la valeur de cP est la somme de deux carrés. On peut donc écrire :
c^cos a = CD' — (D + n T,
rf sina = coscô'. (JL' — <^) -f- ni cos(D. t,
équations en t et a qui se déduiraient immédiatement du triangle SAL. L'angle a est donc LSA.
Pour résoudre, on pose :
cô' — cô = a cosA,
cos CD'. (JU' — cl,) = a sin A,
n= b cos B,
m cos (Q' =z b sin B,
A et B étant plus petits que 90°.
On a alors :
d cos a = a cos A -f- i cos B.t, c^ sin oc = a sin A -|- ^ sin B.t,
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d'où :
d sin (B — a j = a cos (B — A), d cos(B — a) = a cos (B — A) + ^»
et par suite :
. ^ . a sin (B — A) 8in (B -— a) = ^ ■>
___ d cos (B — g) a cos (B — A)
B — a donné par son sinus a deux valeurs supplémentaires Tune de Fautre ; il y a donc deux valeurs de t pour chaque valeur de d.
Si B — a = 90*», les deux valeurs de t sont égales et donnent Tépoque du milieu de Féclipse. On a alors:
Tm = — rCOs(B— A),
t,n= t-- r cos (B — A),
et la distance correspondante des centres, qui est la distance minima, est :
dm = a sin(B — A).
dm doit être pris positif.
Si Ton prend pour unité le diamètre de la Lune D', la grandeur A de Téclipse sera :
. d — dm
e/étantle rayon de Tombre augmenté de celui de la Lune ou la valeur de d qui répond au contact extérieur.
Enfin la ligne SL étant la ligne des centres, le contact a toujours lieu sur cette ligne et la position du point de contact est donnée sur le contour de la Lune, à partir du point Nord, parTangie PLS, qu'on peut considérer comme le supplément de a ou PSL. Les deux valeurs de a donnent les poinls du limbe où ont lieu les contacts.
On simplifierait encore les calculs en partant du moment de l'opposition déterminé par les relations :
-A,' — -L -|- mxc = o
t + rc = fc
On peut aussi faire les calculs en employant les longitudes et les latitudes.
121. Influence de Fatmosphère terrestre sur les éclipses de Lune. — 1"* La réfraction par Tatmosphère fait que des rayons de lumière pénètrent dans le cône d*ombre géométrique. La Lune pendant les éclipses totales est éclairée d'une lumière rougcAlre. La réfraction horizontale est d'environ 33' ; il s'ensuit que le rayon qui émerge de l'atmosphère fait avec le rayon incident un angle d'un degré à peu près. L'angle au sommet du cône d'ombre est donc <p -j- 1**, ce qui réduit à 42 r la longueur de ce cône.
2** L'absorption des rayons du Soleil par les régions basses de l'atmosphère terresire produit le même effet qu'une augmentation du diamètre de la Terre. Il en résulte que le rayon R du disque de l'ombre doit être pris plus grand dans le rapport de 64 à 60.
Tous ces effets varient d'ailleurs avec l'état de l'atmosphère.
CHAPITRE XIII
122. Caractères distinctifs des Planètes. — Les planètes, semblables aux étoiles par leur aspect à Foeilnu, s'en distinguent par leur mouvement: elles se déplacent parmi les constellations.
On compte huit grandes planètes: Mercure, Vénus, la Terre, Mars, Jupiter, Saturne, Uranus, Neptune. Il existe de plus un grand nombre de petites planètes, dites planètes télesco^ piques^ dont les orbites sont placées entre celles de Mars et de Jupiter; on en connaît actuellement 290 (*). Les grandes planètes ne sortent pas du Zodiaque, zone qui s'étend à 8° Ya ^^ part et d'autre de TEcliptique. Il n'en est pas de même des planètes télescopiques qui s'écartent parfois beaucoup de cette zone. Toutes les planètes ont un mouvement direct.
Les comètes se montrent dans toutes les régions du ciel; leur mouvement, souvent très rapide, est tantôt direct, tantôt rétrograde. En d'autres termes, Tinclinaison de leurs orbites
(<) Mars 1890.
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sur l'écliplique peut varier de 0° à 180^ Elles diffèrent essentiellement des planètes par leur conslilution ; elles sont douées d'une lumière propre, tandis que les planètes sont des corps obscurs éclairés par le Soleil.
Les planètes se divisent en deux classes par la nature même de leur mouvement : les planètes inférieures (Mercure^ Vénus) ne s'éloignent jamais beaucoup du Soleil et font avec lui le tour du ciel en un an; les planètes supérieures ^' éloignent du Soleil jusqu'à 180'* et font le tour du ciel dans des espaces de temps variables.
123. Mouvement apparent des Planètes. — Les planètes sont des points mobiles, que nous observons d'un point qui est lui-même mobile. Leur mouvement apparent résulte de la combinaison de la parallaxe annuelle avec le mouvement propre de Tastre.
I. — Un astre immobile, vu d'un point mobile, semble décrire une orbite identique à celle du point mobile, autour du point où il serait vu si le point mobile occupait le centre de sa propre orbite. Son mouvement est de môme sens, mais il est constamment à i80<» de la position du point mobile. C'est ce que nous avons déjà vu à propos du mouvement apparent du Soleil (94).
II. — La combinaison de ce mouvement parallactique avec le mouvement réel de la planète donne pour sa trajectoire une courbe épicycloïdale dont on peut faire l'épure de diverses manières.
i^ Supposons la Terre et une planète supérieure animées de leurs mouvements réels autour du Soleil (fig. 104) : soient T et P les positions initiales : au bout d'un certain intervalle
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de temps, la Terre vient en T^, la planète' en P^, puisque sa vitesse angulaire est moindre. Si Ton imagine la Terre immobile en S, elle verra d'abord la planète en P' tel que PF = TS, puis en P| au sommet du parallélogramme ST^ PiPj . On construira donc facilement l'orbite relative point par poinl.
Pig. 104.
Fig. 105.
La construction est analogue (fig. 105) si Ton suppose la Terre immobile en T. L'orbite est déplacée de la longueur TS parallèlement à elle-même.
2® Supposons avec les anciens la Terre immobile en T, {fig, 106), tandis que la planète se meut sur Xépicycle G, de rayon égal à celui de Torbite terrestre, dont le centre parcourt un grand cercle, appelé déférent, qui n'est autre que l'orbite réelle de la planète. Au bout d'un certain temps, la planète serait venue de P en P^ sur l'épicycle immobile, l'arc PP^ étant égal à l'arc TT^ des deux figures précédentes. Mais le centre G de l'épicycle s'est déplacé jusqu'en Cj, et la position réelle de la planète est P{, au sommet du parallélogramme
cg; p; p^.
SiA
3*» Si Ton suppose enfin que le Soleil tourne autour de la Terre immobile en entraînant l'orbite de la planète {fig. 107), le Soleil au bout d'un certain temps e^t venu en S^ (SS, =TT4) :
Fig. 106.
Fig. 107.
la planète, si elle était immobile sur son orbite, serait sur S^P^ ; en réalité elle est en P^ à une distance de S^ égale à SP et sur une direction S^P^ faisant avec S^P^ un angle égal
à son déplacement angulaire sur son cercle.
La marche apparente de la planète est la même dans ces trois hypothèses.
EnP^ (/î^. 108), la planète est en opposition; elle apparaît au milieu du ciel à minuit. Son diamètre est maximum et sa vitesse rétrograde est maxima. La planète est stalionnaire en Pj, puis son mouvement devient
Pig. 108.
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direct; sa vitesse est maxima et son diamètre minimum à la conjonction P3. Elle est de nouveau stationnaire en P^ et son mouvement redevient rétrograde, etc.
Le mouvement des planètes inférieures s*étudie de la même manière. L'opposition est remplacée par la conjonction inférieure, où il se produit un passage de la planète sur le Soleil, si elle est assez voisine du plan de Técliplique pour se projeter sur le Soleil. Les planètes inférieures présentent des phases bien marquées analogues à celles de la Lune.
124. Lois du mouvement des planètes déduites de leur observation méridienne. — Première approximation. — On observe chaque jour aux instruments méridiens le passage du centre de la planète et sa distance zénitale, comme nous l'avons fait pour le Soleil. On en déduit l'ascension droite et la distance polaire de la planète, et ensuite sa longitude et sa latitude.
De ces éléments, on déduit, comme il suit, les lois du mouvement delà planète.
!• De la détermination quotidienne des longitudes, on déduit par interpolation les époques des oppositions de la planète, cVst-à-dire les époques auxquelles la longitude de la planète est égale à celle du Soleil augmentée de 180<*. On constate ainsi que l'intervalle de deux oppositions est à très peu près constant. A ces moments, le Soleil, la Terre et la planète sont en ligne droite. On peut donc, de Tinlervalle des oppositions, déduire le rapport des durées de révolution de la planète et du Soleil (ou de la Terre).
Soit, en effet, n le moyen mouvement diurne du Soleil, n' le moyen mouvement diurne de la planète ; son moyen
mouvement relatif a pour valeur n — n'. Les durées de révolution du Soleil et de la planète sont :
n' Si Ton a mesuré Tintervalle t de deux oppositions, on a :
n — n' "" r — T' d'où :
On a donc un moyen de calculer n' et T', en négligeant les eicentricités. L'exactitude sera assez grande si l'on prend deux oppositions, séparées par un long intervalle de temps, auxquelles la planète sera revenue à la même longitude^
L'intervalle t de deux oppositions s'appelle révolution st/no^ dique de la planète ; l'intervalle T' entre deux retours de la planète à la môme longitude est la révolution tropique. La révolution sidérale, intervalle de deux retours consécutifs de la planète au même point du ciel, se déduit de T en tenant compte du mouvement du point vemal.
L'opposition se définit exactement comme le moment où la longitude de la planète est égale à celle du Soleil augmentée de 180^, sa latitude étant quelconque : on en détermine le mi)ment exact par interpolation entre deux longitudes observées dont l'une est plus grande que 180" -f- © et l'autre plus petite. La longitude hcliocentrlque est à ce moment la même que la longitude géocentrique.
LOIS DU MOUVEMENT DES PLANÈTES
2» En mesurant les distances itinéraires des planètes au Soleil, on constate qu'elles sont presque constantes.
Pour calculer ces distances, Copernic supposait uniformes les mouvements de la Terre et de la planète, et leurs orbites circulaires. A partir d'une opposition SO [fig. 109), il observait à des époques déterminées la distance angulaire STP de la planète au Soleil. L*angle TSO et Tangle PSO étant connus d'après son hypothèse et la connaissance des durées de révolution ^'
de la Terre et de la planète, il pouvait construire le triangle STP (ST = i). Il trouva que les distances ne sont pas absolument constantes, ce qui le força à compliquer son système.
Kepler supposait seulement le mouvement de la Terre uniforme. Au bout d'une révolution de la planète, celle-ci est revenue en 0, la Terre est venue en T, el de la mesure de STO à ce moment, il concluait la longueur SO. Les moyens mouvements étant incommensurables, les oppositions donnent toutes les positions possibles de la planète, dont on peut alors tracer l'orbite par points: c'est ainsi que Kepler étudia le mouvement de Mars.
125. Deuxième approximation. —Détermination du mouvement héliocentrique d'une planète par des observations géocentriques, faites à des époques con-
3ie8
▼enablement choisies. — On établit d'abord que la planète se meut dans un plan passant par le centre du Soleil, qui coupe Técliptique suivant une droite ûxe et sous une inclinaison constante.
i^ Pour déterminer le nœud, on remarque que la latitude géocentrique ou héliocentrique de la planète est nulle à ce moment, la planète étant dans l'écliptique. On obtient donc par interpolation le temps du passage au nœud ascendant ou
Plg. 110.
descendant, et la longitude géocentrique de la planète à ce moment, rapportée à un équinoxe fixe. On calcule la longitude du Soleil pour le même moment.
2® La droite menée du Soleil à l'un des nœuds fait un angle constant avec la ligne des équinoxes. Supposons la planète à son nœud en P et soient S et T les positions du Soleil et de la Terre {fig. 110). La figure PST est dans le plan de Técliptique et l'on a :
SP _ r _ sin STP _ sin (L — 0) ST "" r "~ sin SPT "" sin (N — L) *
A une autre époque, où Ja planète sera au même nœud, on
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aura de même :
r, 8in(L^ — 00 r; "" 8in(N — lV
On trouve que toutes ces équations sont satisfaites par les mêmes valeurs de r et N et Ton en déduit la longitude héliocentrique N du nœud ascendant. Le nœud descendant est à 180^
3^ La planète se meut dans un plan qui passe par la ligne
Fig. lil.
des nœuds. Ou bien : si par une position quelconque de la planète et la ligne des nœuds on fait passer un plan, ce plan a une inclinaison constante sur l'écliptique.
Pour le démontrer; au moment où la Terre est sur la ligne des nœuds, et où la longitude du Soleil est par conséquent égale à N ou à 180*» -|-N, on détermine, par interpolation, la latitude géocenlrique de la planète p = Pp et sa longitude géocentrique yp = L. Le triangle PNp [fiff, 111) donne :
tgp = tgt sin(L— N)
On en déduit i. Toutes les valeurs coïncident, quelles que soient les positions de la planète.
4^ Il reste à déterminer le mouvement de la planète dans le plan de son orbite. Il faut pour cela connaître le rayon vecteur et la longitude dans l'orbite à un moment quelconque, ou l'angle du rayon vecteur avec la ligne des nœuds. Cet angle u augmenté de Nest égal à la longitude v dans Torbito. On rappelle argument de latitude.
A chaque opposition, on a, par interpolation, la longitude héliocentrique de la planète tout comme si on l'observait du Soleil ; car, à ce moment, le Soleil, la Terre et la planète sont en ligne droite. Au bout de plusieurs révolutions, on a donc un certain nombre de ces longitudes distribuées assez régulièrement sur toute Torbite ; i étant connu, on en conclut la longitude dans Torbite par la relation
tg(t)— N)cost = tg(L — N)
On compare ces longitudes avec leur expression empirique
î? = n^ -}- 6 -|- A sin {nt -f *) + ^ sin 2 {nt -\- ol) -]-,,,
et de ces équations on conclut les valeurs de e, A, B et a, la valeur de n étant déjà connue. On trouve que des valeurs constantes des inconnues satisfont.
On peut alors calculer la longitude héliocentrique pour une époque quelconque à laquelle on a observé la longitude géocentrique de la planète L' = yT|î, ainsi que sa latitude
P'=pp.
Reste à déterminer le rayon vecteur de la planète et sa distance à la Terre. Soient {fig, 112) S le Soleil, T la Terre, P la
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planète au moment où Ton a observé la longitude L' = yTp^ de celle-ci et sa latitude p' = p'p^ .
On déduit des Tables du Soleil la longitude © == y TS' et la distance TS = R; on calcule, à Taide de la série empirique précédente, la longitude v de la planète dans son orbite, et,
Fig. 112.
la longitude du nœud N étant connue, ainsi que Tinclinaison t, on en déduit la longitude héliocentrique ySP^ de la planète par la relation
tg (L — N) = tg (t? — N) cos î, et sa latitude héliocentrique P'P^, par la formule :
tgp = tgi8in(L — N).
Le triangle STp, projection de STP sur le plan de Téclip-
tique, donne alors :
ou bien
sin STp _ Sp sinSpT^ST'
sin (L^ — Q) _r, sin(L'— LO "~R'
d'où Ton déduit r|, distance accourcie de la planète au Soleil. On a ensuite le rayon vecteur lui-même SP par la relation :
SP = r = -^•
On calcule de la même manière la distance accourcie à la Terre Tp =rj et la distance vraie TP = r'.
L'équation
_ 8infL'-0) ^* ~ 8in(L-I/)
montre que les meilleures conditions de détermination de r sont celles où
L' — O = 90», ou
la planète est alors en quadrature et passe au méridien 6 heures après ou avant le Soleil.
Ayant ainsi pour des époques ^, t\ t'\.,. les longitudes dans l'orbite v, v\ t?"... et les rayons vecteurs r, /, r"...., on calcule s ^^ "t: et Ton vérifie la loi des aires, z at
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Oq trace l'orbite par points et l'on en reconnaît la forme elliptique. On vérifie cette forme en posant :
,_ a (i — e^) 1 -f- ^ cos {v — zs) ou :
r [i -^ e cos V cos zj -i- e siu v sin cy] = a (1 — e^).
On pose :
e cos d = a?, c sin cj = y, a (1 — e') = p.
On a alors :
r-^-xr cos r -}- y^ sî^^ ^ = Pi r' -|-a?r' cos v -^^ y r' sin w = p\
On déduit de Tensemble des observations les valeurs les plus probables de e, u ei a et Ton constate que les résidus sont de Tordre des erreurs d'observation. Les deux lois de Kepler sont alors démontrées :
1<» Une planète décrit autour du Soleil une orbite plane telle que Taire balayée par le rayon vecteur est proportionnelle au temps.
2^ Cette orbite est une ellipse dont le Soleil occupe un des foyers.
Ayant fait ces déterminations pour toutes les planètes, on a les temps T, TT, T"... des révolutions sidérales et leurs moyennes distances au Soleil exprimées en fonction du rayon moyen de Torbite terrestre. On en conclut la troisième loi de Kepler :
d*" Les carréâ des temps des révolutions sidérales des pla-»
nètes sont proportionnels aux cubes des grands axes de leurs orbites. Cette loi s'exprime par la formule
Ti T'a
ou, en fonction du moyen mouvement :
Pour la Terre :
par suite :
On a aussi :
V étant la vitesse linéaire de la planète. Le moyen mou-
vement n a pour valeur -? et la loi de Kepler peut s'écrire :
ce qui montre que la vitesse linéaire décroît à mesure que a augmente.
On peut encore prendre pour constante la valeur
rpj — "'t
ce qui donne pour la Terre {a = i):
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ou:
Log k = 5,87480
Pour une autre planète, dont on a déterminé la durée de révolution sidérale 1\, on obtient le grand axe de Torbite par la formule :
a! = ^kY^
C'est donc en déterminant comme nousTavons fait la durée de la révolution sidérale des planètes qu'on obtient le rapport de leur moyenne distance au Soleil au demi-grand axe de Torbite terrestre.
Comme nous l'avons vu pour le Soleil (83), les éléments nécessaires pour fîxer la position d*une planète sont au nombre de 7:
10 et 2® La longitude du nœud et l'inclinaison de l'orbite, qui ûxent la position du plan de Torbite.
3** La longitude du périhélie, qui fixe la position du grand axe.
4^ et 5** Le demi-grand axe a et Texcentricité e, qui fixent la forme de l'orbite et ses dimensions.
6** Le moyen mouvement n, qui fixe la durée T de la révolution.
7** La longitude moyenne de l'époque, que l'on peut remplacer par l'époque du passage au périhélie.
La troisième loi de Kepler réduit ces éléments à 6.
126. Détermination de Torbite d'une Planète par des observations faites à des époques quelconques. — La
connaissance des lois du mouvement elliptique des Planètes permet de déterminer les éléments de l'orbite d'un de ces astres par trois observations de ses positions apparentes dans
le ciel, faites à trois époques distinctes peu de temps après sa découverte. Nous ne pouvons qu'indiquer ici la marche à suivre dans la solution de ce problème, que Gauss a traité d'une manière complète dans son bel ouvrage intitulé : Theoria motus corporwn cœlestium in seclionibus conteur soient ambientium (Hambourg, 1809).
On a observé de la Terre la longitude L' et la latitude p' de la planète, à un moment où les coordonnées écliptiques de la Terre sont 180* -f" O ®^ ^^ données par les tables du Soleil (B = o). Les coordonnées héliocentriques L, p et r de la Planète sont liées à ces données par les relations :
I A' cos p' cos a = A cos p cos a — R cos A, {\\ l A' cos p' sin a' = A cos p sin a — R sin A, ( A' sin p' = A sin p,
qui contiennent en outre Tinconnue A, distance de la Terre à
la planète. Il faut les transformer en y introduisant les éléments cherchés de l'orbite. On comptera les longitudes à partir du nœud ascendant ; elles deviennent L — N, L' — N et ISO» + o — N ou 180» — (N — O).
De plus, il faut éliminer p, et pour cela introduire la longitude dans l'orbite v. On a [fig. 113) :
cos p cos^a = cos (i? — N), cos p sin a = sin [v — N) cos t, sin p = sin [v — N) sin i.
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Posons :
Les formules deviennent :
j r' cosp'cos(L^— N)=ircos(î?— N)-}-Rcos(N — O), (4) j r'cosp'sin(L' — N)=rsin(i?— N)cose— Rsin(N — O), ( r sin p' = r sin {t? — N) sin i.
Les inconnues sont N, e, r, r' et v.
Il faut joindre à ces relations Téquation :
i -|- ^ cos (v — n)
qui introduit trois nouvelles inconnues a, et ct.
La loi des aires donnera une cinquième relation. On exprimera que le secteur elliptique PSA {fig. 114) est à Taire de l'ellipse comme le temps
écoulé depuis le passage
^ ^ ^ Fig. 114.
au périhélie est au temps
de la révolution entière. On aura ainsi une nouvelle équation:
f (r, r, «, e, cr, ô) =
qui introduit une neuvième inconnue, Tépoque ô du passage au périhélie»
Entre ces cinq équations, on éliminera les inconnues r', v et r; il restera deux équations entre les six éléments N, i, a, e, Ts et 0. Les quantités connues sont L*; p' et ©»
COURS I>*ASTA0N0S1IE
Pour obtenir les six élémenls, il faudra donc faire trois observations de L' et p' à trois époques distinctes. On aura ainsi six équations pour les six inconnues.
Ces observations se font en général au moment de l'opposition. C'est en effet l'époque la plus favorable pour la découverte des planètes nouvelles.
La recherche des planètes télescopiques se fait à Téquatorial, à Taide de cartes écliptiques sur lesquelles on a marqué les positions de toutes les étoiles visibles jusqu'à la treizième grandeur, dans une zone qui s'étend à quelques degrés de part et d'autre de l'écliplique. Lorsque l'observateur a constaté dans le ciel l'existence d'une étoile qui n'est pas marquée sur la carte, il en détermine la position par rapport aux étoiles voisines et reconnaît bien vite si cette position est variable. Dans ce cas il a trouvé une planète, dent trois observations exactes, à quelques jours d'intervalle, lui permettent de calculer une première orbite. Il peut alors déterminer la dislance de la planète à la Terre, par conséquent corriger de la parallaxe ses premières observations, c'est-à-dire les réduire au centre de la Terre. Il reprend alors avec ces nouvelles données le calcul des éléments définitifs.
Calcul d'un lieu
de la Planète. — Les
éléments une fois connus.
\ y(u. /pvr
on calcule un lieu hélio-
es ^
centrique de, la planète
par les mêmes formules
qui ont servi pour le Soleil et pour la Lune. C désignant Tanomalie moyenne, w l'anomalie excentrique, v — ci l'ano-
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malie vraie {fig. 115) on a :
ou
Ç = n (^ - 0), Ç = M — e sin w, r = a (1 — e cos m),
On a ensuite l'argument de latitude t? — N, d'où Ton déduit p et L — N, par suite L, par les formules [fig. 116):
Ig (L — N) = tg (r — N) cos i, Ig p = sin (L — N) tg L
On peut aussi développer îi, r et t? — N en séries de sinus ou cosinus des multiples de Ç, Texcentricité étant suffisamment petite.
On passe de là aux coordonnées géocentriques par les formules (1) de la page 336, où Ton fait
CK
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L, A ii:: 180» 4-0.
Les inconnues sont A' = r', a' = L' et la latitude géocentrique p'. On a:
r' cos p' cos L' = r cos p cos L + R cos O, r' cos p' sin L' = r cos p sin L — R sin ©, r' sin p' = r sin p.
On résout ces équations comme nous Tavons fait et l'on en déduit Tascension droite et la déclinaison par les formules de transformation.
On peut encore employer les formules (^), qui donnent L', p' et r' en fonction de r — N, N et i. On peut aussi passer directement de i? — N à JU et (JO, par une transformation facile des formules générales.
Enfin, ayant les coordonnées pour le centre de la Terre, on les affecte de la parallaxe pour les avoir rapportées à un point de la surface.
Ce sont ces coordonnées que Ton compare à l'observation pour perfectionner les éléments de la planète. Mais il faut remarquer:
1° Que ces coordonnées sont rapportées à Téquinoxe Tï^lq et à Técliptique (ou l'équaleur) fixe de Tépoque. On doit les ramener à Téquinoxe apparent du moment de l'observation. 11 faut donc tenir compte de la précession générale, de la nutationet de l'aberration; ce qui revient à changer la valeur de Ê, longitude moyenne de l'époque, comme nous l'avons fait pour le Soleil :
e^ = E -I- 50/'236^ -f 0,000113/2 + ^ + aberration.
On peut encore ramener l'observation à l'équinoxe fixe.
2° Que le calcul donne les coordonnées pour midi moyen (ou minuit moyen) de Paris. Il faut calculer les coordonnées pour le moment du passage au méridien. C'est le problème général que nous avons déjà résolu : trouver l'ascension droite et la déclinaison de l'astre au moment où l'ascension droite est égale au temps sidéral du lieu .
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Soient A-Jl*, A'X, A'M) les différences première, seconde et troisième des ascensions droites à midi moyen. L'ascension droite au temps moyen t sera
où t est exprimé en fractions de jour moyen.
Si est le temps sidéral à midi moyen, au temps t il
. , , 86636.56 . , ,. . , <(<—!) .,. , D'où l'on déduit :
JU ô
8fi636.56 (^-1) ,,, 86400 ~^"^ ^^'^
On résout par approximation en substituant k t dans le dénominateur la valeur approchée
oRô
• AoiU
En un autre Heu que celui pour lequel a été calculée l'éphéméride, l'ascension droite cA» se rapporte à l'heure sidérale 6 — L, L étant la longitude ouest de ce lieu. Donc le temps de la culmination sera, en temps moyen du 1" méridien :
AA. - (L^) AM
On interpolera ensuite la valeur de la déclinaison pour Tépoque t (ou f) du passage au méridien.
3*» La position apparente de Vastre mobile n'est pas sa position vraie au moment de l'observation. La lumière emploie en effet 497*,8 à parcourir le demi-grand axe R^ de Torbite terrestre. Donc pour parcourir la distance r de la planète à la Terre, elle emploie :
ou, en prenant R^ pour unité :
L'observation de la planète se rapporte donc à une époque t — 497%8 r'. Ou bien il faut, pour avoir l'ascension droite et la déclinaison à Tépoque t, les augmenter de leurs variations pendant ce temps 497*.8 r. Ces variations se prennent dans les éphémérides ou se déduisent de l'observation même.
Si Ton veut corriger les ascensions droites et les déclinaisons de Téphéméride pour l'époque t et en déduire l'ascension droite et la déclinaison observée à ce moment, il faut appliquer la même correction en signe contraire.
128. Détermination des stations et rétrogradations des Planètes. — 11 existe une autre manière élémentaire de comparer la théorie et l'observation.
Les valeurs de L', combinées avec la troisième loi de Kepler, montrent comment et à quelles époques se produisent les stations et rélrogradatijons des planètes.
DÉTERM. DES STATIONS ET RÉTROGRADATIONS DES PLANÈTES
On a pour une planète :
— — =-, dt r
où n désigne le moyen mouvement et v la vitesse linéaire. Pour la Terre :
dt R
Donc, pour les planètes supérieures, r étant supérieur à R, on a :
Pour les planètes inférieures au contraire, r étant inférieur à R, on a :
En négligeant l'inclinaison
et Ton a :
, ^ _ r sin L -{- R sîn Q ^ "~ r cos L + R cos O
On en déduit :
1 dL' (^cosL ^-f- ï^ cos© ^j (r cosL + Rcos© cos^L' dt "" (r cos L -|- R cos ©)*
+ ( r sin L -T- -h R sin © -^ j (r sin L + R sin ©) (r cosL + Rcos©)^ *
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Celte égalité peut encore s'écrire :
i d\ ' ^^* ^^^^ L + rR cos L cos ©^ ços»L "ST ~ r'> cos» L'
(R* cos* O + '^^ cos L cos O) -^
J il
^ r'2 cos* V
(r* sin* L+rR sin L sin ©)- + (R* sin* © + Rr sin L sin ©) g
+ r'* cos* U
ou :
r'* ^' z= n? + RV+ (Rr + rV)cos(© — L)-
dt
A Topposition ou conjonction inférieure
Les facteurs r — R et v — V sont de signes contraires ; donc
dL'
— est négatif. Par suite, la vitesse est rétrograde et maxima,
dl ' Si -^ = 0, il y a station et Ton a :
cos(0-L)=-^^.
Le cosinus étant < 1, il faut que l'on ait aupsi r» + RV < Rr + rV,
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OU bien encore :
C'est en effet ce qui a lieu. S'il s*agit d'une planète supérieure r — R > o et alors t? < V. Si au contraire la planète est inférieure
et t? > V.
Les stations ont lieu pour deux valeurs de © — L, Tune inférieure, Tautre supérieure à 180*» de la môme quantité, ou bien encore pour des valeurs équidistantes de 0® (conjonction).
Tous ces résultats fournis par la théorie sont d'accord avec Tobservation.
129. Perturbation des éléments elliptiques des Planètes. — Les éléments des planètes, comme ceux de la Terre et de la Lune, sont soumis à des perturbations résultant des actions réciproques de ces planètes les unes sur les autres. Ces perturbations ou inégalités sont de deux ordres : les unes sont représentées par des séries ordonnées suivant les puissances du temps ; les autres ne contiennent le temps que sous le signe sinus ou cosinus. Les premières sont les variations séculaires des éléments : leurs eQets s'accumulent et fmiraient par déformer complètement les orbites des planètes, si, dans la réalité, elles n'obéissaient pas à des périodes de très longue durée, au bout desquelles elles agiront en sens contraire. Les secondes ont des périodes beaucoup plus courtes,
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et reprennent, au bout d'intervalles de temps plus ou moins courts, les mêmes valeurs tantôt positives et tantôt négatives.
L'excentricité, la longitude du nœud, celle du périhélie et l'inclinaison de l'orbite sur Técliptique sont soumises à ces deux genres de variation, comme on Ta vu pour les éléments de l'orbite terrestre. Une planète ne se meut donc pas autour du Soleil sur une ellipse, ou, en d'autres termes, elle se meut sur une ellipse dont les éléments varient sans cesse. Il suit de là que, lorsqu'on veut calculer pour une époque déterminée un lieu de la planète, il faut d'abord calculer les valeurs des éléments pour cette époque; et c'est avec ces éléments sans cesse variables qu'on emploie les formules données plus haut.
Mais, au milieu de toutes ces variations, il est deux éléments qui conservent des valeurs constantes, ou du moins soumises seulement à des variations périodiques très courtes. Ce sont les grands axes des orbites et les durées des révolutions sidérales ou les moyens mouvements. Cette invariabilité des grands axes ou des moyens mouvements a été établie par les recherches de Lagrange et de Laplace, et constitue un des traits caractéristiques les plus importants du système planétaire.
CHAPITRE XIV
180. La troisième loi de Kepler permet de déterminer les distances de toutes les planètes au Soleil âi)s que Ton connaît l'une d'elles. L'unité adoptée pour mesurer ces distances est la distance moyenne a de la Terre au Soleil. On en déduit la distance moyenne a' d'une autre planète par la relation :
T et T' désignant les durées des révolutions sidérales de la Terre et de la planète considérée. On a aussi :
f- e cos [v — cy) ^ "" 1 + e' cos (t?' — Tsi
et l'on peut à l'aide de ces formules déterminer à toute époque le rapport de r' à r lorsque le rapport de a à a est connu, ou inversement.
Il faut donc déterminer la distance moyenne a de la Terre au Soleil ; l'unité avec laquelle on la mesure est le rayon équatorial terrestre et c'est en définitive la mesure de la Terre qui sert de base à la mesure de l'univers. La détermination de la forme et de la grandeur de la Terre, ainsi que celle de la distance de la Terre au Soleil, furent au xvii^ et au xviii* siècle, la principale occupation des astronomes de l'Observatoire de Paris et de l'Académie des Sciences.
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La mesure de a revient à la mesure de la parallaxe solaire qui lui est liée par la relation :
sm CT = — î a
ou, avec une approximation suffisante:
xs =
a sin M'
R désignant le rayon équatorial de la Terre [fig. 117) et cy la parallaxe horizontale équatoriale du Soleil.
La mesure directe de la parallaxe solaire par le procédé que nous avons employé pour celle de la Lune ne donnerait pas une approximation suffisante, surtout en raison des phénomènes de réfraction anormale qui se produisent autour du Soleil. On la déduit donc de la parallaxe d'un astre plus voisin déterminée par la méthode ordinaire (Mars) ou par l'observation des passages de l'astre sur le Soleil (Vénus).
PARALLAXE DE MARS
181. Parallaxe de Mars. — La méthode générale de mesure des parallaxes (114) peut s'appliquer à Mars et aux petites planètes dont la distance à la Terre n*est pas trop considérable. On a, par exemple, pour Mars :
a'=:i,52, e=0,093, dist.au périhéliei,52(l — e)== 1,379;
el pour la Terre
a=:i, 6=0,017, dist. à l'aphélie 1(1 + e) = 1,017.
A l'opposition, la distance de la Terre aphélie à Mars périhélie est donc 0,362.
Les éléments de la planète Flore sont :
a' = 2,20, e = 0,157 ; La distance au Soleil au périhélie est donc 2,20 (1 — e) = 1,855,
et sa distance minima à la Terre est par suite 0,838.
On peut aussi déterminer la distance d'une de ces planètes par la mesure de sa parallaxe diurne, à l'aide d'observations faites en un seul lieu.
Les planètes inférieures s'approchent aussi à des distances assez faibles de la Terre au moment de leur conjonction inférieure : on a en effet
pour Vénus a' = 0,723, dist. à la conj. inf. 0,277 ; pour Mercure a' = 0,387, dist. à la conj. inf. 0,613.
Mais la méthode générale ne peut pas s'appliquer à ces astres ; à la conjonction inférieure, ils sont noyés dans les rayons du
Soleil et n'apparaissent que sous forme d'un croissant très délié. Il est vrai qu'en raison du prolongement des cornes, on peut en mesurer les deux bords ; mais les étoiles auxquelles il faudrait comparer ces astres sont invisibles. On les comp€u*e alors au Soleil lui-même et les meilleures conditions sont celles d'unpassage sur le disque du Soleil.
182. Passages de Vénus sur le Soleil. — Au moment d'un passage, un observateur au centre de la' Terre voit Vénus se projeter en t?' sur le disque (fig. 418); un observateur à
Fig. 118.
la surface la voit en v. On mesure la distance angulaire vv\ Soit 7t la parallaxe solaire ArT, P la parallaxe de Vénus AVT. On a :
in 7g _ TV _ r — /
8in(P — 7c)~"Tt;~ r'
r et / désignant les distances de la Terre et de Vénus au Soleil. On en déduit :
Par suite, si Ton peut mesurer l'angle P — ic sous lequel, de la
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Terre, est vu Tare w'^ on aura u, puisque le rapport — est connu ; et il y a avantage à mesurer Tangle P — tc, car il est beaucoup plus grand que tc. On a en effet :
L'arc vv est donc 2,97 fois le rayon de la Terre. Si Ton place deux observateurs aux extrémités A et B d'un diamètre
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de la Terre, Tangle sous lequel sera vu vV (fig. 119) sera 5,94 fois la parallaxe solaire et la méthode semble par suite préférable à la précédente.
Pour Mercure, on n'aurait pas le même avantage, car
L'angle observé serait au contraire plus petit que la parallaxe solaire.
L Conditions d'un passage de Vénus. — Il faut, pour qu'un passage ait lieu, que la planète soit en conjonction inférieure et que sa latitude géocentrique soit moindre que le demi-
diamètre du Soleil, c'est-à-dire que la planète soit au voisinage d'un de ses nœuds.
Ces passages se reproduisent tous les 113 ans à peu près et deux fois de suite à 8 ans d'intervalle : les considérations suivantes permettent d'établir ces périodes.
1*^ La longitude du nœud ascendant est actuellement 75® 19'. La longitude héliocentrique de la Terre doit être la même et la longitude géocentrique du Soleil avoir la valeur :
C'est ce qui a lieu dans les premiers jours de Décembre.
2® La longitude du nœud descendant est à 180® de la première ; c'est donc dans les premiers jours de Juin que peut avoir lieu un passage au nœud descendant.
3® Après un passage, il peut s'en reproduire un second au même nœud, 8 ans apn^s. Un troisième est impossible. En effet
8rév. sid. delaTerre(365i-,2563)font 2922^,048
5 rév. syn. de Vénus (583i-,9127) font 2919^ ,563
13 rév. sid. de Vénus (224i ,7007) font 2921^ ,liO
Ainsi la planète revient en conjonction 2^,5 avant 8 ans et à son nœud un jour avant 8 ans. Or, aux environs du nœud, la variation en latitude géocentrique est de 12' à 14' par jour, donc de 18' à 21' en 1J,5. Le diamètre du Soleil étant 3?, un deuxième passage est possible à la condition qu'au premier la planète n'ait pas été à son nœud, ni très voisine du nœud. L'un des passages doit avoir lieu avant le nœud, l'autre après. Mais un troisième passage 8 ans après, ne peut avoir lieu ;
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4* Après un passage à un nœud, il s'en reproduit un autre au même nœud après une période de 235 ans. Kn effet
235 rév. sid. de la Terre font 8ogS5i ,230
382 rév. sid. de Vénus fonl 85835^-,700
De même, le deuxième passage qui s'est produit 8 ans après le premier, se reproduit 243 ans après le premier. En effet:
243 rév. sid. de la Terre font 88757i ,298
395 rév. sid. de Vénus font 88756J,81
Le calcul exact permet de choisir entre ces deux périodes.
Mais dans Tintervalle, il a pu se produire deux passages à Tautre nœud, pourvu que la Terre et Vénus aient fait un nombre entier détours plus la moitié d'un au même momenl. La première période 235 ne donne rien, puisque 382 est pair. Mais dans le deuxième cas, -^ et -3- donnent 121,5 et 197,5 qui satisfont à la condition. On a don<'. le tableau suivant :
NCBUD
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ÉPOQL'KS des
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1631 déc.
1761 juin 6 1769 — 3 1874 déc. 8 1882 — 6 2004 juin 7 2012 — 5 2117déc.lO 2125 — 8
COURS o'astro.nomib.
Les intervalles successifs sont 8 et 121,5 avec 105,5, ou 113,6 ±: 8.
II. MESURE DE P — 7c. — En deux stations A et B de même longitude {fig, 120), on mesure micrométriquement ou avec rhéliomètre les distances angulaires a, p des centres des deux astres à des moments déterminés. La somme des angles ou leur différence donne P — tt.
Fig. 120.
Emploi de la photographie. — Si Ton prend au même instant aux deux stations deux images avec des instruments identiques, la superposition de ces deux images donne immédiatement les dislances Sp', Si?" et par suite P — x, si Ton connaît la valeur angulaire des dimensions linéaires de rimage. Plusieurs images successives permettent de tracer la corde que parait décrire Vénus sur le disque du Soleil, et des longueurs des cordes correspondant à chaque station on peut conclure leur distance.
Méthode de Halley. — A la mesure micrométrique des longueurs de ces cordes, on peut substituer celle des temps employés à les parcourir ou la mesure des durées des passages. Le calcul montre que Terreur relative sur tc,
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mesuré par ce procédé, est la même que Terreur relative sur la difiFérence des durées. Or, dans le passage de 1874, la
différence des durées pouvait aller à 30" = iSOO" ; une erreur
de 10* produirait donc une erreur de j^ sur tt, la même qui,
dans une mesure directe, correspondrait à une erreur de 0",1.
Si Ton peut répondre des durées à une seconde près, Terreur
sera seulement -t^t^t^^ et tout revient à observer avc;c exacti-
loUU
tude les moments des contacts extérieurs et intérieurs.
Calcul des moments des contacts, — Pour un observateur placé au centre de la Terre, le calcul des contacts est très simple et peut se faire par les méthodes données pour la Lune (120). Soient au temps zéro, voisin de la conjonction, S le centre du Soleil (fig, 121), A et D son ascension droite et sa déclinaison, V le centre de Vénus, a et 8 son ascension droite et sa déclinaison, A la distance SV ; on a :
Fig. 121.
cos A = sin D sin 8 + cos D cos S cos (A — a),
ou
— sin^ ^ A = — sin^ ^ (D — 8) — cosD cos 8 sin^ { (A — a).
Après un temps t, m étant la variation de A — a en Tunité de temps etw celle de D — 8, on aura :
sm
il 1
i«^A| = sin«;^(D — 8 -|- m) + cos cos8 sin^ r (A — a -)- wt)
OU, en prenant les arcs pour les sinus :
A? = (D — 8 + n-if + cosD cosS. (A— a + mx)^.
Si Ton prend pour valeur deA| la somme des demi diamètres angulaires, ou leur différence, on aura deux équations du second degré qui donneront les moments des contacts extérieurs ou intérieurs, vus du centre de la Terre. On a vu, à propos des éclipses de Lune, comment on peut aisément calculer les racines de Téquation du deuxième degré.
Pour un observateur placée la surface de laTerre, il faudra remplacer A, a, D et 8 par leurs valeurs affectées de la parallaxe, ce qui introduira la différence? — Ttdes parallaxes de Vénus et du Soleil.
On en déduira la différence des temps des contacts vus de ce lieu et vus du centre de la Terre, par suite la différence des durées des passages pour ces deux points. Le même calcul donnera la différence des mêmes durées pour le centre de la Terre et un autre lieu de la surface. On en conclut la différence des durées en ces deux lieux de la surface.
En réalité, on calcule cette différence avec les valeurs déjà connues des parallaxes, et Ton détermine les corrections que ces valeurs doivent recevoir pour représenter le mieux possible les observations.
Méthode de Delisle, — Si les coordonnées géographiques d*un lieu sont très exactement connues, l'observation d'un contact en un lieu, comparée à ce qu'elle serait pour le centre de la Terre, donne la parallaxe.
Phénomènes accompagnant Vobservation des contacts, — Mais il est impossible d'observer les contacts avec la précision nécessaire, 1' à 2". Les observations de l'îOl et 69 ont
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montré qu*il se forme, entre les disques de Vénus et du Soleil, au moment où leur contact va se produire, un ligament ou goutte notre^ qui empêche la détermination de Tinstant du contact géométrique. En un même lieu les appréciations diffèrent de 2(>* à 30*.
Les mêmes phénomènes ont été constatés dans les passages de Mercure. Lalande crut les expliquer en les attribuant à rirradiation : Ja rupture du ligament ou sa formation caractériserait alors Tinstant du contact' géométrique. Mais l'irra* diation n'existe pas dans les lunettes (Bessel, Arago) et un objectif de grande ouverture, bien corrigé d'aberration, fait voir un contact géométrique.
L'apparition de la goutte provient, pour les grands objec* tjfs, de l'aberration et d'un défaut de mise au point ; s'ils sont bien construits, ils peuvent donner de bons résultats comme l'ont prouvé les observations des astronomes français en 1874. Avec les objectifs de moindre ouverture, il faut tenir compte de la diffraction qui produit un éclairement des bords de l'image focale d'un astre ayant un disque sensible.
lïl. Résultats obtenus. — Les dernières observations des passages de Vénus, effectuées par les deux procédés précédents, ont donné les résultats suivants. Les astronomes français, observant avec des objectifs de grande ouverture, ont trouvé pour la parallaxe solaire 8", 84 ; les photographies françaises ont donné d'autre part le nombre 8", 82(Obrecht). Les petits objectifs anglais avaient conduit à des valeurs variant de 8^7 à9", Oel la photographie anglaise n'avait fourni aucun résultat.
Le nombre vers lequel tendent les diverses valeurs est 8", 82^ On en conclut la distance a de la Terre au Soleil par la rela-
lion
d'où
''-•itsinl"-
Or le rayon équatorial de la Terre a pour valeur :
R = eSTSâôS™- , (Clarke)
ou
R = eSTSaOS"- (Paye)
soit environ :
On en conclut, pour la distance cherchée :
a = 149163000^"' , ou
cette valeur étant approchée à 10.000 lieues près, puisque une erreur de 0",i sur la parallaxe entraîne pour la distance une erreur de 1,700,0W".
188. Distance de la Terre au Soleil déduite de la vitesse de la lumière. — La vitesse V de la lumière, mesurée directement, peut donner de deux manières, la distance de la Terre au Soleil :
i® Par combinaison avec le nombre 193* déduit des éclipses
CHAPITRE XV
NOTIONS DK GRODESIK
184. Définitions. — L'objet de la géodésie est la détermination de la forme de la Terre et la mesure de ses dimensions.
L'étude du mouvement diurne nous a permis (27, 3°) de déterminer les coordonnées astronomiques de chacun des points de la surface de la Terre et de graduer cette surface en y traçant les lignes de même longitude et les lignes d*égale colatitude. Ces déterminations sont entièrement indépendantes de la forme de la Terre ; elles permettent de nous faire immédiatement une première idée de sa forme. Si Ton marche du nord au sud le long d'une ligne de môme longitude ou méridienne^ on remarque que la distance zénitale du pôle céleste va constamment en augmentant ; de même suivant une ligne d'égale colatitude ou parallèle^ la différence de longitude des points successifs au plan origine va constamment en augmentant, soit positivement, soit négativement. 11 suit de là que la surface de la Terre est partout convexe.
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Pour aller plus loin dans Télude de celte forme, on pourrait concevoir une surface géométrique, une sphère par exemple, de grandeur déterminée, définie de position par rapport à Taxe de la Terre et tournant avec elle. La position absolue d'un lieu de la surface de la Terre sera fixée si Ton connaît le point où la verticale de ce lieu vient rencontrer la sphère, la direction de cette verticale par rapport à la normale à la sphère en ce point, et la distance du lieu à la sphère comptée sur cette verticale. Il faudra pour cela connaître :
1° Les coordonnées astronomiques ou géographiques du lieu, sa longitude et sa latitude ;
2** Les coordonnées astronomiques du pied de la verticale sur la sphère, qu'on appellera les coordonnées géodésiques du lieu(*) ;
3* L'altitude du lieu au-dessus de la surface de la sphère ou surface géodésique.
Les coordonnées géodésiques fixent la position du pied de la verticale sur la sphère ; les coordonnées astronomiques du lieu permettent de mener par ce point un plan parallèle au méridien géographique du lieu et, dans ce plan, la verticale. L'allitude fixe enfin la position du lieu.
On conçoit donc qu*il serait possible de déterminer ainsi par points la forme de la surface réelle de la Terre, quelle qu'elle soit, en la rapportant à une surface géodésique connue. Mais on voit aussi qu'en général le problème ainsi posé serait d'une difficulté à peu près inextricable.
La nature nous fournit heureusement une simplification
(1) L'origine des longitudes terrestres étant le méridien de Paris, on prendra pour origine des longitudes géodésiques le plan roéridion de la surface géodésique parallèle à ce méridien.
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du problème. Les eaux recouvrent la plus grande partie de la surface de la Terre et nous offrent une surface dépouillée de tous les accidents que présente celle des continents. Nous pouvons de plus débarrasser la surface des océans des inégalités causées par les vagues et les marées. Si Ton suppose la Terre entièrement recouverte d*eau tranquille, on aura une surface beaucoup plus simple que la surface réelle et qui, d'ailleurs, n*en différera pas beaucoup : Faltitude moyenne des continents ne dépasse pas 700 mètres. Or, il est possible de réaliser cette surface et de déterminer Taltitude au-dessus d*elle de chaque point des continents. On Tobtient en effet par le nivellement géométrique^ à Taide du niveau d'eau, ou mieux du niveau à bulle d'air associé à une lunette micrométrique. C'est h la surface ainsi définie qu'on donne le nom de surface de la Terre ou géoîde, La position d'un lieu est alors définie par la longitude et la colatitude du point où sa verticale perce le géoîde et par son altitude au-dessus de cette surface. Le problème de la géodésie consiste alors à déterminer la forme du géoîde par rapport à une surface idéale convenablement choisie, qui sera la surface géodesique.
La première chose à faire est donc de rapporter chaque point de la surface réelle sur la surface du géoîde, en l'y projetant verticalement. C'est ce qu'on appelle déterminer ses coordonnées réduites au niveau de la mer. Il faudra ensuite déterminer le point correspondant de la surface géodésique.
Le problème ainsi posé serait encore d'une difficulté presque insurmontable, si les trois surfaces, surface réelle, géoîde et surface géodésique, différaient considérablement
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les unes des autres. En effet, dans le cas d'une grande différence, rien ne prouve que la verticale d'un point de la surface réelle serait encore la verticale du point où elle rencontre le géoVde, et encore la normale à la surface géodésique au point où elle rencontrerait celle-ci. Les coordonnées astronomiques de ces trois points seraient différentes, et la recherche des relations qui les relient extrêmement compliquée. Mais des considérations très simples montrent que les trois surfaces peuvent ne pas différer beaucoup. Les fleuves qui communiquent avec les mers n*ont jamais des pentes très considérables, et leurs sources, dans Tintérieur des continents, sont situées au plus à un millier de mètres au-dessus de leurs embouchures. La surface des continents, qui suitTinclinaison des fleuves, ne diffère donc pas beaucoup en général de la surface des mers prolongée. D'autre part, l'équilibre des eaux à la surface de la Terre en rotation ne peut subsister qu*à la condition que cette surface ne diffère pas d'un ellipsoïde de révolution autour de l'axe, et cet ellipsoïde diffère lui-même très peu d'une sphère. En choisissant donc pour surface géodésique celle d*un ellipsoïde de révolution, nous satisferons à la condition que les trois surfaces en question soient très voisines l'une de Vautre, et nous pourrons admettre que la verticale d'un point de la surface réelle se confond avec celle du point où cette verticale perce le géoïde, aussi bien qu'avec la normale à la surface géodésique au point correspondant. Les coordonnées astronomiques des trois points seront les mêmes, et, dès lors, étant donnée la surface géodésique, celle du géoïde et la surface réelle s'en déduiront immédiatement par la connaissance des altitudes. Les lignes géodésiques tracées sur la surface réelle
donneront par leurs projections des lignes géodésiques sur les deux autres surfaces.
Mais on conçoit aussi que, si la surface des eaux tranquilles et, dans son ensemble, celle des continents satisfait à la condition d'équilibre qui vient d'être dite, il devra arriver cependant que, sur les rivages, et aussi dans Tintérieur des terres, partout où Thomogénéité des couches géologiques ne sera pas parfaite autour d'un point, la verticale en ce point ne se confondra plus avec la nornrïale à Tellipsoïde géodésique ; d'où ce qu'on appellera une anomalie locale. Le problème de la figure de laTerre comprendra donc, comme tous les problèmes astronomiques, deux approximations successives : dans une première approximation, on déterminera les dimensions et la forme de l'ellipsoïde géodésique par la condition qu'en chaque point sa normale se confonde le mieux possible avec la normale au géoïde ; dans une deuxième approximation, on déterminera les déviations réelles de la verticale par rapport à la normale à l'ellipsoïde ainsi choisi.
185. Détermination des coordonnées astronomiques d'un lieu. — Nous avons donné, dans la première partie de ce cours, les méthodes de détermination des colatitudes avec assez de détails pour qu'il n'y ait pas besoin d'y revenir. En géodésie, on emploie uniquement aujourd'hui à cette détermination le cercle méridien et la mesure des distances zénitales d'étoiles ci rcu m zénitales, dont la distance au pôle a été mesurée avec grand sein dans les Observatoires fixes convenablement situés. On évite par là les erreurs provenant de la réfraction.
La détermination des diflerences de longitude se fait uni-
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quement par la méthode télégraphique. On peut l'appliquer de deux manières :
1^ Une même horloge, au moyen de deux parleurs télégraphiques, bat la seconde au même instant physique dans les deux stations. Les deux observateurs déterminent les temps des passages d'une même étoile, ou d'une série des mêmes étoiles, aux méridiens des deux stations ; la différence des temps observés pour une même étoile, après correction faite des erreurs instrumentales, est la différence de longitude cherchée. Ces observations peuvent se faire par la méthode de l'œil et de l'oreille, ou par enregistrement chronographique.
2° Chaque station est munie de son horloge, dont chaque observateur détermine la correction et la marche par des observations à peu près simultanées dans les deux stations. A un moment qui répond à peu près au milieu des observations, une des horloges envoie automatiquement à l'autre station des signaux de seconde en seconde, qui sont comparés aux battements de l'autre horloge, La différence des heures ainsi obtenues, corrigées de l'état de chaque pendule calculé au moyen de sa marche, donne la différence des longitudes. Les observations et les signaux se font par enregistrement chronographique.
La première méthode exige l'usage continu de la ligne télégraphique pendant toute la durée des observations ; la deuxième n'emploie la ligne que pendant l'envoi des signaux. La première semble, il est vrai, indépendante de la marche de la pendule ; il n'en est rien cependant, car, en raison de la différence de longitude des deux stations, il s'écoule un certain temps entre les passages d'une même étoile aux deux
inslrumenls ; il faut donc tenir compte de la marche de la pendule pendant ce temps. On peut par conséquent regarder les deux mélhodes comme équivalentes en précision ; la nécessité de ne pas interrompre le service public sur les lignes télégraphiques pendant loule la nuit fait qu'aujourd*hui on n'emploie que la deuxième.
L'usage d'une ligne télégraphique et d'électro-aimants pour la transmission et Tinscription des signaux, introduit des causes d'erreur qu'il importe d'éliminer. L'armature de l'électro-aimant enregistreur ne commence à se mettre en mouvement que lorsque la charge du fila atteint un potentiel déterminé ; par conséquent, les deux appareils enregistreurs placés, l'un à la station qui envoie les signaux, l'autre à celle qui les reçoit, ne se mettent pas en mouvement au même instant physique, même si Ton a la précaution d'amener les courants à la même intensité dans les deux électro-aimants par une dérivation à la station de départ. £n lançant le courant alternativement dans les deux sens, on a reconnu que le retard de l'un des signaux sur l'autre peut atteindre 08,024 dans une ligne aérienne de 863 kilomètres (Paris-Marseille), 0*,233 dans un câble sous-marin de 926 kilomètres (Marseille- Alger) et 0*,8 dans un câble transatlantique (Brest- New-York). Il ne faudrait pas croire, d'ailleurs, que l'alternance des signaux doive éliminer complètement l'influence de ce retard sur le résultat moyen ; celte élimination ne serait absolue que si les pertes le long de la ligne se produisaient d'une façon absolument symétrique de part et d'autre du milieu du trajet, condition qui n'est évidemment jamais remplie. Il est probable que les divergences observées entre les résultats obtenus à diverses époques dans la détermination d'une même
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différence de longitude tiennent à la cause qui vient d'être signalée.
Les erreurs instrumentales des lunettes méridiennes peuvent être et sont entièrement éliminées par les méthodes dont nous avons indiqué le principe. De même les ascensions droites absolues des étoiles, qui interviennent dans la deuxième méthode où les étoiles observées ne sont pas les mêmes aux deux stations, peuvent être regardées comme connues avec toute la précision nécessaire. Mais Tobservateur introduit son erreur personnelle (40) dans le résultat de Tobservalion, qui se trouve par suite entaché d'une erreur égale à la différence des deux erreurs personnelles. Pour Ten débarrasser, les deux observateurs opèrent alternativement aux deux stations ; ou bien ils déterminent, avec les mêmes instruments et par la même méthode, la différence de longitude de deux points voisins, dont la distance perpendiculairement au méridien est connue, et ils en concluent la différence cherchée. Toutes les méthodes supposent la constance de Véquation personnelle pendant la durée des opérations.
La troisième coordonnée d'un point à la surface delà Terre, son altitude au-dessus du niveau de la mer ou au-dessus du géoïde s'obtient par une suite de nivellements géométriques, exécutés à Taide du niveau à lunette, depuis le lieu d'observation jusqu'au bord de la mer, où le niveau moyen de l'eau a été déterminé, au moyen du marégraphe, par une longue suite d'observations.
Par ces procédés, le géodésien est en mesure de tracer sur la surface de la Terre les lignes d'égale longitude, ou méridiennes, et de les graduer en colatitude. Il peut de même tracer les lignes d'égale colatitude ou les parallèles. Ces lignes
peuvent être réduites au niveau de la mer, et elles sont alors tracées surle géoïde. Diaprés ce mode de tracé, une méridienne est le lieu des pieds des verticales qui sont toutes parallèles à un môme méridien céleste. Un parallèle est le lieu des pieds des verticales qui font toutes le même angle avec Taxe du monde. C'est la comparaison de ces lignes, et, en particulier, des méridiennes, avec d'autres lignes tracées géométriquement sur le géoïde, qui va permettre de déterminer la forme et les dimensions de cette surface.
186. Lignes géodésiques. — Le cercle méridien, qui sert à déterminer les méridiennes et les parallèles, sert aussi à tracer sur la Terre les lignes géodésiques. On appelle ainsi toute ligne telle que ses plans osculateurs soient tous normaux à la surface du géoïde. C'est aussi la ligne de plus courte distance entre deux points.
Pour tracer une telle ligne à partir d'un point A [fig. 124),
Flg. 122.
dans une direction déterminée Aw, on prend sur cette direction et dans l'horizon de A un point m assez rapproché de A, et l'on regarde le segment km comme un arc de la ligne cherchée. On se transporte en m et Ton détermine le plan qui passe par la verticale en ce point et par l'arc wA. Sa trace sur l'horizon de w, au-delà de ce point, détermine un deuxième arc mm' de la ligne cherchée, et ainsi de suite. La lunette méridienne,
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transportée successivement en m, m'..., et réglée en chacun de ces points de manière à décrire un plan vertical passant par le point précédent, détermine ainsi une suite d*arcs qui, pris deux à deux de part et d'autre d'un même point m', sont dans le plan osculateur de la ligne en ce point ; et ce plan contient la verticale en w'. La ligne ainsi tracée satisfait donc à la définition de la ligne géodésique.
La direction de la ligne est définie par Tangle que fait avec le méridien du point A le plan vertical qui passe par Aw, ou par Vazimut de m sur Vhorizon du point A .
Or, lorsque partant de Paris, par exemple, on trace ainsi la ligne géodésique dont le premier élément est dans le méridien de Paris, on trouve que cette ligne coïncide très exactement avec la méridienne astronomique de Paris, déterminée comme il a été dit précédemment. 11 résulte de cette coïncidence que la méridienne de Paris est une courbe plane; car, d'après sa définition comme méridienne, toutes les verticales qu'elle contient sont parallèles à un même plan ; et, d'après sa définition comme ligne géodésique, ces verticales se rencontrent deux à deux successivement. Donc, en pre* mier lieu, les méridiens terrestres sont des plans.
137. Tracé et mesure d'une méridienne ou d'une ligne géodésique* — Le tracé d'une ligne géodésique» méridienne ou autre, ne pourrait se faire directement que dans une région peu accidentée et découverte. La mesure directe de sa longueur entre deux points serait généralement impossible. On substitue donc au procédé direct l'emploi d'une chaîne de triangles, dans lesquels on n'a à mesurer
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directement que des angles, et qu'on dirige de manière qu'ils soient traversés par la Jigne qu'on veut tracer et mesurer. La mesure de la longueur d'un des côtés d'un de ces triangles, ou d'une bascj permet ensuite de calculer la longueur de la ligne.
Soit A (fiff, 123) l'extrémité de la ligne qu'il s'agit de tracer et de mesurer sur le géoïde. Deux autres points B et G, visibles du point A, et visibles l'un de l'autre, formeront les deux autres sommets d'un triangle, dont on mesurera les
Fig. 123.
trois angles à l'aide du théodolite. On mesurera en outre les angles mABet mAG, ou les azimuts de B et de G par rapport à la direction du premier élément Aw de la ligne géodésique qu'il s'agit de tracer. Ge seront les azimuts absolus s'il s'agit de la méridienne du poiot A. L'un des côtés, AB par exemple, étant connu en longueur absolue, on pourra déterminer le point m par les longueurs des deux segments Bw et Cm, et aussi calculer la longueur Am. Un deuxième triangle formé de même sur BG et ayant son sommet en D, servira à déterminer le point m' où un plan vertical passant par m rencontrera le côté BD, el à calculer la longueur mm% et ainsi de suite.
TRACÉ ET MESURE D*UNË MÉRIDIENNE, ETC
La ligne kmm'nf,., ainsi tracée est une ligne géodésique ; caries triangles sont supposés horizontaux, et chaque segment Am, mw',... est la trace sur le plan de chacun d'eux du plan vertical passant d'abord par A, puis par w, w', etc.
En chacun des points ainsi déterminés, on installera une lunette méridienne, et Ton constatera que, si km est la méridienne du point A, tous les autres points sont sur cette même méridienne. Cette vérification est effective : sur la ligne géodésique tracée par Méchain et Delambre à partir du Panthéon par le procédé des triangles, et qui passe par Dunkerque, Saint-Martin- du-Tertre, Bourges, Rhodez et Garcassonne, Le Verrier et Y, Villarceau,de 1860 à 1866, ont déterminé directement les longitudes de ces différents points et démontré qu'ils sont tous sur la méridienne du Panthéon.
Première notion sur la forme de la Terre
Si Ton calcule les différents segments de cette méridienne et que l'on détermine, par le procédé que nous indiquerons plus loin, les angles que font entre elles les verticales des points A, m, m'y.., extrémités de ces segments, c'est-à-dire les différences des colatitudes de ces points, on trouve que le segment est à peu près proportionnel à cet angle. On a donc :
Aw = K(p, Am' = K<p', Am'' = K(p^..
Il en résulte que la ligne Kmm* est à fort peu près un arc de cercle. Or le rapport K reste le même pour les différentes méridiennes que Ton a tracées à la surface de la Terre. Cette surface est donc très sensiblement sphérique, et le rayon de
celle sphère esl :
ou, en exprimaul ^ en secondes d'arc,
sin r
La sphéricité 1res approchée de la Terre résulle encore d*une aulre observalion, qui pourrait aussi servir à en mesurer le rayon. Si d'un poinl élevé, le pont d'un navire, on examine la ligne d'horizon, on trouve que la dépression de l'horizon (21, V) esl très sensiblement la môme dans tous les azimuts, ou que celle ligne d'horizon est une circonférence de cercle. De là une autre expression du rayon de la Terre, qui pourrait servir à le déterminer. Nous avons trouvé pour la dépression S de Thorizon :
=vV
Ssinl" • ' ^
d'où, en négligeant h en présence de R :
Il faut évidemment corriger de la réfraction la valeur mesurée de la dépression.
Le rayon de la Terre supposée sphérique est 6,371,000 mètres.
Celle sphéricité de la Terre, obtenue comme première approximation de sa forme» nous oblige à revenir sur la mesure et le calcul de la chaîne des triangles géodésiques que nous n'avons qu'indiqués plus haut.
PREMIÈRE NOTION SUR LA FORME DE LA TERRE
Les angles mesurés en A, B et G sur le cercle azimutal du théodolite sont les angles formés par deux horizontales ou deux perpendiculaires à la verticale en ces points. Ce sont donc les angles dièdres d'un triangle sphérique qui serait tracé sur le géoïde (ou, si celui-ci n'est pas exactement une sphère, sur une sphère tangente), et dont les sommets sont les pieds sur le géoïde des verticales passant par les trois points A, B, G de la surface réelle. Ge sont donc ces triangles dont nous avons à calculer les éléments, et les longueurs de leurs côtés sont celles qu'elles auraient sur le géoïde ou sur la sphère tangente. En conséquence :
!• La longueur directement mesurée de Tun des côtés, ou la base, doit être ramenée à ce qu'elle serait si on l'avait mesurée sur le géoïde entre les pieds des verticales de ses deux extrémités. C'est ce qu'on appelle réduire la base au niveau de la mer, Gette réduction ramène toutes les longueurs calculées dans la chaîne au même niveau de la mer;
2* Les éléments des triangles successifs et les segments de la méridienne doivent être calculés comme appartenant à des triangles sphériques tracés sur une sphère de rayon R.
139. Mesure de la base ; sa réduction au niveau de la mer. — En général, on ne mesure pas la fongueur d'un des côtés AB du premier triangle, mais une longueur moindre ab qu'on rattache à ce côté par un ou plusieurs triangles. On choisit pour le tracé de cette base une plaine bien unie, et l'on y jalonne la direction de la base entre ses extrémités a et b par le procédé qui nous a servi à tracer une ligne géodésique. On mesure ensuite la distance ab en
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portant tout le long de la ligne ainsi tracée une règle de longueur constante.
Jusqu'à ces derniers temps, Tunilé de longueur à laquelle étaient rapportées les mesures géodésiques était la toise de Paris, représentée par la longueur à 14° Réaumur d'une règle de fer, dite Toise du Pérou, dont Godin, Bouguer et La Condamine avaient fait usage pour la mesure du degré à l'Equateur, et qui est conservée à TObservatoire de Paris. Depuis que Tusage du système métrique est devenu à peu près universel, c'est au mètre, défini comme il le sera plus loin, qu'on rapporte les longueurs géodésiques, et c'est en mètres que sont graduées les règles employées à la mesure des bases.
Les rètçles géodésiques se font aujourd'hui en platine iridié, comme les étalons du mètre, et on leur donne une longueur de 4 mètres. Cette longueur étant variable avec la température, il faut connaître à chaque instant la température exacte de la règle. Borda a donné, en 1789, le meilleur procédé de mesure, en construisant les règles bimétalliques qui ont servi à Delambre et Méchain dans la mesure des bases de Perpignan et de Melun. Sur la règle de platine est couchée une règle de cuivre de même longueur, fixée en son milieu, libre à ses extrémités qui portent des verniers mobiles, en vertu de l'inégale dilatation des deux métaux, devant une graduation tracée sur la règle de platine. Des expériences préliminaires, faites en plongeant la règle dans un bain d'eau h diverses températures, font connaître: i° la longueur absolue de la règle de platine en mètres à la température de 0*; 2*^ les divisions auxquelles s'arrêtent les zéros des verniers aux différentes températures ; et 3<» la dilatation absolue de
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la règle de platine. Sa longueur est donc connue à chaque instant par la lecture du thermonaètre bimétallique.
Borda avait construit pour la mesure des bases de la trian* gulation française exécutée par Méchain et Delambre, quatre règles identiques, que Ton plaçait successivement bout à bout le long de la ligne de base; on établissait le contact des règles les unes avec les autres à l'aide de languettes mobiles en platine, dont la longueur s'ajoutait à celle de chaque règle. Bessel (1838) fît usage de quatre règles en fer et zinc terminées par deux couteaux, à arête verticale à l'une des extrémités, à arête horizontale à Tau Ire. On plaçait ces règles bout à bout, en ayant soin qu'elles ne se touchassent pas et l'on mesurait la distance des arêtes croisées de deux règles voi' sines, en intercalant entre elles un coin de verre gradué, qui s'enfonçait plus ou moins profondément.
Aujourd'hui, on emploie uniquement le procédé de Porro, réalisé pour la première fois en Espagne, dans la mesure de la base de Madridejos. On fait usage d'une seule règle platine et cuivre, dont la longueur est la distance de deux traits marqués vers les extrémités sur la face plate de la règle. Un microscope micrométrique A, dont Taxe est rigoureusement vertical, étant fixé au-dessus d'une des extrémités de la base, on apporte sous ce microscope l'une des extrémités a de la règle, placée à peu près horizontalement dans la direction exacte de la base. Au-dessus de l'autre extrémité ô, on dispose un microscope B semblable au premier; on mesure micrométriquement les distances des axes de ces microscopes aux deux traits qui marquent les extrémités de la règle ; on lit en môme temps les indications du thermomètre bimétallique et celles d'un niveau à bulle d'air placé sur la règle. On
transporte ensuite la règle dans la direction de la base, de manière que son extrémité a vienne se placer sous le microscope B resté immobile, et l'on fixe le microscope A verticalement au-dessus de Textrémité b. On répète les mêmes mesures, ainsi de suite, tout le long de la base.
La longueur de chaque portée, ou la distance des axes verticaux des deux microscopes, a été ainsi mesurée avec la règle à une température connue et sous une inclinaison déterminée. 11 faut en conclure sa longueur horizontale exprimée en mètres. Soit p le coefficient de dilatation de la règle, /« sa longueur en mètres à 0®, w et n les lectures des microscopes converties en mètres, t la température, i l'inclinaison de la règle ; la distance des axes des microscopes en mètres sera :
La longueur B de la base sera la somme des portées semblables, en nombre w, qui peut s'écrire, pour éviter d'avoir à multiplier de grands nombres l'un par l'autre :
B=:n/o+S(m+n)+ZoSp/-f.S(m+w)p?— 2(/o+m+n)28in^ 1 1.
La longueur horizontale de la base doit être ensuite rapportée au niveau de la mer, c'est-à-dire projetée sur le géoïde entre les verlicales des points extrêmes. L'altitude h de la surface horizontale sur laquelle a été Iracée la base (altitude du point de départ) est connue par un nivellement géomé-
(*) Le calcul direct de la réduction à Thorizon par la formule en cos i exigerait l'emploi de logarithmes à 7 décimales. Celui de la correction
de longueur 2 (/© + w + h) \^ sin^ - i se fait avec des logarithmes à
3 décimales.
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trique poursuivi jusqu'à la mer. Le rayon R du géoïde, confondu en ce point avec une sphère, peut être considéré comme connu avec une exactitude bien suffisante. On a alors pour longueur réduite B^ de la base dont B est la Ion gueur mesurée :
ou bien
Bo =
"-^kU
et avec
une
exactitude bien suffisante :
= B-Bi
Cette réduction de la base au niveau de la mer y réduit en même temps toute la triangulation.
Il faut remarquer que la base mesurée est toujours plus petite que la longueur des côtés des triangles qu^il faudra en déduire, et beaucoup plus petite que la longueur de Tare de méridien qu'il s'agit de mesurer. Ainsi dans la triangulation française de Dunkerque à Formentera, la base de Melun a une longueur de 6,075 toises, le plus grand côté d'un des triangles (Desierto de laspalmas àlviça) atteint 82,555 toises, et l'arc total de méridien mesure 70,5259 toises. L'opération consiste donc à conclure du petit au grand ; il est par suite essentiel que la base soit mesurée avec une erreur absolue très petite, puisque l'erreur relative sera la même sur le résultat définitif des opérations. La base de Madridejos a été mesurée
avec une erreur d'environ 2 millimètres sur une longueur totale
de 14,663 mètres, soit une erreur relative de ^^^^ '
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140. Mesure et calcul des triangles. -— Dans les anciennes triangulations, on choisissait le plus souvent comme sommets des triangles, des pointes de clocher ou des mâts élevés sur des échafaudages; il en résultait que l'instrument de mesure des angles, lorsqu'on le transportait à ce sommet, ne pouvait être placé exactement au point qu'on avait visé des deux autres stations. De là une erreur dans la mesure des angles, absolument semblable à celle que nous avons appelée erreur d'excentricité dans l'emploi des cercles divisés (18) et qui se calculait de même. Aujourd'hui, on s'astreint à faire toujours coïncider le centre de la station avec le centre du théodolite ; et, à cet effet, le signal que l'on vise et le théodolite peuvent se placer dans les mêmes crapaudines sur un support fixe. Le signal est toujours un feu, lampe à pétrole ou lumière électrique, dont les rayons, concentrés par des réflecteurs, illuminent la surface d'un objectif fixé au centre de la station ; cet objectif envoie la lumière en faisceaux à peu près parallèles vers la station où est placé le théodolite. Il n'y a donc plus à faire de réduction au centre de la station. De plus l'emploi de ces feux permet d'opérer de nuit et, par conséquent, d'éviter les réfractions anormales que la présence du soleil et réchauffement inégal des couches d'air causeraient pendant le jour. On emploie uniquement dans la mesure des angles la méthode de réitération (19, IV).
La mesure des angles s'obtient ainsi avec une précision d'une seconde d'arc à peu près. Il résultera de cette erreur sur les angles une erreur sur les longueurs des côtés, qui dépendra de la forme des triangles : cette forme doit donc être choisie telle qu'elle rende l'erreur la plus petite possible
et la même sur chacun des côtés. Nous avons vu (9) que les erreurs sur les angles d'un triangle rectiligne sont liées aux erreurs sur la longueur du côté opposé par la relation
— — cot A.8A = 5J — cot B.SB = - — cot CSG.
abc
Supposons que Tun des côtés h^ la base par exemple, ait été mesurée avec tout le soin imaginable, de sorte que Sô = o ; on aura, entre les erreurs commises dans la mesure des angles A et B et l'erreur qui en résultera sur a, la relation
laz=i a (col A.8A — cot B. SB),
ou, comme les erreurs 5A et 5B sont de même grandeur,
SA = ± SB, Sa = «SA (cot A db cotB).
L'erreur sur a sera la plus petite possible si A == B.
On devra donc, autant que possible, se rapprocher de la forme équilatérale dans le conditionnement des triangles. 11 faudra tout au moins éviter des angles trop petits, inférieurs par exemple à i/3 d'angle droit.
Les côtés de ces triangles sont des lignes géodésiques tracées sur le géoïde. On peut, vu leur peu d'étendue relativement au rayon du globe terrestre, les considérer comme tracés sur la surface d'une sphère tangente au géoïde, ayant son centre sur l'axe de rotation, et dont le rayon H est celui qui a été déterminé plus haut (138).
Dans les triangles tels que ABC (/î^. 123), on connaît la longueur a en mètres de l'un des côtés et les trois angles
A, B et C. Il faut exprimer les côtés en parties du rayon, les relations
a = 1:1 b = ^^ c = ^i et les côtés inconnus seront donnés par K H H
. , . sinB . smC
8ino=sina-: — r> 8inc = sina-: — r-
sinA sinA
Le théorème de Legendre permet de calculer directement les longueurs des côtés en mètres comme s'il s'agissait d'un triangle rectiligne. En voici l'énoncé :
« Le triangle sphérique très peu courbe, dont les angles sont A, B, C, et les côtés opposés a, ,6, y, répond toujours à
un triangle rectiligne qui a les côtés de même longueur, et
dont les angles sont A — ô*»^ — ^«>G — ^e, e élant l'excès
de la somme des angles du triangle sphérique proposé sur deux angles droits. La surface du triangle rectiligne est égale à celle du triangle sphérique. »
Le triangle sphérique élant tracé sur une sphère de rayon R, on a entre ses côtés et l'un des angles A la relation
C08 - — ces ^ cos -^
R étant fort grand par rapport à a, p, y, on peut, sans erreur sensible, remplacer les cosinus et sinus par leurs développements en fonction de l'arc, en se bornant à la quatrième puissance de celui-ci :
'""'R^^-m^ + ÛRi' ^'"r==R 6R3'
et de même pour cos-^j cos ^ et sin ■^• K K R
L'équation précédente deviendra :
cos A =
Supprimant ^ ' transportant au numérateur le facteur
^ — fiSà — fiR2 é'^vé à la puissance — 1, développant jus-
qu*aux quantités du quatrième ordre inclusivement et réduisant, on aura(*) :
On peut donc écrire :
(1) cos A = 5^+ ^
2Py ' 24pyR»
Soit maintenant A' Tangle opposé au côté a dans le triangle rectiligne dont les côtés seraient égaux en longueur aux arcs a, p, y, on aura :
Elevant les deux membres au carré, et mettant 1 — sin^ A'
{}) En développant le numérateur jusqu'aux termes du quatrième ordre ioclusivement, on néglige les termes du sixième ordre. Le dénominateur ^7 étant du deuxième, on voit que le développement de cos A est poussé jusqu'aux termes du quatrième ordre eiclusivement.
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au lieu de cos^ A', il viendra :
— Apy sin »A' = a^ + p^ + Y^ - âa^p^ — ^%Y — Sp^y* = N.
L'équation (1) sera donc ramenée à la forme
cos A = cos A' — ^p sin ^A'.
Posons A= A' -|- a?, a? étant une quantité évidemment très petite, dont nous allons déterminer Tordre de grandeur. On aura, en rejetant le carré de œ :
cos A = cos A' — œ sinA'; d'où Ton tire, après la substitution de la valeur de cos A,
a.- = ^ SinA'.
Nous voyons par là que x est du second ordre par rapport à ^ et -^ ; ainsi ce résultat est exact, aux quantités près du quatrième ordre. Donc à cause de A = A' + ^»
A^ A' + ^sinA'.
Mais z PysinA' est Taire du triangle rectiligne; désignons la par s, nous aurons
et sembiabiement
Mais dans io Iriangle rectiligne
On peut donc considérer ^ comme étant Texcès de la
somme des trois angles du triangle sphérique sur deux angles droits, ou ïexcès sphérique de ce triangle.
La quantité js = ^^ sin A' représente un arc ; pour la
convertir en angle, il faut la diviser par sin 1", de sorte que les véritables expressions de A', B', G' dont on fera usage dans la pratique seront :
3 R« sin l'^
3 R^ sm 1
3 R^ sin 1'' De là il résulte que
s = R2 sin 1'^ [A + B + G — 180»].
Or le deuxième membre est Taire du triangle sphérique exprimée en mètres carrés, R étant exprimé en mètres. On
sait en effet, qu'en prenant pour unité d'angle Tangle droit et pour unité d'aire l'aire du triangle trirectangle construit sur la sphère de rayon R, la mesure de Taire d'un triangle sphérique est l'excès sur 2 de la somme des nombres qui mesurent ses angles. L'aire du triangle trirectangle est le
1/8* de celle de la sphère, donc en mètres carrés—^; et,
en appelant T l'aire du triangle sphérique.
Or
TT arc V . .„
; = sm 1 .
Donc
180 angle r
T = R* sin 1" [A + B + G — 180»].
Ainsi l'aire du triangle sphérique peut s'évaluer comme celle du triangle rectiligne, ce qui permettra de la calculer aisément et avec une approximation bien suffisante pour les besoins de la géodésie.
C'est en appliquant le théorème de Legendre que l'on calcule les éléments successifs d'une chaîne de triangles géodesiques. S'il s'agit d'un triangle tel que ABC (/%/. 123) dans lequel on a mesuré les trois angles et mesuré ou calculé un côté a, on obtiendra directement l'excès sphérique e par la relation :
e =:=A+.B + C — 180\ e ne sera jamais qu'un petit nombre de secondes d'arc. On
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calculera les autres côtés par les formules:
sin(B-i.)
sin
8in(G-|e)
sin
Dans un triangle tel que ABD, qui doit donner le segment AD de la méridienne et Tangle en D, on ne connaît qu'un côté Ou et les deux angles adjacents B et C. On calculera d'abord Taire du triangle par la formule:
_ i j, sin B' pin C^
*""2* sin(B' + ry)'
dans laquelle on prendra pour B' et C les angles B et G euxmêmes. On aura alors l'excès sphériqueen secondes d'arc par la formule :
s fj? pin B sin C
"~ R3 sin \" "" 2R*^ sin 1" sin (B + C) On aura donc :
A'r=:i8(y>-(B4.G — |eY
et aussi :
On calculera les côtés p et y par les formules précédentes
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OU par les équivalentes :
si~(B-|.)
sin
sin (b -f C — I e)
sin
Il importe de savoir dans quelles limites de grandeur des triangles il est permis de faire usage du théorème de Legendre, et quelle est Terreur qui résulte de son application. Le plus grand triangle de la triangulation française est, comme nous Favons déjà dit, le triangle Iviça, Montgo et Desierto de las Palmas, dont le côté connu Iviça-Monlgoest de 56559 toises. L'excès sphériqueestde 39^ En calculant le plus grand côté, Puissant a trouvé (Géodésie, t. 1, p. 230) :
par le calcul direct 82555,40 toises,
par Tapplication du théorème de Legendre 82555,44 toises;
différence 0,04 toise, quantité presque insensible et bien inférieure aux erreurs possibles d'observation.
Legendre a démontré que sa méthode convient encore à tout triangle géodésique formé par des lignes de plus courte dislance sur un sphéroïde peu différent d'une sphère; et Gauss Ta étendue plus encore en montrant que la surface courbe peut être quelconque. Cette méthode, ainsi que le remarque Puissant, est donc complètement indépendante de l'aplatissement de la Terre.
Le calcul des segments successifs Am, wm', m ni',,, donne la longueur totale de la méridienne entre les deux points A et M. 11 faut ensuite déterminer l'amplitude de cet arc, c'està-dire l'angle des verticales extrêmes ou la différence des colatitudes de A et de M. Le point A est la station môme de départ : on en détermine directement la colatilude. Mais le point M est un point inconnu du dernier côté du dernier triangle PQR (/î^. 124). On détermine directement les colatitudes des points Q et R, il faut en conclure celle de M.
Fig. 125.
Soient Q', M', R' \fig, 125), les zériits des points Q, M, R, ou les points en lesquels les trois verticales vont percer la sphère céleste. Les trois points sur la Terre étant sur une ligne géodésique, leurs projections sur le ciel seront sur un même arc de grand cercle;. En joignant chacun des points Q', M', R' au pôle P du ciel, on forme deux triangles PQ'M' et PR'M', dans lesquels PM', PQ' et PR' sont les colatitudes X, V et y des points M, Q et R, et où les côtés M'Q' et M'R' sont les angles a et 6 qui répondent aux segments connus MQ et MR du côté QR. On a dans ces triangles :
cos X' = cos X cos a -f- sin X sin a cos PM'Q', cos X'' = cos X cos ô — sin X sin h cos PM'Q'.
Multipliant la première de ces équalions par siii 6, la deuxième par sin a, el les ajoutant membre à membre, ou élimine cos PM'Q' et on obtient :
cos X' sin b + cos X" sin a :^ cos X sin {a -f- *)»
d'où
^ cos X' sin ù 4- cos >" sin a)
C0SX= : — ~ — r—TT
nn [a -j- 6)
Les angles a, ô et a -\~ b sont extrêmement petits, vu la petitesse des côtés des triangles géodésiques auprès du rayon de la Terre ; on peut donc écrire :
b cos y + a cos X'^
cos X = 7—7
On peut aussi déterminer par le calcul Tare MN qu'il faut ajouter à la méridienne AM pour que sou extrémité ait la même latitude que le sommet le plus méridional R du dernier triangle.
Les divers éléments dont nous avons indiqué le mode de mesure sont suffisants pour permettre de calculer la longueur en mètres d'un arc de méridienne et son amplitude totale. En réalité, le géodésien en mesure un plus grand nombre. Il mesure au moins une seconde base qu'il relie, comme la première, à l'extrémité opposée de la chaîne des triangles ; c'est ainsi que Delambre et Méchain ont mesuré une seconde base à Perpignan. En chaque sommet, il observe tous les signaux viîribles. Enfin il détermine la colatitude de plusieurs des sommets, d'où il peut conclure celle des extrémités d'un certain nombre de segments de l'arc total. De là des données
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surabondantes qu'il y a lieu de combiner suivant les règles du calcul des probabilités, de manière à atténuer autant que possible rinfluence des erreurs d'observation. Il obtient ainsi ce qu'on appelle un réseau compensé, beaucoup jjIus précis que le réseau simple primilif. Nous n'entrerons pas dans le détail de ces calculs qui nécessitent un travail considérable.
141. Historique des principales triangulations géodésiques. — Je renverrai pour cet historique à Texcellent ouvrage de Saigey, intitulé : Petite jfhysique du Olohe^ Paris, 1842. Dans le tome II, p. 54 à 105, se trouve le résumé de toutes les entreprises géodésiques exécutées dans les diverses parties du monde depuis le milieu du xvii® siècle jusqu'au milieu du xix». Depuis celte époque, l'arc anglofrançais, de 22* d'amplitude, a été prolongé vers le sud par Tare espagnol et lajonclion de celui-ci aux arcs algériens, effectuée en 1879 par le colonel Perrier et le général Ibanez, ce qui porte son amplitude à 28<*. L'arc russe a été porté à 25* ; Tare indien à 24° ; l'arc de Lacaille au Cap de Bonne- Espérance a été mesuré de nouveau et prolongé à 4* ; enfin, sous l'impulsion de TAssocialion Géodésiquc internationale, l'Europe entière a été couverte d'un réseau de triangles, qui permettront de calculer des arcs de parallèles aussi bien que de méridiens et de relier ceux-ci les uns aux autres.
142. Résultats de la comparaison des arcs mesurés sur divers méridiens. — La comparais'^ des arcs de l""
mesurés sur des méridiens très divers, et colle des rayons
arcl** de courbure qui s*en déduisent par la formule p=: ^^^,, 206263,
ont fait voir :
i^ Que, sur une même méridienne, les arcs de 1**, et par suite aussi les ra)*ons de courbure, vont en croissant de Téquateur au pôle ;
2*» Que, sur deux méridiens, les arcs de !•* pris à une même latitude, ont très sensiblement la même longueur ;
3* Que celte longueur est la même à égale latitude dans les deux hémisphères. Ce résultat est encore incertain, puisque nous n'avons dans Thémisphère austral que l'arc du cap de Bonne-Espérance.
On conclut de \k :
1** Que les méridiennes sont des courbes identiques et que, par conséquent, le géoïde est très probablement une surface de révolution ;
2° Que cette surface est analogue à celle d'un ellipsoïde de révolution autour de son petit axe.
Cette conclusion est corroborée par la théorie de la figure de la Terre. Toutes les hypothèses géologiques et cosmogoniques s'accordent pour admettre que notre planète a été primitivement fluide. Or, la figure la plus simple d'équilibre d'une masse fluide hétérogène continue en mouvement de rotation est celle d'un ellipsoïde de révolution autour de son petit axe. Il serait même possible d'en fixer l'aplatissement, si l'on connaissait la loi des densités à l'intérieur du globe.
Nous sommes donc amenés à chercher à vérifier cette assimilation du géoïde à un ellipsoïde de révolution. A. cet effet, on établit théoriquement la relation qui existe, dans l'ellipse méridienne, entre la longueur d'un arc et les latitudes de ses extrémités. L'application de cette relation à Tensemble des mesures effectuées d'arcs de méridien permet d'obtenir les valeurs les plus probables des deux axes de l'ellipsoïde. Les
RECTIFICATION d'DN ARC d' ELLIPSE
résidus donnés par Tintroduction de ces valeurs dans les équations primitives d(ûvent être de Tordre des erreurs d'ob^ servation.
143. Rectification d'un arc d'ellipse. — Soit Tellipse dont Téquation est :
En un point M [fig, 126) de colatitude X = MNP, l'élément
différentiel de Tare d'ellipse est :
ds = peiX, et le rayon de courbure p a pour expression
Il faut dans cette équation exprimer a? et y en fonction de la colatitude du point M, et de plus remplacera par sa valeur
déduite de celle de rexcentricilé e
sja} — b^
r Or, lacolatitude est égale au supplément de Tangle que Tait la tangente k la courbe en M avec Taxe des a?. Donc
ig>=-^=*;ï, d'où ?=f;.gx.
De là et de Téquation de la courbe, on déduit
a sin X . a (i — e*) cos X
y/i _ ^a cos^ Vi — «* cos»X
et par suite,
^ ^ a{i-^e^) ^ ^ _^ ^^ _ .^^ ^^ _ ^, ^^^ ,^^- -^ (1 -e»cosn)»
Par conséquent
ds=za{i—e^){i— e^ cos «X)"^ tfX.
expression qu'il faut intégrer entre les limites X' et X".
A cet effet, on développe le linome (4 - e* cos^X) * par la règle de Newton, ce qui donne :
1 + â ^* cos*^ + "ir ^* cos^X + "TcT^* cos*X -|
En remplaçant dans cette expression les puissances de cos X par leurs valeurs en fonction des cosinus des multiples de l'argument, comme nous l'avons fait § 84, on aura un déve-
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loppement de la forme
<fe = a (1 — e») [A -}- B C08 2X -f C cos 4X + D cos f>X -f . . .] rfX,
dans lequel
^= ¥ 8^+lf 32''+-'
Si l'on effectuo la multiplication par 1 — e^ et si l'on se borne aux termes en e\ on obtient
a,= a [l_ie>-le«-H(|«»+Jf.^)co82X+i^e«cos4x]rfX,
et, en intégrant entre les limites X' et X",
+|(|e»+||^^)(sin2X''-sin2X0+|~6^(sin4X''-sin4^^
On poursuivrait aisément ce développement pour des puissances plus élevées de e.
Il est commode d'y introduire la colatitude moyenne de
X^ + X' l'arc X= — ■^ — ) et son amplitude w = X'^ — X' ; il vient alors
.= a[(l-ie»-le^)m
-}- (z ^^+Hi^M ^'i^*^ cos2X + • • jn ^* sin2w cos4X j
expression générale de la longueur d'un arc de méridien sur l'ellipsoïde dont Taxe équatorial est a, et l'excenlricilé e, entre les colatitudes X' et V.
Si l'amplitude est d'un degré, m = i® ; la longueur de Tare est assez petite relativement à a pour que, dans le calcul,
on substitue au sinus l'arc luî-môme ou j^« On aura alors, ea négligeant les termes en e*
OU, en remplaçant cos2X par 2 cos^X — i
^îf /j i A ait 3 « , air 3 « ^ .
A Téquateur, X = 90^, et la longueur de l'arc d'un degré se réduit à
*'= Si (*-"")•
La longueur d'un arc de 1^ à la colatitude X peut alors s'écrire
, 3 ait , , ^
à partir de l'équateur, l'accroissement de longueur de l'arc de 1® est proportionnel au carré du cosinus de la colatitude
moyenne. Au pôle, la longueur de l'arc de 1** est -^[i + S^* )*
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144. Mesure de la grandeur et de Paplatissement de la Terre. — Si Ton mesure deux arcs de méridien d'amplitude m et m' aux deux colatitudes moyennes X et X', on aura les deux équations
-hij^^ '\"âi^*) sin m cosSX + 3 rr e* sin 2w cos 4X h
-I- ^1 eî» 4- Il e*\ sin m' cos 2^' + 1|| ^* sinSm' cos 4X'T
d'où Ton pourra déduire les valeurs de a et de e.
On procédera par approximations successives, en négligeant d'abord les termes en e*. On aura alors
8= a\ (i — 7^* ) ^+7 ^* sin m cos2X h s' = a ["(l — J eA m'+ 1 e»sin m' cos2X'T
Mais
a* -_ Jî L / i \
c*= 2 — > ô = a (1 — e«)2=: a fl — â ^M'
au degré d'approximation auquel nous nous tenons. Par suite n*""4^)= a ' 4^^=-2—
Les équations précédentes peuvent donc s'écrire :
s — — ^ — m + 3 — - — sin w cos2X,
s' — — ^ w -}- 3 — — sin m cos 2X ,
d'où Ton déduira a et b. Ces équations pourront même se simplifier encore, si les arcs m et m' sont de petite amplitude, en remplaçant sin m et sin m' par m et m\
De ces valeurs de a et de 6, on conclut Texcentricilé, ou plus ordinairement taplaiissement de la Terre, défini par la relation :
On pourrait alors, avec ces valeurs approchées de a et de e*, calculer les termes en e^ des équations primitives, et obtenir des valeurs plus exactes de a et de b.
Mais, quand on combine ainsi deux à deux les arcs de méridien mesurés jusqu'ici, on arrive pour chaque couple à des valeurs très différentes de a et de e^. La cause de ces divergences doit-elle être cherchée dans les erreurs d'observation, ou bien la forme du géoïde diffère-t-elle assez de celle d'un ellipsoïde de révolution, pour que nous avions à essayer une autre forme ? l.es erreurs d'observation portant sur la triangulation et sur la mesure des bases sont aujourd'hui tellement petites, qu'il n'y a pas lieu de se préoccuper de leur influence. Mais il n'en est pas de même des latitudes mesurées aux extrémités d'un arc et en différents points de sa longueur. Les réfractions et d'autres causes inconnues encore aujourd'hui font varier de plus de 1" la latitude d'un Observatoire fixe; à plus
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forte raison la lalitude d'une station géodésiqiie ne peut- elle être déterminée à ce degré d'approximation. D'autre pari, leg défauts d'homogénéité du sol, s'il en existe aux environs de la station, y produisent nécessairement une déviation de la verticale réelle par rapport à la normale au géoïde en ce point, telle qu'elle serait si le globe était entièrement liquide. C'est ce qu'on appelle une anomalie locale, et la grandeur de la déviation qui en résulte dans la latitude atteint aisément, d'après le colonel Glarke, une valeur de it: i'^,5. Or une erreur de Sf' à 3'' sur l'amplitude de l'arc mesuré introduit dans les éléments a et é? de l'ellipsoïde des variations considérables. Il est donc permis d'attribuer les divergences qui se présentent dans les déterminations des éléments de l'ellipsoïde terrestre lorsque Ton combine les arcs des méridiens deux à deux, aux erreurs des latitudes des extrémités de ces arcs, ces erreurs étant soit des erreurs réelles d'observation, soit des anomalies locales de la direction de la verticale. Mais ces dernières ne paraissent suivre et ne doivent suivre en effet aucune loi régulière. On est donc en droit de les considérer comme des erreurs accidentelles qui, en raison de leur grandeur, ne disparaîtront qu*:; dans la combinaison d'un grand nombre d'observations. On est ainsi conduit à déterminer les éléments de l'ellipsoïde terrestre par l'ensemble de toutes les mesures d'arc effectuées, en déterminant les corrections que doivent recevoir les latitudes observées pour que tous ces arcs s'appliquent le mieux possible sur une môme ellipse, les corrections étant elles-mêmes soumises à la condition de se compenser les unes les autres.
Je renverrai pour le mode de calcul â suivre dans cette détermination au Trailé cC astronomie de Briinnow-André, 1. 1,
p. 480, et au Traité de mécanique céleste de M. Tisserand, t. n, p. 334.
Les valeurs les plus probables des éléments de Tellipsoïde terrestre déduits de la mesure des arcs de méridien ont été données par le colonel Clarke [Oeodesy^ 1880, p. 319) :
a = «378i53 mètres ± 75»
' a ~ 293,46 ifc 1,07
145. Détermination du mètre. — Le mètre, d*après sa définition légale, doit élre la dix-millionième partie du quart du méridien terrestre. Si, dans l'expression de Tare d*ellipse d'amplitude m et de colatitude moyenne X, on fait m = 90*», X == 45*, on a pour longueur de lare de méridien compris entre le pôle et Téquateur ;
On élimine a en divisant cette expression par celle de la longueur « de Tare mesuré de Dunkerque à Barcelone, ce qui donnera la longueur cherchée en fonction de la longueur de Tare français mesuré en toises, et de rexcentricité e. Mais à Tépoque où la Commission du mètre dut déduire sa longueur de celle de Tare de méridien mesuré par Delambre et Méchain, elle n'avait à sa disposition, pour calculer l'aplatissement de la Terre, que Tare du Pérou. La valeur de e^ était donc fort mal connue ; les commissaires la prirent égale à 0,005979^, ce qui répond à un aplatissement de 1/324, valeur tout à fait inexacte. Fort heureusement, il se trouve que l'influence de celte erreur sur la valeur du mètre est extrêmement faible.
DÉTERMINATION DU MÈTRE
Elle eût été presque nulle si le milieu de Tare français eût répondu à la colatitude de 45*. Dans ce cas en efiet s se réduit à :
et par conséquent
S 11 z 04 ir
Les termes en e^ ont disparu, il ne reste que le très petit terme qui dépend de e*. Or, en fait, les colatitudes des points extrêmes de l'arc sont 38» 58' et 48^» 38', dont la moyenne 43« 48' diffère peu de 45**. Il eût suffi que Tare fût prolongé jusqu'à nie de Formentera (51* 20') pour obtenir tout le bénéfice de cette position particulière de Tare mesuré. La mort de Méchain interrompit les travaux, qui ne furent repris par Biot et Arago que plusieurs années après l'établissement du mètre.
Hais il n'en est pas moins vrai que Terreur sur l'aplatissement de la Terre n'a eu sur la longueur adoptée du mètre qu'une influence très faible. Si en effet on calcule la distance du pôle à l'équateur avec les données actuelles introduites dans la formule de S, on trouve :
S = 10001877 mètres.
L'erreur serait donc de 1877 mètres sur le quart du méridien et, par conséquent, le mètre serait trop court de 0™",1877.
Si Ton s'en tenait à la définition légale du mètre, on voit que sa longueur serait une quantité incessamment variable avec les progrès de la géodésie : condition incompatible avec
Texistence d'unélalon de mesure. Cette définition ne doit être retenue que comme donnant un moyen mnémonique commode et très sulTisamment exact de se rappeler les dimensions du globe terrestre. Le mètre véritable est la longueur à 0* de la barre de platine déposée aux Archives de France à Paris ; c'est cette longueur qui a été adoptée par la Conférence internationale des poids et mesures, et c'est elle que Ton a repro-t duite avec toute l'exactitude possible sur les étalons à traits envoyés aux diverses puissances qui ont pris part à cette Conférence.
résulte des calculs faits sur les arcs de méridien mesurés jus* qu'ici, et en particulier sur les trois grands arcs russe, anglofrançais et indien, qu'à part les anomalies locales de latitude qu'on peut considérer comme des erreurs accidentelles puisqu'elles ne sont soumises à aucune loi, ces arcs peuvent être regardés comme appartenant à une même ellipse, dont les axes sont déterminés de grandeur et de position. Suit-il nécessairement de là que la Terre ait pour surface Tellipsoide de révolution engendré par cette ellipse tournant autour de son petit axe?
Pour que la démonslraii(»n fût complète, il faudrait évidemment que les distances mesurées de deux points situés sur deux de ces méridiens et à une même latitude, à l'équateur par exemple, fussent proportionnelles à la différence de longitude des deux méridiens. C'est ce qui n'est pas démontré aujourd'hui. D'une manière générale, il reste à mesurer sur le géoïde la longueur d'une ligne géodésique menée entre deux points quelconques, non situés sur le même méridien, dont
les coordonnées astronomiques sont connues, et à comparer cette longueur à celle de la ligne géodésique tracée sur Tellipsoïde entre les points correspondants.
Le tracé djune ligne géodésique quelconque à partir d'un point A, dont les coordonnées sont L et X, se fait parle même procédé que nous avons indiqué ; et la direction de cette ligne est définie par son azimut, ou par Tangle que fait le premier élément km avec la méridienne du point A. On prolonge cette ligne autant qu'on le veut, et, par une triangulation, on en détermine la longueur de A en B ; on détermine ausdi Tazimut de la ligne en B.
La détermination de la longueur de la ligne se faisant, nous Tavons vu, avec une précision qui ne laisse rien à désirer, tandis qu'il n'en est pas de même de celle des coordonnées astromiques, la meilleure comparaison de l'observation à la théorie se fera par la résolution du problème suivant.
« On donne la longueur AB = * d'un arc de ligne géodésique d'un ellipsoïde de révolution, la longitude et la colatitude de A, ainsi que Tazimut de la ligne en A. Calculer la longitude et la colatitude du point B, ainsi que Tazimut de la ligne géodésique en ce point. »
La théorie générale de la courbure des surfaces donne la solution rigoureuse de ce problème, que je supposerai par conséquent connue. J'indique seulement les résultats des comparaisons, en trop petit nombre encore, qui ont été effectuées jusqu'ici.
Lorsque, à l'aide de chaînes de triangles tracées suivant des parallèles terrestres, ou suivant des perpendiculaires à la méridienne, ou enfin suivant une direction quelconque, on calcule les coordonnées d'un point situé en dehors de cette
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méridienne à une distance connue, on trouve en général des coordonnées géodésiques, longitude, colatilude et azimut, qui ne diffèrent des coordonnées réelles que de quantités du môme ordre de grandeur que les erreurs de latitude et d'azimul que Ton a constatées dans le calcul des points d'une méridienne. On peut donc encore considérer ces erreurs comme provenant en partie des erreurs d'observation, mais comme devant aussi en majeure partie être attribuées à des anomalies localssy c'est-à-dire à des déviations de la verticale en B par rapport à la normale à Tellipsoïde au même point, résultant d'un défaut d'homogénéité des couches terrestres autour de ce point. Ces anomalies ne suivent d'ailleurs aucune loi régulière, et par conséquent peuvent être traitées dans le calcul général de la forme de la Terre comme des erreurs accidentelles, qui devront finir par se compenser les unes les autres, quand le nombre des stations observées sera suffisamment considérable, mais qui ne doivent pas actuellement nous empêcher d'adopter la forme du géoïde telle qu'elle a été déterminée par les arcs de méridiens.
Nous sommes donc arrivés au but vers lequel nous tendions depuis le commencement de cette étude : déterminer une surface, différant assez peu du géoïde pour que la verticale en chaque point de ce géoïde se confonde sensiblement avec la normale à la surface géodésique au point où celle-ci est rencontrée parla verticale. Le travail qui reste à faire consiste alors à déterminer pour chaque point du géoïde la déviation locale qui, reportée au point correspondant de la surface géo-» désique, détermine la direction de l'horizon de ce point ; on obtiendra ainsi une série de plans tangents au géoïde, et il , serait possible d'exécuter en relief la figure vraie de ce géoïde.
La surface d*un ellipsoïde de révolution satisfait bien aux conditions imposées, qu'il n'y ait en chaque point que des anomalies locales fort petites. Celui dont le colonel Clarke a donné les dimensions et la forme est-il le meilleur que l'on puisse choisir ? Evidemment non ; s'il est vrai que la Terre puisse, dans son ensemble, être assimilée à un ellipsoïde, cela ne peut avoir lieu qu'à la condition que les irrégularités de la surface réelle, provenant de l'inégale distribution des continents et des mers, des défauts d'homogénéité des couches géologiques, de l'existence des massifs montagneux, se compensent les unes les autres. Or les arcs de méridiens mesurés ne représentent que des portions relativement petites de ces méridiens, 25"" d'amplitude au maximum ; ils sont peu nombreux, sont presque tous situés dans l'hémisphère boréal et ne s'élèvent pas vers le nord à une latitude supérieure à 70**. Il est donc peu probable que Ja compensation nécessaire puisse résulter de mesures faites dans une si petite étendue de la surface totale. La forme théorique de la Terre, c'est-à-dire la valeur de l'aplatissement, ne peut donc être aujourd'hui exactement déterminée par les mesures géodésiques. Les dimensions de la Terre, c'est-à-dire le rayon moyen du globe, peuvent au contraire être considérées comme très sufBsamment exactes.
Si l'on se reporte à ce qui vient d'être dit de la détermination définitive de la forme du géoïde, on voit qu'en réalité le choix de l'ellipsoïde auquel on rapporte celte forme est assez indifférent, pourvu qu'il soit suffisamment voisin du géoïde pour que les déviations locales restent très petites. 11 n'y aurait donc peut-être pas un intérêt considérable à calculer à nouveau l'aplatissement terrestre, lorsqu'on sera en possession
d'un nombre suffisant d'observations réparties sur tout le globe, si cette quantité n'était pas donnée par d'autres méthodes que la mesure géodésique des arcs, et si la perfection de la science n'exigeait qu*il y ait accord absolu entre les résultats des diverses méthodes.
L'observation du pendule, en donnant Tintensité de la pesanteur aux différents points du globe, permet de déterminer l'aplatissement de rellipsoïde auquel on peut l'assimiler. Cette observation est possible dans les îles au miireu des océans, et dans les régions polaires, c'est-à-dire en des régions où les mesures géodésiques sont impraticables. 11 semble donc que c'est surtout à elles qu'il faut demander la valeur de l'aplatissement, les mesures géodésiques donnant les dimensions. Malheureusement, si les observations du pendule par la méthode du commandant Defforges peuvent être regardées aujourd'hui comme absolument parfaites, parmi les réductions à leur faire subir,il en est une sur laquelle les physiciens et les géodésiens disputent encore. C'est la réduction au niveau de la mer. Suivant qu'on adopte une méthode ou une autre de réduction, on arrive à une valeur de l'aplatissement de 1/292 avec M. Faye, de 1/299 avec M. Helmert (<).
La proximité delà Lune fait que son mouvement autour de la Terre ne s'exécute pas comme si toute la masse de celle-ci était réunie en son centre de gravité, mais dépend de la forme de notre globe et par conséquent de son aplatissement. La théorie a démontré l'existence de plusieurs inégalités lunaires dues à cette cause ; et l'introduction dans les
(*) Voir riDtroducUon historique quo j*ai placée ea této du l. IV de la Golleciiou de mémoires publiés par la Société Trançiiise de physique. Mémoires sur le pendule.
formules de la valeur des coefficients donnés par l'observation conduit à des valeurs de Taplatissement qui varient de i/293 k 1/298. Cette méthode ne permet donc pns encore de résoudre la question du choix à faire entre les deux valeurs. Elle présente cet avantage qu'elle donnera, lorsqu'on sera en possession d'observations suffisantes, Tapiatissement moyen, abstraction faite des inégalités accidentelles du sol, la compensation se produisant d'elle-même à la distance où est la Lune. Enfin nous avons vu que les phénomènes de précession luni-solaire et de nutation dépendent de l'existence du renflement équatorial terrestre. Dans les expressions théoriques de ces inégalités, figurent nécessairement les deux moments d'inertie principaux de rellipsoïde terrestre, de telle sorte qu'en égalant l'expression théorique de la précession k la valeur que lui assigne l'observation, il est possible de déterminer le rapport de ces deux moments. Il serait possible donc d'en conclure la valeur de raplalissement, si la loi de variation de la densit»; à l'intérieur de la Terre était connue. Mais on peut du moins en déterminer une limite supérieure ; avec les données actuelles et dans l'hypothèse de la fluidité du noyau terrestre, la valeur de l'aplatissement ne peut dépasser 1/297,3. Si donc il était démontré que l'aplatissement est 1/292, il faudrait nécessairement modifier les idées que les géologues se sont faites de l'état de l'intérieur du globe, La détermination de la forme exacte de la Terre se trouve ainsi reliée aux questions les plus hautes de l'astronomie et de la géologie.
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