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$ I. — Considérations générales.
Soit donné, entre la variable indépendante £ et les inconnues M TYE Mi je) un système d'équations différentielles de la forme (1) Dis ex, By, D,2=7, Se X, Y,Z,... désignant des fonctions connues de
NU OTE 0 nat Soient d’ailleurs
les valeurs nouvelles qu'acquièrent les inconnues
OU A SU
quand la variable £ acquiert une valeur nouvelle désignée par +. Lorsqu'on remplacera
æ Ati perd, is Dar LS, une fonction donnée (2) RaF(z, 3,2)
des inconnues æ, y, 3, ... acquerra elle-même une valeur nouvelle représentée par AT SR OS MES
et, si cette valeur nouvelle est développable par la formule de Taylor en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de T — l, on aura
(3) HERT dRr DR en
Si dans l'équation (2) on remplace successivement la fonction F(æ) par chacune des inconnues
T, UE Sa | , on obtiendra les formules ÉD 2 =LT+ — D, + psc 5 tre (Tr — 1}? 9 (4) € Nn—= Y + D, y + à D? y +..., ar dE tu sm Hs se d D}3+..:,
qui représenteront les intégrales des équations (1), toutes les fois que les séries
ON PR RE PER RUN A ROIS IR RTS Fe SIT Des CAS à 2 5 à
seront convergentes. C’est du moins ce que l’on peut aisément démon-
trer à l’aide d’un théorème général que j'ai donné sur le développe ment des fonctions en séries. Donc, pour établir l'existence des intégrales générales des équations (1), il suffira de prouver qu'on peut attribuer à + — : un module assez petit pour rendre convergentes les
séries (5), toutes comprises dans la série plus générale
ri ET 2 T ED,R, (Tr —t) “de
Done, si l’on désigne par : le module de + — 4, et par Jo Ÿ4 Vas
des limites supérieures aux modules des quantités R, -D,R, —-DiR, .;,.,.
il suffira de prouver que le module : peut devenir assez petit pour rendre convergente la série
(7) Joy Jits dat”,
Observons maintenant que, en vertu de la formule (2), jointe aux équations (1), on aura DR —=D,F(2,/7,3;..)X + D,F(x,7,s,.:..)Y +..., D'R=D:F(2,»,3,...)X' + D'F(zx, 7,5, ...)Y+...
(8) PANNE (ES, 72, :..)XT +7.
+D,F(x, 7,3,...)DX +D,F(z, 7,3, ...)DY +...,
en sorte que la valeur générale de D?R se composera de termes dont chacun sera le produit d’un nombre entier par une des dérivées partielles de divers ordres de la fonction F(æx, y,z,...), et par des puissances des fonctions X, Y, Z, ... ou de leurs dérivées. Cela posé, soient | Ni tr cuas nl
les modules d’accroissements imaginaires attribués aux quantités variables
et tellement choisis que, pour ces modules, ou pour des modules plus
petits, les fonctions | ARR 2 se EUR LS - 0
modifiées en vertu de ces accroissements, restent continues par rapport aux arguments et aux modules des accroissements dont il s’agit.
Soient encore See ANT Ve |
les plus grands modules des fonctions NL RS Le Me PIE Ms, 2 correspondants aux modules D PS PUR dede à des accroissements imaginaires attribués aux variables . Vs: Es des
En vertu du théorème établi dans la séance précédente (*), pour obtenir
des limites dos dy, do
respectivement supérieures aux modules des quantités
RER SOIR I Le 2
il suffira de calculer ces quantités dans le cas particulier où l'on a RO V8 11,
Y—=bæ ty 151...6"1, (9)
— —1 41 =—1 — te D Lies RE OUT MURS
(10) RM UN Sin.
a, b,c, ... désignant des facteurs constants, puis d'attribuer aux variables
et aux constantes GED CR AT R
(1) Œuvres de Cauchy, S.1,T. VI, p: 464. — Extrait n° 467.
les valeurs que détermine le système des formules
(T——X, Fe ÿ: 3 —=— 7, RAT = -rt, (11) EX = %, à Sema JA d'Apnnte “À AR H=K,
jointes aux équations (9) et (10). D'ailleurs, pour déduire la série (3) de la série (6), il suffira de joindre aux formules (11) la suivante
(12) t—- lit,
et, dans le cas particulier que l’on considère, la série (6) ne cessera pas de représenter le développement de
FE ME
correspondant aux valeurs de £, n, €, que fournit l'intégration des équations (1). Enfin, si le module 1 de + — 4 est assez petit pour que la série (7) soit convergente, il rendra convergente à plus forte raison la série (6). Donc, pour établir l'existence des intégrales générales des équations (1), et même pour obtenir une limite en decà de laquelle la différence + — { puisse varier sans que les intégrales cessent d’être développables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances entières de cette différence, il suffit d'intégrer le système des équations auxiliaires
(13) | N SRE AE
Si les fonctions ne renfermaient pas la variable /, alors, dans les valeurs de ces fonc-
tions que déterminent les formules (9), on devrait évidemment sup-
primer le facteur 4". Donc alors les formules (9) deviendraient
Re]
OEuvres de C. — S. 1, 1. VII.
et les équations (13) se réduiraient aux suivantes :
INR Vo a.)
S Il. — /ntégration des équations auxiliaires. Considérons le système des équations auxiliaires
/ — —1 1 = — DEUST NTI EU
Diy = bæ ty 3-1. .0"t,
dans lesquelles a, b, ce, désignent des quantités constantes. On en
tirera
Dex Dir Dis
puis, en intégrant la formule (2), et désignant par ER s T un nouveau système de valeurs correspondantes des quantités variables
Ts Ps Me dj otep on trouvera
PRE 4 DE Ris (3) ErE se RE $
Concevons maintenant que l’on représente la valeur commure de chacun des rapports qui constituent les divers membres de la formule (3) par la lettre 4, ou même par le rapport
k désignant une constante nouvelle que l'on pourra choisir arbitrai-
rement. Alors la formule
PORT DT D A 8 À TE psc on Ne me ee (4) : B RE cn donnera a b C 5 — € se VE La Para st :
(5) DE Vu de S 4 LE Th S+rt ,
et de ces dernières équations, combinées avec la formule (2), on conclura
PT ED Ciel PES ONE CS Un ou, ce qui revient au même,
: dt de (6) 7 SIP
puis, en intégrant les deux membres de la formule (6), après avoir substitué à æ, y, z, ... leurs valeurs tirées des formules (5), on trou-
vera £ 4 a L c d9 DR per ce Né _ 0 Ar 1(i)= f (a+ Re) (a+ pe) (s+ 6) S
Ainsi les intégrales des équations auxiliaires se trouvent représentées par les formules (5), la valeur de 2 étant déterminée par la formule (7). On pourrait, dans ces formules, réduire la constante k à l'unité; mais, pour rendre plus faciles les applications qu’il s’agit d’en faire, il sera mieux de ne pas supposer k = r.
Si les équations auxiliaires se réduisaient aux suivantes
Piero y ia...
alors le premier membre de la formule (6) se réduirait simplement à la différentielle d?, et, à la place de l'équation (3), on obtiendrait celle-ci
. a . HAN 6 c d9 (9) LE à (+ $0)(n+go)(r+ 0) À A UR Kk ni, k
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$ III. — Conséquences des formules établies dans les paragraphes précédents.
Dans le cas particulier où le système des équations différentielles données se réduit au système des équations auxiliaires, et où l’on sup-
pose en outre Bale, y...) Katioieses
non seulement on a, en vertu des formules (4) du SIT, (1) E=x— 38, n=Y— 38, ÉZz.
la vaieur de # étant déterminée par la formule (5) du même para-
graphe, qui peut être réduite à
(Def [e+ io) L+rc-n)..
ou, Ce qui revient au même, à
mais aussi on à de plus Pen C DRE he
et, par conséquent, eu égard aux formules (1),
à er ins Re (3) E RM vi + r—f4) (r—ÿ#) (5-5 ass ( k * € +)
Cela posé, concevons que, dans le cas général où les équations différentielles et la fonction F(x, y, =, ...) offrent des formes quelconques, on construise la série
T — (rT—t)
MR
qui, d'après la formule de Taylor, devrait représenter le développe-
ment de FE 6/2)
EXTRAIT No 169. 13 suivant les puissances ascendantes de + — #. Pour obtenir une autre série (9) So) Ÿ; mn Va La CHERE.
dont les différents termes soient respectivement supérieurs aux modules des termes de la série (4), il suflira, en vertu des principes établis dans le $ 1, de développer, suivant les puissances ascendantes de t, la valeur s de F(É, n, 5...) que détermine la formule (3), jointe à l'équation (2), après avoir substitué aux quantités
PU PRES AU CN PORN FE C'ADS. AT PAR RE
leurs valeurs tirées des formules (9), (10), (11), (r2) du $ I. Or, si l’on choisit la constante k de manière que l’on ait
les formules (9), (10), (11), (12) du S I donneront, non seulement
et, par suite,
mais encore
Donc, pour obtenir la série (5), il suffira de développer, suivant les puissances ascendantes de :, la valeur particulière s de F(Ë, n, £, ...) déterminée par le système des formules
(6) ui) = f (Rs) (To) (1 Ë6).….a8, t À X k à Z
D'ailleurs, pour que la série (4) soit convergente, il suflira que la série (5) le soit. On peut donc énoncer la proposition suivante :
Tuéorème 1. — Soit donné, entre la variable indépendante t et les
inconnues L, N'a
un système d'équations différentielles. Soient de plus Ë INT ee
de nouvelles valeurs de ces inconnues, qui correspondent à une nouvelle valeur 7 de la variable t. On pourra tirer des équations différentielles don-
nées des valeurs de
RE ot be et méme de TE MP de À
développables en series convergentes suivant les puissances ascendantes de = —1, si la valeur de S que détermine l'équation (7), jotnte à la formule (6), est elle-même developpable en une série convergenle ordonnee
suivant les puissances ascendantes de 1.
Corollaire I. — Si l'on pose, pour abréger,
la formule (6) deviendra
8 as HR (9) ef (Ro) (55) (25)... de Jo LR SA À ; Z
Corollaire II. — Si les équations différentielles données ne renferment pas explicitement la variable £, alors, d'après ce qui a été dit précédemment (voir le $ Il), on pourra, dans la formule (2), remplacer le premier membre, c’est-à-dire le produit
par la différence 4 — 7; et, en posant d’ailleurs
(—2)(-y) ten SR
on obtiendra, au lieu de la formule (6) ou (9), l'équation
À 8 + L é (10) fl (-%5)(— Te) 20). 25 0 X y \ Z
Corollaire II. — La valeur de e que donne l'équation (8) se déve-
loppe en série convergente par la formule
2? 3 (11) NE PEAR +...) Li 3 {?
lorsqu'on à (12) age À
La valeur de 2, que détermine l'équation (9), se développe elle-même, par la formule de Lagrange, en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de e, lorsqu'on a
(13) e<f (25) Te)(- 20)... d, À x y Z
« étant le plus petit des rapports
GI N Se "2
et il suffit évidemment que les conditions (12), (13) soient remplies pour que la valeur de s, fournie, par l’équation (3), soit elle-même développable en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de :. Cela posé, on pourra énoncer encore la proposition
suivante :
THéoRÈME Il. — Les mémes choses étant posées que dans le théorème 1, les valeurs de
RE PS EE et même de Em)
seront développables en séries convergentes, suivant les puissances ascendantes de 5 — 1, si le module x de = — 1 vérifie sunultanément les deux conditions
NT À e o * $ \ Hit et. ufr) <f (—To)(—25)(1— 20)...
Alors aussi, en arrétant après un certain nombre de termes la série qui représente le développement de F(Ë, n, €, ...), suivant les puissances ascendantes de 7 — 1, on obtiendra un reste dont le module sera inferieur au reste correspondant de la série que représente le développement de s suwant
les puissances ascendantes de 1.
Corollaire I. — Si les équations différentielles données ne renferment pas explicitement la variable 4, alors, la formule (10) devant ètre substituée à la formule (13), la première des conditions (14) dis-
paraîtra, et la seconde se trouvera remplacée par celle-ct :
En terminant ce Mémoire, nous ferons une observation importante. Les divers termes du développement de F(£, n, Ÿ, ...), suivant les puissances ascendantes de = — #, ne cesseront pas d'offrir des modules inférieurs aux termes correspondants du développement de 8, si lon fait croître ce dernier. Or c’est précisément ce qui arrivera si l’on substitue
à chacun des rapports
le plus grand d’entre eux, c’est-à-dire la quantité positive . attendu que, dans le développement de s, chaque terme sera positif et proportionnel à une puissance positive de chacun de ces rapports. I suit de cette observation que les formules (6), (7) pourraient être remplacées
par les suivantes
\=1 8 n—1 3 é nn (16) ufr) = (1-2) d0=<|1-(1-°) | (3 À t n | t :
desquelles on tire
(18) s=afi-ntifi-) | ue
n désignant le nombre total des variables x, y, z, ..., 4.
En substituant la formule (10) à la formule (6), comme on peut le faire quand les équations différentielles données ne renferment pas explicitement la variable 4, on obtiendrait, au lieu de la formule (18), celle-ci
(19) s—a(i—nt) sé
tT
Pareillement, la seconde des conditions (14) et la condition (15). pourront être, si l’on veut, remplacées par les suivantes
L t (20) ufi—)<£ et (21) be dé
La formule (21), pour le cas où l’on suppose »? — 2, se trouve déjà dans le Mémoire lithographié de 1835.
CALCUL INTÉGRAL. — Mémoire sur l'emploi du calcul des limites
dans l ‘intégration des équations aux dérivées partielles.
C.R., T. XV, p. 44 (11 juillet
Peut-on intégrer généralement une équation aux dérivées partielles d’un ordre quelconque, ou même un système quelconque de semblables équations? C’est là, comme je l’ai remarqué dans l’avant-dernière séance, une question dont l'importance n’est pas contestée, mais dont la solution ne se trouve nulle part. Or, à l’aide du théorème fondamental précédemment établi, je parviens, non seulement à résoudre
la question dont il s’agit, mais encore à déterminer les limites des OEuvres de C.— S.1, t. VII. ÿ
erreurs que l’on commet quand on arrête, après un nombre de termes plus ou moins considérable, certaines séries qui représentent les développements des intégrales. Entrons à ce sujet dans quelques détails.
En augmentant, s’il est nécessaire, le nombre des inconnues, on peut toujours réduire une ou plusieurs équations aux dérivées partielles d’un ordre quelconque à un système d'équations aux dérivées partielles du premier ordre. Cela posé, concevons qu'il s'agisse d'intégrer une ou plusieurs équations aux dérivées partielles du premier ordre entre une ou plusieurs inconnues et des variables indépendantes
Vo: Vs: ASS CAES
dont la dernière £ pourra être censée représenter le temps. Pour une valeur particulière + de la variable indépendante £, les valeurs générales des inconnues se réduiront nécessairement à des fonctions des autres variables indépendantes æ, y, , ...; et, si ces valeurs générales peuvent être développées, par la formule de Taylor, en séries convergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de la différence t— 7, les premiers termes de leurs développements seront précisément les fonctions dont il s’agit, et desquelles on pourra d’ailleurs disposer arbitrairement. Il est donc naturel de penser que les intégrales générales d’une ou de. plusieurs équations aux dérivées particlles du premier ordre renfermeront une ou plusieurs fonctions arbitraires, qui pourront être censées représenter les valeurs initiales des inconnues, c’est-à-dire leurs valeurs particulières et correspondantes à une valeur particulière + de la variable £. IT y a plus, pour être en état d'affirmer que les intégrales générales existent et sont représentées, du moins entre certaines limites, par les développements que fournit la formule de Taylor, 1l suffira de s'assurer que ces développements sont convergents, du moins pour des modules de la différence t— x inférieurs à une certaine limite. Or, c’est ce que je parviens à démontrer à l’aide des considérations suivantes. 3
J'examine d'abord le cas particulier où les équations données sont, non seulement du premier ordre,. mais de plus linéaires par rapport
aux dérivées partielles des inconnues, et où il s’agit d'intégrer ces équations de manière que toutes les inconnues se réduisent à des constantes données pour une certaine valeur 7 de la variable £. A l'aide du théorème fondamental précédemment rappelé, j'obtiens assez facilement, dans ce cas particulier, une limite en decà de laquelle le module de la différence £ — + peut varier, sans que les séries déduites de la formule de Taylor cessent d’être convergentes. La détermination de cette limite se trouve ramenée, par le même théorème, à l'intégration d'une seule équation aux dérivées partielles du premier ordre, et une analyse, dont la simplicité paraît digne de quelque attention, me conduit à l'intégrale de l’équation dont il s’agit. Cette intégrale fournit immédiatement les moyens de calculer, non seulement la limite cherchée du module de la différence £ — +, mais encore des limites des erreurs que l’on commet lorsqu'on arrête après un certain nombre de termes les développements des inconnues en séries convergentes.
Après avoir ainsi résolu, dans un cas particulier, la question que je m'étais proposée, je ramène à ce cas particulier le cas général, à l'aide des deux observations que je vais indiquer.
J'observe, en premier lieu, que, si les valeurs initiales des inconnues ne vérifient pas la condition admise, en se réduisant à des constantes données pour la valeur primitive + de la variable £, on pourra représenter ces inconnues par leurs valeurs initiales augmentées d'inconnues nouvelles qui rempliront évidemment la condition dont 1l s’agit, puisqu'elles acquerront des valeurs constantes et même nulles pour =".
J'observe, en second lieu, qu’étant données une ou plusieurs équations aux dérivées partielles du premier ordre, mais de forme quelconque, il suffit de substituer à la recherche des inconnues la recherche de leurs dérivées du premier ordre, pour obtenir de nouvelles équations du premier ordre, qui soient linéaires par rapport aux dérivées partielles des nouvelles inconnues. A la vérité, quand il existe plus de deux variables indépendantes, le nombre des équations nouvelles semble devoir surpasser le nombre des nouvelles inconnues ;
mais je prouve que la vérification de quelques-unes de ces équations entraine la vérification de toutes les autres.
ANALYSE
Intégration par série des équations linéaires aux dérivées partielles du premier ordre.
Considérons d’abord une seule équation aux dérivées partielles du premier ordre, entre des variables indépendantes æ, y, 3, ..., 4, dont la dernière pourra représenter le temps, et l’inconnue 5. Supposons d’ailleurs que cette équation, étant linéaire, au moins par rapport aux dérivées partielles de l’inconnue 5, puisse, en conséquence, se réduire à
(1) D5—AD,;5+BD,;5+...+K, ou, ce qui revient au même, à (2) sS—Ap+Bqg+...+K, les valeurs de p, g, ..., s étant (3) p =D,5, qg=—D,5, NES s = D,w, et A, B, ..., K désignant des fonctions données de | M VS CS Lan L, AD.
Enfin représentons par © la valeur particulière de & qui correspond à une valeur donnée 7 de la variable #, et qui ne peut être généralement fonction que des seules variables | |
Ty Vs 3; Si l’inconnue 5, assujettie à la double condition de vérifier, quel que soit £, l'équation (1), et, pour 4 — +, la condition
peut être développée, par la formule de Taylor ou de Maclaurin, en
une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de la différence
; PRES Ts le développement sera de la forme
(5) | g—o+hti-r) + r)+...,
la valeur de I, étant donnée par la formule
nm [o]
6 2 Va
(6) Le PRESENT
dans laquelle on devra déterminer D’ à l’aide de l'équation (r), puis remplacer, après les différentiations, £ par + et & par w. D'ailleurs, à l’aide du théorème général que j'ai donné sur le développement des fonctions en séries, on prouvera aisément que, si la série
est convergente pour de très petits modules de £ — +, la valeur de. fournie par l’équation (5) vérifiera l'équation (1), tant que la série (3) sera convergente et que les fonctions
ne cesseront pas d’être continues par rapport aux variables dont elles dépendent. Done, pour établir l’existence de l'intégrale générale de l'équation (1), il suffira de s'assurer que la série (3) est convergente, au moins pour les modules de la différence £ — + inférieurs à une certaine limite. C’est ce que nous allons démontrer, en supposant d'abord, pour plus de simplicité, la valeur initiale de 5, c’est-à-dire la valeur w que & acquiert pour £ — 7, réduite à une quantité constante.
La valeur de D’5, tirée dans cette hypothèse de l’équation (1), se composera évidemment de termes dont chacun sera le produit d’un nombre entier par des facteurs variables de la forme
(8) D£D/...D/DZK,
ou par des facteurs du même genre, mais dans lesquels la fonction K
se trouvera remplacée par l’une des fonctions A, B, .... Représentons
d’ailleurs par ke SES : nt ee
ce que deviennent les fonctions LE.
quand on attribue aux quantités variables Vs Vu Man 6 des accroissements imaginaires CS 0 3, ART AUTRES dont les modules RE. Ze Rois D D soient tels que, pour ces modules ou pour des modules plus petits, à dE
restent fonctions continues des arguments et des modules des accrois-
sements imaginaires dont il s’agit. Enfin soient es Mb 0,
les plus grands modules des fonctions
correspondants aux modules
M ON Di be 0 Ù des accroissements imaginaires OM 4 0.) à 0:
de sorte que, en adoptant les notations du calcul des limites, on ait
(9) L—AAÀ, V=AB, ..., N—AK.
En vertu des principes de ce mème calcul, et en supposant que, dans
l'expression (8), on prenne après les différentiations
on trouvera £gNn/ s {DK N os (10) mod.D£D;...D; T < x6 y... tu?
la valeur de N étant
(13) N—(1.2...8) RS A LRAODCR m,
D'autre part, si l’on attribue aux fonctions
ti 1 À RC 4
les formes particulières que déterminent les équations (12)
a, b, .., k désignent des quantités constantes; alors, en posant après
les différentiations Et D 0,
on trouvera
One à a se À ME UE à. RE) MM
(13) D£D*...D/DZK —N et, pour obtenir le second membre de la formule (10), il suffira évidemment de prendre, dans le second membre de la formule (15),
(14) LT ——X, Y=—?Y;, 4 T—=—t, D—— V,
(1) ne Cela posé, soit 3, ce que devient, dans l'équation (5), le coefficient
re L= Far... n
lorsque, dans les divers termes dont ce coeflicient se compose, on rem-
place les facteurs variables ou de la forme D£D*...D'DZK
par des limites supérieures à leurs modules, tirées de la formule (10) et des formules analogues. Si d’ailleurs on nomme : le module de
t— 7, alors, pour que la série (7) soit convergente, il suffira que la série
(16) ; it, dot?
le soit elle-même; et si, en supposant cette condition remplie, on prend
(17) 8— dt + dot +...,
# sera précisément ce que devient la valeur de & — w, tirée de l’équation (1), et donnée par la formule (5), quand on attribue à æ, y, #, …, 7, © les valeurs que déterminent les équations (14), puis à la différence { — 7 et aux constantes ne
CAGE. POSE les valeurs que déterminent, d'une part, la formule (18) C—T—=:i, d'autre part les équations (19) ND B = 1%, a + À jointes aux formules (12), ou plutôt à celles-ci
ART VS To
(46) RE AR AS le te
attendu qu’en calculant la valeur de I, on doit, dans les diverses dérivées de À, B, ..., K, remplacer £ par + ets par ©. Il nous reste à intégrer l’équation (1) jointe aux formules (12), c'est-à-dire, l'équation
linéaire aux dérivées partielles
se ap+bq+...+k D — 2
(38 TyY3...1w ou (22) SAVS..: TS
pebqtictk :?
que l’on peut encore présenter sous la forme
es STYs...lS LÉ :
oo” (RE) 0,
et à l'intégrer de manière que la valeur initiale de & se réduise à la
constante w, par conséquent, de manière que, pour { — 7, on ait (24) D — G, P — 9; q —0;
Or, pour intégrer sous ces conditions l’équation (23), il suflira, d’après ce que nous avons dit ailleurs, d'éliminer de nouvelles variables ë, 1, L
entre les intégrales de la formule
dx _dy _ SR: | ie do M Cu) do renyemwerr | 2 dp ++ dgq LES ds TT =(X+pl) —(Y+ql) °° —(T+sll)
pourvu que l’on suppose
PR Vi. Lie Pad ne æ k à l [a] (26): b RE Li Ï Ps = CARE Ne PU hi. LA Q apHbGE s
et que l’on intègre la formule (25), de manière à vérifier pour ? — = les conditions (24) jointes à celles-ci
(27) Dre, = #50 TS SRG; Œuvres de C.—S.I,t. VII,
Fu *
la valeur de & étant k
ps AD ane
(28) ra
afin que l’une des intégrales dont il s'agit se réduise précisément à l'équation (21).
Observons maintenant que, de la formule (25), jointe aux équations (26), on tire non seulement
ne CCR __Pp+Qg+...+ss > ” rs b — 0. — TE 2 et par suite dr AY. "00 RS BAT be AR puis en intégrant DE Y-n | Oo (29) p* es D DL + A k ?
mais encore Ss—Tt—=o,
et par suite
30) ds : - sdt+tds sdt+tds Pp+Qg+...+Ss —stlÙ (£) Lo)
D'ailleurs les formules (26) et (21) donnent
; VA Lis :
JE ER
“et, comme la formule (29) donne
F a b (31) DER FO 0) J=n—7;(5—0), ue
on aura encore
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En intégrant cette dernière équation, on trouvera
T — (0 . (] 6) dÿ Bt Le (Ear)(n— cr)
ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (28), oO
TJ — U) ae AT TR à perse (32) ae + f (e az)(e oz) 2:
et si, à l’aide des formules (31), on élimine £, n, €, ... de l’équa-
tion (32), celle que l'on obtiendra, et que l’on pourra simplifier en vertu de la formule
Fo: (Fée et he HE
(33) ee L à à?) d5 LE à + 5) es FT
fournira, sinon la valeur même de l’inconnue 5 considérée comme une fonction de æ, y, z, ..., t propre à vérifier la formule (21), du moins une relation entre cette inconnue 5 et sa dérivée partielle
sm D;0.
Cela posé, pour obtenir la valeur mème de 5, il suffira évidemment de multiplier par sd= 1,5 dt
les deux membres de la formule (33), puis d'intégrer ces deux membres, en considérant æ, y, z, ... comme constantes, et & comme fonction de £. En opérant ainsi, et ayant égard aux formules
[rune f NT dÿ,
JL Ne DOCS de JO)4a5= f À Le Das Dl0)dé,
on trouvera
1(2) =f" (w-#(++e7) (eos)
Telle est l'intégrale cherchée de l'équation (27). Il est d’ailleurs facile de s'assurer directement que la valeur de s, déterminée par la for-. mule (34), possède en effet la double propriété de vérifier, quel que
soit £, l'équation aux dérivées partielles
ab,w+bD,o+...+4A xys...1T :
et, pour 4 = 7, la condition D — 6).
Ajoutons que l'équation (34) peut encore s'écrire comme il suit :
TI — Lu)
u | ÉNET dre a 0 b 0
Concevons à présent que l’on veuille calculer la valeur de 2 déterminée par l'équation (17). Pour y parvenir, il suflira de chercher la valeur de & — w que fournit l'équation (35) combinée avec les formules (14), (18), (19), (20); par conséquent, il suffira de poser dans l’équation (35), non seulement
mais encore
TYZ,.: I «a É . Ou Fat ds RE à
On trouvera ainsi
“à or ñ DNS % 0) d 0 dÿ CD op nee.
puis en posant, pour abréger,
(37) uit) =e,
SE dr an vV l, eb œ
8 = — + — +... = — - Re PES LAS xx Cxy | : DExy | DExz
on en conclura
LT RME AE 2 U 3 2U 4 3V X
Si d’ailleurs on nomme z le nombre des variables indépendantes
l'équation (39), résolue par rapport à 2, offrira 72 + 1 racines, et celle de ces racines qui s’évanouira en même temps que € sera précisément la valeur de 2 que détermine l’équation (17). La racine dont il s’agit, développée en série suivant les puissances ascendantes de &, se déduira aisément, par le théorème de Lagrange, de l'équation (39), présentée
sous la forme
(40) "Ras A à PARNTE - ne. FA “HU. QUE Le mr u ane À PA ET" #42. qu Do 144 A
et se réduira simplement à
AE db RER TE 8 NE + Gratis X
Ÿ U p.22 dd? . 1° a? 7 (% (de. Ur Fi DE +++ +—)+4{— +... )+5—-+—- +...) [x x y U En X y vd: F.2 ge mt DE CL LE. Rd re ne à 0 el RS Me a M Bin ie ee etaidiee se se ele de à don 50 «0
Si l’on substitue dans cette dernière équation la valeur de & développée en série suivant les puissances ascendantes de 1, savoir
} EE pue (42) LS D
on obtiendra une valeur de # composée, comme on devait s’y attendre, de termes tous positifs, et respectivement supérieurs aux modules des
termes correspondants de la série qui, en vertu de l’équation (5), représenterait le développement de la différence 5 —w suivant les puissances ascendantes de 4 —7. Ajoutons que les séries comprises dans les seconds membres des formules (41), (42) ne cesseront pas d'être convergentes, tant qu’on aura simultanément
(43) de rt
(rate Res RS ee Re VE ee 11 AeS HE FT 149 Vs Re A RE AR
æ étant la plus petite valeur positive de # propre à vérifier l'équation 8 L :
É 9— À 0 \b 0 do NN EDR 0 CAT ANS X X/ \ À y
ou, ce qui revient au même, la plus petite racine positive de l'équation
(46) I “A Sa Ha — | w(s+22|+...—0 (4 +) ErES A DAN C ...— 0:
Lorsque le module : de : — 7 conservera une valeur assez petite pour que les conditions (44) soient satisfaites, la convergence de la série (16) entrainera celle de la série (5), ou, en d’autres termes, la formule (41) entrainera l'équation (5); et alors la somme de la série (7), c'est-
à-dire la valeur de la différence & — w, déterminée par l'équation (5), vérifiera certainement l'équation (1), si d’ailleurs le module de cette différence est inférieur à v, ce qui aura nécessairement lieu si lon a (47) v > «a.
D'ailleurs, on peut s'assurer que l'équation (45) entraine toujours la formule (43). En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :
Tuéorème. — Supposons l'inconnue 5 assujettie : 1° à vérifier, quel que
soit t, l'équation Do —AD,0+BD,m+...+K,
dans laquelle À, B, ..., K désignent des fonctions données de cette Mass 22 vérifier,
De.G)
inconnue et des variables indépendantes x, y, 3,
pour t = 7, la condition
w étant une constante donnée. Soient d'ailleurs
ce que deviennent les fonctions F. FD : PÉDSOES
lorsque, après avoir réduit t à 7 et 5 à w, on attribue aux quantités OT)
Ty Yo %, des accroissements imaginaires AN lo ue rss is Supposons encore les modules de ces ascroissements UmagInGUreS représentés par X, Y, 2Z, .s À, v, et tellement choisis que, pour ces modules ou pour des modules plus petits, D K
les fonctions restent fonchons continues des arguments et des modules des accroisse-
ments dont il s'agit. Enfin, soient b, vb, Vass
les plus grands modules des fonctions US: PURE +
correspondants aux modules
et nommons 1 le module de la différence t — 7. L'inconnue 5 sera développable, par la formule de T aylor, en une série convergente ordonnée sutvant les puissances ascendantes de la différence & — 7, si le module 1 de 1 — 7 est assez petit pour que les conditions (43) et (44) se vérifient. Alors aussi, en arrétant après un certain nombre de termes la série (7), c'està-dire le développement de 5 — w suivant les puissances ascendantes de 1 — 7, on obtiendra un reste dont le module sera inférieur au reste correspondant de la série (16), qui représente le développement de 2 suivant les puissances ascendantes de 1.
Si les fonctions . BUS SARRU ER «
ne renfermaient pas explicitement la variable l, on pourrait, dans Île second membre de chacune des formules (12), supprimer le facteur 4". Par suite, on devrait, dans les formules (32), (35) et (36),
sn 1(:) et ui?) st £: t
remplacer
par
Par suite aussi, la condition (43) disparaitrait, et l’on devrait, dans les formules (59), (41), (44), poser
Nous avons supposé,-dans ce qui précède, que la valeur w de 5, correspondante à £ — 7, était une valeur constante. Pour ramener à ce cas particulier, et même au cas où l’on aurait & — 0, le cas général dans lequel w serait représenté par une certaine fonction
He, v Rs ;:)
des variables indépendantes autres que la variable 4, il suffira évidemment de remplacer l’inconnue 5 par une autre inconnue équivalente à & — 0).
Les principes que nous venons d'appliquer à l'intégration par série
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d'une seule équation linéaire aux dérivées partielles peuvent être évidemment étendus à l'intégration d’un système de semblables équations, et, par suite, en vertu des observations faites dans le préambule de ce Mémoire, à l'intégration des équations non linéaires. C’est d’ailleurs ce que nous expliquerons plus en détail dans un autre article.
Nota. — Les équations aux dérivées partielles se réduisent simplement à des équations différentielles, quand les variables indépendantes se réduisent à une seule. En conséquence, les résultats de l'analyse que nous venons d'exposer doivent comprendre ceux que. nous avons obtenus dans le précédent Mémoire. C’est ce qu'il est aisé de reconnaître, en comparant les résultats avec les formules établies dans le Compte rendu de la dernière séance.
ira
CALCUL INTÉGRAL. — Mémoire sur l'application du calcul des limutes
à l'intégration d'un système d'équations aux dérivées partielles.
C.R.,T. XV, p. 85 (18 juillet
SI. — /ntégration d’un système d'équations linéaires.
Comme, en augmentant, s’il est nécessaire, le nombre des inconnues, on peut toujours réduire des équations aux dérivées partielles à des équations du premier ordre, nous considérerons seulement ici un système d'équations qui renferment, avec les variables indépendantes
MR Pa SR ei 6
dont la dernière peut représenter le temps, certaines inconnues 5,
54, ... €t leurs dérivées partielles du premier ordre. Si d’ailleurs ces
équations sont linéaires par rapport aux dérivées des inconnues, elles Œuvres de C.— S.1,t. VIH. D
D... “HN SR
pourront être généralement présentées sous la forme
D,5 — À D,w + B D,w +. . + A, Do +B,D,o, +...+K, (1) D,o, = A'D,w + B'D,o +...+ A D;o: + B:D,w+...+K, AA BD A. A4... BD SRE no onctions données de
Œ Ÿr 5 vis 4 © Mi Si ces mêmes fonctions s’évanouissent, les équations (1), réduites aux
suivantes
(2) D,w = 0, Dire, ei donneront simplement
(3) | D = 6), Di — Us ut
les lettres w, w, désignant les valeurs particulières de 5,5,, ... correspondantes à une valeur particulière + de la variable #, c’est-à-dire des fonctions des seules variables æ, y, 3, ..., mais des fonctions que l’on pourra choisir arbitrairement. Si A, A’, ..., B, B',..., A,, A,, ..… cessent de s’évanouir, et si d’ailleurs, comme nous le supposerons 1ci, le nombre des équations (x) est égal à celui des inconnues, on pourra se proposer d'intégrer ces équations de manière que les conditions (3) continuent d’être vérifiées, non plus en général, mais seulement pour
t— 7. On y parviendra, en effet, si le module : de la différence { — 7 ne dépasse pas une certaine limite, à l’aide de la méthode que nous allons indiquer.
Considérons d’abord le cas où les valeurs particulières de 5, 5,, ... représentées par w, w,,... se réduisent à des quantités constantes. Si les valeurs générales de 5, 5,, ... sont développables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de la différence 4 — 7, ces développements seront, en vertu du théorème de Taylor, fournis par des équations de la forme
la valeur de LE, étant donnée par la formule
(5) LE — “Him
dans laquelle on devra déterminer D'5 à l’aide des équations (1), puis réduire, après les différentiations effectuées, ? à + et 5, 5,, ... à w, w,,.….… Or la valeur de D’, ainsi calculée, se composera évidemment de termes dont chacun sera le produit d’un nombre entier par des facteurs de la forme
(6) D£ D'...DDE D. ..K,
et par d’autres facteurs semblables, mais dans lesquels entreront, à la place de la lettre K, les lettres
MA 2. Di is Ai B;; L: RAR SUCER Soit maintenant
A, : MER B, Hi EVE As B;, SUCRE FN re Re
ce que deviennent les fonctions ER EE D Da Bo, Ro:
quand on attribue à
AR ART SAR ER
les plus grands modules des fonctions
correspondants aux modules X» Jr 47; 2 4 D | t, Us, Us,
des accroissements imaginaires
Ms Vis. res F3
Enfin concevons que, À, ps, v, ... désignant des quantités positives arbitrairement choisies, on nomme
À le plus grand des rapports … » — Ù ) W le plus grand des rapports 2 , , %,le plus grand des rapports .—. _ ) , 1, le plus grand des rapports ee ) Le E PF X le plus grand des rapports ee ; 2.
Des limites supérieures aux modules de l'expression (6) et des ex-
pressions analogues seront données par des formules semblables à celles-ci
ÀX 6. UP UNE.
(7) mod. D£D,...D'DSDS...K <N-
la valeur de N étant
D'autre part, si l’on considère le cas particulier où la fonction K serait de la forme
RDF. st um" ..., k désignant une quantité constante; alors, en posant, après les diffé-
rentiations CEST, D, Di y dr
on trouvera
(8) D£D2...DIDZ D. K—N
et, pour déduire le second membre de la formule (7) du second membre de la formule (8), il suffira évidemment de poser dans celui-ci
CR AL PER eh DV MU, LS Da
et, de plus, MR Tam iartot... = A,
par conséquent REY... To). 1,
les valeurs de æ, y, ..., 7, w, w,, ... étant celles que donnent les formules (9). Cela posé, : étant toujours le module de £ — +, veut-on =. trouver une fonction de t qui, développée par le théorème de Maclaurin suivant les puissances ascendantes de 1, fournisse une série de termes respectivement supérieurs aux modules des termes correspondants de la série
(10) L(é—zr), L(£—T), ...,
à laquelle se réduirait, en vertu du théorème de Taylor, le développement de la différence & — w? Il suffira évidemment de chercher la valeur particulière de & — w correspondante au cas où, dans les équa-
tions (1), on aurait simultanément
! ‘ . =+ Re MU PT ET !
: = OS A ne 7 (11) ut A LT B;° B, Re pe M | MU Ge lU :
= = RE LE MT De Me
puis de remplacer dans cette valeur particulière les quantités
D PU 8 6 du vis OS ETS
par leurs valeurs tirées des équations (9) jointes aux deux formules
(12) nes en RAS TU)G) RAR LR LR T Li PET EDR:
(13) rt,
En opérant ainsi, on verra d’abord les équations (1) se réduire à celles
que comprend la formule
(4) Do _ Do, = __ aD,o + bD,5 +...+ a D, + b, D, +...+ k° À — ee 0 —
2 TY...1WU01...
On aura donc, en premier lieu,
D,5w Qi: D,5s PRE 1 D et, par suite, en assujettissant 5, 5,, ... à vérifier les conditions (3),
pour =, Cr CPR CE Verre) TR IL
Nommons 2 la valeur commune de tous les rapports que renferme la
EXTRAIT N° 171. 39 dernière équation; on aura
D — 6 Di 0)
1 = u “ein im Où
par conséquent (19) O — o — À8, Di — 61 — HUB, et la formule (14) donnera simplement
‘hi Qa+pa+...)Des+(b+pbi+...)Dy8 +... +4 Fu æy3...4(0 + À8) (oi +8)...
Il reste à intégrer cette dernière, de manière que la condition
(17) | Fra à
à laquelle les conditions (3) se réduisent, en vertu des formules (15), se trouve vérifiée pour { — 7. Or, sous cette condition, et en posant,
pour abréger, ST D,3,
on trouvera, par une analyse semblable à celle que nous avons développée dans le précédent Mémoire,
(18) La Pr [ren + f° re 5e 25 |,
les valeurs de @ et de f(0) étant
| =(1—{0)(i+ks)...
| 6) on
ka ait À + Fr =(i+ LE 8) (re 6).
puis, en intégrant l’équation (18) par rapport à £ et à # considéré comme fonction de £, après avoir multiplié les deux membres par
sdt—D,8dt, on en conclura
à AMI: < Sr 4 (20) (= — Lf fG)de+ f L Lu 548 dd.
Û o wo
DR 2 il TES
Si, dans les formules (19) et (20), on substitue les valeurs de PV di ne ar Ne be nie 0 D D... .X
fournies par les équations (9), (12) et (13), on trouvera
) Fo / À db + pb +... AV + pb, +...
RE UeTES un Br (HE (RER 0
land ui) = fred [fre one usa,
Si, pour abréger, on pose
(23) emu(—;)
: sera développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances de 1, tant que l’on aura
(24) tete
Supposons cette condition remplie, l'équation (22), résolue par rapport à à, offrira une racine positive qui pourra être elle-même déve-
loppée par le théorème de Lagrange suivant les puissances ascendantes de e et de t, si l’on a
(25) <x|[ ru) de+ ff Léa 5)D06 du 9
& étant la plus petite racine positive de l'équation : 8 (26) r() + fl (8 — 6)D58 dû — 0,
Il'est d’ailleurs facile de prouver que cette dernière équation admettra effectivement une ou plusieurs racines positives inférieures au plus petit des rapports
XX X Y v:- 0 Re + iso M RS, FE ARTE
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En résumé, quand le module : de la différence 4? — + offrira une valeur assez petite pour que les conditions (24) et (25) se vérifient, l'équation (22) offrira une racine développable, par la formule de Lagrange, en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de £ ou même de &. Alors aussi, en vertu des principes ci-dessus établis, l’inconnue 5, ou même chacune des inconnues
Dy Mis +.)
sera développable, par la formule de Taylor, en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de :, et les séries que l’on obtiendra en substituant le développement trouvé de # dans les seconds membres des équations (15) se composeront de termes respectivement supérieurs aux modules des termes correspondants des séries qui représenteront les développements des différences
Il est bon de remarquer que si, dans les équations (1), les fonc-
tions Re RS OR RS Moins ::.. Kuk,
cessaient de renfermer explicitement la variable 4, la condition (24) disparaitrait. Alors aussi on pourrait, dans les formules (22) et (25), réduire simplement à : le produit
ufi-i)=e.
ir
Nous avons supposé, dans ce qui précède, les valeurs initiales ©, w,, ... des inconnues 5, 5,, ... réduites à des constantes. On peut aisément ramener à ce cas particulier le cas plus général où &w, w,, seraient des fonctions données de æ, y, 3, ..., en substituant aux inconnues 5, &,, ... des inconnues nouvelles qui seraient égales aux
différences LE Pre € Di — Us ...,
ou à ces différences augmentées de quantités constantes. OEuvres de C. — S.I,t. VII. ‘ 6
On pourrait simplifier un peu les formules obtenues dans ce paragraphe en réduisant à l’unité chacune des constantes positives
M MEN -i
mais il est avantageux d’y laisser ces constantes indéterminées, afin de pouvoir en disposer, dans chaque cas particulier, de manière à augmenter autant que possible la limite supérieure au module 1.
En terminant ce paragraphe, nous ferons observer que si, dans les équations (1), l’on réduit à zéro les fonctions
D As mes: Da MS 0 0 Mie US OO CR
sans faire évanouir K, K’, ..., on obtiendra simplement les équations
différentielles D,5 —K, Dw;=K",
Alors aussi la seconde des formules (21) donnera LT D md 1 et si l’on prend
\—AK, p—AK!,
on pourra supposer encore RE
Cela posé, l'équation (26) étant réduite à
la plus petite racine positive « de cette même équation sera égale au plus petit des rapports
et, à la place des formules (22), (25), on obtiendra les suivantes :
ME: 8 ufr) = | (50) (1—#9).….a5, LE 0 ee UV:
On se trouvera ainsi ramené, pour un système d'équations différentielles, aux formules déjà obtenues dans un précédent Mémoire.
S IE. — Application du calcul des limites à l'intégration des équations auxiliaires.
Considérons maintenant des équations aux dérivées partielles qui ne soient pas linéaires, et supposons d’abord que ces équations soient du premier ordre; elles renfermeront, avee les variables indépendantes
et les inconnues PU rad
leurs dérivées du premier ordre
D.w, D,w,; ..., Dis; D:o, D,o:, Dam;
et pourront être généralement résolues par rapport aux dérivées Ds, Ds,
Si, en vertu des équations données, les valeurs générales de ces dernières-s’évanouissaient, alors, ces équations pouvant être réduites aux suivantes | (1) D,& = 0, 0: —=60,
leurs intégrales seraient de la forme
(2) D—G, ii;
w, &,,... désignant des fonctions des seules variables æ, y, :, ..., et l’on pourrait d’ailleurs choisir arbitrairement les valeurs initiales de D, 5, -.. l'eprésentées par ©, w,, .... Si les équations données ne se réduisent pas aux formules (1), leurs intégrales ne seront plus représentées par les formules (2), mais on pourra se proposer d'intégrer ces équations de manière que les formules (2) se vérifient, pour une valeur particulière de £, par exemple, pour {= 7. On y parviendra, en effet, à l’aide de l'analyse que nous allons indiquer.
Considérons, en premier lieu, le cas où les équations données se
réduisent à une seule; celle-ci sera de la forme
(3) Fiz, 7, -. to, Du,),0,..., Dm)
et il s'agira de l'intégrer de manière que, pour {= 7, on ait COS. D —0,
w étant uné fonction donnée quelconque de x, y, z, .... Or, à l'équation (3), qui n’est pas linéaire, on peut substituer la formule
(5) FOR, Ms es BE D ES jointe au système des équations (6) PEN qg =D,s, SE s—D,x,
qui sont toutes linéaires par rapport aux dérivées qu’elles renferment. I y a plus, si s n'entre pas explicitement dans la formule (5), c’està-dire si cette formule se réduit à
(7) LE CPR CURE PE AT PORN D
alors, pour réduire le problème à la détermination des seules inconnues p, q, ..., $, 11 suffira de joindre à la formule (7) celles que fournit l'élimination de 5 entre les équations (6), ou, ce qui revient au même, les conditions d’intégrabilité de la formule
(8) do = p dx + q dy +...+s dt,
et de substituer en même temps à la condition (4) Le système des con-
ditions (9) P=D;0, g=D,0, Re
qui devront toutes se vérifier pour 4 — =. D'ailleurs, parmi les conditions d’intégrabilité de la formule (8), les unes, savoir
(10) Dp=D;s, D,g —D;s, Tes
renfermeront les dérivées de p, q, ... relatives à 4, tandis que les
EXTRAIT N° 171. 45 autres, savoir (11) D,p = D;g, Te
renfermeront seulement les dérivées de p, g, ..…. relatives à æ, y, ...; et il est clair que, après avoir éliminé s des équations (10) à l’aide de la formule (7), on obtiendra, entre les seules inconnues
Pr
des équations qui seront linéaires par rapport aux dérivées de ces inconnues. Done, pour intégrer ces équations de manière à remplir les conditions (9), il suffira de recourir à la méthode exposée dans le S Ier, Mais on peut demander si, cette intégration étant effectuée, les valeurs trouvées de p, q, .. vérifieront les formules (11). Or on peut affirmer qu'il en sera ainsi. En effet, les formules (9) et (10) étant
vérifiées, on aura : 1° pour {= 7,
D,p =D,D,;s = D,g, par conséquent (12) D,p — D,;q—0; 2° quel que soit £, D,D;p =D,D;,s —D,D;9,
par conséquent
(13) D,(D,p — D>:qg)=o,
et il suffit d'intégrer par rapport à £ la formule (13), en ayant égard à la condition (12), pour retrouver immédiatement la première des formules (11). Chacune des formules (11) pouvant être ainsi retrouvée, chacune d'elles sera nécessairement vérifiée par les valeurs de
Ps; 4»
que l'on tirera des équations (3) et (ro) jointes aux conditions (9). D'ailleurs, les valeurs de p, g, ... étant connues, celle de s et celle de l’inconnue 5 seront immédiatement fournies par l'équation (7) et par
la dernière des formules (6), de laquelle on tirera
t (14) ouf s di.
Si le premier membre de l'équation aux dérivées partielles qu’il s’agit d'intégrer renfermait implicitement l’inconnue 5, c’est-à-dire si l'équation (5) cessait de se réduire à la formule (7), on pourrait chercher à exprimer
: Ps Ts est
non plus seulement en fonction de æ, y, 3, ..., t, mais en fonction de Ti Vs en ee CU
Alors, à la place des formules (10), on obtiendrait évidemment celles-ci
Go) Dip+sDap=D;s+pDss, D;9 +sDrg=D,s + q Ds, et pour trouver les valeurs des inconnues
Ps» 4;
considérées comme fonctions de æ, y, 3, ...,t, ©, il suffirait d’appliquer la méthode d'intégration exposée dans le $ I aux équations (15), après en avoir éliminé s à l’aide de la formule (5), et en assujettissant les inconnues p, g, ... à vérifier, pour — =, les conditions (9). Les valeurs de p, q, ... étant calculées, celle de s se déduirait de la formule (7); et, en la substituant dans la dernière des formules (6), on verrait celle-ci se réduire à une seule équation différentielle entre & etc. En intégrant cette équation différentielle de manière à vérifier la condition (4), on obtiendrait immédiatement la valeur de l’inconnue 5.
Nous venons d'examiner le cas particulier où les équations données se réduisent à une seule équation du premier ordre. Passons mainte-
nant au cas plus général où l’on donne plusieurs équations du premier ordre entre les variables indépendantes
PACE 2 CE JMS ET
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et les inconnues
D, Gi, Si l’on pose, pour abréger, p=bs, q =D,5, s sn:
Pi=D;:w:, qi D,w,, ; s—= D,5,,
ces équations seront de la forme
HO OMS GED 10,4, ...,%, VU PE MONS POP D mit À
ou même plus simplement de la forme
(17) RUSSE à Me RS LIT NT PP AN: CU LV OUPS SORDRS S oc
lorsqu'elles ne renfermeront pas explicitement les inconnues. Or, en raisonnant comme ci-dessus, on intégrera facilement le système des équations aux dérivées partielles (16) ou (17), de manière à vérifier les conditions (2). En effet, pour intégrer, sous ces conditions, le système des équations (17), il suffira d'intégrer le système des équations linéaires
Ge) Dp=be: Dee Dip—D:s, D,q.—D,si
*, après avoir éliminé s, s,, .….. à l’aide des formules (19), et en assujettissant les inconnues
P; 9; s..s Pis Gi
à vérifier, pour £ = 7, les conditions
(19) p=D;0, g =D,0, der s Pi= Dzroi, gi=Dy,o; As puis de déterminer
Sr St à l'aide des formules (17), et
D, Ti,
à l’aide des équations différentielles
(20) : LES ee PA ae, Vin
h8 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE.
desquelles on tirera immédiatement
t t (21) D — 6) — s dé, me f s, dt, T +
Si, à la place des formules (17), on donne à intégrer les formules (16), alors, en considérant
Ps Pine PE comme des fonctions de ns Vu Be ses À M on devra aux formules (19) substituer les suivantes
(22) D,p + s Dop + 8 Do,p +...=Dss + pDaos +piDo,si+...,
et les valeurs des inconnues 5, 5,, ... se déduiront, non plus des formules (21), mais seulement des formules (20), c’est-à-dire d'un système d'équations différentielles simultanées, que l’on devra intégrer
en assujettissant les inconnues 5, 5,, ... à vérifier, pour {= 7, les conditions (2). eu
Nous venons de voir que, pour réduire l'intégration des équations non linéaires, mais du premier ordre, à l'intégration des équations linéaires, il suffisait de substituer aux inconnues données des inconnues nouvelles dont le nombre était plus considérable. A l’aide du même artifice de calcul, on pourra réduire l'intégration des équations d'ordres supérieurs à l'intégration d'équations du premier ordre. Ainsi, par exemple, étant donnée, entre les variables indépendantes +, cet l’inconnue 5, une équation du second ordre, qui ne renferme pas explicitement cette inconnue, et qui par conséquent soit de la forme
(23) F(zx, t, D,o, D,w, D?w, D,D,w, D?w) — 0,
veut-on intégrer cette équation de manière à remplir, pour 4= 7, les conditions
(24) = 6; D,5 = vw),
| EXTRAIT N° 151. 49 w, w’ désignant deux fonctions données de æ? Il suffira de poser pb." s—=D,", puis d'intégrer les équations du premier ordre (25) OP Ep, 3, Di: Dis, Dis) = 0, 20, de manière à vérifier, pour 4 — 7, les conditions (26) Ptit, 0, et enfin de déterminer l’inconnue 5 à l’aide de l’équation D, —s,
de laquelle on tirera immédiatement
€ vue f s dt.
CE
Au reste, on peut, dans tous les cas, et sans changer le nombre des variables indépendantes, remplacer un système d'équations aux dérivées partielles d'ordre quelconque entre les inconnues 5, 5,, ... par un système d'équations du premier ordre qui soient linéaires au moins par rapport aux dérivées de ces inconnues et des inconnues nouvelles que l’on introduit dans la formule. Pour y parvenir, il suffit de représenter par une nouvelle lettre chacune des diverses dérivées de 5, 5,, ... qui sont contenues dans les équations proposées, en joignant même à ces dérivées celles des ordres inférieurs, puis de prendre pour nouvelles inconnues toutes les quantités représentées par les lettres nouvelles, et de considérer les équations proposées comme des équations finies qui serviront à déterminer quelques-unes de ces inconnues en fonction des autres dont les dérivées relatives à 2 deviendront les premiers membres des équations linéaires qu'il s'agissait d’obtenir. C’est ce que nous expliquerons plus en détail dans un autre Article.
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ze À CaLcuL iNTÉGRAL. — Mémoire sur les intégrales des systèmes d'équations différentielles ou aux dérivées partielles, et sur les développements de ces
intégrales en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes d'un
paramètre que renferment les équations proposées .
C. R., t. XV, p. 101 (18 juillet
Dans les précédents Mémoires, nous avons développé les intégrales d’un système d'équations différentielles ou aux dérivées partielles en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes d’un accroissement attribué à une variable indépendante qui, dans les questions de Mécanique, peut être censée représenter le temps. Souvent il arrive | que les séries de cette espèce restent convergentes, même au bout d'un temps considérable; mais alors, le plus ordinairement, on est obligé, pour obtenir un degré suffisant d’approximation, de calculer un très grand nombre de termes, et ce nombre croît sans cesse avec le temps, ce qui rend les calculs de plus en plus difficiles. On peut éviter cet inconvénient, dans beaucoup de cas, en développant les intégrales, non plus suivant les puissances ascendantes d’un accroissement attribué à l’une des variables indépendantes, mais suivant les puissances ascendantes d’un paramètre que renferment les équations données, ou même suivant les puissances ascendantes d’un paramètre que l’on introduit arbitrairement dans ces équations, sauf à lui attribuer plus tard une valeur numérique déterminée, en le réduisant, par exemple, à l'unité. Ainsi, en particulier, s'agit-il d'intégrer les équations différentielles du mouvement des planètes, on pourra multiplier les masses de ces astres, qui sont très petites relativement à la masse du Soleil, par un même facteur æ, comme je lai fait dans le Mémoire de 1831, puis développer les valeurs des inconnues suivant les puissances ascendantes de «, et poser, après les intégrations, « —1. Alors les
approximations des divers ordres fourniront des termes représentés par des intégrales définies des divers ordres et respectivement proportionnels aux diverses puissances des masses.
En général, si les équations données, étant réduites à des équations _ du premier ordre, sont présentées sous une forme telle que leurs premiers membres soient précisément les dérivées des inconnues relatives au temps, et si, dans ce cas, on développe les valeurs des inconnues en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes d’un paramètre avec lequel les seconds membres des équations s’évanouissent, les divers termes des séries obtenues seront représentés par des intégrales définies des divers ordres, et le calcul des limites fournira encore les conditions de la convergence des séries, avec les limites des erreurs que l’on commettra en arrêtant ces séries.après un certain nombre de termes. La recherche de ces conditions et de ces limites est l’un des principaux objets de mon nouveau Mémoire.
Je ferai, en terminant cet Article, une remarque importante. Lorsqu’en Astronomie on intègre les équations des mouvements planétaires par la méthode ci-dessus rappelée, alors, dans la détermination des éléments elliptiques, les approximations successives, et même l'approximation du premier ordre, qui a pour objet la recherche des quantités proportionnelles à la première puissance des masses des planètes, introduisent dans les intégrales des termes séculaires, c’està-dire proportionnels au temps. Il était done à désirer que l’on püt effectuer les développements des intégrales en séries de manière à éviter cette introduction. En m’occupant de cet objet, je suis encore parvenu à des résultats qui me paraissent dignes de quelque attention, et que j’exposerai dans un nouvel Article.
CALCUL INTÉGRAL. — Mémoire sur les systèmes d'équations aux dérivées
paruelles d'ordres quelconques, et sur leur réduction à des systèmes
d'équations linéaires du premier ordre.
C. R., t. XV, p. 131 (25 juillet
Considérons d’abord une seule équation aux dérivées partielles entre linconnue 5 et plusieurs variables indépendantes
dont la dernière pourra représenter le temps. Si cette équation est du premier ordre, elle sera de la forme |
(1) Fz,7,,::4:0,D.u,D,o,.:.loise
et pourra être généralement résolue par rapport à la dérivée D,5. Si la même équation se réduisait simplement à
on la vérifierait en prenant
(3) Di,
w désignant une fonction des seules variables æ, y, ..., qui pourrait d’ailleurs être choisie arbitrairement. Si l'équation (1) ne se réduit _ pas à la formule (2), son intégrale ne pourra plus être représentée par la formule (3); mais alors on pourra se proposer d'intégrer l’équation (1), de manière que la condition (3) soit vérifiée pour une valeur
particulière de #, par exemple, pour 4— +. D'ailleurs, pour intégrer l'équation (1), jointe à la condition (3), il suffira d'intégrer un système d'équations qui seront linéaires au moins par rapport aux dérivées des inconnues, de manière à vérifier plusieurs conditions de la même espèce. C'est en effet ce que l’on peut démontrer comme il suit.
Représentons par une seule lettre chacune des dérivées que renferme l'équation (1), et posons en conséquence
(4) Pet 0; J=bD,8, Le s=D,w.
L'équation (x), réduite à (5) Pis is 0 0;p;d;.: Jo,
renfermera, outre les variables indépendantes æ, y, ..…., #, les quantités variables D, PDP; FAN UE À qui pourront être censées représenter des inconnues, dont l’une s sera liée aux autres ®, P; 4;
par cette même équation. D'ailleurs, si l’on différentie par rapport à 4 ces dernières inconnues, les dérivées que l’on obtiendra, savoir
D,s, D,p, D,g, ACTE
pourront être exprimées par la fonction s et par ses dérivées relatives à æ, Y, 3, ...3; Car On aura évidemment
(6) D,w = s, Bip bis, D, =D,s,
Or, si l’on élimine s des équations (6) à l’aide de la formule (5), on obtiendra immédiatement, entre les variables indépendantes æ, y, ..…., tet les inconnues
BoDS War eur un système d'équations qui seront linéaires au moins par rapport aux dérivées des inconnues. J'ajoute que, si l’on intègre ces équations
linéaires de manière à vérifier, pour 4 =, la condition (3) et par conséquent les suivantes
(7) 4, PH =D; tr
l'équation (1) se trouvera par cela même intégrée, attendu que les
valeurs trouvées de D, pP, 4;
vérifieront, non seulement l'équation (1), mais encore les formules (4). Or, effectivement, la dernière des formules (4) coïncide avec la première des équations (6), et l’on tire de ces équations
D,p =D,D,®, D,q = D,D,s, RSR à
puis, en intégrant par rapport à #, et ayant égard aux conditions (7), que l’on suppose vérifiées pour { — 7, on trouve précisément
Considérons-maintenant une équation linéaire de l’ordre z entre les variables indépendantes æ, y, ..., { et l’inconnue 5. Dans le cas Île plus général, cette équation renfermera toutes les dérivées partielles de & d’un ordre égal ou inférieur à 2, et sera par conséquent de la
forme
(8) F(x,7,.:.,6,0,Deu, D,w,..., D, Do, D,D,s, ..., D'æ) — 0. S1 cette même équation résolue par rapport à £ se réduisait à |
on le vérifierait en prenant
l—T ART D PARA (10) D = © + Q! — PC AR MS Ua à ) I 1.2 1.9... (R —1)
7 désignant une valeur particulière de £, et ER LR INT À | it les valeurs correspondantes de D DE DU Dr 6:
Ajoutons que la valeur dé 5, déterminée par la formule (10), a évidemment la double propriété de vérifier, quel que soit #, l’équation (9), et pour { — 7, les conditions
(40/0, D,5 = w', DU, HS D '5 =v%-1)
EXTRAIT N° 173. 5h)
D'ailleurs, dans la formule (10), COURS PET RTS ot,
peuvent être des fonctions données quelconques des seules variables
LT
SI l'équation (8) ne se réduit pas à la formule (9), on pourra se proposer encore de l'intégrer de manière à vérifier les conditions (11). D'ailleurs, pour y parvenir, il suffira d'intégrer un système d’équations linéaires, de manière à vérifier diverses conditions semblables aux conditions (11), et en opérant comme il suit.
Posons (12) Pt À 2 représentons encore par diverses lettres Ps:
celles des dérivées de & qui peuvent être renfermées généralement avec s dans l'équation (8), et prenons pour inconnues les quantités
variables D Di diiru:
L'équation (8), réduite à la formule (13) PURE 0 Pi: 18) 0,
pourra être considérée comme propre à exprimer l’inconnue s en fonc-
tion des autres D, P> q;
et des variables indépendantes. D'ailleurs, les lettres Me désignant deux quelconques des inconnues
D, pP, 4; sis
la valeur de D,u sera déterminée par une équation de la forme (14) Du=»,
si u représente une dérivée de s d’un ordre inférieur à », et par une
équation de l’une des formes (19) Duz=D,», Dia = D,e, ..
si u représente une dérivée de 5 de l’ordre 2, mais distincte de s. Cela posé, il est facile de s’assurer que, pour intégrer l’équation (8) de manière à remplir les conditions (11), il suffira d'intégrer le système des équations linéaires qui se présentent sous les formes (14) et (15), après en avoir éliminé s à l’aide de la formule (13), et en assujettissant les inconnues ; MU; Po 0
à vérifier, pour £ = 7, les conditions qui se déduisent des formules (11). Ainsi, en particulier, l'équation proposée aux dérivées partielles estelle une équation du second ordre entre l’inconnue & et deux variables indépendantes æ, {, ou, en d’autres termes, cette équation est-elle de Ja forme
(16) F(z, 1,5, D,5, D,5, Dis, D,D,x, D?w)—o,
et s'agit-il d'intégrer cette équation de manière que, pour { =, on ait (17) Du, Dow), w, &’ désignant deux fonctions de æ, on posera
(rmne À F4. À 1= D,w, (18) 1 P20] q 1
= D20, PHDLDD, = ce qui réduira l'équation (16) à (19) F(z,;t,w,p,q,u,v,s)—=0; puis, après avoir déduit des formules (18) les équations
| DU 0, (20) PE, Da =5, Du =D, pr, Docs D,
ne
Qc
et des formules (17) les conditions
D = 6), (21) { p=D20, d=0, l'E D2D, FD,
on éliminera s des équations (20) à l’aide de la formule (19), et on intégrera ces équations de manière que les inconnues
M D, ds WU,
vérifient, pour 4 —7, les conditions (21). Or, pour prouver que cette
intégration entraine celle de l'équation (16), il suffit de faire voir que
les valeurs trouvées de
auront avec les valeurs trouvées de 5 les relations indiquées par les formules (18). Effectivement, on tire : 1° des formules (20),
D, em à PE 1 P : À D'r=D, Dzq;
puis, en intégrant par rapport à 4, et ayant égard aux conditions (21),
(22) ; u = DEP, écmb:g:
2° des formules (20) et (22), D,p = D,D,5, puis, en intégrant par rapport à £, et ayant égard aux conditions (21), (23) p = D:w.
D'ailleurs, les formules (20), (22), (23) entraînent immédiatement les formules (18). On peut remarquer, en outre, que parmi les conditions (2r) se trouvent précisément comprises les conditions (17).
Par des raisonnements semblables à ceux qui précèdent, on prouverait généralement que les équations linéaires de la forme (14) ou (15), quand on les joint aux conditions déduites des formules (11), entrainent toutes les relations établies entre l'inconnue # et les autres inconnues
OEuvres de C.-—S. 1,1. VU. 8
par les formules mêmes qui servent à définir ces dernières inconnues, quand on passe de l'équation (8) à la formule (13). Donc, comme
nous l’avions annoncé, pour intégrer l'équation (8) de manière que
l'inconnue 5 vérifie, pour 4 = 7, les conditions (11), il suffira d’intégrer, sous les conditions correspondantes à celles-ci, les équations linéaires comprises sous les formes (14) et (15).
Concevons maintenant que plusieurs inconnues
D, Oi, soient liées aux variables indépendantes RSR PR PE NES 0
la première par une équation de l'ordre 2, la seconde par une équation de l’ordre »,, ..., et assujetties à vérifier chacune des conditions semblables aux conditions (11). Il est clair que, en raisonnant toujours de la même manière, on réduira lintégration de ces diverses équations à l’intégration d’un système d'équations linéaires du premicr ordre. Ajoutons que la même réduction pourra évidemment s'opérer encore de la même manière et à l’aide des mêmes formules, si les inconnues 5, &,, ... se trouvent, non plus séparées, mais, au contraire, mêlées les unes avec les autres dans les diverses équations données. Donc, l’intégration d’un système quelconque d'équations aux dérivées partielles d'ordres quelconques peut être généralement réduite à l'intégration d'un système d'équations du premier ordre dont chacune soit linéaire, au moins par rapport aux dérivées partielles des inconnues.
Nous remarquerons, en finissant, que, si les variables indépendantes se réduisent à une seule, le système des équations proposées se changera en un système d'équations différentielles. Donc encore, comme on le savait depuis longtemps, l'intégration d’un système d'équations différentielles d'ordres quelconques peut toujours être réduite à l’intégration d’un système d'équations différentielles du premier ordre.
CALCUL DES LIMITES. — Note sur divers théorèmes relatifs au calcul
des limites.
C. R., T. XV, p. 138, 25 juillet
Dans le calcul des limites, pour obtenir des limites supérieures aux modules d’une fonction et de ses dérivées, on commence par attribuer aux diverses variables des accroissements imaginaires et par chercher le plus grand module de la fonction correspondant à des modules donnés de ces accroissements. Toutefois, les accroissements donnés, ou plutôt leurs modules, ne doivent pas être choisis arbitrairement : ils doivent remplir une certaine condition, ils doivent être tels que la fonction, venant à varier avec ces accroissements, ne cesse pas d’être continue.
En Mathématiques, on nomme vvrtuelles des quantités assujetties à remplir certaines conditions qui tiennent à la nature même des problèmes que l’on veut résoudre. Ainsi, par exemple, s'agit-il d'obtenir les lois d'équilibre ou de mouvement de corps ou de points matériels assujettis à des liaisons données? On nomme vttesses virtuelles celles qui sont compatibles avec ces liaisons, ou, en d’autres térmes, celles que les divers points peuvent acquérir dans des mouvements que comportent les données de la question. S'agit-il, au contraire, de développer des fonctions en séries, alors, comme nous l’avons remarqué, la possibilité du développement, ou la convergence des séries, dépend de la continuité des fonctions. Cela posé, dans les théorèmes relatifs à la continuité des fonctions, et par suite dans le calcul des limites, des accroissements attribués aux variables que les fonctions renferment devront être naturellement appelés accroissements virtuels. s’ils sont tels que les fonctions ne cessent pas d’être continues. Nous adopterons désormais cette locution pour simplifier les énoncés des
théorèmes. En conséquence, étant donnée une fonction K= Fans
de plusieurs variables +, y, z, nous appellerons accroissements virtuels des accroissements réels ou imaginaires attribués à ces mêmes variables et tellement choisis que la fonction, altérée par ces accroissements, ne cesse pas d’être continue. Pareillement, nous appellerons
modules virtuels les modules : ee. FRANS :
d’accroissements imaginaires
attribués aux variables Œ, Vs eee et tellement choisis que, pour ces modules ou pour des modules plus petits, K—F(x+x,y+7y,...,t+t)
reste fonction continue des arguments et des modules des accroissements imaginaires æ, y, .., 4. Enfin, pour abréger, nous appellerons module virtuel de la fonction K le plus grand des modules de K correspondants à des modules virtuels donnés des accroissements d, Mot: Ces définitions étant admises, le théorème fondamental que nous avons établi dans la séance du 23 juin dernier (‘) peut s'énoncer de
la manière suivante :
Tuiorème [. — Étant donnée une fonction de plusieurs variables, pour obtenir une limite supérieure au module d'une dérivée quelconque de cette fonction, 1 suffit de chercher les valeurs particulières qu'acquiert cette dérivée, dans le cas où la fonction devient réciproquement proportionnelle à toutes les bariables, puis de remplacer, dans le résultat trouvé, chaque
variable prise en signe contraire par le module virtuel d'un accroissement
(1) Œuvres de Cauchy, S.1, T. VI, p. 461. — Extrait n° 167.
unaginaire attribué à cette variable, et la fonction elle-méme par son mo-
dule virtuel.
Corollaire I. — Si l’on supposait la valeur particulière de la foncetion donnée réciproquement proportionnelle, non à chacune des variables, mais à la différence qui existe entre chaque variable et le module virtuel de son accroissement, alors, au lieu du théorème F, on obtiendrait évidemment la proposition suivante :
Tuéorème Il. — Étant donnée une fonction de plusieurs variables, pour obtenir une limite supérieure au module d ‘une dérivée quelconque de cette fonction, ul suffit de chercher la valeur particulière qu'acquiert cette dérivée dans le cas où la fonction devient réciproquement proportionnelle à la différence qu existe entre chaque variable et un module virtuel d'un accroissement imaginaire attribué à cette variable; puis de remplacer dans le résultat trouvé la fonction par son module virtuel, en réduisant chaque
variable à zero.
Le théorème I entraine encore évidemment la proposition suivante :
Tuéorème HE. — Étant donné un polynôme dont chaque terme est le produit des dérivées, de divers ordres, d'une ou de plusieurs fonctions de certaines variables, pour obtenir une limite supérieure au module de ce polynôme, il suffit de chercher la valeur particulière qu'il acquert, dans le cas où chaque fonction devient réciproquement proportionnelle à toutes les variables dont elle dépend, puis de remplacer, dans le résultat trouve. chaque variable par le module virtuel d'un accroissement imaginaire altrt-
bué à cette variable, et chaque fonction par son module virtuel.
Corollaire. — Si le polynôme donné était réel et renfermé sous Île signe if dans une intégrale définie, réelle et multiple, dont chaque élément infiniment petit serait affecté du même signe que le polynôme lui-même, et si, d’ailleurs, le polynôme ne contenait pas de dérivées partielles, prises par rapport aux variables auxquelles les intégrations seraient relatives, alors, pour obtenir une limite supérieure au module de l'intégrale multiple, il suffirait évidemment de calculer, à l'aide du
théorème précédent, une limite supérieure au module du polynôme, considéré comme une fonction des autres variables, en attribuant aux modules virtuels des fonctions dont les dérivées entreraient dans chaque terme les plus grandes valeurs que ces modules pourraient acquérir entre les limites des iatégrations; puis de multiplier la limite supérieure au module du polynôme par la quantité positive à laquelle se réduirait l'intégrale, si le polynôme se réduisait à l'unité.
CALCUL INTÉGRAL. — Mémoire sur les intégrales des systèmes d'équations différentielles et aux dérivées partielles, et sur. le développement de ces intégrales en series ordonnées suivant les puissances ascendantes d'un
paramètre que renferment les équalions proposées.
CR. T. XV, p. 141 (25 juillet 1842).
ANALYSE
Considérons d’abord une seule équation différentielle du premier ordre entre les deux variables + et, dont la dernière, regardée comme indépendante, peut être censée représenter le temps; et supposons que cette équation renferme, avec +, £ et D,x, un certain paramètre 2. Si on la résout par rapport à +, elle prendra la forme
TE
la valeur générale de cette inconnue sera complètement déterminée,
EXTRAIT N° 175. 63 et l'on pourra essayer de la développer, non seulement en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de la différence ? — 7, mais aussi en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes du paramètre &, sauf à démontrer ensuite, à l’aide du calcul des limites, que la série obtenue est convergente, du moins sous certaines conditions, et représente alors l'intégrale cherchée de l'équation (+). Or le développement de l’inconnue æ en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de & se déduira aisément du théorème de Maclaurin, si le second membre X de l'équation (1) s’évanouit avec le pa-
ramètre «. Alors, en effet, on tirera de l'équation (1), en posant 4 —o, Dix — O, dE
et par suite le théorème de Maclaurin donnera
(3) x=E+Ia+lo+...,
la valeur de I, étant déterminée par la formule
Dix à PR, ES ces (4) de
dans laquelle on devra poser, après les différentiations, 4 =o et x =. D'ailleurs, X étant une fonction donnée de
on tirera successivement de l’équation (1)
D,Dex = D,X + D,X Dur, D,D2x = DEX + 2D,D,X Dex +D2X (Dex) +D,X Dir,
D,Dèx = DàX + 3D2D,X Dax + 3D,D2X (Dix) + DE X(D,æ) + 3D,D,X Dix + 3D2XD,æx Dix + D,X Dix,
puis, en posant & = o, et par suite
Xe; XX m0; XXE, Di X = 0, 1939
on en conclura
{ DDozx = D,X, D,Dèx — DEX + 2D,D,X Dax, | D,Dèx — DiX + 3D2D,X Dex + 3D,D2X(D,æ)+ 3D,D,X Dix,
ep s socle ne hifi eue 0e 29 ss ve is etes sat ec oidoim bn ed en een es ANR SR CR sr D ee »
Or, par des intégrations successives et relatives à 4, on déduira aisé-
ment des formules (5) les valeurs de
Dan DIE Den Li
par conséquent la valeur de Déx; puis, en posant «a — 0, æ —£, et ayant égard à l'équation (4), la valeur générale de 1,. Ajoutons que, pour satisfaire à la condition (2), il suffira d’assujettir les valeurs de
Dents Dix, Dia srs fournies par l'intégration des équations (5), à s’évanouir pour { = 7. in opérant ainsi, on trouvera successivement t | Die f D,X dt,
t Dé f DiXdt+ | DD Dr = Le
du
Die | DEX di +3 | DD, X Dix dt à Æ
+3 f [DA DE X (Dax)? + DaD, X Déx] dt,
At PE RTE ET ES UE ce RO D D Ne EUR DE A A 2 du ET CR EDR LE EL A O4 PR POS CAE DIRE LUE
puis, en nommant :, 4; + GA
ce que devient la fonction X quand on y remplace la variable 4 par de
nouvelles variables #’, #”, 4”, ..., on tirera des équations (6)
É [ D,X' dt, N
t L- d' Dé f DiX'dr+a f fs D,D,X'D,X’ dt! dt, FT à u +
Def DEX' d'+ 3 [ 4 (DED,X'D,X'+ D,DeX' DE X’) dé dt
+3f LE D,D2X' D, X’ D,X" dé dt” dt” +6 É f 1 D,D,X'D,D, X’ D, X” dt' dt" dt", € Tv 4
MANN ee pré ie ea oo D 0 M die € 'érd'c ais» sie dE Wie: dé ao d'à did he Si Sie
Si l’on considère spécialement le cas où la fonction X ne renferme pas explicitement la variable £, on aura RS ch ep de et alors les formules (7) donneront simplement D,r—(t—r)D,X, | Dèæ—(t—r) DEX + (6— 7) D,D,X DuX, (8) Dix —(t—T)DEX +3(6— 7) (DED,X D,X + D,D,X D2X) + (Er [DADEX(DAX)+ (DeDeX)DeX], Si, après avoir posé æ — 6 et « — o dans les seconds membres des
équations (7) ou (8), on combine ces équations avec la formule (4), on obtiendra les valeurs de
puis on tirera de la formule (3) la valeur de +, en supposant toutefois les modules du paramètre & et de la différence 4 — + assez petits pour
P P P que la série
(9) La, La, Iso, OEuvres de C.— S.I,t. VII. 9
reste convergente, et pour que X ne cesse pas d’être fonction continue de &, æ et. Or ces conditions seront remplies si l’on peut développer, suivant les puissances ascendantes de x, une certaine valeur particulière de la différence æ — £, ou plutôt une certaine fonction # qui se déduit immédiatement de cette différence. Supposons, pour fixer les idées, que le paramètre & soit positif; nommons t le module de ? — 7; enfin nommons x, a les modules virtuels d’accroissements imaginaires
&,_ & attribués dans la fonction X aux deux quantités Z, à;
et soit x le module virtuel correspondant de X, ou du moins le plus grand des modules virtuels que X puisse acquérir quand Île temps varie entre les deux limites + et. Si la fonction X ne contient pas explicitement la variable 4, alors, en vertu des théorèmes énoncés dans la Note précédente, pour obtenir la fonction 2, il suffira d'intégrer l'équation différentielle
(10) | Dix —a(axa— a) tæ-t+ aa-!x7t,
dans laquelle a désigne une quantité constante, puis de remplacer dans la valeur de æ — £, que fournira cette intégration, £ par — x,
t— 7 part, et a par le produit ax».
En opérant ainsi, on trouvera d’abord
eil(misse) si] “putes
Ajoutons que la formule (11) peut être étendue au cas même où X renferme 4, avec cette seule différence que x, dans ce dernier cas,
puis
représentera, non plus le module virtuel de la fonction X, mais le plus grand des modules virtuels de cette fonction correspondants à une valeur du temps comprise entre les‘ limites + et. Dans l’un et l’autre cas, la valeur de 2, déterminée par la formule (9), sera développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de «, sil'ona
C2 NES AUS (12) a << à, ‘a re a =;
et, sous ces conditions, l’intégrale de l'équation (1) sera développable, par la formule (3), en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de &. Observons d’ailleurs que le reste de cette dernière série, arrêtée après un certain nombre de termes, offrira toujours un module inférieur au reste correspondant de la série qui représentera le développement de 2 suivant les puissances ascendantes de v.
Si, dans l'équation (1), la fonction X était simplement proportionnelle au paramètre x, en sorte que cette équation füt de la forme
(13) Dit a f(x, L),
alors, en nommant % le plus grand des modules virtuels de /(x,t) correspondants à une valeur du temps comprise entre = et 4, c'està-dire en posant Ju Al f(x +, 9)],
et en attribuant à 0 une valeur comprise entre les limites +, {, mais choisie de manière à rendre le module % le plus grand possible, on obtiendrait, pour déterminer la fonction #, non plus la formule (11), mais la suivante
(14) dati (2% a)
Par suite, la première des conditions (12) disparaitrait, et la seconde se trouverait remplacée par celle-ci
Les raisonnements dont nous avons fait usage et les formules que nous en avons déduites peuvent être évidemment étendus au cas où il s'agirait d'intégrer, non plus une seule équation différentielle du premier ordre, mais un système d'équations différentielles ou aux dérivées partielles d'ordres quelconques, et de développer les intégrales suivant les puissances ascendantes d’un paramètre « compris dans ces mêmes équations. C’est, au reste, ce que nous expliquerons plus en détail dans un nouvel article, ainsi que dans les Exercices d'Analyse et
de Physique mathématique.
ASTRONOMIE. — Mémoire sur les variations des éléments du mouvement
elliptique des planètes.
C.R.,T. XV, p. 186 (1° août
Les équations différentielles qui déterminent les éléments du mouvement elliptique d’une planète autour du centre du Soleil, pris pour origine, renferment les dérivées partielles d’une fonction perturbatrice différentiée par rapport à ces éléments. D'ailleurs cette fonction perturbatrice varie dans le passage d’une planète à une autre, et peut être développée, pour chaque planète, en une série de termes dont le premier ne renferme n1 le temps ni les moyens mouvements, tandis que les autres termes varient avec le temps et sont périodiques. Ce premier terme est ce que nous nommerons la partie séculaire de la fonction perturbatrice; et, par analogie, nous appellerons équations differentielles séculaires celles auxquelles se réduisent les équations différentielles propres à déterminer les variations des éléments, quand on réduit la fonction perturbatrice à sa partie séculaire. L'intégration complète de ces équations différentielles séculaires serait certaine-
ment un grand pas fait en Astronomie; car cette intégration ferait im-
médiatement connaître, sinon les variations totales des éléments des orbites, du moins les parties de ces variations qui sont indépendantes des moyens mouvements. Or, en examinant avec soin les équations différentielles dont il s’agit, on voit qu’elles peuvent être censées renfermer les dérivées d’une seule fonction perturbatrice qui reste la même pour toutes les planètes; et que cette nouvelle fonction perturbatrice, représentée par une intégrale définie double, renferme, avec les grands axes, les excentricités et les inclinaisons des orbites, les longitudes des périhélies, et les angles compris entre les lignes des nœuds des diverses planètes combinées deux à deux. Cela posé, si, comme je l'ai déjà fait dans un précédent Mémoire (votr Le Compte rendu de la séance du 2r septembre 1840) (‘), on prend pour éléments du mouvement elliptique de chaque planète l’époque du passage au périhélie, la longitude du périhélie, l'angle formé par un axe fixe avec la ligne des nœuds, le moment linéaire de la vitesse, la projection de ce moment linéaire sur un plan fixe, et la moitié du carré de la vitesse correspondante à l'instant où la planète passe par l'extrémité du petit axe, on établira facilement divers théorèmes dont plusieurs me paraissent dignes de remarque, et dont je vais donner les énoncés en peu de mots.
Lorsqu'on suppose les éléments du mouvement elliptique déterminés pour chaque planète par les équations différentielles séculaires, non seulement tous les grands axes demeurent invariables, mais on peut en dire autant de la fonction perturbatrice, qui reste alors la même pour toutes les planètes. Alors aussi, en supposant que l’on projette les moments linéaires des quantités de mouvement sur un plan fixe quelconque, on obtiendra pour la somme de leurs projections algébriques une quantité constante. En d’autres termes, le principe des aires sera vérifié rigoureusement à l’égard des aires décrites par les planètes autour du centre du Soleil, et comme si ce point était un centre fixe. En conséquence, outre les équations qui exprimeront l'in-
(1) Œuvres de Cauchy, S. 1, T. V, p. 321. — Extrait n° 97.
variabilité des grands axes, et qui seront en nombre égal à celui des planètes, on obtiendra quatre intégrales générales correspondantes aux équations des forces vives et des aires.
Soit maintenant x le nombre des planètes. Six éléments étant relatifs à chaque planète, le nombre total des équations différentielles séculaires sera 6x. Mais, dans la recherche des intégrales de ces équations, on pourra laisser de côté deux inconnues relatives à chaque planète, savoir : 1° la moitié du carré de la vitesse qui correspond à l'extrémité du petit axe, et qui reste invariable avec le grand axe; 2° l’époque du passage au périhélie qui n’est pas comprise dans la fonction perturbatrice. Donc le nombre total des inconnues pourra être réduit à 4n, et même à 42 — 4, eu égard aux quatre intégrales générales dont nous avons parlé. Il y a plus, l’un des angles formés par la ligne des nœuds avec un axe fixe pourra encore être éliminé, puisque les différences seules entre ces angles, combinés deux à deux, se trouveront renfermées dans la fonction perturbatrice. Donc le nombre des inconnues comprises dans les équations différentielles séculaires pourra être réduit à 4n — 5.
Considérons à présent le cas où toutes les planètes se mouvraient dans le même plan. Alors, le nombre des éléments étant réduit à quatre pour chaque planète, le nombre total des équations différentielles séculaires sera 4n. Mais, dans la recherche de leurs intégrales, on pourra, comme ci-dessus, laisser de côté deux inconnues relatives à chaque planète, savoir, les deux inconnues que nous avons déjà signalées. Donc le nombre total des inconnues pourra être réduit à 2h, et même à 272 — 2, eu égard aux deux intégrales générales dont l’une correspondra au principe des forces vives, l’autre au principe des aires. Il y a plus, l’une des longitudes des périhélies pourra encore être éliminée, attendu que les différences seules entre ces longitudes se trouveront renfermées dans la fonction perturbatrice. Donc le nombre des inconnues comprises dans les équations différentielles séculaires se trouvera réduit à 272 — 3. Or le nombre 2n — 3 sera précisément l’unité, si l’on a 2 — 2. Donc, en supposant les éliminations
faites, on obtiendra une équation définitive qui renfermera seulement une inconnue et sa dérivée prise par rapport au temps. D'ailleurs, en vertu d’une semblable équation, le temps pourra être exprimé par une intégrale définie. On peut donc énoncer la proposition suivante :
L'intégration des équations différentielles séculaires peut étre ramenee aux quadratures pour le système de trois corps, savoir, du Soleil et de deux planètes, lorsque ces trois corps se meuvent dans un méme plan.
A la vérité, le théorème précédent suppose les inconnues réduites à une seule par l'élimination; mais l'élimination dont il s’agit peut en effet s'opérer à l’aide d’intégrales définies, de semblables intégrales étant propres à représenter les racines d'équations algébriques ou même transcendantes, et les fonctions de semblables racines.
Observons enfin que, en supposant intégrées les équations différentielles séculaires, on pourrait avec avantage appliquer la théorie de la variation des constantes arbitraires aux nouvelles constantes introduites par cette intégration même.
Dans un autre article, j'examinerai en particulier, sous le rapport de la convergence, les séries que l’on obtient en développant, suivant les puissances ascendantes des excentricités, les intégrales relatives au problème de trois corps qui se meuvent dans un même plan; et je considérerai aussi ce qui arrive lorsque les trois corps sont, non plus le Soleil et deux planètes, mais le Soleil, une planète et un satellite de cette planète.
CALCUL DES LIMITES. — Memoire sur le calcul des limites appäqueé de diverses
manières à L ‘intégration des systèmes d'équations différentielles.
C. R., T. XV, p. 188 (1° août
Comme nous l'avons déjà dit, l'intégration des systèmes d'équations différentielles d'ordres quelconques est toujours réductible à l'intégra-
tion d’un système d'équations différentielles du premier ordre entre une variable indépendante #, qui peut être censée représenter le temps, et diverses inconnues æ, y, #, .... D'ailleurs, étant donné un semblable système, avec les valeurs initiales En: Disc ean, y, 5, .i, correspondantes à une valeur particulière + du temps 4, on peut chercher à développer, par la formule de Taylor ou de Maclaurin, les valeurs générales de æ, y, z, ..., ou suivant les puissances ascendantes de la différence 4 — 7, ou même suivant les puissances ascendantes d'un paramètre « que renfermeraient les équations données, ou enfin suivant les puissances ascendantes d’un paramètre à que l’on introduirait dans ces équations, sauf à lui donner plus tard une valeur numérique en le réduisant, par exemple, à l'unité. On doit surtout remarquer le cas où, en vertu des équations que l’on considère, les dérivées des inconnues, prises par rapport au temps, s'évanouissent toutes avec le paramètre &. Alors les coefficients des diverses puissances de æ, dans les séries obtenues, se déduisent les uns des autres par des intégrations relatives à £, dont chacune doit être effectuée, à
partir de 4 — x; et, en conséquence, les divers termes des développements se trouvent représentés par des intégrales définies multiples, les fonctions sous le signe f étant des sommes de produits dont les facteurs variables sont les dérivées de fonctions connues différentiées une ou plusieurs fois par rapport aux variables æ, y, z, ... et au paramètre «. D'autre part, en vertu du théorème général sur le développement des fonctions, les séries obtenues représenteront effectivement les intégrales des équations données, si le module de la différence £ — +, ou du paramètre «, est tel que, pour ce module ou pour un module plus petit, ces séries ne cessent pas d’être convergentes, ni les valeurs de D,x, D,y, ... que déterminent les équations différentielles d'être des fonctions continues des variables æ, y, z, ..., { et du paramètre «. Enfin, la recherche de ces conditions se trouvera toujours réduite, par les théorèmes énoncés dans la Note que renferme le Compte rendu de la séance précédente, à l'intégration de certaines équations auxiliaires, dont le système sera compris, comme cas particulier, dans
EXTRAIT N° 177. 73 celui des équations différentielles proposées. Done, pour s'assurer que l’on peut intégrer par séries ces dernières équations, il suffira de s’assurer que l’on peut intégrer par séries les équations auxiliaires, ou, ce qui revient au même, que l'on peut développer en séries convergentes les intégrales des équations auxiliaires, exprimées en termes finis. Il y a plus, les restes des séries, qui représenteront les intégrales des équations auxiliaires, seront des quantités positives supérieures aux modules des restes correspondants des séries qui représenteront les intégrales des équations données; ce qui permettra de fixer une limite supérieure à l'erreur que l’on commettra quand on arrêtera l’une quelconque de ces séries après un certain nombre de termes.
Dans le présent Mémoire, j’applique les principes que je viens d’exposer, d’abord à des équations différentielles quelconques du premier ordre, puis à des équations d’une forme particulière et qui méritent une attention spéciale, attendu que leur intégration permet de résoudre un des problèmes les plus importants de l’Astronomie. La méthode analytique, employée jusqu'ici pour la détermination approximative des mouvements planétaires, est fondée, comme on sait, sur le développement des éléments variables des ellipses décrites par les planètes en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes des masses de ces mêmes astres. Cette méthode paraît légitime, quand on admet que les séries ainsi formées sont convergentes. Mais il n’était démontré nulle part qu’elles le fussent même pour un temps très court, et il était nécessaire d'éclaircir ce point, sur lequel aucune lumière n’a été répandue par les travaux de nos plus illustres géomètres. A l’aide des formules auxquelles je parviens dans ce nouveau Mémoire, on peut aisément s'assurer que les éléments du mouvement elliptique des planètes sont effectivement développables, suivant les puissances ascendantes des masses, en séries qui resteront convergentes pendant un temps supérieur à une limite dépendante de ces mêmes masses, et dont ces formules déterminent la valeur.
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ANALYSE
Je me bornerai ici à énoncer les principaux théorèmes auxquels je parviens dans ce nouveau Mémoire, qui sera publié en entier dans les Exercices d'Analyse et de Physique mathématique.
TaéorÈme [. — Supposons les n inconnues x, y, =, ... assujetties à ve-
rifier : 1° quel que soit le temps t, les équations différentielles
Dr x, D, y = LA D,5=72, .…., dans lesquelles X, Y, Z, ... représentent des fonctions données de Ty Vs S; » |;
2° pour t = 7, les conditions
Porn VER: #70 Soient d’ailleurs : le module de la différence t — +, et ORNE LUE
les modules virtuels d’accroissements imaginaires, attribues dans les fonc-
uons X, Y,Z, ... aux valeurs particulières PR AE
des variables x, y, 3, .... Soient enfin PO. A
les modules virtuels correspondants des fonctions Rs
ou du moins les plus grandes valeurs que ces modules virtuels puissent ac-° quérir, tandis qu'on fait varier le temps entre les limites 7 et t. Les valeurs générales des inconnues pourront étre développées par la formule de Maclaurin en séries convergentes ordonnées suivant les puissances ascen-
dantes d'un paramètre « par lequel on multiplierai les fonctions X, Y,
Lich sauf à le réduire plus tard à l'unité, si l’on peut développer, par le théorème de Lagrange, suiwant les puissances ascendantes de 1, la plus
petite racine positive # de l'équation
TI
« désignant le plus petit des rapports
Ajoutons que les valeurs générales des distances DT Es h prete TT És
se trouveront représentées par des séries dont les termes et les restes offriront des modules inférieurs aux termes et aux restes des séries que l’on obtiendrait si l’on développait suivant les puissances ascendantes de : Les valeurs données pour ces mêmes différences par les formules
x —E—=Xs, pin =) 2, "C2, du
en prenant pour à la plus petite racine positive de l'équation
ou bien encore, en supposant
Taéorème Il. — Supposons les inconnues x, y, 3, ... assujellies à vért-
fier : 1° quel que soit le temps t, les équations différentielles bEres PR AS PA DSL,
dans lesquelles les fonctions de æ; y; 3; ..., 1, représentées par X, Y,
Z, ..., s évanouissent toutes avec un certain paramètre a; 2° pour 1=7
vo
les conditions
CE; KT sn Ar Soient d'ailleurs : le module de la différence t — 7, XV 6 a ANR
les modules virtuels d'accroissements imaginaires attribués, dans les foncnons X, Y,Z,..., aux valeurs £, n, Ç, ... des variables x, y, z, ... et
au paramètre . Soient enfin nu *, DE +,
les modules virtuels correspondants des foncuions X, Y, Z, ..., ou du moins les plus grandes valeurs que ces modules puissent acquérir quand on y fait varier le temps entre les limites 7 et 1; et supposons, pour plus de simplicité, le paramètre à positif. On pourra développer, par la formule de Maclaurin, suivant les puissances ascendantes de x, les valeurs générales des inconnues x, y, z, ..., si l'on peut développer par le théorème de
, : . à à Re Lagrange, suivant ces mêmes puissances, la plus petite racine posuwe à de l'équation
ce qui aura lieu si l’on a
a<a(i+ à D PR :
R désignant la valeur de L ‘intégrale
PARU NS 7 .\ 6 Î
EN
et « le plus petit des rapports
x y Z X? ÿ ? Fa
ou même, à plus forte raison, si l'on a
( NH EN a<Lal 1+ ) L
tv
Ajoutons qu’alors les valeurs générales dés différences æ) æ — Ë, Mir As HT S
se trouveront représentées par des séries dont les termes et les rèstes offriront des modules inférieurs aux termes et aux restes correspondants des séries que l’on obtiendrait si l’on développait suivant les puissances ascendantes de «& les valeurs données pour ces mêmes différences par les formules
Z—C—=X8, Y-n= Ts, 3—C—=hLs, 9
en prenant pour à la plus petite racine positive de l'équation
8 " € s [ (1 ch (25) (1-20)... de 2e, RS y Z a — &
ou du moins en supposant
assujellies à vérifier : 1° quel que soùt le temps t, les 2n équations différen-
" txelles Br=DiK, KE, Ds Wok Fr
Du = D,K, D,e = D,K, D,w=—=D;:K, A:
dans lesquelles K désigne une fonction donnée de ces mémes inconnues et
du temps t; 2° pour t = 7, les conditions
Soient d'ailleurs : le module de la différence t — 7, M 4 +9. 0 Ve.
les modules d’accroissements imaginaires attribués, dans la fonction K,
aux valeurs
des variables
Sout enfin X le module virtuel correspondant de la fonction K, ou du moins la plus grande valeur que ce module virtuel puisse acquérir quand on y fait varier le temps t entre les limites 7 el t. On pourra, sous certaines conditions, développer, par la formule de Maclaurin, les valeurs générales de T—E, Y—n, 3—6, ..., u—X, v—pu, w—v,
en séries convergentes dont les termes soient de divers ordres par rapport à la fonction K, c'est-à-dire en séries dont les divers termes deviennent respectivement proporlionnels aux diverses puissances de x, quand on rem-
place K par aK.
En effet, les développements dont il s’agit seront convergents si l’on peut développer par le théorème de Lagrange, suivant les puissances ascendantes de :, la plus petite racine positive 2 de l'équation
a ; 1 Ga) (=) (done, : ux Vy WZ
ce qui aura lieu si l’on a
« désignant le plus petit des produits”
1} CNE À TA | RS 7
LAN
ou même, à plus forte raison, si l’on à
I tv
ET uE = ds
n désignant le nombre de ces mêmes produits. Ajoutons qu'alors les termes et les restes des séries dont les sommes représenteront les valeurs générales des différences
BE, Ph re is UN, Vs my,
offriront des modules inférieurs aux termes et aux restes correspondants des séries que l’on obtiendrait si l’on développait, suivant les puissances ascendantes de :, les valeurs données, pour ces mêmes dif-
férences, par le système des formules
e désignant toujours la plus petite racine positive de l'équation
k (- =) (- “} (1 Se). 2X 4, À ux vÿ, WZ
ou du moins par la formule
m—ËE _y—n" u—h V—p 4 CAT S PU pet = Voies ses Re DE ce Reese eniihenen ë x y u |
Tuiorème IV. — Supposons que des inconnues, partagées en l groupes distincts, se trouvent, dans chacun de ces groupes, en nombre égal à 2n,
el soient représentées, dans le premier groupe, par T9 Y1 Z19 = de Us, Pis 15 dans le second groupe, par
Toy Ya» 39 ÉPt : Us Pas W'2» PUR A
Supposons encore que les inconnues comprises dans chaque groupe se trouvent assujetties à vérifier, quel que soit le temps t, 2n équations diffé-
rentielles de la forme
Dep Dre k D,:=D;k; SEE Du =D,K, D,e = D,K, D, = DK, Tee les lettres T; Vs Z;, ? u, F, w, ,
non affectées d'indices, étant ici employées pour représenter les inconnues qui appartiennent à l'un quelconque des groupes, et K étant une foncuon
donnée de toutes les variables Lis Vis Bis es Ugo Vis Wys 05 Los Vas Sos es Us Vas Was +. Le
Le nombre total des équations différentielles sera, comme le nombre des
inconnues, égal au produit 2nl; et, si l’on nomme
ef a Pb » F Gis is Ci +. 013 À Puis Vis ee Cas as Gas 2 Has Vas
les valeurs initiales des inconnues, c'est-à-dire leurs valeurs correspondantes à une valeur particulière + de la variable t, on pourra, sous cerlaines conditions, développer, par la formule de Maclaurin, les valeurs générales des inconnues en séries de termes qui soient de divers ordres relativement à la fonction K, et qui deviennent respectiwement proportionnels aux diverses puissances de «, quand on remplace K par axK. Supposons
d'ailleurs la fonction K décomposée, par une équation de la forme
K=K,;o+K;,;+. d .+K:,3 +. AT
en diverses parties dont la première K,, dépende uniquement du temps t et des inconnues qui portent l'indice x ou l'indice 2, la seconde K,,, du temps t et des inconnues qu portent l'indice x ou l'indice 3, etc. Sou 1 le
module de & — 7; soient encore SR on on
des quantités posuives propres à représenter des modules virtuels d "accrots-
sements imaginaires, attribués, dans les diverses parties de la fonction K,
aux valeurs Es ul ces: a Pis Vi
des inconnues
Ti, Y1» Zi CAS U;, C4 Fi UNALE, ou bien aux valeurs
- = Es Nas Go» ENS ha, F2 Vas
des inconnues Los Vos as ++. Uo, Vos Wos
ou bien, etc. Soient enfin
ne X 1,9) X 1,35 LACET H 9,39
les modules correspondants des fonctions
ou du moins les plus grandes valeurs que ces modules puissent acquérir,
quand on y fait varier le temps entre les limites 7, 1; et nommons
le plus grand des modules X,,,, H,,3, ..., K2,,, .... Pour que les développements des inconnues, déduits, comme il a été dit ci-dessus, du théorème de Maclaurin, soient convergents, il suffira que l’on puisse développer sut-
vant les puissances ascendantes de 1 la plus petite racine positive # de
k gÿ \? 2 g \? à [ (- Ke) (+) (2) ...d0—=92(l— 1),
l’équat ton
ce qui aura lieu si l'on a .
GS) CS
« étant le plus petit des produits
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et, à plus forte raison, si l’on a
2({—1)(an +1) X
Ajoutons que les termes et les restes des séries dont les sommes représenteront les valeurs générales des différences
À a MER Pi 60 Z1— Gi +. U—h, Pb Ts
Lo — Cos Va — Nas Ba— Gay +. Us— À, Pa — Moy Wa — Vo,
offriront des modules inférieurs aux termes et aux restes correspondants des séries que l’on obtiendrait si l’on développait, suivant les puissances ascendantes de 1, les valeurs données pour ces mêmes différences par les formules
F à Zi — Ë Ta — Es U— À; Ug— À 8 il Se je Zi est vue Eat Se at et RTL Dee x x u u Bx Va sd TL, VMS HN Pa Pa Ver PAU x ) pa Wu parer ——— — 00 — den ous nc j à 4 Ÿ x LE 4
V4 6 06 © Ted wivie DA +9 6,0 9.6 © m0 'e 6 vie v:0:0 6 be. soins nées vite se d'or Meteo ie
2 désignant toujours la plus petite racine positive de l'équation
sd 2 2 8 “ (2) (+) (+) dal DL ' ux Vy WZ
ou du moins les valeurs données par la formule
Li — Ÿ: Ty — Es Uyrr À Uy— À
x X we. u m
Pi Hi Je Via PET y _—— y .. — v y —...
REA 2(2n +1) Se = [2 a
tv
Tnéorème V. — Les mémes choses étant posées que dans les théorèmes 111 ou IV, la convergence des séries dont les sommes représenteront les valeurs des inconnues sera encore assurée, sous les conditions énoncées dans ces théorèmes, si chaque système d'équations différentielles est de la forme
Dir DR bye DL - br D, D;u=—D,K, D, ——D,K, D,æw ——D,K,
Fr?
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ou méme si, dans le passage d'un système d'équations différentielles à un autre, les diverses parties de la fonction
se trouvent modifiées. Seulement, dans cette dernière hypothèse, on devra prendre pour X la plus grande des diverses valeurs que pourront acquérir
les modules virtuels X 4,29 X 1,39 .….. X 2,39 .….…
eu égard aux modifications dont il s'agit.
Comme je lai prouvé dans un autre Mémoire (voir le Compte rendu de la séance du 21 septembre 1840) (‘), la théorie de la variation des constantes arbitraires fournira en Astronomie des équations différentielles semblables à celles qui sont indiquées dans le théorème V, si l'on prend pour éléments du mouvement elliptique d’une planète l'époque du passage de cette planète au périhélie, la longitude du périhélie et l'angle formé par un axe fixe avec la ligne des nœuds, en remplaçant d’ailleurs l’excentricité par le moment linéaire de la vitesse, linelinaison de l'orbite sur un plan fixe par la projection de ce moment linéaire sur le même plan, et Le demi grand axe de l’orbite par la force vive correspondante à l'instant où la planète passe par l'extrémité du petit axe. Done le théorème V peut être immédiatement appliqué aux développements des éléments elliptiques en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes des masses des planètes, et il fournit, avec une limite inférieure au temps pendant lequel les séries demeureront convergentes, des limites supérieures aux restes qui compléteront les mêmes séries arrêtées chacune après un certain nombre de termes. C'est, au reste, ce que nous expliquerons plus en détail dans un nouvel article.
(1) Œuvres de Cauchy, S. 1, T. V, p. 321. — Extrait n° 97.
CALCUL INTÉGRAL. — Note sur une lor de réciprocité qu existe entre deux systèmes de valeurs de variables assujetties à vérifier des équations différentielles du premier ordre, et sur un théorème relatif à ces mêmes
équalions.
RER PAR
les valeurs initiales des inconnues, c’est-à-dire leurs valeurs particulières correspondantes à une valeur particulière + du temps £, les intégrales générales des équations différentielles fourniront les valeurs générales des inconnues en fonction de la variable £ et des valeurs initiales de toutes les variables. Mais, comme le système des valeurs initiales |
peut être lui-même l’un quelconque des systèmes de valeurs qu'admettent les variables LEUR DU PONS NP ANNE à
il en résulte que, dans les intégrales générales des équations différentielles données, et dans toutes les formules déduites de ces intégrales, on peut échanger entre eux le système des valeurs initiales des variables et le système de leurs valeurs générales. Cette loi de réciprocité se trouve déjà indiquée dans mon Mémoire lithographié de 1835, et sa démonstration rigoureuse peut aisément se déduire des principes établis dans ce Mémoire.
La considération des valeurs initiales des inconnues qui doivent vérifier un système d'équations différentielles du premier ordre fournit encore le moyen d'établir un théorème digne de remarque, et
qui comprend comme cas particulier le beau théorème de M. Poisson relatif à la variation des constantes arbitraires. Entrons à ce sujet dans quelques détails.
Supposons que, les inconnues étant de deux espèces, on fasse correspondre à chaque inconnue de première espèce une inconnue de seconde espèce, et que la dérivée de chaque inconnue, prise par rapport au temps, se réduise, en vertu des équations différentielles données, à la dérivée partielle d’une certaine fonction différentiée par rapport à l’inconnue correspondante, et prise avec le signe — ou avec le signe +, suivant que cette inconnue est de première ou de seconde espèce. Supposons encore que, après avoir intégré les équations proposées, on forme une fonction différentielle alternée avec les dérivées partielles des inconnues prises par rapport à deux constantes arbitraires introduites par l'intégration. Comme je l’ai remarqué dans un Mémoire présenté à l’Académie de Turin en octobre 1837, la dérivée de cette fonction différentielle, prise par rapport au temps, sera nulle, et, par suite, cette fonction sera indépendante du temps. Il y a plus, si les deux constantes arbitraires représentent les valeurs initiales de deux inconnues, la valeurinitiale et, par suite, la valeur générale de la fonction différentielle alternée se réduiront évidemment à l'unité ou à zéro, suivant qu'il s’agira ou non de deux inconnues correspondantes l'une à l’autre. Or, en partant de cette dernière proposition et en observant que toute constante arbitraire introduite par l'intégration se réduit nécessairement à une certaine fonction des valeurs initiales des inconnues, on démontre facilement le nouveau théorème déjà établi dans le Mémoire de 1831, mais par une méthode qui, suivant la judicieuse observation de l’un de nos plus savants confrères, n'était pas à l'abri de toute objection. Ce nouveau théorème offre d’ailleurs, relativement.à l'intégration des intégrations différentielles proposées, les avantages que M. Jacobi a signalés dans le théorème de M. Poisson. Suivant la remarque de l’illustre auteur de la Nouvelle Théorie des fonctions elliptiques, un nombre quelconque de points matériels étant tirés
par des forces et soumis à des conditions telles que le principe de la
conservation des forces vives ait lieu, si l’on connaît, outre l'intégrale fournie par ce principe, deux autres intégrales, on en peut déduire une troisième d’une manière directe, et sans même employer les quadratures. Or, eu égard au nouveau théorème, la même remarque s’applique à tous les systèmes d'équations différentielles qui se présentent sous la forme que j'ai précédemment indiquée.
MÉCANIQUE CÉLESTE. — Théorie nouvelle des mouvements planétaires,
ou application du Calcul des résidus à l’Astronomie.
C. R., T. XV, p. 255 (8 août
Les beaux Mémoires de Lagrange, de Laplace et de Poisson sur la variation des constantes arbitraires ont réduit la détermination des mouvements planétaires à l’intégration d'équations différentielles qui renferment, avec le temps et les éléments de chaque orbite, les dérivées partielles d’une fonction perturbatrice, prises par rapport à ces mêmes éléments. La question étant ramenée à ce point, les perfectionnements ultérieurs de l’Analyse appliquée à l’Astronomie, et la simplicité plus ou moins grande des calculs à l’aide desquels on obtiendra, par des approximations successives, des valeurs plus ou moins exactes des éléments, dépendront surtout de la forme assignée au développement de la fonction perturbatrice. Or, après avoir de nouveau réfléchi sur ce sujet, j'ai acquis la conviction que les formes de développement jusqu'ici adoptées par les géomètres n'étaient pas celles qui se prètaient le mieux à des approximations rapides; et j'ajouterai que, même après les modifications que j'ai fait subir dans plusieurs Mémoires aux formes dont il s’agit, elles laissaient encore beaucoup à désirer sous le double rapport de la simplicité des résultats et de l’économie de temps. Le présent Mémoire a pour objet une nouvelle forme de déve-
loppement qui, sous l’un et l’autre rapport, offre des avantages importants et inespérés. Entrons à cet égard dans quelques détails.
Un théorème du calcul des résidus sert à exprimer en termes finis une intégrale dans laquelle la fonction sous le signe f est une fonction rationnelle, souvent même une fonction transcendante d’une exponentielle trigonométrique, lorsque cette intégrale est prise entre deux limites de l’argument dont la première se réduit à zéro, la seconde à une circonférence entière. Suivant un autre théorème, si, après avoir multiplié, dans une semblable intégrale, exponentielle trigonométrique par un module quelconque, on fait varier ce module, la valeur de l'intégrale restera invariable, tant que la fonction sous le signe $ ne cessera pas d’être une fonction continue de largument. Or ces deux théorèmes fournissent en Astronomie, pour le développement de la fonction perturbatrice relative à chaque planète, une méthode digne de remarque et que je vais indiquer en peu de mots.
On sait que, dans chaque fonction perturbatrice, les termes dont les développements se calculent avec le plus de peine sont les termes réciproquement proportionnels aux distances mutuelles des planètes. Ainsi, dans la question qui nous occupe, il s’agit principalement de développer en série convergente la première puissance négative de la distance effective entre deux planètes. Or Euler a donné un moyen fort simple de développer cette puissance en une série de cosinus des multiples de la distance apparente. Ce moyen consiste à décomposer la distance effective, élevée à la puissance du degré — 7, en deux facteurs imaginaires, puis à multiplier lun par l’autre les développements de ces deux facteurs. Après cette multiplication, le coefficient de chaque cosinus se trouve représenté par une série dont la somme peut être convertie en une intégrale définie dans laquelle la différentielle de la distance apparente se trouve divisée par la distance effective. Si, dans une semblable intégrale, on remplace successivement la distance mutuelle entre deux planètes par chacune de ses puissances entières et positives, puis les distances de deux planètes au Soleil par deux nombres égaux, le premier à l'unité, le second au
rapport des grands axes des deux orbites; si enfin on joint aux intégrales ainsi formées leurs dérivées relatives au second des deux nombres, on obtiendra la série triple des transcendantes généralement introduites dans le développement de la fonction perturbatrice. Le calcul direct de la plupart de ces transcendantes était à peu près impraticable, et, même avec les formules nouvelles que l’auteur de la Mécanique céleste avait construites sur la demande de M. Bouvard, le calcul était encore très long et très pénible, comme le faisait observer un jour notre honorable confrère. Cette difficulté, qui a engagé M. Le Verrier à donner, pour la détermination des transcendantes dont il s’agit, de nouvelles méthodes de calcul, n’existe pas lorsqu'on adopte pour la fonction perturbatrice la forme de développement que _ je propose; et je vais en dire la raison. Les deux facteurs imaginaires dans lesquels se décompose la première puissance négative de la distance mutuelle entre deux planètes offrent des modules égaux, et chacun de ces facteurs, représenté par un binôme élevé à une puis-
sance dont le degré est — À, peut devenir infini quand les distances
; des deux planètes au Soleil deviennent égales entre elles. I y a plus : l'ancienne méthode, généralement employée pour le développement de la fonction perturbatrice, a l’inconvénient grave d'introduire dans ce développement d’autres transcendantes où les mêmes facteurs se trouvent successivement élevés au carré, au cube, et à des puissances d'un degré supérieur; par conséquent, des transcendantes dont la valeur devient de plus en plus considérable quand les distances des deux planètes au Soleil sont entre elles dans un rapport qui ne diffère pas beaucoup de l'unité. J’évite cet inconvénient en me servant de l’un des théorèmes rappelés ci-dessus, pour rendre inégaux les modules des deux facteurs en question et réduire l’un de ces facteurs à une fonction de la seule distance apparente des deux planètes. Alors, à la place de la triple série des transcendantes comprises dans l’ancien développement, j'obtiens une série double de transcendantes beaucoup plus faciles à calculer. Pour donner une idée de la réduction ainsi opérée dans les calculs, considérons en particulier le cas où les deux planètes
données sont Jupiter et Saturne. Alors,.en suivant l’ancienne méthode, on devra former le Tableau qui se trouve inséré dans le IT Volume de la Mécanique céleste, aux pages 8r, 82, 83, et calculer en conséquence plus de quatre-vingt-dix transcendantes, dont plusieurs offriront des valeurs considérables, qui pourront s'élever jusqu'au nombre 800 et au delà. Au contraire, en suivant la nouvelle méthode, pour arriver au même degré d’approximation, on aura seulement à calculer une vingtaine de transcendantes dont les douze premières sont déjà connues, et dont la plus grande surpasse à peine le nombre 2.
Je passe maintenant à la propriété la plus extraordinaire du nouveau développement. Les diverses transcendantes qui, comme je Pai dit, forment une série triple suivant l’ancienne méthode, et une série double suivant la nouvelle, sont, dans le développement de la fonction perturbatrice, multipliées chacune par un facteur variable, qui renferme, avec les éléments de deux orbites, les anomalies moyennes de deux planètes, et qui peut être développé en une série de termes dont l’un, indépendant des anomalies, est ce qu’on nomme un £erme séculaire, tandis que les autres sont des termes périodiques proportionnels aux sinus et cosinus de multiples des deux anomalies. Or, en m'appuyant sur le calcul des résidus et sur le premier des théorèmes précédemment rappelés, je prouve : 1° que chaque terme séculaire peut être exprimé sous forme finie par une certaine fonction des éléments des orbites, qui demeure algébrique par rapport aux grands axes et aux excentricités; 2° que, dans chaque terme périodique, le coefticient des sinus ou cosinus des multiples des anomalies moyennes est la somme d’une série simple de quantités, dont chacune peut encore être exprimée sous forme finie par une certaine fonction des éléments, qui demeure algébrique par rapport aux grands axes, mais devient transcendante par rapport aux excentricités. Ajoutons qu'à la somme de cette dernière série on peut substituer la somme de deux fonctions : l’une exprimée sous forme finie, l’autre représentée par une intégrale définie, dont le module s'approche indéfiniment de zéro, tandis qu'un certain nombre entier 2, dont elle dépend, devient de plus en plus considérable.
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En rédigeant le présent Mémoire, j'ai cherché à montrer combien je désirais me rendre digne, s’il était possible, de l'honneur que m'ont fait, il y a trois années, les maitres de la Science, en m’appelant à une place jadis occupée par un grand géomètre, par celui-là même qui avait eu pour moi tant de bienveillance, par notre illustre Lagrange. Comme mes nouvelles recherches paraissent devoir simplifier sensiblement les calculs relatifs à l’Astronomie, il semblerait convenable que je pusse les discuter sérieusement avec ceux de mes illustres confrères qui ont jugé ma coopération à leurs travaux utile sous ce rapport. Mon désir de contribuer, autant que mes forces me le permettront, aux progrès de sciences qui ont fait la gloire de ma patrie répond assez de l’empressement avec lequel je prendrais part à une semblable discussion le jour où il serait reconnu que le Bureau des Longitudes à pu se croire autorisé, par le texte de sa constitution même, à résoudre librement une question de Géométrie, et qu'il n’y a nul inconvénient à ce que ses divers membres se réunissent pour calculer ensemble les mouvements du Soleil ou des planètes, le jour où se terminerait une quarantaine déjà prolongée bien au delà des limites ordinairement prescrites par les règlements sanitaires les plus rigou-
reux, une quarantaine scientifique de trois années.
ANALYSE
SI. — Préliminaires.
Je vais, dans ces préliminaires, rappeler quelques théorèmes fournis par le calcul des résidus, et sur lesquels s'appuie la nouvelle mé-
thode que je propose pour le développement de la fonction perturba-
trice.
TuéorÈme 1. — Soit Se POP V1
une variable imaginaire dont r représente le module et p l'argument. Sou
encore (Dh LE) fe]
EXTRAIT N° 179. 91 J(s)
le résidu intégral de la fraction; pris entre les limites
PT PE, pro PESTE,
2 BTE : AS : te) ou, ce qui revient au même, la somme des résidus de la fraction 2e » COT-
respondants aux valeurs de s dont les modules restent compris entre les limites à, b, et les arguments entre les limites — 7, + 7. St le résidu in-
tégral dont il s'agit a une valeur déterminée, on aura Li Li a (b) (T) f(s) f fer) dp — [°_ faer 5) dp ar h (©):
tt ei
ou, Ce qui restent au même,
(1) + f(berv-1) dp = f (uen )dp=ar LT (©)
Démonstration. — Pour établir la formule (1), qui coïncide avec une équation trouvée dans le I Volume des Exercices de Mathématiques [voir l'équation (64), à la page 212 du I** Volume] (*), il suffit d’intégrer l'équation identique
PA
par rapport à r et à p, entre les limites
D, f(rerv-1) — D, f(rer V1),
es À Le : À F'hrrts à PHAr, Observons d’ailleurs que, si l’une des racines de l'équation
avait pour module une des limites a et b, le résidu partiel correspon-
dant à cette racine devrait être réduit à moitié dans la somme représentée par le résidu intégral
at
(1) Œuvres de Cauchy, S. U, T. VE, p. 265.
On doit seulement excepter un cas particulier que nous examinerons
ci-après, le cas où l’on aurait a — 0.
Corollaire. — Si la fonction f(re?V-") reste continue par rapport à r et à pentre les limitesr= a,r= b, le second membre de l'équation (1)
s'évanouira, et lon aura par suite 2% are 227 re (3) f J(bervT)ap= | fCaervT) dp.
En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :
Tuéorème Il. — St dans une intégrale de la forme d: f( rerv-1) dp (]
on fait varier le module r, cette intégrale conservera la méme valeur tant
que la foncuon f(rervT)
ne cessera pas d’être continue.
Concevons maintenant que, dans la formule (1), on pose a — 0,
b = &:; on en tirera
# Lo (4) (2%) p V1 dp — 92 | (2) Jeannot (A
pourvu que, dans la somme représentée par la notation
(æ) LT (©)
Co) S
on comprenne, non pas la moitié du résidu partiel qui pourrait correspondre à la valeur zéro de s, mais ce résidu lui-même. Done, sous cette condition, on pourra énoncer encore la proposition suivante :
TuéorÈèMe HE. — Sr le résidu intégral
(æ) na (©)
a une valeur déterminée, on aura
: GRR RE. (A).
Te En:
nr
Corollaire I. — Dans les applications de ce théorème, on ne devra pas oublier que la somme représentée par la notation
she fe)
(0) 10) ; comprend tous les résidus partiels correspondants aux racines de l'équation
$ (5) PTT = Q J{s)
qui offrent des modules inférieurs à &, et la moitié seulement de tout résidu partiel correspondant à une racine qui aurait « pour module.
Corollaire II. — Si, dans la formule (4), on pose
LES, Gé 1 = =),
f(s) étant une fonction qui ne devienne jamais infinie pour un module de s inférieur à l’unité, alors on trouvera : 1° en supposant & 1,
I uisd æetP-®) V=1
(6) — — f(xer V1) dp — 0;
ox : ES æetr-&)V-1
2° en prenant « >1, ou, ce qui revient au même, en remplaçant & [ .
par = et supposant ensuite & <[1,
(7) ne : FÉLer VTT) dp = 1(e9V),
2 J, 1—aœelr-5)v-1
On aura donc
TONER CT
1— œetr-5) V1
I en x ne Lu a (se) ‘de.
CG
La formule (8) subsisterait encore si l’on prenait « —1; seulement alors les seconds membres des formules (6), (7) se trouveraient réduits l'un et l’autre à {f(e7v-"),
Concevons maintenant que, dans le second membre de la formule (8), on développe les fractions
œetr-5)V-1 nl
2 22 1— œetP-S) VTT 1 œetr-m) Vi
suivant les puissances ascendantes de &. Si la fonction f(s) reste conti- . FR RE | , nue pour tout module de s inférieur à => on pourra, en vertu du théo-
rème IT, remplacer, dans chaque terme du développement obtenu, « par l'unité, et alors on trouvera
(9) fem VTT) — a+ ae V1 + ae Vi, + a erm ri 9 SA + a; e-sv-1 + a_,e-?mV-14, È + a_,Le-rmV-i + ns
les valeurs de a4, et de p, étant généralement déterminées par les for-
mules 1 27 ne + rE (10) Mo eFnpV-1 f(erv-1) dp, ; 0 £ 27 Ha I a+! elr+1)(p-5) Y—1 Pn= — —— f(aer V1) dp 27 J, 1— œetr-5)y-i Es, 7 -; I aren(m—-p)V-1 I ex | de — (2 env) dp.
27 J, te œelm-p) V1 œ /
La dernière de ces formules entraîne évidemment la suivante
(12) mod. pr < ——
Ë mod. f(œerv-1) + mod.f( | en) |,
en vertu de laquelle ?, décroît indéfiniment pour des valeurs croissantes du nombre entier 2. Done, en posant a—< dans l'équation (9), on obtiendra celle-ci
(13) f(esv-1) = A9 + as env + ae SV +, + ae 0V-i+g etui.
qui servira à développer Pexpression f(es vi)
en série convergente. Il y a plus, la formule (12) fournira une limite de l'erreur que l’on commet quand on arrête cette série après un certain nombre de termes.
Si la fonction f(er V1)
est une fonction paire de p qui ne varie pas quand p change de signe, alors, en posant
fCer vi) + f(e-rVT)
P=f(erVi) —
Betas) — Ke PET
on verra l'équation (13) se réduire à la formule connue (14) LÊ — a+ 2a,C085 + 28,C082% +..., la valeur de a, étant i 27 PRE ñ 2H 1) An = — PUAERR do = — P cos xp dp.
(19) n eh Lui des $ FER Si, dans l'équation (4), on pose « = 1, on obtiendra simplement la
proposition suivante :
TaéorèME IV. — Sx le résidu intégral
(æ) Ho (2)
a une valeur déterminée, on aura
. - (1) QUm) ) (16) .. JC) ap =" £ (2)
Du théorème IV on déduit immédiatement le suivant :
TuéorÈème V. — St le résidu intégral
(1) Er (1) es M (£ 2)
(oo) (0) Ts
a une valeur déterminée, on aura
2 PT pit un a (1) ) U) U%) (s, s!
on (DL Tree" (20)
DUR) AUS UNE
S II. — Développement de la fonction perturbatrice. Soient
m, m les masses de deux planètes;
r, r leurs distances au Soleil;
« la distance effective entre ces deux planètes ;
à leur distance apparente, vue du centre du Soleil; R la fonction perturbatrice relative à la planète 72.
On aura mr COSÈ m'
Il s’agit maintenant de développer les rapports de la forme
r COSÔ r'2
et de la forme
nl
et
Nous considérerons ici en particulier le rapport … dont le développe-
ment offre plus de difficultés et entraine d’ailleurs immédiatement le Li , r COSÔ
développement de l'autre rapport ——:
La valeur de « étant
t—=(r?—2rr cosù + r'?)?,
on en conclut
I I r r° (1) = n(iapeoss+
La 7
On aura d’ailleurs
7 Fr” |; &e /—— 1 = 2
(2) (5—21c00+ 7) =(1- Fi . nas ) F dé ; :
et si, pour fixer les idées, on suppose TE . , Ï . . alors, pour obtenir le développement de - suivantes cosinus des mul-
: : . . r tiples de 6, il suffira de développer suivant les puissances de >; chacun
des facteurs qui composent le second membre de l'équation (2). On pourra d’ailleurs atteindre le même but à l’aide de la formule (14) du S I et, de plus, déterminer par la formule (12) du même paragraphe les limites de l'erreur que l’on commettra quand on arrêtera le développement obtenu après un certain nombre de termes. La formule (14) du SI donnera
(3) = = A+ 2410058 + 24,c0820+..., la valeur de A, étant
27 PA I r* PT ser le Pers ; LS O0SU + —> ehiv-1 db, 27 J, r
ou, ce qui revient au même,
Le
a +, 2 . svt A A ner ko ÿ=T \ Ar= — 1— — eV 1— — eV ekuV-1 du.
Tr), r r
D'ailleurs, eu égard au théorème IT du $ I, on pourra, sans altérer la valeur précédente de A3, y multiplier e*V-' par un facteur positif
és : PR ve à r compris entre les deux rapports -; —; où même par le rapport =: HR à 7
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Donc la valeur de A; pourra être réduite à
1 1 — — FA — VVy—1 —Ù V—1 k9 V—1 (4) À L (- A € V ) (ie V ) eu V1 do.
Soient maintenant
; . : Fr?
les demi grands axes des orbites des planètes », m'. Le rapport -;
LA * rp: 1: Re , sera généralement peu différent du rapport —;- On pourra donc déve- «a
lopper
suivant les puissances ascendantes de la différence
À ; tn ; a En opérant ainsi et posant, pour abréger, 0 — —;
__&(K+i1)...(kK+l—r
foot
LA
de -4 she ee (6) (CIE . L (r= e-v Vi) ee 02 evv-1) : etk+1)0y-1 dy,
on trouvera
k 2 12\ 7 sf: 7 1 1 Les Ÿ 2! an (7) A; BOT PETEN (= ) 7
et, par suite,
/ = I Fe RENÉE x a on (= ST (E 5) É à:}7 NH d'° l=0 (8) { sone lé au Ti AUpk ph: © plat FAT = | Or — | — — — | coskd | 10 k=1 Ë} M ose Ë a* nes ou, ce qui revient aü même, E= © l=e k— k L LT LT LT _(9) DRE Ÿ Gb: Pos + 2 hs 2 O;,:P4,
la valeur de P;, étant CV MR fr PIX 7 (10) Vire Ë mener (5 EE 2) cos kû.
Soient maintenant, pour les planètes 2 et",
les anomalies moyennes et
les anomalies excentriques, liées aux anomalies moyennes et aux rayons vecteurs par les formules
(r—a(i—ecosŸ), r'— a"(1 —e'cosŸ'),
ldesint=T, We sind T,
(1) dans lesquelles e, e représentent les excentricités. P;,, sera une fonction rationnelle des exponentielles trigonométriques
AT ER e?'V-1 et pourra être développée suivant les puissances de
eT v=1, eT' ÿ=1
à l’aide de la formule
© : n2T 2T AA v JT Mn ET è Go) Pr > * (2) enT+n T')} = 1È Ê P,,e-WT+nT)VI AT dT’, L FT , 4 0 te
‘les signes > s'étendant à toutes les valeurs entières positives, nulles
ou négatives de 7, n°. Done, dans le développement de P,,, le coefficient du produit |
euT-+nT)ÿ -1
sera représenté par l'intégrale
2H 27% J : " À LV RET W'l rl sé (CE) J Purerremviarar, 2T/ 0
ou, ce qui revient au même, par l'intégrale
L A Fr: Un = is SE ON Pr (14) ( LE £ Parme e-0rben VTT etnesinbne sinb) VTT di dy, 0: 00 :
Si l’on suppose, en particulier, 7 —0, n° = 0, l'intégrale (14) sera
réduite à
1 2 2H p rr' dy di È CNRC 2T) J, À aa!
Désignons maintenant par f(e} V1, eYV=1)
le produit
exprimé en fonction rationnelle de e*V°*, eŸv=', Le théorème V du $ 1
donnera immédiatement
9 2H 2H Lee 1 19 1 3 Û !
: I 2 dd r'I (D), 27) (1) (2T) f HR. ) en (EN (ru rapar nef O) 2T 0 aa (0) (0) (0) (0) $, $
De plus, comme on aura, d’une part, AUE sinŸ+n'e'sinŸ') V—1 — eyneeŸ V1, inreeŸ VI —inee-Ÿ v—1 de ine'e Les Yy=T
et, d'autre part,
$ s* s' st RSR ER ++ + ñ DER ir du; : 0
152 a Eh T0.
on trouvera encore 2 2T 27H rr' f É | FR e—(nh+n'")"} V1 Q(nesin b+n'e sinÿ") Y=T dy dy * sk OT
(1 (27) (1) (27) # x 1An!s! r * PDA. PNA - d eines+bn'e's' | 1 — a 0 Vans cat TR be D tale D ce e\"| f(ss ) +0; C0 wo) k $ s! FALL A + s! gerigesi}
ex étant ce que devient l'intégrale (14) quand on y remplace, sous le
signe /, le facteur etnesinÿ+n'e sind) /—1
par le produit
Æ enreet lame VTT
Kést Zi \/ 1 (ince-VVi+ nee)" (inse—# V=T TE y# eti—v; inee * HinEe TV VA
To ucR
Cela posé, il est clair que p, décroîtra indéfiniment pour des valeurs croissantes de À, et de telle manière qu'il sera facile de calculer la limite de l'erreur que l’on commettra en négligeant o; dans le second membre de l’équation (17). Ajoutons que, si l’on pose, dans cette
même équation, À — +, on aura simplement
0 Q 2H Gi RAT nid me ne june il ane ane - à ernes+in'es | 1 |? : AE jp, | ne oo Ë $ * VE se - à
Les formules (14), (17), (18) comprennent les diverses propositions que nous avons énoncées dans le préambule de ce Mémoire; nous montrerons, dans un autre, comment on peut rendre plus simples encore et plus faciles les calculs qui résultent de l'application de ces
rr L ’ TR e or ’ Ve Ps. La e—tnÿ+n'ÿ')y=T Q(nesinÿ + n'esinŸ’) ÿ—1 dy dy
Eas) |
sr+1 ç'2'+1
formules.
ASTRONOMIE. — Sur le nouveau développement de la fonction perturba-
trice et sur diverses formules qui rendent plus facile l'application du
calcul des résidus à l’ Astronomie.
C. R., T. XV,p. 3o1 (16 août
Ainsi que je l’ai remarqué dans la séance précédente, le développement nouveau que je donne pour la fonction perturbatrice parait éminemment propre à simplifier le calcul des mouvements planétaires et renferme une série double de transcendantes qui peuvent être facilement évaluées. D'ailleurs ces transcendantes se trouvent respective-
ment multipliées par des facteurs variables dont chacun se développe suivant les sinus et cosinus des multiples des anomalies moyennes, ou plutôt suivant les puissances entières, positives, nulles ou négatives des exponentielles trigonométriques qui offrent pour arguments ces anomalies, en une série de termes, l’un séculaire, les autres périodiques. De plus, chaque terme séculaire peut être exactement exprimé par une fonction finie et même algébrique des éléments elliptiques des deux planètes que l’on considère. Enfin, dans chaque terme périodique, le coefficient des exponentielles peut être décomposé en deux parties, dont l’une s'exprime encore en fonction finie des éléments elliptiques, et dont l’autre décroit indéfiniment tant qu’un certain nombre entier croît au delà de toute limite; ou bien encore ce coefficient peut être représenté par une série simple de quantités dont chacune est exprimée par une fonction finie, mais transcendante, des” éléments elliptiques. Les fonctions finies dont nous venons de parler se trouvent représentées chacune par un double résidu, relatif à deux variables auxiliaires que l’on substitue aux exponentielles trigonométriques qui ont pour arguments les anomalies excentriques, et pris entre les limites o,1 du module de chaque variable. La première opération à faire pour calculer ce double résidu est de rechercher les valeurs des variables auxiliaires qui rendent infinie la fonction sous le signe £. Or il arrive fort heureusement que ces valeurs sont en très petit nombre et se réduisent à celles que je vais indiquer.
Dans le nouveau développement de la fonction perturbatrice, le facteur variable par lequel chaque transcendante se trouve multipliée est, non seulement une fonction entière des quatre exponentielles tri- -gonométriques qui ont pour arguments les longitudes des périhélies et ces mêmes longitudes prises en signes contraires, mais encore une fonction entière de l’un des rayons vecteurs des deux planètes et du nombre inverse de l’autre, savoir, du plus petit de ces rayons et du nombre inverse du plus grand. Cela posé, en partant des formules que j'ai rappelées dans le Mémoire du 14 septembre 1840, on reconnaitra immédiatement que, dans chaque double résidu, la fonction sous le
signe £ devient infinie pour deux valeurs au plus de chacune des variables auxiliaires correspondantes aux deux planètes. Ces valeurs, pour la variable auxiliaire qui correspond à la planète la plus éloignée du Soleil, sont : 1° la valeur zéro; 2° une valeur positive représentée par la tangente de la moitié de l’angle dont le sinus est l’excentricité. La seconde de ces deux valeurs disparaît pour la variable auxiliaire qui correspond à la planète la plus voisine du Soleil. Par conséquent, chaque double résidu, pris entre les limites o,1 des modules des variables auxiliaires, se décompose en deux résidus partiels, et qui sont relatifs, l’un à des valeurs nulles des deux variables auxiliaires, l’autre à la valeur positive de la première variable et à la valeur zéro de la seconde. Par suite aussi la série des quantités que renferme le coefficient d’un terme périodique se décomposera en deux autres séries, formées par des résidus partiels de la première et de la seconde espèce. Or, ce qu’il importe de remarquer, c’est que la seconde de ces deux séries offrira une somme exprimée par une fonction finie, mais transcendante, des éléments elliptiques. Donc, pour obtenir le coefficient d’un terme périodique, il suffira de joindre à une semblable fonction la somme d’une série simple de résidus partiels relatifs à des valeurs nulles des deux variables auxiliaires.
Enfin, à l’aide de l’un des théorèmes énoncés dans la séance précédente, j’établis sans peine quelques propriétés remarquables des fonctions finies par lesquelles sont représentés les divers résidus partiels dont je viens de parler. Je prouve, par exemple, que chacun de ces résidus est une fonction paire des deux quantités qui représentent les tangentes des moitiés des angles qui ont pour sinus les excentricités, et même une fonction paire de chacune d’elles, ou le produit d’une semblable fonction par ces mêmes quantités.
Observons encore que le coefficient de chaque terme périodique peut être décomposé, si l’on veut, en une somme de produits dont chacun ne renferme que les éléments elliptiques d’une seule planète. Pour y parvenir, il suffit : 1° de développer les puissances entières de la différence entre les carrés des rapports des rayons vecteurs aux demi
grands axes, suivant les puissances entières des deux différences que l’on obtient en retranchant l'unité de ces mêmes carrés; 2° de développer, par une formule très simple que je déduis du théorème de Lagrange, le cosinus d’un multiple de la distance apparente de deux planètes suivañt les puissances paires du sinus de la moitié de l’inclinaison mutuelle des deux orbites. De cette décomposition il résulte immédiatement que le coefficient de chaque terme périodique peut être exprimé à l’aide de quelques-unes des transcendantes auxquelles on parvient en multipliant une puissance entière, positive ou négative du rayon vecteur d’une planète par une puissance entière, positive ou négative de l’exponentielle trigonométrique qui a pour argument la longitude du périhélie, et en développant le produit ainsi obtenu suivant les puissances entières de l'exponentielle trigonométrique qui a pour argument l’anomalie excentrique. Je prouve, d’ailleurs, que ces nouvelles transcendantes sont liées entre elles par des équations linéaires qui permettent de les déduire les unes des autres. Ces équations se tirent aisément d’un théorème général que j'ai donné dans un autre Mémoire, et qui se rapporte au développement d’une fonetion en série d’exponentielles trigonométriques.
ASTRONOMIE. — Détermination rigoureuse des termes séculaires dans
le nouveau développement de la fonction verturbatrice.
C.R., T. XV, p. 357 (22 août
Comme je l'ai remarqué dans la séance précédente, si le coefficient variable de l'une des transcendantes que renferme le nouveau développement de la fonction perturbatrice est développé à son tour suivant les puissances entières, positives, nulles ou négatives des exponentielles
trigonométriques qui ont pour arguments les anomalies moyennes relatives aux deux planètes que l’on considère, on obtiendra une double série de termes, l’un séculaire, c’est-à-dire indépendant des exponen- _tielles, les autres périodiques; et le terme séculaire pourra être exprimé par une fonction finie des éléments des orbites. Il importait d'obtenir cette fonction finie sous une forme simple et à l’aide d'opérations qui ne fussent pas trop compliquées. Tel est le but que je me suis proposé dans ce nouveau Mémoire. Les formules auxquelles je parviens me paraissent dignes de fixer un moment l'attention des géomètres, en raison de leur concision et de leur élégance. La méthode par laquelle Je les établis est facile à saisir. Elle consiste à exprimer chaque terme séculaire par une intégrale définie double, dans laquelle les deux variables sont les deux angles qui représentent l’anomalie excentrique de la planète la plus voisine du Soleil et la longitude de la planète la plus éloignée. On calcule aisément la valeur de cette intégrale double, parce que la fonction sous le signe f se réduit à une fonction entière des cosinus des deux angles variables, et l’on se trouve ainsi conduit à une proposition remarquable dont voici l'énoncé :
THÉORÈME. — Dans le nouveau développement de la fonction perturbatrice, chaque terme séculaire est le produit de deux facteurs représentés, l’un par une transcendante qui dépend uniquement du rapport entre les grands axes des orbites des deux planètes que l’on considere, l'autre par le rapport qu existe entre une certaine fonction rationnelle des deux excentricités et le petit axe de l'orbite la plus étendue, la fonction rationnelle des deux excentricités étant d ‘ailleurs variable avec les angles qui déterminent les directions des plans des deux orbites. Seulement il arrive quelquefois qu'un terme séculaire se décompose en deux parties, dont l’une est de la forme indiquée, tandis que l'autre se réduit à une fonction du rapport entre les grands axes, divisée par le grand axe de l'orbite la plus étendue.
OEuvres de C.— S. 1, t. VII. Ù
ANALYSE
Soient m, m les masses de deux planètes; r, r leurs distances au Soleil; « la distance effective entre les deux planètes; à leur distance apparente, vue du centre du Soleil; R la fonction perturbatrice, relative à la planète m.
m'r CoSÈ m' (1) RE ti
et si, en nommant Lie
les anomalies moyennes, on développe les deux rapports
r COSÔ I L'RACRT out ES r'? t
suivant les puissances entières, positives, nulles ou négatives, des .exponentielles trigonométriques
er vi, envi le second des deux développements sera le seul qui offre des termes
séculaires, c’est-à-dire indépendants des deux exponentielles. On aura d’ailleurs, comme je l'ai remarqué dans la séance du 8 août,
1= l=x k=o (2) = YeurPort2 D OP =D
ire LHEESQ “REeT
les valeurs des quantités 0, ;, P;,, étant données par les formules A pr —\7? 5 — BG) Qu f Ge) Ge) feurnvrd,
.k 2 LÀ 4€ 4 (4) Pie le (Z — &) cos 0,
et les valeurs des quantités 0, [Æ], par les formules
# KOKAT),, CRE ue nr in
1 __1.3...(2/—:) 2 “ap 2.4. RES #4 Cela posé, pour obtenir la partie séculaire de . et par suite celles
de — et de R, il suffira de chercher la partie séculaire de la fonc-
tion P;,. Cette partie séculaire sera
p\2 PPT pr (5) Cf # P,.,dT dT".
D'autre part, si l’on nomme
e, & les excentricités des deux orbites:
w, & les longitudes des périhélies;
p, p’ les longitudes des deux planètes;
p, p’ les distances apparentes de ces mêmes planètes à leurs périhélies ;
L, L' les anomalies excentriques,
on aura, non seulement
P=p—m p'=p—v et d—esind =T, W—esind'—T,
mais encore
F 1 2 r! 1— 6/2 = =I—E COSY =, — —1— 8 cod — ——— + a 1 + € COSP a 1 + € COSP
et, par suite,
Comme, d’ailleurs, on tirera de l’équation (4)
l'intégrale (5) pourra être réduite au produit
6 Qk+21 27 k+1 k—1 /r2 q'? l a pres Vie" EE f ( (£ &) (Rs) cos £0 dd dp',
r no les valeurs de — et de =; étant données par les formules
a" 1+ecosp'
* (7) a =1—ecosY, pe 1e
En conséquence, la forme générale des termes séculaires compris dans
/ Li le développement de - sera
8 ; I Dk+21 e roi. Re ne res
la valeur de 8, étant
of LEE) esse
Il reste à à Diminuer la valeur de l'intégrale définie 84, ce qu’on . ; È n . . , [NS .
ne peut faire qu'après avoir exprimé le facteur cosko en fonction des angles Ÿ et p’. Or, si l’on nomme I l’inclinaison mutuelle des deux orbites, et IT, If les distances apparentes de leur ligne d’intersection aux deux périhélies, ou plutôt les différences de longitude entre cette ligne et les périhélies, les deux binômes
p — HE, pi
représenteront, au signe près, les angles formés par les rayons vecteurs r, r’ avec la ligne dont il s’agit, et l’on aura, d’après un théorème connu de Trigonométrie sphérique,
(10) cosd — cos(p — IE) cos(p'— IF) + cos! sin(p — H)sin(p'— NW)
EXTRAIT N° 181. 109 ou, ce qui revient au même, (11) cos — (% cos p/+ 1 sinp’) cosp + (2 cosp'+ Psinp')sinp, les valeurs de &, 1%, ©, ® étant % — cosIl cosIl + cosi sin sinW, € = sinit cosI'— cos] cosi sin [,
d — cost sin IF — cos! sinII cosI’, ® = sinIl sin Il + cosI cosIl cos}.
On pourra d’ailleurs éliminer l’angle p de la formule (11) à l’aide de
l'équation
f—# Le 8 COSŸ = ————— ) 1 + € COSP de laquelle on conclura cosŸ — € + sind cr BIRD tie Po E COS Y” Re ) 1 — e COS Ÿ et, par suite, r Roiir: Fe (12) 7 COSP — COSŸ — €, = Sinp—(1—e?) sin Ÿ.
On tirera, en effet, de la formule (11), jointe aux équations (12),
(13) = cosd — (% cosp'+ 15 sinp')(cosŸ — &) [
$ + (© cosp'+ ®sinp') (1 —e?)* sind.
La valeur du produit
— COSÔ «a
étant ainsi exprimée en fonction des angles Ÿ et p’, il sera facile d’exprimer de la même manière la valeur du produit
r k (2) cos ko.
On aura effectivement, d’après une formule connue,
es cos“—+ 0
CONAG SE 2 [costo— : cos#—20 + .
ER (E— 4) (ES
cost-13 +... |,
et, de cette dernière formule, jointe à l'équation (13), il résulte que le
k (2) cos Æù «a
sera une fonction entière des sinus et cosinus des angles Ÿ et p'. Donc,
produit
par suite, eu égard aux formules (7), la fonction sous le signe /, dans l'intégrale représentée par 83,, [vorr la formule (9)|, sera, pour des valeurs positives du nombre entier #, une fonction entière des sinus et des cosinus des angles Ÿ et p', et pourra même être réduite à une fonction entière de
cos?d, cos’p’, attendu que les intégrales de la forme
e cos“ sin/4 du, ‘à cos#p' sin/p' dp' 0 0
s’évanouissent pour des valeurs impaires de # ou de /, et qu’une puissance paire du sinus d’un angle équivaut à une fonction paire et entière du cosinus. Ajoutons que, après la réduction dont il s’agit, on tirera aisément la valeur de 8;, de l'équation (9) combinée avec
2T ef cos" db — en |] :
et que cette valeur des;,, sera évidemment une fonction rationnelle de
la formule
e, €. Il y a plus : le seul diviseur dépendant des excentricités, dans cette fonction rationnelle, sera celui qui s’y trouve introduit par le
HN, "LT
Il suffira d'ailleurs de multiplier cette fraction par la quantité
L | pryor [2] : Rp
qui dépend uniquement du rapport 0 entre les grands axes des orbites des deux planètes, puis de diviser le produit ainsi formé par la quantité
a! V1 —e", qui représente la moitié du petit axe de l'orbite la plus étendue, pour obtenir l'expression (8), c’est-à-dire un terme séculaire quelconque
du développement de =. En multipliant ce terme séculaire par — »",
on obtiendra le terme séculaire correspondant qui entrera dans le développement de la fonction perturbatrice, et qui, dans l'hypothèse admise, c’est-à-dire pour des valeurs positives de #, sera précisément de la forme indiquée par le théorème énoncé dans le préambule de ce Mémoire. |
Concevons maintenant que l’on pose, pour abréger,
eV 5, ep Vi 6, Les équations (7) et (13) donneront
r € I A e' I ÉD à a TE Ve AN Le de (5) cn = (s+ 5), 7 (1 ) [+ (s+2)l
= cos 5 — : (cos11 +-cos1 sinllÿ—1)çe-' V1 (cos1I — cosl sin y —7) Lei] (+: — 2e)
«a (16) | CPAM PEAR Maries PTE) 1 PS — 7 [ (sit cost eos11/ 5) <e-1V5 + (sinit+eosteos11y—5) Len |(1—<t)À (— sc).
En vertu de ces équations, jointes à la formule (14), la fonction sous le signe / dans l'intégrale (9) deviendra une fonction rationnelle des
variables s et ç, et même, si # n’est pas nul, une fonction entière des quantités
» Là « I Là qui sera du degré # + 21+ 1 par rapport à =, et du degré # + 27 —1 par rapport à + Si l’on désigne par f(s, «) cette fonction, c’est-à-dire si
l'on pose
(17) he) ()7 (£)7 (Z : —1) coskè, la formule (9) donnera, pour une valeur positive de #, (8). BEL ER
Le double résidu qui comprend le second membre de la formule (18)
n’est autre chose que la valeur de l’expression
D#+2+1 Dirt [sk+24#1 gh+21—1 f(s, s)l
k4+2l+1) xX1.2...(k
correspondante à des valeurs nulles de s et de ç.
Considérons à présent le cas particulier où l’on a #— 0. Dans ce cas particulier, eu égard à la seconde des formules (15), la valeur de f(s, «), déterminée par l'équation (15), cesse d’être une fonction entière des quantités
puisqu'elle renferme comme diviseur le binôme
Mais la formule (9), réduite à
pr \® 27 2T pp! r? a"? i k (20) d0,/ — (2) Î # (A RE 1) dy dp' / 0 0
+ 5 à À ot EE
et combinée avec les formules
TA ONCE À (1— € cosb) dh —1, I Fe pi {x 0 ÿ? 27 Li ! ni À 2T 0 PL ru 2T À dy = (1 È ) , donne à fs,
la valeur de f(s, <) étant déterminée, non plus par l'équation (17), mais par la suivante :
RS
Si l’on substitue dans l’expression (8), à la place de l'intégrale 8,,,, la première partie du second membre de l’équation (21), on obtiendra, pour la première partie d’un terme séculaire compris dans le dévelop-
pement de = et correspondant à une valeur nulle de #, le produit
I Qh+!
(— 1)! El O4;
qui, même lorsqu'on le multipliera par —7», se réduira toujours à une fonction du rapport 0 divisée par le grand axe de l'orbite la plus étendue. Ainsi se trouve complétée la démonstration du théorème que nous avons énoncé dans le préambule du présent Mémoire.
Dans un autre article, j'appliquerai à la détermination des diverses valeurs de l'intégrale s;,, les formules précédentes et celles qu’on obtient à la place de l'équation (14) quand on développe cosÆè suivant
ù R sd les puissances entières de sin? =:
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ANALYSE. — Note sur une formule qui sert à developper, suwant les puissances entières d'un accroissement attribue au cosinus d’un arc, les accroissements correspondants que prennent les cosinus des multiples de Cl AG: :
C. R., T. XV, p. 411 (29 août
La formule connue qui transforme le cosinus d’un multiple d’un arc en une fonction entière du cosinus de cet arc fournit évidemment le moyen de développer, suivant les puissances ascendantes d’un accroissement attribué à ce dernier cosinus, l'accroissement correspondant du cosinus de l’arc multiple; mais, dans le développement ainsi obtenu, chaque puissance de l’accroissement attribué au cosinus de l'arc simple se trouve multipliée par une fonction entière de ce même cosinus, et, dans l'intérêt de l’Astronomie, il convenait de substituer à cette fonction entière une fonction linéaire des cosinus des arcs multüiples. J'y suis heureusement parvenu, à l’aide d’un procédé que je vais indiquer dans cette Note, et qui fournit, sous une forme très simple, le développement cherché. |
ANALYSE
Soient 5 un arc réel et # un nombre entier. On aura, en vertu d’une formule connue (voir l'Analyse algébrique, p. 234 et 235) (),
k k coskæ — 2-1] cost …. cosé—-?5 + “
cos*-tw (:) L k (k—4)(k—5) 4 2.3
cost +... |
Supposons maintenant que l’are 5 acquière une valeur nouvelle représentée par p, Ou, ce qui revient au même, un accroissement représenté par p — s. Les accroissements correspondants des cosinus
cosw, Coskw
(1) Œuvres de Cauchy, S. MH, T. HI.
seront
cosp — cos®, COS Ap — cos; et, si l’on nomme « le premier de ces accroissements, ou, en d’autres termes, si l'on pose
(2) COSp = COSS + &,
alors, pour obtenir la valeur de cosép, et par suite la valeur de l’ac-
croissement cos Ap — cos w,
il suffira de recourir aux formules (1) et (2), desquelles on tirera
| cos Ap — xt] (costs + à)f — ï (cos® + x)“—? a :
ie DE ob Hat
na [o) Aria #
On pourrait aisément développer le second membre de la formule (3) suivant les puissances ascendantes de «; mais alors chacune de ces puissances se trouverait multipliée par une fonction entière de cos, et, dans l'intérêt de l’Astronomie, il convient de substituer à cette fonction entière une fonction linéaire de
COSW, COS2W, COS3T,
On y parviendra en opérant comme il suit.
Posons
(4) ePV-1— 5 emV-i— 6, L’équation (2) donnera
1 I Y FPE Gt 20 s s
par conséquent
et l’on aura
(6) cos kp — = (SE + sr):
D'alleurs, si, en supposant la valeur de s déterminée par l’équation (5), on développe s* suivant les puissances ascendantes de 2%, le coefficient du rapport
(aa “APN
dans ce développement, sera, d’après le théorème de Lagrange, et pour 2 >> 0, la valeur de l'expression
D: [est ( S I a. kDr-1 sÆ+n—1 à s — g7! , (s— g—1}7
correspondante à s — ç, ou, ce qui revient au même, la valeur du pro-
duit
gh+n—1
L .k=n Nnr-1 (7) ks Dé 8— (ç
correspondante à la valeur 1 d’une nouvelle variable 2 liée à s par la formule
Donc, puisque cosAp représente la partie réelle de l'expression imagi-
naire sk — ekPV-1= coskp + V— 1 sinkp,
le coefficient du rapport (22)° : ER EE n° dans le développement de cosÆp, sera, pour des valeurs positives de z, la partie réelle de l’expression (7), c’est-à-dire la moitié de la somme qu'on obtient quand on ajoute à cette expression celle qu’on en déduit en y remplaçant ÿ Get. pe | ER, Done, si l’on pose
(8) cos £p = K;+K;(2a) + K:(2&4)°+...+K;(2&)/,
on aura, non seulement K,— cosx,
mais aussi, pour des valeurs positives de 2,
ge 4 A gh-n gh+n k :
En > nn PR LT on lets map |
ou, ce qui revient au même,
. k-n —k+n 2n k # S S K, — - n—1 | ÿk-n+1 rt (9) MES, ste D ’ Rep EE:
# devant être réduit à l'unité après les différentiations. Concevons maintenant que l’on développe chacun des rapports
en progression géométrique. On trouvera, en désignant par / un
nombre entier quelconque,
I criart à ri =grlitçrigit UT A, tite gt l+2g—l D ù pa < — = etes Heu Hier + 5!
res 8— 56
puis, en posant, pour abréger,
k(k+1)...(kK+l— 5) ASC DE
LA et ayant égard à la formule
5 (sf+s7*) = cos kz,
on tirera immédiatement de l'équation (9), jointe aux formules (ro),
[ila1l£— nr +1]; cos(f—n)5 | (11) K= + [2] [K— nn]; coS(k — n —2)5 +... > + L,, il note nat 0)v)
la valeur de L, étant
ro Sida gh—n—2 c#+nr21 so) ( 12 ) PTT 8 D£ & —+ : 8 , , B--6r" |: man 15
et # devant toujours être réduit à l’unité après les différentiations. D'ailleurs, l'équation (8) devant s’accorder avec l’équation (3), la valeur de K,, et par suite la valeur de L,, tirée de la formule (15), devront être des fonctions entières de
COSD = Ç + ce
Donc la valeur de L, qui, en vertu de la formule (12), sera une fonction rationnelle de ç, devra, ou devenir infinie avec ; Pour une valeur
nulle de &, ou se réduire à une constante; et, pour que cette réduction ait lieu, il suffira de choisir le nombre / de telle sorte que, pour ç = 0, L, conserve une valeur finie, Cette condition sera évidemment remplie si chacun des rapports
Fe — _—9 LE ç! n—2l ç k+n+21
pape à 8 — ç°?
conserve lui-même une valeur finie pour $ — 0. Or, pour une valeur
nulle de ç, le premier des rapports (13) conservera une valeur finie si l’on à K—n—21l>— 0, et le second si l’on a K—n—92l<o.
Donc la condition énoncée sera remplie si l’exposant kK—n—ol se réduit à l’une des quantités O0, —1, —2, par exemple, si, # — x étant impair, on suppose (14) K—n—2l——1, ou si, # — x étant pair, on suppose (15) K—n—2l—— 0.
Or, en admettant l’une de ces deux suppositions et réduisant alors
à zéro dans la formule (12), on tire de cette formule : 1° pour une valeur impaire de # — 7,
(16) Lot
2° pour une valeur paire de # — n,
| CRE ee n—1{ Qk—n PRET DT (19) L, = UNE VER (B-n+1 Dig)
1 Æ | = 5 Al+ihulé-n—t+ii.
Donc, en substituant à / et à L, leurs valeurs tirées des formules (14)
et (16) ou (15) et (17), on tirera de la formule (11) : 1° pour une valeur impaire de # — n,
Lis LA PORPE 1h cos(Æ —n)S
+ [2], [A — n]1- coS(A — n —2)w
(18) Ke +31, ik —n—1]4 cos(k — nr — 4) +... |
[| [= +) + A ABLE D RUE SENTIR ET EE COST 2 ñn—1 2 n—1 l
2° pour une valeur paire de # — n, P
| Lila 4 — nm +1]r 1 cos(f —2)5 \ \+laleslk—nli cos(Æ — » —2)5 | (19) LE + [3la1Lk— 72 —1]41co8(£ — nr —4)o +... /
| [ei +?) | + Fe PRE RER EPA ETS SEE 2 2 n—1 2 n—1
Il est bon d'observer que les formules (18), (19) sont l’une et l'autre comprises dans la formule
Fo K, — Lena > [l+ilslkf—-n—t+ 1h 1e V1,
Et
que l’on pourrait remplacer par la suivante
FR kK—n—l+0 k—n+l+2 PET er 0 Ki — n de | 2 se [IR] Le s 9
en supposant dans cette dernière le signe £ étendu aux seules valeurs paires de /, lorsque Æ — Z serait pair, et aux seules valeurs impaires de /, lorsque # — / serait impair.
Si, dans la formule (18) ou (9} on attribue successivement à # les valeurs entières
on tirera de ces formules, jointes à l'équation (8): 1° pour des valeurs impaires de #,
| cos p = coskw + k [cost 1)© + COS(k —3)ù +...+ c0825 + :| (2x)
| + 3 [Une ae +att— 2) c08 tt De +. + tes + cos | (2a)? (292) 2 2
TA k FE — kr 2 +3[ 2 ie PE NS ie ti. Mot. : +i(e I =) |@er
CR
2° pour des valeurs paires de #,
Le. kp = cosk5 + ALcos(k—1)5 + COS(4 — 3) +...+ cos3m + cosm]|(2a)
DR re «+ = L (2) [Car
; seu Songtl ASlO El RE n + 7 cos |(a2)
nn nn nm soso ses ses
{ kKTk—2 k— 2.3 k—92 k— kk+2k—ok += — = cos(k— 3)m + © =
Ainsi, en particulier, on trouvera
COS p—COS D +4, COS2p — COS25 + 4 a COSS + 20, COS3p — COS35 + 3a(1+ 2 C0820) + 124? COS + 4 a,
cos 4p = cos4w + 8a(cosz + cos3&) + 8a2(2 + 3 cos25) + 32° cos +8 a',
POPN RD 0 RSI NID TS CD De D de 0e n'en Eee NN los tu À do en Ed ENS NU Se 6 1 08 05 9 8 9 NOIRE
Dans un autre article je montrerai les avantages que l’on peut retirer de ces diverses formules appliquées à l’Astronomie.
ASTRONOMIE. — Décomposition de la fonction perturbatrice en produits
de facteurs dont chacun se rapporte à une seule planète.
C. R., T. XV, p. 478 (5 septembre
Il est aisé de s'assurer que la fonction perturbatrice peut être, comme les divers termes de son développement, décomposée en produits de facteurs dont chacun soit relatif à une seule planète; mais il importe d'opérer cette décomposition d’une manière qui rende facile le calcul des perturbations planétaires. En réfléchissant sur cet objet, je suis arrivé à reconnaitre que, pour remplir la condition dont il s’agit, il suffit de recourir à l’artifice analytique qui m'a fourni le nouveau développement de la fonction perturbatrice. C’est ce que je vais essayer d'expliquer en peu de mots.
ANALYSE
Soient r, r' les distances de deux planètes au Soleil; « leur distance effective; (LS . 0 leur distance apparente; p, p’ les distances apparentes de deux planètes à leurs périhélies; IT, IT les distances apparentes de la ligne d’intersection des deux orbites à ces mêmes périhélies; I l'inclinaison mutuelle des deux orbites.
Il sera facile de décomposer la fonction perturbatrice relative à la
planète » en produits de facteurs dont chacun soit relatif à une seule planète, si l’on sait décomposer en produits de cette espèce le rap-
port =. Or on aura, d’une part, |
I À (1) te Ce EN COs 0 Era)
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d'autre part, (2) cosd = cos(p — I) cos(p'— Il") + cosI sin(p — IH) sin(p'— I); puis, en ayant égard à la formule cosI —1— 2 Sin? à et posant, pour abréger,
== (2 sin :) sin(p —Il)sin(p'— Il),
on tirera de l'équation (2)
(3) cosd = cos® — 13.
Cela posé, on aura encore
1 4 (4) = (r?— orr!cos® + r'?4 rr'5) ?, par conséquent (or ao ; ee) | = =(r—2rrcos® + r"?) *—1rr'S(r— 2rr'cosd + r"?) * (5) 1.5 IN\2/»2 0 12 mr + (nr 5) (rt arr! cos D + r) Ÿ—....
T0 REED
les valeurs de @;,,, P;, étant données par les formules ” él 1 1-1 @; ; — = f e -- e-vv-1) 2 (i — Besv-1) eE+D VI q, ; 2T É. rÆ r2 a l Dir ci , NE Ë FT (% =) cos ko,
et la valeur de [#], étant
k sb De tas
Mais, si à l'équation (r) on substitue l’équation (5), alors, en opérant
toujours de la même manière, on trouvera
! = ‘à lo k=e FR ; . / { 1 NÉ Li = = = À do, Qo,: + 2 D > by, 1 Qx, tv 2 | FEAT td. FSU: St l=e 1] 1=0. k=@ 2” \ NE 3 :
à a 9 Pr — À bo, Qo,: + 2 ù — | V2 Qx,r (7) { 2: Let [2]. { 1=0 PRES ; 3 1 5 le = o 5 | ’ . Bains Gi LE r & am) PAL SES = Last Qui 2 à à 4 Sx,e Qx,1f SAR 2 | [2 7 | 1 à) RE RIT RES CD Est 5
les valeurs de Lx. ds VD x, 1 C4, L ss (07
étant déterminées par les formules
2T 1 i 1 ME NE Fe au f (1 — eV) (rev vT) FeR+D NT qd), 27H
27 3 3 I —% re : nes NE = J (a st evv-1) (ri Ja) Bev-1) Fetk+Do qu,
or
27 de Mi = f (1— eV) (1 — Best)
19 ox
en sorte qu'on aura identiquement dby,1— 04,1.
Or, pour décomposer le second membre de l’équation (5) en produits de facteurs dont chacun soit relatif à une seule planète, il suffira évidemment de décomposer en produits de cette espèce chacune des expressions
. # d, Dr
On y parviendra immédiatement à l’aide des équations qui fournissent les valeurs de ces expressions. En effet, on trouvera, en premier lieu,
Fe QC (8) 55 = (asin;) (rsinp})
sinp' '
puis, en second lieu, en substituant à ® sa valeur,
I dr" r? r'2 4 / rs Q+ Fe — —— — | — — —# ekp'—[) ÿ=1 6-#(p-ID ÿ-1 , CL k+21+1 a? a?
(9) 1 atrk [7° r’2\! ce DR 1 +2l+1 2 12 :
27 a «a et
r? 72 l 1? h r'è th ne me de | — = 1)2 uv PUS (10) (5-5)=3eno(-s) Ge)
la valeur de ({), étant
La)... h+).
(ln =
r ÿ À à A L 3 ee in vertu des formules (7), (8), (9), (ro), le rapport - se décompos: évidemment en produits dont les facteurs variables sont de l’une des formes | r2 h Fe en rs 7 . ere sine p,
G-5) PE
+kp V=1 «i ' > erkp V-1 sine p',
Lf,8,h,k",k désignant des nombres entiers. On arriverait à la même conclusion en partant de la formule (6) et en y substituant, dans la fonction P,,, la valeur de coskô, développée, à l’aide des principes établis dans la précédente séance, suivant les puissances ascendantes de 5.
Il est bon d'observer qu'en substituant à l'équation (10) la suivante
on aurait obtenu la décomposition de = en produits proportionnels à
des facteurs de la forme rl e*kp V1 Siné p, (13) i
| 7 eV sinep".
Mais la formule (10) paraît devoir être préférée à la formule (12), par cette raison que les binômes
sont des quantités très petites de l’ordre des excentricités. Remarquons encore que, dans les expressions (11) et (13), on peut transformer en sommes d’exponentielles les deux produits
e*kpv=1 sin&p, er#P' V1 sing p'.
Observons enfin que, pour des valeurs positives de /, les intégrales définies, ci-dessus désignées par
A © L,,4, Vo x,15 Cl cs
seront généralement peu considérables par rapport à celles que l’on obtiendrait si le facteur 1 — eV", renfermé sous le signe [ dans ces intégrales, s’y trouvait élevé à la même puissance que le facteur 1 — 02e, c’est-à-dire qu’elles seront généralement peu considérables par rapport à celles qui servent à exprimer la plupart des trans-
cendantes comprises dans le développement ordinaire de la fonction perturbatrice. D'ailleurs les valeurs de
1 A by, Vs x,
pourront être immédiatement déduites des diverses valeurs de la transcendante représentée par @;,, dans la formule (6). En effet, on aura d’abord identiquement
(14) Rx 6};,
et, de plus, comme, en intégrant par parties, on trouvera générale-
ment = + (i ss AR EE A (i — Dev V1) env V=1 do
al AYrR, [C1 — 92e V1 HE lex Vi] do M 0
. feet Gaetan
Er
ie Ge dy= : (CRT ED CNT EE PR
on en conclura
War 2(A + l+i)dbyrin + (20+3)0 Jog_1,742 (15) | Cru ik + l+ ir) be, 14H13 (20+ 5) 021, 1,/+29
TAN V es S ER US RENNES S Te FIN SU ss 2% 8186 NR Eee ES 2.08
Dans d’autres articles je donnerai les formules qui servent à calculer facilement les diverses valeurs de la transcendante @,, ou à les déduire les unes des autres, et je développerai aussi les expressions (11) suivant les puissances entières des exponentielles trigonométriques qui ont pour arguments les anomalies moyennes.
THÉORIE DE LA LUMIÈRE. — Note sur le calcul des phénomenes que présente la lumuère réfléchie ou réfractée par la surface d'un corps transparent
ou opaque.
C. R., T. XV, p. 418 (29 août
Les Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, pendant le premier semestre de l’année 1836, renferment diverses Lettres que j'ai adressées de Prague à plusieurs membres de cette Académie, et qui sont relatives à la réflexion ou à la réfraction de la lumière par la surface extérieure ou intérieure des corps transparents ou opaques. De plus, dans la 7° Livraison des nouveaux Exercices de Mathématiques, reçue par l'Académie des Sciences en août 1836, et mentionnée dans le Bulletin bibhographique du 16 août (T. IT des Comptes rendus, p. 179), J'ai dit positivement que les lois de cette réflexion et de cette réfraction se déduisaient des formules générales données au bas de la page 203 de cette même Livraison. Je viens aujourd’hui justifier cette assertion, qui se trouve reproduite, avec les formules dont il s’agit, dans le Compte rendu de la séance du 17 juin 1839 (vor les observations relatives à une Lettre de M. Mac-Cullagh, p. 970) (‘}, et prouver que de ces formules on peut tirer, en effet, les conclusions énoncées dans mes diverses Lettres de mars et d'avril 1836. Pour simplifier les calculs, j'ai eu recours à la considération des variables imaginaires, que j'ai substituées aux déplacements moléculaires dans le Mémoire lithographié d'août 1836, c’est-à-dire, en d’autres termes, à la considération de ce que j'ai nommé, dans mes nouveaux Mémoires, les
déplacements symboliques des molécules.
(1) OEuvres de Cauchy, S. I, T. IV, p. 333.
ANALYSE
$ I. — Équations d’un mouvement simple de l’éther.
Considérons un mouvement simple de l’éther renfermé dans un milieu dont la constitution reste partout la même, et soient, au bout du temps 4,
£, n, € les déplacements rectangulaires infiniment petits, mais effectifs, de la molécule dont les coordonnées rectangulaires étaient représentées à l’origine du mouvement par æ, y, z.
Soient encore
Fa) o
n, & les déplacements symboliques de la même molécule, c’està-dire des variables imaginaires dont &, n, € représentent les parties réelles. Ces déplacements symboliques seront de la forme
A el uX+VY+Wwz—St) ÿ—1 à
NY Î
( 1) { Betux+vy+wz-st) vi L
CE — Celuz+vy+wz-st) V1,
4,9, #,8, À, B, C désignant des constantes réelles ou imaginaires. Si la constante s devient réelle, le mouvement simple sera persistant, et alors la valeur de s, ou la durée R
T Lu: 2T +4
des vibrations moléculaires, déterminera, dans la théorie de la lumière, la nature de la couleur. Si la propagation de la lumière s’effectue en tous sens suivant les mêmes lois, ou, en d’autres termes, si le milieu donné est isophane, la valeur de #, déterminée par la formule
(2) k2=— u?+ p?2 + sp,
sera liée à s par une certaine équation, en sorte que, s étant connu, #le
sera pareillement, et de plus les coefficients À, B, C vérifieront la condition
(3) uA + VB +wC—o
(voir les pages 56 et 88 du Mémoire lithographié sous la date d'août 1836). Enfin, si l’on dispose de la direction des axes coordonnés, ce qui est toujours possible, de manière que l’on ait
(4) 3 = de les formules (2), (3) donneront
(5) k= u?+ #?, (6) uA +vB— 0,
et l’on vérifiera l'équation (4) en posant
H désignant une constante réelle ou imaginaire. Alors aussi les équations (1) pourront être remplacées par quatre équations de la forme
a Fr bras U — (7) 6 7% nTers
(8) g AS Ketuz+vy-st) rs £ ee Cetuz+vy—st) ÿ=1 :
e désignant une nouvelle variable imaginaire. Lorsque le milieu donné devient transparent, #Æ est une quantité réelle que l’on peut supposer déterminée par l'équation
et par conséquent positive. Alors aussi w, v, seront réels, si le mouvement simple se propage dans le milieu donné sans s'affaiblir. Dans ce cas, la longueur
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sera l'épaisseur d’une onde [umineuse, ou la longueur d’une ondulaion, et les rapports
représenteront les cosinus des angles que formera la perpendiculaire au plan d’une onde avec les demi-axes des coordonnées positives. Donc alors, quand la condition (4) sera remplie, les plans des ondes seront parallèles à l'axe des z; et si d’ailleurs on a choisi les demi-axes des coordonnées positives de manière que les coefficients w, # soient. posi-
üifs, on aura
(10) + CS COST, + =SiNr,
7 désignant l'angle formé par la perpendiculaire au plan d'une onde avec le demi-axe des æ positives. De plus, si, dans cette hypothèse, on nomme 2 la partie réelle de la variable imaginaire &, les formules (7)
entraineront les suivantes (11) LT +4, n—=— - 38, L # + \ que l’on pourra réduire à (12) A À Nn=—-%SIUT.
Or il est clair qu’en vertu des formules (12) 2 représentera le déplacement d'une molécule d’éther mesuré parallèlement au plan des +, y, et pris avec le signe + ou avec le signe —, suivant que la molécule se trouvera transportée du côté des x positives ou du côté des æ négatives. Cela posé, si, dans le mouvement simple que l’on considère, chaque rayon lumineux est regardé comme formé par la superposition de deux autres, dont le premier soit renfermé dans le plan des æ, y, et dont le second offre des vibrations perpendiculaires à ce même plan, les déplacements effectifs ou symboliques des molécules se trouveront évidemment représentés, dans le premier des deux rayons composants, par les variables #, #; dans le second, par les variables €, €.
S IL. — Rayons réfléchis ou réfractés par la surface de séparation
de deux milieux isophanes.
Si l’on adopte comme conditions relatives à la surface de séparation celles que j'ai données dans la 7° livraison des Nouveaux Exercices de Mathématiques, page 203 (*), la dilatation linéaire de l’éther, mesurée perpendiculairement à cette surface, conservera la même valeur dans le passage du premier milieu au second, et l'on pourra en dire autant des trois fonctions différentielles alternées
£, n, C désignant les déplacements rectangulaires d’une molécule d’éther dont les coordonnées initiales étaient æ, y, z. Supposons, pour fixer les idées, que, les deux milieux étant séparés l’un de l'autre par le plan des y, z, l'axe des + soit parallèle au plan des ondes lumineuses, et par conséquent perpendiculaire au plan d'incidence. Si l'on nomme
HR Se ES 0, d les déplacements des molécules mesurés dans le premier et dans Île second milieu, ces déplacements seront indépendants de la coordonnée 3, et l’on aura, pour æ — 0, (DÉZ=D,E, D;t-D,n=D,t D," # | D.t—D.t, D,t—D,e.
Concevons maintenant que, pour plus de commodité, on décompose chaque déplacement, mesuré dans le premier milieu, en deux autres, dont le premier soit relatif au rayon incident, le second au rayon ré-
fléchi. Soient alors PR
les déplacements d’une molécule, mesurés dans le rayon incident, et. £, n, &, les déplacements mesurés dans le rayon réfléchi. On devra, dans les formules (1), remplacer les trois lettres
(1) OEuvres de Cauchy, S. HW, T. X.
par les trois sommes ESA Dem Sp Es
Donc, à la place des formules (1), on obtiendra les suivantes :
(DS(E+E)=Deé, D,(È+E)—Den+n,)=D,é— Den’,
Dire D DE cr —D
Soient maintenant
5 np COS UMR OT UE
Nail
les déplacements symboliques correspondants aux déplacements efectifs | :
La ", Le Fe 1,s Es € n', Eee on pourra supposer ces déplacements symboliques assujettis à vérifier, pour æ—o, des conditions semblables aux formules (2), SAVOIF :
, (UG+D=DE DE+E)- D +R)=DE 0.7 ( PURE _ is re [D.(&+E5)=D.8 D,(E+E)=D,€.
D'autre part, les déplacements symboliques
Em.
seront liés à æ, y, 3, £ par les formules (7), (8) du $ I, c’est-à-dire par des équations de la forme
| a k 8, ñ re kÆ , | g — H etux+vy—st) en € — ps etur+vy—st) v—i, et si l’on nomme
; PEER de $ ? u,, ? » W,, ki |; me C, ou T8 u , p!, w", Ks H’, Ç'
quand on passe du rayon incident au rayon réfléchi ou réfracté, chaeune des formules (4) continuera de subsister, quand on y affectera
EXTRAIT N° 18. “10 d’un accent inférieur ou supérieur toutes les lettres autres que æ, y, 3, 4. Cela posé, chacune des conditions (3) se réduisant à une équation de la forme 7 etvy—st) ÿ—1 + y, etv,Y—s,t) ÿ=1 — y! etv'y-s't) FT, dans lesquelles y, Y,, y représenteront trois quantités constantes, entrainera immédiatement, en vertu d'un théorème établi dans les Exercices d'Analyse et de Physique mathématique (5° et 6° livraison, p. 158) (‘), les deux conditions
(5) devise, purs mas
et, comme la formule
entrainera encore celle-ci EE.
les trois équations analogues à la formule (1) du $ I, savoir,
(6) TEE ahe vis As, HI DRUNEEN, déviendront (7) u?+ v?— k1, u? + p?= k?, ULTRA".
On aura donc, par suite,
ME KP PU, puis on en conclura (oh U,—=—u,
u,ne pouvant se réduire à w. Donc, en passant du rayon incident au rayon réfléchi ou réfracté, on obtiendra, au lieu des formules (4), les
suivantes :
E = 3% 1 ir 50 =! ke 1? 4 Æ 19 (9) Laeterno tt ET ee d' EU M “= (10) Re ee
3! — H'etuæ+vy-st) =, El — C'etuz+vy-st) v=1.
(1) Œuvres de Cauchy, S. H, T. XI.
Or, eu égard aux formules (4), (9), (10), les conditions (3) donneront
(EC H—H)=; IE, k(H+H)= KIT, (11) |
u(G— Gr = _ C+cC =C!.
Si, dans les formules (11), on pose, pour plus de commodité,
HÆ<IR Cet EH. OT
on trouvera simplement
EG—T)=$F, k(1+I)= KT,
AUn dd 1+J = 7 et, par suite, / TE Kg — Ku! .. 2kk'u | ku + Eu? — ku + lu (12) l5 di un à au Ro ra ER ETES"
Ces dernières formules comprennenteffectivement celles que nous avons données dans les Comptes rendus de. 1836 et de 1839 comme propres à représenter les lois de la réflexion et de la réfraction produites par la surface extérieure ou intérieure d’un corps transparent ou opaque. C'est, au reste, ce que nous expliquerons plus en détail dans un nouvel article.
PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Méthode abrégée pour la recherche des lois suivant lesquelles la lumière se trouve réfléchie ou réfractée par la sur-
face d’un corps transparent ou opaque.
C.R., T. XV, p. 542 (12 septembre
Un Mémoire que j'ai offert à l’Académie dans les séances des 18 mars, 25 mars et 1% avril 1839, contient une méthode générale propre à
fournir les conditions relatives aux limites des corps dans les problèmes de Physique mathématique. Dans d'autres Mémoires, que renferment les Comptes rendus des séances de la même année, ainsi que dans les Exercices d'Analyse et de Physique mathématique, j'ai appliqué la méthode dont il s’agit à la recherche des lois suivant lesquelles un rayon lumineux se trouve réfléchi ou réfracté par la surface de séparation de deux milieux isophanes. Mais il restait à montrer comment la méthode s'applique au cas où les milieux donnés cessent d’être isophanes. D'ailleurs il était à désirer que ces diverses applications fussent présentées sous une forme simple et presque élémentaire, de telle sorte que l'esprit des lecteurs peu familiarisés avec le Calcul intégral püût aisément saisir les principes sur lesquels repose la théorie mathématique de la réflexion et de la réfraction. Tel est le double but que je me suis proposé dans un nouveau travail dont je vais donner le résumé en peu de mots.
Dans le système des ondulations, les phénomènes lumineux résultent, comme on sait, de mouvements vibratoires propagés à travers un fluide lumineux ou éther dont les molécules agissent les unes sur les autres à de très petites distances. En effet, les phénomènes s’expliquent très bien lorsqu'on admet ces mouvements vibratoires et qu'on les suppose semblables aux mouvements infiniment petits des systèmes de molécules sollicitées par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle.
Cela posé, considérons en particulier un seul système de molécules qui agissent les unes sur les autres à de très petites distances, et concevons que la position de chaque molécule soit rapportée à trois axes rectangulaires des æ, y, 3. Les trois équations d’un mouvement quelconque du système seront trois équations aux dérivées partielles, ou même trois équations aux différences mèêlées, qui devront servir à déterminer, au bout d’un temps quelconque #, les trois déplacements d'une molécule, mesurés parallèlement aux axes, en fonction des quatre variables indépendantes, savoir, des coordonnées et du temps. D'ailleurs, én considérant les trois déplacements dont il s’agit, ainsi
que leurs différences finies et leurs différentielles ou dérivées, comme des quantités infiniment petites du premier ordre, et négligeant les infiniment petits du second ordre, on devra, dans les trois équations du mouvement, conserver seulement les premières puissances de ces déplacements et de ces différences finies ou dérivées. On verra ainsi les trois équations du mouvement se réduire à trois équations linéaires, qui seront d'autant plus exactes que les déplacements seront plus petits, et qui représenteront ce que nous appelons les mouvements infintment petits du système donné.
Puisque les équations des mouvements infiniment petits d’un système de molécules ou points matériels sont linéaires, lorsqu'on connaitra plusieurs intégrales particulières de ces équations, il suffira de les combiner entre elles par voie d’addition pour en obtenir d’autres. Done, étant donnés plusieurs mouvements infiniment petits que peut prendre le système, un nouveau mouvement, dans lequel chaque déplacement moléculaire aurait pour valeur la somme de ses valeurs relatives aux mouvements donnés, sera encore un des mouvements infiniment petits que le système est susceptible d'acquérir. On dit alors que le nouveau mouvement résulte de la superposition de tous les autres.
Ce n’est pas tout : puisque les trois équations des mouvements infiniment petits d’un système de points matériels sont linéaires, les valeurs qu’elles fournissent pour les déplacements d’une molécule sont les parties réelles de variables imaginaires qui vérifient trois autres équations de même forme. Ces variables imaginaires et les. équations qu'elles vérifient sont ce que nous appelons les déplacements symboliques d'une molécule et les équations symboliques des mouvements infiniment petits. Si d’ailleurs les trois équations réelles de ces mouvements sont indépendantes de l’origine des coordonnées, en sorte qu'elles ne se trouvent pas altérées quand on transporte l’origine d’un point à un autre, la manière la plus simple de vérifier les équations symboliques sera d’égaler chaque déplacement symbolique au produit d’un paramètre constant, réel ou imaginaire, par une exponentielle népérienne, dont l’exposant, réel ou imaginaire, se réduise
à une fonction linéaire des coordonnées et du temps et s’évanouisse avec les variables. Le mouvement infiniment petit que l’on obtient dans cette hypothèse est ce que nous appellerons un mouvement simple. L’exponentielle népérienne, à laquelle chaque déplacement symbolique restera proportionnel dans un mouvement simple, sera nommée le symbole caractéristique de ce mouvement. Ce symbole restera toujours le même, quel que soit celui des axes coordonnés auquel se rapporte le déplacement effectif, et dans le cas même où le déplacement effectif serait mesuré parallèlement à un axe quelconque, arbitrairement choisi. Mais la position de cet axe influera sur la valeur réelle ou imaginaire du paramètre par laquelle on devra multiplier le symbole caractéristique pour obtenir le déplacement symbolique dont le déplacement effectif est la partie réelle; et, par suite, les déplacements symboliques correspondants aux trois axes coordonnés renfermeront en général trois paramètres différents. Ces trois paramètres et les quatre coefficients réels ou imaginaires par lesquels les variables indépendantes seront multipliées dans l’exposant du symbole caractéristique vérifieront trois équations finies, qui se déduiront sans peine des équations des mouvements infiniment petits; et, si l’on élimine les trois paramètres entre ces trois équations finies, on obtiendra précisément l'équation résultante à laquelle nous avons donné le nom d’équation caractéristique.
La nature d’un mouvement simple, tel qu’il vient d’être défini, dépend surtout du symbole caractéristique représenté, comme nous l'avons dit, par une exponentielle trigonométrique dont l’exposant est une fonction linéaire des quatre variables indépendantes. Ce mouvement simple sera durable ou persistant, et se propagera sans s’affaiblir si l'exposant du symbole caractéristique n'offre pas de partie réelle, et alors chaque déplacement effectif d’une molécule sera le produit d’une constante réelle, équivalente au module du paramètre, par le cosinus d’un certain angle variable appelé phase, cet angle étant d’ailleurs une fonction réelle et linéaire des variables indépendantes. En multipliant un semblable produit par le module du symbole, c’est-
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à-dire par une exponentielle dont l’exposant sera encore une fonction réelle et linéaire des variables indépendantes, on obtiendra la forme générale des déplacements effectifs des molécules, dans le cas où le mouvement simple s'éteint par degrés avec le temps, ou s’affaiblit en se propageant. Dans tous les cas, les déplacements effectifs des molécules, mesurés parallèlement à un axe quelconque, s’évanouiront, pour une même molécule, après des intervalles de temps égaux, dont chacun sera la moitié de ce qu’on nomme la durée d’une vibration moléculaire, et à un même instant pour toutes les molécules situées dans des plans parallèles à un certain plan invariable et séparés entre eux par des distances dont chacune sera la moitié de ce qu'on nomme la longueur d'une ondulation. Le système donné sera divisé par ces mêmes plans en tranches composées de molécules qui, lorsqu'on passera d’une tranche à la suivante, se trouveront déplacées en sens inverses; et la réunion des deux tranches contiguës formera ce qu'on appelle une onde plane, la longueur d’ondulation représentant l'épaisseur de cette onde. Le temps venant à croître, chaque onde se déplacera dans l’espace avec son plan, ou plutôt avec les plans qui la terminent, et la vitesse de propagation d'une onde sera le rapport qui existe entre son épaisseur et la durée des vibrations moléculaires. Ajoutons que, si un mouvement simple s’affaiblit et s'éteint en se propageant, le coefficient variable du cosinus de la phase, dans chaque déplacement effectif, décroitra en progression géométrique, tandis que la distance d’une molécule à un second plan invariable croitra en progression arithmétique.
Étant donné le symbole caractéristique du mouvement simple, on connait immédiatement la durée des vibrations de laquelle dépend la nature de la couleur, les directions des deux plans invariables dont nous avons parlé, par conséquent la direction des plans des ondes et l'épaisseur d’une onde plane ou la longueur d'une ondulation.
Quant au paramètre que renferme un déplacement symbolique, il est le produit d’un module constant par une exponentielle dont l'argument est ce que nous appelons le paramètre angulaire. Lorsque le
mouvement simple est durable ou persistant, le module dont il s’agit représente la demi-amplitude des vibrations moléculaires, mesurées parallèlement à un axe donné. Ajoutons que, dans tous les cas, le paramètre angulaire représente la phase correspondante à des valeurs nulles des variables indépendantes.
Nous avons déjà observé que les coefficients réels ou imaginaires, par lesquels le temps et les coordonnées se trouvent multipliés dans le symbole caractéristique d’un mouvement simple, sont liés entre eux par l'équation caractéristique. Ajoutons que cette équation renferme seulement le carré du premier de ces coefficients, et qu’elle est du troisième degré par rapport à ce carré. Donc, si l’on prend ce carré pour inconnue, elle offrira trois racines. À ces trois racines, lorsqu'elles sont inégales, correspondent trois espèces de mouvements simples, qu’un seul système de molécules est susceptible de pro- : pager. Mais il peut arriver que deux des trois racines se réduisent à une racine double, et alors les trois mouvements simples se réduiront à deux seulement. Si l’on excepte ce cas particulier, les rapports des trois paramètres que renferment les déplacements symboliques correspondants aux trois axes æ, y, 3 seront complètement déterminés pour chaque mouvement simple. Cela posé, considérons un mouvement simple qui se propage sans s’affaiblir. On conclura des remarques précédentes que, pour une direction donnée du plan invariable parallèle au plan des ondes, les directions des vibrations moléculaires seront, en général, complètement déterminées, ainsi que la vitesse de propagation des ondes planes. Toutefois, si deux des mouvements simples que le système de molécules est susceptible de propager se réunissent, les vibrations de chaque molécule, dans les deux mouvements réduits à un seul, ne seront plus dirigées suivant une droite déterminée, mais seulement comprises dans un plan déterminé, et par suite chaque molécule décrira une courbe plane. D'ailleurs, comme le caleul le fait voir, cette courbe sera toujours ou un cercle ou une ellipse.
Concevons maintenant qu'à un instant donné on fasse passer par un
même point diverses ondes planes correspondantes à divers mouvements simples, ou plutôt les plans qui terminent ces ondes, et supposons ces plans infiniment peu inclinés les uns sur les autres. Alors, le temps venant à croître, ces plans se déplaceront avec les ondes dont il s’agit, et le point commun à tous ces plans se déplacera lui-même en parcourant une certaine droite. Si le système de molécules donné est l’éther ou le fluide lumineux répandu dans un corps, cette droite sera ce qu'on appelle, dans la théorie de la lumière, l'axe d’un rayon simple. Le rayon simple de lumière ne sera lui-même autre chose que la file des molécules d'éther qui, originairement situées sur cet axe, s’en écartent à chaque instant dans un sens ou dans un autre, en vertu du mouvement simple correspondant à l’une des ondes planes dont nous avons parlé.
Aux trois espèces de mouvements simples qui, d’après ce qu’on a dit ci-dessus, pourront généralement se propager dans une masse de fluide éthéré, correspondent trois rayons simples. Si ces trois rayons demeurent distincts, et si chacun d’eux se propage sans s’affaiblir, les vibrations des molécules d’éther seront dans chaque rayon constamment parallèles à un certain axe, et par conséquent chaque molécule décrira une ligne droite; mais il n’en sera plus de même si deux rayons se réunissent en un seul, ce qui arrivera quand le système de molécules sera tellement constitué qu’un mouvement simple s’y propage en tous sens suivant les mêmes lois. Un tel système de molécules est ce que nous nommons un système tsotrope, et, dans la théorie de la lumière, un système ssophane. Lorsque, dans un système ou milieu isophane, un rayon simple se propage sans s’affaiblir, les vibrations des molécules qui composent ce rayon sont nécessairement, ou transversales, c’est-à-dire comprises dans des plans perpendiculaires à l’axe du rayon, ou longitudinales, c’est-à-dire dirigées suivant cet axe. Dans les milieux non isophanes, les vibrations qui se propagent sans s’affaiblir sont encore sensiblement transversales ou longitudinales par rapport aux rayons. Les vibrations transversales ou sensiblement transversales sont celles qui, dans l'opinion des physi-
ciens, occasionnent la sensation de la lumikre; elles sont du moins les seules dont l'existence se trouve constatée dans les rayons lumineux qui peuvent être perçus par l'œil. Lorsqu'un mouvement simple s'éteint en se propageant, les vibrations peuvent cesser d’être sensiblement transversales ou longitudinales, et quoique alors l'œil ne puisse plus les saisir, elles interviennent cependant dans la production des phénomènes lumineux, particulièrement des phénomènes de réflexion et de réfraction, comme on le verra ci-après.
Lorsqu'un mouvement simple de l’éther dans lequel les vibrations sont transversales se propage dans un certain milieu sans s’affaiblir, ce milieu est appelé transparent. I devient opaque dans le cas contraire.
Ce qui constitue le mode de polarisation d’un rayon simple propagé dans un milieu transparent, c’est la nature de la ligne droite ou courbe décrite par chaque molécule dans un plan perpendiculaire à l’axe du rayon. Suivant que cette ligne se réduit à une droite, à un cercle, ou à une ellipse, la polarisation est rectiligne, circulaire ou elliptique. La polarisation est toujours rectiligne dans les milieux non isophanes; elle peut devenir circulaire ou elliptique dans les milieux isophanes, dans l'air par exemple. Dans la polarisation rectiligne, les nœuds du rayon sont les points équidistants où 1l rencontre son axe, et ces nœuds sont de deux espèces différentes, selon qu'ils se trouvent placés avant ou après les molécules qui s’écartent de l’axe dans un certain sens. La distance entre deux nœuds consécutifs de même espèce est précisément l'épaisseur d’une onde plane. Dans un milieu isophane, tout rayon doué de la polarisation circulaire ou elliptique peut être considéré comme résultant de la superposition de deux rayons polarisés rectilignement, mais renfermés dans deux plans qui se coupent à angles droits; et alors son anomalie est représentée par la distance entre deux nœuds des rayons composants, ou plutôt par un are proportionnel à cette distance, savoir, par celui qui devient équivalent à la circonférence quand la distance dont il s’agit devient équivalente à l'épaisseur d'une onde plane.
Examinons maintenant ce qui arrive quand un mouvement simple est transmis d'un milieu à un autre.
Les équations aux dérivées partielles qui représentent les mouvements infiniment petits d’un système de molécules d’éther sont du second ordre par rapport au temps. D'ailleurs, lorsqu'on néglige la dispersion des couleurs, la vitesse de. propagation des ondes planes devient la même pour tous les rayons simples qui, étant dirigés suivant une même droite, se propagent sans s’affaiblir, et par suite les durées des vibrations moléculaires deviennent proportionnelles aux longueurs d’ondulations, ce qui exige que les équations des mouvements infiniment petits deviennent homogènes. Donc alors ces équations seront du second ordre, non seulement par rapport au temps, mais aussi par rapport à chacune des coordonnées, et l'intégration introduira dans leurs intégrales deux fonctions arbitraires relatives à chacune des inconnues, c’est-à-dire à chacun des déplacements moléculaires. Mais ces deux fonctions arbitraires auront des valeurs diverses, suivant la nature du problème qu'il s’agit de résoudre. Si, le mouvement imprimé aux molécules de l’éther dans un certain milieu étant supposé connu à une certaine époque, il s’agit d’en conclure le mouvement qui s’observera dans ce même milieu à une époque quelconque, par exemple au bout du temps 4, les fonctions arbitraires seront celles qui représenteront, au premier instant, les déplacements moléculaires et leurs dérivées prises par rapport au temps, ou, ce qui revient au même, les vitesses mesurées parallèlement aux axes des æ,_ Y, 3. Si, au contraire, le mouvement des molécules étant supposé connu à une époque quelconque dans un premier milieu, il s'agira d'en conclure lé mouvement transmis à d’autres molécules qui se trouvent comprises dans un second milieu séparé du premier par une surface plane ou courbe, par exemple par le plan des y, x, les fonctions arbitraires représenteront les déplacements des molécules situées dans ce plan, c’est-à-dire les déplacements moléculaires correspondants à une valeur nulle de l’abscisse æ, et les dérivées de ces
déplacements relatives à æ, ou plutôt les valeurs que prennent ces
dérivées pour æ = 0. Or la considération de ces déplacements et de ces dérivées fournit immédiatement les lois suivant lesquelles un rayon simple de lumière pourra être réfléchi ou réfracté par la surface de séparation de deux milieux, quand cette surface sera plane; c’est ce que l'on reconnaitra sans peine en ayant égard aux remarques suivantes.
Considérons deux milieux séparés l’un de l’autre par une surface plane. Dans le cas général où ces milieux ne sont pas isophanes, chacun d’eux, comme nous l'avons déjà dit, pourra propager trois espèces de rayons simples, dont deux au plus sont perçus par l'œil. Ce n’est pas tout : les ondes planes correspondantes à un rayon simple pourront se propager, à partir d’un point ou d’un plan donné, dans deux sens opposés l’un à l’autre, et par suite on pourra distinguer, parmi les ondes planes de chaque espèce, celles qui s’approcheraient de la surface de séparation et celles qui s’en éloigneraient. Les premières seront ce qu’on appelle des ondes incidentes, les dernières ce qu'on appelle des ondes réfléchies ou des ondes réfractées. Cela posé, concevons qu'un rayon simple de lumière tombe dans le premier des deux milieux sur la surface de séparation. Ce rayon incident devra naturellement occasionner, dans chaque milieu, la production d’un rayon réfléchi ou réfracté de chaque espèce. Donc on aura encore à considérer, outre le rayon incident, six autres rayons, savoir, trois rayons réfléchis et trois rayons réfractés. Or, concevons que l’on prenne la surface de séparation des deux milieux pour plan des y, =; six variables distinctes représenteront dans chaque milieu les déplacements moléculaires, mesurés parallèlement aux axes coordonnés, et les dérivées de ces déplacements prises par rapport à æ. D'ailleurs, puisqu'on suppose le mouvement transmis du premier milieu au second, les valéurs de ces six variables correspondantes à Ia surface de séparation, c'est-à-dire à une valeur nulle de , pourront être considérées comme les six fonctions arbitraires dont la forme entraine la nature du mouvement produit dans le second milieu. Or, les valeurs de ces fonctions arbitraires étant calculées d’abord à l’aide du rayon incident et des trois rayons réfléchis, puis égalées à celles que donnent les trois
rayons réfractés, on obtiendra six équations de condition qui devront être vérifiées en chaque point de la surface réfléchissante, et qui suffiront pour déterminer complètement la nature des six rayons inconnus réfléchis ou réfractés. En effet, pour que ces équations de condition soient vérifiées, 1l sera d’abord nécessaire, suivant un principe établi dans les Exercices d'Analyse et de Physique mathématique (Tome 1°, page 157) ('), que les symboles caractéristiques de tous les rayons réfléchis et réfractés ne diffèrent pas du symbole caractéristique du rayon incident. D'ailleurs cette première condition déterminera complètement, dans les six nouveaux rayons, non seulement la durée des vibrations moléculaires qui, avec la nature de la couleur, restera la même avant ou après la réflexion ou la réfraction, mais aussi Les épaisseurs des ondes planes, les directions des plans des ondes et les directions des vibrations moléculaires. Il y a plus : cette première condition étant supposée remplie, les seules inconnues que renfermeront encore les six équations de condition seront les six paramètres réels ou imaginaires qui correspondront aux trois rayons réfléchis et aux trois rayons réfractés. On pourra donc déterminer complètement ces paramètres, qui feront connaitre, pour chacun de ces rayons, quand il se propagera sans s’affaiblir, l'amplitude des vibrations moléculaires et la phase correspondante à des valeurs nulles des variables indépendantes. Avant d'aller plus loin, nous avons une remarque importante à faire. Nous avons raisonné comme si la forme des équations aux dérivées partielles, qui représentent les mouvements infiniment petits des molécules comprises dans un milieu, subsistait sans altération dans le voisinage même de la surface qui sépare ce premier milieu d’un second. Cette manière d'opérer n’est pas rigoureusement exacte; mais la méthode plus rigoureuse, que nous avons établie dans les Comptes rendus de mars et d'avril 1839, suffit pour montrer que les résultats obtenus par le nouveau procédé pourront être admis avec confiance, si le diamètre de la sphère d'activité sensible des molécules éthérées est
(1) Œuvres de Cauchy, S. H, T. XI.
très petit relativement à la longueur d’une ondulation. Cette condition, donnée par le calcul, pouvait être assez facilement prévue. On conçoit en effet que, dans le cas où elle ne serait pas remplie, les mouvements simples ou par ondes planes se trouveraient sensiblement altérés par l'influence de la surface réfléchissante à des distances trop considérables encore pour qu'ils pussent franchir ces distances et pénétrer en se modifiant dans ce second milieu. Si, au contraire, la condition ci-dessus énoncée se trouve remplie, on déduira immédiatement des principes que nous venons d'établir les lois de la réflexion et de la réfraction produites par la surface de séparation de deux milieux transparents ou opaques; mais il sera rigoureusement nécessaire d’avoir égard aux trois espèces de rayons qui peuvent généralement se propager dans chaque milieu. Si l'on tenait compte seulement des deux rayons qui peuvent être perçus par l’œil dans les milieux cristallisés, les six équations de condition relatives à la surface réfléchissante ne renfermeraient plus que quatre inconnues, savoir, les quatre paramètres correspondants, d’une part aux deux rayons réfléchis, d'autre part aux deux rayons réfractés, et ne pourraient plus être vérifiées que dans des cas particuliers, par exemple, pour certaines directions particulières du rayon incident. Au reste, nous ne devons pas être surpris que, dans chaque milieu, la réflexion ou réfraction produise seulement deux rayons sensibles à l’œil, et que le troisième rayon réfléchi ou réfracté reste inaperçu; car le caleul fait voir que ce troisième rayon, qui, s’il pouvait se propager sans s’affaiblir, offrirait des vibrations longitudinales, est de la nature des rayons qui pénètrent dans les corps opaques et s'éteint comme eux à une très petite distance de la surface réfléchissante. Mais cette circonstance ne nous autorise en aucune manière à le considérer comme non avenu, attendu que, sur la surface même, les amplitudes des vibrations moléculaires sont du même ordre dans les trois espèces de rayons réfléchis ou réfractés. D'ailleurs, quoique le troisième rayon ne soit pas visible, son existence et même sa nature sont clairement indiquées par le calcul, et il est impossible qu’un rayon simple, tombant sur la surface de ŒEuvres de C.— S.I,t. VI. 19
séparation de deux corps isophanes, ne fasse pas naître dans chacun de ces milieux trois mouvements simples réfléchis ou réfractés. Ces trois mouvements simples et les trois systèmes d’ondes planes qu'ils présentent correspondent, comme nous l'avons déjà dit, aux trois racines de l’équation caractéristique résolue par rapport au carré du coefficient qui détermine la durée des vibrations moléculaires. Ces trois racines elles-mêmes se trouvent introduites dans l’équation dont il s’agit, en raison des trois coordonnées qui appartiennent à chaque point, et qui correspondent aux trois dimensions de l’espace. Ainsi le nombre des dimensions de l’espace exprime nécessairement le nombre des rayons réfléchis ou réfractés par une surface plane.
Nous avons jusqu'ici considéré comme distinctes les trois espèces de rayons qui peuvent être propagés dans chaque milieu. Examinons maintenant le cas particulier où les deux milieux deviennent isophanes. Alors, dans chaque milieu, l'équation caractéristique ayant une racine double, deux des trois rayons correspondants à une direction donnée des plans des ondes se réuniront en un seul, dans lequel les vibrations pourront être dirigées suivant une droite quelconque perpendiculaire à l'axe du rayon. Par suite aussi, les trois rayons réfléchis ou réfractés se réduiront à deux. Il y a plus : pour ceux des rayons réfléchis et réfractés qui s’éteindront à une petite distance de la surface réfléchissante, les vibrations moléculaires resteront comprises dans le plan d'incidence, et, par suite, on pourra faire abstraction de ces derniers rayons, si les vibrations des molécules dans le rayon incident sont perpendiculaires au plan d'incidence. Donc alors, si le second milieu devient transparent, les principes ci-dessus établis fourniront précisément les lois de réflexion et de réfraction découvertes par Fresnel, et confirmées, par l'expérience, pour ce qu’on appelle un rayon polarisé dans le plan d'incidence, et l’on reconnaitra en particulier que le rayon réfléchi ne peut disparaitre sous aucune incidence, quand l'indice de réfraction, c’est-à-dire Le rapport du sinus d'incidence au sinus de réfraction, ne se réduit pas à l’unité. Donc un rayon polarisé dans un plan est, comme le croyait Fresnel, un rayon simple dans
lequel les vibrations sont perpendiculaires à ce plan, ou, en d’autres termes, le plan de polarisation d'un rayon simple est le plan perpendiculaire aux droites suivant lesquelles sont dirigées les vibrations rectilignes des molécules éthérées.
Si les vibrations des molécules dans le rayon incident étaient, non plus perpendiculaires au plan d'incidence, mais renfermées dans ce plan, alors, dans la recherche des lois de la réflexion et de la réfraction, on devrait nécessairement tenir compte des rayons qui s’éteignent à une petite distance de la surface réfléchissante, et, en opérant ainsi, on obtiendrait des formules qui comprennent, comme cas particuliers, celles que Fresnel a trouvées, en supposant que le rayon incident fût un rayon polarisé perpendiculairement au plan d'incidence. Cette remarque vient encore à l'appui de l’opinion de Fresnel sur la direction des vibrations moléculaires par rapport au plan de polarisation.
Il ne sera pas inutile d'observer que, dans la recherche des lois de la réflexion et de la réfraction produites par la surface de séparation de deux milieux isophanes, ou non isophanes, les six équations de condition relatives à la surface peuvent être réduites à quatre par l’élimination des paramètres relatifs aux rayons qui s’éteignent en se propageant. Or il est remarquable que trois des équations ainsi obtenues pour les milieux isophanes sont précisément trois des quatre équations données dans la 7° livraison des Nouveaux Exercices de Mathémasiques (*), savoir celles qui renferment trois fonctions différentielles alternées. La quatrième équation de condition peut se réduire encore à celle que renferment les Nouveaux Exercices, mais seulement dans le cas où l’on suppose que les corps transparents et isophanes sont capables, comme le verre, de polariser complètement la lumière par réflexion.
Quant au principe des vibrations équivalentes, appliqué par Fresnel au cas où les vibrations sont parallèles à la surface réfléchissante, et par M. Mac-Cullagh à tous les cas possibles, ilest exact, dans la théorie de Fresnel et pour la raison que nous avons indiquée, quand on sup-
(1) Œuvres de Cauchy, S. H, T. X.
pose les vibrations perpendiculaires au plan d'incidence; mais il nous paraît inexact dans la théorie de M. Mac-Cullagh, lorsqu'on fait, avec cet auteur, abstraction des rayons qui s’éteignent à une petite distance de la surface réfléchissante. Il redeviendra exact si l’on tient compte de ces derniers rayons; et même les six équations de condition que fournit notre théorie coincident alors avec les trois équations fournies par ce principe et avec leurs dérivées prises par rapport à la variable qui représente une abscisse mesurée sur une perpendiculaire à la surface réfléchissante.
Dans ce qui précède nous avons supposé que chaque milieu renferme un seul système de molécules, toutes les molécules étant de même nature, mais leur arrangement pouvant n'être pas le même dans le premier milieu et dans le second. Le vide ou l’éther isolé peut offrir un tel milieu, et ce milieu est certainement isophane. Chacun des autres milieux renferme nécessairement un ou plusieurs systèmes de molécules, par exemple les molécules de l’éther et les molécules d’un : corps solide, liquide ou gazeux. Donc appliquer aux seules molécules d’éther les principes ci-dessus établis, c’est supposer que, dans le calcul des phénomènes relatifs à la réflexion et à la réfraction de la lumière, on peut, sans erreur sensible, faire abstraction des vibrations imprimées aux molécules des corps. On s’approchera davantage de la réalité, si l’on tient compte de ces dernières vibrations. Mais alors le nombre des rayons réfléchis et réfractés sera doublé, aussi bien que le nombre des racines de l'équation caractéristique et le nombre des équations de condition relatives à la surface réfléchissante. Alors aussi trois racines de l’équation caractéristique seront analogues à celles qui fournissent les mouvements simples de l’éther dans le vide; trois autres se rapporteront plus spécialement aux vibrations des molécules des corps. On pourrait donc alors distinguer, parmi les rayons réfléchis, ceux qui proviendront directement du rayon incident et ceux qui en proviendront indirectement, étant produits par les vibrations des molécules renfermées dans le second milieu. Ces conclusions seraient conformes à des expériences remarquables publiées par
M. Arago et à l’explication que notre illustre confrère en a donnée.
Il est d’ailleurs naturel de penser que les six rayons dont il s’agit, avec les six mouvements simples qui leur correspondent et auxquels participent à leur manière les molécules des corps, fourniront lexplication des phénomènes dus à ce qu’on nomme les rayons chimiques, calorifiques, etc.
Dans d’autres articles, je déduirai des principes que je viens d’exposer les lois de la réflexion et de la réfraction opérées par la surface de séparation de deux milieux isophanes ou non isophanes, les lois de la réflexion totale produite par la seconde surface de séparation d'un corps transparent, celles de la polarisation elliptique produite par la réflexion à la surface des métaux, et même les lois de la diffraction de la lumière.
Je me propose encore de montrer comment on peut appliquer les mêmes principes à la théorie du son, des cordes vibrantes, des surfaces “élastiques, etc.
PHysiQuE MATHÉMATIQUE. — Note sur la diffraction de la lumuëre.
C.R., T. XV, p. 554 (12 septembre
Une lettre adréssée de Prague à M. Libri, et insérée dans le Compte rendu de la séance du 9 mai 1836, renferme quelques-uns des résultats auxquels j'étais parvenu dès cette époque, en cherchant à déduire de mes formules générales les lois de la diffraction. Je reviendrai dans un autre article sur cette déduction qui fournit, lorsqu'on se borne à une première approximation, les formules obtenues par Fresnel. Je me bornerai aujourd'hui à faire observer que le problème se réduit en définitive à l’évaluation des deux intégrales définies, et qu’à l’aide d'une formule établie dans mon Mémoire de 1814 on peut facilement développer ces intégrales en deux séries dont il suffira de calculer gé-
néralement un très petit nombre de termes pour obtenir les valeurs des deux intégrales. Ces développements, qui fournissent aussi le moyen de fixer avec une grande facilité les valeurs maxima et minima des deux intégrales et de la somme de leurs carrés, sont l’objet de la présente Note.
ANALYSE
Soit f(x) une fonction quelconque de æ. On aura D, f(x +yV—1) =V—iD,f(x +yV—1).
Si l’on intègre les deux membres de cette équation, par rapport à x et par rapport à y, entre les limites
alors, en posant
f(x) boue À PORTE MAT à Cav=i)
on trouvera Dur ve fu = © SAR Î x D PE a2# .. (a+yv—1) *e- dy; a 0
puis, en développant
we
(a+yV—:1) suivant les puissances ascendantes de y, on trouvera
LE - NRA d a ezvai dx — +. (A B V1) rs) Fe
les valeurs de A, B étant
1,3 1.3.9.7 RL ELEC (2a)° ET PANNE TN E VIRE
On en conclura immédiatement
de: I Î æ ?cosæ dx —a *(Bcosa —Asina), «a
ie 4 [ æ ?sinæ dx —=a *(Acosa+Bsina), a
puis, en posant æ — uw, 4 =—4?, on aura C2 [ S ‘à cos u? du — — (B cosa?— A sinæ?), Ë 2 #5T I à É sin u? du — (A cosæ + Bsinaæ), œ
les valeurs de À, B étant
F5 1:3.9.7 KE
Rs LÉO (2a2)° ss 7779 à (22).
Pour des valeurs considérables de «, on aura sensiblement
LR I, B=0 et, par suite,
ao Le) J À 7. J cosu? du —— — sin æ?, sin w? du — — cos æ?.
On a d’ailleurs, comme l’on sait,
Led æ : LA a cos u? du = sin u? du —;——.
Ces diverses formules permettent d'effectuer très facilement les eal-
culs relatifs à la diffraction de la lumiere.
PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Addition à la Note sur la diffraction
de la lumuiére.
C.R., T. XV, p. 573 (19 septembre
J'ai indiqué, dans la dernière séance, une formule qui simplifie notablement les calculs relatifs à la diffraction: Cette formule est la
suivante be ES À ae a Re e +
(1) 1 us à DE (a+yv—:) ?e-7 dy, a 0
ou plutôt celle qu’on en déduit quand on développe
suivant les puissances ascendantes de y. On trouve ainsi
æ FPE Van | Ra (2) | 2 VEN due à Pe +3) VAR)
les valeurs de A, B étant
ca) 7 (a
puis on en conclut a un à _L f æ *cosx dx —=a *(Bcosa—Asina), « RE. ti h æ *sinx dx =a ?(Acosa+Bsina).
Donc, pour obtenir les valeurs approchées des intégrales
co has à o NT V r COTE, É æ *sinx dx, « «a
il suffira de calculer les valeurs approchées des quantités A et B. Or nous avons donné les formules (3) comme propres à remplir ce but, lorsque la valeur de a devient considérable. Cette assertion peut paraître singulière au premier abord, attendu que les séries comprises dans les formules (3) sont évidemment divergentes; mais nous allons voir que les restes qui complètent ces séries arrêtées après un certain nombre de termes convenablement choisis deviennent généralement très petits pour de grandes valeurs de a.
On a généralement, en prenant pour & une constante réelle ou ima-
pe à Une
ginaire dont la partie réelle soit positive,
par conséquent
(5) ef .
ue ; a + x’?
puis on en conclut, en remplaçant a par a+ yV—1,
(6) (a+yV=) if "©
a ++ y Fes D'ailleurs on aura encore
1 DNS NT He) ea
— = > — ES De a+ a+ yV—1 a+ (a+)
la valeur de r, étant
À Cavx)"
(a+aæ (a+ a+ y)
ou, ce qui revient au même,
a+at+yV—1 a+ a + 2?
Fer À Æ: (y v— 1) D’! (=) ET
HORS BIS RUN DE
+Ff f rne-Y dy dx.
D'autre part, il résulte de la formule (1), comparée à la formule (2), que la valeur exacte de À — BY— rest
CIE he
(a+yv—i) ‘eray.
1 —— 1,9 (9) o 1.3...(27R —3) dt 7 ee # \ (2a)*-! (W= 5) Z 44 se f | rre Y dy dx.
De cette équation il résulte que, si dans les seconds membres des formules (3) on conserve seulement les termes qui renferment les puis-
sances de — dont le degré est inférieur à », l'erreur commise sur les
valeurs des deux quantités A, B ne pourra dépasser le module de l'intégrale
: L2 L 3 (10) ea f À rn €? dy dx.
D'ailleurs il suit de la formule (7) que le module de r, est inférieur au
CD De ( 1 ) ee ñn a+ 27?
et l’on en conclut immédiatement que le module de l'intégrale (10) ne
module du produit
surpasse pas le module du produit
PE. Pl 0 aie ass Li
c'est-à-dire le module du terme qui, dans le développement de
ps d T és Fi, A+BV—1, serait proportionnel à la 2% puissance du rapport ==: Donc ce module, ou la fraction
sera une limite supérieure à l’erreur que l’on pourra commettre, sur la valeur de À ou de B, quand on tirera cette valeur des formules (3), en
. I ds fie x y conservant seulement les puissances de — d’un degré inférieur à 2.
Or, si la valeur de a devient un peu grande, le rapport (11) deviendra très petit pour des valeurs de a convenablement choisies, et en particulier quand on prendra pour 2 le plus grand nombre entier compris dans a. Donc alors les formules (3) offriront les moyens de calculer avec une grande approximation les valeurs des intégrales
en À NT + æ *Ccosx dr, p æ *sinx dx.
Ces valeurs étant obtenues, on en déduira immédiatement celles des
intégrales a À - É Fr *cosæ de (7) — a *(Bcosa — Asina), «
R 1 " 1 2 1 L T -1 3 | (> r *sinedr=(T) — a *(Acosa +Bsina).
10|— we
Les formules (4) et (12) sont spécialement utiles dans le cas où la valeur de a devient un peu grande. Dans le cas contraire, on obtien-
drait facilement les valeurs des intégrales
a AR a mt Ÿ æ *cosx dx, T æ *sinx dx, 0 0
en développant sous le signe f le facteur cosæ ou sinæ en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de x. On trouverait ainsi
/ SOS | 1 2 # -i L La à [cos dr = 10° + ee) : D 1,4. 928.2 (13) Q | fé +. 1/1: a 1 da I a. ) æ ? sing dt = 20 | = - — - © + — ——© —...).
à 4 DH TE La Si, dans les formules (12), on pose * 1 DEA T LE - 8; GE +1, 2 2
m nr =? [ m°T m?T cos — ds = - —N cos ——- + Msin , ; 2 2 2 2.
m E] FR t&° L L NNIPET IT Ÿ. TOR TE | sin —— dz = - — Msin —— —Nsin | 0 | 2 2
( É I ( É:0,9 , Ep ers = — —— +...
mT \m?T m°T?
ou, ce qui revient au même,
u— 2218: 0,09679 0,34311 ee m m> m°
OS I0198 0,1930 Nu m m'
Si, pour fixer les idées, on attribue successivement à 7» les valeurs entières
EXTRAIT N° 188. 157 on conclura des formules (14) et (16) que les valeurs des intégrales
ra Nt
m - 2 Æ cos — dz, % (0 2 0
pour m — 2, 0,4885, 0,3432, ë, 0,6058, 0,4962, h, 0,484, 0,4205, b, 0,638, 0,4992.
sin -— dz
sont :
Ces valeurs sont exactes jusqu’au dernier chiffre et coïncident, pour m — 2, avec celles que Fresnel a trouvées par une méthode d’approximation de laquelle il a déduit, avec plus de peine et moins d’exactitude, les valeurs correspondantes à m — 3, m—1,m—5,....
THÉORIE DE LA LUMIÈRE. — Mémoire sur les phénomènes des ombres et de la diffraction.
C. R., T. XV, p. 605 (26 septembre
Dans la théorie de la lumière et dans le système de l’émanation, chaque rayon lumineux est animé d’un mouvement de translation, et les molécules dont il se compose se meuvent en ligne droite, en vertu de vitesses acquises; c’est même en vertu des vitesses de translation des molécules que les rayons lumineux, après avoir traversé une ouverture pratiquée dans un écran, continuent à se mouvoir en ligne droite, de manière à laisser généralement dans l'ombre les points situés en dehors de leurs propres directions. Mais comment est-il possible de concevoir l'existence de ce phénomène dans le système des ondulations? Comment peut-on alors expliquer la marche rectiligne des rayons lumineux et les filets de lumière qui s’échappent, par exemple, au travers des fentes d’un volet? Ce problème est l’un de
ceux que j'ai résolus depuis longtemps. Il est précisément celui dont j'ai annoncé la solution dans les deux Lettres adressées de Prague à M. Libri, les 22 et 26 avril 1836. Ces Lettres, insérées dans le Compte rendu de la séance du 9 mai 1836, contiennent le passage suivant:
Comme une des plus graves objections que l’on ai faites contre la théorie des ondulations de l’éther se tire de l'existence des ombres et de la propriété qu'ont les écrans d'arrêter la marche des vibrations lumineuses, Je désirais beaucoup arrwer à déduire de mes formules générales les lois relatives aux deux phénomènes des ombres et de la diffraction. Mais, pour y parvenir, Ü fallait surmonter quelques difficultés d'analyse. J'y ai enfin reussi; el, pour représenter les mouvements de l’éther lorsque la lumière est interceptée par un écran, j & trouve des formules dont je veux un 1nstant vous entretenir. SUN
Dans la suite de la même Lettre, je donnais les formules que j'avais obtenues pour le cas où la lumière se trouve en partie interceptée par un écran dont la surface est plane et perpendiculaire à la direction du rayon incident; puis j'examinais ce qui arrive quand la lumière passe à travers une fente pratiquée dans la surface, et j'ajoutais que mes formules générales représentaient le rayon diffracté, quelles que fussent la direction et la nature du rayon incident. J'indiquais en particulier cette conséquence de mes formules, que, si le rayon incident est polarisé dans un certain plan, le rayon diffracté restera toujours polarisé dans le même plan.
La question à laquelle se rapportait ma Lettre du 22 avril 1836 étant effectivement une des plus importantes que présente la théorie de la lumière, j'ai pensé que les géomètres ne verraient pas sans intérêt l'analyse qui m'avait conduit aux formules et aux conséquences exposées dans cette Lettre. Je vais transcrire ici cette analyse, telle que je la retrouve dans le quatrième paragraphe d’un Mémoire sur la Théorie de la lumiëre, contenu dans l’un des cahiers manuscrits et reliés que j'ai rapportés d'Allemagne. Parmi les diverses formules qui ont rapport à la diffraction, dans les cahiers dont il s’agit, celles que présente
le paragraphe cité sont évidemment celles qu'indique ma Lettre du 22 avril. En effet, ces formules qui, sur le cahier où elles se trouvent inscrites, précèdent le texte original du Mémoire lithographié à Budweiss dans le mois d'août 1836, sont conformes à celles que la Lettre renferme et fournissent tous les résultats énoncés dans cette Lettre. Les trois premiers paragraphes du Mémoire dont elles font partie renferment précisément la théorie des ondes sphériques ou cylindriques, mentionnée d’une part dans la même Lettre, d'autre part dans le Compte rendu de la séance du 18 novembre 1839; et c’est pour cette raison que M. Flourens, Secrétaire perpétuel de l’Académie, a bien voulu, sur ma demande, apposer sa signature en tête du Mémoire, dans la séance que je viens de rappeler.
Je tenais d'autant plus à donner en détail les calculs dont les résultats se trouvent consignés dans le Tome IT des Comptes rendus de l’Académie, qu'avant l’époque où ma Lettre a été publiée, c’est-à-dire avant le mois de mai 1836, personne, à ma connaissance, n’était parvenu à déduire des formules qui représentent les mouvements infiniment petits d’un système de points matériels, une théorie mathématique des ombres et de la diffraction. Par ce motif, je crois pouvoir, avec confiance, offrir mon Mémoire à l’Académie, comme un témoignage des efforts que je n’ai cessé de faire afin de contribuer, autant qu’il dépendait de mot, aux progrès de la Physique mathématique.
ANALYSE (!)
Considérons, dans la théorie de la lumière, le cas où le mouvement se propage en tous sens, suivant les mêmes lois, et soient, au bout du
temps £, ; ë& nn, &
(1) Pour rendre cette analyse plus facile à suivre, je transcris ici, avec le quatrième paragraphe du Mémoire cité dans le préambule, quelques lignes empruntées au premier paragraphe de ce Mémoire; et d'ailleurs, pour plus de simplicité, je représenterai les dérivées des divers ordres d’une même fonction, prises par rapport à , y, 3, t, à l’aide des caractéristiques
D, D,, D:, D,; Di, D},
les déplacements de la molécule qui occupe le point (x, Y,:), mesurés parallèlement aux axes coordonnés. Si l’on conserve seulement dans le calcul les dérivées du second ordre de &, n, € prises par rapport aux coordonnées +, y, 3, les équations du mouvement de l’éther seront de
la forme D'E = Q(D5 + D; + Di)é + 2RD:,
(1) { Din = (Di + Di +Di)n+2RD,r, D?6 = Q?(D2 + D; + D2)6 + 2RD,v,
Q, R désignant deux quantités constantes, et la valeur de v étant (2) v—=D,Ë+D,n+D.6. On tire des formules (1) et (2)
Div—(@+32R) (D? + D; + Di).
Cette dernière équation sera vérifiée si l’on a, quel que soit #, (3) ae
Effectivement, l'équation (3) parait subsister dans les phénomènes lumineux toutes les fois que la propagation du mouvement est la même en tous sens. Si d’ailleurs on a
et si Ë, n deviennent indépendants de z, les équations (1) seront réduites à |
u D'n—@(D:+ D?)n, tandis que les formules (2) et (3) donneront (5) | DË+D,n=o.
Supposons maintenant que, les rayons lumineux étant dirigés vers la partie de l’espace située du côté des æ positifs, la lumière soit interceptée dans le plan des +, y, excepté entre les limites
(6) P=# Y = Ji.
Supposons d’ailleurs que, du côté des x négatives, les variables imaginaires
dont les parties réelles sont £, n, se trouvent déterminées par les équations
(7) E—— Cretuz+vy-s) V1 n = Cueluz+vy-st) V1 (!), u, #, s désignant des constantes liées entre elles par les formules
et C une constante imaginaire. On pourra supposer généralement, du côté des æ positives, |
_ 4 — E=— Cf
Yo
Yi Ld n = Cu f LÉ exr—WV-tetvu-st)V-TA du da (2), 2T Yo FAR
Y1 e es us 1, exyr-b)V-1etvt—s0 VIA du da,
À désignant une fonction de æ et de « qui, en vertu des formules (4), devra vérifier l’équation
Q(D2A — A) ——s'A ou
(10) DiA——(4?— œ?)A,
qui devra se réduire à l’unité pour x — o, et qui de plus devra être telle que les formules (9) se réduisent aux formules (7), pour y, = — =»,
Y, = +. Or, si l’on pose At Fi#,. a}
(1) Ces valeurs de Ë, n sont celles qui représentent un mouvement simple, pour lequel se vérifient les équations (4) et (5).
(2) La forme donnée aux valeurs de £, n dans les équations (9) n’est pas arbitraire ment choisie; elle est telle que, en vertu de ces équations, et quand on y pose À — 1, les valeurs de Ë, 7 s’évanouissent hors des limites y = yo, 7 — 71, et se réduisent entre ces limites aux valeurs que donnent, pour x — o, les équations (7).
OEuvres de C.— S.1,1. VII. +
on aura, en vertu d’une formule connue,
= f L exp) tetes) VT À du da — er V-TF(x, +), 27 2 — ©
et, par suite, la supposition y, ——, y,— réduira les formules (9) à
E—— Coetvr-s)VTF(x,v), n—=Cuerr-sDVTF(x, +).
Donc, pour que cette supposition réduise les formules (9) aux formules (7), il suffit que l’on ait F(æ, 0) = enr Vi — eth-v) ay et, par suite, AF(&, a) ePrsner (6), Cela posé, les formules (9) donneront généralement
Y1 œæ so are L es Ë ER Ce f . eXY-U) V1 (PU 51) ET et43— a) æ dy. da, Yo suahrd
II { (11) : de 5 et 1n— Cu f [ eur BV-letrp—s0 V-ietk- eat Qu da. Yo Roed
On a d’ailleurs
Gt) =k- — +...
(12) (6 a) = PR
et, attendu que la valeur de # est très considérable, la formule (12) donnera sensiblement, pour des valeurs finies de «& (?},
1 Ci ! kx ÿ=i — y—1 (13) K—d}=k- ACC OLET ETES 2À :
On a, d'autre part, en supposant la partie réelle de la constante a posi-
J e(aa+ba) da — (5) É", 2 œ
tive,
(1) Cette valeur de A vérifie évidemment la formule (10), et en conséquence elle satisfait à toutes les conditions énoncées.
(2) Les valeurs infinies de « ne doivent pas influer sur les valeurs des seconds membres des formules (11); autrement ces seconds membres deviendraient indéterminés.
et, par suite,
(14) pelreonre-(yr : ,
Donc les formules (11) donneront
|E=ce ce. RENE Lette
5 { (e: L ne 4 CAT 1e [ere u) LES ., F Gui) e Fe
Si les directions des rayons lumineux sont parallèles à l’axe des x,
on aura? — 0, u —k, pas E=0,
sn Y1 er LA Fes res sa D PERF
puis en posant, pour abréger,
LA Leiv-1,
et, supposant I réel ainsi que à, on trouvera
TORENTES LEP 28 2 (16) ie EU A dpi;
par conséquent,
ATOME ON dé tr k(y—u} (19) fe) f cos] ke +25 74 FU ET Tan,
ou, ce qui revient au même,
R(Y—Y0) I 5 T (18) N=— cos(kæ+—st— 7 +4) da.
Tr? 1 4 K°(Y—Y1) v2x
Reprenons maintenant le problème de la diffraction dans toute sa généralité.
Supposons toujours la lumière interceptée dans le plan des y, 3, excepté entre les limites y — 7, y —7,. Mais concevons que, du côté des + négatives, le rayon lumineux soit un rayon quelconque repré-
senté par le système des formules
| E e (Bw ie Ce ) etux+Vy+Wwz—st) Ver,
(19) n = (Cu — Aw) etur+vy+wz—st) V1, 4 sa (Av — Bu)etur+vy+ws-st) VI (9, u? + p+ wi £?, S—
dans lesquelles 4, v, æ représentent des coefficients réels et A, B, C des coefficients imaginaires. On pourra supposer généralement, du côté des æ positives,
. Boo — Co Ve ie r [ E — Bw — Ce É Î eXty-b) V1 etwz+ep-st) V-T A dy. da,
TH
Yo "10 Le C Lun. ue Y1 æ ou (20) N = ns eXty-U) V—1 e(wz+vp-st) V-1A dy da, 2T : ae Se du pe ae es ee ee a(y—Uu) V—1 L(W3+VU— st) V—1 2 4 me d [_: e A du da (?),
À désignant une fonction de æ et de « qui se réduise à l'unité pour æ — 0, qui vérifie la formule (25) DiA—=—(k2— x? — w°?)A et qui soit telle que les équations (17), (18) coincident quand on y pose
Jo = 7100) Yi 2.
Ces conditions seront vérifiées si, en posant
AE (æ, a),
(1) Ces valeurs de £, n, & sont celles qui représentent un mouvement simple, pour lequel se vérifient les équations (1) et (3).
(2) La forme donnée aux valeurs de Ë, n, € dans les équations (20) est telle que ces valeurs, quand on y pose À — 1, s’évanouissent hors des limites y — Yo, »Y —)y1 et se réduisent entre ces limites aux valeurs que donnent, pour x — o, les équations (19).
on prend F(x, ee eux V1 — R(k-v-w:)3x £ et, par suite, À — etkt-at-w)te fi.
Donc les formules (20) donneront
a = f if: eaty-u) V1 etep+wz—se) V1 (A0 -w?): 2 Vi du da, (22)
puis, en ayant égard aux formules (13), et posant d’ailleurs, pour
abréger, kw k,
on trouverà
ou, ce qui revient au même, E_Uy=e) — Vèx — — , k' 0 jrs t—— SX 2x (25} 4 _ ï ce À #11 ACEZTES ar | x” ET A) 2x
RER PR EP ENST 5 #6: eee de à def de ee à 9 € es, ee dis ae à 0 à + 0e 0 © + + + + «
Lorsque, dans les formules (25), on suppose y,
donnent Bw ur ARE DE V1 CURE MON
EE
SLR EEE 08 SC NE TE CT RS EE SON ed ets ds 6
ne
Donc alors les formules (25) coïncident, non pas avec les formules (19), mais avec celles qu’on obtiendrait en remplaçant dans les formules (19)
ee arte.
h & u—(k- pm) (ri p?)?
par la somme des deux premiers termes du développement de « suivant les puissances descendantes de #, c’est-à-dire par
to !
On ne doit pas s’en étonner, puisque, pour passer des formules (22)
aux formules (23), on a remplacé
par le binôme a?
Lorsque v — o, on a rigoureusement
u= k! — ak?
et, par suite, les formules (25) coincident avec les formules (19). Lorsque le rayon incident est polarisé de manière que les vibrations des molécules soient parallèles à la droite qui a pour équation
re Sr RE ra on à
CAE JTE à
SD
et, par suite, on peut supposer que les valeurs de Ë, n, €, données par
(*) Il suit de cette remarque que les équations (23), (24), (25), et par suite la formule (15), doivent être seulement appliquées aux cas où » est très petit.
les formules (19), remplissent la condition
ce qui aura lieu, si
Bæ—Ce É Cu — Aw “4 Ac — Bu
a En b SE e Mais alors le rayon diffracté sera lui-même polarisé, et les vibrations des molécules seront encore, dans ce rayon, parallèles à la droite (27), comme le prouvent les formules (20).
Je me propose de développer dans un autre Article les conséquences des diverses formules que je viens de transcrire. Je me bornerai aujourd’hui à rappeler celles qui se trouvaient déjà énoncées dans mes lettres du 22 et du 26 avril 1836. Je disais dans ces lettres :
Considérons, pour fixer les idées, le cas où le corps éclairæt est assez éloigné pour que les ondes sphériques qui se propagent autour de ce corps deviennent sensiblement planes. Prenons pour axe des æla direction du rayon lumineux, et pour axe des y une droite parallèle aux vibrations moléculaires de l’éther; nommons n le déplacement d’une molécule mesuré parallèlement à ce dernier axe, I la valeur maximum de ",
DO E
l'épaisseur d’une onde lumineuse, et
la durée d’une vibration. Enfin concevons que, dans le plan des y, z, perpendiculaire à l'axe des +, la lumière soit interceptée par un écran du côté des æ négatives. Si le rayon lumineux, que nous supposerons dirigé dans le sens des x positives, est un rayon simple, son équation, pour des valeurs négatives de æ, sera de la forme
(a) n = 1ILcos (kæ — st +),
À désignant une quantité constante. Or je trouve que, du côté des æ positives, la valeur de n pourra être développée en série, et qu’en réduisant cette série à son premier terme on aura
1 à A PAAT ÿ Gi. se)
D'ailleurs, le nombre # étant très considérable, la valeur de n, donnée
| cos ( kœ +3 — st — à + a )da Air
par la formule (b), sera sensiblement égale à zéro, pour des valeurs finies et négatives de l’ordonnée y, tandis que, pour des valeurs finies et positives de la même ordonnée, la formule (b) coïncidera sensiblement avec la formule (a). Donc la partie de l’espace située au delà du plan de l'écran sera dans l’ombre du côté où l’écran se trouve, c’està-dire derrière l'écran, et continuera d’être éclairée du côté opposé, comme si l'écran n’existait pas. On devra seulement excepter les points de l’espace correspondants à de très petites valeurs de y, et pour lesquels le déplacement dépendra des deux coordonnées +, y, aussi bien que du temps £. Pour ces derniers points, la formule (b) reproduit les lois de la diffraction telles que Fresnel les a données, et l’on peut simplifier l’étude de ces lois en transformant le second membre de l’équation (2) à l’aide des formules que j'ai données dans plusieurs Mémoires.
Si l’écran, par lequel on suppose la lumière interceptée dans le plan des y, z, ne laissait passer les rayons lumineux que dans un intervalle compris entre les limites
F —= Yo YF —=Y1
en sorte que l’obsérvateur, placé du côté des x positives, reçût la lumière par une ouverture dont la largeur füt
FAT TO
(1) Cette valeur de » est évidemment celle que donne la formule (18), quand on pose Jo = 0, Yi = À.
EXTRAIT N° 188. 169 la formule (b) devrait être remplacée par la suivante :
k° YY0)
15 V2x n (C) A2 I cos ss MCE AR da.
FRE V2 L'équation (ce) (‘) elle-même fournit seulement une valeur approchée de n et se déduit de formules générales et rigoureuses qui représentent le rayon diffracté, quelle que soit la direction du rayon incident, et quelles que soient les directions des vibrations moléculaires dans ce même rayon. Ces formules, en donnant les lois de la diffraction, montrent, par exemple, que, si le rayon incident est polarisé dans un certain plan, le rayon diffracté restera toujours polarisé dans ce même plan.
Cette conséquence particulière des formules (22) et (23) était précisément, comme on l’a vu tout à l'heure, celle que j'avais énoncée à la fin du Mémoire dont je donnaïs un extrait dans ma Lettre du 25 avril
P,S. — Je m'étais proposé, dans cet Article, de reproduire la solution du problème des ombres à laquelle se rapporte ma Lettre du 22 avril 1836. Dans un second Article, je ferai voir que cette solution est seulement approximative, et, en m'’appuyant sur les principes développés dans mes précédents Mémoires, je donnerai du même problème une solution plus rigoureuse, qui me parait devoir intéresser tout à la fois les physiciens et les géomètres.
(1) L'équation (ec) coïncide évidemment avec la formule (18).
OEuvres de C. — S.I,1t. VI, 22
THÉORIE DE LA LUMIÈRE. — Second Mémoire sur les phénomènes
des ombres et de la diffraction.
C.R., T. XV, p. 670 (3 octobre
J'ai reproduit, dans la séance précédente, l'analyse que j'avais appliquée en 1836 au problème des ombres et de la diffraction, ainsi que les formules auxquelles se rapporte ma Lettre du 22 avril de la même année. Ces formules suffisent déjà pour expliquer la marche rectiligne des rayons lumineux qui traversent les fentes d'un écran, la dilatation de ces rayons, appelés, en raison de cette dilatation même, rayons diffractés, les franges qui accompagnent leurs bords, et l'ombre qui occupe la partie de l’espace située derrière l'écran à des distances sensibles de ces mêmes bords. Toutefois les formules que je viens de rappeler se trouvent seulement comprises, comme cas particulier, dans les formules générales auxquelles on arrive quand on applique au problème des ombres et de la diffraction l’une des deux méthodes que j'indiquerai tout à l'heure. Alors, il est vrai, on se trouve conduit à des conclusions singulières et inattendues. Mais, comme ces conclusions me paraissent exactes et propres, en raison de leur singularité même, à fixer l'attention des physiciens et des géomètres, j'ai cru que l’on me permettrait volontiers d'entrer à ce sujet dans quelques détails.
Je-commencerai par faire voir comment la solution du problème énoncé peut se déduire directement de la simple intégration des équations aux dérivées partielles qui représentent les mouvements infiniment petits d’un système de molécules. On sait que ces équations renferment, avec les variables indépendantes, c’est-à-dire avec les coordonnées et le temps, trois inconnues qui représentent les déplacements d’une molécule mesurés parallèlement aux axes coordonnés.
Supposons, pour plus de simplicité, ces équations réduites à des équations homogènes, ce qui arrive, par exemple, dans la théorie de la lumière, quand on ne tient pas compte de la dispersion. Elles seront du second ordre, non seulement par rapport au temps, comme les équations générales de la Dynamique, mais aussi par rapport à chaeune des coordonnées. Donc l'intégration introduira dans les intégrales générales deux fonctions arbitraires relatives à chacune des inconnues. Mais ces fonctions arbitraires auront des significations diverses, suivant la nature du problème qu'il s’agira de résoudre. Si, le mouvement infiniment petit du système de molécules étant supposé connu à une certaine époque, il s’agit d'en conclure le mouvement qui s’observera dans le même système à une époque quelconque, par exemple, au bout du temps £, les fonctions arbitraires seront celles qui représenteront au premier instant les déplacements moléculaires et leurs dérivées prises par rapport au temps, ou les vitesses des molécules. Si, au contraire, le mouvement étant supposé connu à une époque quelconque dans une portion du système, il s’agit d'en conclure le mouvement transmis à une autre portion séparée de la première par une surface plane ou courbe, par exemple par le plan des >, 3, les fonctions arbitraires représenteront les déplacements des molécules situées dans ce plan, c’est-à-dire les déplacements moléculaires correspondant à une valeur nulle de l’abscisse +, et les dérivées de ces déplacements relatives à +, ou plutôt les valeurs que prennent ces dérivées pour une valeur nulle de æ. Ce n’est pas tout : on peut concevoir, dans la première hypothèse, que l’ébranlement initial reste circonscrit dans une certaine portion de l’espace, ou, en d’autres termes, que les déplacements et les vitesses des molécules s’évanouissent au premier instant pour tous les points de l’espace situés hors d'une certaine enveloppe. Pareillement on peut concevoir, dans la seconde hypothèse, que le mouvement propagé à une époque quelconque d’un certain côté du plan de y, z, par exemple du côté des æ négatives, traverse seulement une portion de ce plan renfermée dans un certain contour et se trouve intercepté dans ce même plan en
chacun des points situés hors de ce même contour. Ces restrictions étant admises, chaque fonction arbitraire sera une fonction discontinue des coordonnées qu’elle renferme, et cette fonction discontinue, qui s’évanouira pour tous les points situés dans l’espace hors d’une certaine enveloppe, ou dans le plan de y, z hors d’un certain contour, pourra être représentée par une somme d’exponentielles qui prendra la forme d’une intégrale définie sextuple ou quadruple. D'ailleurs. dans la seconde hypothèse, comme dans la première, les méthodes que nous avons données pour l'intégration des systèmes d'équations aux dérivées partielles pourront être immédiatement appliquées à la recherche des valeurs générales des inconnues. Mais l'interprétation des formules à l’aide desquelles ces valeurs générales seront exprimées peut offrir, dans la seconde hypothèse, de sérieuses difficultés que nous allons éclaireir, et dont la solution nous paraît devoir contribuer notablement aux progrès de la Physique mathématique.
En vertu du théorème de Fourier et d’autres théorèmes analogues que j'ai donnés dans les £xercices, toute fonction continue, ou même discontinue, peut être représentée par la somme d’un nombre fini ou infini d’exponentielles réelles ou imaginaires. Par suite, comme je lai déjà remarqué dans mes précédents Mémoires, tout mouvement infiniment petit qui se propage à travers un système de molécules peut être considéré comme résultant de la superposition d’un nombre fini ou infini de mouvements simples. D'ailleurs un mouvement simple peut être durable et persistant, ou s’affaiblir et s’éteindre avec le temps, ou croître indéfiniment, tandis que le temps augmente. Pareillement un mouvement simple peut se propager dans l’espace sans s’affaiblir, ou bien il peut croitre ou décroître, suivant que l’on s'éloigne, dans un sens ou dans un autre, d’une surface donnée, par exemple du plan des y, :. Enfin, dans un mouvement simple qui ne s’affaiblit pas en se propageant à travers l’espace, les ondes planes peuvent marcher dans un sens où dans un autre, par exemple dans le sens des æ positives ou dans le sens des x négatives. Cela posé, considérons d’abord, dans un système de molécules, le mouvement produit au bout du
temps £ par un ébranlement initial et infiniment petit, qui ne s'étendait pas au delà d’une certaine enveloppe. Pour que ce mouvement, en se propageant dans l’espace, reste toujours infiniment petit, il sera nécessaire qu'il ne croisse indéfiniment, ni avec le temps, n1 avec la distance; par conséquent, il sera nécessaire que, dans les exposants des exponentielles dont la somme représentera la valeur générale de chaque inconnue, le coefficient du temps ou d’une longueur absolue n'offre jamais de partie réelle positive. Cette condition se trouve généralement remplie pour les intégrales qui représentent le mouvement produit, dans un système de molécules, par un ébranlement initial imprimé au système dans le voisinage d’un point donné ; et, par suite, ces intégrales fournissent effectivement, comme on devait s’y attendre, les valeurs générales des déplacements et des vitesses moléculaires, au bout d’un temps quelconque. Mais, si l’on suppose qu'un mouvement infiniment petit, propagé dans la portion de Fespace qui est située, par rapport au plan des y, z, du côté des æ négatives, doive être sans cesse transmis à la portion de l’espace située du côté des x positives, à travers une surface, ou, si l’on veut, à travers une ouverture terminée, dans ce plan, par un certain contour, en sorte que le mouvement se trouve intercepté par le plan en chacun des points situés au dehors du même contour, alors on obtiendra souvent, pour représenter les valeurs générales des inconnues, des formules qui sembleront paradoxales au premier abord. En effet, les valeurs des inconnues étant réduites à des sommes d’exponentielles, il arrivera souvent que, dans les exposants de quelques exponentielles, les coefficients des distances absolues offriront des parties réelles positives. Donc, alors, quelquesuns des mouvements simples dont les exponentielles seront les symboles caractéristiques sembleront devoir devenir de plus en plus sensibles et croître indéfiniment aux yeux d’un observateur qui s’éloignerait indéfiniment du plan des y, z, du côté des æ positives. Il y à plus : parmi les mouvements simples correspondants aux mêmes exponentielles, ceux qui se propageront sans s’affaiblir offriront souvent cette circonstance remarquable que Les uns sembleront devoir se pro-
pager dans le sens des x positives, les autres en sens contraire. Cependant il paraît absurde de supposer qu’un mouvement infiniment petit, propagé dans un système de molécules du côté des x négatives, fasse naître du côté des æ positives des mouvements simples qui croissent indéfiniment avec la distance au plan des y, z, ou des mouvements simples dans lesquels les ondes planes soient ramenées vers ce plan. Pour faire disparaître ces paradoxes, il suffit de considérer les valeurs des déplacements moléculaires données par l'intégration comme composées chacune de deux parties, et d'admettre que la première partie représente le déplacement d’une molécule dans un mouvement infiniment petit, qui se transmet et se propage du côté des æ positives, mais que la seconde partie, prise en signe contraire, représente le déplacement d’une molécule dans un mouvement réfléchi, c’est-à-dire dans un mouvement qui se propage du côté des x négatives, en se superposant au mouvement donné. Alors, pour obtenir le mouvement transmis, on doit superposer les uns aux autres ceux des mouvements simples et relatifs aux diverses exponentielles qui se propagent dans le sens des æ positives, ou s’affaiblissent et s’éteignent quand on s'éloigne dans le même sens du plan des y, 3. Au contraire, pour obtenir le mouvement réfléchi, on doit superposer les uns aux autres des mouvements directement opposés aux mouvements simples qui se propagent dans le sens des + négatives, ou s’affaiblissent et s’éteignent quand on s'éloigne dans ce même sens du plan des y, z. En opérant ainsi, on verra toutes les difficultés s’évanouir. On pourrait objecter, il est vrai, que l'intégration effectuée semblait avoir pour but la recherche unique des déplacements et des vitesses des molécules situées, par rapport au plan des y, z, du côté des æ négatives; mais l'Analyse, en nous conduisant à des formules qui sont inadmissibles quand on se borne à tenir compte du mouvement transmis, prouve qu’en ayant égard à ce seul mouvement on ne peut résoudre la question proposée. D'ailleurs, pour interpréter avec justesse les intégrales obtenues, 1l est nécessaire de revenir sur ses pas et d’examiner, d'une part, quelles sont les données que l’on a introduites
dans le calcul; d'autre part, quelles sont les quantités dont l’'intégration peut fournir la valeur. Or ici les données du problème sont évi-
demment les déplacements et les vitesses des molécules dans le plan des y, 3, ou plutôt dans une tranche infiniment mince comprise entre le plan des y, 3 et un plan parallèle infiniment voisin. Ces déplacements et ces vitesses sont tout ce que l'intégration emprunte aux faits énoncés. Supposées connues à une époque quelconque, elles sont considérées comme l’origine et la cause permanente des mouvements qui se propagent hors de la tranche dont il s’agit, et les inconnues du problème sont précisément les déplacements et les vitesses des molécules situées hors de cette même tranche. Du reste, il suffit que les valeurs générales des inconnues aient la double propriété de vérifier les équations différentielles des mouvements infiniment petits et de se réduire, dans l'épaisseur de la tranche, aux valeurs données. I] importe peu que les nouveaux mouvements simples, dont la naissance permettra de remplir cette double condition, soient des mouvements transmis ou des mouvements réfléchis. D'ailleurs, comme l'expérience prouve que des mouvements peuvent être réfléchis, et se réfléchissent en effet dans certaines circonstances, il est clair que rien ne s'oppose à ce qu'on admette comme véritable l'interprétation à laquelle nous venons de parvenir; c’est même, à ce qu'il semble, une chose digne d'être remarquée, que l’examen approfondi des formules données par l'Analyse nous ait nécessairement conduits à la notion de mouvements réfléchis.
Les principes que nous venons d'exposer nous paraissent applicables à la recherche des lois suivant lesquelles un rayon de lumière, propagé dans un milieu transparent, surtout dans l’éther isolé, du côté des æ négatives, est transmis à la portion de ce milieu située du côté des æ positives, à travers une ouverture pratiquée dans un écran très mince dont une surface coincide avec le plan des y, z. Ce dernier problème est précisément celui des ombres et de la diffraction. I diffère très peu du problème que nous venons de résoudre. La principale différence entre l’un et l'autre consiste en ce que, dans la ques-
tion ci-dessus traitée, on n’a point spécifié la cause en vertu de laquelle le mouvement se trouvait en partie intercepté par la tranche infiniment mince dont une surface coïncide avec le plan des y, z, et que l’on a raisonné, au contraire, comme si cette tranche pouvait acquérir le pouvoir d'intercepter le mouvement sans cesser d’être formée avec les molécules qui composent le milieu donné. On pourrait donc craindre qu'il ne füt nécessaire de faire intervenir la nature même de l'écran dans la solution du problème des ombres et de la diffraction; et, dans la réalité, pour résoudre le problème avec une rigueur mathématique, il conviendrait non seulement de spécifier la substance dont se forme l'écran, mais encore de calculer l'extinction des rayons lumineux opérée par cette substance. Toutefois, comme l'expérience prouve que la nature de l'écran n’a pas d'influence sur la nature des phénomènes observés et sur les lois de la diffraction, il parait que, dans la recherche de ces lois, on peut sans inconvénient se borner à développer les conséquences des formules auxquelles on arrive par la méthode ci-dessus exposée.
Nous avons maintenant à signaler une conclusion extraordinaire à laquelle nous conduisent les principes que nous venons d'établir. Cette conclusion est que, si la lumière passe à travers une ouverture pratiquée dans un écran, cette circonstance fera naître généralement deux espèces de rayons diffractés, les uns transmis, les autres réfléchis. Remarquons d’ailleurs qu’il s’agit en ce moment, non pas de rayons réfléchis par la portion de l'écran qui avoisine louverture, mais de rayons réfléchis, si je puis le dire, par cette ouverture même. Si jusqu'ici l’on n’a observé que les rayons transmis, cela tient sans doute à ee qu'il est beaucoup plus facile de les apercevoir à côté de l'ombre que porte l'écran. Il serait intéressant d'examiner si, en faisant usage d’un écran très noir et qui absorberait, autant que possible, tous les rayons incidents, on ne parviendrait pas à rendre sensibles les nouveaux rayons réfléchis et diffractés.
Au reste, dans certains cas particuliers et sous certaines conditions, les rayons réfléchis peuvent disparaître. Les formules que nous avons
EXTRAIT N° 189. | 177 rappelées dans la séance précédente résolvent le problème des ombres et de la diffraction de la lumière propagée à travers un milieu transparent et isophane, dans le cas où ces conditions se trouvent remplies et où d’ailleurs la vitesse de propagation des vibrations transversales devient équivalente à la vitesse de propagation des vibrations longitudinales, ce qui réduit les trois équations différentielles des mouvements infiniment petits à des équations dans lesquelles les trois - inconnues se trouvent séparées l’une de l'autre.
La méthode dont je viens de me servir pour traiter le problème des ombres et de la diffraction n’est pas la seule qui fournisse la solution de ce problème. Cette solution peut encore se déduire des principes que j'ai développés dans mes précédents Mémoires, et spécialement dans le Mémoire du 12 septembre dernier. Il ne sera pas inutile de montrer ici en peu de mots comment l'application de ces principes au problème qui nous occupe confirme et généralise même les résultats ci-dessus énoncés.
Dans le Mémoire du 12 septembre dernier, j'ai particulièrement examiné ce qui arrive lorsqu'un rayon simple est transmis, d’un premier milieu à un second, à travers une surface plane, et j'ai trouvé six équations de condition relatives à la surface. Ces équations sont celles qui expriment que les déplacements d’une molécule, mesurés parallèlement aux axes coordonnés, et les dérivées de ces déplace: ments prises par rapport à æ, acquièrent les mêmes valeurs sur la surface prise pour plan des y, 3, soit que l’on considère la molécule ‘comme appartenant au premier ou au second milieu. J'ai remarqué d'ailleurs que, si un rayon simple se propage dans le premier des deux milieux, et tombe sur la surface plane, la réflexion et la réfraction feront naître, dans chaque milieu, non seulement les deux rayons qui peuvent être perçus par l'œil, savoir, ceux dans lesquels les vibrations moléculaires sont transversales ou sensiblement transversales, mais encore un troisième rayon dans lequel les vibrations moléculaires seraient longitudinales s’il se propageait sans s’affaiblir. On aura donc à déterminer les symboles caractéristiques et les paramètres
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symboliques de trois rayons réfléchis et de trois rayons réfractés. Or, comme nous l’avons dit, pour que les conditions relatives à la surface réfléchissante puissent être vérifiées, il sera d’abord nécessaire que les symboles caractéristiques des six rayons réfléchis et réfractés deviennent égaux, sur la surface, au symbole caractéristique du rayon incident; et, cette égalité étant admise, non seulement les directions des plans des ondes et des vibrations moléculaires seront connues dans les six nouveaux rayons, mais, de plus, les six équations de condition suffiront pour déterminer les seules inconnues que présentera encore le problème, savoir, les six paramètres symboliques correspondants aux trois rayons réfléchis et aux trois rayons réfractés.
Dans le Mémoire que je viens de rappeler, la surface plane, traversée par les rayons lumineux, avait une étendue indéfinie. Considérons maintenant le cas où cette surface ne se laisserait traverser par la lumière que dans les points situés entre deux droites parallèles, et jouerait le rôle d’un écran pour tous les points situés hors de ces mêmes droites. La portion de surface plane comprise entre les deux droites pourra être envisagée comme une fente pratiquée dans un écran, et à travers laquelle la lumière serait transmise. Le problème à résoudre sera de trouver les lois suivant lesquelles s'effectue cette transmission. Or, pour obtenir la solution désirée, il suflira de recourir aux six équations de condition ci-dessus mentionnées et de représenter, dans le rayon incident, les déplacements des molécules situées sur la surface de l'écran, et les dérivées de ces déplacements prises par rapport à æ, à l’aide d’intégrales définies doubles qui aient la propriété de s’évanouir hors des limites correspondantes aux deux bords de la fente. D'ailleurs la réflexion et la réfraction, produites par la surface de séparation des deux milieux, feront naître, comme dans le cas où cette surface était illimitée, trois rayons réfléchis et trois rayons réfractés. Si les milieux sont transparents, deux des trois rayons pourront être perçus par l'œil dans chaque milieu, et ces deux rayons se réuniront en un seul dans les milieux isophanes. Quant au troisième rayon, il s'éteindra toujours à une petite distance de la surface réflé-
chissante. Ajoutons que, dans chacun des six nouveaux rayons, les déplacements symboliques des molécules pourront être exprimés chacun à l’aide d’une intégrale définie double. Lorsque la fente deviendra infiniment grande, les six intégrales correspondantes aux six rayons se réduiront, comme on devait s’y attendre, à six exponentielles qui représenteront les symboles caractéristiques de ces rayons; et chaque onde plane aura une étendue illimitée, soit dans le premier, soit dans le second milieu. Mais il n’en sera plus de même si la fente devient très étroite; et, dans ce dernier cas, chacun des rayons qui se propagera sans s’affaiblir se transformera en un filet de lumière dont la nature se déduira de la discussion de l'intégrale correspondante. Cette discussion deviendra facile si l’on applique à la détermination approximative de chaque intégrale les formules que j'ai données dans la séance précédente. Or, les six intégrales étant de même nature, on pourra en dire autant des six rayons, et chacun d'eux sera du genre de ceux que l’on nomme rayons diffractés. Donc, lorsqu'une fente, pratiquée dans un écran très mince qui couvre la surface de séparation de deux milieux, permet à un filet de lumière de rencontrer cette surface, les rayons réfléchis par la surface sont diffractés, aussi bien que les rayons transmis.
Considérons maintenant le cas particulier où, les deux milieux étant transparents et Isophanes, la nature du second milieu devient identique avec celle du premier. Alors, dans chaque milieu, les deux rayons qui se propagent sans s’affaiblir se réuniront en un seul. Mais cette circonstance n’entrainera nullement la disparition des rayons réfléchis, dont au contraire on sera obligé de tenir compte pour vérifier les six équations de condition relatives à la surface de l'écran. Nous voici donc amenés de nouveau à la conclusion singulière à laquelle nous avions été conduits par un examen attentif des intégrales générales qui représentent un mouvement transmis et propagé dans un seul milieu à travers une portion de surface plane. Ainsi les deux méthodes que nous avons suivies nous indiquent l’une et l’autre un nouveau phénomène qui parait propre à éveiller l'attention des
physiciens, et la seconde méthode a l'avantage de montrer comment ce nouveau phénomène se lie aux phénomènes déjà connus.
THÉORIE DE LA LUMIÈRE. — Mémoire sur les rayons diffractés qui peuvent étre transmus ou réfléchis par la surface de séparation de deux milieux
isophanes.
C.R., T. XV, p. 712 (10 octobre
En supposant que la lumière passe d’un milieu dans un autre, à travers une portion de la surface qui les sépare, et cherchant à déduire de l’analvse les phénomènes correspondants à cette hypothèse, je suis arrivé à cette conclusion qu'alors les rayons réfléchis doivent être diffractés tout comme les rayons transmis. D'ailleurs cette conclusion de mon dernier Mémoire ne doit pas être considérée seulement comme un résultat du calcul; car, en l’entendant énoncer dans la séance précédente, M. Arago s’est rappelé une expérience qu'il avait faite autrefois avec Fresnel, et dans laquelle ils avaient observé des franges qui accompagnaient des rayons réfléchis par des sillons arbitrairement tracés sur la surface d’un verre noirci par la fumée. Il y a donc lieu de rechercher les lois de la diffraction, non seulement dans les rayons transmis, mais encore dans les rayons réfléchis par la surface de séparation de deux milieux transparents. Tel est l'objet dont je m'occupe dans ce nouveau Mémoire, en supposant, pour plus de simplicité, que les deux milieux donnés sont isophanes. Je demanderai à l'Académie la permission d'exposer en peu de mots quelques-unes des principales conséquences des formules auxquelles je suis parvenu.
Supposons qu'un rayon de lumière passe d’un milieu transparent et isophane dans un autre milieu isophane, séparé du premier par une surface plane qui sera prise pour plan des y, z; supposons encore que ce plan intercepte généralement la lumière et ne se laisse traverser
par elle que dans les points situés en dedans d'un certain contour très resserré, ce qui aurait lieu, par exemple, si la surface de séparation des deux milieux était recouverte par un écran très noir dans lequel une très petite ouverture serait pratiquée. Si le rayon incident est simple, le rayon réfléchi, qui se propagera dans le premier mikeu, cessera d'être un rayon simple, tout comme Île rayon transmis au second milieu. Ces deux rayons, dont chacun résultera de la superposition d’une infinité de rayons simples, seront, l'un et l’autre, de la nature de ceux que l’on nomme rayons diffractés. Chacun d’eux offrira un filet de lumière très étroit, et l'intensité de la lumière, mesurée dans un plan perpendiculaire à l’axe du filet, s’évanouira sensiblement à une distance sensible de cet axe. Il y a plus : cette intensité variera sur les bords du filet de manière à présenter divers maxima et minima. Enfin, comme ces maxima et minima répondront à des points diversement situés pour des couleurs diverses, il en résulte que, si le rayon incident est un rayon formé par la superposition de plusieurs autres inégalement réfrangibles, s’il est, par exemple, un rayon blanc de lumière ordinaire, chacun des deux rayons réfléchi et réfracté offrira sur ses bords des franges colorées. Les couleurs des franges se réduiraient à une seule si le rayon incident était un rayon homogene. D'ailleurs la position des franges dans un rayon homogène, et, par suite, dans un rayon composé, se déduira immédiatement, avec une grande approximation, des règles très simples que nous allons indiquer.
Considérons d’abord le cas où le rayon incident est perpendiculaire à la surface réfléchissante, et supposons que ce rayon, étant simple, émane d’un foyer de lumière placé à une distance très considérable de la surface; enfin supposons ce rayon transmis au second milieu à travers une fente très étroite, dont les bords soient parallèles à l'axe des z. Si l’on mesure l'intensité de la lumière transmise dans un plan perpendiculaire à cet axe et à une distance donnée de la surface, cette intensité présentera divers maxima et minima correspondants à divers points, et chacun de ces points, quand on fera varier la distance à la
surface, se mouvra, comme l’a dit Fresnel, sur une hyperbole sensiblement réduite, dans le cas présent, à une parabole. D'ailleurs cette parabole aura pour axe, comme l’on sait, la direction du rayon transmis, et pour sommet le bord de la fente. Mais ce qui n’avait pas encore été remarqué, ce me semble, et ce qui résulte immédiatement de mes formules, c’est que es paramètres des diverses paraboles correspondantes aux diverses franges se réduisent, à très peu près, aux divers termes d'une progression arithmétique dont la raison est la longueur d'une ondulation lumineuse, le premier terme étant les trois quarts de cette longueur méme. Calculées d’après cette règle, les racines carrées des rapports existants entre les paramètres doublés et la longueur d’une ondulation seront respectivement, pour les paraboles correspondantes aux maxima d’intensité de la lumière :
Vi,D =—=14,22, V5,5 —2,3452, Vo,> —3,0822, V13,5 = 3,6742, V:7,5 =.4,1088, V21,9 — 4,6368, V25,5 = 5,0948, ds
et pour les paraboles correspondantes aux minima d'intensité de la lumière :
PORN POLE V7,5 =32,7386, Var,5 83912, V19,5 — 3,9370, V19,5.—4,4159, V23,5 —4,8477, V27,5 — 5,244,
À la place des nombres que nous venons d’obtenir, Fresnel a trouvé les suivants :
qui différent très peu des premiers, et qu’il a déterminés par un assez long calcul, en formant une Table avec diverses valeurs d’une certaine intégrale définie. Quant à l'amplitude des vibrations moléculaires, si on la représente par l'unité au moment où le rayon transmis commence à pénétrer dans le second milieu, elle se trouvera augmentée ou diminue,
sur chaque parabole, d’une quantité sensiblement égale au nombre inverse
de celui qu exprime la circonférence du cercle dont le rayon aurait pour mesure la racine carrée du rapport entre le paramètre de la parabole et la longueur d'une ondulation.
Les règles que nous venons d’énoncer ne sont pas seulement applicables aux rayons transmis : le calcul prouve qu’elles s'appliquent pareillement aux rayons réfléchis et diffractés. Il prouve aussi qu'à une distance infiniment petite de la surface réfléchissante l'intensité de la lumière, dans les rayons transmis et réfléchis, est sensiblement celle que l’on obtiendrait si, l'écran venant à disparaitre, il n'y avait pas de diffraction. Il prouve enfin que, si le rayon incident est polarisé rectilignement suivant un certain plan, les rayons diffractés, transmis ou réfléchis, seront polarisés suivant ce même plan.
Lorsque la nature du second milieu devient identique avec celle du premier, alors, près de la surface réfléchissante, l'intensité de la lumière transmise se confond avec l'intensité de la lumière incidente, et le rayon réfléchi subsiste encore, avec cette circonstance remarquable que les diverses paraboles correspondent, non pas à des intensités diverses de la lumière réfléchie, mais seulement à des changements de phases. Toutefois, comme l'intensité de la lumière réfléchie est alors de l’ordre des termes que l’on négligeait dans le cas où les deux milieux étaient de nature différente; comme d’ailleurs ces termes peuvent être effectivement négligés, si la vitesse de propagation des vibrations transversales n’est pas très petite par rapport à la vitesse de propagation des vibrations longitudinales, il en résulte que, hors ce dernier cas, les rayons réfléchis et diffractés (‘) sous l'incidence perpendiculaire seront du nombre de ceux qu'il sera très difficile d'apercevoir.
Jusqu'à présent nous avons supposé que le rayon incident était normal à la surface réfléchissante. Supposons maintenant qu'il s'incline sur cette surface et forme avec la perpendiculaire à la surface
(1) Si les rayons dont il s'agit ici pouvaient être facilement rendus sensibles dans un milieu donné, ce serait une preuve que, dans ce milieu, le rapport entre les vitesses de propagation des vibrations transversales et longitudinales est très petit.
un angle très petit. Alors, dans chaque parabole, la corde ou section rectiligne faite par un plan parallèle à la surface décroitra proportionnellement au cosinus de l'angle d'incidence, et en même temps le milieu de cette corde, primitivement situé sur la direction naturelle du rayon réfracté, suivra ce rayon, tandis qu'il s’inclinera par rapport à la surface réfléchissante. Par suite, chaque parabole se transformera en une autre parabole qui sera encore tangente à la surface réfléchissante, et qui aura pour axe une droite parallèle à la direction naturelle du rayon réfracté.
J'ai indiqué les conséquences auxquelles conduisent mes formules dans le cas où, les deux milieux étant isophanes, le rayon incident est perpendiculaire à la surface réfléchissante ou tombe sur elle de manière que l'angle d'incidence soit peu considérable. Dans d’autres articles j’examinerai ce qui arrive lorsque l’un des milieux cesse d’être isophane ou lorsque l'angle d'incidence devient quelconque, et en particulier ee que deviennent sous une grande incidence les rayons réfléchis et diffractés.
PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Mémoire sur de nouveaux phénomenes, indiqués par le calcul, qui paraissent devoir intéresser les physiciens, et en par-
ticulier sur la diffraction du son.
C. R., T. XV, p. 559 (17 octobre
Dans les séances précédentes, j'ai dit comment j'avais appliqué l’Analyse mathématique à la recherche des lois suivant lesquelles un rayon de lumière se propage, en passant d’un milieu dans un autre, à travers une portion de surface plane. Une première conclusion, déduite de mes formules et dont l'exactitude se trouve déjà constatée, comme on l’a vu, par une ancienne expérience de MM. Arago et Fresnel, c’est que les rayons réfléchis sont diffractés tout comme les rayons trans-
mis. Une autre conclusion digne de remarque, c’est que, dans un rayon simple, transmis ou réfléchi suivant une direction perpendiculaire à la surface de séparation des deux milieux, les paramètres des diverses paraboles, correspondantes aux points où l'intensité de la lumière devient un maximum ou un minimum, forment à très peu près une progression arithmétique dont la raison ou différence est la longueur d’une ondulation lumineuse. On a pu remarquer encore la règle qui fait connaître les transformations subies par ces diverses paraboles dans le cas où le rayon lumineux vient à s’incliner sur la surface à travers laquelle il est transmis. Mais, aux règles et aux propositions énoncées dans mes précédents Mémoires, j'ajouterai aujourd'hui une remarque nouvelle, qui me paraît devoir éveiller particulièrement l'attention des physiciens : c’est que l’analyse dont j'ai fait usage ne s'applique pas seulement à la théorie des ombres et de la diffraction des rayons lumineux; elle s’applique généralement à la propagation des mouvements infiniment petits transmis d’un milieu dans un autre à travers une portion de surface plane, et prouve que les lois générales de cette transmission doivent rester les mêmes, quelle que soit la nature des phénomènes que les mouvements produisent. Ainsi, par exemple, il résulte de notre analyse que les ondes sonores doivent être, tout comme les ondes lumineuses, non seulement réflèchies, mais encore réfractées, quand elles viennent à rencontrer la surface de séparation de deux milieux. Il y a plus : si le son est transmis à travers une ouverture pratiquée dans une cloison très mince qui sépare l’une de l’autre deux portions d’un même milieu, les ondes sonores transmises devront être des ondes diffractées, dans lesquelles l'intensité du son, mesurée à une distance donnée de la surface de la cloison, offrira des maxima et des minima correspondants à divers points de l’espace. Si les ondes sonores qui rencontrent la eloison émanent d’une source placée à une très grande distance, et si d’ailleurs l'ouverture qui leur livre passage se réduit à une fente verticale, alors, dans chaque plan horizontal, les points correspondants aux plus grandes et aux moindres intensités du son se trouveront situés, à très
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peu près, sur diverses paraboles dont les paramètres formeront une progression arithmétique qui aura pour raison l'épaisseur d’une onde sonore. À la vérité, ces conséquences de notre analyse doivent paraitre au premier abord d’autant plus extraordinaires, qu’une différence bien marquée semble exister entre les phénomènes que produit d’une part la transmission de la lumière à travers les fentes d’un volet, d’autre part la transmission du son à travers une ouverture pratiquée dans une cloison ou dans une muraille. En effet, sans qu’il soit nécessaire de recourir à des expériences délicates, l’observateur le moins exercé reconnaitra sans peine que derrière une cloison, et tout près de cette cloison même, les sons peuvent être perçus par l'oreille à des distances considérables de l’ouverture par laquelle ils sont transmis, tandis qu’un rayon de lumière passant à travers une fente devient insensible pour l'œil à une petite distance de l’axe de ce rayon. Toutefois l'accord qui a subsisté jusqu'ici entre les résultats de lobservation et les conclusions tirées de mes formules me donne la ferme confiance que cette fois encore l'expérience viendra confirmer les prévisions de la théorie. Déjà même l'Analyse explique la différence capitale que je signalais tout à l'heure entre les phénomènes produits par la transmission de la lumière et celle des sons à travers une petite ouverture. Cette différence cessera de nous étonner si nous comparons les épaisseurs des ondes sonores aux épaisseurs des ondes lumineuses. En effet, tandis que l'épaisseur d’une onde lumineuse varie entre des limites très resserrées, sensiblement représentées, pour les rayons que l'œil aperçoit, par le tiers et par les deux tiers de la millième partie d'un millimètre, l'épaisseur d’une onde sonore, pour les sons perçus par l'oreille, ne s’abaisse jamais au-dessous de deux centimètres, et peut s'élever à plusieurs mètres. Par suite, chacune des paraboles qui correspondront aux plus grandes et aux moindres intensités de la lumière, dans un rayon diffracté, offrira un très petit paramètre et s'écartera très peu de l’axe de ce rayon. Mais on ne pourra plus en dire autant des paraboles qui, dans les ondes sonores et diffractées, correspondront aux plus grandes et aux moindres intensités du son.
Ces dernières paraboles, qui seront encore tangentes à la surface de la cloison, à travers laquelle le mouvement est transmis par une fente, offriront au contraire des paramètres sensibles, qui pourront s'élever à plusieurs mètres; et en conséquence le son pourra s'entendre derrière la cloison, et assez près de cette cloison même, à de grandes distances de la fente. Il est toutefois une observation essentielle que nous devons faire : c’est que, si divers sons, les uns plus graves, les autres plus aigus, mais d’égale intensité, sont transmis successivement ou simultanément à travers une même ouverture pratiquée dans une cloison, les sons aigus seront ceux qui s’éteindront le plus rapidement à mesure que l’on s’éloignera de l'ouverture dans un plan parallèle à la surface de la cloison. Il pourra même y avoir à cet égard entre les divers sons une différence très marquée; car, si l’on prend pour mesure de l'intensité du son le carré de l’amplitude des vibrations moléculaires, cette intensité, mesurée dans les ondes diffractées et dans un plan parallèle à la cloison à de très grandes distances de l’ouverture, sera sensiblement proportionnelle à l’épaisseur de ces mêmes ondes.
En terminant cet exposé, je ferai une dernière remarque. M. Coriolis, à qui je communiquais les résultats de mes recherches, vient de m’apprendre à l'instant même que des expériences faites en sa présence par M. Savart, dans le grand amphithéâtre du Collège de France, avaient constaté l’existence de variations périodiques dans l'intensité du son, tandis que l’on passait d’un point de la salle à un autre. Ces expériences confirment évidemment mes calculs, en vertu desquels, dans la théorie du son comme dans la théorie de la lumière, le phénomène de la diffraction peut être observé, soit dans les mouvements transmis, soit dans les mouvements réfléchis.
Post-scriptum. — Après avoir entendu l'exposé qu'on vient de lire, M. Arago a cité une expérience que M. Young lui avait communiquée, mais qui n’a été publiée nulle part, et qui confirme les conclusions ci-dessus énoncées.
ANALYSE
Formules générales pour la réflexion, la réfraction et la diffraction des mouvements infiniment petits, propagés dans un ou plusieurs systèmes de molécules.
Comme nous l’avons dit ailleurs, lorsque des mouvements infiniment petits sont propagés dans un ou plusieurs systèmes homogènes de molécules sollicitées par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle, les équations différentielles de ces mouvements infiniment petits sont des équations linéaires. IT y a plus : si, comme il arrive ordinairement, les coefficients des dérivées de chaque inconnue dans ces équations différentielles sont des fonctions périodiques des coordonnées, alors, dans la recherche des lois suivant lesquelles les mouvements infiniment petits se propagent à de grandes distances, on pourra, en vertu des principes établis dans un précédent Mémoire, remplacer chaque coefficient par sa valeur moyenne, et réduire en conséquence les diverses équations données à des équations aux dérivées partielles et à coefficients constants. Enfin tout mouvement infiniment petit pouvant être censé résulter de la superposition d’un nombre fini ou infini des mouvements simples, nous pourrons nous borner ici à rechercher les lois de la réflexion, de la réfraction et de la diffraction des mouvements simples, propagés dans un ou plusieurs systèmes de molécules.
Cela posé, considérons des molécules d’une nature donnée, par exemple, des molécules d’éther renfermées dans deux milieux que sépare le plan des y, 3. Soient nt une de ces molécules, et &, n, Ü ses déplacements infiniment petits, mesurés parallèlement aux axes rectangulaires des +, y, 3. Les mouvements infiniment petits de l’éther et des autres systèmes de molécules qui pourront être renfermés avec l'éther dans les deux milieux se trouveront représentés par des équations aux dérivées partielles et à coefficients constants, entre les déplacements £, n, € de la molécule w, et les déplacements correspondants des molécules de chaque espèce, les variables indépendantes
étant les coordonnées +, y, 3 et le temps #. Ces équations seront, dans chaque milieu, en nombre égal à celui des inconnues, c’est-à-dire que le nombre des équations sera triple du nombre des systèmes de molécules; et, si l’on élimine toutes les inconnues, à l'exception d’une seule, on obtiendra, entre cette inconnue 2 et les variables indépendantes æ, y, 3, {, une équation résultante
que nous nommons l'équation caractéristique. D'ailleurs les valeurs des coefficients que renfermeront les équations des mouvements infiniment petits, par conséquent la forme de ces équations et celle de l’équation caractéristique, pourront varier dans le passage du premier milieu au second. Enfin, si l’on nomme déplacements symboliques, et si l’on représente par 2
É nptlé ae des variables imaginaires, dont les déplacements effectifs
DENIS ces
soient les parties réelles, on pourra, dans les équations aux dérivées partielles des mouvements infiniment petits, et dans l'équation caractéristique, remplacer Ë, n, €, ..., 8 par &, n, €, ..., #. On aura donc
(2) . FOD,, D,, D., D)8— 0.
Ajoutons qu'un mouvement simple, propagé dans les divers systèmes de molécules, se trouvera représenté par des équations finies, dont chacune sera de la forme
(3) ÿ — H COETENERIE
u, #, #, 8, H désignant des constantes réelles ou imaginaires, dont les quatre premières vérifieront la formule
(4) Fu, v, w,s)—0,
tandis que le paramètre symbolique H, relatif à l’inconnue #, et les paramètres analogues relatifs aux autres inconnues se trouveront liés entre eux par des équations linéaires, que l’on obtiendra en remplaçant,
dans les équations différentielles des mouvements infiniment petits, chaque inconnue par le paramètre correspondant, et æ, y, z, { par u, v, æ, s. En vertu de ces équations linéaires, les rapports entre les divers paramètres symboliques deviendront des fonctions connues de
HS 4,
L'exponentielle népérienne
UX+VY+W2+St e Y
dont l’exposant se réduit à une fonction linéaire des quatre variables indépendantes, est ce que nous appelons le symbole caractéristique du mouvement simple propagé à travers les divers systèmes de molécules. Pour que ce mouvement simple ne puisse ni croître n1 décroitre en se propageant, il est nécessaire que les coefficients
RE HR : RUE | n'offrent pas de parties réelles, ce qui arrivera, par exemple, si l'on a ue men op = vY—1, — WV— 1 S—+sV—1, u, v, W, s désignant des constantes réelles. Alors, si l’on pose
k = Vu?+ v+ w?
et
les quantités T, 1, Q représenteront la durée d'une vibration moléculaire, V'épaisseur des ondes planes et la vitesse de propagation de ces mêmes ondes.
Observons maintenant que chaque équation aux dérivées partielles est du second ordre par rapport au temps. En conséquence, le degré de l'équation (4) par rapport à s° sera égal au double du nombre des inconnues. D'ailleurs, pour chaque valeur de s? tirée de léquation (4), l’équation (3) et les autres équations semblables représenteront un mouvement simple, qui se propagera dans un sens ou dans un autre, suivant le signe attribué à s. Donc le nombre des mouve-
ments simples qui correspondront aux diverses valeurs de s? tirées de l'équation (4), et dont chacun pourra se propager en deux sens opposés, sera généralement égal au double du nombre des systèmes de molécules. |
Concevons à présent qu’un mouvement simple, propagé dans le premier des deux milieux que l’on considère, vienne à rencontrer la surface qui sépare le premier milieu du second, c’est-à-dire le plan des v, 3, et supposons, pour plus de simplicité, que les équations différentielles des mouvements infiniment petits se réduisent pour chaque système de molécules à des équations homogènes, de sorte que chacune de ces équations soit du second ordre, non seulement par rapport au temps, mais aussi par rapport aux coordonnées. Si les épaisseurs des ondes planes sont très grandes par rapport au rayon de la sphère d'activité sensible des molécules de chaque système, le mouvement simple qui tombera par hypothèse sur la surface de séparation des deux milieux, et que nous appellerons pour cette raison zrouvement incident, donnera généralement naissance à des mouvements réflechis et réfractés dont le nombre dans chaque milieu sera égal au nombre des systèmes de molécules. Alors la valeur totale de chaque inconnue 2 sera représentée : 1° dans le premier milieu, par la somme des valeurs de cette inconnue successivement calculées dans le mouvement ineident, puis dans chacun des mouvements réfléchis; 2° dans le second milieu, par la somme des valeurs de la même inconnue successivement calculées dans chacun des mouvements réfractés. Cela posé, pour obtenir les équations de condition relatives à la surface de séparation des deux milieux, il suffira d'écrire que les valeurs totales de 2 et de D,#, correspondantes à une molécule située dans le plan des y, s, restent les mêmes, soit que l’on considère cette molécule comme appartenant au premier ou au second milieu. Si, pour plus de commodité, on désigne par la lettre 2, non plus la valeur totale d’une inconnue, mais sa valeur partielle relative au mouvement incident, et par les notations
c'est-à-dire par la même lettre z affectée d'indices inférieurs ou supérieurs, les valeurs partielles de la même inconnue, successivement calculées dans chacun des mouvements réfléchis ou réfractés, les équations de condition relatives à la surface de séparation des deux milieux, par conséquent à une valeur nulle de +, seront les unes de la forme
(5) BR ir ae et Les autres de la forme (6) Do FD EDE TT DT Der.
Si le mouvement incident est un mouvement simple, et si d’ailleurs ce mouvement se transmet du premier milieu au second à travers la surface entière du plan des y, z indéfiniment prolongée, chacun des mouvements réfléchis et réfractés sera encore un mouvement simple, dont le symbole caractéristique se réduira, pour une valeur nulle de æ, au symbole caractéristique du mouvement incident. Donc alors les valeurs
de 8,,8,,..., 8’, 8”, ... seront de la forme (7) 8, — H,emz+vr+wi+st, 3 a S à ES nu dades ee 26 drande to ss (8) 8 — H'evz+ertwi+st g! — H” eu"T+ef+w2+st, Se
u,u,, ..., u',u”,... désignant de nouveaux coefficients qui représenteront de nouvelles valeurs de w, propres à vérifier l'équation (4), et déterminées par cette équation même en fonction de ?, w, s. Si, pour fixer les idées, on suppose s — s ÿ— +1, s désignant une constante positive; si, d'autre part, on compte les æ positives dans le sens suivant lequel se propage le mouvement incident, en sorte que le demi-axe des æ positives soit renfermé dans le second milieu, on devra, dans les symboles caractéristiques des mouvements réfléchis, prendre pour
Us
celles des racines de l’équation (4) qui offriront des parties réelles positives, ou des parties imaginaires dans lesquelles le coefficient de
V— 1 sera négatif; et l’on devra, au contraire, en passant aux mouvements réfractés, prendre pour w’, uw”, ... celles des racines de l’équation (4), ou plutôt de l'équation analogue, relative au second milieu, qui offriront des racines réelles négatives, ou des parties imaginaires dans lesquelles le coefficient de ÿ— 1 sera positif. Les valeurs de
Mi He us Us 0%
étant choisies comme on vient de le dire, on tirera des formules (5) et (6), jointes aux équations (3), (7) et (8),
(10) Hu+H,u,+H,u,+...=Wu+HW'u"+....
Les équations de la forme (9) ou (10), jointes aux équations linéaires qui, dans chaque mouvement simple, existent, comme on l’a dit plus haut, entre les paramètres symboliques relatifs aux diverses inconnues, suffiront pour déterminer complètement ces paramètres dans les mouvements réfléchis et réfractés quand on les connaîtra dans le mouvement incident. Donc ces diverses équations fourniront les lois de la réflexion et de la réfraction des mouvements simples, par exemple, dans la Théorie de la lumière, les lois de la réflexion et de la réfraction d’un rayon simple passant de l’air ou d’un milieu quelconque dans un cristal doublement réfringent.
Jusqu'ici nous avons supposé que le mouvement incident traversait la surface du plan des y, z indéfiniment prolongée dans tous les sens. Supposons maintenant que le mouvement incident soit, au contraire, transmis au second milieu, à travers une portion de cette surface terminée par un certain contour, et soit intercepté par le plan des y, = en chacun des points situés hors du même contour. Si le contour dont il s’agit est compris, d’une part, entre deux courbes représentées par les équations
2=f(y} s=f(y); d'autre part, entre deux ordonnées représentées par les équations
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alors, en nommant Psio pas ui
quatre variables auxiliaires, en posant d’ailleurs, pour abréger,
v= (pH), æfi(m),
et en désignant par
ce que deviennent les fonctions de ?, æ, s représentées par
ARE NES
quand on y remplace e et æ par 6 ÿ—:et Y V— 1, on pourra exprimer les valeurs de # et de D,2, relatives au mouvement incident et à des molécules situées dans le plan des y, 3, à l’aide d'équations de la forme
: pe ph ph | É (u1} =" { | FA eeb+uv e6b bi + re 48 dy du do (1 sr ter a M de Y
C œ Yi Vi ee I 2 .
(12) Dos; é Ÿ J . Hue’m+wvelstr—B+T(s- vit 6 dy du dy. SET PRE PT À —ev—0Vys VV
Car, en vertu de semblables équations, les valeurs de 2 et de D,2 auront la double propriété de se réduire, pour chacun des points
situés en dedans du contour donné, à celles que l’on tire de l’équation (3) en supposant æ — 0, et de s’évanouir en chacun des points
situés en dehors du même contour. Cela posé, pour obtenir, dans la nouvelle hypothèse, les mouvements réfléchis et réfractés, 11 suffira évidemment de substituer aux équations (7), (8) d’autres équations de la forme
æ ao Y1 Vi — E + 2 nn (13) = [ F Ÿ . Hetr+ep+wv elôty-B+Y(3—V)V1 48 dy du dy, rt ln € Vo
ue I sé re Y1 "1 À PR (14) = nf $ # à H'exx+ep+wv 60 -b+T(s-V1V 168 dy dy dy, nn DR nr OTÉE à : Vo
H, H,,..., H, H”, ... désignant, non plus des constantes déterminées par les équations (9), (10) et par les autres équations linéaires dont nous avons parlé, mais des fonctions de 6, y déterminées par les formules que l’on obtient en remplaçant dans ces équations linéaires les coefficients
pPé. d par les produits &V—1, YV—1,
et les coefficients
par les suivants
MN
Ainsi, en particulier, la formule (10) devra être remplacée par la suivante :
(15) Hu+H,a,+H,o,+...—=H'o+ Ho +..
Si la portion de surface plane qui livre passage au mouvement ineident était comprise entre les deux droites parallèles représentées par les équations
Ar SON dé 4 À
alors, à la place des formules (11), (12), on obtiendrait les suivantes
F3 ù À À = I nd (16) 8— — H e+ws e6ty pb) V1 46 du | 2T ‘ Da RER A et a Yi à [ eng (17) Doux de f Fe Huest+ws 66(y 1 V-1 48 dp., Î de de
et pareillement, à la place des formules (13) et (14), on trouverait celles-ei
| g — a H exz+vu+ws 06(y pu) V-1 46 dr, (18) RE Rs À pasce M à | D Te dant de sd are de à 0 à à b “- Lu J1 —— a NN mu.
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H,, H,,..., H', H”, ... désignant, non plus des constantes, mais des fonctions linéaires de 6, y déterminées par les formules qu’on obtiendrait en remplaçant dans les équations (9), (10), et dans les autres équations linéaires dont nous avons parlé, les coefficients
Hi Mn ss sd
par les coefficients
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Dans d’autres articles, je déduirai des formules ci-dessus établies les lois générales de la réflexion, de la réfraction et de la diffraction
de la lumière et des sons.
PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Note sur les principales différences qui existent
entre les ondes lumineuses et les ondes sonores.
C.R.,T. XV, p. 813 (31 octobre
Si la même analyse s'applique à la théorie des ondes sonores et à la théorie des ondes lumineuses, cela tient à ce que les unes et les autres peuvent être considérées comme produites par des mouvements vibratoires infiniment petits, qui se propagent à travers des systèmes de molécules sollicitées par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle. Ces systèmes de molécules sont, dans la théorie du son, les corps solides, ou liquides, ou gazeux; et dans la théorie de la lumièré, le fluide lumineux souvent désigné sous le nom d’éther. Dans l’une et l'autre théorie, un mouvement infiniment petit quelconque peut toujours être censé résulter de la superposition d’un nombre fini ou infini de mouvements simples, c'est-à-dire de mouvements périodiques et propagés par des ondes planes. Dans l’une et l’autre théorie, la superposition de deux mouvements simples peut, ou rendre les phénomènes
plus sensibles, ou les faire disparaître, soit en partie, soit même en ” totalité, suivant que les impressions reçues par l'œil ou par loreille, en vertu des deux mouvements dont il s’agit, s'ajoutent ou se neutralisent réciproquement. Dans l’une et l’autre théorie, un mouvement simple, en partie intercepté par une surface plane, et transmis d’un milieu dans un autre à travers une portion de cette surface, donne naissance à des phénomènes dignes de lattention des physiciens. Dans les séances précédentes, j'ai particulièrement étudié ces phénomènes, et, par les résultats auxquels je suis parvenu, on à pu juger des avantages que présente l'application de l'Analyse aux questions de Physique mathématique. Car non seulement le calcul m'a fait connaître l'existence de phénomènes nouveaux, tels que la diffraction du son, qui n'avait été annoncée, si je ne me trompe, dans aucun Ouvrage antérieur à mon Mémoire, et qu'aujourd'hui même constatent seulement des observations inédites communiquées par M. Young à M. Arago; mais, de plus, l'Analyse mathématique m'a donné les lois des nouveaux phénomènes comme des phénomènes déjà connus, et en particulier cette loi remarquable que, dans la diffraction des ondes sonores ou lumineuses provenant d’une source située à une très grande distance de l’observateur, les paramètres des diverses paraboles, correspondantes aux plus grandes et aux moindres intensités du son ou de la lumière, forment une progression arithmétique dont la raison est la longueur d’une ondulation sonore ou lumineuse. L'accord des lois que j'ai trouvées par le calcul avec les expériences déjà faites me donne tout lieu d'espérer que ces lois s’accorderont pareillement avec les expériences que l'on n’a point encore tentées, et qui paraissent néanmoins dignes d'intérêt.
J'ai dit en quoi la théorie du son ressemblait à la théorie de la lumière. Parlons maintenant de la différence qui existe.entre les ondes sonores et les ondes lumineuses. J’ai déjà remarqué, dans l’avant-dernière séance, que si, d’une part, un rayon lumineux, transmis d'un milieu dans un autre à travers une ouverture pratiquée dans un écran, se transforme en un filet de lumière; si, d’autre part, les ondes sonores
semblent s'épanouir derrière une cloison dans laquelle se trouve une fente qui leur livre passage : il suffit, pour expliquer ce contraste, de songer que l'épaisseur moyenne des ondes lumineuses se réduit à environ un demi-millième de millimètre, tandis que l'épaisseur des ondes sonores peut s'élever à plusieurs mètres. Mais ce n’est pas seulement par la longueur d’ondulation que les ondes sonores se distinguent des ondes lumineuses. Le caractère le plus saïllant qui distingue les unes dés autres me paraît être la nature même du phénomène, qui devient sensible aux yeux ou à l'oreille de l’observateur. Ce phénomène me parait être, dans la Théorie de la lumière, les vibrations transversales du fluide éthéré, c’est-à-dire les vibrations exécutées par les molécules d’éther perpendiculairement aux directions des rayons lumineux, et, dans la Théorie du son, la condensation ou la dilatation produite en chaque point par les vibrations de l'air ou du fluide élastique dans lequel l'observateur est placé. Cela posé, si deux mouvements simples, par exemple, un mouvement incident et un mouvement réfléchi, se propagent en sens contraire dans le même milieu, chacun de ces deux mouvements, dans la théorie de la lumière, pourra être séparément perçu par l'œil, et l'observateur apercevra seulement, ou le rayon incident, ou le rayon réfléchi, suivant qu'il se tournera dans un sens ou dans un autre. Au contraire, dans la Théorie du son, l’oreille sera sensible à la condensation ou à la dilatation résultante de la superposition (*) des deux mouvements dont il s’agit; et, comme cés deux mouvements pourront se neutraliser constamment en certains points de l’espace, il s'ensuit que, dans la Théorie du son, les ondes sonores pourront, comme le prouve lexpérience, offrir ce qu’on nomme des rzœuds fixes, bien différents des nœuds que présente un rayon simple de lumière, et qui sont toujours des nœuds mobiles. C’est aux nœuds fixes dont je viens de parler que me paraissent se
(1) Quelques auteurs s'étaient déjà occupés des variations que peut produire, dans l'intensité du son, la superposition des ondes sonores. (Voir particulièrement à ce sujet les Mémoires de M. Poisson et de M. de Humboldt, insérés dans les Tomes VII et XII des Annales de Chimie et de Physique, 2° série.)
rapporter les expériences exécutées par M. Savart dans le grand amphithéâtre du Collège de France, et citées par M. Coriolis. En observant les phénomènes produits par la réflexion du son, M. N. Savart a retrouvé des nœuds de la même espèce, qu’il a considérés, avec raison, comme résultant de-l’interférence des ondes incidentes et des ondes réfléchies. Il y a plus : la superposition de plusieurs systèmes d'ondes sonores, en affaiblissant ou réduisant même à zéro l'intensité du son dans certains points de l’espace, l’augmente nécessairement en d’autres points, d'autant plus que le nombre des systèmes d'ondes superposées est plus considérable; et c’est ainsi que le son se trouve renforcé par la présence d’un ou de plusieurs obstacles, dont les surfaces extérieures peuvent le réfléchir. Enfin 1l est important d’observer que, dans la théorie du son telle que nous venons de l’admettre, le calcul s'accorde assez bien avec l'expérience, relativement aux places que doivent occuper les nœuds fixes produits par l'interférence des ondes incidentes et réfléchies. Ces nœuds, comme l’a reconnu M. N. Savart, se trouvent situés à égales distances les uns des autres, la distance du premier nœud à la surface réfléchissante étant à peu près la moitié de la distance entre deux nœuds consécutifs.
En terminant cette Note, j'observerai que, dans mes précédents Mémoires, j'ai donné seulement les valeurs approchées des intégrales définies qui se présentent dans le problème de la diffraction. A la vérité, ces valeurs approchées suffisent dans la pratique; mais, sous le rapport du calcul, il est intéressant d'examiner à quoi se réduisent les parties négligées de Ges intégrales. C’est ce que je montrerai dans un autre Mémoire que j'aurai l'honneur de soumettre prochainement à l’Académie.
PuYsiQuE MATHÉMATIQUE. — Mémoires sur l’apphcation de l'Analyse mathématique à la recherche des lois générales des phénomenes observés par les physiciens, et, en particulier, sur les lois de la polarisation cir-
culaire.
C. R., T. XV, p. 910 (14 novembre
Un de nos illustres confrères, qui s’est particulièrement occupé de la rotation imprimée par certains liquides ou même par certaines wapeurs aux plans de polarisation des rayons lumineux, me fit l'honneur, il y a deux ou trois ans, de me demander si je parviendrais à tirer du Calcul intégral l'explication et les lois de ce phénomène, qu'il regardait, avec raison, comme l’un de ceux auxquels il importait surtout d'appliquer la Physique mathématique. Je lui répondis que je m’occuperais de cette question, dont j’espérais bien lui donner une solution satisfaisante. Je croyais alors que la marche à l’aide de laquelle j'étais parvenu à déduire de l'Analyse, non seulement l'explication de la plupart des phénomènes lumineux, mais aussi les lois de ces phénomènes, suffirait pour me conduire à la solution de la question proposée. Mais, après l'avoir attaquée à plusieurs reprises, je me trouvais toujours arrêté par des difficultés inattendues; et, pour les surmonter, je me suis vu obligé de suivre une marche nouvelle qui heureusement n’a pas tardé à les faire disparaitre. Comme cette marche nouvelle peut conduire assez simplement à la solution d’un grand nombre de problèmes de Physique mathématique, j'ai pensé que les physiciens et les géomètres me permettraient volontiers de l'indiquer en peu de mots.
Dans les problèmes de Mécanique appliquée et de Physique mathématique, on suppose ordinairement que l’on connaît les diverses forces et les masses qu’elles sollicitent; puis on déduit de cette connaissance les équations différentielles des mouvements de ces masses, et c’est en intégrant les équations différentielles dont il s’agit qu'on
parvient à l'explication des phénomènes représentés quelquefois par les intégrales générales, mais le plus souvent par des intégrales particulières de ces mêmes équations. C’est ainsi qu'après avoir établi Les équations différentielles du mouvement des liquides et des fluides élastiques les géomètres en ont déduit les lois de la propagation du son dans l'air ou de la propagation des ondes liquides à la surface d’une eau tranquille. C’est ainsi encore qu’en 1829 et 1830 je suis parvenu à déduire des équations du mouvement vibratoire d’un système isotrope de molécules les vibrations transversales des ondes lumineuses. Des phénomènes aussi simples ou aussi évidemment liés à des causes connues que Ceux qui viènnent d’être rappelés devaient se présenter les premiers dans l'application de l'Analyse à la Physique; mais, à mesure que les phénomènes se compliquent ou que leur cause immédiate est plus cachée, il devient plus difficile de les soumettre à une analyse qui puisse servir à en découvrir les lois. Concevons, pour fixer les idées, qu'il s'agisse de trouver les lois des mouvements vibratoires qu'exécutent les molécules du fluide lumineux dans un liquide qui imprime à un rayon polarisé une rotation proportionnelle au chemin parcouru par ce rayon. On sera, il est vrai, naturellement porté à croire que ce mouvement, comme tous les mouvements périodiques, doit être représenté par un système d'équations linéaires aux dérivées partielles ou même d'équations linéaires à coefficients constants. Mais quelle doit être la forme particulière de ces équations pour qu’elles puissent représenter le mouvement dont il s’agit? Les équations différentielles des mouvements infiniment petits d’un système de molécules renferment déjà, comme je l’ai prouvé, un très grand nombre de coefficients. Le nombre de ces coefficients se trouvera encore considérablement augmenté si l’on tient compte, avec quelques auteurs, des rotations des molécules ou, avec moi-même, des divers atomes qui peuvent composer une seule molécule. Enfin il croitra de nouveau si l’on considère deux ou plusieurs systèmes de molécules au lieu d'un seul. A la vérité, on pourra, dans ce dernier cas, en suppo-
sant toutes les équations linéaires, réduire les inconnues à trois ou OEuvres de C.—S.1,t. VII. 26
même à une seule par des éliminations; mais tous les coefficients que renfermaient les équations primitives entreront dans l'équation ou dans les équations résultantes, et ce serait un grand hasard si, en essayant d'attribuer à ces coefficients divers systèmes de valeurs particulières, on finissait par trouver précisément celles qui rendent possible la rotation continue du plan de polarisation d’un rayon lumineux. C’est pour vaincre cette difficulté que j'ai imaginé la nouvelle méthode dont je vais entretenir un instant l’Académie. Au lieu de former a priort les équations différentielles d’après la nature des forces et des systèmes de molécules supposée connue, et d'intégrer ensuite ces équations différentielles, pour en déduire les phénomènes observés, je me suis proposé de remonter de ces phénomènes aux équations des mouvements infiniment petits. Les principes généraux qui peuvent servir à la solution de ce problème sont exposés dans le premier des deux Mémoires que j'ai l'honneur de soumettre à l’Académie. Parmi ces principes, il en est deux surtout qu'il importe de signaler. ;
Un premier principe, c’est que, avant de rechercher les équations différentielles des mouvements infiniment petits d’un système, on doit s'attacher à connaître, non pas toutes les sortes de mouvements infiniment petits que ce système peut propager, mais seulement ceux que J'ai nommés mouvements simples ou par ondes planes. Lorsque ces derniers sont tous connus, il devient facile d'obtenir le système des équations cherchées, et particulièrement l’équation caractéristique correspondante à ce système.
Un second principe est l'inverse d’un autre principe déjà connu. On sait que, si plusieurs mouvements infiniment petits peuvent se propager dans un milieu donné, on pourra en dire autant du mouvement résultant de leur superposition. Il y a plus : tout mouvement infiniment petit, propagé dans un milieu, peut être considéré comme résultant d'un nombre fini ou infini de mouvements simples dont chacun peut encore être propagé dans le même milieu. Je démontre la proposition réciproque, et je fais voir que, si un mouvement infiniment petit, pro-
pagé dans un milieu donné, peut être considéré comme résultant de la superposition de plusieurs mouvements simples, chacun de ceux-ci pourra encore se propager dans ce milieu. Toutefois, cette proposition réciproque suppose non seulement que le mouvement résultant peut être représenté par un système d'équations linéaires aux dérivées partelles, mais encore que les mouvements simples, superposés les uns aux autres, sont en nombre fini et correspondent à des symboles caractéristiques différents.
Le second de mes deux Mémoires a pour objet spécial la recherche des lois générales de la polarisation circulaire et des équations linéaires qui représentent les mouvements correspondants de l’éther. Entrons à ce sujet dans quelques détails.
En faisant tomber sous l’incidence normale un rayon polarisé sur une plaque de cristal de roche taillée perpendiculairement à l'axe optique, M. Arago a reconnu, dès l’année 1811, que les deux images produites par un prisme biréfringent offrent des couleurs complémentaires lorsque le prisme vient à tourner. Cette belle expérience s’explique très bien, comme l’a remarqué M. Arago, quand on suppose que les divers rayons colorés se trouvent polarisés à leur émergence dans des plans différents; et Fresnel a montré que, pour obtenir un tel résultat, il suffit d'admettre, dans la plaque de cristal de roche, deux rayons simples polarisés circulairement en sens contraires, mais doués de vitesses de propagation diverses. En effet, si l’on superpose l’un à l’autre deux rayons simples, constitués comme on vient de le dire, le rayon résultant de leur superposition offrira les mêmes vibrations moléculaires qu'un seul rayon polarisé rectilignement, mais dont le plan de polarisation tournerait en décrivant un angle proportionnel, comme l'expérience l'indique, au chemin parcouru, c'està-dire à l'épaisseur de la plaque. Il y a plus: en vertu de l’un des principes ci-dessus énoncés, les deux rayons simples polarisés circulairement seront bien réellement deux rayons distincts, dont chacun pourra être séparément propagé par la plaque de cristal de roche taillée perpendiculairement à l’axe; et ces deux rayons devront se
séparer l’un de l’autre, s'ils sortent de la plaque par une face inclinée sur cet axe. Ces conclusions se trouvent confirmées par des expériences de Fresnel.
Mais ce n’est pas tout encore : M. Biot a reconnu que le cristal de roche n’est pas la seule substance qui dévie les plans de polarisation des rayons lumineux. Comme nous le rappelions au commencement de ce Mémoire, plusieurs liquides et vapeurs, par exemple l'huile de térébenthine, l'huile de limon, le sirop de sucre concentré, jouissent de la même propriété (‘). Ce phénomène est ici d'autant plus singulier que chacun des corps dont il s’agit est, comme tous les fluides, un corps isophane, et qu’en conséquence la propriété ci-dessus énoncée se vérifie, quel que soit le sens dans lequel le liquide se trouve traversé par un rayon polarisé. Il importait de rechercher quelle est la forme particulière que doivent présenter dans ce cas les équations différentielles des mouvements infiniment petits des molécules lumineuses. Pour appliquer à la solution de ce problème les principes établis dans mon premier Mémoire, j'ai dû commencer, d’après ce qui a été dit ci-dessus, par rechercher les conditions analytiques de la polarisation circulaire. J'ai été assez heureux pour les obtenir sous une forme très simple. Ces conditions se réduisent à deux, et, pour que la polarisation d’un rayon lumineux devienne circulaire, il suffit que la dilatation symbolique du volume s’évanouisse avec la somme des carrés des trois déplacements symboliques de chaque molécule. En partant de ces conditions, j'ai pu facilement parvenir aux équations cherchées. Ce qu’il y a de remarquable, c’est que ces équations, dont chaeune est à l'ordinaire du second ordre par rapport au temps, renferment, par rapport aux coordonnées, non seulement des termes d’ordre pair, mais aussi des termes d'ordre impair, par exemple du premier ordre ou du troisième. C’est même des termes d’ordre impair que dépend l'existence du phénomène. Lorsqu'ils subsistent, alors, dans
(1) Relativement aux premières expériences de M. Biot et à des expériences analogues que M. Seebeck a faites en Allemagne, on peut consulter le Chapitre VIII de la Physique de M. Biot (T. IV, p. 542).
le milieu isophane que représente le système des équations différentielles, deux rayons polarisés circulairement, mais en sens contraires, peuvent se propager avec des vitesses différentes. Mais ces deux vitesses deviendront égales si, les termes d'ordre impair venant à disparaître, les termes d'ordre pair subsistent seuls, et alors le milieu isophane cessera de faire tourner le plan de polarisation d’un rayon lumineux. Dans le premier cas, les deux rayons simples, qui se superposent pour former un rayon dont le plan de polarisation tourne sans cesse et proportionnellement au chemin parcouru, se sépareront, s’ils sortent du liquide par une face inclinée à l’axe du rayon. Désirant savoir pourquoi cette séparation n'avait pu être encore constatée par l'expérience, j'ai été curieux de calculer l’angle que devaient former, à leur sortie, les deux rayons émergents, et j'ai trouvé que cet angle se réduisait, pour l'huile de térébenthine et pour le rayon rouge, à environ + de seconde sexagésimale, lorsque l’angle de réfraction était de 45°. Si l’angle de réfraction vient à varier, la séparation variera proportionnellement à la tangente de ce même angle. Ce calcul-montre que, pour rendre la séparation sensible, on sera obligé de superposer un grand nombre de fois l’un à l’autre, dans un même tube, deux liquides qui, étant séparés par des plaques de verre inclinées à l’axe du tube, dévient le plan de polarisation d’un même rayon en sens contraires. |
Les équations différentielles que j'ai obtenues fournissent immédiatement la loi générale suivant laquelle l'indice de rotation d’un rayon homogène et polarisé varie avec la couleur. La nature particulière de cette loi dépend surtout des valeurs que prennent les coefficients des divers termes d'ordre impair. Concevons, pour fixer les idées, qu'avec les termes d'ordre pair, ou plutôt avec les termes du second ordre, qui, d’après l'expérience, ont la plus grande part d'influence sur les phénomènes observés, on conserve encore les termes du troisième ordre. Alors on obtiendra précisément la loi remarquable énoncée par M. Biot relativement au cristal de roche et à un grand nombre de liquides, et l’on trouvera des indices de rotation qui seront à très peu près réci-
proquement proportionnels aux carrés des longueurs des ondes. Mais la loi sera modifiée si, aux termes du deuxième et du troisième ordre, on joint des termes du premier ordre. Dans le cas général, l'indice de rotation pourra être sensiblement représenté par une fonction entière du carré du rapport qui existe entre l’unité et la longueur d’une ondulation et, par conséquent, son expression sera semblable à celle que j'ai obtenue et vérifiée, dans la théorie de la dispersion des couleurs, pour le carré de la vitesse de propagation d’un rayon lumineux. D'ailleurs, les coefficients des deux ou trois termes sensibles que renfermera la fonction entière dont il s’agit dépendront ici, comme dans la théorie de la dispersion, de la nature des forces moléculaires et de la constitution particulière du milieu isophane. M. Biot a donc eu raison de dire qu'il y a ici une condition spéciale dépendante des milieux que la lumière traverse, et analogue à la dispersion dans la réfraction ordinaire (Comptes rendus, T. II, p. 545).
Au reste, le nouveau système d'équations différentielles que j'ai obtenu n'est pas seulement applicable à la théorie de la polarisation circulaire. En effet, ce nouveau système devra représenter généralement les lois de la propagation des mouvements infiniment pétits dans un système isotrope de molécules, lors même que ces mouvements viendraient à s’éteindre en se propageant. Donc, si l’on traite en particulier la théorie de la lumière, il devra représenter les ondes planes produites par les vibrations de l’éther dans les corps isophanes, transparents ou non transparents. Or, en effet, pour que les mouvements simples représentés par le nouveau système soient du nombre de ceux qui s’éteignent en se propageant, il suffit que le coefficient des termes du deuxième ordre devienne négatif, et alors la constante qui, dans le cas contraire, représentait la vitesse de propagation des ondes, peut devenir en partie réelle, en partie imaginaire. C'était déjà en supposant cette constante composée de deux parties, l’une réelle, l'autre imaginaire, que j'étais parvenu, en 1836, à expliquer la polarisation elliptique produite par la réflexion de la lumière à la surface des métaux, et à établir des formules qui, en représentant ce phénomène,
s’accordaient avec la plupart des expériences faites par M. Brewster. Mais je n'avais pas bien vu, jusqu’à ce jour, comment la supposition de laquelle j'étais parti pouvait se concilier avec la forme particulière des équations différentielles des mouvements infiniment petits dans les corps diaphanes. Cette difficulté se trouvant aujourd’hui levée, je ne doute pas que mes nouvelles formules, jointes aux lois générales que j'ai données dans mes précédents Mémoires, et qui sont relatives à la réflexion des mouvements simples, ne reproduisent exactement le phénomène de la polarisation métallique. Tel sera, au reste, l’objet d'un nouveau Mémoire que j'aurai l'honneur d'offrir prochainement à l’Académie.
J'ajouterai ici, en finissant, que l’on trouvera dans le présent Mémoire, non seulement les nouvelles équations différentielles du mouvement de la lumière dans les milieux isophanes, mais encore les équations propres à représenter les mouvements infiniment petits de l’éther dans les milieux non isophanes qui dévient les plans de polarisation des rayons lumineux, par exemple dans le cristal de roche.
ANALYSE
Pour ne pas trop allonger cet article, je me bornerai à transerire ici les nouvelles équations différentielles que j'ai obtenues pour représenter les mouvements infiniment petits d’un système isotrope de molécules, et en particulier les vibrations du fluide éthéré dans un milieu isophane. Ces équations sont les suivantes :
| (D? — E) Ë — FD,v — G(D;n — D,Ë£), (1) { (D?—E)n — FD,u = G(D,t — D. Ë), (Di E)t—FD;u—G(D,E-— Din).
Dans ces mêmes équations TIRE NEA
représentent les déplacements d’une molécule ou plutôt de son centre de gravité, mesurés au bout du temps £, et au point (x, y, 3), parallè-
lement aux axes coordonnés; v désigne la dilatation du volume déter-
minée par la formule v=D,E+D,n+D.i;
enfin les trois lettres PRES ASC à représentent trois fonctions entières de la somme
dont la première s’évanouit avec cette somme. A la rigueur, chacune de ces fonctions entières peut être considérée comme composée d’une infinité de termes. Mais, dans la réalité, on pourra se borner à tenir compte du premier ou des deux premiers termes de chaque fonction. Lorsque la fonction G s’évanouit, les équations (x) coincident avec les formules (13) de la page 119 du premier Volume de mes Exercices d’Analyse et de Physique mathématique (").
ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Rapport sur une Note de M. PAssor relative
aux forces centrales.
(Commissaires : MM. Coriolis, Cauchy rapporteur.) -C.R.,T. XV, p. 917 (14 novembre 1842).
L'Académie nous a chargés, M. Coriolis et moi, de lui rendre compte d’une nouvelle Note de M. Passot relative aux forces centrales.
On se rappelle que les Commissaires nommés pour examiner un premier Mémoire relatif au même sujet ont cru ne pouvoir conclure à l'approbation de ce Mémoire. M. Passot, dans une Lettre adressée au Président de l’Académie, a vivement réclamé contre quelques termes employés dans le Rapport. Il a dit qu’il avait été mal compris si l'on
(1) Œuvres de Cauchy, S. H, T. XI.
avait cru que son intention était d'attaquer les principes généraux de la Mécanique ou du Calcul infinitésimal. Comme les Commissaires pensaient que le meilleur juge du sens que l’on doit attribuer aux paroles d’un auteur est cet auteur lui-même, ils n’ont fait nulle difficulté d'admettre l’assertion de M. Passot. Ils auraient même été charmés d'apprendre que M. Passot n’avait plus aucune objection à élever contre la théorie des forces centrales, qui en réalité est une des questions fondamentales de la Dynamique. Malheureusement il n’en est pas ainsi, et M. Passot assure, au contraire, qu'il a voulu exprimer très clairement l’insolubilité de cette question, lorsqu'il a écrit : Dans l'analyse des trajectoires célestes, le temps ne peut être pris pour variable indépendante. admet que, bon gré mal gré, le temps doit être pris pour variable indépendante dans les questions de Mécanique en général; mais il croit voir une erreur dans le calcul relatif à la théorie des forces centrales, et il énonce à ce sujet la proposition suivante, que nous transerivons textuellement, afin d’être bien sûrs de ne modifier en rien le sens attaché par l’auteur aux paroles dont il s’est servi :
Dans le calcul de la force centrale du mouvement elliptique et circulaire, si l’on veut avoir l'expression de la loi de la variation de la force en termes finis, le temps ne peut être pris pour variable indépendante, c'est-à-dire que l’on ne peut avoir sa différentielle seconde ou dt égale à zéro.
Nous avons examiné avec soin les calculs présentés par M. Passot à l’appui de cette assertion, qu’il nous était impossible d'admettre, et nous avons reconnu quelques erreurs qui se sont glissées dans ces calculs. Ainsi, en particulier, M. Passot considère les composantes algébriques de la force accélératrice appliquée à un point matériel libre comme pouvant être représentées, dans tous les cas, par les dérivées du second ordre des coordonnées de ce point matériel différentiées deux fois par rapport au temps. Or on sait que cette proposition doit être restreinte au cas où Le temps est pris pour variable indépendante.
Au reste, nous rappellerons ici une observation déjà faite dans les OEuvres de C.—S.1,1. VIL. | _
précédents Rapports. Si les calculs de M. Passot sur le problème des forces centrales ne nous paraissent pas exacts, cela ne nous empêche pas d'apprécier les faits nouveaux auxquels il a été conduit par ses expériences.
Dans une lettre adressée le 24 octobre au Président de l’Académie, M. Passot demande que les Commissaires veuillent bien expliquer en quoi consistent les faits qu’ils ont considérés comme nouveaux et comme constatés par ses expériences. L’explication que demande M. Passot se trouve déjà dans une Note publiée par l’un des Commissaires nommés pour examiner un de ses Mémoires et insérée dans le Compte rendu des séances de l’Académie pour l’année 1838. Dans cette Note (2° semestre, p. 441), M. Coriolis disait positivement :
Le débit d'une roue hydraulique à axe vertical est sensiblement le même, soit qu'elle reste en repos ou qu'elle tourne assez rapidement. Le mouvement de rotation a tellement peu d'influence sur le débit, qu'on ne peut en trouver la raison dans une perte de force vwe.
Nous ne voulons point nous occuper de la forme des nombreuses lettres adressées par M. Passot, soit au Président et aux Secrétaires de l’Académie, soit aux Commissaires nommés pour examiner ses Mémoires. Si M. Passot y réfléchit sérieusement, il comprendra que l’Académie n’a aucun intérêt à lui donner tort quand il a raison, et qu’au contraire les Commissaires nommés par elle s’estimeront toujours heureux d’avoir des encouragements à donner aux auteurs d’inventions nouvelles. Avant d'ajouter foi aux fables répandues sur la fin d’Abel, M. Passot lira, dans les œuvres mêmes de cet illustre Norvégien, la Notice placée en tête de l’'Ouvrage par l'éditeur son ami, et il y trouvera, page vu, la note suivante :
Un journal français dont je ne me rappelle pas le titre m'est venu sous les yeux, où l’on a rapporté qu'Abel est mort dans la misère. On voit par les détails c1-dessus que ce rapport n'est pas conforme à la vérité.
Enfin M. Passot ne s’imaginera plus que l’Académie a l'intention de s'immiscer dans les procès qu’il peut avoir avec d’autres personnes devant les tribunaux et de les lui faire perdre.
L'Académie s’est uniquement occupée des Mémoires soumis à son examen par M. Passot lui-même. Elle admet les faits nouveaux constatés par les expériences de M. Passot, mais elle n’admet pas ses objections contre la théorie des forces centrales, et d’ailleurs elle fait des vœux pour que justice soit rendue à chacun par les tribunaux, abstraction faite des jugements qu’elle a dû porter sur l'exactitude de formules qui n’attaquent et ne peuvent attaquer en aucune manière des faits constatés par l'observation.
L'Académie peut voir, par ce qui précède, jusqu’à quel point les Commissaires nommés par elle ont tenu à remplir les devoirs de justice, même de justice bienveillante, qui leur sont imposés envers les auteurs des Mémoires soumis à leur examen. Mais la justice même et la vérité ne leur permettent pas d'accorder que les trois composantes rectangulaires d’une force accélératrice appliquée à un point matériel libre puissent être également représentées par
dx dy dz:
dm? dE’ dan soit que l’on prenne ou que l’on ne prenne pas le temps pour variable indépendante; et c’est précisément pour cette raison que les Commissaires croient ne pouvoir proposer à l’Académie d'approuver la rouvelle Note de M. Passot sur les forces centrales.
Les conclusions de ce Rapport sont adoptées.
PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Théorie de la lumicre.
C.R., T. XV, p. 1038 (5 décembre
M. Augustin Cauchy présente un Mémoire relatif à de nouvelles formules générales, qui renferment les lois suivant lesquelles un rayon
lumineux est réfléchi et réfracté par la surface de séparation de deux milieux isophanes, dans le cas où l’on tient compte de la dispersion des couleurs, et qui doivent être substituées dans ce cas aux formules de Fresnel.
Note relatwe à un article extrait du Journal des Savants (novembre 18/42), et présenté par M. Bior à l’Académie dans la dernière séance.
C.R., T. XV, p. 1075 (12 décembre
Un de nos illustres Confrères à présenté à l’Académie, dans la dernière séance, un article qu’il vient de publier sur les Comptes rendus. Après avoir pris connaissance de cet article, où l’on retrouve le talent de rédaction qui distingue son auteur, il m'est impossible de ne pas émettre un vœu dans l'intérêt de la Science. Ce vœu, c’est que, si à l'avenir l’auteur de l’article se croit encore appelé, en raison de son expérience, ou même à titre d'ami, à donner des conseils à un Confrère, il veuille bien lui adresser directement ses observations au sein même de l’Académie. Cette marche, en permettant de répondre à ce qui pourrait ne pas être suffisamment fondé dans les observations présentées, fournirait d’ailleurs les moyens d’éclaircir ce qu’elles pourraient offrir de vague et d’indéterminé.
THÉORIE DE LA LUMIÈRE. — Mémoire sur les lois de la dispersion plane
et de la dispersion circulaire dans les milieux isophanes.
C.R., T. XV, p. 1076 (12 décembre
Un caractère commun à tous les milieux isophanes, c’est que les seuls mouvements stnples, ou à ondes planes, qui puissent s’y propager
sans s’éteindre, se réduisent toujours à des mouvements dans lesquels les vibrations moléculaires sont transversales ou longitudinales, c’està-dire comprises dans les plans des ondes, ou perpendiculaires à ces mêmes plans. Mais, d’après ce qui a été dit dans l’une des séances précédentes, la longueur des ondulations étant donnée, les mouvements simples à vibrations transversales peuvent, ou se propager tous avec la même vitesse, ou se propager les uns avec une certaine vitesse, les autres avec une vitesse différente, et, dans ce dernier cas, ils présentent deux rayons polarisés circulairement en sens contraires. Par suite, on doit distinguer deux espèces de milieux isophanes : savoir, des milieux dans lesquels se propage un seul rayon de chaque couleur, polarisé rectilignement, ou circulairement, ou elliptiquement, et des milieux dans lesquels peuvent se propager deux rayons de chaque couleur, polarisés circulairement en sens contraires, mais doués de vitesses de propagation inégales. |
Lorsqu'un rayon de lumière blanche tombe perpendiculairement sur la surface supposée plane d’un milieu isophane de la première espèce, 1l pénètre dans l'intérieur de ce milieu, sans changer de direction et sans que les couleurs se séparent. Mais, si le rayon incident devient oblique à la surface, l’angle de réfraction variera en même temps que la nature de la couleur, et, par suite, les rayons réfractés de diverses couleurs se sépareront les uns des autres, en demeurant tous compris dans le même plan. C’est en cela que consiste le phénomène de la dispersion ordinaire, que nous nommerons la dispersion plane, en raison de la circonstance que nous venons de rappeler. D'ailleurs, si le rayon incident est doué de la polarisation rectiligne ou de la polarisation elliptique, qui comprend elle-même comme cas particulier la polarisation circulaire, les rayons réfractés offriront encore l’un ou l’autre genre de polarisation.
Concevons maintenant qu’un rayon non homogène de lumière blanche, doué de la polarisation rectiligne, tombe sur la surface supposée plane d’un milieu isophane de la seconde espèce. II pourra être considéré comme résultant de la superposition d'une infinité de rayons
21h COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE.
de diverses couleurs dont chacun sera partagé par le milieu isophane en deux autres rayons de même couleur, polarisés circulairement en sens contraires, mais doués de vitesses de propagation différentes. En d’autres termes, le rayon incident de lumière blanche pourra être considéré comme décomposé par le milieu isophane en une infinité de ravons de diverses couleurs, dont chacun serait polarisé rectilignement, mais dont les plans de polarisation tourneraient plus ou moins rapidement en décrivant des angles variables, non seulement avec l'épaisseur du milieu, mais aussi avec la nature de la couleur. On verra donc iei se produire ce qu’on peut appeler la dispersion circulaire des couleurs. Pour rendre cette dispersion sensible, il suffira d’analyser la lumière transmise à travers le milieu isophane à l’aide d’un prisme biréfringent. Les deux images produites par le prisme paraïitront colorées, et elles offriront des couleurs complémentaires qui varieront quand le prisme tournera sur lui-même. C’est en cela que consiste, comme l’on sait, les phénomènes de la polarisation chromatique.
Il m'a paru important de rechercher la loi de la dispersion plane et de la dispersion circulaire. Je m'étais déjà occupé de la dispersion plane dans les années 1835 et 1836. Les personnes qui, sans s’effrayer de tous les calculs numériques que, dans les Nouveaux Exercices de Mathématiques, j'ai exécutés et appliqués aux belles expériences de Fraunhofer, voudront jeter les veux sur les formules inscrites à la page 225 de la 8° livraison (‘), reconnaitront que les lois de la dispersion plane sont très simples et très faciles à retenir. Elles se réduisent sensiblement à celles que je vais indiquer.
Observons d’abord que trouver la loi suivant laquelle un milieu 1s0phane de première espèce disperse les couleurs par la réfraction, c’est, en d’autres termes, trouver la loi suivant laquelle la vitesse de propagation d’un rayon lumineux varie dans ce milieu avec l’épaisseur des ondes, ou, ce qui revient au même, avec.la longueur des ondulations.
(1) Œuvres de Cauchy, S. WU, T. X.
Cela posé, la loi de dispersion que donnent les formules auxquelles je suis parvenu dans les Nouveaux Exercices se réduit à très peu près à celle dont voici l'énoncé :
Le carré de la vitesse de la propagation d'un rayon simple qui pénètre dans un milieu isophane se compose de deux termes, l’un constant, l ‘autre
réciproquement proportionnel au carré de la longueur d’'ondulation.
LD
Cette loi peut encore s’énoncer comme il suit :
Pour les rayons de diverses couleurs, les différences entre les carrés des vitesses de propagation sont entre elles à très peu près comme les différences entre les carrés de nombres réciproquement proportionnels aux
épaisseurs des ondes.
On peut être curieux de savoir avec quel degré d’approximation cette loi représente les expériences si délicates de Fraunhofer. C'est là un point qui mérite une attention sérieuse, et que nous allons examiner.
A l’aide d'observations faites avec beaucoup de soin sur la lumière réfractée par des prismes de diverses substances, Fraunhofer a déterminé les éndices de réfraction correspondants à certains rayons colorés, ou plutôt à certaines raies que présente le spectre solaire. Par d’autres observations, il a déterminé les longueurs d’ondulation mesurées dans l'air et relatives à ces mêmes rayons. Or, en vertu de la loi ci-dessus énoncée, les différences entre les indices de réfraction devront étre à tres peu près proportionnelles aux différences entre les quotients qu'on obtient quand on divise l'unité par les carrés des longueurs d’ondulation. Voyons jusqu’à quel point cette condition se trouve remplie.
D’après les calculs de Fraunhofer, pour les sépt rayons qu'il a choisis et désignés à l’aide des lettres
les longueurs d’ondulation, exprimées en cent-millionièmes de pouce, sont représentées sensiblement par les nombres
Ces nombres, donnés par Fraunhofer dès les premières pages de son Mémoire, se trouvent à la fin du Mémoire remplacés par d’autres, qui à la vérité diffèrent peu des premiers, mais qui en different cependant assez pour qu’on ne puisse répondre de l'exactitude de chaque nombre qu'à plusieurs millièmes près, ou même à un centième près; car le dernier nombre 1451 se trouve remplacé à la fin du Mémoire par le nombre 1464, et la différence 13 entre ces deux nombres se réduit sensiblement à la centième partie de chacun d’eux. D'ailleurs, si l’on ne peut répondre qu’à un centième près de l'exactitude des longueurs d'ondulation, on ne pourra répondre qu’à un cinquantième près de l'exactitude de leurs carrés et des nombres inverses de ces carrés. Or ces nombres inverses, déduits de la série (a), seront sensiblement proportionnels aux suivants
qui, divisés par 50, donnent des quotients compris entre 3 et 10. On ne pourra donc répondre des termes de la suite (b) qu’à plusieurs unités près de l’ordre du dernier chiffre. Done, pour décider si les expériences de Fraunhofer sont conformes à la loi de dispersion énoncée, 11 suffira d'examiner si les différences entre les termes de la suite (b), savoir
se trouvent représentées, à quelques unités près, par des nombres sensiblement proportionnels aux différences entre les indices de réfraction relatifs aux divers rayons. Or c’est effectivement ce qui a lieu. Ainsi, par exemple, Fraunhofer a trouvé que, pour une certaine espèce de flintglass, les indices de réfraction relatifs aux rayons B, C, D, E, F, G, H étaient respectivement
1,627749, 1,629681, 1,635036, 1,642024, 1,648260, 1,660285, 1,671062, et les différences entre ces nombres, savoir
sont sensiblement proportionnelles aux suivants : (d) 14, 4o, 52, 46, 89, 80.
D'ailleurs, ceux-ci diffèrent seulement de quelques unités des nombres déjà trouvés
la plus grande différence 80 — 77 —3
étant inférieure à la cinquantième et même à la centième partie du nombre
475 = 398 + 77, qui termine la série (b). Il y a plus : les diverses expériences de Fraunhofer sur la lumière réfractée par l’eau par une solution de potasse, par trois espèces de crownglass et par quatre espèces de flintglass conduisent encore à des conclusions semblables, comme le prouvent les Tableaux annexés à ce Mémoire. Nous sommes donc en droit de conclure que, dans le cas où l’on admet la loi de dispersion ci-dessus énoncée, les différences entre les résultats du caleul et les résultats de l'expérience tombent sensiblement dans les limites des erreurs d'observation.
Quant aux lois de la dispersion cireulaire, j'ai pu facilement les déduire des principes établis dans l’une des séances précédentes, en me servant des expériences de M. Biot pour déterminer les coefficients que renferment les formules. Ici encore, comme dans le cas de la dispersion plane, j'ai reconnu qu'il suffisait ordinairement de conserver dans chaque formule les coefficients du premier ou des deux premiers termes pour que les observations se trouvassent représentées avec une exactitude satisfaisante, et voici les lois très simples auxquelles je suis parvenu.
Pour la plupart des milieux isophanes qui présentent les phénomènes de la polarisation chromatique, la différence entre les longueurs
d’ondulation correspondantes aux deux rayons polarisés circulairement Œuvres de C.— S.I,t. VII. 28
en sens contraires est independante de la nature de la couleur. Pour l'acide tartrique étendu d’eau, cette différence se compose de deux termes, l’un constant, l’autre réciproquement proportionnel aux carrés des longueurs d'ondulation.
Par suite, st, pour l'acide tartrique étendu d'eau, l’on muluplie les indices de rotation relatifs aux diverses couleurs par les carrés des longueurs d’ondulation correspondantes à ces mêmes couleurs, les différences entre les produits ainsi obtenus seront à très peu près entre elles comme les carrés des nombres réciproquement proportionnels aux longueurs des ondulations.
Voyons maintenant jusqu’à quel point cette condition se trouve remplie.
Après avoir renfermé dans un tube, dont la longueur était de 1,003, une dissolution d'acide tartrique avec environ ? d’eau et à une température de 26° centésimaux, M. Biot a examiné et analysé la lumière transmise à travers cette dissolution à l’aide d’un prisme biréfringent; puis il a conclu de ses expériences que les indices de rotation relatifs aux rayons violet, indigo, bleu, vert, jaune, orangé, rouge étaient sensiblement représentés par les angles
39°38/3", 420855", 44°39/47", 4G°10/37", oebilag", hovag'ik", 387'11". Or ces angles sont sensiblement proportionnels aux nombres (f) : 3963, 4213, 4465, 4617, 4285, 4048, 3812.
D'autre part, les longueurs d’ondulations exprimées en millionièmes de millimètre, et correspondantes aux rayons dont il s’agit, sont, d'après les expériences de Fresnel, sensiblement représentées par les nombres 423, ho, 475, 511, 551, 583, 620,
et, si l’on multiplie les carrés de ces derniers nombres par les premiers, les produits seront sensiblement proportionnels aux termes de la suite
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Il est important d'observer que, dans cette dernière suite, les divers termes croissent avec la longueur d’ondulation, ce qui n’avait pas lieu pour la suite (F). Ce n’est pas tout : les différences entre les divers termes de la suite (g) sont respectivement
(h) Ph 107 49 10: 0 10:
et, d’autre part, si l’on divise l’unité par les carrés des longueurs d'ondulation relatifs aux divers rayons, on obtiendra les nombres
(i) 559, 496, 443, 383, 329, 294, 260, dont les différences
(j) 65, #8 do Nan" 31 seront sensiblement proportionnelles aux nombres
FO LAS
Or les différences qui existent entre les termes des suites (h) et (1) sont * de l’ordre des erreurs que comporte la détermination des nombres (g), puisqu'on ne peut répondre de chacun de ces nombres qu’à environ un cinquantième près, ni par suite de chacun des nombres (h}) qu’à deux ou trois unités près. Donc ici encore les différences qui existent entre les résultats du calcul et les résultats de l'expérience sont de l’ordre de celles que peuvent produire les erreurs d'observation.
ANALYSE
$S L — Æquations générales des mouvements simples du fluide éthéré dans les milieux isophanes.
Considérons un mouvement infiniment petit du fluide éthéré dans un milieu isophane; nommons m la molécule d’éther qui coineidait primitivement avec le point dont les coordonnées rectangulaires étaient æ, y, 3; et soient, au bout du temps 4, &, n, € les déplacements de cette molécule, ou plutôt de son centre de gravité, mesurés
parallèlement aux axes des +, y, z. Soit encore
vu—D,t+D,n+D.t.
Comme nous l’avons dit dans la séance du 14 novembre dernier(p.207),
on aura | (D?—E)E — FD,v= G(D;n — D,E ),
(D?—E)n—FD,v—G(D,t —D,ËE),
(1) | hi Et — Fu —G(D,E —D,r),
E, F, G désignant trois fonctions entières de la somme D:+D;+2D:,
dont la première devra s’évanouir avec cette somme. De plus, si, en
nommant
NE : REC à
Tail
les déplacements symboliques de la molécule m, on pose v—D,Ë+D,n+ DE, les équations (1) continueront de subsister quand on y remplacera
be, ft: 2t 0 par On aura donc | (D?—E)E — FD,v— G(D:n —D,6), (2) (D?—E)n — FD,v—G(D,E — D.Ë), | (D? —E)E — FD,v— G(D,E — Dan).
Considérons maintenant un mouvement simple ou par ondes planes. Dans ce mouvement, les valeurs de £, 1; € seront de la forme
Ë — À CLASSE, 1 — B pe du ERA € — Cenr+errws-st
u, v, æ, 8, À, B, C désignant des constantes réelles ou imaginaires. On
aura, par suite, v—(Au+Be+ Cw)eux+vy+wz-st
et, en substituant les valeurs précédentes de
dans les formules (2), on en conclura (s— E)A — Éu(Au+Be+Cw) —=G(wB—+v0C), (3) (s2— E)B — F v(Au + Be + Cw) = G(uC —wA), (s— E)C — fw(Au+Br+Cw)—=G(e A—uB),
€, $, G désignant trois fonctions entières de la somme u? + p? + À,
Si, pour abréger, on pose
€, #, G deviendront trois fonctions entières de #?, dont la première devra s’évanouir avec #. D'ailleurs, on tirera des formules (3) respectivement multipliées par &, ?, æ, puis combinées entre elles par voie
d’addition, (4) (s°— E— $k) (Au + Be + Cw) — 0.
La formule (4) se partage en deux autres, savoir :
(5) s—£—fk—0o et (6) Au+Bpv + Cw—o.
De la formule (5), combinée avec les équations (3), on tire
(7) Ris
RSS Se
Mais, lorsqu'on a égard à la formule (6), les deux premières des équations (3) donnent
(s°— E)A = G(wB — vC), (s2— E)B = G(uC— vA) et, par suite,
(s°— CYAB — Ç?(wB — pvC) (uC— wA)=—— G'AB£k?
ou, ce qui revient au même, (8) (s—E} = GE,
On devra done, en général, dans un milieu isophane, distinguer trois espèces de mouvements simples ou par onde plane, savoir, ceux dans lesquels la valeur de s° sera déterminée en fonction de #? par la formule (5), et ceux dans lesquels la valeur de s?, exprimée en fonction de #°, sera l’une de celles que fournit l'équation (8). Si G s’évanouit, comme il arrive souvent, les deux dernières valeurs de s° se réduiront à une seule, et, par conséquent, les trois espèces de mouvements simples se réduiront à deux.
Observons encore que des formules (3), respectivement multipliées par À, B, C et combinées entre elles par voie d’addition, on
tirera (9) A+ B?+C?—o.
Lorsqu'un mouvement simple est du nombre de ceux qui se pro-
pagent dans l’espace, ou avec le temps, sans s’affaiblir, alors les coefficients ,
sont de la forme = UNE. PEN OR W=NVEeI, s—sV—1, u, V, W, S désignant des quantités réelles; et, si l’on prend
k— Vu? + v'+ w?,
on peut supposer encore k = kVÿ—1.
Alors aussi les coefficients s et k sont liés à la durée T des vibrations moléculaires et à l'épaisseur [ des ondes planes par les formules
© a eo
tandis que la vitesse de propagation @ des ondes planes se réduit à
s l (11) az K ee T .
Alors enfin les plans des ondes sont parallèles au plan invariable représenté par l’équation.
PAPE
et, par suite, les vibrations moléculaires, dans ce mouvement simple, seront longitudinales, c’est-à-dire, perpendiculaires aux plans des ondes.
Pareillement, si les mouvements simples qui correspondent aux deux valeurs de s? fournies par l'équation (8) se propagent sans s’affaiblir, alors la formule (6) entraînera la suivante
(14) uË + vn + Wé =,
et, par suite, les vibrations moléculaires dans chacun de ces mouvements simples seront transversales, c’est-à-dire comprises dans les plans des ondes. De plus, on conclura aisément des formules (8) et (9), si G n’est pas nul, que les deux rayons correspondants à ces deux mouvements simples sont polarisés cireulairement en sens contraires.
En effet, nommons a, b, c les molécules, et À, x, v les arguments des expressions imaginaires représentées par À, B, C, en sorte qu'on ait | (15) A—aeVT, B—benv-t, C—cev-1.
En vertu de ces dernières formules, jointes aux équations
(16) u—=uV—1, p—VV/—:1, Ww—W\V/—1, 8 =SV—1,
les valeurs de £, n, €, savoir,
Ë — À eut+vr+Wwist n —B eUT+VY+W2—st, * = Cenr+vy+wz-st deviendront Ê = a e(UT+VY+W3—s4+)) v=1, n — b et +vy+W3-st+U) vi, £ — ..,
et l’on aura, par suite,
E—acos(ux +vy+wz—st+)), n—=bcos(uz+vy+wz—st+p), DRE ne nan nes ee
D'autre part, l'équation (9) entrainera la suivante (17) E+n+e—0, de laquelle on tirera a? COS2(UX +VY+WS—St+À)
+ b'cos2(ux +vy+Wws —st+p)
+ C'cos2(ur + VY+WS&—St+ v)—=0; et, eu égard à cette dernière, on trouvera (18) + n+ ia b?+ ce?) Or il est clair que, en vertu des équations (14) et (18), chaque molé-
cule se mouvra sur une circonférence de cercle dont le rayon sera la demi-diagonale du carré qui a pour côté
Var+b'+ ct.
Ce n’est pas tout : lorsque, dans la formule (8), on pose
s = SVir, Mk our,
elle donne (19) (s°+ €} — Gk?, et, par suite,
(20) s—— C+Gk
€, G désignant deux fonctions de k? dont la première au moins s’évanouit avec k.
Dans les milieux isophanes de première espèce, le produit Gk s’évanouit avec G, et l'équation (20), réduite à
fournit une seule valeur de s°, représentée par une fonction entière de k? qui s'évanouit avec k. Dans une première approximation, on peut réduire cette fonction à son premier terme, vis-à-vis duquel les autres sont très petits.
Dans les milieux isophanes de seconde espèce, G cesse de s’évanouir ; mais le produit Gk, que renferme la valeur de s?, reste très petit par rapport à €. Alors aussi, des équations (3) et (6), jointes aux formules (16) et (20), on tire
WB—vC_uC—wA vA—uB
(22) re Pe b s ü ENV —E,
par conséquent
(23 B__uv=wky—: OC uwævkÿ—1 er VEN Fi V? + w?
D'autre part, dans le cercle parcouru par chaque molécule, l'aire que décrit le rayon, étant projetée sur le plan des æ, y et différentiée par rapport au temps, donnera pour dérivée
3(6Den —NnD,Ë) — Labs sin(À — pu).
Donc le rayon qui décrit cette aire aura, dans le plan des æ, y, un mouvement de rotation direct ou rétrograde, suivant que sin(à — y) sera positif ou négatif. Donc ce mouvement de rotation changera de sens quand sin(À — ) changera de signe, ou, ce qui revient au même, quand le signe des coefficients de ÿ— 1 changera dans chacun des rap-
ports . a Donc les deux signes placés devant le produit Gk dans la
formule (20), et devant le produit wk ÿ — 1 dans la première des for- OŒEuvres de C.— S.I,t. VII. 29
mules (23), correspondent à deux rayons polarisés circulairement en sens contraires.
Les équations (20) et (21) sont celles d’où l’on déduit des lois de la dispersion plane et de la dispersion circulaire, telles que nous les avons données dans le préambule de ce Mémoire.
S IL. — Dispersion plane.
Considérons un rayon simple de lumière, en partie réfléchi et en partie réfracté par la surface de séparation de deux milieux isophanes et transparents de première espèce. Nommons T {a durée des vibrations moléculaires ; | la longueur des ondulations, ou, ce qui revient au même, l'épaisseur des ondes planes ; et Q la vitesse de propagation de ces ondes,
dans le premier milieu. Posons
S Er T ? Ke 10 et soient 1 Me D ce que deviennent | Li, €
quand on passe du premier milieu au second. Enfin nommons 7 l'angle d'incidence, et x’ l'angle de réfraction. On aura non seulement
mais encore ksinr — k'sinr',
et l'indice de réfraction 0 sera déterminé par la formule
sinr __ k'
ES
D'ailleurs, en vertu de l'équation (17) du S I, s? pourra être développé suivant les puissances entières de k? ou de k”?, le premier terme du développement étant un terme proportionnel à k°? ou à k'?, vis-à-vis duquel les suivants seront très petits et pourront être négligés dans
une première approximation. H est aisé d’en conclure que 0 lui-même pourra être développé suivant les puissances ascendantes de k? en une série de la forme
(2) 0= 0 + bk +...
Si l’on réduit cette série à ses deux premiers termes, on aura simplement
(3) 9= a + bk?,
ou, ce qui revient au même,
b #\° , bte (4) 4 (5)
En vertu de cette dernière formule, st la longueur d’ondulauon |
vient à varier, la variation de l'indice de réfraction sera proportion- :
Telle est, à très peu près, la loi qui règle le phénomène de la dis-
nelle à la variation de
persion plane. Voyons jusqu’à quel point cette loi s'accorde avec les expériences de Fraunhofer.
Cet habile physicien a déterminé avec beaucoup de soin les indices de réfraction de sept rayons différents, en les faisant passer de l'air dans des prismes de verre ou de cristal massifs, ou remplis de certains liquides. Les sept rayons qu’il a choisis et désignés à l’aide des lettres
BH 6 D, E, F, G
correspondent à certaines raies que présente le spectre solaire. Ajoutons que, dans le Mémoire de Fraunhofer, deux séries d'expériences sont relatives à l’eau et deux autres à une même espèce de flintglass. Cela posé, nommons
(5) di, 0», 0, 0 les indices de réfraction relatifs aux sept rayons, et (6) h, BL, L, L, 1, l, L
les longueurs d’ondulation correspondantes. En vertu de la loi ci-dessus
énoncée, les différences entre les termes de la suite (5) devront être proportionnelles aux différences entre les termes de la suite
ANR .
FE}? L
et, par conséquent, égales aux produits qu’on obtient en multipliant
ue 1 \® DRE
(Gi) (ni)
les dernières différences par le rapport
Or, d’après les expériences de Fraunhofer, relatives à l’eau, à une
1 V4 in
solution de potasse et à diverses espèces de crownglass et de flintglass,
les indices de réfraction correspondants aux sept rayons
TABLEAU I
Indices de réfraction relatifs aux rayons B, C, D, E, F, G, H de Fraunhofer.
SUBSTANCES RÉFRINGENTES. pe 0. LES 5e 6. Le gr. M | r'esérie.|1,330935|1,33171211,333577|1,335851|1,337818|1,341293|1,344177 (2° série.|1,330977/1,331709|1,333577|1,335849|1,337788|1,341261|1,344162 Solution de potasse............ 1,399629/1,100515|1,402805|1,405632|1,408082|1,412579|1,416368 FOMPOO0 12: 1,524312/1,525299|1,527982|1,531372|1,534339|1,539908|1,544684 Grovngas | BApÈCE. 6 «4.5 1,525832/1,526849|1,529587|1,533009|1,536052|1,511657|1,546566 2 DD Lire 1,55477411,555933/1,559075|1,563150|1,56674111,573535|1,579470 ne es RENTE 1,602042|1,603800|1,608494|1,614532|1,620042|1,630;72|1,640373 |: te PPT 1,623570|1,62547711,63058511,637356|1,643466|1,655406|1,666072 Flintglass .. 3° espèce 1'esérie.|1,626564/1,628451|11,633666|1,640544/1,646780|1,658849|1,66968a | ‘2° série.|1,626596/1,628469/1,633665/1,640495/1,646756/1,658848|1,669686 | 4" 66H00... 200 1,627749|1,629681|1,635036|1,642024|1,648260|1,660285|1,671062
Les différences entre les nombres que renferme ce premier Tableau,
exprimées en millionièmes, se trouvent représentées par de nouveaux nombres, savoir, par ceux que renferme le Tableau suivant :
TABLEAU II
Différences entre les indices de réfraction relatifs aux divers rayons, exprimées en millionièmes.
SUBSTANCES RÉFRINGENTES. 6,—0,.10,—0,.10,—0,.10,—0,.10,—0,.10,— 6.10, —0.. Fra sesérie.| 777 | 1865 | 2274 | 1967 | 3475 | 2884 | 13242 FRE te 2° série.| 732 | 1868 | 2272 | 1939 | 3473 | 2go1 | 13185 Solution de potasse............ 886 | 2290 | 2827 | 2450 | 4497 | 3789 | 16739 {Pepe :......., 987 | 2683 | 3390 | 2965 | 5571] 4776 | 20372
Grow ôspè0e 7.1 1010 | 2738 | 3418 | 3047 | 5605| 4909 | 20734 3° OBDÔCS , see 1159 | 3142 | 4175 | 3591 | 6794 | 5935 | 24696
TT: PRPNPPA 1758 | 4694 | 6038 | 5510 | 10730 | 9601 | 38331
Ê osbite ie. 1907 | 5108 | 6771 .| Giro | 11940 | 10666 | 42502
Flintglass .. $e espèce 1'série.| 1887 | 5215 | 6878 | 6236 | 12069 | 10831 | 43116 | ‘La° série.| 1873 | 5198 | 6828 | 6261 | 12092 | 10838 | 43090
FAT PEDOOS. 70e: 1932 | 5355 | 6988 | 6236 | 12025 | 10777 | 43313
D'autre part, d’après les expériences de Fraunhofer, les longueurs d’ondulation, exprimées en cent-millionièmes de pouce, et correspon-
dantes aux rayons B, C, D, E, F, G, H,
peuvent être représentées par les nombres
(a) 2041, 2429, 2199, 1043, 1789, 1585, ré, ou par les suivants
que Fraunhofer a substitués aux premiers à la fin de son Mémoire.
Par suite les valeurs de ;;; correspondantes aux rayons
M Ce D, EEK, GG
+. / , 2 . ® peuvent être considérées sensiblement comme proportionnelles, ou aux
nombres
(c) 155, TAN OIL, 200, SIA: 008, dont les différences respectives
(d) 15, «Me, 36 7, 86 an offrent une somme égale à 320, ou aux nombres (e) 199, IVO0) MES 90 MIE, 000 dont les différences
offrent une somme égale à 312. Cela posé, pour savoir si la loi précédemment énoncée se vérifie, il suffira d'examiner si l’on retrouve à très peu près les nombres (d) ou (f), en multipliant les nombres compris dans les sept premières colonnes verticales du Tableau IT par le rapport de la somme 320 ou 312 au nombre compris dans la dernière colonne. Or, en opérant ainsi, on obtiendra pour produits des nombres qui donnent pour somme 320 ou 312, savoir, ceux que renferme l’un
ou l’autre des Tableaux suivants :
TABLEAU II
Nombres proportionnels aux différences entre les indices de réfraction
relatifs aux divers rayons. (Somme 320.)
SUBSTANCES REFRINGENTES.
1" gérie...| 19 45 55 SRE PE EN EE Nid 1 45 55 Solution de potasse.......:.......... 17 44 54 1 O8DÈÉO 5.67 ri: 16 42 53 Crownglass. | 27 CRDP nur 16 42 53 | 3° -Bspbbe. 4 4.6: 15 41 53 E'ONDOOR ses isl 15 39 50 | 2° "OBPO0G 55 15 dore 14 38 5t Flintglass... 1. TE SD: 39 51 | A ne Dre | 2° gérie...| 14 39 51 4" eRpèCe. ie …... 14 40 51
TABLEAU IV
Nombres proportionnels aux différences entre les indices de réfraction relatifs aux divers rayons. (Somme 312.)
SUBSTANCES RÉFRINGENTES.
, Eau 1"° série 18 44 54 16 82 68 RS CIS A TE dde : fé 54 46 8o 69 S0luiOnN GB DOIASSE...... ....,,.:.... 16 43 53 46 84 72 PÉRIODE 15 41 52 4 85 7 Crownglass.{ 2° espèce...........,. 15 41 51 46 84 74 Re PEN COPA EON D 15° | 40 51 45 86 75 f 1" espèce. :.…. EN RE 14 38 49 45 87 78 A PP ES 14 38 50 45 88 78 Flintglass... x tr s6rip 41 1 38 50 45 8 78 8 3° espèce. Lors : É ; 7 d (2° série...| :14 38 50 45 88 78.
NE de 0 POP EE 14 39 50 45 87 78
Il est important d'observer que la plus grande différence qui existe entre deux nombres correspondants des suites (4) et (f), savoir
est comparable aux plus grandes différences qui existent entre les termes de la suite (d) et les nombres correspondants que renferme chaque ligne horizontale du Tableau IT, ou bien encore, entre les termes de la suite (f) et les nombres correspondants que renferme chaque ligne horizontale du Tableau IV. En effet, ces dernières différences sont tantôt positives, tantôt négatives, et les plus grandes, abstraction faite du signe, sont
77—70—7 et 78 —7o —8.
On doit en conclure que la loi énoncée s’accorde avec les expériences de Fraunhofer, et se trouve vérifiée par elles avec un degré d’exactitude qui est sensiblement celui que comportent les erreurs d’observation. Toutefois, nous ajouterons que l’accord des observations de Fraunhofer avec les formules devient plus grand encore lorsque, dans
À 3 s? ; la valeur de l'indice 0 ou du rapport ;;> on conserve, non seulement le
terme proportionnel à k?, mais encore le terme proportionnel à k', en attribuant au terme constant, ainsi qu'aux coefficients de k? et de k’, les valeurs que présentent les équations obtenues dans la 8° livraison des Nouveaux Exercices de Mathématiques (p. 225) ("). En vertu de ces équations, si l’on pose À (9) s— Ak?(1— a«k?+ 6k!),
la valeur de k étant variable, non seulement avec la couleur, mais encore avec la substance que l’on considère, et déterminée par la formule
Loir a
si d’ailleurs on prend pour unité de longueur le mètre et pour unité de temps la seconde sexagésimale, les valeurs des coefficients +, &, 6 seront celles que fournit le Tableau suivant :
TABLEAU V
Détermination des coefficients que renferme la formule (9). f 1 16 e SUBSTANCES RÉFRINGENTES. (=) . 104. 10%6.
PO nuire ci Aer 5,4890 0,00808 0,000373 Solution de potasse....,........,... 4,9712 0,00815 0,000263 2e: PMP OPEN SE 4,193 0,00700 0,000113
Crownglass. { 2° espèce............ 4 ,1858 0,00707 0,000111 2°; DODOCO in 4,0378 0,00749 0,000061
1 BPCO 5,442 #5 3,8241 0,00941 — 0,000052
Flintglass. 27 OBDÉOD se. sv Tes 3 ,7298 0 ,00988 — 0,000069 "MODO mieu 3, 7178 0 ,00996 — 0,000071
# CBPODB. rs ous 3,7152 0,01055 0,000016
Le calcul des nombres que renferme le Tableau V s’appuie sur cette supposition que, pour les rayons BG D,:L RTE
(1) Œuvres de Cauchy, S. IH, T. X.
de Fraunhofer, les longueurs d’ondulation dans l'air, exprimées en cent-millionièmes de pouce, sont respectivement
Alors ces mêmes longueurs, exprimées en dix-millionièmes de millimètre, seront
‘Si, en prenant pour | une de ces dernières longueurs, on posait, comme ci-dessus, QT
En
on devrait, dans la formule (9), remplacer k par 0k. Alors de cette formule, réduite à
(10) s— A Ok? (1 — k?+ 60kt) et résolue par rapport à 0, on déduirait des valeurs de 0 sensiblement égales à celles que présente le Tableau 1, en prenant successivement
pour Îles divers termes de la suite (g), et pour k, s les valeurs que déterminent les équations
k= —, BH RK,
quand on représente par Q la vitesse avec laquelle les rayons se pro-
pagent dans l'air. Ajoutons que, en déterminant ainsi les valeurs de k et de s correspondantes aux rayons
MoN LP, GG h de Fraunhofer, on trouvera : 1° pour valeurs de (=) k les nombres (A) 0,9135, o0,9571, 1,0672, 1,1946, 1,2974, 1,4644, 1,5906;
2° pour valeurs de (=) s les nombres
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GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. — Mémotre sur les dilatations, les condensations et les rotations produites par un changement de forme dans un système de points matériels.
C.R., T. XV, p. 1166 (26 décembre
Dans ce Mémoire, l’auteur a joint, à la théorie des condensations et dilatations produites par un changement de forme dans un système de points matériels, la théorie des rotations que des axes menés par un point du système exécutent en se déformant, et il est ainsi parvenu à des propositions nouvelles dont plusieurs paraissent dignes de remarque. Parmi ces propositions, qui seront reproduites avec quelques détails dans un prochain article, nous nous bornerons aujourd'hui à citer celle qui se rapporte aux rotations exécutées par divers axes partant d’un même point et compris dans un même plan, autour d’un axe perpendiculaire à ce plan. Il est aisé de voir que la moyenne entre ces diverses rotations, ou ce qu’on peut appeler la rotation moyenne du système de points matériels autour du dernier axe, varie avec la position de cet axe. Or, si l’on représente la rotation moyenne du système, autour d’un axe aboutissant à un point donné, par une longueur mesurée sur l’axe à partir de ce même point, et si l’on nomme rotation principale du système la plus grande des valeurs de cette rotation moyenne correspondantes aux diverses positions que l’axe peut offrir, on pourra énoncer la proposition suivante :
TuéoRÈME. — Lorsqu'un système de points matériels éprouve un changement de forme infiniment petit, alors, en chaque point, la rotation moyenne du système autour d'un axe quelconque se trouve représentée, en grandeur comme en direction, par la projection de la rotation princi-
pale sur cet axe.
Si l’on prend successivement pour axe de rotation chacun de ceux
qui, passant par le point donné, sont parallèles aux trois axes coordonnés, supposés rectangulaires entre eux, on obtiendra trois rotations moyennes représentées par les moitiés des fonctions différentielles renfermées entre parenthèses dans les seconds membres des équations (1) de la page 207.
GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. — Mémoire sur les dilatations, les condensations et les rotations produites par un changement de forme dans un système
de points matériels.
C.R., T. XVI, p. 12 (2 janvier
Pour être en état d'appliquer facilement la Géométrie à la Mécanique, il ne suffit pas de connaître les diverses formes que les lignes ou surfaces peuvent présenter et Les diverses propriétés de ces lignes et de ces surfaces, mais il importe encore de savoir quels sont les changements de forme que peuvent subir les corps, considérés comme des systèmes de points matériels, et à quelles lois générales ces changements de forme se trouvent assujettis. Ces lois ne paraissent pas moins dignes d’être étudiées que celles qui expriment les propriétés générales des lignes courbes ou des surfaces.courbes, et, aux théorèmes d'Euler sur la courbure des surfaces qui limitent les corps, on peut ajouter d’autres théorèmes qui aient pour objet la condensation ou la dilatation linéaire, et les autres modifications éprouvées en chaque point par un corps qui vient à changer de forme. Déjà, en 1827, j'ai donné, dans les Exercices de Mathématiques (*), la théorie des condensations ou dilatations linéaires et les lois de leurs variations dans un système de points matériels. A cette théorie, fondée sur
(1) Œuvres de Cauchy, S. U, T. VII, p. 82 et suiv.
une analyse que je reproduis avec quelques légères modifications, se trouve jointe, dans ce nouveau Mémoire, la théorie des rotations qu'exécutent, en se déformant, des axes menés par un point quelconque du système. Pour ne pas trop allonger cet article, je me bornerai à indiquer, en peu de mots, les principaux résultats auxquels je suis parvenu; et, pour le détail des calculs, je renverrai le lecteur au Mémoire même, qui sera prochainement publié dans les Exercices d'Analyse et de Physique mathématique (").
Considérons un système de points matériels qui passe d’un premier état naturel ou artificiel à un second état distinct du premier, et dans ce système deux molécules m, 7, réduites chacune à un point matériel. Tandis que ce système changera de forme, le rayon vecteur r, mené de la première molécule m à la seconde m», variera dans un certain rapport. La valeur numérique de la quantité positive ou négative £, qui exprimera la différence entre ce rapport et l’unité, dans le cas où le rayon vecteur r deviendra infiniment petit, représentera la dilatation ou condensation linéaire, mesurée au point occupé par la première molécule m, dans la direction du rayon vecteur r. Ajoutons que, pendant le changement de forme du système, le rayon vecteur r, supposé infiniment petit, tournera autour de la première molécule m, en décrivant un angle à propre à mesurer la rotation qu’exécutera, en se déformant, un demi-axe partant de cette molécule et constamment dirigé dans le même sens que le rayon vecteur. Cela posé, je démontre les propositions suivantes :
… TaéorÈème 1. — Sozent, dans un système de points matériels qui change de forme, e la dilatation mesurée suivant un demi-axe qui part de la molécule m, et à la rotation qu'exécute ce demi-axe en se déformant; les
rappor ls I I
à E. (1+e)sind
varieront avec la direction qu'offrira ce demi-axe dans le premier état du
(1) Œuvres de Cauchy, S. W, T. XII.
EXTRAIT N° 199. 237 système, de manière à pouvoir être représentés, le premier par le rayon vecteur d’une surface du second degré, le second par le carré du rayon vecteur d'une surface du quatrième degre.
Taéorème Il. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 1, les rapports FFE Érerret ” sind varieront avec la direction qu'ofirira le demi-axe donné dans le second état du système, de manière à pouvoir étre représentés, le premier par le rayon vecteur d’une surface du second degré, le second par le carré du
rayon vecteur d’une surface du quatrième degre.
Concevons maintenant que la seconde molécule »2 soit l’une quelconque de celles qui entourent la première nt dans un certain plan. La projection de l'angle à sur ce plan mesurera ce qu’on peut nommer la rotation du rayon vecteur r autour d’une droite OA perpendiculaire à ce plan. Cela posé, je démontre encore la proposition suivante :
TaéorÈue IF. — La rotation d'un demu-axe partant de la molécule m et compris dans un certain plan, autour d’une droite OÂ perpendiculaire à ce plan, varie avec la direction primitive ou définitive de ce demu-axe,
%74 4 , he A 4 4 de telle manière que sa tangente trigonométrique peut étre représentée par le rapport entre les carrés des rayons vecteurs de deux surfaces du second
degre.
Pour plus de précision, nous avons, dans ce Mémoire, donné des signes aux rotations exécutées autour d’un axe, ou plutôt autour d’un demi-axe. En supposant, pour fixer les idées, que les mouvements de rotation exécutés de droite à gauche autour des demi-axes des coor-. données positives sont, dans les plans coordonnés, des mouvements directs, nous considérons comme positives les rotations exécutées de droite à gauche autour d’un demi-axe quelconque OA, et comme négatives celles qui s’exécutent de gauche à droite.
La moyenne entre les diverses rotations exécutées autour d'une même droite par les divers demi-axes qui, partant d’une molécule m,
se trouvent renfermés dans un même plan, est ce que j'appelle la rotation moyenne du système de points matériels autour de cette droite. Lorsque cette droite change de direction, la rotation moyenne varie, et le maximum de cette rotation est la rotation moyenne principale.
Les lois suivant lesquelles s’effectue le changement de forme d’un système de points matériels se simplifient lorsque ce changement de forme devient infiniment petit. Alors on obtient de nouveaux théorèmes relatifs, les uns aux condensations et dilatations linéaires, les autres aux rotations. Les premiers se trouvent déjà dans le Mémoire de 1827; parmi les autres, on doit particulièrement distinguer ceux que je vais énoncer.
Tuéorème IV. — Si la rotation moyenne principale qui correspond à la molécule m est représentée par une longueur portée, à partir de cette molécule, sur le demi-axe autour duquel cette rotation s'effectue de droite à gauche, les projections algébriques de la même longueur sur les axes coordonnés des x, y, z représenteront. les rotations moyennes du système
autour de trois axes parallèles menés par la molécule w.
TuéoRèME V. — Si la rotation moyenne principale qui correspond à la molécule m est représentée par une longueur portée à partir de cette molecule sur le demi-axe autour duquel cette rotation s'effectue de droite à gauche, la rotation moyenne autour d'un autre demi-axe sera le produit
de la rotation moyenne principale par le cosinus de ! ‘angle compris entre les deux demi-axes.
Tnéorème VI, — Les mêmes choses étant posées que dans les théorémes précédents, la rotation moyenne autour d'un demi-axe quelconque sera représentée, au signe près, par la projection de la rotation moyenne principale sur ce demi-axe ; par conséquent elle s'évanoura si le nouveau demt-axe est perpendiculaire à celui autour duquel s'exécute la rotation moyenne principale. Dans le cas contraire, elle s'effectuera de droite à gauche ou de gauche à droite, suivant que l'angle compris entre les deux demi-axes sera positif ou négatif.
TuéorÈmMe VIT, — Portons, à partir de la molécule w, sur chacun des
demi-axes aboutissant à cette molécule et renfermés dans un méme plan, une longueur équivalente à l'unité disisée par la racine carrée de la rotation très petite qu'exécute en se déformant le demu-axe que l’on considere autour d'une droite perpendiculaire au plan. Cette longueur représentera le rayon vecteur d’une ellipse qui aura pour centre la molécule w, et dont les deux axes, grand et petit, correspondront, si toutes les rotations s'executent dans le même sens, le premier à la rotation dont la valeur numerique sera un minimum, le second à la rotation dont la valeur numérique sera un maximum. Si au contraire les rotations s'exécutent les unes dans un sens, les autres en sens contraire, l’ellipse se trouvera remplacée par deux hyperboles qui, étant conjuguées l'une à l’autre, offriront les mêmes äsymptotes avec des axes réels, perpendiculaires entre eux. Alors ces axes réels correspondront à deux rotations effectuées en sens contraires, et dont chacune sera un maximum, abstraction faite du signe, tandis que les directions des asymptotes répondront à deux demi-axes dont les rotations
s'évanoutront.
Si l’on projette en particulier la rotation moyenne principale sur les axes coordonnés, les projections que l’on obtiendra, et qui représenteront les rotations moyennes autour de ces demi-axes, seront précisément les fonctions différentielles des déplacements moléculaires, comprises, avec la dilatation du volume, dans les équations générales des mouvements infiniment petits des milieux isophanes qui présentent les phénomènes de la polarisation chromatique. Il y a plus : il résulte des formules contenues dans les Mémoires que j'ai présentés à l'Académie en 1830 que, si, dans les milieux isophanes ordinaires, on prend pour inconnues, au lieu des déplacements moléculaires, la dilatation du volume et les rotations moyennes autour des demi-axes coordonnés, chacune de ces inconnues se trouvera déterminée par une équation aux dérivées partielles, qui, réduite au second ordre, sera de la forme de celle qu’on appelle l'équation du son. Cette remarque suffit pour ramener l'intégration des équations aux dérivées partielles d’un milieu isophane ordinaire à un problème résolu depuis longtemps, savoir, à l'intégration générale de l'équation du son.
ANALYSE
S IL — Formules générales relatives au changement de forme que peut subir un système de points matériels.
Concevons qu’un système de points matériels vienne à changer de forme, en passant d’un premier état naturel ou artificiel à un second état distinct du premier.
Soient, dans le premier état du système,
æ, y, = les coordonnées rectangulaires d’une molécule m, supposée réduite à un point matériel;
r le rayon vecteur mené de la molécule m à une autre molécule #7;
a, b, c les cosinus des angles formés par ce rayon vecteur avec les demi-axes des coordonnées positives.
Soient, dans le second-état du système,
THE Y+N 2+ € les coordonnées de la molécule m:
r + p le rayon vecteur mené de la molécule m à la molécule »;
a, b, c les cosinus des angles formés par ce rayon vecteur avec les demiaxes des coordonnées positives.
Soient encore
à l’angle compris entre les rayons vecteurs r, r + p;
9, 4, Ÿ les projections algébriques de cet angle sur les plans coordonnés, ou, ce qui revient au même, les angles décrits dans les plans coordonnés par les projections du rayon vecteur r, chacun de ces angles étant pris avec le signe + ou le signe —, suivant que le mouvement de rotation est direct ou rétrograde.
Enfin posons
(1) ef.
£, n, Ç représenteront les déplacements de la molécule m mesurée pa-
rallèlement aux axes coordonnés, et l’on aura
(2) sind —=[(be— ch}?+ (ca — ar)? + (ab — ba)?}?, be— cb ca— ar ab — ba (3) LR TETE ea ct+aa Wet aa + bb
Si Le rayon vecteur r devient infiniment petit, la valeur de e, déter-
minée par l'équation (1), représentera, au signe près, la dilatation ou
condensation linéaire, mesurée sur un demi-axe OA qui forme avec
ceux des coordonnées positives les angles dont les cosinus sont a, b, c.
Alors aussi l'angle à mesurera la rotation absolue de ce demi-axe
autour de la molécule m, tandis que les angles ©, y, Ÿ représenteront
les rotations du même demi-axe autour de trois demi-axes parallèles à
ceux des coordonnées positives. On trouvera d’ailleurs, dans cette
hypothèse, | (+ [a(i+ DE) DUR bD,. Ë + ch Er (4) + [aDan + 6(G+Dyn) +cD,n7 + [aD.E + bD,é + c(1+ D.6)l et e= ——[a(i+ Ds) +0D,E+c DE], (5) | b— La Dern + b(1+ Din) + cDirl, he = [aD.t +bD,E + e(1+ D.5)].
Dans le cas particulier où le demi-axe OA devient parallèle au plan
des y, z,ona FÉreos +
et, en nommant 7 l'angle polaire formé par le demi-axe OA avec celui
des y positives, on a encore
b — cosr, C=SIinT.
Par suite, on tire de la première des formules (3), jointe aux équa-
tions (5), (cosrD,+ sinrD.)(£ cost — nsinr) 1+ (costD,+sinrD.)(ncosr+£&sint) OEuvres de C — S.1,t. VII. 31
(6) tango —
Cela posé, si l’on prend f 2T
A — — o dr, 2T 0
ri SI
représentera ce qu'on peut appeler la rotation moyenne du système de points matériels autour du demi-axe des æ positives. Des formules semblables aux équations (6) et (7) détermineront les rotations moyennes # ou y du système autour du demi-axe des y ou des 3 positives. Enfin, à l’aide d’un changement de coordonnées rectangulaires, on déduira aisément des mêmes formules [a rotation moyenne du système autour d’un demi-axe OA qui formerait avec ceux des coordonnées positives des angles dont les cosinus seraient
L'un:
Quant à la dilatation moyenne du volume, si on la représente par v,
on aura (8) 1+v—(r1+e)(1+e")(1+e"),
e, e”, e” étant les délatations linéaires principales, c’est-à-dire celles qui se mesurent sur trois axes rectangulaires, et parmi lesquelles se trouvent les dilatations maxima et minima.
$S II. — Formules relatives aux changements de forme infiniment petits que peut subir un système de points matériels.
Les formules obtenues dans le $ I se simplifient lorsque le changement de forme du système de points matériels devient infiniment petit, ou plutôt lorsque ce changement est assez petit pour que l’on puisse négliger les puissances supérieures et les produits des déplacements moléculaires et des quantités de même ordre, par exemple des dérivées de ces déplacements et des dilatations linéaires. Alors, à la place des formules (4) et (6) du $ I, on obtient les suivantes :
(1) e—(aD;+ bD,+ cD.)(aë + bn + c£), { o— cos®TD,é — sin*rD,n — sinrcosr(D,n — D:£)
(2) l = L(D,E — Din) + F(D,6 + Din) cos2r — E(D,n — D.6) sinar.
De cette dernière, jointe à l'équation (7) du $ I, on tire | aæ—3(D;6—D:n).
(3) { 6—3,(D:È— Dé), 7 = 3(Den — D, 6).
On trouve de même
Les formules (3) déterminent les rotations moyennes «, 6, y du système de points matériels donné autour des demi-axes des coordonnées positives, et il suffit de recourir à une simple transformation des coordonnées rectangulaires, pour déduire de l’une quelconque de ces trois formules la rotation moyenne 0 du système autour du demi-axe OA qui forme, avec les demi-axes des coordonnées positives, les angles dont les cosinus sont
on trouve alors (4) | 0—=aa+b6+ cy.
Si l’on nomme © la valeur maximum de 0, ou la rotation moyenne principale, on aura évidemment
et la direction du demi-axe, autour duquel s'effectuera cette rotation moyenne principale, sera déterminée par les formules
5) a — c Ai di
Observons encore que, en vertu de la formule (1), la somme des
dilatations linéaires mesurées suivant trois directions rectangulaires entre elles sera équivalente au trinôme
D,Ë + Dyn + D.E£.
Donc, si l’on nomme e’, e”, e” Les dilatations linéaires principales, on
aura
(6) e"+e"+e"—D,E+D,n + Dé.
24h COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE.
D'autre part, en considérant les dilatations linéaires comme infiniment petites du premier ordre, et négligeant les infiniment petits du second ordre ou d’un ordre supérieur au premier, on tire de la formule (8) du SI
6,2) u—e te" Le", Cette dernière formule, jointe à l'équation (6), entraîne la suivante : (8) v—=D,ËE+D,n + D.6.
Il est aisé de s’assurer que les diverses formules données dans ce paragraphe et dans le précédent entrainent les théorèmes énoncés dans le préambule de ce Mémoire.
S IE. — Sur les équations aux dérivées partielles qui représentent les mouvements infiniment petits d'un système isotrope de molécules.
D’après ce que j'ai dit dans la séance du 14 novembre dernier, les équations aux dérivées partielles qui représentent les mouvements infiniment petits d'un système de molécules isotrope sont générale-
ment de la forme D?—E)E = FD,v +2Ga,
| ( (1) { (D?—E)n = FD, v + 2G6, (D? —E)S = FD;v+2Gy, les lettres v, “0 6 7 désignant, comme dans les paragraphes précédents : 1° la dilatation du volume mesurée au point (+, y,z); 2° les rotations moyennes du système autour de trois demi-axes menés par le même point parallèlement à ceux des coordonnées positives. Quant aux lettres E, F, G, elles représentent, dans les équations (1), trois fonctions entières de la somme DE+D;+ Di, .dont la première s’évanouit avec cette somme, et dont chacune peut ètre composée d’un nombre infini de termes.
On peut aisément déduire des formules (1) d’autres formules qui renferment seulement les inconnues
et d’abord, comme, en vertu des équations (3) du $ IH, on aura iden-
tiquement
on tirera des équations (1)
De plus, si l’on élimine v entre les équations (1), combinées deux à deux, on en conclura
PE me rs DRE et El (4) { (D?—E)6—2G(D:x— D,7y), ; (Di —E)y —=2G(D,:6 — D,a).
Lorsque G s’évanouit, les formules (4) se réduisent aux suivantes : (5) (D?—E)a—o, (D?—E)6— 0, (D—E)y= 0.
Les formules (3) et (5) sont du nombre de celles que j'ai données dans le Mémoire lithographié d’août 1836. Lorsqu'on a simplement
B=u(Di+De+ Di), FSSE
: { désignant des coefficients constants, elles se réduisent aux sui-
vantes :
(6) LEGER D(DE+D + Di)lvse, | [D?—(Di-+Di+ Di)]a=0, (7) [D?— (Di+D;+D:)]6— 0, | ns (DE+Dÿ+ D?)]y = 0.
Ces dernières sont toutes semblables à l'équation du son et s’intègrent de la même manière; elles sont d’ailleurs comprises, comme cas par-
ticulier, dans des formules plus générales que j'ai données dans un Mémoire présenté à l’Académie le 31 mai 1830, et qui sont relatives au mouvement de la lumière dans les cristaux à un seul axe optique.
PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Note sur les pressions supportées, dans un corps solide ou fluide, par deux portions de surface très voisines, l’une exte-
rieure, l'autre intérieure à ce même corps.
C.R., T. XVI, p. 151 (23 janvier
J'ai remarqué, dans un Mémoire présenté à l’Académie le 30 septembre 1822, et dans le II Volume des Exercices de Mathématiques (*), que la pression ou tension supportée en un point donné d’un corps par une surface plane devait être généralement, non pas normale, mais oblique à cette surface. J'ai de plus développé les lois suivant lesquelles cette pression ou tension varie en grandeur et en direction, lorsque le plan qui renferme la surface tourne autour du point donné. Pour trouver ces lois, il m’a suffi d'établir l'équilibre entre les pressions ou tensions supportées par les différentes faces d’un très petit élément de volume, que j'ai fait successivement coïncider avec un prisme droit, dont la base était supposée très petite par rapport à la hauteur, avec un parallélépipède rectangle et enfin avec un tétraèdre dont les trois arêtes étaient parallèles à trois axes rectangulaires entre eux. Quand on considère un corps comme un système de points matériels qui agissent les uns sur les autres à de très petites distances, les lois obtenues ainsi qu’on vient de le dire se trouvent vérifiées, non seulement par les valeurs particulières des pressions auxquelles M. Poisson était d’abord parvenu, c’est-à-dire par les valeurs qui
(1) Œuvres de Cauchy, S. U, T. VIL
reproduisent les équations d'équilibre et de mouvement des milieux isotropes trouvées par M. Navier, mais encore par les valeurs plus générales que j'ai données dans le III° Volume des Exercices (! ), el qui se rapportent à des milieux non isotropes.
La considération d’un prisme droit élémentaire, dont la base est très petite relativement à la hauteur, m'avait, dans le II° Volume des Exercices, conduit à cette conclusion générale, que Les pressions ou tensions exercées en un point donné d'un corps contre les deux faces d'un plan quelconque passant par ce point sont deux forces égales et directement opposées. En d’autres termes, une couche infiniment mince renfermée dans le corps à une distance sensible de la surface, et comprise entre deux plans parallèles, supporte sur ses deux faces des pressions ou tensions égales, mais dirigées en sens contraires. Il restait à savoir si la même proposition doit être étendue au cas où l’un des deux plans parallèles est remplacé par une portion élémentaire de la surface extérieure du corps, et où l'épaisseur de la couche infiniment mince est remplacée par le rayon de la sphère d’activité sensible d’une molécule. Cette extension est nécessaire pour que l’on puisse mesurer la pression intérieure et relative à un point situé près de la surface d’un corps solide par la pression extérieure, comme nous l'avons fait, M. Poisson et moi, dans les Mémoires que nous avons publiés sur les surfaces, les lames et les verges élastiques. Mais avons-nous raison de le faire, et cette manière d'opérer est-elle légitime? C’est un point sur lequel s'étaient élevés dans mon esprit quelques doutes, que j'ai cru devoir loyalement exposer aux géomètres, non seulement dans le Mémoire lithographié sur la théorie de la lumière, mais aussi dans le Mémoire présenté à l’Académie le 18 mars 1839. Aujourd'hui ces doutes sont heureusement dissipés, ainsi que je vais l'expliquer en peu de mots.
Pour qu'un élément de surface plane, mené par un point intérieur dans un corps ou dans un système de molécules, supporte une pres-
(1) Œuvres de Cauchy, SH, T. VII.
sion dont la grandeur et la direction demeurent sensiblement invariables, tandis que l’on passe d’un point à un autre de cet élément, il est nécessaire, en général, que les deux dimensions de l'élément soient très petites. Mais, quelque petites que soient ces deux dimensions, si la hauteur d’un prisme droit qui a l'élément pour base devient infiniment petite, c’est-à-dire décroît indéfiniment, il arrivera bientôt un instant où cette hauteur pourra être négligée vis-à-vis de chacune des deux dimensions de la base; et alors, la surface latérale du prisme devenant très petite par rapport à la base, le système entier des pressions supportées par la surface latérale pourra être négligé relativement aux pressions totales supportées par la base sur laquelle le prisme x été construit, et par la base opposée. Donc l’équilibre, qui devra subsister entre les diverses pressions supportées par les diverses faces du prisme, se réduira sensiblement à l'équilibre des pressions supportées par les deux bases. Donc ces pressions totales, qui se changeront quelquefois en deux tensions, seront deux forces sensiblement égales, mais dirigées en sens contraires. Telle est la démonstration que j'ai donnée depuis longtemps de l'égalité des pressions ou tensions exercées en un point donné d’un corps contre les deux faces d’un plan quelconque, ou, ce qui revient au même, contre les deux faces d'une couche infiniment mince passant par ce point.
Si maintenant on veut démontrer l’égalité des pressions extérieure et intérieure correspondantes à deux points très voisins, situés sur une même droite normale à la surface qui termine le corps, savoir, des pressions supportées : 1° en un point donné de la surface du corps par cette surface même; 2° en un second point dont la distance à la surface soit au moins égale au rayon de la sphère d’activité sensible d'une molécule par un plan perpendiculaire à la normale ou, ce qui revient au même, parallèle à celui qui touche la surface au premier point, la démonstration pourra cesser d’être exacte, et ne subsistera que sous certaines conditions qu'il importe de signaler. A la vérité, on pourra toujours concevoir que l’on .construise un prisme ou cylindre droit qui ait pour hauteur la distance entre les deux points avec des
bases très petites, dont l’une pourra être censée se confondre avec un élément de la surface extérieure du corps. Mais, après avoir rendu ces bases assez petites pour que les pressions supportées par elles ne varient pas sensiblement dans le passage d’un point à un autre, on ne pourra faire décroitre indéfiniment la hauteur du prisme, et, pour que la démonstration précédemment rappelée soit applicable, # faudra que la limite inférieure assignée à cette hauteur, c'est-à-dire le rayon de la sphère d'activité sensible d'une molécule, soit effectivement une quantité très petite relativement aux dimensions qu'il sera possible d’'attribuer aux deux bases du prisme sans faire varier sensiblement la pression soit intérieure, soit extérieure.
Si, comme nous le supposerons généralement dans ce qui va suivre, les variations de la pression extérieure restent toujours très petites pour de très petites distances parcourues sur la surface du corps, la seule condition à vérifier sera que Le rayon de la sphère d'activité sensible d’une molécule reste très petit relativement à la distance qu'il faudra parcourir dans le corps sur un plan quelconque, pour obtenir des variations sensibles de la pression supportée par ce méme plan.
Dans un corps homogène considéré comme un système de molécules, les variations que la pression supportée par un plan éprouve quand on passe d’un point à un autre sont dues aux déplacements des molécules. Si d’ailleurs le corps est animé de l’un des mouvements infiniment petits que nous appelons rnouvements simples ou par ondes planes, les déplacements moléculaires ne varieront pas sensiblement quand on parcourra des distances très petites relativement aux épaisseurs des ondes. Donc alors la condition ci-dessus énoncée se réduira simplement à ce que Le rayon de la sphère d'activité sensible d'une molécule demeure très petit relativement aux épaisseurs des ondes planes. Sous cette condition, la pression extérieure supportée par la surface du corps ne différera pas sensiblement de la pression intérieure supportée par un plan parallèle au plan tangent et mené à une
distance équivalente au rayon de la sphère d'activité sensible d’une molécule.
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En général, lorsqu'un corps homogène est doué d’un mouvement infiniment petit, ce mouvement peut être censé résulter de la superposition d’un nombre fini ou infini de mouvements simples. Alors la condition précédemment énoncée se réduit à ce que le rayon de la sphère d'activité sensible d'une molécule demeure très petit relativement aux épaisseurs des diverses ondes planes. |
Dans la théorie des surfaces des lames et des verges élastiques, on peut aux épaisseurs des ondes substituer des quantités du même ordre, telles que les dimensions des diverses portions de courbes décrites par des points qui s’écartent dans un sens ou dans un autre de leurs positions primitives. Alors on obtient les conditions qui doivent être vérifiées pour l'exactitude des formules relatives aux vibrations des surfaces des lames ou des verges élastiques, telles qu’elles ont été données par M. Poisson ou par moi-même dans divers Mémoires. L'accord général de ces formules avec l'expérience ne permet guère de douter que les conditions ci-dessus indiquées, et sous lesquelles elles subsistent, ne se trouvent effectivement remplies.
Dans le Tome VII des Mémoires de l’Académie (p. 390) et dans le XXE Cahier du Journal de l'École Polytechnique (p. 56), M. Poisson avait déjà cherché à démontrer l’égalité des pressions extérieure et intérieure correspondantes à deux points situés, l’un sur la surface d’un corps, l’autre près de cette surface. Mais la démonstration qu'il a donnée dans les Mémoires de l'Institut, et modifiée dans le Journal de l'École Polytechnique, en comparant l’une à l’autre les pressions supportées par les bases, tantôt d’un très petit segment de volume, tantôt d’un cylindre dont la hauteur et les bases sont très petites, me parait sujette à quelques difficultés qu’il serait trop long de développer ici; et ce qui me persuade que ces difficultés sont réelles, c’est, en premier lieu, que la démonstration dont il s’agit n’a jamais été opposée, à ma connaissance, ni par son auteur ni par aucun autre géomètre, aux doutes que j'avais énoncés publiquement et par écrit, en assurant que l'égalité des pressions extérieure et intérieure n'était pas démontrée ;
c’est, en premier lieu, que, dans les passages cités, M. Poisson ne fait pas mention de la condition à laquelle nous sommes parvenu, et sans laquelle, néanmoins, le théorème que constitue cette égalité peut, à notre avis, devenir inexact.
. Si, au lieu d'un seul système de molécules, on considère deux semblables systèmes séparés l’un de l’autre par une surface plane, alors, raisonnant toujours de la même manière, on obtiendra de nouvelles propositions analogues à celles que nous avons énoncées, et en particulier les suivantes : |
Tuéorème 1. — Étant donnés deux milieux séparés par une surface plane, et composées de molécules qui éprouvent de très petits déplacements, si dans chaque mulieu le rayon de la sphère d'activité d’une molécule est une quantité très petite que l’on puisse négliger relativement à la distance qu'il faut parcourir pour que les pressions ou les déplacements subissent des variations sensibles, les pressions mesurées dans les deux milieux en deux pounts situés sur une perpendiculaire à la surface de séparation, de maruére que la distance de chacun à la surface soit le rayon de la sphère d'activité sensible d’une molécule, et supportées en ces deux points par
deux plans parallèles à la surface, seront sensiblement égales entre elles.
Tuéorèe IL. — Les mémes choses étant posées que dans le premier théorème, supposons que des mouvements infiniment petits, simples ou à ondes planes, se propagent dans les deux milieux. Si le rayon de la sphère d’acuvié sensible dans chaque milieu est une quantité tres petite relaliwement aux épaisseurs des ondes planes, les pressions mesurées dans les deux milieux en deux points situés sur une perpendiculaire à la surface de séparaton, de manière que la distance de chacun à la surface soit le rayon de la sphère d'activité sensible d’une molécule, et supportées en ces deux points
par deux plans parallèles à la surface, seront sensiblement égales entre elles.
PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Mémoire sur les pressions ou tensions intérieures, mesurées dans un ou plusieurs systèmes de points matériels que
sollicitent des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle.
C. R., T. XVE, p. 299 (6 février
Dans le IIIe Volume des Zxercices de Mathématiques (*) et dans deux Mémoires présentés à l’Académie en 1839 (voir les séances du 28 octobre et du 11 novembre 1839) (?), je me suis déjà occupé des pressions ou tensions intérieures, mesurées dans un système simple ou dans un double système de points matériels, que sollicitent des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle. En développant les formules que renferment ces divers Mémoires, on obtient celles que je vais indiquer
SI. — Équilibre et mouvement d’un système de points matériels. Pressions ou tensions mesurées dans un semblable système.
Considérons d’abord un système simple de molécules que nous supposerons réduites à des points matériels, et sollicitées par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle. Soient, dans l’état d'équilibre,
æ, y, = les coordonnées d’une molécule m;
æ+x, ÿ+ y, 3 +2 les coordonnées d’une autre molécule »;
r le rayon vecteur mené de la molécule m à la molécule 72 et lié à x, y, Z par l'équation
mr f(r) l'action mutuelle des molécules m, 7», la fonction f(r) étant
positive lorsque les moléeules s’attirent, et négative lorsqu'elles se repoussent;
(1) Œuvres de Cauchy, S. H, T. VII.
(2) Zd., S. I, T. IV, p. 513 et 520.
ù la densité du système au point (æ, y, =);
mx, my, m& les projections algébriques de la résultante des actions exercées sur la molécule m par les autres molécules;
enfin &, #, €, #, 1, ®, €, ®, € les projections algébriques des pressions ou tensions supportées au point (x, y, z), et, du côté des coordonnées positives, par trois plans perpendiculaires aux axes des x, des y et des z.
Les équations d'équilibre de la molécule m seront
(2) X—0,. Jo :—0;
et l’on aura
(3) X—S{mxf(r)l, S=S[myf(r) +—=S[mzf(r)],
les sommes qu'indique la lettreS s'étendant aux diverses molécules »2, distinctes de la molécule w, et comprises dans la sphère d'activité sensible de m. De plus, en vertu des formules générales établies dans le IIIe Volume des Exercices de Mathématiques, si le système de molécules est homogène, c’est-à-dire si les diverses molécules, offrant des masses égales, se trouvent distribuées à très peu près de la même manière autour de l’une quelconque d’entre elles, on aura encore sensiblement 4
| do — = SDmxt f(r)], == = SEmy f(r)], = 2 S[mz f(r)]
Supposons maintenant que le système de molécules vienne à se mouvoir et soient, au bout du temps £,
= SEmyz f(r)], HE = SCmezx f(r)], $ — -S[mxy f(r)].
5, n, C les déplacements de la molécule w;
5 + AË, n + An, (+ AT les déplacements correspondants de la molécule 7»;
v la dilatation du volume, mesurée au point (æ, y, =).
Enfin soient, à la même époque,
r + 9 ce que devient la distance r des molécules m, 7; x + #,3 + Ÿ, x +3 ce que deviennent les forces accélératrices X, DRE
et
A++ hB,c+E, +, c+E, $ + SF ce que deviennent les pressions L, 1%, ©, ®, €, F.
On aura, non seulement (5) (r+p}= (x + A) + (y + An)t+ (2+ At),
mais encore
(6) X + X—S[m(x+ AË) fr +p)l, et R L+A= SE (x + AE) Sr + PI + (7) | @+D— 2 S{m(y + An) (2+ AE) f(r + pl,
& De plus, eu égard aux formules (2), les équations du mouvement de la
molécule m seront (8) D'Eë—Xx, D'n—%%, D?t—3.
Si le mouvement que l’on considère est infiniment petit, l'équation (5), jointe à la formule (1), donnera
de AU ns rat 4
(9) et l’on aura, de plus,
Alors on tirera des formules (6), (7), jointes aux équations (3), (4),
(11) £= S[mf(r) AE] +] m ÉD xe |, ar 4— > {2S0m f(r)x AE] + SEm f'(r)xte]l — 2 av, ee
(12) D — = {SC f(r) (z An + y AE)] + SCm J'(r)yzp]| — 7 dv,
Dans les formules qui précèdent, la lettre caractéristique A indique l’accroissement que prend une fonction des variables indépendantes æ, Y, 3, Quand on attribue à ces variables indépendantes les accroissements
DES % Ày = y, Pre À Cela posé, en désignant par # une fonction quelconque de +, y, z, on aura (13) A8 — (exDz+yD;+1De__ 1)g,
Si, le système donné étant homogène, le mouvement infiniment petit propagé dans ce système se réduit à un mouvement simple dont le symbole caractéristique soit
UL+VY+WI+St € Y à
u, #, w désignant des coefficients réels; alors, en prenant pour a une fonction linéaire quelconque des déplacements linéaires £, n, € et de leurs dérivées, on trouvera
(14) AB = (exu+y0+zw 1)8,
et, en posant, pour abréger,
RES L=XU+ YO +2zw, (16) A3—(et—1)8,
par conséquent
(17) Bet t,
Cela posé, les formules (9), (10) donneront
(18) p= AIME 1),
(19) VUE + PH w; et, comme on aura encore xD EE y=Du, z=D,.* on tirera des formules (11), (12), jointes aux équations (17) et (18), (20) X—(G—DE+D, (ED, +nD,+6Ds)(H—K) ES
Le œ - [2ËD,(G—5)+DE(ED, + nD,+6D,)(H—X)] — : Au, ..., (21) l: = 2 Ln Du +ED,)(G—5)+ D, D EDa-tnDi+EDu)(H—X)— . Ou, .…,
les valeurs de GR ELR 3
étant
(22) G= S[m f(r)e'], H—S [re ee |.
3) = S1m 0. € =8[n €] (24) 5=Spm (D X=S[m ED |
Ajoutons que l’on tirera des formules (4).
(25) ®=:D,D,L, E—"D,D,L, Door
la valeur de L étant
(269 | L=s|mfte|
En comparant la formule (13) à la formule (14), on arrive immédiatement à la conclusion suivante :
Pour obtenir les valeurs générales des forces accélératrices
2: 4,3 el des pressions NÉ € NE qu correspondent à un mouvement infiniment petit quelconque d'un système homogène de points matériels, il suffit de calculer les valeurs particulières de ces quantités qui correspondent au mouvement simple dont le symbole caractéristique est
UL+VY+W2Z+SL e JAERCEATS
u, v, w désignant des quantités réelles, puis de remplacer dans ces valeurs particuhères les coefficients :
par les lettres caractéristiques
ad
qui devront s'appliquer aux déplacements ë, n» C considérés comme
fonctions de x, y, 3.
$ IL. — Réduction des formules dans le cas où le système donné devient isotrope.
Lorsque le système de points matériels donné devient isotrope, les fonctions de w, », w, que représentent les lettres G, H et que déterminent, dans le $ I, les équations (22) jointes à la formule (15), se réduisent à des fonctions de la quantité (1) KZ + + w?, et même, en vertu de la formule
L ARNER IH IH + +...
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à des fonctions entières de Æ? composées chacune d’un nombre infini de termes. Il y a plus : si, dans les formules (22), (23), (24), (26)
du $ I, on pose 1 — kr cos
ou, ce qui revient au même,
105 ouf LA De Eu 4 —— ,
n COS — += pas
NI , M
à représentera l’angle compris entre le rayon vecteur r et la droite qui forme avec les demi-axes des coordonnées positives les angles dont les
cosinus sont
et, en vertu d’un théorème énoncé ailleurs (voir le I Volume des Exercices d'Analyse et de Physique mathématique, p. 25) ('), pour obtenir les valeurs générales de G, H, I, K, 5, x, L, il suffira de remplacer, dans les formules dont il s’agit, les quantités
é". et: 1,
n étant l’un quelconque des nombres entiers o, 1, 2, 3, par les deux
intégrales T kr kr I ? x ere cf ekr cosô sin à dè — =———; EDR À 2kr : ‘ |: à * ot L}2+1 ef (kr sind)" dd — Ro LR.
AT AT
En conséquence, on trouvera
(2) G=8[m ft |, n=s |" Tir) ee _
2kr r 2kr 8) 1=SImftr)) K= , S{mr f'(r)) (4) $ —0, X— 0, ke?
(5) = 33 SLrmr* f(r)]:
(1) Œuvres de Cauchy, S. H, T. XI.
Cela posé, on aura, en vertu des équations (25) du $ I,
Lette CE, (6)
| D—=£ —<f$ 0; et les équations (20), (21) du même paragraphe donneront
(7) X—ME+ Nu, Re CT I | u | (a=ilounnef(efn)n-th}, 02 « > . 0 ÉPICES ESPSURIE 459
la valeur de v étant toujours (9) v=uE+ von +wé,
et les valeurs de M, N étant
M=—G—1+ZD4(H—K),
N — ET DA
D'autre part, comme, en désignant par (r) une fonction quelconque
de r, on a généralement
D, S(4r) = TD "F(kr),
on tirera des formules (10), jointes aux équations (2) et (5),
p.| (7 DE) || prenne)
Pour déduire des formules (7) et (8) les valeurs générales de
im) lr2
ra |
Pers a TO LE":
qui correspondent à un mouvement infiniment petit d’un système
homogène et isotrope, il suffira de poser dans ces formules, jointes aux équations (1), (2), (3), (5) et (9),
1 a à PE ere | aan | en supposant les lettres caractéristiques D,, D,, D, appliquées aux déplacements moléculaires 6, n, Ç. Si l’on pose en outre
les équations du mouvement de la molécule m, c’est-à-dire les équa-
tions (8) du SI, deviendront
FR + Nuv = 0, (12) {(M—s$)n+Neu —0o, (M — 5 )£ + Nwu —o.
Si l’on élimine £, n, € entre les équations (12), jointes à la formule (9), on obtiendra l'équation caractéristique
qui se décompose en deux autres, savoir :
(14) s—M—o et (15) | s’—M—Nk—0o,
Si le mouvement du système de points matériels se réduit à un mouvement simple dont le symbole caractéristique soit
UL+VY+W2+SÉ e Y ,
les coefficients
s et Æ—u?+ pv? + w?
se trouveront nécessairement liés entre eux par l’une des formules (14), (15), non seulement dans le cas où les coefficients w, v, w, s conserveront des valeurs réelles, mais aussi lorsque ces coefficients deviendront imaginaires.
Dans ce paragraphe et dans le précédent, nous nous sommes borné à considérer un seul système de points matériels; mais il est facile d'étendre les formules que nous avons obtenues au cas où l’on considère deux semblables systèmes superposés l’un à l’autre, c’est-à-dire renfermés dans le même espace. C’est, au reste, ce que nous expliquerons plus en détail dans un autre article.
ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Sur l'emploi des coordonnées curvilignes
dans l'évaluation des surfaces, des volumes, des masses, etc.
C.R., T. XVI, p. 413 (20 février
J'ai donné à la Faculté des Sciences, dans mon Cours de Mécanique, en décembre 1821, une méthode générale à l’aide de laquelle j'ai obtenu, pour un système quelconque de coordonnées curvilignes, des formules propres à la détermination des surfaces, des volumes, des masses, etc. Ces formules se distinguent des formules du même genre données par Lagrange pour l’évaluation des surfaces et des volumes dans la Théorie des fonctions analytiques, en ce que‘les formules de Lagrange se déduisent de celles qui supposent les coordonnées rectangulaires, par un changement de variables, tandis que mes formules se trouvaient établies directement pour des coordonnées curvilignes quelconques. Leur démonstration se déduit aisément de la considération des quantités que j'ai désignées sous le nom de rapports différentiels, dans mes leçons à l'École Polytechnique, ainsi que dans les dernières livraisons de mes Ærercices d'Analyse. L'emploi des coordonnées curvilignes pouvant être utile, non seulement dans la comparaison ou l'évaluation de diverses transcendantes, mais aussi dans les questions de Mécanique rationnelle et de Physique mathématique, comme l’ont prouvé le Mémoire de M. Yvori, relatif à l’attrac-
tion exercée par un ellipsoide sur un point matériel, et plus récemment les travaux de M. Lamé, j'ai pensé que mes formules générales, qui sont d’ailleurs très simples, pourraient même aujourd'hui n'être pas dépourvues d'intérêt pour les géomètres. Tel est le motif qui me détermine à les reproduire dans ce Mémoire, avec les théorèmes qu’elles fournissent. Je dirai ensuite, en peu de mots, comment on peut de ces formules passer à celles que Lagrange a données et à
d’autres du même genre.
ANALYSE
$S I. — Formules générales pour la détermination des surfaces, des volumes, des masses, etc.
La position d’un point sur une surface plane ou courbe peut être déterminée par le moyen de deux coordonnées +, y, rectangulaires ou obliques, rectilignes ou curvilignes; et une ligne quelconque tracée sur cette surface peut être représentée par une équation qui renferme les deux variables æ, y, ou au moins l’une d’entre elles.
Pareillement, la position d’un point dans l’espace se trouve complèetement déterminée par le moyen de trois coordonnées æ, y, 3, rectangulaires ou obliques, rectilignes ou curvilignes, et une surface quelconque peut être représentée par une équation qui renferme les trois variables æ, y, z, ou deux de ces variables, ou au moins l’une d’entre elles. «
Lorsque les coordonnées, étant au nombre de deux, se rapportent aux divers points situés sur une même surface, les Lignes coordonnées des æ et y sont celles qui se trouvent représentées par les deux équa-
tions LEO et YO.
L'origine des coordonnées est le point d’intersection de ces deux lignes, ou, en d’autres termes, le point dont les coordonnées se réduisent à Zéro.
Lorsque les coordonnées sont au nombre de trois, les surfaces coor-
données des y, 3, des z, æ et des æ, y sont celles qui se trouvent représentées par les trois équations
Les lignes coordonnées des x, des y et des z sont les trois lignes suivant lesquelles se coupent les surfaces coordonnées. L'origine est le point commun aux trois surfaces et aux trois lignes coordonnées, ou, en d’autres termes, le point dont les trois coordonnées se réduisent à zéro. :
Cela posé, les propositions générales que nous avons établies dans les lecons données à la Faculté des Sciences, en décembre 18271, se réduisent aux suivantes :
TuéorÈème 1. — La position d’un point, sur une surface plane ou courbe, étant déterminée par le moyen de deux coordonnées rectilignes ou curvilignes x, y, cherchons l'aire comprise sur cette surface entre les quatre
lignes droites ou courbes représentées par les quatre équations PTE, EX, ‘ Y = Jos Y — YŸ,
dans lesquelles x,, à Vos YŸ désignent des valeurs particulières des
variables x, y; et soit f(X, Y)
la valeur de cette aire, considérée comme fonction de X et de Y. Si l’on nomme À ce que devient l'aire dont il s'agit quand y, Y se transforment en deux fonchons données de la variable x, alors, en posant, pour
abréger, (1) u=D,D,f(z,7),
on aura
| (2) Az f à u dx dy.
Lo “Yo
Corollaire I. — On peut, dans la recherche de la fonction Ff(X, Y),
attribuer à x,, y, des valeurs arbitraires, par exemple des valeurs
nulles.
Corollaire II. — La position d'un point dans un plan étant déterminée par deux coordonnées rectangulaires æ, y, ou par deux coordonnées polaires p, r, alors, en ayant égard au corollaire 1, on verra l'aire représentée par f(X, Y) se réduire, dans le premier cas, à un rectangle, dans le second cas, à un secteur circulaire, et l’on trou-
vera, par suite, dans le premier cas,
Mar) = er, É,
x 7 il dx dy ;
dans le second cas, Le ser 5e P; À A Pris r,
f(2,7) = f(P, r)= = rt(1—cosp), u—=rsinp, R A sh d r sin dp dr.
Po ro r,, R désignent deux fonctions de p, et p,, P deux quantités constantes.
Taéorème Il. — La position d'un point dans l’espace étant déterminée par le moyen de trois coordonnées rectiignes ou curvilignes æ, y, 3, cherchons le volume compris entre les six surfaces représentées par les
six équalions
Fe à 7e BIS A; Y — Jos VIS AS 3 — Z9 SA,
dans lesquelles x,, X3 yo, Y 3 3,, Z désignent des valeurs particulières des variables x, y, z; et soit f(X, Y, Z)
la valeur de ce volume considéré comme fonction de x, y, 3. St l’on
nomme V ce que devient ce méme volume quand y,, Y se transforment
en deux fonctions données de x, et ,, Z en deux fonctions données de
x, y, alors, en posant, pour abréger, (3) % v—D,D,D.f(x, 7,3),
} CN HER (4) CE à fe 14 e dx dy dz.
Lo “Jo <o
Corollaire I. — On peut, dans la recherche de la fonction f(X, Y,Z), attribuer à æ,, y,, 3, des valeurs particulières, par exemple, des valeurs nulles.
Corollaire II. — La position d’un point dans l’espace étant déterminée par trois coordonnées rectangulaires æ, y, z, ou par trois coordonnées polaires p, q, r, alors, en ayant égard au corollaire 1, on verra le volume représenté par f(X, Y, Z) se réduire, dans le premier cas, à’ un parallélépipède rectangle; dans le second cas, à un secteur sphérique; et l’on trouvera, par suite, dans le premier cas,
FT) V2) 22, CR
LR EU 3 . If. dx dy ds; HS T6: 40
TX — P, Y =; Ceres #g
dans le second cas,
f(a, 7, 3) = Cp, gr) — 3 règ(1—cosp), u—=r'sinp,
V sf if p r?sinp dp dq dr, Po o “ro
Pos P étant deux quantités constantes, 45, Q deux fonctions de p, et r,, R deux fonctions de p et de g.
TuéorÈME IL. — Les mémes choses étant posées que dans le théorème 11, st l’on nomme M la masse d’un corps comprise sous le volume V, alors, en OEuvres de C. — S.I,t. VII. 34
désignant par p la densité du corps au point æ, y, z, on obüiendra, au
lieu de la formule (4), la suivante :
QU, ENS AL (3) “= f [ se pv dx dy dz.
Xo "Je F8
Corollaire. — En faisant usage, par exemple, de coordonnées rectangulaires ou polaires, on verra l'équation (5) se réduire à lune des
m=f ff eteayas, R nf [S or?sinp dp dq dr.
Po
formules connues
La manière la plus simple d'établir les théorèmes qui précèdent est de recourir à l'emploi des rapports différentiels, dont nous allons rap- _peler la définition en peu de mots.
Comme nous l'avons expliqué dans la 19° livraison des Exercices d'Analyse ('), nous appellerons grandeurs ou quantités coexistantes deux quantités qui existent ensemble et varient simultanément, de telle sorte que les éléments de l’une varient et s’évanouissent en même temps que les éléments de l’autre. Tels sont, par exemple, le rayon d’un cercle et sa surface, le rayon d’une sphère et son volume, la hauteur d’un triangle et sa surface, le volume d’un corps et la masse ou le poids de ce corps.
Des grandeurs ou quantités coexistantes peuvent varier simultanément dans un ou plusieurs sens divers. Par exemple, la masse d’un parallélépipède peut varier avec le volume de ce solide dans un, deux ou trois sens, correspondants à ses trois dimensions.
Cela posé, soient
A et B deux grandeurs ou quantités coexistantes qui varient simultanément dans un ou plusieurs sens divers. Concevons que la grandeur B soit
(1) OEuvres de Cauchy, S. W, T. XIL.
décomposée en éléments
dont les valeurs numériques soient très petites, et nommons Œis PA RACR An
les éléments correspondants de la grandeur A. Supposons d’ailleurs que, l’un quelconque des éléments de la grandeur B étant représenté par b, et l'élément correspondant de la grandeur A par a, la valeur numérique de l'élément à vienne à décroître indéfiniment dans un ou plusieurs sens. L'élément & s’approchera lui-même indéfiniment de zéro ; mais on ne pourra en dire autant du rapport qui convergera en général vers une limite finie différente de zéro. Cette limite est ce que nous appelons le rapport différentiel (*) de la grandeur À à la grandeur B. Ce rapport différentiel est du premier ordre, ou du second, ou du troisième, ete., suivant que pour l'obtenir on fait décroitre l’élément à dans un, ou deux, ou trois, ... sens différents.
Ces définitions étant admises, on établira sans peine, avec les théorèmes I, Il, HT, ceux que nous allons énoncer.
Taéorème IV. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 1, nommons K une grandeur qui varie et s'évanouisse avec la surface À. Si le rapport différentiel de la grandeur K à l'aire À est représenté par p, on
aura
(6) Eh pu dx dy.
Yo
(:) Le rapport différentiel de deux grandeurs reçoit souvent divers noms particuliers relatifs à la nature même de ces grandeurs. Ainsi, par exemple, la densité d’un corps en un point donné n’est autre chose que le rapport différentiel entre la masse et le volume de ce corps; la vitesse d’un point mobile est le rapport différentiel de l’espace parcouru au temps; la pression hydrostatique supportée par une surface en un point donné est le rapport différentiel de la pression totale à l'aire de cette même surface, etc.
TuéorÈme V. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème II, nommons K une grandeur qui varie et s'évanouisse avec le volume V. Si le rapport différentiel de la grandeur K au volume N est représenté par o, on aura
(7) K=f [ ['rvardyas.
Yo 3Q
ILest bon d'observer ici qu'étant données : 1° une surface ou un volume quelconque; 2° une grandeur K correspondante à cette surface ou à ce volume, on peut toujours décomposer ces deux quantités en parties correspondantes dont chacune puisse être déterminée, soit à l’aide des formules (2) et (6), soit à l’aide des formules (4) et (7).
S II. — Remarques sur les formules obtenues dans le paragraphe premier.
Si l’on veut passer des formules obtenues dans le paragraphe premier à celles que Lagrange a données dans sa Théorie des fonctions analytiques, et aux formules analogues établies de la même manière, il suffira de recourir à deux théorèmes connus de Géométrie analytique,
dont voici l'énoncé :
TnéorÈme 1. — Tous les points d’un plan étant rapportés à deux axes rectangulaires des æ, y, si l'on construit un parallélogramme qui ait pour côtés les rayons vecteurs menés de l’origine à deux points donnés (x,, y) el (æ,, y,), l'aire du parallélogramme aura pour mesure la valeur nu-
mérique de la résuliante ToV1 — Li Yo — S(+ LoY1).
TuéorÈme Il. — Les divers points de l’espace étant rapportés à trois axes rectangulaires des æ, y, z, si l’on construit un parallélépipède qui ait pour côtés les rayons vecteurs menés de l'origine à trois points donnés (5 Vas 26) (Bio Var 2) CMS Vas 25) MROUONT de A op: vero
aura pour mesure la valeur numérique de la résultante
LoV132 — LoVa81 + L1Y250 — 1052 + La Vo 51 — LoY180—= SE LoY1%2).
| EXTRAIT N° 202. 269 Supposons maintenant que, les lettres Ty Ÿs =
représentant toujours des coordonnées rectangulaires, on désigne par nr
des coordonnées polaires ou des coordonnées curvilignes quelconques ; alors, en vertu de l'équation (7) du paragraphe précédent, on aura, non seulement \
CAS. | Z (1) B= f Î £ o dx dy dz, Xo “Yo 3
a A L à pv dp dgq dr, o ro
Pos P étant deux quantités constantes, g,, Q deux fonctions de p; r,, R
mais encore
P Po
deux fonctions de p, g, et o le rapport différentiel de la grandeur K au volume V. Quant à la fonction ?, elle sera déterminée par la formule
pe D,D,D, f(p, VE r'),
pourvu que f(P, Q, R) désigne le volume renfermé entre les surfaces représentées par des équations de la forme
.P = Po» I —= Qos F—= To, des de Ro. rs |
dans le cas où les quantités P, Q, R deviennent indépendantes les unes des autres et de p,, gs, r,. D'autre part, si l’on nomme © le volume f(p, q,r), et si l’on attribue aux coordonnées p, q, r de très petits accroissements Ap, Ag, Ar, l'accroissement correspondant du volume © pourra être représenté par
et l’on aura sensiblement LEA - ApAgqAr
270 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE D'ailleurs, il est facile de s’assurer que le très petit volume A, A,4,0 sera le produit qu’on obtiendra en multipliant, par un facteur très peu
différent de l’unité, le volume du parallélépipède qui aura pour arêtes les trois droites menées du point (x, y, 3) aux trois points
(æ+A,x, Yy+A,Y,; 3 + As}, (æ + A,æx, y + AY, 3 + Az), (x + À,x, y+ 4,7, 3 +A,3).
Done, en vertu du second théorème, on aura A, A, A,V =(1+e)S(+A,xA,7y 4,2),
£ désignant une quantité dont la valeur numérique décroitra indéfiniment avec Ap, Ag, Ar. Cela posé, la valeur de + deviendra
À,æx À À ,.3 à ne Hi P q r $ + (i+e)s (+ )
Si maintenant on réduit Ap, Ag, Ar à zéro, l'équation que nous venons de trouver donnera
(3) p=ES(+tD,xzD,yD,z),
Telle est la valeur de # qui devra être substituée dans la formule (2) et que l’on peut d’ailleurs obtenir en appliquant à l'équation (1) la méthode donnée par Lagrange (") pour un changement de variables dans une Intégrale double.
Si, en considérant des points situés, non plus dans l’espace, mais dans un plan, on désignait par æ, y des coordonnées rectangulaires, et par p, r des coordonnées polaires ou curvilignes quelconques, alors,
(1) On peut voir, sur l'application de cette méthode aux intégrales multiples de divers ordres, d'une part les formules que j'ai obtenues dans le XIX° Cahier du Journal de l’École Polytechnique (4), et d'autre part un Mémoire publié récemment dans le Journal de Crelle, par M. Jacobi.
(4) Œuvres de Cauchy, S. K, T. I.
en vertu de la formule (6) du paragraphe précédent, on aurait, non seulement
(4) kf f'odrar
mais encore P R
(5) K—f f oudpar,
* Po 0
Pos P étant deux quantités constantes, r,, R deux fonctions de p, et p le rapport différentiel de la grandeur K à la surface A. Alors aussi, par des raisonnements semblables à ceux qui précèdent, on déduirait du théorème I la formule
(6) u=ES(ED,xD,y)=+(D,xD,y—D,yD;zx).
Nous remarquerons en finissant que, dans les formules (3) et (6),
le double signe doit être déterminé de manière que la valeur de & ou de + reste positive.
CALCUL INTÉGRAL. — Mémoire sur la théorie des intégrales définies singulères appliquée généralement à la détermination des intégrales définues,
et en particulier à l'évaluation des intégrales eulériennes.
C. R., T. XVI, p. 422 (20 février
La théorie des intégrales singulières, qui dès l’année 1814 s'est trouvée, grâce au rapport de MM. Lacroix et Legendre, accueillie si favorablement de l’Académie, m’a fourni, comme l’on sait, les moyens, non seulement d'expliquer le singulier paradoxe que semblaient présenter des intégrales doubles dont la valeur variait avec l’ordre des intégrations et de mesurer l'étendue de cette variation, mais encore de construire des formules générales relatives à la transformation ou même à la détermination des intégrales définies et de distinguer les
UNIVERSITY
OF CALIFORN\
intégrales dont la valeur est finie d’avec celles dont les valeurs deviennent infinies ou indéterminées. Ces diverses applications de la théorie des intégrales singulières se trouvent déjà exposées et développées, d’une part dans le Tome I des Mémoires des Savants étrangers ('), de l’autre dans mes Exercices de Mathématiques (?) et dans les leçons données à l'École Polytechnique sur le Calcul infinitésimal (?).
Il arrive souvent que, dans une intégrale simple, la fonction sous le signe f se compose de divers termes dont plusieurs deviennent infinis pour une valeur de la variable comprise entre les limites des intégrations, ou représentée par l’une de ces limites. Alors il importe de savoir, non seulement si l'intégrale est finie, ou infinie, ou indéterminée, mais en outre, lorsqu'elle reste finie, quelle est précisément sa valeur. La théorie des intégrales singulières, qui sert à résoudre généralement le premier problème, conduit souvent encore à la solution exacte où approchée du second. Ainsi en particulier cette théorie, combinée avec le calcul des résidus, fournit, sous une forme très simple, la valeur générale d’une intégrale prise entre les limites o et æ, lorsque la fonction sous le signe / est une somme d’exponentielles multipliées chacune par un polynôme dont les divers termes sont proportionnels à des puissances entières positives ou même négatives de la variable x.
La théorie des intégrales singulières peut encore être employée avec avantage dans l'évaluation des intégrales qui représentent des fonctions de très grands nombres. Elle permet de séparer, dans ces dernières, la partie qui reste finie ou qui devient même infinie avec ces nombres, de celle qui décroît indéfiniment avec eux. Cette séparation devient surtout facile quand, les limites de l'intégrale étant zéro et l'infini, la fonction sous le signe / se compose de deux termes, dont l’un est indépendant d’un très grand nombre donné, tandis que
(1) Œuvres de Cauchy, S. 1, T. I.
(2) 1bid., S. II, T. VI à IX.
(3) Zbid., S. I, T. IV.:
l’autre a pour facteur une exponentielle dont l'exposant est proportionnel à ce même nombre.
L'observation que nous venons de faire s'applique particulièrement à deux intégrales dignes de remarque. La première est celle qui représente la somme des puissances négatives semblables des divers termes d'une progression arithmétique dans laquelle le nombre des termes devient très considérable. La seconde est le logarithme d’une des intégrales eulériennes, savoir, de celle que M. Legendre a désignée par la lettre F. En appliquant les principes ci-dessus énoncés à la première, on la décompose en deux parties, dont l’une, qui décroît indéfiniment avec le nombre des termes de la progression arithmétique, peut être développée en série convergente, tandis que l’autre partie peut être présentée sous une forme finie et débarrassée du signe d'intégration, pourvu que l’on introduise dans le calcul une certaine constante analogue à celle dont Euler s’est servi pour la sommation approximative de la série harmonique.
Quant à l'intégrale définie qui représente le logarithme de la fonction l'(2), elle se décompose immédiatement, d’après les principes cidessus énoncés, en deux parties, dont l’une croît indéfiniment avec le nombre » et peut être complètement débarrassée du signe d’intégration, tandis que l’autre peut être développée de plusieurs manières en série convergente. Cette décomposition est précisément celle à laquelle M. Binet est parvenu par d’autres considérations dans son Mémoire sur les intégrales eulériennes, et constitue, à mon avis, l’un des beaux résultats obtenus par l’auteur dans cet important Mémoire, A la vérité, M. Gauss avait, en 1812, exprimé par une intégrale définie la différentielle du logarithme de T(2), et l’on pouvait aisément, par l'intégration, remonter de cette différentielle au logarithme lui-même. A la vérité encore, en retranchant de ce logarithme la partie qui croit indéfiniment, telle qu'on la déduit de la formule donnée par Laplace pour la détermination approximative de F(2), on devait tenir pour certain que la différence décroitrait indéfiniment avec le nombre ». Mais, en supposant même que ces rapprochements se fussent présentés à l’es-
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prit des géomètres, ils n’auraient pas encore fourni le moyen de développer en série convergente et d'évaluer par suite, avec une exactitude aussi grande qu’on le voudrait, la différence entre deux termes très considérables, dont un seul était représenté par une intégrale définie. Avant que l’on pût obtenir un tel développement, il était d'abord nécessaire de représenter la différence dont il s’agit par une seule intégrale qui se prêtàt facilement à l'intégration par série. C’est en cela que consistait, ce me semble, la principale difficulté qui s’opposait à ce que l’on pût évaluer avec une exactitude indéfinie, et aussi considérable qu’on le voudrait, les fonctions de très grands nombres, et en particulier la fonction T(#). Cette difficulté, que n'avaient pas fait disparaitre Les Mémoires de Laplace, de Gauss, de Legendre et de Poisson, est, comme nous l’avons dit, résolue dans le Mémoire de M. Binet. Les amis de la science ne verront peut-être pas sans intérêt que l’analyvse très délicate et très ingénieuse dont ce géomètre a fait usage peut être remplacée par quelques formules déduites de la théorie des intégrales singulières, et qu’on peut tirer immédiatement de cette théorie la plupart des équations en termes finis auxquelles M. Binet est parvenu.
Lorsqu'une fois on a décomposé le logarithme de (7), ou même une fonction quelconque de », en deux parties, dont l’une croît indéfiniment avec z, tandis que l’autre est représentée par une seule intégrale définie, alors, pour obtenir le développement de cette intégrale en série, 1l suffit de développer la fonction sous le signe f en une autre série dont chaque terme soit facilement intégrable. Le développement de l’intégrale se réduit à une seule série convergente, lorsque le développement de la fonction sous le signe LL ne cesse jamais d’être convergent entre les limites des intégrations. Telle est effectivement la condition à laquelle M. Binet s’est astreint dans son Mémoire. Toutefois il n’est pas absolument nécessaire que cette condition soit remplie. Si, pour fixer les idées, on représente, comme je le fais dans ce Mémoire, la partie décroissante du logarithme de F(7) par une intégrale prise entre les limites zéro et infini, on peut, avec quelque avan-
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tage, dans le cas où z est très considérable, décomposer cette intégrale en deux autres, prises, la première entre les limites o, 1, la seconde entre les limites 1, », puis développer la première intégrale par la méthode de Stirling en une série dont les divers termes ont pour facteurs les nombres de Bernoulli, et la seconde par la méthode de M. Binet en une autre série dont les divers termes ont pour facteurs les nombres que lui-même a introduits dans l'expression du logarithme de T(2).
Nous ferons remarquer, en finissant, que les principes exposés dans ce Mémoire fournissent les moyens de trouver a priori et d'établir, par une marche uniforme, non seulement les diverses propriétés de la fonction T(r) déjà connues des géomètres et représentées par des équations en termes finis, mais encore des propriétés nouvelles représentées par des équations qui renferment des séries de termes dont Le nombre est infini.
ANALYSE
Parmi les propositions auxquelles nous avons été conduit par la
théorie des intégrales définies singulières, on doit particulièrement
remarquer la suivante :
Taéorème |. — Soient x, y deux variables réelles, : = x + y V — j une variable imaginaire, et f (z) une fonction de z tellement choisie que le résidu
LUC
pris entre les limites LT = Lo; M D. Y —= Yo» * 4-8 À
offre une valeur finie et déterminée. On aura généralement
[ Ut +YV=i)— f(x + 7oV—1)] dx
| = [AR + VD - Ut We )
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les deux intégrales relatives à x et à y devant étre réduites, lorsqu'elles deviennent indétermineées, à leurs valeurs principales. De ce premier théorème on déduit immédiatement le suivant :
TéorÈME Il. — Soent x, y deux variables réelles, 3 = x + y \ Led une variable imaginaire, et f(z) une fonction telle que le résidu
_d, (JG)
offre une valeur finie et déterminée. St d’ailleurs le produit
sf(s) où (z+y vi) fa +7 V—5) s'épanoutt : 1° pour æ = + », quel que soit y; 2° pour y = +, quel que soil x, On aura
POLE
l'intégrale devant être réduite, lorsqu'elle devient indéterminée, à sa valeur principale.
Corollaire 1. — L'équation (2) peut encore être présentée sous la forme
(3) L PERSO) 9 = ar Vi _E, WU).
Corollaire IT. — L'équation (2) ou (3) fournit les valeurs d’une multitude d’intégrales définies, dont quelques-unes étaient déjà connues. Si l’on pose, en particulier, dans l’équation (2) ou (3),
/ nn PE | avi) J(x) =
D ne
on trouvera
Re me
FE am ER dx = r(V—:1)"
et, par suite,
L æt=!dx T ° xa-idx T = = , pes + : sm 1 SINAT 0 I— TZ langaT
Qt sr
La théorie des intégrales définies singulières fournit encore les conditions qui doivent être remplies pour qu'une intégrale, dans laquelle la fonction sous le signe Fa s’'évanouit entre les limites de l’intégration, conserve une valeur unique et finie; c’est ce que l'on peut voir dans le Résumé des Leçons données à l'École Polytechnique sur le Ca'cul infinitésimal (XXN° Leçon) (!). Ainsi, en particulier, on peut énoncer la proposition suivante :
Tuéorème HT. — Soit f(x) une fonction de x qui conserve une valeur unique et finie pour chaque valeur positive de x, et devienne infinie quand
æ s'épanoutt. Pour que la valeur de ‘intégrale
MO
soit finie et déterminée, il sera nécessaire et ul suffira que les intégrales
singulières G) Î ftx)de, (8) MOT
mi
s'écanouissent par des valeurs infiniment petites de e, quelle que sou d'ail-
leurs la valeur finie ou infiniment petite attribuée au coefficient 1 ou v. Corollaire. — Si l'on suppose, en particulier, (9) PLAT = PE ROe tr He EE .,
P, Q,R, ... désignant des polynômes dont chaque terme soit proportionnel à une puissance entière, positive ou négative de æ, on déduira sans peine du théorème précédent la seule condition qui devra être remplie pour que l'intégrale (6) conserve une valeur finie. Cette seule
(1) Euvres de Cauchy, S.H, T. IV.
condition sera que la fonction (x) se réduise à une constante finie pour x = 0.
Observons enfin que l’on arrive à des résultats dignes de remarque quand on transforme des intégrales singulières, dont les valeurs approximativement peuvent être facilement déterminées, en d’autres intégrales. Pour donner un exemple de cette transformation, supposons
que la fonction f(x) devienne infinie pour + —o, mais que le produit
æ f(x) se réduise alors à une constante finie f. Supposons d’ailleurs que le même produit s'évanouisse pour æ —®, et que la fonction f(x) ne devienne jamais infinie pour des valeurs finies de æ. Si l’on désigne
par € un nombre infiniment petit, et par x, y deux coefficients finis et positifs, on aura sensiblement
(10) ['reræ=n(s)
D'ailleurs l'intégrale singulière que détermine l'équation (10) pourra ètre considérée comme la différence de deux autres intégrales. On aura, en effet,
cu É ; l Jar = [ f(æ)de — f_ fte) de.
: On aura donc encore, pour de très petites valeurs de e,
LUE J, sara [rer de =0(t).
, st . . .
D'autre part, soient 9(z), y(z) deux fonctions de z qui deviennent nulles et infinies en même temps que la variable z, en conservant des valeurs finies pour toutes les valeurs finies et positives de z. Si les fonctions dérivées 4'(z) et y'(z) se réduisent, pour : — 0, à des quantités finies um = (0), v==Y{(0},
on aura sensiblement @(Ee) — pe, X(E) = ve,
ct par suite les formules
IPONOCERIQEE
f'etartetids= [| Jterdr, € p(E)
combinées avec l'équation (11), donneront sensiblement
[tre states ten) =ti(é); |
: > puis on en conclura en toute rigueur, en posant € — 0,
er - Co) (12) [ POMPES
Si l’on prend, en particulier, f(æ) — —)
la formule (12) deviendra
D ler
L'équation (13) comprend plusieurs formules déjà connues. Ainsi, par exemple, on trouvera : 1° en supposant 4(2) — 2, 9(z)=1(1+3),
jé 4 ch+sy* (14) f [E-ET le=0:
° 3 I(1+ 3) » en désignant par &, b deux quantités positives, et supposant (Es) = as, (5) = be,
© p—b03 ___ p—a3 # Pit eemnt (ES =1($) (15) " 3 b
280 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE, À l'aide d’intégrations par parties, jointes à la formule (14), on peut calculer la valeur de l'intégrale
PCT
lorsque, cette valeur étant finie, la fonction f(x) est déterminée par l'équation (9). Supposons, pour fixer les idées, que, dans les poly-
nomes RO D
les parties qui renferment des puissances négatives de æ soient repré-
sentées par
et, après avoir décomposé la somme (9) en diverses parties, dont chacune se forme de tous les termes proportionnels à une même puis-
sance négative, nommons
u p Le 4
FE nur nur €
ces diverses parties. Enfin posons u p(x)—=Le-2z + Der Herr +. = = + + — +, .s TX (Eh on aura, non seulement
(16) f rœde= f [CP — Peas + (Q— De-t+. de + f o(x) dx, 70 0 0
mais encore
FIST TE a o(x) dx Gta no 7 AE ve AT ire
(Ter l(a)+Q er 1(6) + Retz 1(c) +...).
ne
Ajoutons que la première des intégrales comprises dans le second membre de l'équation (16) pourra être aisément déterminée à laide de la formule
LE °] F:3.9c5m (18) f amer at dx — ARTS à a
qui subsiste quel que soit le nombre entier 72. Si, dans la formule (19), on pose, par exemple,
[Gel
cette formule donnera
[-Gpe-coent = (etes)
Soient maintenant » un nombre très considérable et
(19) fn)= [RP + Qe-e) dr
une fonction déterminée de 2, représentée par une intégrale définie, dans laquelle le facteur R conserve une valeur finie pour x — 0, P, Q étant d’ailleurs deux fonctions de x développables suivant les puissances ascendantes et entières de æ. Si, en nommant 9 la partie de la fonction Q qui renferme des puissances négatives de æ, on pose
(20) F(n) sp he + De-"*) dx, (21) m(n)= [ R(Q— 2e" de,
et la fonction &(A), qui s’évanouira pour » = +, deviendra infiniment petite pour des valeurs infiniment grandes de 7. OEuvres de C.—S.I, t. VII. 36
Pour montrer une application de ces dernières formules, supposons
(23) ’ ÉCRIS Se ES SES anne 7
«, a désignant deux quantités positives. Si l’on fait, avec M. Legendre,
T(a) nf valet de, on trouvera
(24) ES EL ne nn : = re J ee
On réduira la formule (24) à la formule (19), en posant
a er xx , ON NT
PA
Cela posé, la formule (25) donnera
EE Lt) th Lo Là a Ee
(27) Te - a — w(1).
Il est bon d'observer que, dans l'équation (27), (1) représente une quantité constante, c’est-à-dire indépendante de 2, et analogue à la constante qu’Euler a introduite dans la sommation de la série harmonique.
Ajoutons que les intégrales représentées par &(1) et z(n) pourront ètre développées de plusieurs manières en séries convergentes. On y parviendra, par exemple, en développant, dans la fonction sous le signe “+ le coefficient de l’exponentielle e-**#* en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de la quantité variable
3 —=1I—eT*,
Si l’on décomposait chaque intégrale en deux autres, dont la première eût pour limites æ — 0, æ — 1, on pourrait développer, dans la seconde intégrale, la fonction sous le signe 6, comme on vient de le dire, et,
dans la première intégrale, le rapport $ P “ , PP SA
- Suivant les puissances ascendantes de æ.
Les principes généraux que nous venons d’exposer fournissent le moyen d'établir avec la plus grande facilité, non seulement diverses propriétés déjà connues des intégrales eulériennes, et particulièrement de la fonction l'(n), mais encore des théorèmes nouveaux relatifs à ces intégrales, et de développer logT (2) en série convergente lorsque » est un très grand nombre. C’est, au reste, ce que nous expliquerons plus en détail dans un autre article.
CALCUL INTÉGRAL. — Recherches sur les intégrales des équations linéaires aux dérivées partielles.
C. R., T. XVI, p. 469 (27 février
Les intégrales des équations linéaires aux dérivées partielles jouissent de diverses propriétés dignes de remarque et spécialement utiles
pour la solution des problèmes de Physique mathématique. Telles sont, en particulier, celles que j'établis dans ce Mémoire, et dont je vais donner une idée en peu de mots.
ANALYSE
S 1. — Sur quelques propriétés générales des intégrales qui vérifient les équations linéaires aux dérivées partielles et à coefficients constants.
Comme je l’ai remarqué dans le Mémoire sur l’application du calcul des résidus aux questions de Physique mathématique, si l’on désigne par &, v deux fonctions données de la variable æ, et par » un nombre
entier quelconque, on aura (1) pDru—u(—D,)"0 =D,X, X désignant une fonction entière de
d' DH: Di pi. Dir, CDI
déterminée par la formule
(2) RP lu D oDE TRS, . COUV VENDEE TR
En conséquence, si l’on nomme F(æ) une fonction entière de +, on
aura généralement (3) PF(D,)u—uF(—D,)e = D,X,
x désignant encore une fonction entière des quantités w, + et de plusieurs de leurs dérivées relatives à æ. Il y a plus : si l’on désigne par u, # deux fonctions quelconques des deux variables æ, y, et par m, 7 deux nombres entiers quelconques, alors, en remplaçant dans la formule (1) : 1° u par Déu; 2° m par n, x par y, ete par (— D,)"v, on tirera successivement de cette formule DS Dyu—Diu(—D,)"v=D,X, D'u(— D)" — u(—D,)"(— D, =D,5
et, par suite,
(4) oD> Dyu—u(—D,)"(—D,)ve=D;X + D,7,
x, 3 désignant deux fonctions entières des quantités « et v et de plusieurs de leurs dérivées relatives à æ et à y; puis on en conelura généralement, quelle que soit la fonction entière de æ et de y représentée par F(æ,y),
(5) ve F(Dz, D,)u — u F(— D, —D,)e =D;X + D,7,
x, 3 désignant encore deux fonctions entières des quantités w, et de leurs dérivées relatives à æ et à y. Enfin, si l’on représente par &, e deux fonctions quelconques des variables æ, y, 3, ... et par F(æ,7y,3,...) une fonction entière quelconque de ces mêmes variables, on trouvera
généralement
6 F(D;, D,, D:, …)u—uF(—D,,—D,, — D:,...)9
(6) Lie =D,X + D,35 + D.b +...,
x, 7, *, .… désignant encore des fonctions entières des variables &, e, æw, .… et de leurs dérivées relatives à æ, y, 3, .... Ajoutons que, si l’on nomme » le degré de la fonction entière de æ, y, 3, ... représentée par F(x,7y, z, ..….), les fonctions
seront composées de termes dans chacun desquels les ordres des dérivées de u et de e relatives à æ,.y, x, ... se trouveront représentés par des nombres dont la somme sera égale ou inférieure à 72 — 1.
On déduit aisément de l'équation (6) (‘) diverses propriétés remarquables des intégrales des équations linéaires, par exemple celles que fournissent les théorèmes suivants :
Tuéorème [. — Nommons F(x,y,z,...) une fonction entière des variables æ, y, =, .... Supposons d’ailleurs qu'une fonction u de ces
variables ait la double propriété de vérifier généralement l'équation aux
(1) J'aurais voulu pouvoir comparer les résultats auxquels je parviens ici avec ceux que M. Ostrogradsky avait obtenus dans un Mémoire où il avait établi quelques propositions générales relatives à l'intégration des équations linéaires aux dérivées partielles. Mais, n'ayant qu'un souvenir vague de ce Mémoire, et ne sachant pas s’il à été publié quelque part, je me trouve dans l'impossibilité de faire cette comparaison.
derivées partielles (7) F(D:,D,,D;,,...)}4—0, et de s'épanouir : 1° quels que soient y, z, ... pour chacune des valeurs de x représentées par x,, X; 2° quels que soient æ, z, ... pour chacune des valeurs de y représentées par y,, Y ; 3° quels que soient x, y, ... pour chacune des valeurs particulières de z représentées par z,, Z, .... Enfin, nommons v une fonction quelconque des variables x, y, 3, .... On aura généralement Ë x Y Z (8) Re: ..UuF(—D,,—D,, —D.,...)edxdydz...—0.
Xo “Yo ” Fo Corollaire. — A la rigueur, pour que l'équation (8) se déduise de la
formule (7), il suffira que des fonctions représentées par x, 7, %, ..., dans la formule (6), la première X reprenne la même valeur pour æ—=%,, et pour æ —X; que la seconde 3 reprenne la même valeur
pour y —Y, et pour y = Ÿ; que la troisième % reprenne la même
valeur pour 3 — z, et pour 3 — Z, etc. | ; TaéorÈME Il. — Supposons que F(x, y, z, ...) représente une fonction
entière et du degré m des variables æ, y, =, .... Sorent de plus u, v deux
fonctions de æ, y, z, ... propres à vérifier les équations aux dérivées par-
tielles
(9) EC DS," De DS: MR ou,
(10) F(— À 2 —D,, —D,, Lu IPS DE,
a, b étant deux quantités constantes. Si les fonctions désignées par X, 3, *, ... dans la formule (6) reprennent les mêmes valeurs, la première pour æ = x, et pour æ — X; la seconde pour y = y, et pour y = Y; la troisième pour 3 = 2, el pour z — 72, ..., on aura, en vertu des équa-
ons (9), (10), jointes à la formule (6),
RC ete (15) an ff f WP 0T AY ds... 70;, To du re
Le |
[ol Le
EXTRAIT No 204.
Par suite, on trouvera
RP HS.
(12) ff f-udsdyas...=0
%o:. Jo ” 30 excepté dans le cas où l’on aurait (13) bus.
Corollaire I. — Les conditions relatives aux fonctions X, 7, &, seront évidemment remplies si ces fonctions s’évanouissent chacune pour les deux limites de l'intégration qui se rapporte à la variable correspondante æ, ou y, ou 3, .... C’est ce qui arrivera en particulier si, d’une part, la fonction w et ses dérivées d’un ordre non supérieur à m', d'autre part, la fonction + et ses dérivées d’un ordre non supérieur à m" s’évanouissent : 1° pour chacune des valeurs de x représentées par &,, X; 2° pour chacune des valeurs de y représentées par y,, Y; 3° pour chacune des valeurs de z représentées par z,, Z; etc., m', m” étant d’ailleurs deux nombres entiers, assujettis seulement à vérifier
la condition DM EE M ET:
Corollaire II. — Si F(x, y, z, ...) représente une fonction paire des variables æ, y, 3, ..., c’est-à-dire si l’on a généralement
l'équation (10) sera de la même forme que l’équation (9) et se réduira simplement à (14) F(D,, D, D, ...)e == bp.
Corollaire III. — Si les variables æ, y, 3, ... se réduisent à la seule variable æ, les formules (9), (10) deviendront
(5) F(D,)u = au, (16) F(— D) = be,
et l'équation (12) sera réduite à
(17) 1h uv dx = 0.
To
On se trouvera ainsi ramené à la formule (124) du Mémoire sur l’application du calcul des résidus aux questions de Physique mathéma-
tique ().
Corollaire IV. — Si l’on suppose en particulier
Flæ)= 2», AR, Let,
h, & désignant deux nombres entiers quelconques, on pourra prendre
u—=Coshzx, PÉCCOLEE,
Mate AIR,
et la formule (17) reproduira l’équation connue ; 2T (18) 7 coskæx cos kx dx — 0,
qui subsistera pour toutes les valeurs entières de 2 et de #, excepté
dans le cas où l’on aurait Mk:
L'équation (18) fournit, comme l’on sait, les moyens de développer une fonction donnée de x en une série dont les divers termes sont proportionnels aux cosinus des multiples d’un même arc. On pourra se servir de la même manière des formules (17) et (12) pour développer une fonction donnée de x ou de æ, y, z, ... en une série de termes respectivement proportionnels à diverses valeurs de w qui, étant propres à vérifier l'équation (15) ou (9), correspondraient à diverses valeurs de a représentées par les diverses racines d’une même équation transcendante.
(1) Œuvres de Cauchy, S. U, T. XV.
$& II. — Sur quelques propriétés remarquables des équations homogènes et de leurs intégrales.
Supposons que, F(æx, y, :, ...) désignant une fonction entière et homogène des variables æ, y, z, ..., on pose, pour abréger,
V—F(D,, D,, D. ...); l'équation linéaire aux dérivées partielles (1) Væ—=o
sera ce que nous appelons une équation homogène. Supposons encore que, dans l'intégrale ÿ de cette équation, l’on remplace les variables indépendantes æ, y, 3, ... par d’autres p, q, r, ..., liées aux premières de telle sorte que, si r vient à varier, æ, y, z, ..., Considérés comme fonctions de p, q, r, ..., varient proportionnellement à r. Les équa-
tions qui subsisteront entre x, y, 3, ..., p, q, r, ... seront de la forme (2) LOT); KES R 3 — Tr, ss
œ«, 6, y, .… désignant des fonctions qui renfermeront les nouvelles variables p, g, .. distinctes de r; et, lorsqu'on aura effectué le changement de variables indépendantes, V deviendra une fonction de p, q, | rs... Dh Dy D,, ... qui sera entière par rapport à D,, D,, D,, ...…. D'autre part, si # désigne une quantité constante, on pourra, dans les équations (2), remplacer simultanément
PUCES CURE PORTE par Kkæ,, Ky;:Ka, et r par kr, sans changer la forme de ces équations, et par conséquent sans changer la forme de l'équation par laquelle V sera exprimé en fonction de p, q, r,..., D,, D,, D,, .... D'ailleurs, si l’on nomme #2 le degré de la fonction homogène F(x, y, 3, ...), la substitution de #x, #y, 4z, ... à x, OEuvres de C.— S.1, t. VIL. 37
Y,3,….. transformera D,, D,, D,,...6n
et, par suite, l'expression
5 V Le L 4 ’ à .
en 7: Donc aussi, pour transformer V, considéré comme fonction de VE pq. Dh D, D, ... en 7 il suffira d'y remplacer r par #r et, : À I her : .
en conséquence, D, par ; D. Donc V, considéré comme fonction de D,
I » al La jp et de -» sera une fonction homogène du degré m, et l’on aura
1 Vus D, + pm Ve
V= VD" + VD
Vos Vis ses Vus Vn désignant des fonctions de p, g,..., D,, D,, ..., qui ne renfermeront plus ni r, ni D,. Cela posé, il est facile de voir qu’on pourra vérifier l'équation (1) en prenant pour & une fonction homogène de æ, y, x, ..., et même une fonction homogène d'un degré quelconque 2. En effet, une semblable fonction sera transformée, par le changement de variables indépendantes, en un produit de la forme
u, étant seulement fonction des nouvelles variables p, q, ... distinctes
de r; et, si l’on prend (4) | GB mer, l'équation (1), transformée à l’aide de la formule (3), deviendra
TP run —= O0,
la valeur de CE}, étant O,=Vn+nVmnitn(n—i1)Vy ot... .+n(n—1)...(nr—m+i)Ve. Donc, dans l'hypothèse admise, l'équation (1) pourra être réduite à
(5) Euro:
et, pour la vérifier, il suffira de substituer dans la formule (4) une valeur de w, qui représente une intégrale de l'équation (5). Or cette équation (5), ne renfermant plus que les nouvelles variables p, g, . distinctes de r, avec les lettres caractéristiques correspondantes D,, D,, ..., pourra être vérifiée par des valeurs convenables de w,. On peut donc énoncer la proposition suivante :
Tuéorème 1. — Étant donnée une équation aux dérivées partielles, linéaire, à coefficients constants et homogène, entre une inconnue u et diverses variables indépendantes x, y, 3, ..., on pourra satisfaire à cette équation en prenant pour intégrale une fonction homogène de x, y,z,... et même une fonction homogène d'un degré quelconque n. De plus, la recherche d'une telle intégrale pourra être réduite à l ‘intégration d'une équation linéaire, mais à coefficients variables, qu renfermera une va-
riable indépendante de moins et changera de forme avec le nombre n.
Ce n’est pas tout : puisque l’on vérifiera l’équation (1) en prenant
pour 5 le produit ur",
on la vérifiera encore en prenant pour & une somme de semblables produits, c’est-à-dire en posant
(6) misdu, rs.
u, représentant toujours une intégrale de l'équation (5), et la somme indiquée par le signe £ s'étendant, ou à un nombre fini, ou même à un nombre infini de valeurs rationnelles ou irrationnelles, entières ou fractionnaires, positives ou négatives, de l’exposant » de 7”. Enfin la valeur de 5, déterminée par la formule (6), continuera évidemment de vérifier l'équation (1), si l’on multiplie sous le signe X chaque terme ur* par un coefficient constant a,. On obtiendra ainsi pour l'intégrale de l'équation (1) une expression de la forme
(7) wo—= Zau,r".
La valeur du coefficient a, dans chaque terme pourra d’ailleurs être
choisie arbitrairement lorsque le nombre des termes restera fini. Lorsque ce nombre deviendra infini, la seule condition à laquelle a, devra satisfaire sera que le système de tous les termes offre une série convergente.
Au lieu de faire servir l'intégration de la formule (5) à celle de léquation (1), on pourrait réciproquement faire servir l'intégration de cette équation à l'intégration de la formule (5). En effet, supposons d’abord que l'on connaisse une intégrale homogène 5 de l'équation (1). On pourra toujours, par le changement de variables indépendantes opéré à l’aide des formules (2), réduire cette intégrale homogène à la forme u,r", et alors, comme on l’a dit, &, sera une intégrale de l’équation (5). Mais il y a plus : étant donnée une intégrale quelconque 5. de l'équation (1), après avoir exprimé cette intégrale en fonction des nouvelles variables p, g, r, ..., on pourra, dans un grand nombre de cas, la développer en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes ou suivant les puissances descendantes de 7, et poser en conséquence
ma 2ur", u, étant une fonction des nouvelles variables p, q, ... distinctes de r. Or, en substituant la valeur précédente de & dans la formule (1), on en conclura (8) ZvV(ur")=0; et, comme on aura identiquement
VAUT Er RS
la formule (8) donnera
(9) Sri lie 0 Cette dernière formule, devant être vérifiée quel que soit r, entraînera nécessairement l'équation (5) ou
[lrüui= 0.
On peut remarquer d’ailleurs que développer l'intégrale 5, considérée
comme fonction de p, g, r, ... en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de r, c’est aussi développer la même intégrale, considérée comme fonction de æ, y, z, ..., en une série de termes représentés par des fonctions homogènes de æ, y, 3, .... On peut donc énoncer encore la proposition suivante :
Tnéorème IT. — Pour intégrer l'équation (5), il suffit d'obtenir une intégrale de l'équation (x), représentée par une fonction homogène de x, Y; 3, ..., ou de développer une intégrale quelconque de l'équation (1) en
une série de termes représentés par de semblables fonctions.
Corollaire I. — On peut toujours intégrer l'équation (1) et même obtenir son intégrale générale à l’aide des formules que j'ai données dans le XIX* Cahier du Journal de l’École Polytechnique (*) et dans le Mémoire sur l'application du calcul des résidus aux questions de Physique mathématique (?). Donc, par suite, on pourra toujours intégrer l'équation (5). Ainsi, le théorème IT conduit à l'intégration d’une infinité d'équations linéaires aux dérivées partielles et à coefficients variables. Je développerai cette conclusion importante dans un prochain Mémoire, et pour l'instant je me bornerai à deux exemples.
Exemple I. — Si l’on pose V=D;+0D:, alors, l'équation (1), réduite à (10) (D:+D;)5 — 0,
aura pour intégrale générale la somme de deux fonctions arbitraires dépendantes, l’une du binôme &æ +7 —1, l'autre du binôme æ — y ÿ—x. On pourra donc prendre pour 5 la fonction homogène
(11) w=(ztyV—:)",
l’exposant » étant une constante quelconque réelle ou même imagi-
(1) Œuvres de Cauchy, S. H, T. I.
(2) Zbid., S. I, T. XY.
naire. Si d’ailleurs on établit entre x et y les relations (12) x — ar COSP, y==brsinp, a, b désignant deux quantités constantes, on trouvera
in? 2 2 in?
(our, [(r+ EE )n,u] +2 (Er + Se )u " à ‘
+ n (£ _ 2) (sin2p D, u + ucos2p).
Enfin on tirera des formules (11) et (12) (14) & — (acosp + bsinpy/—:1)"r".
Done, si l’on suppose la caractéristique C, définie par la formule (13), on vérifiera l'équation différentielle du second ordre
(15) ru —0o
en prenant u —(acosp + bsinpW—1)",
et, par suite, l'intégrale générale de Péquation (15) sera (16) u — A (acvsp + bsinp Y—1)" + B (a cosp — b sinp—1)".
A, B désignant deux constantes arbitraires.
Si l’on supposait a — 1, b — 1, l'équation (15), réduite à
Diu+ ru —0,
aurait pour intégrale générale, en vertu de la formule (16), la valeur de u déterminée par l’équation
u—AerrV-1+Be-rrV", ce qui est effectivement exact.
Exemple II. — Si l’on a
[ol © . à
on pourra satisfaire à l'équation (1) en prenant = [ef + (78) +(s— APT $, Î, g, h désignant des quantités constantes; et alors, en supposant æ — ar COSp, y = brsinp cosg, z — cr Sinpsing,
on obtiendra pour intégrales de l'équation (5), à l’aide du théorème Il, des expressions finies analogues aux fonctions de p, g que l’on rencontre dans la théorie de l'attraction des sphéroïdes; puis, en posant a—=1, b—1,c—1, on se trouvera immédiatement ramené aux propriétés déjà connues de ces mêmes fonctions.
Si, à la place de l’équation (1) supposée homogène, on considérait un système d'équations semblables, c’est-à-dire un système d’équations linéaires, homogènes et à coefficients constants, alors, à la place des théorèmes I et IT, on obtiendrait des théorèmes analogues qui fourniraient les moyens d'intégrer une infinité de systèmes d'équations linéaires aux dérivées partielles et à coefficients variables.
S III. — Sur une transformation remarquable de l'équation aux dérivées partielles qui représente l’équilibre des températures dans un corps de forme quelconque.
L'équation aux dérivées partielles qui représente l'équilibre des températures dans un corps quelconque est, comme l’on sait, de la forme
(1) (Di+D;+D!)s=0,
æ, Y, 3 désignant trois coordonnées rectangulaires. On peut la réduire à
(2) Vw—=o, en posant, pour abréger, (3) V—D2+D?+ D?
Si maintenant on nomme p, q, rtrois coordonnées polaires, ou même
plus généralement trois coordonnées curvilignes liées à æ, y, 3 par trois équations de forme déterminée, on trouvera, quelle que soit la
fonction ©, Vo = LD;© + MD,5 + ND?5
(4) + 2PD,D,5 + 2QD,D, 5 + 2RD,D,5w +£D,5 +ND,s+XD,",
les valeurs de L, M, N, P,Q,R, £, 90, 3 étant
(3) L—(D;p)}+(D,p} + (D:p}, Mi... N—..., (6) P=D,gDr+D,9D,r+D,;qD;r, Q—=..., Rh=:.:
(7) fe Dip+bip-#Drn Mit Mori
Si, pour le nouveau système de coordonnées p, q, r, les surfaces coordonnées deviennent orthogonales, on aura
(8) Pro GED Ro, et, par suite, la valeur de V5 sera réduite à (9) Vo = LD? +MD?5-+ND;s +£{D,s+D,® + XD,w.
Or, dans cette hypothèse, en posant, pour abréger,
S(+D:pD,;gD:r) — :
ou, ce qui revient au même,
w—S(+<D,xD,yD,5s), on déduira aisément de l’équation identique
D,(D,q9D:r—D,rD;q)+D,;(D:qD;r —D:rD;g) + D,(D:9D,r —D;rD,g)—=o
la formule GE =D, (ob):
On aura de même (10) M —D,(wM),
0% —D,(wN),
et, par suite, l’équation (9) donnera
(11) ©6Vo—=D,(oLD,©) +D,(oMD,x) +D,(wND,5x).
Par suite aussi, en nommant w, # deux valeurs particulières de 5, propres à vérifier l'équation (1) ou (2), on trouvera
o(oVu—uVe)=D,[oL(eD,u—uD,e)]+D,{woM(eD,u — uD,v)]
(12) + D,[oN(eD,u — uD,v)].
Les équations (11) et (12), dont la dernière est analogue à la formule (6) du $ I, paraissent dignes de remarque. On les déduit de l'équation (1) en supposant que les surfaces coordonnées soient orthogonales entre _elles; et ainsi se manifeste une propriété des surfaces orthogonales qui, comme je l’expliquerai plus tard, me paraît très propre à rendre raison des avantages que présentent ces surfaces dans les solutions élégantes, données par M. Lamé, de diverses questions de Physique mathématique.
S IV. — Sur une certaine classe d'équations linéaires aux dérivées partielles.
Considérons une équation linéaire aux dérivées partielles de la forme
s étant supposé fonction de deux variables indépendantes x, y: F(F) désignant une fonction entière de V, et la valeur de V étant
(2) Ÿ V—aD2+ 6D?+o2cD,D..
Un changement de variables indépendantes suffira pour ramener léquation (1) à une équation de même forme, dans laquelle on aurait
ah V=—D:+D:.
C’est ce que l’on reconnaïitra sans peine, en faisant usage des formules Œuvres de C.— S.1,t. VII. 38
que j'ai données à la page 104 du I* Volume des Exercices d’Analyse et de Physique mathématique (").
Pareillement, si, & étant fonction de trois variables indépendantes x, y, 3, on suppose dans l’équation (1) (4) V—aDi+ bD?+ cD?+24D,D.+2eD,D,+2/fD,D,, il suffira d’un simple changement de variables indépendantes pour
ramener l'équation (1) à une équation de même forme dans laquelle on aurait
(5) :V=Di+D:+D:.
On pourrait étendre ces remarques au cas où la fonction 5 renfermerait des variables indépendantesæ, y, z,... en nombre quelconque, et où V serait une fonction homogène du second degré de D,, D,, D,, ..…..
Dans ce cas encore, on pourrait ramener l'équation (1) à une équation de mème forme, dans laquelle on aurait |
PRE RER ASIE ARE
et /, g, h,... désignant des quantités constantes. Effectivement, en partant de cette valeur de 7? et nommant » le nombre des variables x, Y»s 3, ..., On {trouvera
(10) ve into ærp,|2rG |
(1) Œuvres de Cauchy, S. H, T. XI.
EXTRAIT N° 204. 299 et, par suite, l’équation (1) pourra être réduite à une équation différentielle qui ne renfermera plus que la variable r, la fonction f(r) et les dérivées de cette fonction. Lorsqu'on aura intégré cette équation différentielle, la formule (3) fournira une intégrale de l'équation (1).
Supposons, pour fixer les idées, que l'on ait simplement
alors l'équation (1) deviendra (11) Vo — 0; et, pour la vérifier, il suffira de prendre m—f(r),
la fonction f(r) étant déterminée par la formule
(ia) OPA EUNOI ETS Or on tire de cette dernière EtrIig aa et, par suite, (13) (= 5 +0,
A, B, C désignant des constantes arbitraires dont les deux premières sont liées entre elles par l'équation
Donc on vérifiera la formule (11) en posant
DS
rn—?
. . . . I sn Si l'on supposait en particulier r — 2, le rapport = devrait être rem-
placé par I(r), et l’on aurait en conséquence
(15) w—=Bl(r)+cC.
Si, dans les formules (14) et (15), on pose
Bres, Led elles donneront simplement, la première Se À et la seconde mes LEP,
Les formules (14) et (15), jointes à la formule (9), fournissent des valeurs de 5 qui renferment seulement les constantes arbitraires B, C, f, g,h, .... Mais on peut introduire des fonctions arbitraires dans ces valeurs de 5, en les intégrant par rapport aux quantités f, g, À, entre des limites fixes, et considérant B comme une fonction arbitraire de ces mêmes quantités.
PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Note relative à l'équilibre des températures
dans un cylindre de forme quelconque.
C.R.,T. XVI, p. 517 (6 mars
Dans un grand nombre de questions de Mécanique rationnelle et de Physique mathématique, il s’agit, non seulement d'intégrer une équation linéaire aux dérivées partielles, qui, lorsqu'on fait usage de coordonnées rectangulaires, offre dans ses divers termes des coefficients constants, mais encore d’assujettir l'intégrale à vérifier certaines conditions, par exemple à prendre une valeur donnée en chaque point de l'enveloppe extérieure d’un corps solide. Telle est, en particulier, la question de l'équilibre des températures dans un corps de forme quelconque. Les géomètres qui ont approfondi cette question particulière l'ont d’abord résolue pour un prisme rectangulaire, sans être obligés
de recourir à un changement de variables indépendantes ou, ce qui revient au même, à un changement de coordonnées. Plus tard la question a été résolue à l’aide de coordonnées polaires, pour la sphère et pour le cylindre droit à base circulaire; puis M. Lamé a fait voir qu'on pouvait la résoudre pour certaines espèces de cylindres et pour l'ellipsoïde, en prenant pour surfaces coordonnées deux ou trois systèmes de surfaces orthogonales entre elles. Il m'a paru important de rechercher s’il ne serait pas possible d'obtenir pour les problèmes de ce genre des solutions plus générales, par exemple si l’on ne pourrait pas trouver généralement les lois de l’équilibre de la chaleur dans un corps cylindrique terminé par une surface quelconque. Mes recherches relatives à ce dernier problème m'ont conduit à des formules nouvelles qui me paraissent devoir contribuer aux progrès de l’Analyse, et dont je vais donner une idée en peu de mots.
ANALYSE
Proposons-nous de trouver les lois de l’équilibre de la chaleur dans un corps terminé par une surface cylindrique qui offre une température indépendante du temps et constante sur chaque arête, cette température pouvant d’ailleurs varier tandis que l’on passe d’une arète à une autre. Le problème d'Analyse qu'il s'agira de résoudre sera le suivant :
PROBLÈME. — /ntégrer l'équation linéaire aux dérivées partielles (1) | (D: +D;)5 — 0
entre les deux coordonnées rectangulaires x, y prises pour variables independantes et l'inconnue ©, de manière que cette inconnue acquiere une valeur donnée sur chaque arête d'une certaine surface cylindrique repre-
sentée par une équalion de la forme (2) F(æ, y) = 0.
Il est bon d'observer que l'équation (2) représentera, non seulement
la surface cylindrique dont il s’agit, mais encore la courbe qui sert de base à cette surface cylindrique dans le plan des æ, y. Pour plus de commodité, nous supposerons ici que l’on a pris pour origine des coordonnées un point O intérieur à cette courbe, et que chaque rayon vecteur, mené à partir de cette origine dans un sens déterminé, rencontre la courbe en un seul point.
L'intégrale générale de l'équation (2) sera de la forme
(3) m—g(r+yV—1) +%(x—yy—1),
2(æ) et y(æ) désignant deux fonctions arbitraires, réelles ou imaginaires, de la variable æ. Si d’ailleurs on transforme les coordonnées rectangulaires æ, y en d’autres coordonnées p, r, liées aux premières par les formules
(4) ‘ZT—=ar, y =6r,
dans lesquelles «, 6 désignent deux fonctions de p déterminées par les équations
_ — # CE cosSp sinp
alors, en posant, pour abréger,
(6) u—atéget, va CU, on aura simplement
(7) | m—q(ur)+y(er).
Observons ici qu’en vertu des équations (4) et (5) les surfaces coordonnées se réduiront à des plans passant par un même axe et à des surfaces cylindriques semblables entre elles. En effet, les formules (4) et (5) étant admises, les équations de la forme
p = const.
représenteront évidemment des plans dont chacun renfermera la droite OA menée par l’origine O des coordonnées perpendiculairement au
plan des æ, y, tandis que les équations de la forme
r = Const.
représenteront des surfaces cylindriques semblables à celle à laquelle appartient l'équation (2). Ajoutons : 1° que la substitution des coordonnées nouvelles p, r aux coordonnées rectangulaires +, y transformera l’équation (2) en cette autre
FES
2° qu’en chaque point intérieur du cylindre terminé par la surface à laquelle appartient l'équation (2) ou (8) on aura toujours (9) FAITS
Cela posé, pour résoudre le problème ci-dessus énoncé, il suffira évidemment d'attribuer aux fonctions 9 (x) et y(x) des formes telles que la valeur de & déterminée par l'équation (7) se réduise, pour r—1, à une fonction déterminée de l’angle p. Nommons Ÿ(p) cette dernière fonction; (x) et y(æ) devront être choisies de manière que l'on ait, pour r — 1,
Dans le cas particulier où la base de la surface cylindrique se réduit au cercle représenté par l'équation (11) HN Et les formules (5), (6) donnent
{ a — COSp, 6 —sinp, (12) | ju u—erv-1, Pr PNEE Alors p, r se trouvent liées à x, y par les formules
Le æ = r COSP, y =rsinp
et deviennent des coordonnées polaires. Alors aussi on peut satisfaire à la condition (10), en prenant pour o(u) et y(e) deux fonctions telles
que, pour un module de r inférieur ou tout au plus égal à l'unité, o(r) et y(r) soient développables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de r. En effet, supposons
o(r)= a+ ar + ar +..., (14)
At bir+b:r?+...s les formules (7) et (10), jointes aux formules (12), donneront
| D—=A+AUr + AU Tr +...
+b,er+b,r?r?+..., ou, ce qui revient au même,
et rep V-1 + de rePV—1 +...
+a_yre PVt+a ,rte-2PVT +...
(17) W(p) = ZanerrV-1,
la somme indiquée par le signe Z s'étendant à toutes les valeurs entières, positives, nulles ou négatives de n, et les coefficients
A4; 2 À; se confondant avec ceux que nous avons représentés par b;, b», b;,
. dans la seconde des formules (14). D'ailleurs on tirera immédiatement de la formule (17)
27% I NTI (18) = fe") ap et, par suite, 27% (19) YOP)= De Bern [ep V 4 (p) dp,
tandis que la formule (16) donnera
(20) BJ O)ap,
p étant distinet de p, et la valeur de @ étant déterminée par la for-
mule O—1+227r"cosn(p — D),
dans laquelle le signe È s’étendra seulement aux valeurs entières et positives de ». Enfin, comme la somme réelle
L+ J'COSD + 1? COS2D +...
se réduit à la partie réelle de la somme imaginaire
Es is I 1+ rer net = ——— >) 1 — r'ePV-1 c’est-à-dire à I— r COSp 1— 27 COSP + r?
on trouvera
) ar it
et par suite l'équation (20) donnera
J Lee Ÿ € ee < Bus A)
(22 FR 9 1—2/rCOS(p —p) + a (p) ap.
Or, en désignant par « un nombre infiniment petit et posant TI — 6,
on réduira le second membre de la formule (22) à une intégrale singulière dont la valeur sera précisément L(p). Donc la formule (19) subsistera toujours, quelle que soit la fonction L(p); ou, en d’autres termes, la valeur de & déterminée par l'équation (22) se réduira toujours à Ÿ(p) pour r — 1, et, comme cette même valeur de 5, ne différant pas de celle que fournit l’équation (15) jointe à la formule
FR = en PT 4 (p) dp,
vérificra certainement l'équation (1), nous devons conclure qu'elle OEuvres de C.—S.1,1. VII. 3)
remplira toutes les conditions requises dans le cas particulier où la base de la surface cylindrique sera le cercle représenté par la formule (11).
Pour s'assurer directement que la valeur de w, déterminée par la formule (20) ou (22), vérifie l'équation (1), il suffit de prouver que, dans l'intégrale que cette formule renferme, la fonction sous le signe f est la somme de deux autres qui dépendent, la première du produit ur, la seconde du produit er. Or effectivement, si l’on nomme
ce que deviennent
quand on remplace p par p, on trouvera
SE Fo NOT ME 1— 27 COS(p p+rz(i DIE ar).
et par suite la formule (21) donnera
= (1 —r?)uu F 1 je r à 7 (u—ur)(u—ur) \u—ur u—ur D'autre part, on aura (23) Met,
/ I par conséquent u — =: Donc on trouvera encore
Or, cette valeur de @ se composant de deux parties, dont l’une est fonction de ur, l’autre fonction de er, il en résulte immédiatement que la valeur de 5, déterminée par la formule (20), est de la forme
QCur) + Y(wr).
Si, pour plus de commodité, on nomme U ce que devient la valeur
de u tirée de l'équation (23) quand on y remplace + par er, on aura (25) U= —; et la formule (24) sera réduite à
I I O — + 1; ur | f SE
Par suite, l'équation (20) donnera
27H I I I (26) D — ( 4 gx) #n) db,
2T Jo Ur ou, ce qui revient au même, eu égard à léquation identique —— D, u,
or.
I . 1 I (27) == f (= + > =) VD) Dou do
Dans le cas général où la base de la surface cylindrique cesse d’être
un cercle représenté par la formule (11), les variables imaginaires « et # se trouvent liées entre elles, non plus par la formule (23), mais par une équation qui résulte de l'élimination de p, contenu dans & et 6, entre les formules (6). Nommons
f(#) la valeur « tirée de cette équation, et posons (28) El Ller)s
alors, dans la valeur de & déterminée par la formule (27), la fonction sous le signe f pourra encore être considérée comme la somme de deux termes dont l’un sera fonction de ur, l’autre de vr. Donc cette valeur de & vérifiera encore l’équation (1). Mais ce n’est pas tout : comme
on aura, pour 7 —1, Du, la somme I + I u — ur U—u
s’'évanouira généralement pour des valeurs de r très voisines de l'unité, à moins que l'angle p ne diffère très peu de p; et par suite, si l’on pose | T'=I—E,
£ désignant un nombre infiniment petit, la formule (27) donnera pour valeur de 5 une intégrale définie singulière. Or, comme cette intégrale singulière, calculée à l’aide des formules que renferme le I Volume des Exercices de Mathématiques, se réduira sensiblement à Ÿ(p}), nous devons conclure que, dans tous les cas, l'équation (27), jointe à la formule (28), fournira une valeur imaginaire de & qui remplira toutes les conditions prescrites. La partie réelle de cette valeur, remplissant encore les mêmes conditions, résoudra par suite le problème énoncé à la page 301.
CALCUL INTÉGRAL. — Remarques sur les intégrales des équations aux dérivées partielles, et sur l'emploi de ces intégrales dans les questions de Physique
mathématique.
C.R., T. XVI, p. 572 (13 mars
A l’aide des principes exposés dans un de mes précédents Mémoires (voir la séance du 18 juillet dernier), on peut généralement intégrer par série une équation aux différences partielles de l’ordre #2, entre une inconnue 5 et plusieurs variables indépendantes æ, y, 3, ..., 4, lorsque l’inconnue & doit non seulement vérifier l'équation donnée, quel que soit /, mais encore se réduire, avec ses dérivées relatives à 4, et d’un ordre inférieur à », à des fonctions données de æ, y, =, ..., pour une certaine valeur particulière + de la variable #. Je montre, dans le premier paragraphe du présent Mémoire, comment on doit opérer, lorsque les conditions particulières auxquelles l'inconnue se trouve assujettie se rapportent, non plus à une certaine valeur 7 de la variable {, mais à certains systèmes de valeurs des variables æ, y, 3, ...,
par exemple, à ceux qui vérifient une certaine équation de forme déterminée. Alors il devient utile de recourir à un changement de variables indépendantes. Si d’ailleurs la question, qui exige l'intégration de l’équation proposée aux dérivées partielles, est un problème de Mécanique rationnelle ou de Physique mathématique, alors, avant d'affirmer que cette question est résolue par l'intégrale exprimée à l’aide des nouvelles variables indépendantes, on devra soigneusement examiner cette intégrale. Ainsi, en particulier, si les nouvelles variables indépendantes sont des coordonnées curvilignes d’un point mobile, et si l’inconnue doit varier par degrés insensibles avec la position de ce point, on devra s'assurer que l'intégrale obtenue reprend la même valeur pour les divers systèmes de valeurs des coordonnées qui peuvent correspondre à un même point.
Le deuxième paragraphe du Mémoire est relatif à une transformation remarquable des équations homogènes et de quelques autres.
Le troisième paragraphe se rapporte à l'intégration des équations homogènes du second ordre, spécialement de celle qui représente l’équilibre des températures dans un corps solide, et à des intégrales particulières de cette équation qui sont exprimées en termes finis.
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SI. — De l'intégration des équations aux dérivées partielles
sous des conditions données.
Considérons une équation aux dérivées partielles de l’ordre #2, entre une inconnue 5 et plusieurs variables indépendantes æ, y, z, ..., 4. Supposons encore que cette équation renferme la dérivée
D’'& et puisse être ramenée à la forme (1) rm=Kk,
K désignant une fonction déterminée des variables indépendantes, de linconnue % et de ses dérivées d’un ordre égal ou inférieur à ». Enfin
supposons que, pour une certaine valeur de la variable 4, l’inconnue 5 et ses dérivées relatives à 4, mais d’un ordre inférieur à », doivent se réduire à des fonctions données de æ, y, z, .... On pourra développer, par le théorème de Taylor, la valeur de l’inconnue & en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de 4 — +, et l’on conclura des principes établis dans un précédent Mémoire (voir Extrait n° 171), non seulement que la série obtenue sera convergente quand le module de la différence z — 7 ne dépassera pas une certaine limite, mais encore que la somme de cette série convergente représentera l’intégrale cherchée
Concevons maintenant que l'équation donnée renferme seulement trois variables indépendantes
ed US ES |
qui pourront être censées représenter trois coordonnées rectangulaires. Supposons encore que l’inconnue 5 de cette équation se trouve assujettie à vérifier certaines conditions relatives, non plus à une valeur particulière de l’une des variables indépendantes, mais à certains points situés sur une surface courbe et fermée, représentée par une équation de la forme
FT
On pourra aux coordonnées rectangulaires æ, y, z substituer des coordonnées curvilignes p, q, r, tellement choisies que l'équation (2) se réduise à la forme
e désignant une quantité constante, et alors il ne s’agira plus que d'intégrer une équation aux dérivées partielles de l’ordre » entre l'inconnue 5 et les variables indépendantes p, q, r, en assujettissant l’inconnue 5 à vérifier certaines conditions relatives à une certaine valeur p de la variable r. Supposons, pour fixer les idées, qu’en vertu de ces
conditions w, ‘D,0i D 5 D 4
doiventse réduire, pour r = p, à des fonctions données des variables p, q. Sid'ailleurs l’équation transformée renferme la dérivée partielle D"# et peut être résolue par rapport à cette dérivée, on pourra développer par le théorème de Taylor la valeur de linconnue w en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de 7 — p, et l’on prouvera toujours de la même manière, non seulement que la série obtenue est convergente quand le module de la différence r — p ne dépasse pas une certaine limite, mais encore que la somme de cette série convergente représente l'intégrale cherchée.
Puisque les fonctions données de p, g, qui représenteront les valeurs de
M D ie TR
correspondantes à r—p, peuvent d’ailleurs être choisies arbitrairement, il en résulte que l'intégrale obtenue comme on vient de le dire renfermera généralement, ainsi qu’on devait s’y attendre, 7» fonctions arbitraires. Si, pour fixer les idées, on suppose »m = 2, c’est-à-dire si l'équation donnée est du second ordre, les deux fonctions arbitraires, introduites par les conditions ci-dessus énoncées, seront les valeurs de 5 et de D,w correspondantes à r = 9. On pourrait d’ailleurs remplacer ces deux fonctions arbitraires par celles qui représenteraient les valeurs de w correspondantes à deux valeurs particulières de la variable r; en d’autres termes, on pourrait assujettir l'intégrale d'une équation du second ordre à prendre des valeurs déterminées dans les divers points situés sur deux surfaces qui serviraient d’enveloppes intérieure et extérieure à un même solide.
Lorsqu'on fait usage de coordonnées rectangulaires, ou du moins de coordonnées rectilignes æ, y, 3, alors à chaque point de l’espace répond un seul système de valeurs de æ, y, x, et réciproquement. Mais ces conditions ne sont plus généralement remplies quand, à des coordonnées rectilignes æ, y, 3, on substitue des coordonnées curvilignes p, g, r. Ainsi, en particulier, si p, r représentent deux coordonnées polaires, savoir, un angle polaire et un rayon vecteur, tracés dans un même plan, la position du point correspondant à ces coordonnées ne
variera pas quand on fera croître ou décroitre l'angle polaire p d’un multiple quelconque de la circonférence 27. Cela posé, si une équation donnée aux dérivées partielles se rapporte à un problème de Mécanique rationnelle ou de Physique mathématique, si d’ailleurs l’inconnue et ses dérivées doivent être fonctions continues des variables indépendantes, il est clair qu’une intégrale obtenue à l’aide des principes ci-dessus exposés ne pourra être considérée comme fournissant la solution de ce problème, qu’autant qu’elle reprendra la même valeur pour les divers systèmes de valeurs des coordonnées qui répondront à un même point.
S IL. — Sur une transformation remarquable des équations homogènes
et de quelques autres.
Supposons que, F(æ, y, z, ...) désignant une fonction entière et homogène des variables æ, y, =, ..., on prenne
V—F(D,, D,, D:, ...); l'équation linéaire aux dérivées partielles (1) 19-20
sera ce que nous appelons une équation homogène. Supposons encore que, dans l'intégrale & de cette équation, l’on remplace les variables indépendantes +, y, z,... par d’autres p, q, r, ..., liées aux premières de telle sorte que, si r vient à varier, æ, y, z, ..., considérées comme fonctions de p, qg, r, ..., varient proportionnellement à r. Les équa-
tions qui subsisteront entre æ, y, z, ... et p, q, r, ... seront de la forme (2) HAUTS Y=6r, BY, ;
4, 6, Y, .…. désignant des quantités qui renfermeront les nouvelles variables p, g, ..., distinctes de r; et, lorsqu'on aura effectué le changement de variables indépendantes, on trouvera, comme nous l'avons
remarqué dans l’avant-dernière séance,
ul I (3) Les V,D” + ar PS TT ni V1 D, + PT » JA
Vos Vis... Vins Vn désignant des fonctions de p, qg, ..., D,, D,, .
qui ne renfermeront plus r ni D,.
Concevons maintenant que l’on pose
(4) r pe, s désignant une nouvelle variable, et p un coefficient constant. En sub-
stituant à la variable indépendante r la variable s, et en ayant égard à la formule
(5) D,(etxw) —ets(D,+a)x,
qui subsiste quelle que soit la constante &, on trouvera, non seulement
I I D,e=lkibes:- ” D ou = -e-“D,s, mais encore
De me" #D,(D, —1)®,
Dim se D, (D.— 1)(D,—2)5, et généralement à cd: Re = emMsSD,.(D,—1)...(D—m+i)o
ou, ce qui revient au même,
Pr
Cela posé, on tirera de la formule (3)
CŒEuvres de C.—- S,1, 1. VII. 4o
la valeur de E}'étant
(8) = VoD,(D;—1)...(D—m+i)+.. + VD (Di —1) + Vn-1Ds+ Ve Ajoutons qu’en vertu de la formule (8) on aura
(9) | D = 0 + CD +...+ Om1Ds+ Os
Clos Elus ce. Oim15 On désignant des fonctionside.p,g..:.:.D,,D., . qui ne renfermeront ni s, ni D,, et qui seront liées à V,, V,, ..., V,_,, V,, par les formules
a Vos ..., PS di
EEE Oi1=Vi—
Or l'équation (1), jointe à la formule (7), donnera
ou, ce qui revient au même,
(11) (OoD* + 0D1+...+ Ou1Ds+ On)® = 0.
D'autre part, on tirera des équations (2) et (4)
(12) œpac, Fe 008, S = pyet,
Donc, pour transformer l'équation (1), supposée linéaire et homogène, en une autre équation linéaire qui soit de la forme (11) et renferme, avec l’inconnue 5, les dérivées de 5 relatives à la nouvelle variable s, sans renfermer cette variable méme, il suffit de substituer aux variables indépendantes x, y, z,... d'autres variables p, q, ...,s liées aux premuères de telle sorte que, si s vient à varier, æ, y, 3, ..., considérés comme fonc-
tions de p, q, ..., s, varient proportionnellement à l’exponentielle e*.
D Exemple I. — Si l’on transforme les coordonnées rectangulaires x, y, réduites à deux, en coordonnées polaires r et p, à l’aide des formules (13) LT CO8p, Y=rTMNp;:
alors des formules (13), jointes à l’équation
r —=pe,
on tirera (14) æ = pe COSP, y =pessinp et, par suite,
(15) Da + Di re # (D; + Di).
Done, si l'équation (1) se réduit à
np | (D?+D!)5—0,
cette équation, transformée à l’aide des formules (14), deviendra Gr, Ga (Di+D?)o=0,
ce qu'avait déjà remarqué M. Lamé. Au reste, il est facile de s'assurer a posteriori que toute fonction 5 de x et de y qui vérifie l’équation (16) est en même temps une fonction de p, s propre à vérifier l'équation (17). En effet, l'intégrale générale de l'équation (16) est de la forme (18) mg +yV—i) + xx —y Vi); et comme, en vertu des formules (14), on aura
DH YY—r= pe P NE D pi pes-PV"A, il suffira évidemment de poser
o(pes) = ®(s), x(pes) = X(s)
pour réduire l'équation (18) à
(19) m—=D(s+py—1)+X(s—py—i).
Or cette dernière valeur de s est évidemment l'intégrale générale de l'équation (17).
Exemple II. — Comme on tire de la formule (15)
(DE+ DiY= Let (D3+ DE) Le-#(Dÿ+ DH]
ou, ce qui revient au même, (Di +DiP= re (D +02) [D3 + (Di— 2)°], il en résulte que, si, à l’aide des formules (14), on transforme l’équation (20) (Di+D:)m 0, cette équation deviendra (21) (D? + D?)[D2 + (D,— 2) ]5 —0.
Si, en prenant toujours pour V une fonction homogène de D,, D,, D,, ..., on substituait à l'équation (1) une autre équation linéaire, homogène ou non homogène, et de la forme
(22) D?5 —=aV®,
t désignant une nouvelle variable indépendante, 7 un nombre entier quelconque, et a un coefficient constant, alors, en opérant toujours de la même manière et transformant l'équation (22) à l’aide des formules (12) et (7), on trouverait
(23) D} — Le last À à
nt
la valeur de CO étant déterminée par la formule (9). Ainsi, en particulier, les formules (14) réduiront l'équation du mouvement de la chaleur, savoir
(24) D;5 —a(Di+D;)s, à la formule
% a à (25) D,5 — ae "D; +D;)s,
et l'équation du mouvement d'une plaque élastique isotrope, savoir
(26) D'o + a (D; + Di)w = 0,
EXTRAIT N° 206. 317 à la formule
(27) Die + Se (D; + D3)[D3 + (D,— 2) — 0.
$ LIL. — Sur l'intégration d’une équation linéaire du second ordre, spécialement de celle qui représente l'équilibre de la chaleur, et sur des intégrales
particulières de cette équation, qui se trouvent exprimées en termes finis. Considérons une équation linéaire et homogène du second ordre, c’est-à-dire une équation de la forme (1) Vue, V étant une fonction entière et homogène de D,, D,, D,, .... Comme
nous l'avons remarqué, un changement des variables indépendantes suffira pour réduire la valeur de V à la forme
(2) VeD+pi+pDi+...….
De plus, pour vérifier l'équation (1), en supposant V déterminé par la formule (2), il suflira de prendre
CS A
En | LA 2
B, C désignant deux constantes arbitraires, 2 étant le nombre des va-
riables indépendantes +, y, 3, ..., et la valeur de +? étant donnée par la formule
dans laquelle , g, k, ... désignent encore des constantes arbitraires. Faisons maintenant, pour abréger,
(5) L'Hpi+s+.. =, f+gt+h+...—=pt,
et posons encore
(6) fr+gy+hs:+...
= COS0, ro
ou, ce qui revient au même,
(7) cofai RME NES,
À, LL, v, .… désignant des constantes nouvelles liées à f, g, 4, ... et à la constante o par les formules
(8) À = —» be —
desquelles on tire, en les joignant à la seconde des équations (5), (9) À + 4 +. EL La formule (4) donnera (10) = r— 2rp COS + p°.
On pourra donc prendre L r? 2 + (e—2reos3+ =) »
et, en conséquence, la valeur de 5 déterminée par la formule (3) de-
viendra
LC, Das)
(e—arcosa+T) + C
Si, dans cette dernière équation, on pose
MAS
Be. :; MENT
on obtiendra la formule n og = +1
: r? 2 (11) m=—b(p—2r cosd + =)
Cette dernière valeur de & étant propre à vérifier l'équation (1) pour des valeurs quelconques des constantes b, o et pour toutes les valeurs de À, u, v, .. qui satisfont à la condition (9), on peut affirmer que l’équation (x) continuera d’être vérifiée si l’on prend pour 5 la dérivée
\ du second membre de la formule (11) relative à p, c’est-à-dire si l’on pose
r? 2 ° m=bD,(e—areoso+ 7) )
ou, Ce qui revient au même,
la valeur de A étant
On peut aisément, à l’aide de la formule (12), intégrer l’équation d'équilibre de la chaleur, et l'intégrer de telle sorte que l'intégrale acquière des valeurs données sur les diverses arêtes d’une surface cylindrique droite à base circulaire, ou dans les divers points d’une surface sphérique. En effet, supposons que la surface dont il s’agit, rapportée à des coordonnées rectangulaires æ, y, ou æ, y, :, se trouve représentée par l'équation (13) a+ y = p° ou par l'équation (14) | Rey +a = p,
e désignant le rayon de la surface cylindrique ou sphérique. Soient d’ailleurs p, r, ou p, q, r deux ou trois coordonnées polaires, liées aux coordonnées rectangulaires æ, y, ou æ, y, 3, dans le premier cas par les formules
(15) x = r COSP, FE FHUP:
dans le second cas par les formules (16) æ = Tr COSP, y =rsinp cosg, 3—rsinpsing.
Pour résoudre le problème énoncé, on devra, dans le premier cas, in-
tégrer l'équation
de manière que l’inconnue 5 se réduise, pour r — p, à une fonction
donnée Ÿ(p) de l’angle polaire p, et, dans le second cas, intégrer l'équation
(18) (Di+<D;+D;)s=0
de manière que l’inconnue s se réduise, pour r — p, à une fonction
donnée Ÿ(p, g) des angles p, q. Or il suit de la formule (12) que l’on vérifiera l’équation (17) en posant
p°— r° F y p?— 2pr COSÙ + 7°?
(19) v= A la valeur de cosè étant
COSÔ —
Eat — À COSp + Sinp,
et À, À, désignant trois constantes arbitraires dont les deux dernières devront être assujetties à la condition
Si, pour remplir cette condition, on prend À = COSp, bp =sinp, p désignant un angle arbitraire, on trouvera simplement (20) COSÔ — Cos(p —p}), et l’on pourra supposer, dans l'équation (19), A—WY(p),
W(p) désignant une fonction arbitraire de p. On vérifiera donc l’équation (17) en prenant
Li sant ds (21) PE Toprco( papier (Pi
EXTRAIT N° 906. _ su il y a plus : on la vérifiera encore en substituant au second membre de la formule (21) l'intégrale de ce second membre prise, par rapport à p, entre deux limites fixes, par exemple en supposant
2% 2 2 : ail ee a P—apreos(ppi+rs | (P)@P:
D'ailleurs cette dernière valeur de 5 se réduit, pour une valeur de r inférieure à p, mais très peu différente de p, à une intégrale définie singulière dont la valeur est sensiblement représentée par le produit
ar W(p).
Done la formule (22) fournira une intégrale de l’équation (17) qui aura la propriété de se réduire à Ÿ(p) pour r — bp si l’on prend
ou, ce qui revient au même, J F(p)= = (p).
Donc, pour obtenir une telle intégrale, il suffira de poser
: 27 dhss it | : #30) FLE apr eos p pie ri NP
) ap.
Il suit encore de la formule (12) que l’on vérifiera l'équation (18) en posant RES (24) = ns : FL (p®— 2pr cosd + r°)?
la valeur de cosè étant
CosÔd —
À + puy + vs
; — À CoSp + psinp COS g + v sin p sing,
et À, À, u, v désignant quatre constantes arbitraires dont les trois dernières devront être assujetties à la condition
+ p+ v—r, OEuvres de C.— S.I,t. VI. 4
Si, pour remplir cette condition, on pose À— COSp, p—=Ssinpcosg, »—sinpsinq, p, q désignant des angles arbitraires, on trouvera simplement (25) COS — CoSp cosp + sinpsinp cos(q — 4), et l’on pourra supposer, dans l'équation (24), A—W(p,q),
W(p, q) désignant une fonction arbitraire des angles p, q. Par suite, on vérifiera l'équation (18) en prenant
p? US r?
(26) ns 3 (bp, q) (p®— 2pr cosd + r?}?
ou même en prenant
KR ph? ir (27) sf j - ; W(p, q) dp dq 0 0 (
RE , 2\2 p°— 2pr COS + r?)
et attribuant à cosè la valeur que détermine la formule (25). D'ailleurs, sous cette condition, la dernière valeur de & se réduira, pour une valeur de r'inférieure à p, mais très peu différente de », à une intégrale définie singulière, dont la valeur sera sensiblement représen-.
tée par le produit Er (p,s) p sinp
Donc la formule (27) fournira une intégrale de l'équation (18), qui aura la propriété de se réduire à Ÿ(p,q), pour r = s, si l’on prend
psinp —=%(p,q)
ou, ce qui revient au même,
W(p,q)= Re YP, q)sinp.
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Donc, pour obtenir une telle intégrale, il suffira de poser
: o r 27 pi — 7° (28) s=£2/ L : 3 Ÿ(P, q) sin p dp dq.
4 Jo J (o°
— 2p7 COSÔ + r?)°
Les formules (23) et (27) ont cela de remarquable, qu’elles fournissent pour les équations (17) et (18) des intégrales exprimées en termes finis. Pour en déduire les formules connues à l’aide desquelles on résout le problème de l'équilibre de la chaleur dans un cylindre droit à base circulaire, ou dans une sphère, en supposant la température constante, c'est-à-dire indépendante du temps sur chaque arête de la surface qui termine le cylindre, ou en chaque point de la surface sphérique, 1l suffit de développer les seconds membres de ces mêmes formules en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de r. Remarquons d’ailleurs que, chacune des formules (23), (28), renfermant une seule fonction arbitraire Ÿ(p) ou d(p, g), ne saurait être considérée comme propre à fournir la solution la plus générale du problème ci-dessus mentionné, et doit plutôt être regardée comme représentant une intégrale particulière de l'équation (17) ou (18), qui remplit les seules conditions auxquelles l’inconnue se trouve assujettie dans l'énoncé de ce problème. La même observation s'applique à la formule que j'ai donnée, dans la séance précédente, pour résoudre le problème de l'équilibre de la chaleur dans un cylindre de forme quelconque. On arrive à des solutions plus générales de ces sortes de problèmes quand on se propose d'intégrer l'équation (17) ou (18) de manière que l’inconnue 5 acquière une valeur déterminée en chacun des points situés sur deux enveloppes, l’une extérieure, l’autre intérieure à un corps solide. Alors, en effet, les intégrales qu’on obtient renferment chacune, comme on devait s’y attendre, autant de fonctions arbitraires qu’il y a d'unités dans l’ordre de l'équation (17) ou (18), c’est-à-dire deux fonctions arbitraires. Je m’occuperai plus en détail de ces sortes d’intégrales dans un autre article, où j'établirai directement la proposition suivante.
Supposons qu’il s'agisse d'intégrer l'équation (Di +Di)æ—=0o
de telle manière que, pour deux valeurs différentes de r, représentées
par p et 00.
linconnue 5 se réduise à deux fonctions données de l’angle polaire p représentées par p(P) et x(P).
Alors, en posant, pour abréger,
on réduira (") le problème à l'intégration de l'équation (29) (D + D?)5—o, sous la condition que l’inconnue 5 vérifie, pour s — 0, la formule
D —op(p), et pour s — &, la formule m —YX(p).
Or, pour effectuer cette intégration, il suffira de prendre
Pi
PNEU
: Sin — ri x z o(p)dp S\D EP FPE — 2 COS — + ef Po (30) { æ ne ‘ SIN — Mr T T xp) dp, ç —(p — -{P—D) e°
P) TS c +2C0OS— +e Po s
Po; p, désignant deux valeurs particulières de la variable p, qui com-
(1) Les avantages qu'offre, dans la question présente, la réduction de l'équation (17) à l'équation (29), ont été remarqués par M. Lamé dans un Mémoire que renferme le [°° Volume du Journal de Mathématiques de M. Liouville. °
prennent entre elles l'angle p. Ces deux valeurs particulières devront se réduire à (31) Po—=— ©, Pi = ©
si les deux conditions relatives à s = o et à s — £ doivent subsister, non seulement pour les valeurs de p comprises entre les limites p = 0, p = 27, mais généralement pour des valeurs quelconques de p. Il y à plus : ces valeurs de p,, p, devront être de celles que fournissent les équations (31), si, l’angle p étant supposé toujours compris entre les limites p = 0, p = 27, la valeur de l’inconnue 5 fournie par l’équation (30) est assujettie à reprendre la même valeur pour p — o et pour P= AR
GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. — Rapport sur ur Mémoire de M. Auvor relatif
aux surfaces du second ordre.
C. R., T. XVI, p. 783 (17 avril
L'Académie nous a chargés, M. Liouville et moi, de lui rendre compte d’un Mémoire de M. Amyot, qui a pour titre : Nouvelle méthode de génération et de discussion des surfaces du second ordre.
Dans ce Mémoire, l’auteur fait connaître de nouvelles propriétés des surfaces du second degré, autrement appelées surfaces du second ordre, et montre le parti qu’on peut en tirer pour la discussion de ces surfaces mêmes. Les résultats auxquels il est parvenu offrent assez d'intérêt pour qu'il nous paraisse convenable d'entrer à ce sujet dans quelques détails.
On sait que, étant donné dans un plan un point mobile dont les distances à un centre fixe et à un axe fixe conservent toujours entre elles le même rapport, ce point mobile décrit une courbe du second degré, que l’on peut faire coincider avec l’une quelconque des sections coniques. Alors le centre fixe estce qu’on nomme un foyer de la courbe, l’axe en
est une directrice, et le rapport entre les distances du-point mobile au centre et à l’axe fixe est ce qué l’on nomme l’excentricité. Ce rapport est inférieur, égal ou supérieur à l’unité, suivant que la courbe est une ellipse, une parabole ou une hyperbole. De plus, l’ellipse et l’hyperbole offrent chacune deux foyers et deux directrices situées à égales distances du centre de la courbe. Enfin, comme la distance des deux directrices est évidemment la somme ou la différence des distances qui les séparent d'un point de la courbe, il est clair que le produit de la première distance par l’excentricité se réduit à la somme ou à la différence des rayons vecteurs menés des deux foyers au point dont il s’agit. Donc les deux rayons vecteurs offrent une somme constante dans l’ellipse, une différence constante dans l’hyperbole, et l’on se trouve ainsi ramené à l’une des propriétés les plus anciennement connues de ces deux courbes du second degré.
On sait encore que, étant donnés un point et une courbe du second degré, les tangentes menées à la courbe par l'extrémité d’une sécante qui renferme ce point se coupent sur une certaine droite; que cette droite se nomme la polaire du point, tandis que le point est appelé le pôle de la droite, et que le pôle d'une droite quelconque, située dans le plan d’une section conique, appartient aux polaires de tous les points de cette droite.
Cela posé, il est facile de reconnaître que chaque directrice d’une courbe du second degré n’est autre chose que la polaire du foyer correspondant à cette directrice, et que le point où la directrice rencontre le grand axe ou l’axe réel de la courbe’ se confond précisément avec le pôle de la droite menée par le foyer perpendiculairement à cet axe.
Observons, en outre, que la considération des directrices des courbes du second degré fournit le moyen de résoudre très simplement divers problèmes de Géométrie. On pourra ainsi, par exemple, et sans employer d’autres instruments que la règle et le compas, fixer le point où une droite donnée rencontrera, soit une ellipse ou une hyperbole dont les foyers et le grand axe ou l’axe réel seraient connus, soit même la surface engendrée par la révolution de cette ellipse ou de cette hyper-
bole autour de ce grand axe ou de cet axe réel. On pourra, par suite, résoudre avec la plus grande facilité divers problèmes qui se ramènent aux deux précédents, par exemple le problème du cercle tangent à trois cercles donnés ou de la sphère tangente à quatre autres. D'ailleurs les définitions que l’on donne communément des foyers et des directrices dans les courbes du second degré, c’est-à-dire les définitions que nous avons ci-dessus rappelées, peuvent être, avec les propositions qui s’y rattachent, étendues et généralisées comme il suit. Considérons, dans un plan, un point mobile dont la distance à un centre fixe doive conserver toujours le même rapport, non plus avec la distance de ce point à un axe fixe, mais avec la moyenne géométrique entre les distances de ce point à deux axes distincts. Nommons foyer le centre fixe, directrices les deux axes fixes, et module le rapport constant dont il s’agit. On s’assurera aisément que le point mobile décrira, en général, non plus une seule courbe, mais deux courbes du second degré. En effet, les axes coordonnés étant supposés rectangulaires, la distance du point mobile à chaque directrice se trouvera représentée par la valeur numérique d’une certaine fonction linéaire des coordonnées æ, y du point mobile, c’est-à-dire par cette fonction linéaire prise avec le signe + si le point mobile est situé, par rapport à la directrice, du même côté que l’origine, et avec le signe — dans le cas contraire. Cela posé, le produit des distances du point mobile aux deux directrices par le carré du module se trouvera représenté par la valeur numérique d’une fonction du second degré, c’est-à-dire par cette fonction prise avec le signe + si le point mobile est situé, par rapport aux deux directrices à la fois, du même côté que l’origine ow du côté opposé, prise avec le signe — dans le cas contraire; et comme pour obtenir l'équation de la courbe décrite il suffira d’égaler ce produit à la fonction du second degré qui représentera Le carré de la distance du point mobilé au foyer, il est clair qu’on se trouvera définitivement conduit à une équation du second degré qui renfermera un double signe, et qui par suite représentera en général deux courbes distinctes. Concevons maintenant que l’on veuille faire coïncider l’une de ces
deux courbes avec une section conique de forme déterminée. La question reviendra évidemment à choisir le foyer, les directrices et le module de telle sorte que l'équation obtenue s'accorde avec une équation donnée du second degré entre æ et y. D'ailleurs une équation du second degré entre deux variables renferme généralement six termes dont les coefficients peuvent être quelconques. D’autre part, l’équation de la courbe décrite par le point mobile renfermera sept constantes arbitraires qui pourront être censées représenter les deux coordonnées du foyer, les quatre coordonnées des pieds des deux perpendiculaires abaissées de l’origine sur les deux directrices et le module. Enfin, pour réduire à l’équation donnée celle de la courbe décrite par le point mobile, il suffira de multiplier tous les termes de cette dernière par un certain coefficient qui, en raison de l’usage auquel il sera consacré, peut être appelé coefficient de réduction. Cela posé, la comparaison des termes semblables des deux équations du second degré fournira seize relations distinctes entre le coefficient de réduction et les sept constantes arbitraires. Donc, après avoir choisi à volonté, non seulement le coefficient de réduction, mais en outre l’une des sept constantes arbitraires, on pourra déterminer encore les six autres constantes, de manière à faire coincider l'équation de la courbe décrite avec l'équation donnée. Il est important d’observer que la comparaison des termes du second degré, dans ces deux équations, fournit trois relations entre le module, le coefficient de réduction et les deux angles formés par les directrices avec l’un des axes coordonnés, par exemple avec l'axe des abscisses. Donc le coefficient de réduction étant donné, on peut en déduire immédiatement le module, ainsi que les angles formés par les directrices avec les axes coordonnés. Mais on ne saurait en dire autant des coordonnées du foyer, dont l’une peut être arbitrairement choisie, et, par suite, sans que la courbe décrite soit altérée, le foyer pourra se déplacer arbitrairement sur une courbe nouvelle. Cette courbe nouvelle, qu'il est naturel d'appeler la focale, sera elle-même une courbe du second degré, dont les axes principaux se confondront avec ceux de la courbe décrite par le point mobile. Done, si celle-ci est une
courbe à centre, savoir, une ellipse ou une hyperbole, on pourra en dire autant de la focale qui aura le même centre.
Il est bon d'observer encore que la somme des termes du second degré, dans le carré de la distance du point mobile au foyer et dans le produit de ses distances aux deux directrices, se réduit au carré de la distance qui sépare le point mobile de l’origine, et au produit des distances de ce point mobile à deux axes fixes menés par l’origine parallèlement aux deux directrices, ou du moins à une quantité qui ne peut différer de ce produit que par le signe. Cela posé, concevons que, dans l'équation donnée, le premier membre se compose de tous les termes du second degré, le second terme étant la somme des autres termes. Supposons d’ailleurs qu'après avoir divisé le premier membre par le coefficient de réduction on en retranche le carré de la distance du point mobile à l’origine. Le reste devra représenter, au signe près, le produit du carré du module par les distances du point mobile à deux axes fixes, menés par l’origine parallèlement aux deux directrices. Donc le système de ces deux axes fixes sera représenté par l'équation du second degré que l’on obtiendra en égalant le reste dont il s’agit à zéro. ILest aisé d’en conclure que les deux directrices correspondantes à un même foyer formeront toujours des angles égaux avec chaque axe principal de la courbe décrite par le point mobile. Donc, si ces deux directrices deviennent parallèles l’une à l’autre, chacune d’elles sera perpendiculaire à un axe principal de la courbe. Alors aussi la focale se réduira simplement à cet axe, ou, en d’autres termes, les divers foyers seront situés sur cet axe. Si, la courbe étant une hyperbole, l’axe principal dont il s’agit est celui qui ne rencontre pas la courbe, on pourra prendre pour foyer un point quelconque de cet axe. Mais si le même axe se réduit au grand axe, ou à l’axe réel d’une ellipse, d’une parabole ou d’une hyperbole, alors tout foyer auquel correspondront deux directrices perpendiculaires à cet axe ne pourra ètre que l’un des points situés sur le même axe, soit entre les deux foyers de l’ellipse décrite, soit au delà du foyer ou des foyers de la parabole ou de l’hyperbole.
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Jusqu'ici nous avons tacitement supposé que la focale correspondante au coefficient de réduction donné était une courbe réelle, et que les angles formés par les directrices avec un axe principal de la courbe donnée étaient pareillement réels. Alors l'équation du second degré qui représente le système des axes fixes, menés par l’origine parallèlement aux directrices, a nécessairement pour premier membre un trinôme décomposable en deux facteurs réels du premier degré. Mais il peut arriver que la focale devienne imaginaire. Il peut arriver aussi que, la focale étant réelle, le trinôme dont nous venons de parler offre pour termes deux quantités de même signe, et se décompose par suite en deux facteurs linéaires, mais non réels. Dans ce dernier cas, eu égard aux définitions adoptées, les directrices imaginaires correspondent à des foyers que le calcul indiquait comme existants. Mais, pour retrouver des directrices réelles, il suffira de modifier ces définitions et d'admettre que la distance du point mobile au foyer est le produit du module par une longueur dont le carré représente, non plus le produit des distances du point mobile aux deux directrices, mais la demi-somme des carrés de ces distances. Alors, pour obtenir les équations des deux axes menés par l’origine parallèlement aux deux directrices, il suffira de décomposer le trinôme ci-dessus mentionné en deux facteurs imaginaires du premier degré, puis d’égaler à zéro chaeun de ces facteurs, en y remplaçant Ÿ— 1 par l'unité.
On prouve aisément que, dans le cas où les deux directrices correspondantes à un même foyer se coupent, le point d’intersection, considéré comme pôle de la courbe décrite, a pour polaire une droite passant par le foyer. Pour cette raison, nous désignerons désormais sous le nom de pôle le point de rencontre de deux directrices non parallèles et correspondantes à un foyer donné.
Lorsque la courbe donnée se réduit à une circonférence de cercle, les deux directrices se coupent à angles droits, et par suite la demisomme des carrés des distances du point mobile aux deux directrices se réduit à la moitié du carré de la distance comprise entre ce point et le pôle. Donc alors les distances du point mobile au foyer et au pôle
sont entre elles daps un rapport constant, savoir, dans le rapport du module à la racine carrée du nombre 2. Alors aussi, le foyer et le pôle se trouvent situés sur un même diamètre de cercle, et l’on est immédiatement ramené à une proposition connue, savoir, qu’une circonférence de cercle représente la courbe décrite par un point mobile dont les distances à deux points fixes conservent toujours entre elles le même rapport.
Puisque, pour un coefficient de réduction donné, ou, ce qui revient au même, pour un module donné, les deux directrices forment des angles déterminés et invariables avec les axes principaux de la courbe décrite, il est clair que chacun des deux angles compris entre ces directrices restera encore invariable, quelle que soit la position du foyer sur la focale. Si le plus petit de ces deux angles ne se réduit pas à zéro, les deux directrices correspondantes à un même foyer se couperont. Mais leur point d’intersection ou le pôle changera de position avec le foyer, en se déplaçant à son tour sur une certaine courbe du second degré, . distincte de la focale. Cette nouvelle courbe, ou le lieu géométrique des pôles correspondants à un même coefficient de réduction, est, non seulement réelle ou imaginaire en même temps que la focale, mais, de plus, elle est toujours de même espèce que la focale, les deux courbes se réduisant simultanément à deux ellipses, ou à deux paraboles, ou à deux hyperboles.
Considérons maintenant un point de la courbe donnée qui soit situé sur une droite menée par le pôle parallèlement à un axe principal de la courbe. Ce point se trouvera placé à égale distance des deux directrices. Donc le produit de ses distances aux deux directrices et la demi-somme des carrés de ces distances se réduiront à l’une d’elles. Donc les distances de ce point au foyer et au pôle seront entre elles dans un rapport équivalent au produit du module par le sinus de l'angle qu'une directrice forme avec l’axe principal que l’on considère. D'autre part, une droite parallèle à cet axe principal renfermera généralement deux pôles correspondants à deux foyers que l’on peut appeler foyers conjugués. Cela posé, il est clair que la distance de ces
deux pôles sera dans un rapport constant avec la somme des rayons vecteurs menés des deux foyers au point dont il s’agit, et se réduira au produit qu’on obtient quand on multiplie cétte somme par le module et par le sinus de l’angle que forme une directrice avec l’axe principal. Enfin, comme la même droite parallèle à un même axe principal coupe généralement la courbe donnée en deux points, on peut affirmer que les sommes des rayons vecteurs menés des foyers conjugués à l’un et à l’autre de ces deux points seront égales entre elles. Ajoutons que, en chacun de ces points, comme il est aisé de le prouver, les deux rayons vecteurs formeront des angles égaux avec la normale à la courbe donnée.
Pour réduire à une forme très simple l'équation de la courbe donnée, il suffit de faire coincider les axes coordonnés supposés rectangulaires, ou du moins l’axe des abscisses, avec les axes principaux ou avec l’axe principal de cette courbe, et de prendre en même temps pour origine le centre de la courbe, si elle en a un, ou son sommet dans le cas contraire. Alors, si l’on fait passer dans le premier membre de l'équation _tous les termes du second degré, ce premier membre renfermera seulement les carrés des coordonnées ou le carré de l’ordonnée, chacun de ces carrés étant multiplié par un coefficient constant, et le second membre étant une quantité constante ou proportionnelle à l’abscisse. Alors aussi, en prenant l'unité pour coefficient de réduction, on obtiendra facilement le module, l'équation de la focale et l'équation du lieu géométrique des pôles à l’aide des règles très simples que nous allons énoncer.
1° Pour obtenir le module, il suffira de retrancher du premier membre de l'équation donnée le carré de la distance du point mobile à l’origine. Les valeurs numériques des coefficients que renfermera le reste ainsi trouvé donneront pour somme le carré du module. Par conséquent, ce carré ne sera autre chose que la somme des valeurs des différences qu'on formera en retranchant successivement de l'unité les coefficients qui affectent les carrés des coordonnées dans le premier membre de l'équation proposée. De plus, pour obtenir les équa-
tions des axes fixes menés par l’origine parallèlement aux directrices, il suffira de décomposer le reste en deux facteurs linéaires et d’égaler ces deux facteurs à zéro, en ayant soin d’y remplacer, s'ils deviennent imaginaires, ÿ— 1 par l'unité.
2° Pour obtenir l'équation de la focale, il suffira, si la courbe donnée est une ellipse ou une hyperbole, de diviser, dans le premier membre de l'équation proposée, le coefficient du carré de chaque coordonnée par l’unité diminuée de ce même coefficient. Si la courbe donnée est une parabole, on devra de plus, dans le second membre de l'équation proposée, soustraire de l’abscisse du point mobile la moitié du coefficient de cette abscisse.
3° Pour obtenir, au lieu de l'équation de la focale, l'équation du lieu géométrique des pôles, il suffira de changer la division et la soustraction ci-dessus indiquées en multiplication et en addition.
En vertu des règles que nous venons d’énoncer, si la courbe proposée est une ellipse réelle ou une hyperbole, la focale et le lieu géométrique des pôles seront encore deux ellipses réelles ou deux hyperboles, à moins que, le second membre de l’équation donnée étant positif, le terme positif ou les termes positifs du premier membre n’offrent des coefficients supérieurs à l'unité.
Si la courbe proposée se transforme en une parabole, la focale et le lieu géométrique des pôles seront toujours deux autres paraboles qui offriront des sommets situés à égales distances du sommet de la première.
Enfin, si, dans l'équation proposée, le carré de l’une des coordonnées a pour coefficient l'unité, les deux directrices correspondantes à un même foyer deviendront parallèles entre elles et perpendiculaires à un même axe principal. Alors aussi, comme on devait s’y attendre, l'équation de la focale se trouvera réduite à l'équation de cet axe principal. Quant au lieu géométrique des pôles, il n’y aura plus lieu de s’en occuper, puisque les pôles ou les points de rencontre des directrices parallèles disparaîtront évidemment.
Il est juste d'observer qu'un Mémoire de M. Chasles, inséré dans le
Tome IT du Journal de M. Liouville, renferme une partie des résultats jusqu'ici énoncés, savoir, ceux qui se rapportent au cas où une courbe du second degré est considérée comme engendrée par un point mobile dont la distance à un point fixe reste proportionnelle à la moyenne géométrique entre les distances de ce point à deux axes fixes.
Si nous nous sommes arrêtés quelques instants à la considération des foyers, des directrices, des pôles et des focales qui correspondent à divers modules pour une courbe donnée du second degré, c’est que, ces notions une fois établies, il devient très facile de saisir et même de démontrer les nouvelles propriétés des surfaces du second ordre auxquelles M. Amyot a été conduit par les recherches consignées dans le Mémoire dont nous avions à rendre compte.
Dans ce Mémoire, l’auteur rappelle d’abord qu’une courbe quelconque du second degré peut être engendrée par un point mobile dont les distances à un foyer et à un axe fixe situés dans le même plan restent proportionnelles l’une à l’autre; puis, en cherchant un mode de génération analogue pour les surfaces du second ordre, il observe que, pour obtenir l'équation la plus générale de ces surfaces, il suffit de poser la question suivante :
Quel est le Leu géométrique décrit dans l'espace par un point mobile dont la distance à un centre fixe offre un carré constamment proportionnel au rectangle construit sur les distances du même point à deux plans fixes donnes.
M. Amyot appelle foyer le centre fixe, plans directeurs les deux plans fixes, axe directeur la droite d’intersection de ces deux plans; puis, en résolvant le problème que nous venons d’énoncer, il parvient à des résultats qui paraissent dignes d’attention et que nous allons indiquer en peu de mots. |
D'abord, il est aisé de reconnaître, avec M. Amyot, qu’au problème énoncé répond une équation du second degré, par conséquent une équation qui représente une surface du second ordre. En effet, les axes coordonnés étant supposés rectangulaires entre eux, la distance du point mobile à chaque plan directeur se trouvera représentée par
la valeur numérique d’une certaine fonction linéaire des coordonnées æ, y, z du point mobile, c’est-à-dire par cette fonction linéaire prise avec le signe +, si le point mobile est situé par rapport au plan directeur du même côté que l’origine, et avec le signe — dans le cas contraire. Cela posé, appelons module le rapport constant qui doit exister entre la distance du point mobile au foyer et la moyenne géométrique entre ses distances aux deux plans directeurs. Le produit de ces dernières distances par le carré du module se trouvera représenté par la valeur numérique d'une certaine fonction du second degré, c’est-à-dire par cette fonction prise avec le signe +, si le point mobile est situé, par rapport aux deux plans directeurs à la fois, du même côté que l’origine ou du côté opposé, prise avec le signe — dans le cas contraire; et, comme pour obtenir l'équation de la surface décrite par le point mobile, il suffira d’égaler ce produit à la fonction du second degré qui représentera le carré de la distance du point mobile au foyer, il est clair qu'on se trouvera définitivement conduit à une équation du second degré. Nous pouvons même ajouter que cette équation, qui renfermera un double signe, représentera en général deux surfaces du second ordre distinctes l’une de l’autre.
Concevons maintenant que l’on veuille faire coincider l’une de ces surfaces avec une surface du second ordre, de forme déterminée. La question reviendra évidemment à choisir le foyer, les plans directeurs et le module, de telle sorte que l'équation obtenue s’accorde avec une équation donnée du second degré entre æ, y, :. D'ailleurs, une équation du second degré entre trois variables renferme généralement dix termes dont les coefficients peuvent être quelconques. D'autre part, l'équation de la surface décrite par le point mobile renfermera dix constantes arbitraires qui pourront être censées représenter les trois coordonnées du foyer, les six coordonnées des pieds des deux perpendiculaires abaissées de l’origine sur les deux plans directeurs et le module. Enfin, pour réduire à l'équation donnée celle de la surface décrite par le point mobile, il suffira de multiplier tous les termes de cette dernière par un certain coeflicient qui, en raison de l'usage
auquel il sera consacré, peut être appelé coefficient de réduction. Cela posé, la comparaison des termes semblables des deux équations du second degré fournira dix relations distinctes entre le coefficient de réduction et les dix constantes arbitraires. Il est bon d'observer que la comparaison des termes du second degré, renfermés dans l’une et l’autre équation, fournira en particulier six relations entre le coefficient de réduction, le module et les quatre angles formés par les deux plans directeurs avec deux des plans coordonnés. Donc, pour la surface donnée du second ordre, ce coefficient, ce module et ces quatre angles se trouveront complètement déterminés. Mais on ne pourra en dire autant des coordonnées du foyer, dont l’une pourra être arbitrairement choisie, et par suite, sans que la surface décrite soit altérée, le foyer pourra se déplacer sur une certaine courbe. M. Amyot prouve que cette courbe, qu’il nomme avec raison la focale, est toujours renfermée dans un des plans principaux de la surface du second ordre. Il observe qu'à chaque position du foyer correspond une position particulière de l’axe directeur, et nomme synfocale la courbe décrite dans le plan de la focale par le pied de cet axe. I fait voir que la focale et la synfocale sont toujours deux sections de même espèce, qui offrent le même axe principal quand elles se réduisent à deux paraboles et, dans le cas contraire, les mêmes axes principaux, par conséquent le même centre; cet axe, ou ces axes, étant aussi l’axe principal ou les axes principaux de la section faite par le plan des deux courbes dans la surface du second ordre. Il prouve enfin que les deux plans directeurs, correspondants à chaque foyer, sont perpendiculaires au plan de la focale, et forment avec les axes principaux-.de cette courbe des angles égaux; puis il discute les équations des focales et des synfocales que peuvent renfermer les divers plans principaux d’une surface du: second ordre, et il arrive en particulier aux conclusions suivantes :
La focale et la synfocale sont généralement réelles sur deux plans principaux d’une surface quelconque de second degré, et toujours imaginaires sur Île troisième pour les surfaces qui offrent trois plans
principaux.
La détermination et la construction de la focale peuvent s'effectuer facilement dans chaque cas. Supposons, pour fixer les idées, que la surface donnée soit un ellipsoide. Alors, sur le plan du plus grand et du plus petit axe, la focale sera un hyperbole qui aura pour foyers et pour sommets les foyers des deux ellipses principales, dont l’axe commun coincidera en direction avec l’axe même de la focale. Quant à la synfocale, elle aura pour asymptotes deux droites qui formeront avec les asymptotes de la focale un système de diamètres conjugués appartenant à l’une des deux ellipses, savoir : à l’ellipse située dans leur plan, et elle aura pour sommets, non plus les deux foyers de l’autre ellipse, mais les deux plans correspondants à ces foyers.
Étant données la focale et la synfocale que renferme un plan principal d’une surface du second ordre, si l’on coupe à la fois la synfocale et la surface par un nouveau plan parallèle à un autre plan principal, la section faite dans la surface ne pourra offrir un centre, en se confondant avec une ellipse ou une hyperbole, sans que la synfocale offre le même centre. Donc alors le plan sécant rencontrera la synfocale en deux points auxquels correspondront deux foyers distincts, que l’on peut nommer avec M. Amyot foyers conjugués. Or, comme l’auteur le démontre, l’ellipse ou l’hyperbole qui représentera la section faite dans la surface du second degré, et les deux foyers conjugués, jouiront des deux propriétés suivantes :
1° Les deux rayons vecteurs, menés des deux foyers conjugués à un point de l’ellipse ou de l’hyperbole, offriront une somme ou-une différence constante;
2° Ces deux rayons vecteurs formeront des angles égaux avec la normale menée par le même point à la surface du second ordre.
La seconde de ces propriétés fournit évidemment un moyen général et fort simple de construire en un point donné une normale à une surface quelconque du second ordre.
Une remarque importante à faire, c’est que les plans directeurs, tels qu'ils ont été définis par M. Amyot, peuvent devenir imaginaires, lors même que la focale et la synfocale sont réelles. Ainsi en particulier,
CEuvres de C.— S.1,t. VII. +43
suivant l’auteur du Mémoire, les plans directeurs deviennent imaginaires pour toutes les surfaces susceptibles d’être engendrées par une ligne droite, et, pour les autres surfaces, ces plans ne sont réels que relativement à l’une des deux focales.
Les calculs par lesquels M. Amyot à été conduit aux diverses propositions énoncées dans son Mémoire, et spécialement à celles que nous avons rappelées, sont exacts et assez simples. Toutefois on peut les simplifier encore, les généraliser même, et arriver à des propositions nouvelles à l’aide des considérations suivantes :
Considérons, dans l’espace, la surface décrite par un point mobile dont la distance à un centre fixe est dans un rapport constant, ou bien avec la moyenne géométrique entre ses distances à deux plans fixes, ou bien encore avec la racine carrée de la demi-somme des carrés de ces distances. Nommons, dans l’un et l’autre cas, foyer le centre fixe, plans directeurs les deux plans fixes, et module le rapport constant dont il s'agit. La surface engendrée par le point mobile sera évidemment une surface du second ordre, ou plutôt le système de deux semblables surfaces. D'ailleurs on peut supposer, ou que les deux plans fixes soient parallèles entre eux, ou qu’ils se coupent suivant un certain axe : dans la première supposition, la surface engendrée sera évidemment une surface de révolution, l'axe de révolution étant la perpendiculaire menée par le foyer aux deux plans directeurs. Il y a plus : si, par l'axe de révolution on fait passer un plan quelconque, la section méridienne suivant laquelle ce plan coupera la surface, et les deux droites suivant lesquelles il coupera les plans directeurs, seront une courbe du second degré et les deux directrices de cette courbe correspondantes au foyer et au module donné.
Lorsque les deux plans directeurs, au lieu d’être parallèles entre eux, se couperont suivant un certain axe, le plan mené par le foyer perpendiculairement à cet axe partagera évidemment la surface du second degré en deux parties symétriques, et sera par suite un plan principal de cette surface. Il y a plus : la section faite dans la surface par ce plan, les deux droites suivant lesquelles il coupera les plans
directeurs, et le point d’intersection de ces deux droites, seront évidemment une section principale de la surface, deux directrices de cette section principale correspondantes au foyer et au module donné, enfin un pôle de la même section correspondant au même foyer. Ce n’est pas tout : si l’on conçoit que ce pôle devienne le sommet d’un cône circonscrit à la surface du second degré, le plan de la courbe suivant laquelle le cône touchera la surface, c’est-à-dire le plan polaire correspondant au pôle dont il s’agit, renfermera toujours le foyer. Pour cette raison, le pôle de la section principale ci-dessus mentionnée pourra être aussi appelé un péle de la surface correspondant au foyer donné.
Concevons maintenant qu'il s'agisse de trouver, non plus la surface correspondante à un foyer, à un module et à des plans directeurs donnés, mais les foyers, les pôles et les plans directeurs correspondants à une surface donnée. Alors on déduira immédiatement des définitions que nous avons adoptées, et des observations que nous venons d'y joindre, les conclusions suivantes :
1° Les foyers et les pôles de la surface donnée du second ordre seront en même temps les foyers et les pôles d’une section faite dans cette surface par l’un des plans principaux, ou, ce qui revient au même, les foyers et les pôles d’une section principale, pour un module égal au module de la surface. Par conséquent les focales et les synfocales de la surface se confondront avec les focales qui renfermeront les foyers des sections principales correspondantes à ce module, et avec les lieux géométriques des plans de ces mêmes sections.
2° Pour un foyer donné dans le plan d’une section principale, les plans directeurs se confondront avec les plans menés par les deux directrices de cette section perpendiculairement à son plan. Par suite, quand la focale sera réelle, les plans directeurs seront eux-mêmes toujours réels, ce qui n’avait pas lieu quand on adoptait exelusivement dans tous les cas les définitions données par M. Amyot.
3° L'une des propriétés les plus remarquables des sections faites dans la surface par des plans parallèles aux plans principaux, cette
propriété qui consiste en ce que les rayons vecteurs menés de deux foyers conjugués aux différents points d’une semblable section offrent une somme ou une différence constante, sera, dans tous les cas, une conséquence immédiate des définitions mêmes que nous avons adoptées, et cette propriété se démontrera synthétiquement à l’aide des seuls raisonnements dont nous avons fait usage pour établir les propositions qui se rapportent aux foyers conjugués des courbes du second degré.
4° Si la surface donnée se réduit à une surface de révolution qui ait un centre, c’est-à-dire à un ellipsoide ou à un hyperboloïde de révolution, et si de plus le foyer donné est situé dans Le plan principal mené par le centre perpendiculairement à l'axe de révolution, les deux plans directeurs se couperont à angles droits. Par suite, les distances d’un point de la surface au foyer et à l'axe directeur seront entre elles dans un rapport constant dont le carré sera la moitié du carré du module. Cette dernière proposition se déduit encore immédiatement de la proposition analogue qui se rapporte à une circonférence de cercle.
M. Amyot observe avec raison que, chercher un foyer d’une surface du second ordre, c’est tout simplement chercher un point tel que le carré de sa distance à un point quelconque de la surface soit décomposable en deux facteurs réels ou imaginaires, mais représentés par des fonctions linéaires des coordonnées de ce dernier point. Il aurait pu ajouter qu’étant donnée une équation du second degré dont le dernier membre se réduit à zéro, avec un foyer d’une surface représentée par cette équation, il suffira toujours de retrancher du premier membre, considéré comme fonction des coordonnées +, y, 3 d’un point mobile, le produit du coefficient de réduction par le carré de la distance du point mobile au foyer donné, pour obtenir un reste décomposable en deux facteurs Ænéaires, réels ou imaginaires. Observons encore que, pour trouver les équations des deux plans directeurs correspondants au foyer donné, il suffira d’égaler ces deux facteurs linéaires à zéro, après y avoir remplacé, s’ils deviennent imaginaires, V— 1 par l'unité.
Si le premier membre de l'équation donnée renferme seulement les termes du second degré, les autres termes étant tous réunis dans le second membre, alors, en retranghant du premier membre divisé par le coefficient de réduction le carré de la distance du point mobile à l’origine, on obtiendra un reste qui représentera, au signe près, le produit du carré du module par les distances du point mobile à deux plans fixes, menés par l’origine parallèlement aux plans directeurs, ou par la demi-somme des carrés de ces distances. Donc, pour trouver les équations de ces deux plans fixes, il suffira de décomposer le reste obtenu en deux facteurs linéaires et d’égaler ces facteurs à zéro, en
ayant soin d’y remplacer, quand ils deviendront imaginaires, ÿ— 1 par l'unité.
Pour réduire à une forme très simple l'équation de la surface donnée, il suffit, comme l’on sait, de faire coïncider les trois plans coordonnés supposés rectangulaires, ou du moins les deux plans qui renferment l'axe des æ, avec les plans principaux de la surface, et de prendre en même temps pour origine le centre de la surface, si elle en a un, ou son sommet, dans le cas contraire. Alors, si l’on fait passer dans le premier membre de l'équation tous les termes du second degré, ce
premier terme renfermera seulement les carrés des trois coordonnées _æ, y, 5, où des deux coordonnées y, 3, multipliés chacun par un coefficient constant, et le second membre sera une quantité constante ou proportionnelle à l’abscisse x. D'ailleurs, comme en retranchant de ce premier membre le coefficient de réduction multiplié par la somme de ces carrés on devra faire disparaitre au moins l’un d’entre eux, le coefficient de réduction devra toujours se réduire à l’un des trois coefficients par lesquels ces carrés se trouvent multipliés dans le premier membre.
Il importe d'observer qu’on peut toujours supposer, non seulement l'équation de la surface du second ordre réduite à la forme très simple dont nous venons de parler, mais de plus le coefficient du carré de l’ordonnée z réduit, dans cette même équation, à l’unité. Or, dans cette supposition, pour tout foyer compris dans le plan des +, y, le coefli-
cient de réduction sera évidemment l’unité. Donc alors, pour obtenir la focale et la synfocale de lx surface, renfermées dans le plan principal des æ, y, il suffira de chercher la focale et le lieu géométrique des pôles de la section principale faite dans la surface par ce plan, en prenant d’ailleurs pour coefficient de réduction l'unité même. D'ailleurs ce dernier problème est précisément celui que nous avons déjà résolu en nous occupant des foyers et des pôles des courbes du second degré. Done, à l’aide des règles que nous avons tracées, on pourra déterminer la focale et la synfocale renfermées dans le plan des:æ, y, qui peut être l’un quelconque des plans principaux de la surface donnée. De cette seule observation l’on déduit immédiatement divers théorèmes que M. Amyot a énoncés, et qui sont relatifs aux foyers, aux pôles, aux focales et aux synfocales d’une surface quelconque du second ordre.
Nous avons vu que, dans le cas où l'équation d’une surface du second ordre se trouve réduite à sa forme la plus simple et, par suite, renferme seulement trois termes du second degré respectivement proportionnels aux carrés des trois coordonnées, avec un terme constant ou proportionnel à l’abscisse, les coefficients de ces carrés sont précisément les trois valeurs du coefficient de réduction. D'autre part, étant donnée l'équation d’une surface du second ordre, un changement de coordonnées rectangulaires, produit par une rotation des axes autour de l’origine, ne saurait altérer ni les valeurs du module et du coeffcient de réduction, ni la somme des carrés des coordonnées d’un point mobile. Cela posé, on peut évidemment, de ce qui a été dit ci-dessus, conclure, avec M. Amyot, que, pour une surface représentée par une équation donnée du second degré, les trois valeurs du coefficient de réduction sont les trois racines de l'équation auxiliaire à laquelle on est conduit lorsque, sans déplacer l’origine, on fait tourner les axes de manière à chasser de l'équation de la surface les produits des coordonnées.
Au reste, comme l’a fait voir M. Amyot, on peut établir la proposition que nous venons de rappeler, par une démonstration directe, fondée sur un théorème d'Analyse qui mérite d’être remarqué. Ce
théorème, réduit à sa plus simple expression, se trouve renfermé luimême dans un autre théorème plus général qu’on peut énoncer comme il suit :
Tuéorème 1. — Étant données n quantités variables, st l’on forme n fractions dont chaque terme se réduise à une fonction linéaire de ces variables et s'évanoutsse avec elle, ces fractions seront généralemen+s lices
les unes aux autres par une seule équation rationnelle.
Pour démontrer ce théorème, il suffit d'observer que, si l’on représente chaque fraction par une lettre, les z fractions se trouveront liées aux À quantités variables par # équations que l’on pourra rendre linéaires par rapport à ces mêmes quantités. Or ces équations, divisées par l'une des quantités dont il s’agit, ne renfermeront plus que les A fractions et n — 1 rapports variables. En éliminant ces rapports on obtiendra une seule relation entre les fractions diverses.
Le théorème que nous venons de rappeler comprend évidemment le suivant :
TaéorèmE [. — Plusieurs quantités variables étant rangées dans un certain ordre sur une circonférence de cercle, st, aprés avoir divise la différence de deux variables consécutives par leur somme, on ajoute la fraclion ainsi obtenue à l'unité, le produit des sommes de cette espèce ne
vartera pas lorsque dans ce produit chaque fraction changera de signe.
Pour démontrer ce dernier théorème, il suffit d'exprimer à l’aide des diverses fractions les rapports entre les diverses variables prises consécutivement et deux à deux, puis d'observer que le produit de tous ces rapports se réduit à l'unité.
En supposant les variables données réduites à trois, on déduit aisément du théorème précédent l’équation du troisième degré qui a pour racines les trois valeurs du coefficient de réduction correspondantes à une surface donnée du second ordre, et l’on reconnaît, avec M. Amyot : 1° que cette équation du troisième degré se confond avec l'équation auxiliaire dont nous avons parlé; 2° qu’elle se présente sous la forme qui lui a été donnée par M. Jacobi et qui met en évidence la réalité
des trois racines. Ajoutons qu’à chaque racine de l’équation auxiliaire correspond généralement un plan principal de la surface, et que dans l'équation de ce plan le coefficient de chaque terme peut être exprimé, comme l’a remarqué M. Amyot, en fonction rationnelle de cette racine.
M, Amyot termine son Mémoire en appliquant les principes qu'il avait établis à la discussion des surfaces du second ordre, que représentent des équations données.
Nous en avons dit assez pour faire sentir l'intérêt qui s'attache aux recherches de M. Amyot sur les surfaces du second ordre. Nous pensons que des remerciments sont dus à l’auteur pour la communication du Mémoire où elles se trouvent exposées, et que ce Mémoire est digne d'être approuvé par l'Académie.
Les conclusions de ce Rapport sont adoptées.
Nota. — À ce Rapport se trouvent jointes quelques Notes que le rapporteur a composées, dans le dessein de mieux faire saisir l’objet de quelques réflexions consignées dans le Rapport, et l'extension qui peut être donnée à quelques-uns des théorèmes établis par-M. Amyot.
GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. — Notes annexées au Rapport sur le Mémoire de M. Amyot.
NOTE PREMIÈRE
Sur l’expression des distances d’un point mobile à un centre fixe el à un plan fixe.
Supposons les divers points de l’espace rapportés à des coordonnées rectangulaires.
EXTRAIT No 208. 345
Soient
æ, y, = les coordonnées d’un point mobile; x, y, Z celles d’un centre fixe; r la distance entre les deux points.
On aura
UE
(1) Barr) re) 4 (sm 2}, par conséquent (2) | = (œ— x) + (y — y} + (5 — 2} Soient maintenant k la longueur de la perpendiculaire OA abaissée de l'origine O sur un
‘ plan fixe;
«, 6, y les cosinus des angles formés par la droite OA avec les demiaxes des coordonnées positives ;
6, n, € les coordonnées d’un point situé dans le plan fixe ;
p le rayon vecteur mené du point mobile (x, y, =) au point fixe CE 6):
à l'angle aigu ou obtus formé par ce rayon vecteur avec la droite OA.
Les cosinus des angles formés par ce même rayon vecteur avec les demi-axes des coordonnées positives seront
CE NY C3 rue CNE a mure.
et l’on aura, par suite,
de ne enr ni p p (3) PCOSÈ— a(E—x)+6(n—y)+y(E— 3).
Si le point (x, y, z) devient l’origine même, alors, l'angle à étant aigu, le produit p cosè sera positif et se réduira évidemment à la longueur désignée par #. On aura donc
(4) k — oË + En + y, OEuvres de C.— S.1, 1. VII. 44
en sorte que la formule (3) pourra être réduite à (5) pcosd—k—ax—6y—7yz.
Soit maintenant « la distance du point (æ,y, 3) au plan fixe. On
aura LE CUS
et, par suite, (6) r=+t(k— ax —67y—7yz),
le double signe + devant être réduit au signe + ou au signe —, suivant que l'angle à sera aigu ou obtus, c’est-à-dire, en d’autres termes, suivant que le point (æ, y, z) se trouvera situé, par rapport au plan fixe, du même côté que l’origine ou du côté opposé.
Si le point (æ, y, 3) appartient au plan fixe, la distance
t—= + p cosô
s'évanouira. Done, en vertu des formules (3) et (6), l'équation du
plan fixe sera
(7) a(E—æ)+8(n—y)+y(f—-:)=0 ou
(8) axm+6y+yz—=kK.
_ Sile point (Ë, n, €) se confond avec le pied de la perpendiculaire abaissée de l’origine sur le plan fixe, on aura
k=(PEar 0), et l'équation (7) deviendra (9) E(E—x)+n(n—7)+6(f—:)=0.
Telle est la forme très simple sous laquelle se présente l'équation d’un plan lorsque les constantes renfermées dans cette équation se ré-
duisent aux trois coordonnées du pied de la perpendiculaire abaissée de l’origine sur ce plan.
Si l’on transformait les coordonnées rectangulaires en coordonnées obliques, les degrés des fonctions de æ, y, 3 renfermées dans les seconds membres des équations (2) et (6) ne varieraient pas, et la valeur de « resterait toujours affectée du double signe +. En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :
TaéorÈme I. — Sr l’on fait usage des coordonnées rectilignes x, y, z, le carré de la distance d’un point mobile (x, y, z) à un centre fixe sera représenté par une fonction du second degré des coordonnées x, y, z. De plus, la distance d'un point mobile à un plan fixe sera représentée par la valeur numérique d'une fonction linéaire des coordonnées, savoir, par celte fonction prise avec le signe + si le point mobile est situé par rapport au plan fixe du même côté que l'origine, et prise avec le signe — dans le cas contraire.
En supposant le point mobile renfermé dans un plan, on verrait le théorème qui précède se réduire au suivant :
TuéorÈme IT. — Si, dans un plan, on fait usage de coordonnées reculignes x, y, le carré de la distance d'un point mobile ( x, y) à un centre fixe sera représenté par une fonction du second degré des coordonnées x, y. De plus, la distance du point mobile à un axe fixe sera représentée par la valeur numérique d'une fonction linéaire des coordonnées, savoir, par cette fonction prise avec le signe + si le point mobile est situé par rapport à l'axe fixe du même côté que l’origine, et prise avec le signe — dans le cas contraire.
Observons encore que l'équation (2) entraine immédiatement la proposition suivante :
TuéorÈME IT. — Les coordonnées étant supposées rectilignes dans un plan ou dans l'espace, la différence entre les carrés des distances d’un point mobile à deux centres fixes sera toujours représentée par une fonction linéatre des coordonnees de ce point. |
NOTE DEUXIÈME
Sur les plans tangents, les plans polaires, les plans diamétraux et les centres des surfaces du second ordre.
Considérons une surface du second ordre, c’est-à-dire une surface représentée par une équation du second degré ou de la forme
Ax?+By?+Cz+ 2Dys +2E:x +2Fzy +2Gzx+2Hy+2lz=K,
æ, y, = désignant des coordonnées rectilignes, et À, B, C, D, E, EF, G, H, I, K des coefficients constants. Si l’on pose, pour abréger,
S— Az+Byt+Cs+ 2Dys+2Esx+2Fzy +2Gx+aHy+als—K, l'équation de cette surface sera réduite à celle-ci (1) pu Dre à À
Soient maintenant ë, "1; € 0 les coordonnées courantes d’un plan tangent à la surface. L'équation du plan tangent sera de la forme
æ, y, = étant les coordonnées du point de contact. Si ce plan tangent devient parallèle à l'axe des +, on vérifiera l'équation (2) en posant
et l’on aura, par suite, D:5=0.
Cette dernière équation, étant du premier degré par rapport aux cvordonnées æ, y, 3, représentera, si l’on y considère ces coordonnées comme variables, un nouveau plan qui devra renfermer tous les points de contact de la surface donnée avec les plans tangents parallèles à l'axe des æ et, par conséquent, la courbe de contact de cette surface avec celle du cylindre circonserit dont la génératrice serait parallèle à
l'axe des æ. Ce nouveau plan sera donc un plan diamétral. On obtiendra de la même manière les trois plans diamétraux qui renfermeront les courbes de contact de la surface donnée avec celles des cylindres circonscrits dont les arêtes seraient parallèles aux trois axes coordonnés, et l’on reconnaitra que ces trois plans diamétraux sont représentés par les trois équations
(3) -D;S—o, D,S = o, LB 0.
Ajoutons que les droites suivant lesquelles ces plans diamétraux se couperont deux à deux seront celles qui renfermeront les points de contact de la surface avec les plans tangents parallèles aux plans coordonnés.
La surface donnée se réduirait évidemment à une surface conique qui aurait l'origine pour sommet, siS devenait une fonction homogène du second degré. Dans le même cas, on aurait, en vertu du théorème des fonctions homogènes,
(4) &D,S + yD,S + :D:S — 25.
Dans le cas contraire, la différence entre les deux membres de l'équation (4) ne sera pas identiquement nulle, mais se réduira du moins à une fonction linéaire de æ, y, =. Donc, pour faire disparaître les termes qui, dans l'équation (2), sont du second degré en +, y, z, il suffira toujours d'ajouter au premier membre le double de la fonction S. On obtiendra ainsi la formule
(3) (é—æ)DSS +(n— y)D,S +(£— 3) DS + 28 — 0.
Si, dans cette dernire, qui se déduit immédiatement des formules (1) et (2), considérées comme existantes simultanément, on regarde £, n, € comme constantes et x, y, z comme variables, elle représentera un plan qui ne pourra être que le lieu des points de contact de la surface donnée avec les plans tangents menés à cette surface par le point (£, n, €). En d’autres termes, l'équation (5) représentera le plan de la courbe de contact de la surface donnée avec la surface d’un
cône circonscrit qui aurait pour sommet le point (£, n, €), ou ce qu'on nomme le plan polaire de la surface correspondant au pôle (E, UE 69:
Si le point (6, n, €) était, non pas extérieur, mais intérieur à la surface représentée par l'équation (1), on ne pourrait circonserire à la surface donnée un cône qui aurait ce point pour sommet. Toutefois, à ce point correspondrait encore un plan représenté par l'équation (5), et ce plan serait encore ce qu’on appelle le plan polaire correspondant au pôle (E, n, €).
Soit maintenant 9 la distance de l’origine au point (£&, n, ©), et posons
Ë k 6 2=9#, mn À Ye (6) o œ o /
Si le point (£, n, ©) vient à varier sur un axe fixe mené par l’origine, &, n, Ç varieront proportionnellement à p et, par suite, «, 6, y seront trois constantes qui dépendront uniquement des angles formés par l'axe fixe avec les axes coordonnés. D'ailleurs, en vertu des for- : mules (6), l'équation (5) pourra être réduite à la suivante
aD,S + 6D,S + yD.S — S (&DeS + yDyS + 3D,S — 28),
et cette dernière, si l’on y suppose o — + æ, deviendra (7) aD,S + 6D,S + yD,S — 0.
Mais, dans cette même supposition, comme le pôle (£, n, ©), c’està-dire le sommet du cône ci-dessus mentionné, s'éloigne à une distance infinie de l’origine, ce cône se transforme évidemment en un cylindre; donc l'équation (7) appartient à la courbe de contact de la surface donnée avec la surface d’un cylindre circonscrit dont la génératrice est parallèle à une droite menée par l’origine et représentée par la formule
R I Î QE î
ue “LD
Il y a plus : l'équation (7) représente le plan de cette courbe, et par conséquent un plan diamétral quelconque.
Si la surface donnée a un centre, ce centre sera le point commun à tous les plans diamétraux; donc les coordonnées æ, y, z de ce centre vérifieront l’équation (7), quelle que soit la droite représentée par la formule (8), c’est-à-dire pour tous les systèmes de valeurs que l’on peut attribuer, dans cette formule, aux constantes «, 6, y. Il suit immédiatement de cette remarque que le centre de la surface sera déterminé par le système des équations (3).
Si, dans l’équation (1), la fonction S devient indépendante de z, en sorte qu’on ait simplement
S— Az +By+2Fxy +2Gx+2Hy—K, l'équation (1) pourra être censée représenter, non plus une surface du
second ordre donnée dans l’espace, mais une courbe du second degré tracée dans le plan des æ, y. Alors l'équation (2), réduite à
(ah (E—æ)D.8 +(n —7)D,S —=0,
représentera la tangente menée à la courbe par le point (æ, y); les formules (2), réduites aux suivantes
ie: +90, détermineront les coordonnées æ, y du centre de la courbe; l’équation (5), réduite à (10) (E— x)D;S+(n—7)D,S +28 —o,
sera linéaire par rapport aux coordonnées æ, y, et représentera la polaire correspondante au pôle (Ë, n); enfin l’équation
(11) aD,S + 6D,S — 0
sera celle de la droite qui renfermera les points de contact de la courbe avec des tangentes parallèles à l’axe fixe que représente l'équation
ëË
Oo! =
NOTE TROISIÈME
Sur diverses propriétés des lignes et des surfaces du premier et du second ordre.
Supposons les différents points d’un plan ou de l’espace rapportés à des coordonnées rectilignes. Soient d’ailleurs
les distances d’un point mobile à des centres fixes, et
7 €» Cys
les distances du même point à des plans fixes, ou à des axes fixes, tracés dans le plan donné.
Si l’on établitentre ces distances une relation quelconque exprimée par une équation de la forme
(1) F(r, Ts Ty» ss © ts Cys \::) RS
le point mobile se trouvera par cela même assujetti à décrire dans le plan donné une certaine ligne, ou dans l’espace une certaine surface représentée par cette équation. D'autre part, comme on l’a remarqué dans la Note I, les carrés des distances
seront des fonctions du second degré des coordonnées du point mo-
bile; mais les différences entre ces carrés et les valeurs numériques des distances
ty ,
se réduiront à des fonctions linéaires de ces mêmes coordonnées. Cela posé, on pourra évidemment énoncer les propositions suivantes :
TaéorÈme [. — Si l'équation (1) établit une relation linéaire entre les distances
ts ts tys
la ligne ou la surface engendrée par le point mobile, dans le plan donne ou dans l’espace, se réduira, soit à une droite ou à un système de plusieurs droites, soit à un plan ou à un système de plusieurs plans, la muluplicité des plans ou des droites provenant des doubles signes que renfermeront
les valeurs der, 1,,t,, ..…..
Tuéorème I. — Si l'équation (1), étant du second degré par rapport
aux distances
renferme seulement les carrés des premières distances PURÉE Si Te
la ligne ou la surface engendrée par le point mobile, dans le plan donne ou dans l’espace, se réduira soit à une section conique ou à un système de plusieurs sections coniques, soit à une surface du second ordre, ou à un système de plusieurs surfaces du second ordre, la multiplicité des sections coniques ou des surfaces du second ordre provenant des doubles signes
que renfermeront les valeurs de x,1,,1,, ....
Il importe d'observer que, dans certains cas particuliers, une ligne ou une surface du second degré pourra être simplement représentée par une équation linéaire entre les distances
C’est, en effet, ce qui aura lieu dans les suppositions suivantes :
Supposons en particulier que, dans un plan donné, «, «, représentent les distances d’un point mobile à deux axes fixes. Les équations de ces deux axes seront
(1) tre 0, nt à
et, si les deux axes se coupent, une équation du second degré entre « et «, représentera une ellipse ou une hyperbole. Ainsi, par exemple, OEuvres de C.— S.I,t. VII. 45
en désignant par c une constante arbitraire, on reconnaitra que l’é-
quation (2) te, — C
représente une hyperbole dont les deux axes sont les asymptotes. Au contraire, l'équation
(3) TPM e
représentera évidemment une courbe fermée qui aura pour centre le point d’intersection des deux axes. Cette courbe, étant d’ailleurs du second degré, se réduira nécessairement à une ellipse. Donc lellipse jouit de cette propriété remarquable, que par son centre on peut mener généralement deux axes tels que les carrés des distances d’un point de la courbe à ces deux axes offrent une demi-somme constante. Les deux axes dont il s’agit ici sont ceux que nous appellerons les axes quadratiques de l’ellipse.
Il importe d'observer que, dans certains cas particuliers, une ligne ou une surface du second degré pourra être simplement représentée par une équation linéaire entre les distances
Ty
C'est, en effet, ce qui aura lieu dans les suppositions suivantes : 1° Si la distance r du point mobile à un centre fixe est représentée par une fonction linéaire des distances
comprises entre ce point et des axes fixes ou des plans fixes, le carré de la première distance sera une fonction du second degré par rapport aux autres, et en conséquence chacune des courbes ou surfaces qui pourront être engendrées par le point mobile sera du second ordre. Il y a plus : pour chacune de ces courbes ou surfaces, la distance r.
EXTRAIT N° 208. 399 étant une fonction linéaire des coordonnées, sera toujours égale à la distance qui séparera le point mobile d’un certain axe fixe ou d’un certain plan fixe.
2° On peut immédiatement ramener au cas précédent celui dans lequel les distances
PT
du point mobile à deux centres fixes offrent une somme ou une différence constante. En effet, comme le produit
toujours représenté par une fonction linéaire des coordonnées, sera en conséquence proportionnel à la distance « qui sépare le point mobile d'un plan fixe ou d’un axe fixe, il est clair que, dans l'hypothèse admise, l’un des facteurs de ce produit sera constant, l’autre proportionnel à +. Donc la demi-somme de ces facteurs, ou la distance r, se réduira simplement à une fonction linéaire de la distance +; done, si le point mobile est renfermé dans un plan, il décrira une section conique. Alors le centre fixe sera ce qu’on nomme un foyer de la courbe décrite, l'axe fixe sera une directrice de cette courbe, enfin le rapport entre les distances du point mobile au foyer et à la directrice sera ce qu'on nomme l'excentricité.
3° Si les distances
du point mobile à deux centres fixes sont proportionnelles l’une à l’autre, les carrés de ces distances seront encore entre eux dans un rapport constant et, par suite, le point mobile décrira une courbe ou une surface du second degré, qui se réduira même simplement, comme il est facile de le voir, à une circonférence de cercle ou à une surface sphérique.
Observons encore que les degrés des courbes ou surfaces engendrées par le point mobile, et représentées par l'équation (1), ne seront point altérés si l’on suppose que les distances
du point mobile aux axes fixes ou aux plans fixes soient mesurées, non
plus sur des perpendiculaires à ces axes ou à ces plans, mais sur des
obliques et parallèlement à des droites données. En effet, admettre une
telle supposition revient simplement à faire croître, dans un rapport donné, chacune des distances «, t,,,, ....
NOTE QUATRIÈME
Sur les foyers et les pôles des lignes et surfaces du second ordre.
Pour montrer une application des principes énoncés dans la Note précédente, supposons que la distance 7 du point mobile à un centre fixe doive être, dans un plan donné ou dans l'espace, proportionnelle, soit à la moyenne géométrique entre les distances x, «, du même point à deux axes fixes ou à deux plans fixes, soit à la racine carrée de la demi-somme des carrés de ces distances, et, par conséquent, équivalente au produit de cette moyenne ou de cette racine carrée par un certain coefficient auquel nous donnerons le nom de module. Nommons foyer le centre fixe, et directrices ou plans directeurs les axes fixes ou les plans fixes. Si l’on désigne par 0 le carré du module, la ligne ou surface que décrira le point mobile se trouvera représentée ou par l'équation (1) ex,
ou par l'équation
(2) Pa (24),
et sera, dans l’un et l’autre cas, une ligne ou surface du second degré, cette ligne ou surface étant double dans le premier cas, en raison du double signe que renfermera la valeur du produit «, exprimée en fonction des coordonnées du point mobile. D'ailleurs, comme, en posant
LE S
on réduira chacune des équations précédentes à (3) rt 0,
il est clair que, pour chacun des points situés sur la ligne ou sur la surface du second degré, à égales distances des directrices ou des plans directeurs, le rapport des longueurs r, « sera précisément égal au module.
Pour que la ligne ou surface décrite par le point mobile se réduise à une ligne ou à une surface du second ordre, représentée par une équa-
tion donnée
dans laquelle S désignerait une fonction des coordonnées de ce point entière et du second degré, il sera nécessaire et il suffira que cette fonction S se réduise au produit de la différence
r?— Üix, où r°— ur t?)
par un facteur constant s que nous nommerons coefficient de réduction, et que l’on ait en conséquence, pour des valeurs quelconques des
coordonnées, (5) S—s(r?— Ou) ou 9 g) 1 (6) sfr een]
Si le point mobile se meut dans l’espace, alors, en nommant
x, y, Z les coordonnées du foyer;
k, k, les longueurs des perpendiculaires abaissées de l’origine sur les plans directeurs ; Û
2,6, 7302, 6, y, les cosinus des angles formés par ces deux perpendiculaires avec les demi-axes des coordonnées positives;
on aura, non seulement
(7) (mes A CHAT + (5 — 2)
et
(8) v=+(az+68y+ys—E), t=TF(arz+6é,y+7y,3—Kk,),
mais encore
(9) a+ + y — rx, +6? + y} —I.
Alors aussi, l'équation (4) pouvant être présentée sous la forme
(io) Ax+By°+Cz3+ 2Dyz+2Ezx +2Fzxzy+2Gx+2Hy+21:=K, on pourra supposer
(TES Aat+By+ Cs+92Dy5+2Ezx+2Fzy+2Gxr+2Hy+21:—K; et, comme cette valeur de S renferme dix termes distincts, l'équa-
tion (5) ou (6) établira dix relations distinctes entre les treize constantes arbitraires
S, 0, CHEN TRS À k, k , x, 6, Ÿ» Œ,s 6,, PE
qui pourront être réduites à onze, eu égard aux formules (9). Parmi ces relations, celles qui proviendront de la comparaison des termes semblables du second degré seront évidemment celles que l’on obtiendrait en substituant dans les formules (5), (6) les valeurs de $, r°, «et x, fournies, non plus par les équations (7), (8), (11), mais par les suivantes :
(12) = a+ y? + 2, (13) v=+(axz+6y+ys), = (ax +6,y+ 7,2) (14) S—Az+By?+Cz+92Dysz+2Ezx+2Fzy.
Par conséquent six relations distinctes, que l’on pourra joindre aux
formules (9), lieront entre elles les huit constantes arbitraires $, 0, ds 65: Y a, :65:Y;
dont chacune se trouvera, par suite, complètement déterminée. Les
quatre autres relations, qui lieront l'une à l’autre les cinq constantes arbitraires PRES LE EE,
ne suffiront pas pour déterminer complètement celles-ci, dont l’une, x par exemple, pourra être choisie arbitrairement. Done, pour une surface donnée du second ordre, le coefficient de réduction, le module et les angles formés par les plans directeurs avec les plans coordonnés ont des valeurs déterminées, mais on ne saurait en dire autant du foyer, qui peut se déplacer arbitrairement sur une ou plusieurs courbes. Il est naturel de donner à ces courbes le nom de focales, et à la ligne d'intersection de deux plans directeurs, lorsque ces deux plans se coupent, le nom d’axe directeur. Cela posé, à chaque point d’une focale, considéré comme foyer de la surface donnée, correspondra généralement un certain système de plans directeurs, et, si ces deux plans se coupent, un certain axe directeur.
Si le point mobile se meut, non plus dans l’espace, mais sur un plan donné, alors, ce plan étant pris pour plan des æ, y, les équations (5), (8), (9), (ro), (11) se trouvent remplacées par d’autres équations de la forme
(16) t=+(ar +6y—Kk), 1,—TF(a,xz+6,y—k,), (19) a+ ét p, a+ 68?—1,
(18) Ax°+ By+2Fxy +2Gx+2Hy=K, (19) ÿ S— Az + By +2Fxy +2Gx+2Hy—K,
dans lesquelles x, y représenteront les coordonnées du foyer, #, # les longueurs des perpendiculaires abaissées de l’origine sur les deux directrices, et x, 6, &,, 6, les cosinus des angles formés par ces perpendiculaires avec les demi-axes des coordonnées positives. Alors aussi, comme la valeur de S renfermera six termes seulement, l'équation (5) ou (6) établira six relations entre les dix constantes arbitraires
qui pourront être réduites à huit, eu égard aux formules (17). Parmi ces relations, celles qui proviendront de la comparaison des termes semblables du second degré seront évidemment celles qu’on obtien-
drait en substituant dans les formules (5), (6) les valeurs de Do ol. +
fournies, non plus par les équations (15), (16), (19), mais par les sui-
vantes :
(21) t=+(ax+6y), :—=+(axz+é,y), (22) S—Az +By+2Fzxry.
Par conséquent trois relations distinctes, que l’on pourra joindre aux formules (17), lieront entre elles les six constantes arbitraires
dont l’une, s par exemple, restera complètement indéterminée. Mais, pour une courbe donnée et pour une valeur donnée du coefficient de réduction s, le module et les angles formés par les directrices avec les axes coordonnés auront des valeurs déterminées. Quant aux trois autres relations, qui lieront l’une à l’autre les quatre constantes arbitraires L CS 7 RE
elles ne sufliront pas, même après la détermination dont nous venons de parler, pour fixer complètement les valeurs de ces quatre constantes, dont l’une, x par exemple, pourra être choisit arbitrairement. Donc, pour une courbe donnée du second ordre et pour un coefficient de réduction donné, le foyer pourra se déplacer arbitrairement sur une ou plusieurs courbes qu’il est naturel d'appeler focales. D'ailleurs, à chaque point d’une focale, considéré comme foyer de la courbe donnée, correspondra généralement un système de directrices, dont le point d’intersection, si elles se coupent, se déplacera en même temps que le foyer.
Revenons maintenant à la surface du second degré représentée par l'équation (4), dans laquelle on suppose la valeur de S déterminée par la formule (5) ou (6), jointe aux équations (7) et (8). Si l’on prend pour plan des +, y un plan mené par le foyer, perpendiculairement aux plans directeurs, on aura, dans les équations (7), (8),
Par suite, l'équation (7) donnera simplement ES DANS DRM NUS À DL
et, comme +, «, deviendront indépendantes de z, S, considéré comme fonction de z, renfermera seulement le carré de =. Done, le plan des æ, y partagera la surface du second degré en deux parties symétriques, comme on pouvait aisément le prévoir, et sera ce qu'on nomme un plan principal de cette surface. Donc, pour une surface quelconque du second ordre, chaque focale est nécessairement une courbe plane renfermée dans un plan principal, et à un point d’une focale considéré comme foyer de la surface correspondent deux plans directeurs perpendiculaires à ce plan principal.
Si le point mobile se meut dans un plan et décrit, en conséquence, non plus une surface du second ordre, mais une section conique, alors aux formules (7), (8) on devra substituer les formules (15), (16). Si d’ailleurs les deux directrices deviennent parallèles l’une à l’autre, et si l’on prend alors pour axe des x la droite menée par le foyer perpendiculairement à chacune d’elles, on aura, dans les équations (15)
et (16),
Les, 60, Geo:
Par suite, l'équation (15) donnera simplement M=(z—x) +y;
et, comme +, , deviendront indépendantes de y, S, considéré comme
fonction de y, renfermera seulement le carré de y. Donc l’axe des x
partagera la courbe du second degré en deux parties symétriques, OEuvres de C. — S. 1, t. VII. 46
comme on pouvait aisément le prévoir, et sera un axe prinéipal de cette courbe. Done, lorsque les deux directrices correspondantes à un même foyer d’une section conique sont parallèles l’une à l’autre, on peut affirmer que ce foyer est situé sur un axe principal, et que les deux directrices sont perpendiculaires à cet axe.
Concevons maintenant qu’à un foyer donné d’une surface du second ordre ou d’une section conique correspondent deux plans directeurs ou deux directrices qui se coupent. Désignons d’ailleurs par £, n, £, lorsque le point mobile se meut dans l’espace, et par £, n, lorsqu'il se meut dans un plan, les coordonnées d’un point quelconque de l'axe directeur, c’est-à-dire de l'axe suivant lequel se coupent les plans directeurs, ou du point unique commun aux deux directrices. En vertu de la formule (4) de la Note première, on pourra, si le mobile se meut dans l’espace, joindre aux équations (8) les deux suivantes
(23) k —0ë + En + y6, k,= a,Ë + 6,n + y,£, et, par conséquent, les équations (8) donneront
ri=a(xz—Ë)+6(y—n)+7y(z—£),
Fru=a(xz-Et)+6,(7-—n)+7,(s—E6).
Cela posé, si l’on représente par 08 le second membre de l'équation (1) ou (2), c’est-à-dire si Pon prend
RE, oubien AR—!(:?24+:}), l’équation (1) ou (2), réduite à (25) r°= OR,
offrira pour premier et pour second membre deux fonctions entières de æ, y, 3 qui seront homogènes et du second degré, l’une par rapport
aux trois binômes
l’autre par rapport aux trois binômes
TE, Y--n, 2—$%;
et l’on aura, en vertu du théorème des fonctions homogènes, (26) (æ—E) DR + (y —n)D,AR + (3: —E6) DR = 28. D'ailleurs, si le point (£, n, ©) est pris pour pôle de la surface repré-
sentée par l'équation (4), l'équation du plan polaire correspondant à ce pôle sera
(27) (E—x)D,S+(n-—y)D,S+(E— 2) DS +28 —=o;
et, puisque la même surface est encore représentée par l'équation (25), on pourra, dans la formule (27), substituer à la fonction S
la différence OR — r°.
Or, en effectuant cette substitution, puis ayant égard aux formules (5) et (26), on verra l'équation du plan polaire se réduire à
(28) (Ex) (m a) FN Pr I) 2) (5 — 72) —=0.
Donc on vérifiera cette équation en posant
Per da NES: sé,
c’est-à-dire que Le foyer (x, y, z) sera compris dans le plan polaire correspondant au pôle (£, n, ©). Nous dirons, pour cette raison, que les deux points (x, v,z) et (£, n, €) sont un foyer et un pôle correspondants de la surface décrite par le point mobile (æ, y, =).
On pourrait, au reste, démontrer encore que, le foyer (x, y, z) étant pris pour pôle, le plan polaire de la surface renfermera toujours le point (£, n, ©).
Si du pôle (Ë, n, ©) on abaisse une perpendiculaire sur le plan polaire que représente l'équation (28), cette perpendiculaire se trouvera elle-même représentée par les deux équations comprises dans la formule
"Me ES émet: Ni
(29) ss
Or cette dernière formule se vérifie évidemment lorsqu'on y pose
Lier À Y = }Y; rs
Donc le foyer (x, y, z) coincidera toujours avec le pied de la perpendiculare abaissée du pôle (£, n, ©) sur le plan polaire correspondant à ce même pôle.
Il importe d'observer que cette dernière proposition, étant une conséquence immédiate des formules (28), (29), ou, ce qui revient au même, de l'équation (27) jointe à la formule (26), continuera de subsister si, dans le second membre de l'équation (25), on prend pour & l’une quelconque des fonctions propres à vérifier la formule (26), c’est-à-dire si l’on suppose que la surface donnée du second ordre soit représentée par l'équation
(30) PUR, & désignant une fonction des trois différences Die p, N Aou! FE Aer +
entière, homogène, et du second degré. Observons encore que, dans ce cas, l'équation R = const.
représenterait une autre surface du second ordre qui aurait pour centre le point (£, n, €).
Si le point mobile se meut, non plus dans l’espace, mais dans un plan, alors, en prenant ce plan pour plan des æ, y, on verra Îles formules (24) se réduire aux suivantes
(31) Fr=a(z—E)+6(y—n), Era 0 +610
et les équations (28) et (29), réduites à celles-ci
(32) (É—x)(xæ —x)+(n—y)(y—7y)=0,
Les EEE dates PU es |
représenteront : 1° la polaire qui correspond au point (£, n) considéré comme pôle de la courbe du second degré décrite par le point mobile; 2° la perpendiculaire abaïssée sur cette polaire du pôle (£,n). Or on
vérifiera l'équation (32) en posant Cet ARRURL dure à À
Donc Le foyer (x, y) sera un point de la polaire correspondante au pôle (Ë, n). Nous dirons, pour cette raison, que les deux points (x, y), (Ë,n) sont un foyer et un pôle correspondants de la courbe décrite par le point mobile. Il y a plus : comme l’équation (32) sera elle-même
vérifiée quand on posera
il est elair que le foyer (x, y) sera le pied de la perpendiculaire abaissée du pôle (Ë, n) sur la polaire correspondante à ce pôle. Enfin, cette dernière proposition continuera évidemment de subsister si l'on suppose que la courbe décrite par le point mobile soit représentée par l'équation (30), & étant une fonction homogène quelconque des deux différences
As #0.
Dans le cas particulier où & devient proportionnel au produit des distances du point mobile à deux axes fixes, la dernière proposition se confond avec l’une de celles que renferme un Mémoire de M. Chasles, relatif aux lignes conjointes dans les coniques (vor le Tome HT du Journal de M. Liouville, p. 390).
NOTE CINQUIÈME
Sur les courbes tracées dans le plan d’une section conique par des foyers et des pôles correspondants.
Considérons, comme dans la Note précédente, une courbe décrite par un point mobile, dont la distance r à un certain foyer offre un ‘carré proportionnel, soit au produit de ses distances +, «, à deux directrices, soit à la demi-somme des carrés de ces mêmes distances. L’équation de cette courbe sera de la forme
(1) r?= OR,
la valeur de & étant déterminée par l’une des formules (2) RM, Matter),
et le module 0 étant une constante positive. D'autre part, si, en supposant les axes coordonnés rectangulaires, on nomme
æ, y les coordonnées du point mobile ;
x, y celles du foyer;
k, k les longueurs des perpendiculaires abaïissées de l'origine sur la directrice ;
2, %, à, 6, les cosinus des angles formés par ces perpendiculaires avec les demi-axes des coordonnées positives ;
on aura [vor les formules (15), (16), (17) de la Note quatrième]
(3) (Tex) + (y —Y} et (4) t—E(axz+By—%), Rx He, rx)
les coefficients
(5) a'+6ét=1%, nt +6,
Si les deux directrices deviennent parallèles l’une à l'autre, alors, en prenant pour axe des æ une droite menée par le fover perpendicu- Jairement à chacune d’elles, on aura
VER 0 art À 6=e, Sr É. Pau 1 et, par suite, les formules (3), (4) deviendront
(7) LE RL IN cer 0 À De 2
ll désignant deux quantités positives ou négatives, dont les valeurs
EXTRAIT Ne 208. 367 numériques seront précisément # et #, en sorte qu’on ait PEUR, Arr nd 9 Cela posé, la première ou la seconde des formules (2) donnera (8). JR —p(x —i)(x —j), la valeur de px étant (9) = + 6,
et les deux lettres #, y désignant, ou les deux quantités réelles déjà représentées par /, L, en sorte qu’on ait identiquement
(10) it, j=i,
ou les deux racines imaginaires de l’équation (æ—lY+(z— 1) —0,
déterminées elles-mêmes par la formule
L+t [EL — : l+ I | LR OR) REP (11) fs + TE Ni, jt 171.
Enfin, en vertu des formules (6) et (8), l'équation (1) pourra être réduite à
(12) (xx) + =p(r—i) (re j).
Cette dernière équation représente évidemment une section conique dont un axe principal coïncide avec l'axe des +. Il reste à chercher quelles sont les valeurs qui devront être attribuées aux constantes
PS RS SS
et, par suite, aux constantes positives
si l’on veut faire coïncider la section conique dont il s'agit avec une ellipse, une hyperbole, ou une parabole donnée.
L'équation générale d’une section conique dont le plan se confond avec celui des +, y, et dont un axe principal coineide avec l’axe des æ, est de la forme
(13) ÿ*=a+2bz+czx!,
a, b, ce désignant trois coefficients constants. Or, pour que l'équation (13) se réduise à l'équation (12), il est nécessaire et il suffit que l'on ait identiquement, c’est-à-dire pour une valeur quelconque de æ,
(14) p(æ—i)(æ—j)—(z—x)}=a+2bzx+cez",
par conséquent
(13) B=I+C et (16) p(i+j)=2(x—b), pÿ—a.
Lorsque les coefficients a, b, ec seront donnés, l'équation (15) fournira immédiatement la valeur de &. Quant aux valeurs de
X, d J) elles ne seront pas complètement déterminées par les formules (16); mais, après avoir choisi arbitrairement l’une d’entre elles, x par
exemple, on devra, en vertu de ces formules, prendre pour & et 7 les deux racines de l'équation
(17) (æ—x)} + a +2bx+cx=o.
On arrivera directement à la même conclusion, si l’on observe que r, sont les deux racines de l'équation
et que, la formule (14) étant identique, les équations (17), (18) se réduisent l’une à l’autre.
Les constantes 4, x, ?, j étant une fois connues, on déduira aisé-
ment de l'équation (9) et des formules (10) ou (11) les valeurs des
trois constantes
La première 0 sera, dans tous les cas, la valeur numérique de y. De plus, si les constantes £ et 7 sont réelles, alors, en vertu des formules (10), £, £ se réduiront simplement à z et à 7. Mais, si les constantes £, / deviennent deux expressions imaginaires conjuguées ou de la forme
ig 4 hV—:+, I=g-hV=s,
g, h désignant deux quantités réelles, alors, en vertu des formules (11),
on aura + PE D: 2 2 (Surss 2 y
par conséquent
Ajoutons que, dans l’un et l’autre cas, les équations des deux directrices seront
(20) CU ÉEo ou, ce qui revient au même,
Considérons maintenant le cas où les deux directrices, cessant d’être parallèles l’une à l’autre, se coupent en un certain point, et nommons &, n les coordonnées de ce point, qui sera le pôle correspondant au foyer donné. Les équations (4), réduites aux formules (3r) de la Note quatrième, deviendront
(22) +r=a(r—Ë)+6(y—n), ZHr—=a(xz—E#)+6,(y —n).
Si d’ailleurs on prend pour axe des æ un axe parallèle à l’une des droites qui divisent en parties égales les angles compris entre deux
directrices, on aura a ta;
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et, comme les formules (5) donneront alors 82— 62— x?— x?—= 0,
on trouvera encore
Gi Gi:
puis on en conclura C2 6 23 = #—=+tI (25) = ë ,
attendu que, les directrices n’étant pas parallèles, on ne pourra sup-
poser Re Min Ne
Donc alors les formules (22) donneront
G4) s=tfa(e—E)+6(y7—nh = tla(r—#) —6(y nl
De ces dernières, combinées avec la première ou la seconde des formules (2), on tirera immédiatement
(25) AE [at(x —E)—6(y—n}]
(26) R— (x —E)}}+6(y —n}, par conséquent (27) OR = px —E)+v(y— 1),
les coefficients 4, v étant liés aux coefficients &, 6, 0 par l’une des formules
(28) Au Ce Ms Fi de ts
ou, ce qui revient au même, eu égard à la pt des formules (5), par l’un des deux systèmes d'équations
(29) =E (pu —v), Ve me 6 F : 82— + ERA CRE
(30) O—=p+v, æœ— PE, es
Enfin, en vertu des formules (3) et (27 }# l'équation (1) deviendra (31) sr =n(r—é)+v(y—n}.
Les équations (29) et (30) fournissent le moyen de tirer les valeurs de &, 6, 9 des valeurs supposées connues des coefficients w et v. Ireste à chercher quelles valeurs on doit attribuer aux constantes
X;, y; ë, 1, Ps y
pour faire coincider la courbe du second degré, représentée par léquation (26), avec une ellipse, une hyperbole ou une parabole donnée.
L’équation (31) représentera une ellipse ou une hyperbole dont les axes principaux seront parallèles aux axes des æ et des y, si chacune des constantes u,, v diffère de l’unité. De plus, le centre de cette ellipse . ou de cette hyperbole sera l’origine même des coordonnées, si l’on a
(32) RTE, Y — vn, et alors la formule (31) sera réduite à (33) (i—pat+(1—v)p = pE + vn? — x? — y?.
D'autre part, l'équation générale d’une ellipse ou d’une hyperbole, rapportée à son centre et à ses axes principaux, est de la forme
(34). | Ax?+By?=K;
et, pour faire coincider l'équation (34) avec l'équation (33), il suffira de poser
(35) m=1— À, v=iI1—RB,
(36) DE + vn?— x?— y —K.
Enfin de l'équation (36), jointe aux équations (32) et (35), on tirera évidemment
A 2 Lis (37) RS du Y=K,
(38) A(1—A)E+B(1—Bj)n=K.
Ilest bon d'observer qu’on pourrait encore réduire l'équation (34) à l’équation (33), en supposant que dans ces deux équations les coefficients des termes correspondants fussent, non plus égaux, mais proportionnels, le rapport des uns aux autres étant un certain coefficient de réduction s. Alors on devrait, dans les formules (37), (38), substituer aux deux binômes 1— À, 1 — B
les deux binômes
Dans le cas particulier que nous avons ici considéré, le coefficient de réduction est simplement l’unité. Dans ce même cas, les formules (32) déterminent complètement les valeurs des constantes &, v; mais les formules (32), (36) ne suffisent pas à la détermination des constantes
X; y; : ci Lu
dont l’une, x par exemple, peut être choisie arbitrairement. Donc le foyer (x, y) et le pôle correspondant (£, n) peuvent se déplacer sur deux courbes. Ces deux courbes, c’est-à-dire la focale et le lieu géométrique des pôles, se trouvent précisément représentées par les équations (37), (38) et, par suite, chacune d'elles se réduit à une nouvelle ellipse ou à une nouvelle hyperbole.
Comme nous l’avons vu dans la Note quatrième, et comme on peut le conclure immédiatement de l'équation (31), le foyer (x, y) est, dans le plan de la courbe représentée par l’équation (31), un point de la polaire correspondante au pôle (£, n). J'ajoute que ce même foyer est aussi un point de la perpendiculaire abaissée de l’origine des coordonnées sur la polaire de l’ellipse ou de l’hyperbole représentée par
une équation de la forme (39) RAM 6
c désignant une constante que l’on peut réduire à l'unité. En effet, les équations de cette autre polaire et de la perpendiculaire abaissée sur
elle de l’origine seront respectivement (40) pÊx + vny —C et, par suite,
or il suit évidemment des formules (32) que l’on vérifiera l'équa-
tion (41) en posant (42) l'es de Va T
Observons d’ailleurs que, en vertu des formules (29) ou (30), on tire
de l’équation (39)
ax? — 6? y?— const.
ou
ax? + 62y?— const.
Il est aisé d’en conclure que l’équation (39) représentera, ou une hyperbole dont les asymptotes se confondront avec les droites représen-
tées par les équations
(43) ax +6y—=o, ax —6y—0o,
c'est-à-dire, avec les axes fixes menés par l’origine parallèlement aux directrices données, ou une ellipse dont ces mêmes droites seront les axes quadratiques.
Comme dans les formules (28) les constantes «&, 4, 0 sont assujetties seulement à vérifier la première des conditions (5), il est clair que, étant donnée dans le plan des +, y une ellipse ou une hyperbole, on peut choisir arbitrairement le module 0 et l’angle formé par chacune des directrices avec un axe principal. Cela posé, les remarques diverses que nous venons de faire entrainent évidemment la proposition suivante :
THÉORÈME 1. — Sozent données, dans le plan d'une ellipse ou d'une hy-
perbole, deux axes fixes qui passent par le centre de cette courbe et
forment des angles égaux avec chaque axe principal. Soient d’ailleurs, pour un module donné, F et P un foyer et un pôle correspondants de la courbe, auxquels répondent des directrices parallèles aux deux axes fixes. Le foyer F sera le point de rencontre de la polaire correspondante au pôle P avec la perpendiculaire abassée de l’origine sur une autre polaire qui appartiendra, non plus à l’ellipse ou à l'hyperbole donnée, mais à une hyperbole ou à une ellipse dont le centre sera le méme, et dont les asym-
ptotes ou les axes quadratiques coïincideront avec les deux axes fixes.
Observons encore que, en supposant le coefficient de réduction différent de l'unité, on pourra toujours choisir ce coefficient de manière à faire passer la focale ou le lieu géométrique par un point quelconque du plan des +, y. Il en résulte que, dans le même plan, l’un des deux points P, F peut être pris arbitrairement. Mais, en vertu du théorème que nous venons d’énoncer, la position de l’un de ces points étant donnée, la position de l’autre s’en déduira immédiatement.
Supposons maintenant que l’une des constantes 1, v, par exemple la constante w, se réduise à l’unité. Alors la formule (31) sera réduite à
et représentera une parabole dont l’axe principal sera parallèle à l'axe des æ. Le sommet de cette parabole sera l’origine même des coordonnées, si l’on a
(45) Y=V", x? + y?— Ë2+ vn?, et alors la formule (44) deviendra (46) (1—v)7y?+2(È—x)x —0o.
D'autre part, l'équation générale d’une parabole dont le sommet coincide avec l’origine, et l’axe principal avec l’axe des æ, est de la forme
(47) By*+2Gx—o;
et pour faire coincider l'équation (47) avec l'équation (46), il suffira de poser
Enfin des équations (45), jointes aux équations (48), on tirera évidemment
(49) de Y°+2Gx + G?=0, 1— B (50) B(1—B)n+2GE — G?=— 0.
Ces deux dernières formules sont celles que doivent vérifier les coordonnées x, y ou &, n d’un foyer et d’un pôle correspondants de la parabole représentée par l'équation (47), dans le cas où le coefficient de réduction est l’unité. Si ce même coefficient, étant distinct de l’unité, se trouvait représenté par la lettre s, on devrait, dans les formules (49) et (50), c’est-à-dire, dans les équations de la focale ou du lieu géométrique des pôles, substituer au binôme 1 — B le binôme
1 — —, et au carré G? le rapport —.
Enfin, si, en supposant & = 1, on laisse le coefficient de réduction arbitraire, l’un des deux points P, F qui représentent un pôle et un foyer correspondants pourra être pris arbitrairement. Mais la position de l’un de ces points étant donnée, la position de l’autre s’en déduira immédiatement, en vertu de la première des équations (45). Alors aussi l’on obtiendra, au lieu du théorème I, la proposition suivante :
TuÉORÈME IT. — Soient donnés, dans le plan d'une parabole, deux axes fixes qu passent par le sommet de cette courbe et forment des angles égaux avec son axe principal. Soient d’ailleurs, pour ur module donne, Fet P un foyer et un pôle correspondants de la parabole, auxquels repondent des directrices parallèles aux deux axes fixes. Enfin, construisons une hyperbole ou une ellipse qui ait pour centre un point situé sur l'axe principal de la parabole à une très grande distance de l’origine, et pour
asymptloles ou pour axes quadratiques deux droites parallèles aux deux
aæes fixes. Le foyer F se confondra sensiblement avec le point où la polaire correspondante au pôle P de la parabole sera rencontrée par la perpendiculaire abaissée du centre de l'hyperbole ou de l’ellipse sur une autre polaire
appartenant à cette hyperbole ou à cette ellipse.
Si les coefficients &, v se réduisaient l’un et l’autre à l'unité, l'équation (31), réduite à la formule
(51) (2x) + (y 3 =(e 40 nn) ou, ce qui revient au même, à la suivante (52) 2(Ë—x)æ+2(n—y)y=E+n— x— 7,
représenterait, non plus une courbe du second degré, mais une ligne droite. Alors aussi, en posant, pour abréger,
t-x=6G, n—y=H, (53) Et mx y =K,
on verrait l'équation (52) se réduire à (54) 2Gzxz + 2Hy=K, et, à la place des équations (37), (38), on obtiendrait les suivantes :
(55) 2Gx +2Hy + G+H=K, (56) 2GEË + 2Hn — G — H=K.
Alors enfin un foyer et un pôle correspondants seraient toujours deux points situés à égales distances de la droite donnée, sur une perpendiculaire à cette droite, et la formule (51) exprimerait seulement que tout point de la droite est également éloigné de ce foyer et de ce pôle. |
GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. — Suite des Notes anneæxées au Rapport sur le Mémoire de M. Amyot.
PS EE
à un certain foyer et à deux plans directeurs soient liées entre elles par une équation de la forme
(1) At OR:
) désignant une constante positive, et la valeur de & étant elle-même déterminée par l’une des équations
(2) Ar, R—t(:2+:?).
S1, en supposant tous les points de l’espace rapportés à trois axes rectangulaires, on prend pour plan des æ, y un plan mené par le foyer perpendiculairement aux plans directeurs, on obtiendra pour & une fonction entière des coordonnées æ, y. D'ailleurs, en nommant alors
x, y les coordonnées du foyer, mesurées parallèlement aux axes des x et des y, on aura encore
(3) r—(T—x)+(y—y}+ 2? Cela posé, l'équation (1) deviendra
(4) (CZ —x}Ÿ+ (y —3}+ 308, OEuvres de C. — S.I,t. VII. , 48
et représentera évidemment une surface du second ordre dont un plan principal sera le plan même des æ, y.
Si l’on veut obtenir la section faite dans la surface par Le plan des x, y, il suffira de poser, dans l'équation (3), z — 0. Alors cette équation se trouvera réduite à la formule
qui coincidera précisément avec l'équation (1) de la Note quatrième, et représentera une section conique. Ajoutons que cette section conique aura pour foyer le foyer de la surface, et pour directrices les traces des plans directeurs donnés.
Concevons maintenant que l’on veuille faire coïncider la surface représentée par l'équation (3) avec une surface donnée du second ordre. On pourra, dans l'équation de cette dernière surface, faire évanouir le coefficient de z, en prenant pour plan des x, y un des plans principaux, puis diviser ensuite tous les termes par le coefficient de z?, et réduire ainsi ce coefficient à l'unité. Alors, pour faire coincider l'équation de la nouvelle surface avec l'équation (3), il suffira d'y remplacer z? par zéro, puis de faire coïncider l'équation ainsi obtenue avec l’équation (5), en suivant la marche tracée dans la Note précédente.
NOTE SEPTIÈME
Sur un théorème d'Analyse et sur diverses conséquences de ce théorème.
THéoRÈME. — Supposons que, plusieurs variables x, y, 3, ... étant rangées sur une circonférence de cercle, on divise la différence de deux variables consécutives par leur somme. En désignant par u, v, w, ... les
rapports ainsi obtenus, on aura (1) (+u)(+e)(+w)...—(1—-u)(1—r)(1—- ww)...
Démonstration. — Si, pour fixer les idées, on suppose les variables æ, y, = réduites à trois, on trouvera
(2) 1 orage
puis on en conclura
Do Frs Z me A EP LÉ 168 æ iv Y sa" et, par suite, l'équation identique rer Or donnera PM TE 0 LE AL D I—UI—01—Ww ou, ce qui revient au même, (3) (i+u)(i+v)(i+w)=(i1—-u)(1—v6)(1—-w).
La même démonstration subsistera évidemment, quel que soit le nombre des variables æ, y, 3, ....
Corollaire I. — Lorsque le nombre des variables se réduit à trois, alors, en développant les deux membres de la formule (3), on trouve
(4) U + 0 + 1 + up = 0
ou, ce qui revient au même,
(5) nr
SRE ms 0 à [414 mu uv
et de la dernière équation, jointe aux formules (2), on tire
F 3+TL+Y TL + + 3 S 3 #4 (6) D 4 Se DORA NOT RE ja à at VE AN 4 Re) NS bre | + Son SG — TL
Corollaire II. — Soient maintenant y 6, Ÿ» a, 6, Ÿ;
les cosinus des angles formés par deux axes fixes avec trois axes coor-" donnés rectangulaires, et posons dans la formule (6)
Cette formule donnera
a+ ya, a, 6+a6, . a,6+ a6, 6,y+6y, … y Éy, Ya ya, y,a— ya, a,6 — a6, a,6— a6, 6,y—6, 6,y —6y, y,a —ya,
HS 0
Corollaire III. — Considérons une surface du second ordre décrite par un point mobile dont les distances
à un certain foyer et à deux plans directeurs soient liées entre elles par l'équation
(8) re Out, ) désignant une constante positive. Si l’on nomme
æ, Y, = les coordonnées du point mobile rapporté à trois axes rectangulaires ;
x, y, Z les coordonnées du foyer;
k, k, les perpendiculaires abaissées de l’origine sur les plans directeurs ;
2, 6,7, 2, 6, y, les cosinus des angles formés par ces perpendiculaires avec les demi-axes des coordonnées positives,
on aura
= (er APR TPE 2)
t—T(ar+6y+ys—k), 1=Tr(ax+6y+yz—K#,); et, par suite, la formule (8) donnera
(9) CR 9 nhenh ee Mon À da Ce ro : Ü =+0(az+6y+ys—#)(ax+6,y+y;s—Kk,).
Si maintenant on veut que la surface du second ordre, représentée par ‘la formule (9), coïncide avec celle dont l'équation serait
(io) Az?+By+C3+2Dys +2E23x + 2Fxy + 2Gx+2Hy+ 21:=K,
il faudra qu’on puisse réduire la formule (9), en multipliant tous ses
termes par un certain coefficient s, à l'équation (10). Alors on aura, quels que soient æ, y, z,
A+ By?+C:+92Dys+2E3x+2Fxy+2Gx<+2Hy+21:—K
cn =s{(z—x) + (y —7) + (2—2) (ar +6y+ys—k)(a,x+6,7+y,3—k;)]
et, par suite,
| Az?+By+Cz3+2Dyz+2Esx +2Fzy
= s[at+ y+ 3 (ax + 6y +ys)(a,x +6,77 + 7,3) ou, Ce qui revient, au même,
{ (A—s)x + (B—s)y}+(C—s)s+2Dys +2Ez:x +2Fxy
se | —+0s(ar+6y+ys)(a2+6y+ys).
On aura donc
FAR 7 RO LE OR PR Pa HER (14) AU: 08h à PU pH N. vera. 46, +a6 "7 A
et, comme on trouvera d’ailleurs
(ya, — y,a) (6x, — 6,a) = (ya, + y,x) (6x, + 6,x) — 2aa,(87,+ 6,7),
on tirera de la formule (14)
EF + ÉF+D(-A) (ya, + y,a) (6æ, + 6,@) ce (ya, — 7%) (ou — 8,a)
ou, ce qui revient au même,
y,a + ya, a,6 + «6, EF
V,a— ya, a,6— 08, EF+D(s- À):
Cela posé, la formule (7) donnera
45) EF dé FD Ÿ DE FDA) FD+E(tR-H) DÉ+LF(:-—C)
= fi
Telle est l'équation du troisième degré qui déterminera généralement la valeur du coefficient de réduction s. Cette équation est aussi celle à
laquelle on parvient quand on fait tourner les plans coordonnés autour de l’origine, de manière à les rendre parallèles aux plans principaux de la surface représentée par l'équation (10).
ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Mémoire sur la synthèse algébrique. C.R., T. XVI, p. 867 (24 avril 1843).
On sait qu’en cultivant plusieurs branches des Sciences mathématiques, surtout la Géométrie et la Mécanique, les anciens et les modernes eux-mêmes ont d’abord uniquement employé la synthèse ou méthode synthétique; en d’autres termes, ils ont déduit de quelques notions fondamentales et de quelques axiomes généralement admis les démonstrations successives de divers théorèmes, ou les solutions de divers problèmes qui offrent un intérêt spécial. Plus tard on a reconnu qu’on pouvait, non seulement représenter par des nombres ou par des lettres les diverses quantités dont s'occupent la Géométrie et la Mécanique, par exemple les longueurs, les aires, les volumes, le temps, les vitesses et les forces, mais encore représenter par des équations ou par des formules algébriques les lignes, les surfaces et généralement les systèmes de points matériels pris dans l’état de repos ou de mouvement. Cela posé, on a pu, dans la culture de la Géométrie, de la Mécanique et des Sciences analogues, substituer à la méthode synthétique l’Algèbre où la méthode analytique, et rendre beaucoup plus faciles les recherches qui ont pour objet ou les propriétés générales des figures, ou les lois d'équilibre et de mouvement des corps, en réduisant ces recherches à des questions de pure Analyse. Alors, en particulier, les problèmes de Géométrie, ramenés à des problèmes d'Algèbre, ont pu être résolus dans tous les cas; et même, à l’aide de règles fixes et invariables, on a aisément transformé les solutions algé-
EXTRAIT N° 210. 383 briques en solutions géométriques, pour les problèmes qu'il était possible de résoudre à l’aide de la règle et du compas.
Toutefois, il est juste de le reconnaître, les solutions géométriques, déduites, comme on vient de le dire, de l’Algèbre ou de la méthode analytique, sont généralement plus compliquées et beaucoup moins élégantes que les solutions directement déduites de la méthode synthétique. Mais on peut faire disparaître cet inconvénient, et, pour y parvenir, il suffit d’unir entre elles les deux méthodes, malgré leur opposition apparente. Alors on obtient une méthode mixte, que j’appellerai synthèse algébrique, et qui parait digne d'attention, puisqu'elle nous permet de tirer de l’Analyse des solutions comparables, sous le rapport de l'élégance, à celle que la méthode synthétique peut fournir.
Pour faire bien comprendre en quoi consiste la méthode mixte dont il s'agit, rappelons-nous d’abord que tout problème de Géométrie plane peut être réduit au tracé de certaines figures, ou, ce qui revient au même, au tracé de certains points et de certaines lignes qui doivent être des droites ou des circonférences de cercles, pour un problème dont la solution peut s’effectuer à l’aide de la règle ou du compas. D'ailleurs, pour qu’une droite soit complètement déterminée, il suffit que l’on connaisse deux points de cette droite; et pour qu’une cireonférence de cercle soit complètement déterminée, il suffit que l’on connaisse, ou trois points de cette circonférence, ou l’un de ses points et le centre. Enfin, les problèmes de la Géométrie à trois dimensions peuvent être ramenés, comme l’on sait, à des problèmes de Géométrie plane. Cela posé, il est clair que tout problème de Géométrie qui pourra se résoudre à l’aide de la règle et du compas se réduira toujours à la fixation d’un certain nombre de points inconnus. Les coordonnées de ces points seront précisément les inconnues du problème qui devra fournir toutes les équations nécessaires à leur détermination.
Concevons maintenant que les valeurs des inconnues, tirées des équations d'un problème, se trouvent représentées ou par des fonc-
\ 'INIV CRSIT
NT Ca 3 PA ". À SRFORNES
tions rationnelles de longueurs données, ou par des fonctions algébriques qui renferment uniquement des radicaux du second degré. Alors ces valeurs pourront en effet se construire géométriquement à l’aide de la règle et du compas; mais la solution géométrique qui résultera de leur construction sera en général très compliquée. On obtiendra une solution beaucoup plus simple, si, au lieu de résoudre les équations proposées, on les combine entre elles de manière à obtenir des équations nouvelles dont chacune renferme, non pas une seule inconnue, mais les coordonnées d’un seul point, et si l’on construit immédiatement la ligne ou surface que chacune des nouvelles équations représente. Alors la position de chaque point inconnu se trouvera déterminée, non plus à l’aide de constructions géométriques qui fourniront séparément les valeurs des trois coordonnées, mais à l’aide de deux lignes ou de trois surfaces qui, sur le plan donné ou dans l’espace, renfermeront ce même point. Ainsi la considération directe de ces lignes ou de ces surfaces nous dispensera de la résolution algébrique des équations proposées.
Pour être en état d'appliquer à un problème spécial la méthode mixte que nous venons d'indiquer, il ne suffit pas généralement de savoir quelles sont les lignes ou surfaces que représentent les équations primitives du problème : il est ordinairement nécessaire de savoir encore quelles sont les quantités que représentent les premiers membres de ces équations quand on a fait passer tous les termes dans ces premiers membres en réduisant les seconds membres à zéro. Cette dernière question se trouve traitée pour divers cas, dans le premier paragraphe du présent Mémoire, et je me trouve ainsi conduit à diverses propositions qui paraissent dignes de remarque. Parmi
ces propositions, je citerai la suivante :
TuéorÈme [. — Supposons que, dans le plan donné ou dans l’espace, une ligne ou une surface, rapportée à des axes coordonnes rectangulaires, se trouve représentée par une équation dont le second membre se réduse 7
zéro et le premier membre à une fonction des coordonnées, entière et du
degré n. Considérons d’ailleurs une ligne ou surface auxiliaire, representée par une autre équation dont le second membre se réduise, au signe prés, à l'unité, et le premier membre à la somme des termes du degré n compris dans l'équation proposée. Enfin, concevons que, par l ‘origine des coordonnées et par un autre point P choisi arbitrairement dans le plan donné ou dans l'espace, on mène deux droites parallèles. St la seconde droite coupe. la ligne ou surface que représente l'équation proposée en n points réels, le premier membre de cette équation sera égal, au signe près, au rapport qui existera entre le produit des distances de ces points réels au point P et la n°" puissance de la distance mesurée sur la pre-
mère droite à partir de l’origine jusqu'à la ligne ou surface auxiliaire.
De ce premier théorème on déduit aisément les propositions suivantes, qui sont particulièrement relatives aux courbes et aux surfaces du second degré.
TuéorÈèME Il. — Supposons une ellipse, une parabole ou une hyperbole représentée par une équation du second degré dont le dernier membre se réduise à zéro, et le premier membre à une fonction entière de deux coordonnées rectangulaires. Considérons, de plus, une ellipse, une droite ou une hyperbole auxiliaire, représentée par une autre équation dont le second membre se réduse, au signe près, à l'unité, et le premier membre à la somme des termes du second degré appartenant à l'équation proposée. Enfin, concevons que, par l’origine des coordonnées et par un autre point P pris arbitrairement dans le plan de la courbe proposée, on mêne deux droites parallèles. Si la seconde droite coupe cette courbe en deux points réels, le premier membre de l'équation de la courbe sera égal, au signe prés, au rapport qui existera entre le produit des distances de ces points réels au point P et le carré de la distance mesurée sur la première droite à partir de l’origine jusqu'à la ligne auxiliaire. Si la seconde droite touche la courbe proposée, les deux premières distances deviendront égales,
et leur produit se réduira au carré de chacune d'elles.
TuéorÈme IT, — Supposons une surface du second degré représentée par une équation dont le dernier membre se réduise à zéro, et le premier OEuvres de C. — S.I,t. VIL 49.
membre à une fonction entière de trois coordonnées rectangulaires. Const- . dérons, de plus, une surface auxiliaire représentée par une autre équation dont le second membre se réduise, au signe près, à l'unité, et le premier membre à la somme des termes du second degré appartenant à l'équalion proposée. Enfin, concevons que, par l’origine des coordonnées et par un point P choisi arbitrairement dans l’espace, on mène deux droites parallèles. Si la seconde droite coupe la surface proposée en deux points réels, le premier membre de l'équation de cette surface sera égal, au signe prés, au rapport qu existera entre le produit des distances de ces points réels au point P et le carré de la distance mesurée sur la première droite à partir de l ‘origine Jusqu'à la surface auxiliaire. Si la seconde droite touche la surface proposée, les deux premuëres distances deviendront égales, et leur
produit se réduira au carré de chacune d'elles.
TaéorèmE IV. — Si, par un point P choisi arbitrairement dans le plan d’une ellipse ou d'une hyperbole, on mène des sécantes diverses, et si l’on multiple l'une par l'autre les distances du point P aux deux points d’in- Lersection de chaque sécante avec la courbe, les produits ainsi obtenus
seront entre eux comme les carrés des diamètres parallèles aux diverses secantes.
Taéorèue V. — Se, par un point P choisi arbitrairement dans l'espace, on mêne plusieurs droites dont chacune coupe en deux points la surface d'un ellipsoide ou d’un hyperboloide à une ou à deux nappes, et si l'on multiplie l’une par l'autre les distances du point P aux deux points d'intersection de chaque droite avec la surface, les produits ainsi obtenus
seront entre eux comme les carrés des diamètres parallèles aux diverses droites.
TuéorÈèmE VI. — Sr, par un point P choisi arbitrairement dans le plan d'une parabole, on mène des sécantes diverses, et si l'on multiplie l'une par l'autre les distances du point P aux deux points d'intersection de chaque sécante avec la courbe, les produits ainsi obtenus seront entre eux comme les carrés des distances mesurées sur les mêmes sécantes entre le
. point P et l'axe de la parabole.
Dans les derniers paragraphes du présent Mémoire, j'applique h
synthèse algébrique à divers problèmes dont cette méthode fournit
des solutions très simples et très élégantes, particulièrement au problème d'une sphère tangente à quatre autres.
ANALYSE
$ I — MVotions préliminaires.
Si l’on veut appliquer la synthèse algébrique à la solution d’un problème de Géométrie, il sera d’abord nécessaire de traduire en Algèbre l'énoncé de la question et de poser ainsi les équations du problème; mais, au lieu de résoudre ces équations et de construire géométriquement les valeurs trouvées de leurs racines réelles, on devra combiner ces mêmes équations les unes avec les autres, de manière à obtenir des équations nouvelles qui représentent des lieux géométriques dont la construction suffise à la détermination des points inconnus. Pour que la solution fournie par cette méthode puisse s'effectuer à l'aide de la règle et du compas, il suffira que les équations nouvelles représentent des lignes droites ou des circonférences de cercle. D'ailleurs la manière la plus simple de combiner entre elles les équations proposées, dont nous pouvons toujours supposer les seconds membres réduits à zéro, sera de combiner entre elles par voie d’addition ou ces équations mêmes, ou du moins ces équations multipliées chacune par un facteur constant. Or, concevons que l’on ait eu recours à une semblable combinaison. Pour que l’on puisse aisément interpréter l’équation résultante, et construire la ligne ou la surface courbe qu’elle représente, 1] ne suflira pas de savoir quelles sont les lignes ou surfaces que représentent les équations proposées, il sera encore généralement nécessaire de savoir quelles sont les quantités représentées par les premiers membres de ces équations. La solution de ce dernier problème peut s'effectuer dans un grand nombre de cas à l’aide des propositions que nous allons établir.
TnéorÈme Î. — Soient æ, y les coordonnées rectangulaires d’un point
mobile dans un plan donné. Soient, de plus,
F(x, y) une fonction des coordonnées x, y, entière et du degré n;
f(x, y) la somme des termes qui, dans cette même fonction, sont précisement du degré n ;
o la distance mesurée, à partir de | ‘origine des coordonnées, et sur un certain axe OA mené arbitrairement par celte origine jusqu'au point où cet
axe rencontre la ligne représentée par l'équation (1) FR PIRE,
Si la droite menée parallèlement à l'axe OA, par un point P dont les coordonnées seront x, y, rencontre en n points réels R, R', R”, ... la ligne
droite ou courbe que représente l ‘équation (2) F(x, y) =0,
alors, en désignant par
! 7 Co vs to
les distances
PR, PK, PR’, :, on AUTA M :
(3) F(z,7)=+ ei Démonstration. — Soient
, 6 les cosinus des angles formés par l'axe OA avec les demi-axes des coordonnées positives;
x, y les coordonnées du point R où la droite menée parallèlement à l'axe OA par le point (x, y) rencontre la ligne représentée par l'équation (2);
s— ++ la distance du point P au point R, prise avec le signe + si cette distance se mesure dans le sens OA, prise avec le signe _ dans le sens contraire.
On aura tout à la fois
et = as D SE) LE ue MES (5) re dus 2 ou, Ce qui revient au même,
| (6) X=ZxZ+ as, Y=7y+é6s.
Par conséquent, l'équation (4) donnera (7) F(x+as, y +6s)—o.
Si l'on développe le premier membre de cette dernière suivant les puissances ascendantes de s, on trouvera
s" ] SA RAS 4
(8) F(x, y) + s(aD,+ 6D,) F(x, y) +...+
D'ailleurs, en vertu des notations admises, la somme des termes proportionnels à s* dans le développement de la fonction
F(z+as, y +6s) sera évidemment
f(as, 8s) — s7f(x, 6). Donc l’équation (8) pourra être réduite à
Cela posé, nommons s, s’, s”, ... les x racines réelles ou imaginaires de l'équation (7) ou, ce qui revient au même, de l'équation (9), résolue par rapport à s; on aura évidemment
FT LE bRe n F(Z ) #5. (7) (a, 6) »
par conséquent (10) F(xz,y)=(—1)"ss's"...f(a,6).
Ce n’est pas tout : si, par l’origine des coordonnées, on mène une droite qui forme avec les demi-axes des coordonnées positives les
angles &, 6, aloïs, en nommant p la distance mesurée sur cette droite entre l’origine et la ligne représentée par l'équation (1), on aura
f(ap, p) —=+1 ou, Ce qui revient au même,
anti Si ni et, par suite,
(a, 6) e Donc la formule (10) donnera (11) F(a =
p" Si maintenant on suppose que les racines S;, $ ? S ?
de l'équation (7) soient toutes réelles, alors, en nommant
leurs valeurs numériques, on trouvera
(12) RUE Lu sad
peter Parme re ot, JS ET
et par conséquent la formule (x 1) sera immédiatement réduite à l'équation (3).
Corollaire. — Si les lignes que représentent les équations (1) et (2) sont remplacées par des surfaces, alors, en raisonnant toujours de la même manière, on obtiendra, au lieu du théorème [, la proposition suivante : À
Tu£orÈME I. — Sorent
æ, y, = les coordonnées rectangulaires d'un point de l'espace ;
F(x, y,z) une fonction des coordonnées x, y, z, entière et du degré n ;
f(x, y, =) la somme des termes qui, dans cette méme fonction, sont précisement du degré n ; ;
2 la distance mesurée, à partir de l’origine des coordonnées, sur un certain axe OA mené arbitrairement par celte origine jusqu'au point où
cet axe rencontre la surface représentée par l'équation (13) Ppiv,4) Es.
Si la droite menée parallèlement à l'axe OÀ, par un point P dont les
coordonnées sont æ, y, =, rencontre en n points réels Rs Re
la surface représentée par l'équation
ÉD M3IT
alors, en nommant
les distances PR, PR, PR,
qui séparent le point P des points R, R', R”, ..., on aura (19) F(Z, ,3)=E ——.
Si le degré » de la fonction F(x, y) ou F(x, y,s) se réduit au nombre 2, alors, à la place des théorèmes que nous venons d’énoncer, on obtiendra les suivants :
TuéorèMe IT, — Supposons que, les divers points d’un plan étant rapportés à deux axes rectangulaires, on mêne, par l'origine O des coordonnées, un certain axe OÀ, et par le point P, dont les coordonnées sont x, y, une droite parallele à cet axe. Supposons encore que cette droite rencontre en deux points réels R, R' une section conique représentée par l'équation | (16) Ag°+ By'+92Cxy +2Dx+2Ey—K—o,
el nommons
les deux distances
Enfin, soit p la distance mesurée sur l’axe OA entre l'origine et la courbe
représentée par l'équation (17) Az + By +aCzy=#r.
On aura généralement
ct
(18) AE RER ER RP EE Es
Corollaire I. — Les distances +, v’ deviendront égales entre elles, si les points R, R’ se réunissent en un seul, c’est-à-dire, en d’autres termes, si la ligne PR devient tangente à la courbe du second degré représentée par l'équation (16), ou bien encore, si le point P est le milieu de la corde RR’. Dans l’un et l’autre cas, la formule
lé arart ?
réduira l'équation (18) à la suivante :
(19) Aat+By+aCay+aDr+3Ey-K=E Corollaire II. — Si l'équation (16) représente une ellipse ou une hyperbole, l'équation (17) représentera encore une ellipse ou une hyperbole semblable à la première, les axes principaux de l’une étant parallèles aux axes principaux de l’autre. Donc alors, si l’axe OA vient à changer de direction, la distance p variera proportionnellement au rayon ou demi-diamètre qui, dans l’ellipse ou l’hyperbole, serait parallèle à ce même axe. Cela posé, la formule (18) entrainera évidemment la proposition dont voici l'énoncé : St, par un point P situé dans le plan d’une ellipse ou d’une hyperbole, on mêne plusieurs droites dont chacune rencontre cette courbe en deux points, si d'ailleurs on multiplie l’une par l'autre les distances mesurées sur chaque droite entre le point P et les deux points de rencontre dont il s'agit, les produits ainsi obtenus seront proportionnels aux rayons menés par le centre de la courbe parallelement à ces mêmes droites. Ajoutons que, si l’une des droites se réduut
ou à une tangente ou à une corde dont le point P soit le milieu, les deux
distances mesurées sur cette droite deviendront égales, en sorte que leur
produit se réduira simplement au carré de chacune d'elles.
Corollare III. — Si l'équation (16) représente un cercle, la proposition énoncée dans le corollaire précédent se réduira évidemment à une proposition déjà connue, suivant laquelle le produit de deux parties d’une corde qui renferme un point donné P est constamment égal au carré de la moitié de la corde dont ce point est le milieu, ou le produit d’une sécante et de sa partie extérieure constamment égal au carré d’une tangente qui part du même point. Observons d'ailleurs que si l’on représente par r le rayon du cercle dont il s’agit, et par @, b les coordonnées du centre, l'équation (16) pourra être réduite à
Alors l'équation (17), réduite à (21) LH yY=1,
représentera une circonférence de cercle qui aura pour centre l'origine et pour rayon l'unité. On aura donc, dans la formule (19), 9 — 1, et par suite cette formule donnera
Donc Le premier membre de l'équation (20) représentera, ou le carré de la tangente menée au cercle par le point (x, Y), ou le carré de la moitié de la corde dont le point (x, y) sera le milieu, le dernier carré étant pris avec le signe —. Au reste, on arriverait directement à la même conclusion en observant que la tangente ou la demi-corde dont il s’agit est l’un des côtés d’un triangle rectangle dans lequel l’autre côté et l'hypoténuse sont, ou le rayon mené au point de contact et la distance du point (æ, y) au centre du cercle, ou cette distance et le rayon mené à l'extrémité de la corde.
Corollaire IV. — Si la courbe représentée par l'équation (16) est une Œuvres de C.— S.1,t. VII. 50
parabole, le premier membre de l'équation (17) sera, au signe près, un carré parfait, et l'équation (17) représentera deux droites menées à égales distances de l’origine parallèlement à l'axe principal de la parabole. Cela posé, l'équation (18) entraînera évidemment la proposition suivante : Sr, par un point P situé dans le plan d'une parabole, on mène plusieurs droites dont chacune coupe la parabole en deux points, si d'ailleurs on multiplie l’une par l’autre les distances mesurées sur chaque droite entre le point P et les deux points dont il s'agit, les produits ainsi obtenus seront respectivement proporhonnels aux distances mesurées sur les mêmes droites entre le point P et un axe quelconque parallèle à l'axe principal de la parabole. On peut encore, à cette proposition, substituer celle dont voici l’énoncé : St, par un point P situé dans le plan d'une parabole, on mêne plusieurs droites dont chacune coupe la parabole en deux points, si d’ailleurs on projette sur la directrice de la parabole les deux distances mesurées sur chaque droite entre le point P et les deux points dont \ s'agu, les produits ainsi obtenus seront ious égaux entre eux et par conséquent égaux au carré de la projection de chacune
des deux tangentes menées à la parabole par le point P.
Corollaire V. — On pourrait encore déduire des équations (18), (19) diverses conclusions dignes de remarque. Ainsi, en particulier, on reconnaitra sans peine que, dans le cas où l'équation (16), réduite à la forme
(23) Bai+ ay = 0,
représente en conséquence une ellipse dont les demi-axes sont a et b, le premier membre de cette équation représente le carré d’une surface égale au double de la surface du triangle qui a pour sommet le centre de l’ellipse et pour base la tangente menée à la courbe par le point (æ, y). Ainsi encore on conclut de l’équation (19) que, si deux ellipses de même dimension sont tracées dans le même plan, de manière que leurs grands axes soient parallèles entre eux, il existera une droite dont chaque point extérieur aux deux ellipses pourra être considéré comme le sommet de deux triangles égaux en surfaces qui au-
ront pour côtés les tangentes menées de ce point aux deux ellipses et les rayons vecteurs menés des deux centres aux points de contact. Lorsque les deux ellipses se couperont, la droite dont il s’agit sera celle qui renfermera les deux points d’intersection. Enfin, si les deux ellipses, sans être de mêmes dimensions, sont du moins semblables l’une à l’autre, les surfaces des deux triangles cesseront d’être égales, mais conserveront toujours entre elles le même rapport.
TuéorÈèmE IV. — Supposons que, les divers points de l’espace étant rapportés à trois axes rectangulaires, on mène, par l’origine O des coordonnées, un certain axe OÀ, et par le point P, dont les coordonnées sont x, y, 3, une droite parallèle à cet axe. Supposons encore que cette ‘droite rencontre en deux points réels R, R' une surface du second ordre repre-
sentée par l'équation (24) Ax+By+Cs+2Dy:+2E:x+2Fxy+2Gx+2Hy+21:-—K—o,
el nommons
CPAS à
les deux distances PR, PR’.
Enfin, soit p la distance mesurée sur l’axe OA, entre l’origine et la sur-
face représentée par l'équation (25) Ax+By?+ Cs+2Dy:+92E:x+2Fxy —ÆEx. On aura généralement
Ax?+ By°+ C3 + 2Dyz+2E 5x + 2 Fxy (26)
[4 | +2G2+aHy+als-K=E.
Corollaire I. — Les distances
RAR
deviendront égales entre elles si les points R, R'se réunissent en un seul, c’est-à-dire, en d’autres termes, si la ligne PR devient tangente à
la surface du second ordre représentée par l’équation (24), ou bien encore si le point P est le milieu de la corde RR’. Dans l’un et l’autre
cas, la formule
réduira l’équation (26) à la suivante :
Ax?+ By}+ C#+2Dyz+2E:x +2Fxy (27) v?
+2Gxz+2Hy +21: - K—=+ ch
Corollaire II. — Si l'équation (24) représente un ellipsoide ou un hyperboloïde, l'équation (26) représentera encore un ellipsoide ou un hyperboloïde semblable au premier, les axes principaux de l’un étant parallèles aux axes principaux de l’autre. Donc alors, si l’axe OA vient à changer de direction, la distance p variera proportionnellement au rayon ou demi-diamètre qui dans l’ellipsoide ou l’hyperboloïde serait parallèle à ce même axe. Cela posé, la formule (18) entrainera évidemment la proposition dont voici l'énoncé : St, par un même point P, on mène plusieurs droites dont chacune rencontre en deux points réels la surface d’un ellipsoïde ou d'un hyperbeloide, si d’ailleurs on multiple l’une par l'autre les distances mesurées sur chaque droite entre le point Pet les deux points dont il s'agit, les produits ainsi obtenus seront proporüonnels aux rayons menés par le centre de la surface, parallèlement à ces mémes droites. Ajoutons que, si l’une des droites se réduit ou à une tangente ou à une corde dont le point P soit le mulieu, les deux distances mesurées sur cette droite deviendront égales, en sorte que leur produit se réduira sim-
plement au carré de chacune d’elles.
Corollaire III. — Si l'équation (24) représente la surface d’une sphère, la proposition énoncée dans le corollaire précédent se réduira évidemment à une proposition déjà connue, suivant laquelle le produit des deux parties d’une corde qui renferme un point donné P est constamment égal au carré du rayon du cerele qui a ce point pour centre, ou le produit d’une sécante et de sa partie extérieure constamment égal au carré d’une tangente qui part du même point. Observons
d’ailleurs que, si l'on représente par r le rayon de la sphère dont il s’agit, et par a, b, c les coordonnées du centre, l'équation (24) pourra être réduite à
Or, dans ce cas, l’équation (25), réduite à (29) + V+ 22 1,
représentera évidemment une nouvelle sphère dont le rayon sera l'unité. On aura donc, dans les formules (26), Car},
pP—1I; en sorte que la formule (27) donnera (30) (t—a)+(y—b)}+(z—c}— 7 +2.
Donc alors, le premier membre de ! ‘équation (28) représentera, ou le carré de la tangente menée à la sphère par le point P dont les coordonnées sont æ, y, =, ou le carré du rayon du cercle tracé sur la sphère et qui a pour centre le point P. Au reste, on peut arriver directement à la même conclusion en observant que cette tangente ou ce rayon est un des côtés d’un triangle rectangle dans lequel l’autre côté et l'hypoténuse sont représentés par deux longueurs dont chacune se réduit, soit à un rayon de la sphère, soit à la distance qui sépare du centre de la sphère le point (æ, y, =).
ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Memoire sur la synthèse algébrique (suite).
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$ IL — Solution des problèmes de Géométrie plane.
Avant de rechercher quels avantages peut offrir l'application de l’Analyse, et particulièrement de la synthèse algébrique, à la solution des
problèmes de Géométrie plane, il ne sera pas inutile de rappeler la marche que l’on doit suivre généralement pour arriver, sans le secours du calcul, à résoudre ces sortes de problèmes.
Dans tout problème de Géométrie plane, il s’agit de tracer sur un plan, d’après des conditions données, une ou plusieurs lignes droites ou courbes, un ou plusieurs angles, un ou plusieurs points. Le problème pourra être résolu à l’aide de la règle ou du compas si le système entier des lignes à tracer et des lignes de construction se réduit à un système de droites et de circonférences de cercle.
D'autre part, une droite est complètement déterminée quand on connaît deux points de cette droite; une circonférence de cercle est complètement déterminée quand on connaît le centre et un point de la circonférence, ou trois points de cette circonférence; enfin un angle est complètement déterminé quand on connait les deux côtés de cet angle, ou, ce qui revient au même, le sommet de l’angle et deux points situés sur les deux côtés. Donc le tracé d’un système de droites, de cercles, d’angles et de points, et, par suite, la solution d’un problème de Géométrie, quand ce problème sera résoluble à l’aide de la règle et du compas, pourra être réduit à la détermination d’un certain nombre de points inconnus. Nous appellerons problème simple celui qui se réduit à la détermination d’un seul point inconnu; problème composé celui qui exige la détermination de plusieurs points. Pour un problème composé, la nature de la solution peut varier, non seulement avec le nombre et la nature des points que l’on se propose de déterminer, mais encore avec l’ordre dans lequel on les détermine; et l’on conçoit dès lors comment il arrive qu’un même problème de Géométrie peut admettre différentes solutions plus ou moins élégantes. Mais, comme les divers points inconnus doivent être nécessairement déterminés l’un après l’autre, il est clair que, pour résoudre un problème composé, il suffira toujours de résoudre successivement plusieurs problèmes simples.
IL nous reste à dire comment un problème simple peut être résolu.
Dans tout problème simple, le point inconnu est généralement dé-
terminé par deux conditions, dont chacune se trouve exprimée par une équation, quand on traduit en Analyse l'énoncé de ce problème. En vertu d’une seule des conditions dont il s’agit, le point inconnu ne serait pas complètement déterminé : 1l se trouverait seulement assujetti à coïncider avec l’un des points situés sur une certaine ligne droite ou courbe correspondante à cette condition, et représentée par l'équation qui l’exprime. Mais, si l’on a égard aux deux conditions réunies, le point inconnu, devant être situé en même temps sur les deux lignes correspondantes aux deux conditions, ne pourra être que l’un des points communs à ces deux lignes. Done, si les deux lignes ne se rencontrent pas, le problème de Géométrie proposé sera insoluble. Il admettra une solution unique si les deux lignes se rencontrent en un seul point; il admettra plusieurs solutions distinctes si les deux lignes se rencontrent en plusieurs points. Ainsi un problème simple, mais déterminé, peut être considéré comme résultant de la combinaison de deux autres problèmes simples, mais indéterminés, dont chacun consiste à trouver un point qui remplisse une seule condition, ou plutôt le lieu géométrique de tous les points qui, en nombre infini, remplissent la condition donnée. Si cette condition se réduit à ce que le point inconnu se trouve sur une certaine ligne, le lieu géométrique cherché sera évidemment cette ligne elle-même. Ajoutons que très souvent le lieu géométrique correspondant à une condition donnée comprendra le système de plusieurs lignes droites ou courbes. Aïnsi, en particulier, si le point inconnu doit se trouver à une distance donnée d’une droite donnée, le lieu géométrique cherché sera le système de deux parallèles menées à cette droite et séparées d’elle par la distance dont il s’agit.
Remarquons encore qu'un problème simple déterminé ou indéterminé sera résoluble par la règle et le compas, si chacun des lieux géométriques qui servent à le résoudre se réduit au système de plusieurs droites et circonférences de cercle.
Pour éclaircir ce qui vient d’être dit, nous allons indiquer ici les solutions de quelques problèmes simples et indéterminés.
ProgLème 1. — Trouver un point qu soit situé sur une droite donnée.
Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est la droite elle-même.
ProgrÈème Il. — Trouver un point qu soit situe sur une circonférence
de cercle donnee.
Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est la circonférence elle-même.
ProgLÈmMEe III. — Trouver un point qu soit à une distance donnée d’un point donné.
Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est la cir-_ conférence de cercle décrite du point donné comme centre avec un rayon équivalent à la distance donnée.
ProBLèmE IV. — Trouver un point qui soit situé à une distance donnée
d’une droite donnée.
Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est le système de deux droites menées parallèlement à la droite donnée, et séparées d'elle par la distance donnée.
PROBLÈME V. — Trouver un point qui soit à une distance donnée d’une
circonférence de cercle donnee.
Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est le système de deux circonférences de cercle qui, étant concentriques à la première, offrent pour rayons respectifs le rayon de la première augmenté ou diminué de la distance donnée.
PROBLÈME VI. — Trouver un point qui soit situe à égale distance de . deux points donnes.
Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est la per-
pendiculaire élevée sur le milieu de la droite qui joint les deux points donnés. |
ProgLÈME VIE. — Trouver un point qu soit situé à égale distance de deux droites parallèles données.
Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est une troisième droite parallèle aux deux autres, et qui divise leur distance mutuelle en parties égales.
PROBLÈME VIII. — Trouver un point qui soit à égale distance de deux
droites qui se coupent.
Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est Le système de deux nouvelles droites qui divisent en parties égales les angles compris entre les deux droites données.
PROBLÈME IX. — Trouver un point situé à égale distance des circonfé-
rences de deux cercles concentriques donnes.
Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est une troisième circonférence de cercle, concentrique aux deux autres, et qui divise leur distance mutuelle en parties égales.
PROBLÈME X. — Trouver un point duquel on voie une droite, donnee
en longueur et en direction, sous un angle droit.
Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est une circonférence de cercle qui a pour diamètre la droite donnée.
PROBLÈME XI. — Trouver un point duquel on voie une droite, donnee
en longueur et en direction, sous un angle aigu ou obtus.
Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est le système de deux segments de cercle, construits sur cette droite comme corde, et capables de l’angle donné.
PROBLÈME XII — 7rouver un point dont les distances à deux points donnés soient entre elles dans un rapport donne.
Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est une
circonférence de cercle, dont un diamètre a pour extrémités les deux OEuvres de C.— S.1,t. VII. 91
points qui remplissent la condition prescrite, sur la droite menée par les deux points donnés.
ProBLÈmME XIII. — Trouver un point dont les distances à deux droites
données soient entre elles dans un rapport donné.
Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est le système de deux nouvelles droites qui divisent les angles compris entre les deux droites données en parties dont les sinus sont entre eux dans le rapport donné.
ProBLèME XIV. — Trouver un point dont les distances à deux points
donnés fournissent des carrés dont la différence soit un carré donne.
Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est la perpendiculaire élevée, sur la droite qui joint les deux points donnés, par le point de cette droite qui remplit la condition donnée.
ProëLème XV. — Trouver un point dont les distances à deux points
donnes fournissent des carrés dont la somme soit un carré donne.
Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est la circonférence de cercle dont un diamètre a pour extrémités les deux points qui remplissent la condition prescrite sur la droite menée par les deux points donnés.
PROBLÈME XVI. — Trouver un point tel que l ‘oblique menée de ce point
&'une droite sous un angle donné ait une longueur donnée.
Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est le système de deux nouvelles droites menées, parallèlement à la droite donnée, par les extrémités d’une sécante qui, ayant son mieu sur cette droite, la coupe sous l'angle donné, et qui offre d’ailleurs une longueur double de la longueur donnée. !
PROBLÈME XVII. — Trouver un point tel que la sécante menée de ce point à une cireonférence de cercle, parallèlement à une droite donnee, ait
une longueur donnée.
Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est le système de deux nouvelles circonférences, dont les rayons sont égaux à celui de la circonférence donnée, et dont les centres sont les extré- _mités d’une droite qui, ayant pour milieu le centre de la circonférence donnée, est parallèle à la droite donnée, et présente une longueur
double de la longueur donnée.
ProgLÈème XVIII. — Étant donnés un point el une droite, trouver un
second point qui soit le milieu d'une sécante menée d'un point à la droite.
Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est une nouvelle droite menée parallèlement à la droite donnée, et qui divise en parties égales la distance du point donné à cette droite.
Progcème XIX. — Etant donnés un point et une circonférence de cercle, trouver un second point qui soit le milieu d’une sécante menée de ce point
à la circonférence.
Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est une nouvelle circonférence de cercle qui à pour rayon la moitié du rayon de la circonférence donnée, et pour centre le milieu de la distance du point donné au centre du cercle donné.
Progème XX. — Trouver un point dont la distance à un point donné
ait son milieu sur une droite donnée.
Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est une nouvelle droite, menée parallèlement à la droite donnée, à une distance égale à celle qui sépare cette droite du point donné.
ProBLème XXI. — Trouver un point dont la distance à un point donné
ait son milieu sur la circonférence d’un cercle donne.
Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est une nouvelle circonférence de cercle qui a pour rayon le double du rayon de la circonférence donnée et pour centre l'extrémité d’une droite dont la moitié est la distance du point donné au centre du cerele donné.
k0% COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE.
PROBLÈME XXII. — Etant donnés deux points symétriquement places de part et d'autre d’un certain axe, trouver un troisième point tel que la droite menée de ce troisième point au premier rencontre l'axe donne à
égale distance du second point et du troisième.
Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est une droite menée parallèlement à l’axe donné, à une distance égale à celle qui sépare cet axe du point donné.
ProBLèME XXII. — Ætant donnés un cercle et une corde, trouver un point tel que la droite menée de ce point à l’une des extrémités de la corde rencontre la circonférence du cercle à égale distance de ce point et de
l’autre extrémité.
Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est le système de deux nouvelles circonférences de cercles qui ont pour corde commune la corde donnée et pour centres les extrémités du diamètre perpendiculaire à cette corde dans le cercle donné.
ProsLÈmE XXIV. — Étant données deux droites perpendiculaires l'une à l’autre, trouver un point qu soit le milieu d'une sècante de longueur
donnée, comprise entre ces deux droites.
Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est une circonférence de cercle qui a pour centre le point commun aux deux droites et pour rayon la moitié de la longueur donnée.
PROBLÈME XXV. — Trouver, dans un cercle donné, un point qu soit le
milieu d’une corde de longueur donnée.
Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est une circonférence de cercle qui a pour centre le centre même du cercle donné et pour rayon la distance de ce centre à l’une quelconque des cordes, tracées de manière à offrir la longueur donnée. :
PROBLÈME XX VI. — Trouver, hors d'un cercle donné, un point qu soit l'extrémité d'une tangente de longueur donnee.
Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est une
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circonférence de cercle qui a pour centre le centre même du cercle donné et pour rayon la distance de ce centre à l'extrémité de l’une quelconque des tangentes tracées de manière à offrir la longueur
donnée.
PROBLÈME XXVII. — Trouver, hors d’un cercle donne, le point de concours de deux tangentes menées par les extrémités d'une corde qu ren-
ferme un point donne.
Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est la polaire correspondante au point donné.
Les solutions que nous venons d’énoncer se déduisent aisément de divers théorèmes bien connus de Géométrie. Nous pourrions d’ailleurs indiquer encore un grand nombre de problèmes simples et indéterminés dont les solutions se réduiraient pareillement à des systèmes de lignes droites et de circonférences de cercles. Observons de plus que, étant données les solutions de » problèmes de cette espèce, dans chacun desquels le point inconnu est assujetti à une seule condition,
, . . PET . nn FI on pourra en déduire immédiatement les solutions de Dit Re pro-
blèmes simples et déterminés, dans chacun desquels le point inconnu serait assujetti à deux conditions. En effet, pour obtenir un problème simple et déterminé, 1l suffira de combiner entre elles deux conditions correspondantes à deux problèmes simples et indéterminés, ou même deux conditions pareilles l’une à l’autre et correspondantes à un seul problème indéterminé. D'autre part, on sait que le nombre des combinaisons différentes que l’on peut former avec n quantités, combinées deux à deux de toutes les manières possibles, est
n(n—:1) PS TS
Or, en ajoutant à ce nombre celui des quantités elles-mêmes, on obtiendra la somme
n(n—1) PE Le Dai
Cette somme croît très rapidement pour des valeurs constantes de ». Si l’on pose en particulier #z — 27, on trouvera SR — 370. Ainsi
les solutions des 27 problèmes indéterminés que nous avons énoncés plus haut fournissent déjà le moyen de résoudre 378 problèmes simples et déterminés. |
Pour faire mieux saisir les principes que nous venons de rappeler, appliquons-les à la solution de quelques problèmes déterminés.
Supposons d’abord qu'il s'agisse de mener une tangente à un cercle par un point extérieur. La question pourra être réduite à la recherche du point inconnu où la tangente touchera le cercle. D'ailleurs les deux conditions auxquelles le point de contact devra satisfaire sont : 1° que ce point soit situé sur la circonférence du cercle; 2° que de ce point on voie sous un angle droit la distance qui sépare le point donné du centre du cercle. Donc la question à résoudre sera un problème déterminé résultant de la combinaison des problèmes indéterminés II et XI. Les solutions combinées des problèmes IL et XI fourniront effectivement les deux solutions connues du problème proposé.
Supposons en second lieu qu’il s’agisse de circonscrire un cercle à un triangle donné. La question pourra être réduite à la recherche du centre du cercle. D'ailleurs les deux conditions auxquelles ce centre devra satisfaire seront d’être, non seulement à égale distance du premier et du second sommet du triangle donné, mais encore à égale distance du premier sommet et du troisième. Donc la question à résoudre sera un problème déterminé résultant de la combinaison de deux problèmes déterminés semblables l’un à l’autre et au problème VI. Effectivement, la solution du problème VI, deux fois répétée, fournira deux lieux géométriques réduits à deux droites qui se couperont en un seul point, et l'on obtiendra ainsi la solution connue du problème proposé.
Supposons encore qu'il s'agisse de tracer un cercle tangent aux trois côtés d’un triangle donné. La question pourra être réduite à la recherche du centre du cercle. D'ailleurs les deux conditions auxquelles ce centre devra satisfaire seront d’être, non seulement à égale
distance du premier et du second côté du triangle donné, mais encore à égale distance du premier côté et du troisième. Donc la question à résoudre sera un problème déterminé résultant de la combinaison de deux problèmes indéterminés semblables l'un à l'autre et au problème VIIT. Effectivement, la solution du problème VIIT, deux fois répétée, fournira deux lieux géométriques qui, réduits chacun au système de deux droites, se couperont mutuellement en quatre points, et l’on obtiendra ainsi les quatre solutions connues du système proposé.
Supposons enfin qu’il s'agisse d'inscrire, entre une corde d’un cercle et sa circonférence, une droite égale et parallèle à une droite donnée. La question pourra être réduite à la recherche de lun quelconque des deux points inconnus qui formeront les deux extrémités de cette droite, et par suite à un problème déterminé résultant de la combinaison de deux problèmes indéterminés, savoir, des problèmes I et XVII, ou des problèmes IT et XVI. Effectivement, à l’aide de cette combinaison, on résoudra sans peine la question proposée, et l’une des extrémités de la droite cherchée se trouvera déterminée, ou par la rencontre de la circonférence de cercle donnée avec une nouvelle droite, ou par la rencontre de la corde donnée avec une nouvelle circonférence de cercle. On voit ici comment la solution obtenue peut ‘se modifier quand on vient à intervertir l’ordre dans lequel se déterminent les points inconnus.
La construction du lieu géométrique qui correspond à un problème simple et indéterminé peut exiger elle-même la solution d’un ou de plusieurs problèmes déterminés. On doit observer à ce sujet que, dans le cas où le problème est résoluble par la règle et le compas, le lieu géométrique dont il s’agit doit se réduire à un système de droites et de cercles. Donc, puisque chaque droite ou chaque circonférence de cercle se trouve complètement déterminée quand on en connaît deux ou trois points, la construction du lieu géométrique correspondant à un problème simple et indéterminé pourra toujours se déduire de la construction d’un certain nombre de points propres à vérifier la con-
dtion que doit remplir, en vertu de l'énoncé du problème, le point inconnu,
Ainsi, en particulier, s'agit-il de résoudre le problème VI, c’està-dire de trouver un point qui soit situé à égale distance de deux points donnés, et par conséquent de construire le lieu géométrique qui renfermera tout point propre à remplir cette condition, on commencera par chercher un semblable point, par exemple celui dont la distance aux points donnés est une longueur donnée suffisamment grande. Or la solution de ce dernier problème se déduira immédiatement de la solution du problème IIF, deux fois répétée, et fournira même d’un seul coup deux points qui rempliront la condition proposée, par conséquent deux points qui suffiront pour déterminer le lieu géométrique demandé.
Ainsi encore, s'agit-il de résoudre le problème XV, c’est-à-dire de trouver un point dont les distances à deux points donnés fournissent des carrés dont la somme soit un carré donné, et, par conséquent, de construire le lieu géométrique qui renferme tout point propre à remplir cette condition, on pourra commencer par chercher un semblable point, par exemple celui qui sera situé à égale distance des deux points donnés, et, par conséquent, séparé de chacun d'eux par une distance équivalente à la moitié de la diagonale du carré donné. Or, la solution de ce dernier problème se déduira encore immédiatement de la solution du problème III, deux fois répétée, et fournira même d’un seul coup deux points qui rempliront la condition proposée. Il y a plus : ces deux points seront précisément les deux extrémités d’un diamètre du cercle dont la circonférence représentera le lieu géométrique demandé.
Dans le paragraphe qu’on vient de lire, nous nous sommes contenté de rappeler la marche que l’on doit généralement suivre quand on se propose de résoudre, sans le secours de l'Analyse, les problèmes de Géométrie plane. Il est bon d’entrer à ce sujet dans quelques détails, pour faire plus facilement comprendre ce qui nous reste à dire sur l'application de l'Analyse à la solution de ces mêmes problèmes.
Du reste, autant que j'en puis juger lorsque je consulte des souvenirs qui remontent déjà fort loin, ce que j'ai dit ici sur la résolution des problèmes de Géométrie n’est que le développement de quelquesuns des principes exposés par M. Dinet dans le cours si utile que cet habile professeur faisait au lycée Napoléon, il y a près de quarante années.
ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Mémoire sur la synthèse algébrique (suite).
C. R., T. XVI, p. 1039 (15 mai
$ III. — Application de l'Analyse à la solution des problèmes de Géométrie plane.
Comme nous l'avons remarqué dans le paragraphe précédent, lorsqu'un problème quelconque de Géométrie plane est résoluble par la règle et le compas, la solution de ce problème peut toujours être réduite à la détermination successive d’un certain nombre de points, par conséquent à la solution de plusieurs problèmes simples, dans chacun desquels il s’agit de déterminer un seul point inconnu. D’ailleurs, dans tout problème simple de cette espèce, le point inconnu est généralement déterminé par deux conditions, dont chacune se trouve exprimée par une équation quand on traduit en Analyse l’énoncé de ce problème. En vertu d’une seule de ces deux conditions, le point inconnu ne serait pas complètement déterminé : il se trouverait seulement assujetti à coincider avec l’un des points situés sur une certaine ligne droite ou courbe correspondante à cette condition, et représentée par l'équation qui l'exprime. Mais, si l’on a égard aux deux conditions réunies, le point inconnu, devant être situé en même temps sur les deux lignes correspondantes aux deux conditions, ne pourra être que l’un des points communs à ces deux lignes. Ainsi un problème simple et déterminé peut toujours être considéré comme
ŒEuvres de C. — S.N,t. VIH.
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résultant de la combinaison de deux autres problèmes simples, mais indéterminés, dont chacun consiste à trouver un point qui remplisse une seule condition, ou plutôt le lieu géométrique de tous les points qui, en nombre infini, remplissent la condition donnée; et la solution des problèmes de Géométrie plane peut être généralement réduite à la recherche des lieux géométriques qui correspondent à certaines conditions. Dans le $ IT, nous avons passé en revue divers problèmes simples et indéterminés dont les solutions se déduisent assez facilement de théorèmes connus de Géométrie; mais il importe d'observer que l’on arriverait à ces mêmes conditions d’une manière plus directe, et sans aucun tàätonnement, si l’on commençait par traduire l'énoncé de chaque problème en Analyse. Ainsi, en particulier, s'agit-il de résoudre les problèmes VI, XIT, XIV, XV du $ If, c’est-à-dire de trouver, dans un plan donné, un point dont les distances r, r,, à deux points donnés, soient égales entre elles, ou soient entre elles dans un “rapport donné 0, ou fournissent des carrés r?, r?, dont la somme ou la différence soit un carré donné Æ?, alors le lieu géométrique corres- _ pondant à la condition proposée se trouvera représenté par l’une des équations |
(2) Ts (3) PHP As, (4) "PnFè Re,
Si d’ailleurs on nomme x, y les coordonnées rectangulaires du point inconnu; &, b, à,, b, celles des points donnés, on aura
et, par suite, pour transformer les deux membres de l'équation (1) ou (2) en fonctions entières de æ, y, il suffira d'élever chacun d’eux au carré. En opérant ainsi, on obtiendra, au lieu de l’équation (x), la
formule v r? = La
EXTRAIT N° 212. h11
ou (6) r— r?— 0; et, au lieu de l'équation (2), la formule
ou
Or il résulte immédiatement des formules (5) que les premiers membres des équations (4), (6) se réduiront à des fonctions linéaires de +, y, et les premiers membres des équations (3), (7) à des fonctions du second degré, dans lesquelles les carrés de x et de y se trouveront multipliés par le même coefficient. Donc les équations (4), (6) représenteront deux lignes droites, et les équations (3), (7) deux circonférences de cercle. Il y a plus : comme les valeurs de r? et de r”, et, par suite, les premiers membres des équations (3), (4), (6), (7) cesseront de renfermer un terme proportionnel à l’ordonnée y, si les ordonnées b, b, des deux points donnés s’évanouissent, on peut affirmer que les lieux géométriques représentés par les équations (4) et (6), ou par les équations (3) et (7), seront, d’une part, des axes perpendiculaires à la droite qui joint les deux points donnés; d’autre part, des circonférences de cercle dont les centres seront situés sur cette même droite. Donc, pour résoudre les problèmes VI et XV, ou XII et XIV du $ IF, il suffira de joindre les deux points donnés par une droite, puis d’élever une perpendiculaire à cette droite par celui de ses points qui remplit la condition donnée, ou de tracer une circonférence de cercle dont un diamètre ait pour extrémités les deux points qui, sur la même droite, remplissent la condition prescrite. On se trouvera ainsi ramené aux solutions que nous avons données, dans le $ IT, des quatre problèmes ci-dessus rappelés. Ajoutons que, dans ces mêmes solutions, le point unique ou les deux points par lesquels doit passer le lieu géométrique cherché pourraient être censés coincider, non plus avec un ou deux points de la droite qui joint les deux
points donnés, mais avec l’un quelconque ou avec deux quelconques des points qui remplissent la condition énoncée.
Parmi les conditions auxquelles peut être assujetti un point (æ,Yy) donné dans un plan, on doit remarquer celle qui exprime que les tangentes menées de ce point à deux cercles donnés sont égales entre elles. Soient r, r les rayons de ces deux cercles, et a, b, a,, b les coordonnées de leurs centres. Les équations des deux cercles seront de la
forme (8) Ho, H=0, les valeurs de À, R, étant
R=(z—-a)}+(y—b)} —r?; et, si le point (æ,y) est extérieur aux deux cercles, À, R, seront précisément, en vertu de la remarque faite à la page 393, les carrés des tangentes menées du point (æ, y) aux deux cercles donnés. Donc le lieu géométrique de tous les points qui rempliront la condition ci-dessus énoncée sera représenté par l'équation
ou, Ce qui revient au même, par l'équation (11) FER,
D'ailleurs, comme la différence À — R sera une fonction linéaire de æ, y, ce lieu géométrique se réduira toujours à une droite. Si les deux cercles se coupent, cette droite passera nécessairement par les deux points d’intersection et se confondra, en conséquence, avec la corde commune aux deux cercles. Alors, en vertu de l'équation (11) et de ce qui à été dit dans le $ 1, chaque point de la droite intérieur aux deux cercles sera le milieu de deux cordes égales inscrites dans l’un et l’autre cercle. Dans tous les cas, si par un point O de la droite on mène deux sécantes dont l’une rencontre le premier cercle, l’autre
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le second, le produit des deux distances mesurées sur la première sécante, entre le point O et la première circonférence, sera équivalent au produit des deux distances mesurées sur la deuxième sécante entre le point O et la seconde circonférence. Enfin la racine carrée de chaque produit sera en même temps la longueur de la tangente ou de la plus petite corde menée à l’une des circonférences par le point O.
La droite dont nous venons de rappeler les propriétés est celle qui a été nommée par M. Poncelet la sécante commune réelle ou idéale de deux cercles donnés, et par M. Gaultier, de Tours, l'axe radical du système de ces deux cercles. Pour la tracer, il suffira de construire deux de ses points ou d’en construire un seul, et d’abaisser de ce point une perpendiculaire sur la droite qui joint les centres des deux cercles donnés.
Si, au lieu de deux cercles, on en considère trois dont les équations
soient respectivement
(12) H=+10, F | fred à À 50:
la valeur de À, étant de la forme
les trois axes radicaux relatifs à ces mêmes cercles combinés deux à deux se couperont évidemment en un seul point dont les coordonnées seront déterminées par la formule
Ce point unique est celui que M. Gaultier, de Tours, a nommé le centre radical du système des trois cercles donnés. Pour le déterminer, il suffit de couper les circonférences des trois cercles donnés par une quatrième circonférence de cercle; de trouver les cordes communes au nouveau cercle et aux trois premiers; puis d’abaisser des sommets du triangle formé par ces trois cordes des perpendiculaires sur les trois côtés du triangle formé avec les centres des cercles donnés. Le point de concours de ces perpendiculaires sera précisément le centre
radical cherché. On pourrait aussi, après avoir coupé les circonférences des trois premiers cercles par deux circonférences nouvelles, se contenter de joindre par trois droites les sommets correspondants des deux triangles formés par les cordes d’intersection de chacune des nouvelles circonférences avec les trois circonférences données. Les trois droites, ainsi construites, aboutiraient encore au centre radical cherché. :
Faisons voir maintenant comment l'Analyse, appliquée à des problèmes de Géométrie plane, peut conduire à des solutions simples et même élégantes, lorsque ces problèmes sont résolubles par la règle et le compas. |
Supposons d’abord qu'il s'agisse de mener par un point donné une tangente à un cercle donné. Si, en prenant pour origine le centre du
cercle, on nomme r son rayon, l'équation du cercle sera (15). Die PT,
Si, de plus, on nomme x, y les coordonnées courantes de la tangente, l'équation de cette droite sera
(16) | x(x—zx)+y(y—y)—0;
æ, y désignant alors les coordonnées du point de contact. Enfin, si l'on suppose que, dans l'équation (16), les coordonnées x, y deviennent précisément celles du point donné, les coordonnées +, y du point de contact se trouveront complètement déterminées par cette équation (16) jointe à la formule (15). Or, dans cette nouvelle hypothèse, l'équation (16) représentera évidemment, non plus une droite dont les coordonnées courantes seront x, y, mais une circonférence de cercle dont les coordonnées courantes seront +, y, et qui aura pour diamètre la droite menée de l’origine au point donné (x, y). Donc le point de contact sera le point où cette nouvelle circonférence rencontrera la circonférence donnée que représente la formule (15); et l'on se trouvera ainsi ramené à la solution connue du problème ci-dessus énoncé.
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Supposons, en second lieu, qu’il s'agisse de tracer, dans un plan
donné, un cercle tangent à trois cercles donnés. Nommons
r, r, r, les rayons des trois cercles donnés;
a, b, a,, b,, a,, b, les coordonnées de leurs centres C, C,, C, ;
e le rayon du cercle tangent aux trois cercles ;
æ, y les coordonnées du centre du dernier cercle;
x, y les coordonnées du point où ce nouveau cercle touchera le pre-
mier des trois cercles donnés.
Et concevons d’abord, pour fixer les idées, que, les trois cercles donnés étant extérieurs l’un à l’autre, le nouveau cercle doive toucher chacun d’eux extérieurement. Puisque la distance du point (x, y) au point (a, b) sera r + p, on aura
(z—a}+(y —0b Y=(r +p}; on trouvera de même
(ær= mire (y ne db, P={r,;+p},
et l’on pourra déduire immédiatement des équations (17) les valeurs des trois inconnues +, y, 2. Ce n’est pas tout : puisque les trois points (a, b), (x, y) et (x, y) seront situés sur une même droite, le premier étant séparé du second par la distance r, et du troisième par la distance r + p, on aura
Xi: Y:10..ur
tu Lo Nb TH p.
et, à l’aide des deux équations que représente la formule (18), on pourra déduire les valeurs des deux inconnues x, y de celles des trois inconnues æ, y, p. Mais, si l’on voulait construire géométriquement les valeurs des inconnues
Ty Vs Ps Xs
tirées par le calcul des équations (17) et (18), on obtiendrait une solution fort peu élégante du problème proposé. Or on peut éviter cet inconvénient en opérant de la manière suivante.
Chacune des équations (17) est du second degré par rapport aux trois inconnues +, y, p. Mais, comme les termes du second degré se réduisent, dans le premier membre de chacune d’elles, à la somme x*+ y?, et, dans le second membre, au carré de p, il suffira évidemment de combiner ces trois équations entre elles par voie de soustraction pour obtenir deux équations distinctes du premier degré entre les trois inconnues +, y, op. Si, pour abréger, on nomme &, &,, &, trois fonctions de ces inconnues déterminées par les trois formules
| R —=(æ—a }+(y—b }—(r +p}, (19) CAR, {era PSP (FRS Rte) re 6, Pr + hp}
les équations (17) deviendront
(20) REG ha; =; À. bem à
1/4 et celles que l’on en déduira, par voie de soustraction, savoir (21) R,—R— 0, R,—R— 0,
seront deux équations linéaires entre æ, y et p. Or il suffira évidemment d'éliminer l’inconnue p entre ces deux équations linéaires pour obtenir, entre les seules coordonnées x, y, une troisième équation linéaire qui représentera une certaine droite OA, sur laquelle devra se trouver le centre du cercle cherché.
Ce n’est pas tout : il est aisé de s’assurer que, si l’on élimine les trois inconnues +, y, p entre les quatre équations représentées par les formules (18) et (21), on obtiendra une nouvelle équation linéaire entre les seules inconnues x, y. En effet, soient Æ et X, ce que deviennent les valeurs de &,, &, fournies par les équations (19), quand on y suppose à la fois
FE en DER Comme cette même Supposition réduit & à zéro, par conséquent
R—R à K et R,—R à K
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elle réduira chacun des rapports
RAR AN
à l'unité. Donc, pour vérifier l'équation linéaire
HR: À eh (22) L ANUS
qui se déduit immédiatement des formules (21), il suffira de poser
T—Aa—O, Y—0—=0, r+p—o.
Donc l'équation (22) sera de la forme (23) a(æ—a)+6(y—b)+y(p+r)—=o,
2, 6, y désignant des coefficients constants. Or, de l'équation (23) jointe à la formule (18), on tire
(24) a (A AIRE) + yr— 0.
Donc l'élimination des inconnues x, y, » entre les formules (18) et (21) fournira, entre les seules inconnues x, y, une nouvelle équation linéaire, par conséquent l'équation d’une nouvelle droite PB qui devra renfermer le point (x, y). Ce point, devant d’ailleurs être situé sur la circonférence du premier des cercles donnés, ne pourra être que l’un des points communs à cette circonférence et à la nouvelle droite dont il s’agit. D'autre part, le point (x, y) étant connu, il suffira de joindre ce point au centre du premier des cercles donnés pour obtenir une droite dont le prolongement coupera la droite OA au point cherché (+, y); et, de cette manière, on obtiendra facilement le centre du cercle tangent extérieurement aux trois cercles donnés. Ajoutons que, si le cercle cherché devait être touché, non plus extérieurement, mais intérieurement, par un ou plusieurs des cercles donnés, les éliminations ci-dessus indiquées fourniraient toujours les équations de deux droites, dont l’une OA renfermerait le point (x, y), l’autre PB le point (x, y). Seulement, avant d'effectuer ces élimina- OEuvres de C.— S.I,t. VIL. 53
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tions, on devrait, dans les formules (17), (18), (19), c’est-à-dire dans les équations fournies par l'énoncé du problème, remplacer respectivement un ou plusieurs des trois binômes
PER: Pons Tate par un ou plusieurs des trois binômes correspondants Fr pp ere Pr Ter be
Enfin, sous cette condition, on peut évidemment étendre les conclusions auxquelles nous venons de parvenir au cas même où les trois cercles donnés ne seraient plus extérieurs l’un à l’autre, comme on lavait primitivement supposé. Alors les valeurs de
ou les premiers membres des équations (20), se trouveront générale-
ment déterminées, non plus par les équations (19), mais par les sui-
vantes Me ar (25) {R,—=(x—-a }+(y—0b,)}}—(r, Ep}, {a R,=(c-a,)+{(r-0,) = (Tr, Ep)
et à la formule (18) on pourra substituer celle-ci
X — — b r 6 eee an æ—a Y—b r+o
nl
le choix du signe qui doit affecter 9 étant réglé de la même maniere dans la formule (26) et dans la première des équations (25).
Il est bon d'observer que les équations (21) peuvent être remplacées par la seule formule
(27) RER, et que, en conséquence, les équations des deux droites OA, PB pourront toujours se déduire des formules (26), (27). D'ailleurs, si les
cinq inconnues ; Ty Jr Xs Yr À
sont uniquement assujetties aux quatre équations représentées par les
deux formules (26) et (27), ces inconnues ne se trouveront pas complètement déterminées. Mais alors, pour chaque valeur donnée de p, on obtiendra des valeurs correspondantes de æ, y et de x, y, qui représenteront les coordonnées de deux points À et B situés l’un sur la droite OA, l’autre sur la droite OB. Il y a plus : ces deux points seront faciles à construire pour chaque valeur de p, comme nous allons Île faire voir.
Remarquons d’abord que, eu égard aux formules (25), les équations (20) représenteront, pour une valeur nulle de 2, les circonférences des trois cercles donnés, et pour une valeur quelconque de p les circonférences de trois nouveaux cercles concentriques aux trois premiers, mais dont les rayons seront les valeurs numériques des trois sommes ou des trois différences qu'on obtiendra, en augmentant ou diminuant de la longueur & les trois rayons r, r,, r,. Cela posé, si les trois nouveaux cercles se rencontrent deux à deux, les équations (27), dont chacune sera linéaire, représenteront nécessairement les cordes d'intersection du premier avec le second et avec le troisième; par conséquent les coordonnées æ, y, déterminées en fonction de 5, par la formule (27), seront celles du point d’intersection des trois cordes communes aux trois nouveaux cercles, combinés deux à deux. Dans tous les cas, le point (x, y) ne sera autre chose que le centre radical correspondant au système des trois cercles représentés par les équations (27), c’est-à-dire au système des trois cercles décrits des centres C, C,, CG, avec les rayons représentés par les valeurs numériques des binômes
aire Palace) DprantT
Après avoir construit, pour une valeur donnée de s, le point A dont les coordonnées æ, y sont déterminées par les équations (21), ou, ce qui revient au même, par la formule (25), on pourra sans difficulté construire encore le point B dont les coordonnées x, y seront déterminées par la formule (26). Car, en vertu de cette dernière formule, si l’on joint par une droite le point dont les coordonnées sont &, b, c'està-dire le centre C du premier des cercles donnés, au point (æ,Y),il
suffira, pour obtenir le nouveau point (x, y), de porter, à partir du point C, sur la même droite ou sur son prolongement, une longueur qui soit à celle de la droite dans le rapport de la distance r à la valeur numérique de la somme r +, le prolongement de la droite devant être substitué à la droite elle-même lorsque r + » se réduit à r — , et r — p à une quantité négative.
Une observation importante à faire, c’est qu’il existe deux valeurs particulières de p pour lesquelles la détermination du point B se simplifie notablement. Ces deux valeurs sont
Lorsqu'on adopte la première, la formule (26) donne (28) En 04 Y= Ÿ»
et, par suite, le point (x, y) se confond avec le point (æ, y). Donc le point d’intersection des axes radicaux, dont chacun sera commun à deux des cercles donnés, appartiendra simultanément aux deux droites OA, PB. Nous désignerons par O ce même point, avec lequel nous ferons coincider le point P, en sorte que les deux droites OA et PB ou OB pourront ètre censées partir l’une et l’autre du point O.
Supposons maintenant p —r, et réduisons dans la formule (26) le double signe au signe +. Cette formule donnera
(29) 4 Donc alors le point B ou (x, y) sera le milieu de la droite menée du point C au point À ou (æ, y).
Remarquons encore que les équations des droites OA, OB, étant indépendantes de la valeur attribuée à », ne seront point altérées si, dans les formules (25) et (26), on change o en — 9. Par suite, les positions que pourra prendre chacune des droites OA, OB, en raison du double signe renfermé dans les trois binômes
Fr? r, EP, yep
que contiennent les formules (25) et (26), seront, non pas au nombre de huit, comme d’abord on aurait pu le croire, mais au nombre de quatre seulement.
En résumant ce qui précède, et supposant, pour fixer les idées, que r désigne le plus petit des trois rayons r, r,, r,, on obtient la solution suivante du problème, qui consiste à tracer dans un plan donné un cercle tangent à trois cercles donnés, décrits des centres C, C,, C, avec
les rayons r, r,,r.
On déterminera d'abord le centre radical O correspondant au système des cercles donnés, puis le centre radical A correspondant au système des
trois cercles décrits des mêmes centres C, C,, C, avec les rayons
Enfin on joindra le point O au milieu B de la droite CA. La droite OB ainsi tracée coupera le premier des cercles donnés en deux ponts T, dont chacun sera un point de contact de ce cercle avec un nouveau cercle tangent aux trois cercles donnés. Pour avoir le centre correspondant du nouveau cercle, il suffira de chercher le point où le rayon CT du premier cercle
rencontrera la droite OA.
On voit que la méthode qui nous a conduit à cette solution consiste, non pas à résoudre les équations qui représentent l'énoncé du problème traduit en analyse, mais à combiner ces équations entre elles, à l’aide d’une espèce de synthèse algébrique, de manière à obtenir des équations nouvelles et plus simples qui représentent des lignes dont la construction fournisse la solution cherchée.
Au reste, il est juste d'observer que plusieurs solutions élégantes, données par divers auteurs, du problème que nous venons de rappeler, particulièrement celles qui ont été publiées par MM. Hachette, Gaultier (de Tours), Gergonne, Poncelet, Steiner et Plücker, reposent, comme la précédente, sur la construction du centre radical O et des droites OA, OB. La principale différence entre ces solutions et celle que j'ai indiquée consiste dans la manière d'obtenir le point B. On doit
remarquer surtout un Mémoire de M. Gergonne, lu à l’Académie de Turin, le 2 mai 1814, et publié par cette Académie. Dans ce Mémoire, qui jusqu'ici avait échappé à mes recherches, l’auteur se sert aussi, pour arriver à la solution du problème, d’une analyse avec laquelle la mienne s'accorde sur plusieurs points, tandis qu’elle en diffère sur quelques autres. Son Mémoire peut être considéré comme offrant une application de la synthèse algébrique à la Géométrie.
S IV. — Sur la solution des problèmes de Géométrie dans l’espace.
Ce que nous avons dit dans les paragraphes précédents peut être facilement étendu au cas où il s’agit de résoudre un problème de Géométrie dans l’espace. Ainsi, par exemple, un tel problème, quand il sera résoluble par la règle et le compas, pourra toujours être réduit à la recherche d’un certain nombre de points, et par conséquent décomposé en problèmes simples dont chacun aura pour objet la recherche d'un seul point. De plus, un point inconnu devant être généralement déterminé à l’aide de trois conditions, chaque problème simple et déterminé se décomposera encore en trois problèmes simples, mais indéterminés, dont chacun donnera pour solution une surfaçe plane ou courbe, propre à représenter Le lieu géométrique de tous les points qui rempliront une seule des trois conditions données. Enfin la solution des problèmes simples et indéterminés s'effectuera aisément à l’aide de l’Analyse. On pourra même, par la synthèse algébrique, obtenir des solutions élégantes de problèmes déterminés, par exemple de celui qui consiste à racer une sphère tangente à quatre sphères données dont les centres sont C, C,, C
C,, et les rayons r,r, r,,r.
Si l'on applique en particulier à ce dernier problème une analyse semblable à celle que nous avons employée dans le second paragraphe, alors, en supposant, pour fixer les idées, que r soit le plus petit des quatre rayons, on obtiendra la solution suivante :
Déterminez le centre radical O correspondant au système des quatre
sphères, puis le centre radical À correspondant au système de quatre nou-
velles sphères décrites des centres &, C,, G,, C,, avec les rayons
ER Er
É PAT
Enfin joignez le point O au milieu B de la droite CA. La droite OB ainsi . tracée coupera la première des sphères données en deux points T, dont chacun sera un point de contact de cette sphère avec une sphère nouvelle tangente aux quatre sphères données. Pour avoir le centre correspondant de la nouvelle sphère, il suffira de chercher le point où le rayon CT de la
première des sphères données rencontrera la droite OA.
Observons, au reste, que déjà M. Gergonne avait déduit de l'Analyse une solution très élégante de ce problème dans le Mémoire de 1814 que nous avons précédemment rappelé.
PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Mémoire sur les pressions ou tensions intérieures mesurées dans un double système de points matériels que solhcitent des
forces d'attraction ou de répulsion mutuelle.
C.R., T. XVL, p. 954 (8 mai
Dans un Mémoire (voir Extrait n° 201) que renferme le Compte rendu de la séance du 6 février dernier, j'ai développé les formules qui servent à déterminer les pressions ou tensions intérieures, dans un seul système de points matériels sollicités par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle, et j'ai ajouté qu'il était facile d'étendre ces formules au cas où l’on considère plusieurs semblables systèmes, superposés l’un à l’autre, c'est-à-dire, renfermés dans le même espace. C’est ce que je vais faire voir, en considérant spécialement le cas où deux systèmes de points matériels se trouvent superposés l'un à l'autre.
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S 1 — Æquilibre et mouvement de deux systèmes de points matériels, superposés l’un à l’autre. Pressions ou tensions mesurées dans ces deux systèmes.
Considérons deux systèmes de molécules que nous supposerons réduites à des points matériels et sollicitées par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle. Soient, dans l’état d'équilibre,
æ, y, : les coordonnées rectangulaires d’une molécule w du premier système ou d’une molécule m, du second système ;
æ+x, y + y, : +2 les coordonnées d'une autre molécule » du premier système, ou d’une autre molécule 72, du second système ;
r le rayon vecteur mené de la molécule m ou m, à la molécule »2 ou »,, et liéà x, y, z par l'équation
(1) rx + y +2.
Soient encore
mar f(r) l'action mutuelle des molécules m, 7;
mn r f(r) l’action mutuelle des molécules m,, 72 ;
mr f(r) l'action exercée sur la molécule m par la molécule 72, ;
mr [(r) l’action exercée sur la molécule m, par la molécule 72; chacune des fonctions f(r), f(r), f(r), [(r) étant positive lorsque les molécules s’attirent, négative lorsqu'elles se repoussent;
ù la densité du premier système au point (æ, y, =);
», la densité du second système au même point;
mx, my, me les projections algébriques de la résultante des actions exercées sur la molécule m par les autres molécules;
mx, M7, M2, les projections algébriques de la résultante des actions exercées sur la molécule m,.
Enfin, soient
db, f, Ês $, %, ®, É:0,:€
les projections algébriques des pressions ou tensions supportées au
point (x, y, 3), du côté des coordonnées positives, par trois plans perpendiculaires aux axes des æ, des y et des 3. Les équations d'équilibre de la molécule m seront
(2) X = O0, Ps nee LES, les valeurs de X, 7, x étant
(3) X = S[mx f(r)]+ S[m,xf(r)],
et la somme qu'indique la lettre S s'étendant aux diverses molécules, distinctes de m, qui se trouvent comprises dans la sphère d'activité sensible de w. Pareillement les équations d'équilibre de la molécule in, seront
les valeurs de X,, 5,, &, étant
(5) X,=S[m,xf(r)]+S[mxf(r)],
LAS, AAC DE A, GC ee OR CR PE SUN DE NT OÙ Co NN EE VE Ne M VU
De plus, si chaque système de molécules est homogène, c’est-à-dire si les diverses molécules, offrant des masses égales, se trouvent distribuées à très peu près de la même manière autour de l’une quelconque d’entre elles, on aura sensiblement
A2 à SE x? f(r)] + 2 SEm,x? f(r)] (6) [+ %SEmx (+ 20m x fr),
| ® — =: S[m yz f(r)] + è S[m,yzf(r)] (7) | > | + 2S[m,y2f,(r)] + 2 SCm yz f(r)],
La nd 0 be EP 20 HAN M NC UN En EN EE ES GUN NS UT D © AU © Æ A"
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Supposons maintenant que le double système de molécules vienne à se mouvoir, et soient, au bout du temps £,
£, n, C les déplacements de la molécule m mesurés parallèlement aux axes des æ, des y et des z;
€, 1, les déplacements semblables de la molécule m, ;
£ + AË, n + An, (+ A les déplacements correspondants de la molécule 77;
£ + AË, n,+ An, ©, + A, les déplacements correspondants de la molécule 7n,; |
u la dilatation du volume, mesurée dans le premier système autour de la molécule m;
v la dilatation du volume, mesurée dans le second système autour de la molécule 1, ;
NX + #,5 + Ÿ, x: +3 ce que deviennent dans l’état de mouvement les forces accélératrices X, 7, &;
x + #,35+%, %,+8, ce que deviennent les forces accélératrices RONA PR
A+ A, w+B,2+C,œ+m,c+E, + $ ce que deviennent les
pressions L, 6, ©, ®, €, %
Enfin, concevons que, dans l'état de mouvement,
la distance r des molécules m, » devienne 7 + p,
la distance r des molécules m, m, . » r +6, la distance r des molécules m,, m, » T+P, la distance 7 des molécules m,, m » T+G,.
Les équations du mouvement de la molécule m seront, eu égard aux
formules (2),
(8) Dim DNA ITS
tandis que les équations du mouvement de la molécule m, seront, eu égard aux formules (4),
(9) Hi dns Pers. DL =,
EXTRAIT Ne 213. 427
et l’on aura, non seulement
(r+p}}= (x + AË Y°+ (y + An }?+ (z + AE }?,
Ur + (te Ù(r+
b)= (x + A+ (y + An,)'+ (2 + A6,)?,
SP—=(x—E+E + A6) +(y—n ++ An} + (z—6 +6, + AK), = (x —E,+E+AËE)+(y—n+n+An)+(z—6,+i+A},
mais encore
X + ZX = S[m(x+ AË) f(r+p)l+S[m,(x —E+E +AE)f(r +s)] X,+ 4, S[m,(x + AË,) f(r +p,)]+ S[m,(x—EË+E£+AE)f(r+s)], / + SE 1ù É Mn S[m (x+ AY f(r+p)l+ ro olm,(x— 6 +E,+AEPf(r+s)] { 4 | 1ù, ue Mise ; | à a A LS in CRE EAU + 6,)], ® + D — = SE (y + An) (2+ AE) fCr + p)] 1 ë Es SUm,(x — Ë HE + AE) (y —n+n,+ An,) f(r + s)] ET: ‘4 > Leu 0m, (y + An) (z + 4f,) f(x + p,)] + EE S[m (x —E,+E + AE) (y —n,+n+An)f(r+6)],
RS PR Re OU D dé e ee je GT ee ET ER Te 6e 6 ee 16e dans noce ele 7 Dre. En 8: do à
Si le mouvement que l’on considère est infiniment petit, les équations (10), (11), jointes à la formule (1), donneront
se trat + z AË __ X 4Ë,+yAn,+zAÿ, posent 2 Ares 2 Fr F
— XGA) —E]+yIG+A)n—n]+r[G+A)E—ET
= AGHA)E —ET+y[G + A)n —n]+2f+ A) 6]
et l’on aura, de plus,
| V = D,Ë+D,n + D.6, ( v,= DE, + D,n,+ D:x,.
Alors on tirera des formules (12), (13), (14), (15), jointes aux for-
mules (3), (5), (6), (7),
pe) Î
| 3— S[m f(r)AÆ]+Sim,f(r)[(G+A)E,—E]|
| +s[n 20 sfr xs].
\ "MANS M ULÉENE ER D EE NY PE DORE Re D A EN LA ET Ki it SN ES LE 27 EN ne pe ,
(X—= S[m,f(r)AË]+Simf,(r) [G + A)E —E,]|
| 4 8[ me LD xe | + S[ me LC De |
À {2 SE fOISAË] + SEm fe]!
+2 {80m f(r)x(E + AE E)] + S[m fre]!
+ {a S[m, f(r)æAË,]+S[m, f'(r)x°p,1l
+ aS[mf, (r)x(Ë+AË—E,)] + S[mf(r)xs,]!
à SIL fGr) + m, f(x — Lo, Sf[m, Gr) + mf(r)lxt,
D — 2 | SDm f(r) (zAn + yYAË)] + S[m f'(r)yzp]| _ : (Sim, f(r)[z(n,+ An, —n) +y(6,+ A6, —6)]| + SQm,f'(r)yzs)
+2|S[m, f(r) (An, + YA6,)]+ S[m f,(r)y2p,1|
CE VE NE A EE 0 OUI DD ie EU Eu EN UE NL A DS UT UN ES dE NPD EN OA 0 DE LS A La ds Et 2 EN 4e du ee nee EC OT AA Pa DE 22 PAS PU AL, JL .5i 2. Sr 0 ee
Dans les calculs qui précèdent, nous avons, pour plus de généralité, distingué l’une de l'autre les deux forces accélératrices rf(r), rj,(r) qui correspondent à l’action d'une molécule du second milieu sur une molécule du premier, et d’une molécule du premier sur une molécule du second. Lorsqu'on suppose la réaction égale à l’action, non seulement entre les molécules de même nature, mais aussi entre les molécules de natures diverses, on a
f.Cr)= f(r).
Observons encore que, dans les différentes formules ci-dessus établies, la lettre caractéristique A indique l'accroissement que prend une fonction des variables indépendantes
L'ÉUES LR | quand on attribue à ces variables les accroissements FE Ere à ER ee Cela posé, en désignant par 2 une fonction quelconque de x, y, z, on aura (23) A8— (exDr+yD;+1D jy,
Si, les systèmes de molécules donnés étant homogènes, le mouvement infiniment petit, propagé dans ces systèmes, se réduit à un mouvement simple dont le symbole caractéristique soit
UL+VY+W3+SI e LE :
u, #, æ désignant des coefficients réels, alors, en prenant pour 2 une fonction linéaire quelconque des déplacements £, n, €, £, n,, & et de leurs dérivées, on trouvera
(24) AE (ORPI TIM Ge et, en posant, pour abréger,
(25) t=XU+YV +2w, on aura
(26) A8—(et—1}s8,
par conséquent (27) A—et—1.
Cela posé, les formules (16), (19), (18) donneront
LUXE RITES
XE YEN HAL, (28) p EE RL ds : 2 (et— 1); | ___ (xE,+yn,+zé,)et— (xË + yn +16) Le ) :
(29) | EL LS 2 a NE A + 26,).
Pis r ) (30) v—=uE+pn+wé, v, = uËE + en, +wi,;
ef, comme on aura encore
| D | AE DE Dir
on tirera des formules (19), (20), (21), (22), jointes aux équations (28), (29), (30), ( X—=(G—1)E+D,(ED,+nD,+6D,)(H—K)
(31) | + GE, + D, (E Di+n,Do+6,Dy)S, | X,=(G,—1,)é, +D,(E D,+n,D,+£6,D,) (H,—K,) (32) ) +GE+D,(ED,+nD,+6D,)5, < s — 9 > CG d(H—X [R — 26 AS L mare + DA(È D,+n D,+6 D.) ® De 0.
16:29 C NA. DUR à ds (33) + 26, D, À DR à + D2(E, D,+n,D,+£, D.) À : e 3) Cru 4 2 3 ù ( Ù — >vSi[mf(r) +m, fret — Lo, Sim, fr) + mp Cr), / d(G— 5 > C ù A à ùd h D— (nD,+6 D.) nr UE DD ED + nDo+ ED) S ua LD: (6.556 ù (HN DER (34) + (n,Dy+ 6, D,) (G, hr SL D,D, (ED 4n D,+tD,) (H, AE 9
| ts 2 u 8j [m fr) + m,f(r)]yz) — Lo, S|[me, J,(r) + m RONA
les valeurs des quantités
UM G 5, EE K, 9 2%, G,, H,, (,, #4, F: K , %,, X
étant | G —SLm (nel, H —$ Le Ie], (35) « tie :
G —=S[m, f(r)e:], #38 m, | . ie [1 =S [m f(r) + m,f(r)], d'A pot dal Balles Le, = L 2 2 (36) « ” Œ “ | 3 =Si[mf(r)+m,f(r)il, à —S PER te à L:
| G=SEm, (nel, H,=s[m £a], (37) « ; ” | G, = ST f,(r)e], D SSL Lee |:
= 3 | I, —=S[m,f,(r)+m f,(r)], K=—S pm, fr) +mf(r) = h L is 2 (38) « | ï hi hot 3, =S[m f(r) + m,f(r)r], X,—S PAR Eat AU S|
En comparant la formule (23) à la formule (24), on obtient immédiatement la conclusion suivante :
Pour obtenir les valeurs générales des forces accélératrices +, , 3 , EL 2 Ÿ,, 3 1
qui correspondent à un mouvement infiniment petit quelconque de deux systèmes homogènes de points materiels, il suffit de calculer les valeurs particulières de ces quantités qui correspondent au mouvement simple
dont le symbole caractéristique est
UX + VY + WI + St e Y
u, v, w désignant des quantités réelles; puis. de remplacér, dans ces
valeurs particulières, les coefficients
par les lettres caractéristiques
qui devront s'appliquer aux deplacements A n; a L, 1,» S:
considérés comme fonctions de x, y, 3.
Dans le cas particulier où le mouvement du double système de points matériels se réduit, en réalité, à un mouvement simple dont le symbole caractéristique est
UL+VY+WIS+SÉ e J :
alors, pour obtenir les équations symboliques et finies du mouvement simple, il suffit de remplacer, dans les formules (31), (32), les déplacements effectifs
E 1"; 5 Es LP É
par les déplacements symboliques
et les forces accélératrices
par les produits
Fes sn, ON dE, on; Conf
Done les équations symboliques et finies d’un mouvement simple
seront SE —(G—I1)È+D,(ED,+n D,+E6D,)(H—K) (39) \ Er: el GER D, (E,D,+n,D,+6D,)5,
VRP ES DECO US PA ON 2e Pa D Et DE SPORE IN EI DS AIM N A A LEE et PPT E je A nr ; ,
| SE —(G,—1)E+D,(ED,+n,De+ Ds) (H,—K,) (40) | +GE+D,(ED,+nD,+-00,)5,
chacun des coefficients
pouvant d’ailleurs être ou réel ou imaginaire. Ajoutons qu’il suffira d'éliminer les déplacements symboliques
À 1; os És 1,» Se
entre les équations (39), (40) pour obtenir celle qui déterminera la valeur du coefficient s? en fonction des coefficients &, v, æ.
S IL — Aéduction des formules, dans le cas où les systèmes donnés deviennent isotropes.
Si les systèmes donnés deviennent isotropes, alors les fonctions de u, , w, désignées, dans les formules (31), (32), ... du $ I, par les
lettres G, H, G, 5» * K; G,, H,, 6» 2 F, K,,
se réduiront à des fonctions de
() Ru? + pv? + w?, En même temps les fonctions
SE
s’évanouiront. Cela posé, les formules (31), (32), (33), (34) du SI
donneront
(a) (X—=ME+OE, +u(N uv + v,), (3) ( X = ME, +OU,E + u (Nu, + Nu), SR Ro OS CR PIRE REP :
I dM + à, 5 d,M, + dont M ueeDi—— -— raus sie
u? D dN + ù,20, u? D d,N,+ bd
(4) / +vfi+ RTE RAR LE +, RE JA tr
— 208 {Er JC) + me) — 20, SÂUm, (7) + mL (IR,
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ù d, IL, d,M,+ dm LE (ne pe) DES NP de Ÿ s) + De” ra ou dN +, 2, pv D,N,+ d9T (5) : EME Me des rer > a — = S {0m Cr) + me, f(r)1yz] — “tv, SÎCme, Cr) + mp (r)1yel,
(6) DEPAEUTES SE
M—G-—1+ DH K), IN
et
étant ce que deviennent MM:N "OR
quand on échange entre eux les deux systèmes de points matériels. Ajoutons que, dans les formules (2), (3), (4), (5), on aura
(8) U—UËE + on + WE et (9) V, = UË, + Vpn, + WË,.
Si d’ailleurs on pose
(10) uË+ on +wE
EXTRAIT N° 213. 435 les formules (39), (40) du $ I donneront
re SE — ME + UE, + u(Nu + Mu),
(13) | 2! 1E + IE + u(N,ù,+ %,u),
ÉNE MONS DNS NU Se ne de 8 es ne lei e dé sde à
Enfin, si l'on a égard aux formules rappelées dans le $ II du Mémoire du 6 février, on tirera des équations (6), (3), jointes à celles qui dans le $ I déterminent les valeurs de G, H, G, 5, I, K,
REF € 1 een re 1 (mn, RU
kr __ b—kr Nic ms [rer fr) D (ED) |,
2 kr
MS
m, r2f(r) ekr—__e-kr | me De] Be Date |f (15)
eh 5e ee JG — pa S Lm,r f (r) D, (5 D, 2 kr )|
On peut observer que, dans la valeur de a, développée suivant les puissances ascendantes de #, le terme indépendant de # sera l’expression qu'on obtient lorsque, dans cette valeur, on remplace le rapport
ekr — e-kr
ar -/Æ?r?.
he nage une | mots Pa |
Ce terme sera donc
ou, plus simplement, m
sl D,frf(r)] .
Donc ce terme s’évanouira si le produit 7° f(r) se réduit à une constante, ou, ce qui revient au même, si la force accélératrice
r f(r) est réciproquement proportionnelle au carré de r. Ajoutons que, dans ce cas, la valeur de M, développée suivant les
puissances ascendantes de #, cessera elle-même de renfermer un terme constant.
Ces observations entraînent évidemment la proposition suivante : Les équations différentielles des mouvements infiniment petits d’un double système isotrope de molécules ne renfermeront pas les inconnues hors des signes de différentiation, si les forces accélératrices qui proviennent de l'action mutuelle des deux systèmes sont réciproquement pro-
portionnelles au carré de la distance.
On tire des équations (10) et (11), jointes aux formules (12) et (13),
(s—M —N #)u — (M, +9 Au — 0, (16)
(8—M,—N,Æ)u,— (OR +9 Æ)ù — 0; puis on en conclut | (7) (S—M—N#)(s— M, — N,#) — (M + ME?) (IL, + 0,4?) — 0 ou (18) V0; V0,
et alors, les formules (12), (13) étant réduites à (19)
(20) | on en conclut (21) (s°— M) (5°—M,) — MI — o.
Les formules (17), (21) sont les équations qui, pour un double
système isotrope, déterminent s? en fonction de u, », æ. Les équa-
tions (16), (17), (21) sont précisément celles que fournissent, pour un mouvement simple, les formules (19), (25) et (28) des pages 129 et 130 du I* Volume des Exercices d'Analyse et de Physique mathématique (*).
(1) Œuvres de Cauchy, S. H, T. XI.
EXTRAIT N° 214. k37
Les formules (2), (3), (14), (15), (19) et (21) coïncident avec
quelques-unes de celles que renferme une Lettre écrite de Christiania
par M. Broch. On devait naturellement s'attendre à cette coïncidence,
puisque l’auteur de la Lettre annonce lui-même qu'il a pris pour point de départ l’analyse développée dans plusieurs de mes Mémoires.
PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Addition au Mémotre sur les pressions ou tensions intérieures, mesurées dans un double système de points
matériels.
C.R., T. XVI, p. 1035 (15 mai
Considérons de nouveau deux systèmes de molécules que nous supposerons réduites à des points matériels et sollicitées par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle.
Soient m, 2 deux molécules du premier système ;
m,, 2, deux molécules du second système.
Soient de plus, dans l’état d'équilibre,
æ, y, 3 les coordonnées rectangulaires de la molécule m ou m,;
T+X, y +Y,s +2 les coordonnées de la molécule » ou m ;
r la distance de la molécule m ou m, à la molécule » ou 2 ;
war f(r) l'action mutuelle des molécules nt, »;
m,2n,r f(r) l'action mutuelle des molécules m,, 72 ;
m7, rf(r) l'action exercée sur la molécule m par la molécule 7» ;
mr (,(r) l'action exercée sur la molécule m, par la molécule »; chacune des fonctions f(r), f(r), f(r), f,(r) étant positive lorsque les molécules s’attirent, négative lorsqu'elles se repoussent ;
> la densité du premier système au point (x, y, =);
d, la densité du second système au même point,
et nommons
les projections algébriques des pressions ou tensions supportées au point (+, y, 3), du côté des coordonnées positives, par trois plans perpendiculaires aux axes desæ, y, :. Supposons d’ailleurs que, le double système de molécules venant à se mouvoir, on nomme, au bout du
temps £,
£, n, € les déplacements de la molécule m mesurés parallèlement aux axes des æ, des y et des s;
£,n,, Q les déplacements semblables de la molécule w ;
v la dilatation du volume, mesurée dans le premier système autour de la molécule n;
v, la dilatation du volume, mesurée dans le second système autour de la molécule m,,
et soient
À + À, 1 + PB, 2 + E, © + D, € + E, f + F ce que deviennent à la même époque les pressions &, 15, ©, @, €, $.
Enfin, concevons que, dans l’état de mouvement,
la distance des molécules m, m reçoive l'accroissement p,
celle des molécules m, 7», » $, celle des molécules m,, m, » P,»
celle des molécules m,, » Ge
Si le mouvement propagé dans le double système de molécules, étant infiniment petit, se réduit à un mouvement simple dont le symbole caractéristique soit
ULX+VY+WI+St e Y
alors, en posant, pour abréger,
t—=XU+YP +zw,
on aura, en vertu des formules établies à la page 430,
+ D£ (ED, + nD, + ED.)
M TONER | Ce HUM NES
—3)+dG DES + DJ(E D, + n,D,+6,D,)
(1) | D OD25 u D:5.
2 2 MG ù G V(H—X)+0ù S Fr CD DD, +-tD.) a Me Ne d,(H,--2X,) +05 us D D DD) ES | — A uses ” uv D,D,,7, 2 2
étant | G=S [m f(r)e!], HS Ê ro: e|.
(3) « g Cr) G=S Em, f{r)et], ÿ=S|m, a cu (4) \ Cr) m, Cr) 13 ae X—S Em J : l ss (5) = À Em FO) + me (AE et
étant ce que deviennent Ge, 6, 5; n'i:09: 00, J
quand on échange entre eux les deux systèmes de points matériels. Ajoutons que, pour déduire des formules (1), (2) les valeurs des
pressions correspondantes à un mouvement infiniment petit quelconque, il suffira de remplacer w, #, æ par les lettres caractéristiques D,, D,, D., qui devront s'appliquer aux déplacements &, n, €, £, n, €, considérés comme fonctions de æ, y, 3.
Lorsque les deux systèmes donnés deviennent isotropes, ses équations (1) et (2) se réduisent aux suivantes
{ I dM +, 1 >, M, + don Pr. Par 2UÊT Pier on +ouë, T Recon u? D dN + d,20, ss ER d,N, + d90 ( 6) / +: VU + ya ke Ra V Fa ke PTE pire ù ù | — R0DEJ — v Did, | M + à, I d,M, + DT pan r Rares À a LE do dame (7) | Ru one es pur
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Ms: Ni OR: did
EXTRAIT N° 215. k41
étant ce que deviennent M, N, Où, X, J
quand on échange entre eux les deux systèmes de points matériels. Il est d’ailleurs facile de s'assurer que les formules (6), (7) s'accordent
avec les formules (4) et (5) des pages 433, 434, et que, dans les formules (5) [ibidem]|, les sommes exprimées à l’aide du signe S s’éva-
nouissent. ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Remarques à l'occasion d'un Mémoire de M. Binet.
C.R., T. XVI, p. 1279 (12 juin
Après la lecture de ce Mémoire, M. Augustin Cauchy annonce que de son côté il a obtenu, sur les pôles et les polaires des divers ordres, quelques théorèmes sur lesquels il pourra revenir dans un prochain Compte rendu, et qu’ila communiqués en partie à M. Binet, au moment où celui-ci commençait à énoncer quelques-uns des résultats de son Mémoire. L'un de ces théorèmes est le suivant :
THéoRÈME. — Soit (1) A0 l'équation d'une courbe plane, $ élant une fonction des coordonnées rectangulaires æ, y. On sait que si, par le point (x, y),-on mène une tangente à la courbe, les coordonnées courantes de la tangente vérifieront l'équation (2) (x—æ)D,S+(y—7)D,S—o.
On sait encore que st, dans l'équation (2), on regarde x, ÿ comme constantes, celle équation et la suivante
(3) xD,:8+yD,S—zxD,8+ 7D,s +08
représenteront des lignes appelées polaires, qui renfermeront les points de Œuvres de C.— S,1, t. VII, 36
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contact de la courbe donnée avec les tangentes issues du pôle (x, Y), quel que soit d’ailleurs le coefficient 0, que l’on peut réduire, pour plus de simplicité, à une constante. Enfin st, le point (x, v) étant mobile, on trace, dans le plan de la courbe donnée, une droite AB dont les coordonnées courantes sotent représentées par X, Y, l'équation de cette droite sera de la
forme
(4) ax +6y—:1,
x, 6 désignant des quantités constantes, et il est clair que l'équation (4) sera réduite à l'équation (3) si les coordonnées x, y vérifient la formule
ë — de = æD,S + yD,S + 08.
Cela posé, on peut affirmer, non seulement que les points (x, y), détermunes par la formule (4), appartiendront à toutes les polaires correspondantes à un pôle quelconque pris sur la droite AB, mais encore que, si
l'équation (1) est de la forme (6) F(g- ay) =k
a, b, K designant des quantités constantes, et F(x, y) une fonction homogène de x, y, tous les points en question seront situés sur les droites menées du point (a, b) à ceux par lesquels on peut mener à la courbe que représente l'équation (6) ou la suivante
des tangentes parallèles à la droite que représente l'équation (4).
Le théorème précédent fournit, pour la construction de la tangente menée à un cercle par un point extérieur, divers procédés nouveaux, dont l’un surtout parait digne de remarque.
Un théorème semblable se rapporte au cas où l’on fait mouvoir sur
un plan le pôle qui sert de sommet au cône circonserit à une surface courbe donnée.
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