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PRÉFACE
Après la mort de P. L. l'chebychef nous avons exprimé à l’Académie Impériale des Sciences l'avis qu'il serait désirablé de procéder à la publication du recueil complet des travaux de son célèbre membre. Peu après, le frère du défunt, le Général d’Artillerie W. L. Tchebychef, mit à la disposition de l’Académie une somme de 5000 roubles pour les frais de publication, à la con-
dition que le recueil complet parût dans les deux langues, en
russe et en français, dans lesquelles le savant faisait paraître ses travaux. C’est alors que l’Académie nous confia la mise en exécution de notre proposition, conformément au désir du donateur.
Grâce au concours bienveillant et désintéressé de beaucoup de savants russes, principalement d’anciens élèves de feu Tchebychef, nous avons eu à notre disposition les traductions des articles du défunt, qui, du vivant de l’auteur, ont été publiés dans une seule langue. En exprimant ici, au nom de l’Académie, notre profonde reconnaissance à tous nos collaborateurs, nous prenons, naturellement, sous notre responsabilité les imperfections et les lacunes qu’il peut y avoir dans la présente édition.
L'édition comprendra deux volumes. Elle renfermera tous les travaux imprimés du vivant de l’auteur, sauf deux thèses publiées à part: une thèse pour le grade de magistre: , Essai d'analyse
TAT
US8RARY
DE gp élémentaire de la théorie des probabilités“, Moscou, 1845, 4, IT +-61 + TIT pages, et une thèse de doctorat: , Théorie des congruences“, St-Pétersbourg, 1849, 8°, IX + III +279 pp.
Pour la distribution des matières nous avons adopté l’ordre chronologique.
Quant à la biographie de Tchebychef, nous comptons la faire paraître dans le second volume.
A. Markoff. N. Sonin.
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Note sur une classe d’intégrales définies multiples.
Théorème. «Quelle que soit la forme de la fonction f, on a | | | p, (x) p,(y) p,(2)...f(2" + y + +...) dx dy de... 0 0 0 à s . P(u) f(u) du,
«équation où P(w) se détermine par les fonctions données 9, (x), o,(y), «2, (2), . . . au moyen des quadratures, en prenant
9 __ D(uV—1)—y(—uv—1) () pa 2 ru2V— 1 -
«où co Le] _aæ” ) _ay! œ _asP?
(2) d(u) =| e || p(x)e * as | pÂy)e * ày | pfz)e “ de. : da». 0 0 0 0
Ce théorème suppose que les fonctions ®,, ®,, #,, . . . sont telles que,
1°. D(u) et sa dérivée restent finies pour toutes les valeurs réelles et positives de w, ou pour toutes les valeurs imaginaires de w, dont la partie réelle est positive;
2°. la fonction 4 (u) devient zéro pour u—at+szV—1, où u—=:+aV—1, lorsque 4 = co, quelle que soit la valeur de z, pourvu qu’elle soit réelle et
positive.
Soient, par exemple,
nt=r, =, (= ",...;
dans ce cas, pour trouver la valeur de l’intégrale
] [: fetes. ..f(t+y—+2+...) dx dy dz..., 0 0 0
on à d’abord par l’équation (2),
b(uw)—| e7" || re" | 6 “ay | si PS ER . du V 0 0 0
co
ne HET @ (Y T' (6) (Ejro. .… ]da=
T'(a) T' (6) IA (c) Me vel e tar 0Hitc+…) Je —
= T'(a) L'(b) L'(c)...F(1—a—b—c—...) verre.) et en substituant cette valeur de Ÿ (u) dans l’équation (1), on trouve
) (=D) (7 Ter.) Fe 2x V—1
— L(0) TO) T(O:.-P(—-6—b—c—..) EEE) patessses 1
Cette équation donne
P(u)=T (a) T6) (0)... L(1—a—b—c—...) MT UGHÈEEZ ee) porter. 1
Mais, d’après une propriété connue de la fonction I’, on a
sinr (a+b+c+...) ME 1 , n Pme Reis
donc l'intégrale
| Ê à [eye Lt... .f(&+y+2+...) dx dy de...
_ TÉTOTO.. ] net f{u) du,
ce qui à déjà été démontré par M. Liouville.
29, Soient
M=Nn—=P—=...—2,
p,(t)—=cosax, p,(y)—=cosby, p,(z) —coscz,...;
on aura, pour trouver l’intégrale
] | ; | cos ax cosbx cos cz. . fa + + 2+...) dx dy de... 0 “0 0
ax?
co co ay?
| Janare LS as | cos by e “ay | COS CZ € 0 0
RE au? bu? a cu HE Vr e Ex ue “x... ae a
d’abord . - … Le / EU | da
4a == = ue X—= U Va 2V V ES QU FRE r? e #3 Qu HAREAT CAE 0 a où & désigne le nombre des variables x, y, 4,..., et o—= a +++ Mais on sait que, pour un nombre impair pk, on à SE ME m er Ts nt + —#Vp & T RL es ÉRRT à x? V7 4° .e ab pe Pi pe 1 2 pl À 2 ME 2 o—* en (a P 1) FE re MORE TE, 4\3 d°.e ne 1 (y? es ms 3 3 2F (—1) (de) donc u+1 u—1 1 r ? “4 dé A ts "nr »
1) (de) * et | RS ba ND ter r) x ? d?.cosuve 1, 2ru2V—1 Fm Ta u?
2(—1) ? (de) * d’où = ee
3 d ?.cosVup 1 Bi = 2(— 1) ? (de) ?
NE
donc, pour un nombre impair des variables æ, y, z,... , l'intégrale
] | , | cos ax Cos by cos cz. . .f(x? + y + +...) dx dy de... 0 0 0 u—1 1
Pr I | d © .cosVup F0) y
BI ce Ts 2(—1) © (de) ?
ce qui est le théorème de M. Cauchy (Journal de l'Ecole Polytechnique, XIX° cahier), d’où il déduit, comme cas particulier, la formule de Poisson.
DE LA SÉRIE DE TAYLOR
(Crelle, Journal für die reine und angewandte Mathematik, B. 28, 1844, p. 279—288.)
Là € 4 1 Ÿ 4 EL SEE, ES Ms
Note sur la convergence de la série de Taylor.
D’après la règle de Mr. Cauchy la série
fa)+< fo+ 5 f(a)+. Hi Fa) + fa) +...
sera convergente toutes les fois que
lim. [mod. 1355 = fo(a)]". < 1,
ou, ce qui est le même,
(1) lim. [ (mod. 4)". mod. +0 He ei, | et divergente, si (2) lim. [mod. 757 fa] > 1.
Mais on a
fa) = 3; fr f(a + Re” 1) dp,
lorsque la fonction f(a + rerŸ 1) est finie et continue, quel que soit », pour r—R et pour une valeur quelconque de 7 plus petite que R*), et de même
(3) f'@)=S | f(a+ Re”) dp, (4) f'@)=Z | fa + Re”) dp,
DAS RES LÉS,. EOR TOR NUT See ce NEA LE VON RP OLD EE
*) Cauchy, Exercices d'Analyse et de Physique Mathématique. Tome I, page 356.
VOS |: RE
be ni
(5) PV) | Pa + Re”) dp, (6) fa) = 3 | fa + Re”) dp,
si f(a+re" 1), f'(a+ re 1), fa + re 1), fa rer") sont aussi finies et continues, quel que soit p, pour toutes les valeurs 7 qui ne surpassent pas À.
Or l'intégration par parties donne
+r +r f'(a + Re”—1) dp = :] 7 V1 f(a + Re”-1) dp, Li +
f”(a + RewW=1) dp = _ eV f(a + Re") dp,
D EE At DES ER DANS CESR QU PE en EN D ET LR AUS OR TES ST AU CON oi VE OA DR OUEST CE EP VERT NT DE
+r +x | Fa (a +- Re” 1) dp = NEA us » | e-t-DpV-1 f(a + Re”V-1) dp,
ee | 7
+ x +x fa + Re 1) dp — Sd 5 De | Pa dé f(a + Re” 1) dp,
ce qui change les équations (3), (4), (5) et (6) en celles-ci
(7) fO=3%r I eV f(a+ Re”) dp, (8) l'a) =. | CT FQ+ Re) dp,
OPA. je et EL D ER Eee OR VS APE CON eo OM Tes UE, MP CL dut, CORTEX ARR US NT CS Oeil at et DE
Fax. ee EM f(a + Re”) dp, 0 Por fers res ne dp,
Me ET de Désignant par À la plus grande valeur du module de expression f (a+ Re?!) pour toutes les valeurs de p, nous trouverons que les modules mod. [e-?"=1f(a+ RefŸ—1)], mod. [e-#”-1 f(a + Re?—1)],...
mod. [e-t# 73 f(a + Rer”—3)], mod. [e-"?”"? f(a + Rer”)] ne surpassent pas À; car les modules des expressions
_9V=1 —9pV 21 —(n—1)pV 1 —npV=1 CE P ; 6 P ss... :€ ( , €
sont égaux à l’unité.
Cela étant, on conclut des équations (7), (8), (9) et (10)
HT f@ > 1 1 À mod. je Et <a] dp <>;
BAS DR En LS Maliel ire, cat er A6 er ler SU LE (le
nn f®— (a) ESA À MO. 51) < 25° pi À dp <==
D’après cela la condition (1) de la convergence de la série
f(a) ++ fa) +5 f'(a) +. No) 0) +...
se réduit à celle-ci:
lim. DES |] 1, ou simplement à mod. z< R,
4: la limite de À" pour n — © étant l’unité. Donc la série de Taylor
(1) fo+2f(a)+ CES eus ces fo Na) fa) +
sera convergente si le module de z est plus petit que R, où, comme nous l’avons dit, les expressions
fa+re" 1), f{a+re" 1), fe (a + re 1), fo (a+ re 1)...
restent finies et continues, quel que soit p, pour r — R et pour une valeur quelconque de r << R. En d’autres termes: la série de Taylor
Fo) 2 (0) Lo) NO) ONG
sera convergente si le module de z est au dessous du module de la valeur imaginaire de æ qui rend infinie ou discontinue au moins une des fonctions
fa+s), las, l'a, fan), Para)...
Mais ces conditions toutes, sont-elles nécessaires pour la convergence de la série de Taylor? C’est-à-dire: la série de Taylor (11) est-elle toujours divergente pour une valeur de z, dont le module est plus grand que celui de la valeur de x qui rend au moins une des fonctions |
fa+x), fax), fa+x),.. ft (a+x), fM(a+x),...
infinie ou discontinue? Voilà ce que nous allons examiner.
Si la fonction ff” (a + x), par exemple, devient infinie ou discontinue pour æ— X, au moins une des séries
Pa + X) = (0) + À (a) + 9 (a) +.
x"—m—1 if x" F +2 a sul PO) + Sat (O+.…
fo (a + X)— f"#1(a) ++ À ft+2) (x) + _ 2 ft (a) arr
x"—m—2 SE x" sp base (Os. cr (a) +.
sera divergente, ce qui ne peut avoir lieu qu’en supposant
x"-m—1l ® = lim. [ mod. POP 7h lim. [mod. 1. PRE ee @]"_ 1.
EE A
Mais ces conditions peuvent être exprimées par
lim. | mod. —#— Los lim. RTS der D..." 3. K lim. (mod. 55 À "OT Zn Cie en. TL.
or im. EE Pere m os Pen es cas n me n :
en der EST LL. pme [(Rax) Fe D A Fe et in (mes) (INT sn (M mt Fes (re A] ( apte __ mod. z Him mod. Le — — mod.z, mod. X Gui 7 m08 À: MST mod: X?
donc les inégalités donneront lim. [ mod. nr ol > Ra.
En comparant cette inégalité avec la condition (2) de la divergence de la série
or, À fo (0)+..
on voit que la série sera toujours divergente, si le module de z est plus grand que celui de la valeur de x qui rendrait infinie ou discontinue au moins une des fonctions
fa+2), f(a+x), f'a+o),.. (a+), f(a+x),...
Nous voilà donc parvenus à ce théorème général:
«La série de Taylor:
fa) +2 fo) fo OO)
est divergente ou convergente suivant que le module de z est plus grand ou
FR
plus petit que celui de la valeur imaginaire x qui rendrait infinie ou discontinue au moins une des fonctions
fax), fax), f'(a+x),... fax), fM(a+x),...
C’est ainsi, par exemple, que la série
40e (DH (De.
est convergente ou divergente suivant que le module de la valeur de z est
plus petit ou plus grand que l’unité qui est le module de la valeur z—=V-1
pour laquelle la seconde dérivée et Les suivantes de (1 + x*)? deviennent in-
finies.
Ce théorème n’est qu’une très simple conclusion des découvertes remarquables de Mr. Cauchy; mais il est en partie contraire à la règle de la
convergence des séries donnée par cet illustre Géomètre, dont l’énoncé est le suivant:
«æ designant une variable réelle ou imaginaire, une fonction réelle ou imaginaire de x sera développable en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de x, tant que le module de x conserve une valeur in-
férieure à la plus petite de celles pour lesquelles la fonction ou sa dérivée cesse d’être finie et continue» *).
L'’insuffisance de cette règle provient, ce me semble, de ce que Mr. Cauchy suppose la valeur de l'intégrale définie être developpable en série convergente, lorsque la différentielle entre les limites de l'intégration peut
être développée en série convergente; ce qui n’a lieu que dans des cas particuliers.
*) Cauchy. Exercices d'Analyse et de Physique Mathématique. Tome I, page 29.
Ÿ | j | URI
DÉMONSTRA TION ÉLÉMENTAIRE
DE LA THÉORIE DES PROPBABILITÉS
(Crelle, Journal für die reine und angewandte Mathematik, B. 38, 1846, p. 259—267.)
ar" a | A TUNER
Démonstration élémentaire d’une proposition générale de la théorie des probabilités.
$ 1. La proposition, dont la démonstration sera l’objet de cette note, est la suivante:
«On peut toujours assigner un nombre d'épreuves tel, que la probabilité «de ce que le rapport du nombre des répétitions de l’événement Æ à celui «des épreuves ne s’ecartera pas de la moyenne des chances de Æ au delà «des limites données, quelques resserrées que soient ces limites, s’approchera «autant qu’on le voudra de la certitude».
… Cette proposition fondamentale de la théorie des probabilités, contenant comme cas particulier la loi de Jacques Bernoulli, est déduite par Mr. Poisson d’une formule, qu’il obtient en calculant approximativement la valeur d’une intégrale définie assez compliquée (V. Recherches sur les probabilités des jugements, chap. IV).
Toute ingénieuse que soit la méthode employée par le celèbre Géo- _ metre, elle ne fournit pas la limite de l’erreur que comporte son analyse approximative, et par cette incertitude sur la valeur de l’erreur la démonstration de la proposition manque de rigueur.
Je vais montrer ici comment on peut démontrer rigoureusement cette proposition par des considérations tout à fait élémentaires.
$ 2. Supposons que p,, Pay Pas» » « P, soient les chances de l’événement Æ dans w épreuves consécutives, P,, la probabilité que Æ arrivera au moins » fois dans ces 4 épreuves.
On parviendra, comme on sait, à l'expression de P,, en développant le produit
(Dé 1— p,) (nt + 1—p,) (pat + 1 — ps)... (pit + 1 —2,)
suivant les puissances de # et prenant la somme des coefficients de #”, #7,...4#.
FU © ‘VRRN
De là résultent évidemment ces deux propriétés de P,,:
1) Cette quantité ne contient p,, Ps, Ps; + . : Py qu'aux degrés non supérieurs à l’unité; 2) elle est une fonction symétrique par rapport à p,, D», Pas +» + Pi
En vertu de la première propriété P,, pourra être mise sous la forme U+-Vp,+ Vip: + Wp:p,
où U, V, V,, W sont independantes de p, et p,; en vertu de la seconde, V et V, sont égales. Donc la forme de l’expression P,, est
DFE) TND.
où U, V, W ne contiennent ni p, ni p,. D’après cela il est facile de prouver sur l'expression P,, le théorème suivant:
Théorème. «Si p,, », ne sont pas égales, on peut, sans changer les vadeurs de p,+-P,, Ps; -.. P,, augmenter celle de P,, en prenant p,—p,; ou «on peut parvenir à une des équations suivantes:
«sans diminuer la valeur de P,,».
Démonstration. Nous avons vu que l’expression de P,, peut être mise sous la forme U+V(p, +») + Wp,p,, où U, V, W sont independantes
den, et.p,.
Or la formule U+V(p, + p,) + Wp, p, présente toujours un des trois cos WW WW 0.
Dans le premier cas la somme p,+ », reste la même, et la valeur de
P,, augmente de EW(n— P,), quand on change p,, p, en (+ P);
07 + P,); Car la différence
U + 4e (D, + P3) + (2 +2) | fe W+ (P,+ 22) 5 (Di +P)) A0 VD) W pp;
se réduit à + W(p, — p,).
Dans les deux autres cas on ne changera pas la valeur de la somme ?, +», et on ne diminuera pas celle de U+ V(p,+-p,) + Wp, p,, en changeant p,, p, en 0, p, +, Ou en 1, p,+p,— 1; car U+V[0+p,+p]+W.0.(p,+p)—{U+V(p, +2) + Wp,p.} = — Wp,p;; U+-V[1+p,+p—1]+W.1.(p,+p—1) —{U+ V(p,+p,) + Wp, p;} = —W(1—p,)(1—p,).
en: |. EUR
Mais les valeurs 0, p, +», pourront être admises pour p,, p, toutes les fois que p,+p, ne surpasse pas 1; car elles sont alors positives et ne surpassent point l’anité; dans le cas contraire où p,+p, > 1, on pourra changer p, en 1, p, en p,+?,—1, ce qui prouve le théorème énoncé. Ce théorème nous conduit encore au suivant:
Théorème. «La plus grande valeur que P,, peut avoir dans le cas où DH Pat Pat... Hp, =S, correspond aux Lee de p,,2,, 1, P, «données par les un
Pi—=0, p;—=0,...p—0, Pui—=l, Pis=1l,...p,,.=1,
Lan me € _ S—-o ___ S—o
«où p, s désignent certains nombres».
Démonstration. Supposons que t,, T,, Rs, . . . %, soit le système des valeurs de p,, p,, Ps, . - P, Qui, vérifiant l'équation
Pi Pat Ps + ee HP,=S,
donnent la plus grande valeur à P,, et renferment en même temps le plus grand nombre possible de valeurs A 1 et O sous ces conditions.
Soient d’ailleurs %,, T,,... To celles parmi les quantités tx, t,, t,,...T k qui sont égales à 0; t;1, Toy - . . ©,,, Celles qui sont égales à l’unité; toutes les autres % 41, To4542, + - .,, étant selon la supposition différentes de O et 1, doivent être égales entre elles, comme nous allons le prouver toute à l’heure.
En effet, si ñ,,.,,, n’est pas égale à x,,.,,, il est possible, d’après le théorème précédent, ou de rendre P,, plus grand, sans changer la somme
LR h.. HE Thot Tpto+a + : . HT)
en Prenant T,yor1 = Typoray OU de faire %,,,,, égal à 1 ou 0, sans diminuer la valeur de P,..
Mais ‘ie est contraire à la supposition que le système M To) ms. .T
u donne la plus grande valeur à P,, sous la condition
ME The. HT, =;
l’autre est contraire à la supposition que de tous les systèmes qui ont cette DODGE, 7,7, 1m 7, est celui qui renferme le plus grand nombre de valeurs égales à 1 et 0. Donc il faut nécessairement qu’il soit
ptet — papa + 0 + = Tue
ns D Mais outre ces équations nous avons
R, — 0, To — 0, 1, — 0; Tu = l;, Ty+2 — 1, re Pgo — 1
Ti To + gt ee. +=,
d’où résultent les équations du théorème proposé.
$ 3. Passons maintenant à la recherche des valeurs de l'expression de P,, qui correspondent à
p,= 0, P;= 0, .. p,= 0, Do — 1, PDo+2 — 1,. ; : Pas 1, ___ S—so _ S—so Ras Pan po Poor or Pen 5
De la remarque que nous avons faite par rapport à l'expression P,,, il suit que la valeur de P,, qui correspond à
P= 0, Pa 0, . -p, = 0, Pa Te 1, Py+2 — PAS. S Pos — L LL S—6 ... $—e __ S—o Petra ES ar Peel LT or nn PE 5
est la somme des coefficients de £”, #71, ...4{" dans le développement du produit
ë S— 6 Re) Rp HS 6
et que, par conséquent, elle est égale à
1 2...(u — p — 6) S — 6 NE D: .0 1.2..(m—06).1.2. (um —m—p) \m—p—-0 m—p—0 m—6+1um—-S—Pp
u—m—p S—o u—m—p—1 S—o Mm—6+lmu—-S—p m—5+2 p—S—p
TRE
p—m—p S—o. p—m—p—1 S—-o 1 S— & mMm—6+lp—S—p m—0+2 p—S—p "u—p—0oum—S—pf°
Voilà l’expression qui, en conséquence du théorème précédent, pour certains nombres entiers positifs 9 et o, sera la limite supérieure de toutes les valeurs de P,,, dans le cas, où p, +p,+p, +... + P, = S.
En remarquant que la valeur de l’expression
RE en de S— G u—m—p S—o p—m—p—1 S—5c Mm—6+1lpm—S—p Mm—o+lp—S—p m—oc+2 Me.
—mMm—p Sc p—m—p—1 S—5c 1 D à
M—6c+lu—S—-p m—0c+2 u—S—-p h—p—0oum—S—Pp
est plus petite que celle de
D eme De ++
M—s p—S—-p Mm—s m—S—-p
qui est le développement de
(tte S— 6 St er M—S U—S—Pp u—m—p S—c ?
M—S WM—S—Pp
ou de
mL M—S—0) —mMm—p S—o \u—m—p+l (m — S)(u — 0 — 0) FE et |] | .
nous parvenons à ce théorème:
Théorème. «Pour certains nombres entiers et positifs o et o« la valeur «de l'expression
1.2...(u—p—0) S— 6 Ve a Mm—c s[1- (ee, S—c He 1.2...(m—06)1.2...(u—m—p) \u—-p—0 U—p—c m—S — 6 u—S—
«surpasse la valeur P,, de la probabilité que dans p épreuves l’évenement «Æ, ayant les er Pis Par Pas + +: Pus arrivera au moins # fois, où S «est la SOMME p, + pP,+pP; +... + pr.
$ 4. Arrêtons-nous au cas, où # surpasse S +1. Suivant le dernier théorème nous avons
D D ee]
et à plus forte raison
1.2...(U—p — 0) S— o \m—o/p — S— p\u—m—p+1l m — 0 (1) P,< — ( (ET) m— $S"°
Mais » étant plus grand que S+-1, la valeur de l’expression
1.2...(m— 0 — 0) ( S—c JT U—Mm—p+1 mm — © 2...(m— 0).1.2...(u — m—p) \u—p—0 +) m—S
augmentera par la diminution des nombres entiers positifs 9 et o.
En effet, si nous divisons par cette expression la valeur qu’elle prend après le changement de o& en 5 —1, nous trouvons pour leur rapport
n—p—0+1 (8-01) (ue — p — 5) shine (Br Quiepse à LP PTS ;
RSS 7 es
ou bien
(EE) M—p—06 ir
ce qui, étant mis sous la forme
1 1 ES | ist se réduit à MW 01". 4 {M0 È }+1 { — :
1 Qi 2 G— ppoil 5 So poil Ÿ sa m— S—1 S—c+l
Or, cette valeur est évidement plus grande que 1; car
m—sS—1 1 S—o+-1 14"=S—1 S— c—+1 est égale à PE eh ur 1 /m—S—1\2 1 /m—S—]1\8 S— c+1 2 \S—oc+1 2.8 \S—c—+-1 14.01 ?
S—c+]il
et ceci surpasse l’unité, parceque, » étant, par supposition, plus grand que S+1,m— S—1 aura une valeur positive.
Quant aux valeurs de
m—0o | mMm— 6 1 (S—6c+1} u—p—oc+1? (S—0o+1) (M—p—0c+1? " " "0?
elles sont positives, vu que, par supposition, m— a surpasse S— © + 1, et : È S— © ; S— © +1 ne peut surpasser m—p—0o+1; car autrement Det) qui
est la valeur d’une certaine probabilité (voyez $ 2), serait plus grande que l’unité.
Nous nous sommes donc convaincu qu'avec la diminution de o la valeur de l’expression
ts bre ( pe D 1.2...(m—0).1.2...(u— m—p) \nm—p—0 B—p—0 m—$S
augmente. Le même a lieu par rapport à 0.
Nous concluons de là que pour »m> S+-1 la valeur de l'expression
1.2...(u — p — 0) ( S— ç Re — 1.2...(m— 0).1.2...(u—m—p) \u—p—0 U—p—0 m— $S
MIARART LS de
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dans l'inégalité (1) ne peut surpasser celle qui correspond à p—0, 5 = 0 et qui est égale à |
18,.p Pre
m.1.2...(u—m") \p ms m—S
Nous pouvons donc déduire de l’inégalité (1) celle-ci:
(2) Lise < 1.2.. _. nn u — m) oi Des di = 5?
où » est supposé plus grand que S +1.
$ 5. Mais on sait, que la valeur du produit 1.2...(x — 1).x est plus Æ
L | petite que 2,53 x ŸTe "Re ef plus grande que 2,50 x 73 e “*) D’après celà la valeur de expression 12:46 CET m
LE, L
2,53 e + PS (2) (: — DH m (2,50) m+} b—m+; Fe Lg m— S?
*) Voici comment on parvient très simplement à ce résultat. + à . -2...(@—1).æ 1.2...(æ—1).x En divisant respectivement les valeurs des expressions * } ; É L Ta Pre rs —% x e æ e
correspondantes à æ—n+-1, par leurs valeurs, qui correspondent à æ— n#, on trouve pour leurs rapports
1/1 n a 6x) n ŸT3 n +1 4 =) bé ce qui se.réduit à (+5) es (e-) (+) re Et 2 n+1 12\n n+1 2 n+1l e “28 ou enfin à Genres. ne e\2 3.4.5) (n+1} 7 \12 2.5.6/ (n+135 ë 12(n+1) 12(n+1ÿ ‘°° , R
La première quantité étant plus grande que l’unité, la seconde plus petite, il est clair
1.2...(x% — 1). | 1.2...(æ—1).x que lorsque x augmente, la valeur de ( ) ? augmente aussi et celle de E ) LÉ Ma T 3+5 2 diminue. æ e æ e
Donc pour toutes les valeurs de æ, moindres que s, on aura
PES Fe er m+1 u—m-#-2 H FH m— S
car pour la plus grande valeur de er, qui est en le produit
253 ik (2,50)?
est encore plus petit que —
On a donc suivant (2):
1 m(u—m) { S\mfp— S\r-m+l P,<5e 5 V [ra (4) És Cette inégalité donne le théorème suivant:
Théorème. «Si les chances de l’événement Æ dans w épreuves consé- «eutives SONt D; Pas Pgs ++ Puy Ct QUE leur somme est S, la valeur de l’ex-
«pression 1 pars Se pu — S'\u—mt-1l 2(m—S) [ra m u —m ?
«pour » plus grand que S+-1, surpasse toujours la probabilité que E arri- «vera au moins # fois dans ces 11 épreuves».
et, par conséquent,
1 1 1 1 —— + —2+—— LH— (A) 1.2: GS0szL m2" te MAS he s Tr te, - RS en EST CRE) à 0E où T désigne la valeur de l’expression : € à à; +2 —.
Ra 1.2..:(s— 1).s us Mettons s— co et nommons 7, la valeur de è pour s — ©; il suit de (A) L +3 Se + que pour toutes les valeurs finies de æ on aura 1 1
+7 MST BH —x 1.2...(@—1).z < Tax e »s.1.2 (œ—1)x> Tax nee où 7, est une constante.
En faisant dans ces inégalités æ — 10, on trouvera que 7, est plus grand que 2,50 et moindre que 2,53; par conséquent les inégalités précédentes donnent
1 1 1 Lt 24 — LH :
æ@—1)æ<2563æ ?e 19, .@-—1æ&> 260%. ee
int, cac tadode diet ot Mer és un gt de da
AS
En changeant m, p,, Pa, P3,.. Pa S'en m—n", 1—p,, 1 —9»,, 1—P3,...1—2,; pu — S, il suit de ce théorème que, si la somme 1—», lp rep bp, est égale à m—S, la valeur de
l'expression sé — OR
pour u—n>œp—$S +1 surpasse celle de la probabilité que l'événement contraire à Æ arrivera au moins m—» fois dans p épreuves, où p,, p,, Ps» - - + D, Sont les chances de Æ.
En observant que les conditions
se réduisent à Di rPtbt HD =S, n<S—1,
et que l’événement contraire à Æ n'arrive pas moins de p— » fois dans y épreuves, si Æ ne se présente dans ces épreuves plus de n fois, nous arrivons au théorème suivant:
Théorème. «Si les chances de l’événement Æ dans x épreuves consé- «cutives SOnt Pi, Pas Pys -.+ Puy, €t que leur somme est S,, la valeur de l’ex-
«pression 1 At p—n { S\nr1 2(8—n) um [rs =) n
«pour » plus petit que S—1, surpassera toujours celle de la FRObItté que «ÆE n’arrivera dans ces épreuves plus de n fois».
$ 6. Mais la répétition de l’événement Æ ne peut donner lieu qu’à l’un de ces trois cas: ou l’événement reviendra au moins #» fois, ou il ne reviendra pas plus de » fois, on enfin il reviendra plus que n et moins que "” fois.
Donc la probabilité du dernier cas sera déterminée par la différence entre l’unité et la somme des probabilités de deux premiers cas.
Donc, comme conséquence des deux derniers théorèmes, résulte le suivant :
Théorème. «Si les chances de l'événement Æ dans x épreuves consé- «cutives sont p,, D, Ps, ... P,» et que leur somme est S, la probabilité que «le nombre des répétitions de l'événement Æ dans ces x épreuves sera moindre «que # et plus grand que x, surpassera, pour m plus grand que S +1 et «pour » plus petit que S— 1, la valeur de l’expression
en EN
de
Pour déduire de ce théorème la proposition enoncée au commencement de la note, nous remarquons que le rapport du nombre des répétitions de l'événement Æ dans x épreuves au nombre y n’atteint pas les limites
S S — +2 ——2, mn im
si Æ dans ces épreuves arrive moins que S + p2 et plus que S — m2 fois. Mais la probabilité que ceci a lieu, surpassera (d’après le dernier
SES 1 | ; théorème) pour 2 > ré la valeur de l’expression
1 1 (S + az) (lu — S— pe) S u—S \p—S—ps+1 nr” Pnau) 22 be S+ qu Des
ÉEA RE EEE ( u—S \r-St+u/ S pie 2 H u— S+ puz S— pe
qui peut être mise sous la forme
1—9p p+2 p 1--p+7 [TA 3 1 — F = H (3) 22 Vu 1—p—2 22V p —2 nm?
où l’on à fait pour abréger = pet
wo GET er RE en
Les équations (4) nous donneront pour les logarithmes naturels de H, H, les séries suivantes:
rs ES
2 23 #2 ETS 24 AUS VOS 5 AB Re RETARDS) (+ Ù TT (L 5 ed d’où il est clair que Æ, A, ont des valeurs moindres que 1. Il suit de là que l’expression (3) s'approche indéfiniment vers 1 par
l’accroissement de w, de manière qu’on rendra sa différence de 1 bien plus petite que Q, en prenant pour w un nombre quelconque plus grand que
FRE es x lg | 0.2 ee .
log H log H,
Nous sommes donc parvenus à la demonstration rigoureuse de la proposition qui est l’objet de cette note.
INFÉRIEURS À UNE LIMITE DONNÉE
(Mémoires présentés à l’Académie Impériale des sciences de St-Pétersbourg par divers savants, VI, 1851, p. 141—157. Journal de mathématiques pures et appliquées. I série, XVII, 1852, p. 341—865.)
O6 onpeors 1eniu TUCAG NpOoCmuré TUCeA He npebocæoOmuue Oannoti Lbenurun.
(Teopia cpasneniä. C.-ILerep6ypre, 1849, crp. 209—229.)
Sur la fonction qui détermine la totalité des nombres premiers inférieurs à une limite donnée.
$ 1. Legendre, dans sa Théorie des nombres *), propose une formule pour déterminer combien il y à de nombres premiers depuis 1 jusqu’à une limite donnée. Il commence par comparer sa formule avec l’énumération immédiate des nombres premiers faite dans les tables les plus étendues, nommément depuis 10000 jusqu’à 1000000, et l’applique ensuite à la solution de plusieurs questions. Malgré la concordance prononcée de la formule de Legendre avec les tables des nombres premiers, nous nous permettons néanmoins d'élever quelques doutes sur son exactitude, et par conséquent aussi sur les résultats qu'on en à tirés. Nous fondons notre assertion sur un théorème, relatif aux propriétés de la fonction qui détermine combien il y a de nombres premiers inférieurs à une limite donnée, théorème dont on peut déduire plusieurs conséquences curieuses. Nous allons d’abord donner la démonstration du théorème en question, et nous en présenterons ensuite quelques applications.
Ier Théorème.
$ 2. Si l’on représente par 9 (x) la totalité des nombres premiers inférieurs à x, par n un entier quelconque, enfin par o une quantité >> 0, la somme
DRE CEE
Jouira de la propriété de s'approcher d’une limite finie, à mesure que o converge vers zéro.
*) Tome 2, page 65 (Troisième édition).
Démonstration. Commençons par démontrer que la propriété en question à lieu pour les fonctions que l’on obtient par la différentiation successive des trois expressions
ds log p — 2 log (1 —)
Z log O—)+ D
par rapport à po; ici, comme par la suite, la sommation par rapport à » s'étend à tous les entiers depuis »m — 2 jusqu’à m — co, et par rapport à & seulement aux nombres premiers, également depuis u—=2 jusqu'à p = co.
Considérons la première expression. Il est facile de voir que l’on a
et par conséquent
(r+] | (2) ae exz—] æ A mi? pp — l ë
En vertu de cette équation la dérivée d’un ordre quelconque » de
1 1 £ : k GI e ET Lo à rapport à p sera égale à une fraction, dont le dénomina-
= . n+1 : en teur est LL ea dx | et le numerateur une fonction entière des expres-
sions
(= —;2) ec" x da, | (= —:) e* x° log x dx,
re 00 ju 1 1 _—% p 2 1 1 —+ p n (—-5)e x° log sas. | (24 e* x log xdx,
e* a° dx, | e"* af log x dx, ] e"* af log? ædx,... | e* af log” x dx.
Or, une telle fraction, pour n — 0 aussi bien que pour n > 0, s’ap-
Le it
roche d’une limite finie à mesure que o converge vers zéro: car la limite P ;
de l'intégrale re af dx pour p — 0 est 1, et les intégrales
| (= —°) e* a log? x dx... Ï 0 0
C0 00 | e® af log x dx, | ex" log xdx,. | e* af log” x dx 0 0 0 pour o — 0 conservent évidemment des valeurs finies. nd 1 1 re Ainsi, il est certain que la fonction. px mi > aussi bien que ses
dérivées successives, resteront finies à mesure que p convergera vers la limite zéro.
Considérons actuellement la fonction
log e— Zlog (1 — 5)
On sait que re) (mx) (ss) =l+n tas tast+ FM à :
d’où l’on tire
— log (1 — 5) — 108 (15) —108 O3). lg
lb (Tes —_e 2 Step 4e ©)
équation qui, d’après la notation admise plus haut, peut être écrite de cette
| manière
| — > log (1—7)= 108 (+) donc
| log p— ZX log (—)=108 (+de:
| ou bien
| log e — 2 log (= [1+e+ (Da —5)e).
CCE de
Cette équation fait voir que toutes les dérivées de
log pe — Z log (1 —— rs)
suivant @, s’exprimeront au moyen d’un nombre fini de fractions, dont les dénominateurs seront des puissances entières et positives de
ee (Dse)e
3 Fe KT 1 et les numérateurs des fonctions entières de ©, de l’expression dr mr
et de ses dérivées par rapport à 0. Or, de telles fractions s’approcheront
d’une limite finie à mesure que p convergera vers zéro; car l’expression 1 1 1+p+( ù —— — _ o, qui entre dans les dénominateurs de ces fractions, mi? 0
tendra vers la limite 1 à mesure que 9 s’approchera de zéro, et cela parce-
FES Le 1 que la différence > EC nous l’avons démontré plus haut. Quant à ce qui concerne les numérateurs,
id me
, dans cette hypothèse, reste finie comme
UE 4 1 L comme ils ne contiennent la différence > F et ses dérivées que sous
forme entière, et que ces fonctions tendent vers une limite finie quand 9 converge vers zéro, il en sera de même pour ses numérateurs. Il nous reste encore à démontrer que la même propriété à lieu relativement aux dérivées de la fonction 1 Er
_ HP
p, 9, r n'étant par inférieurs à zéro. Mais chaque terme de cette nature, pour des valeurs de p non-inférieures à zéro, a une valeur finie; en effet,
pour p— 0 et p > 0, la fonction sous le signe 2 sera une quantité d’un
PE st ordre supérieur au premier par rapport à rs
un NU
Après nous être convaincu que les dérivées des trois expressions
ds log p— > log (1 — in)
Slg (1) + dr
EE ip ?
pour des valeurs de © convergentes vers zéro, tendent vers des limites finies, nous concluons que la même propriété aura également lieu par rapport à l'expression
a 5 10g(1— Me oelz 5 || evil S _!
log Re a ur DE P: 77 # pl mit? p})?
de" dep" dpn—1
laquelle, après les différentiations effectuées, ce réduira à
D % log" p le A logn—1 m TT \— ut sm MFP
Ce qui vient d’être dit renferme le théorême énoncé plus haut, car il est facile de remarquer que, d’après notre notation, la différence
'logu N logn—1 m dm LP dm Mi+P
est identique avec l’expression
« 1 log" D'homrn)—om—n | es
ou bien, ce qui revient au même, avec
T—= co FE c) | log" x NN! logr-1x æ=2 x=32
Pour le faire voir il n’y a | os observer que le premier terme de cette différence est simplement égal DE 4 parceque le facteur (71) — (x) de Se ar se réduit, par la définition même de la fonction +, à 1 ou à ©
suivant que æ est un nombre premier ou un nombre composé. Quant au
2=0 log#—1x . kv: Le Ro second terme DE FÉR: il se transforme évidemment en . Do pat 2=3
le changement de x en ". De cette manière la proposition que nous avions en vue de démontrer, se trouve complètement établie.
cs QU ue
$ 3. Le théorème dont on vient de donner la démonstration conduit à
plusieurs propriétés curieuses de la fonction qui détermine combien il y a de nombres premiers inférieurs à une limite donnée. Et d’abord observons que
la différence x+1 à Li dx log x?
log x
pour + très grand, est une quantité infiniment petite du premier ordre par
dr ; :
rapport à —-; par conséquent l’expression
æ+1 1 dx log" + \ log æ log æ arte ?
our x très grand, sera de l’ordre 2 + 0 relativement à —: d’après cela, la ) ? x? ;
somme rie x —= co x+-1 + Le dx log" x ém \logzx log æ axl+p 2—=3 x
pour des valeurs de o non-inférieures à zéro, restera finie. Ajoutant cette
somme à l’expression l log" x æl+p ?
s [pa+)—çhx=3
pour laquelle le théorème I-er a lieu, nous concluons que la valeur de x= 00 æ+-1
& dx | log" À Leur nef à is à
V2 zx
restera finie à mesure que P convergera vers la limite zéro. De là on tire
le théorème suivant:
Il-éme Théorème.
La fonction & (x), qui désigne combien il y a de nombres premiers inférieurs à x, satisfera, entre les limites x — 2 et x — co, une infinité de fois aux deux inégalités
FA dx CEA
Ni el œ(x) <| res D 2
zx dx P (æ) sg logæ log? x
quelque petite que soit la valeur de «, supposée positive, et quelque grand que
soû en même temps le nombre n.
RS
Démonstration. Nous nous contenterons de démontrer l’une de ces deux inégalités, parceque l’autre s’établira tout-à-fait de la même manière. Choisissons, par exemple, la suivante:
(1) po<| +
Pour prouver que cette inégalité est satisfaite une infinité de fois, admettons d’abord que le contraire ait lieu, et voyons quelles seront les conséquences de cette hypothèse. Soit «a un entier supérieur à e"et supérieur en même temps au plus grand nombre qui satisfait à l’inégalité (1). Dans cette supposition on aura pour x>a l'inégalité
ze Lee>n
et par conséquent
k d (2) p (x) -| Re Et a Len < 1:
Or, si l’on admettait les inégalités (2), il en résulterait, contrairement à ce qui a été démontré plus haut, que l’expression
æ— © %+1 7 E (x + 1) — P (x) —| 4 RTE,
xz=2 æ
au lieu de converger vers une limite finie pour des valeurs très petites de o, s’approcherait de la limite + co. En effet, nous pouvons considérer cette expression comme la limite de
æ—=s 7 tort + E (+1) — (x) -| a | res
pour $— co. Supposant donc s > a, cette quantité peut être mise sous la forme
X—8 x+1 \! d log" (3) C + #2 E (& + 1) — (x) -| a | LE T—=a+ FA
en faisant pour abréger
x—=a æ+-1 \! d log” => re 1)— 9 (x) — a | eo
EA
et observant que C désignera une quantité finie pour o — 0 et pe > 0. 3*
En QË Le
Or, l'expression (3), en vertu de la formule connue
8 8 2 u,, (0,32 Ce v,) DES u, v +1 mas Va Fr Z Le (ue, et Uy_1) 2 a+4-1 a+-1
et après avoir fait dx
0, = (x) -| log &? PR
log" x xl+p ?
se transformera dans la suivante:
log" a al+p
C— EE 1) e. a |
log" x
log" s s1+?
+ [ren =f à |
D E (x) Al
log" (xæ— 1) {@—1)4+ |?
qui, à son tour, en faisant 0 > 0 et << 1, pourra s’écrire comme il suit:
a+-1 rs+-1 N d log? d | s 2 v 2 — v À dx n : log"? (x — 0) +> E eo [ré Lien (x — 0ÿ2+e x—a+1l 2 —
Si l’on représente par F la somme des deux premiers termes de cette expression, et si l’on observe de plus que le troisième est positif en vertu de la condition (2), on sera en droit de conclure que l'expression précédente a une valeur supérieure à
T—=S z dx : 3 log" Re “ + | g mi 1 : Fu RUE 5 | . Fe, ns
Les mêmes conditions (2) font voir que dans cette expression la fonction
sous le signe Z conservera une valeur positive entre les limites. En outre, ñn
on aura entre les limites de la sommation 1°) 1 + p— Mare A ei ee = 1 ar b> 0, > al; 0 < 1; 29 p (x) . pra Med: car
nn EE:
| (æ) AS > log" æ
en vertu de la première des inégalités (2), et en
si sie cd
CR — Ntrornik 7
re D ax & œ ñn vertu de la seconde la dérivée de logn 2° égale à et à (1 — 2), est a (x — 0)
og"? (x — 6)"
L - LA ax positive, ce qui donne Lx > ; surpasse la somme
Donc l’expression précédente
a (x — 6) n \ log" (x — 6) re log" me)
z=a+1l qui, après les réductions, devient x —S n 1 :
En) ee z=4a+1
or, cette dernière expression est évidemment supérieure à celle-ci
T—S 1 le) Dar x—=a+-1 laquelle, pour s — co, se réduit à æ—= 1 n à SR LES F+a(i—;f) pas æxl+??
x=a+1 ou à co e—az Hoeteee 15 [ e—2 xp dx
Il est facile de faire voir que la quantité à laquelle nous sommes parvenus converge vers la limite + co pour p—0. En effet, on a d’abord
co
| y dt = + oo, J e* dx—1, de plus & et 1 — de sont toutes deux
des quantités positives, la première par hypothèse, et la seconde en vertu de la dernière inégalité (2).
Nous étant assurés de cette manière que, dans l'hypothèse admise, non seulement la somme
Z— oo ‘ 4-1 d log"
mais aussi une quantité plus petite qu’elle se réduit à + co, nous sommes en droit de conclure que l’hypothèse en question est inadmissible, d’où dé-
coule de suite la légitimité du théorême II.
se JU
$ 4. Il sera facile actuellement, en vertu de la proposition précédente, de démontrer le théorème qui suit:
Ill-éme Théorème.
L'expression — log +, pour & — co, ne peut avoir une limite différente de — 1.
Démonstration. Soit L la limite de la différence RES — log æ pour
æ — ©o. Dans cette hypothése on pourra toujours trouver un nombre N tellement grand que pour x > AN la valeur de a — log æ sera comprise
entre les limites L— € et L+e, & étant aussi petite qu’on voudra. Ainsi, pour de semblables valeurs de x, et lorsque e > 0, on aura
(4) — log x > L— ns D EL +- €.
? re (x)
Mais, en vertu du théorème précédent, les inégalités
> [ii nes roc fe eï æ
sont satisfaites par une infinité de valeurs de x, et par conséquent aussi par des valeurs de + supérieures à N, pour lesquelles les inégalités (4) ont lieu. Or, ces inégalités, combinées avec celles que nous venons d'écrire, conduisent à
3 — log x > L—e, = — log x < L+e:; dx ax dx CH logæ log? x logæ * logf a 2 2 d’où l’on tire dx ax : æ— (log æ— 1) . log x — #3) L+1< = HE, dx ax log æ log" x zx dx ax x — (log x — 1) (| Er :) L+1> = — 6.
dx ge ax log æ log" æ
SÉS:| oo
On voit par ces inégalités que la valeur numérique de L+ 1 ne surpasse pas celle de l’une des expressions qui en forment les seconds membres. De plus « peut devenir aussi petite qu’on voudra dans l'hypothèse de N très grand, et on peut en dire autant de chacune des quantités
x d x — (log x — 1) ( Fr)
zx 2 dx __ ax log æ F log" x
car, pour æ — co, on trouve par les principes du calcul différentiel que leur limite commune est zéro.
Nous étant ainsi convaincus que les limites
< dx ax x — (log z— 1) (| log x 4: log” :)
= Æ €, de. ax log x + log x de la valeur numérique de Z+1 peuvent être diminuées à volonté, nous sommes en droit de conclure que Z + 1 — 0, et par conséquent L = — 1, ce
qu'il s'agissait de démontrer.
Ce que nous venons de prouver relativement à la limite de la valeur
x z de 5@ 108 æ, pour æ = co, ne s'accorde pas avec une formule donnée par Legendre pour déterminer approximativement combien il y a de nombres
P premiers inférieurs à une limite donnée. D’après lui la fonction © (x), pour
æ très grand, est exprimée avec une approximation suffisante par la formule
HA PO ox —ross66
Fe. 2 (x)
qui donne pour la limite de — log x le nombre — 1,08366 au lieu de — 1.
$ 5. En partant du théorême IT on peut déterminer la limite supérieure du dégre de précision avec lequel la fonction, désignée par © (x), peut être remplacée par toute autre fonction donnée f{x). Dans ce qui va suivre nous comparerons la difference f(x) — 9 (x) avec les expressions É æ 2 logæ? logx' logs x?°
IV-éme Théorème
ee (re) —] 2),
pour & — oc, à pour limite une quantité finie ou infinie, la HAS f(x) ne peut représenter @(x) exactement en quantités de lordre x PE = inclusivement.
Quand l'expression
Démonstration. Soit Z la limite vers laquelle converge l’expression
ee (en —[#)
à mesure que æ s'approche de l'infini. Comme Z, par hypothèse, est différente de zéro, elle ne pourra être égale qu’à une quantité positive ou négative.
Supposons la positive; notre raisonnement s’appliquera sans difficulté au cas de ZL < 0.
Si la limite Z de l’expression que nous considérons, pour æ — co, est supérieure à Zéro, nous pourrons trouver un nombre N assez grand et tel que, pour æ > N, la valeur de l'expression
me (ro | je.)
reste constamment supérieure à une certaine quantité positive L.
Nous aurons donc pour æ > N
og" x æ \ (5) e (re) —[#)> 7
Se ; pe
; Re : ( 1 Mais, en vertu du théorème IT, quelque petit que soit «= +, nous aurons pour un nombre infini de valeurs de x l'inégalité
(6) p (x) <[ + log æ + æ?
qui donne
perf ré < F9 0 +
= —; On trouve
en la multipliant pa F
log" x T
ee of ré | <2EE( re 00] +
ou bien, en vertu de l’négalité (5),
LEE f(x) — po] > +.
Or, cette inégalité ayant lieu en même temps que celles marquées par les numéros (5) et (6) pour une infinité de valeurs de x prouve, à cause de
: > 0, que la limite de LEE [f(a) — & @)],
pour æ = co, ne peut pas être égale à zéro. Si donc cette limite est différente de zéro, la différence f(x) — 9 @) d’après la convention établie plus
haut, est une quantité de l'ordre x = où d’un ordre inférieur; par consé-
quent f(x) diffère de (x) d’une D: de l’ordre Te ou bien d’un ordre inférieur, ce qu’il s'agissait de démontrer.
En nous basant sur ce théorême, nous pouvons faire voir que la formule Ha log æ — 1,0836
log? æ æ LE dx æ log x — 1,08366 log æ }?
quand æ — co, est égale à 0,08366, ne peut tn p (x) avec un degré
de Legendre
g» Pour laquelle la limite de l'expression
de précision allant jusqu'aux quantités de l'ordre Lez inclusivement.
On trouve avec la même facilité les valeurs des constantes À et B telles
EN | CP
. HA . , ne , que la fonction Alex 5 Puisse représenter o (x) avec une précision poussée
SW à HA . Q A] F £ A # LA aux quantités de l’ordre mn inclusivement. En vertu du théorême précé-
dent de telles valeurs de À et B doivent satisfaire à l’équation
FA : log? æ æ dx me lim. ] x Gr fi) DE 2 æ=0
Le dévelloppement de
a EE te do A log xz+B pas
ai t De plus, intégrant [ He par parties, on trouve
x FA dx æ æ dx | ogz — logæ ‘ logx >| loge + C- 2 2
En vertu de ce qui vient d’être trouvé l’équation précédente se réduit à
PR SR CR A Ce lin log?x | À logæx A? log’æ A3 logÿx Ve
x our NiMe e f: &æ__h + Res log æ log? x 2 l0g3 x | x ou bien 1 B B? 1 és (x—1) log a — (5 +1) + À pes — :
, log?æxfr dx log x Pet æ RÉ œ = ©
Or, si l’on observe que tous les termes à partir du troisième convergent vers zéro pour des valeurs croissantes de x, on verra immédiatement qu’on
ne peut satisfaire à l'équation précédente qu’en faisant : — 1 —=0, F+1=0. D'où 4=1, B=—1.
Aïnsi, de toutes les fonctions de la forme ©
tiger 4)
og æ—]1 peut exprimer œ(x) avec une précision poussée aux quantités de l’ordre
FA
ES inclusivement.
$ 6. Démontrons actuellement un théorème concernant le choix de la fonction qui détermine, avec un degré de précision requis, la fonction que nous avons représentée par (x).
FPT OT TR TT ES VE SPatoish
Do RD
V-éme Théorème
Si la fonction @(x) qui désigne combien à y a de nombres premiers
inférieurs à x, peut être représentée algébriquement avec une précision Lé e + HH . L .
poussée aux quantités de l’ordre oz inclusivement au moyen des fonctions æ, log x, e”, alors elle s’exprimera par la formule æ 1.x 1.2.x 1.2.3...(n—1)x
logæ t jogx * logsæ * : LE log" æ
Démonstration. Soit f(x) la fonction qui, contenant sous forme algébrique +, logæ, e”, exprime o(x) exactement jusqu'aux quantités de l’ordre
HA ° LS Ju , .
er inclusivement; l'expression
log" æ [F6 — œ _ 1.æ 1.2.æ — fn ne] æ log x log? æ logÿ æ er log" æ
pour des valeurs croissantes de x, devra converger soit vers zéro, soit vers une limite finie ou infiniment grande. En effet, s’il n’en était pas ainsi, la première dérivée de cette expression changerait de signe une infinité de fois pour des valeurs de x croissantes jusqu’à + co, ce qui ne peut arriver, Comme il est facile de s’en assurer, avec une fonction algébrique de x, log x, e” *).
Ainsi, on aura nécessairement pour f(x)
(7) lim. { EE (f(2) — æ 1 1.2% — = L.
logæ logx logæ ‘‘’ log" x
*) Il est très facile de s’assurer qu’une fonction algébrique de æ, log æ, eŸ cesse de changer de signe pour une valeur de x surpassant une certaine limite. Si la fonction dont il s’agit est entière, alors son signe dépendra d’un terme de la forme Kx”. log" æ.eM"/"%, pour des valeurs de æ plus ou moins considérables, ce terme ne changeant pas de signe pour æ > 1. Pour toute autre fonction algébrique de x, log x, e®, que nous représenterons par y, on démontrera la même proposition de la manière suivante: observons d’abord que la fonction y sera la racine de l’équation YU YU Ye 1 Y Um = 0, Moy Us Use» Um —15 Um étant des fonctions entières de x, log x, eŸ; si l’on représente par v la fonction qui résulte de l'élimination de y entre l'équation précédente et sa dérivée, alors les fonctions w,, 4 et v, comme entières, finiront par ne plus se réduire à zéro ou à changer de signe pour des valeurs de æ surpassant une certaine limite; il arrivera donc que y conservera également son signe, car, pour des valeurs de x qui ne réduisent pas v à zéro, l'équation u, y", M1 +... + Up 1 Y + Um— 0 ne peut avoir de racines égales, et quand les racines sont inégales, le signe de l’une d’elles ne peut changer qu’en supposant que le signe de w, ouum, change. — Cette propriété peut être étendue à beaucoup d’autres fonctions, pour lesquelles, par cette raison, le théorème V ainsi que les conséquences qui s’en déduisent, auront également lieu.
sé
Mais, d’un autre côté, il est facile de s’assurer que
FA ‘ log" x æ 1.æ Lx 1.2.. (n—1)x _dx _ ir.
lim. | æ nie Lun log" x log x —0; 2 æ—00
cette équation ajoutée à la précédente donne
lim. E : (r (&) — -[ =) | = L.
Or, comme par hypothèse f(x) représente p(x) exactement jusqu'aux
quantités de l’ordre are inclusivement, et que d’après le théorême IV cela
ne peut avoir lieu, si la limite de
SE )
pour æ— co, n’est pas zéro, on aura L — 0; cela posé, l’équation (7), pour L = 0, se réduit à
log" x x 1.æ 1.2.> mue || 4 4 lim. | x LA) EE — ne — je —— log" x J ie"
ce qui prouve que la fonction
æ 1.æ 1.2 A 12.8...(m— 1x log æ log? x " logë x re log" x ne différe pas de f(x) de quantités de l’ordre ==; et d'ordres inférieurs, et
que par conséquent elle peut, aussi bien que f " représenter œ(x) avec une précision poussée jusqu'aux quantités de l'ordre = un = inclusivement, ce qu’il s'agissait de démontrer.
D’aprês le théoréme que nous venons d'établir, nous concluons que si la fonction ® (x), qui représente combien il y a de nombres premiers inférieurs à æ, peut être ee algébriquement au moyen de #, logæ, e* jusqu'aux
æ æ ee æ? log? x? log
quantités des ordres =»... inclusivement, elle devra s’ex-
primer par œ æ el 1.æ æ Ke 1.æ 1:22 log æ? log x log*x? logæ log? x log3 x?° ‘ ?
De plus, comme ces sommes ne sont autre chose que les valeurs successives de
æ # Re x? log? x? log x?
l’integrale oussées aux quantités des ordres g (og æ P q
AE | ee nous sommes en droit de conclure que dans toutes ces hypothèses l’intégrale
I E exprimera @ (x) avec exactitude jusqu'aux quantités de l’ordre pour
lequel elle peut encore s’exprimer algébriquement au moyen de x, log x, e*. Il est facile de se convaincre par les tables des nombres premiers que
L.4 à d 5 Q FL
l'intégrale I M YT pour + très grand, exprime avec assez de précision combien
il y a de nombres premiers inférieurs à æ. Mais ces tables sont trop peu
à Re Ph d étendues pour pouvoir décider de la supériorité de la formule fé sur la
log æ ou sur toute autre analogue. Dans les
formule de Legendre log & — 1,08566
z bu . dx æ p4 limites de ces tables les deux fnetions| log = À io à — 106666 différent peu
log æ — 1,08366 log x?
F1 . + re£ æ dx .
entr’elles; mais leur différence —| ayant un minimum
pour z—e — 1247689, croitra constamment jusqu’à l’infini après
cette valeur, et déjà pour x >> 10000000, aura une valeur considérable. C’est pour des nombres de cette grandeur que l’avantage de l’une des deux formules
dx æ - - FE I Log # log #— 1106666 devra se manifester. Mais pour effectuer cette véri-
fication il faudrait avoir des tables de nombres premiers beaucoup plus étendues que celle que l’on possède.
log æ
nous serons obligés de changer toutes les formules auxquelles Legendre est
$ 7. En adoptant intégrale | pour la valeur approchée de (x)
1 log æ — 1,08366 ? a seront pas plus compliquées que les siennes, et auront sur elles l'avantage d’être plus approchées d’après les théorèmes qui ont été demontrés plus haut.
parvenu en partant de l’hypothsée (x) — formules ne
Appliquons notre formule à la détermination de la somme des deux séries
pour X très grand.
Pour déterminer la somme de la première de ces deux séries, nous observerons que, d’après la notation admise plus haut, l’on à
Fe à 1 à. MR 1 _N'yp(c—+l)—œ(x) rss. +z= > S ; æ=3
car, o(x) représentant la totalité des nombres premiers inférieurs à +, la différence ® (x + 1) — (x) se réduira à zéro toutes les fois que x sera un nombre composé, et à 1, quand x sera premier.
Supposons ZX très grand, et désignons par À un nombre inférieur à X, mais assez grand cependant pour que la fonction @(x), entre les limites æ—ù etr—X, puisse être représentée avec une exactitude suffisante par l’in-
tra _— Dans cette hypothèse l’équation précédente pourra s’écrire
de cette manière:
æ—=À1—1 æ—X 1 | ARS © IN p&+rl)—p(2 p (+1) — (x) s+stptetys D é + É :
2 —ù es dx Remplaçant dans la dernière somme (x) par [re on aura
dx x : æ—1—1 @) n=X | log x 1 1 Nom rl)—o(x æ FRS PEUT OUR dr kb; Fe HI —.
Or, l'intégrale | 5=— peut être représentée par ;
avec exactitude
log æ
jusqu'aux quantités de l'ordre = —; de plus, la somme is a z peut être
emplacée par l'intégrale | © le même degré de précisi remplacée par l'intégrale | = avec le même degré de précision. + Sous ces conditions l’équation précédente deviendra
2 3 5 æ æ log x ?
z—À1—1 z 1 1 À. ES à à p(& + 1)— (x) dx Ts FiManRenr. + | ———
ou bien, effectuant l’intégration,
1 1) Ds ete + =>: ter =L® to log À +- log log X
#45: ji NS Pare
ET Le,
Enfin, si l’on remplace par C' la quantité
z—=À1— D Er) . log log À, æ=2 indépendante de #, on trouvera (8) +ste+.. += 0+loglog X.
Lorsque l’on aura déterminé la valeur de la constante ©, cette équation pourra servir à trouver par approximation la somme de la série
1 h à 1 en RTE T APS
quand X sera très grand.
La formule que nous venons de trouver est plus simple que celle de Legendre, d'aprés laquelle on a
Less t...+Z— log (log X—0,08366) + C.
Passons maintenant à la détermination du produit
Prenant le logarithme des deux membres de cette équation, on aura la formule
log P=log(1—+)+ 108 (1 —+)+ 1081 —+)+. $ + log (1 — x)
qui peut encore s’écrire de la manière suivante:
108 P=—(5+5+r +. : + 23)+ 3 + log(1 —+)+
5 +log(1—+)+ ++ lo(1 —5)+. : +3 +log(1 — >)
Observons actuellement que la série finie 1 1 1 1 1 1 1 1 aux quantités de l’ordre Z près, peut être remplacée par la série infinie
+ log(1—5)+ ++ lo8(1—+)+ ++ og(1 —5)+. ..
Or, la différence entre ces deux séries est évidemment inférieure à la somme
(gl) pos (i hs)
CRUE ? On
qui, elle même, est inférieure à l’intégrale
ES (1—{)}dr— 1+(X—1) log (1 — +);
de plus, comme la valeur de 1 + (X — 1) log (1 — +) pour X très grand,
est une quantité infiniment petite du premier ordre par rapport à _ nous en concluons que la substitution qui vient d’être indiquée est permise. D’après ce qui vient d’être dit, si l’on représente par C” la somme de la série infinie 1 1 1 1 1 1 3 +log(1 —5)+ 5 los (1 —5)+ 7 + log (1 —5)+. “il la valeur de log P s’exprimera, aux quantités de l’ordre de _ près, par la
formule 1 1 1
Log P=— (5 +++. k +)+ 0" Substituant pour 1 1 1 D'S ANT DE Te . ls :
la valeur (8) trouvée plus haut, on obtiendra
log P=— —C— log log X + C”,
d’où C'—C
€ Fe log X *
Enfin, faisant pour abréger e0—C— C,, et remplaçant P par le produit
(a CEX A Ke PA Um En) 5) 5) (3)
Legendre a trouvé, pour la valeur du même produit, la formule suivante:
(1 Va 5) (1 +) (1 {+} (1 —5)=5% Ro
nous aurons
LES NOMBRES PREMIERS
(Mémoires présentés à l’Académie Impériale des sciences de St-Pétersbourg par divers savants, VIT, 1854, p. 17—33. Journal de mathématiques pures et appliquées. I série, XVII, 1852, p. 366—390.)
Van ANR L' Tate D
Fe sème ATEN
Mémoire sur les nombres premiers.
$ 1. Toutes les questions qui dépendent de la loi de répartition des nombres premiers dans la série
246 40 6,7, 8 9, 10, 11, 19, ete.
présentent en général de grandes difficultés. Ce qu’on parvient à conclure d’après les tables des nombres premiers avec une probabilité très grande, reste le plus souvent sans démonstration rigoureuse. — Par exemple, les tables des nombres premiers nous portent à croire qu’à partir de a > 3, …1l y à toujours un nombre premier plus grand que « et plus petit que 2a—2 (ce qui est le postulatum connu de M. Bertrand *)); mais jusqu’à présent la démonstration de cette proposition a manqué pour des valeurs de &, qui surpassent la limite de nos tables. La difficulté devient encore plus grande, quand on se donne des limites plus étroites, ou qu’on demande à assigner la limite de a au-dessus de laquelle la série
contient au moins deux, trois, quatre, etc. nombres premiers. Il y à une autre espèce de questions très difficiles qui dépendent aussi de la loi de répartition des nombres premiers dans la série
H2:8,# 0, .6,:74:8 9:10 11, etc.
et dont la résolution est très nécessaire. Ce sont les questions sur la valeur numérique des séries, dont les termes sont des fonctions des nombres premiers
nine Dit: RE, 19, 17, Gt6.
*) Journal de l’école polytechnique, cahier XXX. 4*
BR Euler à prouvé que la série
mg gta tn he + etc.
24 " ga 74" 118 * 134 devient divergente pour les mêmes valeurs de a que celles qui rendent di-
vergente la série
nef : sr IFR: etc.,
ga Fa ya Fa F ça Ÿ ga
savoir, pour 4 < 1. Mais pour certaines formes du terme #, la convergence de la série
Un + Us + Us Us + Us + Us + etc.
n’est plus une condition nécessaire pour que la série Us + Un Us + Un + Un + Us + CC.
conserve une valeur finie. Tel est, par exemple, le cas de u, — DT En
effet, la valeur de la série
1 | 1 1 2log2 303 * Bl0gS ‘ 7log 7
+ etc.,
comme il sera prouvé plus tard, ne surpasse pas 1,73, tandis que la série
1 1 1 1 1 aire Ses ils tige tete #1 OC:
est divergente. Quel est donc le criterium de la convergence des séries qui ne sont composées que de termes aux indices premiers 2, 3, 5, 7, 11, etc.? Et, dans le cas de leur convergence, comment assigner le degré d’approximation de leurs valeurs, calculées d’après leurs premiers termes? La résolution de ces questions par rapport aux séries de la forme
Us + Us + Us + Ug + Un + Us + OC.
est très intéressante, car on les rencontre dans certaines recherches sur les nombres.
Ce mémoire contient larésolution des questions citées. J’y parviens en traitant la fonction qui désigne la somme des logarithmes des nombres premiers au dessous d’une limite donnée. D’après une équation que cette fonction vérifie, on peut assigner deux limites entre lesquelles tombe la valeur de cette somme. Parmi les différentes conclusions que nous en tirons, nous parvenons à assigner des limites entre lesquelles on trouve toujours au moins un nombre premier, ce qui nous conduit très simplement à prou-
ver le postulatum cité de M. Bertrand. — Quant à l’évaluation des séries de la forme U, + Us + Us + Un + Un + EC.
nous trouvons le criterium pour juger si elles sont convergentes ou divergentes, et dans le premier cas nous donnons la méthode pour calculer, avec un certain degré d’approximation, la différence de la valeur de ces séries avec la somme de leurs premiers termes. Nous donnons aussi une formule pour calculer, par approximation, combien il y a de nombres premiers qui ne surpassent pas une valeur donnée, et nous assignons la limite de l’erreur de cette formule, ce qu’on ne pouvait faire jusqu’à présent. Dans un mémoire que j'ai eu l’honneur de présenter à l’Académie de St.-Pétersbourg, l’an 1848, j'ai prouvé que, si on rejette, dans l’expression de la totalité des nombres premiers qui ne surpassent pas x, tous les termes qui sont zéro par rapport à
HA x x t log x? log?æx? log5 x? AE : : RAT nn quand on fait x — co, cette expression se réduit à | og æ? Mais pour les va-
leurs finies de æ on se trouve dans l'incertitude sur la valeur des termes
qu’on rejette. Quant à la formule de Legendre, son degré d’approximation n’est connu que dans les limites des tables des nombres premiers dont on se sert pour la vérifier.
$ 2. Convenons de désigner en général par @(2) la somme des logarithmes (hyperboliques) de tous les nombres premiers qui ne surpassent pas z. Cette fonction devient égale à zéro dans le cas où z est inférieur au plus petit des nombres premiers, savoir à 2. Il n’est pas difficile de s’assurer que cette fonction vérifie l’équation suivante *)
0 (x) +0 GT + 0 Gr a Gr + etc.
+ 0($) + o(EŸ + o(sŸ + o(sÿ + etc.
2 2 2 + a(2) (5) + 0(2) +0 (5 etc. à = log 1.2.3...[x],
+ o(?) + 0 (2 + 4 (2) + 0 (£) + etc.
RU RU TN TR M OR TRE Ex er EME TA Tera à à Léne. te: 5 D 5:26 €
m m *) Nous ecrirons pour abréger o(£) au lieu de 0 [(£) + ( n
EE 2e
où nous employons [x] pour désigner le plus grand nombre entier contenu dans la valeur de x. Les séries que cette équation contient sont prolongées jusqu'aux termes qui deviennent zéro.
Pour vérifier cette équation, nous remarquons que ses deux membres sont composés des termes de la forme X log a, où a est un nombre premier et À un entier déterminé. Dans le premier membre, Æ sera égal au nombre des termes dans les séries
æ œ, Do. dr ge OC 1 + dise val 2 HA HA | H 4 (x) ) (5), (5F, (2), etc.
à L # E dl \!£ æ \: E (1) (x)”, (5), ($ jé (2), etc.
CS SRE VE TOR TOR CAS Ve PET PO TES PS DT 2
qui ne sont pas plus petits que a; car en général la valeur de 4(z2) ne contient le terme log a que dans le cas où z7 a. Quant au coefficient de log a dans le second membre, il est égal à la plus haute puissance de a, qui divise 1.2.3...[x]. Or, il se trouve que cette puissance est aussi égale au nombre des termes des séries (1) qui ne sont pas plus petits que a; car le nombre des termes de la série
x TX tn %, FAT SUR etc.
qui ne sont pas plus petits que a, est égal à celui des termes de la série qui sont divisibles par a.
Le même rapport existe entre le nombre des termes de cette série divisibles par a?, a”, a“, etc. et le nombre des termes des séries
qui ne sont pas plus petits que a.
| es
Donc, les deux membres de notre équation sont composés des mêmes termes, ce qui prouve son identité.
L’équation que nous venons de démontrer peut être présentée sous cette forme
(2) do + p(e)+ vs) pt) +. Con TE ER
en faisant pour abréger
(3) O(e) + O (GT + 0 (85 + or + .….=vŸ() Merde. mere lt.
En passant à l’application de ces formules, nous remarquerons que, d’après ce que nous avons dit par rapport à la valeur de (2) quand z est inférieur à 2, la fonction d(2) devient zéro quand on fait z < 2, et par conséquent l’équation (2) ne présentera aucune exception dans les limites 4=0, 4=—2, si on prend zéro pour la valeur de T'(x) quand x est inférieur à 2.
$ 3. D’après cette équation, il n’est pas difficile de trouver plusieurs inégalités que la fonction 4 (x) vérifie. Celles dont nous nous servirons dans ce mémoire sont les suivantes:
no) 4) ave) <T@+1(%)—1(5)-7($)-7().
Pour prouver ces inégalités, nous cherchons d’après (2) la valeur de
ne (5) -1(5)-1(5)- 1(é)
ce qui nous conduit à cette équation
SH) 5) fereer(s)-1)-1()-1() HS) (5) ete ES) 5) es) et
Sa RS. ni
dont le premier membre se réduit à
A+ A 4(E)+A40(S)+ 4 v(E). +4,45) etc.,
À, À, A3, À,,...2,, etc. étant des coefficients numériques. Or, en examinant la valeur de ces coefficients, il n’est pas difficile de s’assurer qu’en général
A,=1,sin—30m+ 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,
A,= 0, sin = 30m + 2, 3, 4, 5, 8, 9, 14, 16, 21, 29, 25, 26, 27, 28, A,=—1,sin— 30m +6, 10, 12, 15, 18, 20, 24,
— 1,sin— 30m + 30.
En effet, dans le premier cas, n n’étant divisible par aucun des nombres 2, 3, 5, on ne trouve le terme Ÿ (£) que dans la première ligne de l’équation (4). Dans le second cas, n est divisible par un des nombres 2, 3, 5;
done, outre le terme Ÿ (2) de la première ligne, l’une des trois dernières contiendra — (#), et, après la réduction, on trouvera 0 pour coefficient
de Ÿ (&). Dans le troisième cas, » est divisible par deux des nombres 2, 3, ». Donc, les trois dernières lignes de l’équation (4) contiendront deux termes égaux à — (&), et comme la première ligne contient Ÿ (£), pris positivement, il ne reste dans le résultat que — (&). On arrive à la mème conclusion dans le dernier cas, où # est divisible par 30; car alors le terme d (+) se rencontre dans toutes les cinq lignes: deux fois avec le signe +et trois fois avec le signe —.
Donc, pour
nous trouvons
AT 0, 000 E LOGE L LEE OCT LA PARU Re PO DR M 0 Poe D ft à ei UE COR à
ce qui prouve que l’équation (4) se réduit à
bo) 48) 45) 46) ce = re 1(a)1(3)1(E)7(6)
où tous les termes du premier membre ont pour coefficient 1, alternativement avec le signe + et —. De plus, comme d’après la nature de la fonction Ÿ (x), la série
do —4(e) 2 4(5) 4) 4(5)4(R)+ ee est décroissante, sa valeur sera comprise entre les limites d(x) et Ÿ (x) — Ÿ (&): Donc, d’après l’équation précédente, on aura nécessairement oz Ta +75) T7) 7(5)-T(S).
te 4e) sr re) —7(5)7(s) —7(s)
$ 4. Examinons maintenant la fonction (x) qui entre dans ces formules. D’après (3), et en dénotant par a le plus grand nombre entier contenu dans la valeur de %, que nous ne supposons pas inférieure à 1, nous avons
aile L.2:980.:. &, ou, ce qui revient au même, T(x) = log 1.2 3...a(a+1)— log (a+ 1).
Or, on sait que log 1.2.3...a< log V2r + a log a—a+ + log a+ log 1.2.3..a(a+1) > log V9r + (a+-1) log (a+-1)—(a+-1)+ 5 log (a+-1);
donc
T(x) < log V2r + a log a—a+ log a + _
T(æ) > log V2x + (a +- 1) log (a + 1) — (a +- 1)—5 log (a + 1),
ET es
T(x) < log V 27 + x log g—a+ logz+,
T(x) > log V27 + x log g—a—+ log æ;
car a étant le plus grand nombre entier contenu dans la valeur de +, que nous ne supposons pas inférieure à 1, nous trouvons
a<x<a+l, a7l, ce qui entraîne évidemment les conditions
1 Es 1 1 & log x — x + log ré sa loga-ar loga-.,
æ log g—z— log æ Z(a + 1) log (a+ 1) —(a + 1) — - log (a +- 1). Les inégalités, que nous venons de prouver par rapport à T(x), nous donnent
T(a)+ T(S s)<2 log V 27 + i+i x log &æ — x log 3050 — LP æ
+ log x — = log 30, T rl y 31 m S1 | 1] (x)+- ()72108 2r+ 521082—x log 30%—, x—logx+ log 30,
Lol (5) + T5) + TE) < 3 108 V9r + 5 + 5 À œ log x — œ log 25 35 55— + À log &— + log 30,
TS) -T(S)- T(E)>8108 V2r+ 5 at logx- x log 25 36 55 PE Sogz+ + log 30.
Combinant ces inégalités par voie de soustraction; savoir: la première avec la dernière, la seconde avec la troisième, nous trouverons
re (x)-r($)-7 (5) ()eete + Slogæ— 5 log 1800r+ À, 2 08 K5
TQ+T(S)-T()-T(É)-1()> x log — : 10g x+- 5 log © — _
se DO == ce que nous écrirons sous la forme
To) + T(%)—T(5)—T() —1() < 4e + 5082 — ; log 18007 +
T'(x) ner) —T(i) —T1(?) Fe A%—° log x + : log = — =,
en faisant pour abréger : 5 - (5) A — log?
ent +
D D 44 PAT SPAS
L'analyse que nous avons employée pour démontrer ces inégalités suppose æ 7 80; car, en traitant T'(x), nous avons pris 47 1, puis nous avons remplacé x par
RP AT dt
AGE LIRE | 30° Mais il n’est pas difficile de s’assurer qu’on aura des formules applicables à toutes les valeurs de x plus grandes que 1, si l’on remplace les inégalités
précédentes par celles-ci, plus simples:
Tea T($)—T(£)— T(S)— T(E) < 40 + 5 log +, T(æ) +- T(<) : T(£) . T($)— T(£.) > Az — : log æ— 1
car, en examinant ces inégalités pour les valeurs de x prises dans les limites 1 et 30, on reconnaîtra très aisément qu’elles ne présentent aucune exception.
$ 5. En combinant ces inégalités avec celles que nous avons déduites plus haut par rapport à Ÿ (x) ($ 3), nous parvenons à ces deux formules
(x) > A4z— Ÿ log æ— 1, pa)—v($ )< 46++ log +,
dont la première nous donne une valeur qui reste inférieure à d (x). Quant à la seconde, elle nous servira pour assigner l’autre limite de Ÿ (x). Pour y parvenir, nous remarquons que
fa CPE PES log x
est une fonction qui vérifie l'équation
f@—1($)= Az + À x 108 %.
US EC
Or, cette équation, retranchée de l’inégalité
po) —4(< )< Az + À x log +,
donne
D) —p(S)—f@ + ff) <0
ou bien, ce qui revient au même, Def <p()—f($).
= . æ æ “y En changeant successivement dans cette formule x en Do Go--gmr NOUS trouverons
pa) — Fa) < pe) — (6) < p(ér)— (6). <a) (or).
S1 nous supposons actuellement que "” Sat le plus grand nombre pe qui
tombera entre 1 et + et en 6?
on reconnaîtra que (2) — 0, et que — f(2) reste au-dessous de 1. Donc Ÿ (5) “ou à (5) < 1, et d’après les inégalités précédentes
GmH-1
vérifie la condition + Em > 5 1, la quantité ani
examinant la valeur que prend (2) — f(z) dans les limites z — v ASS
dx) — f(x) < 1.
Enfin, en substituant pour f(x) sa valeur, nous aurons (a) < + Ati - a log x + — 3 log x + 1.
D’après les formules que nous venons de trouver, il ne sera pas difficile d’assigner deux limites entre lesquelles tombe la valeur de 9(x), c’est à dire la somme des logarithmes de tous les nombres premiers qui ne surpassent pas x.
En effet, d’après (3) nous trouvons
d (x) — da — 0(%) + Oo + 0 (&ÿ +- etc., D(&)— 2ÿ (@f = 0 (a) — [0 (aÿ — 0 (@i] — [O( — 0] — ete, ce qui prouve que
(6) D@EV@)— VE, 0@T (x) — 24 (ah,
ET
car les termes
L Li EL Ls LR Le O(x}3, O(x)5,..., O(x)}2 — 0 (x)5, O(x)t — 0 (x)5,.… sont évidemment positifs ou zéro.
Mais nous venons de trouver
ÿ() <+ À Az + —— log 2 + > + log &+ 1,
rt 6 (a) > 47 — À log x — 1.
ce qui donne
æ 5 16 16 log 6 6
l0g* x + — log x + 1,
et par conséquent
De) — 4 (0e < £ $ 4x — A +
Tige 18° T+— + log & + 2,
D) — 2% (07 > 45 — "2 4as — rt Pers 1007 3 — À log x — 8. Donc d’après (6)
log? x + — + log & + 2
|” (ris oo + TT
ou > 4—° st log? x —" log x — 3
AR Ted 6 Ainsi nous arrivons à la conséquence que la somme des logarithmes de tous les nombres premiers, qui ne surpassent pas x, est comprise dans les limites
6 = 5 3 5 En rasé 2 + siite Ha gs At — Ax Lt + log x +2,
Az — 2 4 — log? æ — À log x — 8.
ete TL 6
$ 6. Voyons maintenant ce qu’on peut tirer de ces formules sur la totalité des nombres premiers compris dans des limites données. Soit Z et L les deux limites en question, et supposons qu’il y ait »# nombres premiers plus grands que / et ne surpassant pas L: la somme des logarithmes de ces
Se" THE
nombres sera comprise dans les limites » log /, m log Z. Donc, d’après la notation que nous employons, on aura
O(L)— 0) > m log !,
O(L)— 0 (1) Lm log Z, et par conséquent
0(L)— 8 () m < STE m> logL ‘
Mais, d’après (7), nous trouvons que la valeur 9 (L) — 4(1) est inférieure à 1 1
ALI) ALP} (2logtL-Hlog%l)-+F (2108 L+ 3logl)-+5,
et surpasse
6 M CN 5 5 A (Le l}-A(SLA — (2 }-5r 008" Z + 2log)— {3108 L+ 2logl)—5.
Donc 6 L' 12 Aafi-1)-4(n-À8)+ ET PT À attns Minas À 5 {9 log L + 3 log D) + +5 M < log ! ; , 1to 4 A(z-; — ARE) EE Qoe La 2logt D — À log L 4-2 log D —5 5 5 8 log 6 4 , m> log L
Ainsi, nous trouvons deux limites entre lesquelles tombe la quantité », qui désigne combien il y a de nombres premiers plus grands que /, mais qui ne surpassent pas L. — La dernière de ces formules nous prouve que, dans les limites / et L, on trouve plus de # nombres premiers, si 4, L et { vérifient cette condition
6 CE 5 5 afz-h)-Aa(fr 6) - Sos sos ee? L + 2 log? 1) — 4 6 log L +2 log) —5
k < log L
et comme / << L, on vérifie cette condition en faisant
Aa(z-5t)-5 MER = Fe
Shre te Fr210 L)—2(8 log L +2 log L)—5
log L ei:
et par conséquent en prenant
ES
Donc, si l’on prend cette valeur de {, on est sûr de trouver plus de # nombres premiers dans les limites / et Z. Il faut y joindre encore la condition que / et L ne sont pas plus petits que 1, ce que nous avons supposé par rapport à x, en traitant la fonction (x).
Dans le cas particulier de 4 — 0, nous concluons qu’il y a nécessairement un nombre premier compris dans les limites / et Z, si l’on prend
5 5 25 log? L 125 log L 25 — © L— TE ct. pute) { 6 2L 16 À log 6 24 À 64°
Ceci nous conduit très simplement à prouver rigoureusement le postulatum cité de M. Bertrand. — Il n’est pas difficile de s’assurer que les limites @ et 2a— 2, dans le cas de a >> 160, comprennent ces deux limites
5 3 25 log? L 125 log L 25 RAT je S ba re - L, = 2L—;5 log 6 24 À 64? )
L étant une valeur convenablement choisie. En effet, pour que ces limites tombent entre a, 2a—2,
on n’a qu’à vérifier ces conditions
25 log? L 125 log L 25 16 À log 6 24 À 6A°
5 .s a € 5 L— 212 — Or, on vérifie évidemment la première en prenant L— 2a—3. Quant à la seconde, elle devient pour L— 2a—3
25 log? (2a— 3) 125log(2a—3) 25 16 À log 6 24 À 64?
ee (2a—3)—2V(2 a — 3) — ce qui est juste pour toutes les valeurs de a, qui surpassent la plus grande racine de l’équation
25 log? (2x —3) 125 log (2æ— 3) 25 16 À log 6 24 À 64?
et cette racine, nous la trouvons comprise entre les limites 159 et 160.
Done, toutes les fois que & surpasse 160, on peut assigner entre a et * 2a— 2 deux nouvelles limites
5 z 25 log? L 125 log L 25 _—_ — L == LA res na F l 6 2 16 À log 6 24 À 6A?
BR. Le
et comme celles-ci comprennent nécessairement un nombre premier, on sera certain de trouver un nombre premier qui surpasse a et reste inférieur à 2a— 2, ce qui prouve le postulatum de M. Bertrand pour toutes les valeurs de a qui surpassent 160. Quant aux valeurs de a qui ne sont pas plus grandes que 160, ce postulatum se vérifie directement à l’aide des tables des nombres premiers.
$ 7. Au moyen de la fonction Ÿ(x) que nous employons pour désigner la somme des logarithmes de tous les nombres premiers qui ne surpassent pas +, on peut facilement exprimer la somme
F(a)+F(B)+F(y)+...+F(ep= UV
où &, 5, y,... p sont les nombres premiers compris dans les limites données. En effet, si æœ, B, y, ...@ sont compris dans les limites / et Z, cette somme peut être exprimée ainsi
6 (1}—0(1— 1) 0 (7 +- 1) — 0 (1) O6 (+2) —0(1+ 1) log ! F() ir: log (1 + 1) F( + 1) + log (1 + 2) F(+2)+..
L) — 0 _— HOT F(L
0 (x) — 0 (x — 1) log æ
est un nombre composé, et à 1, si x est un nombre premier. Donc
car, en général, la fonction
, pour x entier, se réduit à 0, si æ
y 0001) pp 0Q+1)—00 7
0 (1+-2) — 0 (+1) log ! log (7+- 1) (x 2) +
bal nimes TE
6(L)—0(L—1) TR og L F(L),
ou, ce qui revient au même,
FO FU: FCrD F'(14-1) F(1+-2) Wa of Dr l log? log tn) Ô () + log(/+1) log (+ | (4 &e +1).
FI) F(L+1 F(L+1) GE je 0] (D + jen 0 (D)
Or, si nous supposons que la fonction EE %) dans les limites &—7/—1 et
æ — L+ 1, reste constamment positive et décroissante, le signe de 4(—1) dans l’expression de U sera —, et le signe de chacune des fonctions
si" ÉD
sera +. Par conséquent, d’après (7), et en faisant pour abréger
fo, 0 mem x + 2,
(8) 2 | De) = 4 — 2 47 — TT log? x — 7 log x — 3, nous aurons une valeur inférieure à U, si, dans son expression, nous rem-
plaçons O(1—1) par 2, (1-1), et 2(1), 0(1+1),...0(L) par 0,0), 0, (+1)... (D).
Au contraire, en remplaçant 4 (/—1) par 4, ({—1), et (1), 9({+1),...0(2) par 0, (1), 4, (1+-1),...0, (D), nous trouverons une valeur plus grande que U. Donc
F(1) F() _ F(t+1) F(+1) F(1+-2) U>— —0(- 1) pet log? log ee | On) + dt log({+1) log (+2) On (+ 1)+..
F(L + 1) F(L+ 1) + 1) + É 7 log (L + | 0 u (£) + log (L+1) (L+1) On(D),
FO, [FO F(+1) F(l4+1 F(42)71, U<—0n(- Doit et he Ce | 40) + log({+1) log (+2) O(+1)+...
F'(L) F(L +1) F(L+1) logZL log(L+1) ê D) +; +1 1) 4 (D),
et comme les seconds membres sont identiques avec les sommes
Fr )° — 0 — 1 One 1) je — GO — EU + D FU TUE,
Fr F(I Or(x) — 01% — 1 0, (— 1 — On — DE ris F(x) r(æ) re ) Pere
nous en conclurons
U> 6, — 1) LU ue 0 LC — Le _. re pi F(x) Onr(æ) — Of — 1)
log l log æ ?
rs O1(x) — O1(x — U<6,(— D — CA e. ) + Sr) r(æ) _ ie D æ=l
D’après les formules que nous venons de trouver il n’est pas difficile de dé-
montrer ce théorème:
NC: je
Théorème.
Si la fonction F(x), passée une certaine limite de x, reste positive, la convergence de la série
F(2) F(3) . F4) . F(5) . F(6) log 2 Ÿ og log4 * logs log 6
est une condition nécessaire ct suffisante pour que la série FO2)+F(G)+F(65)+F(7)+F(1)+F(13) +...
soit également convergente.
Démonstration.
Supposons que : soit la limite de x au-dessus de laquelle F(x) con-
serve le signe +- représentant une fonction décroissante, et que «, B,
FR ee Y,-..@ soient des nombres premiers compris dans les limites Z/ et ZL. En faisant
S—=F(Q2)+FG)+F(5)+...+F(a)+F(B)+F(y) +...+F(e)= S + Fa) + F(8) + F(y)+...+F(p),
nous conclurons d’après (9)
U F'(1) F Orr (x) — 0 — 1 S> 5% + On — Dit 4 bis NE ma Sr) e rs '
æ—=L ( — 0 (x —1 S<S,+06, C— 1) — On l'E og + 270 r (æ) ae )
St -
Ces inégalités font voir que, dans le cas où les expressions
log æ log æ ?
æ=Zz ÙF( 1 encre 4 Srentirae-v æ—1
pour L = co, restent finies, la série F(2)+ F(3)+ F(5)+ F(7)+ etc.
sera convergente; au contraire, si la supposition de Z — co rend la valeur de ces expressions infinie, la série
F(2)+ F(3)+ F(5)+ F(7) + etc.
sera divergente.
M OR SE
La substitution des valeurs de 4, (x), 4, (x) d’après (8) dans les expressions précédentes les réduit à
ÿT — EA(Vz-V(&-1))- 8log nece (108? æ-l0g"(x- 1) (logæ-log(r-1 )) ee
\ <A- A(Va-V(x- 1))+; coze (08° æ-log*(x-1))+- Ÿ (logz-log(x- 1) ae,
et comme les fonctions Va—V(r—1), log? x—log (x— 1), log æ—log (x — 1).
pour des valeurs très grandes de x deviennent infiniment petites, nous concluons que dans le cas, où
æ—= ao F'(x) log æ
æ—1Ù a une valeur finie, les expressions
O(x) — Or(x — Orrx) — ne 2re ) r(X) Re 52 Sr rx (©) Ru à:
pour L = co, seront également finies; au contraire, pour L — co, elles seront infiniment grandes, si la somme
Se
avec l’augmentation de Z, converge vers l'infini. Mais le premier cas a tou- Jours lieu, si la série
log 2 lg5 * logé + logo t logo * CtCe est convergente, et le second suppose la divergence de cette série, ce qui prouve le théorème énoncé. Ainsi, nous concluons de là que les séries
1 1 1 1 1 Zlog2 * 5105 * Blogs * Tlogs * illogii + CC:
en us da 73 log? (log 3) ae" log? (log CRE 7 log? (log 7) PE ED log? (log 11) + etc.
PES dr sont convergentes, tandis que les deux suivantes
LP SES OS ARE een 2 8 5 F -
1 1 2 log (log 2) TE log (log 3) LR | log (log 5) 7 log (log 7) TH log (log 11) + etc.
sont divergentes.
$ 8. Quand la série F(2) + F(3) + F(5) + F(7) + etc.
est convergente nous trouverons sa valeur, avec une approximation aussi grande qu’on le voudra, en calculant la somme de ses premiers termes. En dénotant par 8, la somme de tous les termes qui précèdent F(œ), & étant le plus petit des nombres premiers contenus dans la série
l, l+ 1, 7+2, etc.
et / un nombre entier au-dessus duquel toutes les valeurs de x rendent sn.
positif et décroissant, nous mettrons la série F(2)+F(G3)+F(5)+F(7)+ F(11)—+ etc. — 8 sous cette forme S=S,+F(a) + F(B)+F(y) + etc. = 8, + U.
Cela posé, nous chercherons les limites entre lesquelles tombe U, en faisant L— co dans les formules (9). De cette manière nous trouverons
U>6, FRS EE 7 (Die né F(x),
log log ? log æ (10) À F, | F(I 0 4 U<0, C— 1 — On 1) 0 + D r(#) = | F(æ).
La demi-somme de ces expressions donnera une valeur approchée de U, et leur demi-différence sera la limite de l'erreur de cette valeur. Cette limite sera d'autant plus petite, que le nombre / et, par conséquent, le nombre de termes de la somme $, sera plus considérable.
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Pour donner un exemple de ces calculs, nous allons chercher la valeur approchée de la série |
«te 2 log 2 3 log 3 5 log 5 7 log 7 11 log 11 ‘ En prenant = 100; = REP CE SPEARS POI ER PRE EUR ES TT 3 log 3 5 log 5 7 log 7 11log11 97 log 97? S—=$S,+ U, U étant déterminé par la série 2 je Safe Ans HOT men he OtG.
101 log 101 103 log 103 107 log 107 ?
nous trouverons, par les tables des nombres premiers, S,= 1,42, et les inégalités (10) pour F(x) — STE t— 100, nous donneront z = D mob — ler + D see © Old, U<; 06 to 06 vi à + a si < 0,28.
D’après ces inégalités nous concluons que la valeur de U ne diffère de
EE 0,21 que d’une quantité plus petite que De 0,07. Donc 1,42 + 0,21 — 1,63 sera la valeur de la série 1 1 1 1 1 + + —+- etc.
21082 * 31053 * Blogs 7 log 7 11 log 11 exacte à 0,1 près.
$ 9. La totalité des nombres premiers, compris dans les limites données, se déduit comme cas particulier de la valeur de la série
que nous avons examinée dans les paragraphes précédents. En effet, si l’on prend F{&)= 1, la somme F(a)+ F(B)+F(y)+...+#F(e)
se réduira à autant d'unités qu’il se trouve de termes dans la série des nombres premiers
a PB; Yi...
Donc, les formules (9), dans le cas de F(x) — 1, détermineront les limites entre lesquelles tombe la totalité des nombres premiers, compris entre L et L. Ces limites sont plus étroites que celles que nous avons trouvées dans le paragraphe 6, en vertu des inégalités que la fonction 4 (x) vérifie. Dans le cas particulier de / — 2, nous trouvons que
æ=L On (1) __G Q) 2 Or (æ) — O1(x — 1) log 2 log 2 À log æ U &=
log 2 log 2 log æ
a=L k Or (1) __ On) Ÿ Or (x) — Ox(x — 1) æ—2
sont des limites entre lesquelles tombe la totalité des nombres premiers de 2 à L, ou bien, ce qui revient au même, la totalité des nombres premiers qui ne surpassent pas Z. En calculant la demi-somme de ces limites (11) nous aurons une valeur approchée de la totalité des nombres premiers qui ne surpassent pas Z. Quant à l'erreur de cette valeur, elle ne pourra surpasser la demi-différence des expressions (11). Par des calculs très simples on parvient à reconnaître que le rapport de la demi-différence des expres-
sions (11) à leur demi-somme devient égal à _ quand on fait L = co.
Donc, pour de très grandes valeurs de Z, ce rapport sera inférieur à D
et par conséquent si l’on calcule, d’après nos formules, la totalité des nom-
bres premiers qui ne surpassent pas une limite donnée, très grande, l'erreur
. "RS. « 1 12 , sera inférieure à 16 de la quantité cherchée.
ET
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Sur les formes quadratiques.
Euler nous à déjà donné plusieurs exemples du parti que l’on peut tirer de la représentation des nombres par des formes quadratiques à déterminants négatifs pour reconnaître s’ils sont premiers ou non. Je vais, à présent, montrer que, dans ces recherches, on peut aussi bien se servir de certaines formes à déterminants positifs, ce qui est nécessaire pour rendre cette méthode tout à fait générale et même avantageuse pour des nombres d’une grandeur considérable. En effet, quand on se borne seulement aux formes quadratiques à déterminants négatifs, les différents nombres exigent l’emploi de plusieurs différentes formes, et chacune d’elles demande des procédés particuliers pour trouver facilement la représentation du nombre donné. De plus, le nombre de ces formes propres à distinguer le cas d’un nombre premier de celui d’un nombre composé étant limité, on peut rencontrer des nombres qui ne peuvent prendre aucune de ces formes. On écarterait toutes ces difficultés si l’on pouvait considérer les nombres d’après leur représentation par des formes quadratiques à déterminants positifs; car alors, pour embrasser tous les cas possibles, il suffira d’un petit nombre de formes convenablement choiïsies, telles que, par exemple,
Hp, +2y, 2 — 2%, ou |
C+ÿ, d+3ÿ, 3yÿ —ax; etc.
D'ailleurs il ne sera pas difficile, en traitant chacune d’elles, de construire des tables qui faciliteront considérablement ces recherches. La totalité des représentations du nombre AN par la forme Ax° + By
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étant limitée, on distingue le cas de N premier de celui où il est composé, en cherchant le nombre de résolutions de l’équation
A + By = N.
Nous verrons que la même chose a lieu par rapport à l’équation L — Dÿ = + N,
si parmi ses solutions, qui sont en nombre infini, on ne compte que celles où æ et y ne surpassent pas certaines limites, ce qui revient à ne compter que le nombre de certains groupes que présentent toutes les solutions possibles de l’équation
@ — Dÿ = EH N.
Soient «, 6 les plus petites valeurs de æ, y qui, étant au-dessus de zéro, vérifient l’équation a — D? = 1,
et a, b des nombres positifs qui vérifient celle-ci, d — D = EN.
Par la multiplication des équations
— DB—=1, &@—D—+N, nous trouvons (ax — bBDŸ — D (ab — ba} — + N,
ce qui prouve que les nombres m—= E(aa—bBD), y = +(af —ba),
vérifient aussi l’équation d — Dÿ = + N.
De cette manière on pourra toujours passer d’une solution de l’équation — D =+N
à une autre, et, par conséquent, trouver plusieurs valeurs de x et de y qui
mé Ve de
la vérifient. Examinons maintenant dans quel cas les nombres positifs +, y, donnés par les formules
(1) x = (aa —bBD), y = + (af — ba),
seront plus petits que les nombres & et b dont on est parti. Dans ces recherches, il faut faire attention aux signes Æ qu’on doit prendre dans les formules (1) pour rendre x, y positifs, et pour cela nous traiterons séparément deux cas,
—Dÿ =N, à —Dÿ = —N.
Dans le premier cas, nous aurons
dd — Di = N, ce qui donne a — V DV? + N ; de plus, d’après l’équation a — D? — 1, on trouve a = V D + 1.
En mettant ces valeurs de a et « dans l’équation
x = + (ax — bED), on obtient
x = +(V DE +N.V DE + 1 —068D),
d’où il est clair que æ sera positif quand on prendra la formule # (ax—b$ D) avec le signe +. Mais, pour que cette valeur de æ— a a —bfD soit plus petite que a, et, par conséquent, y plus petit que b, nous trouvons cette condition aa — bBD < a.
Cette inégalité donne
bBD a
et, en y mettant les valeurs de b et B tirées des équations
Ê—DP=N, —DF—]1, nous trouverons ‘ (a? —1)(a? — N) Nr Le pe
RS | He
et, par conséquent, cd V (a 2 N
Donc les nouvelles valeurs de x et y seront toujours plus petites que celles (a+ 1)N à l’aide des formules (1) successivement d’une solution de l’équation
dont on part, si la valeur de a surpasse V ; par conséquent, en tirant
2 — Dyÿ — N
une autre, on parviendra nécessairement à de telles valeurs de x et y que
la première ne surpasse pas Ve Quant à la limite de la valeur de y,
nous la trouvons égale à VS car, pour 1) N PR TS LE ) l'équation 2? — Dy = N donne _,/@—DY durs 2D
De cette manière se trouve établi le théorème suivant: Théorème. S: l'équation 2 — Dy° — N
est possible, on trouverà dans les limites
des valeurs entières de x et y qui la vérifient, x — «x élant la plus petite solution, supérieure à l'unité, de l'équation
2 — Dy° — 1.
En passant au cas de | — Dÿ = —N,
nous remarquons que, d’après les équations G—DP——N, a—D#—],
on aura ‘a=V D —N, a = V DB? + k,
RER et, par conséquent, la valeur de y = Æ (af — ba) pourra être mise sous cette forme,
y= + (BV DE —N—bVDF +1),
ou, ce qui revient au même,
4 (DE? — N)— 02 (DB +1) _ —pN—b!?
te 8VDE—N+0V DB+I TDF Dpt
De là nous concluons que y est positif quand on prend la formule Æ (af — b à) avec le signe —, et que, par conséquent, pour rendre y inférieur à b, nous devons vérifier cette condition
— (af — ba) < bd.
Cette inégalité donne ax— 1 << D @— 1) <%,
et, en y mettant les valeurs de a? et 6° d’après les équations
DE=—N, &—D
nous trouvons
ce qui donne définitivement
ee A es
Donc, toutes les fois que, dans la solution connue de l’équation
B— Df=—N,
1 Sr :
la valeur de y surpasse_ 74 > = , On pourra en tirer, à l’aide des formules (1), une solution plus simple, et, par conséquent, on parviendra néces-
sairement à une solution telle que y ne surpassera pas le ES, cela
suppose, d’après l’équation — Dÿ ——N,
le DE ns
qua + ne dépassera pas la limite Ve. De cette manière nous parvenons à ce théorème:
Théorème. Se l'équation 2 — Dÿ = — N
est possible, on trouvera dans les limites
des valeurs entières de x et y qui la vérifient, x = « étant la plus petile solution, supérieure à l'unité, de l’équation
2 — Df = 1.
IT
Les limites entre lesquelles, d’après les théorèmes qui viennent d’être démontrés, on est sûr de trouver des nombres x et y qui vérifient l’équation
D — Dj —+N
quand elle est possible, jouissent de cette propriété remarquable:
Six —=a, y—=0b, x —=a,, y —b,, sont deux systèmes de valeurs de x et y qui ne surpassent pas les limites trouvées plus haut et vérifient l’une des équations
—Dÿf =N, &— Dÿ = —N,
les nombres ab, + a,b, ab, — a, b ne seront pas divisibles par N, tandis que leur produit (ab, + a,b) (ab, — a. b) sera un multiple de N.
Pour établir cette propriété, observons d’abord que le produit des deux équations :
d—DP—EN, &—DP—=+HN,
peut être mis sous la forme (aa, + Dbb,} —- D (ab, + ab) = N°.
Cela posé, si nous admettons que ab, Æ a, b pris avec l’un des signes +- ou — soit divisible par N, le nombre aa, + D bb, pris avec le même signe devra
ou. ES
nécessairement, d’après l’équation précédente, être également divisible par N; on aurait donc, dans cette hypothèse,
a + Dbb, 2 ab, + ab\2 COR EE
aa DD, ab tab, FA N sons que « est la plus petite valeur de +, autre que l’unité, satisfaisant à
étant des nombres entiers. Mais, comme nous suppo-
l’équation 2 — Dyÿ? — 1,
la formule précédente sera impossible si l’on établit l’inégalité
(en < pr *
Or nous allons démontrer que ceci a toujours lieu quand on prend pour a et
e = PE et pour b, b, des valeurs
a, des nombres qui ne surpassent pas V
re à à N . pe non au-dessus de y” ee . (Les signes supérieurs se rapportent au cas
de 2 — Dyÿ = N, et les signes inférieurs à celui de & — Dÿ ——N). Pour prouver notre assertion, nous remarquerons que, & et a, étant compris
entre les limites 0 et ae b et b, entre O et Ve la valeur de
per ne pourra surpasser celle qu'on trouverait en admettant le signe +- dans la formule, et en y supposant de plus
Ra nt. (at1)N MET enes, VA tr Re Gralon « Fe x D bb 2 Ld ® 4 Or, comme dans cette hypothèse la valeur de fe se réduit à «?, nous en concluons que, dans les limites données plus haut, le maximum de + 9 è pr est æ, et que ce maximum n’a lieu que pour a = a, b —=b,. Donc, dans le cas que nous examinons, où @ et b sont différents de 4,, b,, On aura nécessairement (es en) Lo,
ce qu’il s'agissait de démontrer.
Nous venons donc d'établir qu'aucun des deux nombres ab, + ab, ab, — a,b n’est divisible par N. Quant à leur produit
(ab, + a,b) (ab, — a,b) = a bi — &b’,
il est évidemment divisible par N; en effet, en substituant dans la formule a? b?, — a, b? les valeurs de «?, a?,, tirées des équations
—DP—=+EN, &—Di—=+HN,
nous trouvons de suite db? — af b? — + (D? — 1°) N.
Donc, si a, a, b, b, sont des valeurs entières de æ et de y comprises dans les limites
2 0. = EX, y= 0, = Ve,
et qui vérifient l’équation
Æ1)N HAN
t==p, z=y E , 0, y = a Pa — ,
peut être vérifiée par deux systèmes différents de valeurs de x et y, le nombre N est composé.
Quant à æ, ce nombre à ici la même signification que dans les théorèmes précédents.
D’après les théorèmes que nous venons de prouver, la représentation du nombre N par la formule # (2° — Dy?) nous conduit à reconnaître que N est un nombre composé dans les deux cas suivants:
1°. Si, N étant de la forme des diviseurs linéaires de 4? — Dy° susceptibles d’être représentés par la forme (x? — Dy), on ne trouve pas dans les limites |
+<IN Ra FN.
DD
des valeurs entières de x, y qui rendent l’expression + (2? — Dy) égale à N; car alors, d’après l’un des deux premiers théorèmes, l'équation
sera impossible, et ceci n’aura lieu que pour N composé; 2°, Si, dans ces limites, on trouve deux représentations différentes du nombre N; d’aprés le dernier théorème, ceci suppose que N est composé. Donc, le nombre N ne peut être premier que dans le cas où l’équation 2m — Dÿ= + N, dans les limites
V +Hl)N V Æl)N Le 0 LT = PER #5 0; y = —
n’a qu’une seule solution dans laquelle évidemment x doit être premier à y et à D. Mais toutes les fois que ceci a lieu, peut-on en conclure que le nombre N soit nécessairement premier ?
En examinant sous ce rapport les formes
A (2° RASE Dy),
nous remarquons qu’elles se divisent en deux espèces. Les unes, dans les limites énoncées x étant premier à y et à D, ne donnent une seule représentation de N que dans le cas où ce nombre est premier; telles sont, par exemple, les formes
H(—2yÿ), HE —3), + —5#), etc.
Les autres, au contraire, donnent une seule représentation non-seulement pour des nombres premiers, mais aussi pour plusieurs nombres composés quand on prend les nombres x, y dans les limites
æ=—0, A ALES = 1 @ÆUN
æ étant premier à y et à D. Par exemple, en cherchant la représentation du nombre composé 371 par la forme æ — 37 y, nous trouvons que les limites de x et de y sont
FE - ,/m+5371 A0 DS do sy EE, RU RÉE M aers à
EC | A car la solution la plus simple de l’équation
—37ÿ—=1 est la suivante:
Or, dans ces limites, nous observons que l’équation 2 — 37 ÿ = 371
ne peut être vérifiée qu’en prenant == 06, -y= D.
Nous ne donnerons pas ici une méthode générale pour distinguer à laquelle des deux espèces appartient une forme donnée + (x? — D), comme Euler l’a fait par rapport aux formes Az? + By°; nous nous bornerons quant à présent à assigner plusieurs formes de la première espèce, qu’on reconnaît très-aisément.
Nous avons vu, dans le $ IT, que si l’équation m— Dj =+N
est possible, on en trouvera au moins une solution dans les limites se ve (a+1)N pue a—H1)N 30, sy, Y=0, Ye que: PR
Nous allons démontrer maintenant que, dans ces limites, l’équation d—Dÿ = + N, étant susceptible d’être vérifiée par =, y=m, 21, y =,
aura au moins deux solutions, si les nombres /m'+- l'm, Im — l'm ne sont pas divisibles par N.
Pour parvenir à cette conclusion, nous remarquons d’abord qu’en général, si +, y, X, Y vérifient l’équation
—Dÿ = + N,
et que les nombres zY + yX, &Y—yX ne soient pas divisibles par N, la
même chose aura lieu quand on aura remplacé x, y par les nombres *,, y, tirés des équations
(2) t, = E(axc—$yD), y, = + (x — ay),
dont nous nous sommes servi dans le $ Il. En effet, nous avons prouvé dans ce paragraphe que les valeurs de x,, y,, déterminées par les formules (2), vérifieront l’equation
br Te Dy — + N, et comme
X?— DY°—+HN, nous trouverons
(@i — Dyn) (X°— DE) = N?,
ou bien, ce qui revient au même, @ XÆE Dy, YŸ —D&Y+y X) = N°;
il est clair de là que six, Y+y, X, pris avec l’un des deux signes +, était divisible par N, le nombre x, X + Dy, Y, pris avec le même signe, serait également divisible par N. Mais cela ne peut avoir lieu; pour le faire voir, observons que tY + yX, Y—yX, d’après les formules (2), peuvent être mis sous la forme
+GYrnX)at$ (a X+ Dy À).
Or, si les nombres x, YF +, X, x, X + Dy, Y, pris avec l’un des deux signes +, étaient divisibles par N, il s’ensuivrait aussi qu’un des nombres 2Y + yX, xY —yX serait également divisible par N, ce qui n’est pas. Donc aussi les nombres x, F+ 7, X, x, Y— y, X ne pourront pas être divisibles par N.
D’après cela, nous concluons que si les nombres /m' + l'm, Im —l'm ne sont pas divisibles par N, et que æ—a, y —b soit une solution de l'équation
— Dÿf=+N dans les limites
+1)N en LIN x = 0, sy EE y= 0, Lo GEI,
qu’on trouve, d’après le $ IT, en partant de æ—}, y —m, et en passant
successivement d’une solution à une autre à l’aide des équations (2), les 6*
nombres am’, am — Dbl' ne seront non plus divisibles par N. De la même manière nous conclurons que si &,, b, est une solution de l'équation
— Dÿ = HN, dans les limites
UN 1) N FE 1 À :=V" _ : = 0, Y = Cri :
qu’on trouvera en partant de æ —l', y—m', on ne rendra pas les nombres am +-bl', am — D divisibles par N, en remplaçant /', #' par a,, b,. Mais ceci suppose évidemment que les nombres à, b, ne sont pas respectivement égaux aux nombres a, b; car, autrement, am'—bl', se réduisant à
ab — ba = 0,
deviendrait divisible par N. Donc, dans les limites
a+l)N De 1).
æ = 0, :=V" Et y = 0, ES ET ;
on trouvera nécessairement deux solutions de l’equation
Ê— Dÿ = EN,
si elle est susceptible d’être vérifiée par deux systèmes de valeurs
et que les nombres Zm' + l'm, Im —l'm ne soient pas divisibles par N.
D'après ce que nous venons de prouver, nous allons montrer que toutes les formes Æ (2? — Dy?), dont tous les diviseurs quadratiques ont la forme At? — uy?, peuvent servir pour examiner si un nombre donné est premier Ou non.
Théorème. Soient x? — Dy° une forme dont tous les diviseurs quadratiques ont la forme XX? — uy°, N un nombre premier par rapport à D et ayant la forme des diviseurs linéaires contenus dans une seule forme quadratique + (2? — Dy). Le nombre N sera premier si l’on trouve, dans les limites
x — 0, PATES y=0, .y—= C?,
LS
une seule représentation du nombre N par la forme + (x? — Dy), et que, dans cette représentation, æ et y n'aient point de facteur commun, à étant la
plus petite valeur de x supérieure à l’unité parmi les solutions de l'équation
2 — Dyÿ = 1.
Dans tous les autres cas le nombre N sera composé.
Démonstration. Pour établir le théorème énoncé, nous allons faire voir que lorsque N est un nombre composé, l’un des trois cas suivants aura nécessairement lieu:
1°. On ne trouvera pas de représentation du nombre N par la forme + (a? — Dy°) dans les limites
EN 1) N x — 0, =" È , y = 0, —= ES .
20, On trouvera dans ces limites une représentation de N pour laquelle æ, y ne seront pas premiers entre eux; 30, On trouvera dans ces limites plusieurs représentations du nombre N.
Si parmi les facteurs du nombre N on trouve des nombres qui ne soient pas diviseurs de 2°— Dy?, l’équation
M — Dÿ=+N
ne sera pas possible, à moins que ces facteurs ne divisent +? et y”. Donc, dans ce cas, ou bien la représentation du nombre N par la forme Æ (x° — Dy) sera impossible, ou bien dans la représentation du nombre N les nombres æ et y ne seront pas premiers entre eux.
En passant au cas où tous les facteurs de N sont diviseurs de x? — Dy, supposons que NSN:N,.
Tous les diviseurs quadratiques de æ?— Dyÿ? ayant, par supposition, la forme A4? — uy°, nous concluons que les nombres N,, N, pourront être re-
présentés ainsi:
(3) N=ht—1p y, N,= 3,4% — pys, et comme leur produit N a la forme + (x? — Dy), on trouvera
à =, bot dans le cas de N—2%— D,
et
L=—k, W=—tm dans le cas de
N= — (2° — Dy).
Donc NN,= Et — pi) (da — bu Yà), on bien, ce qui revient au même, N N, = + [OA Li y Æ Ua Ya Ys) — fu (& Ya nd À ts) |. D’après cette équation et en remarquant que
NN,=N, M lu = D,
nous concluons que l’équation
sera vérifiée par deux systèmes de valeurs de x, y,
(4) X =} LL + Ua Yi Yo Xi = À M Lg — Ua Va Vos
= y +, P =%y—-yx.
En cherchant, d’après ces formules, les valeurs de XY,+ YX,, X nt 0. 9
nous trouvons
XV, + PX, = (Am @, + bu Yi Ye) (A Ye — Ya Le) + (hi Di Te — ba Va Ya) (D 1 Yo + Va La) = 24,4% (it — my) =22,YN,,
APT = Qu + y) m — Ye)
—(\t,z, — 4 Yi Ya) (Ci Ya + Yi Le)
= — 24,y, (A, %9 — MY) =—24 y N,.
D'où il est clair que si à, y, est premier par rapport à N,, et x, y, est premier par rapport à N,, les nombres XY,+ YX,, XY,—YX, ne seront
pas divisibles par N=N,N,
PU. pou ce qui, d’après le $ V, suppose deux solutions de l’équation
— Dÿ = + N, dans les limites
El) N ON œ—= 0, e= y EE, y = 0, Sners CEE ÈS
Quant au cas où x, y, aurait un commun diviseur avec N,, ou bien x, y, avec N,, il n’est pas difficile de s’assurer que les solutions (4) de l’équation
d— Df=+N
ainsi que toutes les autres qu’on en pourrait tirer à l’aide des formules (2), contiendront des valeurs de x, y divisibles par un même nombre.
C’est ainsi que nous nous convainquons que, dans les suppositions énoncées plus haut, on ne trouvera jamais un nombre composé N qui puisse avoir, dans les limites
+Hl)N UN z—=0, æ— G L « y = 0, = EE ;
une seule représentation par la forme # (x? — 1)}ÿ?), pour des nombres x, y premiers entre eux. Donc ceci ne peut avoir lieu que pour N premier; dans le cas contraire, d’après ce que nous avons vu dans le $ V, on conclura que N est composé.
C’est de cette manière qu’on pourra reconnaître la nature d’un nombre donné d’après sa représentation par la forme quadratique 4° — Dy ou — (2? — Dy?) si tous les diviseurs quadratiques de 2° — Dy? ont la forme At? —py. Nous allons maintenant présenter une Table de ces formes les plus simples, avec les limites de x, y, déterminées par les formules
«EDN GHIN VE, VE,
ainsi que des formes linéaires des nombres qui peuvent être examinés au moyen de ces formes.
Formes quadratiques Limites de æ, y. Formes linéaires de N. de N.
N a2—2ÿ |x—Vv2N, =|/ — | d à d 2 N—8n—+1,7 —(x2—9y?) |xz=VN, y=VN a?— 3yÿ? | æ = TX y — Ÿ N—12n+1 1 1 — (x? 3%?) | x — 3 M y = 5 N N=12n—+11 x— 5yÿ |z—V5N, y = LA 5 N=—20n+1,9, 11, 19 — (x2— 5%) | x—VAN, y=VN N a— 6 |æ—=V3N, == N=24n+ 1,19 —(x?— 6y2) | zx=V2N, = SN N=%4n+ 5, 23 9 1 a Tp |z=V SN, y=V-SN | N=2%8n+1,9,25 7 9 — (a?—7ÿ?) | x = 3 N, = aÙù N= 28 n +3, 19, 27 x?— 10% | æ—V 10N, y — EN 10 N— 40 n+ 1, 9, 31, 39 — (x2— 10y2)| x —V IN, y=VN a LETIS/T 9 a?— 11ÿ? | x — 5 W, y 2 N N= An +1, 5, 9, 25, 37 2 2 9 /1 —(@—1pÿ)|c=Y SN, v=VSN N— 44 n+ 7,19, 35, 39, 43 a— 13y2 | æ —V 325N, y = TN | N 1, 8, 9, 17, 23, 25, 27, 29, ee =52n +3 43, 49, 51 — (a2— 13yÿ2)| x = V 324N, y =V 25N x?— 14ÿ2 | x—V8N, y = A N= 56 n + 1, 9, 11, 25, 43, 51 —(a2— 14) | = V7N, _ TN N = 66-n +5, 18, 31, 45, 47, 55 5 1 a?— 15y? V5 y 10 N— 60 n + 1, 49 RUE 1 — (x2— 15y?) V3 y=V SN |N—60n+11, 59
ee DS
Formes quadratiques Limites de x, y. Formes linéaires de N. de N.
17 | = V7 HP ALE 1, 9, 13, 15, 19, 21, 25, 17 N= 68 n + { 33, 35, 48, 47, 49, 53, 55, — (x2— 17ÿ)| x —V 16N, y=VN Ses a2— 19% | x — VT N, Vs" N—76 n+ {7 9, 17, 26,'45, 49, 61, _ (y? 19y2) eV Ex ne N— 6m {5,15 15, 27, 31, 51, 59, 67, x?— 21y? | æ —V 28N, v=V7" N= 84n+ 1, 25, 37, 43, 67, 79 —(x2— 21ÿ)| &æ = V 27N, y =V5r N— 84 n +- 5, 17, 41, 47, 59, 83 î — 22%? | x —V 99N, y=VSn N— 88 ERÉTET Pr. 973.88: 0007, — (?— 22y?)| æ —V 98N, y=VÈn N=88n-+ {7,15 25, 20» 89, GE 68, ? ?
_98p | x = 5 x, V5" N=o2n+{ };9,15,26, 29,41, 49, 78, 23 25 7, 11, 15, 19, 43, 51, 63 — (y2— 2 ET NEUX is — (x?— 23y?)| x — 5 N, y=VÈx N=92n+ {or 79. 83, re ct Der = 25 1, 9, 17, 23, 25, 49, 55, Fa 2 — — ms — ; 26y? | &—V 26N, y Va” N 104n+ {7 81, 87, 98, 103” se — 5, 11, 19, 21, 37, 45, 59 en ÉR. à nn — Je" , (x?— 26y?)| x = V 25N, y=VN N—10an+ {0 83. 85, 93, 99 * Vis cEe 4900 1, 5,7, 9, 13, 28, 25, 33, —29ÿ | x—V 490IN, y—}/ SN 3, 45, 49, 51, 53, 87, 59, __\N—116n+ 2 68,65, 67, 71, 81, 83, 91, (#2 992) | 7 — V 20007, v=V 1 N Fo 107, 109, 111, a2— 30ÿ2 | x =V6N, y = FN N= 190 n + 1, 19, 49, 91 — (x2— 30y2)| x —V 5N, y — TN N— 120 n + 29, 71, 101, 119 1521 151 1, 5,9, 25, 33, 41, 45, 49, — 81y? e-Vx, es en N N— 124 n+-4 69, 81, 97, 101, 109, 113, 119, 3, 11, 15, 23, 27, 43, 55, — (a?— 31?) = N “ÿ# TN N=— in À 79, 83, 91, 99, 115, 119, 193 1 1, 25, 31, 37, 49, 67,91 — 33y? | x —V12N, y=V5N N—1s2n+ {0 ET Cr AE es 4 17, 29, 35, 41, 65, 83,95 se ft 2 = au Re Le , (x2— 33y2)| x = V11N, y=V NN N=182n+ {10 107, 131 ? ;
RAR": RU
D’après ce que nous venons de trouver, on voit qu’il y a plusieurs formes à déterminants positifs dont on peut se servir pour examiner si un nombre donné est premier ou non. Quant aux limites de x, y, dans lesquelles on doit chercher la représentation du nombre examiné par la forme + (x? — Dy), elles ne sont pas toujours plus étendues que celles qu’on trouve par rapport à la forme 4? + Dy?. Ainsi, on voit d’après la Table précédente, qu’en cherchant la représentation du nombre AN par la forme 3 y? — x?,
on ne doit pas aller au delà de y — LE
> €t, Comme y ne peut pas être
évidemment plus petit que V+ mites J/, V5 . De la même manière nous apercevons que, pour trouver
on cherchera la valeur de y entre les li-
la représentation du nombre N par la forme 2° — 3 ÿ?, on cherchera x entre
les limites VN, V+Y : pour la forme 2° — 2%, ces limites sont VAN, V2 N, etc.
Nous allons maintenant montrer par un exemple qu’à l’aide de la forme # (x? — Dy*), convenablement choisie, il n’est pas difficile d’examiner si un nombre douné est premier ou non, même quand ce nombre est considérable. Nous choisissons le nombre 8520191; Legendre (voyez sa Théorie des Nombres, tome II, page 150), en cherchant deux nombres À et B, tels que chacun d’eux soit égal à la somme des diviseurs de l’autre, celui-ci non compris, à trouvé que
vérifieront cette condition si le nombre 8520191 est premier. Mais jusqu’à présent on ne sait si ce nombre est premier ou non.
En remarquant que le nombre 8520191 est de la forme 12 n+ 11, et que tous les nombres premiers de cette forme peuvent être représentés par 3y*— 2°, nous allons chercher la représentation de 8520191 par la forme 3 y? — x°?. D’après le procédé exposé plus haut, nous allons chercher la valeur de y entre les limites
8520191 8520191 Fu: +
c’est-à-dire entre les limites
LE AS De
Pour que la forme 3y*— 2? représente un nombre impair, on prendra x impair et y pair, ou bien æ pair et y impair. En faisant, dans le premier cas,
x—=9n+1l, y—=2n,, nous trouvons que 3 y°— +? se réduit à
ce qui ne peut être égal à 8520191, qui est de la forme 8 m— 1, si n, est impair. Donc n, = 2i,
et, par conséquent, on aura, dans le premier cas, f—= 41.
En passant au cas de x pair et y impair faisons m—2n, y—=2n, +].
Pour ces valeurs de #, y la forme 3 y? — x° devient
3 + 24m am,
et, en égalant cette quantité à 8520191, nous trouvons l’équation 8 + 24m 4 y — 8520191.
- Or, comme cette équation se réduit à
6m+ D y 2130047, nous en concluons que n est impair.
Faisant donc n—=2m + 1, l’équation précédente devient
GED
et, par conséquent,
ME) 426 +0 — 10665024
se -QÙ 2
ni (% + 1) soit divisible par 4, un des deux nombres »,, n, +1 doit être
multiple de 8. Donc on aura
ce qui suppose la divisibilité du nombre
ni (n, + 1)
par 4. Mais, pour que
ou , —8/" ou n —=8l"—1.
En prenant la première valeur de n,, nous trouvons
y=16l'+ 1, et la seconde donne y—=16l"—1.
Ainsi y ne peut être que de l’une de ces formes: y=4l, y—=16l +1, y—161"— 1.
De même, il n’est pas difficile de trouver les nombres auxquels y peut être congru suivant différents modules, et ensuite, au moyen de ces nombres, de trouver toutes les formes possibles de Z, /', {”. Ainsi nous trouvons que pour
ce qui est justement le cas de
N=— 8520191, l’équation , 3pP—2—N suppose y=0, +2 (mod. 5),
=+1, +2 (mod. 7)
=+], +9, +5 (mod. 11),
y=0, +1, +3, +6 (mod 13) y=+l, #9, +3, +4, +7. (mod. 17).
De là il est facile de conclure que les nombres Z, /’, l”, liés à y par les équations y=Al, y—=16l' +1, y—16/"—1
doivent avoir les formes :
1—= 5n+0, 2,38 V— 5n+1,2,4 lV'— 5n+1,8,4 = Tn+2,8,4,5 V— Tn—+ 0,2, 4,6 V'= 7n—+0, 1, 5,5 1=11n+8, 4, 5, 6, 7,
8 V—11n+0, 1, 8, 4, 6,9 V'— 11 n +0, 2, 5, 7, 8, 10 I= 18n+ {1 re Rues V=18n+ {7 450 0% = 18n+ {05 7, 8, 9, 10,
_ 1,4, 6,6, 8,9,1b |, on Ne 1 00 ee LE 0, 1, 2, 8, 6, 9 = 1704 {708 de? V=itn+{ 14,15,16 |! Le STE CET
D” ER
D’après ces formes de /, 7”, 1”, il est très-facile de trouver toutes les solutions de l’équation
3 y? — x? — 8520191 dans les limites y> 1685, y< 2065.
Dans les cas de Y = 4 b,
nous trouvons que / doit être compris dans les limites 421 et 516. Si l’on prend, dans ces limites, tous les nombres de la forme
et qu’on rejette, d’après l’équation l=5n+0, 2, 3,
tous les nombres dont le dernier chiffre est 1, 4, 6, 9, on ne trouvera que ces trente nombres:
D’après l’équation l=7n+2, 3, 4,5
on supprimera de cette Table tous les nombres qui, divisés par 7, donnent des restes égaux à 0, 1, 6, et l’on n’aura alors qu’à examiner dix-sept nombres parmi lesquels on reconnaîtra très-aisément ceux qui, divisés par 11, ne donnent pas les restes 3, 4, 5, 6, 7, 8; tous ces nombres, d’aprés l’équation
doivent aussi être rejetés; alors il ne restera que les huit nombres suivants:
mu Ge De plus, divisant ces nombres par 17, nous n’en trouverons que due 437, 458, 465, 502, qui s’accordent avec les formes l—17n+1, 4, 5, 6, 8, 9, 11, 12, 13, 16;
d’ailleurs, comme ces nombres conduisent à des valeurs de y qui ne véri-
fient pas l’équation 83 y? — x? — 8520191,
nous en concluons que, dans les limites énoncées plus haut, cette équation n’a point de solution pour laquelle y serait de la forme 4.7.
En passant au cas de y=16l +1,
nous trouvons que les limites de Z’ sont 105 et 129 , et que, dans ces limites, les nombres de la forme
13 n + 0, 2, 3, 4, 5, 6, 8, qui, s’accordant avec les suivantes:
l'=5n+1, 2, 4, se terminent par 1, 2, 4, 6, 7, 9, sont
En rejetant de là, d’après l’équation ‘= 7n+0, 2, 4, 6,
tous les nombres qui, divisés par 7, donnent des restes différents de 0, 2, 4, 6, et, de plus, tous les nombres qui n’ont pas l’une des formes
11n+0, 1, 3, 4, 6, 9, il ne reste que les deux suivants:
Mani id 1.
= 00 — En cherchant, d’après ces valeurs de /”, celles de y=16l +1, en substituant ces ee dans l’équation 3 y — x? — 8520191, nous trouvons que la seconde donne
yz= 1937,
qui vérifie l’équation 3 y —x° — 8520191,
en prenant
Quant au dernier cas, c’est-à-dire celui de y=161"— 1,
nous trouvons 105 et 129 pour limites de /”; dans ces limites, d’après les
équations l"—13n+0, 5, 7, 8, 9, 10, 11,
l'=bn+1, 3, 4, nous aurons les nombres suivants:
dont il ne restera qu’un seul, 126,
quand on aura rejeté tous les nombres qui ne s'accordent pas avec les formes
l—=1n+0, 1, 3, 5, l’—11n+0, 2, 5, 7, 8, 10, et comme le nombre 126 est de la forme $/ 17n +7, et, … conséquent, ne s’accorde pas avec les formes l=17n+0, 1, 2, 3, 6, 9, 12, 13, 14, 15,
nous concluons que ce nombre doit aussi être supprimé.
ME
Ainsi nous ne trouvons qu’une seule représentation du nombre 8520191
et comme, dans cette représentation, les valeurs de x et y, nommément 1654 et 1937, n’ont point de commun diviseur, nous en concluons avec certitude que 8520191 est un nombre premier.
La méthode qui nous a servi à l'examen du nombre 8520191 à l’aide de la forme 3 y? — x? peut être étendue à tous les nombres, en faisant usage de certaines formes quadratiques. Ces recherches, comme on a pu le remarquer d’après l’exemple précédent, pourraient devenir très expéditives, même pour des nombres considérables, si l’on avait des Tables des solutions de la congruence |
8520191 par la forme 3 y — x?, en prenant y non supérieur à
Az + Bÿ=C (mod. p), pour les valeurs les plus simples de p, telles que past, 5, 7, 11,13, 17, 19, 23, 29.
Ces Tables seraient peu nombreuses si l’on se servait des formes à déterminants négatifs et en même temps de celles à déterminants positifs, car alors on n’aurait pas besoin de recourir à plusieurs formes différentes. Aïnsi, par exemple, on pourra examiner tous les nombres au moyen de ces trois formes
Hp, m+2ÿ, dd —2y.
La première servira pour examiner tous les nombres de la forme 8n+ 1, 5; la seconde pourra être employée dans le cas du nombre 8n + 3; et enfin la dernière pour ceux qui ont la forme 8 n + 7.
On verrait de la même manière que tous les cas possibles pourraient également ètre traités au moyen de ces trois formes
SUR
DIFFÉRENTES SÉRIES
(Journal de mathématiques pures et appliquées. I série, T. XVI, 1851, p. 337—346.)
Note sur différentes séries.
On parvient à des formules très-intéressantes, comme, par exemple au développement de e” en produit d’une infinité de facteurs, à l’expression de sin æ et cos æ par des séries dont le calcul ne demande que la multiplication de x par différentes constantes, et encore à plusieurs autres relations curieuses, en cherchant la valeur de f (1), f (x) étant une fonction liée à une autre F (x) par une équation de l’une de ces trois formes:
Pour y parvenir, nous allons chercher quelle est la loi des séries qui déterminent la valeur de f (1) dans ces trois cas.
.. Commençons par le premier où f (x) et F (x) sont liées par l’équation (1) F(x)=f(x) +f(2x)+f(B82)+f(4x) +f(5x) +f(6 x) +...
Il est évident qu’en vertu de cette équation, la valeur cherchée de f (1) sera exprimée par une série de la forme suivante:
où À,, 4,, 4,..., À,, sont des coefficients numériques indépendants des fonctions f (x) et F (x). Pour trouver ces coefficients, supposons
r étant une quantité quelconque supérieure à 1. Pour cette forme par- 7*
ticulière de f (x), la fonction F (x), d’après l’équation (1), sera déterminée par l’équation 1 1 1 1 1
Gay Gay + Ga Ga Ga °°°?
ou bien, ce qui revient au même,
1 1 F(x) = ;;- . 5 e dut Cut RON EX à
Or, comme cette expression de F (x), conjointement avec f(x) — ar?
doit vérifier l’équation (2), nous concluons que
1 A A A 1 — 4 : e À % Le 1 CR (4+$ +4. 5m +.)
lande
ont an ASE + pre (1—5%)(1 ft —#)(1 — 7).
D'après cette équation, et en remarquant que les coefficients À,, À,, P. SE . sont indépendants de r, on conclut qu’en général À,, est
égal au coefficient de _ dans le développement du produit
CESR
Or, en examinant ce produit on s’aperçoit de suite qu’il n’y entre point de
»! - RE termes de la forme —; toutes les fois que » est divisible par un carré; donc,
pour de telles valeurs de », le coefficients À4,, sera égal à zéro. Quant aux autres valeurs de », le coefficient À,, se réduit à 1 lorsque » à un nombre pair de diviseurs premiers, et il est égal à — 1 quand le nombre des diviseurs premiers de »# est impair. Ainsi nous trouvons la loi de la série (2) qui donne la valeur de f (1) déterminée par l’équation
De la même manière nous trouverons que, la fonction f (x) étant déterminée par l’équation
F(x) = f(x) + f(38 x) +f(5x) + f(7 x) + f(9 x) + f(11x)+..., la valeur de f (1) sera égale à B, F(1)+ B,F(2)+B,F() + B,F(4)+...+8B, F(m)+...,
Lo
nr L LE » ji‘ 1 £ où B,,B,, B,, B,,..., B,, sont les coefficients de 1, 35, 25, 25, Fr, dans
le développement du produit
Nous concluons de là que
quand » est divisible par 2 ou par un carré, et que B,—=+1 ou —lI1,
suivant que le nombre des diviseurs premiers de # sera pair ou impair. En passant au cas de
F(œ) = f(x) — (82) + f(52)—f(7 x) + f(9 2) — (11 à) +..., nous trouvons fD=CGF(L)+GrF(2)+0GF(G)+CF(4)+...+C,F(m +...
GC
si le nombre de ces diviseurs est impair.
D’après ce qui vient d’être établi, il est visible que pour chaque formule
connue de l’une de ces trois formes:
Fa) = f(x) +fCx) +f68 x) +f(4x)+f(6x)+f(6x) +..., Fa) =f(@) +168 2) + f(x) + f(7 2) +f(9 x) +f(112) +... F(x) = f(&) —f(8 x) + f(52) — f(7 x) + f(9x) — f(112) +... on aura une formule nouvelle. Ainsi, de la formule connue
1 Le “ + e , :
ET ee 7 EE ae 0 nt 2 EE 27 ET az — ] :
nous tirons 7 a—1 a2— 1 a— 1] as 1 as — 1 te”
Le développement de log (1 — «°) nous donne une formule qui peut
être mise sous cette forme:
log (1— a?) __ aT a2z a3z aix aÿx aëz à Te x 2 x 3x 4x __ 5æ 6x u
E T d’où nous tirons, en cherchant la valeur de — _. pour æ = I,
__ log(1—a) log (1— a*) log (1— aë) log (1 — aÿ) re 1 2 3 FES 5
log (1—a$) log (1 — a?) log (1 — al0) PU ET die DR Ut
et, par conséquent,
Poe ER re a) (A —a2)? (1— a3)3 1 a5)5...
En partant de la formule connue
3x bx 7x arc tang = + —T
qui donne arc tang a? __ a? _a8z Le aÿx az x ne 8x 5x Fe
UNIVERS
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Of / nous trouvons
1 3 __ 1 5 a = arc tang a + +arc tang & — arc tang à + >
arc tang a + ....
Le développement de cos = en produit de facteurs donne
miel) 52).
d’où l’on conclut (2) (1 2) (1) + log (1 ar) + log (1 ae)
TIT-É2 2 dd 2 r2 2 DER T 7? 7? x
et, d’après cette équation, nous trouvons ? 2
8 (14) (en 0) (rs) (5)
ou, ce qui revient au même,
COS &.COS — . COS
R— 40 15 ES us + He c08 — . COS — | 5 : 5 : CHE
Voyons maintenant ce qu’on peut tirer de la valeur connue de la série
cos 2TÀx cos 2.3 tn 1x cos 2.5r À x cos 2.7 x ÀX 12 sp 32 52 + 72
Pour
: à | 1 où » est un entier, w une quantité positive qui ne surpasse Pas ;, nous trouvons cette série égale à
expression que nous pouvons mettre sous la forme nr?
BU 4 {ax }),
en dénotant par le signe {At} la plus petite quantité qu’il faut ajouter à A ou retrancher de Àx pour avoir un nombre entier. On aura donc
cos 2T À x cos 2.3 À x cos 2.5nrÀæz. cos 2.7xÀx Tr? F = (1 —4 [à }).
En faisant dans cette formule x — 0, nous trouvons
a Rp Lure 32 5? 72 Cr EE
Cette équation, combinée avec la précédente, donne
21—cs2rÀx 21—cos2.3TÀx Tr? a? Tr? (3 x}? 1 à | = — X }.
21—cos2.5r)x 21—cos 2.7mhx a?
Tr? (5 x}? rl (7 x}? ts à, ; > 2 1— cos 2 rÀx En cherchant, d’après cette formule, la valeur de =; D pour æ = 1, nous trouvons {11h}
2 À 3x 5 mi 3 (1 — cos 2m) = 151 LE PEUR — | + — «
__{i8A} , {15} I UE un
et, par consequent, FAR THAT EASAL © (TA. 112)
| 32 52 72 112 cos 2% À = 1 — re RULES ELLE ESS 132 152 ,
Voilà une expression de cos 2 xÀ dont le calcul ne demande que la multiplication de À par 1, 3, 5, 7, 11, 13, 15,... Nous trouverons une expression pareille pour sin 2xÀ, en remplaçant dans la formule précédente
1 HR À par À — =, ce qui donnera la série
(il net) [u-4( {nt}
sin 2r71—1—T |) , {ua} {isa} {isa}
qui, par la propriété de la notation { }, se réduira à
( h—+) (sise) {sa—2} ue DT 32 EN 52 A ; Tr?
sin 2xÀ = 1 g À :
{ua} {isa} ER MT UE rar
SEAL MS FOREST OT EDP ga Pipe "ge ge" jus Mug Dj Fgge À age te:
= PANIER RE 0 Dr "18 TT 10 133 V3 Pet (| ÉRIC TT ST CSS
CR
OS TS LS ue in 3 5 7 9 11 13 15 ?
+ DUR ets Da: lt 182. 162 °°‘) 83 53 73 93 11 133 15 LÉ
Pour y parvenir, nous remarquons que le produit
1 À 1 1 1 pare ques ce CT CS UE E gm 5m 7m A Fi 7 13m
se réduit à cette série-ci:
Cris R bei he..(— 1m RS ch au
1 + sm tpm TRS RESTE SPRNÉT MONET MERDE
et, par conséquent,
log [1 DD De PC) LA EL SR Gr PE |
3m 5m 7m gym EU 13 15m = — log (1-7 =) — log (1 — 5m) — 8 (1—S SE)
( —_ og (1 — <<) he — sn) —...
oi L'ÉP 1 (1 1 (— Le En — gm go gm +3 som 4 sim Ÿ 5 gsm 1 L'reL Roue LANE LL
DM LM (PM 1m 1 (— pm 7m D 7m Ÿg qom Ÿ 4 qam 5 7m
nn gs es Fo qum V4 1m 5 pm Rs he de 18m 7 2 192 8 138m 4 13m 5 35m * :
De là nous tirons la formule
log 5, —=2,, + — + Bon ++ Zn 7 DE m F7 Zn ee.
en dénotant la somme
CAPE 2 0m 1 (= 597 1 (ie GC LESS Re Cube slot OURCIT MM URI mar Le
par &S,,, et les sommes de la forme
(15, 1. (1 (—1" 1 (4) Gñ ++ sie atere e me
en général, par Z,. En changeant dans l’équation précédente »# en mx et divisant ensuite tous ses termes par %, nous aurons
1 1 1 1 1 1 LS, = + Zone 5 Zn + D Pine EE nn + d’où nous tirons, pour la valeur de Z,,,
Z,, = logS,, — 5 log Se, — 5 10g Sy — F log S + +108 So, — +108 Sy, —. se
Ainsi nous parvenons à déterminer la valeur de la série Z,, de la
forme (4), composée seulement de nombres premiers, au moyen des valeurs des séries 5, Son Samr Ssm > Sem > Sam ? de la forme (3), composées de tous les rte impairs. Dans le cas particulier de
Mes, 2, 9
la formule que nous venons de trouver donnera
4 1 1 1 2, — log S, —- log S, — log 5; 5 log 55 + + log 5 5, — log 8, — À log 8, — L10g 5, — À 108 S,9+- + 108 S— a = 1080, —- 108 0, — 3% 108 5 — 108 Dio + G 108 Dis 2, = log 8, — - log Se — log S — 108 Sis+ L 108 8 — Mais on sait que P 1 HSE FR 1 1 1 D RS marne put Dre L1+—> ! + — ; —+ : + —— ; te HZ 1 Déesse Nr J'ÈRUS É E u CAON AE ETS 33 53 7." 9 115 135 153 S,=1+x es + ER 94 114 134 7 RES 1 1 1 1 1 1 1 ee Bo P'S. 1 M ww 1 1 1 1 1 1 Fe RE l++ be dr OT SOOCOLECT RONT RS S, oi env, PH ue à PRE 37 57 77 97 117 137 157 a 1 1 1 1 1 1 1 So = 1 — 6 + 5 — 75 + gp — je is 15 . 1 1 1 1 1 1 1 cé So 1 + 556 + 50 + 70 + 96 + 1e +0 Figm +. —
Donc, d’après les formules précédentes, nous aurons
2, = log +
ie, 2 108%
ll mt 2 108 56
log 555 —
1 Tè 1 510835 —%
CL
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Théorie des mécanismes connus sous le nom de parallélogrammes.
$ 1. Quand il s’agit d'assurer la direction du mouvement rectiligne d’une pièce soumise à un effort oblique, il ne suffit pas de rendre les inégalités des guides peu sensibles à la mesure; les déviations, qui ne sont pas appréciables à l’oeil nu, se manifestent clairement par les résistances passives qui en résultent. En guidant la tige du piston de la machine à vapeur à l’aide de coulisses ou glissoires, on prend un soin particulier de les exécuter avec une perfection aussi grande que possible. En remplaçant ces guides par le parallélogramme, on est de même obligé à augmenter le plus possible la précision de son jeu, et cela d'autant plus, que même dans les circonstances les plus favorables il présente des déviations bien plus grandes que celles qu’on ne saurait jamais admettre dans le mouvement de la tige guidée: par les coulisses ou glissoires. Les efforts latéraux qui résultent du défaut du jeu du parallélogramme se manifestent souvent même par la formation d’une certaine ellipticité dans la boîte à étoupes.
Or, dans l’état actuel de la Mécanique pratique, on n’a pas de régles sûres pour trouver les éléments les plus avantageux du parallélogramme. Faute d’une méthode directe, on détermine ses éléments d’après les conditions qu’on croit être nécessaires pour la précision du jeu de ce mécanisme. Ainsi l’on trouve la longueur de la tige-guide et le lieu de son axe d’oscillation, en cherchant à rendre la direction de la tige du piston tout-à-fait verticale au commencement, au milieu et à la fin de la course. D’après cela, et en supposant données les brides du parallélogramme, tout se réduit à déterminer convenablement la position normale de la tige par rapport au balancier. On trouve cette position, en cherchant à placer la tige de telle manière, que son prolongement passe par le milieu du sinus-verse de l'arc
“décrit par l’extrémité du balancier. Ici, ainsi que partout dans la suite, nous
prenons pour l’extrémité du balancier son point d’attachement à la bielle latérale.
Si l’on trouve qu’il y ait un avantage particulier de donner à la tige du piston la direction tout-à-fait exacte au commencement, au milieu et à la fin de la course, la tige-guide qu’on trouve d’après la méthode dont nous venons de parler, est évidemment la seule qui remplisse cette condition. Mais ce cas, comme nous le verrons, n’est pas le plus favorable pour la précision du jeu du parallélogramme dans les autres points de la course du piston. Quant à la position la plus avantageuse de la tige du piston par rapport au balancier, le principe précédent ne nous la donne pas. D’après la théorie que nous proposons dans ce mémoire, on verra que la tige du piston doit être plus ou moins rapprochée du centre du balancier, selon les dimensions du parallélogramme, et, dans les cas les plus ordinaires, sa direction ne passera pas par le milieu du sinus-verse de l’arc décrit par l’extrémité du balancier. Aïnsi, dans le cas où le parallélogramme de Watt est construit sur la demi-longueur du bras du balancier (comme Watt l’a fait lui même, et comme on doit le faire, si l’on est maître de disposer des dimensions du parallélogramme) on diminue notablement la limite de déviation de la tige de sa direction normale, en l’approchant du centre du balancier plus qu’on ne devrait le faire d’après le principe dont nous venons de parler, savoir: 1) si, dans le cas où l’on cherche à rendre la position de la tige tout-à-fait verticale au commencement, au milieu et à la fin de la course, on prenait pour sa direction la ligne qui divise le sinus-verse de l’arc décrit par l’extrémité du balancier dans le rapport de 2 à 1, et 2) dans le cas, où l’on ne cherche pas l'exactitude absolue dans les deux positions extrêmes de la tige, on prenait pour sa direction la ligne qui divise ce sinus-verse dans le rapport de 5 à 8.
Dans le dernier cas, la tige-guide ne sera plus déterminée par les positions limites du balancier; on doit pour cela prendre les positions qui les précèdent à peu près d’un quarantième de l’amplitude de l’oscillation. Quelque petites que soient les modifications dans la construction du parallélogramme de Watt que nous venons de mentionner, et qui ne sont que des résultats approximatifs tirés de nos formules, elles augmentent notablement la précision de son jeu. A l’aide de l’analyse on peut s’assurer facilement qu'avec ces modifications la limite de déviation de la tige par rapport à la ligne verticale diminue plus que de moitié.
Cela nous prouve clairement que le principe qui est la base de la théorie actuelle du parallélogramme est loin de réduire au minimum la limite de ses déviations, si nuisibles par les efforts latéraux qui en résultent sur la tige du piston, et par conséquent, que non seulement pour la théorie,
HS —
mais aussi pour la pratique elle même, il est très important que, dans les recherches sur le parallélogramme, ce principe, qu’on ne cherche à vérifier qu’à l’aide des considérations inexactes, soit remplacé par une méthode di- | recte; ce but atteint, on pourra, d’après la nature de ce mécanisme et sous les conditions qui se présentent dans la pratique, donner les éléments les plus convenables pour la précision de son jeu. C’est cette méthode que nous nous proposons de donner dans ce mémoire; elle embrasse le parallélogramme de Watt et toutes ses variétés qui sont en usage dans la pratique.
$ 2. Lorsqu'on développe une fonction fx suivant les puissances de x— a, la somme des premiers termes nous donne un polynome qui, parmi tous les autres du même degré, s’approche le plus près de fx dans le voisinage de æ—a. On prend ce polynome pour la valeur approchée de fx, quand on la cherche sous la forme d’une fonction entière. Mais pour l’évaluation de fx sous cette forme, on doit préférer un autre polynome à celui-ci, si, au lieu de s’approcher le plus près possible de fx dans le voisinage de æ— à, on cherche à augmenter la limite de précision de sa valeur approchée dans l’intervalle donné de x: ce second polynome sera déterminé par la condition que la limite de ses écarts de fx, dans l’intervalle donné, soit moindre que celle de tous les autres polynomes du même degré. A mesure que cet intervalle diminue, la seconde valeur approximative de fx s’approche de celle qu’on trouve par le développement de fx suivant les puissances de x— a, à étant convenablement choisi. Mais tant que cet intervalle reste fini, les coefficients de ces deux valeurs approximatives de fx diffèrent entre elles, et ces différences, même dans le cas où elles sont petites, ne peuvent être négligées dans la théorie des mécanismes dont nous nous occuperons. Nous avons déjà remarqué combien il était important de déterminer avec une approximation suffisante la position de la tige du piston par rapport au balancier, ou, ce qui revient au même, les angles du parallélogramme dans sa position moyenne. Or, ces angles ne s’écartent que bien peu de 90°, et ces écarts ne sont que le résultat de la différence entre les coefficients des deux valeurs approximatives de la fonction, dont nous venons de parler; savoir, de la valeur qui donne le #inimum de l'erreur dans le voisinage d’une valeur de x, et de celle, dont la limite des erreurs, dans l'intervalle donné de x, est un minimum. Si on ne tient pas compte de ces différences, on trouve 90° pour la valeur des angles du parallélogramme dans sa position moyenne, et l’erreur qu’on commet ainsi, quoique d’un petit nombre de degrés, suffit cependant le plus souvent pour diminuer de plus de dix fois l’exactitude du jeu de ce mécanisme.
D'après ce que nous venons de dire, on voit que la théorie des paral-
lélogrammes que nous nous proposons de donner, est impossible à l’aide des
formules approximatives qui ne sont déterminées que d’après la condition de donner le maximum d’exactitude dans le voisinage d’une seule valeur de la variable; cette théorie démande des méthodes d’approximation, qui puissent fournir le maximum d’exactitude par rapport à toutes les valeurs de la variable entre deux limites données. C’est en cela que consiste la difficulté de cette théorie.
Relativement à la méthode d’approximation, dont nous venons de parler, nous n’avons que des recherches de M. Poncelet, qui a donné des formules linéaires pour l’évaluation de ces trois expressions
Vi+g), V(—y), V(e+ y +),
formules d’un grand usage dans la Mécanique pratique. Dans les problèmes de M. Poncelet, les équations qui déterminent les coefficients cherchés se résolvent facilement. Mais cela n’a lieu que dans des cas très particuliers. À plus forte raison, leur solution exacte est impossible, si l’on cherche la valeur générale de ces coefficients pour l’évaluation d’une fonction quelconque; car alors ces équations, d’une forme très compliquée, contiennent une fonction arbitraire. Donc on ne peut donner des formules générales pour cette méthode d’approximation qu’à l’aide des séries. C’est ainsi que nous avons cherché à résoudre la question suivante:
«Déterminer les modifications qu’on doit apporter dans la valeur appro- «chée de fx, donnée par son développement suivant les puissances de æ—a, «quand on cherche à rendre minimum la limite de ses erreurs entre 3—=a—h «et x — a+ h, h étant une quantité peu considérable».
La théorie des parallélogrammes que nous proposons ici, est fondée sur la solution de cette question dans le cas, où le développement de fx s'arrête au terme suivi d’un autre plus élevé d’un degré; c’est le cas qu’on rencontre le plus souvent dans l’évaluation des fonctions.
$ 3. Soit fx une fonction donnée, U un polynome du degré n avec des coefficients arbitraires. Si l’on choisit ces coefficients de manière à ce que la différence fx — U, depuis &æ = a—h, jusqu'à x—a+-h, reste dans les limites les plus rapprochées de 0, la différence fx— U jouira, comme on le sait, de cette propriété:
«Parmi les valeurs les plus grandes et les plus petites de la différence «fax — U entre les limites x = a—}, x—a+h, on trouve au moins n+-2 «dois la même valeur numérique».
Les valeurs que fx — U prend pour = a—h, x —a+h sont considérées comme maximum où minimum.
D'après cela on trouve facilement les équations que les coefficients de
U doivent vérifier. Si nous convenons de dénoter par Z la valeur numérique commune des n +-2 maxima ou minima de fx — U qui doivent avoir lieu entre les limites 4— a—h, x — a+ h, l'équation
(1) Fa UŸ—L—0
doit avoir n +2 racines comprises entre a— et a+, et toutes ces racines doivent vérifier l’équation
d (fr —U) __ dx
qui est la condition du maximum et du minimum, ou bien se réduire aux valeurs a — h, a+ h; en un mot, les n + 2 racines de l’équation (1), comprises entre a— h, a + h, doivent vérifier celle-ci
Cela nous donne un nombre suffisant d'équations pour trouver les n+ 1 coefficients du polynome U et la valeur inconnue Z; car chacune des n+-2 racines communes aux équations (1) et (2) suppose une équation entre les coefficients de U et la quantité Z, ce qui fait en total n + 2 équations. La résolution de ces équations n’est évidemment possible que dans le cas, où l’on donne à la fonction fx une forme déterminée. Mais si la quantité k est assez petite, on peut laisser fx arbitraire et chercher les coefficients de U en séries ordonnées suivant les puissances croissantes de cette quantité. Nous ne chercherons ici ces coefficients que pour les cas qui se présentent dans la théorie des parallélogrammes, mais notre méthode peut être étendue à tous les cas, où f(a +2), dans les limites 2— —%, 2— +}, peut être développée d’après la série de Taylor, ce qui sera l’objet d’un autre mémoire.
Pour simplifier nos formules nous dénoterons par
les valeurs
fa, 9,
et par conséquent le développement de fx par la série de Taylor donnera
fa=k,+k, (x—a)+Kk, (x— a) +.....
métis.
De plus, nous ferons & — a — h2, ce qui réduira le développement de fæ à la forme k+k hè+k Re +.....
et les limites x—a—h, x—=a+h
se changeront en celles-ci:
Cela posé, le polynome cherché U sera déterminé par la condition que dans les limites z2— — 1, z2— +- 1 la différence
(3) k,+k h2+k, Pi+.. —U—=7Y
s’écarte le moins possible de zéro.
Or, si l’on netient compte que des quantités de l’ordre moins élévé que k°*1, la valeur de Y devient
k+k hi+k, Per +... + k he —U,
et son minimum est évidemment zéro; car le polynome cherché U étant du degré », on peut réduire X à zéro, en prenaut
(4) Uk, + k het. +R Nan.
Donc la valeur de U, exacte jusqu'aux quantités de l’ordre 4°”, sera égale à k+k hz+k Res... + k he.
Il n’est pas difficile de s'assurer que l’ordre de précision de cette valeur de U sera encore plus élevé, si dans la série
h+k hate +... + he +R Re,
le terme k,k" 2" est suivi d’un certain nombre de termes égaux à 0. En effet, s’il arrive que
(5) DL pit et
. Ja valeur de cette série peut être remplacée par
k+k he+k, Pa+.. +k he
même dans le cas où l’on cherche le polynome U avec une précision poussée
jusqu’à l’ordre "7%, Donc en général, la valeur exacte de U sera de cette forme
SR U, JE PAT
où U,=k,+khi+k, Pa? +.. +k, he",
V étant un polynome du degré », dont les coefficients ne deviennent pas infinis pour — 0, et » le nombre des équations (5). Ce nombre ne différera de 0 que dans le cas où k,,,— 0, ce qui n’a lieu que pour a égal à une des racines de l’équation f"""æ=—0; car nous dénotons par k,,, la
valeur de RCE Pour que ce nombre soit 2, 3,...etc., il faut que cette racine de l’équation f"*"æ— 0 soit double, triple, ... etc.
D’après (6) on voit que la valeur exacte de U sera composée de deux parties: U, et VR"#"#T, La première partie n’est évidemment que la somme des # + 1 premiers termes du développement de f(a + }2) suivant les puissances de z; quant à la seconde, elle détermine les changements : _ qu’on doit faire dans les coefficients de cette valeur approchée, lorsque l’on cherche à rendre minimum la limite de ses erreurs dans l’intervalle donné de la variable. En passant à la détermination de cette partie de U, nous mettons la somme U, + Vh"T"#T" à la place de U dans la valeur de Y(3); d’après les équations (4) et (5), la valeur de Y devient.
M de HR PT +. —V)k tr, c’est cette valeur que nous devons chercher à rendre la plus proche possible de zéro entre les limites 2= — 1, 2— + 1.
Si l’on supprime ici le facteur constant "*”"*? et qu’on ne tienne compte que des quantités de l’ordre moins élevé que k, la valeur de V, exacte jusqu'à ce degré, sera déterminée par la condition que V soit celui des polynomes du degré », pour lequel la différence
n+-M+1 LR ? An A
s’écarte le moins possible de zéro depuis 2 = — 1 jusqu’à 2 = + 1. Or, d’après le $ 3, cela se réduit à un système de 2 n + 4 équations de cette forme
N+HMHI VF} — IL? ns 0, À (En +-m +1 Se SE) (a? — 1) = 0,
Me:
La résolution de ces équations à l’aide des méthodes ordinaires de l’Algèbre demande des calculs tout-à-fait impraticables par leur prolixité, tant que », degré du polynome cherché, n’est pas un petit nombre. Nous allons montrer qu’à l’aide du calcul intégral, on peut remplacer ces équations par d’autres dont le nombre, pour toutes les valeurs de », ne surpassera pas 2m, et même trouver leur solution générale dans le cas de »m —= 0 et m —= 1, chose très importante pour la méthode d’approximation dont nous nous occupons; car, d’après ce que nous avons dit plus haut par rapport au nombre #, il n’aura une valeur considérable que dans des cas exceptionnels, très rares; sa valeur ordinaire est zéro. Ce dernier cas est celui qui se présente dans la théorie des parallélogrammes.
$ 4. En faisant pour abréger
(7) y AA k lobéhetiié En V.
les équations qui déterminent V se présenteront sous cette forme (8) P—L=0, (#—1) = 0.
Ces équations, d’après les conditions du #inimum que nous cherchons, doivent avoir n+2 racines communes, comprises entre 2 = — 1 et 8— +1. Or, y étant un polynome du degré n + m + 1, cela suppose, comme nous allons le montrer, que la fraction
se réduit à celle-ci:
où P et Q sont des fonctions entières, la première du degré 2», la seconde du degré m.
En effet, soient
les n+2 racines communes à ces deux équations; parmi ces racines il y en aura au moins % qui, étant différentes de — 1 et + 1, ne pourront vérifier l’équation
FPE (= +) = 0,
2 NTO sc
; dy à : us qu'en réduisant A à O. Or, si z — 2, est une de ces racines, la différence
a AAC d 2— 2, divisera évidemment F et ÿ — I?. De plus, il est facile de s’assu-
rer que 4° — 1? sera divisible par le carré (2 — 2,); car l’équation pi EL À qui à lieu pour z2—2,, suppose la multiplicité de cette racine dans l’équation ÿ — IL? —= 0. Donc, si
sont les valeurs de z qui vérifient les équations P—L=0, (#—1) #—0, nu réduire 2? — 1 a zéro, les fonctions (& | , ÿ — L? sont divisibles par (2— 2) (e— 2) ...... (e — 2),
et par conséquent, la fraction
se réduit à où P, est un polynome du degré 2 (n+-m+1)—2n—2m+2,
et Q du degré n+m—n—m. Il nous reste à montrer, que le polynome
P, est réductible à la forme P (2? — 1). Pour cela nous remarquons que les
équations P—L—0, (#—1) #—0
se vérifient encore pas deux valeurs de z, savoir:
RE TT ln:
Si ces valeurs ne réduisent pas æ à zéro, elles sont égales à + 1 et — 1, . par conséquent, y — L? est divisible par (241) (2— 1) =#—1. Mais Ÿ Dane WE 1 zéro pour z — + 1, cela suppose que dans la
PME * le numérateur P, contient le facteur # — 1, et z)
. égale à
go
par conséquent, P,=P(#—1).
On peut réduire à la même forme le numérateur " si une des va-
leurs z ou toutes les deux, vérifient l’ équation # % — 0, En effet,
n+1 ? En-p2)
* d J , siz—2,,,rend > É — 0, d’après ce que nous avons dit plus haut, le carré
(2—2,,,) sera ds diviseur commun des fonctions y? — LÀ, (CE), et par
Fou nens de celles-ci: P,, @. Or si l’on supprime ce facteur dans la fraction À o et qu’on y introduise à sa place z + 1 ou z— 1, on aura une fraction, dont les deux termes seront du même degré que ceux de Q° et le
numérateur aura pour facteur 2 1 ou z2— 1. Cela nous montre qu’on aura, dans tous les cas possibles, cette équation différentielle
y — L? __P(s? — 1) NY — @ ?
dy nt: Q dz V(yÿ— IL?) V(s—1)P?
qui se réduit à la forme
où P et Q sont respectivement des degrés 2 »m et m. Comme le premier membre de cette équation a pour intégrale
y+V(ÿ— 17) YVY — 17)?
9 log
nous concluons que la différentielle
2 Q dz V(22— 1) P
sera du nombre de celles dont l’intégrale est réductible à un seul terme lo-
+qV
garithmique de la forme log PE où p, à un facteur constant près, sera
la valeur de y, et par conséquent, d’après (7), la fonction p doit être du degré n+m+1l et ne pourra contenir de termes avec les puissances
ET Cara 2", D’après cela la méthode ingénieuse d’Abel pour
l'intégration des différentielles de la forme Le à l’aide d’un seul terme lo-
garithmique nous donne 2» équations entre les coefficients du polynome P, ce qui est suffisant pour le déterminer; car il n’est que du degré 2m, et un de ses coefficients peut être choisi arbitrairement. Les équations qui déterminent P sont les suivantes: D m conditions d’intégrabilité de
TE dz par la formule log Pt, p étant du degré n + m + 1;
2) m équations qu’on trouve en égalant à zéro les coefficients de 2°*”
2 PE 2"? dans la valeur de p. D’après la méthode d’Abel les
20 dz prie V(2—1P qaV R?
d’un degré déterminé, ainsi que le polynome » sont due en Mebois des
conditions d’intégrabilité de par la formule log p étant
seuls coefficients de P; donc, pour trouver ces coefficients et la valeur dep, on n’aura qu’à résoudre un système de 2» équations avec 2» inconnues, La valeur de p qu’on trouve ainsi nous donne le polynome y, à un facteur constant près, qui sera déterminé d’après (7) par la condition que le coefficient de 2"*"#1 soit égal à has
De cette manière la détermination du polynome y, et par conséquent de V (7), se réduit à la solution de 2» équations, tandis que, d’après (8), les coefficients de ces polynomes sont donnés par un système de 2 n + 4 équations. D’après les méthodes de l’illustre Jacobi, toutes ces recherches se simplifient notablement, dans certains cas, à l’aide des fonctions elliptiques. L'importance de l’équation différentielle que nous venons de trouver pour déterminer y se manifeste sur le cas de m—0, où cette équation s'intègre facilement et nous donne la valeur générale de y pour n quelconque. D’après cette intégrale on trouve aussi la valeur générale de y
pour m—= I.
$ 5. Les fonctions Q et P, dans l’équation différentielle
Qde dy V(a2—1)P V(y?— I?)
sont, comme nous l’avons vu, respectivement du degré » et 2m». Donc, si m = 0, ces fonctions se réduisent à des constantes, et notre équation devient
À dz Pau tS dy VD VU)
après quoi l'intégration donne
À 24+V(22—1) À log 2—V(22— 1)
où la constante C est zéro; car pour 2 = Æ 1 on aura y — + L. Donc
8+V (82 —1) 2 À log yon V8 75
et par conséquent,
EE 4 pires: 2 PS ce qui donne
y = + É [V1 + (eV (2 — 1}.
Pour déterminer les quantités Let À, nous remarquons que, d’après (7), m étant zéro, le polynome y doit être du degré n+ 1 et avoir pour
premier terme k,,, "7". Mais dans le développement de la valeur trouvée
de y le terme affecté de la plus haute puissance de z à cette valeur PRIE qui ne peut être identique avec k,,, "7" à moins qu’on n'ait
k k (9) À=n+ 1, L=+ = + nt,
D’après cela nous trouvons pour l’expression de y, vérifiant les équations (8), dans le cas de » — 0, cette valeur
(10) y—= [eV (81) 4 (2 V (8 — 1)}""]
et par conséquent, d’après (7),
(11) V—L part (EE she Us ee ne
C’est ainsi que pour m—0, et à l’ordre k près, nous trouvons la forme générale de V qui ($ 3) détermine les différences entre les coefficients de la valeur approchée de fx, trouvée par son développement suivant les puissances de æ— a, et celle dont la limite des erreurs dans l’intervalle z—a—h, x —=a+h est minimum. Le cas de m— 0 est celui où t— a ne vérifie pas l’équation f(x) —0, n étant l’exposant de la plus haute puissance de æ dans la valeur approchée de fx qu’on cherche. Dans le cas où x — a est une racine simple de l’équation f"""#— 0, et par conséquent, ml, on trouve avec la même facilité la fonction V, exacte jusqu'aux termes de l’ordre h. En effet, pour »m — 1 l’équation (7) nous donne ge V,
nA+-2
Z n+-2 et comme Vest du degré #, nous concluons que y, outre le terme #,,,4",
ne contiendra que des puissances de z moins élevées que z"*'; parmi les polynomes de cette forme, y est celui qui s’écarte le moins de zéro dans les limites 2=—1, 2= +1. Or, d’après (10), on voit que parmi tous les polynomes, dont le terme affecté de la plus haute puissance de z est k .,2"*?, le minimum des écarts a lieu pour celui-ci:
ki. [(£ + V Ca ES 2) SE: (: OV a me. 7],
et comme dans ce polynome le coefficient de 2°" est égal à O0, nous concluons que c’est la valeur cherchée de y—#k,,,2"""—V. Donc, pour m = 1, le polynome V sera déterminé par cette équation
Va ke anne ve (: +V a 2 ee (: Me, Le FE D}
Dans le cas où » surpasse 1, la valeur de y=#4,,,,, #7" —, et par conséquent V, peut être déterminée, comme nous l'avons vu, par un système de 2» équations.
C’est ainsi qu’on trouvera, dans tous les cas possibles, la fonction V exacte jusqu'aux termes de l’ordre 2. Pour ce qui regarde une plus grande approximation de la valeur de V, elle ne demande que des opérations élémentaires d’Algèbre, comme nous le ferons voir dans les $$ suivants sur le cas de m— 0.
Avant de passer à ces recherches nous nous arrêterons un moment sur la formule (10) pour montrer le parti qu’on peut en tirer par rapport aux propriétés des fonctions entières. Nous avons trouvé cette valeur de y, en cherchant celui des polynomes du degré n + 1 qui, ayant la forme kb, #"—V, s’écartait le moins de zéro dans les limites 2=—1, 2= + 1. Or, lorsque V est un polynome arbitraire du degré n, la différence k,.,, 4" — V est la forme générale de tous les polynomes du degré n + 1, où le coefficient de z"*" est égal à &,,,. Donc, parmi tous ces po-
lynomes, celui qui est donné par la formule (10) s’écarte le moins possible
de zéro dans les limites 2= — 1, 2—<+1, et comme Z, désignant le maximum de ses écarts, est égal à pu (9), nous concluons que tous les autres polynomes de cette forme, depuis 2= — 1 jusqu’à 2 — + 1, pré-
sentent des écarts plus considérables, et par conséquent, leurs valeurs, comme celle de (10), ne peuvent être comprises dans des limites plus étroites que celles-ci:
on an ) b+a TS ae 2 b —'a\v +1 d’où, en remplaçant z par ————, k,,, par A( ; | , n+ 1 par !, nous déduisons le théorème:
Théorème.
Le coefficient. de la plus haute puissance de x d’une fonction entière
du degré l étant À, cette fonction, depuis x — a jusqu'à æ —b, ne pourra être comprise dans les limites plus étroites que celles-ci:
SUR CS M— 24 (==), M+24A
$ 6. Nous avons vu dans le $ 3, que si l’on cherche le polynome du degré », dont la limite des écarts de f(x) depuis 5—a—h jusqu'à 2—=a+h est minimum, et que f"*" (a) n’est pas zéro, on trouve ce polynome égal à
U+ Vh°""?,
où U est la somme des » + 1 premiers termes du développement de f(x) suivant les puissances de z— a, et V un polynome du degré n, déterminé par cette condition: pour æ— a = hz, V devient un polynome qui, dans les limites 4——1, 2— +1, s'écarte de %,,, 274% hate.
moins que tous les autres du même degré. Quant aux quantités
LS LME an pete
elles sont égales respectivement à
FD (a) FUN T2) (a) 1.2...(n+1)? 1.2...(n +2)" "
Dans les $$ 4 et 5 nous avons cherché la valeur de V exacte jusqu'aux quantités de l’ordre h, et nous l’avons trouvée égale à
bee Pas ins (£ ee à Le SR Se, ip rt” S
Nous allons donner à présent une méthode pour trouver le polynome F avec une précision aussi grande qu’on le voudra.
*) Ce théorème nous conduit à plusieurs autres par rapport à la solution des équations, par exemple:
1) Si f(x) a+ Bal—1+Cxl—2+..... , on trouvera entre les limites X et RIVE 3/(h) au moins une racine de ces deux équations: f(x) = 0, f’ (x) — 0. On prendra le radical avec le signe — ou +, selon que f(h) et f’ (h) sont de même signe ou de signes contraires.
2) L’équation (æl+ Bal—1+Cxl—2+.,...4+Hax)—K?=0 à au moins une racine entre les limites — 2 Ÿ 1K, +92 Ÿ LK.
8) L’équation 2514 B al—-14 Cal—3+....+ HatK—0 a au moins une racine entre
> ee Rs a les limites —2V5XK,+2V1XK; c’est ainsi qu'entre les limites — FT ai — 5 ab + 3
, 27 nie ‘ — . + £ V« _— _ ab + 7 8e trouvera nécessairement au moins une racine de l’équation
cubique x8 +- ax? + bx + c —0.
Si l’on fait pour abréger
ke [(É NS à = see EE + (£ ra . PET 2] ne y.
la valeur de V, que nous venons de trouver aux quantités de l’ordre k près, peut être mise sous cette forme
et par conséquent, sa valeur exacte sera (12) V=k,,, He un Vh,
où V, est un polynome du degré n dont les coefficients restent finis pour h = 0. D'après la propriété du polynome VF, on trouvera ces coefficients, en cherchant à rendre minimum la limite des valeurs de
n+1 n+-2 2 n+3 k,,,2 +k,,,hz hi. h2 2 LV
=k,,, RP + y — Vh
dans l'intervalle 2——1, 2— +1, ce qui suppose, comme nous l’avons vu dans le $ 3, que les équations
LE RER RP + + y — VRP —L/—=0,
(2 PS3 1) [ko hareng RTE + y — Vo h] 0 dz ne ont # +- 2 racines communes entre les limites 2= — 1, 2= +1.
Si l’on ne tient compte que des quantités de l’ordre moins élevé que #?, ces équations deviennent
(13) LES FE mn. " RF At L' = 0, (14) (2° — 1) D 0
De plus, chose très importante pour nous, on peut remplacer la dernière équation, avec le même degré de précision, par celle-ci:
de
En effet, comme cette équation n’a pas de racines multiples (ce qu’on voit d’après la forme de y) on n’influera sur leurs valeurs numériques que
de quantités de l’ordre , si, au premier membre de cette équation, on ajoute le terme
h (82 — 1) À [kn-+e a ie Vol
après quoi elle deviendra identique avec l’équation (14). Donc, les racines de cette équation qui ne deviennent pas infinies pour k — 0, et par conséquent, toutes celles qui restent .comprises entre les limites — 1 et +1 pour fort petit, sont données par l'égalité
avec une précision allant jusqu’au premier degré de ». Mais si dans les racines de l’équation (14), autres que 2= #1, on fait une faute de l’ordre h, l'erreur de la valeur de
[k he + y — VRP — LÀ,
n1-2 pour ces racines, est de l’ordre X? ou plus élevé; car, d’après (14), sa première dérivée, pour ces valeurs de z, est zéro au moins aux quantités de l’ordre À près. Quant aux racines
pour lesquelles cette dérivée peut différer de zéro, elles sont exactes dans l'équation
Donc, aux quantités de l’ordre X? près, la valeur de V,A sera déterminée par la condition que n + 2 racines de l’équation
(8 — 1) = 0 vérifient celle-ci:
En he + y— VRP — IA = 0, qui se réduit à
ÿ+2y(k,,, 8° — Vi) h — Li, —=0,
si l’on supprime ses termes contenant X?, et enfin à
quand on la multiplie par y. Mais, d’après ce que nous avons trouvé dans le $ 5, le polynome y, déterminé par la formule
y —= k.. ENT … Enr
vérifie l'équation y — L? — 0 pour toutes les racines de l’équation 3 1) dy EDS 0,
L étant égal à + fes donc, pour ces valeurs dez, on peut dans l’équation
précédente remplacer y? par L?, ce qui donne (L—L?)y+21(k,,,2—V)h=0.
Or, cette équation ne peut être vérifiée par les n + 2 racines de l’équation
que dans le cas où ces deux équations sont identiques entre elles; car elles sont du même degré n +2 (ce qu’on voit en remarquant que y est du degré n + 1, V, du degré n). Donc, leurs premiers membres sont égaux, à un facteur constant près, et par conséquent,
MPa CR DE —0,
où C est une constante.
Mais comme y est du degré n + 1, manquant du terme avec la puissance 2", et que le degré de V, n’est pas supérieur à », on voit que dans cette formule le coefficient de 2°"? ne se réduit à O que dans le cas où
et par conséquent, L étant égal à + Mai,
kn+- (15) L, = pu Ton.
D'après cela, l'équation précédente nous donne
pi n+z _ C 2 dy Fish es Ant ebe
C : , Nous trouvons la constante =, en observant que V, ne doit pas contenir
d “ de terme avec 2"**?. Comme dans la valeur de (2? — 1) A où
Ne [(£ + V se cs ( et ee? = joe
2"? cela suppose
nous trouvons le terme (n + 1) k,,,
et par conséquent
En mettant cette valeur de A dans l’expression trouvée de V,, nous
obtenons Ds n+-2 22 — 1 dy Re (EE de)
C’est ainsi que nous trouvons la valeur de V,, exacte jusqu’au premier degré de h, ce qui, d’après (12), nous donne cette valeur de V, exacte jusqu’à /°,
(16) V=k, ET —y+k
n+-2 8? — 1 a) (2 7 n+1) Ln+a d2 k
où, comme nous l’avons vu, y à cette valeur
= “re [(£ + se —— ne En (: — V Le — 7]
$ 7. Sans nous arrêter sur cette approximation de Ÿ, nous allons montrer en général comment on trouvera sa valeur exacte jusqu’au degré 2, quand on a sa valeur aux quantités de l’ordre k! près.
Si nous dénotons par V, cette dernière valeur de V, sa valeur exacte peut être mise sous cette forme
V, étant un polynome du degré », dont les coefficients restent finis pour h— 0. D'après la propriété de W'($ 5), le polynome inconnu V, sera déterminé par la condition que les équations
n+1 n+2 2 ,N+3 lo A [ke 2 +k,,,ha +k,,,h sé db a mnt É — L, = 0, (2 —1) À Cp ga AA gg MR he og RE ETS eV — Vo ht] 0 dz >
aient » +2 racines communes comprises entre les limites 2— —1 et 3 — + 1. Mais, si l’on ne tient compte que des quantités de l’ordre moins élevé que k*, on peut supprimer dans ces équations les termes qui condénnent Be AP PE et présenter le reste sous cette forme
+ Sh— V,hP—L— 0, (17)
Fi l SAR HE 0,
en faisant pour abréger
PF { ÿ.=—= oh ha RE (18) PRE n+-l1-2 l—1 n+21 | S— + Reis h usa ka h è -
Quant aux équations qui déterminent V,, valeur de W exacte seulement jusqu’à #!, nous pouvons les tirer des formules (17), en rejetant les termes qui contiennent 4, A1, 472, Ainsi, à la valeur de X° près, nous aurons pour
És n+1 n+-2 2 ,N+F3 1 ,n4i Dakar eh, html Mess th he 2 F,
les équations suivantes:
—L'=0, (#— 1) se ae 0
dans lesquelles Z, est la valeur de Z, exacte jusqu’à hl; ce qui suppose l’équation
En passant à la détermination de V,, nous remarquons, comme dans le $ précédent, que dans les conditions qui déterminent V, hl, aux quantités de l’ordre #* près, la dernière des équations (17) peut être remplacée par celle-ci:
et comme dans ces conditions il ne s’agit que des racines qui restent finies pour h — 0, cette équation, à son tour, peut être remplacée par une autre
de la forme
W étant une fonction entière choisie de manière à ce que l’équation W—0,
dy é ; à A! près, contienne toutes les racines de l'équation + 1—0 qui ne devien-
nent pas infinies quand on fait » — 0 *). Comme ces racines ne sont qu’au nombre », car, pour À — 0, le polynome y,, que nous considérons maintenant, devient égal à celui trouvé dans le $ 5 (10) et qui n’est que du degré n +- 1, nous concluons que le degré de l'équation W — 0 peut être abaissé jusqu’à n. Dans ce cas l’équation
sera du degré n + 2, et d’après les conditions qui déterminent W, et y,, toutes ses n +- 2 racines doivent vérifier ces deux équations Lu, + Sh— V,hP —L?—0, ÉN L’ = 0, la première avec une précision allant aux termes de l’ordre h', et la seconde jusqu’à k!.
En mettant dans la première de ces équations la valeur Z, d’après
(19) et en supprimant les termes qui contiennent R!, nous obtenons l’égalité
+29, (8—V)h —L —2)1Lh = qui, étant multipliée par y,, nous donne Lg +2y (8 — V)h—22L hy, = 0, équation qui, à R près, sera vérifiée par toutes les n + 2 racines de l’équation (2— 1) W—= 0.
Mais pour ces racines, à près, nous avons aussi l’équation
*) Voici comment on peut séparer les racines de l’équation w+-hv=—0, qui, pour k=0, ne deviennent pas infinies:
Si l’équation uw —0 n’a pas de racines égales, les racines de l'équation FE ET qui ne deviennent pas infinies pour À—0, sont données par celle-ci: w—0, avec une précision jusqu’au premier degré de h. Pour avoir ces racines exactes jusqu’à k?, on prendra u+R=— 0, où R est le reste de la division de + par w; pour l’approximation jusqu’à k3%, on prendra # +R, —0, où R, est le reste de la division de » par u+hR, et ainsi de suite. Dans le cas où l'équation u—0 a des racines égales, la même méthode est applicable, seulement l’approximation ne va pas si vite.
qui, étant multipliée par 2 (S— P,) h° et retranchée de l’équation que nous venons de trouver, nous donne, avec une précision jusqu’à #4”, l’équation suivante :
ou, ce qui revient au même,
1, Mi pt LA) Comme cette équation, aux termes de l’ordre 4°” près, a lieu pour toutes les racines de l’équation
avec le même degré de précision, son premier membre doit être divisible par (2? — 1) W, et par conséquent, si on dénote par À, et R, les restes
44 l l qu’on trouve en divisant y, et Sh + É2
par (—1) W, l'expression PÉSR 2 2 bi 1)
dont les termes sont d’un degré moins élevé que (2? — 1) W, doit être identique avec zéro, aux quantités a près. Donc, avec ce degré d’approximation, On aura
et par conséquent FH TR;
ce qu’on peut mettre sous la forme
en dénotant par g et r le quotient et le reste qu’on trouve en divisant À, par À,. | Or, il n’est pas difficile de s’assurer que cette équation ne peut être
vérifiée qu’en prenant À
#4 — 4, et par conséquent, Vh=r.
En effet, le polynome cherché V, est tout au plus du degré n; la même 9*
chose a lieu par rapport à r: cette fonction est le reste de la division de ZX, par À, et R,, lui même, est le reste de la division de Y par (2 — 1) W; donc le degré der est inférieur au moins de deux unités à celui de (— 1) W, qui est du degré n + 2. Au contraire, le reste R, est nécessairement d’un degré plus élevé que »; car, si l’on fait k — 0, comme nous l’avons remarqué plus haut, le polynome y, se réduit à y, donné par la formule (10), et
alors (2? — 1) W devient (2? — 1) 2 mais, NE la valeur de y, on voit
que le reste se la division de y par (2? — 4h 3, contient un terme avec la puissance 2° 7
Donc, pour trouver la fonction V, h} exacte jusqu’à ht, on procédera de la manière suivante: on divisera les fonctions
AIDES 2 y he}, sh -U st par (2 — 1) W; on divisera le second reste par le premier; le reste de la dernière division est la valeur de V, hl. On trouve facilement le polynome V d’après la fonction V, h}, en remarquant que V — V, +, nl. Le quotient de la dernière division nous donne aussi une valeur très importante; ce quotient, que nous avons dénoté par g, est égal, comme nous
l’avons vu, à la fraction x par conséquent À = g L,, et d’après (19), Let + qh).
Nous trouvons ainsi la constante Z, de l’équation (17), qui nous donne la limite des écarts du polynome V relativement à la fonction
n+1 nH+-2 2 ,N+3 he AR RE RE hs... ;
entre z——1]letz—=+1.
D’après la méthode que nous venons d’exposer, on peut toujours passer d’une valeur approchée de V à une autre plus précise.
$ 8. Nous allons maintenant appliquer cette méthode à la solution de cette question, très importante pour la théorie des parallélogrammes:
«Trouver les modifications qu’on doit apporter aux coefficients de la valeur approchée de fx
fes ET f'(a) + ET fo EE fr (0),
«pour que cette valeur, depuis æ—a—h, jusqu'à æ—=a<+h, s’écarte le «moins possible de fx».
Nous supposons la quantité * assez petite pour qu’on puisse développer les corrections cherchées des coefficients suivant les puissances ascendantes de »; de plus, nous excluons le cas, où f(x) devient zéro pour 4—=a.
D’après ce que nous avons dit dans le $ 3, ces corrections seront données par la formule
où V, comme fonction de 2———, sera déterminée par la condition de
représenter un polynome du quatrième degré, pour lequel la différence
ks + hS+k, Pa +... —V s’écarte le moins possible de zéro depuis z = — 1, jusqu’à z — +- 1. Les coefficients 4, k6, k,..... sont respectivement égaux à fY (a) fu (a) fvu (a) 1.2.3.4.5? 1.2.8...6 1.2.8...7° °°"
L’équation (16) du $ 6 nous donne la valeur de V exacte jusqu’à 4? sous cette forme
2— 14 sk À — y + ke (#5 a) h,
RÉES [(£ nes) ER (——}].
D’après ces formules nous trouvons
Quant à la valeur de Z; qui détermine la limite des écarts de V et de la fonction k, + k, h& + k, h227 +... , d’après (15), nous obtenons
EL, = ES
En passant à la détermination de V, exacte jusqu'à 2‘, nous remar-
quons que les fonctions désignées dans le $ précédent par V,, y,, S ont maintenant les valeurs suivantes:
=ks +k; ha —k; (4 is s 5) — ki (+ Aer)
D’après les valeurs de V,, y,, 8, la méthode du $ précédent donne V= VF, + Vi,
où V, est un polynome qu’on trouvera à l’aide des procédés suivants: 1) On cherchera l’équation du 4-ème degré qui, exacte jusqu’à #°, contient toutes les racines de l’équation
dy, FR 4 15 2 5 5 8 13 Li Mk (54 te +) + fo (62 — 7 à +7 s)h=0,
qui restent finies, quand on fait k — 0. Comme le reste de la division de
k (6 Ê — T7 À + 7) par ks (5 #—7? a +) est égal à k(—58+ z), d’après la note du $ 7, nous concluons que l'équation qui remplit ces con-
ditions est la suivante:
et par conséquent, la fonction que nous avons représentée dans le $ précédent par W, à cette valeur
2) On cherchera le reste de la division de y, k? par (2? — 1) W. Pour les valeurs de y, et W que nous avons, et en supprimant les termes qui contiennent X*, h°,..... , On trouve ce reste égal à
8) On divisera la fonction
3, QD SR? + TL
par (2— 1) W; dans le cas que nous traitons, le reste de cette division, exacte jusqu’à k‘, a cette valeur
ke 5 Lkh+6k 2. Hk+2% Ve [ 18, ns en
86k2E, +2 kky RS à 87k2k, + 10h67 —5KS 9 That Dk kr ka? x +| 16 KZ LPS GA LE GK hr.
4) On divisera ce dernier reste par le premier
ER D 5 ie 2 F; (2 Er ol ALT dd h£.
Cette division fournira le quotient
7ksky+k2 TR
et le reste
16,7 ONE 4 6442 ka
ER RG AT GK kr; d’où l’on conclura :
1) La quantité V,k?, exacte jusqu’à k*, aura pour valeur 3642 k4 + 2k5kek7 —Kke 8 4 22k.k, —k 2 ,3 87k2k,+10k;kgk7—5k8 8 ,2 16KZ AT TT HP Nate GLS ha
314,4, —3k$ 2 7h ke, +2kkeky —Ke8 8 me ht 64h LE
et par conséquent, on obtiendra, avec le même degré de précision,
5 5 7 13 1 V=V, + VP=k(Sa— Re) hf Res) V,k
Da LT 8642 k,+2%5kgl7— M8 18) a 5 29% k, — ke? à = (Th + rs 1) 4 + (+ ES ) 2
“2 fa8 87k2k3+10kkgky—5k8 18) 5 31k5k—3%e2 (hoh + RS ns) : — (5% PEN) à
7h k3+2kskehy —Ke tk h 4 Es s 5"6/°7 6 5.
2) La valeur de la constante Z, qui détermine la limite de la déviation du polynome Ÿ de la fonction
entre 2= — 1, 2— + 1, est égale à
Tksky+ke? 2 mu + bs Tksky+ke ) L (Re pe) = 5 (1 + 1KZ h :
En multipliant la valeur trouvée de V par X° et remplaçant 2 par
‘=, nous obtenons la formule 8612, k4+-2ks sky — Ke (ER ne RÉ 7.) (a — a) 5 22% ky — Ke?
(Re PRÉ pe }@—a) 872, + 10% kek7 — 58 — (5 Es lé + 5 A 1 + .…)(@—4aÿ Bo sa BIKE, — She — (ha + TUE }@— a) 1 Th + 2kshe kr — ke DR Mauss Te LE + ,,.., dont les coefficients de (4 — a), (x—a},..... déterminent les correc-
tions qu’on doit faire dans ceux de la valeur approchée de f(x)
f! 1 f" fr f(a) +8 @—a)+ TOC nn sn Las G— a) + Red (@— a), quand on cherche à diminuer le plus possible la limite de ses erreurs entre x—a—h, x —4a+h. Quant à la valeur de cette limite, d’après ce que nous
: d e \ £ « 2 avons trouvé relativement à W, elle est égale à Z, = + 5 (+ dns ne) Fe ‘5
$ 9. Jusqu'à présent nous n’avons cherché la valeur approchée des fonctions que sous la condition du minimum de la limite des erreurs dans l'intervalle donné. Mais souvent il est très important que l'erreur, pour les limites de l’intervalle, se réduise à zéro. Or, il n’est pas difficile de s’assurer que ce cas, tant que l'intervalle est assez petit, se résout aussi par les méthodes que nous venons de donner.
Soit fæ une fonction dont on cherche la valeur approchée sous la forme d’un polynome « du degré », assujéti entre les limites 4—=a—Y, 4—a+Y, aux Conditions mentionnées plus haut. Comme la différence f(x) — « doit se réduire à zéro pour &4—a—7, 4= a+, il ne restera dans le
L id séss
polynome w que » — 1 coefficients arbitraires qui, d’après la propriété du minimum que nous cherchons, seront déterminés par cette condition:
«Parmi les valeurs les plus grandes et les plus petites de la différence «fæ—u, entre les limites 4=a&œ—7Y, %—a+7Y, on trouve au moins «fois la même valeur numérique», ce qui suppose ($ 3) que pour certaine valeur de / les équations
d(fæ—u) dx 0
(fx —uÿ—Ë—= 0, ont » racines communes, comprises entre les limites —a—Y,%—a+"; par conséquent, si l’on remplace ces limites par d’autres plus étendues, æ—a—h,x—a+h, et choisies de manière à ce que pour ces limites la différence fx —u devienne égale à 7 ou —Z, les équations (20) (fz—u"—P—0, (—a+h) (x —a—R) = 0 auront n + 2 racines communes entre les limites 4—a—h, 2=a+h. Donc, pour ces limites, le polynome U'— x donne la solution des équations (2), dont nous nous sommes occupé dans les $$ précédents, et par conséquent, vice versa, la solution de ces équations nous donnera le polynome w pour certaines valeurs de &æ — y, «+ y, qu’on trouvera facilement en remarquant que, d’après la propriété du minimum cherché, les valeurs G—=a—Y,%—=4a+"7Y, Comprises entre 4 — k, a+h, vérifient l’équation
fa —u—0, et, entre ces deux valeurs de x, il y à n racines communes des équations
(fx—uÿ —P—= 0, Lee — 0.
Pour montrer une application de ce que nous venons de voir, nous allons chercher le polynome # qui, étant du degré », donne la valeur exacte de f&=k,,,4""" pour x—a—Y,æ—a+7, et ne s’écarte, entre ces limites, que le moins possible de la fonction fx —k,,, æ""". Pour cette
Nn+H1 _ $ x valeur de fx, et y— JA *, æ=a+hs, L— —_. les équations (20) deviennent ; 2 dy ÿ —L=0, (—1) 5 —0, dont les » + 2 racines communes seront comprises entre 2=—1, 4=+1.
Or, y— Int rank = étant un polynome du degré n +1, dont
le coefficient de °°° est égal à 4.
peut avoir lieu à moins qu’on n’ait
= LEE ENT] neue
; On voit, d’après (10), que cela ne
> k(a+h2} Hi % x—a E Cd d’où, en remplaçant ar 8 par = ar nous ? Plac y D ha HA ) P ai P ht +1) obtenons — n+1 æ—a+ V(x—a}?—h\" "1 æ—a—V(x— a) —12\" "1 u—k,,,% os [( 2 ) + ( 2 ) |, l — + Enr AT is NÉ TRMMOT TAG
En passant à la détermination des valeurs de & —Y, «+ Y, pour lesquelles ce polynome donne le minimum cherché, nous remarquons que l’équation
ke PE LR et k ne Re ape 0.
qui se réduit à celle-ci:
cos (n + 1) 9 — 0,
quand on fait æ— a — h cos @, aura les racines suivantes:
she Eos In +2? 2h42)?
Or, comme dans cette série on ne trouve que les deux valeurs
a+ h cos 2
& = h. cos = on1-2?
entre lesquelles sont comprises les n racines de l’équation
Mt a FREE PR L (ee ni dx RAS dx eu
sin (n +1)
LT — TT —O pour —"— cos y, nous concluons que sin
h æ— "y, a+ y ne peuvent avoir d’autres valeurs que celles-ci:
qui se réduit à
a—y—a—hcos—, a+y—=a+hcos——,
niA In + 2?
et par conséquent, a = &, h —
En mettant ces valeurs de a et k dans la valeur trouvée de w, l’on a
us n+1 æ— a (x—a)? ÿ l UK, ,,T du ue + 4 = SN APT He 3 4 cos?
Telle est la forme générale du polynome du degré »n qui devient égal
à k,,, 2" pour æ—a—7Y, x—a+7y et s’écarte le moins possible
de cette fonction entre ces limites. Quant à la limite de ces écarts, nous avons trouvé
k is Enr pn+i Y .
ISERE he;
; Son+2
donc, la constante /, qui détermine cette limite, a la valeur suivante:
L = + kan Y01
ui
on cos? F1 n +2
Comme la différence k,,, æ"""—u, où w est un polynome arbitraire
du degré n, est la forme générale d’une fonction entière, dont le terme affecté de la plus haute puissance de x est égal à 4,,, x""", les formules 1 que nous venons de trouver nous conduisent à ce théorème:
Théorème,
Entre deux racines de l'équation
Dubé de fer CR De,
fo AT VE Br et +... = 0
x—a, &æ—bÙ, la valeur numérique de fx ne peut rester inférieure à RAP. |
k cos mn)
En traitant de la même manière le cas de fx —px+qx", y étant très À petit, nous trouvons, d’après les formules du $ 8, que, à la quantité y° près, | le polynome « du quatrième degré qui devient égal à paÿ<+ ga’ pour %——7Y, 4 = + y, et s’écarte le moins possible de cette fonction, entre = —Y,%—= +7, à la valeur suivante:
< 5p 9 11— sin 18 cos 549 4\ à Liu ( BY + 8 cost 180 ) #
5 p 4 . 31—4sin18cos540 4 (5 cost18 Ÿ 64 cosé 180 Fe:
nd nas sir den. h duré 2 Lei ic nes bd dé DR 7 US Ed
ii hd,
Quant à la limite de déviation de ce polynome de la fonction pæ°+-q7", entre z— — y, x —= + y, on la trouve égale à
p Y° Fa 7 — sin 180 cos 540 >; 16 cos 180 64 cos? 180
$ 10. D’après les formules que nous venons de trouver, il est facile de déterminer les éléments les plus avantageux du parallélogramme dans tous les cas possibles. Mais ce n’est pas le seul résultat qu’on puisse tirer de nos formules. Nous avons vu qu’elles donnent certains théorèmes d’Algèbre dont la démonstration serait, peut être, impossible à l’aide des méthodes ordinaires. Il y a aussi des questions de Géometrie dont la solution demande des méthodes d’approximation telles que celle dont nous nous sommes OCCcupé.
En voici un exemple. Soient deux courbes données, l’une contenant » paramètres arbitraires qui permettent, par leur choix convenable, de disposer à volonté des abscisses de x points d’intersection de ces deux courbes dans l'intervalle x = a — h, x — a + h. Il est évident que, dans cet intervalle, les courbes seront plus ou moins rapprochées l’une de l’autre selon la position de leurs points d’intersection. Quel est donc la disposition des points communs des deux courbes, entre 4 = a—}, x —a+h, qui rende minimum la limite de leur déviation dans cet intervalle?
Cette question tient évidemment à la méthode d’approximation dont nous nous sommes occupé dans les $$ précédents. L’application qu’on peut faire ici de nos formules donne des résultats très intéressants.
Soit y =T1(x) l’équation de la courbe avec tous ses paramètres donnés, et Y= Fr (2, 0
celle dont les » paramètres arbitraires sont choisis d’après la condition du minimum que nous cherchons, entre les limites 2—a—h,x—=a+h.
Si l’on prend » — 0, la dernière courbe devient osculatrice à la première, au point æ— a, et excepté certains points singuliers le contact ne sera que de l’ordre » — 1, de sorte qu’on aura .
(21) x es DATE — à une valeur finie,
en même temps que les équations
mms EE ——
dæ FE ae At dan—1 per LE?
n—1 F{x,h) _dMIf Fe, h=f(o, LEE ER = Te
pour æ = à, h—=0.
D’après cela, en supposant que les fonctions
f(x) æf af f(œ (æ h 4 ? Êse Mer ee — dF(x,h) dd F(x,h an F'(x,h Fan, Een |: es
restent continues dans le voisinage de k— 0, æ—a, nous concluons que,
pour À assez petit, et pour une valeur de x entre les limites 4 — q — h, x — a+ h, les fonctions
ne deviennent pas infinies. De plus, on peut mettre la fonction
AM (Y—y) _ M F(x,h) d"f(x) dan te dan dan
sous la forme N+ Ÿ (x), en faisant pour abréger N—d" F0) _df(a)
da DT") M F(x,h) dMF(ao) dMf(a) . df() mn
D’après cela, pour x pris entre 4 — a—h et x —a+h, h étant assez petit, la série de Taylor nous donne
Y—y—A+B(a—a)+C(c—a)ÿ+. . .+H(o—a) + CHE 0) op, où les quantités À, B, C,...H, N sont indépendantes de æ et dont, de plus, la dernière
N—%F@0)_ af
da" bé “SE
d’après (21), diffère de zéro. Quant à la fonction d (a+ (& —a)), pour les valeurs de x que nous considérons, elle devient infiniment petite en même temps que k.
Cette formule nous montre que pour x entre les limites 3 —a— À et x = à + h, à l’ordre de grandeur k" inclusivement press la valeur de Y—y sera égale à celle du polynome
A+ B (x — a) + C(x —aÿ+...+ H(x—a re (æ— a)",
et par conséquent, d’après le$ 5, le #inimum cherché n’aura lieu que dans le cas, où le polynome précédent, avec ce même degré de précision, se ré-
duit à N æ—a+V{z— a) \" æ—a—V{x—a}? —\" Re |( 2 ) + 2 ) à
ce qui suppose qu'entre les limites 4 —a—}, x—a<+h la valeur de Y — y a cette forme
re : N : (= pre (ES) + 7h,
où Z est une quantité qui devient infiniment petite en même temps que À. D’après cette valeur de Y— y, les abscisses des points d’intersection des deux courbes que nous considérons sont données par l’équation suivante:
N__[a—asvieo m6)", fa—a—v@ 0 #\" “as | ( . ) +{ < ) | 20.
EI
Or, si l’on fait
a —— sm COS ®,
cette équation devient
n.29—17 COS ( n D) + N = 0, N
d’où, en supprimant le terme F , nous tirons cos (n p) = 0, ce qui donne __2m+1l 7 2n ?
m étant un nombre entier quelconque.
La valeur de ® que nous trouvons ainsi, en supprimant le terme
. dans notre équation, est évidemment exacte jusqu'aux quan-
tités de l’ordre Z, car l’équation cos (no) — 0 n’a pas de racines égales. D’après cela nous concluons que, aux quantités de l’ordre ZX près, les valeurs cherchées de x seront déterminées par cette formule:
riens Arr Br 2n 7
et par conséquent,
Z=a+h cos —— 7.
Telle est l'expression générale qui donne, avec une exactitude allant jusqu’à k inclusivement, les abscisses des » points d’intersection des deux courbes dans le cas de minimum que nous traitons; l’expression trouvée conduit à cette construction très simple:
«Du milieu de l'intervalle x —a—h, x—a<+h, pris sur l’axe des «abscisses, avec un rayon égal à la moitié de cet intervalle, on tracera un «cercle; on inscrira dans ce cercle un polygone régulier de 2» côtés, en le «disposant de manière à ce que deux de ses côtés soient perpendiculaires à «à l’axe de x; les sommets de ce polygone, aux quantités de l’ordre k inclu- «sivement près, détermineront les abscisses des points, où les deux courbes «doivent se couper pour que la limite de leur déviation, dans l'intervalle œ—a—h, x —=a+h soit minimum.»
Si l’on veut que les deux courbes passent par les mêmes points aux limites de l’intervalle, où l’on cherche à les rapprocher autant que possible, la même construction ($ 9) aura lieu, avec la seule différence, qu’au lieu du
rayon k, il faudra prendre le rayon
cos — 2n
Tels sont les deux résultats, qu’on tire de nos formules relativement à la disposition des points communs de deux courbes, dans le cas où l’on cherche à rendre minimum la limite de leur déviation dans un intervalle donné; ces points sont d’une grande importance dans plusieurs questions de la pratique.
Dans les $ suivants nous montrerons l’usage des formules que nous venons d'exposer pour trouver les éléments des parallélogrammes qui vérifient les conditions les plus avantageuses pour la précision du jeu de ces mécanismes.
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IRRATIONNELLES
(Journal de mathématiques pures et appliquées. I série, T. XVIII, 1853, p. 87—111.)
Sur l'intégration des différentielles irrationnelles.
Si la différentielle De ee composée d’une fraction rationnelle fe La 6x
et d’une racine d’une fonction entière /x, s’intègre à l’aide des signes algébriques et logarithmiques, nous savons, d’après les recherches ingé-
nieuses d’Abel et de M. Liouville, que l'intégrale jee se pré-
sentera sous la forme suivante:
U +- A log V° + 4’ log V' + 4” log V” +
LE
où U, V°, V', V’,..., sont des fonctions rationnelles de x et V/ 6x; A°, À’, 4",..., sont des quantités constantes. Le terme algébrique U peut se déterminer facilement. On sait qu’il
m—1 est de la forme AC x) ” , où Pet Q sont des fonctions entières que l’on ce à l'aide des procédés suivants *):
. On cherchera le plus grand commun diviseur entre les fonctions
a da ot 88208)
29, Si les degrés des fonctions
: ce diviseur est le dénominateur Q du terme algébrique.
Qfox Q F,æ0x? m1?
*) Nous supposons que la différentielle re É est réduite de manière que Ô x ne con- V0 tient pas des facteurs d’un degré plus élévé que m — 1.
sont inférieurs à — 1, le terme algébrique est 0. Dans le cas contraire, en désignant par » le plus petit nombre supérieur au degré de ces fonctions, on trouvera le numérateur P d’après la formule
P=B,+Bx+B,+...+B,x",
où B,, B,, B,,..., B, sont des coefficients constants, dont la valeur se déterminera en cherchant à rendre le polynôme
fa" [B,+2B,xz+...+nB,a"]
4Q : F,x 0 x — EE ee æ ° ni | CB, + B,xz+B,a+ ...+8Bx|
divisible par Ÿ. et avec cette condition que le quotient ne soit pas d’un
| Fix Vox. D zQ
entre les fonctions 4x et 6'x.
Si ces conditions ne peuvent être remplies, on en conclura que l’in-
Je a Fx Vox
degré plus élevé que , D étant le plus grand commun diviseur
tégration de à l’aide des signes algébriques et logarithmiques est
impossible. Dans le cas contraire, on trouvera le terme algébrique, et si
l’on ôte sa différentielle de > le reste doit devenir intégrable à 0 6x
l’aide des seuls termes logarithmiques. C’est de cette intégration que nous allons maintenant nous occuper.
Voici les questions dont nous donnerons les solutions dans ce Mémoire:
1°. Déterminer le nombre de termes logarithmiques dans la valeur de l'intégrale donnée.
La solution de cette question, dans un cas particulier, donne la démonstration du théorème énoncé par M. Abel en ces termes:
«... le théorème suivant très-remarquable a lieu: «Lorsqu'une intégrale de la forme [ ee, où © et R sont des fonctions
entières de x, est exprimable par des logarithmes, on peut toujours l’exprimer de la manière suivante:
[OR Ag À p—avR
où À est constant et p et q des fonctions entières de x.» (Œuvres compl. tome I, page 65, ed. 1839).
2°, Trouver les conditions analytiques qui déterminent chaque terme séparément. | |
On verra, en outre, d’après la solution de ces questions, que les cas connus d’intégrabilité des différentielles binômes de la forme
a (a+ bx°')" dx,
sont les seuls où l'intégration de ces différentielles est possible par les signes algébriques et logarithmiques, s, s’, s” étant rationnels.
IL
Nous avons vu que les termes logarithmiques dans la valeur de
l'intégrale FE 7 . sont de la forme A log P,
où V est une fonction rationnelle de æ et / 4x. Donc en faisant, pour abréger,
V 6x =A, et en désignant par
Po(A), P: (A), Pa (A), Ps (4), - .- .,
des fonctions rationnelles de æ et A, nous-aurons l’équation suivante:
fe dx
7% à —= 4° log (A) + 4'log @, (A) + 4”log #, (A) + ,
Jæ dx
Fa à contient plus de termes algé-
lorsque la valeur de l'intégrale briques.
Si nous remplaçons dans cette équation A par &A, æA,..., æ"-TA,
et si nous multiplions les résultats respectivement par 1, æ&, &?,...,a", « étant racine primitive de l’équation
x" — 1 —=0, nous trouvons une série d'équations, dont la somme sera
fx dx m—1
m[ST = 40108 [9 (A). 5 (&A) . pi (af A). 5 + A’ log [p (A). pi (a) . pi (a? A)...pi" (a"-1A)]
ee A)|
et, par conséquent,
(1) FER = Ale W+ Ale W+ Ale W+...,
où W,, W,, W,,..., sont des fonctions de la forme
p (A)p*(æA)p*(a?A) . .. * («"—*'A),
À, À,, 4,,..., des constantes.
C’est sous cette forme que nous allons examiner la valeur de l’inté-
fx dx
grale |5 + TA d Nous commencerons par prouver que la valeur de l'intégrale _ _. étant réduite au minimum de termes, les coefficients 4,, À,, 4,,..., ne
peuvent vérifier l’équation NA,+N A, +N,A,+...—0,
dans laquelle N,, N,, N,,... sont des nombres complexes de a. En effet, si cette équation a lieu, nous trouvons
N, N\, A4=— 7 A —T% À, — OT
et, en substituant cette valeur de À, dans l'expression de l'intégrale
[ fax dx
F x» NOUS la transformons dans celle-ci:
M ET Me
Alog WW, *+Alog WW, +...
qui contient moins de termes que l’équation (1); et chacun de ces termes, comme nous allons le démontrer, peut se réduire aussi à la forme
Alog [4 (A) .p*(aA). 4" (a?A) ... gp" (a"-1A)],
où (A) est une fonction rationnelle de g et A.
Pour réduire ainsi le terme
A, log W, W, Fa
nous mettons A sous la forme
Nr na+n/ a«2+...
je PS BE = ;
oùn,n°, n,n",..., sont des nombres entiers réels (ce qui est toujours possible). D’après céla, le terme
A, log WW,"
B peut s’écrire ainsi:
Ag [Wr. PR SUR ES À
où la quantité mise sous le signe log se décompose en facteurs et diviseurs
de la forme Wal = qu (A). qu" 1(uA).o2?(u A), ..,
et que l’on réduit à celle-ci:
p(A)p"(xA)p" (&A)...,
en remplaçant œ (A) par æ (æ! A).
La même forme subsiste également après la multiplication et la division de ces quantités.
Donc, à l’aide de l’équation
III
Soit + une valeur de x qui rende W, égale à 0 ou co. Il n’est pas difficile de s’assurer qu’on trouvera une puissance de x — #, dont le rapport à W, sera fini pour æ—#", et que l’exposant de cette puissance sera en général un nombre complexe de «&. En effet, la fonction W,, comme nous l’avons vu, est égale au produit
Po (A) .®, (&A). p,% (x? A) ...,
où ®, est une fonction algébrique. Or, si l’on développe les facteurs
Po (A), Po (&A), Po (a A), HE PE
selon les puissances de æ—x', et qu’on désigne par n°, »’, n',..., les exposants de æ— x’ dans les premiers termes, les nombres n°, »', n”,..., sont rationnels, et la somme
À ! 1.9 MN GENE ue
est l’exposant de æ—x dans le premier terme du développement de W,. D'où il suit que N°, étant égal au nombre complexe
0 Phsce N+Na+N + ...,
le rapport ae reste fini pour æ—%.
Soient N°, N',,..., les nombres complexes qui jouent le même rôle par rapport à W,, W,,.... En prenant
FRA x— x"
= À,lg @— 2)" + À, I1g (x — ge)" + À,1g @—x)"" P et retranchant terme à terme de celle-ci,
fx d Ré Al W+AlW,+zAlW,+...,
nous trouvons
TL ___ 40 N'o + A1 N' + A9 N'a + dx Frd x— x!
= A lg. + 4,18 0, + 14,
_n en ce
“ne LL . .
Le second membre de cette équation étant finie pour +=, nous concluons que cette valeur de x ne rend pas infinie l’intégrale
N'o+ A, Ni +4 N +...
[Tres —* æ—x | da,
ce qui suppose que la limite de
A N'o+ AN +24 No +...
@—2)[ 0 tn 21 9 ;
pour æ= +’, est égale à zéro, et, par conséquent,
NA +NiA+N,A4,+.,.—=lim ESS
Cette équation nous prouve que les termes de la valeur de l’intégrale fx dx Fax À
des racines de l’équation
ne peuvent devenir infinis que pour une valeur de x égale à l’une
car, d’après le $ IT, la somme
sera différente de zéro, tandis que lim Es dans le cas où Fx contient le facteur x — +’, le facteur A ne pouvant contenir &æ— x’ qu’à un degré inférieur à 1 ($ I, note).
Cette équation nous prouve aussi que la limite de
x — x’) fx cp2 / ) | ne différe de zéro que T=ZXT
(æ — x) fx
) ; Fx.A ? pour
— %', ne peut être infinie.
Supposons maintenant qu’on désigne par +’, æ”,æ'”,..., 4° toutes les racines de l’équation
et par K', K”, K”,...., K° la valeur de
‘ (&æ — 2) F1 lim [ Fzx.A 4 pour 2=%,%,% z0 k ; ? ? . . . . .
L'équation que nous venons de trouver et celles qu’on obtient de la
même manière en examinant les cas où æ—x", æ”, x®, pourront s’écrire ainsi:
é=t ist i=1
D 2 NE... So NPA—KP, #0 =
où #41 est le nombre de termes de la valeur de l'intégrale (27 %, NON,
Fx 4?
N',N,",...,N9, etc., sont les nombres complexes choisis de manière que les rapports
Wo (x A vai (x gr" .….(& — 30)" me LA
See 0. e.e ee 6.6: 6 © 6e + o» © ...
restent finis pour æ—#", x”, æ”,...,2x0, et, par conséquent, pour toutes les valeurs finies de æ; car, comme nous l'avons remarqué, les racines de l'équation
Fzx—=0
sont les seules valeurs finies de x qui peuvent rendre les fonctions
NO PU: he infinies ou 0.
En changeant, dans l’équation
fa dx
7% a = Aol0g W, + 4, log W, + 4,108 W, + ...,
1 * æ en —, et en traitant le cas de z2— 0, nous trouvons de la même manière
l'équation i—+ (3) SuA=E, #—0 où Æ° est la limite de 2e à Pour &— 00, Et Ho, Ps Pas, les degrés
des fonctions W,, W, W.. FU Cette équation nous prouve, en outre, que la fonction ea ne peut être d’un degré plus élevé que — 1; car, autrement,
KO — Jim LL.
serait infinie, ce qui ne peut avoir lieu d’après l’équation trouvée.
& IV
Supposons maintenant qu’en désignant par M°, M', M",..., les
nombres complexes de &, on cherche à vérifier les équations de la forme ME MK MK +0: A,
et que l’on ne trouve que À équations de cette forme qui ne soient pas identiques entre elles par rapport à K°, K', K”,..., KV. D’après ces équations, on pourra évidemment exprimer À quantités de la série 9, RESTE
en fonctions linéaires des autres, et ces fonctions auront pour coefficients des nombres complexes de «&. Supposons donc qu’on parvienne à trouver i—=i—) i=i—)
> M° K0+9, K'— ae Me RUS @ Fr Le K-D — > M1 Kè+1.
Comme les quantités X°, K', K”,..., KŸ ne peuvent vérifier plus de À équations différentes de la forme
(5) MK +MK + M"K'+...—0, les quantités KO, K@H),,,., KO prises séparément de a NUE. RRSRADON : Re
ne pourront vérifier une équation de cette forme; car, autrement, cette équation et les À équations (4), évidemment non identiques entre elles, donneraient À + 1 équations de la forme (5), ce qui est contraire à la supposition.
D’après cela, il est facile de s’assurer que le nombre de termes, dans la valeur de l’intégrale [E ” , ne peut être au-dessous de /— +1; car,
dans ce cas, le nombre des coefficients À, À; À, EL :
serait aussi moindre que /—À + 1; et alors les / — À + 1 équations dernières de la série (2), après l'élimination de ces coefficients, donneraient au moins une équation entre K0, K%%,,,,, KŸ qui serait de la forme (5), ce qui est impossible.
Le même résultat aurait lieu si l’une de Z— À + 1 dernières équations (2) était identique aux autres par rapport à toutes les quantités A5; À, 43,... Donc, au moyen de ces équations, il est possible de trouver {— À +- 1 quantités de la série
À; À; À, ne
en fonctions des autres et des quantités K®, K%%1),..., K0; ces fonctions seront linéaires et auront pour coefficients des nombres complexes de «@. Supposons qu’on parvienne ainsi à trouver les quantités
À; À; PEN PORT et qu’on porte leurs valeurs dans l'équation
[ET = 24108 W, + À, log W, + 4,l0g W,-+ ...
Après cette substitution la valeur de l'intégrale [£ . contiendra plu-
sieurs termes avec les coefficients
À À +1) () À;-)41 Àj-1495 ..) À,.
Mais si l’on rassemble dans un seul terme tout ce qui contient le même coefficient, on n’aura que / termes, dont la forme générale sera
K® logZ ou À,logZ,
et dans lesquels A Pr P;
LE AR: AR AS
P,, P,, P,,..., @, Qi, @,..., étant des nombres complexes de &. Or, d’après ce que nous avons montré auS II, ilest certain que, quelque compliquée que soit la forme de ces termes, ils pourront être réduits à une forme telle que celle-ci:
Ki) À; log W ou log W, où » est un nombre entier réel, et W une fonction de la forme
D (A). D'(&A). D (a? A)... gp" (æ"-1 A),
Donc, après la substitution dont nous venons de parler, la forme principale des termes n’est pas altérée; mais les Z — À +- 1 coefficients
RE PE sont remplacés par KÜ) KÔ+H1) KÜÛ+2) KU) M ? n ? EN PPT nj_)?
OÙ My, Mis Mae » +) Ny_) SOnt des nombres entiers réels. Dans la suite, nous supposerons toujours que cette transformation à été faite; et par conséquent, dans l'équation
LE Alog W,+ 4,108 W,+ 4,108 W,+...,
nous prendrons
KA+2) KV
KA+1) No , . D 1 ny?
OÙ Moy My Maj e + +) My) SOnt des nombres entiers réels.
Jusqu'à présent nous n’avons rien dit sur la forme des fonctions (A), o,(A),..., qui entrent dans la composition de W,, W,,..., et qui sont rationnelles par rapport à æ et A; dans ce qui suit, nous les supposerons réduites à la forme la plus simple, c’est-à-dire
Xo+ XX A+ Ko +. .+ Xp ANT Y >
où X,, X,, X,,..., X,,_,, Ÿ sont des fonctions entières de x. De plus, le dénominateur Y se détruit dans la valeur de |
W — p(4).g“(&A).p"(a? A)... og" (&"-'A),
à cause de l’égalité 14+a+ae+... +oa* =);
nous pouvons prendre Y — 1.
Les équations (2), (3), (4) et (6), par l’élimination de
7() ! [14 l } SAME. SCT: CPE K9, nous donnent
LS VE Le DOS SEM CE UN ON HEC CR CE 0 se RC Une SDS NT QE a AL
LR “a.
A—1) Eyes A—1) S Me 04,4 = Sd NA, 6—=0 i=0
i—=0 i=t MA SNA; 4—=0 à i=t Nix A = SN, À;,
où les nombres complexes désignés par M; sont déterminés par les équations (4), qui donnent Æ°, K',K",..., K°%%) en fonction de Æ°°, K4+1 .. KV; les nombres complexes désignés par N° sont inconnus et jouissent, comme nous l’avons vu, de cette propriété que le rapport
reste fini pour toutes les valeurs finies de x; le nombre désigné par p, détermine le degré de la fonction W,. Quant aux quantités n,, n,,..., ce sont des nombres entiers réels, également inconnus.
Or, comme les coefficients
Ni:
À), 4; A3, - 1929 ne peuvent vérifier aucune équation de la forme N,A+N A +N,A+...—0;
N,,N,,N,,..., étant des nombres complexes de x, les équations que nous venons de trouver doivent être identiques par rapport à 4,, 4,, À4,,..., ce qui suppose les égalités suivantes:
nn 0 ! Er ! !' ——. [44 A —1) RCE A—1) uw Min, N, =M,n,, N, = M, | PEER N, = M, N;;
NP NES 0 es IN SR RE i l NÉ enD te Ni 0 pour i— 0, 1, 2,...,/— À, et u=0, N'=—0, N'—=0, N"=—0,
pour à > — À.
D’après cela, en ayant égard au rapport qui existe entre la fonction W'. et les nombres p,, N°, N;",..., nous concluons:
1°. Toutes les fonctions W,_,,1, W,_,,+, W,_\,:,... sont du degréO,
et aucune valeur de x ne peut les reduire à zéro ou à infini.
2°, Pour i=0, 1, 2,...,/—), le degré de W, est Mn,; et la fonction dont le rapport à W reste fini, tant que x n’est pas infini, se présente sous cette forme:
Fe: PM n M; É ; Fe re Le) *.(æ—x") î .(x—x") i TS dé (art) | ;
expression où il ne reste d’inconnu que le nombre entier et réel n..
Telles sont les propriétés des fonctions Po M Mr Mie qui entrent dans l’équation
dx Ld D dolog M, A log W,+ À log W,+...,
quand cette équation se trouve transformée par la méthode que nous avons donnée au $ IV. De plus, les équations (6) nous donnent l'égalité
KÔ+i) À, ——= nj , à étant égal à 0, 1, 2,...,/— À.
S VI
D’après ce que nous venons de trouver. par rapport aux fonctions Win ) L'ART Wiss PER
il n’est pas difficile de s’assurer qu’elles se réduisent à des quantités constantes.
En effet, si la fonction W ne devient ni O0 ni © pour æ — a, l’exposant de x— a dans le premier terme du développement de W, selon les puissances de x — a, doit être zéro. Or, pour
W Les « (A) . (2 (a A) . p* (a? A) e “rs (ar A). cet exposant ($ IL) est égal à la somme
Ninatn +... nm) ol
où n°,n,n",.. ,n°*-1 sont des nombres réels rationnels, désignant le degré de z — a dans les premiers termes du développement de
(A), p(axA), œ(@A),... œ(x*-'A),
et « une racine primitive de l’équation
Or cette somme ne peut se réduire à zéro, à moins qu’on n’ait
11 REPARER ED PIE — m(m—-1).
PT ST 6 ATP ei
c’est-à-dire à moins que le développement de p(A), p(aA), p(aA)..., œ(&— A)
ne contienne dans ses premiers termes la même puissance de &— a; et
alors nous trouvons que pour æ— 4, q et p étant des nombres entiers, le
o (aP A)
g (af A)
Donc, si la fonction W reste finie pour toutes les valeurs finies de x, p (aP A) p (a A)°
De la même manière on parvient à conclure que le sas de la
æ (aP A) e (à)
D’après cela, nous trouvons que le produit
rapport reste fini.
la même chose doit avoir lieu pour la fraction
fonction = est O et, par conséquent, qu’elle reste finie pour æ —
p(aPA) œ(aPa) œ(aPAa) . œ(aPa) (A) œpiaA) œp(x?A) p (am—1A)
reste fini pour toutes les valeurs de x. e Mais ce produit se réduit à ?” = ë
x qui ne depend pas de «; car
, où S est une fonction entière de
S— ? (A).p (&œ A).p (& A)...œp(x"1A) est une fonction cnArIne des racines de l’équation A” — à une fonction entière,
et (A), comme nous avons vu, est une fonction entière de x et A. Quant à ®” (x? A), cette fonction sera évidemment de même forme que ® (A). (Voir $ IV).
Donc, en faisant m P A (7) PE = 4 (a? A),
nous trouvons que %Ÿ (? A) est une fonction déterminée par l'équation
d (x? A) = © + =. A+ À LA: : + Ên A où 5, X5, X;, X,...., X,,_, sont des fonctions entières de x, — qui reste finie pour toutes les valeurs de +. Or nous allons prouver que cela ne peut avoir lieu, à moins que tous les termes de la valeur de Ÿ (« A) ne soient constants.
En effet, d’après la valeur de à (& A), pour à << », nous trouvons D (@? A) + @7 D (ar? A) + a D (QT A) +... + ap (a? #1 À) =Mm à A,
et, par conséquent,
è (PA) + at p(@rt A) + a-8 (art 4) +. “3 = m(2" an
5r we aq (m1) (1 (arret A) S
Le premier membre de cette équation étant composé de la fonction à
S tant qu’on ne le suppose pas constant, sera infini ou pour certaines va-
ni LS X;:\mn :
reste fini pour toutes les valeurs de æ; mais le second »°” (&) À",
leurs de x ou bien pour æ— co, selon que la fonction rationnelle »” Al A7 se réduira à une fraction simple ou à une fonction entière.
Donc on ne pourra supposer aucun terme de la fonction 4 («? A) va-
riable, et par conséquent, d’après (7), on aura P (x? A) — C, VS,
où C, est une constante et S une fonction qui ne dépend pas de &. Or, si l’on forme, d’après cette équation, les valeurs des fonctions
p(A), p(æA), p(atA),..., p(x"-'A),
et qu’on les porte dans la formule
on trouve Lta-ta+ pat —1l
W=0,.G.æ...C".S m Mais la somme
hate ts. ;: + 7
se réduit à 0; donc W a une valeur constante.
VIL
fade
FA toutes les
Ayant démontré que dans la valeur de l'intégrale [ fonctions
Win, Win, sant ; 11
ne peuvent être que des constantes, nous en déduisons que les seuls termes variables sont
À log W, À; log W;,. "+1 Ai log Win et comme, d’après (6), les coefficients de ces termes sont de la forme
K@:+) nt ?
où », est un nombre entier, nous concluons que leur nombre ne peut surpasser celui des termes de la série
ALES us Mt différents de zéro.
En remarquant que / est le nombre des racines de l’équation
Fs=—=0, et que
K° — Jim (FE).
se réduit à 0, si le degré de LA est inférieur à — 1, nous parvenons à éta-
blir les théorèmes suivants: Ja
Théorème I. — Soient + une fraction rationnelle, 0x un polynôme
dont les facteurs sont d’un degré moins élevé que m. Si la valeur de l'intégrale
fx dx . . . Né pe fx dx — — me contient que les termes logarithmiques. l'intégrale = — Fo q q ques, q Le
est égale à une somme de termes de la forme suivante:
À log Fe (0x) .o" (a Vux). op (a V0x). a be (a-1 02)
‘où o (Y6x) est une fonction entière de x et Y5x, « est une racine primitive de l’équation g— 1—0;
et le nombre de ces termes, suffisants pour donner la valeur de l'intégrale
£ 2 , ne surpassera pas le degré de F'x, la fonction À — étant d’un 6x Fr V0x degré moindre que — 1; dans le cas contraire, le nombre de ces termes ne surpassera le degré de F'x que d’une unité.
Dans le cas où Fx — 1, le théorème précédent se réduit à celui-ci: Théorème IL. — Les fonctions fx, 0x étant entières, si 0 x ne contient
US
fx
que des facteurs de degrés inférieurs à m, l'intégrale [: dx s'exprimant
d’ailleurs par les seuls termes logar ithmiques, sera pre à la formule
A log Lo(Y/0x) .p* Ce V0x).@* (2 Vox). . CSS Cu V0) |
où © (ax) est une fonction entière de x et Yox, et & est une racine primitive de l’équation x” — 1 —0.
Dans le cas de m—2, nous obtenons le théorème d’Abel, cité dans le $ I.
Théorème III. L'intégrale pes dx n'est pas réductible aux fonctions HA
algébrique et logarithmique, si 0x n'a pas de facteur multiple d’un degré plus élevé que m—1, et si la fonction fx est d’un degré moins élevé que
Vox,
En effet, si l’on suppose que [ = dx soit réductible aux fonctions
0x algébrique et logarithmique, d’après le $ 1, on parvient à conclure que sa valeur n’a point de terme algébrique. La Lars chose a lieu par rapport
aux termes logarithmiques; car la différentielle D dx n’a pour dénomi- 6x
nateur que Y#x, et le degré de EL est moins élevé que — 1; mais dans ce
V0x cas, d’après le théorème I, le nombre de termes logarithmiques suffisant pour
donner la valeur de Î dx est 0. Donc, si l’on suppose que l'intégrale 0x [E= dx est réductible aux fonctions algébrique et logarithmique, on sera 0x
forcé de conclure que sa valeur est une constante. Dans le cas de » — 2, cela se réduit au théorème donné par M. Liouville.
$ VII
A l’aide des théorèmes que nous venons de donner, on peut résoudre entièrement la question de l'intégration en termes algébriques et logarithmiques des différentielles bmômes
a (a+ bx°')” dx,
où s, s', s” sont des nombres rationnels.
L'intégrale de ces différentielles se réduit facilement à la forme
[ at (1+ at)" dx,
où p, q, m, m sont des nombres entiers et g > 0, et l’on trouve, par les méthodes connues, la valeur de cette intégrale, si l’une des deux quanti-
m' . . ne tés + Ft est un nombre entier. Dans le cas contraire, cette intégrale
se réduit à la forme
| » à Uy+ Î __—.
(+ ag)"
où U, est une fonction algébrique, p’ est le plus petit nombre positif congru à p selon le module g, et =» le plus petit nombre congru à —»”" selon le module », ce qui suppose
pP<q m'<m.
Puel Pour trouver le terme algébrique dans la valeur de l’intégrale | buse dæx, (1 + 27
5” d’après le $ I, on cherche le plus grand commun diviseur entre les
L , d ï q m'° nn à 1 fonctions (1x2) et HET. Ce diviseur étant (1-2?) , on
conclut que le terme algébrique doit avoir pour dénominateur la fonction A+a" 7.
Mais, en examinant les fonctions
ap (14 291 (+ 29)" —1
EP m”."=1?
où, comme nous avons vu, p <q, m'<m, p > 0, on trouve que leur degré est au-dessous de — 1; ce qui, d’après le $ I, prouve qu’il n’y a pas de terme algébrique dans la valeur de l'intégrale Î _ at dx. A+anm Donc il ne reste plus qu’à chercher l’expression de sa valeur à l’aide des seuls termes logarithmiques. Mais une telle expression, d’après le $ IL,
n’est possible que dans le cas où le degré de AB ne se trouve pas (1 +ag"
au-dessus de — 1, et, en vertu du dernier théorème que nous venons de
démontrer, ce degré ne doit pas être au dessous de — 1. Par conséquent,
ah dx, à l’aide des termes algébriques et loga-
A+ ag)
l'intégration de
; p'—1 rithmiques n’est pas possible, à moins que la fonction —*——; ne soit A+ ag)" précisément du degré — 1; ce qui entraine cette équation entre les expo-
sants ?, ÊT
ET — q
Mais en passant aux nombres » et »”, dont le premier est congru à p' selon
le module g et le second à—»"" selon le module », nous trouvons que
l'équation précédente suppose que É + — est un nombre entier. Donc, outre ce cas et celui où p est divisible par g, l’intégrale
fa (1+ 49)" dr
représente une transcendante particulière; c’est ce qu’il s’agissait de démontrer pour être sûr que les méthodes ordinaires de l'intégration des _ différentielles binômes avec les exposants rationnels, comprennent tous les cas où cette intégration est possible en termes algébriques et logarithmiques.
IX
D'aprés ce que nous avons trouvé dans les $$ IV, V et VI, on conclut qu’en général le nombre de termes logarithmiques qui suffit pour don-
ner la valeur de l'intégrale [ET AT Pb) EP 1, où / indique le degré de F x, et À le nombre des équations (4). De plus, nous avons vu que l’inté-
grale ae — peut être réduite de manière que, dans l'équation
d PE A log W, + 4, log W, + 4, log W,+...,
tous les termes soient de la forme
où n, est un nombre entier non complexe;
Wi= p().g5 (aA).g" (024). ..0"7 ("7 A)
est du degré M. n,, et, pour toutes les valeurs finies de x, reste en rapport fini avec la fonction
M; My" M;" nj (2) (@—2) (c—2") ...(x—a 1) . (@—a0#) | .
Quant aux nombres M?, M}, M;", M;",..., M0, ils sont connus d’après les équations (4).
Il n’est pas difficile de s’assurer que, d’après cela, chaque terme de dx A que si l’on trouve les nombres
la valeur de l'intégrale [E est complétement déterminé, c’est-à-dire
et les fonctions
PNR: VUE ONE: ONE
qui puissent remplir les conditions mentionnées, la somme
log W, +.. + log W,,
Q) K@ HI) Le MF, + log W, +- “o "n
sera la valeur de l'intégrale La Æ lorsque celle-ci peut être exprimée
à l’aide des termes logarithmiques.
En effet, si cette somme n’est pas la valeur de l’intégrale [ _ ; supposons que
Blog W°, Blog W, B,lg W',..., B,log W‘
soient les termes qu’il faut ajouter à celle-là pour la rendre égale à [ET On aura fa dx Fe 4
KU
K(Gæ+1) K (4-2) E _. log W, + à log W,+.. DE PR W,_,
Ne
Æ0) 4 log W, +
+ B, log W°+ B, log W'+B, log W'+...+8B, log WC.
Pour cette valeur de l'intégrale Ï ee les équations (2) et (3) don-
nent =i—-2 KO+5 i—3 0 DE <<: | Po 2 4 nj + 2 % Ba = " | Gars
é=i—) is
/ r KA) ’ K= SN + PE,
L'= DN ns + Dh Er é—=0 =0 =i-) K0+0 {= @— @o ACT @
Re D NP > P°B; t=0 {=
RD PÉTER P sont les nombres complexes de « qui jouent le même rôle par rapport à la fonction W® que les nombres em, NN", N,",..., N° par rapport à la fonction W,.
Mais pour les valeurs trouvées de u,, N/,N;", N;",.., N° (SV), on a, comme il n’est pas difficile de s’en assurer, les égalités suivantes :
ÆKû+9 |: SES ie > Fe np?
é=0 é—=1— À K0+#5) fe !
K = > N, 7 #=0 4=i—) K0+#4) 7 \ ! 1 +4 L'=DN ——, #=0 é—=I—) K0+0 (@) —— (à —- 2 N° =0
Par conséquent, les équations précédentes donnent
$=0 {= {—=s é—+ DD 0 “2/B=0,.., SP9B=—0, 6—=0 #=0 6—=0
qui doivent être identiques par rapport à B,, B,, B,,.…, B,, lorsque la somme
B, log W° + B, log W' + B, log W'+...+B, log W°
ee 168 — est réduite au plus petit nombre de termes ($ IT). Donc on aura ven, Pen, P=6,.:.- PP, ce qui, d’après le $ VI, nous fait conclure que chacun des termes B, log W,, Blog W,, Blog W,,..., B,log W,
ne peut être que constant.
SUR
UNE RACINE CARRÉE D'UN POLYNOME DU TROISIÈME OÙ DU QUATRIÈME DEGRÉ
(Mémoires de l’Académie Impériale des sciences de St.-Pétersbourg. Sixième série. Sciences mathématiques et physiques. Tome VI, 1857, p. 203—232.)
(Lu le 20 janvier 1854.)
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Sur l’intégration des différentielles qui contiennent une racine carrée d’un polynôme du troisième ou du quatrième degré.
Dans le Mémoire Sur l'intégration des différentielles irrationnelles, publié en 1853 dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées de M. Liouville, nous avons donné une méthode pour trouver la partie
algébrique de l’intégrale Î a de en la supposant exprimable sous forme 0x
finie, et déterminer séparément tous les termes logarithmiques à l’aide de certaines conditions qu'ils doivent vérifier. A présent, nous allons montrer comment on peut trouver, d’après ces conditions, les termes logarithmiques dans le cas le plus simple et le plus intéressant, savoir, celui où la différentielle contient une racine carrée d’un polynôme du troisième ou du quatrième degré. Faute de méthode générale, on ne connaît que des cas très particuliers, où une pareille différentielle s'intègre sous forme finie; dans plusieurs autres cas, pour lesquels cette intégration a aussi lieu, on n’y parvient qu’en essayant différentes transformations, et le plus souvent on renonce à l’idée de chercher l’integrale après avoir fait beaucoup de tentatives sans succès. Or, d’après nos recherches citées plus haut, les méthodes particulières et les essais de différentes transformations qu’on emploie dans cette intégration, seront remplacés par une méthode gé-
nérale et directe dès qu’on sera parvenu à définir les termes logarithmiques
dans la valeur de [ /° d’après les conditions que FR Vas + Bas + ya? + Où + À
nous avons trouvées pour leur détermination. C’est ce que nous allons faire ici, en donnant la méthode, d’après laquelle la recherche de ces termes se réduit toujours à cette question résolue par Abel:
«Trouver toutes les différentielles de la forme Le, où op et À sont des
«fonctions entières de x, dont les intégrales puissent s’exprimer par une for- «mule de la forme log Pur, (Oeuvres compl. T. I, pag. 33, éd. 1839).
Cette intégration sera donc due à Abel aussi bien par le principe fondamental, d’où nous sommes partis dans nos recherches sur l’intégration des différentielles irrationnelles, que par la méthode de résoudre la question citée, à laquelle se réduit finalement la détermination des termes logarithmiques
d LE dans la valeur de [ <° = . Aïnsi, nos recherches, Fo V at + Bas + ya? + dx + À
comme nous nous plaisons à le croire, rempliront, sous un certain rapport, une lacune qui restait entre les Mémoires de ce grand Géomètre, où il donne la forme générale des intégrales des différentielles algébriques, en tant qu’elles sont possibles sous forme finie, et ceux où ilcherche leur valeur, en faisant une hypothèse particulière.
La réduction de nos équations, dont nous venons de parler, est indispensable aussi pour simplifier l’intégration des différentielles plus compliquées. Quant aux différentielles qui ne contiennent sous le signe du radical carré qu’une fonction du premier ou du second degré, cette réduction conduit immédiatement à trouver la partie logarithmique de leurs intégrales. Outre cela, cette réduction est remarquable par différents résultats relatifs à la nature des intégrales qu’on peut en tirer, et cela nous fournit un rapprochement très intéressant de la construction des valeurs irrationnelles avec la règle et le compas et l'intégration des différentielles sous forme finie, Ainsi on verra que, la somme des nombres n°, n’,n”,.…. étant impaire, l'intégrale
VA A à : wi +... +0) je æ—a Lang Eh À
où nous avons fait pour abréger A(x) = V æt + Ba + ya? + 5x + À, ne peut être exprimée sous forme finie, si d’après les quantités
et à l’aide de la règle et du compas, on ne peut construire aucune des ra-
cines de l’équation dé + Ba + ya + dr + À — 0.
Par exemple, on reconnaît que les intégrales
8 (Qn/ — n0 — (2n'—n D, a+ C d f æ
V ah + 22? — 8x +9 Z, V 24 + 2x? — 8x + 9
dx,
, LES EP PUS APE ri: 2n 8 (2n n n D), 0 f æ—1 æ dr Va + 22? — 8x +9 é
EC “OÙ, OÙ
sont impossibles sous forme finie, parce qu’à l’aide de la règle et du compas on ne peut pas inscrire dans le cercle un polygone régulier de 7 côtés, ce qui est nécessaire pour la construction des racines de l’équation 2% + 22? — 8x + 9 — 0.
Il y a d’autres questions de l’Analyse transcendante, où la même méthode de réduction peut être avantageusement employée, savoir, quand on cherche à exprimer la somme des intégrales |
æ,, ot dæ [ Jot dæ a,æ +8, V 0x az+$, VêOx ‘‘°°"
par une somme d’un nombre déterminé d’intégrales semblables, en y ajoutant une certaine fonction algébrique et logarithmique.
Enfin, cette même méthode, appliquée aux nombres, nous donne un procédé à l’aide duquel on trouvera la représentation d’un nombre donné par la forme æ?—ny?, toutes les fois que ce nombre peut être mis sous cette forme et qu’on connaît la valeur de x, pour laquelle la forme 4° — » est divisible par ce nombre. Dans le cas de n ——1, cela se réduit à la méthode ingénieuse que M. Hermite a employée pour démontrer que tous les nombres premiers de la forme 4% + 1 sont toujours décomposables en une somme de deux carrés, et pour effectuer en même temps cette décomposition.
Si dans les formules de notre Mémoire, cité plus haut, on fait
on trouve que l’équation g — 1—=0,
dont l’une des racines primitives nous à servi pour composer des nombres complexes, se réduit à 4° — 1 — 0, et comme la racine primitive de cette. équation est égale à — 1, les nombres complexes que nous avons désignés par
LA (4 SA ANNE
deviennent réels et rationnels. De plus, la forme générale des termes logarithmiques
À log [o(A).p*(aA). (A). . .g"" (&"-* A)],
à cause de m — 2, A — V 0x, devient
A log [o(V 6).97t (— V 02)] = À log = en
et comme o est une fonction entière, on aura o(VOr)—=X, + XV 0x, p(—VOx)=X, — XV 0x,
où X,, X sont des fonctions entières.
Dé les termes logarithmiques, dans la valeur de l’intégrale Re
fa 0x?
s’écriront ainsi:
X,+XV 6x
A log x, = XV"
En cherchant à déterminer ces termes, nous avons trouvé que le coef-
ficient À sera égal à une valeur connue, divisée par un nombre entier inconnu, X, + X VOx X,—Xy6e sera exprimé par le produit »,. M, où M} est une valeur connue. De plus, cette fonction, pour toutes les valeurs finies de x, sera en rapport fini avec
la puissance us de la fonction
et si l’on désigne ce nombre par »,, le degré de la fonction
M," fr MA—-1) :
(@—x)" | (a— —y%! d'u PU (œ—x") FE (x—2ù 1) i (œ—a +),
où les nombres ’ 1, UU A—1) ME EME |
dans le cas que nous examinons, sont réels et rationnels. En passant à la détermination des inconnus »,, X,, X, nous remarquons que », doit être susceptible de réduire les produits
Xo + X V0x
qui ne peut être fractionnaire, X,, X étant des fonctions entières; la même chose a lieu relativement aux produits
à des nombres entiers: car le produit n, M,° désigne le degré de
, " "mr A—1) n,M,,n,M,,n,M, ...nM, qui sont égaux aux exposants de æ— x", æ—2", æ—x",...%— 20 dans X, + X y0x X— X Vox croissantes de æ—x,x—2x,x—2"...%—2 1, Done, n, doit être divisible par le plus petit dénominateur, auquel les quantités
les premiers termes du développement de suivant les puissances
Me, M,, M/...M9T
peuvent être réduites, et par conséquent, si l’on désigne ce dénominateur par o, et le quotient n,:o par +-p ou —@, on aura
où nous prendrons celui des deux signes qui appartient à la valeur de M.
D’après cela, n, M, le degré de KG sera exprimé par + o Me, où + oc M! se réduira à un nombre entier et positif. En dénotant ce nombre par —, et désignant, d’après la notation d’Abel, le degré de Re par Ô Re nous aurons, relativement à p, cette équation X,+XV 6x Ô XV 0 — TP.
Quant à la fonction qui, pour toutes les valeurs finies de x, reste dans ; .… ZX, +X 6x un rapport fini avec la fonction XX /u?
réduit à
en vertu de n, = + po, elle se
My M; M;" _y MA) NT Lx) Ta) enr eat,
et comme les produits oM;,oM;"..... o M0, d’après la propriété du nombre ©, se réduisent à des nombres entiers, la fonction
M: M; M," , t] MA—-D "ht (2) OS id ad N°" , (œ—aûrs) | ç
sera rationnelle. Donc, si nous faisons, pour abréger,
M! M M;" 1 M1) ES [(æ-x) Hero ad : ..@A2 ) .(œ—at+) ] =;
où w, v sont des fonctions entières, et que nous convenons de désigner par
la lettre T toutes les fonctions qui restent finies, tant que æ n’est pas infini,
AE 27 "Due question sera exprimée par cette
la propriété de la fonction équation Hxrvéw -\e):
C’est d’après cette équation, combinée avec la suivante:
5 X,+ XV ds Sesire
que nous devons chercher le nombre 6 et les fonctions X, et X. Ces équations seront le plus souvent très compliquées à cause du degré
élevé des fonctions w et », et de la valeur considérable de x. Or, nous allons montrer qu'on peut les réduire à la forme, où le degré de wv, plus le nombre %, sera au-dessous du degré de V6.
Il n’est pas difficile de s’assurer, que 4, 4, étant deux fonctions
entières dont le produit est égal à x, et p et q des fonctions entières quel- X, + X y0x
conques, on peut mettre la fonction cherchée X,— Xyür S0US la forme
(otre) P, + Q@, V 0x PVO —aV 0) Po — QoV 0x?
en choisissant convenablement les fonctions entières P, et Q,. En effet, le quotient
X,+ XV 0x (Res e) X,—XVUx' \pV —qVv0, se réduit à
(Xo+ XV 6x) (PVO —aVv0$ __ (X5+ XV 0x) (p6, — q V OxŸP (Xo — XV 0x) (V6, +qgV 6) 7 (Xo— XV 0x) (p6, + q V 6x)P?
Po + Qo V0x P,— Q, V6z?
la partie rationnelle du produit (X,+ XV 6x) (p0, —qVôxŸ, et par Q, V Oz celle qui a pour facteur VE.
Mais, si l’on substitue dans les équations
expression qu’on peut mettre sous la forme en dénotant par P,
X5,+ XV 0% __ nf u \? X,+XV0x (1) Dre 1(%) » D LH VE — TP : te P,+ Qo V0x ; X, + X V0x 3 le produit (Pr P,— Qt à la place de X,—Xyü Ces se ré
duisent à celles-ci
P+ QoV 6x __ T(& re)?
Po + Qo V 0x __f_ D) BP Qt —(* DV —a V0, £
et si les fonctions p et q sont choisies de manière à ce qu’elles vérifient les
équations
De SPVu+avé u/? pP V GA TE. q V4 0
at les équations qui déterminent les nouvelles inconnues P, et Q, deviennent
Es PATES k v MIT TRI T AT
P,— QoV PQ y = (ET me
LEUR
Ces équations seront plus ou moins simples selon les valeurs de p et de q. qu’on emploiera dans la réduction dont nous venons de parler. Or, nous allons montrer que dans les équations réduites (2) la somme du degré de u'v et de la valeur numérique de rx — 7, sera au-dessous du degré de V 4x, si l’on prend pour p et qg des fonctions qu’on trouve de la manière suivante:
1) On cherche une fonction entière S, pour laquelle les fractions
SVO+VO SVo
S— VO
2) On développe sons en fraction continue, et parmi les fractions ré-
duites on trouve une fraction dont le dénominateur est d’un degré moins
ui . . CC . k » .
élevé que AE. mais qui est suivie d’une fraction dont le dénominateur ; uv.
est d’un degré plus élevé que V ra
3) En dénotant cette fraction par = , on prend (3) qg=N, p—SN— Mur.
En effet, d’après les équations (3) et la propriété de la fonction S, on
voit que les expressions DVU+ AV PV6—QV0 u : v
restent finies pour toutes les valeurs finies de +. Donc, si l’on dénote par
RE. PORC FE APS: RS, PP
les valeurs de x qui rendent ces expressions égales à zéro, et par
f, is for... » Q5 Dis Gare les exposants de
Œ—Q, D —Q, L—Agpe re. | m—$, x—6,, x—6$6,,.....
dans leurs développements suivant les puissances croissantes de ces différences, On aura
V0 V 0 PA = 7 ( — a (5 — a) (ce — cn)
PU TC — BP Ce — BA (a — Ba);
où 7, T, désignent des fonctions qui restent finies pour toutes les valeurs
finies de x.
Mais comme les exposants de &—a,æ—0,,2—0,,.….,2—6,x—f6,, 218, DPVO+ VO PVO —QV0s ms ? v
dans les développements de ne peuvent contenir
1 jme à k d’autres fractions que -, ces équations se réduiront à cette forme
V0 —aqav86 (4) ae RATES Tv Vu, pP 1 el =DNV#,
où w’, v', w, w', sont des fonctions entières, dont les deux dernières ne contiennent que des facteurs simples. Par la multiplication de ces équations nous trouvons
DO — 90 = T,T,uv V' ww, uv
et par conséquent
D? 01 — 9? 62 uv w v V ww' = T, T.
Cette équation prouve évidemment, que 7° 7, est une constante; car, d’après la propriété des fonctions 7°, 7,, leur produit ne devient ni zéro ni infini pour x fini, tandis que cette équation montre que le carré de ZT,
uv u' v’}? w w'
les valeurs finies de x, à noi qu’elle ne se réduise à une constante. Donc
est une fraction rationnelle qui ne peut rester finie pour toutes
Het, et par conséquent l’équation précédente devient
uv u/ v' V ww’
Or cette égalité suppose que ww’ est un carré parfait, et comme les fonctions w, # n’ont que des facteurs simples, cela ne peut avoir lieu à moins qu’on n’ait
D’après cela, en divisant les équations (4) l’une par l’autre, on trouve
PR TA; v u/?
en mettant, pour abréger, 7 à la place de 3 T,°.
Il nous reste maintenant à prouver que si l’on fait
_sPVU+aqvVt " D TE NT
la somme de à (w’v') et de la valeur numérique de x — x, sera au-dessous de SV@x. Or, selon que x — 7x, est positif ou négatif, cette somme sera égale à 8 (uv) + rx — "x, ou à à (uw v)—7r+7r,. Nous allons montrer que ces deux quantités sont effectivement plus petites que à V4x, tant que pet q sont déterminés comme nous l’avons dit.
Pour s’en assurer, nous remarquons qu'après la substitution de
5x” et hors à la place de x et r,, ces quantités deviennent A 2
1 PVU—aVE r—r FAC PV0+qV 0 x ô(u Serra era ddl (uv) +8 re vo t |
Mais, d’après l'équation (5), nous trouvons S(uv)= Du PE,
uv
Done, les quantités précédentes sont égales ou inférieures à celles-ci
0 us uv me PVO +4V 0 — 25 y uv a,
uv PVO —QV 0 V uv
Mais la première de ces quantités, par la substitution des valeurs de p et g d’après (3), devient
= S — — nn y pen (OV a) nest
quantité qui est au-dessous de à y4x, tant que , dans la série des fractions
sv
réduites de — 'E est suivie par une fraction dont le dénominateur est
us FL d’un degré plus élevé que VE . Quant à la seconde quantité, nous re-
marquons qu’elle peut être mise sous cette forme
Li L3 PVO—qV 6 —5 2q4V 0 ei 25 V uv M IT Enr «
et par conséquent, qu’elle ne surpasse pas au moins l’une de ces deux valeurs
LL : Li 25 PA y à) US PVOU—aqy #2 ]|—2r
V uv y uv
1 Le es 9 52 0 AE 14 /uvü.a 25-22 — Ô V Ux 25. nr
VO, —a V0r 2 Mais comme nous venons de trouver que 2 HE 7° est plus
petit que à V#x, et que nous avons pris g = N, d’un degré moins élevé que
T . . ., 7 ne ,ils’en suit que ces deux quantités sont au-dessous de à VOx.
Ainsi l’on parvient à s’assurer que les valeurs de pet q, déterminées d'après la méthode énoncée, sont effectivement susceptibles de réduire par la substi-
tution
X, + X Vbx US te) P, + Qo V0x X,—XVOx \pV6, —qgvV0) Po — QoV0x
les équations
X,+ XV0x __ u \? X,+X VOX AUS GT ne T(+) DRE
à ces autres
P5+ Q0V0x __ T () P,+ QV0z __
P,—@QVüæ — \v Po Que —(T — M)65
où la somme du degré de «’v', plus la valeur numérique de rx — 7,, est audessous du degré de V6.
Nous montrerons maintenant que cette réduction sera toujours possible, tant que les équations primitives elles mêmes ne remplissent par la condition
Ô (uv) + TT << d y 0%.
Il est facile de remarquer que la détermination de p et g, dont nous venons
de parler, ne suppose que l’existence de deux fractions réduites de
telles que l’une ait pour dénominateur une fonction d’un degré moins élevé U,.æ7 RER À que VS tandis que la suivante à le dénominateur d’un degré plus , uv0,.xT élevé que V ne Or nous verrons, que cela aura toujours lieu, tant que la condition (uv) +7 <Ô VUx n’est pas remplie et que l’on décompose convenablement
la fonction 4x en deux facteurs 2,.0,; savoir: de manière que V ———
soit d’un degré fractionnaire. En effet, dans ces suppositions, le degré de
uv 0,.x7% L ; V -— est au-dessus de zéro et, par conséquent, si l’on commence la
V 0x s— V de 0 0 à y par --, où le dénominateur est du
degré zéro, on est sûr de trouver parmi elles au moins une fraction dont le
série des fractions réduites de
er ‘ Ps RETRO.
dénominateur soit d’un degré moins élevé que VE.
pete ot —
Mais alors dans la série infinie des fractions réduites de —;>— on
trouvera nécessairement deux fractions consécutives telles que l’une a pour
: . . 2 uv 0.2 .
dénominateur une fonction d’un degré moins élevé que Ve tandis
-que le dénominateur de l’autre est d’un degré plus élevé que Pre si
toutefois aucune des fractions réduites de res n’a son dénominateur du
même degré que . Or cela n’aura pas lieu, tant que cette fonction est d’un degré fractionnaire; car, pour @x de degré pair, toutes les fractions
SV réduites de — h — de ne contiennent que les “Re entières
de x, et pour 4x de degré impair, le degré de VE D à Ja forme k + _
sy uv
tandis que les degrés fractionnaires de x dans la fonction 1 sont de
la forme k+—.
Nous remarquerons encore que dans la série des fractions réduites de
sy} Si La:
h — ee. on ne rencontrera des puissances fractionnaires de x
qu'après la fraction % , qui sert pour trouver les fonctions p et g. En effet,
les puissances Émis rée de x ne peuvent y entrer que dans > cas où
Ux est de degré impair. Mais alors toutes les fonctions de la forme À x, je
sont évidemment du degré 0 et, par conséquent, x — 0. Or, + étant égal à zéro, d’après ce que nous venons de dire sur la détermination de p et de g, le
uv 0
dénominateur N sera d’un degré moins élevé que V5 -: et avec un tel dé-
nominateur la fraction réduite ne donne, en général, la fonction, d’où elle résulte par le développement en fraction continue, qu'avec une exactitude
jusqu'aux quantités de l’ordre plus élevé que —!— — “#1 — = + ge.
uv 01 3] 0 wo V x _V" Mais la partie irrationnelle de 7" est justement de cet ordre.
M Donc, dans ce cas, cette partie n’a aucune influence sur la fraction FL
st
de manière qu’on peut la supprimer dans la formule , et chercher +
par le développement seulement de È en fraction continue.
Nous allons montrer maintenant le parti que l’on peut tirer de la réduction, qui vient d’être exposée, pour la résolution des équations
) SE
X,—XV6x eo X,—XV 6x
dans le cas, où Ux est du 3”° ou du 4**° degré. Après avoir trouvé les fonctions p et q, comme nous l’avons dit, et si l’on fait
X,+X VOX prie) P, + Q0 V0x
on parvient à ces équations
P,+ Q0V0x __ (G) Pot Qo VOX _ PR Qvoe — (y) 0 Qve UT M)0.
. uw el 1e SN Pour trouver la fonction -;, on divisera p°0,—g*0, par uv. D’après la
méthode qui nous a servi pour trouver les fonctions p et q, il est clair que le quotient de cette division sera d’un degré moins élevé que 4x, et par conséquent, dans le cas de @x du 3*° ou du 4° degré, ce quotient sera, en général, représenté par ax + b. Mais, d’après les équations (5),(6), ce quotient, à un facteur constant près, est égal à w'v'w. Donc, l’une des trois fonctions
sera égale à ax + b, et les autres se réduiront à des constantes, et par conséquent, l’on sera conduit à l’un de ces trois cas
u’ 1 u’ u s + En opera à TAN on ax + b, An à une constante. . . b : . « « Mais en faisant & — — — dans les équations (4), où d’après (6) w'—w,
on voit que le premier cas aura lieu, si cette valeur de x rend
PYU+aVe pp u De 22)
le second, si l’on a
RE RS
cu + b À enfin le troisième, si, pour æ——-, on trouve en même temps
VO—aqv 0. P ce q L'HNTE
Donc, si nous convenons de désigner par e une valeur qui se réduit à +1, —1, 0, b selon que, pour x — —--, on trouve
PVO +AIVU _p RAA EM ire 9
PVO —4 Vs __ 1 2— 0,
ou, en même temps,
4 4 Vo —qv p At 0, P AE — 0,
la valeur de : sera donnée par cette équation
Nous he 2 (ax + D"
D’après cela, les équations qui déterminent ?,, Q, et e deviennent
P,— Q0 V0 (ax + b)P? P, — Q0 V0x
Groe (T—7T,)e.
Dans le cas, où a ne se réduit pas à zéro, on peut mettre ces équations sous une forme plus simple, en introduisant à la place de x une nouvelle variable z d’après l’équation
ax + b —<.
Po + Q0 V0x Ps — Q0 V0x nouvelle variable, on parvient facilement à reconnaître, que, d’après les P, + Q0V 0x P5 — Qo Vx
En effet, si l’on traite la valeur de comme fonction de cette
équations précédentes, la fonction en z, sera déterminée par ces propriétés:
1) Elle reste finie, tant que z est fini et différe de 0; car ces valeurs
de z correspondent à celles de x différentes de — Z et finies.
Po + @oV2. m—"* reste finie; car
5 A P V _r ce rapport n’est lui même que la limite de la valeur de pus he “Lei 0 — Yo V 0x
pour z = co.
2) Pour z — 0, la limite du rapport
La P, + Q V0x rs: .
8) Pour z — co, le rapport PQ VE?" reste fini, car ce rapport est égal à =, quand on fait æ — ee
Donc, en faisant ax + b — = , on peut remplacer les équations (7) par celles-ci
Mais il n’est pas difficile de s’assurer que, a étant différent de zéro, on aura
un SE Wie
PVO +4 VO
DV — va» ON peut mettre les différences tr — r,, Cour 2
En effet, comme 7, — à T,—T SOUS ces formes
PVU— AV LR —_9ÿPVU—AV 3 __ PU — 90 Vuv ?
PVU+aVÉ uv Lu PVO +Q VO or PVO +Q VO. 3 SR P°01 — 407 D Eye, — a vo, © 0 Vuv # Pere . : 20. — a2 Donc, si le coefficient a dans la valeur de Dee ne — ax + b n’est
pas égal à zéro, les différences
SEAT LS 5 O7, AAC RE PA
et comme @x n’est que du 4% ou du 3" degré, cela prouve que les diffé- Tences T— 7", T, —#7 SsOnt au-dessous de 1, ce qui ne peut être à moins qu'on wait x —T,;. D’après cela, les équations qui déterminent P, et Q,, en fonctions de z, deviennent
formules que nous mettrons sous la forme
de es M Fa Et Vel se, F0# — o y“ ( —) Pie — Q VEZ ( 2 )
pour délivrer la fonction radicale des puissances négatives de z. Or, la première de ces équations ne diffère que par la forme de celle, qu’Abel a traitée dans son Mémoire «Sur l'intégration de la formule difjé-
rentielle ee , R et o étant des fonctions entières», et d’après les recherches ingénieuses de ce grand Géomèêtre nous savons que cette équation est impossible, sauf le cas de P,— 0, ou Q,—= 0, si la fraction continue résultante de
V#6 ( =") n’est pas périodique, et dans le cas contraire, si l’on a
a — bz 1 y }=r+; 1 az Fi + — To +
+ — 1 To + Fr Del. | li + — Ta +.
on vérifiera cette équation en prenant P,2? £ D rs.
0 To + é + — 1 Quant à l’équation PQ V Ag (es 5 az EU = Ep,
a — bz az
PE
Po — Q DEZ
On la vérifiera, en choisissant convenablement p, savoir en prenant
LG 2 a 10 DE)
ns LOIR 2 ES
AA) * Ep)
Done, si l’on fait, pour abréger,
Po + Qo V6x
la valeur cherchée de PF, — Q, Vüx”
en fonction de z, sera
et d’après l’équation ax + b — *, nous aurons, en fonction de +,
2 à (9) Po + QoV6x __ (e+2) Pa)" vie P,— Q, V0x ( Je(=2)- Me
alols
Quant au nombre p, on le trouvera d’après l’équation
Cette valeur de 9 nous montre que la solution des équations (8), que nous venons de trouver, ne peut être employée que dans le cas, où € ne se réduit pas à zéro; car, pour e — 0, cette valeur de o devient infinie, tandis que p désigne chez nous un nombre fini. Mais dans ce cas on vérifiera, évidemment, nos équations par une valeur finie de ©, en prenant une des solu-
tions de l’équation an [a —b2\ P,2+Q 20 (© #0),
4 a — bz ie ' BE — Qi y/ #0 | = )
que nous avons exclues, savoir: Q, = 0 ou P,— 0, ce qui donne
GE EME PT 10-08) P,2+0Q V #0 mé À P,2° + V#0 ) 0 0 ( me" je + 5 0 @o ( : re ARS
Ba @ #0 (=) na /#0 (=)
Dans ces solutions, pour e — 0, le nombre 9 reste arbitraire, et l’on pourra prendre p — 1. Remarquons que ces solutions qu’on pouvait aussi tirer de la formule (9), en prenant ® (+) égale à O ou co, ne pourront être employées, à leur tour, que dans le cas de e — 0, car, autrement, p serait égal à 0, tandis que ce nombre doit être différent de zéro.
P,+ Qo VOX P, = Q VEz de la division de p°4, —q°0, par uv se réduit à ax +b, et que a ne soit pas égal à zéro. Mais s’il arrive que a — 0, les fonctions w’, v', d’après ce que nous venons de dire relativement à leur détermination, se réduisent à des constantes, et par conséquent, les équations qui déterminent P,, Q, et
deviennent
Ainsi l’on trouve la fonction et le nombre o, si le quotient
P5 + Qo V0x P,+ QoV0x Po Poe Ur Me
Or, comme ces équations sont de même nature que les équations (8),
et que seulement ici P,, Q,, VOx,r—", remplacent P,2, Q,, V #40 (=),
az e, nous concluons, d’après les formules précédentes, que la solution de ces équations sera donnée par ces formules .
P,+ Q5 VOX __ po(x) + VÜx AE 1 5 @0(x) + V0x Po— QoVe po) Var Pr ° por) — Va?
où l’on prendra pour ,(x) zéro ou l'infini, si T— 7m = 0,
et dans le cas contraire, on développera V 4x en fraction continue
Tr + — 1 To +.
+ — a+ — NS Srog FER et l’on prendra L=T+— 1 Po () “RÉ RRS CSSS re 1 Te + —.,
Nous remarquerons encore que si les équations primitives
p X,— XV — (5F us "huile :
remplissent elles mêmes la condition d (uv) + tr << V 0%,
on trouvera leur solution au moyen des formules que nous venons de donner pour résoudre les équations réduites
P5 + Qo VOX __ u'\P P,+ QV0x Be Ty) dRgre (me.
Dans ce cas, on prendra x au lieu de x — n,, et l’on trouvera 4, b, e, en égalant
RTE OS © _ (ax+b}"
D’après ce que nous venons d’exposer sur la solution des équations
(10) Re 2(+) RER )
X,—XVOx ” \v —XVEx — TP)
on peut prouver qu’elles sont impossibles, si, 4x étant du quatrième degré
ie t ——
et -7 de degré impair, l'équation 4x — 0 n’est pas vérifiée, en prenant
ns x une valeur composée des racines de l’équation wv — 0 et des coefficients de 4x à l’aide des seuls radicaux carrés, et que, par conséquent, on ne peut pas exprimer en termes finis toutes les intégrales, dont la détérmination se réduit aux équations (10) de cette catégorie.
Pour le démontrer, nous remarquerons d’abord que dans le cas où uv ar Vox
d’après le $ 3, en prenant cette décomposition de 4x en deux facteurs AyoS
est de degré impair on peut exécuter la réduction des équations (10),
et si avec ces valeurs de #,, 4, et en supposant connues les racines de l’équation #v — 0 on fait la réduction des équations (10), et qu’on cherche leur solution, on ne rencontre que l’extraction des racines carrées et les différentes opérations rationnelles. Donc, dans toute cette analyse, on n’aura
que des quantités qui ne peuvent vérifier l’équation 4x — 0 dans le cas que nous examiuons. Or nous allons prouver que tant que cela a lieu, on ne peut donner une solution des équations (10).
D’après le $ précédent, dans la solution des équations (10) on ne peut
se passer du développement de y#° (=) ou VOx en fraction continue
que dans le cas, où l’on as = 0, où mr —7, —0, 4 —0. Mais nous savons (voyez $ 4) que la quantité € ne se réduit à zéro
que dans le cas, où la valeur & ——— vérifie ces deux équations
PVO +4 VO 0
PVUu— VU
VO, —pV | Dh — p° et comme le produit ? De ‘2 …. est égal à PE —a%+-b,
cela suppose que le développement de
p VO +4qV0O PVO —4 V6
: b suivant les puissances de æ+— contient des exposants fractionnaires, ce AN RON DIRE . b qui ne peut avoir lieu, à moins que 6, ou Ÿ, ne contienne le facteur + —,
Dan et par conséquent, cela suppose que la valeur = —- vérifie l’équation
0,0, = 0x = 0, ce qui ne peut être admis, comme nous l’avons remarqué. Le cas de a—0, x —7m —0 ne peut avoir lieu, car nous avons trouvé, dans le $ précédent,
ed d'a CAMES, | NN PE AU LA PR © 2 ne | 1 Vuv uv ?
et comme 20, — 92 PU 18 VS } b,
uv 0, =1, 0,—= 0%, cela nous donne
mme DOTE 5 (ar + D) = DIE DE — 3 (ax + D).
e 2 o T Mais dans le cas que nous examinons la fonction ps est de degré
impair et la fonction Ra d Hu
rence x,—#x est de la forme 2k + 1; et, par conséquent, ne peut se réduire à zéro.
’un degré entier; donc, si a —0, la difié-
Il nous reste maintenant à prouver qu’on ne parviendra pas non plus
à la solution de nos équations par le développement de V# (=) ou
V/ 4x en fraction continue. Pour cela, nous allons montrer qu’en général, si aucune des racines de l’équation bicarrée R — 0 ne peut être exprimée à l’aide des seuls radicaux carrés, la fraction continue, résultante de VR, ne peut être périodique, de la forme
En effet, si cela avait lieu, nous savons, par les recherches d’Abel, qu’on parviendrait, par ce développement de y, à la solution de l'équation
Fi— Y'R—0C,
où Y,, Y sont des fonctions entières et C une constante; le tout, étant déterminé par le développement de yR, ne peut contenir que des quantités exprimables par les coefficients de À au moyen des seuls radicaux carrés. Or, une telle solution de l’équation
Y°—R—C étant admise, supposons que
Yo —Y R—=c,
soit celle parmi elles dans laquelle y diffère de zéro et soit en même temps du degré le moins élevé.
D’après l’équation précédente nous trouvons
Yo —C=YÿR, et, par conséquent, (Vo + VC) (Yo — Vc) = ÿ R.
Comme y, — VC, y,+ yc ne peuvent avoir de commun diviseur, cette équation ne peut être vérifiée à moins qu’on n'ait
(1) + VC—=YR, y —VC=Yy) Rs, Yi Va —= Y; E, R, = R,
et, par conséquent, 2Vc=Y"R, —Yy"R,.
Or, on ne peut pas supposer que l’une des fonctions Z,, À, se réduise à une constante; car, en admettant, par exemple, que À, —c,, on trouve,
d’après (11), R, 2 et, par conséquent, l’équation précédente devient
R 2VC—=Y" C3 —Y
ou 20 Vc=(ay) —Y; R,
ce qui donne, contre l’hypothèse, une solution de l’équation Y°—PR—C,
où Y— y, est d’un degré moins élevé que y.
Mais les fonctions RÀ,, R, ne peuvent être non plus de degrés supérieurs à zéro; car, autrement, on parviendrait à décomposer la fonction bicarrée R en deux facteurs À .R, et, par conséquent, à trouver au moins une racine de l’équation R—0 au moyen des seuls radicaux carrés; car, d’après (11), pour trouver R, et À, on n’a qu’à chercher le commun diviseur des fonctions y, + yc et R, y, — yc et R.
En terminant notre Mémoire, nous allons faire le résumé des procédés qui, d’après ce que nous venons d’exposer, constituent, avec nos recherches citées plus haut, une méthode générale d'intégration des différentielles qui contiennent une racine carrée d’un polynome du 3”*° ou du 4”° degré, en tant que cette intégration est possible sous forme finie.
Nous supposons que préalablement la partie rationnelle de ces diffé-
Jot dx Fx Vox? où
(2%, F,x n’ont point de commun diviseur; nous supposons ainsi que 4x, qui n’est que du 3° ou _. = Le n’a pas de facteurs multiples; car, autre-
ment, l'intégration de À
rentielles a été séparée et que le reste a été mis sous la forme
Fa ; Le © deviendrait très simple.
Pour trouver l'intégrale (he ss sous forme finie, en tant que cela est
possible, on procédera de la manière suivante:
1) On cherchera le plus grand commun diviseur entre les fonctions
F.x 0x et Eor-02) 0 dæ
2) On déterminera les degrés des fonctions i- . + __ Si ces fonctions
sont de degrés inférieurs à — 1, le terme algébrique dans l’expression de l'intégrale cherchée manque. Dans le cas contraire, on prendra n égal au plus petit nombre entier supérieur aux degrés de ces fonctions, et on cherchera les coefficients du polynome
. Nous dénoterons ce diviseur par Q.
P=B,s"+B, 2" "+....+B2+Bx+B
d’après cette condition:
Pa Fx.0x ï)
: Fix 0x dP d ONCE
la fonction fee — a _( ÿ d” FPE P doit être divisible par Q@ et avoir pour quotient une fonction d’un degré qui n’est pas plus
élevé que celui de Le,
Si cette condition ne peut être remplie, on conclura tout de suite que l'intégrale cherchée est impossible sous forme finie. Dans le cas contraire, on trouvera les coefficients du polynome P, et l’on conclura que la partie
algébrique dans l’intégrale cherchée a pour valeur 5 V 0x.
d L y0x fé
3) On mettra la fonction #2 — V 0x <— sous la forme =, où fx, Fx sont des fonctions RON qui n’ont Kia de commun diviseur; on cherchera les racines de l’équation Fx— 0 et l’on calculera les quantités K°, K', K", K"',....K d’après les équations
0— a CARRE à 2 D PRIE LM MIA (D) — he Le | Ve Le KL = one Ê = Fee) — Fa) 0(xl) où æ,æ”,....æ désignent les racines de l'équation Fx= 0 et F'x — e
4) On cherchera les nombres entiers M°, M", M",....MŸ quirendent MK + MK + M'K'+....+MORKÔ— O0.
Soient À le nombre de toutes les équations de cette forme qui ne sont pas identiques entre elles par rapport à
RAT KR et
KM, Re. M, KP -K"- SM, KO? ROIS ŒM, oh
PAP
les valeurs de À termes-de la série KR: K K'....K"
en fonctions des autres, qu’on tire de ces équations.
D’après cela on conclura que la partie logarithmique de l'intégrale cherchée est composée de ces Z— À + 1 termes
Fe 5 108 W, + El 0g W,+... te Wa,
GC
OÙ #5, %,--.-7% 2 désignent des nombres entiers et W,, W,,....W,, . Xo + X V0x des fonctions de la forme FL —XVR"
5) Pour trouver un terme quelconque mé
? log W, on cherchera le
plus petit dénominateur auquel les quantités Me M;,M;",....M0 peuvent être réduites. En dénotant ce dénominateur par o, on fera
SES
en prenant celui des deux signes Æ qui appartient à M, et l’on mettra l'expression
Lea (œ—x)
A—1) Le RAR À RUE > “{ cn 1): (@— ati]
sous la forme d’une fraction simple —-.
6) On décomposera 9x en deux facteurs 4,.0,, de manière que
uv 0,.æ® : £ : ’ A 76 ne soit pas d’un degré entier, on trouvera une fonction entière $,
pour laquelle les fractions
ne deviennent pas infinies, tant que æ reste fini, et en développant l’exsy} pression ——— en fraction continue, on cherchera parmi les fractions ré- O2
duites de — celle dont le dénominateur est du degré le plus proche
de celui de pee , mais moins élevé que celui de cette fonction.
En dénotant cette fraction par A on cherchera le quotient de la di-
vision de (NS — Muv) 0, — N°0,
par uv. Ce quotient sera toujours d’un degré au-dessous du second. 7) Si ce quotient est une fonction du premier degré ax +- b, on prendra
ni :
K Qi) l (NS — Muv) VOi + N V0 + o (NS — Muv) V0, — NV0,?
log W,=—
dans le cas où les deux fonctions
(NS — Muv) V6, + NV0, (NS — Muv)VO — NV.
se réduisent à zéro pour 4 = — mas
Dans le cas contraire, on aura
L faurb\ =. | + VÜx KO pp 0 | | (NS-Muo/6#NV 0 |* (a P(ax+0) ” : BE ps ? (NS—Muv)v 6, —NV 0, (=) ( a ) p — V0x a ax+-b
où o(z2) est une fonction égale à
T+— 1 To —+- <
. é te 1
Ve + —
; : D — D PSE la fraction continue résultante de y “0 ( à °) étant périodique et de la forme T+ = 1 T1 + — To + L ? C2 4 PAEARS "À Ses LE Bon np j 2r + — 1 T1 + — T2+.
p(2) + V#0 ( —") b e le degré de ——, 6— + 1 ou — 1, selon que z———
a —bz p(e) — #0 ( _ ) vérifie l’équation
(NS — Muv)V 6 — NV _ u H
ou Ü
8) Si ce quotient se réduit à une constante, on prendra
n; Ho °E (NS— Mu) V0, — N V0,’
(NS — Mur) V6, — NVO T , (NS — Mu) V0, + NV0, x” est du degré zéro. Dans le cas con- (NS— Muv) VO, —NV0 »
traire, en désignant par e le degré de ( (NS — Mu) V6 + N70, Ÿ > ON AUTÀ
_ dans le cas où
040 jog pp = 0 pis pesan)e Po Pre
As T7 (NS — Muv) V0, — NV0:] po(x) — V0x où (2) = r + + 1 L Ti+— Te + / +— 1 To Ti
V + — 1 fit , Fat pe 1 Ha Li Vies males LE De cn
Pot + V 6x
e le degré de Serie
9) Ce que nous venons de dire sur la détermination du terme KA+i) ni uv x" io 1. S'il arrive que le degré de wvæx” n’est pas au-dessus de 1, KG+ ni
log W; ne sera applicable que dans le cas, où le degré de la fonction
le terme
? log W, sera aussi déterminé par les formules que nous ve-
(NS — Muv) V0, + NV0, (NS — Muv) V0, — N V0,
et on prendra s— "x, dans le cas de a—0.
nons d'exposer, seulement on fera — ], on trouvera
a, b,e, en égalant = RE ET
10) Après avoir trouvé tous les termes logarithmiques, on différen-
d re tiera leur somme. Si cette différentielle ne se réduit pas à = Te , l’inté-
grale cherchée est impossible sous forme finie; dans le cas contraire sa valeur sera précisément donnée par la somme
GR + log W, + +1 0g W,+... Re log W,_,.
ET
S'il s’agit, par exemple, de trouver l'intégrale
a a ai de (2x? — 1)2 Vat + 4x8 + 92? + 1 d
on cherchera le plus grand commun diviseur entre les fonctions
(22? — 1} (xt + 42 + 27? +. 1), ch à ee om 2 à
Comme ce diviseur est 2x? — 1 et que les fonctions
(2x? — 1) (2x8 + 425 + 7at — 828 — x? — 8x — 8) 2x? — 1 (2x? — 1)? (xt +- 423 + 27? + 1) SRE
24 + 423 + a? + 1 sont de degrés au-dessous de 1, on cherchera les coefficients de la fonction
du premier degré ? = B, x + B,. Pour cela on divisera
22° +- Aa + 7at— 328 — 2 8x8 — a d*—1
1° (22? — 1)? (4x8 + 1222 + 4x) (22? — 1}? (4 +- 428 +- 24? +-1).4x% n 5 2x? — 1 a (2x? — 1}? ] (B,% + Lo)
par 22° — 1. Comme cette division donne le reste (48, + 9B,—%) x + : B, + 4B,—*,
et qu’on trouve, en outre, dans le quotient le terme
(222—1$ Var +428 + 972 + 1
qui est d’un degré plus élevé que ze —1)
, On égalera tout cela à zéro, ce qui donne les équations
AB, +9B—7—0, ŸB+4B—%=0, 1—B=—0, et de là
Bel De Pt
Donc, le terme algébrique, dans l’expression de l’intégrale cherchée, a
cette valeur
POE
Vat + 408 + 92 + 1.
En réduisant l'expression
T+— le AT er BIC LEE dei Es hdi à la forme la plus simple, on parvient à Ga? + 5x +7, 2æ2— 1 ?
et comme les racines de l’équation 24° — 1 = 0 sont 4 — — 7 = _
on calculera les quantités X°, K', K” d’après les formules
K°— lim æ (6x? + 5x + 7) KR'— 6x"? + 5x' +7 Fe — 1) Vat + 423 + 927? + ou. î 7 4x! Va + 4x3 + 2% 2+ 1?
M, Gx!!2 + 5æ!! + 7 42! Vas + 4a8 + 22/2 + 1?
t PER i: TRS “d
en prenant —=—,%,% —;7;, Ce Qui donne K°—0, K'——*?, K'—>,
et, par conséquent, on aura
(12) MK+ MK + M'K'—=0,
si l’on prend
M°=1, M'=—0, M'—0, ou
Quant aux autres valeurs de M°, M’, M” qui satisfont à l’équation (12), elles ne conduisent par rapport à Æ°, K’, K”, qu’à des équations identiques à celles qu’on trouve en prenant les valeurs mentionnées de M°, M’, M” D’après cela on conclut que la partie logarithmique de l'intégrale cherchée
ne contient qu’un seul terme
7 log W,.
Les coefficients des expressions de Æ° et K’ en fonctions de X” n’étant pas fractionnaires, et le coefficient de X” dans la valeur de X° étant zéro, on prendra
on mettra le produit
sous la forme d’une fraction
2+ 7 et après avoir décomposé xf + 44% + 2x? + 1 en deux facteurs (æ+ 1) (x + 32? — x + 1), on cherchera une fonction entière $ pour laquelle les fractions SVz+1+ Vas + 32? — x +1 SVx+1—Vas +322 — x +1
TX —
ne deviennent pas infinies, tant que x reste fini; ou, ce qui revient au même,
C2 L2 1 LA e « une fonction $ qui, pour æ — 75 = — 5 se réduise respectivement à = 3) +) -75+1 | (5: V2] 7 va __8—9v2 1 an: Y2 ?
vit?
D’après cela on trouve S = 1 — 3x.
dénominateur est du degré le plus proche possible mais inferieur au degré de
VE EE
V(at+ 4234 2x? + 1)
En cherchant la fraction réduite de , dont le
on prendra pour cette fraction > et comme
y2 æ —= 0 rend nulle la dernière de deux expressions
divisé par (x — 73) (x + 7) = a? — _ donne pour quotient, 8x, et que
(1— 3x) Vr+1+ Vas +8 —x+1 (1—8x)Vx+1—Vas+ 8m —x +1 1 ?
2 ro v2
le terme logarithmique, d’après le x° 7, sera donné par la formule
5 o 1 À 2 1 | É ns = (:) a | 0g .
x) Va+1—Vas+322—2+ 1 2 (5) — Vi
2 AIDE DEL PES 7 LOC OE Pour trouver la fonction o (2), on développera le radical
V # (=) + 4 () +2 C]- 1 | — Va +922 + 45 + 1
où © désigne le degré de
en fraction continue. Comme on trouve
Vet+922 + 42+1—2+ 1 ++
OR res ras :
22 Het) + — r., ; 2 22—2+on prendra
ar SR L
ce qui donne
7 de ut ai Fr 23 — 2? + 22 ?
ew+y #[(+) +4(5) + ep #[() +40) + égal à 10.
Ainsi, en faisant pour abréger,
et par conséquent o, degré de
A= Vi 4 + 2% + 1,
le terme logarithmique cherché aura cette valeur
Lan pau
ou, ce qui revient au même,
(= — Sa) a+ Var 1 9254083020 1—(272— 2-1) À log (1—32)Va+1—V a+ 3222 + 1 2x5 4-23 +-32?—x+1+(227—2+-1) À
Donc, si l’intégrale cherchée peut être exprimée sous forme finie, elle doit être égale à
Er —
2 (1-3x)Vx+1+Va3+302—2+ 1 M 225+23+322—7%+1—(22?2—2%+-1) À À cr r log |
ou
A = Vat + 498 + 97° + 1.
Effectivement, on trouve par la différentiation que c’est bien la valeur de l'intégrale
js dE (22? — 12 Vas + 408 + 22? + 1] ?
sur laquelle nous avons opéré.
SUR
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Sur les fractions continues.
Au mois d'octobre de l’année dernière, j'ai eu l’honneur de présenter à l’Académie des Sciences un des résultats de mes recherches sur l’interpolation: c'était une formule qui représente approximativement une fonction cherchée, d’après plusieurs de ses valeurs particulières, et dont les coefficients sont déterminés par les conditions de la Méthode des moindres carrés. Cette formule, comme on le voit par mon écrit inséré dans le Bulletin de l’Académie (t. XIIT, n° 13) sous letitre de Note sur une formule d’Analyse*), s'obtient à l’aide du développement d’une certaine fonction en fraction continue. Ajournant ce qui touche aux conséquences de cette formule relatives à l’interpolation jusqu’à la fin de mes recherches sur ce sujet, je vais la considérer ici dans ses rapports avec les fractions continues, comme exprimant une propriété particulière de ces fractions.
Je commencerai par la déduction de la formule que j'avais présentée sans démonstration dans l'écrit cité tout à l’heure. Ensuite je férai voir ce qu’on peut en tirer relativement aux propriétés des fractions convergentes qu’on obtient en développant de certaines fonctions en fractions continues.
Nous commencerons nos recherches par la solution de la question suivante :
On connaît des valeurs de la fonction F(x) pour n + 1 valeurs de la variable, 4 = 2%, %,%s,...,, et l’on suppose que la fonction puisse être représentée par la formule
+ ha",
a+br+ +... .+ gx"
*) Voir plus bas, à la fin de ce Volume,
Loi Dee
l’exposant m ne surpassant pas n. Il s'agit de trouver les coefficients de la formule en les assujettissant à ne laisser aux erreurs des valeurs F(x;),
F(x,), F(x;),....F(x,), que la moindre influence possible sur une valeur quelconque F(X).
On obtient immédiatement cette suite d'équations
F(x)=a+ba, + +....+9r" +hx" F(x)=a+bx, +on +... +9" + hr;
F(x)=a+tbr, + cr +....+92" "+";
F(x)=a+ba,+ c++... .+ gx" + ha".
Pour exprimer la valeur de F(X), à l’aide de ces équations, nous les multiplierons par des facteurs indéterminés À,,X,À,,....À,, et nous en prendrons la somme
LF@)+hAF()+LX Fa) +... + Fa) =a4+A ++... .+ à) + bit +A ++... HA Z,)
+C(t + + TR +... +),
+ 9 (T0 HAUT EN + Ha) Si, maintenant, nous comparons cette somme à l’expression de F(X), qui doit être F(X)=a+bX+cX+....+9X" "+ hX", nous trouverons que pour assurer la relation
F(X)= dk F0) + F(&) + À Fu) +... 2, F(x,),
il suffit que les facteurs À,, À,, À,....72, satisfassent aux équations
29 ER SE PS Le A PATES NS ES À AT FU Ha tg Focrssososssese +À,%, = X, AL À TH Na eee + À,,2,2= X?,
ÉD SEE dns CE ie et eRe Dr mod nes das dé le COR ef AT NE NE = X”, 19% HAUT Hit + MS XX"
Lorsque »m = n», ces équations déterminent complétement les facteurs A0, À A9»... À, puisque le nombre des unes et des autres est le même. Dans ce cas le système de facteurs ainsi calculé est le seul qui puisse former les coefficients de l’expression générale
F(X)= Fa) + Fa) + Fa) +... +2, F(x,).
Si, au contraire, » <n, ces équations pourront être satisfaites d’une infinité de manières, et chaque système de valeurs assignées aux facteurs A0 Ms Âge «À, dans la formule
F(X)=hF(t) + Ft) +2, Fa) +....+7, F(x,),
fournira une expression particulière de F(X). Mais, d’après la dernière condition du problème, il faut choisir, parmi toutes les expressions de F(X), celle dans laquelle les erreurs des valeurs F(x,), F(x,), F(&),....F(x,) ont le minimum d'influence sur la grandeur cherchée F(X). Or on sait, par la théorie des probabilités, qu’on parviendra à ce but, en assujettissant les facteurs À, À,, À,....7, de F(X) à réduire au minimum la somme
ko + EN +R +... +? À
dans laquelle 4°, k,°, k7,....k désignent des quantités proportionnelles aux moyennes des carrés des erreurs des valeurs F(x,), F(x,), F(x,),.….. F(x,). On voit que, pour plus de généralité, nous supposons différentes les unes
des autres les lois des erreurs de ces n + 1 quantités. Si la loi de probabilité est la même pour toutes, on a dans ce cas
et l’on peut réduire ces multiplicateurs à l’unité.
La solution de la question se trouve ramenée par ce qui précède à exprimer F(X) par la formule
F(X)=h Fm) +X F(&) +RFG)+ TL EX FU)
en déterminant les facteurs À par les équations (1) et par la condition du minimum de la somme
RENE + BONNE RSR,
Remarquons, en passänt, que cette condition peut être étendue au cas même, dans lequel m—n. Car les facteurs À sont alors complétement déterminés par les équations (1), et la condition du minimum de la somme des carrés n’exige plus rien; ce qui s’accorde avec ce qui a déjà été dit de ce cas particulier.
Arrivant au calcul des facteurs À, À,, À,....À,, Supposons que Z(x)
; A soit une fonction entière de x, qui pour les valeurs %,, &,, æ,, ....æ, de x, anse k,? ko ? S:9. ?
| 1 1 prenne respectivement les valeurs >, .7. La somme 0 n
ko ++ ++... K2072 s’écrira sous la forme
+ Mn 6? (&) ...
(Xn)"
Pour déterminer, par la condition du minimum de cette somme, les quantités A5, À A. À,, liées entre elles par les équations (1), nous en prendrons la différentielle, et, suivant le procédé ordinaire des minima et maxima, nous l’égalerons à la somme des différentielles des équations (1), multipliées chacune par des arbitraires pu, p, p,....1u, respectivement. Égalant ensuite les termes qui auront pour facteurs dA,, dA,, dÀ,,....dà,, nous trouvons les (# +- 1) équations
GE qe) = Vo + Va Do + ado + +2 Vin Do ;
Be) = Po + Bit bd host ;
21h Es) 2 m
TE op 0e CEE à ee PE AE à a :
Réunies aux équations (1), les équations (2) déterminent complétement les # + 1 inconnues
et les »% + 1 arbitraires Boy Ps Moy...
Ainsi toute la difficulté est ramenée à la solution de ces équations. Voici le procédé particulier que nous emploierons pour y parvenir.
En posant Lo + © + Mo 2? +... + Up 2
nous transformons les équations (2) en celles-ci:
= 75 = Ph... = 2);
et nous en tirons (3) = (t)p (tr), à = P(t)p(x),....2, = (x,)p(x,).
Transportant ces valeurs dans les équations (1), elles prendront la forme P)p(&) + (4&)p(@)+....+4(a,)e(x) = 1;
P(&o) P(To) To + P(x)p(x,)2, +....+(x,)p(x,)x, = X;
Pt) (m)t) + (x) p(r,)2 + ....+ P(x,)o(x,)x, = X?;
DIRE LR TR CSST TE RENE eo LS re: 0 er LIT 6-6 01 8) 07-08 6x 06.00 . 9-9, © © +0 6.0 €
Pr) () 4 "+ (a) o(x)r, "+... + (x, )o (x) =XT
(nr) ("+ (5) pr)" +. + ()p()" = X".
Il n’est pas difficile de remarquer, sous cette forme, que les premiers s 1e 1 1 membres sont les coefficients de —, =, =3,....-7 =m1 dans la série
qu’on obtient en développant, suivant les puissances décroissantes de x, la
fonction
0? (&o) ? (to) 2 0? (21) ? (a) + + 02 (2n) ? (En) T — XL) T—% ati T—En
Les seconds membres sont de même les coefficients du développement de
Par conséquent ces équations peuvent être remplacées par la condition imposée à la différence des deux fonctions
(Der, PDe) , 0m)? (#n) US, à
T — To T—X; FRS LT —Ln
et HA
de ne point renfermer dans son développement suivant les puissances des-
OL 1 1 1 cendantes de x les termes en —,-5, 3»... ms =m#i: Si donc on met
cette différence sous la forme d’une fraction + le degré du dénominateur
N surpassera le degré du numérateur au moins de »# + 2. Les équations précédentes se réduiront donc à |
Pen à MEDE à. + PEN 1 LA D'un autre côte en posant, pour abréger, @— 2%) (@—x) (&—x,)....(@—1x,) = f(x), et désignant par U la fonction entière, contenue dans la fraction ere 1,
on sait, par la théorie de la décomposition des fractions rationnelles en fractions simples, que
PR e GS 7. Poe Go , P(m) eG) 4 Pn) ? (En) J (æ) ES æ — LT — Hs T—En
L’équation formée tout à l’heure prendra donc la forme
(a) e@S'@ 7j 1 M fx) ar" N!
ou bien, l’équivalente
(@— X)f'(x)0 (x) __ U(x—X)+1 __(x—X)M f(x) (x) UN
En s’appuyant sur cette relation, iln’est pas difficile de trouver l’expression de la fonction (x).
Remarquons, en effet, que la fraction Fe est d’un degré infé-
rieur au degré de CS Car o (x) représente la quantité
Lo + Bi © + Mo 2? +... + Up 2 2 ?
et, par suite, ne peut être d’un degré supérieur à ». En même temps le degré de N surpasse au moins de (# + 2) le degré de M; ainsi la fraction
GX est d'un degré inférieur à celui de ——.
N p (x) De là nous concluons que dans la relation ci-dessus la fraction 2 rh 3 28 reproduit exactement la fonction EHPOËES :n moins p (x) f (æ)
jusqu’au terme du degré de F@ inclusivement, c’est-à-dire jusqu’au terme dont le degré sera celui de l’unité divisée par le carré de son dénominateur. Mais, on le sait, ce degré d’exactitude appartient exclusivement aux
fractions convergentes obtenues par la réduction de EE FE en fraction continue. En outre, dans la suite de ces fractions convergentes U(x—X)+1 (x) degré supérieur à ». Car, sans cela, la différence
celle qui suivra
aura nécessairement un dénominateur d’un
. . es ji .
ne serait pas d’un degré inférieur à Jam Comme le suppose notre relation
f (&) p(x) 2" Qi N: ?
où, on l’a vu, la fraction EE ne peut être d’un degré supérieur à
(— m—1). | | Se : =— 1 .
Ainsi, la fraction SA : ss + se trouvera au nombre des fractions con-
vergentes dont on formera la suite par le développement de ® EE Er en fraction continue; et dans cette suite la fraction convergente, qui viendra
immédiatement après, aura un dénominateur de degré supérieur à m; de
sorte que la fraction = _— dont le dénominateur est d’un degré qui
n’excède pas », est nécessairement la dernière fraction convergente de dénominateur d’un degré qui n’excède pas », dans la suite des fractions
convergentes résultant du développement de l'expression ©—* ee, en fraction continue.
Cherchant donc cette fraction convergente, si nous la représentons par
g°(&) FT po (&)? LOUS AUTONS l’équation U(zx—X)+1 __ (x) p(&) Pol)?
d’où
__ ?°(æ) + (x) U(xz— X) + 1 = Em"
Cette équation suppose que le produit o°(x)@(x) est divisible par ®,(x); et comme les propriétés des fractions convergentes exigent que o°(x)et p,(x) soient premières entre eux, @,(x) ne saurait diviser le produit sans diviser œ(x). Représentant par g le quotient de cette division, nous aurons
et cette valeur, portée dans l’équation qui précède, donne U(xz— X) + 1 = gqœp(x).
Pour tirer de là une expression de @(x), nous remarquons que (x) ne peut être d’un degré supérieur à ». Si donc le facteur ®,(x) est du degré ”, le facteur q se réduit à une constante. Il est facile de la calculer, car en posant x — X, dans la dernière équation, 1l en résulte
1—=qp(X) et qg—
puis enfin,
TO
Telle est la valeur de la fonction o(x), quand o, (x) est du degré "” précisément. Dans tout autre cas, le degré de @,(x), étant moindre que ", le facteur qg de l’expression
o(x) — gp, (t),
peut recevoir pour valeur une fonction entière quelconque de x, pourvu que le degré du produit g®,(x) ne surpasse pas ». Ainsi, dans ce cas, il y aura une infinité de valeurs de la fonction cherchée @(x). Mais si l’on convient de prendre parmi ces valeurs celle dont le degré est le moins élevé, on sera de nouveau obligé de prendre pour gune constante, et l’on trouvera, comme précédemment, pour (x) la valeur
D’après les équations (3), la fonction ainsi déterminée donne h = P(%)p (to), h = (&)p(&),....2,= (x)? (&,), et ces valeurs sont les coefficients de la formule F(X)=h Ft) +X F(t)+....+2, F(x,),
par laquelle F(X) est exprimée au moyen des valeurs particulières F(x;), Fe), Fa. Fa).
Donc on aura finalement pour F(X) l'expression
F(X)= ae 0? ce Cd F(œ,) +- RE F(x,) ar Ma 6? nee En) Fr (2)
Quant aux quantités o,(x), ®°(x), on a vu qu’il suffisait, pour les déterminer, de réduire en fraction continue la fonction
et de prendre, dans la suite des fractions convergentes, la dernière de celles dont le degré du dénominateur ne surpasse pas ». Le numérateur de cette dernière fraction est ®°(x) et le dénominateur @, (x).
La question que nous nous étions proposée au commencement du premier paragraphe est ainsi résolue.
En examinant la formule que nous venons de trouver, nous ne pouvons manquer de nous convaincre qu’elle doit présenter d'importantes simplifications. Effectivement, d’après la nature de la question, la fonction cherchée F(X) doit être représentée par une fonction entière de X, tandis que la formule trouvée par nous contient le dénominateur œ°(X) et offre une composition telle, qu’on n’aperçoit pas comment X disparaîtra de ce dénomi-
nateur. Cela résulte de ce que les fonctions o°(x), o, (x), déterminées par le (x — X) f' (x) 0? (x) f(æ)
développement de l'expression ment X dans leurs coeffcients.
en fraction continue, renfer-
Afin d'amener notre valeur de F (x) à une forme qui en laisse voir
clairement la composition, nous allons montrer de quelle manière on passe 14*
des fractions convergentes de l’expression —j@ AUX fractions conver- « (@—X) f'(x) 0? (x) TRUE . … P°(x) gentes du produit 7G) , et par suite, à la fraction at
Pour plus de simplicité, nous admettrons que la fraction continue
résultant du développement de f ne contient que des dénomina-
J (x) teurs q,, ,.... du premier degré en x; et que, par suite, les fractions convergentes So don+Il Godd2+2+ 00 17 "ETS Mad +1 .
ont pour dénominateurs des fonctions des degrés 0, 1, 2,.... Nous repré-
senterons ces fractions convergentes respectivement par
ro) T1(t) 2(x)
Vote)? Y(&)? (2) "7
J'(@) À (x) | J (a) le degré du numérateur peut être moindre, mais d’une unité seulement, que le degré du dénominateur; ce qui exclut certains cas spéciaux, dépendant de conditions particulières entre les coefficients des fonctions 2 (x) et f(x) et donnant au développement en fraction continue une forme telle que plusieurs des dénominateurs Q,, 4,.... pourraient être du deuxième, du troisième degré, ou de degrés supérieurs. De plus, il est aisé de se convaincre que cette exception ne saurait exister dans la fraction
Il convient de faire observer encore que dans la fonction
pour aucun des cas de l’interpolation ordinaire, où &,, &,, æ,,...4%,, racines de l’équation f(x) — 0, ont des valeurs réelles toutes différentes les
unes desautres, et où la fonction (x), ne renfermant aucun coefficient imaginaire, prend pour t—=4%, %, %,....4%, les valeurs finies É » Fr à ; — Dans cette hypothèse, on a effectivement, en se servant de la notation de M. Cauchy (Journal de l’École Polytechnique 25-e Cahier),
+ oo Ÿ ( 1@) )="+1;
il est visible que pour f(x) de degré (n +- 1) elle reste toujours inférieure à (n + 1), si dans la fraction
et, d’après le procédé qui sert à déterminer la valeur de 9 {
résultant du développement de Le , un quelconque des dénominateurs
Qi as A++. est d’un degré supérieur au premier. Convaincus par ces considérations que les limitations que nous avons
apportées à la forme de la fraction continue déduite de la fonction f°@) 6° () # 5 @)
n’ont point d'importance particulière, nous pouvons aborder à présent la
détermination de © ©), c’est-à-dire de la dernière des fractions convergen-
Po (&) :
tes fournies par Le développement de l’expression er ER @) ont les
dénominateurs n’ont pas un degré plus élevé que ». Nous démontrerons que cette fraction est exprimée par la formule
Yan (ZX) Tyn-+-1 (©) — Vin #1 (X) Fm (&)
de *. x | dm (X) Yon-+-1 (©) — on (&) Ym-+-1 œ |
dans laquelle *"®), ®m+1(® ésionent les fractions convergentes de l’expres- Ym (&)” V1 (&)
sion À en ee dont les dénominateurs sont des degrés » et m + 1.
En effet, la composition de cette formule montre avec évidence que son dénominateur se réduit à une fonction entière d’un degré qui ne surpasse
pas ». D'un autre côté, si nous prenons la différence entre cette même for-
mule et l'expression À) re P@&) nous trouvons
f! (x) 02 (æ) T 1 " es 62(x L% (x)
. (X) rn-+1 (&) — A ) Ÿm +1 ( æ |
et cette différence ne peut être d’un degré supérieur à celui de
1 1 am x | V2 Vita (2) — Vi (0) Va | *
Car, d’après les propriétés des fractions convergentes, les deux termes (@) 07 (x) Tm-+1 (t) .… (P@) P (x) Tim Pre — ne) en (0X (ES —5ne) du)
sont d’un degré moindre que TG Tj et, par suite, que _. Ainsi, la fraction
Ym (X) Tyn-41 (&) — bin-1-1 (X) Tom (X) À 2x | Pr 2 na (6) — im (2) ma 0]
qui à un dénominateur dont le degré n’excède pas m, donnera exactement les termes de la fonction (& — X) f'(x) 6? (x) f (a) jusqu’au terme dont le degré est le même que celui de l'expression 1 1 "im > [ Pm (X) Von +1 (6) — am (©) Vm + |] x
Mais cette fonction ne peut être représentée avec cette exactitude que par les fractions convergentes que donne son développement en fraction continue, et seulement par celles qui sont suivies d’autres fractions convergentes dont les dénominateurs ont un degré supérieur à ». Par conséquent, notre fraction est au nombre de ces fractions convergentes, et comme le degré de son dénominateur ne surpasse pas », elle est la dernière qui possède un
dénominateur de cette espèce et que nous avons désignée par e.
Cette conclusion nous permet de remplacer, dans la Eu du paragraphe précédent
F( X)— 0? Le au) F(x,) +- ? ES (x) F(&,) + Rose Fer F(x,),
les expressions
Po(Xo) Po (1) Lo(Xn) pO(X)? p(X)?" * * "pU(X)
par celles-ci respectivement :
(X) Von-42 (Lo) — Ym-1-1 (À) Lan CU Don (X) Tm-4-1 (X) — Von-+1 (X) Tim (X) ;
2x | im (2 Dim (85) — Vin à (20) Don (À) Ton+-1 (À) — Ÿn-+-1 (À) Tim (X) à
UNS CNET ELA: PMU TER CCE IS. 0 NS ler dE
Je ie NE ET ES us ES DRE UE D ET ST UT Ari EN Pl des Fou Æx le ut ue US 227 |
= € [ bm (X) bm41 (En) — Ym-+1 (X) Vin (en) | Don (X) Ron4-1 (X) — Yon-+2 (X) Fm (À) :
Mais le dénominateur commun de toutes ces expressions se réduit à (— 1)" d’après la théorie des fractions continues. De sorte que la formule qui donne F(X) se ramène à la forme |
F(X) = (— 19" %n 9 ft Go mt À On ED 62 (24) F (ao) +
d- is Don (X) Von-+1 er ou is (X) Yon (1) 7 (x) F (x) et
(= 299 Le À) Vins ) — V2 Un On) 7 (x) (a).
Ln — X On peut l’écrire sous cette forme abrégée:
F(X)=(— 1)" > Din (X) Yim-+2 (&i) — fus (X) Vin (%5) P (x) F(&)).
Xj —
Voilà donc une nouvelle formule propre à la détermination de F(X) au moyen des valeurs F(x,), F(x,), F(x,), ….F(x,). Elle se construit à l’aide des fonctions Ÿ,, (x), ,,,(x), qui sont les dénominateurs de deux des fractions convergentes obtenues par le développement en fraction continue
de l’expression Lee, De la composition même de cette nouvelle forme
on conclut sur-le-champ que c’est bien une fonction entière de X.
Nous allons maintenant faire voir comment la série, dont nous avons parlé dans la Note présentée l’année dernière à l’Académie, se déduit de cette formule; et elle nous servira aussi à l’exposé de quelques propriétés des fonctions (x), L., (x), b, (x). ..., déterminées par le développement de
f'(œ) & (x) f(x) La formule que nous venons de trouver donne F(X) dans l’hypothèse
de la forme
en fraction continue.
F(x)—=a+bx+cr+....+gar" .
Nous représenterons cette valeur de F(X) par Y,,, et par Y,,_,, la valeur de F(x), qui serait déduite de l’hypothèse, où F(X) serait exprimée par
F(x)—=a+bzrc+....+gx" ”.
La formule nouvelle fournira les deux valeurs suivantes:
i=n m (X “TT Pm X J k (4) - à EN = Su > Don (X) Yon -+-1 Es —+ +1 (X) Yon (@i) a (x,) F(x,); {=0 :
he i=n re x m (5) — Ya X ae ; re — (— + 1 d° 1 (X) Ÿ ET (X) Vin —1 (Gé) P(x,) F(x;). #$—=0
Prenant la différence de ces valeurs, on trouve
RE ut FF di ci Ÿ m(X m à) — Vinati)] — Von(ti) [om X) — by 1(X (2 bn(X) Thon #2 (Cé) — Yon in — HE ) [bon (X) — Ÿ 1(X)] 62 (æ,) F(x,)
Les propriétés des fonctions 4,,,,(æ), ®. (x), d,,_.(æ) permettent de simplifier notablement cette différence. Ces fonctions sont, en effet, les dénominateurs de fractions convergentes résultant du développement de l’expression
f'(æ) 0(&) + ù PT en une fraction continue
Im+i +.
dans laquelle les dénominateurs
VIE Qo* D “En? + PRE ..
doivent être, par hypothèse, des fonctions linéaires de la variable x. On a donc conséquemment
h= À,2x+B,, = 1,2% +B,, nr Fes AT CAT DE:
PRE DT D ee Ni DE DEL 0 en De 2e ET 25
Par suite, la règle générale pour la formation des fractions convergentes donne
Pa = Asa Pi (0 + Pam (2) = (4,04 Bus) Pr + Vu (0
et de là | (x) FAR Da: (æ) ass FRA Et RS) Yen (æ).
Changeant x en x, et en X, il en résulte Des (x) cs PE (x;) Lg F7 dr RES (TER (x), PAPA Ÿ.9 Le V1 (À) Los CRT X+ Di) Yu (X).
Si l’on transporte ces valeurs dans celle de la différence Y,,— Y,,_., on obtient
i=n En Fe En 5 (— Hi 2 nt nb A ln mm O{x,)F (x;),
t=0 ou, en réduisant,
. =— ait nn” (— 1e FAN bd, (X) À Yn (t;) @ (t;) F'(x;).
-Posons dans cette relation m—= 1, 2, 3,...,(m—1), m successivement, nous aurons
PP, — 4, (X) © (a) 6 (us) Fa
F,— F,= A4) © Wir) (x) FC);
Mt Are MENU D) diese sc NA Qi ele 6. fe à, e.6. ee
F,_,—7,_,=(—1)" "4,4, 2) 2, (m) 6° (x) Fa
m—1 m— En En = 1" Aus Va (2) 2 V6) 6m) Fr i=0 et la somme de ces équations donnera
Pr Pi — A CE) 4 (a) 0 (0) Fa) + Ab (X) She) 0e) Fa)
Lo CETTE (&)@®(x)F(x)
+ (— 5 Ai: bn œ} . bn (t;) @ (x) F(x;).
Y,, aura donc pour valeur
= L— Ash (0) 2 Qi (0) 04) Fa) Asa (A) Sat) 6% (5) F (RD
AS hu: + D Ana Pa (AE Vin (0) 6°) F(G).
Pour déterminer la quantité Y,, faisons #—0, dans la formule (4), nous trouvons
< X à) — Yi (X i = D VE) 604 Ole) Ga (r) Fu)
Do(x), (x) désignent les dénominateurs des deux premières fractions con-
vergentes de l’expression É SE @ dont le développement en fraction con-
tinue a reçu les formes
Il en résulte D, (&) = 1, (A (x) — At + BP;
et la fonction Y, devient
Ace B— A X—B Y,— 3 1® Per ! P(x,) F(x,) 4—=0 — À > (x) F(x), i=0
qu’on peut écrire
pourvu qu’on se rappelle que d,(x) — 1.
Au moyen de cette valeur, l’expression précédente de Y,,, ou de la valeur de F(X) dans l’hypothèse
F(x)= a+ bi + ci +....+ gx" + hx”,
prend la forme symétrique
Fe, = A (X) 2 Vo (6) 04) Fu) — Aa (2) E (a) (0) Fo +.
ie Nan HE (x) 6° (x) F(x)).
Dans cette expression les fonctions d, (x), Ÿ, (x), L,(x),.... et les constantes À,, À,, 4,,.. se déterminent par le développement de la fonction
DE es en une fraction continue de la forme
Les fonctions d,(x), db, (x), db, (x),.... sont les dénominateurs des fractions convergentes que l’on déduit de cette fraction continue; et les constantes À,, À,, 4,3... sont les coefficients de x dans les dénominateurs q,, 4, Qg..
Dans le cas particulier pour lequel la loi des erreurs est la même pour toutes les quantités F'(x,), F(x,), F(x,),... on peut, conformément au $ I, prendre toutes les valeurs k,, k,, k,,.... égales à 1, et par suite la fonction 4(x), déterminée par les équations
1 1 1 O(&o) = ze 0) =; On) = .
se réduit elle-même à l’unité. La formule trouvée ci-dessus prend donc alors la forme |
F, = Aa VCD) 2 Vote) PF) — 4, 4 (X) 2 (a) Fe) + SDS à 9 ED EL (&)F(&).
Ici W(2), b(x), D,(&),...., A1, As, A... se déterminent par la fraction continue que donne la fonction HS. C’est de cette série que nous avons parlé dans la Note déjà mentionnée *). Mais à présent nous ne nous bornerons pas à cette hypothèse particulière, qui réduit la fonction 9 (x) à l’unité, et nous considérerons la série dans sa forme générale. Nous serons
ainsi conduit à des propositions curieuses sur les fonctions ®, (x), 4, (x), 4, (x)...
*) La Note de M. Tchebichef, en date du 20 octobre (1 novembre 1854), ne contient effectivement que cette formule particulière. Les deux pages de cette Note se trouvent ainsi reproduites ici tout entières, à l’exception du corollaire que voici:
RREE 2 PAR Re À
; mt n «n infiniment grand, cette formule fournit le développement de F'(æ) suivant les valeurs de «certaines fonctions que Legendre a désignées par X" (Exerc., part. V, $ 10) et qui sont déter-
Ce ñn —n «Dans le cas particulier de x, — = se.) En = LS et de
«minées par la réduction de l'expression log — : ‘en fraction continue (Note du traducteur).
Il n’est pas difficile de voir que si les quantités F(@), F(x), Fa}. ...F(a,) sont déterminées exactement par la formule | +
F(a)=a+br+ ci +....+ gx + ht,
notre série donnera l’expression exacte de cette fonction, quelle que puisse être la fonction 4 (x). C’est ce qui devient évident, si l’on remarque que la série résulte de la formule
F(X)=h Fm) + Fo) +. ,..#+ 2, Fe),
et que d’après l’une des conditions qui fixent les valeurs des facteurs À, \,
h,-...2,, les équations suivantes doivent être satisfaites: Âge ét ee eu ie Lo Ft Hit +... HA t, =X,
2 2 2 2 Lt 2 1% HAT + +... .+) x —=X?,
p.06 de es eitel er -$.- Bt -Wrle Le, à re, Mal ce, €. ee ‘els le Te cet
EN ee VE NE RE re du Or, en vertu de ces équations, la somme LE (to) + À Fa) +2, Ft) +....+ 72, F(a,),
quand on y remplace les quantités F(x,), F(x,), F(x,),....#F(x,) par leurs valeur tirées de l’équation F(x)=a+br+ cr +....+ gx" " + hx”, se réduit à | a+ bX+cX°?+....+9X" "+ hX7,
expression exacte de F(X), d’après l'hypothèse même
F(a)=a+br+c+.,..+ ga"! + px",
Lors donc qu’il s’agit d’une fonction entière (x), la formule du paragraphe précédent permet de la représenter ainsi:
F(X) = Ai V(X) 2 Ce) (0) Fa) — As (2) 2 (0) 6 (u) F(&) +... .+(—1)" 4,4, DE, (x,) (x,) F (x).
Si nous faisons
nous trouverons
bu) — da DC) À dr) 6°) PC) — Led (À (6°) Po)
En
+" Aid A 2 9, (2) 6),
ou bien, en mettant tous les termes dans un seul membre,
Aa (2) 2) D Gp 6) — Ad (2) EC) D Gr 0) + RP db, (X)[(— 3% }, M 4, (x) @(&,) —1)]=0.
Mais comme les fonctions 4,(x), b, (x), b,(x),...., sont respectivement des degrés 0, 1, 2, 3,..., l'identité précédente suppose que chacun de ses termes s’évanouit séparément. On a donc, de toute nécessité,
0" Ans 2 92 (0) 6) — 1 = 0
4, = Va (x;) bn (x) Le (x;) = 0,
étaler. eus. 6 SEE gp le re. » ele. de: ee SAR TOUS EN OMS AOC (EN ONS DIRE DR UN 201 Gen NE 28e GO ON TN QE SEA UNS nr
À, : ÿ, (æ,) Vn (x) œ (x,) = 0, AE (&;) Yn (&) (x) = 0.
La première de ces relations nous donne
2 (x) 2 (x) = ET;
MH-1
et, en observant que les coefficients 4,,,...., 4,, À, diffèrent tous de zéro, les autres relations font conclure que
LEA
; Z Ya (&,) 4, (œ;) (x) = 0,
SN
i 2 Ÿo (&;) bn (x;) P (x) =#.,
Il est par là manifeste que, pour »*’ différent de m, la somme
24,,(x,)b,,(x,)6*(x,) est égale à zero. Si au contraire »'—m, cette somme 1—=0
est égale à C2 comme on l’a vu tout à l’heure. On a donc pour le coefmMm+1
ficient la valeur
(— 1)" A —7= n À 2 Ÿ, (&) 8 (x) si 0
On en déduit pour tous les autres coefficients À
RER
2 Vo? (xs) © (xs) —=0
À, SE CUR (= 2 2 2 (æi) 62 (xs)
Si l’on introduit ces valeurs dans la formule
FD AY (X) SU) (Fa) — AUX) 3 De) 0 (x) FC)
Hess) AS. le (2) 5%, (x) (x) F(x;),
sa dr à
elle prend la forme ZE Vote) 0 (5) Fa) À 4h (ei 0 (a) F(æ5) F(X)= = do (X) += da (X) + A TRNE 2 Vo? (5) 0? (xs) 2 4? (x) 67 (x) (6} £ Fe i=n se 2 Ym (cd) 0? (x) F (x) += ÿ 2).
| 2 bn (ai) 0? (xs) 2 t=0
La composition de cette formule fait voir qu’elle ne change pas de valeur, quand on introduit des facteurs constants arbitraires dans les fonctions Lo(x), D, (x), b, (x), etc. Il sera donc possible de prendre pour déterminer
ces fonctions le développement de PTE en une fraction continue de la forme L' 4 AFeLr CET
quelles que puissent être les constantes Z/, L”, ete. On sait effectivement que les termes des fractions convergentes déduites d’une expression quelconque par le développement de cette expression en fraction continue de l’une des deux formes
ne diffèrent que par des facteurs constants.
De la même manière précisément les équations (5) resteront complétement exactes pour les fonctions d,(x), Ÿ, (x), d, (x), etc., déterminées par le
développement de Lote en une fraction continue de la forme i "1 :, LT TO : © 7 4: AR
car elles ne seront point altérées par l'introduction de facteurs constants quelconques dans les fonctions (x), 4, (x), b,(x),. etc. Aïnsi en procédant
actuellement aux applications de la formule (6) et des équations (5), nous ne serons point arrêtés par la supposition faite d’abord dans les paragraphes précédents et d’après laquelle les numérateurs Z/, L”, ete. devaient être égaux à l’unité dans la fraction continue |
qui servait à construire les fonctions d,(x), d, (x), d, (x), etc.
En vertu de ces équations (5), il existe encore des relations remarquables entre les fonctions d,(x), D, (x), d,(x), etc., et on y parvient sans peine à l’aide de la formule (6), en la comparant pour m—n avec la formule d’interpolation de Lagrange.
Pour m—n, en effet, la formule (6) donne à l'expression d’une fonction du n°" degré, par les valeurs qu’elle reçoit pour des valeurs de la variable x = %,, &,, %,....4%,, la forme que voici:
EF do (rs) 62 (x) F(x;) É- Di (ci) 67 (x) F'(x5) F(X)=—-, D (X) + (ZX) +...
2 Vo? (9 6? (x) 2 Yi? (5) 6? (x;) i—0 t—=0 À Va (20 07 (æi) F(x)) ' Dre (A (X).
2 Yn? (æ&i) 62 (xs)
= Nn
La formule de Lagrange exprime la même fonction par la forme
D X=aE Se) RS DE nid F(x) à).
(di — 2) (Gi — do)... (Mi — din) (di — ia).
L'identité de ces deux expressions, quelles que puissent être les valeurs de F'(x), F(x,), F(x,),..., F(x,), exige que les termes qui ont ces fonctions pour facteurs soient les mêmes dans l’une et dans l’autre. Si donc on compare les termes qui multiplient F(x;), on aura la relation
(Xe) (XL = 0). RD D TE mi.
(di @) (di — 2)... (dé — di) (re — di) + bot 62 (xs) d, (X) +- haie LOS +. a? (ai) 0? (xs) 4 (X). 2 Vo? (xs) 62 (x) 2 4,2 (x) 62 (x;) 2 bn2(x;) 62 ( ;)
Si l’on fait X—x,, pourvu que n ne soit pas égal à à, on obtient
0 — 0 F0 © 9 Vlr) + 3 HE iah (x, V2 000" (9) ba (ts).
= Do? (x) 6° (x) À = d* (5) 6? (xs) x Vn? (&5) 6? (x)
0 (tn)
Par l'introduction du facteur 0)
la manière suivante:
on peut écrire cette expression de
Vo (ri) 0 (tr) Vo (2) 0 (xx) 3 D (@) 0 (æ) d, (x) 0 (tr) PAU Ya (&;) 0 (xs) Va (tr) 0 &n)
07 — jte LS 2 Vo? (x) P° (xs) 2 V2 (x) 0? (x) 2 Vn? (x) 62 (x;) i—=0 = 0 —=0
Faisant au contraire X = x,, nous aurons
ri = CALME) ue HOMO. |. Wa Vi CAC Fou 24464 Z 4, (2) 0° (x) a +0 {1=0 $ 6.
Ces équations, réunies aux équations (5), établissent une propriété remarquable des fonctions déterminées par la formule
Din (x) 0 (x) à i=n 2 Vmn° (x) 6? (xs)
Désignons ces fonctions par ®,,(x); les équations construites tout à l’heure nous donneront
M=nN
PE (x,) D, (x,) T 0,
tant que n diffère de #, et 2 9, (2) D (x) = 1, pour n=1.
D’après la forme de la fonction ®, (x) et les équations (5), il est aisé de remarquer que
… Po (t;) Pn,(x;) = 0, ou 1,
selon que », différera de » ou sera égal à ». Car la somme dont il s’agit devient, par la substitution des valeurs de ®,, (x), D,,, (x),
fn
É Don (Ci) Lm, (as) 6? (xs) ZE bn (20) 0° (x) ZE bn, (#3) 6 (æ)
Or, d’après les équations (5), le numérateur s’annule si » n’est pas égal à m; et si m —m, il devient égal au dénominateur, ce qui réduit la fraction à l’unité.
Ces propriétés conduisent à une autre que possède encore la fonction
D. (6) = — mn 9000 |
E dm (D (x)
composée avec les fonctions d, (x), d, (x), d., (x), etc., qui servent de dénomipateurs aux fractions convergentes déduites du développement de la fonction
Care De @) on une fraction continue de la forme
Si de toutes les valeurs de la fonction ®,,(x), obtenues en faisant m—0,1,2,....,n ex —Xo, TL, To,.... %,, ON COmpose le carré
D), Dix), D)... D) D, (Lo); ®, (x), D, (x), I. 7 - ®, (x), ®, (to), ®, (x), ®, (Xs), Fes .D, (x),
eo ‘2.6.0 6,,.%.,0) 9.0 72%. 67e. /e "pi Eco ECS Apr ee
e 51 06 n,n 06,66 ere 2 ls eCN se SSerS
la somme des carrés des termes d’une rangée quelconque, horizontale ou verticale, sera égale à l’unité; la somme des produits des termes correspondants de deux rangées horizontales ou verticales sera égale à zéro.
La construction de carrés de cette espèce fait le sujet d’un Mémoire d’Euler intitulé: Problema algebraicum ob affectiones prorsus singulares memorabile (N. Comm., t. XV).
Les équations (5) démontrent encore facilement une propriété particulière aux fonctions
ÿ (&), Vo (x), de is.
comparées à toutes les fonctions de même degré et de même coefficient de la plus haute puissance de x: pour ces fonctions les sommes
SU), SG) G
ont la plus petite valeur possible.
En effet, comme les fonctions d,(x), d, (x), d,(x),...., à, (æ) sont respectivement des degrés 0, 1, 2...., m, toute fonction entière V du degré »m peut être exprimée ainsi:
V = A4, (x) + By, (x) + CL, (x) +....+ 1H, (x),
Mais ici il faut prendre H— 1, puisqu'on suppose que le coefficient de x” est le même dans V et dans Ÿ,, (x). On aura donc dans cette hypothèse
V = Al, (x) + B4, (x) + CO, (æ) +....+ 4, (x). Il s’agit de trouver les valeurs des coefficients À, B, C, etc., qui ren-
dent un minimum la somme
27 (x) = 3 [AY (x,) + Bd, (x,) + Cl, (x,) +... ..+0, (x) PP (x)
Le procédé connu du calcul différentiel nous donne les équations suivantes:
. [4% (&,) + B4, (x) + Cl, (x) +. +9, (&)140(t,) € (&) = 0,
$ . > LA (&,) + B4, (x) + Cr) +... +4, (m1 4 (&,) (x) — 0,
. Z TA) (x) + B4, (x) + OL, (x) +... + (mb (x) (x) = 0,
DR PEL TR ON EN SE ne NL SU OL OUR 64 18 eee 0e. mn, 04. 6, 9 "1e 0: 81 ©, 6.70 + 6. €
ns
Les équations (5) les réduisent à un seul terme 2A 3 V°(x)@(x)— 0, +—=0 t=n 2B Z 4 (x) (x) = 0, {= 0
d’où l’on tire
Ainsi les conditions du minimum de la somme = °c? (x), quand V
est de la forme
AŸ,(x) + B4, (x) + Cd, (x) +. ...+ 4, (x), sont Ass 0, Be 0 Ce 0 es et, par suite, V = 4, (x).
On démontre encore sans difficulté que si l’on emploie la formule (6)
2 Vote) (à F (D Z da (9 0° (ed F (D Vs A) += W(X)+....
Z vo? (ro 6 (à) Z de (e) (5 i—=0 t—=0 E (ed 0 (0 F(e0) A =; bn (À) 2 Ÿm (œi) 6? (&i) #—=0
à déterminer par approximation une fonction quelconque F(X), on obtiendra pour l’exprimer une fonction entière du degré » telle, que la somme des carrés des différences entre les valeurs de cette fonction entière et les valeurs correspondantes de F(X) pour X = &,, %&,, %,....,%,, multipliés chacun par d(x,), @(x,), (?(x,), etc., respectivement, sera un minimum. Représentons effectivement la fonction cherchéc sous la forme
Ab, (X) + Bd, (X) + CH, (X) +....+ Hb,,(X)
et cherchons les valeurs des coefficients 4, PB, C,...., H pour lesquelles la somme
EL — Abe) — Bla) — Ob(n).… .— Hi (0%)
sera un minimum, Nous trouverons les équations
DSP) — An) — Bi (nr) — Oh (Hi ()] (D 2°) = 0 2 SF (&)— Abe) — By (x) — Ch, (x)...—H4,, (2,)] di (x) 0 (x) = 0, LS EP) — Ab) — BG — Oh (HV, (a da 6°) = 0,
NUS ie SOU ii or ALT eue. Se 2 6» À syN 8 06. S. 4, 6 0 07% re "6 20,0 00 1e 4 09 7.0; 0" 056 À 46-2407 0 À
2 Y[F(x) ve AŸ, (x;) en à 1 (x) rm Ch (x). ca —H4, (x,)] bn (x) (Ca (x) — (0.
En vertu des relations (5), ces équations se réduisent à la forme = 2 # F(œ;) h(&;) 6° (x;) — 24 2 Ÿo (x;) 0° (&;) = 0,
JS F(&)4(x) (x) —2B > 4e (r) (8) —0, #—=0 0
SUTROT TT ELLE LEU NIIN en de L Se re SR unre, 16 70: 6 € S 0 à D. 0:06 °e- 0
i—n IN 2 > F(x,) 4, (x) (x) — 2H 2 Ÿn (x,) (x) = 0, d’où
Zoo 62 (9 F' (D
À Ex * ee : n ?
= de (5) 8 (x) = 0
ZE da (x) 0 (x) F(x)
Z qi? (&i) 02 (x) t—0
ZE Ÿ (x) 6 (5) F(x) C EZ == 0
Se. © ee à die » + 0: © + ©» +
2 in? (té) 02 (xs)
1=0 En reportant ces valeurs dans l'expression Ah (X) + Bh(X) + Ch, (X) +... + H4,, (2),
nous trouvons, conformément à ce qui a été avancé, que la formule cherchée pour F(X) est précisément
FER | Et 2 Vo(ri) O2 (x;) F'(x5) 2 D (æ5) 6? (5) (x) EE b(X) += b (X) + ha Vo° (x) 02 (x) 2 He 62 (x) 2 2 (x) 6 (x) F'(x;) 2 Vin (æi) 0? (xs) F(œ;) = — LUX)+ .... +=— bd, (X).
2 2 (x) 6? (xs) 2 42, () 0 (xs)
Le
SUR LA CONSTRUCTION
DES CARTES CÉOGRAPHIQUES,
(Bulletin de la classe physico-mathématique de l'Académie Impériale des sciences de St-Pétersbourg, Tome XIV, 1856, p. 257—261.)
(Lu le 18 janvier 1856.)
Sur la construction des cartes géographiques.
Dans la construction des cartes géographiques on parvient facilement à reproduire la figure d’une partie quelconque de la surface du globe de manière qu’il y ait constamment similitude entre ses éléments infiniment petits et leur représentation sur la carte. Mais, le rapport d’agrandissement de différents éléments n’ayant pas la même valeur, les portions finies de la surface du globe, dans leur représentation sur la carte, se déforment plus ou moins, suivant les déviations de ce rapport de sa valeur normale, et comme ces déviations, dans les différents systèmes de tracé des cartes, présentent des valeurs plus ou moins considérables, on conçoit qu’il existe un système, qui, dans la représentation d’une portion donnée de la surface du globe, réduit ces déviations au minimum, et par conséquent représente sa figure le mieux possible.
C’est de la détermination de ce système de tracé des cartes que nous allons nous occuper. La question que nous aurons à résoudre présente une grande analogie avec celles qui ont été l’objet de notre Mémoire, intitulé: Théorie des mécanismes connus sous le nom de parallélogrammes (Mémoires des savants étrangers, T. VIT); où nous avons cherché, par un choix convenable des constantes d’une fonction donnée, à diminuer, autant que possible, ses déviations d’une autre fonction pour toutes les valeurs de la variable, comprises entre des limites données. Sous la condition d’un minimum de cette espèce, nous aurons à présent à chercher une fonction à deux variables, assujettie à vérifier une certaine équation aux différentielles partielles. Pour simplifier les formules, nous ne tiendrons pas compte de l’aplatissement de la terre; mais la même méthode peut être facilement étendue à toutes les hypothèses possibles sur la forme du globe.
D'après la notation de Lagrange (Nouveaux Mémoires de l’Académie de Berlin. Année 1779), le rapport d’agrandissement s’exprime ainsi:
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où la somme de deux premiers termes, composés des fonctions arbitraires, n’est évidemment que l'intégrale de cette équation
Done, les écarts du rapport d’agrandissement dépendent des déviations de la fonction log a et de l'intégrale de cette équation. Or, d’après les propriétés remarquables de cette équation, on parvient à reconnaître que le minimum de déviation de son integrale de la fonction log 6)
dans l’espace limité par une courbe quelconque, ne peut avoir lieu, à moins que la différence
n'ait sur cette courbe constamment la même valeur. Donc, par l’intégration de l’équation
sous cette condition, on aura la valeur de 1 1 !
U= log [fu 6y — D] + 3 log [Fu —#y —1)] à une constante arbitraire près, et de là on tirera les valeurs des fonctions
f'(u+iV—1), F'(u—ty —1),
qui, à un facteur constant près, seront celles qui donnent la projection la plus avantageuse. Quant à leur facteur constant, qui reste inconnu, il se détermine facilement d’après la valeur normale du rapport d’agrandissement.
D’après cela on parvient facilement à assigner tous les cas dans lesquels on peut parvenir à la projection de la carte la plus précise, en prenant pour méridiens et les parallèles des ares de cercle. Dans son Mémoire, cité plus haut, Lagrange a montré que dans toutes les méthodes de projection qui jouissent de cette propriété, très importante pour la pratique, le rapport d’agrandissement s’exprime ainsi:
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Donc, d’après ce que nous venons de dire, ces méthodes de projection ne peuvent donner la représentation la plus précise d’un pays quelconque, à moins que sur les bornes de ce pays on n’ait
; k Hide log m — — log { pe [a %+-2ab cos. 2c(-g)+b°e A — constante, ou, ce qui revient au même,
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Pour simplifier cette équation, nous transformerons les coordonnées, en prenant pour le pôle, le point, où log» devient minimum, et pour premier méridien celui qui passe par le pôle primitif. Soit é#, et 90°—z, la longitude et la latitude de ce point, et convenons de désigner par T'et 90° — Z Ja longitude et la latitude dans le nouveau système des coordonnées. Si l’on observe que, d’après la notation de Lagrange que nous
employons, « désigne log (tang +) 90°— z étant la latitude relativement
au premier pôle, et é la longitude, on parviendra facilement à ces équations très simples:
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En portant ces valeurs dans l’équation (1), et en remarquant que log » devient minimum pour Z = 0, nous trouvons que cette équation, aux quanti-
tés de l’ordre tang* 7 près, devient
1 — 4c° Se sin?
(cos? T— sin? T) tang° - +- tang? : — constante,
et comme dans la projection stéréographique, à une facteur constant près, on à
x — tang Z sinT, y—tang - cos 7, cette équation nous donne
sin? 942 —1 à sin? z9 — 40? + 1 ee æ* + — sin? sin? £,
y = constante.
Donc, si l’on cherche la projection d’un pays assez petit, en prenant pour les méridiens et pour les parallèles des arcs de cercle, la projection ne peut s’approcher notablement de celle de la plus précise, à moins que ses
limites, dans leur projection stéréographique, aux quantités de l’ordre tang® = près, ne vérifient cette équation
sin? Z9 + 4€? — 1 _ sin? #9 — 42 +1 sin? £, sin?
= HOCT,,
et, par conséquent, ne présentent une courbe du second degré qui sera évidemment une ellipse, car cette courbe doit être fermée. D’après l’équation précédente on voit qu’un des axes de cette ellipse
sin? Z9 — 4 C2 +1 sin? z5+4@2— 1°
Donc, s’il s’agissait de projeter une portion de la surface du globe, limitée par une pareille courbe dont les axes sont en rapport de 1: #»,
l’exposant de projection serait déterminé ainsi:
suit la direction du méridien et que leur rapport est égal à
(2c) ER | MT: pre sin? Z,.
Cette équation nous montre qu’il existe une liaison intime entre la configuration d’un pays et la valeur la plus avantageuse de l’exposant pour sa projection.
D’après les équations dont nous venons de parler, quelle que soit la forme du pays, on peut déterminer et le centre de projection et la valeur de l’exposant de la manière la plus avantageuse pour la précision de sa carte. C’est ce que nous nous proposons de montrer dans un Mémoire détaillé sur la construction des cartes géographiques.
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Messieurs!
Les Sciences Mathématiques ont été l’objet d’une attention particulière dès la plus haute antiquité. Elles excitent aujourd’hui encore un plus grand intérêt à cause de leur influence sur les Arts et l’Industrie. Le rapprochement de la théorie et de la pratique donnent les résultats les plus féconds. La pratique n’est pas la seule à tirer profit de ces rapports: réciproquement les sciences elles-mêmes se développent sous l’influence de la pratique. C’est elle qui leur découvre de nouveaux sujets d'étude et des points de vue nouveaux sur les sujets connus depuis longtemps. Malgré le haut degré de développement auquel sont parvenus les Sciences Mathématiques grâce aux travaux des grands géomètres des trois siécles derniers la pratique démontre clairement qu’elles sont incomplètes à plusieurs égards. En effet elle pose à la Science des questions essentiellement nouvelles et provoque ainsi la recherche des méthodes inconnues jusque là. Si la théorie retire un grand profit d'applications nouvelles d’une ancienne méthode ou de ses nouveaux développements, elle en tire encore un plus grand de la découverte des méthodes nouvelles. Dans ce cas la science trouve un guide sûr dans la pratique.
L'activité pratique d’un homme embrasse de si multiples variétés que pour satisfaire à toutes ses exigences la science manque évidemment de beaucoup et de diverses méthodes.
Mais entre ces méthodes ont une importance particuliére celles qui sont nécessaires pour la solution de différentes variétés d’un même problème, applicable à toute l’activité pratique d’un homme: comment faut il disposer de ses moyens pour acquérir les plus grands avantages possibles.
La solution de ce genre de problèmes fait l’objet de la théorie des maxima et des minima. Ces problèmes d’un caractère pratique ont aussi une importance particulière dans la théorie. Toutes les lois qui régissent les mouvements de la matière pondérable ou impondérable ne sont rien moins que des solutions de pareils problèmes. On ne saurait trop reconnaitre leur
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influence particulièrement favorable au développement des sciences Mathématiques.
Avant l'invention de l'Analyse des infiniment petits on ne savait à résoudre que quelques problèmes particuliers de ce genre.
Cependant dans ces solutions se trouvait déjà le germe de la plus importante branche des Sciences Mathématiques connue à présent sous le nom de «calcul différentieb. Pour montrer l’influence qu’ont eu sur la découverte de cette science les questions des maxima et des minima permettez moi de vous citer un passage de l’oeuvre immortelle de Newton «Philosophiae naturalis principia mathematica. L'auteur, rappelant les origines de cette découverte dont les applications et les résultats sont aujourd’hui innombrables, s'exprime ainsi:
«Dans les lettres que j’ai échangées il y a une dizaine d’années (1677) avec l’habile géomètre Leibnitz, lui ayant annoncé que je possédais une méthode pour déterminer les maxima et les minima, conduire les tangentes et résoudre les questions semblables, et que cette méthode réussissait aussi bien pour les expressions irrationnelles que pour les autres; comme je la lui cachais sous des lettres transposées représentant la phrase suivante: étant donnée une équation qui contient des fluentes, trouver les fluxions et réciproquemeut, l’illustre Leibnitz me répondit qu’il avait également trouvé une méthode analogue qu’il me communiqua et qui ne différait de la mienne que par les mots et la notation».
(Note sur la proposition VIT du second livre, éd. 1713).
Toutefois la découverte du calcul différentiel et la solution des problèmes analogues à ceux qui avaient provoqué cette découverte n’ont pas épuisé complètement la matière. Les recherches de Newton lui-même en sont une preuve manifeste: en effet il a résolu la question suivante: «quelle forme doit avoir un corps se mouvant dans un fluide pour qu’il y éprouve la moindre résistance». Cette question présente le problème des maxima et des minima essentiellement diffèrent de ceux qui sont résolubles par le calcul différentiel. La méthode générale pour résoudre de tels problèmes, si importants pour la Mécanique Analytique, a conduit à la dècouverte d’un nouveau calcul connu sous le nom du «calcul des variations».
Malgré ce grand développement des Mathématiques par rapport à la théorie des maxima et des minima il n’est pas difficile de remarquer que la pratique va plus loin. Elle exige en effet la solution, des problèmes d’un nouveau genre sur les maxima et les minima, essentiellement différents de ceux que l’on sait résoudre par le calcul différentiel et celui des variations.
Comme exemple de pareilles questions et de la façon dont on peut les résoudre nous pouvons citer nos recherches sur le parallélogramme de Watt,
imprimées dans les «Mémoires des savants étrangers» de notre Académie, 1854. On voit par les résultats que nous avons obtenus en considérant la méthode nécessaire pour la détermination d’une meilleure construction des mécanismes de ce genre, que dans ce cas les questions de la pratique mènent à plusieurs résultats théoriques intéressants pour la science, on voit aussi que les méthodes inspirées par la pratique présentent un moyen pour résoudre de nouvelles questions théoriques intéressantes même indépendamment de leur valeur pratique *).
La construction des cartes géographiques présente un autre exemple des questions de ce genre particulièrement remarquable. Dans l’état actuel de la théorie des cartes géographiques on peut indiquer un nombre infini de différents procédés de les construire de telle sorte que les éléments infiniment petits de la terre conservent sur la carte leur forme originale. Mais d’après la propriété de la surface sphéroïdale de la terre le rapport d’agrandissement des différents éléments doit être nécessairement variable, donc les éléments égaux de cette surface pris dans différents lieux se présentent sur la carte avec diverses dimensions. Plus les changements du rapport d’agrandissement sont considérables plus la carte est altérée. Comme l’amplitude de ces changements du rapport d’agrandissement dans ‘étendue d’une même partie de la surface terrestre est plus ou moins considérable en rapport avec la projection admise de la carte, la question suivante se pose d’elle même:
Pour quelle projection ces changements du rapport d’agrandissement sont ils les plus petits?
*) Ainsi nous trouvons ici entre autres la solution de la question suivante:
«La fonction entière 2 + Ag" 1 + BeM—2 + CxM—8+,,,+ }H varie évidemment avec x; qnel est le moindre degré de ses changements?» Et puis «pour quelles valeurs de À, B, C,...H atteind-elle cette limite ?».
La solution de ce problème mène à beaucoup de résultats intèressants de l’Algèbre Supérieure. Par exemple:
1) Si l'on a f(x) = a" + Baft1 + Cat—2 +... + H on trouvera entre les limites h et
h+4 V=3 f(h) au moins une racine de l’une des équations f(x) — 0, f(x) —0. Le signe
J@) FR tion importante dans la théorie de la séparation des racines par la méthode de Fourier.
2) L'équation &2% #1 Bai + Ce—8 + .,, + Hx + K—0 à toujours une racine entre les limites
du radical est déterminé par le signe de la fraction — . Cette proposition a une applica-
An+-1 2n+-1 —2ViK, +2V/;x;
d’où il résulte la propriété suivante des équations:
Dans l'équation 22%#+1 + Bai +6 Ca 8 + ,,, + Hx + K —0, ne contenant que les degrés impaires de æ, où Æ est compris entre — 2 et + 2, on trouvera au moins une racine entre les mêmes limites. ‘
Dans une Note, lue par moi dans la séance du 18 Janvier à l’Académie Impériale des sciences, j'ai montré que cette question, traduite en langue d’Analyse, se ramène à un problème particulier des maxima et des minima, essentiellement différent de ceux qui se trouvent résolus dans le calcul différentiel et dans celui des variations. Ce problème est semblable à ceux qui ont été l’objet de mon Mémoire ci-dessus mentionné sur le parallélograme de Watt, mais se rapporte à un ordre supérieur de pareils problèmes: on cherchait là certaines quantités constantes tandis qu'ici il faut trouver deux fonctions inconnues, ce qui correspond à la détermination d’un nombre infini de quantités constantes. Cela établit entre ces problèmes une distinction analogue à celle qui existe entre les problèmes du calcul différentiel et ceux du calcul des variations. Ce sujet est d’autant plus intéressant sous le rapport théorique qu’il se ramène à l’investigation d’une équation aux dérivées partielles extrêmement remarquable, qui exprime, p. ex., aussi l’équilibre de la chaleur dans les membranes infiniment minces. Aïnsi la question sur la meilleure projection est liée à la propriété remarquable de la chaleur, à savoir: lorsque la chaleur est en équilibre dans une membrane circulaire infiniment mince, la température au centre est wne moyenne des températures dans tous les points de la circonférence; une proposition semblable est vraie pour la sphère: la température au centre est une moyenne des températures à la surface.
La solution définitive du problème de la meilleure projection est très simple: la meilleure projection pour la représentation d’une certaine partie de la surface terrestre Sur une carte est celle dans laquelle le rapport d’agrandissement conserve une même valeur sur la limite de la région représentée, valeur, qu’il est aisé de déterminer d’après la valeur normale du rapport d’agrandissement. Quant à la détermination de la projection ayant la propriété ci-dessus, elle se ramène à la solution d’un problème ordinaire d'intégration des équations aux dérivées partielles, lorsqu'on donne la valeur de l'intégrale sur le contour, à l’intérieur duquel elle doit rester finie et continue.
On trouvera ainsi la meilleure projection pour représenter chaque pays sur la carte. Cette projection sera déterminée par la position du pays par rapport à l’équateur ainsi que par la forme de sa frontière. De plus, les parallèles et les méridiens se représenteront par diverses courbes qui seront peu différentes de cercles et de droites, si on projette une partie peu considérable de la surface terrestre. On construit sans aucune difficulté ces lignes par points. Les cas, dans lesquels les méridiens et les parallèles se représentent exactement par cercles et par lignes droites sont particulièrement remarquables; la construction des cartes de petites dimensions en de-
vient plus facile. Lagrange, dans ses Mémoires «Sur la construction des cartes géographiques», a déterminé toutes les projections où cette circonstance a lieu. D’après les propriétés générales de la meilleure projection il est aisé de montrer pour quels pays ces projections seront les plus avantageuses: les contours de tels pays seront déterminés par des points pour lesquels le rapport d’agrandissement dans ce genre de projections conserve une même valeur. Les contours des pays déterminés de cette manière représentent en général des courbes assez compliquées. Mais en diminuant les étendues des régions représentées sur la carte, ces courbes se simplifient et se rapprochent rapidement des ellipses, dont elles ne s’écartent qu’insensiblement quand on représente des régions même assez considérables, telle que, par exemple, la partie Européenne de la Russie. Ces ellipses ont certaines positions déterminées: leur centre se trouve au centre de la projection et un des axes longe le méridien. Le rapport des axes de ces ellipses se détermine par la position de leur centre par rapport à l’équateur et par une quantité particulière nommée par Lagrange exposant de la projéction.
Inversement pour représenter sur la carte une partie de la surface terrestre, pas trop grande et limitée par une pareille ellipse, on peut trouver le mode de projection qui changeraïit les parallèles et les méridiens en cercles ou lignes droites et donnerait la représentation se rapprochant de la plus parfaite. Il faut pour cela, d’après ce que nous avons dit plus haut, prendre le centre de la projection et son exposant d’une manière convenable, tenant compte de la position du pays et de la forme de ses contours *).
C’est pour cela que les cas particuliers des projections effectuées avec la conservation de la similitude des éléments infiniment petits, telles que, par exemple: la projection stéréographique, polaire et horizontale, les projections de Gauss et de Mercator, qui se déduisent toutes de la méthode générale dans les hypothèses particulières à l’égard de la position du centre de la projection ou de son exposant, ne peuvent donner la représentation se rapprochant à la plus parfaite que pour certains cas particuliers.
Ainsi si l’ellipse mentionnée se transforme en un cercle, l’exposant devient égal à 1, et la meilleure projection se ramène en général à la projection stéréographique horizontale, qui se transforme en projection polaire, lorsque le centre du cercle coïncide avec le pôle terrestre. En diminuant
*) L’exposant de la projection se détermine par la formule V 1 + cos? !, où L est
la latitude du centre et n le rapport de l’axe dirigé suivant méridien à l’autre axe. (Voir ma Note: «Sur la construction des cartes géographiques», lue à l'Académie le
18 Janvier).
Paxe de l’ellipse dirigé suivant le méridien, la meilleure projection se rapproche de celle de Gauss. Cette projection se transforme en celle de Mercator, en rapprochant le centre à l’équateur.
Il est évident, que pour obtenir la meilleure carte des différents pays il ne faut pas se borner à un ou à quelques procédés particuliers de la projection, mais il est nécessaire de faire usage de la méthode générale, en choisissant chaque fois d’une manière convenable le centre de la carte et la valeur de l’exposant.
D’après ce qui a été dit plus haut, on fait aisément ce choix pour la représentation d’une telle région de la surface terrestre dont le contour est une ellipse avec un axe dirigé le long d’un méridien. Mais la pratique ne donne jamais des cas si simples; les contours des divers pays ont toujour la forme de courbes extrêmement irrégulières. Malgrè cela, pour la meilleure représentation d’un pays peu étendu on peut déterminer la position du centre de la projection, ainsi que la valeur de l’exposant, en comparant la forme du contour du pays avec une ellipse ou quelque autre section conique. Il suffit pour cela d’avoir seulement une représentation approximative du pays, pour la carte duquel on cherche la meilleure position du centre et la meilleure valeur de l’exposant; on peut donc employer ici une carte construite d’après une méthode quelconque.
On peut, à proprement parler, faire ici trois hypothèses différentes qui donnent lieu à trois solutions différentes; mais en les comparant entre elles il n’est pas difficile d’en trouver la plus avantageuse. Premièrement: on peut considérer la région projetée comme une partie de l’espace limitée par l’ellipse ayant son axe le long du méridien; cela correspond toujours à la solution la plus avantageuse pour les pays dont la plus grande extension dans la direction des méridiens et des parallèles se trouve sur ceux qui passent non loin du centre. Ce cas se rencontre le plus souvent dans la pratique.
Deuxièmement, la région projetée peut être considérée comme la partie de l’espace entre deux ellipses, hyperboles ou paraboles disposées semblablement. Cela peut donner la solution la plus avantageuse pour représenter seulement des régions courbées en forme de faucille ou présentant une bande étroite inclinée par rapport aux méridiens et aux parallèles.
Troisièmement, la région peut être comparée à l’espace compris entre les branches de 2 hyperboles inverses: ce qui correspond aux pays dont les contours sont considérablement concaves par rapport au centre *).
2 2 *) Pour l’espace qui est limité par une ellipse _. + _ = 1 dans la projection stéréogra-
phique horizontale de rayon = 1, la limite des écarts du rapport d’agrandissement (la différence-
En nous arrêtant à la première supposition, à laquelle se rapporte la plupart des cas, qui se rencontrent dans la pratique, nous remarquons que de toute la multitude des ellipses, qui peuvent être circonscrites autour de la région représentée, la projection la plus avantageuse sera déterminée par la plus petite de ces ellipses, si nous prenons pour mesure de comparaison des différentes ellipses la longueur du diamètre moyen, qui est également incliné vers les deux axes.
Il n’est pas difficile de trouver, d’après la forme du contour de la région représentée, les points sur lesquels cette ellipse sera appuyée, et de construire par ces points ses axes et son centre. Le centre de cette ellipse sera la position la plus avantageuse du centre de la projection. La position de ce centre et le rapport des axes de l’ellipse détermineront le meilleur exposant. — Tout cela se rapporte, à proprement parler, à la représentation sur la carte des contrées très petites; mais il est aisé de trouver pour des régions plus vastes par la méthode générale d’approximations successives des corrections dans la position du centre de la projection et dans la valeur de l’exposant. De cette manière sera déterminé le meilleur procédé de construction de la carte d’un pays donné dans laquelle les parallèles et les méridiens conservent leur forme circulaire.
Nous voyons de là, que la construction des cartes géographiques appartient aux questions de la pratique qui se résolvent différemment pour divers pays. Le procédé de construction avantageux pour la représentation de la France, de l’Allemagne où de l’Angleterre peut être désavantageux pour la Russie. D’ailleurs la Russie, à cause de son étendue, présente des difficultés particulières pour sa représentation sur la carte; par cette raison le choix de la projection, qui correspond le mieux à son étendue, à la forme de ses frontières et à sa position par rapport à l'équateur a une importance particulière. Sans parler des cartes qui embrassent toutes les parties de la Russie, les cartes de ses différentes parties donnent des changements très
entre ses valeurs, la plus grande et la plus petite, divisée pe sa valeur moyenne) s'exprime ainsi
2p2 + FT pour l’espace entre deux ellipses EE D — = À? AE g — — 1 cette limite est égale 2 (2 — 1) a2b x? 2 2 2 (X2 — 1) ab?
se entre deux hyperboles © x — D — — }?2 _ — v —] elleest égaleà 0) entre deux paraboles &?=2py + a, Fe — 9 py + ai elle est égale à 2(x— al); enfin dans
2 2 a? 2 Pespace entre deux branches de deux hyperboles inverses _ Co age 1 Fe Ÿ = — 12 2 (12 +1) a2b?
la limite des écarts du rapport d’agrandissement est égale à Æe-0 Ces résultats se
déduisent des dernières équations de la Note citée, et ils sont exacts à tg3 = près, où w est la
distance angulaire des points de la région projetée jusqu’ au point qui est pris pour centre de la projection stéréographique.
sensibles du rapport d’agrandissement. Ainsi, en répresentant sur la carte par la méthode de Gauss tout ce qui appartient à la Russie de ce côté des
Monts Ourals, on admet des changements du rapport d’agrandissement qui
1 ; as | surpassent 35, Ce qui donne pour la mesure des surfaces une différence d’une
lieue carrée sur dix, une erreur très considérable. L’erreur de la carte devient plus petite dans la projection stéréographique horizontale avec un centre convenablement choisi, mais ici encore les différences du rapport
: : j à : d’agrandissement atteignent >, ce qui donne pour la mesure des surfaces
une différence d’une lieu carrée sur dix-sept. Ces erreurs ne sont pas assez petites pour qu’on puisse les négliger; le moyen pour les diminuer consiste dans la détermination de la projection qui correspond mieux à la forme et à la situation du pays représenté.
En examinant cette partie de la Russie sur la carte, nous remarquons que le contour général de ses frontières est loin de s’approcher des ellipses dont l’axe est dirigé le long du méridien, et dans ce cas il n’est pas possible, comme nous l’avons déjà vu, d'atteindre la meilleure représentation sur la carte en laissant les méridiens et les parallèles circulaires ou rectilignes. Une pareille simplification dans la construction de sa carte conduit à une diminuation considérable du degré de la régularité de la représentation. Pour atteindre la représentation la plus précise, il faut déterminer, d’après ce qui à été dit plus haut, le procédé de projection par l'intégration d’une équation particulière. Cette intégration devant se faire sous une condition qui dépend de la forme des contours et ces contours étant des courbes très compliquées, l'intégration exacte est évidemment impossible. Mais la pratique ne l'exige pas. Il lui suffit de se borner dans les changements du rapport d’agrandissement aux dixmillièmes, et dans ce cas tout se ramène à la détermination de quelques coëfficients, qui sont faciles à calculer, avec une approximation suffisante pour la pratique, d’après la forme du contour, quelque décourbé qu’il soit. Quant aux parallèles et aux méridiens, on peut les construire sans difficulté par points.
Passant aux procédés les plus simples de la construction des cartes, où les parallèles et les méridiens sont des cercles et des droites, nous remarquons que les domaines de la Russie de ce côté des Monts Ourals, y conclus le Caucase et la Géorgie, s'étendent plus du nord vers le sud que de l’est à l’ouest. On ne peut donc pas comparer cet espace avec un cercle et d'autant moins avec une ellipse dont l’axe dirigé du nord vers le sud est très petit en comparaison avec l’axe dirigé de l’est à l’ouest. Par conséquent, d’après ce qui a été dit plus haut, ni la projection de Gauss, ni la projection stéréographique ne correspondent pas à la figure de la région pro-
jetée. Nous remarquons, en appliquant dans ce cas la méthode indiquée par nous pour la détermination du centre et de l’exposant de la projection, que le centre de la plus petite ellipse se trouve entre Jaroslaff et Ouglitch sur la longitude 57° et la latitude 57° 36’. Cette ellipse, ayant son axe dirigé le long du méridien, embrasse tous les domaines de la Russie jusqu'aux monts Ourals, inclusivement avec le Caucase et la Géorgie, et le rapport de
? « 17 4 n] ses axes est égal à =. Prenant pour base cette ellipse nous trouvons qu’à
la projection la plus avantageuse correspond l’exposant 1,0788 *). Cette valeur diffère moins que d’une dixième de 1 qui est l’exposant de la projection stéréographique. Néanmoins cette différence a une influence considérable sur le degré de précision de la construction. Nous avons vu que la projection stéréographique, dans le cas de la position la plus avantageuse du centre, donne pour l’espace de la partie considérée de la Russie l’écart du rap-
port d’agrandissement égal à _ Prenant la valeur trouvée 1,0788 comme
exposant de la projection et son centre entre Jaroslaff et Ouglitch (longitude 57°, latitude 57°42/30"), nous avons obtenu une carte de cette partie de la Russie dans laquelle les écarts du rapport d’agrandissement ne surpassent
pas _. C’est la plus grande exactitude qu’on puisse atteindre avec des
parallèles et des méridiens rectilignes ou circulaires.
D'une manière semblable, Messieurs, la plupart des questions de la pratique se ramène à des problèmes des maxima et des minima, tout à fait nouveaux dans la science, et ce n’est que par la solution de ces problèmes que nous pouvons satisfaire aux exigences de la pratique, qui cherche partout le meilleur et Le plus avantageux.
*) La formule de la note ?) donne, en posant ! — 57°36/, n — 1,7, pour l’exposant de la carte la valeur 1,0675. Nous trouvons, en calculant les corrections, qu’il faut, ajouter 0,0113 à cette valeur; pour la latitude du centre de la projection on trouve 57°36’ + 6'30/ — 57°42/80”. Sa longitude reste égale à 57°.
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Sur la série de Lagrange.
$ 1. L’intégration par parties donne la série de Taylor et le terme complémentaire avec une extrême facilité; que manque-t-il à cette méthode pour donner d’une manière analogue la série plus générale, due à Lagrange? Toutes les méthodes d’après lesquelles on parvient à la série de Taylor sont plus ou moins susceptibles de donner la série de Lagrange; la méthode d'intégration par parties est la seule qui présente une exception. En cherchant à combler cette lacune, nous avons reconnu qu’il ne s'agissait que de donner une certaine extension à la méthode de réduction des intégrales, connue sous le nom d’intégration par parties, extension qui parait être utile dans plusieurs autres Cas.
L'intégration par parties se réduit à l'identité
[0 (x) 4 (x) dx = 0 () [4 (œ) de — [ 0’ (æ) [ [4 (x) de] da.
Si l’on ne séparait point les facteurs du produit 4(x)b(x), on pourrait écrire cette identité de la manière suivante:
SO (e) 4 (@) de = [0 (e") pe) du — [NEIL Gr, en supposant qu’on supprime les accents de æ’ et x” après avoir fait les opérations, qui se rapportent exclusivement à ces quantités.
Or, en représentant sous cette forme l’intégration par parties, on reconnait sans peine que rien ne s’oppose à ce qu’on l’applique au cas, où le produit 4 (x”)® (x') est remplacé par une fonction quelconque de deux lettres æ et x”. C’est là le changement nécessaire pour qu’on puisse en tirer la série de Lagrange par le même procédé qui conduit à la série de Taylor.
L’énoncé de cette réduction peut se faire en ces termes:
Si l’on convient de ne distinguer x’ et x" de x que dans les opérations qui se rapportent exclusivement à x' ou x', on a
(1) ff(æ, x") dx ee FF (T; x") dx’ — [uen dx’ de.
Il n’est pas difficile de remarquer que la réduction des intégrales, dont nous venons de parler, ne diffère que par son énoncé de celle que M. Bertrand à donnée dans le VIIT Tome du Journal de Mathématiques pures et appliquées de M. Tiouville.
Pour montrer la manière de se servir de cette réduction, supposons qu’il s'agisse de réduire l’intégrale
(cos x + €?) dx.
On commencera par mettre l’expression cosæ + e” sous la forme d’une fonction de deux lettres +, æ”, ce qu’on peut faire, évidemment, de différentes manières. Si l’on s'arrête au cas, où l’on donne un accent à æ sous le signe de cosinus et deux accents à l’exposant de e, l’expression
COS x +- €” devient
COS & + 7”, et alors, d’après la formule (1), on aura
d S (cos x’ + ex'") dx!
Hoieeetae
(cos z° + e”) dx — [(cos à + 2”) da” — | = sin & +2 et" — [x et" dx, ou, en supprimant les accents, {cos & + 6°) dx = sin & + ve° — [xe° dx.
En intégrant par rapport à &’ nous avons pris pour constante zéro; mais rien n'empêche de prendre une valeur quelconque, qui peut être même une fonction de x”. Pour s’en assurer on n’a qu’à remarquer que la formule (1), étant différentiée par rapport à x, se réduit à cette identité
aSf(&,s") da à Sf(x,a") de
fa, 2) = 1,0) + dx”
$ 2. Passons maintenant à la démonstration de la série de Lagrange. Nous supposerons qu’on ait X— a = np (X),
et que l’on cherche le développement de F(X) suivant les puissances croissantes de n.
Imitant la marche ordinaire qui mène à la série de Taylor, mettons la valeur F(X) sous la forme
Puis, remplaçant dans la dérivée F” (x) la lettre x par #”, nous trouvons d’après la formule (1) d $ F'(x/!) dæ” ÉAETA Fe + CE) pe
dx! sé
[F'(œ)dx = [F'(x")dæ = [ F'(x")dx —
— (x + C) F'(x") — ce qui donne
f Pal (a! SR (x —_ à — 19 (x") F' (x”) & > [ d(x'— a “sa E" (x!) de.
en prenant C—=—a— 1 (x).
Remarquons en passant que cette valeur de C présente une grande analogie avec celle que l’on emploie dans le même cas, en cherchant la série de Taylor.
Si l’on applique de nouveau la formule (1) à l'intégrale
[ee mere )
dx! dx,
on parvient à la réduction
ds
d(x'—a—np(x”)) F'(x'"),, [ie mere 0e = 8 He da” da”
— 1d(—a—ne(")) F'(& — L[ÉE et a F7 y 2 dx” 3 (ax su
Rose — a — 19 (x”)) F' (x) J dx"!
Il ne reste qu’à poursuivre la même marche et l’on obtient successivement
jé mere,
(dx”7 1 Pa —a—np(x")) Fe) mire (æ”))8 F7 (æ" Le FR (dx/’}? Re (dx''} ?
(x —a— np (x)}3 F(x) [ CEUL dx ___1 B(z'—a—np(x”)) F'(x 3 AD EE dx 4 ax} 4 dx
et ainsi de suite.
La substitution de ces valeurs donne pour l'intégrale indéfinie
JE" (æ) dx
cette expression
LE = ( — à — np(e)) 2 UE EDP
2 dx" 1 d(&—a—ng (x) F'(x") CM 1 (ang (2) F' (x) | 2.8 (dx'' ee n (dx'9n—1 LD far ( — a — nv (x) F'(x") Er ra] (ax dx.
En passant à l'intégrale définie X [4 [ F'(æ)da, on reconnait d’abord que pour += —#"— a les termes hors du signe
d'intégration deviennent
— nF'(a)o (a) n? AE” (a) g? (a) __ n° d?F" (a) ef (a) LT LE (eo) @° (a)
2 da 2.3 da D MR dañ—1
Ensuite, pour 4—2x —%"— X, X étant racine de l'équation X— a — np (X ),
ces termes se réduisent tous à zéro à cause du facteur &'— @— n@(x") qui y reste, malgré toutes les différentiations, et qui s’annule, en vertu de l'équation précédente, pour x —x"— X. Donc
X__, ji 2 ! 2 3 dF' a FE (x) dx = 1n Æ (ape) + 0r0:, Mere +
nt AMF (an (a) (1) f: an (a! — a — ne (x"))" F' (x
n dan—1 2.3....n (dx dx
F(X)= F(a)+ [ F'(x) de =
—= F(a) +1 F'(a)+ (a) +- vdF’(a9(@)., » æF (ao)
2 da 2.3 da?
nn dn—1 p" (a) op" (a) (= 1} Xqn (æ'— a 19 (æ”)}" F' (æ'!) ms 2.8...n da'"—1 E 2.8...n [ (dæ'"}" dx.
Ainsi l’on parvient à la série de Lagrange 2 dF" (a)?
F(X)=F(a)+1nF (a)p(a) +00 + md? F"(a) g* (a) n° __ an F" (a) p" (a)
da? 2.8... n da
et l’on voit que le terme complémentaire a pour valeur
mi plan (x — a— n(x")}" F'(x") ss | (dx”}" dx
où on supprimera les accents de æ et x” après avoir fait les différentiations par rapport à +”. Cette valeur peut être, évidemment, présentée sous cette autre forme:
1 pisser er) 71... din ?
en faisant ? — 0 après les différentiations.
D’après ce que nous venons de voir la formule
ndF'(a)q?(a) n° d? F”(a)g*(a)
FX)= F0) +3 Fa) + 5 a
n n—1 77/ n CAN ex 2 (4 INF" (x/!
“. no. tn) [ d" (&'—a 19 DEC) 7 RC RE dant 2.5;,,.in (dx//}"
subsiste également pour toutes les valeurs de X qui vérifient l’équation X—a—= 1 (À).
Mais les premiers termes
; 2 4F' 2 (a) 3 d2 F'(a)@3(a Fos nr (other or, rer0r0 ne : di F(a)g" (a) De NON ESTOTS dan—1
de cette expression, qui constituent le développement de F(X) d’après la série de Lagrange jusqu’à la (n + 1)° puissance de n, ne donnent effectivement sa valeur, exacte aux quantités près du même ordre, que si le terme complémentaire
(—1) (3 a (x'— a — ap(x”))" FE’ (x) FE. (ax
di —
2,8... :n din
1 f M(n+ita— a)" Fri) y,
devient, pour n petit, de l’ordre »"** ou d’un ordre supérieur. Or, il est facile de remarquer, que cela a lieu nécessairement, tant que X est celle des racines de l’équation
X— a— np(X),
qui se réduit à & pour n — 0; car dans ce cas, en vertu de l’équation
X— a = np (X),
la différence X— a est une quantité de l’ordre n, et par conséquent, l’intégrale
X an (no (x + à) + a — x)" F'(x + i) [. ai dx,
où æ — a reste compris entre O0 et X — a, a tout au plus une valeur de l’ordre n°”
$ 3. Le terme complémentaire, que l’on vient de trouver, permet d’assigner la limite du reste dans les développements construits d’après la formule de Lagrange et arrêtés à un terme de rang quelconque. Nous allons en donner des exemples sur les développements bien connus de /’anomalie excentrique et du rayon vecteur selon les puissances croissantes de l’excentricité.
Pour le développement de l’anomalie excentrique il faut poser dans nos formules
F(x) = x, p(x) —=sinx,
en supposant que X désigne l’anomalie excentrique, a l’anomalie moyenne et n l’excentricité.
Dans ce cas l’équation X —a— 1 (X) devient X—a—n sin X
et le terme complémentaire du développement de F(X) = X, prolongé jusqu’à »”, s’exprime ainsi:
1 [ a" (n sin (x +) + a—x)" dé 2.8...:n), din ?
en prenant à — 0.
Or, comme l’expression
1 da" (nsin(æ +1) + a — x)" DT PE din 4
pour à — 0, n’est que la valeur de l'intégrale définie
Le fe ( sin (x + rePV —1) +a— e) eme = dp,
r étant une quantité quelconque, ce terme complémentaire peut être mis sous cette forme:
> 1 f [ee &@+reV— he. eme 1 dp dx.
Pour assigner la limite que cette expression ne peut surpasser, nous allons chercher la plus grande valeur que peut avoir le module de
[n sin (œ + re 1) + a — x} pour æ compris entre a et X, racine de l’équation X—a—= sin X,
ou, ce qui revient au même, pour & compris entre æ — n sin æ et x. En dénotant par À le module de cette expression, l’on trouve
R=[nsin(c + re) + a—x] [nsin(x + re V1) + a—x],
: &R d’où, en cherchant la valeur de =, on a
ŒR , a La valeur de _ étant positive, on conclut que le maximum de R ne
peut avoir lieu que pour les valeurs extrêmes de a, savoir: G—=%, a—=t—VNSsiNnx.
Or pour a = x la valeur de R dut n sin (x +- reV—1),nsin (x + re" 1),
ce qui se réduit à
- [cos (2r V—1 sin p) — cos (2x + 2r cos p)] —
2 Mer sinp-p e—2rsinp ; =+ _ — côs (2x + 2r cos p)| À
et la plus grande valeur de cette expression a lieu, évidemment, pour sin p — 1, cos (2% + 2r cos p) — — 1, ce qui donne pour le maximum de R cette valeur:
Li e2r + e—2r Les CE € +e-r 2 5 +1]=n 3 ‘
En prenant pour a son autre valeur extrême æ—" sin zx, on trouve que À devient
[sin (x + re—1)— sin] [sin(æ+re"V—1) — sinx],
ce qui se réduit à An? cos (x ++ er) sin (& Se . COS (x + +e à sin (5 eV re et comme
2 cos(x + . eV —1) cos (x + . e?V=1) — cos(r V—1 sin p) + cos(22 +7 c08 p)
i —r sin p = = + cos (2x + 7 cos D),
2 sin (5 er) sin (£ Eee — cos (r V—1 sin p) — cos (r cos p)
r sin p —rsinp = — cos (r cos D),
on trouve pour À cette valeur:
H=1ms8s,;
r sinp —rsinp à S = ——" — cos (r cos p),
S ersinp pe-rsinp
Fe _ + COS (2x +- r COS D).
On parvient facilement à reconnaître que cette valeur reste toujours au dessous du maximum de À que nous venons de trouver pour x — 4.
En effet, en cherchant les valeurs de p, pour lesquelles l’expression
S ersinp-p e—rsiup
= 5 — COS (r COS p)
peut devenir maximum où minimum, on trouve l’équation
(2) cl —— ©? cos p— sin (r cos p)sin p — 0.
Cette équation se vérifie évidemment quand on fait snp—0 ou cosp—=0,
et hors ces cas, elle ne peut être satisfaite; car, tant que sin p est différent de zéro, on a
(£ sinp— e—rsinp
D] Æ 2 «in?
à ) > r”Sin* p, et comme sin? (r cos p) < r” cos? p,
cela suppose
(= sin p —_e—rsinp
2 sin (r cos p) | à tang”p,
tandis que l’équation (2), pour cos p différent de 0, donne
ersinp —_ p—rsinp 2 sin (r cos p)
— {ang p.
Done, les maxima et les minima de l'expression
S er sinp 5 e—r sin
COS (7 COS D
ne peuvent avoir lieu à moins qu’on n’ait cosp —0 ou sinp—=0.
D’après cela, en remarquant que l’expression
ersinp + e—rsinp
3 — COS (7 COS p) devient er +e TT r2 rt rs et mer Ven AON OR PSV TT EE
rt r6 DIT asie 7")
1— cosr—=—
selon qu’on prend cos p = 0 ou sin p —0, et que la première valeur surpasse la seconde, nous concluons que c’est cette valeur qui est le maximum de l’expression |
rsinp —r sin p S—=° = — — cos (7 cos p).
Mais comme l’autre facteur er sinp + e—rsinp S, = + COS (2% + r COS p)
de la valeur de R— 188, ne peut être évidemment au dessus de
pet 28 2 ES
il suit que cette valeur de R ne peut surpasser la limite
RS
et, par conséquent, qu’elle est inférieure à
o fe +eT\2 n ( 5 r ce qu’il s'agissait de prouver.
Ainsi l’on parvient à reconnaître que la plus grande valeur que peut avoir le module de l’expression
[n sin (x + re 1) + a — x]?
pour æ compris entre a et X, racine de l’équation X—a—nsinX, en
Il en résulte que l’intégrale
est celle-ci:
[l ; aies use je" dx dp,
qui représente le reste de la série en is est au dessous de cette valeur:
LEP exo (ET
Cette limite du reste sera plus ou moins grande selon la valeur de r. Mais comme 7 est tout-à-fait arbitraire, rien n'empêche de le choisir de manière que la limite
(X— a) r" (ET —)
devienne la plus petite possible, et, par conséquent, la plus proche de la vraie valeur du reste. On y parvient, en prenant pour 7 une valeur qui rende minimum l'expression (—) 2r ?
ou, ce qui revient au même, #aximum celle-ci:
2r et +e T°
En dénotant par 4 le maximum de cette expression, on aura pour la limite du reste la valeur
n (X—a) (+), et comme la différence X — a, en vertu de l’équation X—a—n sin X,
ne surpasse pas n, on peut prendre pour cette limite l’expression suivante:
1 (2), ne k (2).
Quant à la valeur de 4, on trouve que le maximum de
2r et +er
a lieu pour r, racine de l’équation
dr 2 (er + er}
[ee —r(e —e")]—= 0,
et que la valeur approchée de ce maximum est 0,66274. Donc k — 0,66274.
$ 4. Pour trouver la limite du reste dans le développement du rayon vecteur, on prendra
F(x)—=1—ncosx, (x) —=sinx,
en supposant toujours que X désigne l’anomalie excentrique, a l’anomalie moyenne et n l’excentricité.
Ces valeurs de F'(x) et o (x), en s’arrêtant dans la série de Lagrange
au terme nt dM—1F/(a)o" (a) DÉS dan—1 ?
donnent pour le reste
1 FER (æ + à) Gsn(c+)+a—x)"] 2H uN Je din ”
où 4 — 0 après les différentiations.
En suivant la même marche que dans le paragraphe précédent, on mettra cette expression sous la forme
F { 2, sin (œ + re? —1) (n ES re en) à ip du. a°0
On commencera la recherche de la limite supérieure du reste, ainsi transformé, par le calcul de la plus grande valeur que peut avoir le module de
n sin (c + re) (nsin (+ re?) +. a — x)" pour æ compris entre a et X, racine de l’équation
X—a—=n sin X.
Or, nous venons de trouver dans le paragraphe précédent, que pour ces valeurs de æ le plus grand module de l'expression
[n sin (x + re) + a—xP
o (+ er MATE "h
et que ce module n’a lieu que pour 4 = a, et, par conséquent, dans le cas où l'expression
est
[n sin (x + rer 1) + a—xP se réduit à [n sin (æ + re —1)P.
er +et
Donc, la valeur v? ( } est la limite des modules de chacune de
ces deux expressions [nsin (@+re) + al, [sin (c+rev1)f.
D'où il suit que le module de sin (&+ re) [nsin (c+ re) + a—x|"
ne peut surpasser
Het He TM ny fe He t\ri 2 2 cs 2
et par conséquent, la valeur de l'intégrale
1 ur n Sin (x + rePV —1) (n sin (x + rePV—1) +a—2) _npy—1 É fe [ nn e dyp dx,
qui est le reste de la série en question, doit être au dessous de cette limite:
1 2r ni ee + eT\NHI 91 (= n+1 Re ( —) do (— F.
Cette limite s’approche le plus près de la vraie valeur du reste, quand on prend pour r la valeur qui la réduit à son #inimum, ce qui a lieu pour r déterminé par l’équation
dr
ou
n+1l fe +eT\n 7 n Tr ee | * Ÿ [te —e metro eu il CE j|=0:
Mais on n’augmente pas notablement cette valeur, en prenant pour r
Ja racine de l’équation
(ee ")r—e —e"=0,
qu’on trouve, en faisant dans l’équation précédente » infiniment grand. Avec cette valeur de r l'expression
2r er +e Tr
se réduit à la quantité que nous avons désignée par #, et alors l’expression trouvée de la limite du reste devient
xD).
De plus, comme la différence X— «a ne surpasse pas 1, on peut remplacer cette limite par celle-ci:
mr (2) Le Le (2)
Les limites que nous venons de trouver pour le reste du développe-
ment de l’anomalie excentrique et du rayon vecteur seraient notablement diminuées, si dans l’évaluation de la limite du module de
[n sin (&+ re?) + a—x},
au lieu de remplacer, comme nous l’avons fait dans le $ 3, les expressions
e?r sin p + e—2rsinp ersinp +e-rsinp — + 1, 3 + 1,
ersinp + e-rsinp
— cos (7 cos p),
pour toutes les valeurs de p, par leurs maxima
er He, UE edf 1 ee +e tr 1 D Ne SRE ee DAC dors
on tenait compte de leur diminution, quand sin p s’approche de zéro. Mais malgré cette hypothèse défavorable, les limites trouvées suffisent pour montrer clairement que les développements de l’anomalie excentrique et du rayon vecteur, selon les puissances croissantes de l’excentricité, sont toujours convergents, si la valeur de l’excentricité est inférieure à la limite k—0,66274. C’est ce que Laplace a trouvé le premier et ce que M. Cauchy a démontré par une méthode très ingénieuse. Ces limites suffisent aussi pour prouver que dans ces développements l’erreur est toujours au dessous du rapport de l’excentricité à 0,66274, élevé au degré égal au nombre des termes qu’on relient.
On s’en assurera, si l’on remarque que dans les expressions
L (AT, de Élu
que nous avons trouvées pour ces limites, les facteurs k et kr sont inférieurs à 1; car la valeur de # est 0,66274 etr, racine de l’équation
LH
He —r( —e")—= 0,
est au dessous de 1,2.— En supposant, comme nous l’avons fait, que dans ces développements on arrête la série de Lagrange au terme
1 an 1 F" (a) g" (a) DRE PRE À dan—1 ? si
on trouve » + 1 ou n + 2 termes, selon qu’il s’agit du développement de
l’anomalie excentrique ou du rayon vecteur; car dans le premier cas on prend
Fa)= x,
et dans le second F(x) = 1—ncosx,
ce qui donne un terme de plus.
$& 5. Dans le cas de plusieurs équations simultanées de la forme
X—a—1 (X, Y,Z,....), DUO rZ....) Fe SX ÉZ.::)
te. 1e 1e. ST 0 Ne re À Dre: 9° 0 6-6 Eve
la réduction des intégrales, dont nous nous sommes servis pour trouver la série de Lagrange, conduit directement au développement des fonctions de chacun des inconnus X, Y, Z,.... selon les puissances croissantes n, Ë, ©,.... et donne les restes de ces développements. C’est ce que nous allons montrer à présent sur les deux équations
(3) X—a—np(X, ), (4) F—b—EL(X, Tr};
en cherchant le développement de F(X). | En suivant la marche analogue à celle qui nous a conduit à la série de Lagrange, nous mettons la valeur cherchée F(X) sous la forme
(5) F(X)=F(a)+[ F'(x)de,
et nous réduisons l'intégrale fr (x) dx
d’après la méthode mentionnée, en remplaçant F'(x) par F'(x”). Aïnsi nous trouvons
[F'Gde=fF'(")de = (a + 0) (er) — [IEEE dx,
où C, comme nous le savons, peut être une fonction quelconque de x”. On prendra pour C la valeur — a —19 (2, y),
en supposant que y est fonction de x" déterminée par l’équation (6) y —b—=EY (x", y).
Ainsi pour la valeur de l'intégrale indéfinie / F(x) dx l’on trouve
dx!
Le'@de=(é— ange”, g)) 7 [LEE np EPE G,
En passant à l'intégrale définie
[°F'(a) da, nous remarquons qu’à la limite æ = X, on à
X, pe K, et d’après (4) et (6) = X.
Or pour ces valeurs de +’, x” et y l'expression
en vertu de l’équation (3), devient zéro.
Quant à la limite inférieure de l'intégrale ‘i F'(x) dx, en prenant x’ tes x” A2 a, on trouve que cette expression se réduit à
ue à à (a, Yo) F' (a),
Yo étant la valeur de y pour x = a. — Cette valeur de y, en vertu de (6), sera déterminée par l’équation
(7) Yo — b— EV (a, Yo) Donc, d’après la valeur précédente de Î F'(x) dx il viendra
4 , 7 L (nl LF@dr=nF((a y [Eee PE) Gr
a dx
ou, ce qui revient au même,
Fr @e0 Rp enr,
dx"!
+ nf 7 (ag, (a, 9) dy
En poursuivant la même marche, nous réduisons les intégrales qui sont contenues dans cette valeur de l’intégrale
É F'(x) dr.
En réduisant l’intégrale
d(x!— a— n9 (x, y)) F' (x) [ dx" dx,
nous trouvons
[E —a—np(", y) F7") 7, — d@ —a— np (x, y) F'(x dx" ne 2 dx”
Œ(a'—a—mp(x",y) F’ (x) TT 9 | (dx? dx,
et comme l’expression 4 1!
d’après ce que nous venons de voir, se réduit à O ou à — 19 (a, Y), Selon qu’on fait
x dé x” se X ou
cette équation nous donne
pe (æ'— a— no (x/’,y)) F' (x) De mo n? dF" (a) ®? (a, Yo) : dx! ETS 2 da
d2 (x! — a — n9 (x, y)? F' (x) TÈ if (ax? dx,
ou, ce qui revient au même,
f; d(x'— a— ny (x”, ). F'(x”) de ___n?4F" (a) @? (a, b) s dx" D da
1 pAd? (x — a — np (x, y))? F'(x”) PA | APR dx
1 [F" (a) + (a 9) eg (a 9) dy A da
Passant à l'intégrale
Ê'r(Oe, (au) dy, nous remarquons que la même méthode de réduction, appliquée à l'intégrale
[F'(a)+, (ay) dy, nous donne
SF'(a) 9", (a,y) dy =[F'(a)?', (a, y") dy =(ÿ + C)F'(a)?, (ay) —
d ’ C F' € , {4 [ (y+ C) rt dy,
ce qui devient
[F'(a)?", (a, y) dy = (y —b — Ép(a, y") F'() p(@ 9")
d(y— b—EËV (a,y")) F' (a) ?'y (@y°) — |: dy" ? dy ?
si l’on prend C=—b— Ai (a, y).
Comme l'expression
y —b— ÉY(a, y"), en vertu de (7), se réduit à O pour y —Y"—#%, cette réduction amène
(F9, (av) dy = F'(a) 9", (a, 3) Ep (a,0)
“as & 4F" (a) s'y (a; y") (y' — D — EY (a, y) dy R dy" è
Lorsqu'on substitue ces valeurs des intégrales
dx!'
dF"(x" — a — : Do. , FRE RE gr, (Fe, (a) dy
dans l’expression précédent de
[ F'(a) da,
on trouve pour sa valeur
nP(a)q(a,0+ ÉTAPE + 4 7" (a)v, (ab) Ÿ (ab)
+ ER (a — a — ne", 9) FC ni (a) @ (a, y) ?'y (a, y) dy (dx’"Ÿ? da 9 5 d(y/— db — Eb (a, y”)) F” (a) p'y (a, y”) dy.
dy"
Qi maintenant nous continuons de réduire de la même manière les intégrales de cette valeur de
f. F'(x)dr,
nous trouvons que
SE d2(x'—a— ne (x”, y))? F' (x’’) dx Fe J, F' (a) (a, y) ?'y (a; y) dy é (dx”)? da
Vo 4 (y'— bd — Ep (a, y”)) F' (a) ?'y (a; y”) a à [, dy” dy
se transforme en
mn d?F'(a)93(a,b) sf. Ba —a—nw(",s) Fr") 7 F4 8
da? (de
.. TA MCE ACOLSICULUEEES g 2" (o @ (ad) 8/0 (a, 0) (at)
A da? eh dà 40e —d— iv (9) Poe (9)9 y à
û dy" 4 NE AE" (a) 9/6 (a, b) 4? (a, b)
da 2 db ME (y — Ebay") Fa) ya 9" y _ à à (dy? y ,
et ainsi de suite.
Répétant » fois cette réduction des intégrales dans la valeur de
f F'(x)dx et en rejetant les termes pourvus du signe d'intégration, on 3 ZX parvient à ce développement de F(X)— F(a) + Î F'(x) dx:
F(X)=F(a}-1F P+ 3 da ‘1.2.8 de ‘““‘"1la2s,.n dati
2 0 LA —IE 9 —2 Fo —2 0!
+ Fo, pe Ed ent, LG DMPTRE a? Fo 2 64
121 da 12. (n-1).1 dan—?
nË2 dF'’p4? 22 (n—2)nt—282 427" —3 pp LI2 do ‘““Ÿ12.{(n-2)12 dar-3db
lnét—1i dn—27;/ ppp —1 1.1.2....(n—1) dbn—2 4
où, pour abréger, nous avons mis
E ?; Ph ( à la place de F'(a), œ (a, b), Pr (a,b), (a, b).
Quant aux termes qu’on rejète et qui déterminent le reste dans cette valeur de F(X), ils peuvent être présentés sous cette forme:
1 (Y Le 1" çpanur F'(x") no da” Rp F' (a) PT 1 (a, y) y (a, y) dy Re PS, MEslons MES EU TRE dan RE dn—2 E d [F" (a) pre (a, y") g'y (a, y") v] dy Ge Hoi b dy" "18,4 —1).1 dan—2 1.n F ANT LE" (a) g'y (a, y')o 1] — Dis .N Ur (ay'ÿ—i dy,
en faisant, pour abréger, T —a— n? (æ”, y) = u, J—b—EÉb(a,y")—=v.
Nous terminerons par remarquer que la valeur trouvée de F(X),
pour n = co, se réduit à une série infinie qui peut être présentée symboliquement de la manière suivante:
Da? 5D is , , FD = Fa) + RE (0 + pe 9, F (0),
en supposant que dans les termes du développement de cette expression on
mette les facteurs D, D,
en avant de toutes les fonctions, et qu’on prenne m m' PB," D, U pour la notation de la dérivée dam+m U dam db * Cette série présente une grande analogie avec celle de Lagrange,
qui donne l’expression symbolique
nDa? _ FG)+ ET F' (a)
pour la valeur de F(X) dans le cas de
45, SUR
À LA REPRÉSENTATION APPROXIMATIVE DES FONCTIONS
(Mémoires de l’Académie Impériale des sciences de St.-Pétersbourg. Sixième série. Sciences mathématiques et physiques. Tome VII, 1859, p. 199—291.)
(Lu le 9 octobre 1857.)
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Sur les questions de minima qui Se rattachent à la représentation approximative des fonctions.
te
$ 1. Tant que la variable x reste dans le voisinage d’une même valeur, on parvient à représenter, par les principes du calcul différentiel, une fonction quelconque f(x), sous une forme donnée, avec la plus grande approximation possible. Ainsi l’on trouve la représentation approximative de f(x), dans le voisinage de x — a, sous la forme d’un polynôme de degré n, en s’arrêtant dans son développement d’après la série de Taylor
f(e) = flo) + fo) + ÈS (0) +.
sous la forme quelconque Z, en égalant à zéro pour x — a la différence f(x) — Z et ses premières dérivées. — S'il ne s’agit que des valeurs de æ qui avoisinent a, ces expressions de f(x) la représentent avec la plus grande précision dont elles soient susceptibles d’après leur forme. Mais cela n’a plus lieu, si la variable x n’est assujettie qu’à rester dans des limites plus ou moins étendues. Dans ce cas les recherches des valeurs approximatives de f(x) demandent des méthodes essentiellement différentes de celles dont nous venons de parler. Comme le degré de précision des valeurs approchées des fonctions se détermine par la limite de leurs erreurs, il est clair que l’on doit prendre pour la représentation de f(x) celle des expressions qui, parmi toutes les autres de même forme, s’écarte le moins de f(x) dans l'intervalle, où l’on cherche sa valeur approchée. Or les expressions approximatives des fonctions, qu’on trouve par les principes du calcul différentiel, ne satisfont jamais à cette condition; elles ne donnent la valeur de f(x)
avec la plus grande précision que dans le voisinage d’une même valeur
au terme
f”(a). On obtient de même la valeur approchée de f(x)
de æ, ou, ce qui revient au même, dans un intervalle infiniment resserré. Par conséquent, lorsque + varie entre les limites plus ou moins étendues, comme cela a lieu dans la pratique, on est obligé de modifier plus ou moins les expressions approximatives de f(x) qu’on trouve d’après les méthodes ordinaires.
$S 2. Dans notre Mémoire intitulé: «Théorie des mécanismes connus sous le nom de parallélogrammes» nous avons traité le cas, où l’on cherche l'expression approximative des fonctions sous la forme d’un polynôme et nous avons donné la solution de ce problème:
Trouver les modifications qu'on doit apporter dans la valeur approchée de f(x), donnée par son développement suivant les puissances croissantes de x — a, quand on cherche à rendre minimum la limite de ses erreurs entre x—a—hetx—a+h, h étant une valeur assez petite.
La solution de ce problème procure facilement les éléments des paraléllogrammes qui remplissent les conditions les plus avantageuses pour la précision du jeu de ce mécanisme. Mais en cherchant à résoudre les autres questions de cette espèce, nous sommes parvenu à reconnaître combien il est important d’avoir une méthode générale pour la solution des problèmes analogues à celui que nous indiquons ici, et consistant à déterminer les expressions qui, parmi toutes les autres de même forme, entre deux limites données s’écartent le moins d’une fonction quelconque f(x).
C’est de la solution de pareïls problèmes que nous allons maintenant
nous occuper.
$ 3. Nous commencerons par exposer un théorème général relativement à la solution de ces problèmes, qu’on peut énoncer de la manière suivante :
Etant donnée une fonction quelconque F(x) avec n paramètres arbitraires Pp;, Pe,-...p,, \ S'agit par un choix convenable des valeurs Pis Pas... ...p, de rendre minimum la limite de ses écarts de zéro entre æ—=—h etx—=+h.
Passant aux applications de ce théorème, nous montrerons comment il sert à obtenir les équations qui fournissent la solution du problème, où l’on se propose de représenter des fonctions sous la forme d’un polynôme ou d’une fraction rationnelle. — En définitive, nous montrerons le parti qu’on peut tirer de la résolution de ces équations dans certains cas particuliers, résolution que l’on effectue à l’aide des méthodes analogues à celles dont on se sert dans /’Analyse de Diophante, et qui donne naissance à plusieurs théorèmes algébriques d’un genre tout-à-fait nouveau.
$ 4. Remarquons encore que les cas particuliers, qui seront traités ici, sont très importants pour la solution de ce problème général:
Etant donnée la valeur approchée de f(x), déduite des méthodes ordinaîres, soit sous la forme d’un polynôme, soit sous la forme d’une fraction, trouver les changements qu'il faut faire subir aux coefficients, quand on cherche à rendre minimum la limite de ses erreurs entre x—=a— h et x —=a+h, h étant une valeur assez petite.
Mais nous ne nous arrêterons pas cette fois à ce problème, résolu en partie dans le Mémoire cité plus haut et dont la solution fera l’objet d’un autre Mèmoire.
IT
$ 5. La fonction quelconque F(x), entre les limites æ4— —} et x — + h, ne s’écartera pas de zéro plus que d’une certaine quantité Z, si toutes ses valeurs depuis &— — h jusqu'à 4 = + sont comprises entre — Z, et + L, et que parmi elles il y en ait au moins une égale à + L ou— L. — Supposons que cette valeur de F'(x) réponde à & = x,. Comme F (x), pour toutes les valeurs de æ comprises entre x — —, æ— + h, ne doit pas surpasser + Z, ni devenir inférieure à — Z, il est clair que la valeur æ—#x,, qui réduit F(x) à Æ Z, doit être ou l’une des valeurs de x, pour lesquelles la fonction F(x) devient soit maximum soit D’après cela, et en faisant abstraction du cas où la dérivée F(x)pourx = #, | devient infinie, nous concluons que x, doit vérifier l’une de ces équations
et par conséquent celle-ci
(@— h) (œ+h) F'(x) = 0, ‘ou _ (x? — 7?) F'(x) = 0.
La même chose aura lieu pour toutes les valeurs de x qui, entre les limites 4 — — k, & — + h, réduisent F'(x) soit à + L, soit à — L, ou, ce qui revient au même, qui vérifient l'équation
D’après cela, en désignant par
Li, Laye À, 18*
les valeurs de x dont nous venons de parler, nous concluons que les équations (1) F(x)= 1, (a—h) F'(x)=0 auront solutions communes
D D, Tape D Où Æ, Ts... -®, SOnt des valeurs réelles, différentes entre elles et comprises entre x——het x = <+h.
C’est en ayant égard à ces solutions communes des équations (1) que nous chercherons à déterminer les valeurs des paramètres p,, p,,....p, de la fonction F(x), pour lesquelles la quantité Z, qui désigne, comme nous l'avons vu, la limite des écarts de F(x) de 0 entre = —h et x —<+h, devient la plus petite possible.
S 6. Pour simplifier ces recherches nous laissons de côté le cas, où F(x) et ses dérivées par rapport à æ, p,, P,,....p, cessent d’être finies et continues entre æ — —h et x — + h, et dans cette hypothèse nous allons établir le théorème suivant:
Théorème 1.
La quantité L qui désigne de combien la fraction F(x) s’écarte de zéro entre x = —h et x — +h, n'est pas réduite à sa plus petite valeur, si le système des équations
TE, + 0 +. + En — 0, 1 1 dF(x), . dF(æ) ar (ay)) (2) D M CS UE dF (x) aF ar Fi À, + Re L+....+ ne À, = 0
n’a pas d’autres solutions que
T3 La, ..®, SOnt des valeurs de x, pour lesquelles la fonction F(x), entre t= —hetx— + h, atteint ses valeurs extrêmes + L et —L; p,, p.,... P, désignent les paramètres arbitraires de F(x).
Démonstration.
Ce théorème découle évidemment des deux propositions suivantes que nous établirons d’abord:
1) Si les équations (2) ne sont possibles qu’autant que À, = 0, 43 —=0,....1,—0, on trouvera des valeurs finies N,, N,....N, satisfaisant aux y. équations
dF(x,) aF(x) Fa) à de N, + F7TE N, +... LT “CRE sr)
dE (t3) dF (x) dF'(æ) UX
(3) mn Mt an Mt ta Na = PE), aF (æy) dE (&y) « dF(y)nar
de N + Re N,+....+ N, = F(a,).
2) Au moyen des valeurs finies N,, N,,....N, qui vérifient les équations (3) on peut assigner un système de valeurs des paramètres p,, p,,....p,, avec lesquelles la fonction F(x), depuis 4——h jusqu’à æ—+h, n’atteint ni la limite + Z, ni la limite — Z, et par conséquent, reste comprise dans des limites plus étroites.
Démonstration de la première proposition.
$ 7. Quand il s’agit d'équations du premier degré, dont les coefficients et les termes connus ont des valeurs finies, on parvient toujours à leur résolution en quantités finies, si toutefois, en les résolvant par une des méthodes usitées, on ne tombe pas sur une équation, où toutes les inconnues disparaissent et le terme connu ne se réduit pas à zéro. Or, si cela se présentait dans la résolution des équations (3), on pourrait les combiner de manière à avoir
Ee N,+ # dF'(æ:) Nr. ED Ki À + Po n
[SE (to) N+ es Ns.+ & _- \, | Aie
= Ft) À+F(a,)\+..+F (&,) À;
dE (xy) AE (xy) aF(xy) L dpi MY dPe Nr dPn NA
où toutes les inconnues N,, N,, N,,.....N, disparaissent et le terme Fa)\+F()h +... + FA,
ne s’annule pas, ce qui suppose qu’on parviendrait à vérifier les équations
dF (x;) dF (+3) dF (ty) Vans PL aIOT rente fe dpi le 59 dF (x) dF (xs) Fay) ap À, + 7 À ns. + ap; À, 0,
Fm) + Fm): e JF @u)} = dPn ! Mr Te
sans réduire l’expression Fax) + F(r)h+....+ F(x,) À à zéro, et par conséquent, sans faire h= 0, he dis À 0)
Donc, tant qu’on ne peut vérifier les équations (2) par des valeurs de, À, ...A,, autres que À —0,X,—0,....X,—0, on est certain de trouver des valeurs finies N,, N,,....N, satisfaisant aux équations (3),
ce qu’il s'agissait de prouver.
Démonstration de la seconde proposition.
$ 8. Soit © une quantité positive, infiniment petite, N,, N,,....N, des valeurs finies qui satisfont aux équations (3), F,(x) la valeur que prend
la fonction F'(x) quand on change ses paramètres
Pis Pose Pn en
p, — No, Pa — N0,. a TS D, —N,o.
Comme il ne s’agit que du cas, où la fonction F(x) et ses dérivées par rapport à %, p,, Pa,....p, restent finies et continues pour toutes les valeurs de + comprises entre 4 = —h et x — +h (les seules valeurs de x que nous aurons à considérer), la fonction Æ,(x), qu’on trouve en changeant dans l'expression de F(x) les quantités
Pi Ds,.-..P,
en p —No, m—No,....p, —N,o,
peut être représentée ainsi
dF"( dF' ar 4) E@=F(4)— PEN, + TO Na +. os TON, |o + Ro’,
où R est une fonction de © et de x, qui ne devient pas infinie pour © — 0.
D’après cela il est aisé de montrer que, depuis 4——h jusqu’à æ — + h, la valeur numérique de F(x) reste au-dessous de Z, en supposant bien entendu, que la quantité Z n’est pas nulle, ou, ce qui revient au même, que la fonction F(x), entre x = —h et æ— + h, n’est pas constamment égale à zéro.
Pour s’en assurer nous remarquerons que d’après la formule (4) et en vertu des équations (3) on trouve pour æ =#%,
Fa) = F(a)—F(&x,)6 +0 R = F(x,)(1 — 0) + 0°,
et comme F(x,) d’après (1) se réduit à Æ Z, valeur différente de zéro, et que w, par notre supposition, est une quantité positive infiniment petite, la valeur numérique de cette expression de Æ,(x,) est évidemment au-dessous de Z.
La même chose a lieu, si l’on donne à x une valeur dont la différence avec x, ne surpasse pas une certaine limite finie. — En effet, d’après les équations (1) et (3), pour æ — x, les expressions
dE) x , 4
dE" (x) N dpi
F'(x) dp, N+.. + n
ont la même valeur # Z, autre que zéro, et en vertu de la continuité des fonctions qui composent ces expressions, elles ne peuvent varier brusquement. D’où il suit que dans le voisinage de æ—x, ces expressions auront des valeurs différentes de zéro et de même signe. Mais tant que cela à lieu, l'équation (4), où © est positif et infiniment petit, donne pour # (x) une valeur numériquement au-dessous de Æ(x), et par conséquent au dessous de Z, qui est la limite des valeurs de F(x) entre & = — h et x = +}. On reconnait semblablement que la valeur numérique de E (x) reste inférieure à ZL, si x est dans le voisinage de ces valeurs To, Lys. D.
Il reste à prouver que cela a lieu aussi pour toutes les autres valeurs
de æ, comprises entre z = —hetx— + h. Or,commezx,,x,,... .æ, s0nt les seules valeurs de x pour lesquelles la fonction F(x), entre t——h et x — + h, atteint ses valeurs limites — Z et + Z, et que F,(x) ne diffère de F(x) que par des termes infiniment petits, il est clair, que dans le cas, où æ n'est pas dans le voisinage de x,,x,,....2,, les fonctions Æ,(x) et F(x) ne peuvent s’approcher ensemble infiniment près de — ZL et de + Z, et par conséquent, les valeurs de Æ,(x) seront comprises dans des limites plus étroites.
Aïnsi on parvient à reconnaître que, depuis & — — h jusqu’à & — + h, la fonction Æ(x) qu’on trouve en changeant dans la fonction F(x) les paramètres
Pis Pa, ..p, en | n=Ne 1 Ne,..: 1e,
ne peut atteindre ni la limite +- L, ni la limite — Z, ce qui prouve la proposition.
$ 9. Le théorème que nous venons de donner nous servira pour trouver les équations, qui déterminent les valeurs des paramètres p,, p,,....p, avec lesquelles la fonction F(x) s’écarte le moins de 0 entre 32—=—h et x—+h. On trouverait facilement ces équations, si l’on connaissait d’avance le nombre y, qui désigne combien de fois, depuis t——h jusqu’à x — +, la fonction F(x), avec les paramètres cherchés, atteindra ses valeurs extrêmes — L et + L; et l'incertitude, qui plane ordinairement sur la valeur de ue, produit la principale difficulté des présentes questions de minima. Nous allons montrer maintenant comment on peut toujours lever cette difficulté jusqu’à un certain point, et même complètement dans plusieurs cas spéciaux. Relativement au nombre p il y a deux hypothèses à faire: 1) p surpasse », nombre des paramètres arbitraires de F(x), 2) pm ne surpasse pas . Chacune de ces hypothèses, comme nous verrons plus tard, peut avoir lieu; examinons-les. :
$ 10. Le nombre p. surpasse n. Dans ce cas il n’est pas important de connaître la vraie valeur de &.; car, x étant plus grand que #», la série
HA Lasers D 1 29 [rs
contiendra au moins » + 1 valeurs différentes, et alors d’après le $ 5 les
équations F(x) = L', (x —h?) F'(x) = 0
doivent avoir au moins x +- 1 solutions communes, ce qui entraine n + 1 équations entre » + 1 quantités inconnues, savoir: » paramètres cherchés de F(x) et la quantité Z qui désigne de combien la fonction F'(x) s’écartera de zéro entre les limites: 4— — h,x—<+h. Par la résolution de ces équations on aura toutes ces inconnues, si toutefois on ne tombe pas sur des équations identiques, ce qui ne peut avoir lieu que dans des cas exceptionnels. Nous ne nous arrêterons pas à présent à ces cas particuliers, car ils ne se rencontrent point dans la solution des questions dont nous devrons nous occuper.
Done, si le nombre est plus grand que », on se passera tout-à-fait des équations (2). D’ailleurs, il n’est pas difficile de remarquer que dans ce
cas elles ne donnent rien ni par rapport à L, p,, p,,....9p,, ni par rapport à 4, L3,....2,; Car, p étant plus grand que », le nombre des équations (2) est au-dessous de celui des inconnues X,, À,,....A,. < $ 11. Le nombre p. ne surpasse pas n. Dans ce cas les équations (2),
par l'élimination de 4 inconnues À,, À,,... À, fournissent » — du +- 1 équations entre n + quantités PR:
Pis Pa) AE Ph)
Li, Laye +
D'autre part, en faisant dans les équations (1)
on trouve encore 2x équations entre p,, Po, - . : «Ps Lis Los. .æ, et L. Done, on aura en tout n + + 1 équations entre le même nombre d’inconnues
P;; Pare Du) %;, Baye.) £:
Par la résolution de ces équations on parviendra à déterminer et la quantité L et les paramètres cherchés »,, p,,...p, de la fonction F(x). Mais comme ces équations changent essentiellement avec la valeur du nombre p, et pour embrasser tous les cas possibles, on examinera séparément ces n hypothèses:
les seules possibles à cause de p Zn et p > 0.
$ 12. Tant qu’on ne saura rien d'avance sur le nombre g, on ne pourra connaître les paramètres cherchés de F(x), avec lesquels elle s’écarte le moins de zéro depuis æ = — h jusqu'à &æ — +, qu’en comparant entre
elles les valeurs de Z, trouvées dans les différentes hypothèses sur x, savoir: p>œnetp—1l, 2,....n. Remarquons que l’importance de l’examen de divers systèmes des paramètres entrant dans F(x) et du choix de celui qui donne la solution cherchée tient à la nature de notre problème, où l’on cherche le minimum minimorum de L, ce qui exige qu’on ait les valeurs de tous les minima possibles. Mais souvent on parvient facilement à reconnaître que les équations (2), dans le cas de X,, À,,... À, autres que 0, sont impossibles pour certaines valeurs de 4; alors le nombre des hypothèses possibles sur la valeur de diminue, et par là la solution de notre problème se simplifie notablement.
Un de ces cas, à la fois le plus intéressant et le plus fréquent, est celui, où d’après la nature de la fonction F(x), les équations (2) entrainent
tant que w. ne surpasse pas 1. Alors, suivant le théorème 1, on ne pourra réduire Z à sa plus petite valeur sans faire u >> n, et, comme nous venons de le voir (cas de x > n), la quantité Z et les paramètres cherchés de F(x) seront déterminés par la condition que les équations
aient au moins # + 1 solutions communes. Comme ces solutions sont
nous concluons, en vertu de ce que nous avons vu dans le $ 5 par rapport à ces quantités, que les » + 1 solutions communes de nos équations seront nécessairement inégales et comprises entre 4 = — h et —=+h.
$ 13. Pour montrer le parti que l’on peut tirer de ce que nous avons établi ci-dessus, nous allons examiner spécialement ces trois valeurs de F(æ):
F(a)=pa +pa +... +p, _2+p,— 7,
par ep at 2 +... + Pr ? + On F(x) — A0 © + A, am 4, + An 124 Am | F,
F(&) = pat ppat hr + + op, 1 1& +0, 1 M à Pier E + Prat i+. .. +Pnt+]1
où est une fonction de x qui reste finie et continue, ainsi que ses déri-
vées, depuis æ— — h jusqu'à æ— +h. La solution de notre problème, pour ces trois valeurs de F(x), est d'autant plus importante qu’elle se rattache évidemment à la représentation approximative des fonctions soit sous la forme d’un polynôme, soit sous la forme d’une fraction avec un dénomi-
nateur donné ou arbitraire.
Premier cas.
$ 14. Dans ce cas on parvient facilement à reconnaître que les équa-
tions (2) supposent à, =0, 1,—0,....1, —0,
si (4 ne Surpasse pas ”.
En effet, la différentiation de
F(a)=p,a" +pa" +....+p, ,2+p, —ŸY par rapport à p,, P,....P, 1 D, NOUS donne AF(x) _ n1 dF(a) _ ,n—2 dF(a) __. dF(x) _ D Ut ns 7 Ua 0 js
En vertu de cela, les équations (2) deviennent
MOT RROS TT 45. MN m0, n —2 n—2 n—2 __ M AR + +A,Z, 0, M AM es à +À,2%, = 0, Te à Per +À,=0,
et, en prenant la somme de ces équations, après les avoir multipliées respecti-
vement par les quantités quelconques X,_., K,_,,....K,, K,, nous obte-
nons
AP(G)+L (x) +,,..+2À,P(x) = 0,
où P(a)=K,_
A+ Ka" +... + Kz+kK,.
Or, comme P(x)—K,_.2" "+K re din ds +Kz+K,
peut représenter toutes les fonctions entières de degré au-dessous de », on pourra faire |
P(a)=(—x) (22)... (22) = 2 — (++ + cn een ue NL AUOT
si p ne surpasse pas », et pour cette valeur de (x) l’équation précédente devient At — 2%) (&, —2%)....(@ —2,)= 0; d’où résulte À =0,
les quantités #,, &,, 4,,....4, étant toutes différentes entre elles. De la même manière on trouverait
en prenant
Pr) = (x —2x) (5 —2%)....(@—x, ,)
De ce que nous venons de prouver par rapport aux équations (2) dans le cas de F(x)=p,2" "+p,x
+. HD, T+p, — ,
et du $ 12, on déduit ce théorème:
Théorème 2.
Les quantités p,, pa,....p,_,,p, étant choisies de manière à ce que la fonction
F(a)=p,2" + pa"
Hs +1 HD, —TY s’écarte le moins possible de zéro depuis x = —h jusqu'à x = nu h, les équations
ont au moins n + 1 solutions communes, différentes entre elles et comprises entre x— —h etx—+h La quantité L désigne la limite des écarts de F(x) de zéro entrex=—h#tx—=+h.
Deuxième cas.
ODA me 2 nil FD F(x) 7 A9 + A al +... .+ Am 12 + Am r.
$ 15. En cherchant à résoudre notre problème pour cette valeur de F(x), on pourra bien se borner au cas, où le dénominateur de la fraction
DL + pa +... + Pn 1 X + Pn m Mm— Aa +. A AN +... + App 1 + Am
ne s’évanouit pas entre æ——h et x—<+h. En effet, d’après la nature du problème, la fraction cherchée doit être nécessairement l’une de celles qui ne cessent d’être finies depuis x — — k jusqu’ à x = + h.
Par conséquent, si son dénominateur
Mm—]1 Ag + A2 +....+ 4, _,2+ 4, contenait des facteurs s’annulant entre & — — h et x — +h, son numérateur à mé n—2 DD EDR FF... FD, TD,
devrait être divisible par tous ces facteurs. En vertu de cela la fraction cherchée serait réductible à la forme plus simple, où le dénominateur est la fonction 4,2" + A%" ‘+....+A4, _zx+ A4, dépourvue de tous ses facteurs susceptibles de s’annuler entre & — — h et — +, et le numérateur une fonction de la même forme que
n—1 n2 DU CRT +... Fp..,16p;,
mais de degré inférieur à n — 1 d'autant d'unités qu’on trouve dans la fonction
de facteurs linéaires qui s’évanouissent entre x — — k et x = +h. Ainsi notre problème sur la valeur de
OP 4 po A2 + Pr + Pn F(x) — A0 + À a LE... + An Z + Am Y se réduit toujours au cas, où le dénominateur ne s’annule point entre les
limites & ——h et x — + h. — C’est de ce cas que nous nous occuperons maintenant.
Comme Y, par hypothèse, est une fonction qui reste finie et continue,
ainsi que ses dérivées, entre æ — — h et x —+-h, et que le dénominateur de la fraction
PA PQ + Pr T + Pn
A9 24 A ae... + App Z + Am
ne s’annule pas dans ces limites, il est clair que dans cet intervalle ni la
fonction Re pe +. nl Pa F(x) Aa A alt. ..+ An 12 + An F, ni ses dérivées par rapport à æ, p,, P:,....p, _,p, ne cesseront d’être
finies et continues. Donc, pour cette valeur de F(x) le théorème du $ 6
aura lieu.
D'autre part, on reconnait aisément qu'avec cette valeur de F(x) les équations (2), dans les cas de pm Zn, supposent que
En effet, pour cette valeur de F{(x) et en faisant pour abréger
A2" + 1,2" +....+ 4, _.2+ A, = (x), on trouve dF(x):_ a" dF(x) :. at? dF(x) __æ dÆ(x)__ 1 dpi 7 (x)? dm. nr T lue "dpn1 P(«)? dpn (x)
En vertu de cela, les équations (2) deviennent
À, æn—1 À si ARTE 1% SO ie RU ? (&). ? (&2) (&y) ha? k an 2 LS y Tu? ne (x) ? (&2) (Zu) :
hi À To Ày Gu + ru Mic > = 0 (&) ? (&2) p(œu) j M —+- 2 He. + de —_ Co] (x) (o] (to) RE dec Ve 0, OU NUL JOUE. JURA Die, . p (æy) 2
où pt), p(&,)....@(x,) sont des valeurs différentes de zéro, car la fonction p(x) = 4,2" + A," +....+ A, _2x+AÀ,,
ne s’annule pas entre æ——h et x—+h, et les valeurs %,,%,,....4,, comme nous l’avons vu ($ 6), sont comprises dans ces limites.
En multipliant les équations précédentes respectivement par les quantités K ile
et prenant leur somme, on a
hPa), LP), MPG ? (x) (&2) ?(æy) ?
où P(a)=K, 2 "+k, 2 + ...+Kz+K,.
En répétant les raisonnements employés dans le premier cas, on conclut que cette équation, où p(x,), o(x,),....p (x) sont des valeurs différentes de 0, entraine À == 0, À, == 0,.:. .À, = 0, tant que s ne surpasse pas n.
C’est pourquoi nous parvenons, comme dans le cas précédent, à ce théorème:
Théorème 3.
Les quantités Pis Pare + «Ph _1r D, Étant choisies de manière à ce que la fonction
ue D pont 24 + Pn 1 + Pn F(x) = A0 + À, a +... + App T + Am r,
depuis x = —h jusqu'à x = + h, s’écarte le moins de zéro, les équations F?(x)— IL? = 0, (& —h) F'(&) = 0
ont au moins n +- 1 solutions communes, différentes entre elles et comprises entre x——h et x = + h. La quantité L est la limite des valeurs de F(x) entrez——hetiz=+h. ;
Troisième cas.
F(x) = ani part op, 1 1 T + Dh 1 OLE Pat +Pnira nl + pt + 1
$ 16. On peut toujours supposer que la fraction
Pi an—l—1 + Po an—1l-2 hs. FD Er T + Dnil
Dole a+ pn_pso 2 +. + Pn 2 + 1
est réduite à sa forme la plus simple. Dans cette supposition, et en remarquant que la fraction qui résout notre problème de minimum ne cessera d’étre finie entre x = —}% et x —+h, on conclut que son dénominateur restera différent de zéro entre ces limites, et dans ce cas ni la fonction
F(x) __P an—l-1 + Do Riga De PONS à Pn il: ? + Pn—l 4
pe l 1—1 7 Pn—i43 € + Pn—i+42 2 ++ Pat +1
(ee)
ni ses dérivées par rapport à #, p,, P,,....P, _;, P,, ne peuvent devenir infinies ou discontinues pour les valeurs de + que nous aurons à considérer. Donc, le théorème du $ 6 sera applicable aussi à cette valeur de F(x).
Pour tirer de ce théorème les équations relatives à p,, p,,....p,_;, ?,, L, nous commencerons par chercher les valeurs de
dF(x) dF(x) dF(x) dF(x) dpi ? dpe ?""""dpn_1 dpn
D’après l'expression de F(x), et en faisant pour abréger
He ce PU EE M LE GT),
l 11 ou Pa TT FPT Hi FLE 1=o(x),
nous trouvons
dF(x) _an-ti 4F(x) _an-t2 dF(e) 2 fes 1
dp px) ? dpe (x) ?°‘"""dpn_1 1 px)? dpn_4 o(x)? dF (x) ___æly(x) dF'(x) __aæ1%(e) dF(æ) ___ æ%(x) dF'(x) __ ævy(x) ni P°(&) ? dpn—1+ px) ?dpnx px)? don px)"
Dès lors les équations (2) deviennent
pe) PIS RE RE EI o &) D 0, Lat—t-2 k æon 2 Àu & n—l—2 IE) ne EN PK om à ET À9 To Ày Tu 0 pU&) CA PS D ? Gy) :
| h À À Le AP RATS RS en de LL Rues y) — 0, 4 Ÿ (@1) a? GER À9 D (œe) æ! CE se Àu Ÿ (œu) œyl pe p?(&) P° (Xe) Rae EN p° (æy) ; ton À D (x) œil __L Ÿ (to) HT" NE HE Xu. Ÿ (œu) alt en p?(æ) P? (2) pra De NT __h Ÿ (m1) 2? ___ À2 Ÿ (&2) ? KE DE Au Ÿ (œy) du 0 p? (x) p? (to) er ere 4:10 p? (&y) — , REA D(t)æi À Ÿ (2) de Far Ac) Àu Ÿ (&u) nt 0 g° () Es PE)
Il n’est pas difficile de montrer que ces équations, dans le cas de mn et À, ,,....2, autres que 0, entraînent celles-ci:
où
| Pie = 0 Pytts = 05 + Pnyra = 0, d=n+1—vp.
Pour le prouver, prenons la somme de ces équations après les avoir multipliées respectivement par les facteurs arbitraires
PE SE... 0, ce qui nous donne l P (x) k2 D (&2) Au P (œy) PER ce we) | Tee)
en faisant pour abréger Pa) —=p([B,_,,2" "+8 +. +D2+D
Ur EC D +... .... + 0x + Ci].
D’après cette équation on trouverait
comme dans les cas précédents, si par un choix convenable des quantités
ne BE CGns.u OCC dans la valeur de
P(x)=9(x)[B Re Ent VERe + B,x+B,|
n—i—1 n—il—2
—2p(o [Gr "+0, 214... + Oz + C]
on pouvait faire
Po) =(G-2,) (2-0). (02 = (ra. a at.
Pa)=(2-2,) (2-2)... (ox = (a, ++... a a,
D’après cela, pour prouver que les équations (2), dans le cas de << n BAT À. À, autres que 0, entraînent les équations (5), il suffit de montrer que la formule
p(x)[B,_;: Te Bi Teste D Arte Bol —2h(x)[0r +0 2e... + C,x + C;]
peut représenter toutes les valeurs de ®(x) mentionnées plus haut, si les équations (5) ne sont pas satisfaites. C’est ce que nous allons faire. Comme la fraction
De) patte pat +, + 1 + Pr 1
p (x) Dr + Dry +. + Pat +1
est irréductible, et que son dénominateur
D) =D, _pnT Pn ne He .+p,t+ 1
n’est pas divisible par x, il en résulte que les fonctions @(x) et æŸ (x) sont premières entre elles et, par conséquent, qu’on peut trouver des fonctions M et N satisfaisant à cette équation:
pa) M—xb(x) N=— 1.
D'où nous tirons
P(x)= P (a)? (@&) M — xY (x) N] = pa) [P(@)M— x (x) Q1— x 4% (x) TP (x) N — (x) 01,
Q étant une fonction quelconque. De cette expression de D(x) on conclut qu’elle est représentée par la formule
p(x)[B, ,, "ap ir ES 2 RE TRE ERES B,| —2h(n)[Cr +0 a+... + Oz + C,|,
si toutefois le choix convenable de Q abaisse les degrés des fonctions
PaM—xh(x)Q, PGN—(x)Q
respectivement au-dessous de n —/, . Or, comme nous le verrons tout à l’heure, on y parvient toujours dans le cas où les équations
P=0, PD—=0,....p,—=0
ne sont pas satisfaites, en prenant pour Q le quotient de la division de (x) M par x 4 (x).
En effet, pour cette valeur de Q la fonction
se réduit à À, R étant le reste de la division de P(x) M par æ (x), et par conséquent, elle est de degré inférieur à celui de æŸ (x) ou a, En passant à la valeur de
P(x)N— 9 (x) Q, nous remarquerons que les équations
p@M—apQN=1, Pa M—2p(Q—R donnent 1+ (x) N __DaM—R M OCT rs Te ‘
D'où résulte cette expression de Q:
= EE — R 9 (x) pa Ÿ (æ) (x) , et par là re P(a)+xb(x) P(x) N— Ro(x) ! P(x) |, Re(x) P(x) N— (x) Q—P(x) N— x Ÿ @) ETC TTL
D’après cette valeur de P(x) N — p(x)Q
on reconnaît aisément que son degré sera inférieur à /, tant que les équations
neo p,=0;:.:.p,=0
ne seront pas satisfaites, ou, ce qui revient au même, tant que le degré de la fonction
RAS 28 FR ue DT) = 0,2" me +... +0, 1,0 + D,
surpassera n —l— d— 1, ou u—/— 2, d étant égal à n + 1 — p.
Pour s’en assurer, on remarquera que dans ce cas, la fonction (x) étant seulement de degré pu — 1, le terme Te sera de degré inférieur à m—1—{(pu—1— 1) —7. Quant à l’autre terme de la valeur de
bp R PIN — pr) Q=— +
ms 498 2
il est aussi de degré inférieur à /, car À, comme nous l’avons vu, est de degré inférieur à celui de xd (x), et la fonction |
Te l —1 px) —P,_,,,T ne DC M n RÉ as or ne peut pas être de degré plus élevé que L.
Aïnsi nous parvenons à reconnaître que, dans le cas où les équations
P,=0, Pa —0,....p,—0
ne sont pas satisfaites et où Q est le quotient de la division de P (x) M par æ (x), les expressions
PGM—x4(x)Q, PGN—e(x)Q
sont respectivement de degrés inférieurs à » —/ et /, ce qu’il fallait démontrer.
De la même manière on parvient à reconnaître que, dans le cas où les équations
Dai ie E 0, Prise sx 0, Er Pn rsa = 0
ne sont pas satisfaites, les degrés des fonctions
PaM—xY(x)Q, PG)N—o(x) Q
sont respectivement plus petits que » —Z et /, tant qu’on prend pour Q le quotient de la division de (x) N par (x).
En vertu de quoi, comme nous l’avons vu, les équations (2), pour nen'et À, A5, À, autres que zéro, entrainent certainement ces équations
Pi = 0, Pa = 0,... Pa = 0, Dr FF 0, Dn—i42 — 0, RS Pn—1+4 use 0, d=n+1—v%.
D'où découle, d’après le $ 12, le théorème suivant:
Théorème 4.
Les quantités p,, p,,....p, étant choisies de manière à ce que la fonction F(x) as Pi LP se "rase Hs Pnin LH Pal r:
Pn—t4a © + Para. + ne +1
depuis x ——h jusqu'à x = + h, s’écarte le moins possible de zéro, le nombre des diverses solutions communes aux deux équations
et comprises entre x ——h et x —+h ne peut être inférieur à n +1 de d unités, à moins qu’on n'ait
P, = 0, Pe — 0, DOCS 7 om 0, F ‘FPE us 0, Dale — 0,. ne Pat T 0.
La quantité I, est la limite des valeurs de F(x) entre x=— —Rh et x = + h.
Comme chaque racine commune aux deux équations entraîne une relation particulière entre leurs coefficients, il est clair que par ce théorème on obtiendra n + 1 — d équations entre les quantités
Di; Pos... Ph L,
que les fonctions F?(x) — L?,(x—h?) F'(x) contiennent, et comme on a, en même temps,
Pi = 0, Pa —0,....p,—=0, Pa—1-#1 Ne 0, Prise ee 0. 4 Pn—1+à Las 0,
on aura en définitive n+d+1 équations entre les n+ 1 quantités cherchées: p,, m,,... p,, L. D'où il suit que, sauf le cas de d— 0, ces équations ne sauront être satisfaites à moins que les données du problème elles mêmes ne vérifient certaines conditions, ce qui nous porte à conclure que le nombre d ne cesse d’être égal à O que dans des cas exceptionnels, où les quantités comprises dans la fonction Y avec la valeur donnée de k vérifient certaines équations.
Abstraction faite de ces cas, on aura
et alors, suivant le théorème démontré, le nombre des diverses solutions communes aux deux équations
et comprises entre æ = — h et x = + h sera au moins égal à x + 1, comme cela a lieu toujours pour les deux autres valeurs de F{(x) déjà considérées.
$ 17. Pour montrer l'application des théorèmes relatifs aux trois valeurs particulières de F(x) nous chercherons la solution de ces trois problèmes:
1) Quelle est la fonction entière qui, parmi toutes celles de la forme D HP Pa +... HP, _T+P,, S’écarte le moins possible de zéro entre les limites x = —h et x — +h?
2) Quelle est la fraction qui, parmi celles de la forme
an + pal + pla 2 +, + pi) œ 4 pli) Lo an—t-14 À; ani, + An—1—2 2 + An :
ayant le même dénominateur Aa" 14 A a" Re VA | s’écarte le moins possible de zéro entre les limites x = —h et x = +R?
3) Quelle est la fraction qui, parmi toutes les autres de la forme
pat plantes +, + pin) + pl —1) pi) gl 4 pile) gli à, + pin) g + pin) ?
entre æ——h ct x —+h s'écarte le moins possible d’un polynôme donné
AT se À AN a TETE RS ES
$ 18. Tous ces problèmes ne sont, évidemment, que des cas particuliers de ceux, dont nous nous sommes occupés dans les $$ 14, 15, 16, et d’après les trois théorèmes démontrés ci-dessus on parvient facilement aux équations qui déterminent leurs solutions. Mais, en passant à la recherche des résultats définitifs, on reconnait tout de suite que les équations qui déterminent les quantités cherchées
Pi Pas ta Pa? Pa
ne peuvent être résolues à l’aide des méthodes connues d’Algèbre, si ce n’est quand le nombre de ces quantités est très limité; car, ces équations étant de forme très compliquée, leur résolution, dans le cas de plusieurs inconnues, demande des calculs tout-à-fait impraticables. Donc, si l’on cherchait à résoudre nos problèmes au moyen de ces équations, on ne saurait aller au-delà d’un petit nombre de cas particuliers qui, pris isolément, ne présentent pas beaucoup d'intérêt. — Nous montrerons dans les paragraphes suivants qu’on peut donner la solution générale de nos problèmes, en les réduisant aux questions d’ Analyse indéterminée.
Nous parviendrons à opérer cette réduction, en observant qu’en vertu des théorèmes démontrés plus haut la solution de ces problèmes est caractérisée par une propriété très simple dont jouit un système de deux équations, composées des fonctions cherchées, et dont l’expression analytique, comme on verra, fournit des équations indéterminées de second degré entre les polynômes cherchés contenus dans les fonctions et certains autres polynômes qui jouent le rôle d’inconnues auxiliaires. C’est à l’aide de ces équations indéterminées que nous obtenons la solution définitive de nos problèmes, solution qu’on ne pouvait trouver à l’aide des méthodes ordinaires d’Algébre.
$ 19. La même méthode peut être avantageusement employée dans plusieurs autres cas et, entr’autres, dans les recherches générales sur la représentation approximative des fonctions, soit sous la forme d’un polynôme, soit sous la forme d’une fraction quelconque, où elle donne la solution du problème mentionné dans le $ 4. C’est ce que nous nous proposons de faire dahs un autre Mémoire, où l’on verra combien la solution des problèmes particuliers, que nous donnerons à présent, est importante pour les recherches générales sur la représentation approximative des fonctions sous une forme rationnelle assignée.
Sur la foncfion qui, parmi celles de la forme
n—1 mn DRE RL HD, _.TFD,,
s’écarte le moins possible de zéro entre les limites x — — et x — +.
$ 20. Comme la fonction
DH PA Pl +. HD, TH D,
n’est que la valeur de
PL + Pal" +... ED 240 — FT
pour le cas, où Y——#x", nous concluons, en vertu du théorème 2, que, les coefficients Pis Pose ee Pr Pr
étant choisis de manière à ce que l’expression
F(a)=2" +pat+pa +... HP, T7 +p,
ue.
AN
s’écarte le moins possible de zéro entre x = — h et x — +- h, les équations (6) F(x)—L'=0, (2 — À) F'(x) = 0
ont au moins # +- 1 solutions communes, différentes entre elles. Supposons donc que T—= ZT
soit l’une de ces solutions. Il n’est pas difficile de s’assurer qu’alors l’expression (x? — 7?) (F?(x) — I?)
sera divisible par (x—x,}. En effet, d’après la première des équations précédentes, l'expression (x? — 1?) (F?(x) — I?)
s’annule pour = x,. De plus, comme sa première dérivée est 2 (2°—1) F(x) F'(x) + 2x (F?(x) — L?),
elle se réduira aussi à zéro pour + = x, en vertu des mêmes équations, ce qui nous prouve que l’expression (x? — h?) (F?(x) — L?) est divisible par (x — x,)°.
La même chose a lieu par rapport aux autres solutions, communes
aux équations (6), et comme le nombre de ces solutions, différentes entre elles, n’est pas au-dessous de n + 1, il en résulte que l’expression
(x? — D?) (F%(x) — L') est divisible par n + 1 facteurs différents entre eux (@— 2), (c—x), (c—x),....(æ— x), et, par conséquent, par leur produit (@— 2) (5 — 2) (x —2,)....(&— 2}.
Mais l’expression (x? — 1?) (F%(x) — L?), où
F(x)=2" + pr + pa +... +0, ,1+9,,
n'étant que de degré 2 n + 2, le quotient de la division de cette expression par le produit
@—2) (c—2Ÿ (c—x)....(&—2,) ne peut être qu’une constante. Donc (a) (F(x)—L?) = C(ax—2) (x —2,) (2—2,). .. (a —x,).
Cette équation n'aura lieu, évidemment, que si æ + k et æ—h sont au nombre des facteurs
D — Lo, T— TL, T— y... —X.
Or, si l’on suppose Z—%—=%+h, t— 2, —=7—h, cette équation, divisée par (x + X) (x — h) — x°—h?, devient
F(@) — L'=C(a — D) (œ—2,)....(x —x,), ou
(7) F°(&)—L=(@ — 1h) P°(x), en dénotant par ® (x) la fonction entière VC(x—x;)....(t—2x,).
C’est à l’aide de cette équation que nous trouverons la fonction F(x) qui,
parmi celles de la forme 2" + px" + p,2" *+....+p, ,7+9p,, s’écarte le moins possible de zéro entre x — — h et x — +h. La quantité L, comme nous le savons, détermine la plus grande valeur de cette fonction pour æ comprise entre les limites x = —h et à = +}.
$ 21. Pour trouver la fonction F(x) d’après l'équation (7), remarquons que celle-ci devient
LF(&)— P (2) Va — m] [F(a) + P(x) Vr— m| — LA
et par là
SE + RU SUR l F(a)—® (a) Va FF roresva nv
D'où nous tirons
P(x) Va Ê (x) [F'(&) + D (x) Va? — hi]?
ce qui prouve que la AN Ta est la valeur de Va?—}? exacte
jusqu’aux termes de l’ordre ——— inclusivement.
F@ (&) Mais ceci ne peut avoir lieu que si Fe
vergentes de Vax?—}?, que l’on trouve par son développement en fraction continue. De plus; comme les fonctions F'(x), P (x), en vertu de l’équation (7), sont nécessairement premières entre elles, et que
est l’une des fractions con-
n n—1 er FR)=r Hp U+HRT +r..,. +p, TP,
numérateur est de degré », et que ses parties, à un facteur constant près, sont égales à F(x) et P(x). On aura donc
il est clair que est celle des fractions convergentes de Va?— }? dont le
Fa=Gr, Pa=G@,
en dénotant par Zn celle des fractions convergentes de Va? — }?, dont le
Qn
numérateur est de degré ». Quant à la constante C;, on trouvera sa / valeur, en remarquant que la fonction F(x) doit être de la forme LA HP PA + HP, 1% +P,, et que, par conséquent, le
coefficient de x" doit être égal à 1.
$ 22. D’après le développement de Va?—%? en fraction continue il n’est pas difficile de trouver la série de ses fractions convergentes et, par là, celle que nous avons désignée par En ot qui détermine les fonctions F(x)
Qn et P(x). Mais on peut trouver directement les valeurs des fonctions P, Go
comme nous allons le montrer.
D’après l'identité
(x — Var) (x + Var M) — Je, qu’on vérifie aisément, on à
VE Res He x + Va? —h? 2x+Va?—h— x)
mo ds El
n2 h2 Var — R— x — — —_———— = — ge 2x + Va? —hR— x ds. h?
2x + Va? —h?— x
PT Dm — Li din h?
2x+ Var —h— x MT p?
5 __ Va?—h?+x
D'où l’on voit que l'expression Va? — k? se développe en fraction continue
et que le quotient complet est égal à Va? — M2 + x. Donc, en dénotant par
0 Pm- Pm Qi? Q° ""Om—1 Om’
la série des fractions convergentes de
20— 5e Da on à VAR P, (Var +) — RP F Qmm VER +) — RQ"
et par là | os - MP, 0, va)
P.—Q Var —h— ME mi 2
” On x+Va?—h?
Comme
= (v+ Va) (x— Va), cette valeur de P,—Q,, Va? — }? nous donne
P,—Q,Va—h—= (&— Va) (P,_ — Q,_, Va — l),
m—1 ou, ce qui revient au même,
Pn — Qm V2? —h?
= À — Var? > TE 4 hr.
Pi — Qm—1 Va? — h?
En faisant dans cette formule
nous obtenons la série d'équations:
— R— R2 DES CRDP:
Ph QnVx k SE Var —h,
Pn—1 — Qn—a Va? —h?
VND I CT SES Sa terre es eos se 6ve, + re: 6:07"
qui, étant multipliées entre elles, donnent
Pr — Qn Va? =? Re Co PA AE pa)" t, — @) Va? — h?
D'où nous concluons
PQ Va = (Va) (x Va) = (Vas e)",
en remarquant que la première fraction convergente de
est égale à —, et que, par conséquent, P.=x,Q,=1, P,—Q, Va —hR—x— Var — h.
L’équation | P—Q Ver —B=(x— Ve)",
par le changement du signe de Vx?— }?, devient P,+Q,Va— 1 — (x + Va — Hé)", et dès lors nous avons
P (a+ Var he) (x — Var — hè}n
(æ+ Var — h2}— (x — “'alboet 2) 08
2 Va? — h?
D’après cela la fonction cherchée F(x), qui est égale, comme nous l’avons vu ($ 21), à C, P,, s’exprime ainsi:
C (a+ Va? — hi}n+ (x — vx? — hi} 0 ,
Fa ;
Cette valeur de F(x), développée selon les puissances de x, a pour premier terme 2°" C,x", et F'(x) devant être de la forme
D + PA HD +... + PT + Do, il s'ensuit que 2°7*C, = 1. D’où
G = an —1)
et, en portant cette valeur de C, dans l’expression précédente de F(x), nous trouvons définitivement
(8) F(x) — (x-+ Va? — He Va = D
Telle est la valeur de la fonction F(x) qui, parmi celles de la forme +2" +pPA" +....+p,_,2+p,, S'écarte le moins possible
de zéro entre x = — h et x = + h.
VIT
: $ 23. La valeur trouvée de F(x) fournit aisément la limite des écarts de zéro de cette fonction entre 2——% et x — +h, limite que nous avons désignée par L.
En effet, remarquons que l’équation (7), pour x = h, donne
F3(h) — L? = 0, et par là Last EM.
Mais, en faisant « — k dans la valeur trouvée de F(x), on a
pan
donc
D’après cette valeur de Z, et en remarquant que notre fonction F(x) est celle qui, parmi toutes les autres de la forme
DOME PDT Hi HD, TH,
s’écarte le moins de zéro entre 3 = —h et x — + h, nous parvenons à ce théorème :
Théorème 5.
La valeur numérique de la fonction 2" +p,x"" +....+p,, entre
x —— het — +h, ne peut rester inférieure à 2 (2).
$ 24. De ce théorème se déduisent plusieurs autres; nous en indiquerons quelques-uns.
Théorème 6.
Si la fonction f(æ) est de la forme à"+ px" "+....+p,, et que la
différence entre deux valeurs f(a—h), f(a+h) soit inférieure à a(s), la première dérivée de f(x) change de signe entre x —=a—kh etx—=a+h.
Pour le démontrer supposons le contraire, savoir, que f(x) ne change pas de signe entre 4—=a—h etx—a+h. Dans cette supposition, la
fonction
depuis &æ = — } jusqu’à x — + h, ne pourrait être que constamment croissante ou décroissante, et par conséquent, resterait comprise entre ses deux valeurs extrêmes
f(a— 1 SEEN ne Sen
fa + —{e+Df (an | fan) fan)
D'où il suit que sa valeur numérique, depuis æ——À jusqu’à a—h)—f(a+h)
æ = + h, ne surpasserait pas celle de LA et, par conséquent, serait inférieure à 2 (2), cette valeur, d’après l’énoncé du théorème, étant
numériquement plus grande que
fa—h)—fa+rt) 5 F
Mais comme la fonction
est de la forme
n n—1 D HMT +... 4p, _.T+FD,,
ceci ne peut avoir lieu en vertu du théorème 5, ce qui prouve le théorème énoncé. |
Théorème 7.
Si la valeur numérique de l'intégrale H É a" + 47" *+....+ K)dx
H — H, n Q Q 37 Q 2 , On trouvera au moins une racine de l’équation
DS 4 est inférieure à — (
hs ANT ES. KO
entre x = H, et x =.
Pour le prouver, nous remarquerons qu’en faisant ONCE CS ....—+X) dx =f(x), H,— a —h,
H—=a+h, on trouve
fa) f@—h=nf x" "+ 4x" *+....+K)dx,
et comme, suivant le théorème, l'intégrale définie
H a" "+ Aa" *+....+ K)dx Ho
22), il en résulte que la valeur
numérique de f(a—h)—f(a—h) est au-dessous de 4 (G) D'où, en remarquant que
fa=nf ea + Aa? +....+K)dx
Fe se. 4 est numériquement inférieure à +
est une fonction de la forme
D HPA +... +p,,
nous concluons en vertu du théorème précédent que l’équation f'a)=n (2 "+ A8 +....+ K)—=0
doit avoir au moins une racine comprise entre a—h=H,,a+h= AH, ce qu’il s'agissait de prouver.
Théorème 8.
Le nombre des variations de signes dans la suite
f@), l'@), f'@,... 1, °° (@), où f(@)=2" + Aa +....+K,
change toujours, quand on passe de la substitution quelconque x = t à celle
en prenant le radical avec
déterminée par la formule x —=t#4 pa +
PAU] AUX
Nous ne traiterons ici que le cas où f(t) et f’(#) sont positives. Mais on reconnaîtra aisément que la même démonstration est applicable à tous
les cas.
le signe contraire à celui de
Pour prouver notre théorème dans le cas où f(é) et f’(#) sont positives, nous allons montrer que, ces valeurs étant au-dessus de zéro, au moins l’une des fonctions
change de signe entre x —t— 4 VÉAU : Ë et x —t. En effet, si les fonctions
f(x), f(x) demeuraient sl Le ces deux limites, la valeur
—4ÿT0)
serait positive etau-dessous de f(x), et par conséquent, la valeur numérique de
> rss Et teé
resterait au-dessous de f(#), ou, ce qui revient au même, au-dessous de
ue ee
Mais cela est inadmissible, car, en vertu du théorème 6, la valeur numérique de la différence
fo—r(s—4ay 5)
ne peut être inférieure à
t—(4—a TP" L ’ “)|
à moins que f(x) ne change de signe dans les limites
M5 at f7 0 ne æ—t—4 16 ? D EN À
Donc, il est certain que dans ces limites au moins l’une des fonctions f(x), f (x) cesse d’être positive.
Comme notre théorème devient évident, si f(x) change de signe entre
xæ—t—4 VS, æ—t, nous n'avons qu'à examiner le cas où, dans ces limites, la fonction f(x) demeure positive et f’(x) change de signe.
Puisque f”(f) est positive, il est clair que dans le cas, où f’(æ) change de signe entre t—{—4 Vie CO & x —t, elle doit passer du négatif au positif. Mais ce changement de signe fera disparaître deux variations de signes dans la suite
car, par hypothèse, f(x) est positive depuis x —t— 4 VS ) ; jusqu "à —t,
et f/(x) ne saurait être négative, quand la fonction f’(x) passe du négatif au positif, ce qui prouve notre théorème.
Dans le cas particulier, où l’équation
n’a que des racines pti le théorème que nous venons d'établir entraîne
celui-ci :
Théorème 9.
Si l'équation
f@)=2" + Aï +....+K—=0
n'a que des racines réelles, quelle que soit la valeur det, on trouvera toujours
je > C4 prenant le radical
An l’une de ses racines entre x—=tetxz—t—4
AUX
avec le signe contraire à celui de
Théorème 410,
Si l'équation 2° + Aa +... .+Jæ+K—0 ne contient que 241 21+1
cru, na 33 /1 des puissances impaires de x, entre les limites — 2 V5 K, +2Y/:Kon trouvera au moins une de ses racines.
En effet, si l'équation
a ue AT es, Li dei es 0
n’avait point de racines entre
z——2YÈ, 2=+2WK,
la même chose aurait lieu pour celle-ci
Éd _+AX +....+Jx—K—0,
qu’on trouve, en changeant le signe de x dans l’équation PE Aa TR, , 4 Je RK=#S0,
D'où, en prenant le produit de ces équations, on serait porté à conclure que dans les mêmes limites l’équation
(3 4 Ag ne Ja) — KR? =0
n’a pas de racines. Mais comme la fonction
x + Ag SRE
s’annule pour æ— 0, cela suppose que sa valeur numérique, depuis
a ARS aa L'die k 1 æ——2 Ver jusqu’à 2=+2W; K, reste au-dessous de Æ, ce qui est inadmissible, car, d’après le théorème 5, la fonction de la forme 2l1-1 2l BAS 7:
Un HPpT +....+9,,,, entre ces limites, ne peut rester numéri-
quement au-dessous de
nl VE 9 2V SE ET D'où résulte notre théorème.
Théorème 11.
Si l'équation
PIS MMA + Jz+K—K," = 0
ne contient qu'un terme— K,x* avec la puissance paire de x, et que ce terme soit de signe contraire à celui du terme connu K, on trouvera au
21+1 2141 $ ver a 1 moins une de ses racines entre les limites x = — 2 V= K, & = +- LE. En remarquant que l’équation M pa +... t<JtiK-_Kr—0
par le changement de + en —x devient
MSA indé kukK,s —0,
et que ces équations, multipliées entre elles, donnent RE A SPL RE psg
nous concluons, comme dans la démonstration précédente, que cette équation n’aurait point de racines entre
si aucune des racines de l’équation ts AS he eJoeK-K;r—=0
n’était comprise dans ces limites, et par là que la valeur numérique de la
fonction
l és MO Aa lai ).3-W T0)
depuis t = — 2 Vak jusqu'à æ — + 2 34 , resterait au-dessous de celle de K— Ka”. Or cela est évidemment impossible, si l'expression K— K,x” s’annule dans ces limites, la valeur numérique n'étant jamais au-dessous de zéro. — Mais cela ne peut avoir lieu non plus, si dans ces limites l'expression K— K,4”* ne s’annule pas; car dans ce cas, X, et X étant de même signe, la valeur numérique de K—XK,x” reste au-dessous de celle de XÆ, et, d’après ce que nous venons de voir dans la démonstration du théorème précédent, la fonction
Ds ART RTE, dans les limites 2141 21+-1 1 1
ne peut rester numériquement au-dessous de ÆX, et, à plus forte raison, d’une valeur nnmériquement plus petite, ce qui prouve notre théorème.
$ 25. Les théorèmes que nous avons donnés et plusieurs autres de la même espèce ne sont pas les seuls résultats qu’on puisse tirer de la valeur de la fonction entière qui, parmi celles de la même forme, s’écarte le moins possible de zéro entre les limites données. Nous allons montrer maintenant le parti que l’on peut en tirer par rapport à l’interpolation.
Soit f(x) l'expression exacte des valeurs que l’on cherche à représenter approximativement par la fonction entière :
AnDrsUR es. sa.
et
ÉD) CO: 55 LP
les n valeurs de f(x) au moyen desquelles on détermine les coefficients À, B,C,....H de l'expression cherchée de f(x). Comme l’on trouve les coefficients
43, 0:55, en égalant entre elles la fonction f(x) et son expression cherchée
A+Bz+C@+....+Hx),
pour Z—%,, %»,...%,, la différence de ces deux fonctions se réduira à zéro pour toutes ces valeurs de x. Mais d’après cela, tant que la fonction f(æ)et ses dérivées f’(x), f”(x),....f" (x), f® (æ) ne cessent d’être finies et continues dans les limites où sont comprises 4, ,, %,,....4%,, on trouve
f(x)—(4-+B x+Ca+ + = J _. D (a— —%,)(2—%)….(t—4%,),
où « est une quantité moyenne entre #, 4, La, +: «4.
$ 26. Comme la différence f(@)—(4+Brz+C+....+Hx) désigne l’erreur de la valeur approchée de f(x) obtenue d’après la formule f@&)=A+Bx+C+....+Hrx,
l'équation précédente nous montre que le degré de précision des valeurs de f(x), qu’on trouve d’après cette formule, ou, ce qui revient au même, d’après l’interpolation, sera plus ou moins grand selon les valeurs de l’expression
ce (x — x.) (x — …. (G—4,).
Puisque cette expression, dans l’étendue où l’on fait l’interpolation, peut atteindre des limites plus ou moins considérable selon les valeurs de D, Toys .%,, il est clair que le degré de précision des valeurs, obtenues par Liatérpolition: dépend non seulement de la nature de la fonction interpolée et du nombre de termes f(x), f(&)....f(x,), dont on se sert pour l’interpolation, mais aussi du choix plus ou moins convenable de ces termes. Plus l'expression
en (4) (@— 2) ....(x—2,)
s'approche de zéro dans les limites de l’interpolation, plus les valeurs
f@), FC): f(@,)
sont avantageuses pour la précision des résultats. Mais comme l’on ne sait rien sur l'expression exacte de la fonction interpolée f(x), et par là sur la relation entre la valeur de f” (&) et celle de x, &,, &3,....x,, il ne reste dans le choix de f(x), f(x)... .f(x,) qu’à chercher à diminuer autant que possible le facteur
entre les limites d’interpolation.
Donc, sous le rapport de la précision des résultats d’interpolation, à tous les systèmes des valeurs de
f@), (ts)... . F(&), on préférera celui dans lequel la fonction (G—%,) (t— 2) ....(x—%,),
entre les limites d’interpolation, s’écarte le moins de zéro, et par conséquent, d’après Le $ 22, on prendra
(x + Va? RM + (œ— Va? hr"
on ?
(z—2,) (t— %,) en re (tx —x,) — s’il s’agit d’interpoler entre les limites Zz—=—h, x— +}.
$ 27. La formule que nous venons d’obtenir nous montre, que les valeurs qu’on doit prendre pour %,, &,,....4,, dans l’interpolation entre les limites 4 = — } et x — + h, sont les » racines de cette équation:
Ce VE (eV _ 9
on
Or, si l’on fait
æ—h cos,
cette équation devient
cos (np) — 0.
D'où il suit 2k+1 Tite ri
k étant un nombre entier quelconque.
Donc, les » racines de l’équation
Ce Var (o— Var)
on — 0, et, par conséquent, les valeurs de x,, %,,....4, dont nous venons de parler s’expriment ainsi:
T 3x (2n—1l)r (9) hk cos >, h cos 2,....h cos ———.
L'avantage de ces valeurs de x,, &,,....2, sur celles équidistantes
qu’on emploie ordinairement dans l’interpolation, se manifesté très clairement. En effet, d’après le $ 23, dans le cas où
__(&+ Va? — he} + (x — Va? —R2)"
(t—2,) (t—2%)....(œ—2,)— GR 5 le produit (t—x,) (& — x) ....(æ—x,), depuis æ—= — h jusqu’à & = + h, n’atteint que le double de (3), tandis que dans le cas de x,, &,,....42, équidistantes — 3 — 5 == h, 2 = — h, TB = h, so. œ, = —h,
on trouve que le produit (G— x) (G—zx,)....(x—x,)
dans les mêmes limites æ — — h, x — + h, ne reste pas inférieur au ériple h n de (5) . Par exemple, pour n=—=:2;"6514; 8,
on trouve au’avec ces valeurs de %., #,,....%. le produit 12 29 n
dans les limites & — — h, x — + h, atteint les valeurs suivantes: h\2 16/h\8 256/h\1 s(nY 4) 0) a), 2V3().
De plus, en cherchant le maximum maximorum de cette fonction entre
œ—=—h, à —+h, dans le cas de n grand, on trouve pour sa valeur asymptotique l’expression
1 9x /4\nf/h\n log n n \e 27) h \" Fe L où le facteur de (à) tend évidemment vers co, à mesure que le nombre » augmente.
$ 28. Comme la valeur de f(x), dans l’expression de l'erreur d’interpolation dre uit 4) (G—x)....{(x—x,),
reste inconnue, on ne peut se représenter nettement combien on diminue
son Maximum matimorum, entre x——hetx = +h, en remplaçant les valeurs équidistantes æ,, &,,....4, par celles déterminées par les expressions (9). Mais il est facile de s’assurer que, outre le cas exceptionnel, où f(0) = 0, le rapport de maximum maximorum de l'expression
nd) @—4,) .,.,. er et de son facteur (G— 2) (@—x)....(@—2,), qu’on trouve entre = — h et x — + h, en prenant les deux systèmes des valeurs de &%,, æ,,...., dont nous avons parlé, tendent vers la même
limite, à mesure que k s'approche de zéro.
En effet, soient Æ, M les plus grandes valeurs des expressions
(n) ) SG 2) @—2):: .. G—2,) (x —%,) @—x,)....(&—2,), dans le cas où &,, æ,,....4, sont déterminées par (9), et où x reste entre
les limites — h et + h. Comme le rapport
sera compris entre la plus grande et la plus petite des valeurs que peut avoir l’expression
FM (a) 1.2.14n depuis & — —} jusqu’à x — + h, et que « est une quantité restant dans les mêmes limites que &,%,,%,,....4,, qui sont dans le cas actuel —X et +, nous trouvons | E f{")(02)
en désignant par © une valeur comprise entre — 1 et + 1. De la même manière nous obtenons
E' _f")(6,h) MT Us
en désignant par Æ', M les plus grandes valeurs des expressions
qu’on trouve entre æ——h et æ — + h, en prenant x, x,,....%, équidistantes, et en désignant par ©, une quantité comprise entre — 1 et +1. Or, en divisant l’une par l’autre les valeurs de
E E' M? M on à à E ,M _ f")(0#) EM f)(6,n)?
ce qui prouve que le rapport des valeurs
tend vers l’unité, quand X s’approche de zéro et que f (0h), f® (0. h),
pour k — 0, ne s’annulent pas, ce qu’il s’agissait de montrer.
M ST. UC & 9 Nous avons vu que le rapport ;; reste inférieur à =. Donc, en vertu
de ce que nous avons prouvé, il est certain que le rapport outre le cas
E F1) exceptionnel f (0) = 0, sera nécessairement au-dessous de 1, tant que x
sera assez petit.
Sur la fraction qui, parmi toutes celles de la forme
an + plant +, + pli) + pl) AE EE A ae pe A 1
et avec le même dénominateur 4,2" "+ 4,2" *+....+ 4, ,,, s’écarte le moins possible de zéro entre les limites x — — À et x = +.
$ 29. La fraction dont il s’agit peut être mise évidemment sous la forme
p'at—l+plat—2 +... + pin) — an
Aa ie A atl2 st Any Age A a An 7?
et comme cette expression n’est qu’un cas particulier de celle-ci:
Da Hp +... Pn y AN + A a +... + Am ?
que nous avons traitée dans le $ 15, nous concluons du théorème 3, que la
fraction cherchée a + plat 1 +... ,+ pit) » + pr)
que nous dénoterons pour abréger par F(x), doit jouir de cette propriété:
Dans les équations F(x)— 17=0, (2x? —h?) F'(x) = 0
on trouve au moins n + 1 solutions communes, différentes entre elles et comprises dans les limites x = —h, x = +h.
Conformément à ce que nous avons dit dans le $ 15, nous supposons que le dénominateur
n—i—1 n—1—2 A,% + À,% En 27. OR
ne s’annule pas entre = —h et x = +.
$ 30. En faisant pour abréger
2 + pe he Ho Rp TU
PRE ra HT SE Le ALT + À, x He... + À, 7, =,
nous trouvons
an + pad + Hp op) U
Ag Ed at l2s. + 4 7 et par là les équations
| F'(&)—L'—0, (@—h) F'(x)—0 se réduisent à celles-ci:
DL —0, (—h) EE,
D’après cela on reconnaît aisément que, x — x, étant une solution commune des équations
F(x)— L—0, (x?—h) F'(x)= 0, cette valeur de x vérifie aussi les deux équations suivantes:
d(a?— h?) (U2— Lo?) dæ SRE
En effet, la première de ces équations est une conséquence immédiate
de celle-ci:
U?— Lo = 0.
Quant à la seconde, elle se réduit à la forme 2 au d 2 & (U?— IL? v?) + 2 (x — DE) (0% — I?v æ)= 0, où, en vertu de l'équation U?— Jr = 0,
pour æ = %,, le premier terme s’évanouit, et le second, par la substitution de à la place de Z°v, devient
2(&?— h?)U { AU dv (0e — Un)
ce qui sera 0 d’après l'équation aU ,,dv
v — — U— dx dx QE — ) — 5 0,
dont æ — x, est une racine.
Mais tant que æ=— %, vérifie les deux équations (x? — M?) (U?— If v°) = 0,
d (x? — h?) (U? — L? v?) “0 dx Crsr à
la fonction (a? — R?) (U?— L?v°)
a nécessairement pour facteur (œ — x}.
De ce que nous venons de montrer par rapport à la solution commune aux deux équations Ç
il résulte que la propriété de la fraction cherchée . — F(x), énoncée plus haut, suppose que la fonction
(x? — h?) (U° — I? v?) est divisible par les n + 1 facteurs (æ RE To), Œ— &), (x A M), nement = æ,),
OÙ Lo, Li, Laye « « .Æ, SOnt des valeurs inégales et comprises entre x — — h et x — + h. D'où il suit que cette fonction est divisible par le produit
et que ce diviseur n’a point de facteurs communs avec v; car la fonction v, par la supposition, ne s’annule pas entre 42—=—kh et = +, et Toy Lis La + + -%, SOnt comprises dans ces limites.
Mais comme les fonctions U et v sont respectivement de degrés n et n—1l—1, le degré de (2° — A?) (U?— 1}v°) ne peut surpasser celui du produit
et par là le quotient de la division de
(a°— R?) (U? — I? v°) par (— a) (a—2) (@—2) ....(æ—x,} ne peut être qu’une quantité constante. Donc on aura (a?— 1?) (U?— L')—= 0, (x — 2) (x— 2) (— 2) ....(x—ax,Ÿ. Cette équation suppose que deux des facteurs D Dyy D — Un, Day os BU,
sont respectivement égaux à + h, t—h.
Or si l’on fait
L—L—=2%+h, &—%, —=2x—h, cette équation devient
U—Lo= 0, (240) (@—h) (@—2) ....(@—2,
et par là
U? ES IL? 2 = (a° — 1) W?, ou (10) U?— W® (x —h?) = L'v?,
en faisant pour abréger V GO (&—%) . ... @—2x,)= W.
$ 31. C’est d’après l’équation
U?— W°(2—— M) = Low
que nous chercherons la fonction U, désignant, comme nous l’avons vu, le numérateur de la fraction
Ù a+ pat—tl +... + pi) x + pr)
Hi. ARE EL RE An 1 à
qui, parmi toutes les autres de même forme, s’écarte le moins de zéro, depuis z——h jusqu'à æ — +. Nous supposerons qu'après la décomposition de la fonction nd RAT Tr + À — 0 1 . nt en facteurs linéaires on trouve
= 1, (@— o)1 (x — a)? FRE RE
où &,, &,-... sont des valeurs différentes entre elles. Comme la fonction v, par la supposition, ne s’évanouit pas entre &——h et 4—<+h, les quantités &,, æ&,.... ne peuvent avoir d’autres valeurs réelles, que celles qui ne sont pas comprises dans les limites 4 = —h, x = + h. D'autre part, puisque la fonction v est de degré n—l—1 et que v est égale à A,(t— a) (x —a,)?....,0n aura
Enfin, comme | G—R)W= VC, (x—12) (&@—2x,)(x—x) ....(æ—2,),
et que %, %,, %,....4æ, sont des valeurs comprises entre æ——h et æ — + h, la fonction (x? —}?)W ne pourra s’annuler pour 4 — &«;, &,....
$ 32. En passant à la détermination de U d’après l’équation U? — WW? (x — DR) = Lv?, nous commencerons par chercher toutes les solutions de l’équation X?— F2 (x — h?) — Co,
où (x? — }?) Y ne s’annule pas pour æ—«,, &,....,la fonction v étant décomposable en facteurs linéaires de la manière suivante:
Pour y parvenir convenons de désigner par €,, €,.... l’unité prise avec l’un de deux signes +, par P la partie rationnelle de Pérproion
ER rm RE 2)" — 4 &— À 1 a+ h %o— h =) .
ou, ce qui revient au même, de celle-ci:
x —h 4 T+h Pr VE) 6h .erh si a? — h?\h a — h Far t a>— h a+ h ” 3 a 2} °°°"
et par Q Vz? — ? sa partie affectée du facteur irrationnel Va? —h?. D’après cela on trouve
CSN A æ—h æ + h\2u Ve Én [r+evz h (Vi + RE) Eh ta Vrathl | DS ne ru ss SR
els 14: æ—h... x + h\2h æ—h vV= 2 LP QVa = (y V5) (Vs Eu et ces formules, multipliées entre elles, nous donnent
P°— @ = = <=) Se
a—h a+h &— h ao+ h __{ 2h \# 2h \% ” ; dE Es (= r) .…..(@— &) (x — a) Pi.
D'où, en remarquant que le produit
est égal à 4°, à un facteur constant près, nous concluons que les fonctions P et Q ainsi déterminées vérifient cette équation
(13) PQ (a — À) = CH.
De plus, on reconnaît aisément que les fonctions ? et Q 22 = R ne
s’annulent pas pour æ = &,, &,,...., et que leur rapport
ces valeurs de x, se réduit respectivement à €
, pour
P QVa? — 2 TA Pour le mettre en évidence, remarquons que æ — «, réduit à zéro ou
l'expression æ—h F æ+h di — h 1 a+ h ?
+e is + h?
ou l’expression
selon que &, —+1 ou & ——1, et que pour cette valeur de x, aucune des expressions
æ—h r == —e Ps.
Éoh a Lo+ h? &a— À 3 agt+h?"""" ne peut s’annuler, les quantités &,, &,, &,,.... étant inégales entre elles. D'après cela, les formules (12) pour æ — «, donnent ou
P—QVr—h—0, P+QV à — 1? — valeur finie, ou P+QVi-h—=0, P—QV x — 1? — valeur finie,
selon que €, — + 1 ou — 1. Donc, toujours P—e, QVr—h—0, P+e, QV a? — 1 — valeur finie.
Mais d’après ces équations on trouve, évidemment, des valeurs finies
pour P et Q Vx®— h, et la première d’elles donne —"$@, ce qu'il
QVae — 1?
s'agissait de montrer.
$ 33. Il est facile maintenant de trouver toutes les solutions possible de l’équation X2— Y? (x — À) — COe?,
où Y Vx? — h? ne s’annule pas pour 4—%,, &,,.... En premier lieu, remarquons que cette équation, où v— À, (&— a) (x— a). ..., pour = «,, &,,.... donne X?— Y° (x —h) —0 et par là
X=+EYVe RP
et, comme la fonction Y Vx?— X? ne s’annule pas pour t— 4, @&,....,
cela suppose que le rapport pour t—4@,, &,...., doit se ré-
YVa — duire à 1 avec l’un des deux signes Æ+. D’où il suit qu’on n’omettra aucune
solution, en supposant que :
YVa—=h? pour TX — 4, LITE RE se réduit
respectivement à €, €,,...., qui sont égaux à + 1. Cela posé, nous allons montrer que les solutions cherchées de l’équation
(14) X2— 7° (a — M) = CU?
et les fonctions P et Q, déterminées par (12), sont liées entre elles de la manière suivante:
1) Les expressions PX — QY (x? — h?), PY — QX sont divisibles par v?.
2) Les fonctions
vérifient l'équation X?— YŸ (x? — h?) — constante.
En effet, par les équations (13) et (14) on trouve X?= (à —h) + CO, P?— Q@ (2? — À) + CO o?, et en vertu de ces valeurs de X° et Y?, le produit (PX— QE —W)) (PX + QF(a— M) = P? X— Q FE (at — HP)
se réduit à
(7° (& — hè) ns CO v°) (Q° (x? en Rè) + CO v°) LT Q@° F7? (x? — 12)
— COQ (x? — 7?) 0° + CO PE (2? — D?) v° + CO COot, D'où il est clair que le produit (PX—QY (x —1ÿ)) (PX + QY (x —H?))
est divisible par v*.
D'autre part, on reconnaît aisément que le facteur
PX+ QY(@—1#)
ne s’annule pas pour T—=@,, dj, ...
Pour s’en assurer, remarquons que les fonctions
QVa=r, FV hr
ne s’annulent pas pour ces valeurs de x, et tant qu’elles restent différentes de 0, l’expression PX + QY (2° —Jà)
ne peut s’évanouir, à moins qu’on n’ait
PX
Dent = 0 ou, ce qui revient au même,
QU R YVa—h Or, cela ne peut avoir lieu pour 7 —=«,, &,,...., Car nous avons vu que, pour ces valeurs de x, les rapports ! X QV x? — h?? YV a?—h?
se réduisent à «,, €,,...., et, par là leur produit devient £,°, ,2,.... valeurs
‘égales à 1.
Aïnsi on parvient à s’assurer que l'expression PX + QY (2° — là)
ne s’annule pas pour æ—=&@,, &,,...., et, par conséquent, qu’elle n’a point de facteur commun avec la fonction
v— À, (x — a) (x — a)? ..., Mais comme nous venons de trouver que le produit (PX—QY (x —1à)) (PX + QY (x —HÀ))
est divisible par v?, il en résulte que v? divise le facteur PX—Q Y(x°—h?). Il nous reste à montrer que les fonctions
PX—QY(x —h?
we re ),
_PY —QX Y, = vérifient l’équation X$ — Y} (x°— 1) = constante.
Or on y parvient très aisément, en remarquant que le produit des équations (13) et (14) peut être mis sous cette forme:
(PX— QY (a —h)) —(PY— QX} (2° —h?) = CO CO ot;
d’où, en divisant par v#, on obtient
PX — QY (x? — mi) + = } (a? — h?) — CO CO,
et par là X — Y (ax? — À) — COCO,
en dénotant par X,, Y, les quotients de la division des fonctions
PX—QY(À—H),, PY—QX par v*.
$ 34. De ce que nous savons sur la relation des fonctions P et ©, déterminées par les formules (12), et les solutions cherchées de l’équation
X?— (x?) = CU v,
il est clair qu’on tirera toutes ces solutions des formules
PX— QY(æ— N°?) X, — Po ;
PY— QX Y, — "3
en prenant pour X, et Y, toutes les fonctions entières propres à vérifier l’équation X?— YF (2° — h?) — constante.
Or, d’après ce que nous avons vu dans le $ 22 par rapport à l’équation F?(x) — P°(x) (2° — À) = L?, on ne pourra vérifier l’équation XS — YŸ (2° — À) — constante, en prenant X, du degré », que par les valeurs de X,, Y, déterminées ainsi:
X, — CP, Y, = G @,; P,+Q, Va —h— (œ+ Va R)", | —— QVr—hR— (@—_ Ve)",
ou, ce qui revient au même, X,+LVi—h—0C, (œ+ Va —#)", X,— LV —C, (œ— Va)".
D'où il suit qu’on trouvera toutes les solutions possibles de cette équation d’après les formules
Xe RVe— =, (x+ Ve),
XVe 0 (&— Va —R),
en prenant pour l’exposant À un nombre entier quelconque. Nous concluons de là que toutes les solutions cherchées de l’équation
X?— Y'(x —h) = CO
_ se déterminent par ce système d’équations:
PX—QY(&—N) y _PY—QX RS
FRE
ee
X,+ XL, Va—W—0C, (x + Var — Re), XL VMC (x — Va Ti), où P, Q sont des fonctions entières qu’on trouve au moyen des formules (12).
| $ 35. En passant à la recherche des valeurs de X et Y, nous remarquerons que les deux premières équations donnent
de QVa?— 1) (X + Y Var — Last à
X,+ Y, Va — { D se oo om rer)
et, en vertu des deux dernières, ces formules deviennent
CO (x + Va) — Re — en Y V2 — CE D}
GG van) Ce Ge re) 21*
En remplaçant ici, d’après (13), v* par sO
, nous obtenons
0 P? —. Q@? (x? ie h?) P+Q Var 72°
pe 7 (P+ Q di x? —h?) (X— YVx? — h?) X—YVa?—h? CG (x — Var — hi = = CO — Q2 (x? — h?) CE P—Q Van?
D'où résultent ces valeurs de X + Y Var RE ét X— Y Va — h: X+ YVe = (a+ VER) (P+ VF) X— EVER = (Va) (P— QVr TP),
qui, après la substitution des valeurs (12) de P + Q Va — lÿ, P—QVr— à, et faisant
deviennent
BV PV VER = YV- h— C(x-Vr he) (y4 ee VE)" VE 2) Re
Ainsi nous parvenons à déterminer toutes les solutions de l’équation
X2— y? (2° RE 1°) — GO y
où Y Va? — } ne s’annule pas pour t— «,, &,,.... La quantité Cet le et le nombre À sont des constantes arbitraires; €, &,,.... désignent + 1.
$ 36. D’après les solutions trouvées de l’équation APE 7? (a? — T5) pes C0) v”, nous voyons que l'équation
établie par rapport à la fonction cherchée U ($ 30), suppose
DV C (eV) (VE VE VE He) ET 575) (n/a —h x +h Ÿ*"( + h\%
U—W VE =G(a- Va) (VV ES (VE rh Vi) e
et par là
À x —h x +h\2h x —h x +h \2k ne ARE 2) pre noue te ES À (x + Va h h AE hé 1) V£ + ; 1) sais
À Se ee a h2) V= fx y: +h de %æ 2? — h? LE + Fi ir) AE à (x — Va? À æ zh V= +-h \2h æ —h 2 V= +h\2l a +h eh 2Ÿ œ+h), *‘'°
7 Va? — h?
Pour déterminer les valeurs de À et de C; observons que l'expression trouvée de U, étant développée suivant les puissances descendantes de %, donne pour premier terme
2 G(—= + HN" ( ee À arbre, Va—hk Varh Vao—h Va,s+h
et comme la fonction cherchée U est de la forme
De NC AUS MARS TM
D x + p°) il en résulte
Pi Ge (1.
ah Va+h Vas—h Va+h
La première de ces équations, en vertu de (11), nous donne
et en portant cette valeur de À dans la dernière, on en tire
Li l ( 1 € }" 1 Eo }” : a 2 Re sir Vu—h Vaith Voy—h Vayth
D’après cela Les expressions précédentes de U et W deviennent Phi z+h24r PA lle x +h 2h
U—( 2 1 €] 1 C7 3 Rat ci L. SORT a Va,--h Va+h Vas—h Va,+h
ra /x —h 1/27 F zh _ .,/2+h 2e 7 É — VAT ET a —h 1Y o+h %o—h 2} a+h
2 1 e I ë, h LA ‘ =+ = | Va—h ya+h — Va—h Vas+h NES à /&—h æ+h Tr “Ju. PPAE" æ +h2l w (x + va? 2) 2 ay —h a+-h do —h 2Y a+h oi y 2 ph? : Dore ; 1 + Fi Va—h Va,+h — Vay—h Vas+h
Fu /€ —h : œ+h 24 fx —h | æ +h2à LE (x + Va? =) a —h 1Y a,+h ao—h “2Ÿ a+h
+1 Var ph? 1 4 €] 1 il < — Va—h Vath — = Va—h Vas+h —
$ 37. Pour trouver la valeur de L, remarquons que pour æ—# l’équation U2— W:2 (x? — h) — donne PeLe, U=+ Lu,
ce qui prouve que la quantité ZL, au signe près, est égale à la valeur U : RE
de -- pour æ— h, et comme les expressions précédentes de U et de v, dans
le cas de æ—h, fournissent
" 2h 2h & 2h 2h U=9 h\Ha : a+ 2Va,rh = 2 1 € 1 € PA he ——_—_— + Voi—h Va+h Voao—h Vayt-h (ou — jh (ay — je... hiththt.... +1 OÙ (ay + €, Va? — h2)i (a + Eo Va —h}.... «
et que d’après (11)
il en résulte cette valeur de ZL:
TT sé Rn bar. Lo (a + 63 Von? — h2}h (ag + Ep Var — 2)... .?
ou, ce qui revient au même,
nn
dans. (1+4}/1—2) CCE | 1 ; 2
Mais comme on a
DE
—l— —l— , 9 = 4,2" + À,% nÈe et . + A, , —=24(&— 0.) (x — An). on trouve hyh er dl An—1—1 LA : a De dore Po À9
et par là l'expression trouvée de Z se réduit à celle-ci: : ; (15) Le ——
R2 \à Bb.
$ 38. Dans les expressions de la fonction cherchée U et de la quantité Z il ne reste d’inconnu que les signes de e = +1, e —+#+1.... Nous allons montrer maintenant qu’on doit prendre
si l’on désigne simplement par des radicaux
at ol
celles des racines des équations
dont la partie réelle est positive.
D’après l’expression de Z on voit que son module, pour & — + 1, &ü —=—+1,....,a la plus petite valeur de celles qu’on trouve dans toutes les hypothèses possibles sur les signes de = +1,e, —Æ#1,....; car, les parties réelles des quantités
Vis Vi
étant positives, les modules de
7e mm:
sont respectivement au-dessus de ceux de
ÉyArS, ES
D'autre part, on reconnaît aisément que la valeur de Z, qu’on trouve en prenant & —+1l,e, —<+1,...., est réelle. En effet, les quantités “, &,.... ne peuvent avoir, comme nous l’avons vu ($ 31), de valeurs réelles comprises entre æ—— het x—+%h, et par là on'voit que les
expressions hè F2 1 ENT œ 2? Æ rl a2? ...
ne sauraient être imaginaires que dans le cas où &,, æ&,,.... le sont. Mais comme les facteurs imaginaires de la fonction réelle
0 — À, (x — a) (tr — a,)°....
sont conjugués deux à deux, il suit que la même chose aura lieu par rapport aux facteurs imaginaires du produit
(1 Fe cu (1 0 on de
et alors notre formule donne pour U une valeur réelle.
En vertu de ce que nous avons montré sur la valeur de Z dans le cas dee —=+1,e,—+1,...., on voit qu’elle sera la plus petite parmi les valeurs réelles de Z, qu’on peut trouver d’après notre formule. Or, comme Z
désigne la limite des valeurs de la fonction cherchée £ entre æ— — h et
æ— +-h, et que, suivant notre problème, il s’agit de rendre cette valeur aussi proche de zéro que possible, il en résulte que la supposition
donne la solution cherchée, si toutefois, en prenant ces valeurs de €, €,,.... FRA à : « dans nos formules, on trouve que la fraction —, depuis += —A jusqu'à
æ = + h, reste effectivement comprise entre — Z et + L. C’est ce qu’on reconnait très aisément, comme nous allons le montrer.
FE DO
En posant & = +1,e,—<+1,.... dans les valeurs trouvées de U
et W, nous remarquons qu’elles se réduisent à cette forme:
— A? ? À — oh? 2 | at V 1— M ya TR AE AL Vie | (il 6 en ( @] % Qo Lo :
a Va? hi L a s a?
E 1+ V'- — L y — LT _— (2 1 | DE CA 2
… (a+var Te 2) +1 ee
Hi ET Te TE ….
(eva R2)t#1 &
+1 y x2 ph? h2 h2 UT Fo ve vi L 1-2 a — Lo” =
et comme les facteurs des produits
(— Fo Lu per. 1— Va)...
(1 y va) (a — Vive Be) purs
en vertu de ce que nous avons vu par rapport aux quantités Vi-Ë, SEE Las h? LA e® e LA e # “ nes e ..., sont ou réels ou imaginaires, conjugués deux à deux, on
voit que les valeurs U et W sont nécessairement réelles. Mais tant que les fonctions U, W et la quantité Z sont réelles, l’équation
suppose que, depuis æ = — h jusqu’à æ — + h, la fonction U? ne surpasse pas Z?w, et par conséquent, la fonction 2 reste comprise entre — L
et + Z, ce qu’il s'agissait de prouver. Ainsi nous parvenons à reconnaitre
que, la fonction U étant déterminée d’après la formule (16), la fraction e sera celle qui, parmi toutes les autres de la forme
an + plait... + pi) + pÜn) À) an—i—14 4, an—l-24., « + An}
et avec le même dénominateur
s’écarte le moins de zéro entre = —h et x — + h. Quant à L, limite
des valeurs de cette fraction entre x = — X et x — +- h, nous trouvons, en
prenant dans la formule (15) e, = 1, €, — 1,...., qu’elle s'exprime ainsi: L, —
+ 6e DE APE h2 \u R? \h 2 An (1 +Vi=5) (-+-yi-Ë) Ts Comme toutes les autres fractions avec le dénominateur
n—l—1] n—l—2 A,% + À x six As
et le numérateur
gt +pat +... + pe + pe
entre 2 — —h et x — + h, s’écarteront de zéro plus que celle dont nous venons de parler, il en résulte que, dans cet intervalle, leur valeur ne pourra pas être au-dessous de la valeur trouvée de Z.
$ 39. Indiquons maintenant le parti que l’on peut tirer pour l’Algèbre des résultats donnés sur les fractions de la forme
an 4 pal +... + pi) + pÜn)
AD NT 4 A a a ee Age à?
Si &, &,,.... sont réelles, les quantités P2 h2 1 +V1i—Ë, 1 +V1-Ë, À
comme nous l’avons vu, le sont aussi, et leurs valeurs sont évidemment audessous de 2. D'autre part, si &,, &,,.... sont des valeurs imaginaires et
date à:
que @ soit la limite inférieure de leurs modules, on voit que les modules des quantités PRE © EE A 1+V1-Ë, 1e Vi...
2 à h ne surpassent pas 1 +1 +7 et, par conséquent, restent au-dessous de 2 +- Te
car vi e < 1 + _ D’après cela, en supposant que l’équation
HT Le VA pee à ....+ À = À, (&—a,)" (x — a}. LE re, Tr 0,
à pe racines imaginaires et %—{ — pu. — 1 racines réelles, nous trouvons que le produit
(1 +V1-Ë) (1 + V1 —#). Le
car au 1 11/20 +h\ à est plus petit que 28 (2+ +) =2" : { a ) ,et par là
> 2) (rit a! _ M ._F\ ©\2/ Re+x]" 2(1+ 1) (+ da) D'où, en vertu de la valeur de
Le —— Ée ; ol À 1 Fe ON RL A nn}; > Ta Es a a? .…...
résulte, dans le cas de 4,_,_, — 1, ce théorème:
Théorème 12.
Si le dénominateur de la fraction
a+ pal + pli) + p(n) Ajan—t1 + À, an—l—2 + Le «+ Ant +1
ne S’annule pas entre x — —k et x = +- h, la valeur numérique de cette
fraction, depuis x — —h Jusqu'à x = +h, ne peut rester au-dessous de h \" 2p.\ . ; . Fo - ;
2 (5) (5) » Où y. est le nombre des racines imaginaires de l'équation
SAR 740 adsl A2 ‘+ A x" +... +4, ,,2%+1—=0
el © la limite inférieure de leurs modules.
Si la fonction 4,2" + 4 ar à À,,_,_,% +1 S’annule entre æ—=—h et 4 — + h, dans ces limites la fraction
a+ plat. + pi) g + pl)
4 an—l1 + Ai OR An—i—2 2 +1
ne peut rester finie, à moins que son numérateur ne s’annule en même temps que le dénominateur. D’après cela le théorème actuel entraîne celui-ci:
Théorème 13.
Dans les limites x — —h et x — + h, où la fraction
a + pal +... , + pli) + pin)
Age + A al + + Any 9m +1
| ; 0 ne.
ne devient +, sa valeur numérique me peut rester au-dessous de
R\"/ 26 \ | A ES ue 2(+) 5) , & étant le nombre des racines imaginaires de l'équation
n—l—} n—l—2 Er vue LS À,T + À, % +....+ 4, , ,%+1—0 et p la limite inférieure de leurs modules.
Dans le cas, où le dénominateur
AA TETE ee PT Re A + 1
ne contient que des facteurs réels, le nombre 1 se réduit à zéro, et le théorème précédent se change en cet autre:
Théorème 14.
Si la fraction
an + pal +... pi) à + pin)
4 an—l—1 + À alt + + Anp—l2%t +1
» . » . DST 2 . 0 dont le dénominateur est composé de facteurs linéaires réels, ne devient entre z = —h et x — +h, sa valeur numérique dans ces limites ne peut
rester au-dessous de 2 (2)
$ 40. D’après ces théorèmes on démontre plusieurs propositions très simples par rapport à la résolution des équations. En voici quelques-unes:
Théorème 15.
Si l'équation AxŸ + Ca? +... + He +K—0O a u racines imaginaires et que leurs modules ne soient pas inférieurs à p, on trouve au moins une racine de l'équation
PR AR Re Ce + Has Jr K=0
entre x —— h et x —+h, tant que la valeur numérique de K ne surpasse 9 h \2À+1 2p \:
ue (3) ( p+ 5)
En effet, si l'équation D + An + Bat Ca +... + Hi +Jrz+K—=0
n’avait point de solutions entre 4 — —} et x — +- h, la même chose aurait lieu par rapport à celle-ci:
D An + Bat — Ca +... — He + Jx—K= O0, qu’on trouve en changeant æ en — x dans l’équation D + Aa + Ba + Ca +... + He + Jx+K—=0,
et par là il faudrait conclure que, dans les limites x = — h et — + h, on ne peut satisfaire à cette équation
Ge Bale + Ja — (A+ Ca +... , + Haf+ Kÿ—0,
obtenue en multipliant entre elles les deux équations précédentes. Or cela est inadmissible, comme nous allons le montrer.
Cette équation a évidemment une solution entre 4 = — h et x = +, si dans ces limites les deux fonctions
ae Ba l+,...+ Ja,
re CRT e Ci eue Mass K
s’annulent ensemble. Dans le cas contraire la fraction
entre æ——# et æ—+h, ne devient pas _ et alors, d’après le
théorème 13, sa valeur numérique ne peut rester au-dessous de
À 2(5) Fe 5); et par conséquent au - dessous de la valeur numé-
2 2p+h rique je K, cette valeur étant, par hypothèse, tout au plus égale à 2 (5) CG) Mais en mettant l’équation (a 4 Battle... + JaP — (Ant Can +... + Hi + K} —0
sous la forme
LÀ + Sas +... + sa + 1]
a+ Bañ—i+... + Je 2 9 K
on s'assure aisément qu’elle à au moins une racine entre x—— et x = + h, tant que la fraction
a +1 + Bad—1+,..,+Jax
A 2À C 21 —2 H 2 Kx° +R Het 4 1
qui s’annule pour æ— 0, ne reste pas dans ces limites numériquement au-déssous de Æ, ce qui prouve le théorème énoncé.
À l’aide de ce théorème on trouvera toujours les limites — X et + h où l’équation
MT se Aa Da CR se Hit K—=0
a au moins une racine, en prenant pour kune valeur positive qui remplisse la condition
h \4142 2 p Qu — 07 4) Gr Or si l’équation A+ Ca? +....+ Hi K—=0 n’a que des racines réelles, le nombre & se réduit à zéro, et alors cette
condition devient
ou
ce qu’on vérifiera en prenant pour À celle des deux valeurs + 2 - K,
2À+1 > 1 . ., « , , 1 ae — 2 V=x qui est positive. D’où résulte le théorème suivant:
Théorème 16.
21+1 241 Dans les limites — 2 V= K, Ur ES on trouve au moins une
racine de l’équation
gt Aa BAT Ca +... + Hi+Jr+K—=0
si l'équation À x? + Ca? +....K—0 n’a que des racines réelles.
$ 41. En remarquant que la condition (17) peut être mise sous la
forme aps K° ( Fe 2.
on voit aisément qu’on la vérifie par une valeur positive de k, en prenant
AT — : Frs ose lie!) ,
Pour s’en assurer, on n’a qu’à remarquer que, pour cette valeur de , on trouve d’une part
Se 41 +2 Qu 41+2_ Qu.
k 41 —2p+2 1 2 | 1 1 | SRE 79 4 4 1 | a(à) —4(5x) 1+IVTE ss +
et de l’autre (à cause de » > 2 Ve K°)
L Qu 41 +2 Qu 2 4 1 Fi Ë Fe +. << Vé+ +
D'où resulte l’inégalité
OR
qu’il s’agissait de vérifier.
En observant que, d’après l’expression ci-dessus de h, cette valeur propre à remplir la condition (17) est égale à
2)+-1 LE 21— Si Php
avec l’un des deux signes +, nous déduissons du théorème 15 celui-ci:
Théorème 17:
On trouve toujours au moins une racine de l'équation D Aa + Ba + Ca +... + Ha +Jt+K—0 entre les limites 9 V+x Fa 11e
À+-2 er | HEURE a ul
+2VTK 1+2V2r | :
où p. est le nombre des racines imaginaires de l’équation A+ Ci? +... + Hi+K—0
et p la limite inférieure de leurs modules.
Si p ne surpasse pas À, la fraction et alors *)
rer a reste plus petite que 1,
ue + #0 Le DS 2 MÉATENNRE ne: Vie : ts LR F2) Cp) 1 + <1+06 (+ )
d’où il résulte
2À+1 eus 2) 4-1—p 2À +1 Es 2V3E FE +V+ K | <2VFE+2V a
et le théorème précédent entraîne celui-ci:
*) On reconnait aisément que dans le cas de z > 0, m <1 et > 0, la quantité (1 + z)" est plus petite que 1 +- 27°, en remarquant que la fonction (1 + 2)" —1— 2", dont la première dérivée est m [(1+2)"—1— 31], reste décroissante pour toutes les valeurs positives de z et s’annule pour z = 0.
Éd
Théorème 18.
Si 1, le nombre des racines imaginaires de l'équation AR + Ci +....+H+RK—O,
ne surpasse pas À et leurs modules ne sont pas inférieurs à p, on trouve toujours au moins une racine de l'équation
EL es ARR BR TR OR +. His Jr K—0
entre les limites
241 2} —-U+1 +2y/-K+72 Su
Dans le cas où l’équation
A in CRE AC + K = 0 se réduit à K,2°*°+ K—0,
les quantités X,, Æ étant de même signe, on trouve que m, le nombre de
ses racines imaginaires, est égal à 2 À,, et toutes ces racines ont pour module S.à
K Or, en prenant cette valeur pour @ et posant u — 2 à,, on obtient
2À+1 21 —p+-1 2 +1 20 —À9)+1 2 Vir+oy RNA er 2 2 ph 2 à
D'où, en vertu du théorème précédent, résulte le suivant:
Thérème 19.
Si l'équation
De Cat... +Ka0+....+Jx+K—=0 ne contient qu’un terme K, x°* avec la puissance paire de x et que le coeffi-
cient de ce terme soit de même signe que le terme connu K et l’exposant ne
surpasse pas À, celte équation a au moins une racine, comprise entre les limites
2À+-1 2 — À0)+1 1 1 SayTr- IV, 2À+1 20 — 0) +1
+2V3E Er ne
Si les termes X,2°% et X sont de signes contraires, on trouvera, d’après le théorème 11, au moins une des racines de l’équation
gp Col + Ka... .+Ja+K—=0
dans ces limites plus rapprochées:
2À+1 21+1__ ne VE 9 V+E K.
Donc, si l’on désigne par X,, K des valeurs positives, les limites
Se PME 20 —ho)+1.
+ 2 V- K + 2 V _ de contiennent nécessairement au moins une racine de l’équation Cale, EKat+... .+JatK=0,
quels que soient les signes des termes X,2°° et K.
XIIT.
Sur la fraction qui, parmi toutes les autres de la forme pan plants, + pin + p—b pin—l+i) xl + pin—Hr2) al—1.. .: + pt) æ + pti)? entre — —h et x — + h, s’écarte le moins d’un polynôme donné
noie MR TE Data
$ 42. Il est clair que cette fraction ne doit pas devenir infinie pour æ = 0 et cela suppose que, dans son expression
p'an-tit plan—l-2s., + pti) æ + pln—1) pin— 41) x lp pin—t+2) Pme VER + pl) & + pin+1)?
NT
in sul oit.shaf ist todife er dos ss
le terme p ne se réduit pas à zéro. Mais tant que pt n’est pas zéro,
cette fonction peut être évidemment mise sous la forme
on an—l—1 + po TR + Pn_l T +Pn—l
567 ; Pn—1i+1 a+ pn_ 14 al—1 +... + Pn? +1
en dénotant
p p"! pi—i—1) pln—1) p—i+i) p{n) pln+1)? pt+1)?° get au pln+1) ? pii+1)? pi +1) Et fe pli)
par Pin Pers Pat nr Pat Patent: Po:
C’est sous cette forme que nous chercherons la fraction dont il s’agit. En désignant par F(x) la différence du polynôme donné
AE A Ban TRE et de la fraction cherchée
mn an—l—1 + Po an—l-2 +... + Pn— 11 L + Pn—i
Pn—1+1 + pn_per ai +... +Pnt+l î
nous concluons du théorème 4 ($ 16), que le nombre des solutions communes aux deux équations
et différentes entre elles ne peut s’abaisser jusqu’à n + 1 — d, à moins que la fraction cherchée
PA an—l—1 + Po DES En. + Pn—l1 XL +Pn—|l
Pn—1+1 d'EOn vie D ke... «+ PnT +1
ne se réduise à la forme
Pan at Ci... + Pn 11 L + Pn—l Pn—1+d+1 go... +Pnt+1l
Or, en faisant pour abréger
VV — U}—I?V
a"V=U (ei — 3) — 7 —0.
$ 43. En suivant la même marche que dans le $ 30, on reconnaît aisément que, æ — 4%, étant une solution commune à ces équations, l’expres- Sion (2 — 7?) [UV — U} — I? V?|
est divisible par (x—x,), et comme le nombre de ces racines, différentes entre elles, est au moins # + 1 — d, nous concluons que l’expression
(a? — à) [(uV — UŸ — I? V?] est divisible par les n + 1 — d différents facteurs (c— 2), (x— x), (x —ax,),.... 7 — 4%, à). D'où nous déduisons l’équation (at?) [(uV—U)— LV] = C(a—x) (a —2) (a —2)....(a—x,_ à,
en remarquant que la fonction (x? — h?) [(wV — U)? — I? V*], où
ua lt Aa Bart...
F= D + + 1 — Pn_1+a4#+1 SIN PnT ?
_… n—l—d—1 U=9p,,,% He HD, TD,
ne peut être de degré plus élevé que son diviseur (G— 2) (x — x) (x—2,)....(t—2,_ }.
Mais cette équation ne peut avoir lieu, évidemment, à moins qu’on ne trouve æ — h et x + h parmi les facteurs |
D — Lo, T— Li, D — Boys T — Un _ y
RE PR re Te
et si nous supposons, pour fixer les idées, qu’on ait
G—G=%—h, 2—2% —=%+h, elle devient
(ah) [Qu V— UY— LA Vi] = C(a—h} (+) (a—2)... (ax, _),
et par là
QuF— UV} LP = Ce —h) (@—2)....(@—2, D'où nous tirons l’équation (18) (uV—U}ÿ — LV?= W? (2 —7), en désignant par W la fonction entière VC(&—x)....(@—x,_,)
Comme les fonctions U et V sont de la forme
n—l—d—1 Pa? ue rhinCrE D,
1—d Dr host D Tr],
leurs degrés ne surpasseront pas n—/— d—1,/— 4. De plus, on voit facilement que le degré de V ne peut être au-dessous de Z— d; car autre-
ment la fonction | (uV— U} — IL? V?
serait de degré inférieur à 2(n— d), et par conséquent l’équation (18) où Mr —hR) = C(G—x)....(@—x,_) (a —h
ne pourrait avoir lieu. Donc, la fonction W sera nécessairement du degré ! — d.
$ 44. Conformément à ce que nous avons dit dans le $ 16, la fraction
U __ pa ave à + Pn—1—1 2 + Pn—i SN OU PET nd D + PnT+l
est la valeur de la fraction cherchée réduite à sa forme la plus simple, et, par conséquent, les fonctions U et V sont premières entre elles. Cette valeur de la fraction cherchée peut présenter deux cas; savoir: celui où d est un nombre pair, et celui où d est impair. Mais nous réduirons le dernier
cas au premier, en supposant que, dans le cas de d impair, on introduise
x x — où 1——
dans les fonctions U, V, W un facteur commun, tel que 1 +- + É
ce qui r’altère ni la forme de l’équation (18) ni la valeur de la fraction _ seulement ses termes deviennent divisibles par une même fonction x + X ou æ—h. En vertu de quoi nous supposerons désormais que d est un nombre pair et que les fonctions U et V peuvent avoir un commun diviseur & Æ b, diviseur qui ne présente aucun embarras dans nos recherches, comme on le verra ensuite.
$ 45. En passant à la détermination des fonctions U et V, nous remarquerons que l’équation (18) peut être mise sous cette forme:
Q@uV—U+ LV) (UV —U— LV) = (2 — à) WE,
ce qui prouve que la fonction (x°— k°) W? est décomposable en ces deux
facteurs :
uV—U+ LV, uV—U— LV.
Comme ces facteurs, multipliés respectivement par L—u, L+u, donnent en somme — 2 LU, et que leur différence se réduit à 2 LV, il est clair que leur commun diviseur doit diviser aussi les deux fonctions
et, par conséquent, qu’il ne peut être que de la forme x + h, car les fonctions U et V, comme nous l’avons vu ($ 44), ne peuvent avoir un commun diviseur de l’autre forme. En vertu de cela et en remarquant que la fonction (æ°—h?) W? ne peut être décomposée en deux facteurs soit premiers entre eux, soit avec un commun diviseur de la forme æ +}, que de
ces deux manières:
(@—hWS.(c+RhW, nous concluons que l’équation uV—U+ LV) (uV—U—LV)= (a? —1TJà) W?
entraîne nécessairement l’une de ces quatre paires d'équations: uV—U+LV=WS, uV—U— LV = (À —R) W}; UV—U+LV=(c—RWË, uV—U—LV=(x+h W; UuV—U+LV= (RP) WS, uV—U—-LV = W}; UuV—U+LV=(x+hWS, uV—U—LV—=(x —h) We.
De ces quatre systèmes d'équations nous n’aurons qu’à considérer les deux premiers
uV—U+LV=W, UuV—U—LV = (x —T) W, uV—U+LV—=(c—h WE, uV—U—LV—=(x+h) W}; car les autres s’en déduisent par le changement du signe de la quantité L. De plus, comme les fonctions #, V sont respectivement de degrés n — 4, 1—d, et que le degré de U ne surpasse pas n—/—d—1, on trouve
que l'expression uV — U+ LV
est de degré n—d, et, par conséquent, d étant un nombre pair, cette expression sera de degré pair ou impair, selon que le nombre » lui-même est pair ou impair. D’après cela et en observant que des deux systèmes d'équations
uV—U+LV=W,, uV—U— LV = (ÈÀ—-R)W, uV—U+LV—=(c—hWS, uV—U—LV—=(x+hW;, le premier suppose que la fonction
uV—U + LV
est de degré pair, et le second qu’elle est de degré impair, nous concluons _ que le premier aura lieu dans le cas de » pair et le second dans le cas de n impair.
Nous allons traiter à part chacun de ces cas.
Le nombre » est pair, $ 46. Dans ce cas on aura ces deux équations: (19) uV—U+LV—= WE, uV—U—LV—(#—# We, qui étant résolues par rapport à U et V donnent
(20) 2LV—We—(a—#) W,, (21) 2LU—(u— I) We —(u + L) (x? —h) WS.
Comme les fonctions #, V sont respectivement de degrés n —7, 1—d, et que le degré de U ne surpasse pas n—/ — d— 1, les équations (19) nous
montrent que les fonctions W,, W.
D’autre part, l’équation (21), étant mise sous la forme
2 U=| WV u=L=W,V{u+ Le) | [WVu-L+ M VQu+L)(—) |
nous donne DJ PER 2LU W u—L OW[W(u—L)+WVR2— La? —h)l
. . 2 — h?2 ce qui prouve que la fraction LE est la valeur de VE M) exacte
jusqu'aux termes de même ordre que
PE PA D W, [W,(u — L)+ W, Vu? L?(x? —n?)] °
Or, comme les fonctions W,, M » Par ce que nous avons vu plus haut, 2 n— d
ne surpasse pas n — [— d—1,0on ne que l’expression
— l1,n—1, et que le degré de U
2LU Wi [Wo(u— L) + W, V{u?— L?)(x? —h?)] p V4 # n—l—d—1 n’est pas de degré plus élevé que — + Donc, la m? x? .an—l fraction À 77; d'après l’équation dont nous venons de parler, est la valeur de
L) (@2—h? 1 Vue T ] exacte au moins jusqu'aux termes de l’ordre ñ° Mais
comme W.,, le dénominateur de la fraction =, n’est que de degré n — à
ns | <5 -, cela ne peut avoir lieu, à moins qu’elle ne soit l’une des
fractions convergentes de l’expression
qu’on trouve par son développement en fraction continue.
De plus, comme le dénominateur de la fraction . est de degré 2], elle ne peut donner la valeur de V ne 1) exacte
1 . : (u + L) (x?— h?) jusqu'aux termes -;, à moins que la fraction convergente de V ES OS
qui vient immédiatement après elle, n’ait pour dénominateur une fonction n + d
+ 1. D'où l’on voit, d’une part, que Vo, dans la
L) (x? —h2 + BHO , est la dernière avec le
dénominateur de degré au-dessous de —; et de l’autre, que parmi ces frac-
au moins de degré
suite des fractions convergentes de V
tions aucune n’a pour dénominateur une fonction de degré L. Le premier point nous montre que les fonctions W. et W,, et conséquemment la fraction cherchée Ÿ sont tout-à-fait déterminées par la valeur de Z; le second nous servira pour trouver la constante Z, et d’après elle on aura facilement la
valeur de la fraction
$ 47. Pour y parvenir, supposons que
soit le développement de / “+2 en fraction continue, et que PP —
Go Hs LP D" PTT Sue es
soit la valeur du quotient complet qu’on trouve en s’arrêtant au dénominateur g.. Dans cette supposition on a
u—L ur 27 2 A p2 Ga H Rae Es Go+1 H5-+1 1? x (23) De Era vi. KE PEER 7 RE æ
La dernière de ces formules nous montre que les dénominateurs
Dr se. .Qn
sont des fonctions du premier degré, si les quantités
restent différentes de zéro. Mais tant que gq,, &,....q, sont des fonctions
du premier degré, le développement de
en fraction continue
arrêté au dénominateur g,, donne évidemment une fraction convergente avec 3 | le dénominateur de degré —. Or, en vertu de l’équation (21), où L désigne
= . U la limite des valeurs de w — .
avoir lieu, comme nous l’avons vu; donc, pour cette valeur de L, au moins
l’une de ces équations:
entre z——h et x — +}, cela ne doit pas
aura lieu nécessairement.
$ 48. Supposons maintenant que parmi toutes les valeurs dont Z est susceptible dans le cas où cette condition est remplie, celle qui est numériquement la plus petite soit Z;. Comme — Z et + L déterminent les limites où, depuis 4 = — À jusqu’à æ — + h, reste comprise la différence de la fraction cherchée
di + pt + Pi
U __ Pari an = —
ou ce qui revient au même ($ 41)
U _p anti ppt als, 4 pl) » + pr —l)
et du polynôme
u— 2" + Ag ip pan rh.
et que, d’après le sens de notre problème, il s’agit de rendre ces limites les plus proches possible de zéro, il est clair que dans sa solution on aura
si toutefois il est possible d’obtenir une fraction
U_ patrie plants, ppt) » + pi
Mig ptn—l4n xl + pln— #42) AL + pi) æ + p(n+1)
dont la différence avec w, depuis æ — — h jusqu’à æ — + h, reste comprise entre les limites aussi rapprochées que — Z, et + Z,.
Nous allons montrer maintenant que cela est possible et qu’on trouve une telle fraction d’après nos formules (20), (21), en prenant
où — est la fraction convergente de
N 2 2 VAR — h?) —q, —"? h2 (À Don DEN A2 —.
- qui correspond au dénominateur q,, la première des équations
Ge Gimm0; (0 0, qui a lieu, dans le cas de L = Z,, étant
$ 49. Pour y parvenir, remarquons, en premier lieu, que pour ces valeurs de Z,, W,, W, les équations (20), (21) deviennent
21,V = M?— (2x — 1) N°, 2 LU—=(u — L,) M —(u + L,) (2? — 1®) N°; d’où résulte cette valeur de la fraction ::
Ut — Lo) M? —(u + Lo) (x? — h?) N?
D'autre part, comme
est la première des équations
G,=0, moisi 206,
qui à lieu dans le cas de Z — Z,, on voit d’après (22) que pour cette valeur de Z les fonctions UE CPE ° %
sont du premier degré, et g.,, de degré plus élevé. D'où il suit qu’en s’arrêtant dans le développement de
(u + Lo) (x? — h?)
en fraction continue
au dénominateur g,, on trouve une fraction convergente dont les termes sont respectivement de degrés © + 1, o, et dont la valeur ne diffère de
(u + Lo) (x? — h?) u — Lo
# . } 4 ® « e il M que par des termes de degrés inférieurs à celui de =5+<. Donc, comme K
est la fraction convergente de VER %), qui correspond au dénomi-
nateur q,, les fonctions M, N sont respectivement de degrés o + 1, o, et
la différence — (u + Lo) (x? — h?) u — Lo
est une fonction de degré niérieur à —(20 +1).
En vertu de ce que nous venons de montrer sur les fonctions
M 3, VERS
U — L il est facile de voir que la fraction
déterminée par la formule (24), se réduit à la forme
patrie planter... + pin) x + pii—) ptit) al + pin— 42) an pr) x + pt +1)"
En effet, son numérateur
Qu — Lo) M? — (u + Lo) (x? — 72) N°
peut être mis sous la forme
LM | + DE || r y EN),
et comme les fonctions u, M, N, V (+ Lo) (x? — h?)
sont respectivement de degrés n—Ù, +1, 0, 1,
et que le degré de la différence
rs (u + Lo) (x? — 7?) N u— Lo
est plus petit que —(2c+ 1), on trouve pour cette expression un degré inférieur à x —{, et, par conséquent, elle sera de la forme
px + px PANCT VNEMS O7
En passant à son dénominateur M?— (2? — 1) N°,
remarquons qu'il peut être mis sous la forme
SA a 2 _2) N2 2 2 __ h2) V2 (&— Li) M ur (e M) Ne 7, M Le ES
et comme les fonctions : M, N,u sont respectivement de degrés
et que (u — L) M? —(u + Lo) (x? — 2) N°,
en vertu de ce que nous venons de voir, est d’un degré plus petit que n—{, on trouve que le degré de cette expression est égal à 2 o + 2 —(n —). Mais o étant l’un des nombres
le nombre 26+2—(n—7) ne peut surpasser /. D’où il suit que la fonction M? _— (x? —— °) N?
est de la forme
pr gl per +... +pz+p
. . 4 @ U 2 2 à Ainsi nous parvenons à nous assurer, que la fraction -; qu’on trouve d’après (24) est de la forme
p' alt pale, PE EC om TL + pin—1) pi) gl + pire) gli, + p) 2 + pt" Il nous reste à montrer que sa différence avec, entre x —hetx—+h 2 |
est comprise dans les limites — Z, et + Z,. Pour y parvenir, nous remarquerons que d’après (24) on a
(u Re 5) ee Li E [M2 — Nz (æ?—72)[? (a eu 17),
et comme M, N sont des fonctions réelles, et, que partant l'expression
4 Lo? M2 N°?
CM? — (x? — 9 N°2}
ne peut devenir négative, cette équation montre que, depuis x = — À jusqu’à & — + h, la fonction
L ree 7) depuis t——h jusqu'à æ — + h, reste comprise dans les limites — Z,
et + L,.
$ 50. Aïnsi nous nous assurons que la fraction © qu’on trouve d’après (24) est de la forme
p'anli + pran-lrs + pri) » + pr) pi) gl 4e pa) lie, pi) 2 + pi) ?
et que sa différence avec w, depuis t——} jusqu'à tx —+#, reste
comprise dans les limites — Z,; et + Z,. D'où il suit, en vertu du $ 48,
_ que
est effectivement la valeur de Z qui répond à notre problème, et, par
conséquent, qui détermine les limites des valeurs de u— © les plus proches de zéro.
En remarquant que — Z, et + Z, sont les limites de la différence
U PO D entre æ— —} et x—<+}h, les plus proches de zéro, on voit, d’après
ce que nous venons de montrer par rapport à la fraction > déterminée par (24), qu’elle donne la solution de notre problème, où il s’agit de trouver la fraction - de la forme
p'atckieplan-tez st. pti) x + pi —D qui, depuis 4 — — } jusqu’à x — + h, s’écarte le moins de w.
De plus, on reconnaît aisément que c’est la seule solution possible de notre problème (sauf le cas, où l’on obtient pour Z, deux valeurs de signes contraires, dont chacune, d’après (24), peut donner la solution); car en vertu de ce que nous avons montré ($ 46) sur l'équation (21), les fonctions W, et W., et par conséquent la fraction Les sont complètement déterminées par la valeur de Z.
Ainsi on ne trouvera la quantité Z — ZI, et la fraction cherchée Ê qu’à l’aide du développement de l’expression
AE (x? — h?) u — L
en fraction continue
prolongée jusqu’au dénominateur q,, ce qui demande des calculs très longs.
Nous allons montrer maintenant comment on peut simplifier la détermi-
nation de Z, et de Le
$ 51. Comme la fonction « est de degré n —{, l'expression
(u + L) (x? —h?) ER 3 Ù
ne diffère évidemment de
que par les termes de l’ordre
= où moins élevés. D’où il suit qu’on
trouvera la même formule par le développement des expressions
VRP, VE,
en fraction continue, si l’on ne pousse pas ce développement au-delà de la limite, pour laquelle les fractions continues donnent leurs valeurs
exactes jusqu'aux termes de l’ordre . D'après cela et en remar-
an—l—1
quant que Væ*—? ($ 22) se développe en fraction continue
qui ne donne pas la valeur de Va? — A? exacte jusqu’à ss Me pr Tr
nombre de ses dénominateurs ne surpasse pas
nous concluons que dans le développement de
on trouvera
où k est le plus grand nombre entier compris dans la valeur de —
rs 1e ti MR L diasit Li Tee
D'où il suit que les (E—r+ 1) fractions convergentes de
($ 22) par
sont égales à celles de Va?— ZX? que nous avons dénotées
Pi Le Ps Qi? @ 9°"?
et dont les termes, comme nous l’avons vu, se déterminent ainsi:
| P (œ Var RE) + (x — Var — h=} VEUT 2 ?
(x + Va? —h}— (x — Var? — h2}
La 2Vx?—h 3
$ 52. D'après cela il est facile de trouver une certaine fonction qui, par son développement, donne la partie de la fraction continue
qui suit après le dénominateur q, L Es
En effet, les fractions convergentes de
VE (x? — h?) so p?
u — L — — ie. Bates, qui correspondent aux dénominateurs q, _ ,q, $ étant Pn Pr a + 16) nl 2 On _4 ose:
nous trouvons ZP + L)(a? —h?) sr ST tot na É—i “= 2 caps SNS "RE On — ZQn _.?
à dei 12 3 -#+1 a —# An _,— 2
et par là y MR ET de 7 VWü+L) 2) Qn_,—Vu—LEn_, 3 3 2 En substituant ici les valeurs de D F4 1? On _s à 411
tirées des formules (25) que nous venons de mentionner, on a
Z— [(a+-v TE) Lei in Ÿ BR} Er Vu+L—[(x-+Va2R Fm} — re (&+V 22h? me) cer Vu—1 —L;
[(x+-V 227? me $ (VE d Vu+L— [Ce PT, x?— ER — 1 Vu—L
et comme (x Va) (x — Var —h) — 1,
x + Va? — à ?
Lo Vape
cette valeur de Z se réduit à celle-ci:
Z=— 1 [eva ne TT [(o+ po ES NE d | 2720 7 avai [eva (a) pe
En multipliant dans cette expression de Z le numérateur et le dénominateur par | Vu+ L+Vu—L,
nous trouvons en définitive
HS 1 L(x+vr— 22h)" # +2 je 2hre (u+ Vu TT?) x+Var—h? L(x-+vVr— PE) A TS ANT (ou + Var — u? — Li)
Aïnsi nous trouvons la fonction Z qui, par son développement, détermine la partie de la fraction continue
qui suit après le dénominateur q, F et par là les valeurs de =
n _ n _ "ER AE n _ 2 k à k+1 2 27
qui désignent les coefficients de = dans les quotients complets de la fraction continue
‘arrêtée aux dénominateurs
pe sd:
Dr? In_res 21 D’après cela on a (26) ed: LÉO LE Lt 2 2 3 en dénotant par l'Ee FRERES À
les coefficients de _ dans les À premiers quotients complets du développement de Z en fraction continue
FR r#i Miss. _ : D k+3 Quant aux valeurs de Go, Go...
en remarquant que les dénominateurs Q:) UPTE VE In k
dans la fraction continue
1 Qo — ;
comme nous l'avons vu ($ 51), sont égaux à 2x, nous trouvons
is h2 Le h2? or h?
(27) G=—", Der ds à
$ 53. Au moyen de ce que nous avons vu par rapport au développement de
en fraction continue
la détermination de la constante Z, et de la fraction cherchée A se simplifie notablement, comme nous allons le montrer.
D'après le $ 48, on trouvera la valeur de Z, en cherchant parmi les racines des équations
la plus petite numériquement.
Or, comme nous avons trouvé (27)
Go—=— 5)
il est clair que L — Z, ne peut être qu’une racine des équations
ou, ce qui revient au même d’après (26), de celles-ci:
Dh =, ÿ—=0,....9—= 0, Ainsi nous parvenons pour la détermination de Z, à cette conclusion définitive:
On trouve la valeur de L— L,, en cherchant parmi les racines des équations
di = 0, Ja = 0, % = 0, celle qui est la plus pétite numériquement; où g,, ga,....9, Sont les coefficients de - dans les k premiers quotients complets du développement de
D 1 L (x + = Re) he no VE LÀ) VER L(erVar =) K (a+ Var Ti)
en fraction continue, et k désigne le plus grand nombre entier que la quan-
tité LS contient.
_ Nous ne disons rien de la forme de la fraction continue, dans laquelle on développera Z, en cherchant les valeurs de g,, %,....9,; car il est clair
que les quotients complets, aux facteurs constants près, seront les mêmes, qu’on développe Z en fraction continue de la forme
comme nous l’avons supposé jusqu’à présent, ou dans une de la forme
RUES
a" Æ ar
où æ&, &”, «",....sont des valeurs constantes quelconques.
Remarquons que la même chose se présente encore pour les termes des fractions convergentes que nous aurons à considérer plus tard.
$ 54. En passant à la détermination de la fraction cherchée U 7?
supposons que
ÿ; soit la première des équations
= 0, Ja —=0,....9 —= 0,
qu’on vérifie en prenant Les Es.
Comme nous avons trouvé ($ 52) que
Ga = SE CL es * En es Do
il suit que, dans cette supposition, l’équation
sera la première parmi
Pt de
qui a lieu pour L—LZ,;. D'où nous concluons, en vertu du $ 48, que la fraction cherchée sera déterminnée par la formule (24), en prenant
ñn es = —hk+i— 1,
ce qui nous donne .
U _(u— Lo) M2 — (u + Lo) (x? — h?) N?
où M ñ2 _— — ee. h?
Nbre h?
Mais en dénotant par M, M M, DETENTE Ja série des fractions convergentes de £= L k?
In h?
2 F+1 Qn_;459 In 143:
où M. 0: "mr N, 1? N, CE se on à M h2 _— — PET 2 duc o Fe re :
L2 # KP __M; In _} is
D'où, en remarquant ($ 51) que les fractions convergentes de
sont
qui correspondent aux dénominateurs An _,> An Ii = —k— 2 2
Mt Métier rasé dû dé x fé Le at \
nous concluons
et par là l’expression précédente de = devient
E M.\2 RE A
Ge Lo) (Par +1 En i) — (nu + Lo) 2h?) (On x 41 De Qn_x Mi)
Dos M; ARE .\2 | Po Dar n2) (Our 1 M Ce 4)
QE où le numérateur se réduit à LE ere a ESS On) ni —2 ie te no PIE P, +Q, 9, Gao) 0 M M,
SH S—k CLÉ St +[(P. —(! 2 —hR)\u—([P2, +Q a? — h2)\ L, RS ne er PS et le dénominateur à
Pas ei Un, 9,6 —MIM
Ro, 0 QE —H)) Ne Ms.
n n St ei D—k+1 DE Mais comme d’après (25) on trouve P? — QE (x — 1?) — e
LP AE or (a° or. M}= (x C4 APT ER x? — })À = (x Te Va
2— 1e 2)21— PP Q Qt) = EVE PE EVE RE
PP: —@Q Qi —h) = Rx,
ces valeurs de U et V deviennent
r__ | pn—2k+2 (eva po Va hr —2k +2 U—=|} #7, à
je
F9 2 = h2)n— 2h41 Var = pen —2k —9|[7" ou Les h?) V x? — hà)
Im,
re pa Sabre Fr (x + Va? — h2}n—2k + (x — ACT eme M},
V= RÉ TRNE 0% N, M, + ME].
SIN Pi : . . A da Ainsi nous parvenons pour la détermination de la fraction cherchée a
à cette conclusion définitive:
Si g, = 0 est la première des équations
qu’on vérifie en prenant L = L,, les termes de la fraction 2 qui parmi tou-
tes les autres de la forme
p'antis pales + pin) x + pb
pin—1i+1) al pin—t+2) Pr ne VE ONTE + pl) 2 + p(n+1) s’écarte le moins de n
u—= 2" + Aa + Br RAR
entre x ——h et x = +h, sont données par ces formules:
L ae h2n—2k+2 _ Var pin —2k+2 / EE he, __ y G+Ve 2) ie Va h?) N°
Fe 2 En — 2h _ Var pen 2h _olp" Aou — y C+Ve h?) _. Va? — hi) JM,
Le. 2 p2}n—2k — V'a2 — h2}n—2k +[r" 2k UT e+Ve h ete V æ RÈ) M»,
V=RTÉTRN?—2%N.M,+M|, où M,, N, sont les termes de la à" fraction convergente de
1 L(x+vax— Raja pn—2h+2 (y + Vu? = IL?
t+VahR L(x+Va— jh 2 pk (y + V 02 L?)
qu'on trouve par son développement en fraction continue et parmi lesquelles ; l on compte TJ
Le nombre » est impair,
$ 55. La méthode que nous venons de donner pour la détermination de Z, et de la fraction > dans le cas de » pair, peut être facilement appli-
quée au cas où » est impair, comme nous allons le montrer.
a ne déni Étant de ht à LS RL dd ss
_ Nous avons vu dans le $ 45 que, le nombre x étant impair, on a ce système d'équations: ;
fuV—U+LV=(e— 0 We,
(28) | luV—U—LV—=(r+ 0h) W;, ou, ce qui revient au même,
(29) 2LV—(x—hW?—(x+h) W, (30) 2LU—(u—L) (x—h) W?—(u + L) (& + h) W.
Comme les fonctions w, V sont respectivement de degrés n—7, /—d, et
que le degré de U ne surpasse pas n—7— d— 1 ($ 43), les équations
(28) prouvent que les fonctions
Wo M sont de degré ra l, Mais d’après l'équation (30) on trouve Wo__y/u+L (+) 2 LU W G—L)(@—h) W[W(u—L)(&—h)-+ W, V (u2— L?) (& — W)]
ce qui nous montre que la fraction
W W, est la valeur de (u + L) (x + h) (u— L)(æ —h) exacte jusqu'aux termes de l’ordre 2LU
W, [Wolu— L) (x — h)+ W, V (u? — IL?) («? — k)]’
et par conséquent, en vertu de ce que nous avons vu relativement aux
L . LT 1 degrés des fonctions W,, W,, U, u, exacte jusqu'à 5. Or, comme W,
le dénominateur de la fraction 2°, n’est que de degré ” cela ne peut W,° q RME avoir lieu, à moins que 7 ne soit l’une des fractions convergentes de 1 J
et que la fraction convergente qui suit celle égale à F n’ait pour dénomi-
d+3 nateur une fonction de degré “5
tions convergentes de l’expression V (u + L) (x+h) (u— ZI) (x —h)
: : n +1 aucune n’aura pour dénominateur une fonction de degré ——.
. D'où l’on voit que parmi les frac-
$ 56. D’après cela, en répétant sur le développement de
VE
en fraction continue
ce que nous avons fait dans les paragraphes 47, 48, 49 avec le développement de
en fraction continue
on reconnait aisément que la valeur Z doit vérifier au moins l’une de ces équations:
G=0, G—0,....6, ,—0, où G, G,,....G, _, sont les coefficients de _- dans les 1 premiers quo-
tients complets de
Qu+ L)(x+h) 2h
(G—L)(&—h) — hr
SE
D'autre part, si l’équation
est la première parmi
qui a lieu pour Z — L,, et qu’on fasse
NT 2 h?
—", in U __(@— Lo) (®—#) M? —(u + Lo) (e-#+ 2) N° ( Fe =?) Mi (+) N2 ’
en traitant cette valeur de is de la même manière que celle donnée par la
formule (24), on trouve qu’elle est de la forme
p' an—l—1 +p" an—l-2 corse + pti) æ + p(n—1) pin—i+1) x + p(n—{#42) its + pi) x + p(n+#1)
et que sa différence avec w, depuis æ — — À jusqu'à x — + h, reste comprise dans les limites — Z, et + Z,.
D'après cela on conclut, comme dans le cas de # pair ($ 50), que la valeur cherchée de Z est numériquement la plus petite parmi celles qui vérifient au moins l’une des équations
Ed; G=0;::.:.6.:, —=0,
et que cette valeur étant L — L,, et
G,—=0 la première des équations
Cas, 6=0,::,0 —=0, 2:
qu’elle vérifie, la fraction cherchée L se détermine par la formule (31), en
M prenant pour - celle des fractions convergentes de
(u + Lo) (x + h) __ Qu — Lo) (&—h) = —
qui correspond au dénominateur g,.
C’est ainsi qu’on parvient à déterminer la valeur de la constante Z et
de la fraction cherchée : dans le cas de » impair.
$ 57. Nous chercherons maintenant à simplifier la détermination de Z et de z dans le cas de » impair, comme nous l’avons fait (section XV) pour le cas de » pair, et on verra qu’en définitive la détermination de Z et de =
dans ce cas ne diffère point de celle que nous avons trouvée pour le cas de n pair.
La fonction « étant de degré n — 1, les expressions
V EE? V == (u— L)(x—h})? æ—h
. LI 1 Là LA ne diffèrent entre elles que par les termes de l’ordre m1 et moins élevés.
NS : (u + L) (x + h) T+h D'où il suit que pour les développements de Tres yr es et Vi on trouvera la même fraction continue, si l’on ne pousse leurs développements au-delà de la limite, pour laquelle elles s’expriment par les fractions conti-
nues avec l’exactitude jusqu’à -5—. Or, puisque l’on trouve
xz+h
exacte æ—h
et que cette fraction continue ne donne pas la valeur de V
, il est clair que dans le développement
— k de ses dénominateurs, k étant la
. TS Re Jusqu'à =7—1, si l’on conserve
partie entière de Le
u+L)(c+h) 2h VER = qe? ne on aura (32) Db—=1l, 4—2%—h, B—2%,....Qu =2%.
D’où nous concluons que les fractions convergentes de
uæ+L)(x+h) 2h VER = + 1e
qui correspondent aux dénominateurs
nr ? ( PP ar Sels 7e hml
seront
si l’on dénote par p0) pu) PO Q0)” Qu) ae”
la suite des fractions convergentes de æ+h 2h Vi=a +? re pour la détermination desquelles on trouve aisément ces formules: (y SR * ue vs Jen (y= mn * V + D PD — a 7 “RAR p 9 V æ—h ?
D do Ve).
Q®— 2 2 PAF ST 2 *) 9 V z+h.
$ 58. Suivant ce que nous avons montré sur les fractions convergentes de
(u + L) (x + h) (uw — L) (x —h)
qui correspondent aux dénominateurs
In ? nr ?
PE —à MK —1
et en faisant a n°
In+1 RS ANTRENEEnE k?
DE PSE tn RS ue due 2 PRES 245 °
*) On vérifie facilement ces expressions de PQ), QU), en remarquant qu’elles donnent des valeurs exactes dans le cas de À—0, À—1, et qu’elles vérifient les équations PA) — 9 3 PA—D 2 p2 PA—I, QD — 9 x QU— — 2 QA—, suivant la forme de la frac- 2h
ti :
ion continue 1 + Hohner int
nous trouvons cette expression de +, EE
(u+-L) (x+h) 2h : P La 1) —ZP (1 —1) } (u—L)(&—Rh) DT di . TE n+1 n—1 ; cu PRE BEL x) 1 _&)
D'où résulte cette valeur de Z:
Ve rDerh rt: Va Dash
QU Vu + De +1 PR) yo DER
qui, après la substitution des valeurs de
en vertu des formules (33), devient
Vi V= ” = Eu "VS Pr yen V=- = ou = VE PITEMAATES EE ICE ETES ER
En remarquant que » est un nombre impair et que ( xz—h EN, æ—h Se hŸ Ra 2 ELT: .) =
on reconnaît aisément que cette valeur de Z peut être représentée ainsi:
: Ver Le qe RTL pre tee #} Ve-(V En)" LÉ qua] x+Va?—h? Vr{| VE Fe) 2n— Par] Ve (Ve & 5 Sn] ?
et comme æ—h h \? SR ( 2 +VS ) =2+Vr—h,
cette expression de Z se réduit à
1 L(c+ va —h}n—2k+2 4 pn—2k+2 (u + Vu? — I?) x+Va—h L(c+v ah}; pn—2k (u+ Vu? — I?) J
ce qui est identique, au signe de Z près, avec la valeur de Z dans le cas de mn pair ($ 53).
$ 59. En dénotant par UE UE 3 .. se
les coefficients de = dans les quotients complets de
h2 D NOTE y 5 Re RP ue el n+ 2 CR TRS In+1_}
NU fe
nous trouvons qu’on aura
"RES Si NH _ xp] — ÿe) 2: AUS — Ÿy) 2 2 où Gr E? Bt - L 11? +3?
suivant la notation admise dans le $ 56, désignent les coefficients de dans les quotients complets de
u+L)(x+h) __ 2h re ce 2 — +
quand on s'arrête aux dénominateurs g,,1 > dn+i _, 7" * * +1 im nt. 28 ——>© —k+ NUL 2 2
De plus, en vertu des valeurs de Der Mure) our
trouvées plus haut ($ 57), on reconnaît aisément que @,G,,G@,,....@,_, r x ne
les coefficients de _- dans les _— — k premiers quotients complets de Q@@+ L)(x+h) 2h DEN Dpt LÉ SSÉ ont ces valeurs:
Re ES h? RAS h? BE h?
G=h, G=—s, G=—s,... MR ie 5:
D’après cela il est clair que parmi les équations
qui d’après le $ 56 déterminent L = L,, les — ne premières ne peu-
vent être satisfaites, et les dernières se réduisent à
h=0, Bn—=0,....%—=0, comme dans le cas de # pair; seulement Z, en vertu de ce que nous avons vu sur l’expression de Z, sera remplacée par — Z.
$ 60. En passant à la détermination de la fraction cherchée ee sup-
posons que = 0 soit la première des équations
=, H—=0,....9= 0, qu’on vérifie par L — Z,. Les quantités
CE CRE à RS
er 55 k
en vertu de ce que nous venons de voir, ne pouvant s’annuler, et puisque
n+1 _ n+1 _ VERRE n—1 k?
dans cette hypothèse l’équation
ES
sera la première parmi
ul
qui aura lieu pour L — Z,. Mais dans ce cas, en prenant
nous trouvons d’après (31) que la fraction cherchée z se détermine ainsi:
U __ (u— Lo) (x — h) M2 — (0 + Lo) (x + h) N2
LR (x —h) M?— (x + h) N? ?
où 2h = + h?
N To mr fa R?2 In—1
D'autre part, comme les fractions convergentes de
qui correspondent aux dénominateurs
ns ? Un or Rage ne Sas Ile
sont
Pr Pr
QUE) of
et que la valeur précédente de — © peut être mise sous la forme
en désignant par Ps : R i% fraction convergente de
Z= à h? n2 ML +1 nous concluons qu’on aura MP np 1,
Mais en vertu de ces valeurs de M et N l’expression précédente de cs devient
s (uL) (ch) (PCA an (a+ [QC x QC) cp @—D EP Ux,P p—@+ fQ CN (Var
or et
TUE it ste ie LES TRS ETES SLR PATES Re EN PU
D'où, par la substitution des valeurs de
d’après (33), on obtient les mêmes expressions de U et V, que dans le cas
de n pair ($ 54), et dans lesquelles, conformément à ce que nous avons vu ($ 59) sur les équations qui déterminent Z = L,, la quantité L, se trouve remplacée par — Z,.
Ainsi on parvient à reconnaître que les résultats définitifs, obtenus dans la section XV sur la détermination de la quantité L, et de la fraction
À l d ; t applicabl de n impai 7 pour le cas de n pair, sont applicables aussi au cas de n impair.
$ 61. Pour montrer une application de ce que nous avons exposé, supposons qu’il s'agisse de trouver une fraction de la forme
p'an—2 + pl als 4, 4 pi 2) + pr)
pN) œ + pH
qui, depuis 4 = — } jusqu'à x — +, s’écarte le moins possible du poly-
nôme donné
a" + Ag"?
TS LT PEN
Comme on a dans ce cas
on trouve que k#, qui désigne la partie entière de pee est égal à 2. Pour cette valeur de %, et en prenant
u=x" + Ax" ?
+ Br ‘+...., nous trouvons par le développement en séries + Vi — Li 2049 An +9 Ba +...
G+VE hi) 2k+2 (x+ Var pi)"—2— on? (a? — "je Rich (car RE (os Var) gr (x — PE pa).
En portant ces valeurs de
u+ Vu I, (m+Va— a —)" AE, (x + Va — Co He
dans la formule
7 — 1 Le Va hi}n—2k+e _ pn—2k+2 (u + Vu? — Li) 2 — a pan enrn cHVar—h L(x+var—h)—tk pn—k (y + Vu? — Li) ?
et en faisant
on à
à 2n—21 [enr an—aig... | —hN—2 [2142 4an—24. D “
24+-VX?—h? on—47 [ans Les han—6+p .. | —_pn—4 [2142 Aa 24... |
2 n—4 man—i+[w4o(à) Llat-2+mBan—s+....
2 x" +-2 A x 1 —Pan—r+9 Bar + es Cette valeur de Z, développée en fraction continue, nous donne h?
DES
D'où résultent ces fractions convergentes de Z:
0 HN. n2 NW; #42 Fes 2 \N—2 _) et en cherchant les valeurs de g,, 4,,...., qui désignent d’après notre no-
tation les coefficients de à dans les quotients complets de Z, nous trouvons
En passant à la détermination de Z = L,, remarquons que, d’après le $ 53,
daus le cas dont il s’agit, le nombre # étant égal à 2, la valeur de L— L, doit vérifier au moins l’une de ces équations: a
h2 1/2\—4 2 \n—2 h2 h= 35 —0; n=5(+) I— A; EE nl La première de ces équations est impossible; on n’a qu’à chercher les solutions de la dernière. Or, en résolvant l’équation
26) 2-4) Tr 0
on trouve ces deux valeurs de ZL:
L=(}) "(44 VF)
De ces valeurs de Z celle qui a le radical V A4? + h? avec le signe contraire à celui de À sera la plus petite numériquement. Donc, en vertu de ce que nous avons montré dans le $ 53 sur la détermination de L— L,, on aura
AZ V4+F
en supposant qu’on prend le radical avec le signe contraire à celui de À.
Puisque cette valeur de Z; ne vérifie que la seconde des deux équations h?
di = ni es 0, 1 /2\2n—4 2 \n—2 h?2 = ir) P—AGITLES0 on prendra ire 2, et parceque M, N,?
la seconde fraction convergente de Z, est égale à
nn 2 ?
on conclut que
D'où, en vertu de ce que nous avons montré dans le $ 54 sur la détermi-
La U ‘ 1 nation de :;, et en remarquant que k— 2, nous parvenons à ces valeurs de U et 7:
U= [ie ne ve me ete
—2[H"— ou — L @+ vain + (@— ee [20 + Eye PAL a Eee u—L (œ + Va? — h2}n—4 a (x— PARA
V= h L (2 x + (5) Lo) — 2x (2 % +- (4) 1) + ls]
__ on—1 nn NL ON PT En ph np me ut
où
U= 2" EE Ar" LRPBatie
| EDS
Tels sont les termes de là fraction
U papas +. pra) æ + p(n—1) 7 = p\n) 2 UD ?
qui, parmi toutes les autres de la même forme, depuis 4 = — h jusqu’à
= +h, s'écarte le moins de 4 = 2"! + Aa"? + Ba +. $ 62. La valeur de Z; montre que pour la fraction A ainsi détermi-
née, les limites des valeurs de la différence
depuis & = —} jusqu’à x — + h, sont
YT(AE VA), + (4) (42 VAR
en prenant le radical avec le signe ee à celui de À. Comme ces bmi-
tes pour toutes les autres fractions + de la forme
pa? + plats +... + pi) gp + pin pt) x + pl +1)
sont plus étendues, et que la différence
u —ÿ=% a" 1 4x eee PT ÿ : PAU. Lente tal ES Mal pr) z+p (n+-1) où p',p'.... pt 2, pe, p) pl sont des qnantités arbitraires, peut
représenter toutes les fonctions de la forme
AM—1) œ—« ?
dell
D HAT
depuis x = —h jusqu'à x — +h, ne peut rester numériquement au-des- ? »
sous de
(GE) (Az V#+r),
où l’on prend le radical avec le signe contraire à celui de À.
$ 63. En cherchant de la même manière la fraction
plans + plat 4, + pis) p + pin—2)
p{n—1) a? + p(n) x + pH ?
qui, parmi toutes les autres de la même forme, s’écarte le moins de .
u= a" + Ba + Car +...
entre x = —h et x = +, on prendra l= 2, et comme pour cette valeur de Z la quantité + a © est égale à à ? — 2}, on fera Re.
Or, en prenant u= 2" + Bat + Ca + ; ECS
dans l’expression de Z ($ 53), on trouve
2n—2T (ar: A — 2h (a—2 + Bas...)
Z+-V ah? on—4 y (a PS h2 an —6+. …) —Qh—A (alt 2 + Bath...)
21" + — 2/2\N—4 ol. n—2 2 n—4 _[r 2(+) L|s +h "= (+) L|s +.
h2 D \n—4 2ani+ (28 (+) Lan +...
Cette valeur de Z, développée en fraction continue, nous donne
Fa 1 EE us n D \2n—$ AR T3 _— h4 n—4 Es h?— 2 (+) L (re _— 9 () : Lja+. rer
D'où résulte cette suite des fractions convergentes de Z:
et ces valeurs de g,, g,....:
DIR OUR EU DE RDE TON CRT OS ER ND 0,4: be: 9! 0.0 S D Se 6:90 5 + » +» à + ©
qui désignent pour nous les coefficients de _ dans les quotients complets.
Comme #— 2, on cherchera la valeur Z = L, parmi les racines de ces deux équations:
2(E 1—(48 +(# — 2) ne) OR
Ja = — = 0 2 (w—2() 2) La première de ces deux équations donne h\n—2
la seconde
Rues + r+y/(8+ +R m\+% |
h\n—4Q tres 5) Ne _ LE
L —= (5) Ë M —y(B+ em) nr ail .
Dans le cas particulier de B— —” Th, ces trois valeurs, au signe près,
sont égales. Mais en faisant abstraction de ce cas, nous trouvons que la plus petite numériquement est celle qu’on trouve d’après la formule
L= LE à [8+ 2e /(B+ J +" ,
NA je
en prenant le radical avec le signe contraire à celui de B +
D'où, d’après le $ 53, nous concluons
Li, — Gi LB + st, A À (8 + 7 Te ne) +- +
Cette valeur de Z,, sauf le cas de B————/, ne vérifie que la seconde des équations 2 n—4 n=@—2($) L=0,
on aurà M,=m—2($) "Z,
Pour ces valeurs de M,, N,, et en remarquant que k — 2, les expressions de U et V que nous avons trouvées dans le $ 54 donnent
U = (aux, Ge ES Dm (x CS 4
—2| N° au —L CE nl _ @— Dans ; 225) L)
p= naar af —2(f) L)e+(r—2(5) %)]
h = fe(2 ras (m— 22) r)].
Tels sont les termes de Ja fraction
+ Le u —L, Ge ver} + CG SR (re DE G) Lo)
U y qui, parmi toutes celles de la forme
plans + pla ap, 4 pi) pp pr 2)
pMm—1) a? + p(n) æ + p(n+H1) ?
depuis x — — } jusqu'à æ — + h, s’écarte le moins de :
u=t "+ Dr Cr "+, : 1:
Nous allons examiner maintenant le cas de B=—"—" 1},
que nous avons laissé de côté.
D'après les valeurs de g,, g,, trouvées plus haut, on a, dans le cas de
ne" B=—"— hè,
h=hË— 2 OR L, j +2 4) F; ;
Comme les racines des équations 2 n—A gn=W—2($) L=0,
n° TT 1 + o(+)
Cr r sont L je a(2)”, Le —2(5) ”,
valeurs, au signe près, égales, nous trouvons deux valeurs de Z = L;;: h \n—2
Ly= — 2 (5) ; h \n—2
» PAR | (5) à
En prenant la première valeur de Z,, nous remarquons qu’elle ne vérifie que la seconde des équations
Ja re . =
Donc, on aura RER M; _ M; Ram:
et par là on trouve pour U et V les mêmes expressions que dans le cas général où l’on a aussi i — 2. ‘
En passant à l’autre valeur de Z—Z,, nous remarquons qu’elle vérifie la première des équations
h= 0, Ja = 0,
d’où il suit
_ M; _M, DÉS vhs À et comme M, __0 N, 1?
on trouve
Pour ces valeurs de M, N,, et en observant que Fe 2,
nous trouvons, d’après les expressions de U et V données dans le $ 54,
T2" 2u— LI (a+ Var = RM —2 + (0 — Var — 2
Tree Los ?
Fash".* ‘
D'où résulte la même valeur de LA qu’on trouve d’après les formules du cas général, en prenant L, — — 2 ()
$ 64. En vertu de ce que nous avons vu relativement à Z, qui détermine les limites des valeurs de la différence
Fur entre æ ——h et x — + h et en remarquant que papa... + plir—3) + pin —2)
U EE 2 nu U—r=2 RS ares.
pi —1) »2 + pl) & + p(n+1)
peut représenter toutes les fonctions de la forme
pu wi = … Bin—3) pin—2) d_ + Bi" ‘+ Ba t+....+p" d + — a VE
nous parvenons à ce théorème:
Théorème 21.
La fonction te Bat te Hat tie j e RU S ESS
depuis &— — h jusqu'à x — +h, ne peut rester numériquement au-des-
sous de OT L+rtre {ET E)
ni
où l’on prend le radical avec le signe contraire à celui de la quantité
B+"— mp.
SUR
UNE NOUVELLE SÉRIE
Bulletin physico-mathématique de l’Académie Impériale des sciences de St.-Pétersbourg. T. XVII, p. 257—261.
(Lu le 8 octobre 1858.)
Sur une nouvelle série.
Dans mon Mémoire sur les fractions continues, présenté à l’Académie en 1855 et publié dans ses Mémoires (Tome II), je suis parvenu à une formule qui, d’après les valeurs données d’une fonction, affectées d’erreurs quelconques, fournit directement sa valeur sous la forme d’un polynome avec des coefficients indiqués par la méthode des moindres carrés. Cette formule comprend, comme cas particuliers, les développements connus des fonctions suivant les cosinus des arcs multiples et suivant les valeurs de certaines fonctions désignées par X°. On tire de notre formule plusieurs autres séries, en faisant différentes hypothèses particulières sur la suite des valeurs connues de la fonction cherchée. Dans l’hypothèse la plus simple, où l’on suppose ces valeurs équidistantes, telles que
n=f(@R), = 1f(2h),....u,=f(nh),
et leurs erreurs probables égales, notre formule fournit le développement de w — f(x) suivant les dénominateurs de la fraction continue qui résulte du développement de l’expression
es Les er y ue Sn ‘22
z—nh"
Mais comme on trouve que ces dénominateurs, à un facteur constant près et en prenant Ax — h, s’expriment par
AU (x —h)(x — 9h).….(@— 1h) (x —nh — k) (x — nh — 2h)..(h — nh — 1),
il en résulte, en vertu d’une transformation très simple des sommes, cette série remarquable: S
| 1 8 Si(n — 6€) Au; u— Du, + _ LÉ A(æ— h)(x — nh —})
BE (i+-1) (n—1)(n—1i—1) Au, na ar one A (@—h) (œ— 2h) (5—nh—}i) (ù—nh— 21)
TZi(i+1)(i+-2)(n—5) (n—i—1)(n—i-2)A3u; ,9, PRET res Ah )(e—2h)(2—8h)x—nh—h)(x-nh—20\x—nh—31)
VER RE NN MER OT EM PT A EN ele RICO r No Re 6) De De à 0 vd 6 6 0 D e:6 de 610 6 6 6 eve eo é » 6 0e
dans laquelle les signes de sommation s'étendent à toutes les valeurs de depuis à — 1 jusqu’à à — 1.
De plus, on trouve que les fonctions A(t—h) (x—nh—h), A(x—h) (x — 2h) (x —nh—h) (x — nh — 2h), A(x— h) (x — 2h) (x — 3h) (x — nh—h) (x — nh — 2h) (x — nh —3h),
que nous désignerons, pour abréger, par ME OEM sont liées entre elles par l’équation = (21— 1) (2x —nh— RAT —G— 1) [n —(—1ÿ]A AE, d’où l’on tire aisément les valeurs de toutes ces fonctions: A —h(2x — nh —h), A — 3h (2x — nh — hÿ — (n? — 1) hé, A — 15h (2x — nh — h) — 3 (3n° — 7)h° (2x — nh —h), M—105h4(2%—nh—h)—30 (3n— 13) A5 (2x—nh—h)+9 (n2—1) (n?—9)R$, À = 945h (2x — nh — h} — 1050 (n° — 7)hk7(2% — nh —h} + 15(15n4— 230n? + 407)h° (2x — nh — h),
- + - —+ : æ—h x — 2h Ee De en fraction continue 2n
me 12(n2— 12)h2 ns
2x —nh—h— 22 (n? — 92) h?
3(2x—nh—h) — 2(n2 — 32h?
(2x — nh—h) Pa dem PAL 32) À
7 (2& — nh—h) —. CAC]
La série que nous venons d’obtenir, pour l’évaluation de « d’après ses valeurs équidistantes, ne laisse rien à désirer pour l’interpolation paraboli-
pe de dé ibn Terme ETS ntn afiess ét A SES Sd
que de telles valeurs, vu que dans cette série tous les termes se calculent très aisément d’après les différences consécutives des valeurs données. Dans
le cas de h = n
et » infiniment grand, notre série se réduit à une suite ordonnée suivant les valeurs des fonctions X"”. Dans le cas de
et » infiniment grand, elle se réduit à la série de Maclaurin. D’autre part en multipliant ses termes par , et sommant depuis + — 1 jusqu’à 4—n, on en tire cette formule:
Sy se (Œu;ÿ , 3[Zi(n—1)Au;]? 5[Zi(i+ 1)(n —i)(n — à — 1) Au;]? sé TS 12.n(n?— 1?) h? 12.22n (n2 — 12) (n? — 22) h4
7 [Bi (i + 1) (à + 2) (n — i)(n — à — 1) (n — à — 9) A3u;]? _. 12.22.82,n (n? — 12){n2 — 22) (n° — 39 À
Notons encore que les fonctions
A(x—h) FN M(x— h) (&— 2h) (x —nh —h) (x —nh — 2h), A(x— h) (x — 2h) (x — 3h) (x —nh—h) (& —nh —2h) (x — nh — 3h),
qui entrent dans notre série, sont très remarquables par des propriétés analogues à celles des fonctions de Legendre X!”.
Ces fonctions, en outre, fournissent des expressions approximatives de la somme «
S F(ih)
qui jouissent de la même propriété importante que celles qui ont été données par Gauss pour les quadratures.
Dans un de nos Mémoires ultérieurs on verra tous les détails nécessaires sur la série que nous venons de donner et les fonctions remarquables dont ses termes sont composés.
Fe
SUR L'INTERPOLA TION
AGE
RE, e.
nn nes 4 bai du a re a Le
Sur l’interpolation dans le cas d’un grand nombre de données fournies par les observations.
Quand le nombre des valeurs données surpasse celui des termes que l’on conserve dans leur expression, l’interpolation peut être exécutée par diverses méthodes. Mais ces méthodes, dans chaque cas particulier, sont loin d’être également avantageuses; elles diffèrent entre elles soit par la prolixité plus ou moins grande des calculs, soit par la grandeur de l'erreur moyenne à craindre, tant qu’il s’agit d’interpolation de valeurs fournies par les observations et conséquemment affectées d’erreurs. Comme on ne peut gagner au delà d’une certaine limite sous un de ces rapports sans perdre sous l’autre, il est impossible de donner une méthode d’interpolation qui soit en général préférable à toutes les autres; car, suivant les cas, on tient plus ou à la simplification des calculs, ou à la précision des résultats. Si l’on ne connait qu’un petit nombre des valeurs d’une fonction interpolée, il se présente peu de ressources pour atténuer l'influence de leurs erreurs sur le résultat cherché, et alors il est important de tirer des données d’interpolation tout le parti possible pour diminuer l’erreur moyenne à craindre, ce qu’on ne peut faire qu’à l’aide de /a méthode des moindres carrés. Dans le cas contraire, le nombre considérable des données qu’on a à sa disposition, nous dispense de recourir à la méthode des moindres carrés qui exige des calculs trop longs. Alors, pour la simplification des opérations numériques, on peut bien sacrifier une partie plus ou moins considérable de ce que les valeurs données offrent pour apprécier le résultat cherché. Dans le Mémoire Sur les fractions continues, présenté à l’Académie en 1855, nous avons traité de l’interpolation parabolique d’après {a méthode des moindres carrés *), et nous sommes parvenu à une série qui fournit directement les résultats d’une telle interpolation, indispensable, comme nous venons de le voir, si le nombre des valeurs connues de la fonction interpolée est assez petit.
*) La traduction française de ce Mémoire, dont je suis redevable à l’obligeance éclairée de M. Bienaymé, vient de paraître dans le Journal de M. Liouville, T. III, 2me Série. 25*
Dans le présent Mémoire nous montrerons comment, d’après nos méthodes, on parvient à d’autres formules d’interpolation qui peuvent remplacer avec avantage celle dont nous venons de parler, en tant que son application, vu le grand nombre des valeurs données, cesse, d’une part, d’être importante, et de l’autre, devient peu praticable.
Des divers cas particuliers que peut présenter l’interpolation suivant le nombre plus ou moins grand des valeurs données, nous nous bornerons à considérer celui qui est la limite de tous les autres où le nombre des valeurs données est infini, Quoique, en réalité, ce nombre ne soit jamais infini, les formules qu’on trouve dans cette supposition peuvent être cependant d’une application utile; car elles présentent la limite vers laquelle convergent très rapidement les résultats d’interpolation, à mesure que ce nombre augmente, et il ne sera pas difficile de voir, dans chaque cas particulier, de quel degré d’approximation ces formules sont susceptibles d’après les valeurs données.
$ 1. Nous commencerons par exposer la solution du problème qui servira de base à nos recherches.
Problème.
Etant donnée une suite de valeurs de F(x) = A+ 4,x%+...+A,2" qui correspondent à des valeurs de x équidistantes et très rapprochées entr’elles, combiner les valeurs de F(x), par la seule voie d’addition et de sou-
straction, de manière à ce que le résultat final ne contienne que le terme aftecté du coefficient À,, et que ce terme soit le plus grand possible.
Solution. Soient (1) Fa), Fa. Fe) les valeurs données de (2) F(t)=4,+4A;x+....+A, 2".
En supposant que UE AU 2 RES F(x,),
à | Fa F(R4:42), ri (Gosse)
019 9 42m 0 0e 9 59 2imis rs vie tt tre l'as bre. de
soient les valeurs de F(x) prises avec le signe +, et
CÉUPSRS IE E DAN CSS ENT F(x,,.),
F (Dogs 401) à (Lots ++) sf (Lerstsras)
celles qui auront le signe —, on trouve que la combinaison cherchée des
valeurs F(x,), F(x,),....F(x,)
s'exprime par la formule
p=5-1-5" p=—=0+-0/+-5"/ U= 94-0/+-5°"+-5 Dre) Sra + Dre r)— D F(@)+.
p=0+1 U=0+0 AN nr +95"+1
Les valeurs
Mn Last de ve
étant, par hypothèse, équidistantes, cette expression, à un facteur constant près et qui ne change en rien la solution cherchée, est égale à
3 = 5-0" u=0+ 0” + 05"’ p=0+4-5"+-5""+ 05/7 Sr NOR ADS ICS AD ICA CARS AEDY CAT ARS EEE u=1 p==0+-1 p=0+-5+-1 0-5 pl
ce qui se réduit à
Lo4-" Lo+-5’+-5"" Lo+-5 +545" [ref F(x) dx + Fat | Fiaas +. L Li Lo+-<' Lo+-5’+-5"
les valeurs - HSE ON CR
étant très rapprochées entre elles.
Or, si l’on fait Ve Mis Doro = Mg Vote ts = Mo) et que l’on désigne par a et b les valeurs extrêmes de x dans la suite ; dé, es. cos
et par v le nombre des valeurs
ls Loos Los 4e") Me
l'expression précédente peut être représentée ainsi:
“a N2 "3 b IC dx — | F(x)dxz + | F(x)dx —..... + (—1) | F(x) dx. a 1 Le Ne Ny A cause de quoi notre problème se réduit à la détermination-des quantités Mo Nyse ee y) sous la condition que pour
on ait M3 b
o [Fee [3 F(x)dx + | F(x)dxz —..... +(—1) | F()dx=s1,, UP . Av ;
et que le facteur s soit le plus grand possible, en supposant, bien entendu, que, conformément au sens du problème, les valeurs
y Mis Ms gps + My O
présentent une série croissante.
$ 2. Pour tirer de ce qui précède les équations relatives à 0 Ns5++..%, NOUS remarquerons que la formule (1), en prenant
devient A] —0 + 2 — 273 + 2m... — 2(—1)"n, + (1) 0] + FA] —® +20) — 20 + 202 —,...: — 2(—1)"n°+(—1) m| ++ A] — a + 2n5— 27 +208... —9 (1) n8+ (1) p| + — A, 0 + 20, — Qn On, a — 9 (—1) nf + (—1)" 8! + A — 0 t# 9m ton tt 90 se 1) (pe) perd ( dome amants a Ce]
Re Re es + A, [—0" 49m on op n —2(—1)n 7421) 9" 4] = 4 L'
D'où résultent les équations
[a— In +2m—.............. + 2(—1)"n, —(—1) b = 0,
(2) La—2n +2m—............. +2(-1) n,—(-1) 0 —0, ar — LT lt te Rare Dada (—1) no ie prr2 en 0,
oi RES 27," + x pl fx "E 9 (—1) NT — (— 1) pri. 0,
avec la condition que la quantité
(3) s=— —. [a an "+ nr Dee) mt (1) p+]
ait la valeur la plus grande possible, et par suite la méthode usitée des maxima relatifs nous fournit ces équations:
UM=h+hn+h n° + + À,1",
n =hb+ln+x n° + + À,n,", où À, À, A9: -..7, Sont des inconnues auxiliaires.
Les dernières équations nous montrent que les quantités
Mi Mare «1
sont les racines de la même équation
AN +. ++ nl, — m0.
Comme cette équation est tout au plus de degré », et que les quantités M Mo: ne -1,
sont différentes entre elles, il en résulte que v, nombre de ces quantités, ne peut surpasser ». Donc, relativement au nombre », il n’y a que ces n + 1 hypothèses à faire:
Veshiven-!.,,.v=1,v=0,
De plus, on reconnaît aisément que la première hypothèse comprend comme cas particulier toutes les autres, tant qu’on admet des solutions où quelques unes des quantités
UPS An L'AOMTE 7 M
sont égales à db. En effet, si l’on a n=Y, 9, =0, 1,_,=0,... Manga D
dans nos formules fondamentales (1), (2), (3), e termes s’éliminent, et le reste devient identique à ce qu’on trouverait en prenant
Verre, au lieu de N = Y,
C’est pourquoi, dans les recherches de n,, %,.:..1,, nous nous bornerons à la première hypothèse sur le nombre v, savoir: v — ». Or, pour cette valeur de v, les formules (2) et (3) nous donnent
G—2n+2m—............. + 2(—1)"n, —(—1)"b=—0, P— 2 + — ns sue ve + 2(—1)" n,2—(—1)" 0?
4 L 9 l 9 CES n:. | n pl — (4) <a D M so ce pe ae Ms +2(—1)"n, —(-1)" = dan tt + In — lue: A +9 et, pra a br? 0, QT —9n "+ ont — AR 9 (—1}" a Lo (—1}" DT —0, (5) LE 1 as +1 9 ir FO 9 n +1 n pri S=—;|a M +2% +21) 0,7 —(—1) 4.
Les équations (4) sont en nombre suffisant pour déterminer toutes les quantités n,, %,....n,. Ces équations pourront avoir plusieurs solutions, mais on distinguera facilement celle qui correspond à notre problème, en ayant égard à la valeur de
1 l S= — os [a +1 207 eh D ga Meta 0 (1), 1 (=1)° 1,
qu'on cherche à rendre aussi grande que possible. De plus, conformément à ce que nous avons vu, on rejetera toutes les solutions où les valeurs
y Ms Ms. M d
ne présentent pas une série croissante.
dé rh hist DER
$ 3. Il serait très difficile de résoudre les équations (4) par les méthodes ordinaires d’Algèbre; mais on y parvient très aisément à l’aide d’une méthode particulière, dont nous nous sommes servi dans le Mémoire cité plus haut; c’est ce que nous allons montrer.
En développant l'expression
1 2 2 2(—1}* (—1} — + er ae » + — T—a X—1M L — M T— æ—b
suivant les puissances décroissantes de x, on a
1 2 2 2(—1" (—1N — — . + T— 4 ‘XL —VM T — M T—Nn æ—b 1 9 n np
lt RAR nue... . + 2(—1) 9,—(—1) |
+- à La? 2m 2m — + 2(—1)" 0,2 —(—1)" w|
D SAR OU Ca ne oh a ne ee © € MAR es 0 do eee à
M [a nn +92(—1) na (1) p+]
D PP a el nee tte NS pie à ee 5 +2 6.
LE _— [ar — nt + Cages LASER (—1)" nee (10 | rs An [art n° ?+- nee Save 2 PR 1)" AR ("| + ri [at 20, +20" —.... +21) na — (yo |
RER RE NN 0 Te NME D Te ee ire ee TS e ete" © Lol es: à + 67,6. © eo à ee € e «eo + à + 5 # + oe
s’ — 4 ue 27." + 27, — D he 9 (—1)" 7 — (—1}" M, RES 21 Le Re SEE ERe 9 (—1)" nn — (—1}" D
Ten ET les St ul une LOUES Manu Are) EN Se @ 0 Le à FE Let d Se + € +
nous obtenons
1 2 nil CM Gelh,
a + g T—a L—N LT—Y T—n L—b atr2 gn+s pn+4
D'autre part, en posant
(x — Mn) (G— 1). ... —= Ÿ (x),
nous trouvons
et par là l'équation précédente donne
2. 2@” (x) es 24’ (x) . (— 1} Se 21" {Este 178 Ses s' s” æ— a @ (x) d (x) æ—b at+2 aura gnrs
D'où, en intégrant,
log(x-a)-2loge(x)+210g{(x)-(-1)"log(x-b}-logC+ M. s'
s ali (n+2)atr2 (n+3)a +3 * ja
ou, ce qui revient au même, s s’ s"!
@—a)# (x) cerri n+ Den | n+s)atts LE
BE @—5ÿ T7 (x)
D’après la composition des fonctions @(x), (x), on voit que la plus haute puissance de x dans le développement de la fraction
aura pour coefficient 1, et comme le premier terme du développement de
Ce+1 é (n + 2)at +2 ge (n + 3)at+3
est C, l’équation précédente suppose
Cr et elle se réduit alors à celle-ci:
ur AA PANS A PA | (n+2)at 2 (n+3)at+2 A — @—0 7 (2)
ce qui nous donne
jf à 2 SEL ON ARTE : de (7) Ÿ = mn VE —b 0? e2xr1 2(n+2)at +2 2(n+38)attrs px T—a
C’est au moyen de cette formule que nous trouverons le coefficient s dans l'équation (1)
Un M2 îs b froar- |reas+ F(x)dx—....+(-1) | F(x)dx =54, a Un LE nv
et les fonctions
p(x), Ÿ(x) qui, d’après (6), déterminent les quantités ah. 6:
Mais pour y parvenir nous devons examiner séparément le cas de » pair et celui de » impair.
Le nombre » est pair.
$ 4. Dans le cas de » pair, l'équation (7) devient
Ÿ (x) Ps m0 onlti (nant? 2(n+8)an+s
(x) æ—a D'où il résulte
s s 22 s’ e' (x) —4 xæ—@ ?
et comme l’expression s’ s" e 242) 2Dn+3)an trs Ga RES ?
développée en série, ne contient # que dans les degrés inférieurs à —(n + 1), il s’en suit que la fraction
æ—b T— a un nombre pair, les fonctions @(x), L(x), déterminées par les formules (6),
sont du degré _ et dans ce cas la fraction *® ne peut représenter la va-
(x) leur de
est la valeur de
l+ à & 1 À 2%", exacte jusqu'à -. D'autre part, n étant
exactement jusqu’à -5+5, à MOINS qu’elle ne soit égale à l’une des réduites
$ de la fraction continue qui résulte du développement de Vie e2#1 De S
plus, comme cette réduite doit représenter Vi 22% exactement jus-
qu’à D et que son dénominateur ne sera pas de degré plus élevé que n
o(x) ou x?, la réduite qui vient après elle doit avoir un dénominateur de
degré supérieur à +
+- 1. D'où l’on voit que parmi les réduites de la À |
| : D Del | s fraction continue, résultant de — 2? celle qui détermine la va-
leur de est la dernière avec un dénominateur de degré inférieur à
= + 1. D’après cela, dès qu’on connaîtra la valeur de s, on trouvera la fraction 1e, et par là, les fonctions L (x), (x), dépourvues de leur commun diviseur. Mais en ayant égard à la composition des formules (1), (4), (5), (6), on voit que tous les facteurs communs des fonctions o (x), L (x) ne donnent naissance qu'aux valeurs n,, n, n,-..., égales deux à deux, et de telles valeurs de n,, %, n,3-..., dans les formules (1), (4), (5), ne produisent que des termes identiquement nuls.
Ainsi l’on s'assure qu’en dénotant par
la dernière des réduites de Vi= 2"? dont le dénominateur est de 2 »* D. © « n . .
degré inférieur à — + 1, et en faisant abstraction des facteurs communs des fonctions 4(x), o(x) qui n’ont aucune influence sur la composition de
nos formules définitives, on aura
Va=GP, p@)= 00
où C, est une constante, et par là, en vertu de (6), les quantités
M) UFr Sr UPT M4) CHR, seront déterminées par la résolution des équations Q, + 0,
Comme les quantités
M; ,; ROUTE
présentent une série croissante, en disposant les racines des équations
par ordre de grandeur, on trouvera deux suites de termes respectivement égaux à Mo Mgoe ,
Mgr Maps.)
$ 5. D’après ce que nous avons montré, on trouvera facilement les
quantités M, Ye, My» Ms, dès qu’on connaîtra la valeur de la con- S
j + in stante s, qui entre dans l’expression V er": 0
’est la détermination
de cette constante qui va nous occuper.
Pn 9 +1 ue 4 / En dénotant par . celle des réduites de la fraction continue, ré- SE s ?,, — l Ébrirs- : PRE : p sultant de 1/ ©? e2%*1 qui vient immédiatement après 2 —%Ÿ®, nous nr0 Qn (x) trouvons que la différence S PP, Ss pa) æ— b Nr æ —b 2x! +1 p (x) æ—a Qn T—a est du mème ordre que l’expression On: On 41 Mais nous avons vu que la fraction ee doit représenter la valeur de
æ—b e2 al+1 TX — «a peut être de degré supérieur à —(n +2), et par conséquent, la fonction
LA
avec l’exactitude jusqu’à —-; donc cette expression ne J at 2
LAURE dénominateur de la réduite qui vient après 3. Eè TT devra être d’un
n+1 ï À ©, Or, d’après cela, on peut toujours trouver 2 2
Qn
degré supérieur à celui de
toutes les valeurs de s satisfaisant à nos équations. En effet, le dénominateur de la fraction
Pr
_5 — db)
Qn 7 p(x)?
étant tout au plus du degré — l'expression _. ne peut être que de degré
supérieur à — + 1. Donc, la réduite
Pa
5 _ va)
Qn p(x)?
avec un dénominateur de degré inférieur à -- + 1, sera immédiatement sui- Fn n vie de la fraction 9. , où le dénominateur est de degré supérieur à Cr nan”
D'où l’on voit que la fraction continue, résultant du développement de S
æ—0b l+- , . , . , V = «2%, n'aura pas de réduite avec un dénomivateur du degré
+ 1. Mais si l’on trouve toutes les valeurs de s, avec lesquelles l’ex-
pression S
æ — db CRT
jouit de cette propriété *), en examinant chacune d’elles à part, on distinguera toutes celles qui, conformément à ce que nous avons vu sur la frac-
an +1
Ca
Ainsi on parviendra à + les valeurs de s qui eee à toutes les solutions possibles de nos équations. Pour choisir parmi elles la valeur s qui résout notre problème, on exclura toutes celles qui conduisent à ses solutions impropres, c.-à-d., où les valeurs
tion ——, rendent le degré de Cas , supérieur à celui de
À, Mio Mas Mg Ms.) + h,
contre le vrai sens du problème, ne sont pas toutes réelles ou bien ne présentent pas une série croissante. Après cela, la valeur de s, numériquement
*) Dans le Mémoire intitulé: Sur les questions de minima qui se rattachent à la représentation approximative des fonctions, nous avons montré la marche à suivre pour trouver les valeurs d’une constante, déterminée par une condition de ce genre.
la plus grande parmi celles qui restent, correspondra, évidemment, à la solution cherchée de notre problème, où 1l s’agit de rendre la quantité
APE 1 at +1 y 2141 s—— [at 2m 49m... —(y#e] aussi grande que possible.
En suivant la marche indiquée, on finira toujours par trouver la valeur
de s qui résout notre problème et qui détermine, comme nous l’avons vu, toutes les autres inconnues de la formule
1 b [roëæ-f Fo de+ [code 5) + [rod =s4, a ny
Mais dans plusieurs cas particuliers la détermination de s se simplifie notablement; car souvent la série des valeurs parmi lesquelles on cherchera celle qui résout notre problème, se réduira à un seul terme qui ne pourra être que la valeur cherchée de s. — Remarquons encore que dans toutes ces recherches on pourra faire abstraction des valeurs imaginaires de s qui ne sont pas conformes au sens du problème.
Le nombre » est impair.
$ 6. Dans ce cas la formule (7) devient
Lu
s s dé
Ÿ (æ) SN. ler à 2(n40)atr? | D(n+r8)antrs Eh
P(X) V(x—a)(x—b) ce qui nous donne
: 9xl Fi 9xl-+1 HER s’ NE s” Se px) Le ( D(ne2)an tr. Anse ts 1) pa) vVa—aw td Va—a& b) :
Cette formule prouve que la fraction
Y(x) (x) ne diffère de l’expression
S xl +1
que par des termes d’un ordre moins élevé que =, et comme d’après :
(6), pour n impair, on trouve que œ(x), dénominateur de cette fraction,
nee, cela suppose qu’elle est égale à l’une des réduites
de la fraction continue qu’on obtient par le développement de l’ex-
pression
+1 V{œ— a) —b) De plus, en dénotant par Ph:
On S gti celle des réduites de la fraction continue, résultant de , qui V (t— a) (x — b) £ s D(x) st égale à ——, et par Fi eme Pn+-3 Qn+3 Pn +1 la réduite qui vient immédiatement après o — , on trouve que la différence n+l EE & s :s S Qxl +1 Pn+i 2xl +1 Y(x) € Re notes €
PU) ira 5 Qnti Ve 0 em
est du même degré que.
Qn-1-1 Qn-1-3 $ 2 2
D’où, suivant ce que nous avons remarqué relativement à la différence
PG) V&—a (x —5)
il résulte que la fonction Q, n+3 doit être de degré plus élevé que
En te en n+1 qu ie
Mais
Fi
comme = est égale à la fraction Ÿ® en mise sous la forme la plus simple, +
AO
et que o(x) n’est que du degré —, cela nous prouve que Q. sera de
degré supérieur à +, D'où l’on voit que la réduite
Pn+1 3 __ b(x) Qn+1 P(x)?
7 st suivie im-
dont le dénominateur est de degré non supérieur à
médiatement de la réduite Pos
Qn+- 3
RARE ; 3 ; avec un dénominateur de degré plus élevé que “=. Donc, parmi les ré-
duites de la fraction continue résultant du développement de l'expression
9pl+1 V{x — à) (x —b) la fraction Pn +1 RS Qn+1 p(x) $ . . 2 + ge 4 A 1 sera la dernière avec un dénominateur de degré inférieur ou égal à “©
Or, d’après ce que nous venons de montrer sur les réduites
Qn-+- 1 Qn+-3 2 2
et en suivant la même marche que dans les $$ 4 et 5, on parvient, relativement à la détermination des quantités
Mis Mo Mgs Mas) 5
dans le cas de » impair, à ces conclusions:
1) Les quantités M Ns) PS SR
No» Mas FR sont les racines des équations
où PP, Q Si désignent les termes de la dernière réduite de la fraction 2 2
continue, résultant du développement de
Er,
dont le dénominateur Q,,, est tout au plus du degré —
2) On cherchera la valeur de s parmi celles qui ne donnent pas à la fraction continue, résultant du développement de l'expression
+ valeurs de s qui jouissent de cette propriété on exclura, en premier lieu,
E rs Pn+1 à (x) toutes celles avec lesquelles la réduite -—— de , qui vient après Qu — ou) jm 2 pour dénominateur une fonction moins élevée que o ER et de plus, toutes nA+-1
celles qui, d’après le X 1, donnent des valeurs 1
Mio Mas Mss Mas - *
ne répondant pas à notre problème (Voyez le $ 2). Parmi les valeurs restantes celle qui est numériquement la plus grande sera égale à la valeur cherchée de s. Dans tout cela on fera abstraction des valeurs imaginaires de s.
$ 7. Pour montrer l’usage des méthodes exposées, nous allons chercher les coefficients de la fonction
F(x) — AE T+....+ A, dans les cas de n—0Q, ll; 265,4 0
Pour simplifier les calculs, nous supposerons que les valeurs données de Æ(x) sont comprises entre 4——} et æ—+h, ce qui revient à prendre dans nos formules a—=—h, b=+h.
_ hs dits iees PRE
Pour ces valeurs de a et b, et en supposant » pair, nous remarquerons (SS 4, 5) que la détermination du coefficient 4, se rattache au développe-
ment de l’expression
T—h 9% VE £ en fraction continue. Or, au moyen de la méthode ordinaire, on trouve aisément que la fraction continue, résultant de cette expression, a la valeur
suivante :
à (s—2h) + 32h3 2x+h—; nee à 86 — 12h55 +. 60h? s4 — 720 h4 52 — 2880 h5 s + 2880 h6 (s — 2h) x + 10 [(s — 2h)3 + 32h%] x + etc.
En examinant la composition de cette fraction continue, on voit que ses trois premiers quotients ne cessent d’être du premier degré, et conséquemment, donnent des réduites avec des dénominateurs respectivement des degrés 0, 1, 2, 3, tant que les quantités
s— 2h, (s— 2h} + 3275, $5— 19h 55 + GO? st — 720h4 s2 — 2880 s + 2880A$
restent différentes de zéro.
Donc, pour que cela n’ait pas lieu, la quantité s doit vérifier au moins l’une de ces équations: | Ss—2h= 0,
(s— 2h} + 3228 — 0, S°— 12h 5° + GO? st — 720h4 52 — 2880 s + 288076 — 0.
D'autre part, en supposant consécutivement que la quantité s vérifie
chacune de ces équations, on trouve que la fraction continue, résultant de
EE RE re | : à é V “© 2%, dans ces trois hypothèses sur s, devient respectivement
z+h 1 s2(s — 6h) 48x38 +- etc.?
Ss—92h . 9% h — 5. + 35° — 30h 5° + 80h? s° — 240h4 s + 480h° 1920 (s — 2h) æ3 + etc. ?
| PANNE er
—9h}3 3 Mere 2h)3+-32h
24(5— 2h) æ + ss
S 2 , . È xæ—h 2x .
D'où, pour les réduites de V 7 € , On obtient
9) 1 2x—h+}is 3840(s—2h)axt+....
(9. 1? 2æ+h—E}s? 8840(s—2h)xt+....° °°?
10 1 2m—h+;s A48(s—92h)x?+12(s—2h}x+(s—2h$ + 32h ps ps ) +; 2x+h—1s? 48(s—92h)x? — 12(s — 2h}? x +(s — 2h} 32h35 q,? gs"?
en désignant par FD ... des réduites avec des dénominateurs de degrés 4 5 supérieurs à 3. | Ainsi nous parvenons à trouver tous les cas, où la fraction continue, S
4 —h 2x À : ; résultant de —- e”, n’a pas de réduites avec des dénominateurs des
degrés 1, 2, 3. D’après cela, en suivant la marche indiquée dans les $$ 4, 5, il est aisé de trouver la solution de notre problème pour n = 0, 2, 4. C’est ce dont nous allons nous occuper.
Cas de n —0.
$ 8. Dans ce cas on doit chercher la valeur de s parmi celles, avec nie æ—h 2x
lesquelles la fraction continue, résultant du développement de V +1=1. Or, S , a. , . T — h 2& , .
d’après ce que nous avons vu sur les réduites de V z7 € » cela n'a lieu
que dans le cas où
n’a pas de réduite dont le dénominateur soit du degré
$s— 2h = 0, et comme cette équation ne donne qu’une valeur de s 82h,
nous concluons sur le champ que c’est elle qui résout notre problème. Pour trouver les quantités
M: UPS M3: mount nous chercherons parmi les réduites (8), obtenues dans l'hypothèse
celle qui est la dernière avec un dénominateur de degré inférieur à ? + 1 = 1. Comme cette fraction est ;, il s’en suit
et par là on reconnaît que le nombre des quantités
Mis Mes ge, qui se déterminent par les équations 3 se 0, Q, = (4 2 2
se réduit à O.
Or, en portant dans la formule (1) la valeur trouvée de s et en réduisant la série des valeurs
Min Mes My) 0 —h, +h, on obtient, pour n = 0 et /— 0, + h | réa 4, —h
équation qui se vérifie aisément, en remarquant que dans le cas de n = 0, la fonction F(x)=4,+4,2+....+ 4,2
devient égale à une constante.
Cas de n — 2.
$ 9. Sin — 2, on cherchera la valeur de s parmi celles avec lesquelles la fraction continue, résultant de l’expression S
V:= Ex
n’a pas de réduite dont le dénominateur soit du degré ?+1—2. Or, comme nous l’avons vu ($ 7), cela ne peut avoir lieu que dans les cas où l’une des équations
est satisfaite. Pour choisir parmi les racines de ces équations celle qui résout notre problème, remarquons que dans le cas de
d’après (8), les réduites de la fraction continue, résultant du développe- Ss
ment de Le ®, présentent cette série:
Parmi ces fractions la dernière avec un dénominateur de degré inférieur à > + 1 —2 étant :, on aura, d’après notre notation, dans la supposition de S—2h—0, Q,=1, = AS +. ...
Comme pour ces valeurs de Q,, Q, , le degré de QU n’est pas su- 9 9 9
+1 2 2 périeur à celui de _—. on conclut ($ 7) que l’équation n s—2h—=0
ne donne pas la valeur de s qui résoudrait notre problème. D’après cela il ne reste qu’à chercher cette valeur parmi les racines de la dernière des équations (11), et comme cette équation n’a qu’une racine réelle
nous concluons sur le champ que c’est elle qui correspond à notre problème. Pour trouver les quantités
Vs Mi Ms vi remarquons que, dans le cas de
(s — 2h) + 32h = 0, les réduites de la fraction continue, résultant du développement de
T—h 9% VE £
sont comme nous l’avons vu (9),
2æ—h+is 8810(s—2h)xt+....
? Qx+h—1s? 8840(s—2h)xt+...." °°"
La fraction
2æ—h+is 2%+h—3s
étant la dernière parmi elles avec un dénominateur de degré au dessous de 2+ 1 = 2, nous concluons qu’on aura
D’après cela, pour la détermination des quantités
M M3 * - SELS
Ms Musee.) nous obtenons les équations
Q,=22+h—5s—=0, D'où il résulte
et en portant ici la valeur trouvée de s, on a définitivement
I 1 m=—ÀV., M=FAV— En vertu de ces valeurs de
8, M1) Mo»
_ et en remarquant que dans le cas actuel
kes 0, a— — h, b— + h,
la formule (1) nous donne
—hY } +hV } h ’ [rade F(x)dx+ | F(x)dxæ —2(1—7V4)h4,.
—h —hV ; hV;
Cas de n — 4.
$ 10. Nous avons vu ($ 7) que la fraction continue, résultant du déve-
loppement de l’expression S
æ—h 9% VE Es n’a pas de réduite avec un dénominateur du degré 3 seulement dans le cas où s remplit l’une des équations
(s — 2h} + 32h — 0, 85 — 19h 55 + 60h2st— 7920h4 52 — 2880h s + 2880h° — 0.
D’après cela, comme le nombre _ +- 1, pour » —4, devient 3, on cher-
chera, suivant le $ 5, la valeur de s parmi les racines réelles de ces équations.
D'autre part, comme, dans la supposition
(s— 2h) + 3215 — 0, nous avons trouvé que les fractions réduites sont
1 2æ—h+}s 3840 (s — 9h) æt +...
1? 2æ+h— 15? 3840 (s — 2h)at +..." ""?
et que la fraction 2æ—h+1is 2æ+h—1s?
la dernière avec le dénominateur de degré inférieur à 3, est suivie de la fraction
3840 (s — 2h)at +....?
dont le dénominateur n’est pas de degré supérieur à celui de
ati
nous concluons que l’équation (s— 2h) + 32h = 0
ne saurait donner la valeur cherchée de s, et par conséquent, qu’on doit la chercher parmi les racines réelles de l’équation
S°— 12h s° + GONE? st — 720ht 82 — 28SOR s + 2880R6 = 0,
_ ni siicnt in ss
Or, en cherchant les racines réelles de cette équation, on trouve que l’une d’elles est comprise entre s— 6h et s— 7h, et l’autre entre s — 0 et s— À. Pour reconnaître parmi ces valeurs de s celle qui se rapporte à notre problème, nous passons aux valeurs de
Mis Mas My.
qui en résultent.
Comme dans le cas de S— 19h 5 + GORE st — TION 52 — 2BBOR s + 28804 — 0, d’après (10), les réduites de la fraction continue qui résulte de
2%—h+}s A48(s—2h)a?+12(5—2h)x+(s—2h) +328 ps 7 2x+h—1s 48(s—92h)ax?— 12(s — 2h)? x +(s — 2h} + 32h57 47°"?
sont
et que parmi elles la dernière avec le dénominateur de degré au dessous de 5 + 1 — 3, est
nous trouvons, pour la détermination de
Ms M5 ++)
; Mar Muse) les équations
Or, on reconnaît que ces équations n’ont point de solution réelle, si s surpasse 2 k. D’où nous concluons que la racine de l’équation
$9— 19h 5° + GO? st — 720h4 s? — 2880 s + 2880R = 0, comprise entre s — 6 h et s — 7 h, ne donne pas de valeurs de
Mo Mar Mas Mrs
propres à la solution de notre problème, et, par conséquent, que c’est son
autre racine, comprise entre s—0 et s —h, et dont la valeur approchée est 0,83446 k, qui correspondra à notre problème.
En portant cette valeur de s dans les équations que nous avons trouvées pour la détermination des quantités
Mo Mecs
Mer Messe 20
on à a+ 0,29138hx — 0,543627 = 0,
et comme les racines de ces équations, disposées par ordre de grandeur,
sont — 0,89725h, —+0,60587,
— 0,60587k, <+0,89725h, nous concluons qu’on aura
Ainsi nous trouvons les valeurs des quantités
Sy Mis Mer Mg» Ma pour » — 4 et en prenant
l=0, a=—Rh, b=+h.
D’après cela la formule (1) nous donne
—0,89725h *—0,60587h r0,60587h 0,89725h h fre F(x) dx + | F(x)dx — | F(x) dx + | F(x)dæ—0,83446h4,. —0,89725h —0,60587h 0,60587h 0,89725h
Cas de n — 1, 3, 5.
$ 11. En cherchant pour ces valeurs de n la solution de notre problème, relatif à la détermination de À, et en prenant toujours
on parvient définitivement aux formules identiques à celles que nous venons de trouver pour
respectivement; c’est ce qu’on pouvait prévoir, en remarquant que dans les formules
h [re dx = 2h À,, —h
—h V } hV: h 3 | F(x)dx — | F(x)dx + | F(x)dx = 2 (1—V4hA
—h —hV LV; —0,89725h p—0,60587h 0,60587% 0,89725h h Jre dx — | F(x) dx + | F(x) dx — | F(x) dx + | F(x) dx—0,83446h4,, —h —0,89725h —0,60587h J 0,60587% 0,89725h
tous les termes de la fonction F(x&)= 4,+A,%+....+4 2
avec les puissances impaires de x s’évanouissent.
$ 12. En cherchant de la même manière la solution de notre problème pour
et en supposant toujours a = — h, b — + h,
nous parvenons définitivement à ces formules: Cas de # — 1 ou 2.
0 h ECC F(x) dx = — RAÀ..
Cas de n — 3 ou 4.
hV} hV} J rw - [re ) dx + A - FU) de = (2 — 1)7 À.
7 —h Ÿ } hV;
Cas de n — 5.
—0,91682k r—0,67418% r0 0,67418h 0,91682h h Jre dx— | F(x) dx+ | F(x)dx— | F(x)dx+ | F(x)da— | F(x)dæ=—0,82277h À. —h —0,91682% —0,67418h J0 0,67418h
De même pour / — 2 et en supposant successivement n — 2, 3, 4 5 nous trouvons:
Cas de » — 2 ou 3.
—1h +)h h [Fo dx — | F(x)du+ | F(x)dx = WA.
Cas de » — 4 ou 5.
—0,87305k r—0,37305h r0,37305k 0,87305h h Jr (x) dx — | F(x) dx + |F (x) di — | F(x) dx + | F(x)dx=-0,15139%%A —h —0,87305%
En prenant /— 3 et n — 3, 4, 5, nous obtenons ces formules
Cas de n — 3 ou 4.
Vih 0 Vih h [rc da — | F(x)dx + | F(x)de — | F(x)dx =— 7h, —}h Vi} 0 Vih Cas de n — 5.
—0,89945h r—0,55589h rO | F(x) dx — | F(x)dx + | F(x)dx Jah J—0,89945% ]—0,55589h — 0,05901%' À,.
r0,55589A r0,89945h ch — | F(x)dx + | F(x)dx — | F(x)dx Jo J0,55589h J 0,89945h
Le cas de ! — 4 et n — 4 ou 5 nous fournit l’équation
V5+1, A V5H1, 4 4 h [ro ufr A F(x) dx — | F(x) dx + F(x) de = 5 A, ia MA, V5—1, V5+1 4 4
Enfin, pour le cas de ! — 5 et n — 5, on obtient cette formule:
73 y3 EE 1 —1h 0 1h 2 h I F(x) ar [F6 as [re as [F6 ar [rc dx | F(x)dæ=—# h° A. —h LL POS À 2 ,h 3, 2 2
$ 13. D’après ce que nous venons de trouver il est facile de composer la table des valeurs de v, 8, 1,, %o, ss M,--.. dans les cas de
et en prenant pour limites de x les valeurs — h et +}. Une telle table se trouve à la fin de notre Mémoire, et on verra dans la Section IV le parti qu’on peut en tirer pour l’interpolation. Il est désirable que cette table soit prolongée jusqu’à des valeurs de » plus considérables.
$ 14. Dans les paragraphes précédents nous avons donné la méthode générale pour trouver, suivant notre problème, les quantités
S, M Mo M3. 8, € dans la formule
“ 2 ns b [re F(x) dx + | F(x)dx —... + (y [rod=s4, a "1 ur Av
quel que soit À,, coefficient de la fonction F(x) = 4,+4A,2+....+4,2
que l’on cherche à déterminer. Nous allons montrer maintenant que cette méthode est susceptible d’une simplification notable dans le cas particulier, où il s’agit de la détermination de À,,, dernier coefficient de la fonction
Nous verrons que dans ce cas il est aisé de trouver directement les valeurs de
8, M Mo » Mg.)
— Al4 —
quel que soit le nombre », et nous montrerons plus tard comment on peut en tirer une nouvelle formule d’interpolation.
Nous supposerons toujours, pour simplifier nos formules, a——h, b=h,
et nous commencerons par le cas de x impair.
Cas de » impair.
$ 15. En faisant dans les formules du $ 6 a——h, b=+h, nous trouvons que, dans le cas de » impair et {= n, les quantités Hs mire es
L'TL TERRE
se déterminent par les équations
où P,,1; @,., Sont les termes de la dernière réduite de 2 2
Va? h??
dont le dénominateur Q, + n’est pas de degré plus élevé que Er, D'autre part, comme les expressions
N+-L1 e?* l Va? h?? Var?
ne diffèrent entre elles que par les termes de l’ordre _— ou moins élevés, et que des termes de ces ordres n’ont aucune influence sur les fractions ré-
duites avec les dénominateurs de degrés inférieurs à "+? il est clair que dans la détermination de
suivant la méthode mentionnée, on peut prendre l’expression
Vs Va? — h?
au lieu de
has - N—+-1 e??
Va h?
Or, d’après cela il est aisé de trouver l'expression générale des fonctions
P,,,et@,,, et pour y parvenir nous allons chercher la loi de composiy ei tion de la fraction continue qui résulte du développement de l’expression
Va? — h? ‘
$ 16. En remarquant que le produit des valeurs x— Va, + Va—h
se réduit à k?, nous concluons qu’on aura
hd h2 2d— Va he = ———".
æ+ Va —h?
ou, ce qui revient au même, h?
Dh pp. — Va k à 2x +(Vx?—h—x)’
et par là, au moyen des substitutions successives de
p2 7 9x+ (Va? —h?—x)
à la place de
Var — h — x, on trouve Va —hR —x—= — nu 2x — ——— 2x + (Vx? — h?— x) h?
= — Te 2x — 2 Rs Rnt RE 9x + (Va? — h? —x) SEEN T 2 2x — +.
« Fe # 1 . . ; D'où résulte ce développement de = fraction continue:
a'—h 1 | RE ] Va? — h?2 de h h?
er RE 2x —
Pour trouver la loi de composition des réduites de cette fraction continue, que nous désignerons par
P() pi) P() Q0)? Qu)? Q)’" .…..,
remarquons que leurs termes sont liés entre eux par les équations mMm+ MmA+ m P"+2 — 9% pH) __ pi ),
lié — 9% Qt? —}? Q0",
Mais en traitant ces formules, comme les équations aux différences finies,
on en tire PM = C (x + VER)" + C (x — Var Hé)",
QM = 0, (x + Va =)" + CG, (x — Var)",
CO: Ge 06
sont des valeurs indépendantes du nombre #. Pour déterminer ces quantités nous remarquerons que les valeurs précédentes de 2°, Q°", pour m—=0,m=—= 1, donnent |
PO—=C+C, POEC (x + Va) + C(x— Va), C++, QU 0 (x + Var RE) + CO (x — Var),
et comme d'autre part, d’après le développement de —— en fraction Forme à À continue A h2 20 — a 2x — Mers on trouve PU) __o pi) 1 QM— 1 QU 2
PET RP PTT Nr OU TE 4
il en résultent les équations C+C, = 0,
C(x+ Va —#) + C, (x — Va? — #7) — | À OO + C= 1, Ce + Va) + C(— Va) = x
Ces équations, étant résolues relativement à C, C,, C,, C,, nous donnent
1 1 rs a? 2? DER en 2?
CG= 5) C, F
et en portant ces valeurs de C, GC, C,, C, dans les expressions de 2°, Q®, on trouve définitivement
pm) — (x + Va? — r2)" a ce: — Va? — x2— h?)"
2Vx?— D?
QU") — Ce + Va2 = 2)" + (x — Var 2 us
Telles sont les valeurs des termes dans les réduites
po) ph) pt p(m) QU)? Qu)? Qe)?° . QU)?" ._….
de la fraction continue
PE 2% — ; 2x — qui résulte du développement de FS-
$ 17. D’après cela on voit que la dernière de ces réduites, dont le
dénominateur n’est pas de degré plus élevé que “+ ; a pour termes les
fonctions . Sel n+1 (x + Vx? — h?) Er &= — Va —h) ?
2Vx? — 2 è n+-1 n+1 (x + Va? — <a + (x— Va) ?
D'où, en vertu de ce que nous avons vu sur la détermination de No N3» MR | Mgr Mass)
il suit que ces quantités sont les racines des équations
| n+i1 n+i (x Var) * +(x— vx —h) ? 0 2 FAT IS (12) n+1 n++-1 (x+ Var) ? —(x— vx) ? —09 2 Va? — h2 be
Quant à la résolution de ces équations, on y parvient très aisément, en remarquant que, si l’on fait æ nn cos ®,
elles deviennent
cos p—=0, ———0,
ce qu’on vérifie en général, en prenant
où k et / sont des nombres entiers, dont le dernier ne doit pas être divisible
n +1 s . e ;—. D’après cela, en faisant successivement
par
a 3 k="—, k="— M D PE Lu |
on trouve pour les racines des équations (12), disposées suivant leur grandeur, et, par conséquent, pour les quantités cherchées
IE M3) ARS IS Mgs Musee les expressions suivantes:
TE on ar n —-2 Ps 37 T MA COST, n,—A COS ET Me + + Mn, COS =, n,—h COS ——, FT: n—1 PR n—3 28 M —=hCOS = T, 1, —=hCoS = T,... Mn A COS
$ 18. En passant à la détermination de la quantité s, remarquons que, d’après le $ 6, on doit chercher sa valeur parmi celles avec lesquelles l’ex-
pression
ne diffère de la réduite Pn+1 RE
que par les termes de l’ordre inférieur à — (n +- 2), ce qui suppose l’équa-
tion S
à 22"? Ph lim. ( + +.) gr —0, Var Qn+1 2 T = Mais comme nous avons trouvé n+l PE P Go Var) 2 EN 4 mu * | TEE 2 . 2 Vx? — h?
n+1 NL Q (+ Va) 2 + (2 — Va hi) ?
nHT 2 et que SD 2 NF __— S S e°* =l+iin tomes +...
cette équation devient n+1 ù LEE RSS ROZ m) ? Fr Hs mé) ? \ ant —0 : ONF i Ga r2 °° n+1 / Va?-h? ME (æ+-V res ? PR ur) = co D'où, en remarquant que n+1i
1 (x + Va? — h? &e Ve N) RE he 2hN-+1
mr (a+ Va Hi + pan?
n+1 (+ Var) ? + (Va he) 2
lim. La +. .. JE == (0 lim. L = | — À 2x +1 vx? h2 2 ?
CET
on obtient
s s 2AN+1 an +2 — + lim. — 2. + 0, È (x + Va? =) NL Var h2 Far
et comme l’expression 2hN+1 an+2
Ce + Va? — hi} + pt Var 2?
MH pour æ— co, se réduit à —ÿ-, il en résulte cette valeur de s:
nn +1 M Te
s — Ainsi dans le cas de » impair et en prenant a=—h, b—=h, l=n, on parvient directement aux valeurs des quantités 8. Mis ae re qui, d’après la formule (1), nous donnent
" ! h [re — [re dx +... ir fred =4,
—h L| 1 Nn
Cas de » pair.
$ 19. Dans ce cas, en cherchant la valeur de
Qn’ æ—h 2aNvri.
dernière réduite de la fraction continue, résultant de avec
> +1, on peut prendre l’expres-
le dénominateur Q, de degré inférieur à æ—h z+h LES s T—h 9pNHi z+h°
sion
au lieu de
NE US
& er ; Re FM | qui n’en diffère que par les puissances de x, inférieures à —;, et comme les termes des réduites de la fraction continue, résultant du développement de æ—h æ+h?
s'expriment *) par les formules
æ+h æ@ — h\2+1 æ+h æ — h\2à+1 (av) + Va.
z+h x — h\2k+1 æ+h œ — h\21+1 horde Vial æ—h ?
DV
il en résulte pour P,, Q,, les valeurs suivantes:
n 2 2 : CV EN 4 EST 2 | : à 2 é Le Re AE ; hs te —( a EE 3 2 V—*
En vertu de ces valeurs de P,, Q,, nous concluons, suivant le $ 4, que les quantités cherchées è Mio Nyse
Mas Muse.) sont les racines des équations
h — h\VHI h — h\N+1
FH
*) Voyez notre Mémoire Sur les questions de minima qui se rattachent à la représentation approximative des fonctions ($ 87).
d’après quoi elles deviennent
sin — Re COS —— p ce V1 — cos 7 V1+ cos .
ce qu’on vérifie, en prenant respectivement D LE : _Gr+i)z Par 7 n+il ?
où les nombres entiers /, 2% + 1 ne dovient pas être divisibles par » + 1. Les racines des équations que nous avons obtenues pour la détermination des quantités M) M3» A
I Mes Me.
s'expriment donc ainsi:
2) : 27% h cos 7, hoo "AT. …,) hcos =, (n — 1)x 8)—x h CB ——, h eos "25, ..) h cos ——,,
et comme ces racines sont disposées par ordre de grandeur, elles sont respectivement égales à
Mis gs, Dos Ms:
D'où l’on voit que les quantités
Mio Mas Ms Muse.
s’expriment par les mêmes formules que dans le cas de impair.
$ 20. Pour trouver la quantité s nous remarquerons que, d’après le $ 5, elle doit remplir cette condition
h ; Fa |
lim. E. 22 +1 3) ,nti sx :
z+h° On né = 0.
3 T = Or, en substituant les valeurs trouvées de P. Q, et en développant 8 F: 2 e2a%F1 on série, on à
+ a+ + Sa2n+2 —+- 56/6 N'S SCIN-6 Lee CCR
, æ—h _—}\N+1 CRAN BE | = nlim. 2 (VS t+yE ?) + se Ve *) x =0,
k a ( PR vale ME 3 vi
et comme
ea (:- ( ve Vs) (y cu Mr A am z+h ( tv HT qe JS DL — Su 2® 9
T = 2 FT ya —h 8 n+1 s HA me lim. Vars 20 F1 ] Ge À = n+1 lim. m. [Vas (re +. Se .) pA | = 0, T—=N il en résulte an +1 S = on—1:
Cette expression de s ne diffère de celle du cas de # impair que par son signe, Or il est aisé de remarquer qu’on embrassera ces deux cas, en introduisant dans la valeur de s le facteur (— 1) qui se réduit à + 1 ou — ], suivant que » est pair ou impair. Ainsi on obtient pour s cette ex-
pression:
n A+ dress (ee 1) on — 1”?
qui subsistera pour toutes les valeurs de ».
$ 21. Bien que le problème actuel ne se présente point dans la prati-
que, où les valeurs connues de la fonction cherchée ne sont jamais en nombre
infini, les formules que nous avons trouvées, en partant de cette hypothèse, sont d’une application utile, comme nous allons le montrer.
Tant qu’on connait la fonction
F(à)=4,+4,x+....+14,2", pour toutes les valeurs de x, depuis æ—#%, jusqu’à æ = %,, et qu'on les considère comme équidistantes et infiniment rapprochées, on parvient à tirer, par la seule voie d’addition et de soustraction, les valeurs des coefficients 45, 4,,....24,, pourvus de facteurs aussi grands que possible. Ces expressions qui déterminent les coefficients
LAS
seront représentées, comme nous l’avons vu ($ 1), par la formule
uit LP T ] F(x) dx — | F(x)dx +... (| F(x) dx.
EN "1 "y
D’après cela toute la difficulté de la détermination des coefficients
PS
se réduit à l’évaluation des intégrales
[ro dx, [ro A2... .. [ F(@) dx.
Ti 1 ny
Or, comme ces intégrales, avec une approximation plus on moins grande, peuvent être évaluées au moyen d’un nombre limité des valeurs de F(x), il est facile de comprendre qu’on peut bien profiter de ces expressions déterminant les coefficients de :
tant qu’on à un nombre suffisant de valeurs de (x), à l’aide desquelles les
intégrales MN N2 Ti Far, | F(x) dx,... À F(x) dx
T Qi "y
sont évaluables avec une approximation suffisante.
$ 22. Quant à l'évaluation des intégrales
re dx, [ro ous fr (x) dx,
Ta M1 Qy
qu’on aura à faire dans les applications de nos formules, cela ne présente aucune difficulté.
Pour y parvenir plus aisément, on n’a qu’à remarquer que les intégrales
" "MN Ti I (ed, | F(x)dzx,.... Î F(x) dx ”
Ti fi "y
désignent respectivement les aires de la courbe
comprises entreæ =, etæ—=1,,2—=10, t—%,....4— 0, et T —%X,, et que chacune des valeurs données de F(x) détermine l’un des points de cette courbe. Ainsi l’évaluation des intégrales en question se réduit à ce problème de géométrie:
Etant donnée une suite de points, déterminer pour la courbe, passant par ces points, les aires comprises entre des limites données.
Or, un tel problème est susceptible d’une ‘solution approchée, qu’on trouve aisément. Si l’on a la représentation graphique de la courbe
construite d’après les valeurs connues de F(x), on trouvera ces aires directement à l’aide du planimètre. Dans le cas contraire, on pourra trouver ces aires à l’aide d’un calcul très simple, en prenant pour la courbe le polygone déterminé par les points donnés. Ainsi, en supposant que les valeurs connues de F(x) sont
Fe), F&)....F(a), F( F(&), F(&
PE ri) MT?
et que les quantités É=T, 2x
sont comprises respectivement entre æ, et æ
x_ et x 6+1? "T l’aire de la courbe
74 On trouve que
entre t—%, et æ—X, s'exprime approximativement par cette formule très simple:
41-20) Ets) -(to—-Xo) Ft5-41) 1 af” en eos To) Fa) 1 (er —X) Far) — (tr —X) Fr, 1) D on jFo) ns t+1
Pour donner une idée nette du degré de précision de cette formule, remarquons que la différence entre l’aire de la courbe et celle du polygone, entre les limites x = x, et x — X, est égale à
(14) — (x gi | x D) + us GT + ss + (& — x, _.) + (X-x,) (8x, ,—2,-2X)-(x,-x (3x, 2%)
d RAD
N étant une moyenne des valeurs de entre =, et x = À.
$ 23. Avec la formule (13) que nous venons de mentionner on trouve aisément la valeur approchée des expressions de la forme
['reas— F() d+....+(—1) F(x) da,
" "1 Ay d’après les valeurs connues de F(x) F(x,), F(a),....F(x,).
Pour y parvenir on commencera par chercher dans la suite
%;, Lo, LA ] .T;
les couples des termes qui sont respectivement les plus proches des quantités UE No 13° LS 0,1) 1, :
En désignant ces termes par
X X HA HA x x Te : x : x TL {’’ s'41? i” ? ELA | 0 —1) 01) 4 0) ? AUS] ?
on trouvera que les quantités
Li, Ms Nos + My) À;
sont comprises respectivement entre %, et æ, y, @t Zn, dir OÙ Girys,
x x x x x x ? ê 6 611 0) et 1 et .. D’après cela,
en posant successivement dans la formule (13)
Lyrrr, Lys) . 6e
L=%,, À =, D = Di, Los = Das D = By Ton = Tru Do Ur À = Vo; Bo Li, Boss = Vita Ur = ir, Lo Mi) TL, — 3) x = M3; x = L;r, (RP = Lyrr41 X. = Livr, Va — Lys ,
TN, _;; X=—1,, TX (5); Toy Bon), ? Tea (js Tri 1) ? Lo 4e X = Mgr Ve Pay Von his À re Dis Dress — Li
on obtient, pour les aires de la courbe y = F(x)
entre T—X, et T—M, L—=M et 2—Mn, T—=Mm% et T—=My,...., TN, _, et T1, 4—=1, et 4—X, et conséquemment pour les intégrales
Lt N2 [8 1y Pi | Far, | Ree)ae, | F(x)dzx,.... | ra) | F(x) dx,
CAT N1 2 Qy—1 ny
les expressions approchées suivantes:
5 1 1 1 | 1 JF (ada=; (2,2) Fa) (2-2) Fe) (do) Flag). +5 (i4i-Gir1)F (x)
Ti Gé mn (as) — (it — 3 F'(œi #1)
2 (æi+1 — æi’) ?
N2 ii Fr) (ai mn Fœi-#1) 1 / 1 Jo (æ)dx=— : (ar ET +(iso-%r)F (dia) dires Dire) E(tir+) f1 ke (oi+1 ne) Far) —(œi 102) Fair #2) Haut Sirar Gi) @)— - : Fr Re 2 ?
di) ai) (ain) F(i#1) 1 . 1 fret Se Tr ere Se (tr "42 Li) F (dir) dires Dir) F (Bis) Gorraa-n Es") (arr 00) (ri 43) He rm (a) — ee ne, :0—1) (—1) 400 7 0—1) F(x)dx— +1 e î +1 ie y, 741) y—1 î +1 î tn ie Fe _ Gun PE NE) EEE (5 15e +5 Co 0) Co Cou 0) "3, 4 æ NY Fax —(x —1,)ŸF(x de a ED CG En) 1e —e JMS je 2 (8 (y —T (y) 2\ gs 0) 041 "y gr 40)
So ; (ds) F(t_1) + Sa) F(&).
D'où, en faisant pour abréger,
= —2)Fa), Mr) F7), M= (x) Fr)...
(15) e -(—1)" F(æ) dx+(—1) Fu) de—
N2 Ny—1 ny : if +M+. + Mo-Mo,s-Moss— Mit M, tot Min Miss) Mn — (2) Mo) Mon... +0" bn (ii — mm Fr) — (ir — mn F (as #1) As (œit#1 — 02) F (æi”) — (ai — 1) F(xi'+1) Qi'+1 — Ti Di 41 — di” Co EG) Go EG en)
ar "4
C’est ainsi qu’on aura les valeurs approchées des expressions de la forme
[re )dx — [re dx +- Fe) dx —. so 1) F(x) dx +-(—1) [ro
Qy—1
qui déterminent tous les coefficients de la fonction F(x)=4,+1A,2+....+ 24,2".
$ 24, En vertu de ce que nous avons vu, d’une part, sur la détermination des coefficients de la fonction
par des équations de la forme
s À [re dx — je dx +- Ta) dt —..... +(—1) | F(x) dx, * Ny
et de l’autre, sur l’évaluation approchée de l’expression
Jr (x) dx — [r (x) dx +- F (x) dx — ..... +(—1) F (x) ds Lo
T 1 LP Ay d’après les valeurs connues de F(x)
LA
tous les coefficients de la fonction F(x)=4,+4A2+....+ 14,2
seront donnés par la même formule
& À 47 +M, re +, Re me | Lee) M NM YU,
(16) 2 mm pce Gœir)—(æir 02) (œi +1) | Dé +1 — Li Dai — 0”
ss 2F 1 NEC HTC ME ?
—1) bis …
x = ya
en prenant pour 8, M1) Mo > - HE -1,
les valeurs qu’on obtient dans les suppositions de
EmmO er 2...
et pour
Tr, Viry) Lyr, Virp ) ... DAUE Po,
les termes de la suite
LR NE EE 7
les plus proches respectivement de
Ms Melo MS
$ 25. A l’aide de la méthode, donnéc dans les $$ 4, 5, 6, on trouvera toujours les quantités
qui entrent dans la formule (16).
Mais dans les cas ordinaires de la pratique, où la fonction
reste de degré inférieur à 6, on peut, avec le secours de la table, jointe à notre Mémoire, s’épargner la peine de chercher ces quantités. Cette table contient les solutions de notre problème dans les cas de
n—0, 1, 2, 3, 4, 5, et en nai pour limites de x les valeurs —h, +h.
Donc, toutes les fois que dans la suite des valeurs données de F(x)
F(x), F(x),....F(x,), On aura PT et que #, dans l’expression de
ne surpassera pas 5, les quantités
S, M; M9: -1, pourront être déterminées par notre table, en prenant
De plus, il n’est pas difficile de remarquer que si l’on cherche, au moyen de notre formule (16), les coefficients du développement de F(x)
suivant les puissances de | Li + Li
quellesque soient les valeurs de x, et x,, les quantités
Me Mister 4 dans les cas de n=0, 1,2, 5, 45%,
seront aussi données par cette table, et que pour cela on doit prendre
Li — X En effet, si l’on pose
Li + Lj S'hucntirene sis 1 X
et que l’on cherche, d’après (16), les coefficients de la fonction
F@)= F(AES + X)=K+KX+..+ K,X",
en supposant connues ses valeurs pour
AS RS TD à
[El correspondantes à celles de TT, Do... .,
on trouve, pour la détermination des coefficients
STE A
ce système de formules:
Un -K— M + M, +... + M — Ms — Miss so... — M] S ct, ie me Min) Mit) M, (XrH—n)F Eee Bad De X; )- Xi —n)F (a ee x) se Xi+1 — Xr (Ka 1) F (= is 2 )- (Xi— n°)? F(* ni EU + a) Hi Xi — Xi on) (EE exo) (AE x 1) +(—1) Ù
As X,()
LE. X,) F(AEE + X,), M=(X, —X)F(E M + XX)...
M,_=(X—X,_) FRE X, ), MX, ) FES + X,)
où les quantités 83 Ms Mas 0, seront déterminées, en prenant pour les valeurs extrêmes de X celles-ci: LH, ke xX..
Or, comme ces quantités, en vertu de l’équation X —=2x— a Gr os
se réduisent, au signe près, à Li Li
on voit que, dans le cas de nd Er: 2 8 40, ces solutions seront données par notre table, en prenant
— ME =
Quant au cas de n > 5, suivant ce que nous venons de voir, on trouvera, pour ces valeurs de », les quantités
8, LE LTÉE is 1,
de la formule (1), à l’aide de la méthode générale, en prenant les limites
de x au signe près égales, ce qui entraîne beaucoup de simplification dans
la recherche de ces quantités. a Remarquons encore que si l’on remplace la variable
par la valeur Li + Li
les formules que nous venons de trouver pour la détermination des coefficients K,, K,,....K,, dans le développement de F(x) suivant les puissances de
SLA Li + XL dt LepeeP
deviennent
(1 8) sK,—= 9 Û :
| + Most Mor-Morsn—+ (0) Monte (—10) M,
(airs _—_— "1 __ La _ “) F'(ær) FE (ær Es " CE T1 ER “) F(xs'+1)
Li'+1-— Li
(airs — ro EE) Fur) (aim 45) F'(xi''#1)
Li''+1 — Xi” L+T;\? F L1+-2; \? F y UFR É Ny 2 (2,0) er LAN TNT 2 (&,0., 1) AUS enr 10)
M =, —2)F(&), M, —=(c—)F(&),..... Ù M, = (x, — ti») F(t;_à), M, = (x, — 2;_;) F(x)).
Dans la formule (17) les quantités y, Xvs, Xe, XX), X0
étant celles de la suite PP PE. à qui s’approchent le plus de
on voit, d'aprés l’équation
qu’on trouvera les quantités
x x x x x æ #7 1? 0 pe 0)? 10) 41
de la formule (18), en cherchant dans la suite
MM
les couples des termes respectivement les plus proches de
Li + Li Li + Lj T1 + XL; ME gs Ma gr M +
$ 26. Comme les quantités
Sy Mis Mas + + + y)
comprises dans la formule (18), pour les cas les plus ordinaires de la pratique N=0,/1:2 94; 5
TU cette table, à l’aide de la méthode donnée dans les $$ 4, 5, 6, peut être
facilement étendue jusqu’à la limite plus considérable et au delà des valeurs de » dont la pratique a besoin, la formule (18), déterminant les coefficients du développement de la fonction
se trouvent immédiatement par notre table, en prenant k —
, et que
tir. vas
suivant les puissances de
est très commode pour la recherche de son expression d’après ses valeurs connues
Fa), F(&),....F(@).
Cette formule ne donne l’expression de la fonction F(x) qu’approximativement, à cause des erreurs qu’on commet dans les recherches des intégrales, en remplaçant la courbe par un polygone. Mais ces erreurs, à mesure que le nombre des valeurs données de F(x) augmente, convergent très rapidement vers zéro, et d’après ce que nous avons vu ($ 22), on pourra, dans chaque cas particulier, assigner leur limite. Tant que les valeurs connues
de F(x) seront en nombre considérable et qu’elles sont déterminées par les
observations, le plus souvent ces erreurs seront au dessous de celles qui sont dues aux observations elles-mêmes. Dans ces cas notre formule, sans contredit, est très propre à la recherche de l’expression approchée de la fonction F(x), vu qu’elle détermine séparément tous les coefficients du développement de F'(x) suivant les puissances de
Li + Li
RES
et n’exige que des calculs très simples.
L'usage de cette formule est d’autant plus expéditif que la plupart de ses termes et les seuls dont le nombre croisse avec celui des valeurs données de F(x), savoir: |
Mi, M,,55 MS
restent, au signe près, les mêmes dans la détermination de tous les coefficients cherchés
Les Pire et que les autres termes ne sont jamais en nombre supérieur au degré de F(x), ordinairement peu élevé. Quant à l'évaluation de tous ces termes, sous le rapport de la simplicité, elle ne laisse rien à désirer. Mais, comme nous l'avons remarqué plus haut ($ 22), on pourra, à l’aide du planimètre, s’épargner tout-à-fait la peine de faire ces calculs, tant qu’on aura la représentation graphique de la fonction cherchée, et alors, d’après nos formules, on trouvera avec une extrême facilité son expression sous la forme
A+AÀ,%+....+ A, 2".
LA
$ 27. Pour montrer sur un exemple l’application de la formule (18), nous chercherons l’expression des changements de volume de l’eau à différentes temperatures, entre é—0° et £— 25°, d’après les observations qu’on trouve dans le Mémoire de M. Kopp (Annalen der Physik und Chemie, von J. C. Poggendorf, 20. Band, page 45) et dont les résultats peuvent être présentés ainsi:
m Zn F(x,,) m D F'(x,,) 1 0 0,000000 16 13,5 0,000480 2 0,9 | —0,000022 17 13,8 0,000568 3 1,6 | —0,000098 18 15,0 0,000706 VA 2,1 — 0,000077 19 15,6 0,000841 5 5,2 | —0,000115 20 16,3 0,000927 6 5,6 | —0,000135 21 17,4 0,001057 ;: 6,1 | —0,000094 29 18,6 0,001256 8 6,3 | —0,000101 23 18,6 0,001298 9 7,2 | —0,000047 24 19,2 0,001419 10 8,5 | —0,000006 25 19,8 0,001496 11 8,6 0,000007 26 212 0,001805 12 9,1 0,000081 27 21,8 0,001989 13 11,2 0,000215 28 272 0,002043 14 11,9 0,000317 29 24,0 0,002421 15 12,7 | : 0,000352 30 24,5 0,002618
où par x,, nous désignons des températures et par F(x,,) des changements d’une unité de volume de l’eau à différentes températures au dessus de zéro. Nous chercherons l'expression de F(x) par la formule
et pour cela nous prendrons n = 3.
D'autre part, comme dans la suite des valeurs connues de Z'(x) les limites
de x sont œ, = 0, T9 = 24,5,
on aura, suivant notre notation,
et par là
h = pe — — 12,95,
td + LC; __ 0+24,5 _ AS ES = 12,95.
D'après cela, en mettant la fonction F'(x) sous la forme
et en cherchant ses coefficients K, K;, X,, ke, au moyen de notre formule (18), on a
(M + M, +. Me Moss — Miss — EL re 0 — M]
(1 9) SK=5
Msn cr le ONU, | (ai-1 — 1 — 12,252 F (ai) — (mi — m1 — 12,25)? F (x +1)
oi Di +1 — Li
ve (ai — 09 — 12,25)? F'(œir") — (ir — n9 — 12,25)? F(xi”#1) di’'4+1 — Li”
® » © al» + 9 +6 0 à à. ee nes “eee vis ss vers ST ER CRU
ACTGELUS Si 12,25) F(œ 4) — (&,(n — ny — 12,25) F(æ,(5,,)
FO FU
où les quantités 83 Vs Ms Mas 0,
se trouvent par la table, jointe à notre Mémoire, en prenant n=3, A 1990
ce qui nous donne ce système des valeurs de 5, v, m,, %,-.:.1,, COrrespondantes à / — 0, 1, 2, 3:
y = 2; MW —=—0,79370.12.25 — — 9,7228; U20,19370,12,95==9,7228; ET À 8 —0,41421.12,25°— 62,1579; V2 95 = —0,84090 12,25 — — 10,3010; Na — 0; As —= 0,84090. 12,25 — 10,3010.
EN % = —0,70711.12,25 — — 8,6620; T3 = 0; Es
ns = 0,70711.12,25 — 8,6620.
En vertu de cela et en remarquant que, d’après notre notation, De Dygss Durs Tiratse se Do LV) désignent les couples des valeurs qui, dans la suite %, Zu. et sont respectivement les plus proches des quantités
on tire aisément de la formule (19) les équations qui déterminent séparément chacun des coefficients
K,, K,, K,, K; de la fonction cherchée
F(x) = K,+K,(x— 12,25) + K,(x — 12,25) + K,(& — 12,25). $ 28. Pour déterminer le coefficient X,, on prendra
be 0, et on aura
Comme dans la colonne des valeurs de x,, ($ 27), les plus proches de
me + 12,25 — 9,7298 + 19,25 — 21,9728 sont 4, = 2,1, % = 9,2, Los == 21,8, Les 22,2,
on prendra, conformément à notre notation,
Ty = Xl, Lg = y, Lin = Bag, Dirrga — Las,
Avec ces valeurs de . .
8, V, Ms Mor LV)
la formule (19) nous donne
—14,3913 K,=5 M, +M,+...+ M, —M—. Mg Mage M | : (es — 2,5279)° F'(æ,) — (x, — 2,5272P F(xs) JE Le — Ta
Los — Las
En passant à la détermination du coefficient K,, on fera ia, et comme pour cette valeur de / Se venons de trouver 8— 62,1579, v= 3, 1, — — 10,3010, n,=0, n, = 10,3010, et que dans la colonne des valeurs de x,, les plus proches de M + 12,25 — — 10,3010 + 12,25 — 1,9490, M + 12,25 — 0 + 12,25 — 12,25,
Ms + 12,25 = 10,3010 + 12,25 — 22,5510, sont
2, = 1,6, 4, =2,1,4,=119, 4,127 02% 280, on aura, d’après notre notation, d=3,i — 14, à —928.
Alors, pour la détermination du coefficient X,, la formule (19) nous fournit cette équation:
62,1579 K=—5] M,+M,-+- MMM Mist Ms May Mo |
___ (4 — 1,9490Ÿ (3) — (x — 1,9490) F'(x,) La — Lg
Li5 — La
PS (Lay — 22,5510)? F'(tog) — (Log — 22,5510)? F'(Xa9) Log — Log
En cherchant de la même manière l’équation qui détermine le coefficient K,, on prendra
et on aura s— 919,13, v=2, n, = —6,125, n — 6,125, ST, i" — 21.
Pour ces valeurs de SM M Mt
la formule (19) devient
919,13K, =; M, + M,+...+ M— MMM Mu | (rs — 6,125) F (3) — (@7 — 6,125) F (4) Ba Ty — Ty
re (too — 18,375) FF (ta) — (to — 18,375) F(t22) Lao — Lay
Enfin, pour la détermination de K,, on fera
ET E et on trouvera
s——5629,7, v—3, mn ——8,6620, mn —0, n— 8,6620, ÿ—= 4, = 14, à — 95; d’après quoi la formule (19) donne
= D 6 2 9 ; 7K;=; [M+M+. . +M,-M;- … -M ,+-M;+. . +; 926 + —My |
GE (ts — 3,5880)? Z' (xs) — (Ta — 8,5880}? F'(x;) Ts — La
Us — Lis ie (tog — 20,9120) Fos) — (Los — 20,9120)? F'(to6) Log — Los
Au moyen des formules que nous venons d'obtenir, on trouve aisément les coefficients de la fonction cherchée
comme nous allons le montrer.
$ 29. Pour trouver les valeurs de
M =(x,—2)F(x), M=(x—)F#F(x), M = (x, — %3) F(&3), RS oi M, =(x,—) Fr), M, =(t — is) F(&),
on cherchera les différences
— 0,9, Lg — Lis = 13,8 —
2, —%, = 09— 0 12,7 =:1,1, T3 —U = 1,6— 0 —1,6, Lg Dig —= 15,0 — 13,5 — 1,5, %, —% = 2,1 0,9— 1,2, Dig — Lis = 15,6 — 13,8 — 1,8, By —X3 —= D,2— 1,6 — 3,6, Log — Lg = 16,3 — 15,0 — 1,8, Ty —%, = 5,6— 2,1— 3,5, Lyy — Li = 17,4 — 15,6 — 1,8, D, —%; —= 6,1— 5,2— 0,9, Tag — Lay — 18,6 — 16,3 — 2,3, Lg —%% —= 6,8— 5,6—0,7, Lys — Ty —= 18,6 — 17,4 — 1,2, Ty — %, = 1,2— 6,1— 1,1, Log — Lop = 19,2 — 18,6 — 0,6, Lio — Lg — 8,5— 6,8 — 2,9, Las — Lay = 19,8 — 18,6 — 1,2, Lay —= 8,6— 7,2=— 1,4, Log — Lys = 21,2 — 19,2 — 2,0, Liga —Lo— 9,1— 8,5 — 0,6, it D Li3—Ln —=11,2— 8,6 — 2,6, Lys — Lg = 22,2 — 21,2 = 1,0, Dig — Dig = 11,9 — 9,1 — 2,8, dite rs paiqee 24,8: 2,2, Las —— Lis = 12,7 — 11,2 = 1,5, Lao — Las — 24,5 — 22,2 — 2,3, Lg — Dia = 13,5 — 11,9 — 1,6, Dap —— Lay = 24, Robe
En multipliant ces différences par les valeurs
Fa), Fa)... FO on obtient M, — 0,000000.0,9 — 0,000000, M, = — 0,000022. 1,6 — — 0,000035, - M, — — 0,000098. 1,2 — — 0,000118, M, = —0,000077.3,6 — — 0,000277, M, — — 0,000115. 3,9 — — 0,000402, M, — — 0,000135 .0,9 — — 0,000122, M, — — 0,000094., 0,7 = — 0,000066, M, ——0,000101. 1,1——0,000111, M, = — 0,000047, 2,2%= — 0,000103, M, = — 0,000006. 1,4 = — 0,000008, M, = 0,000007. 0,6— 0,000004, M,— 0,000081. 2,6— 0,000210, M, ==: "0000215 ; 2,8— 0,000602, M,,= "0.000817: 1,5— 0,000475, M,;,— 0,000352. 1,6— 0,000563, M,,— 0,000480. 1,1 0,000528, WM,— 0,000568. 1,5— 0,000852, M,— 0,000706. 1,8 — 0,001271, M,,— 0,000841. 1,3— 0,001098,
My— 0,000927.1,8— 0,001668, M,— 0,001298.0,6— 0,000779, M,— 0,001419.1,2— 0,001708, M,,— 0,001496.2,0— 0,002992, M,— 0,001805.2,0— 0,003610, M,— 0,001989.1,0— 0,001989, M,— 0,002043.2,2— 0,004495, M,— 0,002421.2,3— 0,005568, M,— 0,002618.0,5— 0,001309.
D'où l’on tire sur le champ les valeurs de toutes les combinaisons des
quantités
que les expressions, déterminant les coefficients
KE. E,K,, K, contiennent, savoir:
M,+-V,+....+ M, -M—.... —M+-Ms+.... + My —0,010523, M +M,+-Ms—-M,—....—M,,+M;+....+ Ms —Mss—M3= 0,018249, M, +0,+....+M,-—-M—....—M,,+,+....-+M3—=0,013457, M +-0,+...+M,-M-...-M, ++... +Ms—-Me—...—Ms—— 0,002493.
D'autre part, par la substitution des valeurs de
Ts, %,, Ts; Te, T;, 3, V4) V5 La Los Vos Log; Log ; Lo ;
Fa), F(&,), F(xs), F(&), Fa), Ft), Fa), Fais), Ft); Fo); Pts), F(X5), F(C8), F'(Ca9),
on à (e,—2,5279) F'(æ,) — (æ,—2,5279) F'(æs) __ —(5,2-2,5272)2.0,000077-+-(2,1—2,5272)?. 0,000115 rs —&, ss 5,2 — 2,1 — — 0,000170, (tos—21,9798)2F (tr) —(tor-21,9728)2.F(æos) _ (22,2—21,9728)2.0,001989—(21,8—21,9728).0,002043 Log — Loy ue 22,2 — 21,8 — 0,000103, (&4— 1,9490) F(x3) — (x3— 1,9490)2 F(x,) __ —(2,1—1,9490) .0,000098+(1,6—1,9490)2. 0,000077 La — La von 2,1 — 1,6
(as— 12,26) F (14) — (a — 12,25) F'(æ1s) __ (12,7—12,25)2. 0,000817 — (11,9—12,15)2. 0,000352
T5 — Lj4 12,7 — 11,9 — 0,000026, (t99—22,5510)2 F (228) —(L28—22,5510)? F{39) __ (24—22,5510)2.0,002043—(22,2—22,5510)2.0,002421 Lo9 — Log sn 24 — 29,2 — 0,002217, (es — 6,125) F'(,) — (x, — 6,125) F(x,) __ —(6,3—6,125)2.0,000094+(6,1—6,125)2.0,000101 Le — Xy si 6,3 — 6,1 — — 0,000014, (to99—18,375) Ft) —(to1 —18,375) (222) __ (18,6—-18,375)2.0,001057—(17,4—18,375)2.0,001256 — — 0,000951, (ty — 3,588) L'(x,) — (24 — 3,588)? F'(xx) __ —(5,2—3,588)2.0,000077 +-(2,1 — 3,588)2.0,000115 Ts — Ty in 5,2 — 21 — 0,000017, (Cog—20,912)? F'(to5)—-(Co5—20,912) F(x2g) ___ (21,2—20,912)2.0,001496—(19,8—20,912)2.0,001805 — — 0,001505.
Dès lors les équations que nous avons trouvées ($ 28) pour la déter-
mination des coefficients nous donnent
—14,3915 K,— SE + 0,000171 + 0,000103 = — 0,004987, 0,018249 62,1579 K,— "5 —0,000014+-0,000026 - 0,002217—0,006919, 919,18 K,= TT + 0,000014 — 0,000951 = 0,005791,
K,= TS _
et par là on obtient
Ko De — 0,0003465, K,= Gi — 0,00011131, K,— ce — 0,00000630, = tn —
En portant ces valeurs de
dans l’expression cherchée de F(x), on a F(x) = 0,0003465-+-0,00011131(2—12,25)+0,00000630(4—12,25) — 0,0000000476(x—12,25),
ce qui présente toutes les valeurs données de F(x) avec une approximation très suffisante, comme on peut le voir d’après cette table:
Fe Valeurs de F (&m) Valeurs de F(&m) PRES observées. calculées.
: 0 0,000000 + 0,000016 — 0,000016 9 0,9 | —0,000022 | —0,000036 | <-0,000014 3 “F6 — 0,000098 — 0,000067 — 0,000051 + 2,1 — 0,000077 — 0,000085 + 0,000008 D 5,2 — 0,000115 — 0,000107 — 0,000008 6 5,6 | —0,000135 | -— 0,000101 | —0,000034 7 6,1 — 0,000094 — 0,000089 — 0,000005 8 6,3 | —-0,000101 | — 0000083 | —0,000018 9 7,2 | —0,000047 | —0,000049 | + 0,000002 10 8,5 | —0,000006 | —0,000020 | - 0,000014 11 8,6 0,000007 — 0,000007 + 0,000014 12 9,1 0,000081 0,000061 | +- 0,000020 135 11,2 0,000215 0,000236 — 0,000021 14 11,9 0,000317 0,000308 + 0,000009 15 12,7 0,000352 0,000398 — 0,000046 16 13,5 0,000480 0,000495 — 0,000015 IF PTS 0,000568 0,000534 | + 0,000034 18 | 15,0 0,000706 0,000698 | + 0,000008 19 15,6 0,000841 0,000789 | -- 0,000052 20 | 16,3 0,000927 0,000891 | + 0,000036 21 17,4 0,001057 0,001080 — 0,000023 22 18,6 0,001256 0,001295 — 0,000039 93 18,6 0,001298 0,001295 | + 0,000003 24 19,2 0,001419 0,001408 +- 0,000011 25 | 19,8 0,001496 0,001525 | ——0,000029 26 | 21,2 0,001805 0,001813 | — 0,000008 #7 T°018 0,001989 0,001942 | + 0,000047 28 | 22,2 0,002043 0,002030 | - 0,000013 29. 24,0 0,002421 0,002447 — 0,000026 30 24,5 0,002618 0,002568 |, + 0,000050
$ 30. D’après la formule (14), et en prenant, suivant l'expression obtenue de F'(x),
on trouve que les erreurs qu’on commet dans nos valeurs des coeffi-
cients K,, K;, k,, se
en remplaçant, comme nous l’avons fait, la courbe y — F(x) par un polygone, sont comprises respectivement entre les limites
_—_0,0000023 et —0,0000040, + 0,00000059 et + 0,00000079, _—_ 0,000000022 et — 0,000000032, __0,00000000059 et —0,00000000081.
D'après cela on reconnaît aisément que ces erreurs sont notablement au-dessous de celles dues aux observations. Ces erreurs seraient encore plus petites, si les valeurs de l’argument des observations des n° 4 et 5 n’étaient pas si éloignées entre elles.
$ 31. Par la méthode exposée dans les sections précédentes, on parviendra à trouver les coefficients de la fonction
avec une approximation plus ou moins grande, suivant le nombre de ses valeurs connues. Mais comme les quantités
83 Ms M5 0
qui entrent dans nos formules dépendent essentiellement du nombre », on ne peut les employer à la recherche de l’expression de F(x) sans fixer d'avance le nombre de ses termes conservés, et conséquemment, tant qu’on ne sait rien sur ce nombre, il est important d’examiner les différentes hypothèses qui s’y rapportent, et de chercher séparément, dans chacune d’elles, l’expression de F(x), ce qui augmente considérablement les calculs. Nous allons montrer maintenant comment par notre méthode on parvient à
une formule d’interpolation, qui lève complétement cette difficulté. La formule que nous donnerons à présent embrassera toutes les hypothèses possibles sur le nombre de termes dans l’expression de F'(x), et répondra à chacune d’elles suivant qu’on prolonge plus ou moins la série que cette formule représente. Sous ce rapport elle ne laissera rien à désirer, seulement, comme toutes les autres formules de ce Mémoire, elle ne donnera pas de résultat avec la moindre erreur à craindre, résultat qu’on ne saurait trouver directement qu’à l’aide de notre série citée plus haut.
$ 32. Pour parvenir à la formule d’interpolation dont nous avons parlé, convenons de désigner par le symbole
Ju
l’expression de la forme
M" M2 ns h [rar u di + | u dx — (on fra —h Ni 2 Nn où LE UT ae | Ms Mr...
sont les racines des équations : n+-1 n+1 (æ+ Va?) ? +(x— Var —h?) ? 5 2 perd n+1 n+-1 (x + Va? hi) ? —(x— Var?) ?
= xs 0 2 Va? — h?
dans le cas de »n impair, et des équations
Co md on Le nee 2
A 1 2 V2 (Ve Ve ee 7x +h —= 0 FT
dans le cas de n pair.
D’après cette notation, les formules, trouvées dans la Section III pour la détermination du dernier coefficient de la fonction
seront représentées ainsi:
] Fa) = 6 À.
D'où, en substituant la valeur de F(x), nous tirons [A +4,%+....+4,2)= 4,2 +4 fx+....+ 4 fx" =5sA,, n n n n ce qui suppose Soit maintenant
fa)=a+ar+aûi+....+a,x
une fonction dont on cherche la valeur pour
HR D'après la valeur de : m fa) =a+a1+a+-....+a,x on à JFG) = [ (0 + à € + ad? +. + 4,2%") —4@ [2 +afx+a,fa+....+a, fa"; n n n n
et comme nous venons de voir que a —=0, fx—0, fax—0,....(a1—0 [a =0, [2=0, f#=0,....[a" 0,
cela nous donne, dans la supposition de n m1,
Jf@=afe" a, fe +. F Han f2".
D'où, en faisant :
nous obtenons ce système d'équations:
JF@)= a fa + a, [x + a, [at +. +4," JFG) = a fe a far... a, [a
(20) [f@)= af +....+a, fx", [fa = a, [2"
Ces équations déterminent tous les coefficients
CAO CAT AMEN 7
de la fonction fa) =a+a2+a+....+a, x d’après lesquels on trouvera aisément sa valeur pour 4 — 2.
$ 33. Pour parvenir directement à la valeur de f(z), nous prendrons la somme des équations (20), après les avoir multipliées respectivement par les facteurs arbitraires
Ainsi l’on obtient
Gj f(x)+-0, J f(x)+0, J f(æ)+. + 0mff (x)=a0, f a°+-a,(0, f 2+0, f æ)
+ Gn(0, 00 [++ 0 fan)
D'où résulte cette valeur de f(2 = a, + a, 2+a,#+....+a, 2":
O1) A ff@)+0,[f() + 0, F0)... 0, [F0 =f te,
les facteurs | DD 0 6x6 étant choisis de manière à ce qu’on ait
0,[2"+0,[2"+....+0,,, fa".
Or, d’après la forme de ces équations on voit que les facteurs
O; Os O0
ge...
qui entrent dans l'expression (21) de f (+) sont les fonctions de z, respectivement des degrés du dv:
et que leurs valeurs ne dépendent nullement de »#, nombre de termes de la fonction cherchée. Done si l’on fait » — ©, l’expression de f (2), donnée
par la formule (21), jouira de la propriété dont nous avons parlé dans le $ 31. Pour s’en assurer on n’a qu'à remarquer que, dans le cas de m — oo, la formule (21) se réduit à une série infinie
0, JFG) + 0, [F0 + 0 [F0 +...
et que cette série, arrêtée au terme 4,,,,/f(x), donne la valeur de (2)
qu’on trouve d’après (21) dans la supposition de
fa) —=a+ar+ai+....+a,x.
$ 34. Nous allons chercher maintenant la loi de la série Fe) = 0 [fe + 0, [Fe + 0, [+
qui résulte de la formule (21) dans le cas de m = 00.
Les équations (22), qui déterminent les fonctions
ns. Css
pour »m— co, deviennent
Af= k,
(24) 0, fe + [a+ Os [ mp,
Of +0,12 + 03fa + 0,[a8 = 2, 0 1 2 3
ee © o 06, 6e vo +. % ee. ù + 0 à sie e
Par la solution de ces équations on trouve aisément les fonctions Ô,, bg: rss 3
mais il est difficile de reconnaître leur forme générale. Nous montrerons maintenant comment on y parvient par une méthode toute particulière.
En vertu de ce que nous avons vu ($ 32) relativement aux expressions |
Jr, fz, Je. 1% fa,
On à
D'où il suit que, sans rien changer aux équations (24), elles peuvent être mises sous cette forme:
Ouf a+ 03 [a+ 0 [a+ tt O, Je + 0f2 +02 +...
O, [a+ 0 [a+ [a+ G, [a+ 0 [a+ fa... =,
Or, si l’on multiplie ces équations respectivement par
FE 9 28: #4 SF enr BAT 46) Ut
a étant une quantité quelconque, et qu’on prenne leur somme, il en résulte FR 2 av es Oasfe + fer fe + fe +....] Leu és 4, + fe + fe fe + fe +...)
+ af + a feel ei fa +. ue
—+ . . +. WT. @ . LA . . . + . TOR CS D, A VS | . . . +. L L L2 RTE | 22 822 423 ET eR T at ae gr DRE nd a ter Ur eee -S
et comme
ls: 02 durs A 1°: Du er 42 Rte So.
a2 a3 ai PE CROSS Sp
cette formule se réduit à celle-ci:
(25) Ar pt Ales UE, RSR EU |
Pour trouver les quantités contenues dans cette formule, remarquons que d’après notre notation
" 2 LE h [— “æœ _qæ —+- Le — +(—1)" .
AC (x—x)? (a—x)? (a—x)? TRE (a—x)?" ne " 2 Mn D'où il suit 1 1 2 2 2 ms + [ (a—af —_ _ a+h si U—N) A—"% Es Œe NE M x —h? et comme 1 2 2 2 n 1 PR ee ane ere .+(—1) TS
___ dlog(a+h) 24 log(a—"n,) 2d log (a— A) 24 log («—"3) “ta À gite cn da da da da M du
(a — 9) (ù — m3)... (a — h) D" UE E— D. ...(2+h) du ?
il en résulte
(a — n,)2(x — n3)2....(« — À) (0% Î ie (x — n2)?....(a + h) RCE da
À l’aide de cette formule on obtient aisément la valeur définitive de
Les
Dans le cas de » impair, les quantités ni. 70 Moy More:
sont ($ 32) les racines des équations (x + Va? — D 5) nee ri F5) = =
mt (x +- Var) ? — (x — Va? MR) ?.
2 Va? — h?2
mie
et par là on trouve
n+1 n+-1 GENE) ÿ CESR *
(o + Vas — #3) ? (a — Var — ES) mc M men m0 ES
en désignant par ©, et C, des valeurs indépendantes de «&. D’après quoi la formule (26), pour » impair, nous donne
og 0 (a+ Var ax + (ax — Va? — 2) Ka Ci? +1 n+1 [ L Le (œ + Va? — «2 — h?) A (x — vas & — h?) En (@— x? da n +1 ann +1
Va (e+ Var RE) (ue — Var — Re) F1"
En passant au cas de » pair, nou$ remarquerons que, pour ces valeurs _ de », les quantités
Ms My»
; : ; Mar Muse.) sont les racines des équations ( Et VE) —( œ+h ee) 2 2 2 2 0 æ—h pans 2 V = z+h @ — h\N+HA æ+h æ— h\N +1 VV) /2+h Pre Lt AY
et par conséquent
0 ho vV:).
id 2 ?
te VENT (VE VENT
D’après cela la formule (26), pour # pair, nous donne
i re hu nan)
4 log —— C;? a+h œ — R\N HI a + h QAR [ .. (V+ + =) (VV) = — da n + 1 ARNHA
Var he (a + Var — RE) (a — Var — Re)"
Par les expressions trouvées de
f 1 ne — 2} on obtient, pour n = 0, 1, 2,...., RE 4h ler 7 a+ Va? — hi— (a+ Va?)
= Var h? (a + Var — h2)— (a — Va? — h?)?
f D 4h Qu — 2) Var? (a+ Va? — h2) — (a — Vaz— 2)?
en vertu de quoi la formule (25) devient
Va2—h?
a+-Va2—h?2—(a—Va2—h?) ee (a+-Va2—h2) —(x—Va—h2)
nee 3h38 0, see (@+Varh) (ever)
Pour simplifier cette formule nous poserons
a+ Va? — h?
ce qui nous donne
a — Vo? — h?
et d’après cela notre formule se change en celle-ci:
ou
A 205 PA 303 +£ ss 1
(u > PRE PE LR sd h RP?
u u u? vu» 2 plaire 6, 20 30, mé (u ) 1 _—. Ï + 1 Ar Du :
a : SM" RER APTE ne MR m 2h (re ñ 1)
MORE
fi A à re Œ a à F
$ 35. Les deux membres de cette équation se transforment dans des sommes très simples. En effet, comme
6 20, . ds des EX D 1) au pe] U — — We Mrs pe M u—= M hp. = - UÀ — — —_u on trouve == L'SANR SP IE eE EE (—1)—1 36) 1 SRE Lori RAR : Qu—ih * VAS Liu:
D'autre part, à l’aide de la décomposition en fractions simples, on obtient
* PEER RSS RE ED RCE , (u u ) DEV R à (24222) 7 24V ae (2—v 22h) 2—V 22h? - 284; F 2V 2h? | Gu-e-v2- Re) hu-z-Ver ht (hu-2+Ve2h) hu-2+V22-h? et par là rs ENT ON. h(2+ V2? R)u h (2 — V2? —h?) u |
(etui) VAR (hu—2—Va—) TU (u—s+ Ve h}_/’
d’où résulte
1 Aie )E+Y 22h) (e+Ve—h) u? ( u——) PE 3 PRE ss nes À w 2 EE ce ” (ne : ti) rer Ten LEE M (eva hi) (Ve h2) h D
= — Se ire 2h) —(s—Vr— BR) == h? >, =
hT uT
D’après les transformations que nous venons de faire, notre formule devient
ASS = x T= > Y EN Te 2" (a+ Var RE) — (2 Var BR) ET 4 7 2 D A=1 rpg T—
$ 36. Pour tirer de cette formule celle qui nous conduira aux valeurs cherchées des fonctions
UE, MaC NRRRE
nous l’intégrerons depuis u= 1, jusqu’à w— co, après l'avoir multipliée par
roc og" (u)%
où @ est un nombre arbitraire. Ainsi l’on obtient
\ logP—1{u) du X _( _p1}f Se D F9 = a BD _— L
Le")
pi
et comme les intégrales
| log P—1 (w) du | (2u—1) +1 ?
k p— 1 XP Qu — 1ÿ | lg () dæ
il en résulte, après la suppression du facteur cou |
se réduisent à
Va he) (eV) ét ) du ATV 22h ur
log P—1 (u) du
ut FI
, 4[ log (2) 4
Joe: (+) dx,
2) — (e— Ve —h)
N TT AG; TS — \ z2+ V2? — dm D + ÀP (21 — 1)P Ÿ- Ai B=1 T1
ou, ce qui revient au même,
1= = To
ANT rx0 Ve? — RP?
(73 (— 1 —1 10 D 1 Y (a V22 RE) — (a — Var — PE À fs a
ÀP Qu — 1 — À=1 B=1 T=1
De plus, en remarquant que
4hT rx Vz2 — 2
(te
ie
on trouve que cette formule peut être mise sous la forme
RE in 1 de 2-7 Gite.
= + N ” (2+V22—R2) —(3—V 22h?) ms ART x° Ve? — h?
et par là on obtient
\ (—1}—1 A J (av 222) (222272) 1 1 1 (26) À pee AhT x Vz2—h2 (re) 7)
C’est au moyen de cette formule que nous trouverons l’expression générale
des fonctions 0, qe: (; AE te E -
37. Pour trouver la valeur de ©, remarquons que la formule (26 À )
indépendamment du nombre 9, ne peut avoir lieu, à moins que ses deux “Has membres ne contiennent les termes avec ; égaux entre eux. Or, dans le
premier membre on trouve que ce terme est
en passant à la recherche des termes correspondants dans le second membre, nous trouvons que le produit
se réduit à 1 1 1 1 j»
en désignant par
des nombres impairs Led rt, EF ID 17; 19.5 :, sans facteur carré, et en supposant qu’on prenne le terme
LS
ap avec le signe + ou — suivant que les diviseurs premiers de d, sont en nombre pair ou impair. Le second membre de notre formule se réduit par conséquent à
à Æ ARTE RE) —(e— Ve) 1 cms ANT Vz2 — M? (rdh)}??
: 1 et par là on trouve que les termes avec ;; sont
À (eV) (Va 2e) 1 tr: (2-22) —— (eV 22h?) dE 4h] v 22=hè NT 4; Fi 1° 4hd1 Vr2—R2 À MU À (2422 h2)da (2-72 =h2)da Es —— d. + 2 — 4h 2 Vz2—h?
en désignant par ” Rue RE
ceux des diviseurs impairs du nombre À qui n’ont aucun facteur carré. Quant aux signes de ces termes, conformément à ce que nous avons vu, On prendra en général
À LE (24-222) p — (eV 22 h2)dp À Lo AhdpV 22h?
Le a
avec le signe + ou —, suivant que les diviseurs premiers de d, sont en nombre pair ou impair.
En égalant entre eux les termes avec ;; que nous venons de trouver
dans les deux membres de la formule (26), nous obtenons cette équation:
À En A 6) CAVE) —(2—V 2 PSS À Cv — (eV 72) 1 Ah V2 AP di À L and 122 TE | À À ii À (24-V22—h2)d9 —(2—V22—h2)da 1.
—— de à 1P ——— (4 + € ‘ ?
AhdaV 222
ce qui donne pour la valeur cherchée de la fonction 6,
is À À RES pe mad PR) (eV) (AP (ee) — (eV) ÿ Ah Va? a ET. M ce and VE TÈ
À À a De (e4+-V 22 h2)d9 (3722 h?)do LE 2 À . 0... ME.
AhdoV 72 TÈ
$ 38. Par l'expression trouvée de 4, on obtient aisément toutes les
fonctions O; Os Ogs Os.
suivant lesquelles est ordonnée notre formule (23). Ainsi, en remarquant
que dans les cas de FÉTS 20e AU
le nombre À n’a point de diviseur qui soit impair et en même temps sans facteur carré, nous trouvons pour 4, 4,, 0, ces valeurs:
0 eV hs Va RE 1
nee 4h V2? — 2 T2?
CD CRE
EM AR V2? — 2 Et -8?
PE G+ Va? he) — (2 22h?) _— __48— 2h RE Ah4 V2? — h? LR
Dans les cas de An D 6
les diviseurs impairs de À et sans facteurs carrés étant
l'expression trouvée de 4, nous donne
re es de Se. 2 22h?) — (eva 2h? 3+V 22— (eV h2) (2 V2 R2) 1 2+V22—h? Va? 8 Ô TE Sr Han D Ur ee nt : ARS VA TE 3 4h V2 TE 20) 4_Gh2z2+ = ha — G+vVam) (eva RE) 1 84 V8 VAR 824—6h222+- Fe h 4h5 V2? 4 D 4h V 22h? Fe ns ?
É 5_1Gh223+ © h4 PE (eva) — (eV 27) “ (4 VAR) - (2-va=R) HE 16h?e%45hte Lis ANS Vz2—h2 3 4h? Ve2—h? 4 h
Quant aux quantités
contenues dans notre formule (23), remarquons que, d’après le $ 32,
Le=ffoa- |; f(æ d x + PE) dre ..—+(—1)" | f(x) dx,
MN On
et d’après les $$ 17, 19,
MR COS =, = À COS R2r de M = À COS es, 1, = À cos Er, Fra ce qui nous donne nee . (n—2)r pose Ml h
[ fo = fo) a -— re dr rË à ro.
—} os MIT T ————— h cos =
D'où, en faisant n=0, 1, 2, 3, 4,.5,....,
on obtient
h [f(@) = | f(x) dæ, à
0 h L#0- | fe) de | fo) de;
Lo [re Pise fr à dns rade, PR
J,f(@) = EE reyas
Fe enr ie ve=[rou- [7 f(x) ro fade + ftada, h Rire " 1 re 1, vi :
Le
[. f(x) [ro (x)dx fe cu + $ @) dx que (x) dx “fe (æ)dx — * dx,
POSE D Mes 8 6 0 00. 6 6e ele Sd RTE Te UE D 9.006 16 à UE Se US ST RSR DEUST
En vertu des valeurs trouvées de
00 0 ir M fac
notre formule (23) se réduit à ce développement de la fonction f (2):
ere (27) f(2)= =} faode- Les [nous “À: [fé . fo (x) dx+ fou |
| ro f " dx — F; f(x) dx ef (x) dx — fe jo és _ D
V5+1, Est
“Ur dx hé dx + . dx — Fe) da + FU Fer sé se F Le ee h das Li 1, des h y3 À 21 1625 16h228+È h42 f(x) dæ- | f\ ce f @) dx- fi f(x) vo da- f * dx F5 e l —— Re à h
qui, suivant le nombre de termes qu’on y conserve, donne l’expression f(2) sous la forme d’un polynome de degré plus ou moins élevé.
Quant à l'évaluation approximative des expressions h f(&) dx, —}
Fe J f(x)de, —h 0 JL
f(x) dx — fr dx +- | Fee AE * He,
si A >:
d’après les valeurs données de (2)
fa) Fe) Fes): + - Fe),
on y parviendra, comme nous l’avons montré dans le $ 22, à l’aide du planimètre, si l’on a la représentation graphique de la courbe
dans le cas contraire on les cherchera à l’aide de la formule (15) qui, par le changement de x en z, F(x) en f(2), devient
(28) de fie s Fear —. ee À Fo) —
Ny 1 M, + M, <. me — M; 141 EC — Mir+M1+. ME +M-Mis —— y y 2 — M4. Her O1), sr M 51) M, FOURS (-1) WW; (ei+i— 0m) f (ei) — (er ue it), (ere na (ei) (ein) Ji") Ha Zi +1 — 2 2i"41 — 2i" z —1)$ f (2. (2 —1n,Ÿf (2 Con IT Co ET Con mr CE + (—1) n + ?
où
85) ASE ir, Byrp)
2 40) 2 AUFST sont les couples de termes dans la suite
CAPE ONE OS à
* respectivement les plus proches des quantités
Mo Mare + A) et
M, = (2, — — 2) f(&), 1, a (2 Cr f (83), - er
A 0 fé)
Dans la formule (27) les limites de la variable sont — et + k, ce qui suppose que dans la suite des valeurs données de f(z)
f(&), fes), UE .[(e,)
les quantités z, et z, sont, au signe près, égales. Or, tant que cela n’a pas lieu, on y parvient très aisément par le seul changement de la variable, savoir, en prenant pour la nouvelle variable z la différence 2— 12%,
$ 39. Pour montrer l’usage de la formule (27) nous allons l’appliquer au même exemple que nous avons traité plus haut (III). Dans cet exemple les valeurs limites de la variable sont x, = 0, &,— 24,5. Donc, conformément à ce que nous avons dit, on prendra pour la nouvelle variable, que nous désignerons par z, la différence
D — TT
D’après cela, la table des données que nous avons eue dans le $ 27 se change en celle-ci:
m 2, fe) m 2 fe)
Comme dans cette table les valeurs limites de z sont
on prendra
et pour cette valeur de À on aura, d’après la formule (27), ce développement de la fonction f(2):
12,25 0 12,25 (29) (= 5% rede —| f(e) de — far | ré
—12,25 —12,25 0 r r—6,125 6,125 12,25 SE +- f(e)dz — | f(e) de +- far [ue J 12,25 —6,125 6,125 ; r r—8,662 0 8,662 12,25 7e —| | f@de-| fade | fo] Fed | RE LJ/—12,25 J—8,662 /0 8,662 D 6 7 nn 0 nomme es ne mon D CS NN SN RU Le $ 40. Pour évaluer les expressions 12,25 fe) de, —12,25 - 12,25 f (e)dez— | f(e)de, — 12,25 0 —6,125 6,125 12,25 f(ode— | f(e)de + | f(e)de, —12,25 —6,125 6,125 —8,662 8,662 12,25 l f(e) de — fs FAdpe f(e)dz, 12,25 —8,662 8,662
on cherchera préalablement les valeurs de M, M... M., d’après les formules
M = (2 — 2) fa), M = (23 — 2) fe), M = (8, — 22) ( (es), ses. Ms — Fe 298) f (229), de — (230 — 239) F (£30)-
L’on obtient ainsi
EUR
SRSRRRR SEE
Ces valeurs étant déterminées, l’évaluation des expressions précédentes au moyen de la formule (28) devient très expéditive.
Pour trouver l'intégrale
12,25 fe) dz, —12,25 on prendra dans la formule (28) i= 30, v—0, 4 —— 12,25, 4, — 19,25, et par là on aura 12,25 j ft)de= (M +M+....+ Mo), —12,25 d’où, en vertu des valeurs trouvées de M,, M,,....1M,,, il résulte 12,25 f(e) de — 5.0,032407 — 0,016208.
Pour trouver la valeur de l’expression
0 12,25 f(e) de — | f(e)de, —12,25 0 on fera dans la formule (28) i— 30, v— 1, 4 ——12,25, #,— 12,25, n—0, ce qui nous donne ; : Pa f (er) fair) s+1/ (25) 2%" f (ei f{e)de— | f{e)de=; M+ M4. Moo)- à —12,25 Jo
où, suivant notre notation, 2;, 2,1 désignent la couple des valeurs de z,, les plus proches de 0.— Comme dans la colonne des valeurs de z,, ($ 39) celles les plus proches de O sont
24 = —— 0,35, 215 = 0,45, et que, d’après la table des valeurs de M,, M,,....M,,
M, + M, +....+M,,—= 0,000049, M,+ Ms+....+ My = 0,032358,
la formule précédente se réduit à celle-ci:
0 12,25 f (e)de— | f(e)de = 5 (0,000049—0,032358)— —19,25 0
D'où, en ayant égard aux valeurs de
on obtient 0 12,25 : 0,452. 0,000317—0,352.0,000352 fade LOUE Re LES CAT
En posant dans la formule (28)
on à, pour la détermination de la valeur de
—6,125 6,125 12,25 fe) de — | f(ade + | f(e)de, —12,25 —6,125 6,125 — 6,125 6,125 12,25 Me Morse Mis f(e)de— | f(e)de + | f(e)dz=; —12,25 —6,125 6,125 — M + Ms +... + M __ (ei+1+6,125)? f (ei) — (256,125)? (251) +12 È 4 Ei156,125) (ei) —(ei" —6,125) (ei) Li] — 24 ?
où By Birgas Br, Birya désignent les couples des valeurs de z,, qui sont respectivement les plus
proches des quantités "6,120 DES
Comme dans la suite des valeurs de 2, les termes le plus proches de
—6,125, 6,125 sont 8 = — 6,15, 23 —— 5,95,
cette formule nous donne
6,125 r6,125 p12,25 f(e)dz- | f(e)de+ | f(e) )de=; [M +M,+..+M,-Ms—..—M,+ Mt... Mo]
12,25 J—6,125 J6,125 QE (28 + 6,125) f (27) — (25 + 6,125)° f (28)
£g re £% + (ex — 6,125) f (221) — (291 — 6,125). f Ga) 229 — 82
et par là, en substituant les valeurs de
Las LP En 20) L (er), 1 (es), ((En) 1 (Gao)
on obtient
—6,125 6,125 12,25 f(e)dz+ | f(eda+ | f(e)d2 = 50,018457-0,000014—0,000951 —12,25 —6,125 6,125 — 0,005791.
En cherchant de la même manière la valeur de
— 8,662 8,662 12,25 J: f(e) de — ; (2) de + Æ (2) de — | f(2) de, 12,25 —8,662 8,662
on prendra dans la formule (28)
= 30, 2, = — 12,25, #,— 12,25, v= 3, n, ——8,662, nr = 0, n, — 8,662, = 4, = 14, à” —= 925,
en vertu de quoi elle devient
—8,662 ro 8,662 12,25 MieM,+...+M-M,—...-M, f(e)de-— | f(e)de+ | f(e)de-— | f(2)de= > | | —1225 J_-8662 Jo 8,662 15 + Ms — Mig —... — Mo (25 + 8,662)? f (23) — (24 + 8,662) F (25) re 25 — £a 2152 J (214) — 2142 J (215) #15 — 214 ___ (226—8,662)° (225) — (225 — 8,662)? f (226) 226 — £25 °
D'où, par la substitution des valeurs de
fes), fes), feu), F5), 1 (eos), 1 (eos),
sr nee A QE À Ms, Ty ss Lias Éi5 2255 296) on tire — 8,662 0 8,662 12,25 f (2) de — rod | f(e)dez— | f(2)de — 0,000268. —12,25 — 8,662 0 8,662
D’après cela on trouve par la formule (29) ce développement de la fonction cherchée:
0,016203 | 0,016180, . 0,005791 0, 0,000268 = as + 16006 * + 183826 (22 —100,04)- (42—300,124)+.
qui donne son expression sous la forme d’un polynome de degré plus ou moins élevé, suivant le nombre de termes qu’on conserve dans cette série. Ainsi, en s’arrêtant au quatrième terme, on trouve, pour son expression sous la forme d’un polynome du troisième degré, cette formule:
ce qui ne diffère de l’expression, obtenue dans la section V, que par des quantités tout-à-fait négligeables.
TABLE des solutions de l'équation “ M2 ns h [Fee — | raar+ F(a)dx —....+(-1) | F(x)dx =54, —h Lil 2 Nv
qui correspondent à la plus grande valeur du facteur s, F(x) représentant le polynome 4, + 4,2 +....—+ 4,2".
y 2, ts 2, Mm—=—0,5h, m—= 0,54.
ves 2, t=0. M—=—0,79370h, n = 0,79370.
vo 2:
is 2, n—= — 0,5, n, — 0,54.
v & 3, TR À m—=—0,70711h4, n, = 0, n = 0,70711h.
s——0,25hf.
PA
. ts ln M th nE dut PTS
=D VV é, 1I=0 = — 0,89725h, = — 0,60587h, Ns—= 0,60587h, n,— 0,89725h. 8 — 0,83446.
= tt. Mm—=—0,91682h, = —0,67418h, N3—=0,1n,—=0,67418h, n;—0,91682%. s——0,22772h.
Es 5 = — 0,87305h, n——0,37305h, n,= 0,37305h, = 0,87305h. s=—0,15139h.
van 1=3.|n —=— 0,89945h, n——0,55589%, n,—0, 14—=0,55589 h, n:—0,89945}. s— 0,05901/“.
ve 9:
# : x Et £ dk pete aa rt | pure rame de A mr d
Foie The ï = pt e a ee
"ia tle
Éd ms ue
DÉS MOINDRES CARRÉS
(Mémoires de l’Académie Impériale des sciences de St-Pétersbourg. VII® série. T, I, 1869, Ni 16, p. 1—24.)
(Lu le 29 avril 1859.)
ë V4 ET LE MAÉ
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Sur l’interpolation par la méthode des moindres carrés.
Dans le Mémoire Sur les fractions continues j'ai donné la série qui présente le résultat définitif de l’interpolation parabolique par la méthode des moindres carrés. Comme cette série fournit directement l’expression de la fonction interpolée sous la forme d’un polynome avec les coefficients les plus probables, et sans qu’on fixe d’avance le nombre de ses termes, on conçoit que, sous le rapport théorique, elle ne laisse rien à désirer pour l’interpolation parabolique. Mais pour rendre son usage tout-à-fait praticable, il restait à indiquer la marche commode à suivre dans l’évaluation de ses termes. C’est ce que nous avons fait pour le cas le plus simple où les valeurs de la variable, correspondantes aux valeurs connues de la fonction interpolée, sont équidistantes. En traitant ce cas particulier dans la note Sur une nouvelle formule, nous avons indiqué une réduction de notre série à la formule que voici, très propre à l’application:
sn du. Po() + PÈT — M Au, P1(4)
sm l
1) (n—i) (n—i—1 He (n?2—2?) > 1e Se ) Au, Pa (2)
11) De Din DE De D (2) +
RE T = = cu D 1.2.3 1.2.3
+ etc.,
en désignant par
U; Us, Ugs- . ‘u,
les valeurs données de # qui correspondent aux valeurs équidistantes de x
D— TL, Lo, Lg,....%,,
et en faisant, pour abréger,
2— 5 (mi + 20)
Dee
Le —
Dans cette série les signes de sommation s'étendent à toutes les valeurs de ©, depuis à = 1, jusqu’à 2 —n, et
Po(z) P1(2) Pa(2), Pa (8) + + - -
sont des fonctions entières de z qu’on tire de la formule
Az de eu (2 ra =)... (2 +) (2 —") (2 —")..(e— ei,
en adoptant pour / les valeurs
0, LA E Comme ces fonctions sont liées entre elles par l’équation (9) = 2 (22 — 1) 4p,_, (9) — C— 1) [n° —( — 1)] 9, (0),
et que Po(e) = A1 = 1,
qe) = A (345) (2) = 24,
on trouve sur le champ
Pa (2) = 12 8° —(n? — 1),
Pa (2) = 120 — 6 (3n?—7)z,
Pa (2) = 1680 2 — 120 (3 n° — 13) 22 + 9 (n?— 1) (n° — 9),
ps (2) = 30240 &° — 8400 (n° — 7) 4% + 30 (15 n4— 230 n° + 407)z,
Ce développement de # qui résulte de notre série, tant que les valeurs
T; , La, La, . . 2,
sont équidistantes, est très commode pour l’évaluation de l’expression de «, vu que ses termes, comme ceux de la formule d’interpolation de Newton, contiennent les différences
2 3 Au,, Mu,, Au,,....,
dont les ordres vont en croissant, et que ces différences, sous les signes de sommation, ne sont accompagnées que des facteurs
tfi+1)(i+2) (n—i)(n—i—1)(n — i— 2) É2:5 ? 1.2.8 ?
qui d’après la propriété connue des nombres polygonaux, s’évaluent aisément par seule voie d’addition. Et comme cette série nous fournit l’expression de # avec les coefficients les plus probables, on conçoit qu’elle ne laisse rien à désirer pour l’interpolation dans le cas particulier où les valeurs de la variable qui correspondent aux valeurs connues de la fonction sont équidistantes.
Mais ce n’est pas le seul parti qu’on puisse tirer de notre série pour l’application; son usage est aussi très utile dans tous les autres cas d’interpolation parabolique, comme nous allons le montrer à présent, en indiquant la marche qui conduit aisément à la détermination successive de ses termes. On verra, d’après cela, que notre série procure un moyen très propre pour évaluer, terme par terme, l’expression de la fonction interpolée «, et qu’elle donne, en même temps, la somme des carrés des différences entre ses valeurs connues
M, ui 0e. : 104; et celles qui résultent de l’ensemble des termes trouvés pour son expression. D’après quoi on aura, sur le champ, l’erreur moyenne avec laquelle les termes trouvés de « représentent ses valeurs données, et par là on reconnaïitra tout de suite celui auquel on peut s’arrêter. Ainsi, au moyen de notre série on trouvera tout à la fois et le nombre de termes de #« qui sont importants pour l’interpolation et leurs coefficients déterminés par la méthode des moindres carrés. Pour faire comprendre la supériorité de cette méthode d’interpolation sur celles dont on se sert ordinairement, remarquons qu’elle donnera précisément, en général plus aisément, les mêmes résultats, que ceux que l’on trouve par la résolution des équations fournies par la méthode des moindres carrés qui suppose que le nombre des termes dans l’expression de « soit fixé d'avance. D’autre part, en déterminant et le nombre de termes de « que l’on doit calculer et leurs valeurs prescrites par la méthode des moindres carrés, elle sera, si ce n’est dans certains cas exception-
Res
nels, plus expéditive que la méthode d’interpolation de Cauchy qui est loin de donner les résultats les plus probables découlant de la méthode des moindres carrés.
LE
D’après ce que nous avons montré dans le Mémoire cité plus haut, si les valeurs données de la fonction
MN Ne. 4 qui correspondent à
T— TL, Lo, Ly,....%,
sont affectées d’erreurs de la même nature, et que l’on cherche son expression, par la méthode des moindres carrés, sous la forme d’un polynome de degré quelconque, on aura *)
u = K 4%, (x) + K, 4, (x) + K, db, (x) +...., où
Je, He tes sont des coefficients constants, et
Yo (x), U (x), d (x), Sr el
les dénominateurs des réduites de la somme
> RS PE ete ine à 0 TL L—U L—te L—% ‘° æ—2)
qu’on trouve par son développement en fraction continue
Dans cette fraction les constantes &;, La) Las . . L2 L]
peuvent être choisies arbitrairement. Pour fixer les idées, nous supposerons
*) Nous n’emprunterons de notre Mémoire antérieur que la forme de cette série; mais tout ce qui est important pour son application sera donné dans ce qui suit.
qu’elles sont choisies de manière à ce que les coefficients de x dans les quotients
is as ss...
soient égaux à 1, et nous désignerons par
a, ? or d ? sa ds; L2 L] . L2 les valeurs de
Li, o, Ugye
qui remplissent cette condition. D’après cela, et en remarquant que les dénominateurs
ir as 3»...
seront des fonctions du premier degré, on aura, pour la détermination des fonctions
W(X), (x), LE), ....
LT — LG
ce développement de
en fraction continue:
D 1 Gi = a C—g æ—b, — ©? a s mb, —
z—bs—.
D'où l’on tire, pour l’évaluation de ses réduites
Polx) Pit) P2(x) ex (x) d, (x)? Ÿ, (x)? Ÿ, (x)? .. *g (@&)?: .…..,
les formules suivantes :
Lo (&)=1, Do(&)—0, ÿ, (&)—2—b,, P(2)—=@, (1): L, (&)=(&—0,) à, (x) — ad, (x), Pa (x)=(&—-b;) p; (X) — 42 Po (x),
ONU HUE re en 002 Te D EE RU GE TT Nr ee ARS FT MUNIE ON De PA UE En it OR SE UE De Gt QE OUR OS RE ON CR LR A
L@)=(@&-b)4,_,(@)-a 4, @), pr (x-b)9,(&)-a, p_,(n),
et par là, en faisant DOI =R, OO ———-n@=ER, h@ D — pr) = ER
som T — XL;
ho ——-nO=R,
on obtient, relativement aux fonctions
E,, R,, R,,....R, cette suite d'équations:
| 1 k, Le me: D, k, —= (x — b,) EF, — 4,
°) e » », +. © © "e ei ee" es à + +" "47e es
C’est au moyen de ces formules que nous parviendrons à déterminer
toutes les quantités qui sont importantes pour l'évaluation des termes de notre série.
LP
D— Up,
qui résulte du développement de
Pape æ — 5?
ont pour dénominateurs les fonctions LT), (x), L(r),... LA (&), | RP (Ch...
respectivement des degrés
DR Dr: Dani:
la fraction
représentera la valeur de
e « À ® LA exactement jusqu’à -3x, et, par conséquent, la différence
>à ARLES à (æ) T—%% Vu. (x)
sera de degré inférieur à — 24. Mais la fonction 4, (x) étant du degré p, cela suppose que l’expression
R, ia A (æ) ni = Pu (x),
est d’un degré inférieur à — w, et de là on conclura que son développement ne peut contenir les termes avec des puissances de + supérieures à & "7 *. Donc, on aura
__ (&n) , (u+l) , (u+2) LE, = Re + 1,
en désignant par
(ue, &), (w, &+ 1), (pu, & + 2),....
les coefficients de
1 1 1 Fi gWr2r gs:
dans le développement de R,.
D’après cela, en adoptant pour l’indice y les valeurs
VEGAS LNEX
on trouve pour les fonctions Ro; k;, R;;. R,_,, R,_,, R,
les développements suivants:
| R 00, mr one
> . SM ET -_ (69 ts BR Ts»:
_— (2,2) , (23) , (24) Beta eo (4) | 0 ee ee __(A—2,1—2) (A—2,1—1) (A—2,)) ER, _,= a)—1 + À + a+ DL TPS DR OS CE CS ER SE k_, = æ RE a) +1 ee a)\+2 ON PB — (À, À) A, 1+ 1) (À, À + 2) À gti a +2 a\+3 C5. 0,6 0 60 ELA D où
(0,0), (0,1), (0,2),...., (1,1), (1,2), (1,3),...., (2,2), (2,3), (2,4),. Per
A —2, À = 9), 0-0 9, RS DR A—1,À— 1), A—1, À), A—1,1+1),...., AA he) Qi me ee
sont des valeurs constantes qui se présentent comme quantités auxiliaires.
III
En portant dans les formules (3) les développements de
R(R, Ris hi, DeT A
d’après (4), on obtiendra cette suite de formules :
a ne 3 +. Le :
dm À — Lj æ x æ 1,1 1,2 1,3 0,0 0,1 0,2
2,2 2,3 2,4 1,1 1,3 RS uit b.) DE D +++...)
Le, [9 C1 + 02 péri
ee à ee) 0 ee 0 pie se re sel 21 6, en 6, © eee vo. © © © .ù 0j & S © 0:00 € a,.e + e,e aq .e ©» © eq. © © © 6 » « © © ©
AN RLLD (N}a9) à Q=1, 221) AL) OLA) ] nr ns ES +. (@—b)| a a Hi + ad+2 gr
(2,12) (à-2,1-1) (12, X) nt .
La première de ces formules, d’après le développement de
en série
nous donne
0,0) , (0,1) , (0,2) x x? x ... f"E Min ere
D'où il suit (0,0) = Zx;, (0,1) = Zz,, (0,2)}=Zxr,....
. Par la seconde on obtient, en égalant entre eux les coefficients des mêmes puissances de #,
ce qui nous donne
(0,1) A — (0,0), b, Co ES
En traitant de la même manière toutes les autres formules on reconnaîtra qu’en général, dans le cas de À°> 1, les quantités a, et b, se déterminent ainsi:
ALI) p _ OLA _ 2,21) PE ap A TEL D NÉ et que toutes les quantités
À, À), GA, 1+ 1), A, À
en fonction de
(2, 9), (RIT RET), DR D Xe 1) O1: Dee 1 RTE
se trouvent par cette formule:
Gu=Q—1,p+1)—b, (—1,p)—a, A—2, p).
On trouvera ainsi successivement les quantités
et avec ces quantités, d’après (1), on obtiendra aisément les fonctions
b (x), A (x), d, Eux
qui entrent dans la composition des termes de notre série.
& IV
En passant à la détermination des coefficients de notre série, nous montrerons qu’en vertu des formules (2) et (4) on aura
(5) 2 af d, (t,) = 0, si pu << À, et (6) 2 a} d, (x,) qu (À, b),
si u — où > À.
Pour y parvenir, remarquons que d’après (2)
R, — ne ? (&),
et comme le reste de la division de 4, (x) par æ —x, est égal à 4, (x;), cette formule se réduit à celle-ci:
IF
où F(x, x,) est une fonction entière qu’on trouve en quotient dans la division de , (x) par x —x,. Or si l’on décompose la somme
DIF(, g,) + C2 si
en deux parties Drur), D,
et que l’on développe, dans la somme
la fraction T—%X;
en série
1 L£ œE MONTS 1 Ts Tec HA HA x
cette formule nous donnera
Z j) , Zæbi(x) , Zæf b\(x) BR, = D F(,%)— px) + he), ZmhG, 3e Fe RD
ce qui suppose, d’après (5), l’identité de ces deux suites:
DF(,2)— 9) + 20 + En EPA
æ ax? x
(À, à) A,1+1) . (,1+2) a\ +1 ae a\+2 Ha a\+3 si
Mais comme ZF(x,x;), p,(x)
sont des fonctions entières, cela ne peut avoir lieu à moins que les termes avec les dénominateurs
2 À ,À+H1 4-2 d, ©, &,....%, nr tes : 31*
dans ces deux suites, ne soient respectivement égaux. Donc
ce qui prouve les équations (5) et (6).
D’après cela il est aisé de déterminer les coefficients
as Moon de la série
Pour cela multiplions la série par x, où p est un nombre quelconque, et sommons ses termes pour toutes les valeurs de
DM, Ms bre is
Nous obtiendrons ainsi
Eau, = K,22 0, (x) + K, 22/0, (x) + K,Za, (x) +...
où par %, nous désignons la valeur de « qui correspond à x = x,, et comme, en vertu de (5) et (6), on aura
Zz/V, (x) — (0, p), Zæx, (x) = (1,p),.... Zai, (t,) = (u, L), Zrf4,,,(@&)=0, Zzd, (x) =0, Sales ON,
il en résulte Zafu, =(0,p) K,+ (lu) K+....+(u— 1, u) K,_,+(4, UK,
D'où, pour la détermination du coefficient K,,, en fonction des coefficients
: PAS. RR K,_,, on tire cette formule très simple: K — 2 aibug — (0, v) Ko — (1, p) Ki —....— (pu — 1, 4) Ep L be (u, b) ;
En adoptant ici pour l'indice w les valeurs 0, 1, 2, 3,...., on obtient, pour la détermination successive des coefficients
PENSE ET ET Ne
cette suite d'équations:
Zu; Ko = Go;
Zzxçu; — (0,1) XK, K = Te ) È
Ke — Evitui — (0,2) Ko — (1, 2) Ki 27. (2, 2) .
K RE Zx;u; EUÉ (0, 8) Ko — (1,3) Æ, — (2, 3) K; 7 (3, 3) <
Fv
Il nous reste à montrer comment on parviendra d’une manière facile à trouver la somme des carrés des différences entre les valeurs données de x
correspondantes à
Me dus Mr lois rdis
et celles qui, pour les mêmes valeurs de x, résultent de notre série arrêtée au terme Æ, 4, (x), À étant un nombre quelconque.
Pour y parvenir, nous allons montrer qu’on aura
(7) | 29,@&)9,@)—0, tant que v < pu, et (8) 2 4, (&,) 4, (x) = (4, be),
dans le cas de nu — v.
En effet, d’après (1), la fonction 4 (x) sera de la forme
d'+AT ‘+A,x *+....,
et par conséquent on aura (9) 24, (x) 4, (x,)= 22; 4, (x) +4, 22, 7" 4, (x) +4 2 *4,(r)+.…. Mais en vertu de (5), dans le cas de v x, toutes les sommes
Zap, (æ,), Zai—" p(x), 224, (x)...
se réduisent à zéro, et par là, d’après la formule précédente, on trouvera 2 4, (&,) d,(&,) = 0,
ce qui prouve l’équation (7). De même, dans le cas de
Fer on trouve, d’après (5) et (6), que la somme Zx;,' d., (&;) est égale à (4, :), et que les sommes 2x, "4, (x), Z2a,7 "4, (x)....
s’annulent. En vertu de quoi, pour w = v, la formule (9) nous donne l’équation (8) È A (2) Ÿ, (x) — (4, p).
Au moyen des équations (7) et (8), que nous venons de prouver, il est aisé de montrer qu’on aura toujours
(10) Zu; 4, (r) = (4, b) K,.
Pour s’en assurer, observons que notre série u= Kb (a) +K 4, (x) +K,d(2) +....,
prolongée jusqu’au dernier terme, représente exactement toutes les valeurs données de
M, WU, Wir.
et par là on aura
Zu, 4, (e) = Ro 2Vo(r) Ÿ () + Ki 2j (e) 5) + Ka 2h (œ,) bn) +. Mais d’après (7) les sommes
2) be), Eh) (20, (cb, @), 2U, Gb). … s'annulent, et d’après (8) on trouve
24, (a) 4, (æ) = (ab).
Donc le développement précédent de Zu,d(x,) se réduira à un terme
(ue, 1) K,,
ce qui nous donne l’équation (10).
En vertu des équations démontrées, il est aisé de trouver la somme > [w, gi K, Yo (x) tres K, (A (x) PTS HART K, ÿ (&,)P, où u
pour 2 = 1, 2, 3,....n, désigne les valeurs données de w
UW) Vs, Ugy. .. Un)
et l'expression
Ko (t;) + K, 4, (x) + Kb) +... + XK,Ÿ, (x)
leurs valeurs approchées, obtenues par notre série, arrêtée au terme X, 4, (x). Pour cela mettons le carré
[w, — K,%,(&;) — Kb, (;) — K,%,(&) —....—K, 4, (&,)
sous la forme
uÿ — 2u; [K Lx) + K, 4, (x) + K, Lt)+....+K\4, (x)] +K, V (x;) [K, L (x;) + K, A (x) + K, LA (x) AT te SP K, UT (x,)] +K 4) [Kb (r) + K (x) +K,h(r) +... +K,4, (x) |
DOS NS ST NU D RS IT D ee DNS tu ho 1d"6 0/60 © ep» % 0.» 0 « e,6 à 0e © +
pu K,4, (x) [K (I (&;) + #, (A (x) +K, Ye LUS K, d, (&)|, ce qui nous donne
Zu, —K,h,(r) —K, h, (x) —K, 4, (x) —....—%K, 4, (x)
= Du — 2K,Zu,p{(x;)—2K,Zu,4(x,) —2K,Zu,V{x,) —.….—2K, Zu;Ÿ,(x;) +R 2x) br) KoK,29(,)4,(2,)-+-KK32%0(2;) Va)... KR, Zbo(r,)Ÿ, (œ;) +-K,K,24.(x,)b(x,)+-K 24. (x,)b.(x,)+-K,K,24,(x,)b.(x,)+....+KiK, Z4,(x,)4, (x)
ON PC OÙ 4e 2e Var © 7 JAN De DNS VON VS ONE ON GS DE ON DS AN DS EC Ve OZ PL ie DEN VEN ONE D ON ON DE UN ACER RME RAR,
Mais d’après (10) nous aurons Zu, (x) = (0,0) Ki, Zu, Ÿ, (x) = (1,1) K;, Zu, Y,(&,) = (2,2) K:,...., et d’après (8) et (9)
24, (&)(r) = (0,0), 24) hi) = (LD, 2d(&)4(%) (2,2), . ...,
24,(x)4,()=0, Zd,()h(r)—=0,.................... à 24, (&)4()=0, Zd(t)h(t)=0,.................... 1
2 Ÿ (te) Le (&) = 0, 24, (&)4(&)=0,.,,:: 2. DE
e. ee + © © © ee à Le à © + + 6 + + 2 © + © ,0 9. ©, à se of el" 976 7% +, ©: 61e" ame re ANR D, 0) 107.0 #7 1e 6e
En vertu de quoi la formule précedénte devient
[a — Ko bo(a,) — Ki D (r) — Ka am) —. —K, 4, (&)P — 28 — 2 (0,0) K°— 2(1,1)K,2— 2(2,2) KP — .... —2(,3)K? O0) A+ (LE -+- (2 D RESTE +A NE,
et se réduit à celle-ci:
= [us — Ko (&;) — K;Ÿ, (&;) — K;% (x;) Te Fe RES K, p (x) P — 242 — (0,0) K2—(1,1)K,2— (2,2) K2—....—(Q,)K;.
Telle est la formule donnant la somme des carrés des différences qui existent entre les valeurs données de « et leurs représentations par la série
u= KŸ (x) + K, 4, (x) + Ki, (&) + ...., arrêtée au terme Æ, 4, (x). En désignant, pour abréger, cette somme par
za, nous aurons
2d = Zu — (0,0) Kÿ—(1,1)K°— (2,2) K?— ....—A,AKS. D'où, pour la détermination successive des sommes
Ed, 2d?, 24...
qui correspondent respectivement aux cas où notre série est arrêtée aux termes 1, 2, 3,...., résulte cette suite d’équations:
2d$ÿ — Zu,° — (0,0) K;, 2dÿ=2dÿ —(1,1)K;, 2 d? = 2 a RER (2,2) ee
FA
Nous allons maintenant résumer les formules définitives par lesquelles on parviendra à calculer, terme par terme, l’expression de # d’après la
série u= K,4(&) + K, 4, (x) + K, 4, (x) +....,
et on connaîtra, en même temps, la somme des carrés des erreurs commises dans la représentation des valeurs données de *, en s’arrêtant aux termes RH: Lau
Dans ces formules, suivant la notation employée, les valeurs données de la fonction w et de la variable x sont représentées par
UW;;, Vo) Ug) CCR] U,,,
A A LE ed 0
Les sommations s'étendent à toutes les valeurs de l'indice 4, depuis i—= 1, jusqu’à &—n, et Xd,° désigne la somme des carrés des erreurs dans la représentation des valeurs données de « par notre série, arrêtée au terme Æ, 4, (x), somme d’après laquelle on trouvera l'erreur moyenne par
la formule E = = > d,?.
Formules relatives à la détermination du terme K,%, (x).
Su:
Ko = Go:
Zd42—>Zu2— (0,0) K&.
Re A î S mai
Formules relatives à la détermination du terme K, à, (x).
(0,1) = Zx,, (0,2) = Zx, a, = (0,0) b, =, (1,1)= (0,2) —b, (0,1), FE Ein ue Ko h@=r—b,
Ed?=>d— (1,1) K?.
Formules relatives à la détermination du terme K, 4, (x).
(0,3) = Zr;’, (0,4) = Zx;, (1,2) = (0,3) —6, (0,2), (1,3)— (0,4) —b, (0,3), = Go o, =} —00, (2,2) = (1,3) —b, (1,2) — a, (0,2), K, = Eté — 2 Le =GIE
Va (@) = (& — d,) , (2) — a Yo (2), Zd?=2>d"— (2,2) K?.
Formules relatives à la détermination du terme K, 4, (x).
Cr ©, TN Ne 0 0 7 99 ce ce © © 6 4% 0046 RSR 0e 0 TN. D Pol Ne D TS US IC NN Ie I RON TAG RTE Te ES
Net ei 20 2 0: A3, à), A—1,1+1)=(—2,À-+2) —0, ,(—2,+1)—a _,(—3,À+1),
CSS 0 et
cé Cage | PE 3 pue
hs REC 9 | = À = (A1, 1) 1,28 2, À), Re Ze) us — (0,À) Ko — (1,À) Ki —(2,)) Ko —....— (À — 1,1) K)_: À A, À) ?
Ÿ, (x) = (& —b,) di (x) — a, 4, _,(), Zd,— 24, ,—(,) Kÿ.
$ VII
Les formules que nous venons de donner pour déterminer successivement les termes
KG), AdQ), Rd)... K,4 (2)
dans le développement de « d’après notre série, et pour évaluer, en même temps, la somme des carrés des erreurs avec lesquelles les termes trouvés de « représentent toutes ses valeurs données, nous fournissent une méthode d’interpolation parabolique, importante sous plus d’un rapport. En vertu de la propriété remarquable de notre série, cette méthode donne l’expression de « sous forme d’un polynome avec les coefficients les plus probables. Sans fixer d’avance le nombre de ses termes, par cette méthode, on les trouvera successivement l’un après l’autre, et on reconnaîtra tout de suite celui auquel on peut s'arrêter d’après la somme des carrés des erreurs avec lesquelles les termes trouvés de « représentent ses valeurs données, somme qui donne sur le champ l'erreur moyenne de leur représentation. De plus, il est aisé de voir par la composition de nos formules que lorsque le nombre des valeurs données de # et celui des termes de son expression sont considérables, dans notre méthode d’interpolation les calculs sont moins prolixes que dans celles maintenant en usage.
Cette prolixité des calculs est due presque entièrement aux différentes multiplications et divisions dont le nombre s’accroît plus ou moins rapidement, avec ceux des valeurs données de x et des termes dans son expression. C’est sous ce rapport que nous allons montrer l’avantage de notre méthode d’interpolation, en laissant de côté les additions et les soustractions qui, dans le travail de ces calculs, n’entrent que pour bien peu de chose, et pour lesquelles on peut aussi bien manifester l’avantage de notre méthode.
Pour trouver par nos formules l'expression de # avec À + 1 termes, on devra évaluer 3 + 1 sommes
2 3 2) 2% OU, elite 2 A Zu,, Zaæ,u,, Zafu,,.... Zx,u,, et au moyen de ces sommes, en cherchant les termes
Kb), K%(), Kid(2),.... K, 4, (&),
par ce que nous avons vu, et en les réduisant à la forme définitive A+ Bi + Ci +....,
on n'aura à faire des multiplications ou divisions qu’en nombre 42? + 2. Mais si l’on cherche cette expression de #, à l’ordinaire, par la méthode des moindres carrés, on est porté à calculer les mêmes sommes
2 8 2) 2%, 2%, ZM. 28%
pour la composition des équations déterminant À + 1 coefficients de «, et en résolvant ces équations à À + 1 inconnues, on tombe sur les multiplications et les divisions dont le nombre, avec l'accroissement de À, croît, comme on le sait, bien plus rapidement que 42°? +- 2.
D'après la méthode de Cauchy, en chérchant, dans le développement
de «, les termes A+ Br + O+....+ Hx,
on doit, pour z—%,, %,, %3,....4,, évaluer plusieurs fonctions, dont les degrés montent jusqu’à À, et composer par leur moyen les sommes qu’on nomme subordonnées. Or cela exige, évidemment, bien plus de multiplications qu’il n’en faut pour calculer les sommes
2%, 200: 2 pe os 20, 54
Zu,, Za,u,, Zafu,,.... 24, u,,
qui se présentent dans l’évaluation de À + 1 termes de notre série, et aussi
pour trouver celle-ci: | Zu,
qui entre dans la détermination des sommes LU, 24, 20 ir
par lesquelles, dans notre méthode, on reconnaîtra le nombre des termes importants pour l’interpolation.
D'autre part, pour trouver les fonctions, comprises dans les sommes subordonnées, et pour évaluer par elles les coefficients À, B, C;,....H de
l'expression de u— A+ Br+CË+....+Hr,
dans la méthode de Cauchy, il est important de faire plusieurs multiplications et divisions dont le nombre total, avec l’accroissement de À, croît plus rapidement que 44? + À + 3, nombre des mêmes opérations a se présentent quand, par notre méthode, d’après les valeurs de
2x,138% Dati... 22% Zu, ans. 22} M. à Zzx}u,, Zu’,
on cherche À + 1 termes et on détermine successivement les sommes S 2 J 2 2 2 PERS. a... Zd;°.
Par là il est certain que, à cause du nombre de ses opérations, la méthode de Cauchy est loin d’être aussi simple que celle qui résulte de notre série. Mais comme plusieurs de ces opérations, dans la méthode de Cauchy, se simplifient de plus en plus à mesure que la convergence de la série
u— A+ Br+CË+....+H,
s'accroît, il n’y a aucun doute qu’on ne rencontre des cas particuliers où elle devient plus expéditive que la nôtre.
VIII
Pour montrer sur un exemple l’usage de notre méthode d’interpolation, nous allons l’appliquer à cette suite des valeurs de x et w *):
%, —=0,15411 u —= 19,47 æ, = 0,19516 u, = 21,83 %, — 0,22143 3 = 23,11 x, —= 0,28802 u, —= 26,11 x, —= 0,32808 u, = 27,60 x, = 0,38183 u, —= 28,89 x, —=0,45517 #, = 33,17 %, — 0,57012 Us, = 33,38 %, = 0,75930 y = 32,31 %,9—= 0,91075 Uo= 31,88 x, = 1,13895 U, = 29,46.
*) Ces valeurs représentent les résultats de la première série des observations de M. Marie Davy sur la résistance au changement de conducteur qu’il donne dans son Mémoire, intitulé: Recherches expérimentales sur l'électricité voltaïque (Annales de chimie et de physique, série III, tome 19).— Par æ nous désignons l'inverse de l'intensité du courant, réduite à sa centième partie, et par w la résistance.
En cherchant à exprimer « par un seul terme
K5 Yo (x), on prendra (00}=22 sil 4 x. 19,47 Us — 21,83 u, =. 23,11 u, — 26,11 u, —= 27,60 u, — 28,89 u, — 33,17 Us = 33,38 = 02,91 U9—= 31,88 = 25,46 Zu,= 303,21 K=GU— 27,5645, Lo (x) = 1,
ce qui donne, exactement jusqu’à 0,001, Kb, (x) = 27,564.
Pour trouver la somme des carrés des erreurs avec lesquelles le terme trouvé représente les valeurs données, on fera les calculs suivants:
uw = 579,08 u?=—= 47605 :
u? = 534,07 ut= 681,7 u? = 76178 4 = 834,88
Zu?= 8590,77 — (0,0) K2— — 8357,84 Zd® — Zu? — (0,0) K2— 232,93
ce qui donne pour l’erreur moyenne
1 FRAME E=V za 1 — 4,6.
En remarquant d’après cela l’insuffisance de l’expression de « par un seul terme
K, V (x), on cherchera le second terme
et pour cela on calculera successivement
(0,1)= Zx,, (0,2) =Zx,
0,1 a = (0,0), b, — Do
(1,1) — (0,2) —6, (0,1), Zaæ,u,, Zx,u,—(0,1) K,,
Zxç;u; —(0,1) K, — EN ) 2 , (x)
ainsi qu’il suit:
t, = 1,13895 tn= 1,29721 (0,1) = Zx, = 5,40292 (0,2) = 2x} — 3,68269 a =(0,0) = 11 — D, (0,1) — —2,65378
tr 4 =. 3,00052 LT, Ua —= 4,26034 aus, * à,1F725 Zu —= 7,92020 %, U, —= 9,05501 %, Uy —= 11,03105 %, U, —= 15,09799 Le Uy — 19,03060 LT, Uy —= 24,53298
Tiod0—= 29,03471
Tuün—= 28,99767
Zæ,u,—= 156,67832
— (0,1) À, = — 148,92903 Za,u, —(0,1)K—= 7,74929
Zxçu;—(0,1) Ko __ K= ny = 79315,
Donc, K, 4, (x) = 7,5315 (&œ—0,49117) = 7,532 x — 3,699.
En passant à la détermination de Zd.?, on prendra
Ed? = 232,93 — (1,1) K=— 58,37
Sd= > d— (1,1) K°— 174,58,
d’où, pour l'erreur moyenne de la représentation des valeurs données de par ses deux termes trouvés, résulte
E=V isa 3,08.
Une erreur moyenne aussi considérable n’étant pas admisible, on cherchera le troisième terme
et pour cela on déterminera successivement les quantités
2 (0,0) 3° (1,1) © (00) (2,2) re (1 3) CARS b, (1 ,2) — de (0,2), Zafu,, Et?u, —(0,2) K,—(1,2) K,,
KR — Etui — (0,2) Ko — (1,2),
AC
et la fonction 4, (x) de la manière suivante:
2% — 0,00367 x # — 0,00056 28 = 0,00743 xt —0,00145 2% = 0,01086 2% — 0,00240 28 —0,02389 24 —0,00688 25 —0,03531 24 —0,01158 2% — 0,05567 mt — 0,02126 2 — 0,18531 œ —=0,10565 28 —0,43776 xt — 0,33240 dt — 0,75544 tt = 0,68801 2 — 1,47745 x *— 1,68275 (0,3) = 2x— 3,08709 (0,4) =23x4— 2,89586 —D,(0,2)— —1,80884 —D,(0,3)— —1,51630 (1,2)—(0,3)—b,(0,2)— 1,27825 (1,3) = (0,4) —8, (0,3) = 1,37956 a, = 1 — 0,09354 — D, (1,2) = — 0,96020 us — a,(0,2) = — 0,34446 nn = 1,24235 À (2,2)—(1,3)-b,(1,2)—a, (0,2) — 0,07490 09} D49t17
æiu — 0,46241
mt: ==: 0, 83145
PM
LL? Vo — 18,62790
Lio Mo — 26,44337
Tu, — 33,02691
Zu, — 107,59549
Zau,—(0,2)K,—(1,2)K,—— 3,54380 ns (n-tn dis,
D'où il suit K, 4, (x) = — 47,313 (2° — 1,24235 x + 0,27542)
et comme 2 —= 174,56,
Sd?—>d?—(2,2)K?— 6,92,
on trouve pour l’erreur moyenne 1 6,92 E=V 1x 1 —= 0,79.
En procédant ainsi, on obtiendra l’expression de w terme par terme, et par là l’erreur moyenne dans la représentation des valeurs données de S'approchera de plus en plus de zéro. Mais si l’on trouve suffisant de réduire cette erreur à 0,79, on s'arrêtera aux termes trouvés
| Kd(&)= 27,564 Kh(&)— 7,532 &— 3,699 K,4, (x) = — 47,313 2° + 58,779 x— 13,031,
et par là, pour l’expression cherchée de w, on aura
SUR
À UNE SEULE VARIABLE
(Bulletin physico-mathématique de l’Académie Impériale des sciences de St.-Pétersbourg. T. I, p. 193—200.)
(Lu le 14 octobre 1859.)
Sur le développement des fonctions à une seule variable.
$ 1. Dans mon Mémoire Sur les fractions continues j'ai montré que si l’on cherche, d’après les valeurs données de la fonction (x)
ler FR): Fe}
son expression approximative sous la forme d’un polynome de degré quelconque, avec des coefficients indiqués par la méthode des moindres carrés, on parvient au développement de Z(x) en séries analogues à celles de Fourier, et qui sont ordonnées suivant les dénominateurs des réduites de la fraction continue résultant du développement de l’expression
Da 6? (xs) & — &ÿ?
les erreurs probables des valeurs données de F'(x)
F(x,), F(&,),.. . F(&,) étant proportionnelles à 1 1 1
6(&)" 0e)?" 0(œn)" D'après cela, en faisant des hypothèses particulières sur la suite des valeurs |
%;, CAT +... x,
et la forme de la fonction U(x), on obtient, pour le développement des fonctions, plusieurs séries plus ou moins remarquables.
Si l’on suppose les valeurs
Mie
équidistantes, infiniment proches entre elles, et que l’on fasse m—=—1, 4,—=+1, Pia} SE
l'expression
se réduira à
1 du T UV Var—Tt
on reconnaît aisément que ses réduites ont pour dénominateurs des fonctions entières de + qui peuvent être représentées ainsi:
COS p, COS 2 p, COS 3 p,....
p — arc COS &.
En vertu de ce que nous venons de dire, on est conduit au développe-
ment connu de Fourier de f(x) en série ordonnée suivant les cosinus des arcs multiples.
En faisant la même hypothèse sur les valeurs de
et en supposant que (? (x) se réduit à une constante
on trouve que Pexpression Des T — X;j
devient
et comme les réduites de cette expression ont pour dénominateurs les fonctions désignées par X°°, il en résulte la série connue, ordonnée suivant les valeurs de ces fonctions.
Dans une note lue à l’Académie en 1858 j'ai indiqué l'expression très simple des dénominateurs des réduites de
N' E(xi)
quand on à OR}, et que les valeurs
: Pl EG à
sont équidistantes. Ceci nous a fourni une nouvelle série pour le développement des fonctions, série d'autant plus remarquable qu’elle ne laisse rien à desirer pour l’interpolation parabolique dans un des cas les plus ordinaires de la pratique.
Nous allons indiquer à présent encore deux cas, où les dénominateurs des réduites de l’expression DE AT —X;?
ont une forme remarquable, ce qui, en vertu de nos recherches antérieures, donne encore lieu à deux nouvelles séries pour le développement des fonctions, séries qui, dans certaines circonstances, fourniront les résultats avec la moindre erreur à craindre.
$ 2. Si, depuis — co jusqu'à + co, les différentes valeurs de la va-
riable x ont la probabilité Ë Ÿ un et que l’on cherche pour toutes ces
valeurs de æ l’expression approximative de F'(x), sous la forme d’un polynome, avec la moindre erreur à craindre, on aura, d’après notre Mémoire cité plus haut, cette formule pour la détermination de l’expression cherchée
de f(x):
+ + V£ 64e 4 (a) F (a) dx = ee? 4 (x) F(x) dx F(x) = RS Vo (x) sx ER 7 (A (æ) LS eh? 4 2 (x) dx V : he 2 (x) dx NN NN ET D DUR PERS EC RE NE “a ETS
L (&), d, (æ),. PRE
sont les dénominateurs des réduites de la fraction continue qui résulte de
+ ae
du.
_— MN
Or, ce développement de F(x) se réduit à une forme très remarquable, toutes les fonctions
VX), d(t),.... d,(æ),....
comme 1 est aisé de s’en assurer, étant exprimables de cette manière très simple :
Lx? Ex? Lx? de + ka? de (1) da) =ek.e-ke 4, (x) = ekx re MO).
En effet, d’après ces valeurs des fonctions Po(a), hi)...
on trouve en général ++ + Ÿ pr? Los fr: Le (0) Ft y À :| Le F{odz=(—1) VE Je Fo ds pores Ha? des k _+ k | de k [ VE RE po) da = +] nr dode=(-1) V4 et 0 (x) dx ne ” —— 0 9 CO
HO
en vertu de quoi la formule précédente devient
+ k +x F(x)= y | .. dx .4, (x) — e—kæ? J/ (x) dx .,, (x) (2) k + 11 + ie ré RE" (x)dæ (x) — "f eh F°(x) da .d(æ)
où
dx), L(2), Lx), (x)...
Ne ae
sont des fonctions entières de x qui, d’après (1), ont les valeurs suivantes: — ke? p—kx2 — box) = kr eh = 1,
— 2 kx,
—kx?
de (A (x) = Co dx
ge 9: 01:06 re. Bree Les le 6) 067 0:76 06° 6 797 5 je ‘© où: 06.2
Cela nous donne en définitive cette série remarquable:
de + F(x)— vil eh F(x) de + VE . eh E"(x)dæ. + Fo En ue +- vEl e—kx? 7°” (x) 3. V Je me x) dx .——— À 4 + etc. +.
qui, sous forme de polynome, fournit les expressions approximatives de F(x) avec la moindre erreur à craindre pour toutes les valeurs de x, entre
æ— — 00 et %— +00, tant que leurs probabilités s'expriment par la formule LT 9j l’on fait k — co, cette série se réduit à celle de
Maclaurin qui donne l'expression de Æ{(x) avec la moindre erreur, tant
qu'il ne s’agit que des valeurs de x dans le voisinage de z — 0. Or c’est
A Fe : k —Kkx?
ce qu’on pouvait prévoir, vu que la fonction V , que nous avons
prise pour exprimer les probabilités des différentes valeurs de #, dans le cas de 4 — co, cesse de s’évanouir seulement pour x égal à zéro.
D’après le développement de Z°(x) que nous venons d’obtenir, on trouve plusieurs identités intéressantes. Ainsi, en cherchant, d’après (2), la valeur de l’intégrale
| e—kx? F2 (x) dax,
on nee à cette formule:
= fe 3 (x) dx — fe e—ka® J(x) ue) se (| e— ka Jr (x) )
HN . 2 + 2 ES LE (fe Sté F" (x) a) AS LE PE {l e—ke 7°” (x) u)
D'autre part, en ayant égard aux valeurs (1) des fonctions Mt), Li), Lx). ..., on trouve qu’elles sont liées entre elles par l’équation D, (&) = —2kx4,_ (æ)—2(— 1) (x).
De là l’on tire aisément les valeurs de ces fonctions, et l’on trouve sur le champ ce développement de l’intégrale
eu?
ge du en fraction continue:
+ © — ku eu d = PE 2k 4k LAS Peu * ar 6k —® ñ 2 kx — V?r V2k.x — SE. 2k.x — —— 2k.x — — V2k x —
$ 3. En passant à l’autre cas, nous supposerons que les valeurs de x sont comprises entre 0 et + oo, et que ke"? désigne la loi de leur probabilité. En cherchant, dans cette supposition, et sous forme d’un polynome, l'expression de F(x) avec la moindre erreur à craindre, on aura, conformément à ce que nous avons montré dans le Mémoire cité,
NN (ee)
Î ke—k® (x) F (x) dx ke—kR 4, (x) F(x) dx F(x) = Lo (t) + = ÿ (x) +...., ke—hX pe? (x) dx [ ke—K% ÿ2 (x) dx 0 0
où
(5), (Eh: 520
sont les dénominateurs des réduites de la fraction continue qui résulte du développement de la formule —k | M qu:
T—Uu
Dans ce nouveau cas on trouve aussi les expressions très simples des fonctions (x), b,(x),...., que voici:
ko —k kæx dxekr kr dlxle—kz (8) ha=e Pa, Ve —,
D'où il suit en général:
| ke TK, (æ) F(a) dx = | RE p(x) dx
—(—1) s] ae F0 (x)dx,
| ke Y7 (e) da = l RÉ (a) de
—(—1)# | ge "40 (x) dx
NN NN
+ ra] ka e EF" (x) dx. à, (x) — ris] ka F"(x) dx. 4, (x)
où l’on aura, d’après (3),
ba) = 7.6 = 1,
—kx ÿ, (x) — ee, — — kx + 1,
Qu ) = de PE = pare — 4 ka +- 2,
23 e—kæ
Lg (@) = e — — hs + 9 a — 18 kx+ 6,
Ce Mel AS ee OU RSS ENS. OU en el Our CE UE TIRE SR NC Gi Des DO er, CO PORC PA OS De er PU
Cette nouvelle série comprend aussi celle de Maclaurin comme cas particulier, correspondant à #— co. En cherchant, d’après cette série, la
valeur de [se]
J eo"? F?(x)dæ, on obtient cette identité:
[=] NN 2 où 2 +] Ce ÉE F2 (x) dx — | CE F(x) a) +2 | ze"? F'(x) |
OS) 2 Land 2 + — (| ae F"(x) a) + rs fl ae? EF" (x) )
et, d’après les formules (3), on trouve que les fonctions
V (x), (x (x), 4, (x), PE
sont licés entre elles par l’équation
VE) = — (x — 21 + 1) 4, _ (a) —(— 1)°®, _, (æ).
de là résulte ce développement de l’intégrale
NN — ku e | —— (lu T—u
en fraction continue :
—ku
Ce pe ot mu, 2 ET kx—1—. - 22
0 kx — 5 —
SUR L'INTÉGRA TION
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er FT
Sur l'intégration des différentielles irrationà nelles.
En vertu de ce que nous avons montré dans le Mémoire «sur l’intégration des différentielles qui contiennent une racine carrée d’un polynôme du troisième ou du quatrième degré» (Journal de Mathématiques pures et appliquées de M. Liouville, 1857), l'intégration de la différentielle
(x) dx
Ft) Vart+Bas+ya+0x+)?
en termes finis, quelles que soient les fonctions entières f(x) et F(x), se réduit définitivement à l'évaluation des intégrales de la forme
x + L dx Vai+li+me+nx+p ?
où /, m, n, p sont des valeurs connues et L une constante qui se détermine par la condition que ces intégrales soient exprimables en termes finis. Tant que cette condition peut être remplie, on trouve l'intégrale
lus} ne
d’après la méthode d’Abel, en développant en fraction continue l'expression
Va + + ma + x + p,
et en poussant ce développement jusqu’à des dénominateurs où se manifeste leur périodicité, Mais comme cette périodicité n’a pas lieu dans le cas où l'intégrale | pre V at + la +- ma? + nt + p
pour toutes les valeurs de Z, est impossible en termes finis, on conçoit que cette méthode conduit à une série d’opérations qui peut aller à l’infini sans donner aucun résultat décisif. Cette difficulté ne saura être levée par la considération des intégrales qui déterminent la nature de la fonction
x + L de
V'a4 + 1x8 + ma? + nx +p
et par lesquelles on peut reconnaître s’il y a lieu de chercher son expression en termes finis, car pour cela il est indispensable d’avoir la valeur exacte de ces intégrales, tandis qu’elles ne peuvent être évaluées qu’approximativement. Pour l'intégration en question, on doit avoir un moyen qui, d’après la nature des quantités /, »m, n, p, et à l’aide des seules opérations algébriques en nombre limité, puisse manifester si l’intégrale
æ + de
Rresreeee
est possible ou non en termes finis. C’est ce que nous avons cherché à faire, et nous y sommes parvenu, en tant que les quantités /, m, n, p sont rationnelles et le polynôme
2 + la + Ma? + nr + D
indécomposable en facteurs linéaires à l’aide des seuls radicaux carrés. Au moyen de la méthode que nous avons trouvée pour l'intégration des différentielles de ce cas, on parvient, par une série d’opérations identiques, ou à s'assurer que cette intégration est impossible en termes finis, ou bien à lexécuter complétement. En tous cas le procédé se termine, et chaque fois on peut assigner la limite du nombre des opérations qu’on aura à faire. En remettant l'exposé de cette méthode à un Mémoire détaillé sur ce sujet, nous nous bornerons pour le moment à observer que, pour le cas que nous avons résolu, la méthode en question fournit un moyen infaillible d’assigner la limite où, en cherchant l'intégrale par la méthode d’Abel, on peut toujours arrêter le développement en fraction continue.
Cela posé, et en admettant, pour plus de simplicité, que la différentielle
A dx est réduite à la forme
V a% + las + ma? + nx + p
& + À dr
V at + pa? + ga +r
?, 9, r désignant des nombres entiers, la méthode d’Abel relative au cas en question peut être complétée ainsi qu’il suit:
Si dans la différentielle x + À dx
Vañ+ pa? +qc+r le polynôme LÉ + DIE + QT +T
ayant pour coefficients des nombres entiers, n’est pas décomposable en facteurs linéaires à l’aide des seuls radicaux carrés, cette différentielle, quelle que soit la valeur de À, ne pourra être intégrée en termes finis, tant que dans la fraction continue résultant du développement de
$ Vat+ pr + qz+r,
aucun des 2N—1 premiers dénominateurs n’est du deuxième degré, N étant le nombre des solutions entières des équations
PP —34xz—p +127, [Aa aa —18ye-+4y%+-27 ]—=(4 p#+ 27 q°) q°—16[(p°—4r)+9pa|r.
Dans le cas contraire, pour une certaine valeur de À, la différentielle
x + À fie
Vañ+ pa? + qx+r
s'intègre en termes finis, et l’on trouve son intégrale par la formule
1] px) + V at+ pr? + qu +r
2 o(x)—Vai+ par qu+r
où œ(x) est la réduite qu’on obtient en s’arrêtant dans le développement de
Va + pi + qu +r
en fraction continue au premier dénominateur du second degré, et À le degré du numérateur de cette réduite.
La méthode d’Abel ainsi complétée donne tout ce qui est nécessaire pour l'intégration des différentielles en question, vu qu’on peut toujours déterminer le nombre N qui désigne combien les équations
ÿ—3%2—p +127, a [4a a 18 wyar 4 +97 2] —(4p%+27 q°)g—16|[(p°—-4r)+9pg°|r,
ont de solutions entières.
En effet, la dernière de ces équations suppose que le carré de z divise le nombre (4 p° + 27 q?) q° — 16 [(p°— 4 rÿ +9 pg°)|r.
Donc, en cherchant les diviseurs carrés de ce nombre, on parviendra à assigner toutes les valeurs que peut avoir l’inconnue z. D'autre part, en prenant pour z chacune de ces valeurs, avec le signe + ou —, on aura pour obtenir æ et y deux équations qui déterminent complétement ces inconnues, et qui, d’après la forme de ces égalités, ne peuvent avoir plus de six solutions. II sera donc facile d’énumérer les solutions entières de ces équations, et on voit que leur totalité ne surpassera jamais le produit du nombre des diviseurs carrés de :
(4p° + 27 q°) g“ — 16 [(p°—4r} + 9 pg)|r.
par 12.
SUR
L'INTÉGRATION DE LA DIFFÉRENTIELLE
dx.
Vaf + 02° + Ba? + ÿù + 5
(Bulletin de l’Académie Impériale des sciences de St.-Pétersbourg. T. III, 1861, p. 1i—12.)
(Lu le 19 octobre 1860.)
Sur l'intégration de la différentielle
V' at + ax + Br? + yx + O
L'intégration de la différentielle
ZX + À
dx
V 24 + ax8 + Ba? + yx + Ô
ne présente aucune difficulté, si la fonction 2 + Qu + Pr? + ya + D
a des facteurs égaux. En faisant donc abstraction de ce cas, nous supposerons dans tout ce qui suit que les facteurs de la fonction
at + ax + Ba + ya + Ô
sont tous différents entre eux. Dans cette hypothèse, comme l’on sait, l’in-
tégration de dx
V'at + au + Ba? + yx +5?
en termes finis est impossible; de là on conclut que l'intégrale
X + À dx
V 24 + 3 +- Ba? + ya + Ô
ne peut être exprimée en termes finis que dans le cas où l’on donne à la constante À une valeur convenablement choisie. En effet, si l’on admettait
que l'intégration de t+A
V'at + aus + Ba? + yx + 0
en termes finis fut possible dans le cas de À — C aussi bien que dans celui de A—C,, on trouverait que la même chose aurait lieu relativement à la
différentielle dx V 24 + ax$ + Ba? + yx + 8?
qu’on obtient en retranchant les différentielles
æ + C æ+ C; de
T, = Va + 0x8 + Ba? + yx + Ô V at + 005 + Br? + yx + 8
l’une de l’autre, et en divisant leur différence par C— C,, ce qui est inadmissible. D’après cela les différentielles de la forme
V'at + 0x8 + Br? + yx + Ô présentent l’un des deux cas: ou, pour une certaine valeur de À, l'intégrale
V' at + as + Ba? + Pr + y
s’exprime en termes finis, ou bien, pour toutes les valeurs de À, une telle expression de | æ + À
V'at + ax + Pr? + yx + 0
est impossible. La discussion de la différentielle
V at + aux8 + Ba? + yx + 0
sous ce rapport est d’une très grande importance, C’est à cela que se réduit, en définitive, l'intégration des différentielles qui contiennent la racine carrée d’un polynome du 3" ou du 4" degré, comme nous l’avons montré dans le Mémoire sur ces différentielles, et c’est par là seulement qu’on peut reconnaître, si la fonction elliptique donnée de la troisième espèce est réductible ou non à celle de la première. Ces questions importantes surpassent les moyens que possède l'Analyse dans son état actuel, faute d’un critérium infaillible par lequel, d’après les valeurs des coefficients &, B, y, à, on puisse reconnaître si l'intégration de
V at + ax8 + Bar? + yx + 8
pour toutes les valeurs de À, est impossible en termes finis ou non. D’après
ce qu'Abel a donné dans son ingénieux Mémoire sur l'intégration de la différentielle ET l'intégrale
V' at + ax + Ba? + yx + 8
pour toutes les valeurs de À, n’est impossible en termes finis que dans le cas où la fraction continue, résultant du développement de
Va + a + Bat + ÿx +5,
est dépourvue de périodicité. Mais c’est ce dont on ne peut s’assurer aussi loin que soit prolongé le développement de
V'at + 00 + Br + x + 0,
vû que le nombrs de termes dans une période reste arbitraire. De même on ne peut tirer, par rapport à cette question, aucun parti de la considération de certaines intégrales définies, d’après lesquelles on peut assigner analytiquement tous les cas des différentielles de la forme
dx V' at + ax + Ba? + ya +
qui s’intègrent en termes finis; car, pour reconnaître par là que la différentielle donnée, pour toutes les valeurs de À, n’admet pas une telle intégration, il est indispensable d’avoir les valeurs exactes de ces intégrales, tandis qu’elles ne peuvent être évaluées, d’après les coefficients «, B, y, à, qu’avec une approximation plus ou moins grande.
Pour la solution complète des questions importantes que nous venons de mentionner, on doit trouver un procédé qui, d’après les coefficients «, B, y, à et à l’aide d’une série d'opérations algébriques en nombre limité, conduirait à reconnaître que par le choix convenable de À il est possible ou non de rendre l'intégrale
V at + ax + Pr? + yx + Ô
exprimable en termes finis. C’est ce que nous avons cherché à faire pour le cas de &, B, y, à rationnels, et, pour ce cas, nous avons trouvé une méthode qui, au moyen des opérations algébriques et en nombre limité, conduit ou à trouver l’expression de l’intégrale -
x + À da,
V' at + ax + Ba? + ya + 0
avec une certaine valeur de À, ou à reconnaître que pour aucune valeur de A cette intégrale n’est possible en termes finis.
- Cette méthode d'intégration de la différentielle
dx, Va + ou + Pa? + ya + 0
sont rationnels, consiste en ce qui suit: 1) On réduira l'intégrale
[ T+ À - de V'at + ax + Pr? + ya + Ô à la forme 2+B = de,
V at le + me + ne
où !, %», n sont des nombres entiers, ce qu’on peut toujours faire par la substitution linéaire % = dy 2 +0, si la fonction at + an + Pa? + x + Ô
a un facteur rationnel du premier degré. Dans le cas contraire on réduira préalablement l’intégrale
æ + À [ dx, V' at + ax + Pa? + yx + Ô en posant rem —10b+3Y en E ï 4B— a? ‘“?
V' at + 023 + Ba? + ya + Ô — x? — ! ax — 8 d’après quoi, en faisant ia + 1608 —16ay= 1686419 2 a3 — 8 aB+- 16 y TRE.
3 2 Tr —28—0b, PER PR af — 6 8 2 TÉTEN on obtiendra ( x + À 0 24+2A—}ja di lo 2 Vat+on+Pat+yz+es 2) 244 28 + be + cs Rract
où la nouvelle intégrale contient sous le signe du radical un polynome doué du facteur rationnel z.
2) On examinera si la fonction É+U + mi + n2 est décomposable en deux facteurs rationnels du second degré (22 + pe) (8 + re +5) dont les coefficients p, r, s vérifient l’équation (1) S(p°? — pr + 5) — nombre carré, et au moins l’une de ces deux inégalités:
(2) pr—92s>0, ou 4s—r > 0.
Dans le cas où il est possible de décomposer la fonction
el + mes + ns en deux facteurs
(+ pa), (+ re +5),
qui remplissent ces conditions, et que p n’est pas égal à r, on réduira l’intégrale
2+B de, V'at+le3+ me? + nz en posant (pr) (2+p2) , {—p)z+s 7 "1?
ce qui donne 2+B 2=+| a+ (r—») (2B —») F V a4+-l28+ me? + n2 2) V2, [a + (D — r}1] [(a +n2— pr? +45] À MORTE in Va—Va+r(p—r}
La nouvelle intégrale
[ + (r —p) (2B —») Vala+ (D — FF] [(e1+ p?— pr) +4 si]
se réduira de la même manière, en tant que la fonction a [2 + (o—r}] [a +2 —pr) + 4 sz; | est décomposable en deux facteurs rationnels (2 + p,2,) (2° + re, +5) qui remplissent les conditions | 8, (D? —P7, +S8,) = nombre carré, pr —28 > 0, ou 48 —r°> 0,
p, n'étant pas égal à r,. Et ainsi de suite.— Si, dans ces réductions, on rencontre une intégrale
[= de
A4 le + M2? + Nit; À
dans laquelle la fonction 4 3 2 2 + la + mef + ne,
se décompose en deux facteurs 2 2 (2 + ps.) (+72, +5)
dont les coefficients p,, r, sont egaux, on trouvera immédiatement l’expression de cette intégrale, d’après la formule
[ Zi + 3 Pi 2 ae Va + pri + V 2 + Diti + Si VS + pi) (+ piri+ si) 2 Va + pis; — V 2 + Diti + Si * en prenant
Dans le cas contraire on répétera ces réductions jusqu’à ce que l’on parvienne à l’intégrale 2 + B)
Ï Free à dans laquelle la fonction + bé, + me + m2, n’est plus décomposable en deux facteurs rationnels du second degré
qui remplissent les conditions
8, (D°, —p,7, +8,) — nombre carré, pr, —25, > 0,'ou 4s —r, > 0, ù et on traitera cette intégrale par un procédé que nous allons exposer tout
de suite.
3) Ayant à intégrer la différentielle
de
Val m2+tnz ?
où la fonction
+ + mi + ne n’est pas décomposable en deux facteurs rationnels
(22 + pa) (° + re +5) qui remplissent les no Méou
S (D? — pr + Ss) — nombre carré,
pr—2s>0, ou 4s—r > 0,
on calculera, d’après les formules
D His es + CS î 21,3 — 8l;m; + 16n;?
Mn mt gl L=k M =M, NEA,
les nombres Lo Mo, Po)
Li, M, No;
en poussant le calcul jusqu’à ce que l’on rencontre dans cette suite une valeur fractionnaire, ou que l’on trouve deux systèmes de nombres
po 7
ur 7
Hd?
L+-Y? My) Nu qui soient respectivement égaux. Dans le premier cas on conclura que
l'intégrale
de Va+lSrmirnz ?
pour aucune valeur de B, n’est exprimable en termes finis. Dans le second cas il sera certain que cette intégrale, pour une certaine valeur de B, est exprimable en termes finis, et son expression sera donnée par cette formule:
ao {VA Va Ve (4) , V'at+ 123 + me? + n2 NE { 98H 1 9h +2 9B4+-Y p 108) PR TR TE Sn b où
sont des fonctions algébriques de z qui se déterminent ainsi:
1 1 1 1 == 16 lo — 4 loto + 3 No Gp m M msaun orage ae Lmo —< 1?
4 3 2 PR RE Ps 0 0 Va 4 le + mor? +008 — 22 — lot 3 Le re D — 3 hu + 5 M 2 1 Am, —l??
4 3 2 BP et DRE Aus. PSN E (5) Vat+ les + m2? + Ma — 2 à le, 3 ee ee . . DR L1 e . 6 0-p 30 v'ue . . . .
ps, ve 9 — 3 Mi + 3 Ni 41 — 1 Am: — 12 4 NUE e œ- à PTE 2 ?
V z; He me nr — 88 — lis 3
Quant à la valeur de B, elle sera donnée par cette formule:
1 1 1 1 [Br (eine. ah) | 1 2 (&i 1 1
ZE] 26 nu + SES is .. + gr ur)
Le nombre des opérations qu’on aura à faire par cette méthode d’inté-
mm OU
gration sera toujours limité. Les réductions à exécuter, d’après le X 2, sur l'intégrale | dz
Vai+ls + m2+rnz ?
dans le cas où la fonction
+ + me + ne se décompose en deux Run (+ pe) (+ re +5), qui vérifient les conditions (1) et (2), seront en nombre inférieur au plus
petit exposant des facteurs premiers dont se composent les termes de la fraction
pr —2s5+92V 8(p? — pr +s)
V s(p?— pr+s) ,
réduite à sa forme la plus simple. Le nombre des systèmes
br Mis No;
L,Mm,n,,
qu’on aura à calculer, d’après le X 3, en traitant l’intégrale
2+ B Î an de V at +28 + me + nz
où la fonction
+ + me + nez ne se décompose pas en deux facteurs (2 + pe) (À + ra +5),
vérifiant les conditions (1, 2), ne surpassera pas celui des solutions entières des équations Y3—_ 3 XZ— m° — 3n,
Z3(4 X°Z — X?Y?— 18 XYZ + 4 Y° + 27 7°)
= N (4 Un — Pom? — 18 Imn + 4 m° + 27 n°),
qui ne peuvent être qu’en nombre limité; en effet, d’après la dernière équation, le carré de l’inconnue Z doit être diviseur de
(4 on — lm°— 18 Imn + 4 m° + 27 n°),
et tant qu’on fixe la valeur de Z, les deux autres inconnues se déterminent complétement par ces équations.
Pour montrer sur des exemples l’usage de cette méthode, nous allons chercher, en premier lieu, l'intégrale
x + À dx Vai+a+z+i
Comme la fonction
4 2 LS DEL EGRS
n’a pas de facteur rationnel du premier degré, on réduira cette intégrale, d’après le A 1, en posant
Vat+n+x+i—x2—1 De cette façon on obtient A 1 z + 2 À 1 7 = dt = >| = — de + — log z.
(7) Vañ+a+x+! 2)Vz1 22 2% a 8
En remarquant que la fonction
H—22%— 2 ne se décompose en deux facteurs rationnels du second degré
(2° + pe) (8 + re +5) qu’en prenant P=1, r—=—1, s—— 1,
et que ces valeurs ne vérifient pas la condition
8 (D? — pr +5) — nombre carré,
on passera immédiatement à la recherche de l’intégrale
g+922A VA I Z
dz,
— b97 — suivant le X° 3. Pour cela on calculera les nombres bo Moy Mo)
d’après les formules (3), en prenant 1=0, m— —9, n— —]1.
L’on obtiendra de cette manière
L= 0, m=—2,n,—=— 1, ré Mis, 4m — :} L=—4,m—= 4, nm——1, be M 4, nl
En remarquant que le dernier système des nombres
ls My, Ng est identique au second h, M, M;
on s’y arrêtera, et on conclura tout de suite que l’intégrale
2+922A —— ds Vai9gg ?
pour une valeur de 24, convenablement choisie, est exprimable en termes finis. Comme dans ce cas
on aura, d’après (4),
2 23 +2 À de — log (V3) + Log (V2, Va),
Vai—92— 2
où les fonctions CA ? lo » Z3
en vertu de (5), se déterminent ainsi:
1 1 1 re lo° — à loto + 3 M0
BR
VA EE MOEE NQE — 22 — } Tps — OT
PS 3 Va—0e 5 #11
<e BOS e
1 1 L h—ihmt+itu
Va + ne + ma + — nn —— 5 —
= 3 —=2+ 1, Vai+4a+d4s+n—2—22
L 1 1 — ve de — 3 lolo + 5 No —. 4 Mo — lo?
3 2 —g2?— 1 PR Léa 2 Va + LS + ME + Moto — 297 — 3 lots 8
an:
Re REGPRENE ira TOR rs ?
294 — 4 2 + A2 — Lo — 2) +282 Va—9z—z— +1
D’après cela on trouve
(2284 de to8 (V5) me À r0s (7 V3)
—922— 2 =phGese mi et
D'autre part, comme on à
on obtient, d’après (6), pour la constante 24 cette valeur: D'où il suit que
D’après ces valeurs de l'intégrale
2 +2 À de Vai—92— 3
et de la constante À, la formule (7) nous donne
dr = os (( 5) 6 +1) ] + goss,
Vañ+a+x+! Vai—922—z—s+1
ou
— Vat+a+x+i—ax— 1°
En portant cette valeur de z dans l'expression précédente de l’intégrale
Cu À da, Vañ+a+x+!
on obtient en définitive T+ à
Vañ+a+x+! Font à og G—i+Vatrr+xr:) 6 (2 —Vat+a + rx +) G+i—Va+x rx +) 5 æ nc PE à Éalerd LS PRE @+i+VR : EE 6 æ—1_VyR 6 ri V R?
où R=d + +r+.
Prenons encore pour exemple l'intégrale B Ha de.
Vat+ 52348222 Comme la fonction PHP
se décompose en deux facteurs rationnels
(2? + pe) (22 + re +5), en prenant p=l,r—=4, s—— 1],
et que ces valeurs vérifient la condition
8 (D? — pr +5) — nombre carré et l’inégalité pr—2s> 0,
on réduira, d’après le M 2, l'intégrale
[ 2+B ds Vai+5a+8az en posant porPu em ere, {r—phzt+s _ 82—1 ‘1°
On obtiendra de cette manière
| z2+B 1 n+6B—3 Î d=—| de Vah+5a+382— 2 2)Vat—23—81:?+81z
Va+Va+9
+ log
La fonction
étant composée de quatre facteurs rationnels du premier degré 8, 4 —9, 4 —1, 4, +9,
on trouve, pour sa décomposition en deux facteurs rationnels du second degré (2? + pe) (2 + re +5),
trois systèmes de valeurs pour p, r, S, Savoir:
pe >: red, ss 9,
Or, comme aucun de ces systèmes ne rend la quantité s (p?— pr +5) égale à un carré parfait, on cherchera l'intégrale
[ +6B—3 dz
par le X 3. Mais, en passant à la détermination des nombres los Mos Mo) hs M, ds . . . ?
d’après les formules (3), on devra s'arrêter sur L,, en remarquant qu’il résulte pour lui une valeur fractionnaire
(1+ 4.81} Ra 104979.
de là on conclura tout de suite que l’intégrale
Î z2+6B—3 Veft—235—81z2?+814,
ME
et conséquemment celle en question
2+B dz, Vai+5z8+ 822 2
est inexprimable en termes finis, quelle que soit la valeur de la constante B.
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Sur une modification du parallélogramme artieulé de Watt.
Le mécanisme connu sous le nom du parallélogramme articulé de Watt présente une solution de cette question importante pour la pratique dans certains cas:
Par une combinaison des mouvements circulaires produire, avec une approximation suffisante, le mouvement rectiligne.
Tout avantageux que soit ce mécanisme dans la pratique, on conçoit que, sous le rapport de la précision de son jeu et vû sa complication, il laisse encore beaucoup à désirer. Pour s’en assurer on n’a qu’à remarquer que le parallélogramme de Watt produit le même mouvement que le mécanisme à fléau, quoique dans sa composition il contienne deux verges de plus, et que dans les mécanismes de ce genre chaque nouvel élément apporte, évidemment, de nouvelles ressources pour donner plus de précision à leur jeu. En cherchant à reproduire le plus exactement possible le mouvement rectiligne, soit au moyen du mécanisme à fléau, soit au moyen du parallélogramme de Watt, on n’atteint que le mouvement ovale qui s’approche du rectiligne cherché seulement au point d’avoir avec lui, tout au plus, cinq éléments communs. Or, un tel degré d’approximation est sans doute bien peu de chose pour un mécanisme aussi compliqué que le parallélogramme de Watt, qui se compose de quatre pièces dont on est maître de disposer, et dont chacune, dans la composition du mécanisme, présente deux paramètres arbitraires, savoir: la longueur et la direction. En ayant égard à ce que les paramètres arbitraires sont ici au nombre de 8, on voit qu’il y a lieu de chercher à composer un mécanisme de même complexité que le pa-
rallélogramme de Watt, capable de fournir un mouvement qui soit bien plus proche du mouvement rectiligne cherché, et qui ait, nommément, au lieu de cinq, huit éléments communs avec celui-ci.
C’est ce que nous avons cherché à faire, et nous avons reconnu qu’on y parvient, en articulant entre elles et avec le balancier les quatre verges du parallélogramme de Watt de la manière suivante:
Fig. 1.
Dans cette figure AB est le demi-balancier sur lequel il s’agit de construire un mécanisme qui produise sensiblement un mouvement rectiligne suivant la verticale VV” passant par l’extrémité B du balancier dans sa position horizontale; BC, DE, CF, FG sont quatre verges qui composent ce mécanisme, C'est le point qui fournit le mouvement en question, G l’axe immobile de la verge FG présentant, comme dans le parallélogramme de Watt, un contre-balancier. Toutes ces verges sont articulées avec le balancier et entre elles de la même manière que dans le parallélogramme de Watt, avec cette seule différence que les verges DE et FC ne sont plus liées entre elles, mais assemblées à charnière avec le contre-balancier FG dans deux différents points Æ et F. En composant ce mécanisme, on fera les verges CF
À V ke et FG égales à es * AB, et les distances BD et EG égales à A 2 * AB,
en vertu de quoi la ligne BD représentera une moyenne proportionnelle entre toute la ligne AB et sa partie AD, et la ligne EF sera la moitié de AD. Aux verges BC'et DE on donnera une même longueur qui peut être choisie arbitrairement, pourvu qu’elle ne surpasse pas sensiblement la demicourse du point C. Quant au point G, centre d’oscillation du contre-balancier FG, on le placera de manière que, dans la position horizontale du ba-
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lancier, les verges BC et DE soient verticales, et les verges CF et FG prennent la même direction horizontale, comme on le voit sur la figure 2.
Fig. 2 /4 A D - F5 ” C|G Le E f
Telle est la composition du mécanisme qui, avec les mêmes pièces que le parallélogramme de Watt, donnera un mouvement qui s’approchera du rectiligne au point d’avoir avec lui huit éléments communs. C’est ce dont on s’assure très aisément, en déterminant les distances du point C' de la verticale VV” (fig. 1) en fonction de l’inclinaison du balancier *); car par là on voit sur le champ que la courbe décrite par le point C, dans le point
*) Ces distances, comme il est facile de le voir, s’expriment par la formule
re AB (cos Y — cos p), où w, L sont des angles qui, en fonction de «x, inclinaison du balancier, se déterminent par ces deux équations:
ES ne V5—1 "De EPS For." | BON _ 9 COS a — co = 18 2 2 — A2)
: V5+1 V5+1 FJDO Se CPeRS ee VERT sÿ— B C2 ( to ir Lo RÉEPET TER CU euh AERISTET cos Ÿ | + 45 * p = 2:
D'où, pour l’expression approximative de ces distances, on tire cette série:
TPVb AR, VOS AR 32 BC 16 BC?
correspondant à la position horizontale du balancier, a pour tangente la verticale VV" avec laquelle.elle a, dans le voisinage de ce point, 7 éléments communs, et que cette courbe coupe la même verticale à une distance de G moindre que BC, ce qui entraine encore un élément commun entre ces lignes dans l’étendue de la course du point C.
D’après cela on voit aussi avec quelle extrême rapidité les déviations du point C de la verticale VV” (fig. 1) diminuent à mesure que l’amplitude d’oscillation du balancier diminue, vû que ces distances, par rapport à l’inclinaison du balancier sont du 7° ordre. Quant aux cas ordinaires de la pratique où l’inclinaison du balancier ne présente jamais des angles d’une valeur considérable, on trouve que le jeu de ce mécanisme, sous le rapport de la précision, l’emporterait très notablement sur le parallélogramme de Watt. Ainsi, par exemple, si l’on considère le cas traité par Prony dans sa Note connue: Sur le parallélogramme du balancier de la machine à feu (Annales des mines, tome XII), où la longueur du demi-balancier AB est 2,515 mètres, la verge BC est 0,762 de mètre et la limite de l’inclinaison du balancier est 17° 35°30”, on trouve que, dans ces circonstances, le mécanisme dont il s’agit ne présenterait que des déviations de la verticale inférieures à 0,05 de millimètre. Mais dans ce cas, suivant Prony, le parallélogramme de Watt présente les déviations qui vont jusqu’à une valeur 40 fois plus grande, savoir 2 millimètres, et qui est loin d’être négligeable dans le jeu d’un pareil mécanisme.
Jusqu’à présent, en cherchant à s'approcher le plus près possible du mouvement vertical, nous n’avons pris en considération que le nombre des éléments communs entre la verticale et la courbe décrite par le point C, tandis que le rapprochement de ces lignes et conséquemment la précision du jeu du mécanisme dont il s’agit dépend notablement de la position de ces éléments. Cette question a été l’objet de nos recherches dans la 1° partie du Mémoire sous le titre: Théorie des mécanismes connus sous le nom des parallélogrammes, où nous avons proposé des méthodes pour rendre un tel rapprochement le plus parfait possible. Or, si l’on applique ces méthodes à notre cas actuel, on pourra trouver les petits changements qu’on doit faire dans les valeurs des paramètres du mécanisme pour rendre son jeu le plus précis possible. Au moyen de ces corrections, les déviations du point C de la ligne verticale seront réduites à peu près en proportion de 1 à 2° ($ 5 du Mémoire cité), et comme nous venons de voir que, dans les cas ordinaires de la pratique, ces déviations elles mêmes présentent des valeurs très petites, nommément, des centièmes parties du millimètre, on conçoit que, dans ces cas, par les corrections des éléments, la précision du jeu du
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mécanisme pourra être portée jusqu’à une limite inaccessible aux moyens techniques de la construction des mécanismes. On est done certain qu’il n’y a aucune raison, pour les cas ordinaires de la pratique, de rechercher un mécanisme qui serait capable de donner le mouvement rectiligne avec une précision encore plus grande. Et comme, conformément à ce que nous venons de montrer, on parvient à ce degré de précision par un mécanisme composé des mêmes pièces que le parallélogramme de Watt, usité maintenant, et dont les defauts du jeu se font souvent sentir dans la pratique, on conçoit que notre mécanisme modifié est digne d’une attention particulière.
Remarquons encore que si dans les valeurs données plus haut des éléments de ce mécanisme on change le signe du radical V 5, on parvient à cette nouvelle forme:
Fig 8.
A na G 4 D 4j \ Æ T où CF = FG =" AB,
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Sur l’interpolation.
$ 1. Dans le mémoire sous le titre «Sur les fractions continues» j'ai donné une formule d’interpolation par la méthode des moindres carrés, quelles que soient les valeurs données de la fonction à interpoler. Maintenant je vais montrer les simplifications dont cette formule est susceptible dans le cas particulièrement remarquable où les valeurs connues de la fonction sont prises pour des valeurs équidistantes de la variable. Dans ce cas, la formule générale d’interpolation, correspondant à la formule de Lagrange, se réduit à une série, correspondant à la formule d’interpolation de Newton, contenant comme celle-ci dans ses termes les différences finies d’ordres successifs 1, 2, 3,....etc., ce qui offre, comme on le sait, un grand avantage dans les applications. Cette série donne l’expression des quantités à interpoler sous la forme des polynômes de différents degrés selon le nombre de termes qu’on y retient, les coefficients de ces polynômes étant les mêmes qu’on obtient par la méthode des moindres carrés en résolvant tout un systême d'équations dont la forme change quand on passe d’une supposition
_ particulière sur le degré de l’expression cherchée à une autre. Il est facile
de voir combien la recherche de telles expressions se simplifie par l’emploi de notre série d’où elles découlent directement et successivement de tous les degrés à partir du degré 0. Mais cette circonstance n’est pas le seul avantage qu’on puisse tirer en employant cette série pour l’interpolation; elle est encore très appropriée pour faire voir à combien de termes, ou, ce qui revient au même, à quel degré dans l’expression cherchée pouvons nous nous restreindre. Dans les procédés ordinaires de l’interpolation par la méthode des moindres carrés il nous faut refaire chaque fois le calcul de toutes les valeurs données à l’aide d’une formule particulière pour chaque supposition sur le degré de cette formule. Cela est d’autant plus pénible que
ces calculs doivent être répétés plusieurs fois jusqu’à ce qu’on parvient à
une expression représentant les données avec un degré suffisant d’approximation, car il est difficile de deviner d'avance le degré d’une telle expression.
Sous ce rapport, notre formule offre cetavantage important qu’en ajoutant successivement un terme après l’autre dans l’expression à interpoler, nous pouvons en même temps voir comment diminue successivement la somme des carrés des erreurs qu’on commet en déterminant à l’aide de cette expression toutes les valeurs données, d’où il est aisé de déduire aussi la moyenne quadratique de ces erreurs, d’après laquelle on peut juger de la suffisance du nombre de termes retenus dans l’expression cherchée.
$ 2. Soit
INR MAÉ. APS SUR
la série des valeurs données de la fonction w, qui correspondent aux valeurs suivantes de la variable x:
En appliquant dans ce cas la formule générale d’interpolation *), nous trouvons pour l’expression de *« sous la forme d’un polynôme d’un certain dégré à coefficients déterminés par la régle des moindres carrés, la série suivante :
Sy (us Ê qi Gus À qu (us (1) Ée LE) +, Do) + — hi) +...., do? () È da? () À 4,2 ()
où
désignent les dénominateurs des fractions réduites dans le développement de
la somme LR : + Ë + + :
æ æ—1 x — 2 SEE T—n+1l
en fraction continue de la forme
L,, L,, L,,.... étant des constantes. Dans le cas particulier que nous considérons, les fonctions
bb), Lx), Lx)...
*) Formule (6) du Mémoire mentionné.
REP ï
s’obtiennent facilement sans qu’il soit nécessaire de recourir au développe-
ment de la somme 1 1 1 1 MUR Le SES pen” æ æ—]1 æ—2 T—Nn+]1
en fraction continue; on découvre en même temps, comme nous allons le voir, la loi très remarquable de leur formation en vertu de laquelle la série (1) prend cette forme, commode pour les appliquations, dont on a parlé dans le paragraphe précédent.
$ 3. Pour obtenir les fonctions
Vox), (x), Pe(x),....,
sans recourir au développement de la somme
en fraction continue, remarquons que, d’après ce qui est démontré dans le Mémoire cité, ces fonctions, d’une part, sont des degrés
(+R ES Fhéor up et d'autre part, elles satisfont aux équations EhORO=0, 2UOhO=0.... 24 O0 ou ce qui revient au même,
DE
pour up << À.
Ces propriétés, comme il est facile de s’en convaincre, déterminent complètement les fonctions
Ÿo (x), (A (x), Ÿ, (&), Fe
en faisant abstraction des facteurs constants qui restent tout à fait arbitraires tant qu’on ne fasse aucune supposition particulière sur les constantes L,, L,, Ls,....dans la fraction continue
provenant du développement de la somme
1 1 À RS see ARS seen 2
et qui se suppriment évidemment dans la formule (1). Pour faire voir que les propriétés énoncées des fonctions 4, (x), 4, (x), Y., (x),. ..., les déterminent à des facteurs constants près, soit
une fonction entière étant comme 4, (x) de degré À et satisfaisant comme celle-ci aux équations
n n # 24 DO =0, 2h OO = 0... 24, O0 —0.
Or, d (x), A (&), d (x), PAATREe d,_, (x), (US (x) représentent une série de fonctions entières respectivement des degrés
donc, la fonction entière f(x) de degré À peut être représentée par la somme
45% @) + 4,4, (2) +....+ 4, ,4,2,(@) + 4,4, (@), As ESS 4, _,, À étant des constantes.
En portant cette expression de f(x) dans les équations précédentes, on trouve
Dh (FD = 49 240 + À SV UD +. + 4 Ep O0,
SHOP — 4 Ep O DO + À SO +. + 4 EU OH O 0,
21 (0) A0 2 3 6) o(é)+..+ 4 24 (+4 2h10 h = 0, d’où l’on tire, en vertu de (2) les égalités suivantes:
AE O0, AEY = 0... 4,24, O0.
Cela suppose
car les sommes des carrés
24, EU... 248, (0, composées des valeurs des fonctions réelles (x), 4, (x),... -Ÿ, _,(&), ne
peuvent pas s’annuler, Or, les coefficients
Hi 4 dans la formule
f(x) = 4,4, (x) + À, Lt) +... .+ À,_,%,_,(x) + 4, d, (x)
étant nuls, on voit que la fonction f(x), satisfaisant comme d, (&) aux équations mentionnées ci-dessus, est égale à
À, désignant un coefficient constant; donc, ce n’est que par un tel coefficient qu’elle diffère de Ÿ, (x), ce qu'il fallait démontrer.
$ 4. D’après ce que nous avons démontré, la détermination des fonctions
Lo (x), (A (x), de (x), . PDA
à un facteur constant près, se réduit généralement à la recherche d’une fonction entière de degré À, susceptible à satisfaire à l’équation
®, (&) étant une fonction entière de degré y., et y un nombre entier variant de 0 à À — 1 inclusivement.
Pour faciliter la recherche de la fonction f{i) d’après cette condition, nous allons la considérer comme la différence finie d’ordre À d’une certaine fonction Æ(). Cela posé, mettant pour f(i) son expression
(4) fO=AF(), dans l’équation précédente, nous la réduirons à la forme suivante
Or en remarquant que chaque somme de la forme Z U, AÏ V, peut être transformée comme il suit:
(5) SUAÏP,=U, ATV,—A D, ATP. (PAU, 5; +(—1) ZA UT, ,.V,+ 0,
(ce qu’on vérifie aisément en prenant les différences finies des deux membres de cette égalité), nous trouvons d’après cette formule
SOA F()= 4%, (i—1) AT (D) — AY, (— 2) NT F (0) +. —(— 1) AT, G—). FO PTS | À SA 4 EN. F()+ C.
D'ailleurs, 4, (x) étant une fonction entière de degré moïndre que à, la différence ag, (â— à) se réduit à zéro et l'expression précédente de la somme 2%, G) A} F(i) devient
24, OA F (=, (i— 1) AT F (0) — AY, (à — 2) A F (6) +- LAN A G— 2). FO+C D'où l’on voit que l’équation
Sy, (D A} F(D —0 sera satisfaite, si pour les limites — 0, i=n les fonctions AI F(), ATF(i),.... F(ÿ)
se réduisent à zéro, ou, ce qui revient au même, si pour les mêmes valeurs de 4, les expressions
F(i, F(i+1), F(i+9),.... Fi+1—1)
sont égales à zéro, car dans ce cas la fonction Æ(i) et ses À — 1 différences finies s’annulent pour 4 = 0 eti—n.
Or l’annihilation des fonctions
F(i), F(i+ 1), F(i+2),.... Ffi+i1—1), pour à— 0 et i—"#, suppose que la fonction F(i) s’annule pour
i=0, 1,9, NT.
et pour i=n, n+l,n+2,....n+À1—1,
et contient par conséquent dans son expression les facteurs à, 1— 1, i—2,....i—À1+1, in, i—n—1, i—n—2,.... i—n—À1+]I1.
Donc, l'équation (3) sera satisfaite si, en posant fO=AF(, nous prendrons pour F(i) une fonction contenant comme facteur le produit à (2—1) (—2)....(è—À +1) (i—n) (i—n—1) (i—n—2)....(i—n—2X+1).
D'autre part, pour que la fonction cherchée f(i) soit de degré à, la fonction F'(i) dans la formule
doit être évidemment de degré 2À et par conséquent du même degré que le produit
à (—1) (— 2)... — À +1) (in) (i—n—1) (i—n—2)..…..(i—n—À+1).
D'où il suit que la fonction f(i) de degré À, susceptible à satisfaire à l’équation (3) est donnée par la formule
FO =AF(), en prenant
Par conséquent, en vertu de ce qui à été démontré dans le paragraphe précédent à l’égard des fonctions
Do(a), Di(), Da ()e elles seront représentées généralement par la formule (6) ÿ, (x) = GA (œ—1)..….(@— À +1) (2—n) (@—n—1)....(@—n—X+1),
C, étant un coefficient constant.
$ 5. A l’aide de l’expression trouvée des fonctions
P(&), Yi), Y(2),....,
la détermination des sommes contenues dans notre formule
À do (9 w Éd Ou À 4 (ui U= — Lo (TE) + — 4, (x) + _ W(T)+..:., £ dur (9 da? (D ©? (ÿ
est considérablement simplifiée. .
Nous allons montrer maintenant que les sommes
Su, EhDu, EU...
contenant les quantités w,, %,, %,,...., se réduisent à des sommes, composées des différences finies de ces quantités d'ordres 0, 1, 2,...., et commodement calculables; quant aux sommes
qui ne contiennent pas ces quantités, elles se déterminent définitivement.
Pour transformer les sommes du premier genre, remarquons que leur forme générale est
qui se réduit, après la substitution de l’expression (6) de d,, (x), à la suivante :
(7) Eu, Ati (i— 1)... .(i—X+ 1) (G—n) Gb OEM AT).
Or, en vertu de la formule
EUAV,=U,_ ATV, AU, ATV (1) AU, V, +(—1) ZA U, , V,+cC,
mentionnée ci-dessus (5), en y posant
Vi=i(i—1)....(i—A+1)(i—n)(i—n—1)....(i—n—À1+1),
et remarquant qu’alors la fonction V; et ses différences AV, A° FAN V, s’annulent pour à — 0 et à — », nous trouverons
RU O6 Di de DU nn DT 0 +1) —
(1) 3661). GA 1)G—n) —n— 1) nl) Au,
ce qu’on peut représenter sous une forme encore plus simple, remplaçant dans la seconde somme à par à + À, ce qui donne
UD le DU D—n- 1)... (in À + 1) — n—À ÿ (1) ZE (4) (1) (1) (An) (in 1)... (in 1) A, —À ou, ce qui revient au même,
ni D LED Un D Gas jet
È (+1) (+2)... (+2) (n—i—1) (n—i—2)....(n—i—2) Au.
Or comme dans la dernière somme à partir de = —X à i— — 1, et de ê—n—ù à i—n— 1, la fonction se réduit à zéro, on pourra y remplacer les limites
i=—),i=n—}), par les suivantes:
(m0 ren,
sans en altérer la valeur et d’après la formule trouvée, on aura Zu, A i(i— 1)... .(i—21+ 1) (—n)(i—n—1)....(ÿi—n—à1+1) = E(i+1)(i+2)....(i+X)(n—i—1)(n—i—2)....(n—i—2) Alu,
ce qui donne, en vertu de (7), la formule suivante pour l'évaluation des sommes
2hOu,24 O%, 2 da (D %,. Le
(8) | 2h Ou = SEL GR TEL) né D (h4200) Mi NA
$ 6. Passant au calcul des sommes 240), Ut), 2 Ge:
remarquons que l’équation (8), pour = d (à), donne, à l’égard de ces sommes, la formule générale 24" CE (i+-1)(é-2). (it) (n—i— 1) (n—i—2). . . .(n—i—2) A, (à). En vertu de la formule (6), on trouve
AW, (à) LE CA (I — 1)... (A+ ln) —n—1)....(i—n—X+1),
ce qui nous donne Ad (= 1:28. LAN CS
et par suite l’expression précédente de la somme
24) se réduit à la suivante Q 2° @ = FT Dei es 6 +1) X 1 ol (n—i—1)(n—i—2)....(n—i—))
Pour faciliter la transformation ultérieure de cette formule, remarquons que
en vertu de quoi la formule (9) peut être représentée sous la forme
ET pe (n—i— 1)(n—i—2)...(n—i—2à)X rh G=12...2.08) 0 4 y Re na 1e
Appliquant à la somme Si —1)(n—à 2)... (ni à) A+) À — 1). GX +1) : |
la formule (5) qui donne généralement À k 1— 1— ZU,A V;=U,_, AT V—AU, A V4 —(—1) AU.
+(—1) EAU, ,.V,+ 0, nous devons poser
U,—=(n—i—1)(n—i—2)....(n—i—7), V,=(i+A(i+i—1)....(i—2À1+ 1) Or dans ce cas, les fonctions
AIR AV. AV, EF, s’annulent pour à — 0, et les fonctions
U PT ER ENEE EE S A
pour 2 —n; donc en appliquant cette formule à notre somme, les termes
Nr D TT +1) AD, 2, se détruisent et la somme se réduit à (—1}) ZA U,_,.V..
D’après la valeur mentionée ci-dessus de la fonction U,, nous trouverons AU, —A'(n—i+À—1) (n—i+A—2)....(n—;i) ete 128100 et remarquant que V,=(Gi+)(G+À—1)....(i—21+ 1),
nous réduirons ainsi la somme Sn Door Gr 6 EN 6er)
à la forme suivante:
a Genetic. Hotel)
Quant à la recherche de cette dérnière, elle se fait facilement à l’aide des procédés connus du calcul inverse des différences. Ainsi, sachant que
E(i+N (i+Ai—1)....(i—1+1)— = + (G+X—1)....(—N+0C, et remarquant que l’expression
se réduit à O pour & — 0 et prend la valeur
a (+) (n + à — 1)... (0 —2) ou
nn? — 19) (n8— 22)... (nt — N?),
pour à — #, nous obtenons
SH) (XI) 1) = 3 ne (17) (n° — 97). (n?—N).
4 | En vertu de cela, nous trouvons d’après la formule précédente que la
somme
2 (n—i—1) (n—i—2)....(n—i—7 dis h)G ar Eh 5 ee D)
est égale au produit
ñn ce qui, étant substitué dans l'expression trouvée de la somme Z4,°(2), donne ai NA
la formule
| . . 12.22....X2. ..(n2 — X2) (10) 24° 0 — TT s C?.
$ 7. En vertu de ce que nous avons montré par rapport aux valeurs des fonctions 4, (x), d, (x), 4, (x),...., renfermées dans la formule
À do (00 Ë pa (Ou Ë 4e (us U= — D, (x) + D, (x) + dt) +. :..,
2 po? () À y? () S y? (D 0 0 0
et aux sommes de la forme 2h Ou 2h
cette formule se réduit à la série suivante:
Eur SÉGe die 3 1) A (11) U == — + — Fr At(x—n) +
12,92,n (n? — 12) (n? — 9?) AG(G—1)(x—n)(x—n—1) +
ñn
Pie 1)(i+ 2)(1+8)(n—5—1)(n—-i—92)(n —-i—3)Au;, x(x—1)(x—2) X 12.2?.3?.n (n? — 12) (n°? — 22) (n? — 32) À Eten
l’expression du terme général étant:
@a-1) (4-1)... (in) (n—i—1)....(n—i-}) un h (@—1)....(&—X+1) J
Quant aux valeurs des fonctions
AGœ(tz— n), Mx(t—1)(x—n) (t—n—1),
M (@&— 1) (x — 2) (x—n) (x—n—1) En
dont dépendent les termes de cette série et que nous désignerons, pour abréger, de la manière suivante
Ar), (x), (6),.:..,
elles se déterminent facilement par les procédés ordinaires du calcul des différences finies. On peut d’ailleurs déduire sans peine plusieurs formules pour leur évaluation. Aïnsi, en vertu de l’égalité connue
À À À À1— A (1—1) À—2 : U,V,= VA or qe LEE Ta U,+ 1:2 AP A Une, qui détermine la différence A} d’un produit de deux fonctions, en y posant
Fi=btetG=n=t)...@G@—n—21+#1),
nous trouvons l'expression suivante de A} (x): 1.2....1(c+1—mn)(x+i—n—1)....(t—n+1) + 2.2.8, AR (G+Ii—n—l)(t+i—n—2)....(m—n+1) 2 +
qu’on peut écrire d’une manière plus abrégée sous la forme:
T(œ&+À—n) (t+—1—n—1)....(t—n+1) ps
+ (+ —n—1)....(@—n+1l)x A (x)—=1.2....X ni Fe its ,
12.22 TR» 19 ee de» es sien ee ste sleie naines ie sd our ste +R e
Une autre formule plus commode pour le calcul de A} (x) se trouve au moyen de la formule connue
0) = FO) + ET AT QD + ED af) + en l’appliquant au développement du produit (@—n) (t—n—1)....(T—n—À1+1) sous le signe A} dans l'expression A (x) = A x (&—1). . (@—À+1)(x—n)(x—n—1)....(t—n—À1+1), ce qui nous donne
(12) A (x) =1.2....A(—n#)(QA—n—1)....(1—n) +2.2.8....0+1). An) A—n—1)....(2—#)
+ . —n—1)....(3—1) ris ee Lt SUN es 0 en RIT ee TS RE le ed 1 +1) x ST 4 3 Le n —1 157 I UWI2..AX] A— DA + DA +) af—1) (n—1) (n—2)....(n à) ARR Ar Fa | BERRRANS PES (n — 1)in —2)(n—3) VE Ke OR ie
On peut trouver en outre une équation pour la détermination successive des fonctions
A CE Remarquons dans ce but que les fonctions (PER (x) ) (A (x) ) ho, (&), qui, d’après ce qui précède, s’expriment comme il suit: À+- (ER (x) ir Ci AFS (x), d,(æ) = C, A" (x), bu (x) — CG, io (x),
doivent être liées par l’équation
Ya (x) ah Qi UN (x) Si FA de, (x); car les fonctions
do) UG@), LL... 0), WG), be...
désignent les dénominateurs des réduites de la fraction continue
ee 1 Lo En e L\ n Li Dri+., En même temps la fonction D
doit être linéaire, c’est à dire de la forme A% + PB:
car, comme nous le savons, les fonctions d,.,, (x), d, (x), d, _, (x) sont de degrés À + 1, À, À— 1, ce qui suppose, en vertu de l’équation précédente, que g,,, est du premier degré. Mettant Azx + B à la place de g, ,, dans cette équation et substituant les valeurs trouvées ci dessus des fonctions
d,,,(&), d, (x), d, _., (x), nous trouvons:
GA (x) = (47 + B) CO A'(x)+L,,, C_, AT(x),
ce qu’on peut écrire, après avoir divisé par ©, ,,, comme il suit:
A (x) = (Max + N) A (x) + PAT (x),
en posant
ML, N—ÈA, p— An, EL Nil À +1
Après avoir trouvé ainsi la forme de l'équation qui lie les fonctions À À 1— AT (æ), A°(x), AT (x),
nous trouverons facilement les constantes M, N, P qu’elle contient; on n’a que d’y substituer les valeurs des fonctions
A (2), A\(œ), ATU(x),
pour trois valeurs distinctes de x et chercher pour quelles valeurs des constantes M, N, P les équations ainsi obtenues se trouvent vérifiées. Ainsi, faisant successivement &æ — 0, x—1, x —2, nous trouvons pour détermi-
ner les constantes M, N, P,
les trois équations suivantes: AH (0) = NA“ (0) + PAT (0), At (1) = (M+ N)A*(1) + PA (1), A1 (9) = (2 M + N)A}(2) + PAT (2), d’où l’on tire pour M, N, P les valeurs que voici:
AX+1 (2) à AH (1) # A\+1 (0)
p—-"0) a (1) 8 (0) TT AÂ—I (2) : AÀ—1 G) aÀ—1 (0)?
A (2) A (1) A(0) 1e aù+1 (0) AÀ—1 (0) 7 (0) ” A0) ?
__ AM#1 (1) ne AÂ +1 (0) 4 Ê—- ESS AÀ—1 o) 7 A) AÀ (0) A (1) A (0) /?
ce qui donne, après la substitution des valeurs de AFRO) AO a a A* (0), A* (1), A*(2), AI (O), A+ 1 (1), A1 (2),
tirées des expressions trouvées ci-dessus de la fonction A} (x), P=—R(rn—X), N— (2% +1) (n—}), M=—2(21+ 1),
et par conséquent, d’après ce qui précède, on obtient l’équation suivante entre les fonctions Ar (x), AY (x), ie (x):
AT (x) = (2X + 1) (2% — n + 1) A} (x) —N2 (n°? — 22) A1 (x), En vertu de cette équation et observant que (a) = 1, A°(t)—2%—n + 1, nous trouvons successivement
M(x) = 15(2zx
n + 1) —3 (3n°— 7) (2x —n+ 1), Af(x) = 105 (2%—n+1)—30(3n—13)(22%—n+1)+9 (n?—1)(n?—9), A (x) = 945 (2% — n + 1) — 1050 (n° — 7) (2x2 —n +1)
+ 15 (15n{— 230 n° + 407) (27 —n +1), ete: 7).
$ 8. En développant w à l’aide de la formule obtenue au $ 7 et en y retenant un nombre plus ou moins grand de termes, nous obtiendrons les expressions de « sous la forme des polynômes de degrés plus ou moins élevés, représentant la fonction « avec une approximation respectivement plus ou moins grande. A l’aide de ces expressions approchées de «, on obtiendra ses valeurs
0? 12 guess n—1
avec des erreurs plus ou moins considérables; nous allons nous occuper
*) Ces fonctions, comme il est facile de voir, satisfont à l’équation suivante aux différences finies:
(&œ+2)(c+2—n) A Y+(25+3—-n—X—1)AY—X1(+1) Y=0,
À désignant le degré de Y.
maintenant de la détermination de la somme des carrés des erreurs dans les
valeurs de
qu’on obtient de cette manière, en retenant un certain nombre donné de termes dans le développement de w.
En prolongeant le développement de w d’après la formule (1) jusqu’au dernier terme, nous trouvons:
Z Vo (i) u; 2 4, (i) w È Yn (2) Uÿ (13) U— n Do (&) + n ACT D SPRRRS à n D, (&), Z bo? (i) - D? (i) 2 ph? (à)
ce qui donne, comme il a été dit dans le Mémoire mentionné, tout à fait exactement toutes les » valeurs de la fonction w,
CAMES ARS HAE ne
Elevant au carré les deux membres de cette formule et sommant pour tou-
tes les valeurs entières de x depuis x = 0 jusqu’à æ =”, nous aurons pour déterminer la somme
Zu, l'expression n TEtOw S Ou SG us :
| —4(i) + Di) +....+ + (à) 0 Z Yo? (1) . di? (2) : Yn? (2)
Or ($ 2), comme en vertu de la propriété des fonctions (x), 4, (), a (x), .... là somme
s’annule pour des valeurs inégales de & et v, l’expression précédente se réduit à celle-ci:
ñn n n 2 2 Vo (c) u; pa à ni (2) w; È Zn (ju; | n :
= Z4°(i)+ | — 2h (+... + | —— | 24 (5), Zvo?() | ° 2474 0 Z bn? (9 :
ñn qui donne, après une réduction, l’expression suivante de la somme Zw}:
n 2 n 2 n 2 . (Ewou) (now) (£m ou) Zu?= PERS ar, LS fe AR ns
Sp? (i) DIURTO > v,2(i 0 0 0
ue oil
D'autre part, en faisant passer dans la formule (13) À + 1 termes du second membre au premier, élevant au carré et sommant depuis æ = 0
jusqu'à æ —n, nous obtenons d’une manière analogue pour déterminer la somme
= È A (D wi = u; 7 n Ÿo (2) nt ñn (IA (2) . Z Yo? (0) > 4? (D l’expression suivante n , 2 n 2 n , 2 (Énuom) (End) (Ewow) o Pas RE - D? (0) - Yo? (0)
© Un? ()
Or, d’aprés la composition de cette somme, on voit qu’elle représente la somme des carrés des erreurs dans les valeurs
Uos Us Us - Un)
calculées à l’aide du développement de w en série
Ë 40 (ui Sp (5) us nm n D (&) + ñn DPI 2 2 Yo? (i) . 2 (o) lorsqu'on l’arrête au (À + 1)"° terme Ë 4 (9 2 ah).
z pa? (0)
Donc en représentant, pour abréger, la somme de telles erreurs par
b- d;?, nous aurons, par ce qui précède n 9 n , 2 n 2 (Émutn) (Ëntu) (Emo) Zd— & + + + — Z Y) #12 (2) “+ d)-#2? (t) = Vn° (2)
En comparant cette expression de la somme Zd,° à l’expression trouvée ci-
n dessus de la somme Z 4°, nous remarquons entre elles la relation que voici:
n 2 n ñn 2 G n 2 Yo (?) wi) ( > , (i) wi) ( > x (2) wi) Zd = Zu} — CosEn n DEN RTL AE OURS ° À Do? (1) > Ÿ,? (2) > d}? (à)
qui nous servira pour la calcul de Zd,?.
Quant aux valeurs des termes qui figurent dans cette formule, remarquons qu’en vertu de (8) et de (10), on a généralement pour toute valeur de À
(£ T0 “) Ga n ( 0 :
© Mz
(i+-1) (i-2). (EX) (n—i—1) (n—i—2). .…. .(n—i—à) AÀ “)
sr ?
par conséquent cette formule prend la forme
: (En) s(SG+Dm—i-naw) Zd/= 20, — — me a
12.n (n? — 1?) (2X + 1) ( > (i+-1) (t+2)....(i+À)(n—i—1) (n—i—2)....(n—i—à) AÀ w)
12,92. ,..)2.n (n? — 12) (n? —22)....(n? — À?) ? et donne la relation suivante entre les sommes Zd,?, Zd, _?:
(2à+-1) ( £ (ü+-1) (4-2). ..(2+-à) (n—i—1)(n—i—2).. VARIE du)
Sd=Eà, —
12.22... .X2.n(n?—12)(n 2%... (n°) Ù d’après laquelle il est facile de calculer successivement les sommes 2; Ed, Ed
et de voir comment elles diminuent à mesure que le nombre de termes retenus dans le développement de # augmente.
Quant à la première somme Zd,°, il est facile de voir d’après les formules précédentes, qu’elle est égale à la somme des carrés des différences entre les quantités
Uos WU, Ugo. Un;
et leur moyenne arithmétique
parce que cette moyenne représente le premier terme du développement de u (11).
ERA AR ERP
SUR
L'ENTÉGRATION DES DIFRÉRENTIELLES
UNE RACINE CUBIQUE
(TRADUIT PAR X. X. PTASCHXXTXY.)
Os unmespupobauiu Oubchepenuiasobs codephkawuuxs hysurechit hopence.
(Upuroxenie x& VII-my roMy Sanncoxr Hunxparopckoï Araremin Hayx®e, X 5, 1865 r.)
(Lu le 16 février 1865.)
PRRORETE re
Sc
mu à oil piste Deer io ps
Sur l'intégration des différentielles qui contiennent une racine cubique.
$ 1. Dans le Mémoire sous le titre Sur l'intégration des différentielles irrationnelles j'ai montré comment on trouve, dans l'intégration sous forme finie des différentielles contenant une racine quelconque, le terme algébrique ainsi que les équations qui déterminent séparément chaque terme logarithmique. Pour résoudre complètement la question sur l’intégration sous forme finie de ces différentielles, il reste à donner le procédé pour calculer les termes logarithmiques d’après les équations qui les déterminent. Jusqu’à présent un tel procédé n’a été donné que pour les cas les plus simples.
Dans le Mémoire connu d’Abel sur l’intégration de la différentielle
“ie (Oeuvres compl., t. I, p. 65) nous trouvons un tel procédé pour le cas
YR du radical carré, p étant une fonction entière et À une fonction sans facteurs multiples. Dans le Mémoire sous le titre Sur l'intégration des difjérentielles qui contiennent une racine carrée d’un polynôme du troisième ou du quatrième degré j'ai montré que par le même procédé on peut détermi-
ner les termes logarithmiques de l’intégrale f#% dx dans le cas même de p
fractionnaire, pourvu que le degré du polynôme À ne dépasse 4. Ce procédé de la détermination des termes logarithmiques dans l’expression de l’inté-
grale Fe dx consiste, comme on le sait, dans le développement du ra-
dical y 2 en fraction continue de la forme
les fractions réduites, que l’on obtient en développant l’expression V R, don-
nent les deux fonctions inconnues qui figurent dans le terme logarithmique 36*
de l'intégrale ( de pour les cas considérés. On peut démontrer que ce
procédé de la détermination des termes logarithmiques s'étend à tous les autres cas de l’intégration des différentielles contenant une racine carrée et qu’il ne faut pour cela que prendre le devéloppement du radical V R en fraction continue de la forme plus générale, savoir:
OÙ S,;, S, 83,--.. SOnt Certaines fonctions de x. Mais si le cas des radicaux carrés peut être résolu toujours à l’aide des fractions continues, il n’est pas difficile à remarquer que les cas des radicaux des degrés supérieurs exigent une autre méthode: dans ces cas la détermination du terme logarithmique se réduit à la recherche des fonctions inconnues au nombre dépassant deux; tandis qu’à l’aide de fractions continues on ne résout que les questions à deux fonctions inconnues. Afin de montrer en quoi consiste la méthode remplaçant, dans le cas des radicaux de degrés supérieurs, le développement en fraction continue qui donne les termes logarithmiques dans l’expression de l'intégrale f% dx dépendant du radical carré, je montrerai dans le présent ed VR d’un radical cubique VAR, en supposant (comme l’a fait Abel dans le Mémoire cité ci-dessus, par rapport aux différentielles dépendant du radical
Mémoire l'intégration sous forme fini de la différentielle dépendant
PA L
carré) que ? est une fonction entière et VA n’a pas de diviseur rationnel.
$ 2. Comme la détermination du terme algébrique dans l’expression des intégrales en question ne présente, comme on l’a remarqué, aucune difficulté, nous supposerons que ce terme a été préalablement éloigné de
l’expression de l’intégrale [ = dx. Cela posé, d’après le $ IT du Mémoire
cité sur l’intégration des différentielles irrationnelles, le degré de l’expresion à
ja.
ne dépassera pas — 1, et, d’après le $ VIII du même Mémoire, le degré de l'expression
si É pnbÈ A denis ES
ne peut être inférieur à —1; car autrement le nombre de termes dans »: Fig: . , . EN .
l'intégrale Fe dx serait égal à O0. Donc l'expression VE doit être du degré — 1, ce qui suppose l'égalité des degrés des fonctions VR, +. En appelant À le nombre entier désignant le degré de la fonction rationnelle Ê,
nous trouvons donc que la fonction 2 doit être du degré 3 À, c’est à dire de
degré multiple de 3. D’autre part, comme, d’après l'hypothèse, le radical VR n’a pas de facteur rationnel, la fonction À ne doit pas avoir de facteurs linéaires avec l’exposant supérieur à deux, et par suite elle sera, en général, de la forme
où R,, R, sont composés de facteurs linéaires distincts.
Après ces remarques préliminaires nous passons maintenant à la détermination de l'intégrale | Va dx. Puisque ici, par supposition, © est une fonction entière et le radical V Rn’a pas de facteur rationnel, l'expression de
cette intégrale par logarithmes sera, d’après le premier théorème du Mémoire cité ci-dessus, de la forme suivante:
(1) [ de = Klog [o(VR).9* (x V R).p#* (a? V R)],
où ? (V/R) est une fonction entière de la variable # et du radical VR, K— une constante, « — une racine primitive de l’équation binôme
Comme 9 (VER) est une fonction entière de x et de VR, elle sera en général de la forme
X+YVR+Z(VERY,
où X, Y, Z sont fonctions entières de x, ce qui, en remplaçant À par ER, L?,, se réduit à
X+YVR R°+28, VR'R,,
où les radicaux VA, R, VRER, se déterminent l’un par l’autre comme il suit: |
VR RE) = RER, VR' Re.
Fa [
D’après cela, en mettant dans la formule précédente simplement Z à la
place de ZR,, nous concluons que la fonction © (VA) figurant dans l’expression ci-dessus de l’intégrale
[a de
sera en général de la forme:
X+YVRR'+ZVRPE,,
où X, Y, Z sont fonctions entières, le radical VE, R est identique à VAR
et le radical V2, R,? se détermine ainsi:
ER, VRPR,=(VR, R°) =(VR
Il n’est pas difficile à remarquer que dans cette expression de © (V R) les polynômes X, Y, Z peuvent être censés délivrés de leur commun diviseur; car cela est équivalent à la supression dans le produit
o(VR).p" (x VR).p% (a? VAR) de ce facteur élevé à la puissance 1 + &« + &°?, et la somme 1 + « + o° se réduit à zéro, d’après la propriété des racines primitives de l’équation a’— 1 —0. D’après cela nous supposerons toujours que dans l’expression de la fonction ® (VR) par la formule
p(VR=X+YVR R?+ZVREIR,
les polynômes X, Y, Z' n’ont pas de diviseur commun. De plus, il est facile à voir que l'expression de l'intégrale par la formule (1) peut être présentée de sorte que les fonctions o (VR), (} (aVR),
o (a? VR), s’annulant pour une valeur quelconque + = x,, ont pour facteurs des puissances entières (et non fractionnaires) de z—x,. En effet, cette formule peut être représentée ainsi:
[= F PEER _- K log Le° (VR) : op? (a VE) £ pie (æ? VR)]
ou
[de = Kolog | @(VR) 96" (a VA). (& VR)], où K=3k, PR (VR)= (VER).
La fonction @,(V_R) a evidemment la même forme que celle de (o VR), c'est à dire X+ZVRR?+7Z VR? L,; or, d’après son expression par
la fonction ( (VR), on voit que si o, (a* VER) s’annule pour æ=— x, et contient en facteur la puissance » de æ—x,, la fonction o (a VA) doit s’annuler de même pour æ—x, et contenir en facteur la puissance — de t—%, ce qui suppose » entier, Car o (VR), étant une fonction entière de x et du
radical cubique VA, ne peut contenir en facteur la puissance fractionnaire de æ—x, autre que celle qui a 3 pour dénominateur.
Nous supposerons toujours que l'expression de notre intégrale est
réduite à la forme dans laquelle les fonctions o(VA), o(aVR), o(aVR), s’annulant pour une valeur quelconque + = x,, ont pour facteurs des puissances entières de æ—x,, et que les polynômes
PE qui figurent dans la fonction o(VR), n’ont pas de diviseur commun. Cela
posé, il n’est pas difficile à voir que pour aucune valeur de x toutes les trois fonctions
g(VR), e(a VR), p(a VE) ne peuvent s’annuler simultanément . En effet, nous avons p(VR)=X+YVRR +ZVR'R, ce qui donne pour la détermination des expressions: (a VR=X+0YVR R,+&ZVRER, o (a VER) = X + 0 YVR, R?+ wZVR? EK,; d’où il suit, en vertu de la propriété des racines de l’équation o — 1 — 0: o(VR)+o(a VR)+p(# VR)=3X, (9 (VR)+ a 9 (x VR) + & 9 (0° VR)=3ZVRPER,, o(VR)+ a o(a VR)+ a o(@VR)=38YVRR}.
Or, on voit de ces équations que si toutes les trois fonctions
o(VR), o(a VR), g(& VE)
s’annulent pour une valeur quelconque x — x,, et, par suite, sont divisibles, d’après ce qu’on a démontré, par des puissances entières de 4—x,, il en sera de même à l’égard des fonctions
X, ZVRER,, YVR Rà:
et comme d’autre part les fonctions R,, R, sont composées de facteurs lineaires distincts et, par suite, les radicaux
VRPER,, VR Rà
: : \ : QE ne peuvent contenir en facteur une puissance supérieure à Le de x — x, cela suppose que les fonctions
se div À
contiennent le facteur 4 — x,, par conséquent qu’elles admettent le diviseur commun; ce qui est contraire à notre supposition.
$ 3. Comme p dans la différentielle en question
VR
est une fonction entière, nous parvenons, en vertu du $ IX du Mémoire mentionné à la proposition suivante concernant la détermination de Ja
fonction o (VER) qui figure dans l’expression de l’intégrale
p [ ve dx par la formule
K log [o(VR).0% (a VR). 0% (a VR)],
L'expression
p (VR). “(a VR). p% (a VR)
reste finie pour toutes les valeurs finies de la variable.
D’après cela il n’est pas difficile à démontres que les fonctions
o(VR), o(a VR), o(& VR)
ne s’annulent pour aucune valeur finie de la variable. En effet, en supposant qu’une valeur quelconque x — x, annule une ou plusieurs de ces fonctions
io dd detié ER MES été Se
et désignant par p,, k., p, les exposants du facteur z—x, dans ces fonctions, nous trouvons que le degré du facteur — x, dans le produit
Q(VR).p* (a VR).p% (& VR) doit être égal à
Pet he pee;
et comme, d’aprés la propriété énoncée, ce produit reste fini pour æ —%,, la somme + pu, « + pa? doit se réduire à zéro. Mais, d’aprés la propriété des racines primitives de l’équation &ÿ — 1 — 0, l'égalité
b+rLa+pa—= 0,
OÙ Ho, L,, be, Sont, comme on l’a vu dans le $ précédent, des nombres entiers, ne peut subsister que pour
Bo + Hi Le Po) ce qui ne peut avoir lieu, car cela suppose que toutes les trois fonctions o(VR), o(« VR), o(« VR)
s’annulent pour x —%..
Après avoir démontré qu'aucune de ces fonctions ne se réduira pas à O pour une valeur finie de #, nous remarquons qu’il en sera de même à l'égard du produit |
o(VR).o(« VR).o(& VR),
et comme ce produit présente évidemment une fonction rationnelle et entière qui ne peut rester différente de zéro pour toutes les valeurs finies de la vari-
. able que dans le cas où elle se réduit à une constante, nous en concluons que
(2) p(VR).p(a VR).e(# VR)= 0,
où C' désigne une quantité constante.
$ 4. En vertu de la proprosition du $ précédent nous voyons que la possibilité d'exprimer l'intégrale
par la formule (1) suppose la possibilité de satisfaire à l'équation (2) par la fonction © (VR) de la forme
X+YVRR +ZVERER,,
où X, Ÿ, Z sont des fonctions entières de x, et À, AR.” est la décomposition du polynôme Z en produit de facteurs simples et doubles.
Réciproquement, en supposant que la fonction
e(VR=X+YVRRE+ZVRE,
satisfait à cette équation, on prouvera par différentiation que l'expression Klog [p(VR).@"(a VR).o%*(& VR)],
sera la valeur de l’intégrale:
ee dx,
où 9, est une fonction entière. En appliquant à cette intégrale ce qu’on à dit dans le $ 2 relativement à l'intégrale
Vr dæ, nous remarquons que l’expression de sera aussi du degré — 1.
Outre cela, il est facile à voir que les intégrales de la forme
PE dx
obtenues au moyen des solutions de l’équation (2), seront égales à un facteur constant près.
En effet, soient pe 0. Gr, JE dr
deux intégrales qu’on obtient au moyen du procédé indiqué ci-dessus en
prenant pour œ (V2) deux solutions différentes de l'équation (2); ces intégrales s’exprimeront seulement à l’aide des logarithmes, donc il en sera de même par rapport à l'intégrale
Co Po — C [ 0 (En 1 gr, V7 R
quelles que soient les valeurs des coefficients constants C, et C,. Or, en choisissant convenablement les coefficients C;, C!, on peut réduire l’expression
Co Po — Ci Pi = (C AN à ;
LE Ur DE
à celle de degré inférieur à — 1, puisque d’après la remarque ci-dessus, les expressions
seront de degré — 1; mais dans ce cas ($ 2) le nombre de termes dans l'expression de l'intégrale .
[re Gi Jr VE
se réduit à O et, par suite, sa valeur est une constante, ce qui suppose l’é-
galité :
Co Po — Ci ei — VR
D'où il suit que les intégrales
déduites des différentes solutions de l'équation, ne diffèrent que par des facteurs constants.
Done, il est clair qu’afin d'obtenir toutes les intégrales de la forme
tr
exprimables par la formule (1), il suffit de trouver une solution de l’équation (2), et qu’à l’aide de cette solution nous trouverons toutes les valeurs de
la différentielle 53 dx, intégrables par une telle formule, en différentiant
l'expression
| Klog [o (VAR). 0" (a VAR). et (ae VR)],
où la fonction ® (V_R) satisfait à l’équation (2) et Æ est un coefficient arbitraire. Dans le cas, où il est impossible de satisfaire à l’équation (2) pour
une certaine valeur de À, aucune intégrale de la forme Pa dx ne s’expri-
mera par la formule (1).
Notre problème de l’intégration de la différentielle de la forme
se réduit ainsi à la recherche de la solution de l’équation
o(VR).o(« VR).o(& VR)=C, où o(VR)=X+ YVRR +ZVR'R, et BR, R°=R,
c’est ce qui nous occupera dans les paragraphes suivants. Indiquons encore ici le lien qui existe entre la question sur l’intégra-
tion de la différentielle Rd
dont il s’agit, où R—2R,R, et la même question à l'égard de l’intégrale FE dx, où R,—R;?R,. En appliquant à la dernière intégrale ce qu’on
a déduit relativement à la première, nous trouvons que l’expression de la nouvelle intégrale par l’expression de la forme (1) sera la suivante:
(0) 3 a 3 à 3 [ pa, 0 = Ko 08 [(V Ro). qu” Ce VRo) qu (8 VRO)],
où la. fonction Po (VR,) = X,+ }, VRE R,+ 2, VAR Rÿ
représente la solution de l’équation Po (VR,) * Po (@ VR) * 2 (a? VR) = C.
En comparant la forme des fonctions
Po (VR) = X, +}, VR Ra + 2 VR BR AaVR)=X,+ar, VR?R, +7, VR R, D VR)=X + VRER, +aZ VER,
qui y figurent, avec celle des fonctions o(VR)=X+Y VR R?+ZVR'R,, (a VR)=X+aYVR R+&@ZVRER, p (x? VR)=X+ a YVRR/+aZVR'R, qui déterminent la valeur de l’intégrale
[dr
pour À — À, R°, nous remarquons, d’après la forme de ces fonctions, qu’on peut poser
Do (VR) = 9 (VR), Po(a VAR) = pa VR), (a VR,)—= (x VR).
Comme pour ces valeurs des
Po (VRS), Po (x VR;), Po (@* VR,) l’équation PVR) -qo(a VAR). Pole VAR) = C
se réduit à l'équation o(VR).q(a VR).@ (& VR)—= C
à laquelle satisfait la fonction o (VR), il n’est pas douteux que ces valeurs
des fonctions e(VR), œ(« VR), œ(a? VR) correspondent complètement aux conditions de la formule ci-dessus qui donne la valeur de la nouvelle intégrale ; [ da; V R donc, nous trouvons d’après cette formule
êe de = Ko log | (VR).g° (a ÿR) ge (a VR)|.
Ainsi la fonction o(VA), que Pont obtient en résolvant l’équation
® (VER).o (ce VR).0 (0 VR) = C,
re BTE ns
va nous servir à déterminer l'intégrale
fr dx aussi bien dans l'hypothèse de R=ER, R}, comme dans celle de | R=R°R;:
dans le premier cas l’expression de cette intégrale sera donnée par la formule K log [o(VR).o" (a VR).p% (& VR)], | et dans le second cas par la formule K log [o (VR).9 (a VR).o% (x VR)].
$ 5. Quant aux solutions de l’équation ?(VR).9 (x VR).o(& VR)=0C où la fonction ® (V/R) est de la forme X+YVRR'+ZVRER,,
il est facile à voir qu'au moyen d’une seule de ces solutions on peut en trouver d’autres en nombre infini. En effet, si l’on satisfait à cette équation en posant
?(VR)= 9 (VR), où p, ( V_R) est une fonction de la forme X+YVRR3+ZVRIE,, cette équation sera satisfaite aussi par g(VR)= qu (VAR). qu (a VAR). guis (et VER),
où p., pe, pe, Sont des nombres entiers positifs quelconques; car la fonction o(VAR) donnée par cette formule sera aussi de la forme
X+YVRR'+ZVRIR,,
ne me et l'équation dont il s’agit se réduit pour cette valeur de ® (VR) à l'égalité [2 (VER) -Do (& VR) * Lo (&? VR)]+ THERE — C,
qui aura lieu si la fonction p,(VR) vérifie notre équation. En vertu de cela il n’est pas difficile à montrer que pour chaque équation résoluble
o(VR).o(a« VR).o(& VR)=0C,
on peut trouver une telle solution, dans laquelle la fonction o (VR) est du degré négatif et les fonctions o (x VR) et o (o? VR) sont de degrés positifs égaux entre eux.
En effet, soit e(VR)= 9 (VER)
une solution quelconque de notre équation; n,, »#,, r,les degrés des fonctions 9 (VR), p(2 VR), g(& VA)
et N le plus grand des nombres #,,n,,",. En posant dans la formule cidessus qui détermine les solutions de notre équation d’après l’une d’elles
=N—n, B=N—n, pB=N—n, nous trouvons
(VR)= 0) 0 (VR). 9) "4 (a VR). 9," (et VR).
En remarquant que, d’après l’hypothèse, les fonctions e(VR), 2 (& VER),
Po(c? VR) sont des degrés 9, %, %, nous trouvons d’après cette formule que les degrés des fonctions
PVR) = QC (VR).p "(a VR).p "(a VR), pa VR)=p "(a VR).p "(a VR).p (VER) pe VR)= 0)" (& VR).9 1 (VR).9 "2 (x VAR)
ont les valeurs suivantes:
Nin+n+n)—1n)? —1"n _— NM, Ni +n, + nn) —1Nn—1n0— NN;
N(n+N + N) — Mol — M 0 — Na:
— pré = Or la somme n, + n, + n, désignant le degré du produit Po (VR) po (a VR).p0 (er VE),
qui, d’après notre équation, se réduit à une quantité constante, cette somme doit être égale à 0; et, par suite, les valeurs ci-dessus des degrés des fonctions
PRE 3 8 :P(VR), q(a VR), e(& VAR) se réduisent à celles-ci — D NE, — no — M No — No Nos — No Mg — No Mi — Mg Nas
Il en résulte que la première de ces fonctions est du degré négatif et les deux autres sont du même degré, et comme la somme de tous ces degrés se réduit à —(n, +2, +n,) — 0, on s'assure que les deux degrés égaux doivent être positifs.
Après avoir démontré que parmi les solutions de notre équation il se trouve toujours une telle, dans laquelle l’expression o(VR) est du degré négatif et les expressions o(x VER), o (a? VR) sont du même degré positif, nous allons nous occuper maintenant de la recherche de cette solution. En
appelant »# le nombre désignant le degré des fonctions o (x VR), o (a? VR) dans cette solution etremarquant que, d’après notre équation, la somme des
degrés des fonctions o(VR), o(æ VR), o (a? VR) est 0, nous trouvons que le degré de la fonction o(V/R) sera égal à — 2n. Réciproquement, ilest facile à voir que notre équation sera vérifiée toujours si, le degré de o(VR) ne dé-
passe — 2n, et les degrés des fonctions o(x ŸR), ? (2 VR) ne dépassent n, où » est un nombre quelconque; car alors le degré du produit
o(VR).0 (« VR).o (x VAR)
ne dépasse 0. Or il est clair d’après la composition de ce produit qu’il se réduit à une fonction rationnelle et entière et une telle fonction, étant du degré zéro, sera égale à une quantité constante, ce qui suppose l'égalité
o(VR).o (x VR).o(& VR)=C.
Il en résulte que la détermination de la solution cherchée de l’équation (2) se ramène à la détermination de la fonction © (VAR) de la forme
KA TVRR a ZVRIRS
M de:
telle que son degré ne dépasse —2 n et les degrés des expressions ® (æ VER), (a? VA) ne dépassent n, où » est un nombre quelconque entier et positif. D'autre part, d’après la formule LL (VR) = X+7Y VR, BR? + ZVRS Le, nous trouvons, comme on l’a vu dans le $ 2, 3X—09 (VR) + 0 (a VR)+o (a? VR), ar VER, R}—=39 (VR) + & o (æ VER) + ao (a? VR), 3Z VRE, == P (VR) + a (a VR) + a? o (a? VER); d’où l’on voit, que dans la solution cherchée de l’équation (2) les termes X, YVRR: ZVR'E, seront de degré ne dépassant ceux des fonctions (VR), q(a VER), ?(@ VR),
et, par conséquent, les degrés de ces termes ne dépasseront la limite ». Réciproquement, il est clair de la formule
p(VR)=X+YVRR;+2VRE, que les fonctions e(aVR), o(# VER)
seront de degrés ne dépassant », si cela a lieu par rapport à chacun des termes
X, YVR,R3 ZVRPR,.
Donc, en vertu de la remarque précédente concernant la solution cherchée de l’équation (2), la détermination de cette solution se ramène à la recherche des trois polynomes X, Y, Z, pour lesquelles tous les termes de l’expression
p(VR=X+YVRR}+ZVRER,
seraient de degrés ne dépassant » et le degré de cette expression elle-même
ne dépasserait — 2», où » est un nombre entier positif quelconque. C’est
de la détermination des polynomes
XYZ
dans la formule
o(VR=X+YVRR +ZVRR,,
d’après ces conditions, que nous nous occuperons maintenant.
$ 6. En attribuant à n une valeur quelconque, nous trouverons, dans cette hypothèse particulière par rapport à n, la limite supérieure des degrés des polynomes X, Y, Z, d’après la condition que les expressions
XAYVERS ZVRIR,
doivent être de degré non supérieur à n; et pour déterminer les coefficients de ces polynomes nous remarquons que, d’après nos conditions, l’expression
X+YVRRSeLVRIE,
doit être de degré ne dépassant —2# et, par conséquent, dans son développement suivant les puissances descendantes de x, tous les termes jusqu’à
- 1 = - A . < 4 : s ” celui en =; doivent disparaître. On en tire le système d’équations qui doi-
vent être vérifiées par les coefficients des polynomes X, Y, Z'et qui seront linéaires par rapport à ces coefficients. Si ces équations seront compatibles, leur solution va nous fournir les coefficients des polynomes X, Y, Z; dans le cas contraire il sera évident que la valeur considérée de n n’est pas admissible, Le nombre n étant inconnu, comme on le voit, une pareille détermination des polynomes X, Y, Z exige à éprouver les diverses valeurs du nombre », jusqu’à ce qu’on ne parvienne aux équations qui admettent des solutions. De telles épreuves de diverses valeurs de n sont d’autant plus pénibles que, pour chaque valeur particulière du nombre », il faudra former de nouvelles équations, et ces équations, avec l’augmentation de », deviennent de plus en plus compliquées. Une pareille difficulté se présente dans la résolution du problème que nous considérons aussi bien dans le cas du radical carré, mais dans ce cas on l’écarte à l’aide de fractions continues, car alors on n’a que deux polynomes à trouver et les conditions qui les déterminent se réduisent à ce que les expressions X, Y V À soient de degré ne dépassant une certaine limite » et que la différence X — YV R soit en même temps de degré ne dépassant —»; ce qui démontre immédiatement
l'identité du rapport avec l’une des fractions réduites obtenues en développant le radical V À en fraction continue. Dans le cas que nous étudions
ici, où l’on a trois polynomes à trouver, il est évident que les fractions
OS
À FA
il nu
continues ne peuvent être appliquées; le procédé, remplaçant ici le développement en fraction continue, sera l’objet des paragraphes suivants.
$ 7. L'expression o(VR=X+YVRR +ZVRER, ne peut être de degré inférieur à — 2 n, si ses termes MERE AVR E et, par conséquent, les expressions o(x VR)=X+aYVRR;+@ZVR'R,, o(@ VR=X+@YVRRE+aZ VRPER, sont de degré non supérieur à n; car autrement le degré du produit o(VR).o(a« VR).o(« VAR)
serait négatif, ce qui est impossible, par ce que ce produit se réduit à une fonction rationnelle et entière. On voit de là que les polynomes cherchés X, Y, Z, pour lesquelles l'expression
o(VR)=X+YVRR'+ZVREE,
est de degré ne dépassant —2 » et dont chaque terme est de degré ne dépassant », réduisent cette expression à celle d’un degré le plus petit possible, au quel elle peut être abaissée dans le cas où les degrés de ses termes ne dépassent pas la limite ». Il est clair de là que ces polynomes, pour une certaine valeur de N — n, fournissent la solution du problème suivant:
Parmi les expressions de la forme X+YVR Ri+ZVRSER,,
dont les degrés des termes X, YVR, R}, ZVRER, ne dépassent pas N, trouver celle du degré le plus petit.
D’après cela, nos polynomes (si seulement l'équation cst résoluble) se trouveront parmi les systèmes de valeurs des X, Y, Z que l’on obtient en résoivant notre problème dans l'hypothèse de N — 1, 2, 3,.... Parmi ces systèmes de valeurs des X, Y, Z nous reconnaitrons aisément celui qui
donne les polynomes cherchés; car pour ces valeurs des X, Y, Z Ie degré 37*
de X+ YF VR, R? +727 VR, 2, ne dépassera — 2», où » est la limite des degrés des X, YF VAR, R?, ZVR?R; pour toutes les autres valeurs des X, Y, Z le degré de l’expression
XHYVR R'+ZVR'R,,
sera plus élevé, comparativement à ceux des termes X, Y VR,R3, Rice VRER, R,, Ainsi toute la difficulté dans la recherche de nos polynomes se réduit à la détermination des solutions du problème énoncé qui correspondent aux diverses valeurs de N. C’est de cela que nous nous occuperons maintenant. En abordant ce sujet nous remarquons que pour toutes valeurs de N
inférieures aux degrés de VA, R? et de VAR, l'expression XHPVRESEZVRIR, dans notre problème ne doit contenir de termes YVRRS ZVR'R;
puisque leurs degrés, pour ces valeurs de N, seront toujours supérieurs à N. Par conséquent, pour ces valeurs de N, l'expression
X+YVRR+ZVRPE,
se réduira au seul terme X; et comme le moindre degré de X est 0 et ce degré correspond à la réduction de cette expression à une quantité constante, le problème considéré, pour toutes les valeurs indiquées de N, aura pour solution
Q(VR)=X+YVRR + ZVRER,=0C.
Pour les valeurs de N qui, n’étant inférieures au degré de VRR, sont inférieures au degré de VR° R, ou, au contraire, n’étant inférieures au degré de VRER,, sont inférieures à celui de VAR, R, l'expression
Q(VR)=X+YVR R°+2VRE,
considerée dans notre problème n’aurà que les deux termes: ou
X+YVRRS, ou
X+ZVRR,,
LS CE AT des mis
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suivant que le nombre N sera inférieur au degré de la fonction VA? 2, ou à celui de la fonction VX, R?. Dans l’un et l’autre cas, comme il est aisé à voir, notre problème se résout à l’aide de fractions continues; sans nous arrêter à ces cas particuliers, nous nous occuperons maïntenant de la résolution générale de notre problème dans l'hypothèse où la fonction
o(VR=X+YVR R'+ZVREE,
peut contenir tous les trois termes.
$ 8. Comme l'expression o(VR=X+YVRR'+ZVRIE,
et chacun de ses termes ne changent pas leurs degrés après la multiplication des trois polynomes X, Y, Z par une quantité constante, nous ferons abstraction de facteurs constants communs à tous ces polynomes et compterons pour une solution toutes celles qui ne diffèrent que par de tels facteurs. Cela posé, nous allons maintenant montrer que pour chaque valeur donnée de N notre problème n’aura qu’une seule solution. Pour le démontrer supposons le contraire et soient
X=X\ FF, £=7, X=X", FY=r,7-7
les deux solutions de notre problème, # le degré de l’expression ÉRTVRDIEZTRR,
réduit au minimum pour ces polynomes, Æ et K° les coefficients respectifs
. , , . , x X y’ Z' de +”. Nos solutions étant supposées différentes, les rapports ir Pr 7 NE peuvent se réduire à une quantité constante ct, par conséquent, les trois différences:
k MOSS RE” 2.14 LL s “LP ER K" Y, K' PSE 2
ne peuvent disparaitre à la fois. En prenant ces différences pour les valeurs
des polynomes X, Y, Z dans l'expression
XETYVRREELVRIR,,
HAS
nous remarquons qu’elle se réduit à la différence K'|X"+Y"VRRS+Z'VRER,]—K'|X'+YVRRE+Z VER, |,
où, d’après la remarque précédente concernant les coefficients de x” dans les développements
X'eYVR REZ VRER KE TVR MAL TRIER,
le terme en 2” disparaît et, par suite, le degré sera inférieur à », ce qui,
contrairement à l’hypothèse, fait voir qu’on peut abaisser Le degré de l’expression KE TVR AEZTVRR
au dessous de », tout en laissant ses termes, conformement aux conditions du problème, de degré ne dépassant N; car il est clair que la limite de ces degrés sera la même pour les deux solutions de notre problème
X=X NV); 4—2%) Re X, PET eee comme pour les polynomes X, Y, Z déterminés par les formules X=K X'"—K"X;Y=K F-K TY,Z—=K 7"—K"S:
Après s'être convaincu que pour chaque valeur donnée de N notre problème n’a qu’une solution, nous passons maintenant à l’étude de la relation, qui existe entre ses solutions pour les diverses valeurs de AN.
Nous avons vu que pour toutes valeurs de N, inférieures au degré . de VAR, R? et à celui de VR?2R,, notre problème a la solution suivante:
o(VR=X+YVRR}+ZVRPR,= 0,
ou, en supprimant, conformement à la remarque précédente, le facteur constant C, é b(VR =:
Donc, en désignant par », le plus petit des degrés des fonctions VER, R}, VREE,, nous aurons pour toutes les valeurs de N, depuis N—0 jusqu’à N— nn, exclusivement,
o(VR)=1.
En Dent aux plus grandes valeurs de N, désignons par D(VR)=X, +7, VRR +2 VRR, pe, (VR)=X, + y, VR RS +Z, VR'E.,
la suite de diverses valeurs de la fonction p(VR=X+YVRR + ZVR'E,, obtenues en résolvant notre problème quand on prend pour N successivement Nos ME 1, W+2,....
Comme le même système des polynomes X, Y, Z'et, par suite, la même va-
leur de la fonction © (V/R) peut se présenter dans les diverses hypothèses concernant le nombre N, nous supposerons pour plus de généralité que
p (VR)=@ (VER)
correspond aux valeurs de N depuis N =», jusqu'à N = n, exclusivement 0 1 ?
que
? (VE) sd à (VE)
correspond aux valeurs de N depuis N — n, jusqu'à N — n, exclusivement, etc., en général que
e(VR)= 9, (VE)
représente la solution du problème depuis N — n, jusqu'à N—n sivement.
re exclu-
$ 9. En abordant l'étude de la suite des fonctions Po (VER), DVR),.... p, (VE),....,
que l’on obtient, comme nous venons de voir, en résolvant notre problème pour les diverses valeurs de N, nous allons considérer en premier lieu comment on détermine les solutions de notre problème. En désignant les degrés des fonctions VR, h; VRER, par À, N, et remarquant que, d’après les conditions du problème, les degrés des termes de l’expression
e(VR)=X+YVR RE + ZVRR.
ne doivent dépasser N, nous en concluons que les polynomes X, Y, Z doivent être de la forme suivante:
X=L,2"+ La" +... +Lyx + Ly:, Y= Mat + Mate + Mot + My, Z= Pa + Pete + Pr + Pr ve où Liber Le Bi 1e 20. he My, My:
Le: LS see, Py-r, Py-r
sont des coefficients constants au nombre 3 N — À — \ +3. En substituant ces expressions des polynomes X, Y, Z dans la formule
p(VR)=X+YVRR+ZVREE,
et remplaçant les radicaux VR RE, VRER,
par leurs développements suivant les puissances descendantes de x, nous trouverons pour la fonction @ (V_R) un développement de la forme suivante:
Ka" + Kat +. + Ky na 4 Kyo Hess.
où les coefficients | Me ME RE
sont des fonctions connues, linéaires par rapport aux 3N—X—\ +3 coefficients des polynomes X, Y, Z. En passant au cas où les polynomes considérés présentent la solution de notre problème et désignant par » le degré jusqu’au quel peut s’abaisser le degré de l’expression ® (VR) par ces polynomes, nous voyons que dans ce cas les polynomes X, Y, Z doivent satisfaire aux équations
OU GE ÉRRQENS dAE 5: Je ieee 9 6
où C est une quantité différente de © (elle sera calculée à l’aide des coefficients des polynomes X, Y, Z dans la solution considérée de notre problème). On voit de là que les équations
K =0 Ke: Mise Hs ©
ne peuvent se trouver incompatibles lorsqu'on les résout par rapport au quantités
rer Ly1
L,, M,, M. re My) PoPirpes
D'autre part, il est facile à voir que ces équations ne peuvent avoir plus d’une seule solution. En effet en admettant le contraire et supposant que
7 LA; #7, > ere
représentent les deux systèmes des polynomes X, Y, Z dont les coefficients vérifient ces équations, nous en déduirons que l’expression
p(VR)=X+YVR R'+ZVRER,, pour
X—X = X" Y=Y-—};" Z—7 7", se réduisant à la différence X+YVRR}+L'VRER,—(X'4+ V'VR RE + L'VRE R,)
sera de degré inférieur à #, ce qui est contraire à l'hypothèse que » est la
limite inférieure du degré de l'expression X+YVAR?+ZVRER,
dans notre cas.
En vertu de ce qu’on vient de voir, nous concluons que les équations K, ee 0, K, = d;. S.E.0 à: PP == 0, Ke, —= C,
ne peuvent se trouver ni éncompatibles, ni indéterminées, lorsqu'on les résout par rapport aux quantités
et cela suppose, comme on le sait, que le nombre d'équations n’est pas inférieur à celui des quantités inconnues; donc:
ce qui donne m£Z—(2N—1—X + 2).
Cette formule est déduite dans l'hypothèse de N non inférieur aux nombres
à et N, degrés des fonctions VA, A? et VRER,; dans le cas contraire, l'expression p(VR)=X+YVRR}+ZVRR,
ne peut contenir tous les trois termes; mais il n’est pas difficile à montrer que même dans ce cas la formule
mzZ —(2N—À1—X + 2), peut servir à déterminer la limite du degré de ® (VER). En effet, si N<<\ et > la fonction sera, d’après le $ 7, de la forme XEFVRR
et le problème se résout, dans ce cas, à l’aide de fractions continues comme . . X , Lé s , . / il suit: =; sera trouvé dans la suite des fractions réduites. obtenues en dé-
3 PRE «ete . . . .
veloppant — VAR, R.? en fraction continue et cette fraction sera la dernière dans la suite avec le dénominateur de degré ne dépassant N— À. En re-
marquant que, d’après la propriété des fractions continues, la fraction + ainsi obtenue donne la valeur de
RARE —ŸR RS rigoureuse lusqu’aux termes de degré de 8 J
Ya" —À-+1 2
nous en concluons que l'expression
sera de degré ne dépassant celui de ; À
Ya kr1 ?
et, par conséquent, le degré de l’expression
X4-VVRERS
ne dépassera —(N— À +- 1), comme cela suppose la formule
ON I. | +02) pour NW > N\.
Nous trouverons le même pour N<X et >X.
Quant aux valeurs de NV qui sont inférieures à À et à À’, dans ce cas, notre problème, comme on l’a vu, a pour solution
e(VR)= 1,
et, par conséquent, on à ici »# — 0, ce qui est encore conforme avec la formule générale pour #, qui pour À > N, \ > N donne
Nous voyons donc que, pour toutes valeurs de N, la fonction ® (VR) obtenue par la résolution de notre problème sera de degré ne dépassant —(2N—)1—X +-2), En prenant Loue n,,,-— 1 et remarquant que, d’après notre notation, la fonction © (VR) qui resout notre problème pour N=n,, —1 est
o, (VER),
72 . , </ nous en concluons que le degré de cette fonction ne dépasse pas — (2n,,,—À—A )
Pate R 3 F R,R ou, ce qui revient au même, ne dépasse pas le degré de ——-, car Zi, À, O1
d’après notre notation, est de degré À + \. Cela nous donne le théorème suivant concernant la suite des fonctions
PVR), GVR), AVR)... p VER), p,,(VR)....:
Théorème,
Le degré de l'expression o (VER) n'est pas supérieur à celui de Ri Ro | ” No+1
$ 10. En vertu de ce qu’on vient de démontrer, le calcul des fonctions
, où n,,, est la limite des degrés des termes de la fonction
Po
Po (VER), ®1 (VER), Pa (VR), Ve
peut être réduit à la détermination des fonctions plus simples, dont les ter-
mes sont de degrés inférieurs à celui de À, À,, tandis que les degrés des
termes des fonctions ?, (VR), quand & grandit, deviennent de plus en plus élevés. Ces nouvelles fonctions s’expriment à l’aide des fonctions
Do (VR), P: (VR), Pa (VR), tie comme il suit:
RER (VER) . Do (& VE) «Do (a? VR), , = p (VR).0, (e VR).o, (« VER), 3) r, = 9 (VR). 9 (a VR).e, (@ VR),
@ ee eo + 0m ;e €, 9,8% © eo 6 0e 0:06 e + + ‘e ace à ee
v, = (VR).o,(« VER). (@ VR),
Lo (VAR) = 9 (VR), U(VR)= gi (VR).g (& VR).00 (@ VR), D | LO/R=a 0 Rat VR.n ER),
else, 6 :s ‘0.0 2:60 a e-0: #90 1%. ©. 6 01/6 21e se" 6:05
LL (VR)= 9, (VE). (@ VR)9,_, (a VR).
Dans les formules qui déterminent les fonctions "45 Pis Vaste
. le radical disparaît évidemment et, par conséquent, ces fonctions sont des polynomes; tandis que dans les expressions des fonctions
Lo (VER), W (VER), L(VER),....
le radical VA reste, et par suite, ces fonctions seront de la même forme que les fonctions
po(VR), p (VER), Be (VR),...., c’est à dire de la forme | X+YVRR'4ZVROER,.
Mais ici tous les termes, comme nous allons le prouver, seront de degrés inférieurs à celui de À, À, et il en est de même à l’égard des fonctions Vo) Vi Va | LA Zn 2e | Ù
Pour s’en convaincre nous remarquons que, d’après le $ 8, tous les
. 3 : : . 3 termes de l’expression ® _, (V_R) et, par suite, les expressions P,_ (@ VR), 3 à 2 # « .
pi («? V_R) elles-mêmes seront de degrés non supérieurs à celui de
no DT
et l'expression P, (VR), d’après le théorème du $ 9, sera de degré non su- Ri Ro
périeur à celui de ; d’où l’on voit que la fonction
V(VR)= 0e, (VR).e,_,(& VR).®,_,(& VR)
sera de degré ne dépassant celui de
Or, la suite
étant composée, d’après notre notation ($ 8), des nombres entiers croissants,
le nombre No y1 —N,_ ne Sera pas inférieur à 2: donc nous concluons, en
LA re 3 # LA Kid «
vertu du précédent, que la fonction (2 (V_R) sera de degré non supérieur à 1 R, R; celui de +.
En examinant pareillement les expressions des fonctions 4, (a VR), (a? VR), pour lesquelles la formule précédente donne
La VR)=e, (a VR).6,_,(@ VR).6,_, (VER), 4 (a VR)=o,(@ VR).@,_, (VR).p._, (a VR),
nous concluons que ces fonctions seront de degrés ne dépassant celui de
x? s dx"?! R; PE R; Ro :
et, par suite, celui de R; Re x ?
car, d’après notre notation, ns %, SOnt des nombres entiers dont le pre-
mier est plus petit que le suivant.
Etant ainsi convaincu que toutes les trois expressions
4, (VR), 4, (e VR), 4, (@ VER)
BE; BR; ta
seront de degré non supérieur à celui de , nous en concluons qu’il en
sera de même par rapport à leurs termes.
En abordant l’examen du degré de la fonction v , nous remarquons
que, d’après le théorème du $ précédent, l’expression p, (VER) sera de degré
is , R,R h À non supérieur à celui de — =, et, d’après notre notation, tous les termes
des expressions
% (& VR), 9, (@ VR) sont de degré ne dépassant n,; donc, en vertu de la formule v, = 9 (VR).9, (a VR).9, (& VR),
la fonction v, ne peut être de degré supérieur à celui de
car,n,,,, 7 étant des nombres entiers et, >; la différence » ne peut être inférieure à 1.
TT
Après avoir déterminé ainsi la limite supérieure des degrés de nos nouvelles fonctions D D Pire
(VER), YVR), YUVR)..., nous allons maintenant donner les expressions des fonctions cherchées
Po (VER), Pi (VR), e(VR),. ……)
qui fournissent la solution de notre problème, à l’aide de ces fonctions plus simples et ensuite nous nous occupérons de la détermination de celles-ci.
D’après (4) nous avons l'égalité
L (VR)= 9, (VR).9,_, (@ VR).9,., (@ VE
es Aer or dt sind itiunt “dell 246 Lune A fe pe RÉ
qui, étant multipliée par ©, _, (VR), donne ,(VR).9,_, (VR)= 9, (VER)... (VR).9,_, (« VR).9._, (& VR). Or, d’après les formules (3), qui déterminent la valeur des fonctions
Vo V;;, Vases.
nous avons
… (VER). ?.— (& VE). Po (& VR)= y
nous trouverons donc
L(VR).o, _, (VR)=œ (VR).v,_
d’où l’on obtient la formule suivante, qui sert à déterminer ®, (VR) d’après Ps (VR):
Po—1 (VR).V (VE)
(5) % (VR)= p—
En remplaçant ici o par e—1, po —2,.... 3, 2, 1 et remarquant que,
d’après (4), ©, (VR) — d( VR), nous obtenons une suite d'équations qui, étant
multipliées membre à membre, donnent après la réduction
; VR).4, (VR)....b,_\(ŸR).L.(VR
To: T1- Cr] Vo—2-Vo1
C’est ainsi qu’on exprime la fonction p, (VR) à l’aide des fonctions plus simples LOUE ÈS HR DEN
VER), 4 (VR), L(VR
$ 11. En passant à la détermination des fonctions ARE ave LL (VR), L(VER), LAVER)...
nous trouvons, en vertu des formules (4), 4, (VE).4, (a VR).4, (@ VR)— e(VR).o,(a VR).o,(& VR).g ,(VR).g,_ (a VR).g,_, (@ VR),
ce qui, d’après (3), donne l'égalité suivante
4, (VR).ÿ, (a VA). 4, Ce VR)=0,.0,_;;
d’où il suit
VR).4, (@ VR).4, (@ VR
Cette formule va nous servir à calculer v, d’après CARRY lorsqu'on connaîtra la fonction Ÿ, (VR).
En abordant la détermination de la fonction (A (VR), nous remarquons
que dans les équations
Lu 0,8, 0,
ainsi que dans les équations Po (æœ VR) — 0, Po (a? VR) Lou 0,
peuvent se trouver des racines communes, ce qui, comme nous le verrons,
complique considérablement la recherche de la fonction ( (VR). Nous examinerons ces cas singuliers après, et maintenant nous allons nous occuper
de la détermination de la fonction (Us (V_R) dans le cas général, quand ni les équations
ni les équations ,_(@VR)=0, p,_,(a VR)—0
n’ont de racines communes.
D’après (4) nous avons 4 (VR)=e, (VR).9,_, (a VR).®,_, (@ VR), 4, (VR)=®,_,(VR).p._, (a VR).,_,(& VR).
En déterminant à l’aide de la seconde de ces formules les valeurs des fonc-
tions Pis (ce VR), Po (œ° VR)
et les substituant dans la première formule, nous trouvons
Doi (e VR). Yo (2 VAR). P, (YR) :
Poe (VR).92 (« VR). Po (a? ÿR)
ce qui, en vertu de l'égalité 3 . (VR). Po (A VR).9..., (a? VR) =, _;
se réduit à ce qui suit
CE à VER). D (a? VR). Po (VR). Po—2 (& VR). Pos (a? ŸE) “ 5 Do Comme l'équation Vos nus 0,
par l’hypothèse, n’a pas de racines communes avec l'équation
Ÿ = 0 à 0—1 2 la fraction
Pb (VR).Po_2 (x VR). Po—2 (a? VER)
ne peut devenir infinie pour aucune racine de l’équation,
et dans ce cas, comme on le sait, on peut trouver toujours une fonction entière, de degré inférieur à celui de VAE qui pour toutes les racines de l'équation
aura la même valeur que la fraction
Pp (VER). Po (x VR). Pp—2 (a? VR)
Do
pour l’une quelconque des trois déterminations du radical VAR. Dans le cas présent nous déterminerons la valeur du radical V2 de la manière suivante: d’après l'égalité
Pi (VR).@,, (œ VR).®,., (a? VR)—v
chacune des racines de l’équation
doit annuler la fonction ps (VR) au moins pour l’une des trois déterminations du radical qui se distinguent par les facteurs æ°, &, «?; et comme, par l’hypothèse, les équations
he (x VAR) AS Di (a? VR) — 0
— 594 — s n’ont de racine commune, l'égalité ?1 (VR)=0,
pour chaque racine de l’équation
n'aura lieu que pour une seule détermination du radical. C’est avec cette valeur du radical que nous considérerons la fraction
PP ÜVR).9p—2 (a VR) pp—a (a? VAR)
Do
et soit, dans cette hypothèse, Z la fonction entière de degré inférieur à celui de TE qui pour toutes les racines de l’équation
(supposées d’abord distinctes) a des valeurs égales à celles de la fraction. Pour cette fonction Z, comme il est aisé à voir, la différence
d_, (& VR).4,_, ( VR).L—4, (VE)
s’annulera pour toutes les racines de l’équation
et pour chacune des trois déterminations du radical VR.
En effet, en vertu de l'expression ci-dessus de la fonction 4, (VR), cette différence se représente ainsi
Po (VR). Pp—2 (a VE) Pp—2 (a? “ )
Ve
4, @ VR).4,_, (@ VR)[L— ce qui après la substitution des valeurs des fonctions 4, @VR), 4,_, @VR), selon (4), et après le remplacement du produit 9, (VR).p,_, (a VR).@, ,(& VE)
par ®,_,; d’après (3), se réduira à ce qui suit
Pi (x VR).9,., (a? VR) pus (VR).v,_,.D,
ou ?p (VER). Po—2 (& VR) Ph—2 («2 VR) |
Do 2
En examinant cette expression de la différence d_, (@ VR).4,_, (@ VR).L—4, (VER), nous remarquons que, pour les racines de l’equation Pi (VR).9,_ @VR).p. (@VR)=0, ,—0, l’un de ces facteurs, à savoir (a VR).@,_, (& VR),
s’annule si l’on attribue au radical VR celle de ses valeurs pour laquelle l'équation Poe (VR) 0
n’est pas vérifiée; dans le cas contraire, en vertu de la propriété de la fonction Z, s’annule son dernier facteur D. On voit donc que, pour chacune des
trois déterminations du radical VR, la différence db @VR).4_, (@VR).L—4, (VE)
s’annule pour les racines de l’équation
En vertu de cela il n’est pas difficile à voir que notre différence, étant réduite à la forme X+YVR R+ZVR'R—=o(VR), contiendra tous les trois polynomes X, Y, Z divisibles par la fonction LE En effet, d’après le $ 2, les polynomes X, Y, Z qui figurent dans l’expression
X+YVRRi+ZVR?'R,—=o(VR)
doivent être divisibles par æ—x,, si 4—x,, annulant les expressions o(VR), p (æ VER), o (a? VR), ne réduit À à 0, ce qui aura lieu pour toutes les racines de l'équation v, = 0 (car autrement, les équations
®,_,(@ VR)— 0, p,_, (a VR)=0, contrairement à l'hypothèse, auraient
une racine commune). Donc, d’après ce que nous venons de démontrér à
l'égard de la différence _, (@ VR).4._, (@ VR) L—4, (VR),
les polynomes X, Ÿ, Z qui figurent dans son expression par la formule X+YVRR +EZVRER,
— 0 étant supposées inégales, par
doivent être divisibles par chaque facteur linéaire de la fonction 0, et par suite, les racines de l’équation CAE cette fonction elle-même. En posant
X s Mers P,
Doi Vi Doi nous parvenons ainsi à l'égalité 4, (@VR)4, _ (@VR)L-L(VR)=Mo,_,+No,_ VRRÿ+Po,_ VRERe, qui donne l’expression suivante de la fonction cherchée (US (VR):
(8) LV R)=4, a VR) D (@VR).L-(M+NVRRE+ PVR R)e
où L, M, N, P sont certaines polynomes dont le premier, comme on l’a vu, est de degré inférieur à celui de CARE , . : 3
Nous avons trouvé cette expression de la fonction d (VR) en suppo-
sant inégales entre elles toutes les racines de l’équation Vi 0;
mais il n’est pas difficile à voir que tout cela, par le passage à la limite, s'étend au cas de racines égales. Quant à notre hypothèse concernant les équations
Un 0,9
p—1 2 = 0, foi (æ VE) = 0, ? ( VE) = 0,
d’après laquelle ni les équations
ni celles-ci P,— (@VR)=0, 9, (& VR)—0,
ne doivent avoir de racines communes, il est aisé à montrer qu’elle aura toujours lieu, si le produit
Ye @ VR).4,_, (@ VR)
. » 3 figurant dans l'expression trouvée pour Ÿ. (V_R), n’a pas de facteur commun avec la fonction v,_;, qui evidemment appartiendrait aussi à la fonction
DEEE RERO
En effet, nous avons d’après (4) Vo (æ VR) (7 (a? VR) = == Po (o VR) ‘ Po (a? VE) F qu (VR) ; ASE (a VR) ; , (a VR),
et, en remplaçant, d’après (3), le produit
P,— (VR).p,_, (a VR).p,_, (& VR)
par v,_,, nous obtenons
be, (œ VER) .Ÿ_ (o VR) = P, à (æ VR). | (VAR). Por (VR).0,_ ; d’où il est clair que le produit b._, (a VAR).p,_, (&@ VAR)
et la fonction v,_, auront le facteur commun æ—x,, si æ — x, est une ra-
cine commune des équations
Il en est de même, si x — x, est une racine commune des équations fo TP = 37 D\— Pi VR)—=0, p,_,(& VR)= 0.
Pour s’en convaincre remarquons que, A désignant la détermination du ra-
. 3 ss : :
dical VAR avec laquelle ces équations ont lieu pour x — %,, NOUS POUVONS les présenter ainsi:
P,_1 (xA)—=0, p,_, (“A)—0.
D'où il est clair, que le produit 4, (@VR).4,_, (@ VR), qui est égal, comme nous l’avons vu, à
Pi (@VR).p,_, (& VR).e,_, (VR).0,_
s’annulera pour + — x, et pour toutes les déterminations du radical VA
VR=A, aA, & A:
ce qui ($ 2) suppose que cette expression contient en facteur une certaine puissance de æ—x,. D'autre part, on voit par la formule
Por (VER). Po (& VR). Po (&? VR)= vs
que la réduction à zéra de la fonction Pa (VR) pour x — x, entraine la divisibilité de la fonction entière v,_, par la même différence x — x,..
$ 12. En vertu de ce qu’on vient de démontrer nous concluons que l'expression de la fonction 4, (VR) par la formule
4, (@VR). 4 _ (@VR).L—(M+NVRR}+PVRR,) v._, aura toujours lieu, si le produit
d._, (& VR).4,_, (a VE)
D'autre part, d’après la proposition du $ 10, la fonction Y (VE), après avoir été réduite à la forme
qui y figure n’a pas de diviseur commun avec la fonction v,_,.
X+YVRR'+ZVR'R,, doit avoir tous les termes | X, YVRR?, ZVR?ER,
de degré ne dépassant celui de — et présenter elle-même l’expression de
degré ne dépassant celui de + Si cela aura lieu pour un seul système
des polynomes Z, M, N, P qui figurent dans la formule
bd, (VR)=4,_ (a VR).p (VV R)L— (MAN VRRË+PVRER)0,_
(en comptant identiques ceux qui ne diffèrent que par un facteur constant) la fonction y (VR) sera donnée immédiatement en calculant ce système des polynomes Z, M, N, P. Mais si cela aura lieu pour les divers systèmes des polynomes Z, M, N, P, il faudra choisir parmi eux le système convenable. Les moyens nécessaires pour y parvenir seront indiqués plus bas, mais quant à présent nous allons montrer qu’une pareille complication dans la détermi-
nation de la fonction ge (VR) par la formule
P(VR)=Y,_ (GVR).4_ @VR) L—(M+NVRRE+PVRR,) v,_
ne se présentera que dans des cas exceptionnels.
A cct effet nous remarquons que, d’après 8, les termes de l'expression p1(VR=X+YVRR}+ZVRIE,
seront de degré ne dépassant »,_, et, par suite, la fonction ®,_, (VR) sera représentée par la formule suivante:
X:9, (VR) = A4,2"-1+ À, PRENT ae de An, _ + (Ba Ba + Be) VR RS
HA TA Sr UN à en AE 0 FU à mu Me à Cns_1-X) VR'ER,,
où, d’après $ 9, à, X désignent les degrés des expressions VX, BR, VR'R,. Or, comme la fonction pi (VR) peut être ($ 8) divisée par chaque facteur
constant, l’un des 3%, _,—À1—X + 3 coefficients
AA LAS E D, D; .. * Bn,_—à)
Y Ci (3:38 ... noi —N
peut être égalé à 1 et, par suite, dans l’expression de la fonction pi (VER)
il ne restera que 3n,_, —À — \ + 2 coefficients inconnus.
D'autre part, en portant dans la formule
Poi (VER) 4 Po (œ VE) Hi Po (a° VER) a 0
les valeurs des fonctions ®,_, (VR), P,_, (& VR), P, à (& V'R) tirées de
(9) et développant en série les radicaux VR, hs, VRe Æ,, nous trouvons
pour la fonction Pis l'expression de la forme
Von — K, dpi + K, dpi 1 D ES AE on pre K3n,_,—1-\+2 at DEA,
À N—-3 + Kn,_,—1N\+8 LT RE où K,, K,, K,,.... sont fonctions des coefficients qui figurent dans l’ex-
pression (9) de ps (VR). Mais d’après & 10 la fonction v , doit être
RS
LA . R Ÿ x * . _ LEE #
de degré ne dépassant celui de + ou celui de ‘re g par consé- HA
quent nous aurons:
KO, = 6, Kin,_,—1-\+2 = 0,
ce qui présente autant d'équations qu’il y a de cocfficients à trouver, d’après
la remarque ci-dessus, pour déterminer la fonction ps (VR); et alors cette
expression de v,_, 8e réduit à la forme:
/ — %, 1 = Fan, M'A SR
D'où l’on voit que la fonction v, _, sera en général du degré À+\'—2 et que son degré ne peut s’abaisser au-dessous de cette limite que dans ce cas particulier, où l’équation
K3n,_—1—1"+3 = 0 se vérifie en même temps que les équations X, = 0, K, = 0, + 6 K3n,_,—1—\+2 = 0.
En passant à la détermination de la fonction Ÿ (VA) = X + YVR, Rÿ + ZVRFR, nous remarquons que d’après le $ 10 tous ses termes, pris séparément, doi-
ER, ER; À
vent être de degré ne dépassant celui de = ou de x : et cette fonc-
tion elle-même doit présenter l’expression de degré ne dépassant celui de !
LE ou de 74,
D'où l’on voit, d’une part, que les polynomes X, Y, Z sont de degrés non supérieurs à À+\—1, À — 1, À—1 (les degrés des
expression Ve, RE, VR?R, étant À, N') et, par conséquent, contiennent au plus AN ++ N— 92À + 2\ coefficients, et, d'autre part, que ces coefficients doivent vérifier les trois équations que l’on trouve en égalant à
is Are ARR.
ENT AN 2 GAS Gans le développement
zèro les coefficients de x de Ÿ, (VR). Comme dans la fonction P, (VAR) et, par suite, dans la fonction (2 (VA) on peut supprimer un facteur constant, l’un des 2x + 2N' coef-
ficients de la fonction (2 (VR) peut être égalé à 1, et alors pour déterminer les 21 2X — 1 coefficients restants nous avons besoin, outre les trois équations mentionnées plus haut, de 2À + 2X— 4 équations. Or ce
nombre d'équations entre les coefficients de la fonction 9, (V_R), comme il est aisé à voir, va nous fournir la formule
p(VR)=Y, (a VR).4,_(@VR).L—(M+NVRRË+-PVRER) 0
pourvu que la fonction v,_, reste du degré À + \— 2. En effet, d’après cette formule la différence
VR)— 4, (@ VR).4,_, (& VR).L
DIN ROME RTE CPS NN RE TN fee CO 2
où Z est un polynome de degré inférieur à celui de »._, ou de RUPATS et,
p pe 2 eu
ar conséquent, de la forme Ax -+- AE Rs
p équent, de la f À, br A 8 _ Ati + + À), ;r_0
doit être divisible par v, _,; et cela suppose que cette différence, censée ré-
duite à la forme
X+YVR R°+ZVRER,,
contient les polynomes X, Y, Z divisibles par AATE d’où l’on tire, comme il est aisé à voir, 3 (À + À — 2) équations entre les coefficients de œ (VR)
et L; en y éliminant les À + X — 2 coefficients de la fonction EX as À, pré ed 0
on obtient 3 (A4 —2)—{(À-+X\—2)—2à-+-92N\—4 équations qui manquaient justement pour la détermination des coefficients de la fonction U, (VR).
$ 13. Pour embrasser tous les cas possibles qui peuvent se présenter dans la détermination de la fonction 4, (VR), il nous reste à montrer comment se trouvera cette fonction si elle n’est pas déterminée complètement par la formule (8) ou si cette formule, comme on l’a remarqué ci-dessus, n’a pas lieu.
Dans le premier cas, après avoir formé d’après la formule (8) et le $ 10 les diverses équations auxquelles doivent satisfaire les coefficients de (x (VR), nous trouvons leur solution générale, ce qui n’est pas difficile à faire, vu que ces équations sont du premier degré. Les valeurs des coefficients de la fonction (3 (V/R) ainsi obtenues contiendront une ou plusieurs quantités indéterminées; mais les valeurs de ces indéterminées se trouveront aisément en s'appuyant sur ce que la fonction ®, (VR) donnée par la formule (6) Ho
Vo (VR).V, (VR)....b._(VR).Ÿ, (VER)
Vo:V1 .….. Vo—2.Vh 1
doit être, d’après les conditions du problème, de degré le plus petit possible.
En passant au cas où la formule (8) n’a pas lieu, nous allons montrer qu’à la place de cette formule on peut former, pour la détermination des coefficients de la fonction (A (V_R), à l’aide des fonctions
Dour Vous, b_ (VER), b (VER)...
une suite d'équations dont le nombre sera deux fois plus grand que celui
des racines de l’équation
VAR
comme cela a lieu quand on tire ces équations de la formule (8).
Désignons par x, une racine quelconque de l’équation
Dans cette hypothèse, en posant x — x, et attribuant au radical VR celle de ses valeurs pour laquelle on à |
?._, (VR)=0, nous trouvons d’après (4)
Ÿ, (aVR)= 0, ÿ, (& VR)=0.
Comme la fonction Po (VR), d’après (5), peut être présentée sous forme
Yo (VR).b_(VR)... N'ES (VER).96 (VE)
Vo—2 pa: Vo 51 * Vo —0
pour préciser la valeur du radical avec laquelle ces équations doivent être vérifiées pour æ — x,, nous pouvons prendre à la place de l'équation
P,1 (VAR) = 0 celle-ci | Po (2) Vo (VR). ne Do o+1 (VE). 0 (VA) Fe
Vp—2Vo—3. .. 0p—6+1 *Vo—6
En remarquant que, d’après l'hypothèse, la fonction D, —=%, 5 (VR).p,_. (ae VR).@,_. (& VE)
ne s’annule pas pour æ—#%,, nous pouvons diviser cette équation par
Po—0 (VA) Vp—6
x = x, les deux égalités
et par cela, pour préciser la valeur du radical avec laquelle pour
ÿ (@VR)=0, ÿ, (# VR)=0,
enitiitiieente
ont lieu, nous obtenons l’équation ne contenant que les fonctions
. (VER), pee (VER), PRE . (VER),
par Vos se Vos:
En répétant le même raisonnement pour chaque racine de l’équation
du a 0,
nous déduirons relativement à la fonction 4, (VR) une suite d'équations dont le nombre sera en général deux fois plus grand que celui des racines de cette équation.
Nous ne trouvons pas nécessaire d’entrer dans de plus amples détails concernant les cas singuliers quand la formule (8) ne suffit pas pour calculer
la fonction ÿ, (VR) ou quand cette formule n’est pas applicable; car ces cas présentent peu d'intérêt sous le rapport théorique et ils ne se trouvent point dans les applications que nous avons en vue.
$ 14. En excluant les cas singuliers mentionnés dans le paragraphe précédent, nous avons, d’après les $$ 11 et 12, pour le calcul successif des fonctions CICR), CPR), DV R)...., no...
les formules suivantes LVR)=4, (GR). LGV R) L—(M4NVRRË+ PVRER) 0,
v = ne (VR).4, (a VR).4, (@ VR),
assujeties à la condition que les termes de la fonction (R (VR) soient de
degré inférieur à celui de À, À, et que cette fonction elle-même se réduit à
l'expression de degré ne dépassant celui de ne Les polynomes Z, M, N,
P y entrent comme inconnues auxiliaires et le premier est, d’après le $ 11,
de degré inférieur à celui de LAS
Quant aux fonctions primitives Yo (VAR), % elles se déterminent d’après le $ 10 comme il suit: do (VAR) = p (VR), Vo = Po (VA). 9 (a VR).p ( VR),
où (VR), d’après le $ 8, désigne la solution de notre problème pour la plus petite valeur de N pour laquelle l’expression
o VR=X+YVRRÈ+ZVRER
è x . . . nn Ds > 7 ue «
a des termes à radicaux. Si l'expression VA, À? est de degré inférieur à . Er gro an > 1! + 4
celui de V2? 2,, le degré de cette expression sera égal à la valeur de N
pour laquelle on obtient la fonction o,(VR) présentant la solution de notre problème, En remarquant que pour cette valeur de N, d’après les condi-
tions de notre problème, le terme Z VRÈR, ne peut figurer dans l’expression
E(VR)=X+YVRR +ZVRIR, et le polynome Y doit être une quantité constante qui peut être supposée égale à — 1 (car on peut diviser la fonction o,(VR), d’après le $ 8, par un facteur constant) nous trouvons que o,(VA) se réduira, dans le cas
considéré, à la forme Re X—VR, R?.
Mais afin que cette expression, conformement aux conditions dé notre problème, soit de degré le plus petit possible, il faut prendre pour X la fonction entière obtenue en extrayant la racine VA, R?, car c’est la seule fonction entière qui ne diffère de l’expression VR RS par des termes de degré positif ou nul. Ainsi, pour le calcul de la fonction o,(VR), dans le cas où le degré de VA, R? est inférieur à celui de VA, ,, nous obtenons la formule suivante Po (VA) A VER Rÿ,
où 7, désigne la fonction entière obtenue en extrayant la racine VR, RÉ.
Pareïllement, en désignant par 7, la fonction entière obtenue en extrayant la racine 2,2 R,, nous trouvons que lorsque le degré de VR'R, est inférieur à celui de V2, R, la fonction o(VR) aura pour valeur
Po (VER) ail Eee VR; R,.
En dernier lieu, si les degrés des expressions VR,RE et VRPR, sont égaux, le nombre AN, dans le calcul de la fonction o,(V_R), sera égal à ce degré et pour cette valeur de N, conformement aux conditions de notre problème, la fonction o,(VR) sera donnée par la formule
Po(VR)=X+a VR ER? +6 VR? ls,
Lu CO
où æ,B sont des quantités constantes. Pour trouver les valeurs du polynome X et des constantes «, 5 qui figurent dans cette formule, nous remarquons _ qu’elle peut être présentée ainsi:
po (VR)= X+ ar, + Br, + a (YR, R,? — r) + $ (Re R, — r).
En réduisant cette expression de la fonction o,(VR), conformement aux conditions de notre problème, au plus petit degré possible, nous remarquons que pour l’abaisser jusqu’au degré négatif, il faut poser.
X+ ar, + fr, = 0,
et pour l’abaissement ultérieur il faut choisir ensuite les constantes «, B de façon que la puissance la plus élevée de x provenant des développements des différences
VR RS = #f) VR'R, rs
disparait dans l’expression de la fonction o, (VR) à l’aide de la formule
o (VR)— a (VAR, Br) +8 (VR? R,—r.) On voit qu’alors une des constantes &, f reste arbitraire; et par conséquent on peut la prendre égale à l’unité d’après le $ 8.
$ 15. Nous avons expliqué ($ 14), comment on peut déterminer les fonctions
Lo (VR), Vo
et calculer successivement les fonctions
4, (VR), W(VR), WVR),....,
DE M ae
Ces fonctions, d’après le $ 10, servent à exprimer les fonctions plus compliquées
Po (VAR), ei (VR), & (VR)....,
qui sont introduites ($ 7) afin de parvenir à leur aide à la solution de l'équation | ?(VR). (a VR).e (& V R)— CG
si cela st possible. Or la solution de cette équation détermine la fonction o(V_R) qui, au moyen de la formule
[ DE dx = Klog [o(VR).@" (x VR) .p% (a? VR)]
donne toutes les intégrales de la forme
P PERS exprimables en termes finis.
Comme la solution cherchée de l’équation
o (VR).o (a VR).e (&@ VR) = C, doit, d’après le $ 7, se trouver dans la suite des fonctions Po (VR), Pi (VR), Po (VER), Fun
l’une d’elles doit nous donner la solution de l’équation, si celle-ci est pos-
sible, En désignant par eg, (VAR)
celle des fonctions de la suite qui donne la valeur de o(VR) satisfaisant à notre équation, nous voyons que cela suppose l'égalité
eo, (VR).e, (a VR).e, (& VR)=C, et comme, d’après notre notation ($ 10), le produit e, (VR).œ, (a VR).®,(& VE)
est égal à D la fonction v, doit se réduire à une constante. En vertu de cela il est facile à reconnaître dans la suite des fonctions
Vos Vis Vase
celle qui correspond à la fonction ®, ( V’R) fournissant la solution de notre équation: cette fonction 0, aura une valeur constante. Après avoir trouvé cette fonction dans la suite
PRE ER CCE nous trouvons, d’après (6), en posant 9 — |. l’expression suivante
Vo(VR). bi (VR)... bu: (VR). by (VA)
Lo: Vi: . Vu—1
pour la valeur de la fonction a ( VR) qui corresponde à v,; Ce Sera justement l’expression de la fonction o(VR) vérifiant l’équation
o(VR).o (a VR).® (&@ VR)=C
se GOT > et donnant, au moyen de la formule
[2 de = K log [o (VR).@* (a VR).g%° (a? VR)],
toutes les intégrales de la forme
exprimables en termes finis.
Nous avons vu ($ 2) que dans l’expression de cette intégrale les fac-
teurs rationnels de la fonction o (V2) disparaissent et, par suite, dans l’évaluation de cette intégrale, on peut prendre à la place de l’expression pré-
cédente de la fonction o(VA) celle qui suit:
VR)= 0 (VAR). 4 (VR)....4,_, (VR).4, (VR
U—1 De plus, il n’est pas difficile à montrer que, dans l’évaluation de cette
intégrale, on peut s'arrêter aux fonctions LV (VAR) et v,, Si v, n’est composé que de facteurs figurant dans la fonction ZX, À. En effet, si D est le diviseur commun à tous les termes de l’expres-
sion q, (V_R), nous trouvons, en posant (10) e(PR= 08, que (VR) satisfait à l'équation p(VR). («x VR). (@ VR)= C.
Pour le démontrer nous remarquons que, d’après (3), nous avons Pa (VR). PA, (@ VR). P, (a VR) = VAE
et, comme, d’après l’hypothèse, v , ne contient pas de facteurs différents de ceux de la fonction À, 2, il suit de cette équation, qu'aucune des expressions
e, (VR), o, (a VR), @, (& VR) ne se réduira à O pour les valeurs de x autres que les racines de l’équation K;R,= 6, | et, en vertu de (10), il en sera de même à l’égard des fonctions
p(VR), œ (a VR), ® (& VR).
Quant aux racines de l’équation GB BR R,= 0,
elles ne peuvent, ES on le voit par la forme de x fonction o(VR)=X+YVR RS +Z VER, annuler une des expressions CN p(VR), o (a VR), + (& VR),
sans annuler les deux autres; or, aucune valeur de + ne peut annuler à la fois toutes les trois expressions, d’après ce que nous avons démontré dans le $ 2 à l’égard de la fonction déterminée par la formule (10). On voit de là que la fonction o(V_R) dont il s’agit ne s’annulera pour aucune valeur de x, quelle que soit la détermination du radical, et, par conséquent, elle satisfaira à l’équation
o (VR).p (« VR).® (& VR)= 0,
et en même temps elle donnera l'expression de notre intégrale par la formule
[ 7 dx = K log[o(VR).o" (a VR).p% (a? VR)|.
Or, en portant ici la valeur de la fonction o(VR) d’après (10) et rémarquant que 1+—a+aæ —0 et que D disparaît, nous trouvons que cette
intégrale s’exprimera à l’aide de la fonction o,(VR) comme il suit: P SE 3 œ 3 ” 3 fe di = 3K log [o, (VR).o (a VR).o,* (& VR)]
D'où il est clair que dans l’évaluation de cette intégrale on peut poser o(VR) égal à o(VR), Si v, ne contient pas de facteurs autres que ceux des fonctions 2, et Z2,; et, par suite, dans le calcul de la fonction o(VA) à l’aide de nos formules on peut même s’arrêter à la valeur v, qui contient la variable x; il suffit que cette fonction ne contienne de facteurs autres que ceux des fonctions ZX, et 2,. :
CONTINUES ALGÉBRIQUES
Lettre adressée à OÙ. Braschmann et lue le 18/30 seplembre 1865 Oans la séance de la Sociélé Oathématique de Oloscou.
(Maremaruseckiä Côopaurr, TOME I, 1866 r., crp. 291—296. Journal de mathématiques pures et appliquées. Deuxième série, X, 1865, p. 353—358.)
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Sur les fractions continues algébriques.
Le 13 septembre 1865.
Monsieur,
Parmi les diverses applications des fractions continues algébriques qu’on à faites jusqu’à présent, celle que l’on rencontre dans l’interpolation d'après la méthode des moindres carrés se distingue par un caractère tout particulier: dans ce cas les fractions continues servent à déterminer les termes dans certains développements de la fonction en série. Cette interpolation et toutes les séries qui en résultent n’embrassent encore qu’une partie minime du champ d’un tel usage des fractions continues, et qui est peutêtre aussi vaste que celui d’usage ordinaire de ces fractions dans l’analyse. En effet, à l’ordinaire elles servent à trouver les systèmes des polynômes X, Y, qui rendent la différence uX — Y la plus proche possible de zéro, en supposant bien entendu que la fonction « soit développable en série ordonnée suivant les puissances entières et décroissantes de la variable, et. que le degré d’approchement se détermine par sa plus haute puissance dans le reste. Pour résoudre la question concernant l’énterpolalion d’après la méthode des moindres carrés (Journal de Mathématiques pures et appliquées de M. Liouville, 2° série, t. II, p. 235), il s'agissait de faire tendre le plus possible la différence de la forme wX — Y, non pas vers zéro, mais vers
une certaine fonction (vers 4 d’après la notation du passage cité), et
c’est ainsi qu'on est arrivé à un nouvel usage des fractions continues algébriques. Or ce cas particulier d’approchement de l’expression 4 X — Y à une fonction donnée n’est pas le seul qui se présente dans l’analyse et qui demande un nouvel usage des fractions continues algébriques: quelle que Soit la fonction donnée v, la détermination des polynômes X, Y, qui rendent l'expression uX — Y la plus proche de », se résout aussi à l’aide des fractions continues, et par des formules analogues à celles que l’on trouve dans
l’interpolation d’après la méthode des moindres carrés. Cette question sur la 39*
détermination des polynômes X, Y dans l’expression uX— Y est d’autant plus intéressante, que par sa simplicité elle se place immédiatement après celle que l’on résout ordinairement au moyen des fractions continues algébriques, c’est-à-dire où il s’agit seulement de rendre l'expression uX — Y aussi proche de zéro qu’il est possible.
Soit
in —do di 7 T2 +.
la fraction continue qui résulte du développement de la fonction , et
P; __4o Ps __Jon+1 Ps __PrG+P Q1 1? @ UD ? Qs Q@a+Q "°°"
ses fractions convergentes. Si l’on convient de désigner par £ la partie entière d’une fonction, les polynômes X, Y, qui rendent la différence u X— Y la plus proche de la fonction v, seront donnés par les séries suivantes:
X — (Eg Q,v— 9, EQ, v) Q, — (Ea Q,v —BEQ 0) Q +... Y= — Ev + (Eq Q,v—q EQ,v) P, —(Eg:0,v — 4 EQv) P+....;
Ces séries sont finies ou infinies en même temps que la série des fractions
convergentes Pi P2 P3
Qù 7 Or et leurs termes, comme il n’est pas difficile de le remarquer, présentent des polynômes dont les degrés vont en croissant. Arrêtées aux termes convenables, ces séries fournissent pour X, Y des valeurs entières et de degrés plus ou moins élevés, suivant le nombre de termes que l’on prend, et en tout cas ces valeurs de X et Y sont celles qui rendent la différence uX— Y aussi proche de v que cela est possible avec des fonctions entières de mêmes degrés que X et Y, et aussi avec des fonctions de degrés plus élevés, mais inférieurs aux degrés des fonctions que l’on obtient en prenant. dans les expressions de X et Y un terme de plus.
Les valeurs de X et Y qui jouissent de cette propriété remarquable résultent du développement de la fonction » suivant les __—. des fonc-
tions E,=uQ, —P,, R,=uQ,—?,, R=uQ;—2;,....
dont les degrés sont au-dessous de zéro et vont en décroissant. Un tel développement de la fonction v est facile à obtenir. Si l’on Ôôte de v sa partié entière Æv, et que l’on divise le reste par R,, le nouveau reste par A, et ainsi de suite, il est clair que les quotients de ces divisions, multipliés re-
spectivement par À,, 2,...., et ajoutés à Æv, donneront la valeur même de la fonction v exacte au dernier reste près. Or le développement de v que | l'où trouve de cette manière présente, comme il est facile de s’en assurer, la série suivante:
_0=ÆEv+(Eg Qv—qEQv) R, — (kg, 0,0 — 4; EQ,0) R,+....
où les termes sont certaines fonctions dont les degrés vont en décroissant. Dans le cas le plus ordinaire, où les dénominateurs 4, 4, 43, -..de
la fraction continue
nid j:
RER Late, à
nl '
sont tous du premier degré, cette série se simplifie beaucoup; tous les facteurs qui accompagnent les fonctions X,, R;, R,,.... deviennent constants, et leurs valeurs se déterminent très-aisément : ces facteurs se réduisent aux produits
7 SET. A PET AIN POÈTE où À,, As, A3,.... désignent les coefficients de x dans les dénominateurs
Qi» das Be €t La, Lo, L,,..:. les coefficients de - dans les produits
Ge, Qi, Qui
D'où résulte dans le cas en question la série suivante, pour le développement de la fonction v:
v—=Æ+A LR —4,L,R,+....,
et ces valeurs de X et Y, pour rapprocher la différence #X — Y le plus
possible de v:
PE A L,Q,—4,1,Q,+...., Y=—Ev+A LP, —A.L,P;+:...
Dans le cas où la fonction v peut être représentée par la somme
K, K, P (x) + LS RE 2 POV is, T—L L—t EL — 3
®P (x) étant une fonction entière, et KX,, K,, K,,...., 4,42, %,,.... des constantes, on trouve, en posant Q, =, (x), @—=4,(x), Q—=14,(æ). :.., les expressions suivantes des quantités Z;, La, Li,....:
| L,=Kh(&)+K,, (2) + Ki (&) +....=2XK;4, (&,), L, = K, 4, (&,)+K,\, (x) + Kid, (ts) +....=2XK,;{,(x;), L, = K, (4, (a,) + K,4,(t) + K,4 (ts) +....—=2ZK,;,(x)),
Se ve PER SLR ET SN en Son 65.6 6 € ve pv ve e ee eo 6 50 ND 0 0 0 dE ed ù © »
Pour ces valeurs de Z,, Z3, L,,.... les séries précédentes deviennent o— Ev+A2K;4,(x) R, — 4,2K;%,(&) Rs + A5 2K;4, (2) R— A, EK; 4 (@s) Qi — 4, 2K;% (x) Q + 43 2K; Va (t) Qu—. Y=— Ho + A, ZK,;4, (x) P, — 4,2K; 4) Ps + 4; ZK;4, (x) P—
ba |
où l’on a La) =Q, Lr=@, hr) = Qu...
NT VE 1 Dans le cas particulier où la fonction v se réduit à un seul terme =
on trouve, d’après la première de ces formules, le développement suivant de
er — À, Ÿ, (a) a) R, — A, %, (a) y + À, 4, (a) ER, —
où chaque terme présente le produit d’une fonction de & par une fonction de æ, comme cela a lieu dans la série qui résulte du développement de (x — a)" d’après la formule de Newton.
En faisant dans les formules précédentes
pe F'(x) Us F'(t2) as Fan) __ ER 5 a
æ — XL CL Tran déni © — TL?
on trouve les valeurs des polynômes X et Y par lesquelles la différence
s'approche le plus possible de D, et comme un tel rapprochement
constitue la condition nécessaire et suffisante pour que le polynôme X réduise au minimum la somme
YF
(ce qui n’est pas difficile à montrer), il s'ensuit que l’expressiou de X, déterminée de cette manière, présente la formule d’interpolation d’après la méthode des moindres carrés.
Je n’insisterai plus sur le parti qu’on peut tirer du développement en série suivant les fonctions déterminées par le moyen des fractions continues algébriques; ce que je viens de dire suffit pour faire voir tout l’intérêt que présente le sujet vers lequel m’ont porté vos lecons et vos précieux entretiens.
Agréez l’assurance d’une estime profonde, etc.
P, Tchébicheff.
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Sur le développement des fonctions en séries à l’aide des fractions continues.
$ 1. Soit
une fraction continue algébrique, les dénominateurs
VE 2) ss ans
étant des fonctions entières de la variable x, w la valeur exacte de cette fraction et
Fr Fe Fo
ses réduites, qu’on obtient en arrêtant le développement
U=G+— . 1 To di + — Te —+ .
successivement à Gp; 41, d,-... D’après les propriétés des réduites, pour
déterminer les valeurs des différences CHÈRE mis ON ct de 2 on à la formule jose (— |} del 7 QnlOn-11 + En On]?
Pa
uw — —
Qn
e, désignant la valeur de la fraction continue
In+1 +
Los: SE ARE RE
et représentant, par conséquent, une fonction de degré négatif.
On voit par cette formule que les fonctions uQ, — P,, uQ,—P,, uQ;— P3,....,
qu’on obtient en multipliant les différences
par
Q; Q Qss: RE
satisferont à l’égalité suivante:
Qn-11 + En On
Nous allons nous occuper maintenant des séries formées à l’aide de ces fonctions. Pour abréger, nous représenterons ces fonctions par
R;, Le, his, en posant uQ, —P,=R,, uQ,—P,=R,, uQ;—P3= R3....
$ 2. A l'égard des fonctions À,, R,, R,,.... en vertu de (1), on aura d’abord l'égalité _ (2) ER, res HAT
Qn+41 + En On
D'ailleurs, Q,, @, @:,...., les dénominateurs des réduites P3 P; P; Q:° Q2° Q;°'
représentent une série des fonctions de degrés croissants; donc, il est clair que dans la série
Ro Re
toutes les fonctions seront de degrés négatifs, qui vont en décroissant. D’après cela, ayant une certaine fonction v, développable en série procédant suivant les puissances entières décroissantes de x, nous pouvons obtenir, pour représenter la fonction v avec une approximation plus ou moins grande, une série dont les termes seront composés des fonctions entières de æ multipliées par les facteurs Z,, R,, R3,....
En effet, si nous convenons de représenter généralement par le signe
E 1 partie entière des fonctions, la différence 0 — Fo représentera une
BOT PP PP NT
fonction de degré négatif. En la divisant par À, nous obtenons une fonction entière ©, comme quotient et un reste r, de degré inférieur à celui de X..
. En divisant r, par À, nous obtiendrons aussi une fonction entière o, au
quotient, et le reste r, obtenu ainsi sera d’un degré inférieur à celui de Z,. En continuant de cette manière les divisions des restes successifs par K,, R,,.... nous trouverons une série de quotients |
y Ways Dpevee) représentant des fonctions entières, et une série des restes RO JE MTS
dont les degrés seront inférieurs à ceux de Z,, 2,, R,,...., et toutes ces fonctions seront liées par les équations o — Lo = v, ER, +7, = 0% Ra + "= 03 ht Ts, rai —=% BR, +", Or ces équations, après l'élimination de r,,r,,....7,_,, donnent la formule suivante pour la représentation de la fonction v
(3) = Po+o, R+0,R,+0,R,+....+0,R +7.
Le degré de r,, étant, d’après ce qui précède, inférieur à celui de 2, cette formule donnera, pour la représentation de v exacte aux termes d’ordre de À,,, l'expression suivante:
— Lo +0, R,+0, 8, +0, R,+....+0,2,,
®,, O9, O3, . . . désignant des fonctions entières. Toutes les fois que la fraction continue
sera illimitée, la série des fonctions LE, Re, Bye.
déterminées par ses réduites, le sera aussi et par conséquent on pourra aug-
menter indéfiniment le nombre » dans l’expression de v, trouvée ci-dessus, ce qui nous conduit à la série infinie suivante pour le rate de v:
EE A R, +0, À, +0, Ru.
$ 3. Dans chaque cas particulier, les fonctions ©,, 6,, 6,,...., comme on à vu, peuvent être déterminées à l’aide des divisions successives; nous allons donner maintenant leur expression générale d’après laquelle chacune d’elles se détermine immédiatement.
Pour cela, nous allons démontrer d’abord que les degrés des Rte
G),, Wa, OP
sont respectivement inférieurs à ceux de q,, %, Q3,+..., qui figurent dans la fraction continue
En effet, d’après le $ 2, ces fonctions représentent les quotients dans les divisions de o— Lo, PE PTT par R,, R,, R
ge.)
. 2. È Sa h] , or, d’après ce qu’on à remarqué à l'endroit cité, v — Ho est de degré moindre que 0, et r,,r,,.... sont de degrés inférieurs à ceux de À,, R,,....; donc, il est clair que les fonctions |
seront de degrés inférieurs à ceux des expressions
1':B7 8 R° ER; Rs
D'ailleurs, en vertu de (2), on trouve que les degrés de 1x Rs ae sont égaux à ceux des fonctions
ne a hs :
Q2? Q3? Q,? ds AL IERE, | par conséquent les degrés de
NT PRE CT EN TPS PR PSE PRE PT ee ee
seront égaux à ceux de Q,, 3, HEC TER CRE
Or, en remarquant que @,, Q@s, @,,.... désignent les dénominateurs des
fractions réduites sil Fe ds Ge 00
qu’on obtient en arrêtant le développement
U= + — Lo 1+— 1 Lo + — ds +.
successivement aux dénominateurs q,, 4, Qs,. + « ., nous trouvons que Qs Q1 @Q: @2
Q,=4;, Q, DT 9, Fr MM: RESTE Far
Il s’en suit que les fonctions
Q,, %3, La 22 29 Q.? Que L By Rs R° BR.
seront de degrés égaux à ceux des dénominateurs q,, @, Qs»....; done, les fonctions [A] (A) o
seront des degrés moindres que celles-là.
$S 4. Passant à la détermination des fonctions
M ve Ve TC OR remarquons que la formule (3), après la multiplication par Q, donne Q,v—=Q, Ev +0, R, Q,+0,R,Q0,+....+0,R,Q,+r,0,.
Le degré de r, étant moindre que celui de X,,, et ce dernier, en vertu
de (2), égal à celui de ee, le terme r, Q, ne contient pas de partie Qn+1
entière; quant au terme Q, Fo, il représente évidemment une fonction
entière. Il en suit qu’en déterminant la valeur de Eo, v, d’après la formule précédente, on trouvera: À
EQ, v — Q, Lo + Bo, R, Q, + Bo, R,Q, +. ne + Eo,R Q,,
et retranchant cette formule de la précédente, on aura
Q.v—EQ,v—0, R 0,— Bo, ER, Q,+ 0,8, 0,— Bo, R,Q,+.... +0, R,Q,—0,R8,0,+r,0.
En multipliant cette formule par qg, pour en tirer la valeur de
Fa, (0,o— Bo, v), nous arrivons à l’égalité suivante: (4) E, (@, v— _EQ )= —E (oi R,Q, Lo, R,Q Bale Q, Ro, R,Q c)
nontn 0)
Quant au terme Fa, r, @,, on voit de suite qu’il se réduit à zéro; car r,, est
de degré moindre que 2,,, et À, en vertu de (2) de degré égal à celui de
ARR done, le degré de q, r, @, sera RS que celui de q, Q, Ce et
par conséquent négatif, par ce que q, Q@, a — L ÙQ,,,=0,4 +0,
représente une expression du degré zéro.
$ 5. Pour déduire de l'égalité obtenue (4) une formule servant à la détermination de la fonction w,, nous allons calculer les valeurs des termes qui figurent dans le second membre de cette égalite. Remarquons dans ce but que d’après (1) uQ,=?,+ a
Qn11 + En On
Multipliant par Q,,, 5 étant l’un des nombres 1, 2, 3,....(n— 1), #, NOUS aurons are uQ, Q,—=?, en = je _
Qn+1 + En On
D'ailleurs, remarquant qu’en vertu de notre notation
L ve uQ, ST Ps nous trouverons uQ, =R, + Ph
Substituant la valeur de «Q,, tirée de là, dans la formule précédente, nous avons
8,0, + PQ —= À Q, site 1}—1 Qm
Qn1 + En On?
d’où découle la valeur suivante du produit R,, Q,:
Qn+1 + En On
TS A Ge a QG dE GE So DS
Déterminant à l’aide de cette formule la valeur de Bo, ER, Q, et remarquant que ©,, (PF, @,, — P,, Q,) est une fonction entière, nous obtenons
110, Eo, 8,0, —0, (8,0, —2,0)+ KE en.
Or en considérant la fraction (— 1} loy On Qn-11 + En On ?
où le degré du facteur ©,, d’après le $ 3, est moindre que celui de Ti nous remarquons que le degré du numérateur y est inférieur au degré de Am Vm €t Par conséquent à celui de Q,,,,, par ce queQ, ,, —Q,, tr Q, Donc, cette fraction représente une expression dont le degré est moindre que celui de
Om+1
Qn +1?
et par conséquent, dans notre cas où » ne surpasse pas », le degré de cette expression sera négatif, car pour » — ou < n, le degré de la fonction
‘ ere :
On ne Surpasse pas celui de @,,,. D’après cela, dans l’expression trou-
vée ci-dessus de Eo., &,, @, le terme
E CI Toy» Qm
Qn+1 + En On
s’annule et elle se réduit à la suivante:
E,2, Q, ri ne, Q,).
Or en vertu de (5)
R,0,=0,(20,—12,0)+ Ten;
Qn1 + En On ?
donc, d’après ce qu’on a trouvé ci-dessus
ki, Q, sus Lo, Ly Q, ue Den On,
Qn-11 + En On ?
d’où l’on aura pour déterminer la valeur de
Ex, (0, LB @, XW: Eo, Lin Q)
la formule suivante :
(6) Es, (u, y @ Va Lo, Ly Q) éd ER .
Qn-11 + En On
C’est à l’aide de cette formule que nous trouverons les valeurs des termes du second membre de l’égalité (4), ce qui va nous servir pour la détermination de l’expression de la fonction o,,
$ 6. Nous avons vu ($ 5) que la fraction
(— 1} om Qm Qn41 + En Qn
représente une expression, dont le degré est inférieur à celui de qu; done, ie n+1
la fraction (— 1 Loy Qm An Qn+1 + En On
sera de degré moindre que
An Qm-11
Qn+1 ?
ou
An Qm+1 te Qm 1-1 On. 1 É Qn In + Qn—1 Qn + 7 PA
D'où il suit évidemment que le degré de cette fraction, à partir de »m—1 à m—n— 1, sera négatif. Donc, pour toutes ces valeurs de m
(— 1) 1 Qn On Qm GE Qn+41 + En On à
et en vertu de l’expression trouvée ci-dessus de
Fe, (0, BR, Q, de: Lo, E, a.) nous tirons cette conséquence que pour
Mm= 1, 2;:... NA on aura
Es, (v,, 2,0, — Bo, 2, 0,)=0.
D'ailleurs, en faisant dans la formule (6) |
M=N, nous aurons
Ba, (w, B, Q, nine Eu, EP, Q,) En E = LE Inn On.
Qn41 + En Qn
Pour en tirer la valeur de
Ba, (0,2,0,— Bo, R,0,)
nous remarquons que l’expression
E (— TL qu On Qn
Qn+1 FEn On ? ou CNE
après la substitution de @, q,-+ @,_, au lieu de Q se réduit à
(— 1" quo, Qn Qn In + Qn—1 + En On?
ce qu’on peut aussi écrire de la manière suivante:
tee
EC e,—u 8, *
Qn—1 An Tin Fr
Quant à cette dernière, elle se réduit évidemment à (— 1)" 0,,: car le
degré du second terme de l'expression sous le signe E est négatif, vu que ow,, est de degré inférieur à celui de q,, le degré de Q,_, moindre que le degré de Q, et celui de e, négatif.
En vertu de ce qui précède nous concluons que l’expression
Ez, (s,, 8,0, — Bo, 8, 0,) se réduit à zéro pour » = 1, 2, 3,....(n— 1) et devient égale à ET, pour »# — n; donc la formule (4) se réduit à l’égalité suivante Ba, (0,0 —E9,»)=(—1)"""0,, qui donne pour la détermination de o,, la formule (7) o,=(—1) 7 É,(0,0—E0,v)
En y faisant Pont dures
nous trouverons les expressions de tous les facteurs 04:04: Qi er.
qui figurent dans le développement de v d’après la formule E v= Lo + wo, À +0, +0, R;+....
La différence
Q,0—EQ,
représentant la partie fractionnaire du produit Q,v, la détermination de ©,
à l'aide de la formule (7) se ramène à la recherche de la partie entière dans le produit de g,, par la partie fractionnaire de @,, v. D'autre part, en exécutant le caleul dans la formule (7) on aura
o,=(—1)"" [Eg, oo — BE (a, Bo,v)];
et, 4, étant une fonction entière, on obtient E (a, Eo, v)=4, Eo, v,
l'expression précédente de ©,, se réduit ainsi à la forme suivante:
o,=(—1)7* [E, 9,0—9, Boo].
Remarquant encore que ©, est une fonction entière de degré moindre que q,
et que le terme q, EoQ, est le produit de q, par une fonction entière, nous tirons de la formule précédente cette conclusion que o,, affecté du signe
+ où —, représente le reste de la division par q, de la fonction Es, Q,v, c’est à dire, de la partie entière du produit g, @,v.
$ 7. Le développement de v à l’aide de la formule
0 = Po +, BR, +u, R,+0, R+....
que nous avons indiqué, mérite surtout notre attention parce qu’il fournit la solution de la question suivante:
«Déterminer les polynômes X, Y pour lesquels la différence uX — Y représente la fonction donnée v avec le plus grand degré d’exactitude qu'on puisse atteindre, lorsque le degré du polynôme X ne surpasse pas une limite donnée.
Les polynômes X et Y, pour lesquels la différence uX— Y s'approche le plus de zéro, s’obtiennent, comme on sait, immédiatement à l’aide du développement de « en fraction continue et c’est en vertu de cela que :es fractions continues algébriques donnent le moyen de résoudre diverses questions de l’Analyse. Les polynômes X et Y, pour lesquels la différence uX— Y s'approche le plus non pas de zéro mais d’une certaine fonction donnée, ne s’obtiennent pas immédiatement par le développement de « en fraction continue, mais, comme on va voir, se déterminent par des séries d’un genre particulier, dont les termes peuvent être trouvés à l’aide du développement de « en fraction continue, ce qui ouvre pour les fractions continues algébriques un nouveau champ d’applications, dont on peut voir un exemple dans notre Mémoire sur les fractions continues, contenant une formule d’interpolation par la méthode des moindres carrés.
du à mn state ie ide ie PAR MR de 0 éd à dé RC URS, GS SES
Soit » la limite du degré d’un polynôme X qu'on cherche à déterminer, en même temps que le polynôme Y, sous la condition que la différence uX— Y s'approche le plus d’une fonction donnée », et soit Q,, dans la série des dénominateurs
Fier ra LEA T ei À RU es
des réduites
le dernier de ceux, dont le degré ne surpasse pas #. Dans cette supposition le polynôme X sera de degré inférieur à celui de Q,,,. Désignant par F, et p, le quotient et le reste de la division de X par @,, par F, , et p,_, le quotient et le reste de la division de p, par Q,_, etc. et remarquant que le reste de la division par Q, = 1 est zéro, nous aurons la série suivante d'équations:
donnant par l’élimination de
On? Gore” Le et 293
l'expression suivante du polynôme cherché X:
(8) X=F, Q+EF, QE 9, +Fr0, où M tes Peru
sont des fonctions entières inconnues.
Ces fonctions étant les quotients des divisions des fonctions
PE Pose On» X
Q@,, Qu ee Qu @,:
leurs degrés seront respectivement égaux à ceux des expressions
par
Po 03 Pn X
Qu Qs 2" On On 40*
Or les fonctions Pas Paye + 0
étant les restes des divisions par
Qu Os... Q leurs degrés seront moindres que ceux des @; Qu: EUR Q,;
d’ailleurs le degré de X est moindre que celui de Q,. 4: d'après ce qu’on à remarqué ci-dessus; donc, les degrés de
Pr %a Pn À Qi? °°°" Qn_1’ Qn seront moindres que ceux de @ Qs Qn Qn-+1 rh Q,°° 1 Qn—1”? Qn 3 et par suite moindres que les degrés de D; Ga) RS ETES dé. An
parce que, d’après les propriétés des réduites, on a:
SEAL RENE PQ EE 1 Gi 0 Qu QT Q REQUEST De
On voit de là que dans le développement (8) du polynôme inconnu X les facteurs FANS PRE A F
seront des fonctions dont les degrés sont respectivement inférieurs à ceux
des dénominateurs di» VÉTE re Tn—1? n-
$ 8. Pour déterminer les fonctions
A PER
flan nésotdhiiétiit etait
doit représenter le plus près possible la fonction donnée , ce qui exige que
l'expression uX — Y—v
s'approche le plus de zéro et par conséquent que le polynôme Y représente le plus près possible la valeur de la fonction u X — ».
Il en résulte que ce polynôme doit êtreégal à la partie entière de l’expression #X — v et par conséquent, d’après nos notations, nous aurons l'égalité suivante pour déterminer le polynôme Y:
D'autre part, en tirant de cette égalité que uX— Y—v Se D den nous concluons que le degré d’exactitude avec laquelle la différence uX — Y
donne l’expression de la fonction * est déterminé par le degré de la différence :
uX—v— (uX — v),
ou, ce qui revient au même, par le degré de la partie fractionnaire de l’expression # X — v.
Donc, pour satisfaire aux conditions du problème, le degré de la par-
tie fractionnaire de l’expression uX — v
doit être rendu le plus petit possible.
En vertu de cela, ayant le développement de la fonction v d’après la
formule 0 = Fo + 0, R, +0; Rs +....,
nous pourrons facilement trouver les facteurs
FRE DOPR TE PTS dans l’expression du polynôme X, donnée par la formule X=F Q+BQ@+r....+F, 0, +F,0,,
ainsi que le second polynôme inconnu ?.
Mettons pour cela dans l'expression uX — v les développements de X et de v, indiqués ci-dessus, ce qui donne:
uX—v—FQu+-FQu+r....+F, 0, .u+ EF, Qu
} £ — Er — 0, R,— 0 By... 0 Ro, Ro...
Or d’après nos notations R,=Qu—2?2,, R—=Qu—P,.... R,=Qu—?#,.
Substituant les valeurs des produits Qu, Qu... Qu,
qui en résultent, dans la formule précédente, nous aurons
uX—v——F+rFR+FE, +. RC de Le
+(F—o) R+(F—o;) R+....+(F,—o,) E, BR, —....
Dhs n+1
En considérant cette expression de la différence uw X — v, nous remarquons, que les termes —H+r 2+FP+...+.EF,Er,
constituent une fonction entière, tandis que les autres représentent des fonctions de degrés négatifs, comme cela résulte de ce que les degrés des fac-
teurs hR, Ha, VIE Lr
d’après le $ 2, sont égaux à ceux des expressions
NE es D Rs tr di 1 Q2 a? Q3 Qhb+@Q Qn+1 QnIn + Qn—1?
et les facteurs F, — 0,, F,—o,,.... F —o [A]
sont composés des fonctions
PER ÈVE
ü);, Ogyeo ®, Dhyjs es
dont les degrés ($ 3, $ 7) sont moindres que ceux deg,, q2,.. 4, Qn save En vertu de cela on trouve pour la partie entière de uX — », l'expression
HO PRS EP LEP P.: ' et pour la partie fractionnaire
(E— 0) LR, +(E— 0) R+.. Fe (F,—0,) &,—0,,, R,,,—
n—+-1 . . . . ; la première nous donne d’après (9) l’expression suivante du polynôme Y: h.
Y=-—bo+FP+EPl+....+F Pl, la seconde va nous donner le moyen de déterminer les facteurs
COR
qui figurent dans les expressions des polynômes cherchés X et F.
$S 9. En examinant la composition des termes dans la partie fractionnaire indiquée ci-dessus de la fonction
uX — v, nous remarquons que les degrés des facteurs D SF TONNES EE | RER
sont égaux à ceux des expressions
ét Lu 1 Q2 Qu Qs a+ Q ren 1 RCE 1 Qnti QnIn+Qn1’ Ones Qn+1n+1 + On’ °°"?
et les degrés des facteurs F, —0,, Pi, F mate Là)
sont inférieurs à ceux de
LS
Sas st À tes onié st 652 id Se DS St de
dé cd dr Le,
mais pas plus petits que zéro, parce que ces facteurs représentent des fonctions entières. Par suite nous trouvons que le degré du terme
(EF — 0) LR sera moindre que celui de
mais pas plus petit que le degré de
PSE Q2 w 2° le degré du terme | (F3 — 2) À sera inférieur au degré de Le ee T2 ses !
Q3 Q2 92 + Qi Q,+ À Te mais pas plus petit que celui de MR à Qs 0
ete. Or on voit d’après ces limites des degrés des termes dans la séric
SES n+1
que les degrés des termes y vont en diminuant constamment et par conséquent le degré de la partie fractionnaire de l’expression
uX — v,
donnée par cette série sera d'autant plus petit qu’il sera plus grand le nombre des termes qui évanouissent à partir du premier. Cela posé, il n’est pas difficile de trouver les valeurs des facteurs
RMS LUER
qui donnent la solution de notre problême. D’après les conditions de ce pro blême, le degré du polynôme X, représenté par la formule
À==# Q,+EÆ, Q, + CC + F0,
ne doit pas surpasser la limite donnée mi, ce qui suppose, en vertu du $ 7, que le degré de F, ne surpasse pas celui de - et, d’après le $ 8, ce polynôme doit rendre le degré de la partie fractionnaire de l’expression
uX —v
aussi petit que possible, ce qui exige, comme nous venons de voir, l’évanouissement du plus grand nombre possible de termes à partir du premier dans la série à
EF, —0,) R,+(F,—0,) R,+....+(F, —0,) R,—0,,, R
n-+1 nH1-1
Or les n — 1 premiers termes disparaissent quand on suppose
FE =v,, F,=0,,,., CH ns
ces valeurs des facteurs 7, F,,..../F, _., dont les degrés sont respectivement moindres que ceux de
G;) das... PRE
d’après le $ 7, étant possibles, nous trouvons pour la solution de notre problème
Pour ces valeurs des facteurs F,, F,,.... ÆF,_, la partie fractionnaire de uX — v se réduit à
(FE, —0,) À, —o GLS CES
FI n-+1
où le premier terme peut être annulé par un choix convenable du facteur F,, seulement dans le cas où le degré de
am Qn° 6, Q, nesurpasse pas le nombre #, qui est la limite du degré du polynôme X. Dans le cas contraire, d’après les conditions du problême, le facteur Æ doit être de degré moindre que w,, donc sa valeur n'’influera sur le degré de l’expression
oh gi" —.,
ne surpasse pas celui de ou, ce qui revient au même, quand le degré de
Ainsi, lorsque le degré de ©, Q, est supérieur à #, on peut prendre pour F,, toute fonction entière pour laquelle le degré du produit Æ, Q, ne surpasse pas *, limite du degré du polynôme X. De toutes les valeurs de 7 satisfaisant à cette condition, la valeur égale à zéro mérite une attention particulière, car elle fournit les expressions les plus simples des polynômes X et Y, qui donnent la solution de notre problème.
En vertu de ce que nous avons montré par rapport aux facteurs
Rd. de dans les formules X= Pr Mr. ..:+r0.
< D oil re . +FP, on voit que la série +++ :...,
arrêtée au dernier des termes dont le degré ne surpasse pas », donne la valeur du polynôme X dans la ‘solution de nôtre problème et que la série
— Lo +o, P+o, P,+....,
arrêtée au terme correspondant, donne la valeur du polynôme Y dans la même solution. Cette solution sera la seule possible, si le premier des termes rejetés dans la série
wo, Q +, Q, +0 Qh....
contient le facteur Q, de degré supérieur à », limite du degré de X. Dans le cas contraire ce sera la plus simple de toutes les solutions en nombre infini de notre problème, qui toutes donnent l’expression de v avec le même degré d’exactitude et peuvent être obtenues de la solution la plus simple en y ajoutant aux polynômes X et Y les termes
FQ:, FF,
où Æ est une fonction entière quelconque qui, étant multipliée par Q,, donne un produit de degré ne surpassant pas #, limite du degré du polynôme X. Telle est la solution de notre problême sous la forme générale. $ 10. Les facteurs |
uw), 29 “fe, L LA L CAD |
contenus dans le développement de la fonction v d’après la formule
0 = Evo +o, KE, +6, Re. is
et dans les séries
SE 4
Y—— Evo, P,+0, P,+u,P +4,57, qui déterminent les valeurs des polynômes X et Y pour lesquels la différence uX — Y exprime le plus près la fonction v, s'obtiennent, comme on l’a vu ($ 6), à l’aide de la formule
M Unpté à AE E, (0,0 —E0,o),
ou 0, =(—1) [Ee, O7 — In Eor|.
Dans le cas qui se présente ordinairement, où les dénominateurs q,, qe, Gas... dans la fraction continue
sont tous des fonctions du premier degré, les facteurs Mrs Der Par as
se réduisent à des constantes dont les valeurs se déterminent aisément.
En effet, si
h=A 2+B,, 4 =4,2+ B,,.... dar. ne la première des expressions indiquées ci-dessus du facteur ©, donne o,=(—1) 7 E(4,2+2,)(0,0—Eo,v).
D'ailleurs, remarquant que la différence Q,0—EQ,v
ne contient dans son développement de termes ni de degré 0, ni de degrés positifs, nous concluons que le développement de cette différence aura la forme
L W N, x HA HA
Or, étant multipliée par À,x + B,, la série précédente donne
An Mn + Ln Bn 3 A4, L:+- > es
donc, en y rejetant la partie fractionnaire, nous aurons d’après la formule indiquée pour la détermination de 0, :
(si AL, À, étant, comme on l’a vu, le coefficient de x dans le dénominateur q,,, et L,, — le coefficient de _- dans la différence Q,,v —E Q,v ou, ce qui revient
au même, dans l’expression Q,v, le terme EQ, ne contenant point des degrés négatifs de x.
En tirant de cette formule les valeurs des facteurs
oO
12 Dre es.)
nous obtenons, en vertu du développement mentionné de la fonction v, la série suivante:
id -ALRaAELR—.....,
et pour l’évaluation des polynômes X et Y, avec lesquels la différence uX— Y représente la fonction v le plus près possible, nous aurons les séries
A … A,LQ—A,L1,0, +4 LQ
—-lvsALP—AILP,+A4,L,P,— reve où NS M di:
désignent les coefficients de x dans les dénominateurs de la fraction continue
te NUS RAP 1
NS PRE: M 1 A,%+B dre ; - MP TES ES
et F PRE PRES DPAREDEE
les: coefficients de _- dans les développements des produits
Q,v, @v, Q3v, LS
suivant les puissances descendantes de la variable x.
af;
QUESTION ARITHMÉTIQUE
(XRADUIX PAR D. SÉLIVANOFE.)
OS ouoms
apuememurechons Conpocrs.
(paroxenie K5 X-My Tomy Sauucoxr mneparoporoä Akaremin Hayk®, X 4, 1866 r.)
Sur une question arithmétique.
SL
Etant donné le degré d’approximation de la différence y— ax vers zéro, on détermine facilement les moindres nombres x et y pour lesquelles cette approximation a lieu, en développant la quantité a en fraction continue. La question plus compliquée consiste à déterminer les nombres x et y de manière que la différence y— ax s'approche vers d avec le degré d’approximation donné, b étant une grandeur donnée différente de zéro. Cette question peut être résolue aussi au moyen des fractions continues, comme nous allons le faire voir.
Nous envisagerons la question sous deux aspects, selon qu’on cherche les nombres x, y de manière que la différence y —ax donne la valeur approchée de b par excès ou par défaut. Dans le premier cas la différence y— ax devant être supérieure à b, si l’on suppose que le degré d’approximation, que l’on a en vue, ne laisse faire une erreur égale à 1, cette différence doit dépasser b d’une valeur moindre que 1, par conséquent en ce cas la quantité
y — ax — bd — y—(ax + b)
est contenue entre 0 et 1; le nombre inconnu y est donc égal au plus grand des deux nombres entiers entre lesquels est contenue la quantité ax + b. En dénotant en général par le symbole ÆA le nombre entier inférieur à À et le plus proche de À, nous remarquons que la quantité ax + b sera contenue entre les deux nombres
E (ax + b), E (ax + b) + 1, et par conséquent l’inconnu y aura pour valeur
y=E (ax + b) + 1.
Pour cette valeur de y nous obtenons y— (ax db) = E (ax +0) + 1 — (ax +0).
De cette manière on détermine le degré d’approximation de la différence y — ax vers b dans le cas où cette différence est plus grande que b.
En discutant de la même manière le cas, où y — ax donne une valeur approchée de b par défaut, nous concluons que y doit être égal au plus petit des deux nombres entiers
E (ax + D), E (ax + b) + 1, qui comprennent la quantité ax + b, par conséquent
== E (ax + D), et
y— azx—b—# (ax + b) — (ax + b) —— |az+b— (ax + b)}..
Il en résulte que notre question se réduit à la détermination de la moindre valeur du nombre entier + satisfaisant à la condition que
E (ax + D) + 1 —(ax + bd) ou
ax + b — E (ax +-b)
soit inférieure à une quantité donnée, qui détermine le degré d’approximation de la différence y — ax vers b.
S IL
En abordant cette question, désignons pour abréger
à) } D (ar +0) +1 — (2 +0) = gta)
| ax +b— (ax + b) = (x); calculons les valeurs | p(0), (1), p(2), p(3),...., g(O), Y(1), Y(2), L(3),....,
D A cc né PE Lacs
et dans chacune de ces suites de valeurs chassons tous les termes égaux ou supérieurs aux termes qui leurs précèdent.
En désignant par
P(N), P(N,), p(N),.... o(N), o( . Et d(M), L(M), (AL)... VAR), Y(M,.,.).
les termes qui restent après cette opération, il est facile de remarquer qu’en général le terme p (No)
aura la plus petite valeur que peut prendre l’expression o (x) pourx < N,.,..
En effet, on voit, d’après ce que nous avons dit sur la réduction des termes de la série
que le terme o(N ) ne peut rester que dans le cas, où l’on a
ee
p(N.— 1) pe. o(N.).
D'autre part pour qu'aucun des termes
DIN +1), p(N +2),.... p(N,, —1)
ne reste après cette réduction, le moindre de ces termes ne doit être inférieur à o(N ), qui est le moindre des termes
(0), ?(1), ?(2),.... (No);
car autrement ce terme serait moindre que ceux qui le précèdent, et par conséquent ne pourrait pas être chassé de la suite
La suite
OU), YO), YO)... VOL), ML he...
jouit de la même propriété, le terme
ayant la moindre valeur que puisse prendre d(x) pour les valeurs de x de puis æ— 0 jusqu'à x — M, ,, — 1.
Il en résulte que les suites
NS), EN), o(N), 2. pN), (NE.
b (A), p(M), LOL)... DOM), P(M,,),....,
obtenues par la réduction énoncée ci-dessus des termes des suites
font voir le degré de petitesse que puissent atteindre les expressions o (x), Y(x) pour les différentes valeurs de x. Pour cette raison ces suites peuvent servir à la résolution de notre problème.
Soit p. ex. o(N_) le premier terme de la suite
®(N), o(N.), ®(N.), .. . p( N _,), o(N), A TRE
ne surpassant pas une certaine limite e. Le moindre nombre x pour lequel la différence y — ax, étant supérieure à b, exprime b à e près seraz—N. La même chose s'obtient au moyen de la suite
YO), LOL), VO, LA) Vide.
si l’on suppose y — ax moindre que b.
La résolution de notre problème est ainsi réduite à la formation des suites
P(N), ?(N,), o(N), . o(N), o( 4e RE (M), Ÿ (AL), LL), . LG) 4 Ho
On calcule aisément les termes de ces suites, comme nous allons voir, au moyen des nombres x et y, pour lesquelles la différence y — ax s’approche le plus de zéro. On obtient ces valeurs de x et y, comme on sait, à l’aide des fractions continues de la manière suivante.
Après avoir développé a en fraction continue do + _ 1 »
di + — To +, F
on calcule les réduites principales
et Les réduites intermédiaires
RU PACE Q? Q7°°°" Qu?
Q2 7 Q2'°° * QU
d'elest ere tal et és raid: ee
où
et en général | Pesr __ Pete + Pen IRD 4 at DO Qeri Qede + Qe_1? Qu) Qef + Qeà
Les nombres x et y pour lesquelles la différence y — ax, tout en restant positive, s’approche le plus possible de zéro sont
! ! Se Fr 1 D 0 RQ, 0 07 ..…., Rue ! 171 —1) ! 1 DR ie, PO Pi...
tandis que les nombres x et y pour lesquelles la différence reste negative et s'approche le plus possible de zéro sont
X — @.; >: de: RAS as QAR Os: Q,, CAS
tt ! 11 (42—1) Ro y—=P, P;, P".::,: PR ES...
Ces systèmes des valeurs de x et y jouissent, comme on sait, de la propriété que chacun d’eux réduit la valeur absolue de la différence y—ax à un tel degré de petitesse que l’on peut atteindre dans la supposition de y—ax > 0 ou y— ax < 0, en laissant æ invariable ou bien en le diminuant. Ainsi p. ex. en posant æ = Q,", y — P;" on obtient la plus petite valeur possible de la différence y— ax pour x— ou <Q; et y— ax > 0.
Par cette raison, en désignant par
si ed...
les plus petites valeurs qu’obtient la différence y — ax pour x=1, 2, 3,.... lorsque y — ax >> 0, on conclut que dans la suite
Po(L), (2), 2, (3), PURE chacun des termes
(Qi), Po(Q ), s.. Po (QT), Po (@)), 2 (Qs ), ...
sera inférieur à tous ceux qui le précèdent. De même, en désignant par
— (644 — , les valeurs de la différence y — ax les plus approchées de zéro pour
PER VU. PRE PRESS lorsque y — ax < 0,
nous remarquons que chacun des termes
Lo(@) Yo(@s): Vo (Qa }: - + - Vo (OM DD.
de la suite
Vol); Do(2); Po(s),--+.,
sera inférieur à tous ceux qui le précèdent.
On voit de là que les suites
Po (Q), Po(Qr) + 2: (QT), Po(Q), Po(Qs) - » » +3 Vo(@), Lo(Qs} Lo(@g} + + + + Vo(Q 7) Vo(@sh : : +.
jouent le même rôle par rapport aux suites
Pol); Po(2); Po(B), - - - .; do (1), d (2), d, (3), e S AA
que les suites considérées plus haut
9 (No), 9 (M), P (ND, .... EN), (Nos)...
YO), (M), LOU), M), VO
par rapport aux suites p(0), p(1), ?(2), ...., ®(0), Y(1), (2), ..
Pour abréger nous dénoterons les nombres
! !/ —_— Q,; Q, » BEA Or | (VAE Fe Q: LAS Lier / ares a Qi, Qi 14 QT Qi 0e
par
Mos Mys Mas « 2.
en vertu de quoi les suites
Po (Q, ), Po(Q'), s... % (QD, Do (Qa); Lo (Qs ), ss bo(Q), Lo (Qs), Vo (Que d (Qt), Gen
seront représentées ainsi:
Po (n) Do (n.),- OZ (na), PER Yo (mn), d (m.), d, (m,), RAT
Les expressions
® (2), bot),
comme il est facile de s’en convaincre, s’obtiennent des expressions o(x) = E (ax +- D) + 1 — (ax + D), (x) = ax +0—E (ax + D),
quand on suppose b égale à zéro. En effet, pour que la différence y — ax s’approche le plus possible de zéro pour la valeur donnée de x, le nombre inconnu y doit s'approcher le plus possible de la quantité ax et, par conséquent, doit être égal à un des nombres entiers qui comprennent la quantité ax. Mais puisque ces nombres sont
E (ax) + 1, E (ax), les valeurs de y — ax les plus approchées de zéro seront E (ax) + 1 — ax, E (ax) — ax.
La première de ces valeurs étant positive et la seconde négative, nous concluons en vertu de nos notations, que celle-là se représentera par o, (x) et celle-ci par 4, (x) de sorte qu’on aura
@) | D, (t) = E (ax) + ; — AX, Lo, (x) = ax — E (ax).
PEN) — (N, + L
L étant un nombre positif quelconque. Nous obtenons
p(N)—o(N,+L)= E (aN,+0)+1—(aN, +5) —LaN;+0b-+0)21 an, +ab+6, ou, après la réduction,
o(N)—o(N. + L)=aL— LE (aN, + aL+) —E (aN, +0) |.
Mais il est facile de voir que pour À > B la différence
E4-— Ep, est égale à E (4—p), ou à E (4—B)+ 1,
ce qu’on peut évidemment exprimer par l'égalité suivante
E4- EE 4 B
en supposant que dans l’expression
IT
on choisit convenablement l’un des deux signes Æ. Par cette raison l’expression trouvée ci-dessus de ia différence
? (Na) — ?(N, + L) prend la forme
PUN)—eN, + L=aL—E (ar) —=, donc, en remarquant que d’après (2)
aL — Ê (aL) =, (D),
nous en concluons, qu’on aura PV) —(N+L)= (LD) — 7,
LET
où il faut choisir convenablement le signe dans l’expression Re
Dans le cas particulier, où l’on a
LEN =Ns
: dune das ntétont) 2 alé -mi ri stetit in à fn d'os Dé
— (647 — cette formule nous donne
Fou —= (N GHL RE ee
Pour déterminer le signe qu’il faut y choisir, remarquons que le premier membre de cette égalité est positif, car les termes de la série
PON), PM), P(M),.... EN), o(N,,),.
vont en diminuant; et que le premier terme du second membre Y, (N°, —N ) d’après (2) est ee à un. La formule ne peut done avoir lieu que dans le cas où
«| pent
Re > re . à nm À .
d’où il résulte évidemment que dans l’expression —;— On doit prendre le signe inférieur. En choisissant ce signe nous obtenons
He No. JUN. NN).
Il en résulte que
(4) Lo (N O+-1 me = ? (M).
D'autre part il est facile de voir que pour
Es Fee Fu A aura lieu toujours l'inégalité
(A (L) Re. ? (MN).
Pour le démontrer, supposons que Z soit un nombre pour lequel cette inégalité n’a pas lieu; nous allons voir que pour telle valeur de Z l'inégalité
ht Aou ei, 6 est impossible.
En effet, si l’on avait
Y (EL) non > 9(N), la formule précédente
N)—2(N+ Dh (D,
ne peut être satisfaite que pour
Mais comme o(N + L), d'après le $ IT, est inférieur à 1, cette inégalité n'aura lieu que pour le signe inférieur Æ, ce qui réduit la formule précé-
dente à celle-ci (o (N)— (Ne si L) =, (D),
qui exige UN, + L) < (N.
Mais d’après le $ précédent aucune des valeurs p(N +1), E(N+2),.... p(N,,—1).
ne peut être inférieure à œ(N.). Par conséquent cette. inégalité est impossible, si N + L est égal à un des nombres
N+ 1, Nr 2 Mere:
ou, ce qui est la même chose, si
LENE
Donc pour toutes les valeurs de Z inférieures à la différence N,,, — AN, on aura
Y(L) > ?(N), d’où il suit d’après (4)
(5) do (D) > Vo (Noa — No On voit de là que dans la suite
Lo(1), W (2), do (3), - AS UN No: .….
Vo Nour — No)
le terme
est plus petit que tous ceux qui le précèdent, et par conséquent on trouvera ce terme dans la série
ds (M), A (mm), Lo (m.), Perse,
conformement à ce que nous avons dit ($ II) sur la formation de cette série. En désignant par
UP (rs)
celui des termes de la série Demo), Do(), Dom), . .., Vo Nos No) M N=m,
D(N)—o(N,,) = bn).
qui est égal à nous trouvons
et d’après (3)
Ainsi pour déterminer M, eto(N.,.)au moyen des valeurs N° et œo(N)
G+1 on aura les formules suivantes
EL
re = N,+ Mu,
{ (6) | À | P ) EE (N)—%Ÿ (ru).
Quant au choix du terme d, (mu,) de la série
Lo(Mo), Loir), of), + . .
qui sert d’après (6) pour déterminer les valeurs de N°,, et o(N..,,) au
moyen deN_ et o(N ), il est aisé de le faire. D’après la formule (4) le terme
Loos — Ne) = Vo (ue)
ne surpasse pas la valeur g (NO); mais tous les termes
Yo (m5), do (2), Do (mn), RARE :
qui le précèdent, d’après (5), sont supérieurs à © (N:); donc le terme
Lo (my)
de cette série sera le premier, et, par conséquent, le plus grand des termes qui ne surpassent pas o(N ).
En considérant de la même manière la différence
LM) —Yÿ(M, + L)
pour L=M,,,—M, et pour L<M,,,— M, on obtient (7) | M, =, +,
LEO.) = LM) — go),
Po (2%) étant le plus grand des termes de la série Po (0); Po (ru), g(m). es; qui ne surpassent pas 4 (M).
$ IV
D’après les résultats obtenus dans le paragraphe précédent tous les
termes des séries o (No), p(N), 9 (Na)...
LM), LM), LM
peuvent être calculés au moyen des premiers termes @(N,), Ÿ (M). Ainsi, en posant dans les formules (6)
on trouve N, us N En Mo) ® (M) de à (N) EE do (nus),
N,=N; + my, 9? (Ns) = ® (N) — Ÿ (mp),
=N,_,+ My) ,, 9 (N,) = 9 (Ne Do (Mu _;), ce qui nous donne, en éliminant N,,N,,..,N,_,,o(N,), o(N.),..,®(N, _,), - f N,=N + My, + My, He. + Muni) PEN) = 9 (No) — Yoligs) — Po (M) — » 2 + 2 — Vo (tan )5 d’où il suit @O) ON) = Omag) + Pol) ++ à à 2 + Vous) + PM).
D’après ce que nous avons dit au $ III,
Do (My)
sera le plus grand des termes
Vo(n), Lo(m,), om), . ..,
qui ne surpassent pas o(N,), d, (m4) sera le plus grand de ceux qui ne surpassent pas Œ(N,)= o(N,) — d(m,), D, (m4) sera le plus grand de ceux
qui ne surpassent pas o (N,)=® (N,)—4, (mu,)=9 (Ni) —%o (us) — Lo (M), etc.
Donc la série
Do (Mu) + Lou) +: + Do (Mu),
| qui, d’après la formule (9), donne la valeur de ®(N,) à œ(N,) près, peut
être obtenue quand on développe la quantité o(N,) en une somme de termes de la forme
do (m6), Yo (mm), Yo (m2), APE He
en détachant successivement de la quantité o(N,) les plus grands termes possibles de la série
Doc), Dom), Pois), - +:
ou, ce qui est la même chose, quand dans le développement de o(N,) en série Vo (My) + Vo (my) HIT M Lo (Mu) _) + © (N.)
on a en vue que la série arrêtée à un terme quelconque ait une valeur moindre que œ(N,) et la plus rapprochée à o(N,).
En supposant que ce développement de la quantité o(N,) prolongé indéfiniment conduit à la série
Lo (nu) + Do (Au) + Vo(nu,) +.
on conclut que cette série plus ou moins prolongée sert à déterminer d’après les formules (8) les différents termes de la série
et les nombres correspondants MN Me.
En s’arrêtant au terme , (#4, _,) de la série
Lou) + Vo (Mu) + Lou) +...
on obtient d’après la formule (9) la valeur de o(N,) avec l'erreur œ(N,.). Donc pour déterminer le premier terme de la série
P(N), PN,), PEN), p(N:),....
ne surpassant pas la limite & (ainsi qu’exige notre problème), il faut prolonger la série
Lo (us) + Yo (x) + Vo (us) + + + +.
jusqu’à ce qu’on obtienne @ (No) à près. Si l’on doit retenir pour cela À termes Dons) + Vous) Hesse + Do (mu), le premier terme de ia série o(N,), o(N.), o(N,...., ne surpassant pas &, d’après (8), sera | PIN) = p(No) — Vous) — Lo (My) — ....— Yo(Mp _), et le nombre N correspondant aura la valeur N=N, + Mug + Mu Hesse Mpn se
Ces expressions des quantités o(N) et du nombre N peuvent avoir des termes égaux entre eux. Pour trouver ce qu’on obtient en réunissant ces termes égaux remarquons que dans la série
Lo (us) + Lo (Mu) + Lo(mp,) +...
d’après ce que nous avons dit à l'égard de sa composition, chaque terme ne sera pas inférieur à celui qui le suit. Par conséquent la série considérée se réduit à
ko Lo (M0) + ki Vo (mn) + kom) +... + kon) +...., où AD ESS ROSE
désignent les nombres des termes égaux à
Los), Lots), Vo (me), - + + 2 o(;), «+ « En comparant la série Lou) + Lou) + Lu) + ee indéfiniment prolongée avec la série
Vo (ps) + L (ny) +... +%Ÿ (Mu _,);
arrêtée au terme %,(my,_,) nous remarquons que dans les deux séries les termes ;
PR), Pol), Do (Ms), » »
jusqu'aux termes égaux à
Lo (Mu _;) entrent un nombre égal de fois. Mais les termes égaux à Yo (tu) _) entrent en général dans la série | Do (us) + Lo (Mu) + do (Mn)
indéfiniment prolongée un nombre de fois plus grand de / unités, Z désignant combien la série
Mug Ms Mpoye es
contient de termes qui suivent My _, et qui lui sont égaux. La série
(A (My) "+ du (my.) + dy (My) H...., arrêtée au terme
do (Mu _), se réduit donc à
Ko Do (te) + Do(n,) +... + Guy — 1) Vo (Mu), et la somme correspondante Mug Ms He eee + Mu; par la même raison, prend la forme Ro Mo + KM, +... + (Eu —1) Myn_ En portant ces expressions des sommes
Lo (Mu) + Lo ny) +... + dy (Mu) _),
My + Mu ASS Jan My, dans les formules précédemment obtenues pour o(N) et N, on trouve
= (N)—h Yo En) 4, On). — (hu; —0) You) _),
{ (10) À | { N= No + bio + ki +. + (Gun — ru.
Le nombre /, d’après sa signification, aura une des valeurs suivantes
Dh 2 eu le quant aux nombres ko k,, hs, . re il est aisé de voir qu’ils sont les quotients de la division de o(N,) par Ÿ, (,), du premier reste par %,(#»,), du second reste par d, (#,) et ainsi de suite. En effet, d’après ce que nous avons dit sur les séries
Yu) + LC) + LC) 4 2,
Ko Lo(o) + k, Do (M) + ka Lo(me) +. ...,
on voit qu'après les 4, termes égaux à 4, (#,), k, termes égaux à 4, (m,),..., k, termes égaux à d,(#,), il n’y aura plus de termes égaux à d,(#,) que dans le cas où
ON) — Ko Lo (M0) — E, Vo(m)—....—k, Lo (mn) < do(m,);
mais comme ces séries arrêtées à un terme quelconque ont une valeur moindre que o(N,), on à
(N5) — ko . (mo) —k, Lo(m)—....—%k,4d(m,) > 0. Or pour
is 0, À, Ar
ces inégalités donnent
D (No) — ko bof) <'ho(%0) Mais > 0, D (No) — ko Lo (M0) — K Lo(m,) < Vo(m,) mais > 0, DN) — ko Lo(o) — E, Yom.) — ke bo(m,) < Y(m,) mais > 0,
et ainsi de suite. Il est clair de là que k, est le quotient de la division de ®(N,) par 4, (m,), le reste de cette division étant o(N,) — k, 4, (m,), que 4, est le quotient de la division de ce reste par 4, (#,), le reste de cette division étant o,(N,)— 4,4 (2) — k, (mm), k, est le quotient de la division de ce reste par d,(»,) et ainsi de suite.
Quant au choix du terme
Yo (My) _,)
et du nombre / pour lesquels les formules (10) expriment le premier des
termes de la série EN), PN), p(N),....,
qui ne surpassent pas la limite donnée e, il est facile de le faire.
Nous avons vu que l'expression ko bo) + k, Von) +... + (Gu)_, — l) bou _) résulte de la somme
Lo(Mus) + Vous) + + +. + Lo (Mu _)
par la réunion des termes égaux. Mais cette somme est la série
Vous) + Lo (au) + Vo(Mus) + eee,
arrêtée au premier terme avec lequel on obtient la valeur de o(N,) à près. Il en résulte que le terme
Lo (Mu) _) de la série
Lou) + of) + Dofus) +...
et par conséquent le terme
kuy_ Yo (My) _,) de la série ko Po (0) + ki Pom) + ke Dome) +. ...,
sont les premiers termes avec lesquels ces séries donnent la valeur de o(N,) à € près et que / est le plus grand des nombres
0, 1,2,... ni pour lesquels l’expression
Ko Lo (no) + k, Lo(n,) +... + (fu, — 1) Lou)
représente la valeur de o(N,) à e près.
En considérant de la même manière la détermination des termes
YO), 4 CL), Y(M),...., nous trouvons qu’on les obtient en développant la quantité 4 (M,) en série ko Do (0) + ki Don) + ka Don) +. ...,
les nombres k,, k,, k,,.... étant les quotients de la division de Y(,) par ®,(,), du premier reste par ®, (»,), du second reste par ®, (n,), et ainsi de suite.
Supposons que pour obtenir la valeur de ÿ (A) à e près, il faut s’ar-
rêter au terme hs, _, Po Gr)
et que soit le plus grand des nombres
0, T;: 25: ... Es ‘
pour lesquels la somme ko Po (M0) + Hi Por) +... + (Gi, _, —1) Do (ns, _)
donne la valeur de L(M,) à e près. Pour déterminer le premier terme de
la série (M), LM), (M), . ...,
ne surpassant pas € et le nombre correspondant ÆZ on obtient les formules
suivantes:
Ÿ (M) = (M) —k, vo (nm) —k; PEL nc D PE (+) Po (nv),
M= M, + kon ++... + CPE l) Ni
a me So ma,
Notre question est ainsi complètement résolue; il reste encore à indiquer le calcul des différentes quantités qui entrent dans les formules (10) et (11).
CA PE
D'après le $ II la série Nos Mis Mes Mas de sera composée des nombres Q!,:0" QUO ONE qui sont les dénominateurs de telles réduites principales et intermédiaires de la quantité a, dont la valeur est plus grande que a; la série Po (no), Po (2), Po (no), DR 00
est composée des valeurs de la différence y— ax pour x et y égales aux termes de ces réduites, à savoir |
O7 (g1—1) pour 14 pre n Q.,, Q, , 6e ‘ste Q, l , Os; Q, . . ., » RE € 54 !/ (4, —1) (4 Y=#7,; Pros pire ET a ass vo _
RS
ns où pi ut ou, À à de d'est SE se DE LOS AS AR Sd Se Eh Le
Posant pour abréger
P—aQ,=(—1)D,,
PO 4Q D __(— 1} D
(les quantités D), et D ! étant toujours positives d’après la propriété des réduites principales et intermédiaires) nous concluons que la série
Po (0) %o (n,), Po (n,), er me est composée des termes D’, 156 See 7 D,, PF; ss
D{ désignant Po (QD),
ou, en d’autres termes, la valeur de la différence y — ax pour
| Re Q®, y —= P, D’après les relations
PP=Pf+P
À (ARR Q,4, + Q,_» ue Q, ue Q_ 1?
(15) un
qui existent entre les termes des réduites principales et intermédiaires, on trouve que les quantités
de DD D Des DA DD
sont liées par les égalités suivantes
[I AE FRS Die de D, \D0=Dn -pfp.
GE En posant dans la première de ces égalités e— 1 et remarquant que
Di= P,— aQ,—=1— 4.0 —1,
. on trouve
D,— 1 me
= 658 — d’où il résulte (15) D, + Q, D, =1.
Or les équations (14), après l'élimination de D, _,, nous donnent (16) D,°=0D,,,+(4,— 1) D.
En procédant au calcul de la série Ko Po (no) + ki Do (M) + Ka Do (ne) + . . .,
remarquons qu'après l'introduction des valeurs obtenues pour
Po(no); Pois) Po), + + +, cette série prend la forme suivante HD +R D) +....+k, D 004 ke D, + Kg Di + ligue De + 2
les coefficients HR RUE
d’après le $ IV étant les quotients : la division de Y(ML,) par ®,(n,)=D,, du premier reste par @,(2,) = D, , du second reste par @,(n,) = D 7, et ainsi de suite. En remarquant que (d’après le $ IT) le dividende ÿ (M) est inférieur à un, que le premier reste est inférieur au premier diviseur D; et ainsi de suite, nous concluons que
se Lg D,&-2)—2D (n—1)
OR ere RS pr ia os 2% Ho
En y portant D, + q, D, à la place de un d’après (15) et remplaçant les quantités DD er Dee
par leurs valeurs (16) on obtient après la réduction
D, + (q, — 2) D LS __ Do 1 1 ko = D; + (q — 1) D,’
HS Den on
LE Ce, TEA CRE EE Za8S A ATOME DE CO DA SENS ER AU
PI RP PPT TD 1 EE 4, PAPE
Tous les coefficients
_k.k ke
0? 19 . +. e gi —2
sont donc inférieurs à 2; mais, puisque ces coefficients sont des nombres entiers et positifs ($ IV), ils ne peuvent avoir qu’une des valeurs: O0 ou 1.
Désignons par k, le premier des coefficients ko, k, k, LA ER has
différent de zéro; on aura dans cette supposition
D’après ce que nous avons dit sur la détermination de ces coefficients, nous concluons que le quotient de la division de 4 (M,) par
D" (9) He De CH
doit être égal à zéro, mais en divisant par
on obtient le quotient un, ce qui n’a lieu que pour
b (M) < D, LM) > D,
En y portant les valeurs de D, D,%*® d’après (16) on trouve
(M) < D, + (g, —9) D,, VW) > D, + (4 —9— 1) D,,
ce qui nous donne
a LM) — (D, + D) < (4 —9—1) D,, | UM) — (D, + D.) > (4, —g —2) D,.
Comme g désigne un des nombres Éd ie re MDN Cle la dernière inégalité suppose que
Cette inégalité a toujours lieu quand la série CE CPR, MR EE Re contient un coefficient k, différent de zéro. Par conséquent, si la condition (4) 2 D, + D, n’est pas satisfaite, tous les coefficients ER x;s He
sont égaux à zèro. Mais si cette condition est remplie il est facile de déterminer g d’après (17). Remarquons pour cela que d’après (17) le rapport
est compris entre les nombres rs: opus 2e un Ponte
par conséquent le moindre de ces nombres g, — g— 2 est le quotient de la division de PM) — (D, + D,)
par D,. En désignant ce quotient par &, nous aurons G—g—2—=4;; d’où résulte la valeur de g:
FT
De cette manière on détermine g, l’indice du premier des coefficients ki, k, ke, différent de zéro et égal à un. Tous les coefficients suivants
g+1? g+2°°°° kg —2;
s’annulent, comme il est facile de s’en convaincre.
En effet, d’après ce que nous avons dit sur la détermination des coef- | ficients de la série
k, 1 5) + k, D + ... + 9,0 D 471 + kg—1 D,+ es
les coefficients
dans le cas où
k, =0; hs 0;..;: k,_, —=0, k,= 1,
sont égaux aux quotients de la division de la différence L(M,) — D,"
par DER du premier reste par D du second reste par D,9+9 et
ainsi de suite.
Les quotients de toutes ces divisions sont zéros, car la différence
Ÿ (M) de DE, d’après (17) est inférieure à
Bee; -g-1) D,— D”,
ce qui se réduit, en y introduisant la valeur de D,"® donnéc par la formule (16), à D, qui, d’après (16), est inférieure à tous les diviseurs
À at 2 x FHÉRPRCE 3 ge * Il en résulte que la série ! 72 (4 —1) k, D, + k, D, +... .+kg,-2D, 1 + lg, 1 D, +... ne contient aucun des termes ! " (qg —1) k, D, k D, Fe ka, —2 D, 1
ou n’en contient qu’un seul dont le coefficient sera égal à 1. Le premier cas a lieu quand
(M) < D, + D,; le second cas quand (M) 2 D, + D,,
et dans le dernier cas un tel terme est k, DIR A DA, «, étant le quotient de la division de la différence (M) — (D, + D,)
par D),. Par cette raison la somme des termes de cette série jusqu’au terme ka, —1 D, se réduit à zéro ou à D,1717 9° et par conséquent se représente
en général par l’expression 121 (Q1—%1—1) a D,
avec un des deux signes +, Le signe supérieur avec lequel cette expression
se réduit à Q—%y—1 D, à L ,)
a lieu sous la condition L(M)> D, ke ne
le signe inférieur avec lequel l'expression devient nulle a lieu quand UM) LD, #1,
Ainsi notre série se réduit à la suivante
ee t (41 —%1 —1) # MR + kg, —1 D, + ka, Ds +....,
et le coefficient 4, -1 d’après le $ IV est égal au quotient de la division de 141 Us (D (M) SR re fe D: en par D,. En désignant ce quotient par «, nous aurons Ka et ne à En passant à la détermination des coefficients postérieurs
kg, PER PRE" remarquons qu'on les trouvera de la même manière que les précédents
k,, k., ke ses ku—2;
et que tous les termes de la forme
se réduisent à -
en y conservant le signe inférieur ou supérieur selon que la différence
LL SRE V) == A #4 Da D,
soit inférieure à D,+ D, ou non, le nombre «, étant le quotient de la division de
PO) — SR DA & D, — (D, + D) par D,. ;
VI
Les nombres Qi M na c’est à dire, les coefficients de 1 1 NE 5 ARCS DRE
dans la série (18), sont les quotients de la division de la différence
V(M)— 2 Dn-4 par D,, de la différence
1Æ1 y (g—a—1) 1E1 y (g3—@3—1) PH) D, NO pe
par D, et ainsi de suite. Par conséquent on aura les inégalités suivantes
IH
qui font voir que la somme de la série (18) arrêtée au terme
Lo DA,
ne surpasse pas (4) et n’en diffère que d’une valeur moindre que D. Quant à la valeur qu’on obtient en s’arrêtant au terme de la forme
1Æ1 Dai 41 1)
on devra distinguer deux cas que nous discuterons successivement.
QU 1 nr 1 RSS ue Q « ?
Premier cas. Le terme — Dore M4 Gifère de zéro. 2À+1
Cela arrive quand des deux signes Æ on retient le signe supérieur; ce
terme devient alors
Din &2)+1— 1)
(Qi—æ—1) 11 (99—09—1) er AE 2 DER en Da < DA,
et le nombre @, comme nous le savons, est le quotient de la division de
la différence
121 —A— 1E1 (93—y—1) Des VM)- = D": . de D;- EE. Pan Da (Dir De) par D, ,,, ce qui suppose les inégalités LEE (4 —X —]) VM)— = D," PE er Men SDS es) D sep ES PE D Een, ee Maicie D 2) +1 Es 0.
Mais comme d’après (16)
Dm 7
2À+1 D42 À Ce
on aura
(20) 0 LM D UM 9, Da, DD Ti)
Nr 2) +1 ° On voit de là que la somme de la série (18) arrêtée au terme
1Æ 1 FIN OS RE EE ue À
ne surpasse pas (M) et n’en diffère que d’une valeur moindre que
D,,,,, Si ce terme ne disparait pas.
Second cas. Le terme —— pin 411 Gisparait.
Cela arrive quand des deux signes # on retient le signe inférieur, ce qui a lieu, comme nous l’avons vu, sous la condition
(21) p(M)— D D QD, —..—0, D, < D
Cette inégalité avec l'inégalité (19) fait voir que la somme de la série (18) arrêtée au terme 1Æ1 Di 411)
(dans le cas où ce terme disparait) ne surpasse pas Y (M) et n’en diffère
; que d’une valeur moindre que D,,,, + D,,,,.
En se fondant sur les inégalités (19), (20), (21) il est facile de démontrer, que dans la série (18) les nombres «&,, «&,, «,,.... et les facteurs
PR PPT TARDE COM PONT CN
Li ni 4 —— ont de telles valeurs, pour lesquelles cette série arrêtée à un terme
quelconque donne la valeur la plus grande possible ne surpassant pas d (M). En effet, d’après (19) on voit directement que la somme de cette série arrêtée au terme
ax D 2)
aurait une valeur plus grande que (M), si même le coefficient de 2), était augmenté d’une unité. Remarquons de même, que, d’après (16), si l’on
augmente d’une unité lenombre «,, la valeur de Didi) anemen-
2)+41 tera de D, ,,. Par conséquent pour une valeur plus grande de &
somme de la série (18) arrêtée au terme
21 +1 la
11 DH a) +1 —1)
fe RE avec le facteur —— — 1 aurait la valeur plus grande que L(M;) d’après les formules (20). Dans le cas, où le facteur = de ce terme se réduit à zéro, on aurait l'inégalité (21). A cause de cette inégalité, la somme de la
série (18) arrêtée au terme
EX 1 DAT 2H
SR j ï ES PE aurait la valeur supérieure à 4 (M), si on prenait le facteur —— égal à
. un; car avec cette valeur du facteur —— ce terme se réduirait à
DH Lo} — 1) 21 +1 ?
, mais d’après (21)
ce qui, d’après (16), n’est pas inférieur à D,,,,+D,,,, la somme “ce D, + a D,+... RUE eD, + D.., surpassera d (M).
Donc les valeurs des nombres.
et des facteurs de la forme
dans la série (18) sont déterminées par la condition que cette série arrêtée à un terme quelconque donne la valeur la plus grande possible ne surpassant pas V (M).
Il n’est pas difficile de démontrer que dans cette série le coefficient «,, du terme
Le D 2i v’est pas supérieur à/q,, — 1, si le terme précédent
Lis Dai A1 — 1)
AN Ce CS
est différent de zèro; dans le cas contraire le coefficient «&,, ne surpasse
pas q,;.
En effet, le coefficient «,,, comme nous avons vu, résulte de la division de la différence
L(M)— = — DATA 4 D. — = a pr rar D) - 21—1
par D... Or cette différence, d’après (21), est inférieure à
si son dernier terme disparait, et d’après (20) est inférieure à
si ce terme ne disparait pas. Par conséquent dans le premier cas
Dai + Doi mere Dai 7
et dans le second
Mais en remplaçant d’après (14) D,,_, par D.,,, +q,, D,, on obtient
a. < D541 + Qoi Doi + Doi 2i D ,
Divx + Qoi Doi, Di Le :
Le d’où Doi d <a r1+ “D:
Dis ns Lui + D:
= 4 de Midisiliditale it. 4
Or, D
+ étant moindre que D,,, on à
Di # LE par conséquent pour les valeurs entiers de &,,, 4,, la première inégalité ne peut subsister que quand le nombre &,, ne surpasse pas q,,+ 1; mais la seconde inégalité exige que «,, ne soit pas supérieur à q,,. En déterminant les termes de la série
ko do (mn) + k Lo (n,) + ko D (me) +. ...,
conformément aux $$ IIT et V, on trouve que cette série se réduit à la
suivante
1ÆT (49—Ba—1) BD,+—- D 04 6, D,+....,
les nombres 6,, B,, B,,.... étant entiers et positifs. Après avoir répété les mêmes raisonnements que nous avons faits par rapport à la série (18), nous arriverons aux conclusions suivantes: 1) on détermine les nombres 6,,6,,6,,..…
141 Fe ; et les facteurs —— de manière que la somme de cette série arrêtée a un
terme quelconque ait la plus grande valeur possible ne surpassant pas o (N,);
2) le coefficient 6,,,, du terme $ D,;,, ne surpasse pas q,,,, + 1, Si le terme précédent = piai-fai—1) disparait; dans le cas contraire ce
coefficient ne surpasse pas g,,,,; 3) la somme de cette série arrêtée au terme 8,,,, D,,,, a la valeur ne surpassant pas o(N,) et ne différant de o(N,) que d’une valeur moindre que D, mais en s’arrêtant au terme
1 = 1 DIX ha 2} différant que d’une valeur moindre que D,, + D
21+1 terme disparait ou non.
D on obtient une valeur ne surpassant pas œ(N,) et n’en
ou JL), suivant que ce
& VII
Après avoir indiqué le calcul des séries
ko Po (to) + E Po (4) + Ke Po (Na) +. ..., ko Do (Mo) + Do (m,) + K, d(m,) + ....,
nous passons à leur emploi pour déterminer, d’après les formules du $ IV, le premier terme des séries
YO), LOL), YO).
et (No), o(N,), (N.),....,
ne surpassant pas la limite donnée e. Nous avons vu ($ IV) qu’un tel terme (M) et le nombre correspondant M se déterminent au moyen des formules
DM) = d (Mo) — ko Do (no) — À Po) —. . : . — y, _,— 1% Qu),
M= M + ho + +. “ .+(&,_,—1 LATE
où k,_, Po (nv, _)
est le premier terme, auquel doit être arrêtée la série
ko Po (no) + K, Do (ns) + Ko Po (Ne) +...
pour fournir la valeur 4 (4) à e près, et Z le plus grand des nombres 0,1,2,3,....k, ,—1, avec lequel l’expression ko Po (0) + ki Bof) +... Era D (rs, _)
a la valeur d(M,) à « près. En calculant cette série nous avons obtenu ($ V) la formule
À ee | — — Sir
où d’après notre notation ($ V)
DT — Po (QATATD),
D, — Po (Q), DE Re QT
Il en résulte que les expressions des quantités 4 (M) et M prennent la forme
NE PATRON EE
ou bien L(M) = d(W Lei RE MENT % D, — —— D, (Q3—Œg—1) __ —(° = RE !) pi Loi—1 — 1) © 21—1 ee RES | Rs 1 _ ee M=M, + QE à, Q, + QE TEST jy — og — 1) e > us 17 Loé—1 ; 21—1
suivant que
ou
VE DGi-1—%i-1—1)
2 2i—1 sera le premier terme, auquel doit être arrêtée la série
(43—%g—1) + D, += DS" "+
pour avoir la valeur L(M,) à e près. Dans le dernier cas, d’après ce que
HT O0 st nous avons dit plus haut, le nombre / doit être inférieur à —;— et par
conséquent ne peut être différent de zéro. Mais pour / — 0 les dernières expressions de d(M) et JM ont les mêmes valeurs que les premières pour 1— a. Donc les premières expressions de V(M) et M comprennent les deux cas en y admettant la valeur Z— «,,. On pourra alors sans s'arrêter aux termes de la forme
1#1 Di ei)
continuer la série jusqu’au terme de la forme Li D 25?
avec lequel on obtient la valeur D(M,) à € près. Par conséquent pour déterminer Ÿ (M) et M on a un seul système de formules
LH)= VU) — EE DA M 6 D, — LE pen
: D° (a; —Ù) D.,, à Sn ru (Qy— y —1 1 1+1 — (Lo—1
M=M+ QE a, Q, + QE "e pre
es À y — Loÿ y —1l me que 2i—1 Lu (a ,— 1) 15
en désignant par
le premier des termes REA roi MT PRE
avec lequel la série
ET —U—1) IT (Q3—%3—1) DU A + a, D, + D, +....,
a la valeur Ÿ(M,) à € près, { étant le plus grand des nombres
25) avec lequel l’expression
141» (Q—@—1) 1ÆT 7) (g3—3—1) ren He D, see D, +....+(c,—-D D,
donne L (M) à e près.
Le nombre M ainsi déterminé est d’après le $ II la plus petite valeur de + pour laquelle la différence y—ax, en restant inférieure à b, représente b à e près; la quantité 4 (M), d’après les $$ Let IT, sera égale à la valeur de
la plus rapprochée de zéro pour x = M et y — ax < b. Pour obtenir la valeur de y correspondant à
— (y — ax —b) = (0), remarquons que ces égalités après l’élimination de x donnent y—=0—4(M)+ aM.
Or, en y introduisant les valeurs obtenues de M et L (M) et remplaçant d’après (12) les quantités
—&j—1 —Ua— DARN D DFE DER par
(Z1—@&—1) (Qi —%3—1) —ag—1) —Ag— SP QU PE aQ PE OR RO on obtient après les réductions
4 D mm he RE ep À —Hy— 1ÆTI , (doi—1— 95 1 —1)
fps + (a, — 1) Pi.
Afin de déterminer D(M.,) et M, remarquons que d’après le $ II les séries L(O), (1), p(2),....
LM), L(M,), YA
commencent avec le même terme, par conséquent
et
Yo) = Ÿ (0);
mais d’après les formules (1)
4 (0) =» — By; donc
ÿ (M) = 0 — Es.
_ En portant ces valeurs de M, et (M) dans les expressions ci-dessus obtenues de x — M et y on trouve
— LE) Q—-u—1) IE1,) (g5—%3—1) D QUOI + a, Q, + Ha.
ÿ um 1 — oi —1l Hs QU: 2i—1 ee ho.
ET EE rs m8 | ii y= + tp 1 al, + Ps ARE PE
RP (a DR.
Ces expressions de + et y déterminent les moindres valeurs entières de x et y pour lesquelles la différence y—ax, en restant moindre que b, représente b à € près.
En comparant ces expressions de, y avec l’expression de L(M,)—b—Er donnée par la formule
+1 Le pete 1+1 Le:
ee D, M4 ha D, + DES. (e
et remarquant que d’après (16) et (13) DVD +0, D, + D, DS SUD, + a, D, + D,,...., QD O0 Q,+-Q,, QT) — 9 0,0, +-0,...., PAU Pa P+P,, PSS pe P,+P,,....,
nous arrivons à la solution suivante de notre problème sur la détermination des moindres valeurs de x et y, pour lesquelles la différence y — ax, en restant inférieure à b, donne b à € près.
Développons la quantité a en fraction continue
calculons Les réduites
Po __ r do Per __ Fee + Per
Q 0? @ AA Es "Qu Qede+ Qe—1
et les quantités DD D,
déterminées par les formules
Développons la quantité b — E5 en une série de ta forme
(D, +aD,+D)+e D, + (D, +00, +D)+. re
les nombres entièrs et positifs à, «,, &,,.... et les signes dans les facteurs 1+1
quelconque aît la plus grande valeur possible ne surpassant pas b — Eb. 40
de la forme étant choisis de manière que la série arrêtée à un terme
moyen de ce développement de la quantité b — ED on détermine de la mamière suivante les plus petites valeurs x, y pour lesquelles la différence y — ax, en restant inférieure à b, donne db à & près:
Arrêtons la série
(D, + a D, + D) +aD, +5 (D, + 04 D + D)+. Fe
au premier terme de la forme a, D,, a, D,,.... avec lequel la série donne
b— race près, et dans cette expression de b— Es approchons de zéro le dernier coefficient autant qu’il soit possible en le laissant entier, sans augmenter par cela l'erreur au delà de &. En remplaçant dans l'expression appro-
chée ainsi obtenue de la valeur b — Kb les quantités
D,; D,, D, “EF par les nombres
—0,, + Q,, — @,, Qi,
on obtient la valeur de l'inconnu x; et en remplaçant les mêmes quantités par les nombres —P,, +, —Py +P,,....
et en ajoutant FE on trouve y.
De même, en développant la quantité ® (N,) en série
FE (93—B
on obtient la solution de notre problème pour le cas
y — ax > b.
D'ailleurs les valeurs des quantités
Ho D, D...
et des nombres FEU LS RESTE
restent les mêmes, mais la quantité
(4) = 0 — En, d’après le $ IT doit être remplacée par
Dans ce cas on détermine les plus petits nombres x, y avec lesquelles la différence y — ax donne b à & près de la manière suivante:
Arrétons la série
BD (D, UD. D) ER D
au premier terme de la forme 6, D,, 8, D,,...., avec lequel on obtient la
valeur FE + 1—0 à & près, ct dans l’expression de la quantité +10
approchons de zéro le dernier coefficient autant qu’il soit possible en le lais-
sant entier et sans augmenter l’erreur de l'expression de Ev + 1—0 au delà
de €. En remplaçant dans l'expression de Ev+ 15 ainsi obtenue Les
quantités ÆR SDS RS RSR
par les nombres
+ Q,, — Q,, + Q,, — Qi es
on obtient x; et en remplaçant les mêmes qüantités par ) +P,, —P,, + Ps —P,....
el en ajoutant ED + 1 on trouve y.
VIII
Au moyen des formules obtenues il est facile de démontrer qu’en déterminant æ, y de manière que la différence y — ax, en restant inférieure à b,
« S . nie « 2 .
donne b à &, près, on trouve pour æ une valeur inférieure à &-, si D, ne
surpasse Pas €,.
En effet, d’après (19) la différence
V(M,) — rs DNA e, D, +... + — DIRE, D:
a une valeur positive inférieure à D, et par conséquent, sous la condition supposée, inférieure à &,. En prenant cette différence pour & et déterminant par la méthode indiquée les moindres valeurs de x et y pour lesquelles la différence y— ax, en restant inférieure à e, représente b à e près, nous remarquons que la série
j Per | (4 —%— 1) 11 ({3—Ua—1) se D, a DR RER Pr ee doit être arrêtée au terme a; D, ?
car de cette manière on obtient une quantité dont la différence de Ÿ(H,) est égale à €. En passant à la détermination du nombre Z, qui est le plus grand des nombres
0, 1, 2, 9,104 avec lequel l’expression TEE (Qy—%y—1) Ra 1 (Q3— o— lt y — Loi — D vas 3— g—1) E1 7Qoi1— Go —1) 5 À À + D,+ 2 D, DRE RE +(a,,-l)D,;
donne L(,) à £ près, on trouve { — 0; car c’est pour cette valeur de Z que Ÿ (M) surpasse cette expression exactement de &. Par cette raison, d’après
les formules du $ VII, on trouve dans le cas présent les valeurs suivantes de x et y:
141 tt #1 etes a QaTA a, 0, + Qi" se AE
1E1 Hair di 11)
ai —1
LE D - AA y—=Eb+- | ARR ne Led Pt = P@s— 50 +
LE
(Qoi 1 — oi 1 —1) 2 ie + Pr:
Or, d’après ce que nous avons démontré au $ VI sur les coefficients ) .
de la série 1+1 ee:
({3—%3—1) 5 2 Ne
DAME a D, + —
1Æ1 y(Qoi-1—i1—1) 3 se Li pi a Hi. .;
on voit que dans l’expression de x la somme des coefficients de Q.(417%171) q P 1
et Q, ne surpasse pas q + 1, la somme des coefficients de @,(37*%37" et
Q, ne surpasse pas q, + 1,..., la somme des coefficients de Qi ii) 25— 1
et Q,, ne surpasse pas g,,+ 1. Mais d’après les formules (13) on trouve que
QE MI OL, QT Qu
gra < Fe
2i—1 Par conséquent la valeur de x obtenue ci-dessus ne peut pas De la somme +1) ++ Q.+....+(q,+1) QE Les nombres 4%, Ga,...., Q,; n'étant pas inférieurs à un, cette somme ne
doit pas surpasser 29 D +24 Qi... +29; Qi) donc DL 2 (Qu Q ++... + Qi)
Or d’après les formules (13) on obtient Qs = Q d + Q=Qu ro,
Quisr 7 Qi Qi 4e Qi 43*
L’élimination de @,, @,,... : i nous donne Qrsa = Vada + Qd te. «+ Qi Qi + Qc Par conséquent, Q, étant égal à un ($ Il), on aura Qi > Qade + Qi tes + Quid Donc l'inégalité obtenue pour + nous donne m<2Q,,,,.
Mais d’après la propriété des réduites
Po F, Poi Pit
Qo? Q:1°° “a * Qui? Qui" Pie
obtenues ($ II) par le développement de a en fraction continue, la différence 2 : a@, = D;
- L Li « 1 est, comme on sait, inférieure à -——, donc Q2i+1
Qi < D, 5’ par conséquent l'inégalité obtenue nous donne HA Ée Fr ,
ce qu’il fallait démontrer.
D’après l’inégalité qu’on vient d’obtenir
x << Fr ,
où D 2i > s,
et € étant le degré d’approximation avec lequel la différence y — ax
représente b, on voit que pour les valeurs x, y déterminées par les formules (22) la différence
y — ax
en restant inférieure à b, représente d à
près. Mais en remarquant qu’on obtient ces systèmes de valeurs de x et y chaque fois qu’on arrête la série
à un des termes & D, , LS 5; POS
en posant / = 0, nous concluons qu’il y aura une infinité de tels systèmes, si l’on prolonge la série indéfiniment. Or cette série peut évidemment se terminer dans un des deux cas: ou les quantités
4 / (QG —1 !
DD DD D
déterminées par le développement de a en fraction continue se présentent en nombre fini, ou bien les coefficients de la série
1Æ1 7) (g—@1—1) 11 » (g3—a3—1) —— D," ED D, +...
2 Le
à partir d’un terme quelconque, deviennent nuls. Le premier cas, d’après le $ V, a lieu si la fraction continue provenant du développement de la quantité a se termine, c’est à dire, si & est commensurable. Dans le second cas, d’après le $ VI, la série
prolongée jusqu'aux termes devenant nuls, donne la valeur
ÿ (1) au dernier des quantités Di He .…
près. Par conséquent cette série donne tout à fait exactement la valeur
Y(A,), si la fraction continue provenant du développement de a est infinie,
les quantités + 2 No à 0e à TRS
ayant pour limite zéro. En déterminant, d’après les formules du $ VII, les valeurs de æ, y correspondant à cette quantité 4 (AZ;) nous trouverons un système des valeurs #, y pour lesquelles la différence y— ax représente b tout à fait exactement.
Il n’est pas difficile de démontrer que dans ce dernier cas, pour a incommensurable, on trouvera une infinité de valeurs x, y pour lesquelles la différence
y — AX,
Là L4 “ LA « 2 « en restant inférieure à b, représente d à — près. En effet, soit Cd, Y—=Y
un système des valeurs x, y pour lesquelles la différence y—ax est exactement égale à b. Dans la série des réduites de la quantité a
nr 10: Pay Porn Qo? Qi’ @? 7° Qù? Qoei” :
pour a incommensurable, on trouve une infinité de fractions avec le dénominateur supérieur à æ, et ayant une valeur moindre que a. Une de telles fractions étant
il est facile de voir qu’en posant
T—= 4 +0Q,,,, y=h+Pjs
on obtiendra les valeurs x, y pour lesquelles la différence y — AZ,
. . « , « 2 « 4 en restant inférieure à b, représente b à + près. Pour le démontrer remarquons que l’expression
y — ax — b, pour les valeurs indiquées x, y, se réduit à
KM b + FE as aQ
UE ep
est, d’après la supposition, égale à b et d’après la propriété des réduites la différence
É s1 7 aQ jun
- # La 4 . \ e 1 # est inférieure à zéro et en diffère moins que D Il en résulte que pour 2A-4+-1
les valeurs considérées de x, y la différence y — ax, restant inférieure à b, 1 é ; QE
près et par conséquent à — près, car pour 7 = 4%, + Q Qi æ
donne b à ae et Q,,, > ona
É Qi
zx .
Nous voyons que dans tous les cas, pour a incommensurable, on trouve une infinité de valeurs x, y pour lesquelles la différence y — ax, en restant
. * LEMg \ « 2 « Y . La A ss inférieure à b, donne b à — près. En considérant de la même manière les
valeurs de +, y pour lesquelles la différence y— ax est supérieure à b, on arrive au même résultat. On peut donc énoncer le théorème suivant:
Théorème,
Si a est une quantité incommensurable, on peut trouver une infinité de nombres entiers x, y pour lesquelles l'expression y — ax différera d’une quan-
2 : 2 tité donnée db par une valeur moindre que 5; pour les unes de ces valeurs on aura y— ax > b, pour les autres y—ax < b.
En nous bornant au cas y — ax < b et posant
dat bn à nous aurons
ax + b = y + à.
D’après cette formule les termes de la progression arithmétique b, b+ a, b+-2a,....
s’expriment par une somme d’un nombre entier y et d’une quantité d désignant la différence entre y — ax et b. Mais d’après ce que nous avons démontré, 1l existe pour & incommensurable une infinité de valeurs de #, y
AE: : LM
pour lesquelles la différence d — b — (y — ax) est supérieure à zéro et inférieure à À. Donc pour un tel a la progression arithmétique
contient une infinité de termes dont la valeur ax-1-b est égale à un nombre 1e . : 2 ASE , s .
entier y avec une fraction moindre que =. Il en résulte le théorème suivant:
Théorème.
Si la différence d'une progression arithmétique est un nombre incommensurable, la progression contient une infinité de termes dont la partie fractionnaire est moindre que 2 divisé par le nombre des termes précédents.
En terminant ce mémoire nous ferons voir qu’on peut trouver une infinité de nombres entiers x, y pour lesquels la différence
À (lc + my +0) — À, (x + my + n,Ÿ
reste comprise entre zéro et 4 (/m,—l,m) V AA,, le nombre AA, n'étant pas un carré parfait et {m,—l,m étant différent de zéro. L'expression
À (x + my + n) — À, (x + my + nn.) étant décomposée en facteurs linéaires prend la forme
S— ax —) y— 0 2— f;),
S=n? A—mA,,
___ lim, 4, — ImA Lim — Im der ee TO OmA—m}A mA—m/A, VAA,
___LmiA, — mA Lim — Im rer 1 mA—m A mA—m? À, VAAi;
8 ___ NM 4, —nmA nan — NM VAT
7 m?A—m;?4, m?A — m,24; 8 ___ Mid —nmA NAN — NM VAT 1 mA—m;?4, m2A — m2A; 1°
Puisque d’après la supposition AA, n’est pas un carré parfait et lm—lm, est différent de zéro, la quantité « est incommensurable et dans ce cas, comme nous avons vu, on peut trouver une infinité de nombres entiers +, 7 pour lesquels la différence
(y — ax) —
£ 2 est contenue entre zéro et — et pour lesquels, par conséquent, aura lieu l’équation
ee à y— ax —$— 7
le nombre @ étant positif et inférieur à un.
En portant de là la valeur de y dans l’expression
S (y — ax — 6) (y —ax —B,),
on la réduit à celle-ci
PS f(a—a)z+8—B+T),
ce qui, d’après les valeurs de $, «, «,, 6, B,, prend la forme
(23) 40 Gm— im) VA, {1+ mm MA mA D)
lm—Ilm, x (um — 1m) VA A: g?
En nous fondant sur cette expression de la différence oi A (x + my + nŸ — À, (x + my + n.)
pour les valeurs x, y déterminées de la manière indiquée, nous allons démontrer que parmi ces valeurs il en existe une infinité pour lesquelles la différence considérée est contenue entre O et 4 (4m, —l,m) V AA, et cela a toujours lieu quand x surpasse la valeur += x, pour laquelle Les expressions
nm nm L m?A— mA, 1 lm—-lm ©? (m—m,) VAA, 2?
sont contenues entre les limites
et les expressions
4(n,ym— nm.) es , 4(mA—m°À,) =
entre les limites — _ 4 (fm — Im.) VAA, — Ea (lm—im,) V AA, }; +7 {E4 (im — Im.) V AA, + 1 — 4 (lim — Im,) V AA, }:
En effet, puisque ces expressions s’approchent de zéro en même temps
que x augmente, elles seront contenues entre les mêmes limites pour z2>%,; la même chose aura lieu après la multiplication par © < 1.
Il en résulte que pour x > x, la somme
NN — AM lim — Im,
mA— mA, 0
T (im—Im)VAA, ??
sera contenue entre les limites — 1, + oc, et la somme VAA 0 4 (nm — nm) = + 4 (n°4 — m4) =
entre les limites
ee 4 (lim — im.) V AA, — E4 (l,m— im.) VA4, À + {Ba QGm— 1m) VAA, +1 — 4m —m) VA}.
Le premier système d’inégalités nous indique que dans la formule (23) le facteur de
4 (lm—lm.,) V AA,
est positif; nous allons maintenant démontrer que le second système indique que ce facteur n’est ni égal à un, ni supérieur à un, et par conséquent l’ex-
pression (23) est vraiment contenue entre O et 4 ({,m—m,) V AA.
Remarquons pour cela que ce facteur peut être mis sous la forme
ln en où __"m—nm 0 m?A—m;24, 6?
OO hm—im à (um —Im)V AA, æ2°
Puisque le terme — (1 — 9) est négatif, le facteur considéré 1—(1 à + T ne peut être égal à 1 ou surpasser 1 que dans le cas où T>1—6; et dans ce cas après la réduction des deux derniers termes la quantité
se reduirait à 1+0,T, 0, étant ©>-0 et < 1:
Or cette expression du facteur considéré est impossible. En effet, d’après (23) la différence
A(lx + m,y+n) — À, (1x + m,y+n,), aurait la valeur 4 (sm — m,) VAA, (1+ 0, T),
ou après l'introduction de T
4 (Zum —1m,) V AA, + 0,0 [4 (n,m — nm.) E Ps he 1h 6]
Mais comme 4,9 > 0 et < 1, et, d’après ce que nous avons remarqué, l'expression
LEE (mA — m,°4,) _
A(nym — nm) —
est contenue entre les limites —{4(4m—1m,) VAA, — E4 (4m — im) VA, } 4 E4 Gm — 1m) VAA, + 1 — 4 (4m—1m,) VAA, h la valeur de la différence considérée serait contenue entre
Ea Gm—m,) VAA, et Eu Gm—1m,) V AA, +1,
ce qui est impossible; car entre ces deux nombres entiers il n’existe aucun nombre entier et la différence considérée est un nombre entier.
Il en résulte que, si dans le système des valeurs x, y déterminées de la manière indiquée. la quantité x surpasse x%,, la différence
À (x + my + n) — À, (x + my +1.)
pour ce système des valeurs sera contenue entre O et 4 (4m—1m;) V.A4;; il existe une infinité de tels systèmes, comme nous avons vu, si 44, n’est pas un carré parfait et si la différence l;m»—{m, est différente de zéro.
De la même manière en déterminant les valeurs +, y, pour lesquelles are * Re Done la différence y—«x, en restant inférieure à $, donne 8 à + Près, nous
obtiendrons une infinité de valeurs entières x, y pour lesquelles la différence A (x + my + n) — À, (x + my+n)
est contenue entre les limites 0 et —4 (Z;m—m,) V AA,.
DES
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(TRADUXX PAR M. N. DE KKHANXKOF.)
cpeonuxe Conurunaxsé.
(Maremaruuecxiä Côopaux®, ro Il, 1867 r., crp. 1—9. Liou ville. Journal de mathématiques pures et appliquées, 2 série, XIT, 1867, p. 177—184.)
(Lu le 17 décembre 1866.)
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Des valeurs moyennes.
Si nous convenons d’appeler espérance mathématique d’une grandeur quelconque, la somme de toutes les valeurs qu’elle est susceptible de prendre, multipliées par leurs probabilités respectives, il nous sera aisé d’établir un théorème très-simple sur les limites entre lesquelles restera renfermée une somme de grandeurs quelconques.
Théorème, Si l’on désigne par a,b,c,.... les espérances mathématiques des quantités Ne et «le POSE ét para, b; «,.... les espérances mathématiques de leurs carrés
de 59 9 7e le 6 Tr
la probabilité que la somme LTHY+I+....
est renfermée entre les limites
a+b+c....+aVa+b+c+....—@—b@—c—...,
a+b+c....—aVa+b+c+....—@—b@P—e#—...,
sera toujours plus grande que 1 — +, quel que soit a.
Démonstration.
Soient
di Gui Mie 9
Vis Vas Ysreeee YU
toutes les valeurs imaginables des quantités x, y, z,.... et soient
Pis Pay Paye. Py dir os ss. An)
les probabilités respectives de ces valeurs, ou bien les probabilités des hypothèses DE), De Mess
Y—=Yis Vas Ygsre ee Yno
Conformément à ces notations, les espérances mathématiques des gran-
deurs
CRE HN ETS SEE
Fe 2 2 2 2 4 — Pt; + Po Lo + Pa Ts +... + DL),
(2) | b=QU +R QU + FLOU
mars 2 2 2 . 2 Cr HR ETS EST
Diet 6 26e ne. IR lee el SESSION TE TAN A TR RIES .
Or, comme les hypothèses que nous venons de faire sur les quantités æ, y, #,.... sont les seules possibles, leurs probabilités satisferont aux équations suivantes:
Dr ++... FD, =S À, (3) JA +de Im = À Vito Hg to ln =,
Il nous sera facile de trouver, à l’aide des équations (1), (2) et (3), à quoi se réduit la somme de toutes les valeurs de l'expression
+9, +8,+...—0a—b—c—....)"piqurur..
si l’on y fait successivement
pere
En effet, cette expression étant développée nous donne
EN RTE EEE an 2 PETER ant 2 PP l'en + 2P Ts. LU, + 2 Pulse, +2 PT Ye, He...
—2(a+b+c+....)p,g,r,....x,—2(a+b+c+....)p;a,r,....7, — —2(a+b+c+....)p,g,7r,....2—....+(a+b+c+...)pgir,..….
En donnant, dans cette expression, à À toutes les valeurs depuis À = 1 jusqu’à À —/, et en sommant les résultats de ces substitutions, nous obte-
nons la somme que voici:
2 2 2 2 QT y ee (PM + Da De) + DT +... + DL)
(D, + DH Ds +. +2.) q Ve (Pi + Ps + D HD) re Re
a VU Len ni 2 de mi 0e nets à +2 (Pi Dag Da tee D 0) QT peu 2 (DL Palo + Das +00) ul yee8s
HD HP Pate HD) ls... Yn 8, M dia —2(a+b+c+....)(p mn + Pts + Pila +... Hp), De be he JP RP EM HET AE
—2(a+0+c+....)(9, + +2 +....+7, use...
el eue tree ren rene 6 ele er ei are ee ip er 0% ,6- 70" db 0.0 0 © © 6.6, à 0.0 € 0 + _e
Si, en vertu des équations (1), (2) et (3), nous mettons à la place des sommes Pit Pa Te PB oc DT, Pi DH Pa Le + Pas Ho HDi Pi EP EP tr... EP
leurs valeurs a, a, et 1, nous obtiendrons la formule que voici:
2 2 Bye FQulyceee Yy lys Hesse =
+2aq,r,.... Ya + 20e. 2, +... + 2q7,.... Ynéy Here —2(a+b+c+....)agr,....—2(a+b+c+....)gr,....7, —
—2(a+b+c+....)ar,..…. à
et ne ue RE Es DEN CLAOLOE
— (690 — Donnons dans cette formule à pe les valeurs st, 2,2,.5:, 0,
puis sommons les expressions qui résultent de ces substitutions, et remplaçons les sommes di Ya TH Yo ge. TE Gun Um?
NU -F a Ya QG Ys 2. Hg UE hr +r. ue +)
par leurs valeurs b, b, et 1 tirées des équations (1), (2) et (3), nous obtiendrons l’expression suivante:
TE ARR D RE A LE UOTE Me me Dee À NOTE 7 À PU UE eue OPUS A CS — 204 6+ LPO MP CRE.
tee ns 2 2(0+b+c+...)r, 8. F(G+bre+... Jr...
En traitant de la même manière v,.... nous verrons que la somme de toutes les valeurs de l’expression
RE RD Gr PR Rs, qu’on obtient en faisant À, 258... pes 452,8, NS D'SRN Re
sera égale à +, +C +...
+2 ab+2ac+2bc+....
— 2 (a+-b+-c+ …..)a—2 (abc...) — 2 (a+-b+c+ ...)c—
+(a+b+c+....Ÿ, Cette expression étant développée se réduit à Œ+b+c+....— 0 —1b—c@—....
D'où nous concluons que la somme des valeurs de l’expression
(t)+Yy+e +... .—a—b—c—....YŸ hi D D
qu’on obtient en faisant
= 1,2,8,.t5 ue, 2 2m mel, 2, RS
sera égale à De Or, il est évident qu’en rejetant de cette somme tous les termes dans lesquels le facteur
@\+Yu ++... —a—b—c—....?
(a +b+e +... —a—b?—c—...,) est inférieur à 1, et en le remplaçant par l’unité partout où il est plus grand que 1, nous diminuons cette somme, et elle sera moindre que
Mais cette somme, ainsi réduite, ne sera formée que des produits
PieQueTyree qui correspondent aux valeurs de +,, Yu psc ++ POUr lesquels l’expression (a) + Yu +8 +... —a—b—c—....} 1
À LÉ ORS E r M te LÉ À ur. cu Ve ?
et elle représentera évidemment la probabilité que x, y, z,.... ont des valeurs qui satisfont à la condition
(x+y+iz+... —a—b—c—....}
(4) HR PR T oui) 1.
Cette même probabilité peut être remplacée par la différence 1— P,
si nous désignons par P la probabilité que les valeurs des x, y, 4.... ne satisfont pas à la condition (4), ou bien, ce qui est la même chose, que ces quantités ont des valeurs pour lesquelles le rapport
n’est pas > 1; et par conséquent, que la somme
reste comprise entre les limites
a+b+c+....+aVa+b+c+....—@—br—@—....,
aHb+c+....—aVa+b,+c+....—@—pP—a—.,,.,
D'où il est évident que la probabilité P devra satisfaire à l'inégalité
qui nous donne
ce qu'il s’agissait de prouver.
Soit N le nombre de quantités x, y, z,....; si l’on pose dans le théorème qu’on vient de démontrer —VN
et que l’on divise par N la somme
LH+-Y+I
et ses limites
a+b+c+....+aVa+b+c+r....—@—b@—c—....,
a+b+c+...,—aVa+b+c+....—@—b—c@—....,
on obtient le théorème suivant concernant les valeurs moyennes.
Théorème, Si les espérances mathématiques des quantités EUR PTE ot nf MATE
sont respectivement a, b, Cp. @:, ds Cipso
la probabilité que la différence entre la moyenne arithmétique des N quantités %, Y, &,.... et la moyenne arithmétique des espérances mathématiques de ces quantités ne surpassera pas
EE a? + D? + c2+. ...
sera toujours plus grande que
t2 1 — 7" quel que soi t.
Comme les fractions Cn+bh+a+....
expriment les moyennes des quantités
CNE ee PP
APE A PE PUE toutes les fois que les espérances mathématiques
a, b, Cycoee
EN OEE
ne dépasseront pas une certaine limite finie, l’expression
aura aussi une valeur finie, quelque grand que soit le nombre N, et par conséquent il dépend de nous de rendre la valeur de
1 A +b+c+.... a+ b?+ ct +...
aussi petite que l’on voudra, en attribuant à £ une valeur suffisamment grande. Or, comme, quel que soit é, l'accroissement du nombre N jusqu’à
. o . 2 “ 2 l'infini rend nulle la fraction D nous concluons, en vertu du théorème précédent:
Théorème,
Si les espérances mathématiques des quantités
FE Le, U,, ..
et de leurs carrés de 2 2 U, ? U, 2 L, 2 ...
ne dépassent pas une limite finie quelconque, la probabilité que la différence entre la moyenne arithmétique d'un nombre N de ces quantités et la moyenne arithmétique de leurs espérances mathématiques sera moindre qu'une quantité donnée, se réduit à l’unité, quand N devient infini.
Dans l’hypothèse particulière que les quantités
se réduiront à l’unité ou à zéro, selon qu’un événement E a ou n’a pas lieu dans la 1°, 2°, 3°,.:.. N°" épreuve, nous remarquerons que la somme
U,+U,+U,+....+ Ur
donnera le nombre de répétition de l'événement E en N épreuves, et la
moyenne arithmétique
U, + U, + Us +... .+ Ur N
représentera le rapport du nombre de répétition de l'événement E au nombre des épreuves. Pour appliquer à ce cas notre dernier théorème, désignons par
Pp'pRS R
les probabilités de l’événement E, dans la 1", 2°, 3°,.... N°" épreuve; les espérances mathématiques des quantités
4 SDÈCE 5 RE 2 APR RRRNE à à et de leurs carrés CRC UE EUR
s’exprimeront, d’après notre notation, par
D'où l’on voit que ces espérances mathématiques sont "a PF. Fes . . .
et que la moyenne arithmétique des N premières espérances est
P,+P, + P;+....+Px N ?
c’est-à-dire la moyenne arithmétique des probabilités 2,, P,, P,,.... Py.
Par suite de cela, et en vertu du théorème précédent, nous arrivons à la conclusion suivante: |
Lorsque le nombre des épreuves devient infini, on obtient une probabilité, aussi rapprochée que l’on veut de l'unité, que la difjérence entre la moyenne arithmétique. des probabilités de cet événement, pendant ces épreuves, et le rapport du nombre des répétitions de cet événement au nombre total des épreuves, est moindre que toute quantité donnée.
Dans le cas particulier où la probabilité de l’événement reste la même pendant toutes les épreuves, nous avons le théorème de Bernoulli.
ANNÉES
Lettre de M. le professeur Techébychev à
M. Fuss, sur un nouveau théorème relatif aux
nombres premiers contenus dans les formes An +1 et 4n +8.
11 (23) mars 1853.
(Bull. phys.-mathém., T. XI, p. 208).
La bienveillance, avec laquelle vous avez toujours agréé mes recherches, m'engage à vous présenter un nouveau résultat relatif aux nombres premiers et que je viens de trouver. En cherchant l’expression limitative des fonctions qui déterminent la totalité des nombres premiers de la forme An + 1 et de ceux de la forme 4n + 3, pris au-dessous d’une limite très grande, je suis parvenu à reconnaître que ces deux fonctions diffèrent notablement entre elles par leurs seconds termes, dont la valeur, pour les nombres 4n + 3, est plus grande que celle pour les nombres 4n + 1; ainsi, si de la totalité des nombres premiers de la forme 4n + 3, on retranche celle des nombres premiers de la forme 4n + 1, et que l’on divise ensuite cette
différence par la quantité ee, on trouvera plusieurs valeurs de + telles, que
ce quotient s’approchera de l’unité aussi près qu’on le voudra. Cette différence dans la répartition des nombres premiers de la forme 4n + 1 et 4n + 3, se manifeste clairement dans plusieurs cas. Par exemple, 1) à mesure que c s’approche de zéro, la valeur de la série
—30 —6$0 —1C —]1C —]3C —]17C —]19C —23C D mb he He Mie Mila _ =.
s'approche de +- co; 2) la série
FGB)—F(6) +07) +fA1) —f(3)—f(7)+f(19) + f(23) +...
où f(x) est une fonction constamment décroissante, ne peut être conver-
gente, à moins que la limite du produit g° f(x), pour z— co, ne soit zéro.
Je suis parvenu à ces résultats en traitant une certaine équation, relative aux nombres premiers, et qui comprend, comme cas particulier celle que M. A. de Polignac et moi, indépendamment l’un de l’autre, nous avons trouvée dans nos recherches sur les nombres premiers.
Agréez etc.
Signé: P. Tchébychev.
Le 10 mars 1858.
Sur l'intégration des différentielles qui contiennent une racine carrée d’un polynôme du troisième ou du quatrième degré.
JANVIER (1 FÉVRIER
(Bull. phys. mathém., T. XII, p. 315—316).
Dans ce Mémoire, l’Auteur donne une méthode générale et directe pour cette intégration, en tant qu’elle est possible sous forme finie. D’après ses recherches, publiées, en 1853, dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées, de M. Liouville, cette intégration se réduit à la détermination des fonctions entières et des nombres qui vérifient certaines conditions. Dans le Mémoire présent il donne une méthode pour trouver ces inconnus, tant qu’il s’agit de l’intégration des différentielles en question, ce qu’il parvient à faire au moyen d’une certaine réduction de ses équations, d’après laquelle leur solution se réduit à un problème résolu par Abel (Oeuvres complètes, T. I, p. 33). L'auteur remarque que cette réduction de ses équations est indispensable aussi pour simplifier lintégration des différentielles plus compliquées, et qu’elle peut être avantageusement employée dans d’autres recherches d'Analyse Transcendante, et dans la Théorie des nombres elle-même, où cette méthode donne un procédé à l’aide duquel on trouvera la représentation des nombres par Îles formes quadratiques. Quant aux différentielles qui contiennent une racine carrée d’une fonction du quatrième degré, cette méthode de réduction fournit un rapprochement très intéressant de la construction des valeurs irrationnelles, avec la règle et le
compas, et l’intégration des différentielles sous forme finie. En terminant son Mémoire, l’auteur fait le résumé des procédés qui, d’après ses recherches, constituent la méthode générale d'intégration des différentielles contenant une racine carrée d’un polynôme du troisième ou du quatrième degré, en tant que cette intégration est possible sous forme finie.
Sur une formule d'Analyse.
20 ocToBRE (1 NOVEMBRE) 1854.
(Bull. phys.-mathém., T. XIII, p. 210—211).
Si l’on représente par f(x) une fonction entière du degré », et que l’on connaisse ses # + 1 valeurs
f(@), f(&), F(e”),.... Fe"),
la formule de Lagrange donne cette expression de f(x)
(x — x") (&œ — x)... (x — a?) (x — x")... , (x0— æ°) (a9— x")... F7) + =) (æ'— x")... f@)+. -ie-15
Cette valeur de f(x) peut être représentée sous différentes formes; l’une des
plus remarquables est la suivante:
A'Zf(&)— A" (a) >
SN
d (x°) f (æ°) + 4” Ÿ ns (x°) f (æ°) — …..;
où 4’, 4”, 4”,.... désignent les coefficients de æ dans les quotients de la fraction continue
résultante du développement de
1 1 1 SCAN N user ur .. NT tt
et d, (x) (x), .... les dénominateurs des fractions convergentes qu’on en tire.
Cette formule a l’avantage de donner f(x) sous la forme d’une fonction entière, dont les termes, en général, présentent une série sensiblement décroissante. Dans le cas particulier de
0 ARS Ne - nr: n—4 M) TN MR SES UT UNS Es rates PS OE A
et » infiniment grand, cette formule fournit le développement de f(x) suivant les valeurs de certaines fonctions, que Legendre a désignées par X°”
(Exer. Partie V, $ 10), et qui sont déterminées ici par la réduction de l’ex-
: _ &—+Hl ‘ :
pression log RES en fraction continue.
Mais la propriété la plus précieuse de cette formule est celle-ci:
Si l’on ne prend dans cette formule que les premiers termes en nombres quelconque "», on trouve une valeur approchée de f(x) sous la forme d’un polynôme du degré m— 1 et avec les coefficients indiqués par la méthode des moindres carrés, dans la supposition que les valeurs données de
fe), f@), F(æ),.... f(œ")
sont affectées d'erreurs de même nature.
Dans peu de temps, j'aurais l'honneur de présenter à l’Académie un Mémoire, où l’on verra, en outre, le parti qu’on peut tirer de cette formule pour l’Analyse.
Extrait d'un Mémoire sur les fractions continues.
12 JANVIER 1855 r.
(Bull. phys.-mathém., T. XIIT, p. 287 —288).
Dans une Note, lue le 20 octobre de l’année passée, M. Tchébichev a présenté une certaine formule d’interpolation qui a l’avantage de donner l’expression de la fonction cherchée avec les coefficients indiqués par la méthode des moindres carrès. Dans le présent Mémoire, il traite ce sujet dans sa forme la plus générale, savoir: en supposant que les valeurs de la fonction cherchée sont affectées d’erreurs dont les lois de probabilité sont différentes, et, dans cette hypothèse, il montre comment, à l’aide du développement d’une certaine expression en fraction continue, on parvient à trouver la valeur approchée de la fonction cherchée avec la moindre erreur à craindre. Pour la détermination de cette valeur il donne trois formules différentes, dont l’une comprend, comme cas particulier, celle qui a été l’objet de sa Note, citée plus haut. En définitive, il montre d’après ces formules les propriétés remarquables des expressions déterminées par le développement de certaines fonctions rationnelles en fraction continue.
Ainsi, en désignant par
les dénominateurs des fractions convergentes, résultantes du développement de l’expression
+ — + nn Re (x), T—%o X—X) TZ — Lo T—Ln
en fraction continue, où æ,, &,, %,,....4, sont des valeurs réelles, différentes entre elles, et 9(x) une fonction entière qui ne s’annule pas pour TL, Lin Laye + D, il Montre que les fonctions %,(x), d,(x),...., parmi toutes celles du même degré, qui auraient le même coefficient de la plus haute puissance de x, se distinguent des autres par la moindre valeur
des sommes
3 We (x) d°(x;), 2% (x) (x),
D'un autre coté, si l’on dénote par ®,, (x) la fonction
bn (x) 0 (x) i=n V 2 V2 (x) 0? (x) #—=0 et qu’en prenant ses valeurs pour D Lys Li, Tarn so Ms M0 12,0,
on figure le carré Polo) Polti); Po(La) + - + +; Po(En) Pi (do) Ph P1(Eah + + ++; Pi (&u) Pa (do) Pa), Pa(th. + .; Palm),
PA (To), Patti Palo), +, Pa),
on trouvera que ce carré vérifie les conditions suivantes:
1) la somme des carrés des termes d’une ligne verticale ou horizontale quelconque est égale à 1; 2) la somme des produits des termes correspondants de deux lignes quelconques, soit verticales soit horizontales, est égale à O.
Donc, cette fonction fournit la solution du problème, qui a été l’objet des recherches d’Euler dans son Mémoire: Problema algebraicum ad affectiones prorsus singulares memorabile. N. Comm. T. XV.
Le Mémoire de M. Tchébichev, rédigé en russe, sera imprimé dans les Vuenva Sanucru.
Sur les questions de minima qui se rattachent à la représentation approximative des fonctions.
9 (21) ocToBRE 1857.
(Bull. phys.-mathém., T. XVI, p. 145—149).
Dans le Mémoire intitulé: Théorie des mécanismes connus sous le nom de parallélogrammes (Mémoires des savants étrangers, Tom. VIT), nous avons traité la représentation approximative des fonctions sous la forme d’un polynôme, et nous sommes parvenus à la solution de ce problème:
Déterminer les modifications qu'on doit porter dans la valeur approchée de f(x) donnée par son développement suivant les puissances croissantes de æ— a, quand on cherche à rendre minimum la limite de ses erreurs entre z—a—hetx—=a+h, h étant une valeur peu considérable.
Dans le présent Mémoire nous donnons le théorème général relatif à la solution des problèmes de cette espèce, problèmes qui peuvent être énoncés ainsi :
Étant donnée une fonction quelconque avec des paramètres arbitraires
Pis Pos +... P,, U S'agit par un choix convenable des valeurs p,, ps, ....p,, de réduire au minimum la limite de ses écarts de O entre x = —h et
D'après ce théorème on reconnait aisément que dans les recherches des valeurs approximatives des fonctions, soit sous la forme d’un polynôme
PT + D, Hess HD TD, soit sous la forme d’une fraction
PE po 2 + + Pr L + Dn MN —
Ap a+ À Re. + Apr T + Am
avec un dénominateur donné, les quantités p,, p,,....p, se déterminent par la condition que, dans l’étendue où l’on cherche à réduire au minimum la plus grande des erreurs, l'erreur atteint au moins » + 1 fois sa valeur
limitative.
Tel était notre point de départ dans le Mémoire cité plus haut, Mémoire, où, comme il vient d’être dit, nous avons traité la représentation des fonctions sous la forme d’un polynôme. Mais le même théorème montre que cette condition s’altère dans le cas, où l’on cherche la représentation des fonctions sous la forme d’une fraction, ayant ses deux termes arbitraires, et qu’alors la condition dont il s’agit doit être remplacée par la suivante:
Si patio pathrs + py_1 Pr —l+1 al+ph jrs xl + + Pan T-+ +?
est la fraction qui, depuis à = — h jusqu'à x = + h, s’écarte de la fonction
donnée Y moins que toutes les autres fractions de la même forme, le nombre des valeurs réelles et inégales de x, pour lesquelles la différence
m2 ani ppattl-2s,. + ph Pn—1+1 cle pr 145 ali +... +Pn£ +1 entre x —=—h «t x = + 4h atteint ses valeurs limitatives +- L ct — L, ne
peut être inférieur à n +-1 de d'unités, à moins qu’on n'ait M—=0, D —0,....p,—=0, Pn—141 jo 0, Pr Fe 0, PE Pn—i+d = 0.
Dans cet énoncé on fait abstraction du cas, où la fonction Y et ses dérivées, pour des valeurs de x comprises entre x — —h et x — -+h, cessent d’être finies et continues, et on suppose que la fraction
mari spat-tl2s... +p, 3
Pn—1l+1 æl Er PnStr) ali +... +PnT+l
est réduite à la forme la plus simple. En passant aux applications, nous cherchons la solution de ces problèmes: 1) Quelle est la fonction entière qui, parmi toutes celles de la forme
DHDA pa +. . + PT +P,
s’écarte le moins possible de 0 entre les limites 4 = —} et æ:=+h? 2) Quelle est la fraction qui, parmi toutes celles de la forme
can +p'att plat 2... + pe + p(n)
Normes ES PE ae ne SRE SE "OS RIRE et avec le même dénominateur
n—1l—1: n—l—2 AT + À, x HCFR GEA A
s’écarte le moins de zéro entre x — — h et x — +-h?
3) Quelle est la fraction qui, parmi toutes celles de la forme
p' an—l—1 + p" an—l-2 +... + p(n—) pri) gl + pire) gl +, + pi) à + p(n+1,?
entre æ— — h et x — + h, s’écarte le moins possible d’un polynôme donné av gi AP TE 9
Malgré toute la complicité des équations qui déterminent les coefficients inconnus p,, Pas «eee Dhs PrP',....p" "9, nous parvenons à la s0lution définitive de nos problèmes, en les réduisant à des questions de V Analyse indéterminée. La même méthode peut être avantageusement employée dans plusieurs autres cas et entr’autres, dans les recherches générales sur la représentation approximative des fonctions sous la forme rationnelle, où cette méthode fournit la solution de ce problème:
Étant donnée la valeur approchée de f(x), que l’on trouve à l’aide des” méthodes ordinaires, soit sous la forme d'un polynôme, soit sous la forme d'une fraction, trouver les modifications que l’on doit faire subir aux coefficients de ces expressions de f(x), quand on cherche à réduire au minimum la limite de leurs erreurs entre x =a—h et x —=a+h, h étant une valeur assez petite.
C’est ce que nous nous proposons de faire dans un autre Mémoire, où l'on verra combien la solution des problèmes particuliers, que nous donnons à présent, est importante pour les recherches générales sur la représentation approximative des fonctions sous la forme rationnelle. Pour cette fois nous nous bornons à montrer le parti qu’on peut tirer de notre méthode en ce qui concerne les propriétés des fonctions entières et fractionnaires. Ainsi nous parvenons à établir des théorèmes d’une espèce tout-à-fait nouvelle,
tels que:
Théorème.
La valeur numérique de la fonction
4 SA M AT 2 De AS D +...
dt à h \ entre x = —h etx— + h, ne peut rester inférieure à 2 (5) : Théorème.
Dans les limites = —h et x = + h où la fraction an + plan... + pli) æ + pl)
ne devient _ sa valeur numérique ne peut rester au dessous de F1 re di POI a 2 2p0+h} ?
& étant le nombre des racines imaginaires de l’équation
ART AT it A4, +10
et © la limite inférieure de leurs modules.
Théorème, La fonction es RS H Dee ALT BA ne he dec depuis x = —h jusqu'à 2—= +-h, nepeut rester numériquement au dessous de
eva], où l’on prend le radical avec le signe contraire à celui de À.
Théorème, La fonction H F
a+ Ba" +... .+ + :
depuis x=—h jusqu'à x—=+h, ne peut rester numériquement au dessous de
|B +imE V (8 +7 D] + | (5)
A : È : \ $ des, n où l’on prend leradical avec le signe contraire à celui de la quantité B +- PE
D’après ces théorèmes on démontre plusieurs propositions très simples par rapport à la résolution des équations. En voici quelques unes: Si l’équation
DU AUTRE eo Re 0
ne contient que des puissances impaires de x, on trouvera, entre les limites
VIX, +2VIK
au moins l’une de ses racines.
Si l'équation Fe) = 2 4 AT BOT +. ...+K=0
n’a que des racines réelles, quelle que soit la valeur l, on trouvera toujours au moins l’une de ses racines entre 2(t mu rt Ta ee :
en prenant le radical avec le signe contraire à celui de A
Si la valeur numérique de lintégrale
: Î (c" + 42°" + Ba" *+....+K)dx
À Lies. n+1
esk inférieure à —— ) , On trouvera au moins une racine de
l'équation
+ it 4e +... +K=0.:
entre x = H et x = H,.
On trouvera toujours au moins une racine de l'équation Dr RE do + Bat + CO +. + Hi ++ K—0
entre Les limites
21 +1 4 +2 be DL 1 1 1 2 2À+1—1p e=—2V5k [14 WEEK 2+1 4142 ns =+2V/5x| EV LR F.
où y. est le nombre des racines imaginaires de l'équation A+ +... + Hf+K— 0,
et o la limite inférieure de leurs modules.
Si l'équation Be A4 Rate... + W+ERK=0
ne contient qu’un terme K,x°° avec la puissance paire de x et que son expo-
sant 2), ne surpasse pas À, cette équation a au moins une racine comprise entre les limites
2+1 2 (A— 20) +1 1 sk A +1 2 A — ho) +1
Outre ces théorèmes et certains autres de la même espèce, nous montrons le parti que l’on peut tirer de nos recherches par rapport à l’interpolation.
28 septembre 1857.
Sur l’'interpolation des valeurs fournies par les observations.
13 (30) mars 1858.
(Bull. phys.-mathém., T. XVI, p. 253—858).
Si le nombre des valeurs interpolées surpasse celui des termes que l’on conserve dans leur expression, l’interpolation peut être exécutée par diverses méthodes. Mais ces méthodes, dans chaque cas particulier, sont loin d’être également bonnes; elles différent entre elles, soit par la prolixité plus ou moins grande des calculs, soit par la grandeur de l’erreur moyenne à craindre, tant qu’il s’agit d’interpolation des valeurs fournies par les observations, et conséquemment affectées d'erreurs. Comme on ne peut gagner au delà d’une certaine limite, sous un de ces rapports, sans perdre sous autre, il est impossible de donner une méthode d’interpolation qui soit en général préférable à toutes les autres; car, suivant le cas, on tient plus ou à la simplification des calculs, ou à la précision des résultats. C’est ainsi que le choix de la méthode d’interpolation dépend du nombre des valeurs à interpoler. Si ce nombre est assez petit, les données d’interpolation n’offrent que bien peu de ressources pour atténuer l'influence de leurs erreurs sur celle du résultat cherché, et alors il est important d’en tirer tout le parti possible pour diminuer l’erreur moyenne à craindre, ce qu’on ne peut faire qu’à l’aide de /a méthode des moindres carrés. Dans le cas contraire, le nombre considérable des données qu’on a à sa disposition, nous dispense de recourir à la méthode des moindres carrés qui exige des calculs trop longs. Dans ce cas, à la simplification des opérations numériques, on peut bien sacrifier une partie plus ou moins considérable de ce que les valeurs interpolées offrent pour apprécier le résultat cherché. Dans le Mémoire sur les fractions continues, présenté à l’Académie en 1854, nous avons traité l’interpolation d’après la méthode des moindres carrés, et nous sommes parvenu à une série qui donne directement les résultats d’une telle interpolation, indispensable, comme nous venons de le voir, si le nombre des va-
leurs à interpoler est assez petit. Dans le présent Mémoire nous montrons comment, d’après nos méthodes, on parvient à d’autres formules d’interpolation qui peuvent remplacer avec avantage celle dont nous venons de parler, tant que son application, à cause du grand nombre des valeurs interpolées, d’une part, cesse d’être importante, et de l’autre, devient peu praticable.
Nous ne traitons pas les différents cas particuliers que peut présenter l’interpolation suivant le uombre, plus ou moins grand, des valeurs interpolées; nous nous bornons à considérer celui qui est la limite de tous les autres, où le nombre des valeurs interpolées est infini. Quoique, en réalité, ce nombre ne soit jamais infini, les formules qu’on trouve dans cette supposition, peuvent être cependant d’une application utile; car elles présentent la limite vers laquelle convergent très rapidement les résultats d’intérpolation, à mesure que ce nombre augmente, et il ne sera pas difficile de voir, dans chaque particulier, de quel degré d’approximation ces formules sont susceptibles d’après les valeurs interpolées.
Ainsi, entre autres formules, nous parvenons à celle-ci:
a a a f(X)=S | fo)da+ | l f(x) dx— La «| l f œte-fieu.f f(x) de fes
| er +5
0 V2 ; “Uios-[ fau f(x) dx freres |æ=2ex
Fr V5+1 V5—1 V5—1 V5-+1 ra 4 if 4 $ ESPN Yu PRE a Sa goes Lee Tee f(x) dx+ | f(x) dx- | f(æ) dx + | f(x) dx | — _. A Lu V5+1 V5—1 V5—1 V5+1 — a 4 de a —$ UT «| fs f(x) dx— fade» CCE fe dx + fo de f(x) ja Anar V3 y3 — à — — a
ÆS 2 + etc.
Bien que cette formule contienne des intégrales, pour évaluer ses termes avec une approximation suffisante et au delà de celle que les erreurs des données elles mêmes comportent, on n’a besoin ordinairement que d’un nombre très limité de valeurs de f(x) entrex—=—aetx—+#4. Mais
tant qu’on a un nombre suffisant de valeurs de f(x), cette formule peut être avantageusement employée pour l’interpolation; car ici, d’une part, les opérations numériques, eu egard à la complication du problème, sont assez courtes, et de l’autre, l’influence des erreurs des valeurs interpolées sur celles du résultat cherché est notablement atténuée.
Pour s’en assurer remarquons que toute la difficulté de l’interpolation, d’après cette formule, se réduit à l’évaluation des intégrales
a a 0 f(x) dx, | f(x) dx, f(x) dx, etc.
d’après les valeurs connues de f(x). Or, quoique le nombre des différentes opérations arithmétiques que cela exige croisse à l’infini avec celui des valeurs interpolées de f(x), ces deux nombres ne sont que du même ordre de grandeur, tandis que dans la méthode des moindres carrés le premier est d’un ordre supérieur relativement au second. D'autre part, la composition de cette formule montre que l’erreur moyenne du résultat, provenant de celles des valeurs interpolées, est en général du même ordre de grandeur que l’unité divisée par la racine carrée de leur nombre, comme cela a lieu dans la méthode des moindres carrés.
Quant à la détermination des intégrales
ñ ) dx, l f(x) dx, f(æ) dx, etc.
qui entrent dans notre formule, elles peuvent être évaluées d’après les valeurs connues de f(x), avec une approximation plus ou moins grande. Mais si ces valeurs sont assez rapprochées, on pourra souvent, dans leur évaluation approximative, se contenter de cette formule très simple:
F f (x) di =; 2 Rite 2h) f (x,) +(&, +2 —&)) f (x, œ, ,,)+(@, 3%) f (&, 4 +) Han Ge,.) fe) + C0H—a,—x,..,) f@)l.
f@), f@).... fa), FO, fa, ,), fa), fa)
étant les valeurs connues de f(x), et
où
Ds Tips D, À, celles de x, comprises entre 4—h et x—H. — L'erreur de cette expression
de l'intégrale [ f(&) dæ, comme il est aisé de le reconnaître, sera toujours
inférieure à (H—}h)B ( À =t7 =) Aë, < 45*
où À, B désignent les plus grandes valeurs de f’(x), F(& (x) entre æ —h et æ = H, et A la plus grande des différences
Es OU Un AVE du ur HN.
De plus, on pourra trouver les intégrales
fo dx, fr (x) dx, f(æ)dzx etc.
— à à peu près sans si l’on a une représentation graphique de la fonction f(æ), construite d’après ses valeurs connues; car alors, pour évaluer toutes ces intégrales, on n’aura qu’à déterminer les aires de la courbe
y = f(x), entre æ—=—a et x = +4, entre æ—0 et z—a, etc., ce qui se fera très aisément à l’aide du planimètre.
Remarquons encore qu’en faisant dans cette formule
fraas= ru
on trouve
F(a)-F(-a) F(a)—2F(0}+-F(—a) FQ-2r($}2r(- S)Ft-o F'(X)- 2a + a? X+ a (2X7- 5°)
- a Es ent. à (75) 27 ÊE 2F(— Art [V5+1 V5] V5—1 V5+1.: - . æe d-2H( ar 2 aie a }e2r(- 7 a)-F(-0 & X1_ 6 @X2+2 af) V8 a q ie
ot an me es (16X5-16a7X at X)
+- etc.,
formule qui peut être avantageusement employée pour la détermination de la première dérivée F'(x), d’après les valeurs données de F(x), si toutefois ces valeurs sont assez proches entre elles, pour qu’on puisse évaluer d’après elles, avec une approximation suffisante, toutes les valeurs de F{(x) qui figurent dans la formule
On reconnaît aisément l’avantage -de cette formule sur celle que l’on trouve d’après le calcul des différences finies, en remarquant qu'ici les diviseurs sont comparativement plus grands, et par conséquent les erreurs des valeurs connues de F(x) ont moins d’influence sur celle de F’(X) qu’on cherche, ce qui est très important dans plusieurs cas.
” nn rt)
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