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On oppose assez volontiers, dans le domaine de la mécanique appliquée, Thomme de la théorie à Thommc de la pratique. Le premier, enclin aux spéculations abstraites, est tenu pour préférer aux problèmes qu'olTre la réalité ceux qui se prêtent plus aisément aux solutions élégantes et, par suite, pour être disposé à négliger, en dépit de leur importance intrinsèque, telles circonstances qui seraient de nature à entraver le jeu de l'instrument analytique ; le second, au contraire, uniquement soucieux des données de Tempirisme, pour regarder toute théorie scientifique comme un luxe superflu dont il vaut mieux se passer.
Il ENCYCLOPÉDIE SCIENTIFIQUE
Ce sont là des tendances extrêmes contre lesquelles il convient de se mettre en garde. S'il est vrai que certains esprits, séduits par l'imposante beauté de la science abstraite, ont quelque répugnance à se plier aux exigences de la réalité, généralement difficiles à concilier avec une aussi belle harmonie de forme, que d'autres, en revanche, par crainte des complications qu'entraîne à leurs yeux l'appareil analytique — peut-être aussi, parfois, en raison de leur manque d'habitude à le manier — >■ tendent à méconnaître les éminents services qu'on en peut attendre, il n'en reste pas moins désirable, pour le plus grand bien des applications, de voir réaliser l'union la plus intime de la théorie et de la pratique, de la théorie qui coordonne, synthétise, réduit en formules simples et parlantes les faits révélés par l'expérience, et de la pratique qui doit, tout d'abord, les en dégager. La vérité est que l'une ne saurait se passer de l'autre, que toutes deux doivent progresser parallèlement. Ce n'est pas d'hier que Bacon l'a dit : « Si les expériences ne sont pas dirigées par la théorie, elles sont aveugles; si la théorie n'est pas soutenue par l'expérience, elle devient incertaine et trompeuse. )>
Développant cette pensée, un homme qui, dans un domaine important de la Mécanique appliquée, a su réaliser, de la façon la plus heureuse, cette union si désirable, s'est exprimé comme suit^ : «... La théorie n'a point la prétention de se substituer à l'expérience ni de se poser en face d'elle en adversaire dédaigneux. C'est l'union de ces deux
* Commandant P. Chardosnier : Historique de la Balistique extérieure à la Commission de Gdvre^ p. G.
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opérations de l'esprit dans une règle générale pour la recherche de la vérité qui constitue l'essence de la méthode : la théorie est le guide qu'on prend au départ, qu'on interroge sans cesse le long de la route, qui instruit toujours par ses réponses, qui indique le chemin le plus sûr et qui découvre Thorizon le plus vaste. Elle saura réunir dans une même explication générale les faits les plus divers, conduire à des formules d'un type rationnel et à des calculs d'une approximation sûre.
« La science aura plus d'audace parce qu'elle aura une base plus large et plus solidement établie. Les résultats expérimentaux, au lieu de faire nombre, viendront à chaque instant contribuer à asseoir la théorie et ce n'est plus en eux-mêmes que les faits seront à considérer, luais suivant leur place rationnelle dans la science. La théorie saura mettre l'expérimentateur en garde contre les anomalies des expériences, et l'expérience, le théoricien contre les déductions trop audacieuses de la théorie. »
Ces quelques réflexions pourraient servir d'épigraphe à la première moitié de la présente Bibliothèque consacrée à la Mécanique appliquée. Elles définissent l'esprit général dans lequel sont conçus ses volumes : application rationnelle de la théorie, poussée aussi loin que le comporte létal aeluel de la science, aux problèmes tels quils s'offrent effectivement dans la pratique, sans rien sacrifier des impérieuses nécessités de celle-ci à la plus grande facilité des déductions de celle-là.
Il ne s'agit pas, dans l'application scientifique ainsi comprise, de torturer les faits pour les forcer à rentrer, vaille
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que vaille, dans le cadre de théories, plus ou moins séduisantes, conçues a priori^ mais de plier la théorie à toutes les exigences du fait ; il ne s'agit pas de forger des exemples destinés à illustrer et à éclairer l'exposé de telle ou telle théorie (comme cela se rencontre dans les Traités de Mécanique rationnelle où une telle manière de faire est, vu le but poursuivi, parfaitement légitime), mais de tirer de la théorie toutes les ressources qu'elle peut ofl'rir pour surmonter les difficultés qui résultent de la nature même des choses.
Quand les problèmes sont ainsi posés, ils ne se prêtent généralement pas à des solutions aboutissant directement à des formules simples et élégantes ; ils forcent à suivre la voie plus pénible des approximations successives; mais définir par une première approximation l'allure générale d'un phénomène, puis, par un effort sans cesse renouvelé, arriver à le serrer de plus en plus près, en se rendant compte, à chaque instant, de l'écartement des limites entre lesquelles on est parvenu à le renfermer, c'est bel et bien faire œuvre de science; et c'est pourquoi, dans une Encyclopédie qui, comme son titre l'indique, est, avant tout, scientifique, la Mécanique appliquée a sa place marquée au même titre que la Mécanique rationnelle.
La seconde moitié de la Bibliothèque est réservée aux divers arts techniques dont rensemble constitue ce qu'on est ordinairement convenu d'appeler le Géme tant civil que militaire * et maritime.
* Le moi étant pris dans sa plus large acception et s'étendant tout aussi bien à la technique de V Artillerie qu'à l'ensemble de celles qui sont plus particulièrement du ressort de l'arme à laquelle on applique le nom de Génie.
MECANIQUE APPLIQUEE ET GE?ÎIE V
Ici, de par la force même des choses, l'exposé des principes s'écarte davantage de la forme mathématique pour se rapprocher de celle qui est usitée dans le domaine des sciences descriptives. Cela n'empêche d'ailleurs qu'il n'v ait encore, dans la façon de classer logiquement les faits, d'en faire saillir les lignes principales, surtout d'en dégager des idées générales, possibilité d'avoir recours à une méthode vraiment scientifique.
Telle est l'impression qui se dégagera de l'ensemble de cette Bibliothèque dont les volumes ont été confiés à des spécialistes hautement autorisés, personnellement adonnés à des travaux rentrant dans leurs cadres respectifs et, par cela même, pour la plupart du moins, ordinairement détournés du labeur de l'écrivain dont ils ont occasionnellement accepté la charge en vue de l'œuvre de mise au point dont les conditions générales viennent d'être indiquées.
Il convient d'ajouter que le programme de cette Bibliothèque — dont la liste ci-dessous fait connaître une première ébauche, susceptible de revision et de compléments ultérieurs — s'étendra à toutes les parties qui peuvent intéresser l'ingénieur mécanicien ou constructeur, à l'exception de celles qui ont trait soit aux applications de l'Electricité, soit à la pratique de la construction proprement dite, rattachées, dans cette Encyclopédie, à d'autres Bibliothèques (29 et i!i).
Les volumes seront publiés dans le format in- 18 Jésus cartonné; ils formeront chacun 400 pages environ avec ou sans figures dans le texte. Le prix marque de chacun deux, quel que soit le nombre de pages, est fixé à 5 francs. Chaque volume se vendra séparément.
Voir à la fin du volume la notice sur l'Encyclopédie scientifique pour les conditions générales de publication.
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fpUOBLÈMES BALISTIQUES SECONDAIRES)
1 . Les termes secondaires du problème balistique. — La Balistique Extérieure,' branche terrestre de r Astronomie, comporte comme celle-ci, un calcul des Perturbations qui viennent affecter la trajectoire simple donnée par la solution du problème balistique principal. Avant systématiquement éliminé toutes les forces agissant sur le projectile, à Texception des deux dont l'influence est absolument prépondérante, à savoir la pesanteur et la résistance de Vair, la Balistique Rationnelle s'est proposé le problème dit principal : c'est l'étude du Mouvement clans un milieu résistant, liomogène, immobile, d'un point matériel pesant soumis à V action de la gravité , force toujours constante et parallèle et de la résistance de Vair, force toujours tangentielle.
Ce problème a fait l'objet d'un volume précédemment paru dans Y Encyclopédie Scientifique sous le titre Balistique Extérieure Rationnelle (problème balistique principal) ^
11 y a lieu maintenant de se préoccuper des inexactitudes
• Gii., 6.
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systématiques de ces hypothèses simples et de voir comment réagissent, sur la trajectoire principale, les propriétés réelles du milieu atmosphérique, de la gravité, de la terre et du projectile ^,
Mais, la gravité et la terre, au pointde vue de leur action secondaire sur les trajectoires, sont si intimement dépendantes l'une de l'autre, qu'on peut logiquement rapporter les perturbations ou termes secondaires du problème balistique aux trois causes suivantes : I'Atmosphère, la Terre, le Projectile.
Tels seront les titres des trois Livres dont se composera le présent ouvrage.
2. L'Atmosphère. — Le Livre I traite de deux problèmes principaux.
Le premier est relatif aux modifications que subit la trajectoire du fait de la Variation de la Densité de Vair avec l altitude. Faibles dans les cas ordinaires de la pratique, ces modifications deviennent importantes sur la trajectoire considérée dans son ensemble, lorsqu'on suit le projectile depuis son entrée supposée dans l'atmosphère terrestre jusqu'à une région hypothétique où la densité de l'air deviendrait infinie.
Nous donnons la discussion dans le cas général et les formules nécessaires pour efl'ectuer les corrections dans chaque cas usuel .
Le second problème traité est celui des Effets du Vent atmosphérique sur les trajectoires. C'est une question classique en Balistique, qui donne un exemple très simple et très intéressant de la théorie du mouvement relatif.
* Cu., 6 p. 2.
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'*). La Terre. — Dans le Livre II, après avoir donne soinmaircincnt les propriétés du Mouvement planétaire du projectile, nous avons eu à exposer le problème des î
Effets de la Rotation de la terre sur le mouvement des projectiles. Nous Favons développé avec tous les détails nécessaires et nous a\ons acconipii^né les démonstrations d'exemples ninuéricpies.
I^a (piestion des Effets de la Rotation de la terre est, depuis la solution ([u'en a donnée Poisson, un ])roblénie classique qu'on trouve ex[)Osé dans la plupart des Traités de mécanique rationnelle. S'il subsiste encore (pielques difficultés, elles ne paraissent porter que svu* des termes extrêmement petits, de l'ordre, relativement aux termes principaux, du carré a'^ de la vitesse auf^ulaire de rotation de la terre. Lue discussion récente, soulevée à l'Académie des Sciences entre deux savants matbématicicns, MM. de Sparre* et Fouclié - a rappelé l'attention sur le calcul de ces termes tort petits.
Maisj (piand on chercbe à substituer au jeu automatique des formules d'analvse, un raisonnement de mécanique, il est aisé de s'apercevoir cpie Th^polbèse classique, de même que l'analyse de MM. de Sparre et Foucbé, qui en est le développement, laissent de côté un terme du second ordre, en a'^, exactement du même ordre de grandeur que les termes du premier ordre, en a, seuls conservés par bvpoihèse.
De Saint-Robert ^ tlans le magistral exposé mécanique et géométrique (pi'il a donné de la question a, à la vérité, introduit la considération de ce terme. Mais, après avoir
* De Spviirk, 5, I». 33,^, p. 363.
* FotciiK, 1, p. 2-26, 2, p. 457.
^ Di: s viNT-llonKiiT. p. 3.^7.
traité certains cas particuliers en en tenant compte, il l'abandonne soudain dans le cas général, préoccupé sans doute de retrouver les résultats mômes de Poisson, de sorte que son analyse est incomplète et que les applications qu'il l'ait des formules ne sont pas entièrement correcles.
4. Le Projectile. — La Balistique Extérieure ofïie. dans l'étude du mouvement du projectile qui n'est plus ici supposé réduit à son centre de gravité, de très intéressants exemples d'application du chapitre de la Mécanique Rationnelle intitulé Mouvement d'un solide entièrement libre.
Nous avons étudié rapidement et tout au moins qualitativement, les mouvements de projectiles de forme variée et d'application ancienne ou encore possible pour l'artillerie .
Nous avons donné ensuite, a\ec les détails nécessaires, la théorie de la Dérivation des projectiles ohlomjs, en ayant soin de ne pas dépasser la limite où les hypothèses admises ne sont plus physiquement réalisidjicî, ovi, en même temps, la Balistique liationnellc du problèuie principal cesse d'être applicable et où les projectiles oblongs deviennent inutilisables pour le service de l'artillerie.
Ainsi dcdimitée, la théorie de la déri\alion a été amenée par une suite de savants artilleurs balisticiens : les connnandant de Brettes, colonel de Saint-Robert, général Mayewski, commandant Joufl'iet, capitaine de Sparre, commandant Muzeau, commandant Ilermary, etc., à une très grande perfection.
Une très heureuse représenta tioy géométrique due ù M. de Sparre, donne au problème un haut degré de simplicité et de clarté et joue, dans ce chapitre de la Balistique
ralionnellc, le même rôle lumineux que, en mécanique, la théorie de Poinsot pour le problème classique de la rotation des corps. On peut pousser jusqu'au bout la solution, c'està-dire jusqu'aux applications numériques, tout au moins dans le cas le plus important, celui du Tir de plein fouet. ^ous avons lait connaitre quelques théorèmes nouveaux et i^énéralisé la solution de M. de Sparre en l'appliquant au cas d'une résistance de l'air de forme analytique quelconque et au cas d'un départ initial irrégulier du projectile. La solution actuelle paraît donc absolument complète.
>. Rappel des notations. — Les équations diflerentielles du mouvement principal sont les quatre suivantes* :
d(v cos t) cvF(v) i'ï '- =^= , dx = — — «T,
iU =:: , a V = ti? -z ci'.
(j cos ': ^ (1
-z est l'inclinaison de la tangente à la trajectoire, au point x,y ; / le tenq)s depuis l'origine jusqu'en ce point ; v la vitesse totale ; F(t') la fonction de la vitesse qui représente la résistance de l'air ; cF(l') l'accélération de cette résistance ; c le coefficient balistique-. On a :
2 '. inJice de forme,
• » ^ ^, poids du mètre cube d'air,
^ — ''^ jj * a, diamètre du projectile en mètres,
i />, poids du projectile en kilogrammes.
* Ch., 6, p. 8.
VARIATION DE LA DENSITÉ DE L'AIR AVEC L'ALTITUDE
I I . — Lois de la variation!
6. Poids du mètre cube d'air — La résistance que Tair oppose à un projectile est proportionnelle à la densité de cet air ; cette quantité entre, dans l'expression
du coefficient balistique c = « A — , par la lettre A,
poids du métro cube d'air.
i'' A peut éprouver une variation accidentelle d'un jour à Tautre suivant les conditions atmosphériques (baromètre, Ihermomèlre, hygromètre) ou une variation systématique quand on passera d'un champ de tir à un autre d'altitude difFércnte ; les corrections qu'on devra apporter à la trajectoire supposée calculée avec le poids normal du mètre cube d'air ( 1*^,208 est le poids normal adopté pour les tables de tir de l'artillerie navale) , pour passer à ces nouvelles conditions de tir, seront connues par
8 l'atmosphère
les a formules différentielles » du problème principal ol correspondent à une variation ôc du coefficient balistique
telle que — = — -. Ainsi, pour le Tir de plein fouet,
ce sont les formules ^ établies pour le problème principal qui sont applicables à ce problème.
2^ Mais, la variation de la densité de Tair à mesnro qu'on s'élè\e dans Tatmosphèrc est une cause d'erreur systématique qui affecte toutes les trajectoires et dont il y a lieu, par suite, de savoir tenir compte dans \?< calculs.
Vprès avoir établi la loi de celle variation et démon! ré la formule qui la représente, nous étudierons, en pre niier lieu, les modilications systématiques que subissenl, de ce fait, h\s propriétés générales des trajectoires ; puis, dans le chapitre suivant, nous donnerons, pour les différents cas abordés dans la solution du problème balistique principal, les formules de correction nécessain^s.
7 Équation d'équilibre de l'atmosphère —
Supposons la graAlté g constante et prenons l'origine des altitudes au niveau de la mer. Clierclions Tétat d'équilibre que prend une masse gazeuse, indéfinie, soumise à la seule action de la ])esanteur ; cette force agit par hypothèse également sur toutes les molécules du fluide.
Soit Ily la pression atmosphérique en un point d'allitude y et Ay la densité (proportionnelle au poids du mètre cube) de l'air au même point. En écrivant que la variation de pression d[\y fait équilibre au poids
* Cit., 6. p. ijf).
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d'une couche d'air infiniment mince d'épaisseur rfy, Téquation d'équilibre sera :
f/n, = — ryA,f/j
avec le signe — , parce que 11^ el y ont des varialions en sens contraire.
L'air atmosphérique étant un gaz parfait, soumis aux lois de Mario lie et de Cay-Lussac, on adjoindra à la première équation la suivante qui est vérifiée au point d'altitude y :
où A et a sont des constantes et 0^. la température au point y.
On a ainsi quatre Aariables IT,, A^., 0^, el y entre iesquelles existent deux relations. Pour pouvoir traiter le problème, c'est-à-dire pour pouvoir éliminer deux quelconques de ces variables, il est nécessaire que, ou la théorie, ou l'expérience, ou une hypothèse fasse connaître une troisième relation entre ces quantités.
Formule barométrique de Laplace — Si on
suppose que la température de l'atmosphère dans l'intervalle des altitudes o à j puisse, en moyenne, être prise égale à 9 = — (0^ + 0^), on écrira, en éliminant Aj- entre les deux équations :
dWy ^ dy
et le coeflicient de dy sera alors considéré comme constant. On intégrera par l'équation
Log n,. = — -^ — -^ — ^ + const.
la l'atmosphère
cl si pour y = o, on a Dy = 11^, il viendra :
cVoii
Comme, à la température constante 9, on a
on aura
A. = A^ /.'i + flo.
La formule précédente, dite de Laplace^ sera d'une application facile et d'une exactitude satisfaisante lorsque, ainsi qu'il arrive dans le nivellement barométrique, on connaîtra les températures 6^ et 9y aux points d'altitude o et y.
9- Formule balistique- — Mais, en Balistique, il n'en est pas de même et on ne connaît, par l'observation, que la température 8^ au ras du sol.
L'observation démontre que la température décroît assez rapidement à mesure qu'on s'élève dans Tatmosphére ; dans les régions relati\ement liasses que sillonnent les trajectoires de l'artillerie, on peut admettre que, dans les conditions normales (c'est-à-dire quand il no se produit pas de pbénoméncs météorologiques perturbateurs) , la température décroît en moyenne de un degré centigrade pour une élévation de 180 mètres de hauteur^.
* Annuaire du Bureau des longitudes, année 1900, p. 212.
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Cette loi empirique fournit la relation complémentaire dont nous avons besoin pour l'intégration des équations différentielles du n'^ 8.
On aura donc : 0^. = 0^^ — 6y avec b =
i8o L'équation d'équilibre devient alors, enposantafe = /i':
du y rly
d'où en intégrant :
Log Ily = -y^ Log (i + aQ, — h'y) + const.
En déterminant la constante de manière que, pour y= o, on ait Ily = Fl^,, il vient :
et enfin ,
h'y \ ûi
" ^ ' I + aS
Mais, d'autre part, à la température 6y, on a n. = '^-9 (' + «Iv) \ = ^ ( I + a9„ - h'y) \
et, à la température Oq
Il„ = Xr/(i+aQ„)A„.
En portant ces expressions, dans l'équation qui donne Fly, il vient i
^' ^"V .4- al'
li ATMOSPIIEUK
C'est Ja formule cherchée, «applicable en Balis lique*
lo. Valeurs numériques. — On a * :
uS
Donc
et II' = OjOOOOloi i.
Ponr 6o = o, on.obtient les \aleurs suivantes du rapport — - en eniplovaut la formule de Laplace et la formule balistique.
I ooo
4 ooo
."iooo
Formule de Laplace .
Foriniile balistique.
I , 000 IjOOO
Ow79 , 807
Formule linéaire. , — Pour l'application de la l'onuulc aux théories balistiques où l'élévation des trajectoires au-dessus du sol n'est pas considérable, il sera toujours permis de substituer à la formule complète son dévelo[)pement en série, avec le premier terme, qui est :
A, = Ao
Ih'
' Le . coefficient À est le produit p^v^ de la formule ordinaire des Trailéî. de phvsi(pie (Lois de ALiriotte et Gav-Lussac).
Ou a :
pv= [i + <xl) /)„r, :6o X 13,0
~ i,'2(yj
: 9ÎP-
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ou bien en posant
I \ II
lit'
Pour Oo = o, h est égal à 0,000 lOi.
Eu diminuaul un peu le coefticienl /i et en le prenant égal à 0,0001, on aura, entre la formule complète et la l'ornuile linéaire, la compensation suivante :
Foriiiulo c()mj)li'l(', , . .
l^'ormulo linéaire ....
On pourra donc employer la formule linéaire
A, = Ao ( i — hy)
avec
clans prcscpic tous les calculs d'application aux trajectoires usuelles.
Kxceptionnellemenl, pour les calcids, par arcs, de trajectoires très élevées (a et \ très grands), on se servirait d'une table de la fonction complète
trou>ée précédemment.
Dans les discussions générales, où il ne s'agit que de théorèmes (pialitatifs, on emploiera aussi cette formule complète qui doime, pour Ay, une limite nulle quand y =: — (limite de liauleur théorique de l'atmosphère -j-^ = \() km ^)
* Celle limilc théorique est, comme on sait, fort au-<lessouî< de la liinilc expérimentale; la variation supposée de un degré par 180 mètres no so
i\ l'atmosphère
et qui montre que Ay tend vers rinfini pour des valeurs négatives de y tendant vers l'infini. Cette hypothèse sur l état fictif de l'atmosphère au-dessous du sol n'a évidemment pour but que d'assurer la continuité des formules et de permettre la discussion complète et théorique des propriétés des trajectoires dans un milieu où la densité dinnnue régulièrement avec l'altitude.
Si on employait une formule exponentielle telle qne Ay = ^qB^^"^, les conclusions des discussions générales seraient d'ailleurs les mêmes, ainsi du reste que les résultats des applications numériques au ras du sol, où e^'"^ peut être renq)lacé par son développement en série.
% 2. — Le mouveme:nt vertical daxs u?î milieu de densité variable
II. Mouvement ascendant- — On écrira, pour le mouvement ascendant :
ou
vdu
fj — c{i — A^nvV
= — (j — c[i — /t'jj^'FV.
Le second membre est toujours négatif; la vitesse décroît constamment et s'annule pour une certaine hauteur d'ascension. Le mouvement ascendant ne présente ainsi aucune particularité remarquable.
On démontre d'ailleurs facilement que, aussi bien dans le cas de A variant avec l'altitude que dans le cas de A constant ^, un projectile, même lancé avec une vitesse
luaiiilient pas constante. Mais, en Balistique, la valeur absolue de ces nombres limites n'est pas intéressante ; seules, l'allure de la courbe A en fonction de y et la valeur numérique de /i, dans le voisinage du sol, sont à considérer.
* Cii., 6; p. 91.
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infinie^ peut ne pas sortir des limites de Tatmosphère terrestre. Les conditions sont les mêmes que pour A constant, et dépendent de la fonction F (y) et de la valeur limite de l'intégrale D(oc). (Négliger ^ devant
la résistance et remplacer le terme rr-r- par une
valeur moyenne qui est toujours finie.)
12. Mouvement descendant — On aura, en prenant Taxe des y dirigé vers le bas :
i^ = i,-c(. +A'rrF(.).
Le coellicient c qui contient \^ se rapporte à Taltitude jy de l'origine au-dessus du sol. Nous allons étudier la courbe (i^,y).
a) Construisons d'abord dans le plan la courbe K qui répond à l'équation
Elle est obtenue en donnant à y des valeurs arbitraires et en cherchant dans la table des F(f) la valeur de V qui est telle que
La valeur de v ainsi trouvée pour un point d'altitude jj représente la vitesse terminale qu'acquerrait le projectile si l'atmosphère conservait partout la même densité qu'en y^ .
Donc, au passage du sol, v prend la valeur ordi-
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nairc v' de la \i(ossc levmînalo pour une dcnailo A„, tcili' |)iirsullc,que<-F(('') = ij .
tV- 1-
Kn un pfiinl de la i
CfUe dûrhi'i; itidiijuc cjuo y dtcruil coiislaninient dans le sens des v posilifs (vors le bas).
l'our ;)
dire V ^
^ lalo.
l'nui- y = oc, il l'iiul que ]" (c; ^ o : la crmrlie linil .is>nii>toli(ju(']ïieiil à l'axe dos y.
[Kxceptinii : si ]■((;) renfornic un Iciine i.-oii:^hiiil, y lie peul lendie vers l'inllni ; la t-oinhc finil <-ri un ccrlain pnînl de l'n\c des y] .
= jj, il faul que F[(') = 03, c'esl-i'i-
, jTOur que l'éciualion de la courlio soil courbe adincl une asxiiqilole lini'i/oii-
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b) Ceci pose, la courbe K partage le plan yOt' en deux régions. Soient y^ l'altitude du point O, origines du mouvement, \q la vitesse initiale du mobile, \j la vitesse correspondant à la même altitude y^^ sur la courbe K; la vitesse \^ est la vitesse terminale correspondant à fallitude y^^.
i3. Discussion du mouvôment — On distinguera trois cas :
Premier cas. — On a \p < \^.
Le mobile part d'une position telle que ^. Puisque Vq < \, on aura
et, par suite, 1 équation
fly
il — cil +/i'y)"^F
montre que la vitesse v croît quand y croît. Le secojid terme du second membre croissant par ses deux facteurs et pouvant le faire au delà de toute limite, il arrivera un moment où Téquation
(1 — cil -\- /iV/^F = o
J5era satisfaite. Ce sera en P, au passage de la courbe K, et la vitesse v présentera alors un maximum.
Montrons, en effet, qu'en ce point la dérivée seconde est négative. On a :
i8 l'atmosphère
dv ce qui, pour ->— = o, se réduit à
l^e second membre est toujours négatif.
Vu passage en P de la courbe K, la tangente à la cpurbe {i\y) sera verticale. Cette courbe (t',j) ne traAersera plus ensuite la courbe K et tendra vers y infini.
Ainsi donc, la vitesse terminale, dans le cas dune densité variable avec l'altitude, est nulle. Le projectile n'atteindra cette vitesse nulle qu'après un parcours de chute infini [à moins que la fonction F ne renferme un terme de frottement indépendant de i^].
Deuxième cas. — Oaz a V^ > V^.
Le mobile part d'une position telle que M.
La vitesse commence par décroître ; la dérivée pren)ière ne peut s'annuler, parce qu'il s'agirait (d'après la dérivée seconde) d'un maximum. La courbe (v^y) tend donc vers les y infinis avec une vitesse terminale nulle.
Troisième cas. — On a V^ = V^. Le point représentatif serait en Q. A l'origine, on a -7— = o; de
ay
sorte que le mouvement commence par être uniforme. La courbe {v^y) est ensuite intermédiaire entre la courbe M et la courbe N .
i4 Point de résistance maximum — Le point P où la vilesse du projectile passe par un maximum n'est pas cependant le point de la trajectoire où le
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projectile éprouve la plus grande résistance de la part de l'air.
L'accélëralion de cette résistance a pour expression, en un point :
- . H = c(i +/i'j)"FtV
et nous nous proposons d'étudier les variations de cette fonction .
D'abord, la résistance R est nulle au point J = 7-7
011 le projectile entre dans l'atmosphère.
La dérivée -7— a pour expression :
flK c(i4-h'vY'-^
7^—^ ^/' [mAVF+(,+A'y)F(<ir-c(.+A'y:,"F)]
Cette expression s'annule pour y == jj . La
courbe (R,y) part donc tangentiellement à la verticale (fig. 2).
Lorsque la vitesse v a atteint son maximum, qui est défini par la relation
on a :
(l]\ mh'(j
R =(j et
dy 1 + h' y
La dérivée est positive et R croît encore. La dérivée . croîtra jusqu'à la valeur qui annulera le crochet de la
formule donnant —7— , c'est-à-dire (jui satisfera à l'équalion :
mh'v¥ + (i + h' y] FVy —c[v-\- k'yf' F) = o.
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(iC point correspond au point d'inflexion de la courbe des vitesses, car on a :
dv
et, par suite, au point d'inflexion
(Pv rfR dy
dp
le second membre s'annule avec
dy dt
dy
On peut écrire encore, au point de résistance mmi
muni :
,^ mkvV
Après le passage par le maximum, H décroît ; mais
sa valeur ne peut pas devenir égale à ry, sans quoi on . dv
Vitesse Max.
aurait
dt
o, et par suite
■AHésistanceMax. la vitesse passerait par un
minimum, co cpii n'a pas lieu.
D'ailleurs il est aisé de j,-„ 2 montrer que pour y = oc
cl V = o, la limite de 11 est égale à y. On écrira à cet efiet :
R = cil
en négligeant l'unité devant le nombre li^y qui tend
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vers l'infini. Donc, pour trouver la \aleur de cette fraction de forme — , on écrira :
hm R = t/y«« + 1 = J'y'" H iL
Comme, d'après ce qui a été vu, on n'a pas lini U = oo, il est nécessaire, dans le second membre où v tend a ers zéro, que le numérateur [g — lim R) tende vers zéro. Donc : lim R= r/.
ij. Étoiles filantes et bolides. — Les théorèmes précédents permettent de donner de la luminosité des étoiles filantes et des bolides, une explication plus précise que celle qui est admise, en général.
« On est ainsi conduit à admettre que les étoiles fdantes sont de petits corjis obscurs circulant autour du soleil à la façon des planètes et des comètes. Dans ce mouvement, ils rencontrent l'atmosphère terrestre dans laquelle ils pénètrent et qui oppose de la résistance h leur déplacement^. Leur vitesse diminue, et une partie de leur force \i\e est transformée en chaleur : un calcul facile montre (pie l'élévation de température qui en résulte est sullisante pour porter à T incandescence les matériaux de leur surface et même pour les fondre. C'est ainsi que ces météores deviennent rapidement lumineux : si les corps sont petits, ils brûlent complètement et la fm de la conmustiou coïncide avec la disparition de l'étoile filante *. »
Si on considère, pour simpliiier le problème, un bolide
rencontrant l'atmosphère au point j ="77> avec une vitesse
dirigée vei-s le centre de la terre, son mouvement jusrpie-là unilbrmémcnt accéléré, va changer de caractère. Sa vitesse sera représentée par la courbe NP de la iigure i (i'j.) avec un maximum de vitesse en P.
* Tisser v>D et A:siK>Ti:n, p. 9.1 1.
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Mais la résistance que Tair lui oppose sera donnée par la courbe de la ligure 'i (i \) avec un maximum en C.
La température que va prendre le corps résulte de l'action simultanée de deux causes :
1** h' échauffement dû à la résistance du milieu, et qui correspond à une transformation de force \ive en chaleur; cet échaulfement est proportionnel à la résistance cF(v) dû au milieu et inversement proportionnel au volume du corps.
'2° Le refroidissement par le contact de l'air qui entoure le mobile ; il est proportionnel à la surface du mobile et à la quantité d'air qui vient au contact, c'est-à-dire à la vitesse v du corps.
Or, supposons que le corps soit venu à T incandescence en un certain point situé en amont du point de résistance maximum. Apres le passage par ce point, Véchauffemenl, comme la résistance, diminuera très vite, la fonction ¥{v) étant proportionnelle à la puissance n de la vitesse ; le refroidissement diminuera aussi, mais beaucoup plus lentement, puisqu'il est proportionnel à la première puissance de la vitesse.
On conçoit donc bien que ce dernier elfet pourra ramener le corps à une température inférieure à celle qui correspond à l'incandescence et que le l)olide s'éteindra, sans pour cola s'être comburé entièremenl, connue on le suppose d'ordinaire. La portion de trajectoire illuminée sera ainsi située de part et d'autre du point G de résistance maximum (i ',), commençant en a^ et finissant en a^ (Fig. •!). Dans cette région, il y aura un point de maximum d'éclat.
D'ailleurs on peut admettre ou ([ue l'impression sur la rétine dure assez longtemps pour qu'un trait de feu paraisse
1)ersister après le passage en ce point du corps du bolide ou )ien que celui-ci émette des gerbes d'étincelles qui le suivront dans le champ acoustique^ qu'il crée dans l'air. Pour les vitesses v très grandes du bolide (5o km. environ) considérées et pour la l'aible \itesse a du son, dans les très hautes, très peu denses et très froides régions de Talmosphère, le
' Cl.. 3.
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sillage du bolide [dont le ij-i angle 9 au sommet est donné par la formule sin cp = — I sera très peu ouvert et l'apparence de la traînée brillante se réduira à celle d'un très étroit ruban, dont l'éclat lumineux ira en se dégradant du centre aux deux extrémités.
Quant au bruit produit par un bolide qui s'approcliera notablement de la surface terrestre, il n'y a point lieu d'en chercher la cause dans son éclatement dans l'air. On percevra seulement le passage par l'oreille de son onde sonore ; celle-ci émane du centre sonore de l'observateur, dont on
sait déterminer Içi direction par la relation cos o = — .
§ 3. — Les puophiétés des trajectoires
DANS UN milieu DE DENSITÉ VARIAHLE
Équations différentielles du mouvement
— Quelques-unes des propriétés générales des trajectoires qu'on établit par la discussion des équations différentielles du mouvement* se trouvent assez notablement modifiées quand on suppose que la densité do l'air varie avec l'altitude.
Dans le cas de A variable suivant la formule Ay = Aq(i — /i'j)'", une seule des quatre équations différentielles du mouvement (5), celle de Thodographc, se trouve modifiée. On les écrira alors ainsi qu'il suit : •
V (k fj cos T
' Cil., 6, cil.
-^-—^ '- = — f I — h'y] •" : (lx==
(ly = {fy-zik.
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Les quatre théorèmes principaux qui permettent de comparer la trajectoire (A variable) et la trajectoire du mouvement principal (A constant), sont les suivants :
17. Théorème I. — La trajectoire A variable, a, au point Q (y = 00), sur la branche ascendante, les mêmes propriétés que la trajectoire A = const.
On sait : i"" que celle-ci admet toujours une tangente au point Q inclinée sur l'horizon d'un certain angle B ;
a"" Que le point Q. est rejeté à Tinfîni ou est au contraire à distance finie suivant la valeur de la fonction D(oo ).
a) Supposons que la vitesse du projectile soit très grande, et que g devienne négligeable devant la résistance cY{v) et à plus forte raison devant la résistance c(i — /i'j)'"F, formule où y est négatif.
La trajectoire dans la région voisine du point il, où on veut l'étudier, sera, à très peu près, une ligne droite.
L'équation de ce mouvement rectiligne suivant une droite inclinée de l'angle 9 sera :
— =z — Cl — /i'v ""F
Comme il s'agit de régions où y est négatif et très considérable, l'unité sera négligeable devant h' y qui tend vers l'infini; d'autre part y sera égal à 5 sinQ (avec 9 diflérent de zéro, parce que, d'après la relation dx --= 4- dx. T croît dans le sens des x néga-
tils;.
On aura donc
!^^_c(/i\sin9)'".s--F(i;;
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d'où :
s'^ds = —
vdv
c(/i'sm6)" F(v) LMntégrale en sera :
joa + l
c (A' sin ô)
[dW-d(v,)].
Par suite, m étant positif, le chemin parcouru s est fini ou infini suivant que la fonction D(oo ) est finie ou infinie, c'est-à-dire exactement dans les mêriîes conditions que dans Thypothèse de A constant (fini si l'exposant n > 2, infini, si n ^ 2) \
6) Pour trouver l'inclinaison au point Q^ écrivons l'équation de l'hodographe développée, sous la forme :
^^ ^_ [sinT 4- - ( I — AV)- Ffv)'^.
rfT
cos
ce qui, à cause de la petitesse de i devant h'yj peut s'écrire :
dv 1^
COST
sine + -(, -(/t'y)») F(«)
De cette façon, on pourra opérer comme dans le cas de A constant * et écrire :
dz
c yF cos T
smT
cF
di
COST
En intégrant et remarquant que la parenthèse du
* Cii., 6, p. 179.
* Cii., 6, p. 148.
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deuxième inenibre est toujours finie et que y =■ 8 sin 0, on écrira :
" / // -n + / ^ 'i s"i ^J ^^ ' «f' -^ -^— = 1^ Log tg - + - + const.
Mais comme
dy = sin ^ ds = tgT (/t,
le second terme du premier membre devient :
,j f Èll 'h' sin 9 ;-V» t •^J sm- ' ' v^
On a d'ailleurs :
7i' sin 0;'».v- r/À- = _ J^-
11 viendra donc, pour l'intégrale complète:
I /•/ sinO\ dv , , /t: t\
Or, la parenthèse sous le signe / est toujours finie. Donc si, comme on le suppose toujours en Balistique, la fonction
est finie pour v ■=- oc, le second membre reste fini etx,
à la limite, reste difTérent de — ,
Ainsi la tangente au point il de la branche ascendante est inclinée^ même dans le cas d'une densité croissant indéfiniment dans le sens des y négatifs.
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c) On verrait dé même que les autres propriétés relatives au temps et à Vasymptoie au point Q sont ré^îloes encore par les fonctions S ;' oo) et A (oo ;.
18. Théorème II. — La vitesse terminale sur la branche descendante est nulle, quand la densité de tair, variable avec t altitude^ devient infinie pour les y infinis négatifs.
En effet, si la résistance de Fair devient nulle cwec la vitesse, la trajectoire ne peut s'arrêter brusquemeni en un point quelconque, à distance finie, car la pesanteur ne cessant pas d'agir, ferait tomber verticalement le mobile et la vitesse ne serait nulle qu'un instant.
D'autre part, la tangente au point à Tinfini de la trajectoire ne peut pas être inclinée.
Considérons, en eflcl, en un certain point M de la branche descendante, la trajectoire A constant (avec le A du point M) et la trajectoire A variable ; celle-ci (|ui correspond sur la partie en aval de M à un coeflicient balistique plus grand sera, d'après un théorème connu \ au-dessous de la trajectoire A constant.
Donc, elle ne pourra couper l'asymptote verticale de
celle-ci, et elle admettra — pour limite, à l'infini, de l'inclinaison t.
Par suite, le mouvement vers la lin de la trajectoire A variable, se confondra sensiblement avec le mouvement vertical descendant, lequel ainsi qu'on l'a vu (i3), admet une vitesse terminale nulle.
Comme exception à ce théorème, il faut signaler que la branche dcscenaanle peut èU'c finie, dans les mêmes condi-
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lions que la hauteur de la chute dans le mouvement vertical (i3), c'est-à-dire si la résistance contient un terme de frottement qui ne s'annule pas avec la vitesse. Le projectile, quelque soit son poids relativement à l'air dont la densité a augmenté de plus en plus, devient alors, pour une altitude négative suffisante, comme une poussière en suspension indéfinie dans le milieu.
If). Théorème III. — Sur la branche descendante de la trajectoire^ il existe y après le minimum de vitesse^ un point où la vitesse du projectile passe par un maximum.
Les points où s'annule c/u, et où par suite v est maxi-* mum ou minimum sont donnés par l'équation :
smT -I (i — h'y)'^Y[v)
dx COS T
Au sommet, la quantité entre crochets se réduit à
— (i — /iTs)°* F(Vs) et par suite rfu et dx sont de
même signe. Donc v décroît.
Après le sommet, sinT croît; F (y) décroît et (i — h'yY"^ croît ; mais le produit :
décroît, car on a :
^ = (I _ h'fr F' -^ - mh' (, - h'rr-^ F -^ .
Le premier terme du second membre est du signe
dv ' . .
de -j— donc positif. Le second terme s'annule au
^'^ dy Vsommet (t = o), avec -v: = *c"- Donc dz
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et d'z sont de même signe et z décroîl comme t.
Ainsi donc, des deux facteurs du crochet, le premier sin T part de zéro et augmente en valeur absolue jusqu'à — I, en étant négatif; le second diminue et a pour limite + i puisque la résistance c(t — /i'j)'"F tend vers g pour y = oo ( 1 4) .
Comme on n'a rien spécifié dans ces démonstrations générales sur la grandeur du facteur h'\ on ne peut dire à priori si le crochet s'annule, en produisant u!i minimum de vitesse.
Maison peut affirmer que si ce minimum se produit, il devra ensuite exister un point où la vitesse passera par un maximum^ puisque elle tend vers zéro pour J == oc.
20. Théorème IV. — fl peut exister sur la branche descendante des points ou la résistance de l'air est minimum et MAXIMUM .
La résistance R a pour expression c(i — /iV)'"F(i'). Cherchons les variations de cette fonction. On a :
</R / i, N.., , F/ 1 / N T^/ dv mh' ^,, n
= f ( I — /i V" '' ( I — h' y") V -r--\ v^V IgT I .
Au sommet, le crochet se réduit à son premier terme qui est positif puisque dv et d'z sont de même signe (19). Donc R décroît en même temps que t.
Si la vitesse passe par un minimum, qui corres-
, dv pond il -j- = o, le premier terme du crochet s'annule, le second est négatif; donc R croît. Par suite, entre le sommet et le point de vitesse minimum, R est passe par un minimum. Dans le cas d'une atmosphère
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(le densité constante ce point du minimum de R est confondu avec le point du minimum de vitesse.
La résistance continuera à croître au passage par le
dv point de vitesse maximum où -7— s'annule.
Comme la limite de R est </, il pourra se présenter deux cas : ou bien, après le passage par le point de vitesse maximum, R continue à croître assez pour dépasser j, et il y aura alors un maximum de résistance ; ou bien R tend directement vers g sans jamais dépasser cette valeur et il n'y aura pas de maximum.
Le premier cas se produira, en particulier, lorsque la branche descendante sera presque verticale, depuis le sommet, et se i-approchera du cas du mouvement descendant traité plus haut (14) et où se produit toujours un maximum de résistance.
SI
21. Forme de l'hodographe. — i° Les trois premiers théorèmes qui viennent d'être démontrés permettent de tracer l'hodographe du mouvement dans le cas d'une densité de l'air variable avec l'altitude el la figure 3 donne la traduction graphique de ces propriétés.
On remarquera seulement que les points de vitesse minimum (t'nn^m) et de vitesse maximum (t'i,Ti) ne correspondent pas à des points d'inflexion de Thodographe,
car -jY ^^ devient plus nul en ces points. Le point
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d'inflexion se trouve situé entre (t'.n^'^m) ^^ O'h'^i}- Kn cfTet, --7- s'annule en ces deux points ; donc, entre eux,
existe une racine de la dérivée —j-r , c'est-à-dire un point d'inflexion.
On sait^ qu'il peut en exister d'autres, d'une nature complètement diflérente, dus au passage de la fonction F(v) par une représentation linéaire F(v] = B^i'.
2*^ Le cas d'une trajectoire sans points de vitesses minimum et maximum sur la branche descendante
Fi^. 4
donnerait lieu à un bodographe analogue à celui de la figure 4.
3^ Pour im bolide entrant dans l'atmosphère, par exemple sous un angle négatif, l' bodographe est une verticale H S tant que le mobile est dans le vide ; en S la vitesse est minimum (sommet de la trajectoire supposée parabolique du bolide). Il entre dans l'atmosphère en M sous l'angle t. L'hodographe dans l'air part en M tangentiellement à IIM, piésente, en N,
tlg. J.
* Cil., 6, p. 160.
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un maximum de vitesse et vient finir en G langentiellemenl h la verticale His^. 5 .
'M. Exemple numérique. — On a mi que certaines (les propriétés de la branche descendante de la trajectoire A variable dépendcnl de la f»randeur du coellicient de v dans la l'onnule-de la >ariation de A. Aussi est-il intéressant de \érilier si ces propriétés existent a\ec les valeurs que l'expérience attribue à ce coellicient et, de plus, si elles aflcctent la portion réelle de la trajectoire, c'est-à-dire celle qui se !rou>e au-dessus du sol horizontal et non dans la région Inpothétique située au-dessous du sol où, pour la continu rté des l'oruniles, nous avons supposé (pie la (h^nsité de Tair croissait au delà de toute limite.
Or le calcul nuniéri(juc *,- montre cpie les trajectoires iimellcs de l'artillerie sont extrêmement peu alFectées par la \ariation de A. Mais, si on considère les trajectoires niaxima ([ue seraient capables de lancer les canons actuels de la marine supposés montés sur des affûts appropriés, les ])ropriét(''s démon lré(îs précédemment apparaissent nettement.
Ainsi, une trajecloirecalcnlée par arcs iF(v) expérimentale, A \ariable suivant la loi du | i ] d'un projectile de 4 20 kilo- «j^rammes du calibre de l\o millimètres tiré à 800 mètres (le vitesse initiale sous Tangle de /|5°, donnerait le tableau ci-dessous pour les arcs successifs de la branche descendante.
* Cu., 2, p. 477.
* Jacoi», p. 148.
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283 mètres.
7230 mètres.
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FORMULES DE CORRECTIO\ DE LA VARIATION DE A
§ I . — Les tr vjectoires d'Euleh (A aariable}
'-i'i. Objet du présent chapitre — Nous nous proposons niaiiilenanl, quittant les généralilés et les cas evlrènies examinés au chapitre i, de donner le moyen de corriger la trajectoire, obtenue par la solution du problème balistique principal, des effets de la variation (le la densité de l'air avec P altitude. (]omme on n'a pas pu établir une équation explicite générale de cette trajectoire, mais seulement une série d'équations applicables à une portion ou une autre de la trajectoire totale et supposant des hypothèses dilFérenles, il devra y avoir autant de problèmes distincts pour la recherche de la correction de A qu'il y en a dans la solution du problème balistique principal.
On suppose ici que la fornnilc générale
peut, à cause de la petitesse du terme hy devant l'unité, être remjdacée ])ar A = A,, (i — /ly), avec h = mh' et numériquement h = 0,000 1. Le terme en h^y^ sera donc toujours supposé négligeable devant l'unité. Si celte hypothèse n'était pas réalisée, c'est qu'il
-KVt,
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s'agirait de trajectoires très élevées, tirées sous des angles de projection et avec des vitesses initiales considérables ; dans ce cas, non seulement les formules de correction de A n'auraient plus de justification logique, mais même le problème principal ne pourrait plus, comme on sait, être résolu autrement que par la méthode générale du calcul de la trajectoire par arcs. La correction de A se ferait alors très aisément pour chaque arc en particulier. '
Nous examinerons d'abord, dans le présent paragraphe, le cas des trajectoires d'Eiîler qui correspondent à l'hypothèse F(i') = BqV" et dont l'étude, en ce qui -concerne le terme principal, a été faite au Livre III ' .
â4- Équation de Thodographe des trajectoires d'Euler- — L'équation différentielle de l'hodographe, dans le cas d'une résistance V(y) =: B^,!)^ et dans 1 hypothèse de la densité de l'air variable avec l'altitude^ prend la forme ^ :
b^ w" + » \ ^1 cos"-^^T
équation où le terme (i — hy) tient compte de la diminution de la densité de l'air ; hy est une fraction assez petite pour que son carré soit négligeable devant l'unité.
En intégi-ant il viendra :
JL ' . c ^., _ n I A ri d-z nb.
i-^+^^i-^) = Q + hfj-^.
* Ch., 6, p. 235.
avec
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nba «S
Intégrant par parties, en supposant que y = o quand -: = a, on aura ;
>lais, sous le dernier signe /, on peut remplacer
Ç^ (t) par sa valeur principale en ne négligeant ainsi
que des termes en Ay .
Comme (5;
u^ (il
dy
.— fer T
COS'^'T '
il viendra :
f i.. W rfy = - ^f (q - ^^-) «^ tg. ;:è.
cos'
Remplaçant encore ^_^ par sa valeur principale
nb
-iQ- Ç«W)
on obtiendra Tcquation définitive qui suit :
nbj^ w
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Telle est la formule générale, qui, clans le cas de Ji quelconque^ fait connaître la vitesse u au point d'incli* naison t. Elle introduit une intégrale, fonction de Q et de T. -
•2^. Cas de n = 1. — On a alors :
n — îi
Çi(') = % ' ^^
n On a donc :
qui s'intégrera (en prenant comme variable auxiliaire Q — tgT == tg cp), sous la forme :
^ T — tff a QLog- Q_tg^ +tga-tgT.
On aura, par suite :
îaG. Cas de n = 2. — Comme, dans ce cas, l'exposant
du facteur [Q — SnW] sous le signe f, s'annule, il
reste la formule simple :
Au point de chute, on aura, en faisant j = o ;
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Malheureusenienl, aucune des autres équations du mou- .vement n'est intégrable ; pour obtenir la correction à ifaire .subir aux difl'érents éléments calculés par hypothèse avec les tables d'Otto, on procédera par une double approximation, en traitant le problème d'une manière analogue au problème dit des facteurs p de Siacci^. 11 consiste, connue on le sait, à admettre que toutes les corrections peuvent s'effectuer, en première approximation, par une modification du coefficient balistique qui est pris égal à cpy» Py étant ^in facteur commtm à tous les éléments (x, j, /, t) ; il suffit donc de savoir le déterminer pour un seul.
Or puisque, ici, on a l'expression de t, par l'intégration de l'hodographe en fonction de «, il est très aisé de déterminer ce facteur py. A cet effet, en développant la constante Q, on écrira d'une part :
et d'autre part :
En soustrayant ces deux équations, on pourra déterminer Py qui est donné par la fornmle :
En particulier, au point de chute, on aura :
h ulu^ ,
Se, = I Ty 1- I tg- W tg- aj
et, au sommet de la trajectoire : ' Cil., 6, p. 411.
Théorème de MM. Ronca et Bassani
La formule qui vient cVetre établie dans le cas de F(y) == B^i'~ est bien plus générale ; elle peut, en effet, être démontrée pour le cas de F(i') quelconque :
1'* L^équation de Thodographe, dans le cas général,
du c ,
dz
hj) v¥
s'écrl'ra, quand h^y' peut être négligé devant Tunité :
^ du c F c/t
(j V^ COS^ T
Intégrons le premier membre par parties : il viendra :
7 ^u„ ^^ COS^ T 2
hy
h Z'" dy 2 X , w-
— tsfT %, — 5 on aura, en faisant
c r F dz
et comme dy =r
^ ■ g ^ cos^T
à l'origine u = a^ et y = o :
gj^ t;^ cos'^T 2 xa'^ «7 2 L"" '^9 J
2*^ Posons maintenant :
' - % = Py Py étant le coefficient ^ de Siacci. L'équation de rhodographe s'écrira (^y variable) :
du c3y F d'z
U^ (J V' COS'^ T
Intégrant, en faisant sorlir du signe / la variable ^y
' Ro!«CA et B\SS\NIj p. If)Q,
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qu'on remplace par une constante représentée par le même symbole, il viendra :
Comparant les deux valeurs trouvées pour les intégrales, on aura :
C'est l'expression cherchée, identique, comme on le voit, à celle trouvée au numéro précédent dans le cas de F{v) = B^v\
On aura :
Point de chute :
û /l UZ Uq /. 2 I 2 \
^ 'JJJ U'^ M« ^
Sommet :
•^ 2(j ui — u; ^ ^ ^ s o ;
Exercice. — Calculer p dans le cas de « = i (îij) et montrer au moyen des équations de la trajectoire dans cette hypothèse ^ que ce coefficient peut se mettre sous la forme obtenue dans le cas général.
I 2. — Les trajectoires de plei?î fouet
(A variable)
28. Équations différentielles du tir de plein fouet. -■ — Nous nous proposons ici de donner, dans le
* Cii., 6, p. 287.
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cas du Tir de plein fouet^ les formules générales qui permettent de corriger la trajectoire de Tinfluence de la diminution de la densité de Fair avec l'altitude.
En introduisant le coefficient balistique c(i — hy) dans Téquation de l'iiodographe *, prise avec le terme en T', il viendra :
uY c ^ " ^ cos" T '
Mais, dans le tir de plein fouet, on sait que y est du second ordre en t. Si donc, on multiplie les deux membres de Féquation par ( i -f- hy) , on pourra : i ^ dans
le second membre, supprimer le terme — h^y- ^
cos w
qui est du 5® ordre en t ; 2^ dans le premier membre
supprimer le terme — hy:^ W du, également du 5® ordre. Il reste ;
c ^ *' ' uv c
I^e 1er me du 3^ ordre — t" W du d
cos- T
onne naissance
aux seconds termes de la série qui ont été calculés"^.
Le terme — hy —z=z- donne naissance à un nouveau c -^ uF
terme en t^, tenant compte de la diminution de la densité de Fair avec Faltitudc ; il pourra être, suivant la loi générale d'addition des termes correctifs, calculé indépendamment du premier.
* Gh., 6, p* 394.
* Cil,, 6, p. 39.5.
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On aura alors à intégrer les équations du mouvement sous la- forme :
(/ , , , du (h j I / , . udu
-^ (i +/iy — rr--== — —; dx = (i -f-Ay)---;
, r / . . (lu , ï / . , w^^"
Intégration de Ihodographe — On écrira
J . 7 , p du
On transformera l'intégrale du second membre connue il suit :
Puis :
l\)sant alors, comme déiinilion de deux fonctions balistiques :
•'^ lulu .,., y^" , aJ«
il viendra, en supposant que v = o pour u
-jy+^(J'-Ji)-^(J"-Ji')
y^ se transformera de la manière suivante :
t/Uo
FORMULES DE CORRECTION DE LA VARIATION DE à \S
Puis :
/•" , I /'^ udu I p/
Il viendra donc :
S — So A c c
Sr+|(8'-8i)-;^(8"-si')]
en posant :
*" udu
— j JS-p;-
3i . Abscisse- — L'application d\in mode de calcul identique conduira à l'équation :
-Dj + f(d^-di)-^(d"-d»)
avec les définitions qui suivent :
JB
3*2. Ordonnée- — On écrira :
,ly =
udu
udu
i uau 1 ,
ou
dy = --
udu , ,
Dans le premier Icmnie du second membre, il faudra remplacer tgT par sa valeur avec le terme en h.
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Par des calculs aisés \ on arrivera à Téqualion : D — Do A — Ao , ' , «»
jj'-^(a'-ai)+^(a"-ai')+-i(9J,-|)(D-D.)] a,vec les définitions qui suivent :
a» = -/ J'-ïT' a"(a) = - (jh+jij)— .
33. Résumé. — Le problème de la recherche du terme secondaire du problème balistique, correctif de la variation de A avec Taltitude, dans le cas du tir de plein fouet, se trouve donc résolu, pour un point quelconque de la trajectoire, moyennant l'introduction de 8 fonctions balistiques nouvelles :
jS j'^ pour Vinclinaiso/i^ dS d*' pour Vabscisse, s^ s" pour le temps, Si\ a" pour V ordonnée.
On a
On écrira
J'u/ q I . \ udu C^ udii
..(r*+Tii'-»-7ii"-»)T— i'--F
. +fi>T-U"'"^-T(*'-v).,CT
Mais p uda ru ru I rxx udu
Juo *■ Ju© Juo c Juo *
On en déduit la formule donnée daris le toxic.
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On peut remarquer que :
i\u) = A(«;, et que d*(M) =~ D\ii).
Le terme correctif de la variation de la densité de Tair avec l'altitude est du 3^ ordre en t (quelle que soit d'ailleurs la rapidité de cette variation, c'est-à-dire la grandeur du coefficient h). Il est évidemment toujours positif.
Comme le terme du 3*^ ordre, dans la série de plein fouet, est, avec la loi de résistance de l'air expérimentale [n> i), toujours négatif \ on voit qu'une certaine compensation se produira et que la trajectoire de plein fouet, calculée avec le premier terme seul de la série, pourra très souvent donner une approximation suffisante. Mais, pour l'affirmer, il faudra, tout au moins, procéder à une évaluation approchée des deux termes du 3® ordre négligés.
34 Formules du point de chute. — Afin de mettre les résultats précédents sous une forme pratique, on peut opérer pour le terme en /i, qui tient compte de la variation de la densité de l'air avec l'altitude, exactement les mêmes transformations qu'on a fait subir au terme en t* de la série ^.
Nous donnons seulement les résultats des calculs, qui ne présentent aucune difficulté .
Désignant par la notation || || les éléments du point
* Gii., 6, p. 339.
* Gn., 6, p. 404.
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de chute dans Tair de densité variable avec l'altitude, on écrira d'abord :
l [DIKII — D J — — [ Ai|u.|| — A J + (fMsi, .
q J|]«cJ| — y■V^k.,
'rii= — isiK
il^ll = 7 [i>ll«
fhM.,,
en posant :
^'al
cl w
+ (j!.'-jl
ai")
ID
Do,'
bO>
ki>>
Ji
si
Jw Jo/
KO
'«Il R^M —
Do. — D,
Uw — uo — Cil., — do ; - —
Dr
Le calcul se continue exactement de la mèjne façon qu'à l'endroit indiqué, de sorte qu'en réunissant les formules des deuxièmes termes provenant de la série fterme en r^; et de la variation de la densité de l'air, on écrira :
avec
u^ J«(Do>— Do) — (A«— Ao)
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avec i" = k, -^ ?=— ^» a"
3" ||Ti| = T-^^'(S!-Ag?.)
4" ;|\:|=\-7^(ai!-/iïr:)
avec
On obtiendrait des formules analo«:ues pour le sommet.)
Vinsi donc, pour réduire la solution numérique du problème du tir de plein fouet à la plus grande simplicité, il suffira de calculer une fois pour toutes, a\ec la fonction F (y) expérimentale, les tables à double entrée des fonctions a^, 1^, S^ et i^.
On pourra même, en adoptant une valeur de /i, par exemple h == 0,000 1, fusionner les deux tables des fonctions (elles que 31^^ et a,^, et déterminer ainsi, d'un coup la valeur numérique du terme en t'^ de la série, «[u'il provienne du développement do Tnxlor ou do la variation de X avec l'altitude.
^3. Tm COURBE A FAIBLE VITESSE 'A VVRI VBLE
!i5. Éc[uation de l'hodo^aphe — Proposonsnous, pour le cas du tir courbe à faible vitesse^ de déterminer, comme pour le tir de plein fouet, le terme
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correctif dû à la variation de la densité de Tair avec l'altitude.
Nous supposons qu^on néglige, dans le développe-* ment, les termes en c^ (hypothèse du tir courbe à faible vitesse, pour la recherche du premier terme de la série) ' et, de plus, que h^y^ est négligeable devant l'unité, à cause de la très faible hauteur des trajectoires considérées .
L'équation différentielle de l'hodographe s'écrira, avec A variable avec l'altitude :
Éléments d'un point quelconque. — Si on
prend la valeur trouvée pour ii et qu'on la porte dans les autres équations différentielles du mouvement (5), on trouvera les formules suivantes, tout à fait analogues à celles de A constant^, au remplacement près des petites lettres par des majuscules.
«^««— -^[sW— SVJ
^(tga-tgT) + ^^[X(a)-X(T)-S(a;,lga-tgT)
«•=y (tg*— »fc''J + y ^ [x^a, — xj; — S,a) (Iga— Ijf- ;
On a j)osé, comme définitions de nouvelles fonctions, analogues à x's^ et Ç't} :
* Cil., 6, p. 4^0.
* Cil,, 6, [). 4-^t>.
cos"-:
z(-=rs>;
CC)S
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OU encore
huo
2i/ JO
hal
r(tg^.ç(.)-.ç(.))^
zW = çW + ^jr>g^.ç(,)_,ç(^)) tg, .^
COS'T
Ces Ibnc lions sont calculables pour une loi quel conque de résistance de l'air ; on sait qu'elles dépen (lent (les deux variables a. et t.
)7. Cas de F(v) = B^V". — Calculons les trois fonc lions S,i, Xn, Zn dans le cas d'une résistance monôme.
1^ Sn(-).
On a :
II
S.(-) =Çn(-) + h^ tg^ T Ç„(t) - •2Ç„(x)
Mais^
cos-
On a donc :
'>P Xu(t).
On trouvera de même :
n(^) = Xu(^) + ^^- -^ [Xn.2(^) - Xn(^)
Va aussi :
* Cil., 6, p. »:>2.
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Remarques. — i^ On sait qu'on a * :
•2° Les théorcinos sur l'angle de portée ma \iiiiiun démontres ^ dans le cas de \ constant snDsislent entièrement dans le cas de A variable a\ec l'altitude, puisque, par hypothèse, la variation de c due au facteur (i — liv) ne cliani»e qu'iullniment peu ce coeHicieut balistique r.
5^ 4 • —r Al TRES CAS d' 1> TÉCi RATION
f\ VARIARLE^
l""' cas. Mouvement vertical ascendant ou
descendant- — Mouvement ascendant ^. — On aura :
(Py
-jp- = — !/ — <' — /*7)FK
fi
dv
ou : —, (7iyF = — ^q + cV)
fil -^ ^j j
Si on remplace y par sa valeur principale
(7=A — A„, on aura :
dv
<J + c¥ (!/4-cF)
cF)
d'où : c< = S — S„ — ch f'-^ — =^- dv.
* Ch., 6, p. .|.H.
* Ch-, 6, p. 4^- ^ Ch., 6, p. 88.
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On aurait de' même :
On introduit ainsi de nouvelles fonctions balistiques
(deux pour / et deux pour y) dépendant de la variable v,
q du paramètre —et do la constante arbitraire \ y
Mouvement descendant^ . — On aura :
et par un calcul tout semblable au précédent, on obtiendra les formules :
OÙ s'introduisent quatre nouvelles fonctions balistiques.
39. 2''cas. Développement de la trajectoire par la série de Mac-Laurin. - — I^es dérivées successives de y par rapport à j', dans le cas de A variable, s'écrivent ainsi " :
dy d'y dx '^'' dx' ~
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cf*y 2gcF
dx'
U COS'T
^sinT(^— I
/vb'
VF
hy
V sin-r
L'équation de la trajectoire prendra la forme :
gx'
cos^a
, 2 cF„ i-{--:ra:
cF,
3 " \l cos*a 2.3"" VJ cos'a ) + cF„ f -"— " — 4 j (
-(- AY^ sin a /
L'influence de la variation de A ne se fait donc sentir que sur le terme en x* de la trajectoire.
Aq, a,, A^... étant les coefficients de x, x-, x^... dans le crochet, qui ont été déterminés pour A constant,
A'jj, A'j, A'2 étant les coefficients des mêmes puissances pour le cas de A variable, on a :
Ao = Aq
YJ cos'a
Ai = A, + t4^\- h\t ^ ^ \5cos^a
-\- 2g sm-a I — p I
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4o S*' cas. Arc de trajectoire, développé par les fonctions de Siacci — InU'grer \
dL .:^ — -i (i -f hy) ^ ; r/y ^ -
cosa
sin a
i" On Iroiive :
tjTT-^y
ces 7.
xt8^a|j(D — Dj — (A — Ao)]
S Sn /i .
/ = + — sin a P — P,
Do (s — So)j
y -.izziz sm a
avec une seule nouvelle fonction balistique, savoir :
f>." Autre forme :
COS a c avec
rlga[X' — XJ — D„(J— J„)| .,/i; tF .,V
_S_A + l.,ina[X«-X?-D,(S
avec "k^ = I jyds
FORMULES 1)E fJORKECTK» DE lA WRIATK» l>E \ )5
X =^ cosa --\ — - siriacosa X°--XJ* — D.fD — D.) :
avor \" =
/ jydD
4i. 4'' cas. Tir tendu à grande vitesse — Inl<'grorS
, , cosa , , . /v/r
^/t = g ; f/x ^^= ( I + ny) -77- ;
. I , , . dv , sin a , , . vdv dt = — j{i-\-hy)--; dy = _(,+/,y;_-.
Ce sont pour f, x et y, exacleniont les nienies formules que dans le 3*^ cas.
• Cm., 6. p. 432.
CHAPITRE III
VENT \TMOSPHÉRIQLE
I I . — Formules générales
4^- Conditions du problème. — Nous supposons que Fatmosplière, dans la région où se meut le projectile, est animée d'un mouvement d'ensemble, par un vent de vitesse constante w soufflant horizontalement. Nous nous proposons de déterminer Tinfluence de ce mouvement général de translation sur la trajectoire (Vun projectile, afin de pouvoir ramener au cas normal d'un air calme un tir fait dans une atmosphère agitée, ou inversement.
On sait que, en général, la vitesse AV du vent augmente à partir de la surface de la terre quand on s'élève dans l'atmosphère. L'hypothèse de la constance de w n'est donc qu'approximative : elle est pourtant justifiée, quant à son emploi en Balistique, par les raisons suivantes :
i" Les tirs de l'artillerie navale, soit à bord, soit au polygone de Gâvre, sont faits au ras de la mer. En raison de l'absence d'obstacles sur toute la surface du champ de tir, la constance de w en hauteur est beaucoup mieux assurée qu'à terre.
VENT ATMOSPHERIQUE i);
^^ On a soin de mesurer w par un anémomètie élevé et à Tabri des obstacles.
3^ Enfin les trajectoires que Ton a à considérer en pratique ont, en général, une flèche assez petite pour que le terme correctif de la vitesse du vent w (i + ky) tenant compte de sa variation avec l'altitude , n'introduise dans les équations que des termes d'un ordre de petitesse négligeable.
J^ étant l'angle formé par la direction du vent et le plan de projection, w sera considéré comme positif si sa composante w cos ^ ?î ^ v<!p sur le plan de projection tend à augmen- ^I ter la portée, soufilant par suite vers Y Al ; j. ^sw^
w sin Z, est la composante normale du vent dont la direction est indiquée par *^'
les lettres G (gauche) ou Dr (droite) . Sur la figure "W est négatif et Dr.
4^. Axes mobiles. — On suppose connus, en air calme, les éléments d'un point quelconque de la trajectoire en fonctions des données initiales (Vq,».,^) . Soient (fig. 7) p, trois axes rectangulaires O^xyz ;
j ' P .y. le plan de projection est xOy» ---- Le vent souffle horizontalement
*K dans la direction KO.
Pio. ^ Soit un point de la trajec-
toire en air calme, le point de chute, par exemple. Ce point est en P sur Ox et il s'agit de déterminer la position P' du point de chute sur le plan horizontal lorsque, les conditions initiales
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restant les meiiios (\^, o^, c), l'atmosphère sera animée d'un mouvement d'ensemble de vitesse w.
Supposons qu'au moment où le projectile sort du canon, on imprime à tout le système, axes de coordon^ nées, bouche à feu, projectile, atmosphère, une vitesse w égale et contraire à celle du vent : rien ne sera changé au mouvement relatif du projectile et de Tatmosphère par l'introduction de ce mouvement commun de translation.
Relativement à ces aves mobiles le projectile cheminera dans un air au repos; mais la vitesse initiale n'est plus égale à \^, ni l'angle de projection égal à a. Il faudra composer, en effet, pour avoir en grandeur et en direction la nouvelle vilesse initiale, la vitesse \ ^ avec la vitesse "W imprimée aux axes mobiles en sens inverse du vent.
Dans la ligure cicontre, on a supposé w négatif (vçnt AI). Soient, j^icr. 8. dans le s>stème d'axes
mobiles, V^ la nouvelle vitesse initiale, a/ le nouvel angle de projection, p l'angle qui fait le nouveau plan de projection avec l'ancien.
Sur la figure 8, on a
On écrira alors les relations qui suivent, obtenues par projection sur les axes :
VENT ijLTMOSPHKinQLE ^9
I- OC = AB 4-DC = \, cos a + W( os ^ ; (Vent A' ) BC = wsin!: = 0Ctg.3;
d'où :
vr sm «^
\ Q cos a + W" cos 'Ç
<i- NB=OBtga/ = MI) = \>ina;
OB' = ÔD' + DB' + 2 OD. DB cos :;
= Y5 COS" a + "W- -f- 2 V^,W cos a cos Z, ;
d'où :
^,, si» a
tg a == . .^ ^ , . —
V \o cos'- a -f- "W- -f- a^ ^ "W cos a cos Ç
3<> ON^ = NB^ + OB- = \;^ sin- a + OB^
d'où :
V'^ = \ J + w- + 2\ y w COS a cos ÎJ.
On aura ainsi les formules générales suivantes
, o TVsin !C
i) igp = _ .. '-
^ \ j, cos a — "W cos Cj
V.sina 2) tga
V^Vq cos a + W" — 2\ „ w cos a cos ^ 3) \'2 = VJ + w^ _ 2 V, w cos a cos :.
w est positif pour œ vent .îV et négatif pour le vent Al.
44 Solution du problème. — Le j)roblème se trouve maintenant parfaitement délini et la position du point P', point de chute du projectile dans l'air agité, résultera de la construction suivante :
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1^ Par 0, menons une droite faisant avec Ox l'angle ^ et soit, sur cette droite, trace du plan vertical de projection auxiliaire, OQ la portée de la trajectoire dont les conditions initiales sont V'^ et a.'.
Mais, quand le projectile sera parvenu en Q, tout le système qui a été entraîné dans une direction opposée
à celle du vent avec une vitesse "W, aura parcouru un espace "wT' (T' durée du trajet de la trajectoire (V'0,7/)). Pour ramener le point de chute à sa véritable position par rapport à l'observateur qui est resté immobile en O, il suffira de mener QP' parallèle à la direction du vent et de prendre dans le sens du vent QP' = "wT.
P' est la position cherchée du point de chute dans l'air agité.
1" Soit P' projeté en q sur l'axe des x.
Définissons Portée daiis Pair agité et désignons par X,v la longueur 0(/, abscisse du point de chute P'.
\' étant la portée^ sur la ligne OQ, de la trajectoire (\y\ a'), on aura X' = OQ et par suite :
x,v = X' cos p — wT' cos ;;.
Or, sur la figure 8, en considérant le triangle ODB on a : ^ ♦
vr
Y' CO.S a'
sin |ii
sm
\^ COS a sin {K — P)
SiTSÇ-
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d'où on déduit :
cos p
On aura ainsi :
\q cos a + w cos Ç
_v =_ri X' — wcos
Vq cos a'
(venl A/)
formule où s'introduisent les vitesses initiales horizontales Uq et u'q des deux trajectoires (V^j,a) et (VQ,a').
3*^ Appelons, d'autxe part, E,j la distance du point de chute V' au plan de projection, c'est-à-dire E,, = P'qr. On aura :
E,j = P; = Q\ — QB = w T' sin !; — X' si» p Mais on a, dans le triangle ODB de la figure 8,
sui p =
"W sin s.
il vient donc
E, = w sin n T'
II'
Le problème est ainsi résolu par les deux équations qui suivent (vr positif pour le venl .îl) et qui donnent les deux coordonnées du point de chute relativement au plan de projection :
-f X' + w cos u
uvusiiDri'
E.. = w sin J^
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La vitesse w du vent est supposée de grandeur quelconque relativement à la vitesse du projectile.
La durée du trajet T„ dans l'air agité est la même que la durée du trajet T' de la trajectoire (Y^',a').
Trajectoire gauche du projectile. — Les
formules qui ont été établies ci-dessus sont générales et s'appliquent non seulement au point de chute, mais à un point quelconque de la trajec Loire, d'abscisse x* dans la trajectoire (V'o^/).
.mT
Fig. 10.
i*^ Par suite de Faction du vent, le projectile décrit, hors du plan de projection une trajectoire gauche OHP'.
Soit, dans un plan faisant avec le plan de projection un angle [3, tracée la trajectoire (V/,a'). C'est la courbe OKQ.
D'un point quelconque (x^/,/) de cette courbe, on saura déduire un point (a?,j,/)« de la trajectoire gauche OHP'. On aura, en effet, tout d'abord : y,, = j' et /^ = /' ; d'autre part x^^ se déterminera en menant par
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le point {x\y) une droite horizontale parallèle à la direction du vent, sur laquelle on prendra une longueur
vtP Les deux trajectoires se trouvent ainsi sur un cylindre à génératrices horizontales. La projection horizontale de la trajectoire gauche OIIP' est une courbe OAP' dont il est facile de déterminer la tangente en un point \ parla méthode de Roberval. 11 suffira de porter, suivant une direction parallèle à OQ, une longueur égale à la vitesse horizontale ii' du projectile en x'y' et suivant la direction du vent une longueur égale à "W. La résultante de ces deux vitesses donnera la tangente AB en A.
Le plan tangent suivant x^x' au cylindre coupe le plan horizontal suivant CB et
cette intersection est connue, ^^-^"^'^
car MC = / cotg t', sur la trajectoire K. En joignant le ^ point de rencontre B de la pj
tangente AB et de la droite CB, au point (^,y)w on aura la tangente en ce point à la trajectoire gauche II.
Comme la vitesse horizontale sur la trajectoire (V'Q,a') va constamment en décroissant, la projection horizontale de la trajectoire gauche est convexe du côté du plan de projection ; elle est d'ailleurs tangente à Taxe des X et le projectile j)art, dans le plan de projection, avec la vitesse Y^, et sous l'angle a.
3** Au bout d'un temps infini, le projectile sur la trajectoire (^Va'), est à l'extrémité de l'asymptote verticale. En menant dans la direction du vent, par cette
ig. II
Oi
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asymptote, un plan vertical, ce plan contiendra la position extrême du projectile dans Tair agité.
La projection horizontale de la trajectoire admettra donc une asymptote parallèle au vent et passant par le point I de l'asymptote verticale de la trajectoire (YJ^ct!), Horizontalement, vers le point T, le projectile tend, par
rig. 12.
big. i].
suite, à être entraîné avec la vitesse même du vent ; il devient, au bout d'un temps infini, solidaire de l'atmosphère dans son mouvement de translation et <ela quel que soit son poids.
4° Si on considère maintenant la trajectoire ellemême, elle s'approche indéfiniment du plan vertical IV et tend a prendre dans ce plan une direction et une vitesse terminales résultant de la composition de la vitesse v' terminale en air calme, dirigée verticalement et de la vitesse "W du vent dirigée horizontalement.
Cette inclinaison limite «sera donc telleque lg/ =
et la vitesse terminale aura pour valeur y/u'"^ + w'^.
5^ D'après cela, les figures ci-dessous, se comprendront aisément.
VENT ATMOSPIIÉIUQUE G'i
PROJECTION
l'ig. 1).
Exercice. — Étudier les branches ascendantes (en amont de l'origine) des trajectoires ( — "w) et (+ w).
4^. Application. — On suppose un projectile lancé horizontalement et soustrait à Vaction de la pesanteur dans un air où souffle un vent Al, de vitesse ( — "w) et de direction 'C. Quelle sera la trajectoire du projectile (flotteur lancé dans une eau courante).
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Le vent venant de l'avant, Tanglc ^sora défini par la rela- Xion
. p W sin ^
, '^p— Vo+wcosr
La vitesse V^, dans la direction ^, [sera donnée par la formule
V;^ = Vo^ + w- + -iwVo cos K-
Fig. i(î.
Prenons, connne axes de coordonnées, O2', direction du 'vent et Ox\ direction ^. Dans ce système, les coordonnées d'un point {z'^x') delà trajectoire seront données par les relations :
z' = PQ =,w/' et x' = OP,
ou bien, d'après les formules du mouvement rectiligne * :
.. D(^') - D(V.:) . ., . ^ Sjv') - S(V^)
r^es deux coordonnées sont fonction de la variable indépendante v' dont l'élimination donnerait l'équation de la trajectoire,
Exercices . — l '^ Discuter le mouvement . — Forme de la trajectoire. — Le projectile tend à prendre une vitesse rectiligne et uniforme, équipoUente à celle du vent. — Forme hyperbolique ou parabolique suivant la valeur-limite des
* Ch., 6, p. 74.
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i'oiiclions balistiques D et S pour i/ = o. — Cas où le flolleur lancé d'une rive pourra atteindre l'autre.
'2° Cas d'un vent JK.
V Si on fait F(u) = B„i>^^ et cB^ = fe^j, il viendra, d'après l'expression des fonctions balistiques D et S*.
'(/l— 2)6nX'V'»-2 + l]«-l =
VT
Pour II = 3, on trouve la parabole
47. Cas où vrest très petit. — i*^ Dans la plupart des tirs, la vitesse "W du vent est très petite relativement à la vitesse horizontale du projectile, de sorte qu'on peut négliger vr- devant 11^^ et à plus forte raison devant V^. Les formules du n*^ 44 se simplifient alors et deviennent :
V,.cosa
tir î/' — fo' ^
vr cos ^" Yq cos a
:rT- COS a cos l.
Posons alors, comme conséquence corrélative de l'hypothèse faite :
a'=:a+da et Y^^ = V^+ùV,.
da et OVq étant des corrections très petites, il viendra :
vr
Oa = — cos !J sin a.
OVq = — "w cos Ç cos a
' Ch,, 6, p. 81
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Si X est la portée de la trajectoire (V 01^)7 l^i portée X' de la trajectoire (\J^cx.') sera donnée par la formule :
dX .,. ôX ^ V = X + -^^^ 0\, + -^— Oa.
da
et les formules du n'' 4^ deviendront :
■w cos Z.
dX . ., , dX ■
W cos!^
rp X
Ou encore, en négligeant des termes en "W^, et en désignant par E^ la différence des deux portées, X^ dans l'air agité et X en air calme :
(vent .î\ , vr positif)
E^ = w cos ^
- dX _^ . ÔX
0\' OOL
E,. = -w sin t;
On a, en outre, pour la durée du trajet qui est la même que sur la trajectoire (a + ôa, \q + d\\) :
E^, = -w cos ^
ôT
cos a
ÔY
s in a ôT "
da
2° Dans riiypothèse de "W petit, les composantes "Wcos J^ et "Wsin^ du vent agissent séparément, la première modifiant seulement la trajectoire dans son plan, la deuxième produisant Técart E^ hors de ce plan.
Les deux autres variations des éléments du point de chute, à savoir E,,, de l'angle de chute, et E„ , de la vitesse
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. restante horizontale, seront données en conséquence par .les formules :
K,. = -w cos Z
sin (o cos (o . Ooj sin a dtu "1
cos a
E., == — w cos ^
Dw^, sin a Ow,., I + cos a
tW„ V, do.
obtenues en combinant la correction de la trajectoiie (a + ôa, Vq + ôVq) avec le mouvement relalif — w cos JJ dont est animé le point de chute.
On établirait des formules analogues pour un aulro point de la trajectoire, le sommet, par exemple.
Remarques. — i*^ Dans Ex, on peut remarquer ([ue le
ôX sin a ÔX , . , , ...
terme — cos a -^ 1 y^ ^ doit être negatil ; car on
a toujours Ex < W cos 'C. L'égalité Ex = "W cos 'C, supposerait, en effet, que le projectile est entraîné par l'air, 'avec la vitesse même du vent, ce qui n'a lieu qu'au bout d'un temps indéfini.
îi" D'après le raisonnement fait pour établir les formules simplifiées, elles ne seront pas valables pour le cas d'un tir sous un très grand angle où la vitesse horizontale u,) du projectile devient petite et comparable à la vitesse du Nciit "w.
48. Sur l'écart latéral. — Le projectile est entraîné perpendiculairement au plan de projection avec une vitesse :
rlEa (l^ ' ^ ( '*
^= -j- = w sin s I
It dt \ w„
Cette vitesse est nulle à Torigine du tir ; elle est également nulle dans le vide où u ^ u^, ; elle ne devient
:o i/atmosphère
<3gale à w sin !J qu'au bout d'un temps infini où le projectile participe complètement au mouvement de Tatmosphère.
Cette formule montre également que Teffet du vent sera d'autant plus sensible sur un projectile :
1° Que sa vitesse u^ sera plus considérable, c'est-à-dire qu'il sera tiré avec une plus grande vitesse initiale ou à égalité de vitesse, sous un angle plus petit :
2^ Que son coefficient balistique sera plus grand, car
le rapport — diminue d'autant plus vite que c est plus
grand. Donc les projectiles légers seront plus influencés par le vent que les projectiles lourds.
.1 égalité de poids ^ de deux projectiles de section différente, le plus allongé, dont le coefficient balistique
C = i\ — est moindre, sera moins influencé par le vent. . '
49. Résumé. — Les principes du mouvement relatif appliqués à l'ensemble, canon, projectile, atmosphère, permettent de ramener, dans le cas le plus général, ("W quelconque), le calcul d'une trajectoire en air agité au cas d'une autre trajectoire (V^, a') en air calme. La solution est donc complète, puisqu'on suppose que le problème balistique principal est résolu.
Dans le cas où la vitesse du vent "W est très petite relativement à la vitesse horizontale du projectile, les équations, plus simples, permettent de calculer le terme correctif du au vent, en partant de la trajectoire (V^, a) supposée connue. Le calcul du terme correctif nécessite
la connaissance des dérives partielles -rr — ,-:;— ;^rT"?
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— 5 etc., au point où on veut évaluer la modification due à Texistence du vent. . •
5o. Exercices. — i*^ Donner les formules générales (•W quelconque) et simplifiées (w petit) quand on suppose que le vent possède une composante verticale *.
'2<>Cas du tir courbe à faible vitesse. — Etablir la formule qui donne E^.
3° Dans quel cas la trajectoire (Vo,a') coïncide-t-elle avec la trajectoire (Vo,a) (-w quelconque) ? Quelle est alors la valeur de l'angle ^ ?
Rép. — Quand (vent .ÎV), on a
cos C5 = — vr et cos p = I
•iVn COS a
/i* Démontrer que, dans le cas du vide, on a toujours
3X sin a ôX
dVo Vo dx
I 2. — Cas du tir de plei?ï fouet
5i . Formules de correction du vent. — D'après
les relations établies au n^ 47? pour pouvoir calculer les
effets du vent sur tous les éléments du point de chute de
la trajectoire (Vy,a';, il suffit d'avoir l'expression des déri*
. ,, dX ÔX ÔT ÔT vees partielles -zr^r- , -r— ; ^7^7- , rr— , etc.
Ces dérivées sont connues et ont été données dans
* Hélie et HuGOMOï. T. I, p. 3jo.
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rétude du problème principal*. On a, en effet :
tgw
1 H Al I Tl Tp~ J
» Jg w
da ' M:.tgw \ "^
aYo"~ M. FoVo'
cFo ^
i ÔMo.
; =^ / Ig a.
IgW U,, M,3 to
Dans CCS forimiles, on a posé
Zr
D'après cela, les expressions du u^ 47 ^ ^^ ^^^ pourra, d'après les hypothèses du tir de plein fouet, remplacer cosa par.i et sina par tga donneront naissance aux formules cpii suivent :
(vent JKy MV positif)
MV COS s
* Cii., 6, p. V,7
Ex =
ta
\E:*T ATMi^tSFttKKIQl «:
'Wcos!^
A ces formules, on joindra celle qui domu^ la désialion latérale :
Eq = wsin!^
52. Cas de F(v) = BnV", — Les foriniile»* dilt'i'ieMtielles* permettent, dans le cas d<»Ff/^; -H„/>",<réniriî 1!» onu» la forme :
=wcos: T + -^ U — ^ '/ 4-
Exercice*. — i* VÀ:rtrt* K*% a«jU''ij tonttuU*> tinh^ U* t Hr d/' :a* Comme on a U^t'yjut * K^-^ wT '//* t. 4/'fnohh^ f^j*i^'ioi>'
le ca« du tir d*; t/Wm i^/ti*^, ott '4 <//0 v/i? - • tieJlt* dg h'ului*".
72 L ATMOSPHERE
l'étude du problème principal'. On a, en effet :
tg
âV„
tli r
= •+^7:77.+ •-t-Ti^hF-ig»
X cF... «5 F^
H iT-/lira.
cFo
IgW «^ ' M,3 Fo
Dans CCS forniiiles, on a posé
D'après cela, les expressions du ii^ 47i ^^ ^^ pourra, d'après les hypothèses du tir de plein fouet, remplacer cosa par.i et sina par tga donneront naissance aux formules qui suivent :
(vent JKy vr positif)
Ex 'w cos ^
tg aX
tg co M,
« Gii., 6, p. 317
Et ==
Ey =
"WCOSv^
"WcosJ^
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tga
_ tgw M^M,.
tgo) tga
L- '^oi
.+^)+(,+«lz
cF Y
"WcosJJ
tfi^ a ^ cFto I —- X.
tg W M^
A ces formules, on joindra celle qui donne la déviation latérale :
Eq = w sin J^ ""
52. Cas de F(v) = BnV". — Les formules différentielles * permettent, dans le cas de F(v) =Bnî;° , d'écrire Ex sous la forme :
L tgauo \ tg«^/ «J
= Wcos^[T + -|(n-. + (n-.)|£-)]
Exercices. — i° Ecrire les autres formules dans le cas de
BX
.i^Comme ona toujours Ex<"wT cosÇ, démontrerquedans
tgw n — I le cas du tir de plein fouet, on a toujours -- — < ~
(à rapprocher d'un théorème démontré dans l'étude du problème principal '^.)
3° Ecrire les formules de correction du vent, pour le sommet de la trajectoire (employer les formules différentielles du sommet ^).
* Cii., 6, p. 384.
* Cn., 6, p. 385.
* Ch., 6, p. 349.
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53. Formules directes- — Au lieu des formules du n° 5i, déduites de la méthode générale du | i, on peut, dans le cas du tir de plein fouet, donner des équations qui résolvent complètement et directement la ques tiôn des efTets du vent sur la trajectoire, dans l'hypothèse où la vitesse "W du vent est très petite relativement à la vitesse du projectile.
En effet, dans les équations du premier terme du tir de plein fouet\ n'entre que la vitesse horizontale w du projectile. On dira donc : quand la vitesse horizontale du projectile est u, la résistance qu'il éprouve n'est pas F(u), mais F(w — "Wcosî^) lorsque souffle un vent "W cos v^ venant de l'.îl .
On écrira alors l'équation de l'hodographe :
g du d^
c uV (a — "W cos î^ ! COS" t
Prenons comme variable la vitesse w= u — "Wcos Z: il viendra, vu la petitesse de "W cos î^ :
q dw ^ q dw c/t
^ — "W cos ^ ^ —
c i^F('u^) * c iA^-F^U') COS'T'
D'autre part :
, u d'z i , ^. / wcosî^\ dw
al = 5-= (u>+wcosu I -') ^p,
g cos^T c ^ ^ \ w / U'r
I f/io
, u^ d^ I / 9 . vv / wcos!^\ (/u>
dx=: 7r= (ur+2WiA'cosy I •• 1 — p
g cos-T c \ ^0 / u'r
I wdw 1 ^ (/u'
— w cos Cj
* Gh., 6, p. 3i3.
rfy=-
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r/io
I^n intégrant, on obtiendra le système suivant :
S-So
"W cos ^
"WCOSÎC
= .rtga A— A — J,/D
wcos; [K— K-— H i'D— Dj
c L+Jo;s-s,}
Dans ces formules, outre les fondions ordinaires de Siacci J, S, D et A, s'introduisent deux fonctions balistiques nouvelles :
Jw'
^ cjcUk>
La variable, dans ces fornuiles, est : u> = a — w cos t.
à>4- Exercice. — i"" Etablir un autre systèiuc de formules en partant de rcHjualion do riiodo^raphc, et en y conservant w connue variable : on d(Helo])pera ¥[u — wcoss) par la formule de Taylor el on écrira par suite
TT H "W cos w — yrr du = --
c uv c ' Ul' cos-T
d'où
ig'==q — -
W cos w
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en posant la définition suivante de la fonction balistique :
L(« =— -,— du =z — p^ T^-TT + H(w)
Trouver les formules des autres éléments.
"^° Etablir les formules de correction du point de chute en partant des formules du n^ j"i et en employant les fonctions secondaires des variables ii^ et m^. Même méthode que au n° 34.
I 3. — Démonstration directe
DES FORMULES GÉNÉRALES
55. Méthodes suivies. — L'application des principes du mouvement relatif à l'étude de l'influence du vent sur les trajectoires a été donnée pour la première fois par le général Didion ; Hélie et lïugoniot en ont fait l'application au cas où la vitesse du vent est très petite.
Malgré la simplicité et la clarté de la démonstration, plusieurs auteurs en ont contesté le principe. Mais, sans faire appel aux propriétés du mouvement relatif, il est très aisé, ainsi que l'a montré Siacci, d'arriver par une voie directe aux formules démontrées au § i .
Démonstration de Siacci — La résistance
qu'éprouve un projectile dans un milieu en mouvement est égale à celle qui résulte de deux vitesses, celle du projectile v et celle du vent "W.
1° J^ étant l'angle formé par la direction du vent et par le plan de projection dont
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la trace est Ox^ nous prendrons l'axe des z perpendiculaire à Ox et du côte de.Ç. Le vent venant de T.il, par hypothèse, ses composantes seront, par définition,
+ "W cos !J, sur Ox ; o sur, Oj ; + "W sin t^, sur Oz.
La vitesse du projectile v, en un point, a pour compo-
dx dy dz . , santé -7- , — :- , -7- suivant les trois axes. (// ' dt ' dt
Donc, relativement au milieu^ la vitesse résultante v
du projectile aura pour expression :
et V fera, avec les trois axes, des angles dont les cosinus seront :
\ l dx ^ i dy i I dz
— (-7 wcosL ; j~\ — -7:
y \dt 7 \ dt' \ \dt
wsiuw
2'^ Projetant alors sur les trois axes de coordonnées, les équations du mouvement seront :
d^x ^, . i ( dx ^
___eF(v)-^-^-wcos,j,
d'z „, , I f dx
Changeons de variable, en posant :
X = a? — "W/ cos ^, 1.^=^ z — "W^ sin J^
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On aura, en subslitiiant :
vrf^ = V^rfx' + dy' + (h' = (h,
s élant Tare de la trajectoire f»auche.
Puis :
fl'\ ^, . dx d-y ^, s dy
r//' . ^ W/s ' dt' ^ ' ^ rfs
dV' ' ' ds
y En divisant membre à membre la première et la
dernière équation, cF\ -7— s'élimine et on aura : ^ ^ ' ds
dt' dt' ,, , dx
d ou — î- = constante
dx dz dz
dt dt
C'est l'équation difTérentielle du mouvement horizontal du projectile.
Pour déterminer la constante, on écrira :
dx dx
h dt
"W cos t
dz dz . y.
— w sm w
dt dt
et comme, pour / := o, on a :
il viendra :
dx V„ cos a — w cos ^ ^ ^
dz W sin Ç
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|5 étant un angle auxiliaire.
On en déduit :
z = X tg p,
avec une constante nulle, puisque z = o pour x = o.
4*^ Faisons un nouveau changement de variables, en posant :
X = 7- d ou z == X sin p.
cos p
Les équations du mouvement deviennent alors :
ydt = v/cos-^ p dx" + dy' + sin- 1^ dx'' = \/dx'' + dy' = cfe'
rf^^ ~ "^^ ^ ^ rf^' ' di' ~ ^ ""^ ^^^ ds'
Ces relations entre v, x ^ y, et s' sont exactement les mêmes que celles du mouvement d'un point dans un milieu en repos : elles s'intégreront de la même façon et définissent une certaine trajectoire.
5° Cette trajectoire a, à l'origine, la vitesse initiale Vi et l'angle de projection 7! et ces deux quantités Vq et a' seront déterminées ainsi qu'il suit.
On a :
Remplaçant r--^ par :
^ cos p
(^V^, cos a — w cos ^)^ -^ par V, cos a, -^ par V, sin a,
8o l'atmosphère
il viendra
Vq^ = VJ + w^ — '^^\^ c^s a cos s et comme :
On aura :
V„ sin a
tg«'=
y^ VJ cos"^ a + w^ — ^VqW cos a cos Ç
6** Soient donc X' et T' la portée et la durée du trajet correspondant, dans un milieu en repos, à la trajectoire (V;,aO.
Puisque, d'une façon générale :
, X X — "W^ cos î^
X == fj- Q
COS p cos p
On aura :
X = X' cos p + wT' cos ^
Z = X' sin ^ + wT' sin ^i
Mais on a, par un calcul facile :
. o — w sin Ç u. — w cos >^
sm p = 7 et cos p = — ^
Il vient alors :
X = -î^ X' + w cos î: (t — ~]
Z^wsinr (T' — ^
y" En remarquant que X est la portée dans l'air agité, soit Xy, et que Z est l'écart du projectile E^ en dehors
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du plan de projection, on voit que les formules ci-dessus sont exactement les mêmes que celles du n" 44 pour un vent (+ "w) venant de T.R. c. f. q. d.
§ 4* — Tir sur plate-forme mobile
07. Le problème du tir en mer. — Dans le tir à bord des navires de guerre, la plate-forme qui porte les canons est mobile, soit horizontalement, par suite de la vitesse donnée au bateau, soit verticalement par suite du roulis. 11 en résulte des perturbations de la trajectoire, qui, à certains égards, peuvent être calculées par des formules analogues à celles de la théorie des eflets du vent ; il est donc très justifié de les rapprocher les unes des autres.
La trajectoire dans le tir et bord
sidérons le navire en marche avec une vitesse V dans une direction OV.
La direction du tir est OP et OV fait un angle A avec cette direction OP.
La vitesse v sera toujours comptée positivement, et l'angle à variera de o à 7:. Y\<r. 18.
\^ étant la vitesse du projectile à la sortie de la bouche, sous l'angle de projection a, il faudra composer, pour avoir en grandeur (Vq) et en direction (a') la vitesse initiale vraie, les deux vitesses V^ et v.
2° C'est donc exactement le problème traité ^u n^ 43 et la figure qui permettra d'établir les formules est reproduite ci-dessous en changeant seulement les lettres "W, ^ et |3 en v, ^ et y.
L ATMOSPHERE
Jf ■ ■■ ^ •
On aura ainsi pour définir le véritable plan de projection :
V sin 6
\fy '/ — ■
V,. cos a -4- V cos i |)Our Vanf/lc yJ de projection dans le plan y •
\ „ sin a
\/ \ Q COS' a + V- -j- ii\ yV cos a cos i et pour la vitesse initiale \ „ :
\^" = V^ 4" V' + sVyV cos a cos 'i.
— 7~"^ ^1 : • ij f — ?
.oc
D'après les conventions faites ici et qui ne sont pas les mêmes que dans le cas du vent, v sera toujours positif et, A variant de o à -, cos A changera de signe à
partir de — . Les formules trouvées sont ainsi générales.
3° Q étant le point de chute de la trajectoire (V/,7/)
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dans le plan y, la porlée eslimce suivant la ligne de lir donnée OA, sur laquelle se trouve le but en A, est, par définition, la longueur OS; elle sera désignée par X,,.
X^ étant la portée OQ de la trajectoire (Vya^) on aura :
X, = X' cos V.
D'autre part, l'écart E-,j = QS aura pour expression :
E; = X'siny.
.iA
.iry
Fi g. 20.
Dans le triangle ODB de la figure 19, on d'ailleurs :
sm V On en lire :
Y^ cos %' sin 'i
Vy COS a
sin ( ti — y)
sui Y
V sin ^
y[ COS tJ
et
COS y
Les formules cherchées sont les suivantes :
Vy cos a -|- V cos 'i
V;. cos 7/ '
V cos '1*
Dans ces formules, v est toujours positif, mais A varie de G à 7î. D'après cela, E., ne change jamais de signe, étant toujours situé entre la direction du tir et celle de la marche du navire. _
Xv pourrait devenir négatif pour des valeurs de ^j>> — et pour un tir suffisamment vertical {u^ petit).
i/atmospiière
Pour un tir vertical Ma — o,
for a' • U /
On a donc
Xv X' cos ^
Eîi — X' sin 6
4° Les formules
, vsin 'i
ne difTèrent des formules qui donnent les effets du vent que par l'omission du terme en vT qui tient compte du mouvement relatif, ici absent.
En introduisant ce terme et, par suite, en appliquant au cas du navire exactement les formules du n*^ 44? ^^ aurait la trajectoire rapportée à l'observateur entraîne avec le navire, tandis qu'ici, on a suppose qu'il était reste en au moment du départ du coup.
Les formules établies pour le point de chute seraient les mêmes pour un point quelconque en fonction de la coordonnée x' delà trajectoire (Yo,^/).
59. Cas où V est très petit relativement et la vitesse initiale. — Dans la plupart des cas (exception faite pour les tirs presque verticaux), la vitesse v du navire sera très petite par rapporta la vitesse horizontale Uq du projectile. Raisonnant comme au n^ 47i ^^ écrira alors :
V sin i^
^* \>osa
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\or CL to" Qf
vcosi "1 \yCOs a
I + rr-r- COS (f. COS Ù '
Posant a' = a + ôa et V^ = V^ + OV^j, il viendra :
da =
COS A sin a
ôYq = V COS •]/ COS a,
Entre X, portée de la trajectoire (Vo,a) et X', portée de la trajectoire (VoiO'-O, on aura donc la relation
X' = X + ^dV
ôV ^
= X + V COS 6 COS a
dX
da ôX
Oa
zr- cos'i sin a
ox
Oa
et par suite
My+VCOS^ _
,. . , / ùX sina ôX' X + vcosù cosa -Y7 :rr- T-
Xvcos'];
En désignant par E^ la difTérencc X., — X, il viendra
ÔX sin a OX
El = V COS à
COS a
dV
V, Oa
L'écart Eq conserve la même valeur
E!, = V sin A
X et Uq remplaçant les mêmes lettres accentuées.
Enfin E^., E^, Eul s'obtiendraient par des formules
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calquées sur celles du n° 47? ^^ terme représentant le mouvement relatif près, qui doit être supprimé.
La navire M, qui fait du tir courbe avec des projectiles très lourds et une faible vitesse initiale, défile /levant le but B avec la vitesse v.
Il tire avec la hausse exacte de but (c est-à-dire avec V angle du
— -X* projection correspondant à la distance réelle). Où se grouperont ses coups "/
En première approxi nialion, la trajectoire des boulets sera celle du vide. Dans ce cas
/fi
ty
Fig. 21
aa
= 2 (ces- a — sin- a) ;
ÔX
sui a cos a
d'où
Ev = 2 V sin a cos 6,
ou
Ev = vT cos
Vo
V sin a sin 'i/,
et E,j =— vT sin ■}
ï étant la durée du trajet.
1° On démontrera que les points de chute sont alignés sur une parallèle à la route du bateau (en projetant E^ct E'„snr n/.etB;).
'i"" On a
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61 . Tir par roulis- — Le second problème du tir à bord se rappoMe aux déplacements oscillatoires de la plate-forme pendant le tir sous TefTet du roulis. On suppose le navire stoppé; le p^inta^^'*, exécuté par le Iravers, est toujours maintenu sur le but. Mais pour obtenir cette constance de Tangle de projection, le pointeur est obligé de donner à chaque instant a son canon une vitesse verticale égale et contraire à celle du bâtiment qui roule. 11 en résulte une modification de la vitesse initiale et de Tangle de projection qui augmentent ou diminuent la portée suivant le sens du roulis.
v' étant la vitesse verticale très petite due au roulis, on écrira :
\ ' Cos rt! = Y» cos a
Fig. l'i.
Yq sin rj! = Yy sin a + v'
d'où :
tga' = tga + —
ou
Oa =
v' cos a
puis :
_ Y^^cosa
cos a
Yy cos a
cos a — sin a Oa
ou
ÙV
V sm a.
Par suite, l'écart en portée AX, dû à la vitesse verticale ascendante v', sera :
,,. v'cosa OX , , . ôV,, AX = — TT ^ 1- V sin a "
Y, Oa ' ^ Oa
Ainsi qu'on le voit, ici, contrairement à ce qui a lieu
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dans les problèmes précédents, ôa et ôV^ sont tous les deux du même signe et ajoutent leurs efiets.
Exemple. — Dans le cas du vide, en portant dans la formule qui précède les valeurs de -r — et de — r — on trouve
•ÏVqV cos a A\= — ■
La vitesse v' du roulis ayant une allure sinusoïdale, les écarts en portée suivront exactement la même loi.
On doit remarquer que Terreur AX peut, même pour de faibles valeurs de v', être assez considérable. Par exemple pour v' = I mètre à la seconde et Vq cos a = 800 mètres, on aurait, à peu près, AX :=: 160 mètres.
61. Sur l'angle de relèvement. — L'expérience montre que, la plupart du temps, Tangle de départ du projectile a de la bouche à feu (angle de projection) n'est pas le même que l'angle i sous lequel on a pointé la pièce : leur différence s'appelle angle de relèvement. D'après ce qui pré-
V' cos CL
cède, on voit qu'une variation boL = — rj — est produite par
l'existence d'une vitesse verticale v^ Or, les vibrations de la bouche à feu produites par exemple par le redressement soudain, sous l'action des pressions mtéricurcs, du tube toujours arqué par la pesanteur, sont parfaitement susceptibles d'imprimer à la bouche de la pièce une vitesse v' un peu notable. Si on fait, par exemple, bx = 10', nombre de la grandeur de ceux qu'on trouve en général pour l'angle de relèvement, et si on prend \ = 800 mètres (a = o) on trouve v' = 2™,3.
63 . Exercice. — Tir sur but mobile. — étant le canon, supposé immobile, B le but qui se déplace suivant BB' avec la vitesse v'^, établir les formules qui donneront les correc-
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lions ô'^ et b<x de razimut et de Tanfî^le de projection, de manière à atteindre le but.
On aura (v'' petit relativement à Vq)
v'^T sin ^
et
ôX = \/'T cos f\i .
De cette dernière équation, on saura remontera da, si la dérivée -5 — est connue,
Fig. 2'i.
Appliquer au cas du vide. On trouve
da=T-
sni a
\ cos •!%
cos à
Discuter cette formule.
CHAPITRE IV
LA TRAJECTOIRE PLANÉTAIRE DU PROJECTILE § I. — La trajectoire du projectile
SLIVA1\T LA LOI DE NeWTON
64- Attraction terrestre. — Dans le problème balistique principal, nous avons considéré la gravité comme une force de direction et iV intensité constantes. Or, en réalité, la gravité est une force centrale constamment dirigée vers le centre de la terre et agissant suivant la loi de Newton en raison iuverse du carré de la distance.
La correction qui résultera de l'hypothèse des forces centrales au lieu de celle des forces paralhMes, sera, en général, fort petite sur les trajectoires usuelles de l'artillerie et nous nous proposerons dans le chapitre suivant de donner les moyens de la calculer.
Dans le premier chapitre, nous considérerons le caslimite du problème, donné par l'hypothèse du mouvement du projectile dans le vide, mais alors envisagé
dans sa généralité. On devra alors Irai 1er le problème du mouvement du projectile de la même manière que celui du mouvement d'une planète autour du soleil.
Équation différentielle de la trajectoire
— i*^ Soit, à la surface de la terre, le point d'où est
lancé le projectile, sous l'angle a et avec la vitesse initiale Vq ; C est le centre de la terre et R le rayon terrestre en O.
Soit M un point de la trajectoire dont le rayon vecteur CM sera désigné par r.
La force qui agit en M est centrale, dirigée vers le centre C de la terre et
a pour expression — g -^ , g étant la gravité au
point de la surface.
Si cp est l'angle polaire du point M, on aura par le
théorème des aires (vitesse aérolaire constante) :
rWï> = kdt.
a" Soit I l'angle formé par le rayon vecteur et la tangente en M à la trajectoire. On a, en considérant le triangle infiniment petit MM^C :
cos I ==
dr
îs
et
sin 1 = — ^,-ds
Mais, si v est la vitesse en M, on a :
ds
dt '
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Par suite :
j dr ^ ... rd'S)
V ces 1 = -77- et i; sin 1 =
dt dt
Il vient donc :
i- = rv sm 1
dt d'où :
k = vr sin I,
ce qui permet de déterminer la constante par les conditions initiales, d'où l'équation :
A: = V^Rcosa.
3^ D'autre part, l!équation du travail élémentaire :
dv^ = - acjR^ ±
donne, en intégrant :
r et la constante b est telle que :
6 = 2(/R — Vo^
L'intégrale des forces vives, pour le cas des forces centrales, donne entre les quatre variables r, îp, v et t l'équation différentielle :
drV i rdo \ ^
dtj\ dt
4*^ En éliminant dt entre celte équation et la relation r"rfï> = kdt (théorème des aires), et d'autre part
LA TEHRE
en remplaçant v- par sa valeur, d'après l'expression du travail, il viendra l'équation suivante :
2glV
qui représente l'équation différentielle de la trajectoire
entre les variables — et o.
Intégration de l'équation de la trajectoire
Posons
r, il viendra :
± kdz .
\/~^^b + 'JAjWz — k'zr '
Supposons que ;: décroisse quand cp croît, ce qui est le cas du tir au point O de la surface de la terre, puisque a est nécessairement > o ; il faudra donc prendre le signe — et on écrira identiquement :
— k'dz
V//R^— W — {li'z
— k'dz
S^/,f\V - bk^ y/ . - ^
k^: - gWy
Le premier facteur, au dénominateur, montre que
</'R' — bk' doit être > o, sans quoi .
pour toutes les valeurs de » :
— serait unagmairc
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Posons alors :
Irz - — (jW^
il viendra :
h'dz j , — dq
- = da et d'^ = ' -
Intégrant, en appelant cp^ un angle constant, on aura : -
cp — cpQ = arc cos q ou :
kh — ^R^
cos {'O — cpj =
Ki
sJg-'W — bk'
En remplatjant z par — , il viendra, pour l'équation de la trajectoire :
, _|_ e cos (cp — '^J où on a posé :
/) = — iT-r = COS" a
\^ ' -~^=^^r^-^oCOS^^(^C,lX-\t:;
I /VS
cos '^^ = — — rr COS" a
La courbe est une section conique rapportée à un foyer (le centre de la terrc^ et à l'axe polaire passant par l'origine O du tir ; cet axe polaire fait, avec l'axe de la conique qui passe parle foyer, un angle ç^.
67. Nature de la trajectoire. — i"* La conique sera d'un genre déterminé par la valeur de Texcentricité :
hk'
bk' \l
Ellipse si e < I , c.-à-d. si -rrrrr > o ou 6 > o ou — - < R
Parabole sie==i, c.-à-d. si 6=oou — ^=R
■ V^ Hyperbole sie> i , c.-à-d. si 6 < o ou — - > R
On peut remarquer que — — est la hauteur à laquelle
s'élèverait le projectile qui serait lancé verticalement du point O de la surface de la terre, dans l'hypothèse où la gravité resterait constamment égale à g,
2" Numériquement, en faisant g = 9°\8o8 et R = 6.370.000'", on a, pour le cas de la parabole
le = I et— î^ =^ ^) ' ^^ valeur V^ = i loSo*"^ de la
vitesse initiale.
3° Pour que la conique soit un cercle, il faut que e soit nul, c'est-à-dire que :
__blr_
et, en remplaçant b et A: par leurs valeurs, on a :
YJ cos" a — 2r/RVo cos" a + ^^R" == o d'où :
V5 = cos a ±: V cos" a — 1 ;
cos a L ^ J
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les valeurs de V^ ne peuvent être réelles que si CCS a, = I, c'est-à-dire si le tir est horizontal. On a alors :
ou, numériquement :
v/2 V, = I io5o'" ^^— = 79o3"'.
68. Tir horizontal. — Examinons maintenant Tensemble des Irajocloires tirées d'un môme point de la surftice de la terre, sous le même angle de projection, mais avec des vitesses initiales croissantes. Et d'abord, considérons le cas du tir horizontal.
Soit un point A, situé très près de la surface de la terre dont le centre est en C ; AX est l'horizontale du point de départ et c'est la direction du tir.
1° Pour Yq =0 (chute libre), la trajectoire elhptique se réduit au segment AC (aller et retour).
Le centre de la terre C est le foyer commun de toutes les trajectoires. Dans le cas de V^ = o, l'autre foyer est en A.
2" La vitesse initiale V^, croissant, Vellipse s'élargit et le foyer mobile part de A et marche vers C.
3'^ Pour Vj^ = /(/R == 7900"^, les deux foyers sont réunis en C et l'ellipse est vme circonférence de cercle concentrique à la terre.
4'^ La vitesse initiale \ ^ croissant encore, le projectile décrit une ellipse., mais qui, du côté opposé au point de départ A, s'éloigne de plus en plus de la surface de la
BALISTIQUE. il. * • *» »"
terre. Le foyer mobile dépasse le point C et s'éloigne de plus en plus du point A,
3" Pour Vj = y/ai/K =^ 1 1 o5o'", le projectile ne revient plus en A ; l'ellipse devient une parabole ; le foyer mobile est rejeté à l'infini.
6''Aussilôl que celle vitesse de ii oSo™ est dépassée, les trajecloircs sont des hyperboles dont les brandies s'ap-
prochent de plus en plus de la direction horizontale du tir, direction atteinte pour V^ =^ as .
Le foyer mobile vient de l'infini, mais de l'autre côté du segment AC et se rapproche de A,
G9. Tir incliné. — 1" Quand on lire sous un angle de projection te différent de zéro, avec des vitesses initiales croissantes, les trajectoires sont d'abord des ellipses.
Les points de chute sur la surface de la terre vont en s'éloignant constamment de A.
Un des foyers de l'ellipse reste toujours au centre de la t«rce, en C. L'autre se meut sur une ligne droite AF
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Horizon de A
qui fait avec la direction du tir un angle ^ égal à l'angle que fait avec cette même direction prolongée, le rayon terrestre AC (propriété élémentaire de la tangente à l'ellipse).
2'* Pour V^, = 1 1 o5o™, V ellipse se change en une parabole : le projectile ne rencontre plus la terre ; le foyer s'est, éloigné à rinlîni dans la direction AF.
Cette parabole sépare la région des trajectoires elliptiques de celle des trajectoires hyperboliques et. est leur limite commune.
Pour construire le sommet de la parabole, on mènera, par G, la parallèle CMM' à AF qui coupe le cercle en M^ où elle rencontre la direction du tir AT. Du milieu B du segment AM', on abaissera BD perpendiculaire sur MC. Le point D est le sommet de la parabole.
3^ Soit A' le symétrique de A par rapport à MC ; la parabole passe par le point A' qui est le dernier point de la surface terrestre qui peut être atteint par le projectile. Quand Y^, croît à partir de o jusqu'à l'infini, toute la portion AMA^ du grand cercle est donc balayée par les points de chute du projectile, la portion A^M'A restant à Tabri de toute atteinte.
lOO
Propriétés générales du mouvement planétaire des projectiles
Sfr-àpb-e
70. Théorème. — Vhodographe d'un mouvement planétaire est une circonférence.
Soient C le centre de la terre, M un point de la trajectoire d'un projectile-planète, qui décrit une ellipse de foyer C ; MT est la tangente en M. Soit I un point
de Vhodographe (la direction CI est parallèle à la tangente MT et la longueur CI est proportionnelle à la vitesse i' en M) .
Le moment de la quantité de mouvement du projectile autour de G est mv X CQ, CQ étant la distance du centre C à la tangente MT.
Puisqu'il n'existe pas de couple accélérateur dans le cas actuel où la seule force extérieure, l'attraction, passe par le foyer C, ce moment mv X! CQ se conserve constant pendant tout le mouvement. On aura donc, en posant CQ = y, et K étant une constante :
fjv == K" .
Soit, dans la direction de CQ, pris CJ = i> (ou un nombre proportionnel à u). D'après la relation rjv ==R", on a CQ X CJ = K^ Mais, on sait que le lieu do Q, projection du foyer C sur la tangente de l'ellipse, est une circonférence qui a le grand axe pour diamètre.
ig. 27
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Le lieu de J est donc la transformée par rayons vecteurs réciproques de la circonférence, lieu de Q.
C'est, par suite, une circonférence homothétiqpie du lieu de Q par rapporta ce point.
Pour passer, du lieu de J, à Fhodographe décrit par
le point I, il suffit de faire tourner de — dans le sens
du mouvement la circonférence lieu du point J.
Donc V hodo graphe du mouvement planétaire est une circonférence.
Ce théorème se généralise dans lo cas d'une force quelconque passant par un point fixe : la trajectoire se déduit de riiodograplie en prenant la polaire réciproque de l'iiodographc par rapport à un cercle de rayon convenable décrit autour du centre fixe, puis en faisant tourner la courbe
ainsi obtenue de — autour de ce centre, en sens inverse du mouvement.
* 71 Théorèmes sur la famille des trajectoires planétaires Vo = const- — Nous avons étudié aux n'^* 67 et 68 les trajectoires planétaires du projectile de la famille a = const. Les théorèmes qui suivent se rapportent aux propriétés des trajectoires elliptiques de la famille \ ^ = const : elles sont la généralisation des théorèmes établis dans le cas du mouvement parabolique ^ .
Le principe de la généralisation consiste à remplacer la directrice du mouvement parabolique par le cercle directeur du mouvement elliptique.
' (]ii,, 6, chap. I, § 3.
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Théorème I. — Toutes les trajectoires planétaires décrites du même point de la surface terrestre par des projectiles animés d'une même vitesse initiale \\, mais
tirés sous des angles de projection y. différents, ont même grand axe.
L'équalion de la conique rapportée au foyer C (centre de la terre) et à l'origine du tir est :
Fig. 78.
I + e cos ('? — cpj
où 'S>Q représente la direclion du grand axe de la conique. La longueur na de celui-ci est telle que
r^ correspond à cp r:=^ cp^ et r^ à 'p> = tt + o^. On aura ainsi :
et
d'où :
Remplaçant p par il viendra :
gW
ia
et é^ par i
ujW'
bk
2nv
et comme
on aura :
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< c qui montre bien que la grandeur a est une quantité indépendante de Tangle de projection a.
Théorème II. — Toutes les trajectoires planétaires \ ^^ = const. ont même cercle directeur.
Le cercle directeur d'une conique est, en effet, le cercle de rayon 2a décrit du foyer comme centre. Ici, le centre du cercle directeur est le centre de la terre.
La distance OD du point au corcle directeur est :
'la
IfJ — =^
Fi g. \\y).
qui pour R = 00 (cas du mouvement parabolique) se
réduit à OD = — —, C'est bien la hauteur connue de
^^ la directrice au-dessus de l'origine de la trajectoire
parabolique.
Théorème III. — Les trajectoires planétaires \^=z const. ont leur second foyer sur un cercle de centre (), tangent au cercle directeur.
On a, en elTet, dans Tellipse de foyers C et F, la relation :
OC + OF = 2a
d'où
OF = 'AU
Le lieu des foyers F est donc la circonférence de centre 0, tangente en D au cercle directeur.
Ce théorème permet de généraliser la construction
de la trajectoire (^o = const) qui passe par un point donné A*. Les foyers F, F' des deux ellipses qui répondent à la question se trouvent à l'intersection du cercle OD de rayon (2a — R) et du cercle de centre A tangent au cercle directeur.
Les trajectoires à Torigine OT et O'V bissec- Fig. 3o. tent les angles DOF et
DOF' (comme dans le cas du mouvement parabolique).
Théorème I\ . — '• Ellipse de sécurité.
Le problème précédent admet deux, une ou zéro solutions suivant que le cercle A coupe en deux, un ou zéro points le cercle fixe O. Quand les deux cercles sont tangents, le point A atteint par deux trajectoires infiniment voisines, est situé sur l'enveloppe de ces trajectoires.
Ce lieu est défini, par suite, comme étant un point équidistant de deux cercles et C tangents entre eux au point D.
Soit A' un point de l'enveloppe. On a :
A'E = A'G = 2a — A'C et EO = OD = 2a — OC
Donc
A'E + EO + A'C = 2a -f 2a — OC = 4a — OC
La somme OA' + A'C des distances du point V * Cii., 6, p. 37.
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aux deux points fixes G et est clone constante. Le lieu de A' est une ellipse ayant ces points G et comme foyers. Un de ses sommets est au point D.
G'est Vellipse de sécurité des trajectoires planétaires (lu projectile.
7'2. .EiXercice. — i^ Chute d\iii corps dans le vide en ayant égard à la variation de la pesanteur. 1^ Equation difl'érenticlle :
d-y ~dF
qui donnera :
yo yo — y
'2*^ Pour l'espace, on écrira :
V JO y/j,J_j2 ^y^^y^yl 'l^y^y_y^
<jW
^-yr
.glV
'ji
Fit'-
Or
{{y^-y) dy
= à v'jo/ — j-
et
= — Vy(t arc cos
Donc
l y -^ = \/y.y-y' + - j„ arc cos -" ' •
V Démontrer que si une circonférence de rayon AO roule sur la perpendiculaire OD à AO, Téquation diiléronliolle de
la cycloïde décrite par le point A est, relativement aux axes A/ et Aj
On a donc :
Le temps employé par le mobile pour ^ parcourir l'espace AM est proportionnel à l'abscisse Ml corresponaant
jy V \\T de la cycloïde
..••' \ 4° Passer des formules qui donnent
or ^ i; et / en fonction de y aux formules
du mouvement uniformément accéléré quand la distance j du point A à la *^' ^" surface terrestre est très petite relati-
vement au rayon terrestre R.
[Poser Jo = R + /i, et supposer h et j très petits relativement à R] (Sturm. Mécanique.)
Sur le mouvement dans un milieu résistant
— !Nous n'aborderons pas ici, comme suite au précédent paragraphe, le problème de la trajectoire planétaire du projectile dans un milieu résistant, qui réunit, dans son seul énoncé, l'Astronomie et la Balistique.
D'une ])art, ce problème est sans intérêt pour la Balistique pratique dont les trajectoires peuvent toujours (avec de très minimes corrections, s'il y a lieu) être calculées dans l'hypothèse de g constant en grandeur et en direction.
D'autre part, les cas où on a pu le résoudre et qui intéressent l'Astronomie sont ceux qui supposent la résistance du milieu extrêmement petite et aussi l'excentricité de la trajectoire très faible ; cette dernière hypothèse est très loin de se réaliser en Balistique.
On peut remarquer à ce sujet que, dans ces deux sciences,
LA TRAJECTOIRE PLANETAIRE DU PROJECTILE
il y a en quelque sorte inversion du problème principal et des problèmes secondaires, l'Astronomie admettant g variable (i*^® approximation) et cV(v) très petit (2® approximation) et la Balistique admettant g constant et cF(v) quelconque (i**® approximation) et g très peu variable {•^'^ approximation).
On renverra pour les problèmes qui intéressent spécialement l'Astronomie aux Traités de cette science.
La méthode t/e la variation des constantes qui est employée
Ï>ar les astronomes pour le calcul des corrections dues à 'influence du milieu sera peut-être susceptible, un jour, d'applications utiles et étendues en Balistique Rationnelle. On peut déjà, à certains égards, considérer le problème dit des coefficients p de Siacci rencontré deux fois * ('27), comme une première tentative dans cette voie.
* Ch., 6, p. 411.
CHAPITRE V
LES TERMES CORRECTIFS DUS A LA TERRE
I I . — Variations en grandeur de la gravité
74 Lois de la variation de g en grandeur. —
1" Si g est la gravité au niveau de la mer, et g' la gravité à une altitude j, on aura, d'après la loi de Newton, en désignant par R le rayon terrestre,
Vu la petitesse de nos trajectoires relativement au globe terrestre, on écrira, avec une approximation toujours suffisante en Ralis tique.
Le terme très petit — ^9 "^ donnera naissance à un
terme correctif dans les équations du mouvement. Mais, en réalité, ce terme correctif se compose de deux parties :
a) L'origine de la trajectoire est à une hauteur r^ au-dessus du niveau de la mer ; il en résulte que la trajectoire calculée avec une certaine valeur de g cor-
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lespondanl, par exemple, à l'altitude du niveau de la mer, devra subir une correction d'ensemble corres-
, , . . Or/ 2y_ ])ondant a une variation — ^ = fr-^ .
b La trajectoire </ + %, supposée calculée, subira
uns correction due à la variation (J == ijii ^.^— jeu
chaque poinl y de ras(\^nsion du projectile.
La somme de ces deu\ corrections donnera la trajectoire exacte pour le lieu du tir dont l'altitude est y^.
s>° En un point de latitude )., à cause de T influence du mouvement de rotation de la terre, la gravité varie et on a :
ijl ==^ (j — 0"\025 cos 2X.
Relativement à la valeur de c/ [9,806 (A = 45°)] (88), le second terme du 2® membre est petit. Pour le lieu du tir à la latitude A, il en résultera une correction 0(/ = — o"\o25 cos 2). relativement à la trajectoire tirée à la latitude de 45" ; cette correction est de même espèce que la correction a) due à l'altitude.
Mais la correction due à la variation de A le lon<i d'une trajectoire particulière sera extrêmement petite par rapport à la correction précédente, et du même ordre de grandeur, relativement à celle-ci, que la portée d'une trajectoire, relativement au rayon terrestre. On négligera cette extrêmement petite variation.
3° On voit que, suivant le principe constamment suivi dans la solution du problème balistique, on fait ici soigneusement la répartition et la classification des causes d'erreurs en groupes d'ordres de grandeur diffé-
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rente. Dans la solution des problèmes secondaires, on néglige ainsi des termes qui relativement au problème principal peuvent ôtre dits du 3® ordre au moins.
75. Premier problème. Variation d'ensemble de la gravité. — On a calculé une trajectoire avec une certaine valeur de g ; trouver la trajectoire qui correspond à la valeur (j + ()(/, toutes les autres conditions du tir restant les mêmes.
C'est un problème du genre de ceux traités pour les variations Oc, 0\q, da des données à l'origine. Donnons-en la solution pour le cas du vide (tir courbe à faible vitesse) \ et du tir de plein fouet ^.
i" Cas du vide. — Au point de chute, on a :
•^ Vosinaa X
(j ' \,cosa
ÙX ÔT O7
Donc -T=- =-— -= '—,
XI (J
2° Cas du tir de plein fouet.
La gravité fj entre dans la définition des deux intégrales "^ .
, . r"^ du , , C^ udu
Soient dg Taccroissement de g et ôa,, raccroisscment corrélatif de la vitesse restante horizontale. Le principe des calculs est le môme que pour le calcul des variations ôVo, etc.\
' Cn., 6, p. 44(»-
* Cn., 6, p. 3i I.
^ Ch., 6, p. 319.
* Ch., 6, p. 345.
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L'équation du point de chute
c (D. — D J tg a = A. — Ao — Jo (D. — DJ
donnera, quand on la différentiera :
c [b (k -+- du,,,) — D„) tg a =
A H- -^) [A («. + ôaj — Ao — Jo (D (a... + Oa,.) — D,)]
d'où on déduit, après un développement par la série •de Tavlor :
Xtga cF„ (V/
dw,= —
Ig w M,, </
On portera cette valeur de 0«,, dans les autres équations difTérentiées par rapport à a„, et à 7 et on obtiendra le système de formules suivantes :
tg to il,, (J
(^\ tg a t)r)f ^ ~~ *g^ il '
(>co = r tg (o — tg a) —^ -r -^-^ 0//.
^ (J u:, Igw ^
Exercices. — 1° Trouver les formules de correction pour le sommet de la trajectoire de plein fouet.
!A^ Calculer numériquement pour la trajectoire du vide \o = 5oo mètres, a = \^)^.
à) La variation de portée, quand on j)assc du polo à Tcquatcur. On trouve :
Portée à Téquateur : g = 9"\78i. \ = jj jjia nièlres. Portée au pôle : (j = ()"\8'^i, X = '2i \M) — r-
Ditïerence : ^X = l'iG mètres.
b) La \ariation de portée quand on passe d\ni tir au ni\eau de la mer à un tir à l'altitude de aooo nièlres.
On trou\e ôX = i() mètres.
76. Second problème. Variation progressive de la gravité. — On ci calculé une trajectoire avec la valeur (j qui convient « la latitude et à l altitude de lori-
(jine ; trouver la trajectoire qui correspond à la valeur
(2 y \ I — j , la gravité variant ainsi avec l* altitude le
long de la trajectoire.
On traitera les trois problèmes suivants : vide ftir courbe à faible vitesse), tir de plein fouet cl mouvement vertical.
i" Cas du vide,
a) L^équalion différentielle
peut s'intégrer, même dans l'iiypotlièse d'une grandeur
quelconque du terme 2 -~r .
Posons, en effet :
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et par suite
rit'
nr:
avec
L'intégrale générale de l'équation ci-dessus esl
avec deux constantes a et 6 qui se détermineront par les conditions que, pour / =^ o, on ait :
dz z = i et — ,- -
dl
On a ainsi :
i=é* -\- c^' et — — V^ sin a = m [&^ — c'*)
Il en résulte que
'26= i -V sin a,
Par suite :
V^sin a.
\ „ sui a
h] Mais
+ mt
e d'où :
'■'il
ml
i=tz 1-
iiiit
1 \,,suia
Ult
nrl
nri
— \, 7 Sin a H 1 — TT- VJ^sinaH ;- -\ —
2 or/ " 24
</ ^ 2 6fj
cl pour l'équation de la trajectoire :
y = \;/ sin a — -i. ^^'+ ^ i" ( V.sina— -^ +..)
ii4
OU encore, puisque la première équation différentielle
du mouvement -j-r = o n'est pas changée et donne
Vy cos a
, il viendra :
j=xtga
(jx-
(JX
2Vôcos-a oliVJcosav " 4VyC0sa_ /
c) Pour le point de chute, on posera y = o et X = X + OX. On trouve ainsi :
ùx=4
3 RVyCosa
V.sma— — r
4 >oCOS a
\cy ri
Exercices. — 1° Calculer ôT ; calculer 3X^, ôYg, ôT^ au sommet de la trajectoire.
'2^ Démontrer que le maximum de ôX a lieu pour un angle
de projection égal à 60°, le maximumdc ôïpour a^= -;- .
3° GalculernumériqucmentôXpourYo = 5oom., a = 4>^^r 1\ = G371 km. (On trouve ôX == 3/j m.)
2" Ca5 (/u //r de plein fouet.
a] Les équations différentielles du mouvement s'écrivent avec :
comme il suit :
du d-z
dt
cvY
11 / COS'"T '
dx = —
^y—rMt
Il / COS' T
COS-T
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Dans le cas du lir de plein fouet ^ la première devient d-z
cos
^T C UVV R/
En portant cette valeur dans les autres, il viendra le système suivant :
d-z g du f y\ , i udu
, i du ,1 udu
dl =_--.—-; rfy = _ tgT
b) luhodocjraphe a exactement la même forme que dans l'hypothèse d'une densité de l'air variable avec
l'altitude, où h serait remplacé par [ — -=^) .
On aura donc ainsi, comme au n"" 29, l't^quation :
c) Le temps cl V abscisse n'introduisent pas de nouvelles fonctions balistiques et s'intègrent immédiatement sous la forme :
d) ^ordonnée y, dans le cas actuel, ne différera de l'expression de l'ordonnée donnée au n^ 32 que par la suppression du terme hydy dans le second membre. L'intégration se fera donc exactement par la formule
TÎ^.
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du n^ 32 en supprimant le terme — hy- et on aura ainsi :
Rc'
>_LÎ(a'_a>)+i,(
+-r3iyJ'-T(«^'-ai)+3(*"-0+7.7Ji-J")(i>-»o^
e) Le problème est donc susceptible d'une solution complète que les procédés ordinaires (34) permettraient, par l'emploi de fonctions secondaires y de ramènera un degré très grand de simplicité.
Mais, on doit ajouter que la correction à clîectuer est d'un ordre de petitesse tel qu'avec les trajectoires de plein fouet usuelles, il n'\ aura jamais lieu de la prendre en considération .
Ainsi la coircclion à eirectuer sera toujours très inférieure
à celle qui résulterait d'uiie \aleur — ^ = ît^ .
On peut d'ailleurs la calculer approximativement par la
formule du n° ^j en i)renant — ^ = — ^ •
il 1^
Ainsi on aurait, par exemple, pour la correction de la
portée : ^,- . ,-
' dV tga Is
"X" "^"^ tg^ TT"
3^ Cas (lu tir vertical.
L'équation du mouvement descendant, en tenant compte à la fois de la diminution de la densité de l'air avec l'altitude et de la diminution de (j avec l'altitude s'écrirait (i3^ :
ihIv
l-^^—c{i+ahyr¥
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y élant pris avec le signe + et complr dans le sens du mouvement.
On discutera cette équation comme au n" i3, en considérant, au lieu de la courbe K, la courbe définie par l'équation :
Celte courbe a la forme de la courbe II de la figure 33. La variation de v en fonction de y est alors donnée par la courbe
Fig. 3J.
Il semble inutile d'ajouter cpic tontes les particularités rencontrées au-dessous du sol résullenl purement du jeu des formules dans une région où les hypotlièses physiques adoptées n'ont plus aucune signification.
§2. ^ ARLiïI0>S Ey DIRECTION DE LA GRAVITÉ
77. Lois de la variation de la gravité en direction. — Comme on prend toujours, par hypothèse, pour le calcul de la trajectoire principale, l'axe des y dirigé à l'origine suivant la verticale du lieu où se fait le tir, il n'y a point lieu de considérer ici un j)roblème du genre de celui appelé premier problème au n" 7;"), qui tiendrait compte des variations en direction de (j en passant d'un lieu à l'autre.
Par conséquent, les seules corrections à calculer seront celles dues à la variation de la direction de g sur
ii8
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Tare de trajectoire que Ton considère. Ces variations se rapportent à deux causes.
i^ A la convergence des verticales vers le centre de la terre.
2'^ A la non sphéricité cia globe.
Il est clair que la seconde cause est du second ordre de pelitesse par rapport à la première et que, dans la très faible étendue des trajectoires de l'artillerie, le sphéroïde terrestre peut être remplacé par sa sphère osculatrice dont le rayon peut être pris égal an rayon terrestre moyen.
11 ne reste donc à traiter que la correction due à la convergence des verticales.
78. Convergence des verticales. — Soient O l'origine de la trajectoire, C le centre de la terre, M
un point de la trajectoire. La gra- My(z vite dont nous supposons la grancE^a/l deur constante (correction du para-
graphe précédent) agit suivant la direction MC, Soit i l'angle en C.
Projetons les forces successivement sur Ox et Oy : il viendra, en remarquant que i est tel qu'on peut poser :
Fier
cos il
d'x 7fF
= — c¥ cos T — D^Eri
et sin y = d'Y
Te
tg^.
cFsinT — g.
Mais R étant le rayon de la terre, on a :
OA=OCtgA = Rtg|.
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La longueur OA ne diffère de Tabscisse 0/n que d'une quantité très petite y tg ^. On a donc :
et on peut évidemment négliger le second terme du deuxième membre qui est du deuxième ordre de petitesse relativement au premier. On écrira donc :
—r-^= Ch COST ^X; -7~- = Ch SUIT — (J,
Nous allons chercher les formules dans le cas du vide (tir courbe à faible vitesse) et dans le cas du ti?^ de plein fouet.
i"^ Cas du vide.
L'équation différentielJe
peut s'intégrer directement. Son intégrale est, en effet :
V — cosasin (\/ ^')
Développant en série le sinus, toujours voisin de zéro à cause de la présence du facteur j^ , il viendra :
'■'<s/^']-Vi'~i{if''
d'où :
On portera la valeur de /
Vjj cos a \6 R \ cos^ a dans Féquation qui donne y et qui n'est pas changée
y = y Jt sin a (jl-.
Il viendra, pour l'équation de la. trajectoire :
qx'^ q a?^ sin a
y = x' tg a — ^^_, ^ + 74,
2 Vo cos'- a 61\ Vq cos'^ a
Pour le point de chute, on posera y = o et X =:rz X -f- OX. On trouve ainsi :
Ainsi donc, dans le vide, la correction en portée^ due à la convergence des verticales est égale et de signe contraire à la correction due à la variation de la gravité avec f altitude.
Exercices. — Démontrer que les deux trajectoires (g variant avec l'altitude et g convergeant vers le centre de la terre) ne se coupent qu'au point de chute. Quelle est
celle qui est au dessus de l'autre ? (selon que sin a > ou
< — 1 . Former l'équation unique qui tient compte des deux
variations.
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2° Cas du tir de plein fouet .
La combinaison des deux équations actuelles du mou- >ement *
(l rcosT' ,, qx divûwz ,^ .
j- = — CrCOST —r-'-, T. = Cr SUIT — 7
dt li dt •'
conduit au système de formules
du cvV X V f cV . "*
dx=^ — - ( I + TT ig '^ ) ^•;
</t ij R COST V <j
di= — -
(J cos
r/y = — ^ to-T ^I +1 tg TJf/T
Dans le cas du tir de plein fouet, le rapport -^ étant
diîjà très |)etit sera négligé devant l'unité lorsqu'il sera multiplié par siuT ou tgT.
Les formules s'écriront alors :
cos-T c\ cVK/uV c\ cF R/ 1'
. ' I / (I x\ du , lin x\ udu
>i on remplace maintenant x par dans ces
formules, on voit que l'intégration en sera facile par l'introduction d'un certain nondire de fondions Ixdistiques nouvelles.
' ClI., 6, p. ['22.
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\insi, riiodographe exigerait rintroduction des inlé-
On pourra, comme exercice, établir les formules Nimplètes qui résoudraient le problème.
Mais, la petitesse du terme correctif rend superflu, pour la pratique, le calcul ci dessus et permet de se contenter d'une approximation simple pour l'évaluation de la correction . Cette approximation sera obtenue facilement eu remarquant que les formules dilTérenticlles pour le tir de |)l(Mn fouet avec convergence des verticales sont simplement celles d'une trajectoire de coefficient balistique
Ou pourra donc calculer, approximativement, le terme correctif en employant les formules différentielles qui don-
, etc. ^
ôc ' àc avec
c 1 cF„, R Ainsi on aura, pour la correction de la portée
ÔX _ . r/ X / If? a
X 2 cV,., R \ ti; w
!^ 3. — Courbure de la terre
79- Hypothèses. — On a supposé, dans l'établissement de la tbéorie du terme principal du problème
* Cii., 6, p. 34;.
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balistique, que la surface de la terre était plane. Cette hypothèse, sans aucune conséquence évidemment sur les équations de la trajectoire indéfinie, était nécessaire pour obtenir des formules, aussi simples que possible, du point de chute, qui est le plus important, en pratique, des points de la trajectoire. Si, en effet, au lieu de faire y = o, dans. les équations, pour obtenir ce point, il eut fallu chercher l'intersection de la trajectoire et de la circonférence terrestre, le problème fut devenu très compliqué et même, le plus -souvent, impossible à résoudre.
D'ailleurs, la petitesse de la correction à effectuer, petitesse due à la grandeur du rayon de la terre relativement à la portée des trajectoires de l'artillerie, permettra de calculer, par une formule très simple, le terme correctif qui s'introduit du fait de la courbure de la terre.
80. Calcul de la correction en portée. — Soit OSP' la trajectoire, OMP' la circonférence du globe terrestre de rayon 11 et de centre C.
La portée X que donnent les formules de la Balistique ordinaire est OP ; la portée réelle que l'on mesure à la surface de la terre est l'arc OMP'.
Joignons P' au centre C de la terre et soit Q le point où ce rayon rencontre l'horizontale de l'origine. Soit 'J; l'angle au centre OCQ ; ^ sera, par hypothèse, un angle très petit.
Fi or ■»■>
Oii a :
arc OMF = IVi.
et :
OP = OQ — PQ == R ig ^ — PQ.
On aura donc, en désignant par AX la différence (arc OMF — OP).
A\=R(A — tgÀ}+PQ.
et, à un ternie du 5"" ordre en ♦} près :
OF PO
sin i)) cos -(ao — à) d'où :
PO = (cos to — i sin tu^
sin (0 ^
à un terme en 6^ près.
D'au Ire part :
QF.2R = OQ = J{'6'
à un terme en A* près.
Donc :
PQ =^= — ~ — (cos (o — A sin to) 2 sin 0) ^ ' '
ou bien, à un Icrmc en à'' près, puis(£ue AX = PQ — R -rr il viendra
AX=^colgco--^
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Dans celle formule, l'angle de cbiile lo est loujoins supposé positif.
On pourra s'en tenir au terme en X^, c'est-à-dire
poser AX = — jt- cotgo), d'autant plus que la démonstration de la formule à deux termes a assimilé l'arc de trajectoire PP' à une droite inclinée de w sur l'horizontale et que de ce chef une petite erreur a été introduite, qui dépend du rayon de courbure de la trajectoire en 1\
81 . Correction des autres éléments du point de chute. — Quand on se déplacera de P en P' sur le petit arc de trajectoire, les éléments du point de chute ï,Wto et w subiront des petites modifications qu'il sera aisé de calculer^ au moyen des équations diflenMilielles de l'arc PP', qui sont :
du cvF , u^ (h
fh g g cos" t
, Il dt j u^ d'z
dl = — ; dy = to- t
g cos-^T^ " g ^ cos" t
et qui, exprimées en fonction de rfx, s'écrivent :
, c¥ j , qdx
du = dx, dz = — î^— 7- ,
dl = -^ , dy = t": T dx.
On aura ainsi :
Aa,,= ^z |rcotgoj, A\ = — -colgto.
Al =— -— cotgto, A(o== — ^^ r- cotgo),
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«S 2. Table numérique. — On donne ci dessous une lable numérique pernietlant de trouver immédiatement i^X (juand on coimait la portée X et l'angle de chute 03.
(]ettc table est la traduction de la formule :
AX =: — vr COlff W.
'lli ^
■l'*,'iO
Go"
* 2 5oo
ID
7 5oo
loi
lOQOO
I OIO
ICO
CO
Ainsi qu'on le voit, la correction peut être assez importante pour des trajectoires très longues et très étendues.
83. Maximum de la correction. — Pour un canon déterminé (V^ et c donnés), il existe un maximum de la correction due à la courbure de la terre, car cette correction part de zéro pour une trajectoire tirée sous un angle nul (ce qu'on démontre en remplaçant, pour a = o, la trajectoire dans l'air par la parabole du
vide osculalrice). Elle est nulle aussi pour a = — .
Ce maximum ne correspond pas au maximum de portée. Ainsi, dans le vide, où l'expression de AX s'écrit :
AX
caler y
-7^ sin a cos^ a,
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les maximum et minimum ont lieu pour :
doL
soit
cos'^ a fcos' a
3 sin^* y.)
ce qui donne
— et
tga
c'est-à-dire a = io^.
D'une manière générale et pour le tir dans l'atmosphère, le maximum de AX sera donné par la formule :
(/AX doL
2R sin o)
OX
X ÔO)"
sin o> ôa
c'est-à-dire :
ôX ^^ ÔCJ
Sm 203 -— = X r—
oa oa
Résumé
84. Formule^ de correction. — Les termes secondaires dus à la gravité et à la terre donnent lieu à des corrections AX sur la portée qui sont inscrites dans le tableau ci- dessous.
a) g VARIE EN GRANDELU.
1** Variation d'ensemble suivant la latitude et V altitude du tir.
AX c^a \
(\idc) -Y" = J
^9 I AX est de signe
, AX tffa àq ( contraire à ()(/,
(l'icin louet)
X tgw (y
•A^ \arialkm progressive le long de la trajectoire.
(>ido) "X'^Tlï ^"^ I
(Vlvin iowQi) ^^ ^^^^ Y I AX est posilif.
(roriiiulc -,- = îT- 1
approximative) ^ *r^ "
6) g VARIE EN DiREc^TioN le loiig de la trajectoire. ,., AX I X
(IMeinroncl) ^^ , . ^^ . AX est ncgatir.
(lormnlc -— = i +-^^ -J^ n
approximative) \ ^o^/ *^ •■' *^
C) (^OLUBLRE DE L\ TERRE.
AX X
(Tous les cas) ^ -y" = ~-ït- cotg w ' AX est posllil -.
* Dans celte dernière formule w est pris avec le signe -j-. Dans toutes les autres oj doit avoir le signe — .
* Dans le Tir de plein fouet cette dernière correction seule, due à la cour- })ure de la terre, aura quelque importance. Les trois autres corrections sonl^ en elTct, très petites.
CHAPITRE VI
UOÏATION DE LA TERRE
I I. — Généralités sur le problème
85. Historique sommaire. — La question .de « F influence de la rotation de la terre sur le mouvement des projectiles » a depuis longtemps attiré l'attention . des géomètres.
Dans un article consacré aux « Progrès de la Mécanique » et publié en 1864 dans la Revue des Deux Mondes^ M. J. Bertrand en a retracé les origines.
« Varignon, dit-il, paraît avoir signalé le premier, en 1 707, la contradiction géoniétrique des lois de Galilée sur la chute des corps avec rii\pollièse de la rotation de la terre et celle d'une pesanteur constante... Son ouvrage sur la pesanteur le montre fort mal préparé à traiter de telles questions. On voit, sur le frontispice, une petite \ignette fort élégante représentant deux personnages, un militaire et uu religieux, auprès d'un canon braqué vers le zénith : ils regardent en Tair connue pour suivre le boulet qui vient d'être lancé. Sur la gravure nuMue, ou lit ces mots : « Uetombera-t il ? » l-.e religieux est le célèbre père Mersenne ci son compagnon est M. Petit, intendant des fortiiications. Us ont répété plusieurs fois cette dangereuse expérience et connue ds n'ont pas été assez adroits pour faire retomber le boulet sur leur lète, ils crurent pouvoir en conclure qu'il était resté eu l'air où sans doute il demeurerait longtenq)s. A arignon ne
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conteste pas le fait, mais il s'en étonne : « Un boulet sus- « pendu au-dessus de nos têtes, en vérité, dit il, cela doit « surprendre ! » Les deux expérimentateurs, s'il est permis de les nommer ainsi, firent part à Descartes de leurs essais et du résultat obtenu ; on sait que Tin trépide philosophe ne demeurait jamais court : c'était un oracle toujours prêt qui répondait à tous et à tout. Il ne vit dans le fait supposé exact qu'une confirmation de ses subtiles rêveries sur la pesanteur.
« Quelque troublante que fut cette première opinion, il fallut attendre jusqu'à d'Alembcrt pour avoir une plus judicieuse analyse du phénomène.
« Gauss, Laplace et Poisson ont ensuite successivement apporté à cette étude l'appoint de leur magistrale compétence. »
86. Méthode suivie. — Aujourd'hui, le problème est devenu classique ; on en trouve la solution générale indiquée et, tout au moins, le cas particulier du mouvement vertical dans le vide exposé, dans la plupart des Traités de Mécanique Rationnelle, comme illustration de la théorie du mouvement relatif.
iNous avons dit, dans l'Introduction (3), les discussions récentes auxquelles celte théorie avait donné lieu.
Les problèmes du mouvement relatif, ramenés au mouvement absolu par l'introduction de forces fictives, sont toujours extrêmement délicats. « Dans le cas où par la nature des données, le mouvement absolu du point pourrait être complètement déterminé, il ne faudrait pas employer la force relative mais déterminer le mouvement absolu, et on serait alors ramené à une combinaison de mouvements connus, ce qui rentrerait dans les questions traitées ^.. ))
* Délai NAT. ï. I^ p. 470-
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C'est la voie directe suivie par le colonel, de Saint- Robert, qui préière une explication géométrique à une <c méthode où on perd de vue le phénomène mécanique ».
« En 18 '^7, Poisson s'est occupé de la question et en a étendu la solution au cas général où le projectile est kincé dans l'air avec une vitesse et suivant une direction quelconque. Mais l'analyse employée par ce savant géomètre est assez laborieuse et n'explique pas aux sens les effets divers produits par le mouvement diurne.
« Il m'a semblé qu'on pourrait, par de simples considérations géométriques, rendre compte des effets qui résultent de la rotation du globe sur le tir des projectiles et même calculer ces effets. Je ne fais en cela que suivre les idées émises par MM. Poinsot et Liouville relativement à l'explication d'un phénomène analogue : je veux dire le déplacement du plan des oscillations^ du pendule qui a lieu dans la belle expérience de Léon Foucault. ^ »
Nous suivrons, dans l'exposé qui va être foil de la question, la méthode générale indiquée par l'éminenl balisticien italien, procédant des cas les plus slm])lcs au cas le plus général et cherchant toujours l'explication mécanique des phénomènes.
Nous nous en séparerons seulement à la fin, au moment 011 il prétend ramener aux équations de Poisson les résultats qu'il a trouvés, et qui sont incompatibles avec elles. Il existe, en effet, dans la solution exacte, un terme que la théorie classique ne calcule pas et qui est du même ordre de grandeur que ceux qu'elle conserve .
Nous montrerons enfin, en reprenant le raisonne-
* De Saim-Rodert^ p. 3')8.
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mont classique comment celui-ci doit être complété, pour être rendu absolument correct.
87. Hypothèses. — Soient a Xàvitesse ancjulaire àv\ mouvement diurne de la terre, R le rayon de la terre et <i la gravité.
La terre faisant un tour sur elle-même en 24 heures ou 86 164 secondes, la vitesse angulaire a a pour valeur :
ou encore a = i5",o4 ^^ degré par seconde sexagésimale de temps :
i^ La théorie amènera à considérer le produit a^, / étant un temps correspondant à la durée de parcours d'une trajectoire au-dessus du sol ; / sera de l'ordre de la minute sexagésimale ; si on prend une valeur très exagérée de t^ t = 1 20^ par exemple, le produit a/ a pour valeur 0,0087 ^^ ^^ produit a'f donne o,oooo56.
Aoiis conviendrons, dans les formules, de négliger a■^' devant f unité. Les termes en Sit conservés entreront dans les formules multipliés par une coordonnée x. y d'un point de la trajectoire ;
2^ D'autre part, la théorie introduira des termes de la forme Ra^/^, avec :
R = 6.37 1. 000'" ; log R = 6,8042.
Le produit Ra, à cause de la grandeur de R, est un nombre assez grand et égal à 4^4'" î ^'^'^^ ^^ vitesse linéaire de la tertre à l'équateur.
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Le produit Raf est donc de grandeur tout à fait comparable à une coordonnée a? ou y de la trajectoire, puisqu'il représenterait le parcours uniforme d'un point lancé avec une vitesse horizontale 8e
Il en résulte que les termes de la forme Ra^/^ = (Rai) ai sont du même ordre de grandeur que les termes en a/ multipliés par une coordonnée de la trajectoire et conservés d'après la première hypothèse. // est donc nécessaire de conserver également dans les formules les termes de la forme Ra"/".
Disons, dès maintenant, que ces termes sont laissés de coté dans la théorie classique des effets de la rotation de la terre.
88. Attraction et gravité- — i° U attraction exercée par la terre, supposée sphérique, est le nombre G, qui varie suivant la distance du point attiré au centre de la terre conformément à la loi new^ Ionienne :
Cette formule s'applique à un point extérieur à la surface du globe.
S'il s'agissait de la cluilo d'un corps dans un puits, la gravité ne suit pUis la même loi ; elle est proportionnelle Cl la distance du centre attiré au centre de la terre suivant la formule
Ces deux formules, qui se raccordent au point y= o,
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sont, pour y très petit, comme toujours en Balistique, réductibles aux deux formes :
(extérieur) Gy == G f i — (intérieur) G_y = G ( i ^ J .
'2^ On suppose, dans la théorie actuelle, cpiivise seulement les effets de la rotation de Ja terre, que la trajectoire a été calculée dans le cas de la terre immobile et corrigée des variations de G avec l'altitude d'après les formules du § i (chap. v). Ces corrections sont d'ailleurs extrêmement petites.
On suppose également que la trajectoire du cas de la terre immobile a été corrigée de l'effet de la convergence des verticales ainsi qu'il a été exposé au § 2 (chap. v). Cette correction agit, comme on le sait, en sens inverse de la précédente.
3'^ La gravité (j en un point, est la composante de j^ V attraction terrestre G et de la force
centrifuge due à la rotation de la terre.
En un point 0, dont la latitude -^ est A, le rayon r du parallèle est 1\ cos A et la force centrifuge a pour expres- Fi,r. îo. sionRa'cosÀ.
Ses composantes, suivant le rajon terrestre et une perpendiculaire à ce rayon, sont :
Ra- cos^ \ et Ra- sin A cos k.
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On aura donc, en désignant encore par G rattracllon terrestre :
(f = (G — Ra^ cos- \y + R^a'» sin^ A cos- 1
^,2 2Ra^cos-A R^a'cos"A
if"
,, . Ra- I _ . , n-a*
Mais : = environ ; donc le carre ■ , , , -
sera négligeable devant l'unité et on pourra écrire :
g = G — Ra- cos- À.
D'autre part, si on désigne j)ar Tangle que la direction de g fait avec celle de G, on aura :
. f. Ra'" sin ). cos X . G — Ra-cos'A
sin 1 = ; cos li
ce qui, au degré d'approximative admis! — — négligeable J ,
donne : ^
Ra-
sin = sin 2A, et cos Q = i .
Numériquement, avec les valeurs de R =6 37i()()()"\ et a = o,<)<)()()j2() on aura
^ = G — (),()'3*^8 cos- ). ; sin = 0,0017 > sin 'i\,
La direction de l'attraction et de la gravité coïncident donc au pôle cl à Féquatcur ; elles ont leur maximum de divergence à la latitude A == \^^.
■ 4" ^^^ '^^ formule g = G (i j^— cos" a j , on dé-
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duit que la gravité g deviendrait nulle, si la vitesse do rotation a' était telle que :
a'^ = -:g j^r- ou (à Téquateur, X = o)
R cos^ A
On trouve ainsi a' = 0,00124.
et par suite — = 17 environ.
Ainsi, si la terre tournait 17 fois plus vite sur ellemême, la pesanteur serait nulle à l'équateur. Elle serait encore nulle si le rayon terrestre était 290 fois plus grand, avec la même vitesse angulaire a.
5° Mais la formule qui donne g en fonction de G et de X est encore incomplète, car il faut tenir compte, non seulement de la rotation de la terre, mais encore de l'aplatissement du sphéroïde terrestre, qui vient ajouter ses effets à ceux de la rotation. La formule adoptée (Annuaire du Bureau des Longitudes) est la suivante :
g = 9"\8o6 — 0,025 cos 2)..
Effets de la variation de g avec la latitude
— i"" La formule précédente est celle qui a été employée au n" 74 pour le calcul des corrections h apporter à la trajectoire suivant la latitude de Forigine du tir.
Ces corrections sont, on l'a vu, extrêmement faibles en passant du pôle à l'équateur, c'est-à-dire, pour une variation totale, ^g = 0,0 5.
2^ Il y aurait encore à considérer ainsi qu'on Ta dit au n" 74, une correction d'une autre sorte, tenant à la
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variation clo la latitude A le long d'une même trajectoire ; cette correction serait nulle le long du parallèle, maximum le long du méridien. Mais la variation de ). de l'origine au point de chute d'une trajectoire de l'ar-
tillerie est si petite (Oa étant égal a -t— , rapport de la
portée au rayon terrestre) qu'elle ne peut produire qu'une fraction infime de la correction précédente déjà fort petite. On doit la négliger.
y Mais il y a lieu d'examiner le fait de la non -coïncidence de la verticale (direction de (j en un point] avec le rayon terrestre, à un autre point de vue. Pour Télude des effets du mouvement de rotation de la terre, nous adopterons les axes suivants : comme axe des y, on prend le prolongement du rayon terrestre (.0 et comme plan des xz le plan perpendiculaire ïu^OTp h la direction Oy au point O.
On suppose la trajectoire sur la terre inmiobile connue et rapportée à ce système d'axes.
Or, en réalité, la trajectoire que donne la Balistique ordinaire est rapportée non à ce système d'axes dépendant de Vatlraclion terrestre, mais au système d'axes dépendant de la f/rcwilé^ c'est-à-dire tel que l'axe des y fasse avec l'axe des y précédentes l'angle déterminé au n'^ 88,3".
Il serait d'ailleurs aisé de passer du second (gravité) au premier (attraction) par les formules ordi-
Fin- i-
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naires de transformation des coordonnées. Mais, si on suppose ce calcul effectué et les formules établies dans \ç> premier système d'axes (attraction), il faudra au point de chute, ou au point de la trajectoire qu'on voudra observer, faire le changement de coordonnées inverses, parce que T observation donnera les portées^ les angles de chute, etc., rapportés à la verticale du point de chute, c'est-à-dire au second système d'axes de coordonnées (gravité).
Ainsi donc, le choix des axes de ï attraction n'introduira aucun terme correctif dii à la différence de leur orientation avec ceux de la gravité,
4^ D'autre part, le sphéroïde terrestre étant défini au point où se fait le tir par rapport à la direction ie la gravité, à laquelle les surfaces de niveau sont normales, la non-coïncidence des directions G et </ ne changera rien aux raisonnements du n" 80 relatifs à la correction due à la courbure de la terre.
§ 2. TlU AU POLE ET A l'ÉQLATEUR
90. Tir au pôle. — « Un observateur placé debout au pôle boréal, tournerait sur lui-même, à son insu de droite à gauche, en vertu du mouvement diurne de la terre. Si, dans cette position, il lançait un projectile dans une direction quelconque, il est clair que ce projectile parcourait sa trajectoire, coiunie si la terre était immobile ; car en partant d'un point lixe le projectile n'en recevrait aucune vitesse à ajouter à celle de projection qu'il reçoit par la main ou l'instrument qui le lance.
« Le plan de tir, restant fixe dans l'espace, paraîtra à l'observateur qui se croit en repos, se déplaccrcn sens inverse, c'est-à-dire marcher de gauche à droite autour du pôle,
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avec une vitesse angulaire égale à celle de la rotation terrestre, savoir d'une révolution en un jour sidéral ^. »
Le plan de projection yOx restant fixe dans l'espace, le projectile décrit dans ce plan la trajectoire OMN qu'on sait calculer, par' hypothèse. L'observateur qui est vertical en 0, tourne et se trouve au temps / les yeux dirigés vers Ox^ faisant avec Ox l'angle Si t. Au même temps t^ le projectile se trouve au point M de coordonnées y = MP el x = OP dans le plan fixe yOx.
Pour l'observateur, les coordonnées apparentes de M, qu'il rapportera aux axes rectangulaires (O, y' x^ z') seront :
Fig. 38.
PQ
On aura entre x\ y,' z' et x, y les relations :
OQ = x' = OP cos a/ d'où x' = x cos a/ PQ == z^ = OP sin a/ d'où z' = x sin a^
Vinsi qu'il a été dit (87), on peut négliger a-/"^ devant l'unité. Par suite, les formules deviendront :
\Aj ,
■V —^ <X/Cvt-«
Tout se bornera donc à une déviation latérale xsit, à
* De Saint-Robert, p. 362.
droite du plan mobile (qui pour l'observateur esl fixe et représente le plan de projection).
La déviation serait à gauche pour le pôle ,austral.
On doit remarquer que Tatmosplièrc participe au inouvenient de rotation de la terre dès qu'on suppose un vent initial nul ; le projectile qui part de avec un vent nul rencontrera un vent latéral apparent de plus en plus fort à mesure qu'il s'éloignera du pôle. Mais la vitesse de ce vent est très peu considérable; elle est ax à l'abscisse x, c'est-àdire do i"^*^ pour X --=^ l'i^ii"^. L'ellet d'un tel vent, sera complètement négligeable sur toutes les trajectoires de l'ar-
tillerie. On a vu (48) que la vitesse --jj- , perpendiculaire au plan de projection, que prend le projectile pour un vent de
vitesse "W était -yr = "W ( 1 ) . On aurait donc ici
dt \ II.
pour l'écart du à ce vent variable
tj
dt.
On saurait, s'il en était nécessaire, évaluer cette intégrale et faire la correction due au vent apparent; mais -elle est trop minime pour qu'il y ait intérêt à en tenir compte.
Exercice. — Trouver la formule dans le cas du tir de plein fouet en introduisant deux fonctions balistiques.
91. Étude de la trajectoire circulaire d'un boulet. — Supposons, alin d'étudier, sur un exemple concret, les propriétés du mouvement relatif, que, du pôle,, on lance horizontalement dans le vide, un projectile avec une Aites.se initiale de 7 900'".
On sait ( Gj) qu'il mx décrire autour de la terre une circonférence avec une vitesse uniforme et qu'il tournera sans cesse comme un satellite autour d'une planète. Son mouvement absolu étant cette circonférence, quel va être son
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iiiouvcnicnt apparent ou relatil* pour un observateur placé au pôle et entraîné par le mouvement de rotation de la terre ? y'Ox' étant le plan de projection, entraîné avec l'observateur, le projectile paraît se déplacer veis la droite de ce . 3''i
plan. Au temps /, il est, pour robservateur, arrivé en M, point défini par les coordonnées sphériques :
OM' = Vo<et \IM'=rat.
Posant
OM' — X., MM
on aura, puisque
r — R sin x,
Téquation :
l a^Rsm/
La dérivée donne
aR
Fig. 39.
aR
ou
^ = -y- 1 sm X
La courbe part du point 0. tangentiellement au plan de projection Ox ; elle coupe l'équateur au point
et la tangente en ce point est
dl aR
drjL
Vo
La tangente devient parallèle au plan de projection (point 1) pour
'^»n / + X cos 1 =
c.-à-d, pour tg / = — ■/. d'où /. = 1 1 tj°, i V
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Puis, la Irajcctoire passe au pôle austral, pour y=: r, q[ sa tan^ciilo a pour valeur
di aR
La courbe revient ensuite à l'origine O, par une branche analogue et elle y lait avec le plan de projection un angle
— ^ ^= 'it: -— - . Le mouvement continuera ainsi indéfini-
ment ; la trajectoire ne se fermera que si Tare tg — ^^ — est contenu un nombre exact de fois dans 'ii:. ^
Numériquement, on a a = (),()()()()-29, R = 0371 km., \ Q = rj tni. 9
On en déduit
an
gle
'27:aR
20°, iC
qui est contenu 17,77 fois dans it..
Si on suppose l'observateur placé assez loin sur Taxe des
()ôles, pour qu'il \oie la terre en projection cylindrique, la trajectoire du ])rojectilc lui apparaîtra coinme une courbe ayant pour angle polaire = a/ et pour rayon polaire /' = R sin \J.
On aura ainsi
U sin
Fig. 40.
pour équation polaire de cette courbe qui se compose de feuilles successives tournant autour du pôle et revenant 17,77 fois en ce point dans l'intervalle d'un jour sidéral ; la courbe comprendra ainsi 35,54 feuilles.
ZZ^Z
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deux projections verticale et horizontale. Le point est le point de la surface de la terre d'où le projectile est lancé suivant le méridien NS et vers le Nord (Ox).
Si la terre était immobile, la trajectoire serait décrite dans le plan yOx et, au temps ^, le projectile serait en M.
Outre la vitesse reçue par Tarme qui le lance, le projectile possédera du fait de la rotation \VE de la terre une vitesse horizontale dirigée suivant la tangente Oz à l'équateur ; la valeur de cette vitesse est Ka.
Si les axes (0, x y z) se transportaient parallèlemenl à eux-mêmes avec cette vitesse horizontale Ra et si pendant ce mouvement la gravité restait constante en direction^ le projectile ne changerait pas de position relativement à ces axes mobiles ; ceux-ci seraient, au temps t, parvenus en (0^, a?, y, ;rj, position telle que la distance 00^ soit égale à Ra/. Mais, pendant que les axes s'éloignent ainsi parallèlement du point de départ 0, ils s'éloignent aussi du centre C de la terre vers lequel est constamment dirigée la gravité ; sous l'action de cette force oblique, le projectile se portera donc vers la gauche de la position qu'il aurait occupée par
ei.
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rapport aux axes, avant leur mouvement de translation.
D'autre part, les axes de repère à la surface de la terre sont liés à Tobservateur et ne se transportent pas parallèlement à eux-mêmes, mais tournent autour du centre C de la terre.
On aura donc ainsi à considérer des écarts apparents dus à deux causes : à une attraction oblique et à une rotation des axes de coordonnées due au déplacement de l'observateur avec le mouvement diurne.
1° Effets de l'attraction oblique. — La gravité g au point \r est dirigée suivant M'C. Elle se décompose en trois forces : Tune dirigée suivant une parallèle Wm' à la verticale Oy du point de départ, l'autre suivant une parallèle M'M à Téquateur et la troisième suivant une perpendiculaire Wn à l'équateur.
Les abscisses OM, les altitudes Oy atteintes par le projectile, aussi bien que les déplacements 00, dus à la vitesse de rotation de la terre pendant le temps t sont considérés comme infiniment petits relativement au rayon terrestre R. Donc : a) la distance M'C peut être remplacée dans les calculs de correction actuels par R ; b) les angles de M'C avec Wm' et M'M par leurs projections sur le plan de Téquateur ; c) l'angle de M'C avec M'n par sa projection sur le plan j, o^ x^.
L'angle yCW a pour valeur a/ à l'approximation admise et on aura :
Composante de g suivant M'm' = g cosa/ ou g
— r/ suivant M\f = g sin a/ ou gat
MO
— a suivant Wn == a ,^,,,^ - .
CM
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Mais cette dernière composante, qui peut s'écrire g r—-
doune lieu à l'effet qui a été calculé précédemment (78) comme résultant de la convergence des verticales sur la trajectoire sans mouvement de rotation de la terre. Son action est donc comprise implicitement dans les valeurs données de 5C et y en fonction de / qui définissent, par hypothèse, la position du point M dans le système d'axes(xOy).
Par conséquent, au degré d'approximation recherché ici, la rotation de la terre n'aura pour effet que de donner, vers la gauche^ une composante ayant pour expression ( — g2it) .
On aura donc, pour l'équation différentielle du mouvement hors du plan de projection :
d'où on tire, en intégrant deux fois :
sans constante, parce que, pour i = o, on doit avoir
dz.
— -^= o et z, = o.
dt *
Donc, relativement aux axes entraînés parallèlement (Oj^, Xj^ y, Zj), on aura :
aaf
Remarques. — a) Dans Texpression de la force accélératrice
qui fait sortir le projectileduplan de projection -rrj- = — gsit,
nous n'avons pas tenu compte de la résistance de l'air. Nous supposons donc ici cette résistance très faible et négligeable, de sorte que les formules actuelles s'appliquent rigoureusement au cas du vide ou du tir courbe à faible vitesse. On dira plus loin (| G) la manière d'établir la formule dans
le cas du tir dans un milieu résistant.
6) Le projectile pendant son mouvement dans le plan de projection (méridien) rencontre un vent latéral de vitesse croissante sou filant vers la gauclie, puis-
Ji
(lu'à l'origine, sur Téquateur, la vitesse
^ des couches d'air est Ra et sur le paral-
Fig. 42. lèle )., à la distance x, cette vitesse n'est
plus que de ra.
Le vent relatif est donc a(R — '') = 8,R (i — cos 1) ou,
puisque A est très petit, à cause de la faible amplitude
des trajectoires, aR -;— . Mais, on a aussi sensiblement r = R sinl; donc le vent aura, au point x. pour vitesse
'. îT 4^* ^^^^ ^^^ quantité extrêmement petite (de l'ordre du millimètre pour x = •20''™),
2'^ Effets de la rotation des axes. — Au temps /^ Forigine des axes entraînés par la terre sera venue au point 0' sur la surface terrestre, tel que : arc 00' = Ra/. Pour passer des axes (0, x^y^ zj du transport parallèle aux axes réels (0', y x^ z')^ on transportera d'abord les ])reniicrs parallèlement en 0', suivant (O', x.^y.^ cj, puis^ on les fera tourner autour de O'x.^ qui restera fixe en devenant Ox'.
a) Transport parallèle. — Les coordonnées de O' relativement à O^ sont :
o pour les x.^
O'K = — R (i — cos af), pour les y^ R sin a/ — Ra/, pour les ,"2
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Cette dernière valeur est nulle à un terme en R (a/) près, négligeable par hypothèse.
L^abaissement O'K des y.^ se réduit à :
et par suite :
On a donc :
Fig. 4-J.
•> LÎ
b) Rotation des axes. — L'angle formé par le nouvel axe des y' avec Tancien y^ est a/. On aura ainsi :
«A/ ■ tX/.^
y =2:^cosa/ — y.^^ui2Ll=z^co^B.t — ( Jt + R— 7— ) «ma/ y'===y,j^^ineit-{-y.^co^2Lt==z^^\n^t-^\y^-\-^---\co^B,t
Si l'on néglige les quantités du second ordre en a lorsque cqtte vitesse de rotation est multipliée par une coordonnée et du 'i"^ ordre lorsqu'elle est multipliée par le rayon terrestre suivant ce qui a été convenu au n^ 87, on trouvera :
> il
/ = Ji H- a/;. + R
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c) Formules complètes, — En substituant les valeurs de x^^ jj, Zi et remarquant que B.tz^ devra être négligé, dans l'expression de y\ à cause de la valeur de :
on obtiendra le système suivant :
Pour le tir du même point, mais dirigé vers le pôle Sud, y' conserve la même forme ; la déviation z' a toujours lieu vers la position initiale du tireur, et conserve la même valeur que dans le tir vers le Nord.
93. Tir et réquateur dans son plan. — Lorsque le projectile est lancé dans le plan de l'équateur, vers l'Est, c'est-à-dire dans le sens du mouvement diurne, il reçoit, outre sa vitesse de projection, une vitesse horizontale, égale à celle d'un point de Téquateur et dirigée dans son plan. Il est d'abord évident que le mouvement terrestre ne produira pas de déviation hors du plan de l'équateur.
Le même raisonnement qu'au numéro précédent pourra s'appliquer ici : M étant la position du projectile au temps t relativement aux axes immobiles (0,irj), le transport parallèle des axes et de la trajectoire pendant le temps t à une distance 00^ = Ra/, donnera le point M,. *. .•
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Pendant ce temps, la direction de la gravite, qui passe constamment en C, a changé continûment et, d'autre part, les axes de repère, transportés avec l'observateur et sur les-
quels il mesurera les dimensions de la trajectoire qu'il observe, seront venus en (0 Vj') , Torigine 0' étant telle que
arc 00' = Ra^
Vi y'/
Ouest m
E Est
Fig. 44.
On aura ainsi à considérer Teffet dû à Vattraction oblique et Teffet dû à la rotation des axes.
i^ Effets de F attraction oblique. — La gravité g s'exerçant suivant M^C aura pour composantes
g cos a^ suivant MJ — g sin a/ suivant M^M',
c'est-à-dire au degré d'approximation admis, g et — gsit. On aura donc, pour l'effet de cette force dans le plan
de tir :
d'où, en intégrant deux fois : D'ailleurs
ïi = y et z,
Il y a lieu de faire ici la même remarque qu'au n^ 92, 2°, a. On néglige la résistance de Fair et lasolulion s'applique, par suite, directement au tir courbe k faible vitesse seulement. On dira plus loin comment s'établiront les équations différentielles dans l'air atmosphérique et comment on peut les intégrer dans le cas du fir du plein fouet,
2" lyffeia de In rotation des axes. — l^our passer des axes 0,j*,rjr,) aux axes [0\x.,y.,z,^j^ il suffira de changer z^ en .r^ et z.y en x.^ dans les formides du numéro précédent : 1(* transport parallèle des axes en 0\ qui n'influe que sur la valeur de y, donnera :
La rotation donnera les formules :
3" Formules complètes. — Par suite, les formules
totales seront les suivantes :
Elles fixeront la position du projectile au temps /, par rapport à l'observateur .
Remarque. — Il n'y a pas lieu évidemment de considérer l'effet du vent, puisque le projectile reste sans cesse sur le même parallèle.
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94* Tir à Téquateur dans une direction quelconque. — Généralisons maintenant les résultats obtenus dans les deux problèmes précédents.
Soit le point de départ du projectile sur Féquateur : le prolongement Oj du rayon terrestre OC est la direction de la verticale en O.
Le plan horizontal en est le plan T^OTp .
Dans ce plan, la direction horizontale du tir QuestL Xl^JiS, \Est
est la ligne Oa?, définie par son azimut a, angle que Ox fait avec OT
L'azimut variera de O à 27: en tournant de gauche à droite.
L'axe des z sera une perpendiculaire Oz à Ox^ située dans le plan horizontal de O .
I® Menons par le centre C de la terre, deux droites Cy et CX^ respectivement parallèles à Ox et Oc. Le plan yCs perpendiculaire à OC contient aussi Taxe de rotation CA de la terre. Si le vecteur CA représente la rotation de la terre autour de Taxe des pôles, on pourra la décomposer en deux autres, R^ suivant Cy et Rv; suivant Cî^ et chercher les efTels séparés de ces deux rotations.
a étant la rotation CA, on aura :
Sud Fig. 4).
a cos IL
et
a sm !JL,
Or, relativement à la rotation R^, le tir exécuté en
iSa LA TERRE
aura lieu comme s'il était effectué dans le plan du méridien devenu Ox. Les formules du n° 92 seront donc immédiatement applicables, en changeant seulement a en a cos [x.
On aura ainsi, en désignant par cc",j",2:" les coordonnées après cette rotation :
a^y = j + R— -cos'u,
z" = — a,ty cos [x — g —^ cos [jl.
Relativement à la rotation R»; , le tir aura lieu comme si Ox était Téquateur et que le tir fût dirigé dans ce plan. Les formules du n° 98 seront donc applicables à * la condition de changer a en a sin [jl.
On aura ainsi :
, ,, a/^ sin u. , .
X = X — g 7^ — ■ Sity sm ^
Rt^
y' = y + Sitx sin [x -\ a^ sin"^ \k
Par suite, Teffet total relativement au vrai mouvement de la terre s'obtiendra en remplaçant x" ^y'\z" par leurs valeurs ; x' ^y\zl désigneront toujours les coordonnées du projectile au temps t par rapport à la position de l'observateur sur la terre, observateur qui se croit immobile ; on aura ainsi :
X = X — -^^— I — sm [JL — a/y sm [jl .
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y z= y -\- Sitx sin [JL +
Z = a/y COS [JL -^ — COS [JL.
'1^ Il y a lieu de remarquer que la rotation Rj, = a cos jjl amène au bout du. temps t Torigine au point 0^ tel que
OOz = Sit COS \L
sur le grand cercle tangent en à l'axe Oz et que la rotation
Rç = a sin u.
amène, au bout du temps t, l'origine au point Ox tel que
OOx = Sit sin ji.
sur le grand cercle tangent en à l'axe Ox. La position résultante 00' de ces deux rotations sera donc telle que
00'^ = 00^ + OO;, d'où 00' = Ra^
L'angle vj; de cette position avec Ox sera donné par la formule
OOx = ^^' cos 6 d'où COS d/ = sin [jl.
Donc "i^ = — — [JL. Le point 0' est ainsi sur l'équateur,
à la position même qu'il doit occuper par suite du mouvement diurne.
3** Dans les formules données, on reconnaît des termes correctifs de trois espèces.
de la forme -^^ — | ; ils proviennent de Vobliquité de rattraction agissant sur la trajectoire pendant son transport latéral.
2° Termes renfermant une coordonnée (de la forme £itx) ; ils proviennent de la rotation des axes pour, après leur dépla-
TLrr
Il' f •
iWf' ■
idA
cément parallèle, être ramenés à la verticale de l'observa
teur qui suit le mouvement de la terre.
— ; j ; il provient du transport parallèle des axes, pour passer, du prolongement de la tangente, au point occupé au temps t par l'observateur.
Pour avoir une idée de la grandeur respective de ces trois termes, prenons deux trajectoires dans le vide
i^Vo^iooom. a:=4j°, d'où X=i()if)jom. T=i44%'^ joom. a =4^°, d'où X= ij ^iç^oni. Ï = r2s.
Oh aura avec
et
H = G!:J^i ooo m.
aTX — a<r*
Ra'T-
Trajecl. \q z-. i ooo m.
Traject. \q 5oom.
357 mètres.
I 070 mètres.
352 mètres.
ApPLICATIO>S a divers PROBLïlMES DE TIR
95. Mouvement vertical d'un corps pesant dans le vide. — Nous ferons d'abord Tapplication des formules trouvées dans le | précédent à quelques problèmes concrets. D'une part, en elTcl, les formules du tir à l'équateur sont assez simples pour qu'on puisse bien saisir l'allure générale du phénomène ; d'autre part, leur démonstration ne paraît pas pouvoir donner prise aux difficultés que le cas général peut faire naître.
Cherchons, en premier lieu, les propriétés du mou-
Tw^ -,
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vement vertical dans le vide, pour le cas particulier du lir à Téquateur.
1*^ Faisons dans les formules du n*^ 94,
X- = G, puisque, dans le cas du tir vertical sur la terre immobile, le projectile retombe à son point de départ et que son abscisse est toujours nulle.
1'^ Supposons, soit [jl = o, soit [x = — , ce qui
revient à prendre pour axe des z soit Téquateur, soit le méridien. L\ine et Fautre hypothèse conduit d'ailleurs exactement aux mêmes formules, comme il est facile de le vérifier; on verrait aussi, aisément, qu'on peut laisser la valeur de p. quelconque et arriver aux mêmes équations finales.
Il viendra (jjl = o ; Taxe des z est Téquateur et le sens positif est pris suivant la direction WE) :
96. Premier problème. — Un corps pesant est lancé verticalement de bas en haut avec une vitesse \^ ; étudier sa trajectoire relative.
y est la hauteur atteinte au temps t dans le cas de la terre immobile. On a donc :
et, par suite, la trajectoire relative y ,2;' du mobile sera définie par les deux équations :
en fonction de la variable t.
i-gt-^o
\ Zénith
On voit que le mouvement suivant Taxe des y reste uniformément accéléré, mais avec une modification de
la gravité qui devient [g — Ra") ; le projectile paraît ainsi plus léger du fait de la rotation diurne.
Prenons d'abord les dérivées des deux coordonnées par rapport au temps ; on a :
dy'
dt
dz "dt
= a^ [gt — aV J .
JJ
Fig. 40.
Puis, divisant membre à membre, il viendra :
dy' ^ Vq - y/ + Ra^/
dz' Bit [gt — aVJ
1° Branche ascendante de la trajectoire.
Le mobile part du point O avec la vitesse Vq, tangen-
tiellement à la verticale 0/ (-/r = ^ pour t = o];
dV il monte jusqu'à ce que sa vitesse verticale -^-s'annule,
ce qui arrive au temps
Ra^
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ou, à cause de la petitesse du terme devant Tunité,
au temps : ^
Comme, pour la terre immobile, on a T5 = — - , on
voit que le projectile arrivera au sommet de sa trajectoire avec un retard
La hauteur d'ascension Y, sera donnée par l'éqnation :
OU bien Y's =:^ Yg ( i H 1
Ainsi, Y augmentation de F altitude aura pour expression :
AY, = ^ Y„ ou AY, = — T,
La vitesse horizontale au sommet S' de la trajectoire sera :
U^ = aT3 [gT, - 2V,]
et comme Ts == —
il viendra :
V:= — gSiTl - ou AU3 = — i/aTi
Cette vitesse est donc dirigée vers les z' négatifs, c'est-à-dire vers TOuest.
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D'ailleurs F abscisse Z'^ ou AZg du point culminant, qui est donné par Téquation :
Z:= — aT^
T-i/Ts— V,
devient : AZ^ = ^ ^/aT^.
La déviation a lieu vers fOuest^ AZg étant négatif.
2"* Branche descendante de la trajectoire.
Si on fait y' = o, on obtient, pour déterminer la durée totale de la chute, Téquation :
Posant T' = T + Aï = A^ + AT,
on aura un retard de la chute égal à
Ra- AT = ^-— ï.
On vérifie que la vitesse verticale n'est pas changée et est restée — \q. i>
La vitesse horizontale — ^ s'annule au point de chute,
car on a :
2 V Ra^ T
u^^ = aT [^T — 2V J et T = -^^ + ""
donc 11^ = Ra^ T-
c'est-à-dire zéro au degré d'approximation admis (87). La déviation Z' ou AZ a pour expression AZ = ^ S'^T^ et, comme T = 2X5,
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on voit que
AT=— T
AZ=— ^^aï
4^ Forme de la trajecloire, — La trajectoire relative d'un point lance verticalement de bas en haut avec la vitesse V^ aflecte ainsi, de Torigine O au point de chute P, la forme d'une sorte de demi-ellipse symétrique par rapport à la verticale du sommet. Après le passage en P, la trajectoire s'oriente vers Y Est et vient couper la verticale du point de départ en un point tel que c' = o, c'est-à-dire puisque
3V au point où
11 en résulte, pour j', une valeur égale à
ou sensiblement trois fois la hauteur du jet.
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Puis, la trajectoire s'éloigne de plus en plus à TEst, tendant paraboliquement vers la direction Oz\ puisque
dy' -yT" tend vers zéro, pour t =
Exercice. — On rapportera la trajectoire à son axe de symétrie, en posant
/'=/; 2//=2'-|_ — a-f ; et t'^ = t -.
On trouve Téquation
Le point double correspond à une durée du trajet
et se produit à une altitude égale ( à un terme en près |
La tangente au point double est telle que
dz' aVo I _f. ^5"
97. Deuxième problème. — Trajectoire relative d'un corps pesant lancé verticalement de haut en bas, avec une vitesse Yy.
1° La trajectoire est, dans ce cas, la branche PQ de la courbe établie précédemment. Comme P est le point de départ qu'on prendra pour origine des temps et des espaces il se produira une déviation à ÏEst dont l'expression sera : r-
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en fonction du tepips /, le signe de V^ étant changé en effet, puisque cette vitesse est dirigée vers le bas.
On arrivera encore à cette formule en partant des relations du n° 96 et en transportant les axes au point P ce qui donne les formules :
z'i et /{ étant rapportés au point P.
2^ Si on fait V^ = o, c'est-à-dire si on abandonne le corps sans vitesse initiale, il viendra
et
Donc, si on se fixe la hauteur de chute j|, qui, dans la chute sur la terre immobile serait atteinte au bout
d'un temps t tel que y[ =' ;— gt\ on aura, dans le
cas du mouvement diurne, en posant ^ + A^, un retard^
ha déviation Az vers [Est sera telle que
Ar =
Dans ce cas, Téquation de la trajectoire est très facile à obtenir, car y[ se réduisant à
il viendra :
Ra^
il ^
Ra^\
iH )
C'est une développée de parabole.
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99. Deuxième application. Trajectoire parabolique dans le mouvement relatif à la surface de la terre. — Soit le tir effectué dans Tazimut [jl.
Exprimons les coordonnées a? et y de la trajectoire dans le vide (plan [jl de projection) en fonction du temps t.
On a
aî = Vy ^cosa,
y = Vjsina— -5f/-,
V^, étant la vitesse initiale et a Tangle de projection.
On aura ainsi, au temps t^ pour les équations du mouvement relatif :
a;' = y^t cos a — aVjj t' sin a sin [J^ -|- T 9^^ ^^^ V-
y = Vy f sin a i/^^ + *^^o ^' ^^^ ^ ^^^ !^ H
z' = Sit- cbs u.
^ — \ sin a
1° Projection de la trajectoire sur un plan vertical normal au plan de tir. — C'est la relation entre y' et z'.
On voit que le mouvement y' suivant la verticale est uniformément accéléré, mais en supposant une gravité
aV,
Ra
cos a sm y.
La forme de la courbe est tout à fait analogue h celle trouvée pour le tir vertical (96), mais la vitesse V(, est remplacée par une vitesse \q sin a, vitesse verticale, et d'autre part le terme Ra^ est remplacé par : Ra"^ + 2aV- cos a sin u.
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L'augmentation de la hauteur d'ascension AYg sera donnée par la formule
^^^ Ra^ + 2aV„cosa sin a _^
elle est maximum pour [jl = — , tir dans le plan de
Téquateur vers TEst et minimum pour [jl =3 -, tir dans le plan de Téquateur vers l'Ouest.
La déviation au point de chute, où
j 2V, sin g
~ 9 â pour valeur
\7a = — r/aT^ cos a.
Tant que cos a sera positif, c'est-àdire dans rhémisphère Nord, la déviation aura lieu vers l'Ouest (gauche du plan de projection).
Elle aura lieu vers VEst quand le tir sera dirigé dans l'hémisphère Sud Fig. 47.
(droite du plan de projection) .
Pour le tir dans le plan du méridien :
^Z = --gaT
(maximum)
Pour le tir dans le plan de Téquateur, |jl =
AZ = o.
io
La trajectoire perce le plîm vertical de projection
au bout d'un temps T = 3 — - sin a, temps qui correspond à un abaissement au-dessous du plan horizontal du tir sensiblement égal à trois fois Fordonnée du sommet de la trajectoire.
La durée du trajet au point de chute sera augmentée de
T AT = — [Ra^ -+- 2a\^ cos a sin [jl]
quantité qui sera positive ou négative suivant les cas.
Cçtte quantité ne peut s'annuler que pour les valeurs de
sin [ji négatives, c'est-à-dire pour [JL compris entre tc et 27:, soit pour un tir dirigé vers l'Ouest. On aura comme condition de l'annulation de AT la formule
Ra
JV
ATetAY,
negafîfs
Fig. 48.
sm u.
2 V. cos a '
c'est-à-dire qu'il faut que la vitesse de translation du globe à l'équateur Ra soit inférieure au double de la vitesse horizontale verticale. Si donc on a Ra< 2V(,cosa, deux angles [jl et tt — jjl répondent à la question ; dans la région située entre ces angles, AT sera négatif.
Même discussion et mêmes conclusions pour AT^ et AY,.
2** Projection horizonlale de la trajectoire, — C'est la relation entre x' et z' , On aura, avec l'approximation admise, l'équation de cette projection horizontale en
oc
remplaçant ^ par -r-: .
^ V . cos a
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Il vient ainsi la courbe du 3*^ degré :
,2 a cos |JL Vq cos a
qx' .
oV„cosa "
a) Pour discuter cette courbe formons la dérivée
dz'
_acosjL
dx' Vo cos a et la dérivée seconde
YY^ 2V„sina
V„cosa "
dz''
a cos a
dx'^ Yo cos a
6) La courbe coupe le
plan de projection en un
point dont Fabscisse ON
est les — de la portée X.
La tangente à la courbe est parallèle au plan de projection à Foriginc et au point de chute X.
Le point d'inflexion correspond à une valeur
gx
y\ cos a
Yy sin a
Pour
Fig- 49.
xJ = X =
on trouve
\l sin 2 a
.^ 4 Y^sin^a
^/j = r. 5 a cos UL. ,
OU
AZ = -T- ^'û' T^ cos [JL.
Nord
Exercices. — i° On tire dans tous les azimuts [x sur un but B placé au centre du cercle sur lequel se trouvent répartis une infinité de canons identiques. Quelle est la courbe des points
de chute ?
Q étant la déviation maximum
4 VJ sin3 a 3 g-
dans le plan du méridien, on a, pour un azimut quelconque :
Ouest
Fig. 5o.
AZ = Q cos \L.
Posant AZ = p, il viendra le cercle x- + j- = Qx.
2^ Dans le tir dans un azimut [jl, on a AZ = g sin^ a ; cons-
Sin !29C
iruire la courbe des portées X = V^ en Jonction des ^Z.
Le maximum de AZ a lieu pour le tir vertical a = — .
3° Projection verticale de la trajectoire sur le plan de tir. — C'est la relation entre y et x^ qui résultera de Félimination de t entre les deux équations :
x' =\q t cos a — aV(, t^ sin a sin [J^ + -rr i/a ^ sin ui
y = Vq ^ sin a gt^ + aV^ t^ cos a sin [jl -|
Pour opérer cette élimination, on remarquera que dans tous les termes qui renferment la vitesse de rota-
tion a du globe, on pourra remplacer t par :^
cos a
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(Vaprès les conventions faites sur les quantités à négliger.
On tirera alors
V„ co's a
H-aa:'^ [ ]
de la première et on portera cette valeur dans la seconde :
y = Vy/sina (/^^ -j- ax'^ [ ]
Après réduction des termes semblables, il viendra, pour l'équation de la trajectoire, la courbe du quatrième degré qui suit :
y =j/ tga- ^
2V0 cos^ a
V.. sin îji
2a—" ^ I I — -7^sm*a
g cos a \ y
et par suite, Vawjmenlatioii de portée AX, due à la rotation de la terre, sera exprimée par la formule :
AX
il L
Ra + 2V,4i^(i-|sin^a
cos a D'après cela, on voit que AX ne pourra être nul que dans
sin^ a > -r .
sin^ a < -—
deux cas (conditions nécessaires, mais non suffisantes). Si sin [i. > o, c*est-à-dire si le tir a lieu dans un azimut tourné vers TEst, il faudra que
Si sin [A < o, c'est-à-dire si le tir a lieu vers l'Ouest, il faudra que
4^ Répartition des écarts. — Considérons une escadre rangée en cercle autour du but B, et tous les navires tirant avec la même hausse (a constant) convenant exac^ tement à la distance du but X {sur la terre immobile) . Quelle va être la répartition des points de chute ?
Tout d'abord, il y aura une erreur constante
AX. = — qui affectera tous les coups ; elle tient,
9 / comme on sait, au transport parallèle des axes à la
position actuelle de l'observateur (94,3**). Tous les
coups seront donc trop longs et répartis, de ce fait, sur
un cercle concentrique au premier.
A cette erreur constante s'ajoute une erreur variable
avec l'azimut.
AX., = 2- I sm^ a sin ui.
^ g cos a \ o / *
Elle est nulle pour le tir suivant le méridien, maximum pour le tir suivant l'équateur et change de signe au passage du méridien ; suivant le signe de
Il — sin^ al , AX^ est positif ou négatif. Si l'er-
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reur AX^ existait seule, le lieu des points de chute se composerait de deux circonférences
égales et tangentes au méridien.
Oue^t '
Est
3ud
Nord
JbMdechutffdeip ,.
Ouest
^fbintdeêajkdkP,
Sud
Fig. 52.
En ajoutant Terreur variable BD à l'erreur constante BA, on obtient le point I qui décrit le lieu des points de chute. Ce lieu est un limaçon de Pasca/ d'équation
p = a + 6 sin jjl.
Suivant la grandeur relative des deux erreurs constante et variable, on aura une des deux formes I et II, de courbes ci-contre.
La courbe en traits interrompus (forme II), est la combinaison de l'écart en portée et de l'écart en direction trouvé plus haut (3® exercice). On voit que le but ne sera atteint pour aucun azimut du tir.
La durée du trajet sera modifiée. On aura en effet :
Vq sin a f/(T+ AT) -f- aV^T cos a sin a -| T = o
Il viendra ainsi, en faisant T = — - sin a :
Ra
Vq cos a sin [jl --|
L'erreur se composera encore d'un terme constant et d'un terme variable.
Enfin Yangle de chute et la vitesse restante seront un peu modifiés. Ces corrections seraient d'ailleurs aisées à calculer, puisqu'on a x' et y' en fonction de t et y' en fonction de x' , ^
Le maximum d'erreur AX pour un tir dans le plan d'azimut jji ne correspond pas à la portée niaximum, mais à l'angle qui rend :
t/AX
rfa
100. Applications numériques. — Cas da tir dans le vide (tir courbe à faible vitesse).
Formules du point de chute.
^. Y'I sin 'ÀOL '2\q sin a
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Corrections
dues à la
rotation
de la terre.
AX=AX,+AX,=5^X
AZ
cos
4 VJ sin-^ a = — -n- a ô cos |JL,
-sin^aj sin [x
Ra- tiV
AT = ATi + AT,= T + — ^ aTVo cos a sin [i.
Exemple numérique.
joo m,
= ij\ X
Il 'jjo m
(voir les calculs à la page suivante).
On voit, sur cet exemple, que la correction en portée de la trajectoire du vide (a =^ i5^, Yq = 5()o"^) est loin d'être insignifiante et que le mouvement diurne a une action dont il faut savoir tenir compte.
TT^W
Fig. 53.
On rappelle que les deux corrections de la trajectoire proprement dite, dues à la variation de la gravité avec Valtilude et à la convergence des verticales se compensent exactement au point de chute dans le vide (78).
11 y aura donc lieu seulement, si on veut comparer la portée expérimentale à la portée théorique de la trajectoire ci-dessus, de faire la correction due à la courbure de la terre dont la formule a été donnée au n° 82, et qui est :
AX
cotg a.
On trouve ici
AX = + 75
1 01. Exercices. — i^ D'un point de l'équateur, on lance horizontalement un projectile dans Tazimut |jl . Quelle vitesse initiale doit-il avoir pour qu'il décrive une circonférence autour de la terre, en tenant compte de la rotation de celle-ci ? Discuter sa trajectoire apparente comme au n^iji.
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DIRECTION QUELCONQUE
102. Réduction du problème général aux problèmes précédents. — Considérons maintenant le cas gt'iiéral, où le projectile est lancé d*un point quelconque de la surface de la terre suivant une direction quelconque.
Soit O le point de départ du projectile sur le parallèle PO. La latitude du point O est l'angle ). = POC :
'^ord
Ouest L.-.'-.-~--ri-f-~
Est
Fiff. 54 .
Le plan horizontal du point est le plan Tu^OTp déterminé par les deux tangentes OT^ au méridien, et Oïp au parallèle. COj est la verticale du point 0.
Le plan de projection est le plan xOy dont la trace sur le plan horizontal T,„OTp est la droite Ox ; le plan de projection xOy est défini par Tazimut |jl, angle de Ox avec le méridien OT^ du lieu considéré (angle TjJ^x) .
Soit encore, dans le plan horizontal, une droite Oz perpendiculaire k ox.
Tel est le système (O^xyz) auquel nous allons rapporter le mouvement du projectile.
Par le centre C de la terre, menons une perpendiculaire CB au rayon OC dans le plan du méridien. Si on re[)rosente par un vecteur CA la rotation diurne du globe terrestre autour de la ligne N.-S., cette rotation pourra se décomposer en deux rotations dirigées Tune !\ suivant CO, l'autre t\^ suivant C0.
Or, relativement à la rotation i\ autour du rayon CO, le tir exécuté en se trouve dans les mêmes conditions que le tir exécuté au pôle par rapport à la véritable rotation de la terre. Et relativement à la rotation r^ autour de C0, le tir se trouve exécuté enO dans les mêmes conditions qu'à Téqualeur dans un angle azimutal [jl.
On saura donc calculer les effets de la rotation de la terre sur le projectile lancé du point O, par les formules qui ont été établies au | 2 et qu'on ajoutera, en tenant compte du changement de la valeur des rotations qui y figurent.
Mais il faudra, en outre, tenir compte d'une circonstance particulière, conséquence du raisonnement qui vient d'être fait.
io3. Position du point après les deux rotations. — La décomposition de la vitesse de rotation
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diurne en deux composantes donne évidemment deux axes de rotation instantanée^ et si on voulait suivre le mouvement réel du point O tout autour de son parallèle PO, les deux axes instantanés i\ et /\, cbanpreraienl à chaque instant.
Cela revient à dire, comme on le sait, qu'on doil adjoindre aux deux rotations i\ et r^ une translation pour ramener le point O à sa position réelle 00' = aV sur le parallèle PO.
La rotation j\ autour du raA on CO ne déplace pas le point O La rotation r\y déplace le point O sur un grand cercle perpendiculaire au méridien, passant par lo rayon CO et tangent au parallèle en O. Le point O se sera déplacé sur ce grand cercle d'une certaine quantité 00' au bout du temps t.
Il faudra donc calculer le déplacement 0''0' a foire subir aux axes des coordonnées pour les ramener de O" a la véritable position O' de l'observateur.
104. Calcul des effets des deux rotations élémentaires. — On a, a étant, par définition, la rotation CA autour de l'axe de la terre.
Rotation i\ suivant OC : r^ = a, sin).
— i\ — C\ : r, = a cosX.
Rotation f\. — En n'ayant égard qu'à cette rotation autour de CO, les choses se passeront comme si le tir avait lieu au pôle et comme si la vitesse de rotation de la terre était devenue égale à a sin X. Donc, pour avoir l'effet de cette rotation, il suffit dans les équations du n" 90, de mettre a sin X à la place de a.
X,, jj, Zj désignant les positions de a:, y, z, après cette rotation on aura :
X^ = X, Ji = Ji ^1 = 8,/d: sinX.
Rotation i\. — Pour avoir les valeurs a?^, y,, z^ de a?,, y^, Zp après la rotation f\^ il suffit de remplacer d'ans les formules du n^ 94 (tir à l'équateur dans une direction quelconque) la vitesse a par sa valeur réduite a cos À. Il viendra donc :
x.^ = x^ — B,t (y -\~ ~- J cos X sîn jjl
J2 = y^ + atx cos )x sin u. -| Brt^ cos" A
Z.^ = Z^ SLt (y 4" ^TT- ) cos X cos [X.
Somme des deux rotations. — En remplaçant alors ^Li ïi-» ^n P^^ leurs valeurs, il viendra les formules suivantes :
jg = y + ato cos A sm [jl H a^r cos" À
Zg = a^x sin A « ^ / " I -^
a/ [y H- ~T-) cos a cos [j..
io5. Déplacement de l'origine — Reportonsnous à la figure du n° 102 que nous représenterons cidessous en adoptant le plan du méridien du lieu du tir comme plan du dessin. Après les deux rotations, l'ori-
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gine est venue sur un grand cercle tangent en au parallèle, au point O" tel que
arc 00'' = Ra/ cos A
(a cos X étant la composante de la rotation r.J .
Mais, dans le mouvement réel, l'observateur est venu en O' sur le parallèle, en un point tel que
00' = Ra/ cos 1.
Il s'agit de ramener 0'' en 0' par le calcul d'une correction appropriée.
Fig. 55.
1*^ Réunissons le pôle N aux trois points OO'O". On a, dans la sphère de rayon i :
00' = 00'^ = a/ cos l
0>iO' = 2iL Le triangle sphérique NOO" rectangle en O, donne cos jNO'' = cos jNO cos 00'' = sin X cos (ai cos)x)
et
sin ONO" = i!" ^^"
sin (ai cos X)
d'où :
sin NO" y/i _ sin^ X cos^ (ai cos X)
^^-^,, cos X cos (ai cos X)
cos 0>0 ' = . . . ., .
y I — sin^X cos^ (a/ cosX)
Mais
0"N0' = ONO' — ONO" = ai — ONO",
i8o LA TEKRE
Formons le cosinus de cet angle 0''N0'.
On aura :
cos 6^' = cos Sit cos 6m)'' + sin a.t sin 6^"
cos A cos Sit COS (af cos a) + sin a/ sin (af cos à)
y 1 — sin^X COS" (a^ cos A)
2° Dans le triangle spliérique XO'^O', on connaît
maintenant deux côtes ^0' = ). et NO'^ tel que
cos iSO'' = sin ). cos (a^ cos X)
et l'angle compris 0''N0^ On aura pour le 3° côté O'O '^^ la formule :
cos 0'0''== cos yO'^ cos N0'+ sin NO'' sin NO' cos O'^NO'
c'est-à-dire :
cos O'O'^ = sin^X cos (a^ cos ).) + cos"). cos a/ cos (a/ cos a)
+ cos A sin a/ sin (a^ cos X) .
Développant suivant les puissances de a^, il viendra :
cos O'O' == I ô — sin^ A cos^ ). -|
ou, puisque cos x = i 1
0'0'' = -?:^sinXcosA+- •
Sur la sphère lie rayon R, la distance O'O'' cherchée sera ainsi :
sin A cos A, ou bien — ; — sm 2A.
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3^ D'autre part, Fangle 0'0''N, s'obtient par la for-
mule :
. ^<;^ ' . r<:^n sinNO' sin 0'0"1N = sin O'INO'- . ^,^„ .
sin OU
En substituant les valeurs de O'NO'', de NO' et de O'O" ci-dessus et en développant suivant les puissances de a/, on trouve :
sin 0'0''N = 4- a^ sin A + .-•
4" Figurons maintenant le plan jV
tangent à la sphère en ()'; c'est la position actuelle du plan de projec- jp
tion où Taxe des x fait l'azimut a . Ç:'Ki/^\ avec le méridien ON. Le petit arc o" \^
O'O^' est dans ce plan et on a : p. r?
Q,Q„ ^ Ra2^ ^.^^ ^. _ ^/^, = 4- a/ sin A.
A l'aide de ces valeurs, on trouve que les coordonnées du point par rapport aux axes passant par le point ' sont, au degré d'approximation voulu :
suivant Ox :
O'Q = O'O^' cos /= O'O'' cos U— ^ alsinl
= — - — cos p. sm 2 A sui\ant Oz : ^
O'^Q = 0^0^' sin i = OW sÏTiU—^ àisinX]
Ra^/
— — sm [j. sm -iA.
5° En transportant Torigine du point 0'^ au point 0\ les formules données précédemment ( i o4) , deviendront :
x' = x — a/ ( y + -^ j cos \ sin jjl — y' = y + B.tx cos X sin jj. H a'"^/"
— ; — sm 2 A cos UL
cos^X
a/jc sm A — an y + y-- \ cos A cos a
Ra^<
sm 2A sin [À,
Telles sont les formules générales que nous nous proposions d'établir.
Remarque. — Il est clair que pour passer des axes en O"' aux axes en 0', il n'y a pas lieu de faire une rotation de ces axes, puisque une rotation d'un arc a/ introduit des termes en a*^/- et qu'ici l'arc O'C est déjà de l'ordre de a-/-.
106. Résumé- — En désignant par Aa?, Ay et Ac les variations produites sur les coordonnées de la trajectoire relativement au plan de projection par la rotation de la terre, on aura :
Ao:
^ . Ra^/- . .
. , cos A sm «j. ; — sm 2 A cos a
Ay = ato cos a sm ui H a"^ cos" a
Az = ate sin X — an y + —:— ] cos \ cos [x
Ra-/- . , .
— ; — sm 2A sm a.
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De ces trois formules on déduit l'équation :
\x cos [x cos X -|- A j sin a — Az sin [x cos X = o
Or, les coefficients de Ax, Ay et Ac sont les cosinus des angles que l'axe de la terre fait avec les axes des x^ y et z. Il s'ensuit donc que la somme des projections, sur Taxe des pôles, des variations produites par la rotation de la terre est nulle ; ce qui fait voir que la rotation de la terre n'augmente ni ne diminue la distance du projectile pendant toute la durée de son mouvement au plan du parallèle passant par le point de départ.
Ce résultat pouvait être facilement prévu ; en effet la rotation de la terre ne peut évidemment engendrer que des vitesses et des forces normales à l'axe de rotation, lesquelles ne peuvent ni augmenter ni diminuer la distance qui sépare à chaque instant le projectile du plan de l'équateur.
I 3. — Applications des formules
GÉNÉRALES
107. Tir vertical. — Prenant comme au n'* 9D, [JL = o (axe des x dirigé vers le N) et remarquant qu'on doit faire dans les formules du n° io5
x=o, et j = V,^ — ^ gt\
on aura :
X = : Sin 2À
L\ TKUKE
y = y J (/1- H a-/- ces- a
a/' cos X
-T'Jf — ^^o
Les deux dernières formules donnant y et c' sont les mêmes que celles du n° 96 au remplacement près de a par
acos/v.
Les conséquences sur la forme de la trajectoire seront les mêmes.
On aura par exemple : 1° dans le cas du ///' de bas en liant avec relonr au sol, un retard
Aï
a-ï cos^ À
el une déviation vers F Ouest
AZ =— — var^cosA.
2" Dans le cas de la chute libre sans vitesse Initiale^ une déviation vers l Est.
AZ
COS A
3^ Mais on aura, en plus, d'après la première équation, une déviation vers le Sud :
AX
: Sin s» A.
aussi bien dans le tir de bas en haut que dans la chute
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libre sans AÎlessc initiale. Cette dé\iation s'annule au pôle et à Téquateur.
On aura, par exemple, dans le cas de la chute libre sans vitesse initiale :
A\ ,'JRa sinX ^ sin X
A/ aryl ' 1
On \()it que AX et AZ sont de grandeur comparable, AX étant supérieur pour les faibles valeurs de T, puis étant dépassé par AZ.
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109. Trajectoire parabolique — On aura, pour les équations de la trajectoire :
X =y Jt cos a — ^^ ffi sin a cos \ sin p + -^0^^^ ^^^ [^ ^^^ ^^
Ra^/^ . ,
— sin ik cos \K
y = y A sin a qt^ A- Si\J- cos a cos X sin a
H a'-/- COS" X
z' = aV^^- COS a sin X + a^^ [ -^^^ V^ sin a j cos X cos [x
Ra^/^ . , .
: Sin 2Â Sin UL.
On pourra discuter la forme des trois projections de la trajectoire par une méthode analogue à celle du n° 99. Cherchons seulement ici les écarts en direction et en portée au point de chute.
1° On aura :
AZ
4^\'t sin"' a
Vq ( cos a sin X — — sin a cos X cos a
-| — —a sin 2A sin m
[Vérifier que cette formule se réduit bien aux formules simples du pôle pour X =«s (90) et de l'équa-
teur pour X = o (99) . J
Dans l'hémisphère Nord, la déviation à Téquateur est à YOuest; au pôle elle est à droite de la trajectoire,
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c'cst-à-dlic que pour un azimut donné, AZ s'annule pour une certaine valeur de la latitude 1.
Dans le tir suivant le méridien (jji = o) le terme en R disparaît.
Dans le tir suivant le parallèle ( jjl== — j c'est au
contraire le terme négatif de la parenthèse qui disparaît; AZest toujours positif, c'est-à-dire vers le Sud.
2** Pour les écarts en portée^ on écrira, au point tic chute, les équations de la trajectoire sous la forme :
et par suite AX == a.t' (A + B cotga) On aura ainsi :
AX = aï- cos A
,. . , cos- a I .
V„ sm a.[ — : sui a
sma
Ra
'cos). cotg a — sin ). cos u)
qui se réduit bien, pour X == o, à la formule trouvée précédemment (99,3^).
On posera encore :
avec :
AX
AX = AX, + AX, -+- AX3 Ra^X , ^
COS" À
COS Ai -■ sm- a sm u.
(j cos a V 3 ' '
AX. = 5— Vy sin^ a cos a sln aX.
Les deux Icrnies W^ et AX, sont les mêmes que dans le cas du tir à 1 équateur, au remplacement près de la vitesse a par la vitesse a cos A. Le terme AX3 s'annule au pôle et à Féquateur à cause du facteur sinaX.
VT
es
es
fc:| ?<
es es
PO
es
vr
M vr
. vr
es
es
tj
eo
CJ
192 Li TERRE
2* Calcul de AZ.
AZ = AZi + AZ> + AZ,
AZi = — T" * ^'^ ^* ='*^" * ^^^ *•
3 \ J AZ> = — r a cos A sin^ a cos ;x
AZ^ = \ a sin '2/. sin- a sin a.
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On voit que le terme AZ3 qui provient, comme on sait, de rabaissement de l'origine et qui renferme le rayon terrestre R est presque toujours le plus considérable ; mais il s'annule au pôle et à Féquateur.
Exercices. — 1° Donner les formules faisant connaître AT, AUw, Aw, au point de chute de la trajectoire dans le vide.
'2° Calculer les corrections du sommet de la trajectoire.
3» Quel est l'angle de projection donnant une correction AX maximum?
Rép. — L'angle a est tel que
3Racos>.~ (7 - 4 cos- a) cos a = y^^i„|^_
I 6. — Cas du tir de plein fouet
III. Modifications de la théorie dans le cas du tir dans l'atmosphère. — Dans rétablissement des formules précédentes, on a admis Thypothèse du tir dans le vide à deux endroits :
i*^ Quand on a supposé que la déviation latérale, produite par Tattraction oblique, n'était pas influencée par la résistance de Tair (92,i"a).
2" Quand on a supposé, de même, que la projection verticale de la trajectoire (gS) n'était pas influencée par la résistance de Tair dans le calcul de Teflet de Fattraction oblique.
Les trois autres corrections qui entrent dans les formules et qui tiennent soit à la rotation des axes (io4), soit à la translation de t origine (io4), soit enfin au transport final des axes^ du grand cercle au parallèle de Tobservateur (io5), sont exactement les mêmes dans le
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vide et dans Tair. Ce sont, en effet, des corrections purement géométriques.
Nous nous proposons ici d'indiquer comment on pourra traiter le problème pour le cas du tir de plein fouet en introduisant l'action de la résistance de Tair.
112. Déviation latérale- — La force qui produit la déviation latérale (92) est — g?Lt et on a écrit, dans le vide, pour la déviation z^, l'équation différentielle :
± =f gB,t.
dt
Soit, dans Tair, la courbe des z^en fonction de Tabscisse x et soit tj Tangle qu'elle forme avec l'axe des x.
La résistance de Tair qui est tangentielle aura une composante cFcos t sin T^ , de sens opposé à — f/a/, de sorte que, dans le tir de plein fouet (t = 0), on écrira, vu la petitesse de 7) et en changeant les signes :
dt
7^ == + gB,t — cF sin 71,
Mais on a :
dz^ = f^dx
et comme
d'où
d'z dt'
dr^ dx d'x
1t~dt "*" ^' 1F
dx
«, et
dx'
dt
il viendra :
rfr,
dt
d'où
- = — cF
dt
et
Ces intégrations se feront par T introduction de fonctions balistiques spéciales. On a :
f— S — Sq . j I du 1 uda
c c F cl
Donc :
«a , , ., , oa i^" </a /•" f/u
11 suffirait donc de posséder une table de la seule fonction balistique nouvelle :
r^ du r du
pour pouvoir résoudre le problème.
Exercices. — i^ Appliquer ces formules au cas de F(i;) == BnV" et donner 1 expression complète de Zy .
'2° Dans le cas général, on aura une valeur approximative de Cl en opérant comme il suit : dans r, remplacer / par it et le faire sortir du signe f ; on a
r"" dt ti r^" du B,h
puis
Siti ( uda udu\ atz r- , s n
-i = — ^(j-p Jo-p-)=— [A— Ao~Jo(D — Do)J
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An point de chute, on a
/ = T et a; tg a = 4 [A — Ao — Jo (D — Do)]
il viendra
Zi = eaTX tg 3c.
Déterminons e de manière que, dans le cas du vide, on ait
Zi = (/a -77- ; on trouve e = —- et par suite
Z,= ~TXtga
1 13. Correction de Tattraction oblique dans le plan de projection. — La composante de l'attraction oblique étant — gB,t^ les équations du mouvement dans l'air seront, dans le cas général :
(Px ^
-7-7- = — et cos T — r/a^
-777 = — cv sm T — q
On opérera, pour la transformation de ces équations, exactement par la méthode suivie pour Tétude de la correction due à l'obliquité de l'attraction sur la trajectoire elle-même f 78 . 2'^) .
. . qx
Seulement ici, le terme (/a/ remplacera le 'terme-™-
des équations du n" 78.
On aura ainsi, dans le cas du iiv de plein fouet ^ et avec la même approximation :
!l^=9(^_±^A — ' dx=—-(i—JLeit] —
)s-T c\ cF /wF' c\ cF / udu
,. I / q \du , I / q \ udu
COS"T
ip!^ -n-
On remplacera dans ces formules t par ~ et
l'intégration en sera facile moyennant l'introduction de nouvelles yb/zc/('o/i5 balistiques .
Ainsi, l'hodographe exigerait l'introduction des intégrales :
*" da r du
uF-
et
etc.
Pour les calculs pratiques, on opérera comme au n° 78, en faisant une correction sur le coefficient balistique qui est ici
Pour le point de chute, on emploiera les formules différentielles qui donnent
avec
ÔX àc '
àe
ÔT
, etc.
c '1 cr
Cette correction, comme celle du n° 78, due également à
l'obliquité des verticales, sera extrêmement minime dans le
cas du tir de plein fouet.
Exercices. — i*^ Etablir les équations différentielles du mouvement dans le cas général. On a
, = — cF cos ': — gSit.
^ = - cF sm T - (7.
dt
- = gSit — cF Tj cos T,
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2** Cas du mouvement vertical dans Vair, — On a
— =ga^t^cFr,.
Comme dx = r^dy, il vient
d-x df\ V d-y
Donc
c?Yî g Sit
dt V ^ V '
Dans le cas du mouvement descendant, le terme — r\
aurait le signe -J-.
114 Formules du point de chute — Il résulte de ce qui précède que, dans l'air atmosphérique et le tir de plein fouet, on aura, pour le point de chute, d'après les formules du n*^ 1 06 où on fait y = o
, ^. aTXot-a/ , tga\ . . Ra'T^ . .
X =\ "^.^ i-A — ^— ■ cosÀsma ; — sm2Âcosa
y' = G -|- aTX cos )v sin ui -| a"T" cos- X
aT Ra'T^
-' = aTXsinX —Xtg a cos a cos a-] — sin2Asin|jL
Appliquons la méthode du n'' 109 pour déterminer AX. ^ ^
On aura :
AX = y cotg iù — (X — x')
Fig. 58.
d'où
AX = — aT cos )v
X sin a H aT cos )s | cotg to
\ fj / le: a\ TT- ( I H — ^^— 1^' a sin a
Ra
T sin }. cos [A
[Dans cette formule l'angle w est Tangle de chute, supposé négatif.]
Pour la déviation AZ, on a :
AZ = aTX sin A —
-rr- X tg a COS A COS [JL
sin 2/ sin a.
I 7. — Sur la théorie classique du mouvement
dYn POINT PESANT PAR RAPPORT A LA TERRE
II 5. Du mouvement relatif — Xous nous proposons, dans ce paragraphe, de reproduire la démonstration classique, que Ton trouve dans les Traités de mécanique rationnelle, des Effets de la rotation de la terre sur le mouvement des projectiles ; nous ferons voir qu'elle conduit aux mêmes formules que celles que nous avons trou\ées par une voie géométrique directe, à condition de rétablir dans la solution le terme de la forme Ra"/" qui n'est pas, en général, pris en considération.
On sait q\ion peut traiter le mouvement relatif d'un point comme s'il s'agissait diin mouvement absolu
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pourvu que Fou ajoute aux forces réelles qui sollicitent le points deux forces apparentes^ savoir la force (T inertie d entraînement et la force centrifuge composée.
La force d inertie d entraînement est égale et de signe contraire à la force d'entraînement, c'est-à-dire à celle qui solliciterait le point considère comme faisant partie du s}slème mobile.
La force centrifuge • composée a pour expression im (oiir? ''^ étant la masse du point, o) la vitesse de rotation instantanée du système mobile autour de l'axe instantanée de rotation ; u^ la projection de la résultante des deux vitesses v et v^ (v étant la vitesse absolue et i\ la vitesse relative], sur im plan perpendiculaire à Taxe instantané.
On aura donc, pour les équations du mouvement, en décomposant les trois forces F absolue, F^ d'entraînement, F,, centrifuge composée, sur les trois axes (0, a? y z) , trois équations de la forme :
•3^ = X — Xe + X,.
En appelant :
w la rotation instantanée comptée de droite à gauche, a, [i, Y les angles de l'axe de la rotation instantanée avec les axes rectangulaires mobiles Oa:, Oy, Or, on obtient trois équations de la forme :
Xe = 20) f
Q dz^ rfy>
cos p — cos Y -;-
' dt * rfr
tl'l >.'
On a ainsi, pour les équations du mouvement : d'x i r. dz dy\ ,. ^
et deux autres obtenues par permutation circulaire.
Appliquons maintenant ces formules générales et classiques au problème actuel.
Nous suivrons la démonstration de M. Résal *.
1 1 6 . Formules du mouvement d'un point pesant par rapport à la terre. — i° Nous rapportons ici le mouvement à trois axes rectangulaires :
i^ L'axe des x est le méridien (sens positif vers
l'équateur) ;
2° L'axe des y est la verticale (sens positif vers le centre de la terre) ;
3° L'axe des z est la tangente au parallèle (sens positif vers l'orient).
a est la vitesse de rotation de la terre, positive de droite à gauche pour un observateur ayant les pieds en C et couché sur CI, parallèle à l'axe de rotation de la terre. On a alors, en faisant dans les formules générales :
X — X, = o; Y— Y, = gr; Z — Ze = o
* Résal. t. I, p. 1 16.
4vV.
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les équations suivantes :
. (Iz
^ = j7 + 2acosA^,
. « (Lv
. dy^
. T == sa sm À -ï cos A — ^
Soit ^o la vitesse initiale du projectile, dont les composantes suivant les trois axes seront désignées par Vx, \y et V^. L'origine au temps t = o est telle que X = y = z ==: o.
2° Les formules précédentes sont intéy râbles quelle que soit la grandeur de la rotation a-
Les deux premières équations donnent immédiatement :
dx
-'- = — 2az sin \ -4- Y^
dt '
dy . ,^
---= gt -\- 2Siz cos k + Vy
Eliminant z entre ces relations et intégrant, il viendra :
(p) xcos").+ jsinÂ = (VxCOsX-|-VYsin)v)/-|-^sin)..
d~z dx dy
Portons dans -7-^ les valeurs de— ,— et de—;-; on
dt' dt dt
aura :
Vx sin \ — Vy cos \ . gt cos X"
et rintégrale générale de cette équation est :
V^sin). — V^cosA gtcos).
âa
=M sin 2 a/+^ cos 2a^
dans laquelle M et N sont deux constantes qui se déterminent par les conditions :
et
On trouve ainsi :
-77 == Vj pour / = o
\xsin X — Vy cos).
■' '>=iO-+^)
et par suite :
Vj sin X — \ Y cos À
+ Vz +
(i — cos 2a/) g cos )A sin 2a/
gl cos \
dx
En portant cette valeur de z dans l'équation qui donne et intégrant, on obtient la valeur de x^ soit :
X = \J — 2a sin A
Vx sin A — \\. cos A
sin 22it 2a
I /-- q cos À\ ,
gt' cos ).
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Puis, de réquation (/>), on tirera la valeur de y qui est :
y = y^t -\-- \- 1?L cos \
Vx sin \ — Vy cos \ 2a
/ sin 2aA
ï Ar .7 COS >A . . qt^ cos A
3*^ Supposons maintenant que la vitesse angulaire a soit assez petite pour que, pour une durée qui ne dépasse pas certaines limites, on puisse négliger a^/^ devant l'unité ; on aura :
X = \J — aV^it^ sin a
y = V,i + ^- + aV,f- cos >.
z = \J -\- (Vx sin )v — Vy cos X) a^^ — "1^9^^ ^^^ ^^
Ce sont ces formules qu'il s'agit de comparer à celles trouvées précédemment (io5 bis).
4*^ Soit, pour le cas du vide, a l'azimut du plan de projection compté à partir de la méridienne ^ord comme au n° 94 ; nous changerons aussi le sens des axes des X et des y pour adopter les mêmes conventions qu'au n° 102. On aura ainsi, a étant l'angle de projection :
Vy = — Vy sin a ; V^ == — V^ cos a cos jjl;
Vz = \q cos a sin [jl.
tf
rz: ■' t/ ■
d'où :
x^ F= yj, cos a cos UL + aV^,/" cos a sin A sln [jl jj = Vj^^ sin a gV" — aV^ V' cos a cos / sin jji
Zj == Vy/ COS a sin [jt.
— ^y Jr' (cos a cos ijl sinX — cos \ sin a) =^cos X.
Prenons mainlenanl, comme axe des x\ la ligne de tir suivant l'azimut jjl et la perpendiculaire z'- à cette ligne ; on aura :
x' = x^ cos [JL -|- z^ sin [JL, Il viendra par suite :
z' = z^ cos [A — x^ sin [j..
x' = \J cos a + a^ y^' sin a cos A sin [jl ^ sin [jl cos X
/ = V^it sin a — - gf^- — aV^,/- cos a cos A sin [j.
::' = — aVy/-cosa sin A — B,f^ (^ — Y^ sin a Jcos X cos a
Ces formules, qui sont celles de Poisson, sont exactement les formules que nous avons trouvées au n° 1 09 à deux points près :
i^ Le signe de a doit être changé ici, à cause de la convention faite au commencement des calculs (116) sur le sens positif de la rotation. .
2^ Les termes contenant le ravon de la terre, de la forme Ra'"^', ne figurent. pas dans ces dernières.
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117. Calcul du terme en R. — 1° Les formules de Poisson ne renfermant pas le rayon de la terre, on voit ([u'elles ne tiennent, en réalité, nul compte de la courbure (lu globe, riiypothèse qui est à la base de ces formules étant uniquement qu'on peut négliger a^/^ devant Tunité. Elles supposent donc expressément que IJ observateur étant placé sur la tangente au parallèle, son éloignement de la surface terrestre est toujours resté négligeable.
Si on suppose, par exemple, les forces appliquées au point matériel nulles (ici g = o) et la vitesse initiale nulle, les formules donnent x' = o, y' == o, 2' =0 pour la position, au temps ?, d'un point matériel libre à Torigine des coordonnées et des temps ; ce point accompagnerait ainsi l'observateur qui décrit le parallèle terrestre, ce qui est absurde, puisque par hypothèse, le point n'étant soumis à aucune force ne peut que cheminer en ligne droite avec une vitesse constante, le long de* la tangente au parallèle a l'origine des coordonnées.
?.^ Vu lieu d'être venue au point 0', tel que
arc 00' = Ra^ cos}v Fig. go.
sur le parallèle du point 0, l'origine des coordonnées est venue en 0''' sur la tangente au point O, et on a 00'^'=: RaifcosA.
Pour retrouver les formules complètes du n*^ 109, on passera, d'abord au point 0' tel que 00''= Ra^cosX sur le grand cercle 00' tangent en au parallèle. Cette
transformation introduira, dans le terme en y, la correction
-) a^/"^ cos^)..
Le passage de 0'^ à 0' se fera alors par la méthode du n** io5 et introduira dans x' et z' le terme en
sm 2À
multiplié par cos [x ou sin [jl, des formules du n° 109. Exercice. — Développer les calculs indiqués ci-des-
sus.
I 8 . — Résumé
118. Formules de correction des effets de la rotation de la terre.
i^ Notations.
TU
Latitude \ — de o (Equateur) à — (pôle boréal) .
TU
de o (Equateur) à (pôle austral).
Ju
Azimut \L — de o (Méridien) à 11: (sens des aiguilles d'une montre).
a vitesse angulaire du mouvement diurne.
a = 0,0000^29, log a == 5,8627.
R rayon de la terre.
R = 6.3^1.000 mètres, log R = 6,8o4'^.
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'JL^ Formules générales (point quelconque) .
X = .r — at \y ~\ — jr- j cos À sin ijl — sm ÏX cos [i,
j' ^ 7 + a/x cos 1 sin \L-\ a-^^ cos-2 1,
z' -- atxsinÀ — a/l y +-7r- ) cosÀcosjjL-)- — - — sni'2Àsuî;ji,
X et z sont les coordonnées d*un point de la trajectoire an temps /, la terre étant supposée immobile, relativement au plan de projection d'azimut [i ;
x', y, z' sont les coordonnées d'un point de la trajectoire, au même temps t, lorsque la terre est supposée animée du mouvement diurne ; elles sont comptées relativement au plan de projection d'azimut a.
Ces formules sont rigoureuses dans le vide ; dans l'air,
ar/^ elles subsistent, à l'exception des deux termes en — jp — qui
sont soulignés et dont l'expression n'est plu^ la même. '\° Tir vertical de bas en haut (vide).
Ra^
Retard de la chute : AT = ï cos )..
Déviation vers l'Ouest : AZ = — ^ cos X.
Ra^'T-
Déviation vers le Sud : AX = ; sin ïk.
1° Chute verticale de haut en bas (vide).
Ra-/
Retard de la chute : M = cos )..
Déviation vers l'Est : Az = -^^ — cos X.
Ra-<-
Dé>iation vers le Sud : \x = sin ïk.
5° Trajectoire parabolique (vide). Formules générales, x' = YqI cos a — aVo<- sin a cos X sin [z +-7-^a/^ sin \l cos a
: — sin 'ik cos ul
1 Rft2/2
y' = Vo< sin a — — gt^-\- aVo^* cos a cos ). sin [l -\- cos- \
"! = a.Vo^" cos a sin A + a^ f -:t- — Vosin a J cos ). cos ]x
Ha-/'
H ; — si A '2 À sin u.,
G^ Formules de correction du point de chute (vide). AX = AXi + AXa + AX.,
Ra^X , .
AXi = • cos- A
'2\o aX / 4 . , X .
ÛA2 = cos k I r- sin-^ a sin a
^ cos a \ J I r
Ra^
AX3 = 7- VJ sin- a cos a sin 2.1
AZ = AZi + AZ, + AZ3
AZi = — 7— a sin À sin^ a cos a
^^2 = 7: T- a cos A sin"* a cos a
^^3 = — T~ V sm- a sm u sin 2 A.
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^° Formules de correction du point de chute (trajectoire dans Tair. Tir de plein fouet).
A\= — aTcosl
Xsin [Ji.-f" 7" aTcosX J cotgo)
H aT sin X cos u.
AZ = aT
"X sin 1
T tg 3t cos À COS \L
RaT .
sin 'ïk cos a
0) est négatif dans
cette formule.
CHAPITRE VII
I I . — Rappel de la théorie des corps tournants 119. La Balistique du solide invariable. — La
Balistique Extérieure du point matériel telle qu'elle, a été exposée dans la solution du problème principal ^, avec les hypothèses simpliticatives nécessaires pour mettre le problème en équations et séparer les questions suivant leur espèce et leur importance, doit être complétée, maintenant, par Tétude détaillée du mouvement du projectile réel.
Lorsqu'il ne s'agit que du mouvement dans le vide d'un corps solide, la Balistique de ce solide invariable constitue un problème soluble assez aisément dans toute sa généralité et nous en donnerons plus loin la solution (Ghap. vu, § 2).
Mais, dans l'air atmosphérique, la résistance du fluide donne naissance à des forces obliques variables à chaque instant et qui sont susceptibles de modifier profondément les trajectoires calculées par la Balistique du point matériel. Dans sa généralité, ce problème est totalomeut inabordable et sa solution, même supposée complètement connue, serait, sans doute, d'une complication telle que non seulement le
I . Gii
21 î LE PIIOJECTILE
calcul mimériquc ot les applications on clomcnreraiojil impossibles mais même, que Tesprit n'en pourrait conce>oir ([uc très (Unicilement la représentation et la signification.
Vussi les hommes, lorscpi'ils utilisent soit pour l'art dv la guerre, soit pour leiu's jeux et cliverlisscments, les propriétés balistiques des corps solides, ont-ils soin de choisir tles lormes simples pour ceux-ci et de leur imprimer des mcnnements réglés de telle sorte que les trajectoires décrites soient régulières, obéissent à des lois relativement simples, et puissent être déterminées, pré>ues ou de>inées à l'avance.
(les conditions pratiques, très variables d'ailleurs avec ( hacpie cas particulier, apportent donc au problème général des simplifications dont le théoricien profitera quand, avec ses équations, il voudra pénétrer plus a\ant dans la connaissance du pbénomènc que ne fait rarlilleur qui règle son tir sui^anl les méthodes réglementaires ou le joueur de tennis (|ui, empiriquement, sait faire décrire dans Tair à sa balle une trajectoire déroutante pour son adversaire.
Si nous a\oiis actuellement pour objet principal de nos théories l'explication et le calcul des ell'ets d'une résistance (le l'air obli(pie sur les projectiles ohlomjs, animés d'un rapide mou\emenl de rotation autour de leur axe de figure, tels (jue ceux que lance Tartillerie actuelle, nous ne devrons pas nous borner à l'examen de ce seul cas particulier. Les anciens artilleurs avaient déjà obserNé avec leurs projectiles sphériqiies de notables déviations ; les théoriciens avaient entrepris d'en rechercher la cause, les praticiens de rendre ces dc>iations systématiquement régulières et favorables au tir, lorsque l'abandon de l'artillerie lisse porta l'attention exclusive des artilleurs vers un autre problème.
Cependant, bien d'autres systèmes de projectiles ont été proposés, expérimentés et même mis en service à diverses époc|ues et il n'est pas certain que les projectiles oblongs à rapide mouvement de rotation autour de leur axe soient loujours les seuls ([uc l'artillerie utilisera. En tout cas. l'oljserNalion de la nature nous offre une variété assez grande de mouvements balistiques simples et lorsque nous les rencontrerons, nous en donnerons l'explication ou le calcul.
LA ROTATIO?î DES SOLIDES 2 1 )
coiiiiiie illuslialion des chapitres consacres à rétude du problème balistique du solide invariable.
Mais avant de faire l'application des théories de la Mécanique Rationnelle aux faits balistiques, il est nécessaire de résumer en quelques pages les théories qui nous seront utiles ])0ur la solution des divers problèmes abordés par la suite.
1*20. Corps libre dans l'espace. — On sait que le problème de la détermination du mouvement dans l'espace d'un corps complètement libre, tel un projectile de l'artillerie, se décompose en deux autres, conformément aux deux théorèmes suivants :
1° Le centre de gravité d'un solide se meut comme si toute la masse du solide était concentrée en ce point et si toutes les forces extérieures jetaient^ à chaque instant, transportées parallèlement à elles-mêmes,
'1^ Un corps solide tourne autour de son centre de gravité comme si ce point était fixe .
S'il arrive que les causes déterminantes de chacun de ces deux mou>enients sont indépendantes entre elles, les deux problèmes sont distincts et peuvent être traités et résolus séparément. C'est ce qui a lieu pour les mou>ements de la Terre et de la l^une, d'abord de translation autour de l'astre principal (i^"^ problème), puis de rotation autour de leurs centres de gravité (îa® problème). Nous trou\erons en Halistique des cas analogues.
D'autres fois, il peut arri>er ([ue l'un des mou\enients ne soit pas sensiblement influencé par l'autre, mais que l'in- ^erse n'ait pas lieu; la séparation des deux problèmes sera moins complète : nous donnerons un exenq)le de ce cas dans l'étude du mou>ement des projectiles oblongs dans l'air.
i '2 1 . Des moments d'inertie. — Le moment d'inertie d'un solide relativement à une droite quelconque est la quantité Y^mr', somme, étendue' à tous les points du corps de la masse particulière de chacun multiplié par le carré /*de sa distance à la droite.
On pose sou>ent : MK^ = 'ï.mr-.
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M étant la masse totale du coup ; K est dit alors le rayon de giration du corps.
hû moment d'inertie peut être représenté par une certaine longueur portée sur la droite à laquelle se rapporte le moment calculé.
On peut, en un point du corps, considérer tous les moments d'inertie pris par rapport à l'infinité dé droites menées par ce point : la surface déterminée par les extrémités de ces droites est du 4^ ordre et de iorme généralement hès compliquée. Mais, si, au lieu de prendre, à partir du point, des longueurs proportionnelles aux moments
d'inertie I.mr-, on les prend proportionnelles à ■ , la sur-
ylmr-
face, lieu des extrémités de ces vecteurs, devient très simple. Cette surface, qui est du second ordre, est un ellipsoïde dont le centre est au point considéré, dit origine des axes d'inertie. Elle met très simplement en évidence les rapports de grandeur qui existent entre les moments d'inertie du solide, relatifs aux diverses droites menées par le même point de l'espace. Ils sont d'autant plus petits que les axes représentatifs sont plus grands ; le moment minimum a lieu autour du grand axe de l'ellipsoïde.
L'ellipsoïde qui a, comme origine des axes d'inertie, le centre de gravité du solide est dit V ellipsoïde central des moments d'inertie. Les axes de cet ellipsoïde sont les axes principaux d inertie du corps.
Si on prend un diamètre quelconque de l'ellipsoïde d'inertie pour axe initial de rotation, la rotation sera iVistantanée autour de cet axe, puis à l'instant suivant, elle s'exécutera autour d'un autre, etc. Mais si l'axe initial de rotation est un des axes principaux, elle continuera indéfiniment autour de lui, pourvu que le corps ne soit soumis à aucune force extérieure ou que les forces extérieures passent par le centre de gravité.
Cette propriété remarquable des axes principaux leur a fait aussi donner le nom (Taxes permanents de rotation.
Dans la théorie qui va suivre, le moment d'inertie autour de Taxe de révolution du projectile sera désigné par la lettre G. Les deux autres moments a inertie principaux autour d'un axe équatorial sont désignés par les lettres B et A et on aB = A.
Le moment d'inertie G est plus petit que B et, pour des projectiles tels que ceux qu'emploie l'artillerie, le rapport -p varie de 5 à 10 environ.
ii'i. Équations du mouvement du corps autour de son centre de gravité. — Pour étudier le deuxième mouvement d'un corps libre ( 1 20), c'est à dire celui qui s'exécute autour de son centre de gravité, on prendra le centre de gravité du solide pour origine des coordonnées et on adoptera un système d'axes rectangulaires (G, x y z), fixes dans l'espace et servant de repères invariables au mouvement du solide;
On considérera, d'autre part, comme invariablement lié au corps solide, un autre système trirectangulaire (G^x'y'z') dont il suffira de connaître, à chaque instant, la position relativement au système fixe pour avoir la loi du mouvement du corps.
Le système mobile (G,xy'z') est choisi de manière à coïncider avec les trois axes d'inertie principaux du corps. Le corps est ainsi remplacé par
son ellipsoïde central; on peut, par suite, faire complètement abstraction de la forme quelconque et aussi tourmentée qu'on voudra du solide pour n'étudier que le mouvement de la surface régiilière que les propriétés de Tellipsoïde d'inertie permettent de lui substituer.
On sait que le mouvement élémentaire du solide autour du point G est une rotation instantanée o) autour d'un certain axe, actuellement en GI ; or, cette rotation peut être considérée comme se faisant soit dans le système fixe, soit dans le système mobile.
Fis. 6i
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I** Equations différentielles d'Euler pour le mouvement relatif. — Soient A, B, G, les moments d'inertie principaux autour des axes Gx\ Gy\ Gz' eip, q, r, les rotations composantes de la rotation instantanée <i), autour des mêmes axes.
Soient, d'autre part, à l'instant /, L, M, N les couples composants des forces extérieures autour des mêmes axes Gx', Gy, Gz',
Les équations d'Euler sont les suivantes :
B-J = (C-A)ri,+M.
L'intégration de ces équations fera connaître les composantes p, q, r k un instant quelconque du mouvement dans le système (G, x' y' z').
La rotation instantanée w sera donc connue puisqu'on a
CJ-
D'autre part, si a, p, y sont les angles de la direction GI de la rotation instantanée avec Gx', Gy' et Gz', ces angles ont pour cosinus les valeurs suivantes :
cos a = — : cos S = — : cos y = — .
W ■ (xi ' 0)
1^ Equations différentielles du mouvement absolu. — Pour achever le problème, il faudra connaître la position des axes mobiles (G,x'y'z') relativement aux axes lixes (G,xyz).
Le repérage des premiers par rapport aux seconds peut se faire (entre autres manières) comme il suit :
Le plan mobile (y'Gx) coupe le plan fixe (yGx) suivant la droite GN, qui forme avec Gx l'angle ^ et avec G.x' l'angle 3>. Ce môme plan (y'Gz'} forme avec le plan fixe (yGx) un angle dièdre mesuré par l'angle 6 des deux normales Gz' et Gz à ces deux plans.
Le mouvement sera entièrement défini si on connaît, à chaque instant, les trois angles J^, cp et 6 en fonction du temps t.
Les trois directions Gz, GN et Gz' peuvent être considérées comme les axes de trois rotations composantes de la rotation instantanée du corps autour de GI, et ces trois rotations influent chacune sur une seule des variables «j', <f et 6 ; car, une variation de ^ suppose une rotation autour de Gz ; une variation de cp est produite par une rotation autour de Gz' et enfin une variation de ô est une rotation autour de l'arête GN du dièdre des deux plans xy et x'y'.
Par analogie avec les mouvements de rotation de la Terre et de la Lune, on appelle : i** rotation propre du solide celle qui s'efi*ectue autour de son axe principal d'inertie Gz' ; la
vitesse angulaire de ce mouvement sera --tt- ; 2° précession,
la rotation du solide qui s'eflectue autour de Taxe Gz : elle produit le déplacement de la ligne GN, dite ligne des nœuds ;
ddf
la vitesse angulaire de la procession est —rr ; 3° enfin la natation est la rotation qui fait varier l'angle zOz' des deux nor-
maies ; sa vitesse est -77-.
Ceci posé, et la solution du mouvement relatif ayant permis, comme on l'a vu, de déterminer les composantesp, q, r, de la rotation instantanée rapportée aux axes d'inertie principaux du solide, il s'agit d'avoir les relations qui existent entre les composantes/), q, r du mouvement relatif données
en fonction du temps et les composantes -y- ^ -y- ^ -jdu mouvement absolu. ^^ ^^ ^^
Ces relations sont fournies par trois équations difl'érentielles qui sont les suivantes :
p = --T- sin cp sm U -| — -7- cos cp,
^= ^coscpsmO-^smcp,
d'il ^ . do r=-^cos9+-^.
L'intégration fournira donc, en fonction du temps, Texprcssion des trois angles ^^ 9 et 0, dont la connaissance achèvera la solution du problème.
i'23. Image géométrique du mouvement du solide autour d'un point fixe. — La décomposition du mouvement du solide autour de son centre de gravité en deux autres, relatif et absolu, qui a conduit aux formules générales du problème, s'interprétera géométriquement comme il suit.
Considérons l'axe instantané GI de rotation du solide ; il change de position et dans le corps et dans l'espace tout à la fois. Donc, puisqu'il passe toujours par le pomt fixe G, il décrira dans l'espace une certaine surface conique dont le sommet est en G, et de même, dans le corps^ il décrira une seconde surface conique.
Or, puisque les génératrices de ces deux cônes deviennent successivement les axes instantanés de rotation, et que la rotation élémentaire se fait autour de la génératrice qui est actuellement en contact, il est bien clair que le cône lié au corps roule sans glisser sur le cône fixe dans l'espace.
« Tel est, je crois, le plus haut point de clarté où Ton puisse porter l'idée si complexe et si obscure du mouvement d'un coi*ps qui tourne d'une manière quelconque autour d'un centre fixe. Il n'y a pas de mouvement de cette nature qu'on ne puisse exactement produire en faisant rouler un certain cône sur un autre cône fixe de Fig. 62. même sommet ; de sorte que si l'on
imagine tous les cônes possibles qu'on ferait ainsi rouler l'un sur 1 autre, on a l'image fidèle de tous les mouvements possibles dont un corps soit capable autour d'un point sur lequel il a liberté de pirouetter en tous sens^ »
Supposons que les deux courbes œ (fixe dans l'espace absolu) et 5 (monile dans l'espace, mais fixe dans le corps) qui
* De Brettes, p. 45.
servent de bases aux deux cônes soient tracées sur une surface sphérique de centre G, et de rayon égal à Funité ; elles rouleront Tune sur l'autre sans glisser.
Soit 0) la vitesse angulaire de rotation autour de Taxe instantané GI.
Cette rotation va amener le côté ds = lA de la courbe s en coïncidence avec le côté di = 1 A' de la courbe i. L'angle Al A '
Courbe df
Courbes y'-^
Courbe
Fig. 63,
Courbe (T
ôst égal à la différence ou à la somme des angles de contingence gg et £^ des deux courbes s et ^ suivant qu'elles ont leurs convexités tournées dans le même sens ou non. Donc, la vitesse angulaire w est exprimée par la formule
ai
Mais, si p^ est le rayon de courbure de la courbe s, on a par définition :
as = ps £s
et, de même, pour le rayon de courbure de la courbe ^ : Donc
cfor = o„ £-.
I da
di
I ds
Ps
dt
Si on désigne alors par 2» Ifi vitesse linéaire avec laquelle l'axe instantané trace à la fois les deux courbes s et rs, on aura
d<3 ds
It "^ ~dt^^'
comme condition du roulement.
Donc
Telles sont les propriétés géométriques les plus générales du mouvement d'un solide autour d'un point fixe.
ii\. La théorie de Poinsot. — La théorie de Poinsot n'est pas seulement, comme la précédente, une simple image cinématique du mouvement ; elle permet de donner la signification géométrique des équations différentielles du mouvement autour du point fixe, rappelées au n° iii.
1° Couple acquis. — Un couple se représente par un axe perpendiculaire à son plan d'action, proportionnel à son moment et mené dans un sens qui correspond au mouvement du plan d'action de gauche à droite pour un observateur debout sur le plan du couple.
Dans le mouvement d'un point matériel, la -xiuantité de mouvement mv resterait constante, s'il n'intervenait pas de forces extérieures. De môme, dans le mouvement d'un solide autour d'un point fixe, le couple résultant des quanti^ tés de mouvement ou couple acquis sera représenté par un axe dont la grandeur et la direction resteront invariables dans l'espace, si le corps est abandonné à lui-même.
La valeur k du couple acquis a pour expression, dans le mouvement autour d'un point
/f2 = xy 4- BV/« -h C'rK
La force vive du corps, représentée par h, est donnée par la formule
h = kp'^ + B72 -f Cr\
2® Supposons alors que des forces extérieures viennent à agir .sur le corps. Elles donneront naissance, au point fixe, à un couple accélérateur qui interviendra à chaque instant pour modifier la grandeur et la direction du couple acquis de la même manière qu'une accélération modifie la grandeur et la direction d'une quantité de mouvement acquise.
Si G-/^ et G;^i sont les axes du couple acquis à deux instants consécutifs du mouvement, le vecteur y/i représentera en grandeur et direction l'axe du couple accélérateur multiplié par dt.
Le lieu du point j^ est une certaine courbe analogue à certains égards à Thodographe du mouvement principal^ et qui joue ^,^^^
dans la solution du problème actuel ^ ^^^-^^"""^ / ^ un rôle analogue. Nous Tappelle- ' ^
rons hodographe des couples. Fig. 64.
Le couple accélérateur est ainsi égal à la vitesse de Vextrémité / du vecteur qui représente le couple acquis.
Entre le couple accélérateur et le couple acquis, il y a une différence de même espèce qu'entre l'accélération et la vitesse dans l'hodographe du mouvement principal.
3° Grandeur et direction du couple acquis. — Supposons qu'au moment actuel, les couples accélérateurs L, M, N, qui figurent dans les formules d'Èuler (121) deviennent subitement nuls. Le solide continuera son mouvement, sans être sollicité par aucune force extérieure sous l'action de son couple acquis qui restera constant.
Le solide tournera, à chaque instant, autour d'un certain
axe instantané de rotation avec une vitesse angulaire w et on a les théorèmes suivants :
L Le plan d'action du couple acquis est le plan conjugué de l'axe instantané de rotation par rapport à l'ellipsoïde . d'inertie qui a son centre au point fixe.
IL L'axe du couple acquis a la direc- ' Fig. 65. tion de la perpendiculaire Gy abaissée du
centre sur un plan tangent à l'ellipsoïde mené parallèlement au plan du couple.
IIL Ce plan est tangent à l'ellipsoïde au point I où l'axe instantané perce la surface.
* Ce., 6, p. 127.
IV. La distance du plan tangent au centre de l'ellipsoïde est constante et égale à
^ ~" v/Ay + B'g^ + G*r^
V. La vitesse angulaire de rotation est proportionnelle à la longueur du rayon de rellipsoïde autour duquel a lieu la rotation.
Le mouvement ultérieur dit àe Poinsot sera donc une rotation sans glissement de Tellipsoïde central sur un plan fixe perpendiculaire à Taxe du couple acquis.
Dans ce mouvement, deux courbes roulantes, Tune tracée sur rellipsoïde (courbe s dite polhodie), l'autre sur le plan tangent (courbe a dite herpolhodie) roulent Tune sur l'autre sans glisser. Ce sont les bases des deux cônes du numéro précédent, mais qui sont déterminées complètement dans le cas où nous nous sommes placés avec Poinsot, d'un couple accélérateur constamment nul.
Généralisation du mouvement de Poinsot
— Supposons maintenant qu'un couple accélérateur L, M, N, agisse sur le solide. A l'instant actuel, pendant le temps dt^
le mouvement de Poinsot est déterminé par le roulement de l'ellipsoïde d'inertie sur un certain plan tangent à la direction du couple acquis.
Mais, si on connaît, à chaque instant, les composantes L,M,N, on connaîtra l'hodographe du couple acquis qui sera une courbe telle que HH', pour laquelle on a choisi le pôle (arbitraire) au point G, centre de gravité du solide.
G/ étant en grandeur et en direction Taxe du couple acquis à l'instant t, l'ellipsoïde roule sur le plan tangent Q perpendiculaire à G/, autour de l'axe instantané GI, et avec une vitesse instantanée de rotation également connue.
Pendant le temps dt, l'ellipsoïde aura roulé d'un certain
angle (tidt en suivant l'herpclhodie. Mais, pendant le même temps dt, l'axe du couple acquis est venu en Gj^j. Par suite,
Ï rendant que rellipsoïae roulait sur le plan Q, celui-ci rouait à son tour sur l'ellipsoïde de manière à devenir au temps dt perpendiculaire à l'axe du nouveau couple acquis G^i. Gomme on connaît la vitesse de déplacement de y, qui est égale au couple accélérateur, on voit que tout est connu et qu'on pourrait, par une construction géométrique, déterminer, à la fin du temps dt, la position de rellipsoïae et la vitesse instantanée qu'il possède comme résultant du double mouvement de lui-même et du plan tangent.
126. Cas où Fellipsoïde d'inertie est de révolution. — Le cas où l'ellipsoïde central d'inertie est à trois axes inégaux conduit à des mouvements compliqués ; mais l'emploi, dans tous les problèmes de Balistique pratique, de corps solides de révolution permet heureusement de très notables simplifications théoriques.
L'ellipsoïde central d'inertie d'un projectile oblong est de révolution comme le projectile lui-même, et son grand axe est dirigé suivant l'axe de révolution du projectile.
En effet, la masse du projectile est moyennement plus éloignée de l'axe équatonal que de l'axe de figure. On a donc B>G, B étant le moment d'inertie autour de l'axe équatorial et G le moment d'inertie autour de l'axe du projectile, j j
Mais l'ellipsoïde d'inertie est tel que -j^ = c^- ci -jr = b- ; donc c>6. ^ ^^
Soient GA le grand axe de l'ellipsoïde d'inertie, GB un axe équatorial, GI l'axe instantané de rotation dans le plan de la figure G^ ; le plan tangent en I est perpendiculaire au plan .
de la figure, puisque l'ellipsoïde est de ré- /-^ volution. L'axe du couple acquis G^ étant / perpendiculaire à ce plan tangent se trouve V^ donc également dans le plan de la figure, qui est un plan méridien quelconque. Fig. 67.
Donc les trois axes de figure, instantané de rotation, du couple acquis sont dans un même plan.
Soit menée, en A, la tangente PAP' à l'ellipse méridienne et soit GP perpendiculaire à Gy^ ; une propriété connue de l'ellipse donne AP X AF = bK Mais
AP^ = a tg AI ; AP = a tg AP = a cotg Ay,
Donc ^
tgAÏ _^ _ C^
Dans le cas d'un solide de révolution, le théorème de Poinsot démontre que le point I décrit, autour du pied Q de la droite Gr^, une circonférence avec une vitesse uniforme (courbe a) ; dans le corps, la courbe s est une circonférence ayant son centre sur l'axe GA de l'ellipsoïde d'inertie. Les deux cônes de roulement considérés au n** 12 3 sont donc tous deux circulaires.
1-27. Corps soumis et une percussion. — Le plan parallèle au plan tangent en I à l'ellipsoïde d'inertie est désigné souvent sous le nom de plan du maximum des aires.
La propriété de ce plan et de l'axe instantané de rotation d'être conjugués dans l'ellipsoïde central d'inertie permet de déterminer immédiatement la direction initiale de l'axe instantané de rotation d'un corps soumis à l'action d'un choc qui ne passe pas par le centre de gravité.
A cet efl'et, on mènera, parle centre de gravité et la direction du choc, un plan qui sera celui du maximum des aires, c'est-à-dire GP ; le diamètre conjugué GI de ce plan dans l'ellipsoïde donnera la direction de la rotation initiale.
I 2. M0UVEME?îT DANS LE VIDE |
d'un SOLIDE DE RÉVOLUTION
1 28. Les équations d'Euler. — Lorsque les forces 1
extérieures sont nulles ou passent par le centre de
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gravité, les couples L, M, N sont nuls et les équationa du mouvement se trouvent très simplifiées.
Ce cas se présenterait, en Balistique, dans le tir d^un projectile dans le vide, car la pesanteur, seule force extérieure agissante, passe par le centre de gravité.
Ce problème est entièrement soluble pour un ellipsoïde à trois axes inégaux, soit par Tanalyse qui conduira à des fonctions elliptiques, soit par la considération de la théorie géométrique de Poinsot. Mais, si on suppose le corps de révolution, comme les projectiles ordinaires de Fartillerie, la solution acquiert un haut degré de simplicité, ainsi qu'on. va le voir.
Le corps étant supposé de révolution, les deux motnents d'inertie B et A sont égaux (121).
Les équations d'Euler (122) deviennent alors :
b|-=(B-C),.; B|=(C-B)rp; C^ = o.
On en déduit :
Théorème L — La rotation r autour de taxe de figure est constante.
Cela résulte de l'intégration de la dernière équation.
Théorème IL — La rotation co autour de taxe instantané est aussi une constante.
En effet, la division des deux premières équations membre à membre donne :
^ = —L. ou qdq-hpdp^o
c'est-à-dire
-ir«n
et comme r est constant d'après le premier théorème, on aura :
w^ = p^ + gr^ 4~ ^^ = const.
129. Figuration du mouvement. — i* Si {G.x'yz') sont les directions des trois axes principaux d'inertie du corps, G/ étant celle de l'axe de figure, la rotation
instantanée GI sera la diagonale du parallélipipède construit sur les trois rotations composantes p,5f,r autour des trois axes principaux.
GI ou (0 étant constant et d'autre part, Ar =1 q^ -\- p^ étant égal à la constante a^, il en résulte que l'extrémité I de la ligne qui représente la rotation instantanée décrira une circonférence autour de l'axe de révolution Oz' du corps .
Le lieu des axes instantanés dans le corps est donc an cône circulaire droit décrit d un mouvement uniforme autour de F axe de figure du projectile (cône s) (i23).
Son ouverture [3 (angle AGI) est telle que : sin ^ = — .
\Àf
2° Le lieu géométrique des axes instantanés de rotation GI dans r espace est aussi un cône circulaire droit (côneo").
Entre la vitesse angulaire de rotation w, la vitesse linéaire 2r de l'extrémité I et les rayons de coubure pg et pç des deux courbes qui viennent en contact, on a la relation (i23) :
Fig. G3.
Mais on a, ici, comme vitesse linéaire du point I autour de GA, l'expression 2r = ar.
Donc 2r, produit de deux facteurs constants est constant ; il en résulte que p^ est constant et a pour expression : ^
ps^ — 3
Ainsi donc, le mouvement du projectile relativement au centre de gravité se réduit au roulement d'un cône circulaire fixé au corps sur un autre cône circulaire fixe dans Tespace. Ce roulement se fait avec un« vitesse constante connue w ; on pourra donc déterminer la position de Taxe de rotation dans Tespace et par suite celle de Taxe de figure.
i3o. Application et la trajectoire du vide. —
1° Supposons d'abord qu'à l'origine de la trajectoire. Taxe instantané de rotation GI / .
soit dans le plan de projection, J^ k''2D'^v\ ainsi que l'axe de figure GA. \ î >cJ/ L'axe Gy des quantités de mou- \ ifr^vV^v vement sera aussi dans le plan ^v^-^ T, .f^
de projection (126). Le plan du 0^"""'
maximum des aires, qui contient ^x
la direction de l'impulsion à l'ori- ' \
gine, est le plan GM conjugué pj^ ^^^
de GI dans- l'ellipsoïde d'inertie
et perpendiculaire au plan vertical de projection. La
trace GM est perpendiculaire à Gy, axe du couple
acquis.
L'impulsion à l'origine donne lieu à une vitesse constante (0 autour de l'axe instantané GL
23o LE PROJECTILE
Les trois données qui définissent, à l'origine, le mouvement de rotation du projectile autour du centre de gravité sont ainsi : la direction Gy de Taxe du couple acquis, la vitesse to de rotation instantanée^ la direction GA de taxe de figure du projectile. L'angle y que fait Taxe du projectile et Taxe Gy des quantités de mouvement est donc connu. Il en est de même de l'angle ^ de Taxe instantané et de l'axe de figure puisque la connaissance de la direction Gy permet de construire la direction GI conjuguée dans l'ellipsoïde du plan du maximum des aires.
1^ Les ,deux cônes de roulement (t) et {s) sont : I® dans le corps, le cône [s) d'axe GA et de 1/2 angle
P = AGI ; 2® dans l'espace le cône (o*) d'axe Gy et
<j^ de 1/2 angle IGy.
Soit A' l'extrémité de l'axe du projectile situé à une distance /du centre de gravité G. Menons A'B'C' perpendiculaire à GI et considérons les deux courbes 5 et <r tracées en B' sur le plan A'B'C' normal au plan de la figure.
La relation a> = 2r ( 1 ) s'y applique ; elle peut
s'écrire.
^s_Ps+P^
Or
et montre que le point G' est fixe.
Le mouvement de la pointe A' du projectile autour du centre de gravité est un mouvement de rotation uniforme autour de l'axe Gy du couple acquis.
3° Pour obtenir la vitesse angulaire de rotation que
nous désignerons par \j autour de Taxe Gy du couple acquis, il suffira de projeter la rotation w qui s'exécute autour de GI d'abord sur Taxe GA du projectile ; Tangle de ces deux axes étant p, on aura pour cette projection la valeur w cos B.
On projettera ensuite w cos [3 sur Taxe Gy, dont Tangle avec G A est désigné par y. Ce sera la valeur de \j qui sera ainsi
\j = (o cos p cos y.
Cette expression contient, dans le second membre, les trois quantités qui définissent, à Torigine, le mouvement de rotation.
i3i. Le mouvement de la pointe du projectile dans l'espace- — L'extrémité A' de la pointe du projectile est à une distance / du centre de gravité. Abaissons A'K perpendiculaire sur Gy. On aura
A'K = h = Is'my.
On peut considérer la pointe A' comme liée au point K, de sorte que, faisant abstraction pour l'instant du centre de gravité G, et considérant que K est invariablement lié à ce centre de gravité par la droite GK, on peut énoncer le théorème suivant :
Le mouvement de la pointe du projectile est celui de r extrémité A.' d'une tige A'K, sans poids ^ qui se mevt dans un plan perpendiculaire au plan de projection et tourne uniformément autour de son autre extrémité K, pendant que celle-ci décrit la parabole du vide définie par les données à f origine V^ et a.
aSa
i" Projection horizontale du mouvement. — Prenons un axe des z perpendiculaire au plan vertical j^Kx^, et figurons l'épure du mouvement par les procédés de la géométrie descriptive.
Sur un plan perpendiculaire à Taxe GK, le point A' décrit un cercle et au temps /, on a
arc A'M = hot.
Sur le plan horizontal, on aura au temps t :
Kior f* T
OU, puisque la vitesse horizontale est constante :
et
X = Vy/ cos a — h cos i^ sin X
z = M^my, = Mm = A sin A.
Donc, les équations de la projection horizontale sont :
a; = Vjj^cosa — hsin\ cos u/, z = h sin 'jt.
Cette courbe est la projection d'une hélice qu'on supposerait tracée sur un cylindre dont Taxe est GK et qui serait décrite par le point A' tandis que le point K serait entraîné d'un mouvement uniforme dont la projection sur Ox a une vitesse V^ cos a.
Si on avait sin ). = o, c'est-à-dire si Taxe du couple GK était horizontal, la courbe serait une sinusoïde ayant pour équation :
z = h sin \j — •
Dans le cas général, elle se composera de périodes ayant pour valeurs T = — et on la construira aisément par points avec les valeurs suivantes :
h sinX,
a? = «u — , 4- /i sin A
X — jUy ■— ,
X = — h sin î..
Si on a h> — —- , c'est-à-dire h > —^ , la courbe
présentera des boudes comme l'indique la deuxième figure.
Pour construire, à un instant quelconque, la position de Taxe du projectile dont on connaît Textrémité A^, on rabattra A' sur la circonférence en A", on mènera le rayon OA'^ et par A' la parallèle A'K à ce rayon. On a ainsi la position du point K.
Prenant KG' = KG cos)., on aura la position du
Fig. 72.
centre de gravité G ; puis G A' donnera la projection horizontale de Taxe du projectile au temps /.
2° Projection sur un plan vertical normal au plan de tir. — Cette projection représente la trajectoire vue de l'arrière du canon pour un observateur placé dans le plan de tir.
On aura une courbe du genre cycloïde en menant par chaque point de la trajectoire une parallèle à Taxe GK du couple acquis ; son point de rencontre avec le plan normal au plan de tir décrit une verticale d'un mouvement uniformément accéléré. Pendant ce temps.
la circonférence K a son centre qui se déplace suivant cette trace, tandis que le point A' tourne d'un mouvement uniforme.
Les coordonnées d'un point Y du tableau sont :
ou Y = rftg}. + -^sin(a — ).) — — gt^
OOS A
et les équations de la cycloïde seront :
z = h sin \jt ;
y = rftg)s-| ^ sin (a — )s) ^/^+AcosXcosu^
Fig. 73.
3° Projection verticale du mouvement. — Le mouvement du point K est uniformément accéléré , :
j = V,^ sin a — — (//-.
Perpendiculairement, on aura :
JJ = MN = MK sin X = ft sin \ cos ^
et d'autre part,
Ç = y -f KN = y -I- MK cos X = y + ^ cos )^ cos tj^.
On aura donc :
JJ == ft sin }. cos ut
i = Vy/ sin a gt^ -f" '^ ^^^ ^^ ^^^ ^^•
C'est une courbe du genre sinusoïde, mais ayant une période de plus en plus petite à mesure qu'on se rapproche du point culminant de la trajectoire.
4*^ Résumé, — Le problème du mouve- I / ment d'un projectile de révolution dans "*ir le vide peut donc être traité complète-
^ ment ; il se réduit à la combinaison de deux mouvements simultanés de translation et de rotation, tous deux extrêmement simples.
Fi
i32. Exercices. — i*' Etudier le cas où l'axe du projectile n'est pas à l'origine du mouvement dans le plan de projection.
2° Mouvement vertical, lorsque l'axe du couple acquis est vertical.
3° Démonstration analytique des résultats précédents en intégrant les équations d'Euler et les équations en 9, f et 'i.
Théorie de la toupie
1 33. Objet de cette étude. — Gomme second exemple du mouvement de rotation d'un corps solide autour d'un point fixe nous prendrons le cas de la toupie. Ce mouvement présente de telles analogies avec celui du mouvement des
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projectiles oblongs autour de leur éentre de gravité qu'il en constitue l'introduction naturelle, aussi bien dans la méthode suivie que dans les résultats trouvés.
La toupie est un corps de révolution dont le grand axe G de l'ellipsoïde d'inertie passe en un point fixe O, du sol ; les deux autres axes A et JB sont égaux. Nous appellerons b la vitesse angulaire de rotation de la toupie autour de son axe de figure ; b est donc égal à la rotation/) des formules d'Euler.
Oz étant la verticale du point fixe O, OA la direction de l'axe de figure au temps /, faisant avec la verticale un angle 8, la seule force agissante sera le poids appliqué au centre de gravité. ^*S- 7^-
i34. Théorème de la constance de b. — La seule force extérieure, le poids, rencontrant l'axe d'inertie principal OA, son moment N relativement à cet axe sera nul. La troisième équation d'Euler, où A = B, puisque la toupie est de révolution, aura donc son second membre nul et deviendra j
On aura, par suite, r= constante et comme on a, au lieu de r, adopté la notation b on dira :
La vitesse de rotation b autour de Vaxe de figure est constante pendant tout le mouvement.
i35. Hypothèses. — Supposons maintenant que la vitesse de rotation b, imprimée initialement à la toupie autour de son axe soit infiniment grande relativement à la vitesse initiale angulaire de déplacement ,6 de l'axe de la toupie autour d'un autre axe quelconque.
Par suite, l'axe instantané de rotation, dont on obtient la direction en composant les deux vitesses b et ^ sera très voisin de l'axe de rotation de la toupie et pourra être suppose en coïncidence avec lui, en première approximation.
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II en sera de même de Taxe Oy du couple acquis à cause de la relation démontrée au n** 126.
%Ay = ^ tgAl.
L'angle A/ sera donc petit comme Tangle Al, à condition que le moment d'inertie équatorial B ne devienne pas trop considérable par rapport à C, moment d'inertie axial.
Nous excluons ce cas qui correspondrait à l'emploi de toupies très allongées et manquant de stabilité.
Ainsi donc, en première approximation^ nous supposons que les trois axes de figure OA, instantané de rotation 01, au couple acquis 0/ peuvent être supposés en coïncidence.
Ce sera le problème principal dit de la précession.
Ce problème une fois résolu, et le mouvement connu en première approximation, on introduira le petit écart qui existe nécessairement entre les trois axes et on achèvera le problème par l'étude de la nutation.
i36. Précession. — Soient, à un instant quelconque, OZ la verticale du point fixe 0, OQ l'axe du couple acquis qui coïncide par hypothèse avec l'axe de figure, G le centre Je gravité. Le poids p de la toupie qui est appliqué au point G à une distance / de la pointe O donne naissance autour de la pointe du projectile, à un couple accélérateur, contenu dans le plan ZOQ.
Prenons le vecteur OQ représentant, en grandeur, l'axe du couple acquis et soit H la projection de Q sur OZ. L'axe du couple accélérateur, dû au poids, est normal au plan ZOQ du couple acquis ; on sait de plus (i'^4) que cet axe représente toujours en grandeur et direction la vitesse du point Q extrémité de l'axe du couple acquis.
Donc 1° le point Q ne sortira pas du plan horizontal qui le contient à un instant donné, puisque sa vitesse est située dans ce plan ; '2° il décrira, dans ce plan, un chemin élémentaire perpendiculaire à HQ.
Par suite, les normales à la courbe décrite par Q dans
le plan HQ passent au point fixe H. Le point Q décrit donc une circonférence horizontale. L'axe de ligure (qui coïncide par hypothèse avec l'axe OQ) décrit alors un cône circulaire droit autour de la verticale OZ.
On appelle vitesse de précession la vitesse angulaire bp avec laquelle le plan ZOQ tourne autour de OZ ; c'est la vitesse angulaire du point Q sur la circonférence qu'il décrit. Or, sa vitesse linéaire est égale au couple accélérateur, dont l'expression est pi sin Ô. Donc, la vitesse angulaire bp (quotient de la vitesse linéaire par le rayon du cercle décrit) sera
Fig. 76.
bp =
pi sin 8 TIQ"
et comme HQ = OQ sin 5 il viendra :
_pl_ ^P ■" OQ
D'autre part, le couple acquis, dans l'hypothèse admise de la coïncidence des trois axes, a pour expression Gb produit du moment d'inertie G par la vitesse angulaire de rotation b autour de l'axe de figure.
On aura ainsi entre b et bp la relation
bbn=Tr
Pi
Le produit de la vitesse de rotation b autour de l'axe et de la vitesse de précession bp autour de la verticale est constant. On sait que l'hypothèse de la coïncidence de l'axe de révolution et de l'axe instantané suppose que bp est très petit relativement à b ; cette formule permet donc de vérifier si cette hypothèse est compatible avec les valeurs de p, / et G de la toupie considérée.
Sens de la précession. — D'après la convention du n** 124,
•. » -«.««..ïri
Taxe du couple acquis de la toupie étant dirigé de en G, la toupie tourne sur la figure de gauche à droite. D'après la même convention, le couple accélérateur a son axe dirigé en avant de la figure perpendiculairement au plan ZOA. Puisque cet axe représente en grandeur et direction la vitesse du point G, celui ci se déplacera vers Tavant de la figure, c'est-à dire de gauche à ciroite pour un observateur placé debout suivant OZ.
Donc, pour un observateur placé debout sur le plan horizontal, la précession de la toupie est de même sens que sa rotation.
i^^. Nutation. — 1° Le mouvement du point Q, extrémité de Taxe du couple acquis étant connu par l'étude de
la précession, comment pourra-t-on en déduire, en deuxième approximation, le mouvement de Taxe de figure OA ?
Soit 0) la vitesse instantanée de la toupie autour de Taxe instantané 01 ; w est la résultante des deux vitesses de rotation, propre b autour de OA et de précession bp autour deOZ.
Les trois axes Q, I, A étant dans un même plan, celui de la figure, par exemple, A tourne autour de I avec la vitesse w et autour de Q avec la vitesse b^^ telle que
bpi lA angle lA
"w" ~~ QÂ "~ , O
angle QA
c'est-à-dire d'après la relation du n^ i35
b.N _ G co ~" B
2° Ceci posé, la pesanteur agit en G sur l'axe de révolution OA à une distance / de la pointe 0. Soit pris sur OQ la distance OG' = / et appliquons en ce point G' deux forces égales au poids p et directement opposées. Les trois forces de la figure sont équivalentes à une forcé verticale p
Fig. 7
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appliquée en G' et à un couple dont le moment a pour expression
p X arc GG' cos 8 ou bien ^^
pi cos ô X angle OA.
Mais ce couple ne peut produire qu'une vitesse du point A autour de Q de l'ordre de bp, vitesse de précession produite par un couple/)/ sin 8, et même beaucoup plus petit si 8 est assez différent de zéro. En tout cas, la vitesse de A autour de Q est infiniment petite relativement à la vitesse b^
2ui est de l'ordre de grandeur de la rotation autour de Taxe e figure.
3** Il est aisé maintenant de se faire une idée claire du mouvement de l'extrémité A de l'axe de la toupie.
Le point Q extrémité de l'axe du couple acquis décrit le parallèle du cône vertical d'angle 8 avec la vitesse de précession
pi
bp =
bC
Pendant ce temps, l'axe de révolution OA tourne autour
de OQ avec une vitesse b^ = "r ^> o^? ^^ degré d'approximation admis, avec la vitesse de nutation
G bN=-j^b
Cette vitesse bN est donc très rapide et de l'ordre de grandeur de la vitesse b autour de Taxe.
4° Reste à connaître la distance QA ou angulairement
l'angle QA.
On a d'abord
/^ B /x QA = -g-IA
BALISTIQUE. II. . l4
' L'angle lA de Taxe de rotation OA et de Taxe instantané 01 se déterminera dans le triangle lAO, où on a
OA = b
On a ainsi
sin8
et
AI=bp.
lA
d ou lA = — — sm à
Fig. 78. «P " «
ou bien, en remplaçant bp par sa valeur
lA = -^^^ sinS.
On aura par suite
y^ pi B
QA = 57 CFsmS.
Le point A décrira donc sur la sphère de rayon 1 , par son double mouvement de précession et de nutation, une cycloïdc sphérique dont le cercle générateur aura un rayon
et dont la base, lieu du centre du cercle générateur sera le lieu du point Q, c'est-à-dire le petit cercle d'angle 8.
5° On a supposé que le point A, à l'origine du mouvement, se trouvait placé à une distance
du point Q. Gela n'aura lieu que si l'axe de figure ne possède aucun mouvement propre initial, au moment où on abandonne le corps à lui-même. Dans le cas contraire, l'extrémité de l'axe de la toupie sera représentée par un certain point M, qui sera, dans tout le mouvement, relié invaria-
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blement à la circonférence roulante de rayon s' de sorte que la courbe décrite par l'axe M pourra être une cycloide allongée si le point M, à l'origine, est à l'intérieur ;_du cercle e^, une cycloide raccourcie si le point M est à l'extérieur du même cercle.
i38. Démonstration analytique.
Formules générales. — Nous allons traiter maintenant le même problème par le calcul en employant les aeux systèmes généraux d'équations différentielles Fig. 79. du mouvement établies au n° 112, la première en /), 9, r, se rapportant au mouvement relatif, le deuxième en 6 et «J^ se rapportant au mouvement absolu.
Transformation des équations en 6, cp et ^J/.
a) Multipliant la première par cos ^, la deuxième par sin o et retranchant, on obtiendra la première équation du tableau ci-dessous.
h) Multipliant la première par sin cp, le deuxième par cos cp et ajoutant, il viendra la deuxième équation du tableau
d^ (i) /)coscp--9smcp = -^
(2) ♦ p sin ^ -\- q cos cp = —7- sin
(3) r=^cos^+^.
c) Formons p^ -\~ q^', il viendra
d) Enfin dérivons, par rapport à i, l'équation
d^ p sin 9 + ç cos <p = —77- sin 6 .
II viendra, en combinant avec l'équation qui donne r
dp .
dq
d^ de d^
rf-+ .
(5) -:^sincp+;^cos(p=-r-^+'^7î-;57COsO+n^sine
dt
di
dtdt
dt'
•2** Equations en p, q, r.
En prenant les axes généraux, nous sommes obligés d'adopter des notations un peu différentes de celles du n** i i3 .
La verticale est Taxe OZ du système fixe.
Nous supposons Taxe de figure de la toupie dirigé suivant OZ' ; ce sera un axe prmcipal de l'ellipsoïde d'inertie qui doit être désigné par G; la rotation autour de cet axe est r.
Soit appliqué en G, centre de gravité de la toupie, son poids mg, à une distance OG = /. Le couple accélérateur a pour expression
mgl sin 9 == ksin ô,
Fig. 8o.
Ce couple est situé dans le plan vertical ZZ'N qui renferme la ligne des nœuds ON. Les composantes de ce couple sont
sur Oa/ h = k sin 6 cos 9
sur Oy' M = — /c sin 6 sin cp
sur
Oz'
Comme, de plus, le corps étant supposé de révolution, on a A = B, il viendra pour les équations du mouvement relatif
B -^ = (B — G) gr H- /f sin 6 coscp
B -^'= (G - B) rp — /f sin 6 sin cp
dr ^It^''-
i^ Solution da problème .
Première intégrale. — La vitesse angulaire de rotation autour de Vaxe défigure est constante.
La dernière équation donne, en effet, par l'intégration, r= constante. On posera r = Tq, Tq étant la vitesse angulaire initiale.
Deuxième intégrale (Intégrale des forces vives). Multiplions par/) la première équation et par q la seconde et ajoutons : il viendra
B f p -^ 4- <]f -^j = /f (p cos cp — 7 sin cp) sin Ô ou, d'après Féquation (i)
Intégrant, en désignant par Ôq la valeur initiale de 6, il viendra
B(p2 + q^) = '2.k (cos 00 — cos 9)
puisque la seule rotation imprimée au mobile est, à l'origine, To autour de l'axe de figure.
Troisième intégrale f Précession -tt |
Multipliant maintenant la première des équations enp, ^, r par sin cp, la deuxième par cos cp et ajoutant, il viendra
^ \~^ ^^^^~^ Ai ^^^ ? ) = (^ — G) r f^ sin cp — p cos <p)
En combinant avec les équations (i) et (5) et faisant r = To, on aura
T. ^'+ . n T. à\ d^ . r. d^ B^^sme + .B^g^cosô-Cro^ = o.
e = ôo et -Tr = o
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Le facteur sin ô rend le premier membre différentielle exacte et on obtient
B -77 sin- 9 -|-Grocos6 = const.
Déterminant la constante de manière qu'à Torigine.du mouvement on ait
d^ dt il viendra
d^ B —7- sin^ 9 = Gro (cos 0© — cos 6)
d'où, pour la vitesse angulaire de déplacement de la ligne des nœuds ou précession
d^ Gro cos 60 — cos Ô
"^"^'B sin^^
. d0 4** Equation différentielle de la natation -rr .
En combinant la deuxième intégrale (forces vives) avec
, , . .d'il
l'équation (4) et en remplaçant ensuite -rr par la valeur qui
vient d'être trouvée, on aura une équation différentielle ne renfermant plus que l'angle 0. C'est la suivante
c?0\2 G^o /COS0O — cos0\2 ik . ^
Jt) ^-W\ ^^70 ) = B- (^^^ ^^ - ^^^ ^^
Si on sait intégrer cette équation, sera connu en fonction de < ; on aura ensuite ^ par une quadrature, ainsi d'ailleurs que cp. Le problème sera complètement résolu.
licj. Cas particulier d'une vitesse de rotation très grande. — 1° Supposons maintenant, pour intégrer les équations ci-dessus, que l'angle demeure à peu près
constant pendant toute la durée du mouvement. Posons alors
= 6o + t et d^ = dt.
On aura
cos = cos 80 — s sin Oo ; sin 6 = sin Oq + s cos 60
En ne conservant que la première puissance de e, on aura :
cos ôo — cos . A . A
: — r = t et cos Qn — cos 9 = € sm Qo
sm
^^ L'équation en ( -tt ) devient donc et par suite, en extrayant la racine carrée
dt =
\/ikBtsïn% — Ory
On intégrera, en observant que pour s = o, on a < = o, par la formule :
B / G-VJ
t = 7T— arc cos 1 i — tb—- — â" ^ Lro \ KD sm 9o
et par suite
/cB sin 80 / Gro \
Pour que la variable s reste toujours très petite, ainsi qu'il a été supposé, il faut que la vitesse de rotation Tq imprimée à la toupie autour de son axe soit, très grande.
3° La valeur de e ou de 8 étant ainsi connue en fonction
du temps, on pourra déterminer la précession dont l'équation, pour e très petit, devient
dt B sine^
k ( Cro \
La quantité entre parenthèses varie périodiquement entre o
d^ et '1 ; la vitesse de précession -rj- nulle pour ^ = o ou = ô»
atteint un maximum égal à
'li
quand
c'est-à-dire
Grp' Gro
/cB sin e,
Elle oscille ainsi périodiquement avec une période
•luB
Gro
En intégrant l'équation de la précession, il viendra
Si To est très grand, le second terme qui contient rj au dénominateur est très petit par rapport au premier et alternativement positif et négatif, de sorte que le mouvement moyen de la précession se réduit, à peu près, au premier terme
k_ Gro
et sa vitesse moyenne constante est
d^ _ k dt Cro *
On a d'ailleurs
k = mgl,
4*^ Comparons avec les résultats trouvés géométriquement (i36, i^^). On posera
-^ = bp; ro = b; k=pl; 6 = 8
On retrouve ici le théorème exprimé par
pi bbp = -TT
. pour la vitesse de précessjon bp indépendante de l'angle 8 d'inclinaison de l'axe de la toupie.
On trouve, comme précédemment, pour s la valeur :
La variable e nulle avec t, croît d'abord ; elle atteint son maximum
2 /cB sin 8e
^""^^ ~" Orl
lorsque ^p- t = i: c'est-à-dire
_ ir B
ToG
Elle décroît et redevient nulle pour
2 irB
roG '
Î>uis t continuant à croître, elle repasse périodiquement par e
les mêmes valeurs.
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Ainsi, la nutation est un mouvement oscillatoire d'amplitude .., ^ et la duré T^ d'une oscillation complète
d'aller et retour est T^- = — -j- .
^uG /
Cette durée dépend donc de la vitesse de rotation r,)
et ae la forme du corps (B et G), mais ni de
l'inclinaison initiale Gq, ni de la force appli-
quée A:, quantités qui entrent au contraire
J^ff dans l'expression de l'amplitude.
%^' Chacun des festons tracés par le point A sur
la sphère et qui est décrit dans un temps
»g 8i. 'p^ __ — correspond à une rotation , •! T.kB
Ai
G-VJ
La largeur MM' du feston mesurée sur le cercle, lieu du point G de rayon Tsin 60, est donc *
-.»»». ... « 'l'Kkij . .
MM' = •}/ sm 60 = — pTT" * ^*" ^0
La hauteur du feston est, d'autre part
tl =
'1 /cB / sin 9o
Ainsi, le rapport de la hauteur du feston à sa largeur est
constant et égal à — .
Gomme on a ^
dt . ^ \/ikBz sin 9o — G-'rJe»
on voit que
dt
^ », pour t ,.
Pour
'1 /cB sin Ôo
on a
dt
Les festons sont donc normaux au cercle G et tangents au cercle mené parallèlement à la distance z^ax-
« Le mouvement du corps continuerait indéfiniment de la même manière, s'il n'intervenait aucune force étrangère ; mais c'est ce qui n'arrive jamais. C'est ainsi que, lorsqu'une toupie tourne autour de son axe, la résistance de l'air diminue d'autant plus vite l'amplitude des oscillations du mouvemenl de nutation que ce mouvement est lui-même plus rapide. La hauteur des festons diminuant alors, il faut qu'il en soit de même de leur largeur, puisqu'il existe un rapport constant entre ces deux grandeurs. Or, la largeur des festons étant proportionnelle à sin 6,, il faut qu'il en résulte une diminution dans la valeur de sin B^ et, par suite, dans celle de l'angle 6^. C'est ainsi que l'axe de la toupie se rapproche sans cesse de la verticale jusqu'à ce que la résistance de l'air et les frottements qui s'exercent autour de la pointe aient considérablement diminué la valeur de r^. »
* Hélie et HuGOMioT. T. 11, p. 17.
CHAPITRE VIII
I I. — Déviation des projectiles sphériqijes
i4o. Causes de la déviation des boulets sp'hériques. — Si, en théorie, le mouvement d'un boulet sphérique lancé par une bouche à feu peut être ramené à celui de son centre de gravité, c'est à condition de lui supposer une perfection difficile à réaliser ; il devra être, en particulier, exactement centré et posséder un poli parfait.
Aussi, les anciens artilleurs qui ne possédaient pas les méthodes rigoureuses du travail industriel actuel ni les précises machines-outils modernes et qui employaient des projectiles bruts de fonte, purent-ils observer de notables déviations dans les trajectoires de leurs boulets.
Tout d'abord, les projectiles sphériques lancés par les canons lisses étaient animés à la sortie de l'âme d'un mouvement de rotation initial autour d'un de leurs diamètres : le vent qu'on laissait au boulet pour en permettre le chargement par la bouche, le frottement contre la paroi inférieure de l'âme, les chocs accidentels, l'excentricité inévitable de projectiles bien grossièrement fondus, l'action des gaz de la poudre sur ces
PROJECTILES SPHERIQUES ET DISCOÏDES
projectiles excentrés étaient des causes, les unes systématiques, les autres accidentelles de rotations initiales du boulet.
Ce fut un des principaux problèmes des derniers jours de Tartillèrie lisse de chercher à expliquer, à régulariser, à utiliser les déviations que cette dissymétrie due à la rotation introduisait dans les portées. L'illustre mathématicien Poisson dont tant de travaux ont trait à la Balistique, donna une première théorie des déviations. D'autre part, les praticiens, pour régulariser les effets du tir en uniformisant et exagérant la cause initiale des déviations, furent conduits à proposer, à essayer et parfois réussirent à rendre réglementaires, dans certaines artilleries, les dispositions les plus diverses : projectiles excentrés^ projectiles lenticulaires^ canons courbes^ disques tournants^ etc.
i4i • Théorie de Poisson- — Poisson admet que la cause des déviations observées dans le tir de projectiles sphériques animés d'un mouvement de rotation est duc exclusivement au frottement de l'air contre la surface du projectile : le raisonnement physique qu'il met à la base de ses calculs est à peu près le ^ suivant :
a) Si une sphère S est animée d'un js pr
mouvement de rotation de gauche à droite et qu'on la pose sur un plan rugueux PP', elle va prendre un mouvement de translation vers la droite, dû au frottement au contact du plan PP' (engrenage à dents très petites) et roulera sur le plan.
6) Si une sphère se meut dans l'air et est animée d'un
DALISTIQLE. II,
ID
simple mouvement de translation,, la pression de Tair en avant est plus grande que la pression de Tair en arrière.
c) Si cette même sphère est animée, en outre, d'un mouvement de rotation autour d'un axe perpendiculaire au plan de tir (fig. II), le frottement à l'avant, sur l'air plus comprimé, étant plus grand qu'à l'arrière où la pression est moindre, la sphère prendra relativement au plan normal PP' à la trajectoire un mouvement dans le
(II) ProjecUonverticale [\\\) Projection honzontaJe
Fig. 83. Fig. 84-
sens de la rotation et décrira une trajectoire ST' plus élevée que la trajectoire ST de la sphère sans rotation. Pour un mouvement ds rotation en sens contraire de la sphère, la trajectoire observée serait abaissée.
cl) Si l'axe de la rotation est dans le plan de projection (fig. III), des efFets analogues se produiront : le boulet déviera (la coté opposé au mouvement de rhémisphère antérieur.
Poisson a traité par l'analyse, en introduisant un coeflicient de frottement de l'air contre le boulet, le cas d'un projectile non parfaitement sphérique et non parfaitement homogène, en tant que ces défectuosités donnent lieu à un frottement du mobile contre l'air. Or, en premier lieu, les déviations qu'il calcule ainsi sont extrêmement petites relativement à celles que l'on
— rr^
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observe ; en second lieu celles-ci se procb isent, en réalité, clans le sens opposé à celui prévu par Poisson.
L'analyse de ce savant ne peut donc servir à rendre compte des phénomènes qu'elle prétend expliquer.
Fig.
142 Les expériences de Ma^nus. — « Considérons un projectile qui serait animé à la fois d'un mouvement de translation suivant AB et d'un mouvement de rotation dont le sens serait CD autour d'un axe que, pour plus de facilité dans les expressions, nous supposerons . vertical (perpendiculaire au plan de la figure) ; l'hémisphère antérieur se mouvant de droite à gauche, les points situés sur l'hémisphère de droite se mouvront dans le même sens que le centre de gravité et les points de l'hémisphère de gauche, dans le sens opposé : les premiers auront par rapport à l'air une vitesse relative plus grande que ceux de l'hémisphère de gauche. Le déplacement de l'air [entraîné par le frottement de la paroi du boulet] se fera donc, du côté droit, avec moins de facilité que du côté gauche; par suite la densité du fluide et par conséquent la pression seront plus grandes adroite qu'à gauche.
« Il résulte de là qu'il n'y a phis de symétrie entre les résistances exercées autour de la direcùon du mouvement de translation et que les résistances étant p ^ grandes sur l'hémisphère de droite, la pression sera ce côté plus considérable que de l'autre et agi^^ manière à faire dévier le projectile de droite a g^ '^
dans le même sens que s'exécute le mouvemeti ^^^ points de l'hémisphère antérieur. Cet effet croîtra
2j6 le projectile
la vitesse de translation et avec la vitesse de rotation ^ » On expliquerait de la même façon le sens des déviations produites pour une position quelconque de Taxe de rotation. Ce sens est en désaccord avec l'hypothèse de Poisson et en accord, par suite, avec les observations du tir.
L'expérience en petit et dans un laboratoire permet de se rendre compte de Texistence réelle de la différence de pression admise dans l'explication de Didion. C'est Magnus qui, en ï85i, fit, le premier, les expériences démonstratives.
Un cylindre métallique S peut tourner autour d'un
^ axe horizontal ; un courant d'air dési-
5 gné par des flèches l'enveloppe com-
E plètement : deux girouettes A et B très
T<B ■*" sensibles sont placées latéralement.
Fi''. 80. Si le cylindre S est immobile, les
deux girouettes s'orientent dans le sens du courant. Si on fait tourner rapidement le cylindre S dans le sens de la flèche, la girouette A est repousséc par le cylindre (diminution de pression), la girouette B est attirée (augmentation de pression).
L'explication qui vient d'être donnée d'après Didion du phénomène de Magnus, peut être analysée comme il suit :
La surface rugueuse par hypothèse, ou légèrement excentrée, crée tout autour du cylindre un champ acoustique " symétrique dans l'air en repos : de chaque point m
* DiDio>', p. 409. ]
- Cil. 3. ' i
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de la surface, la molécule d'air en contact est chassée dans le sens du mouvement de rotation avec une vitesse Ru (R rayon du cylindre, (i) vitesse angulaire de rotation), et les filets fluides SB referment sur eux-mêmes par les extrémités du cylindre.
Si, maintenant-, le cylindre tournant est placé dans un courant d'air uniforme w, la vitesse relative de l'air au point m sera
parallèlement à la direction du mouvement, et la résistance sera
F(«, + ™ sin f).
Or, sin est positif pour tous les points de l'hémisphère de droite, et négalif pour tous les points de l'hémisphère de gauche. Donc, la résistance totale, intégrale étendue à toute la sphère, donnera une résullanle R située du côté des i-ésistances les plus fortes, c'est-àdire dans l'hémisphère de droite. Cette résistance ne sera d'ailleurs plus paraUèle à la direction du courant d'air, mais déviée, vers la droite, d'im certain angle S.
Elle tendra à faire dévier le cylindre du côté du mouvement de l'hémisphère antérieur, si ce cylindre est libre dans l'espace. Si le c\lindre est lise, ce sont les filets fluides qui dévieront grâce au ralentissement du côté droit et à l'accélération du côté gauche : d'où altraclîon
de la girouette de gauche et répulsion de la girouette de droite qui se mettent dans le lit du courant qui les entoure.
Calcul approché de la trajectoire- — Le
problème de la déviation des projectiles sphériques introduit donc dans les équations du mouvement principal une résistance qui n'est plus tangentielle.
L'angle qui définit à chaque instant la direction de cette résistance e^t une variable sans doute très complexe qui dépend de la rugosité du projectile, de son excentricité, de sa vitesse de rotation et enfin de la vitesse de translation.
Pour traiter un problème simple et donner une idée des déviations observées, nous admettrons que le corps est non pesant et soumis à une résistance du milieu qui fait un angle constant avec la direction du mouvement.
Ce sera, par exemple, la trajectoire d'un navire qui, machines stoppées, a sa barre maintenue à un angle i\\e ou encore la projection horizontale de la^trajectoire d'une balle de tennis lancée presque horizontalement avec un mouvement de rotation autour d'un axe vertical.
i"" Soit l'origine du mouvement ; Ox la direction _ de la vitesse inilialc \„; O:: un
axe perpendiculaire à Oa?, et M la position actuelle du mobile.
La tangente MT à la trajectoire fait avec l'axe des x un angle 6 ; d'autre part la résistance CF fait un angle constant avec MT.
Si v' est la vitesse en M, la projection des forces sur
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les axes donnera les équations différentielles suivantes :
rf(i'cos9) ^ .^
— ^ — i = — cb cos 1 —
(it ^
'^iq^ = cFsin(o-6)
La division membre à membre élimine cFrf/, et il reste :
sin (0 — Q) rf(t' cos h] -■= -^ cos (o — 6) rf (r sin 6)
En développant les deux différentielles et en faisant les réductions nécessaires, il vient :
dv
cote: dh
L'intégrale de celle équation est :
ly ;^^ Y ^— ÔCOtgX
C/est Téquation de Tliodograplie du mouvement, qui est indépendante de la résistance de l'air. Cette courbe est une spirale, décrits autour du point v == o, qui jouit de la propriété
d'avoir ses tansfentes tou-
i^tU
IJ
jours inclinées du m(5me 1 '. T'/./é'
angle 6 sur le rayon voc leur. On a en effet :
*gl
dv\
— tg 0.
Fig. 8î).
2' Temps. — En développant la première équation différentielle, il vient :
cos dv — V sin fj rfô
^F cos ^0 _ 6^ dl
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OU bien, puisque
— = — cotgùdi^
cos flv + sin 8 tg rfy = — cF cos (o — 8) J/
ce qui s'écrira
cos (S — 8) dv = — ' cF cos S cos (o — 8) dt
Donc
, dv
dt =
ccosôF(y) Par suite, le temps sera donné par la formule :
C cos ^ ^ ^ \ o/j
On voit que, pour o = o, cas où la résistance est tangentielle, le temps est bien donné par la formule ordinaire ; si = — , cela veut dire que la résistance agit
normalement à la direction du mouvement : elle ne dépend pas du mouvement de translation et on trouve un temps infini (mouvement uniforme), ce qu'on voit d'ailleurs d'après Téqualion v = V/-''*^^*^^ qui, pour
o = — , donne u = V^ .
\Y Espace parcouru. — Soit ds = vdt. On aura :
vdv
Is
cF(t') cos d'où
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La longueur de Tare de courbe parcouru est donc la même que dans le cas du mouvement rectiligne, au remplacement près du coefficient balistique c par c cos o.
4*^ Coordonnées de la trajectoire. — Pour calculer x ctz, on aura les équations :
dx = r cos G dt^ dz = v sin dt.
d'où
, /' cos , , i) sin 9 ,
dx --^^ =^^ ^ oft», dt = = -^ dv
et cos cb coso
011 il faudra rcnq)laceri> etdv parleurs valeurs en fonction dô 0.
5^ Cas particulier. — Supposons, pour pouvoir faire l'intégra tiou, que le mi ieu résiste comme le carré de la vitesse et posons par suite :
cF = b,v^ ; il viendra :
cos ô dv sin 6 dv
tltXy "~~~ I > — — — ^^ ;;^^ ^^_ ________
0) cos à V 6) cos V
dv
et comme = — coto- 6c/0,
il viendra
/ cos ,^ , sin
dx = -j — ; — ^ rtQ, dz = -, — -. — T a 6
O) sin ô 0) sin ô
et par suite, en supposant x ci z nuls pour 6 = o :
sin I
hy sin ' " hi sin 6
z = -j -. T- ( I COS ô)
En éliminant ô entre ces deux relations, on aura
'àZ ^
0) Sin
Ainsi, dans le cas d'une résistance quadratique , la trajectoire est une circonférence de cercle.
Le mobile décrira, avant de s'arrêter, un arc fini de cette circonférence ou au contraire la décrira indéfiniment suivant, que Tintégrale Dfo) sera Unie ou infinie.
Exercices. — Trouver la trajectoire dans le cas de
(résistance proportionnelle à la vitesss).
On trouve
x=Yo ^^ / e-ô^«'^^'cos0(/6==-r— ArT-rcos8 — cos(8 4-e)e-ôcoigq
z = \o^^ Pe-^'^^^^ sin 650 = . .\^ [sin 8 — sin (8 + 6) e-^^^'^S] C0\ ^y cOj^sin~o
i\\. Sur l'histoire de la théorie des déviations des projectiles tournants. — « Il semble que ce soit Robins qui, le premier, en 17^^, découvrit le lait que la rotation des projectiles peut produire des déviations ; il remarqua que, par la rotation, la direction de la résistance est changée, mais il n'alla pas plus loin. Euler qui traduisit en allemand l'ouvrage de Robins (17^4")) chercha la raison du phénomène dans le défaut de sphéricité du boulet ; il ne paraît pas du reste avoir aperçu la vraie cause des déviations.
« Lombard (1783) traduisit en français le même ouvrage de Robins et ainsi qu'Euler, il l'annota ; comme plus tard Poisson, il fait appel au frottement de l'air, ce qui, aiosi qvie nous l'avons dit (i »i), conduit à des ellcts contraires à ceux observ^és.
« En 179^4, la question fut proposée par l'Académie de Berlin comme sujet de concours. Ce fut l'occasion de recherches de Rolide (1795) qui attribua les écarts à la force propulsive de la fusée enflammée : l'Académie jugea
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l'explication insuffisante, car les déviations se produisaient également avec des projectiles sans fusée.
« Hutton (1812), Gassendi (1819), Paixhans (18:^2), Terquem (i8'ji6) tentèrent vainement de donner une explication du phénomène.
\( Poisson lui-même (i834) ne réussit pas à découvrir la raison principale de ces déviations du projectile dont Texistence était si frappante : mais, comme il fallait s'y attendre, du moment qu'il s'occupait de la question, il s'y enfonça au plus profond. A l'aide de l'analyse, il examina d'abord l'influence de la rotation de la Terre, et la trouva trop petite pour pouvoir rien expliquer.
Il traita, en second lieu, de l'influence de la rotation du projectile sur le frottement dans l'air d'une sphère homogène et excentrique, et enfin, en troisième lieu, il chercha l'influence d'une sphéricité imparfaite.
(( On a déjà parlé de sa théorie du frottement ; nous avons vu que si, en tout cas, le frottement peut être la cause d'une déviation en dehors de la trajectoire normale, le calcul montre que la déviation ainsi produite est beaucoup trop faible. L'excentricité engendre ainsi qu'il a été dit, une rotation du projectile et par suite de petites déviations dues au frottement. Poisson traita également de la déviation des projectiles excentrés dans l'air et montra qu'il résultait de l'excentricité soit un mouvement de rotation du centre de figure autour du centre de gravité, soit un mouvement pendulaire de plus ou moins grande amplitude.
(( \eiimann fit appel, d'une manière aussi peu heureuse, h la force centrifuge. Enfin vint Didion (1841), qui est déjà très voisin de la véritable explication (celle de Magnus) avec l'explication que nous avons reproduite plus haut d'après lui, du phénomène {î\'j^). ^
« Timmerhaiis (1841) ne donna, à la vérité, aucune théorie, mais il arriva au moins à cette conclusion exacte : les déviations ne se montrent pour des sphères excentriques et homogènes que s'il y a rotation ; ces déviations sont, en gros, proportionnelles à la portée : donc leur cause réside à l'extérieur du canon.
« Le capitaine, puis général prussien Otto (1843) s'occupa
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de la question : il reprit la théorie de Poisson et montra (ju'en la suivant, les phénomènes ne pouvaient être représentés d'une façon satisfaisante.
« L'explication délinilive lui paraît celle-ci : « Soient deux éléments de surfacfe A et B également éloignés d'un
diamètre 1*Q tiré dans la direction du mouvement ; devant l'élément B dont la vitesse est augmentée par la rotation, il y a une
F lus grande condensation de l'air (jue devant élément A dont la vitesse est diminuée par la rotation. On voit que si Otto avait pris en
Fig. (ji. considération la couche d'air adhérente au
houlel, il aurait possédé la solution délinilive du prohlème.
(( Le major d'artillerie wurtemhergeois Ileim reprit en 18 j8, comme Otto, la théorie de Pois.son et la soumit à une critique serrée ; il apporta aux équations de Poisson, une simplification qui lui donna la trajectoire du centre de iigure, au lieu de celle du centre de gravité et lui permit de calculer le frottement tangenliel ; il montra comment des sphères excentriques exécutent d'ahord des rotations complètes, puis plus tard oscillent comme un pendule, autour du centre de gra\ité. Ses résultats sont négatifs en ce sens qu'il a été conduit à constater que la théorie de la rotation de Poisson ne pouvait servir à expliquer les phénomènes ohservés.
« Quatre années plus tard, en i8j'2, Magnus donna l'explication entièrement satisfaisante, à la suite d'expériences systématiques de laboratoire ^ »
14 >. Recherches expérimentales sur les projectiles excentrés. — En môme temps qu'on cherchait l'explication du phénomène, on l'observait systématiquement et on tachait d'en rendre les elTets constants et utiles.
Ainsi , avec des projectiles excentriques (cal. 22 ^"*, p = 28^, excentricité ()"',()()2) sous l'angle de 4°, 6, Didion
* Crvn/, 1, p. 207.
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(1839) obtient, à Metz, avec le centre de gravité placé initialement au-dessous du projectile de manière à produire une rotation vers le bas, une portée de i ioo"\ Avec le centre de
Fig. 9'2.
Fig. 93.
gravité au-dessus, de manière à produire la rotation vers le haut, la portée est de i44^)'"-
La rotation produit reflet d'une force verticale de '2'", 5 relativement à la gravité 9"S8i, c'est-à-dire considérable.
Le major Heim à Ulm (1848), avec des obus excentrés, lancés par des mortiers obtint des trajectoires complètement rétrogrades comme celles figurées ci-contre.
« Avant l'adoption des cavnons rayés, de nombreuses études et tentatives ont été faites soit pour annuler cette rotation, soit pour la régulariser.
« Théroux propose, du moins pour les bombes, de munir le projectile d'un appendice qui ne pouvait s'en séparer, c'est à-dire un autre projectile plus petit réuni au premier par l'intermédiaire d'une chaîne. Comme la rotation que tendait à prendre la bombe n'était pas très rapide, le second projectile, restant en arrière, empochait la rotation du premier^.
« D'autres dispositions ont été essayées, mais elles ont donné des résultats nuls ou tellement médiocres, qu'ils ne
* L'idée de munir d'une sorte de queue stabilisatrice les projectiles pour leur assurer une bonne régularité de mouvement a été appliquée mémo avec les projectiles oblongs. Au moment des recherches entreprises au jx>lygone de Gàvre pour l'emploi de l'artillerie rayée ( i 8.)4 environ) ou a expérimenté des obus oblongs lancés par des canons lisses, mais munis à l'arrière d'nn faubert qui formait un prolongement souple du projectile. La tenue dans l'air de ces obus oblongs a été satisfaisante et leur pointe était toujours couchée sur la tangente de trajectoire.
compensaient pas les inconvénients de leur adoption en service. On a proposé alors de régulariser la rotation en donnant aux projectiles sphériques une excentricité artiiicielle considérable et en les plaçant toujours dans une position identique dans l'àme.
« Toutes ou presque toutes les artilleries d'Europe ont entrepris de nombreuses expériences sur le tir des projectiles excentrés; les conclusions n'ont pas toujours été concordantes (piant au degré de leur précision. îl a paru toutefois hors de doute que les bouches à feu courtes étaient celles qui utilisaient le mieux rcxcentricité des projectiles, et la raison en est simple, les battements dans ces bouches à l'eu étant peu nombreux. Quant aux autres, les a\antages n'ont pas semblé compenser les difficultés que présentait la mise en place dans une position constante, des projectiles au fond de l'amc.
« En Prusse, on avait adopté tout un système d'obus et de bombes excentrés. 1^'excentricité était duc à un déplacement du centre de la chambre intérieure du projectile.
« CiCtle chambre n'était pas sphérique, mais présentait la forme d'un ellipsoïde allongé de révolution ayant son grand axe assez dilférent du petit et placé perpendiculairement au plan du tir. Cette disposition avait pour but la stabilité de rotation ^.
' « Pour (pio la roiaiiou cruii projectile soit stable, on cherche à ce que celle-ci s'elTectue autour de l'un cle« deux axes principaux auxquels appartient le plus grand et le plus petit moment d inertie. Par conséquent, l'axe de fijfure d un corps de révolution est un axe de stabilité, puisque U", moment d'inertie relatif à cet axe est maximum ou minimum, les deux
autres axes étant égaux. Cet axe est donc le seul axe de stabilité et le projectile est dautant plus stable qu il a un moment d inertie plus considérable par rapport à cet axe. Les projectiles sphériques excentrés de la façon dont ils sont construits ordinairement [deux sphères de centres dilTércnts| sont des corps de révolution autour de la ligne des centres ; par conséquent, leur rotation s'efTectuant autour d'un axe qui ncst par Taxe de figure (mais qui lui est perpendiculaire), doit être instable. Et c'est dans le but d'éviter cet incon>énient que l'artillerie prussienne avait donné au vide
Fig.
Fig.
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« Pour le tir de plein fouet, on plaçait le centre de gravité en haut et pour le tir en bombe en bas.
« Quand le centre de gravité était en haut, le tir était tellement tendu que l'angle de chute était parfois plus petit que l'angle de projection. Quand le centre était en bas, la rotation produite par l'excentricité s'ajoutant à celle qui était produite par le premier choc des gaz sur le projectile et du choc de ce dernier sur la génératrice inférieure de l'àme, la rotation résultante était plus rapide, la Ï)réccssion était plus grande. Par l'effet de cette rotation, a courbure de la trajectoire était plus prononcée que dans le cas ordinaire, ce qui était un avantage dans le tir courbe, puisqu'on pouvait alors obtenir avec un angle relativement faible d'élévation un angle de chute considérable^. »
if\6. Projectiles lenticulaires. — Avant l'adoption des projectiles oblongs et comme suite naturelle des recherches sur les projectiles sphériques excentrés, on étudia des projectiles lenticulaires, lancés de façon que leur plan équatorial coïncidât avec le plan de tir et animés d'un niouvement de rotation autour de l'axe de ligure. Relativement aux projectiles sphériques, ils présentent l'avantage de posséder, sous le même volume, une résistance moindre et ensuite d'avoir une plus grande stabilité sur leur axe de rotation.
Les procédés pour assurer la rotation sont différents suivant les inventeurs.
Fig. 98.
Ainsi de Payât (art*^ belge) prend un projectile en forme
intérieur des projectiles la forme d'un ellipsoïde allongé [pour rendre horizontal' laxc dinerlie principal du solide] . »
• Sivcci, p. i3i.
de tore a\ec un vide excentré et le tire dans un canon à Ame ovoïdalc.
De Saint-Robert (art® italienne) (1877), proposait un canon courbe, concave vers le bas et lançant un projectile lenticulaire. !^e frottement sur la génératrice inférieure de Fàme engendrait la rotation.
Enfui en 187 ^ la marine française a essayé des mortiers à disques : un tenon lixé au disque s'engageait dans une ravure parabolique de l'ànie du mortier; ou encore le disque avait son pourtour taillé en dents de scie sUr lesquelles agissaient les gaz de la poudre,
<( Les qualités des projectiles oblongs qui ont fait remplacer les projectiles sphériques et les projectiles lenticulaires sont : 1" la précision ; 2*^ la masse relativement considérable qu'ils possèdent à égalité de section par rapport aux projectiles sphériques et a fortiori aux projectiles lenticulaires ; 3° la possibilité d'employer uuq fusée percutante.
« Les projectiles oblongs ont été proposés, en i8'|5, par le général italien (]avalli ^ )).
§ 2. — Mouvement dans l\\ir des projectiles discoïdes
i47- Hypothèses — Outre le cas du mouvement d'un corps de révolution dans le vide (chap. vu, | 2), il existe un second cas où le couple de la résistance de l'air est nul : c'est celui où la résultante des actions de l'air passe constamment par lo centre de gravité du projectile.
Cette circonstance se présentera, à peu près, dans le cas du mouvement de disques tournants, tels que les projectiles cylindriques homogènes, à condition toute ibis qu'on admette que, sur l'avant du mobile, la résul-
* SiAcci, p. i35.
tante des actions de Tair est normale et passe par le centre de gravité de la tête, et que sur la partie cylindrique, il en est de même, pour la même raison de symétrie.
Ces hypothèses ne sont certainement qu'une première approximation du phénomène physique* ; il en est de même de la loi d'action de Tair qu'on adpiet pour pouvoir traiter le problème, et qui est la sui- /gs vante :
Si un plan a^ se meut dans l'air avec une vitesse u et que sa normale fasse un angle 3 avec la direction de cette vitesse, la résistance que l'air lui oppose est due à la seule vitesse normale r cos 8 appliquée au centre du plan. Elle sera donc exprimable par la formule
S,F [v cos
S, étant la section du plan a^.
Un second plan a'^' perpendiculaire aurait une résistance donnée par la formule S^F (y sin o). S, étant sa section.
La nature de ces hypothèses ne permet d'espérer, par leur développement, autre chose qu'une indication qualitative sur les phénomènes qui se passent en réalité. Elles suffisent cependant pour expliquer certains mouvements balistiques, d'apparence paradoxale, qu'on peut avoir l'occasion d'observer.
' En particulier la résultante ne passant pas exactement par le centre de gravité, il se produit un couple perturbateur qui donne lieu à des phénomènes de précession et de dérivation analogues à ceux qui sont étudiés au chapitre ix.
i4S- Équations du mouvement des projectiles cylindriques. — Supposons qu'un disque soit animé d'une grande vitesse de rotation autour de son axe de ligure, et qu'à l'origine du mouvement, cet axe coïncide avec la tangente à la trajectoire qu'il va décrire dans l'air sous l'action de la vitesse V^ qui lui est imprimée ; l'angle de projection est a.
Tout d'abord, la vitesse de rotation restera inchangée,
et Taxe de rotation conservera une direction fixe dans l'espace ; prenons pour axes de coordonnées 0;, direction de la tangente initiale, et O!^ perpendiculaire. Soit M un point de la trajectoire et o l'angle de la tangente Mï avec la normale au plan de la tête du projectile.
D'après les hypothèses faites plus haut, les composantes de la résistance seront :
Fig. 100.
suivant 0; :
suivant Oî^ :
Sj F (rcos S) S., F (l' sin S)
de sorte que les équations différentielles du mouvement seront, en projetant d'abord sur 0;, puis surO Z :
-j-T = — ^ sin a — S, F (v cos 0)
~ = g cos a — S^ F (i' sin 2)
Mais, on a
(It ~
V cos
et
dt
V sin
Par suite, les deux équations diflerentielles deviennent :
d 'V cos 5)
dt
= — gsinoL — S^ F (i^ cos 5)
d (v sin 5) Q T^ / • ^\
^ , = g cos a — S.^ r [v sin o)
Ainsi donc, les variables sont séparées ; les deux mouvements suivant les axes sont indépendants Tun de l'autre, et sont ceux d'un point lancé verticalement en l'air,' problème dont la solution est connue \
On aura :
^tcos^ J (il cos S)
suivante^ : t = — / — -. ' ^ / >-.
Jvq ^f sin a + i^^ r [v cos o)
*v cos s ^, çQg 2 d (i; cos o)
g sin a + S, F (u cos o)
et, suivant 0^, deux formules analogues, au signe prcs de g au dénominateur.
L'élimination de v cos o donnerait une relation entre Ç et t.
L'élimination de v sin S donnerait une relation entre t et t.
L'élimination de t donnerait enfin l'équation de la trajectoire.
i49 Formes de la trajectoire — i"" Le mouvement suivant l'axe 0; est celui du mouvement ascendant ; la vitesse v cos o part de la valeur V^,, diminue et s'annule enfin pour une certaine valeur (4, ^j.) ; la
* Cu. 6, chap, m.
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>il^7*s^ V î^era alors iliri^ée parallrlemeol à l'axe 0^. A partir de ce niomenl, le mobile redescendra et son mouvement, parall/'lement à l'axe des ç, sera réglé par Téqnation :
i = n sm a — >, r l'cos o)
qui est celle du mouvement descendant.
2" Suivant Oî^, on a un mouvement descendant, partant du point O avec une vitesse V^ sin qui est nulle, puisque = 0.
La quantité v sin 8 augmentera donc constamment jusqu'à une vitesse u' terminale , donnée par Téquation :
g cos a = S^ F (v' sin A)
A étant la limite de S.
Fig. loi. D'autre part, l'autre
équation du mouvement (suivant 0$) donnera entre v' et A la relation finale :
1/ sin a = Sj F (i'' cos A)
On p(Mil donc déterminer A et & par cette double relation :
y^ Application. wSoit, par exemple :
\\v) = Hnt'". (/i> o).
On aura pour déterminer l'angle limite A, l'équation
ig-Atg«=-g-^
Si S^ est très petit relativement à Si, on a A = — .
Si Si est très petit relativement à S2, on a A = o.
Fig. 102.
Fig. io3.
Fig. 104.
Fig. 10.).
Dans le cas où A est difl'érent de ces deux limites, la courbe (çO admettra une direction asymptotique qui sera inclinée dans un sens ou dans l'autre relativement à 0$
TT
selon que A sera plus petit ou plus grand que a
TT
La condition A < a revient a tff A < cotff a, c est-
a-dire
tg" A < cotg^ a
d'où :
-^^ cotg X < cotg° a, c'est-à-dire tg"'"* a < -^r^
Si cette condition est réalisée (a > o), la trajectoire coupe une seconde lois la verticale du point de départ et le projectile revient ainsi en arrière. C'est le cas que représente la figure io3.
Il existe une branche ascendante de la trajectoire en amont de l'origine (branche 00). Elle correspond au mouvement ascendant depuis v = 00 jusqu'à v= Vq sur la tangente Oç et depuis v = oo jusqu'à v = o sur la ligne Os^.
Pour dclenniner la direction de la trajectoire au point il, remarquons que la trajectoire est, pour les très grandes valeurs de v, presque rectiligne [g négligeable devant F(i^)] . L'angle ô varie ainsi très peu et est très voisin de sa valeur initiale ô'. Supposons F(i'j = Bj^v**, les équations du mouvement seront ;
cos o' —rr = SiV° cos° ô'
sin ô' —7— = hjV" sni° 6' dt
ce qui exige, en divisant membre à membre, que
. s Si cos"-* 8' = S^ sin-^-^a^ d'où tg° S' = -^r^ ;
8 est l'angle limite, pour v == 00, de la trajectoire.
4^ On pourra donc figurer Fensemble de la trajectoire par la figure 106 qui présente une boucle.
Si \ = — , on a = —
A = o, on a 0' = o.
Le cas où, par exemple, S^ serait petit par rapport k
Fig. loG. Fig. 107.
S^ est celui qui est représenté fig. 107. La trajectoire présente un point d'inflexion.
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Dans tous les cas le point de chute s'obtiendra en cherchant l'intersection de la trajectoire et de la droite Ç= :; cotga.
i5o. Cas général. — Supposons maintenant que Taxe de rotation du projectile ne coïncide plus, à l'origine, avec la tangente à l'angle de pro- ^ jection. . j^
Prenons pour axes OX, l'axe de figure jf^ \;^
du projectile à l'origine et un plan YOZ /'\ Viji perpendiculaire à OX. Ce plan sera ^ % \ celui de l'équateur à l'origine du mou-
. Fig. [08.
vement. °
Sur OX, la somme algébrique des projections des forces qui sollicitent le mobile arrivé en M et resté toujours parallèle à lui-même, sera composée d'un terme constant dû à la pesanteur, et. d'un terme dû à la résistance de Tair, fonction F(v cosô) delà vitesse v cos 9 du rnobile estimée suivant cet axe, d'après les hypothèses qui ont été faites au n'* 147.
Le mouvement du centre de gravité parallèlement à Taxe OX serait donc celui d'un disque isolé et sera réglé par les équations du mouvement vertical.
Sur le plan fixe YOZ, la somme algébrique des forces qui sollicitent le mobile sera composée d'un terme constant provenant de la pesanteur et d'un terme F (v cos 9^) fonction de la projection de la vitesse sur ce plan, toujours d'après les hypothèses faites. Et cette résistance sera tangentielle relativement à la projection de la trajectoire sur le plan YOZ, de sorte que le mouvement de la projection sur ce plan 1° est indépendant
du mouvement suivant l'axe OZ ; '^^ est le mouvement d'un point matériel soumis à Faction d'une force constante et d'une résistance tangentielle. — C'est donc le problème ordinaire de la Balistique du point matériel.
La question est ainsi ramenée à l'étude du mouvement de deux projectiles, l'un qui glisserait sans frottement sur l'axe des x en le touchant par sa génératrice, et auquel on aurait imprimé une vitesse initiale égale à la projection sur cet axe de la vitesse initiale du projectile libre ; le second qui glisserait sans frottement sur le plan des yz en le touchant toujours par sa base et auquel on aurait imprimé, à l'origine, une vitesse égale à la projection de la vitesse initiale sur le plan yz.
Ces deux projectiles sont les projections du projectile réel pendant son mouvement dans Tair.
i5i. Projectiles discoïdes. — Entre les projectiles cylindriques dont la théorie vient d'être exposée et les projectiles discoïdes^ la différence est la suivante : l'axe de rotation des premiers est V dans la direction de la ligne de projection ;
Fig. 109. Taxe de rotation des seconds est perpendiculaire à cette ligne. Exemple des projectiles discoïdes : palet lancé avec mouvement de rotation initial. Mais, au point de vue de la théorie, les deux genres de projectiles conduisent à la même trajectoire : on a supposé seulement, en effet, pour établir les formules, que le mobile était de révolution et se maintenait parallèlement à lui-même pendant tout le mouvement. Ce parallélisme doit sa conservation au mouvement de rotation initialement donné au projectile autour de son axe de révolution .
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Les propriétés des projectiles discoïdes d'avoir une trajectoire en certains cas rétrograde et capable par suite d'atteindre un but caché derrière un couvert ont attiré l'attention de quelques artilleurs et on trouvera dans la traduction française de la Balistique de Siacci une note du colonel Chapel qui préconise ce genre de projectiles ^
Jusqu'à ce jour, l'artillerie ne les a pas utilisés.
132. Boomerang. — A la théorie des projectiles discoïdes se rattache immédiatement celle de l'arme australienne dénommée boomerang. ^ C'est un bâton recourbé en forme d'arc parabolique, aplati de manière à présenter par la tranche une très faible épais- Fig. no.
seur.
« Pour lancer ce projectile, on l'incline par rapport à l'horizon et on lui communique à la main, dans son plan, un double mouvement, savoir une translation et une rotation autour de son centre de gravité. Le boomerang s'échappe et, en général, on le voit décrire dans l'air, en tournant sur lui-même, une parabole qui reste sensiblement dans le plan incliné de l'appareil au départ. »
« Le boomerang peut être regardé comme symétrique par rapport à son plan moyen. 11 en résulte que son ellipsoïde central d'inertie a ce plan pour plan principal ; la perpendiculaire au plan moyen élevé au centre de gravité est donc un axe principal, c'est-à-dire un axe naturel de rotation, autour duquel la rotation, une fois commencée, peut se prolonger indéfiniment si des forces n'interviennent pas pour la modifier -. »
* Les trajectoires qui y sont calculées sout celles résultant des deux mouvements suivant les axes 0| et O^ (140). Mais l'auteur a négligé dans ces formules la composante de la pesanteur,
* CoLLiGsoîi. p. 620.
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Le problème à résoudre est exactement celui qui a été traité au n^ i5o sous le nom de cas général. Soit Oj la verticale du point de départ 0. Prenons pour axe des z l'intersection du plan horizontal en avec le plan du boomerang à l'origine. Le plan vertical jOx est coupé par le plan du boomerang suivant la droite OY, ligne de plus grande pente de ce plan.
La vitesse initiale Vq, qui est dirigée d'une manière quelconque se décompose en une vitesse YJ située dans le plan YOZ et une vitesse Yi', suivant OX.
1° Dans le plan YOZ, le mouvement du boomerang sera celui d'une solide qui glisserait sur ce plan en étant soumis à la résistance de l'air tangentielle et à la composante de la pesanteur qui est (/ sin cp, <p étant l'angle du plan YOZ et du plan horizontal. La vitesse initiale est Y^ et l'angle de projection a. Gomme le boomerang se présente par sa tranche, la résistance de l'air sera très petite et négligeable en première approximation.
Donc, la projection de la trajectoire sur4t plan YOZ est une parabole ayant son axe parallèle à OY e( d'équation.
Y = ztga— -^TTi
sm o
cos^a
•2® Pendant ce temps, le mouvement sur l'axe X est celui d'un boomerang lancé verticalement de bas en haut avec une vitesse Yi' et présentant sa face large à l'air ; il est soumis à la résistance de l'air sur cette face et à la composante ^ cos cp de la pesanteur. Il atteint un point culminant et retombe ensuite du côté des X négatifs, mais avec une vitesse qui devient bien vite constante et égale à la vitesse terminale, à cause de la grandeur de la surface en prise avec l'air.
3*^ De ces deux mouvements, résulte une trajectoire à
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double courbure, d'apparence vafiée, suivant les conditions initiales du mouvement qui mettent en jeu trois données arbitraires le plan YOZ, Yangle de projection du boomerang, la vitesse de projection. Ainsi, comme cas particulier, l'instrument pourra monter en ligne droite suivant la ligne de plus grande pente OY,, puis redescendre suivant la même ligne, de même qu'un corps pesant lancé de bas en haut monte et redescend suivant la verticale.
4® Le chavirement de Tinstrument se produira quand, par suite de la diminution de la vitesse de rotation due à l'action permanente d'un couple produit dans le plan moyen par la résistance de l'air sur la branche du boomerang, la stabilité autour de l'axe naturel ne sera plus assurée. La loi de la chute sera alors tout autre que dans le cas simple qui vient d'être traité.
On ODtient les mêmes effets que ceux du boomerang en lançant des disques plats, ou des ardoises très minces auxquels on communique au départ un rapide mouvement de rotation autour d'un axe perpendiculaire à leur face plane.
i53. Sur la solution du problème balistique
principal. — La solution si simple du problème balistique principal qu'on obtient dans le cas des projectiles cylindriques tournant autour de leur axe de figure 149, et qui tient à la possibilité de rendre indépendants l'un de l'autre, deux mouvements perpendiculaires du projectile, a été appliquée par plusieurs auteurs, au cas du mouvement d'un point matériel.
Voici ce que dit de Saint-Robert ^ de cette solution erronée.
(( Lorsque le mouvement a lieu dans le vide, ou dans un milieu qui résiste en raison de la simple vitesse, le mouvement du projectile peut se décomposer en deux autres mouvements, selon deux axes quelconques, qui s'effectuent indépendamment l'un de l'autre, comme s'ils avaient lieu
' De Saist-Rodert, t. II, p. '291.
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run après Tautre. Mais cette décomposition n'est plus possible lorsque la résistance est exprimée par toute autre l'onction de la vitesse : parce que les composantes de la résistance suivant deux axes coordonnés ne sont proportionnelles aux composantes de la >itesse suivant les mêmes axes que dans le cas de la résistance en raison de la première puissance de la vitesse ^ Pour n'avoir pas tenu compte de cette circonstance, plus d'un auteur qui a écrit sur la Balistique est tombé dans l'erreur, et c'est en cela précisément que pèche la théorie balistique de Lombard, de Hutton, de Scheer de Lionastre, etc. »
* On n'a cosT F (y) = FiucosT) t . r», ^
r^ \ i^ • \ à que SI r [v] = V.
et sinT F(v) = F(i>smT) ^ ^ ^'
CHAPITRE IX
I I . — Résistance oblique
i54. Mode d'action de l'air. — Quand uu corps solide se déplace dans l'air, la résistance qu'il éprouve est l'ensemble des actions du milieii qui agissent sur la surface et modifient à chaque instant le mouvement du solide soumis, d'autre part, à la pesanteur appliquée à son centre de gravité.
Soit un solide de révolution^ de forme analogue à celle des projectiles oblongs de l'artillerie actuelle : considérons ce corps en mouvement à un instant de son trajet dans l'air. G est le centre de gravité et Gï est la tangente à la trajectoire de ce point, c'est-à-dire GT est la direction, à l'instant actuel, de la vitesse de translation du corps. Si, au même instant, la direction GA de l'axe de révolution du solide ne coïncide pas avec la direction GT de la tangente, la résistance est dite oblique. Elle est tangentielle quand G\ et (îT coïncident et c'est dans cette hypothèse qu'a été traité le problème balislique principal.
En raison delà svmétrie du solide de révolution, les actions du milieu sont symétriques deux à deux par rapport au plan méridien du projectile qui contient k
Fig. 112,
tangente GT et l'axe GA. Par suite,, ces actions ont une résultante unique R située dans le plan ipéri-
j. dien G AT, dit plan de la résistance. Le point G où la résultante H rencontre Taxe de ligure est appelé centre de résistance.
Appliquons au centre de gravité G deux forces opposées R' et R" égales et parallèles à R ; on peut grouper les trois forces R, R' et R' de la manière suivante :
i^ \,di force R" qui, appliquée au contre de gravité, modifiera le mouvement de celui-ci.
i'^ Le couple RR' qui tend à faire tourner le projectile autour d'un axe perpendiculaire au plan de la résistance.
La direction de la force R" ne conïcidera pas, en général, avec la direction delà tangente GT. On décomposera alors cette force R^' en deux autres situées dans le plan de la résistance, savoir GT' dirigée suivant la tangente et G\ dirigée suivant la perpendiculaire a la tangente.
En résumé Taction de la résistance oblique R, appliquée en C, équivaudra à l'action
i'' D'une force retardatrice GT' dirigée suivant la tangente à la trajectoire, eh sens inverse du mouvement;
2*' D'une force déviatrice GN dirigée perpendieulairement à la tangente GT et située dans le plan de la résistance GAT ;
ii83
3° D'un couple perturbateur RR^ situé dans le plan de la résistance.
Si le centre de résistance C est en avant du centre de gravité G, la pointe du projectile, par l'effet du couple, tendra à s'éloigner de la tangente ; elle tendra à s'en rapprocher si C agit en arrière de G. Ce dernier cas correspond au mouvement de la flèche dont les pennes placées à l'arrière (tandis que le centre de gravité est voisin de la pointe), présentent à lair un plan résistant qui agit toujours pour coucher la flèche sur la tangente à la trajectoire. On rapprocherait encore le centre de résistance du centre de gravité avec les projectiles oblongs lancés par des canons rayés en pratiquant sur le culot des cannelures sur lesquelles agit la résistance oblique de l'air.
103. Action de la résistance sur un projectile tournant- — IjCs propriétés de la résistance et la décomposition des forces indiquées ci-dessus sont générales et s'appliquent au cas d'un mouvement quelconque d'un corps de révolution. Elles sont vraies, en particulier, si le projectile est animé d'un mouvement rapide de rotation autour de son axe de figure. Si au moment où le projectile oblong quitte la bouche de la pièce, la tangente à la trajectoire du centre de gravité coïncide avec l'axe de figure, la résistance de l'air, à l'instant initial, a la même direction que ces deux lignes. Mais la tangente s'abaisse d'une- façon continue sous l'influence de la pesanteur et se sépare bientôt de l'axe de figure qui tend à rester parallèle à lui-même à cause du mouvement de rotation. La résistance deviendra donc immédiatement oblique.
i84 LE PROJECTILE
Une seule des propositions énoncées au numéro précédent pourrait être mise en doute : c'est celle relative à la symétrie des actions de Tair par rapport au plan méridien du projectile qui contient Taxe et la direction de la tangente. L'expérience montre, ainsi qu'on Ta vu (14^), qu^i lorsqu'un projectile tourne, la pression de Tair est moindre du côté où Tair se meut dans le même sens que la surface du projectile.
Mais, avec les projectiles oblongs actuels qui sont bien syniétriques et qui se meuvent à très peu près dans la direction de leur axe, la rotation du projectile est sîmsiblement normale à la direction du mouvement. Donc, le pliénomènc de Magnus n'intervient pas, dans le cas de ces projectiles, et la symétrie des actions de l'air doit être admise comme réalisée en pratique.
i56. Calcul de la résistance oblique — On
trouve, dans la plupart des traités de Balistique, le calcul, pour un projectile de forme donnée, des composantes normales et tangentielles de la résistance ainsi que celui du couple perturbateur du mouvement.
Ces calculs qui sont basés, ainsi qu'on le verra^au paragraphe suivant, sur certaines hypothèses, plus ou moins justifiées, relatives à l'action de l'air sur les surfaces courbes et aux lois de la résistance sur un élément plan, ne peuvent guère donner que des indications qualitatives sur les quantités cherchées.
Mais, fort heureusement, le problème mécanique peut se traiter d'une manière générale, sans rien connaître des résultats numériques de ces calculs, à condition que la théorie et la pratique se tiennent exactement dans les mêmes limites, c'est-à-dire qu'elles supposent toutes
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deux que l'angle de la tangente à la trajectoire et de l'axe du projectile reste toujours très petit. On doit rejeter en effet comme défectueux et impropre au service de r artillerie^ tout projectile qui ne chemine pas dans l'air la pointe très sensiblement en avant.
C'est le problème ainsi restreint dit de la dérivation des projectiles oblongs que nous allons aborder maintenant.
157. Expression des forces. — Soit, dans le plan AGT de la résistance, GT la tangente à la trajectoire du centre de gravité G, G A l'axe de figure du projectile : ces deux droites font, en- a tre elles, un angle o qui est sup- , -^ ^^ ^ -,■ posé très petit pendant toute la ^^^^^^J^22^—z^ durée du mouvement. r'X
G est le centre de résistance où ^. ,
est appliquée la résistance oblique
R. Transportée en G, elle se décompose en deux : iVV est la résistance tangentielle^ GN est \di force déviatrice. Enfin 'R', GC, R) est \e couple perturbateur.
Soit 0^ l'angle de R avec l'axe GA du projectile ; l'angle 5^ est une fonction de o qui s'annule avec ce dernier angle et change de signe avec lui. Si on pose donc 0, = 'f (^)^ It^ dévefoppement par la série de Ta}lor donnera :
5j = /vo + k// -\ —
Ce qui, pour les petites valeurs de o, conduit à poser simplement :
Dans le triangle R^'GT', on a :
GN = GT [g (o, — 5)
ou bien, vu la petitesse de ô^ et o et la valeur de o^ :
GN==GT'(/c— i)ô
Pour des petites valeurs de o, la force déviatvice GN sera donc, par hypothèse, très petite relativement à la résistance tangentielle GP. Aussi, pour l'étude du mouvement du centre de gravité G, on pourra faire abstraction de la force déviatrice qui tend à faire sortir le centre de gravité du plan de projection, en première approximation tout au moins, et considérer par suite le cas du mouvement, dans le plan de projection, d'un simple point matériel dans un milieu qui lui oppose une résistance tangentielle. Telle est, comme on sait, l'hypothèse qui est à la base du problème balistique principal .
De plus, à cause encore de la petitesse de S, la résistance oblique R^' est extrêmement voisine de la résistance tangentielle, dans l'hypothèse o = o, et en diffère par un terme de l'ordre de r/. On doit donc, aussi bien dans le mouvement principal que dans l'étude des effets de la force déviatrice, remplacer la résistance R'' par //7cF(i') m est la masse du projectile et c'F(i') l'accélération due à la résistance). D'ailleurs on pourra tenir compte dans R'^, en seconde approximation, delà valeur de 0, soit expérimentalement, soit même par un calcul théorique (196).
On aura, par suite :
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Accélération de la résistance tangentielle :
GT = cF[v]
Accélération de IdL force déviatrice ro :
GN = 'f = c(Â:— i)SF(v)
Soit, maintenant, / la distance du centre de gravité G au centre C de résistance : le moment dîS du couple perturbateur aura pour expression
5/5 == m sin S^ = /Ro,.
En remplaçant R et 8^ par leurs valeurs, il viendra :
gr6=^mlkcZY{y)
La première formule traduit riiypothèse fondamentale qui est à la base du problème balistique principal. Les deux autres vont permettre Tétude du problème secondaire de la dérivation,
§ 2. — Calcil de la résistance
i58. Problème traité. — Nous voulons obtenir, pour le cas de S très petit, une évaluation des quantités /c et / qui figurent dans les formules du numéro précédent. Nous laissons ainsi systématiquement de côté le problème général de l'action de l'air sur un projectile qui se présente avec une obliquité un peu notable. Les hypothèses nécessaires pour traiter le problème sont, en effet, trop incertaines, ou pour mieux dire trop certainement inexactes pour qu'on puisse en espérer quelque résultat un peu précis au point de vue numé-
rique. Nous bornerons notre recherche au cas où Tinclinaison 8 est très faible et tend vers zéro.
L'hypothèse nécessaire est la suivante : Vaclion de Vair sur un élément de surface est supposée normale à cette surface ; elle ne dépend que de la composante normale de la vitesse relative de Vair,
Ainsi, on ne tient pas compte de la position de chaque élément par rapport au contour de la surface ; pourtant, il est bien évident que, suivant que l'élément de surface, avec la même inclinaison, se trouve au milieu ou sur les bords de la surface, il doit exister des différences d'action de l'air ; ce fluide, en effet, ne s'écoule pas delà même façon et par suite donne naissance à une réaction normale différente en ces deux points.
i5c). Principe du calcul. — Ces restrictions faites, soient c/^ un élément de surface, v-^ la vitesse normale de l'élément, rfR la résistance élémentaire normale à la surface dz. On aura :
(/R = Y{y:^) dz.
Le problème ne pourra se traduire en formules que si on admet que la fonction F(v) est de la forme BnV".
On aura donc, avec cette hypothèse suffisante pour l'objet de l'étude actuelle :
rfR = J^^vl dz.
Pour calculer la résistance totale R qui correspond à une position de l'axe XX' du projectile, faisant avec la direction du mouvement TP un angle 8, on suppose le projectile fixe et l'air animé d'une vitesse v suivant T'T.
On décompose alors la surface du projectile en un certain nombre de zones séparées par des plans perpendiculaires à Taxe de révolution. Chaque zone sera assimilée à la ! surface extérieure d'un tronc de cône ou d'un cylindre. j
Soit un de ces troncs de cône élémentaire représenté sur la ligure 1 1 4 ; on le décompose à son tour en petits tra- •
pèzes compris entre deux génératrices. Comme on suppose
Fig.
que la résistance dépend seulement de la composante de V normale aux génératrices, la résultante totale sur un trapèze passera par son centre de gravité. Tous ces centres de gravité sont situés sur le cercle mm' parallèle aux bases.
Les résistances, sur chacun des trapèzes, étant normales aux génératrices du tronc de cône, formeront donc un cône circulaire droit ayant le point G pour sommet et pour base le cercle mm'.
Le point G est le centre de résistance pour le tronc de cône élémentaire considéré.
Toutes les résistances élémentaires sur le contour du tronc de cône auront une résultante R, située dans le plan de la figure et comprise entre la direction de Cm (incunaison maximum par rapport à 8) et Taxe XX' (qui est la limite de cette résultante pour ô = 0).
L'angle XGR est Tangle ô^ considéré au paragraphe précédent (157).
Si maintenant on prend un projectile de forme ogivale (ou, d'une façon générale, un solide de révolution), on
pourra partager la courbe généra-
-^^^^ ^^ tri ce en parties, trois par exemple,
et les zones tronconiques correspondantes donneront les composantes élémentaires (pi, çp2, 93 de la résistance. On prendra la résultante R, qui fera un angle 8^ avec Taxe et passera au centre de résistance G de l'ensemble du solide.
On passera ensuite à la limite 8 = o, si on veut obtenir les valeurs de / et de k.
Fig.
iGo. Calcul de la résistance oblique sur un
tronc de cône. — i° Prenons, pour origine, le point G, centre de résistance du tronc de cône et pour plan vGa: celui qui contient l'axe du tronc de cône et la direction GV de la vitesse du projectile, inclinée de l'angle 8.
DALISTIQUE.
Considérons la résistance le long de la génératrice définie par l'angle \ que lait son plan méridien avec Cj ; la normale GN à cette génératrice Tait avec OV un angle s. Soit d'ailleurs y le demi-angle au sommet du cône.
On aura, puisque v cos e est la projection de la vitesse de CV sur CN :
JR = I3,^u" cos^ £ c/a.
Fig. iiG,
Si L est la longueur de Taréte PP' du tronc de cône, le rayon moyen (mn) du tronc de cône, on a
(/(3 r=r pL (/;.
•1^ On aura donc, comme projection cfX de c?R sur Taxe des X :
iW. = B pLv" cos*^ e sin yc/$.
Si on considère maintenant le triangle sphérique qui correspond au trièdre (C,XVX), on aura :
cos £ := sin Y cos 8 + cos y sin ô cos \.
On trouve :
X = BnpLy'* / (sin y cos 6 -|- cos y sin 3 cos çj^ sin y</ï
On fait porter ainsi l'intégration de o à 27:, c'est-à-dire tout le long de la circonférence moyenne du tronc de cône. On suppose, par suite, que la demi-ouverture y du sommet du cône est plus grande que l'angle ô. D'une façon générale, la ligne qui sépare les portions soumises à l'influence de la résistance de l'air de celles qui sont protégées est définie
par la formule qui donne z = — , c'est-à-dire
sm Y cos ô -j- cos y sin ô cos j; = o ;
d OU cos ^ = -r~:
tgS
équation qui n'a aucune racine réelle lorsque y > 8.
3^ Ceci posé, Texpression de la composante X montre, dans la parenthèse sous le signe J", que le second terme qui contient le facteur sin 8 s'annule à la limite ; on ne devra donc considérer que le premier et l'intégration donnera, en appelant S = 'iTzoL la surface extérieure du tronc de cône :
X = BnSv^ sin^+iy cos"8
où on devra encore remplacer cos 8 par l'unité puisqu'on a déjà négligé sin 8 dans la parenthèse sous le signe J*; on a ainsi :
# X = BnSi;^ sin»-*-V,
ou bien, en désignant par P la projection de la surface S sur le plan de l'équateur (yCz) du projectile et remarquant que P = S sin Y, on obtient la formule
X = PBnV° sin°Y
4° Soit cj Tanglc de GN et de Gj : dans le trièdre rectangle (G,Na*j) on a :
« cos ?' = cos Y cos ï.
La composante suivant l'axe Gj sera donc :
Y = BapLv'* I (sin y cos 8 + cos y sin 8 cos $)° cos y cos yS
Supposons qu'on développe la parenthèse par la formule du binôme, on aura :
(sin y cos 8 + cos y sin 8 cos ? )"
== sin^ y cos^ 8 -|- 'i sin"~^' cos'^~'8 cos y sin 8 cos Ç -| —
les autres termes contenant 8 à des puissances supérieures à la première.
mis-
Mais, rintégralc du premier terme
Jsin""*^^' cos"8 cos ^d\
est identiquement nulle, à cause des limites o et 1 tz. On aura donc, en ne conservant qu'un terme en 8 :
Y = BnpLv™ / n sin'^"* y cos^ y cos'^"^ 5 sin 8 cos^ 14^.
Mais, remarquant que
rfî COS" E
cos- yj = — ^ H ; — dll,
on aura :
Y ::= -^ BjiSu" sin"~' y cos- Y cos""^ 5 sin 8
On devra faire ici encore cos 8 = i , de sorte qu'il viendra
Y = — BnSy'^ sin"~* y cos* y sin 8
ou, en introduisant la projection P = S sin v,
Y = — PB„v" sin'^~-Y cos- Y sin 8
5^ On partagera ainsi Togive en un certain nombre fle troncs de cône pour lesquels on calculera les composantes X et Y par les formules
r X .= (B,,y") Psin'^Y
— Bn i'" 1 P sni"~- Y cos - Y sin 8
Fig. II
G° Le centre de résistance sera déterminé par la composition des composantes Y ; il correspond au point d'application de cette résultante.
7° On obtiendra ensuite tg 8^ en prenant le rapport -tty* •
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i6i. Application à un cône. — Soit a Je diamètre à la base du cône :
1° On aura
et par suite
BnV" sin" Y
et
— — BqI;" siii""^/ cos- Y sin 5.
•2** h étant la hauteur du cône, le centre de résistance sera
à une distance r~ de la pointe du cône ou — : — ; — .
•2 cos- Y ^ tisin-v
3^ On aura d'où
/C=:--C0tg-V
i(>2. Résistance sur le corps cylindrique. — Sur
le corps cylindrique du projectile, les composantes X et \ de la résistance s'obtiendront par les mêmes formules di fie rentielles que précédemment, où on fora sin v = o. On aura d'abord X = o, ce qui était évident, puisqu'on ne considère que la composante normale de la vitesse de translation. La composante" Ij a pour expression, en faisant Y = o dans Tintéfj^rale du n° iGo :
Y, = B„pLy" SÎ.1" Ô f ' cos»+'yï Mais ici, les limites de rinté2:rale sont — — et + — ,
c'est à-dire un angle égal à t:, l'action de l'air ne se faisant sentir que sur un demi-cylindre.
On sait trouver rinto^rale définie du second membre ; mais on voit, sans intégrer, que Y^ sera de l'ordre de h^ sur la surface cylindrique, c'est-à-dire infiniment petit du (n — i) ordre relativement à la même composante Y sur la surface du cône qui renferme sin 8 en facteur. Excepté donc dans le cas où n serait égal à l'unité, on pourra négliger la résistance sur le corps cylindrique du projectile devant la résistance de l'ogive.
Lue seconde exception aurait lieu si l'angle y était de l'ordre de grandeur de ô, à cause de la présence du facteur sin" ~" * Y dans la composante de la résistance sur le
cône
Y = — BnSi»'^ sin"~' cos- 7 sin 8
où S est de grandeur comparable à pL.
Soient C le centre de résistance de la partie conique,
et C le centre de résistance de la partie cylindrique.
Le point X de résistance totale sera tel que
tis. 118. Ll.z=: —
;^=-^ = Qsin"-'8
Le point y sera donc (dans le cas où /i>i), très près du point C, à une distance de l'ordre de (n — 1) 8 près.
iG3. Hésumé. — 1° On s'est borné au seul cas que la tbéorie puis.se espérer traiter avec quelque chance d'être en concordance avec les lois phvsiques des phénomènes et qui d'ailleurs correspond au seul emploi normal des projectiles oblongs pour l'artillerie, c'est-à-dire au cas où l'angle 8 de l'axe et de la tangente est très petit. Moyennant une hypothèse simple relative à l'action de l'air (la composante normale de la vitesse en un point agit seule et a un eflet constant (juelle que soit la position du point sur la surface), on peut trouver les composantes de la résistance sur une surface de révolution quelconque et le point de l'axe où elle est appliquée (centre de résistance).
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i"^ Comme on ne peut pas, par une théorie physique aussi sommaire, espérer autre chose qu'une valeur approximative des quantités cherchées, on pourra, pour Tapplication aux projectiles de l'artillerie, substituer à la surface ogivale un cône moyen dont le ij-i angle '^ sera la moyenne arithmétiquedu i/ 2 angle ogival y (tangent à la pointe) et du 1/2 angle^ *du cône inscrit dans l'ogive. On prendra donc
On suppose, pour les calculs, le cas d'une résistance ^aV^. 3*^ Le centre de résistance est au point C, à une distance .7*
'1 COS- ^ 1 ^ ly^ 1
de la pointe du projectile. On [ ^ !------*!
peut encore écrire ^ î, **
•2 sin 1^
\^ 8 étant l'angle de la tangente GT avec l'axe G.\ du projectile, Tanglc 8 est supposé très petit.
iS^ Dans ces conditions, le point G reste fixe quand 8 varie.
6** La résultante des actions de l'air qui passe en G fait avec Taxe du projectile un angle Ô^ tel que
ô, = — ô cote:- u
7'^ La valeur du coefficient /tdu paragraphe précédent, est donc :
/t = -^ = — cotg- s
8*^ La longueur/, qui figure dans les formules, est égale à
• Erratum à la figure [ ly. Au lieu de l'anglo y, lire ^.
la longueur L, distance du centre de gravité à la pointe, moins la longueur SC. On a donc :
cos C
•1 sin 'iL,
. 1G4. Résistances tangentielle et normale. — Les
composantes X et Y obtenues au n° 160. 4^ sont dirigées suivant l'axe du projectile et suivant la perpendiculaire à cet axe. Dans le paragraphe précédent, (i^^) on a fait la décomposition, suivant la tangente et la perpendiculaire à cette droite, des forces transportées au centre de gravité, l'une étant IdL résistance tangentielle, l'autre \a force déviatrice.
On aura, en projetant sur les directions GT et GN
Fig. 120.
BnV^ sin^ l
-^ BnV"5 sin"^ — cotg- ^ — I
On voit que la composante normale N s'annule pour
n = — et change de signe après cette valeur. Le tableau
suivant donne, pour différentes valeurs de n, la valeur de l'angle Ç qui annule N.
Les deux valeurs de T et de N trouvées ci- dessus sont, dans le cas général du n° 1^7, égales respectivement à eY{v) pour la résistance tangentielle et à c{k —1)8 F(î;) pour la force déviatrice.
i65. Exercices. — i° Traiter le cas général de V action de Vair agissant obliquement sur une surface de révolution quelconque dans le cas de Ô quelconque.
•2^ En déduire, pour 8 = 0, la résistance de l'air sur une surface de révolution.
§ 3. — Précession
166. Vitesse angulaire derotationb du projectile. — Nous allons* chercher à appliquer au cas du solide complètement libï*e qu'est le projectile, la même méthode que celle que nous avons employée pour le problème de la toupie (i33).
La vitesse angulaire de rotation du projectile, qui lui est communiquée par les rayures, sera égale à b.
Donnofis, tout d'abord, l'expression de b en fonction des conditions initiales du tir qui sont la vitesse ////tiale V^ du projectile, VincUnaison finale des rayures de la bouche à feu, et le calibre a de la ,
pièce.
On a, entre a, et le pas des rayures /i, la relation
qui exprime que l'hélice de pas p et d'inclinaison est inscrite sur le cylindre de diamètre a.
Si, maintenant, Vq est la vitesse initiale, le projectile parcourt dans une seconde \ ^ mètres et fait un nombre de tours égal au quotient deY^ par h. Comme, d'autre part, un point situé à l'unité de distance décrit a chaque tour la circonférence 2-, le nombre de tours
[)arcounis avec la vitesse angulaire b sera égal à
On a donc :
et, en remplaçant h par sa valeur, il viendra :
b = ^-^tge.
a Le nombre ^ de tours à la seconde est :
\=--^tge-.
Avec les canons actuels où est voisin de 5°, la vitesse angulaire b est de Tordre de grandeur de la vitesse des projectiles.
Ainsi, pour
Vo = 5oc)'», n = 0^", 10, e = 5°, on a
b = 87V" et ^ = i.\o tours à la seconde.
Pour
on a
b = >77"^ et N 1:= iyi tours à la seconde.
La vitesse circonférentielle d'un point de la surface du projectile est ha c'est-à-dire 87"\j par seconde dans le premier cas et 17'^™,! dans le second .
On suppose, dans toute la théorie de la dérivation, que la vitesse de rotation b du projectile se maintient constante : cela revient à admettre cpie le frottement de l'air sur la surface du projectile est négligeable. . j
Avant qu'avec Martin de Brettes, Mayewski, etc., les arlillcurs aient reconnu, dans le phénomène de la dérivation des projectiles oblongs, une conséquence de la théorie de la rotation des corps, une explication avait été présentée par le capitaine Tainisier et fut même adoptée par le général Didion * dans son traité de Balistique ; elle attribue la dérivation à un phénomène analogue à celui dit de Magnus (i^'±) relatif à l'augmentation de pression du côté où tourne le projectile.
Alais, ni l'une ni l'autre de ces explications (frottement ou effet de Magnus) ne résiste à l'examen : si on admet comme cause l'action du frottement, un calcul simple, fait par de Saint-Robert ^, montre que la force qu'il faudrait supposer pour expliquer la grandeur des dérivations observées est trop considérable pour pouvoir être produite par le frottement du projectile sur l'air et que, d'autre part, la •vitesse de rotation de l'obus serait bientôt annulée.
Quant à l'action du phénomène de Magnus, elle ne peut avoir quelque effet que pour le cas de projectiles très peu stables, car, dans le cas où la coïncidence de l'axe et de la tangente est presque rigoureuse, la rotation perpendiculaire à la direction de la translation n'engendre point du tout le phénomène constaté par Magnus.
167. Décomposition du problème général du mouvement des projectiles oblongs. — Nous supposons connu le mouvement principal du projectile qui n'est pas, ainsi qu'il a été explique (i37), influencé sensiblement par l'obliquité de la résistance ; dans le présent paragraphe nous n'utiliserons même que les équations différentielles de ce mouvement principal et en particulier la relation entre dt et c/t, (3) savoir :
dt= —
* DlDION, p. ^'2'À.
- De Saint-Robert, t. I, p. 24(3.
g cosT
Nous avons vu que, dans l'hypothèse de la stabilité du projectile oblong éur sa trajectoire, assurée par la petitesse constante de l'écart S de l'axe et de la tangente, le problème pouvait être partagé en trois questions distinctes :
i^ L'étude de la projection verticale de la trajectoire qui, à cause de la petitesse de l'angle o, peut être faite indépendamment du mouvement de rotation (problème balistique principal.)
2" L'étude du mouvement de laxe autour de la tangente sous l'action du couple dont le moment est (iSy).
gib= mlkcù¥{v).
Il arrive, dans certaines questions, par exemple en Mécanique céleste, quand on traite de la théorie de la procession des équinoxes^ que le mouvement autour de l'axe est complètement indépendant du mouvement principal du centre de gravité, ces deux mouvements étant dus à des forces totalement distinctes. 11 n'en est pas de même dans le cas du mouvement de rotation du projectile autour de la tangente qui dépend du mouvement de translation, puisque la vitesse v entre dans l'expression du moment 9T6.
Le mouvement de translation est supposé connu par la solution du problème balistique principal.
3° L'étude de l'action de la force déviatrice qui fait sortir légèrement le centre de gravité du projectile du plan de projection. Ce problème dépend de la solution des deux autres.
Pour étudier le mouvement du projectile autour de son
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centre de gravité G, ce point est considéré comme fixe.
La tangente Gï à la trajectoire possède un mouvement angulaire connu par hypothèse (problème balistique principal) . La droite GA représente l'axe de révolution du projectile ; c'qst cette droite dont nous étudierons les déplacements-
Le moment d'inertie du projectile autour de Taxe do révolution du projectile est G ; autour d'un autre ax(* équatorial, passant par le centre de gravité, le moment d'inertie est B.
i68. Théorème. — La vitesse de rotation b autour de Faxe de révolution est constante.
Cela résulte de ce que les forces extérieures se réduisent, d'une part à la force dévia trice qui passe au cenlro de gravité et, d'autre part au couple perturbateur qui rencontre Taxe de révolution puisqu'il est constamment situé dans le plan de la résistance GAT.
La troisième équation d'Euler (122)
C-J=(\-B)pî + N
a donc son second membre nul ; par suite r, et ici b, est une constante.
169. Hypothèses. — Nous supposons qu'à la sortie de la pièce, la rotation du projectile se fait sensiblement autour de l'axe de figure et que l'écart entre cet axe et la tangente est très' petit. Ce ne sont, en eflet, que des causes perturbatrices accidentelles qui peuvent produire une rotation parasite et elles sont d'un ordre de grandeur négligeable devant les forces considérables
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mises en jeu pour assurer la très rapide rotation du projectile autour de Taxe de révolution sous Tinfluence du forcement des ceintures dans les rayures.
L'axe instantané de rotation GI du projectile sera ainsi, à Torigine tout au moins,, très voisin de Taxe de ligure G A et pourra, en première approximation, être confondu avec lui.
'ig. l'i'i. Fig. 123.
Il en sera de même de Taxe du couple acquis GM. On sait, en effet, que ces trois axes sont dans un même j
plan ( 1 26) et qu'on a : J
tg£ G
tg e' B
G et B étant deux moments d'inertie d'ordre de grandeur comparable, s et t' seront deux angles infiniment petits au même titre.
Ainsi donc, à l'origine du mouvement tout au moins, c'est-à-dire à la sortie de la bouche de la pièce, nous admettons que les trois axes — de révolution GA — instantané de rotation GI — du couple acquis GM, peuvent être considérés comme en coïncidence.
Dans la suite du mouvement, il s'agira d'établir qu'aucune vitesse autour d'un autre axe, provenant du fait du couple perturbateur, n'acquiert une grandeur suffisante pour que, se composant avec la rotation initiale b, l'axe instantané GI s'écarte de l'axe de figure GA.
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Comme le couple perturbateur renferme la variable o, une des conditions de la continuité de l'exactitude do Thypothèse sera la petitesse de Técart o entre Taxe et la tangente.
Notre hypothèse revient donc à dire que 5 est supposé un angle très petit pendant tout le trajet du projectile dans Tair.
170. Division du problème du mouvement de la tangente. — Ce qui vient d'être dit permet donc de décomposer le problème de la recherche du mouvement de Taxe du projectile autour de son centre de gravité en deux autres, constituant deux approximations successives.
Le premier problème dit de la précession supposera la coïncidence de Taxe de figure et de Taxe du couple acquis.
Le second problème dit de la niitation étudiera le mouvement relatif de ces deux axes.
On arrive ainsi à la même décomposition que dans le cas de la toupie (i35).
171. Sphère auxiliaire. — Si le couple perturbateur n'existait pas, une parallèle à la tangente à la trajectoire menée par le centre de gravité G du projectile décrirait un plan vertical et, dans ce plan, la loi d'abaissement de la tangente serait définie par Téqualion différentielle (167).
dt =
g cosT
Soit une sphère de rayon égal à l'unité, ayant le point G pour centre. Les parallèles aux tangentes, telles
que GT, coupent cette sphère suivant le grand cercle vertical ZTZ^ Pour la trajectoire complète, la région de ce grand cercle balayée par les tangentes va du point Q correspondant à f = oo et à la limite 6 de la branche ascendante de la trajectoire ^ an sommet S (t = o) ; puis, sur la branche descendante, elle s'étend
de S au point z' d'inclinaison t = et de/ vitesse
terminale u^
Le plan ZTZ' est le plan de la figure.
Menons, à chaque instant, par le point G, une parallèle GM à Taxe du projectile, confondu avec Taxe du couple acquis.
Le lieu des points M sera, sur la sphère une certaine courbe que nous nous proposons de déterminer. Si le couple perturbateur n'existait pas, l'axe de rotation du projectile tournant resterait fixe dans l'espace à la position initiale M,, tandis que la tangente T s'éloignerait progressivement de Mq, en descen-
dant vers t = — —, C'est le couple *perturbateur qui
force le point M à suivre, dans une certaine mesure, la descente du point T.
Rappelons que le moment du couple perturbateur a pour expression :
gîà = mlkoc¥(y) formule oii 7 représente la distance du centre de résis-
ig. i'j4
* Ch. 6, p. 1 17.
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tance au centre de gravité ; k un coefficient de Tordre de grandeur de Tunité ; o Tangle formé parla tangente et par Taxe du projectile ; cF\y) Taccélération de la résistance de Tair ; m la masse du projectile.
Le couple perturbateur est situé dans le plan de la résistance et tend, pour le centre de résistance situé entre le centre de gravité et la pointe (/positif), à écarter Taxe de la tangente.
172. Vitesse de précession. — Considérons, comme confondus en M, ainsi qu'il a été expliqué, (169) les trois points qui sont les traces sur la sphère de Vaxe de figure^ de Vaxe instantané et de Vaxe du couple acquis.
M et T étant les positions simultanées (au même temps t) des traces do Taxe du couple acquis et de la tangente à la trajectoire. Tare de grand cercle MT est égal à ô (sur la sphère de pij
rayon i). Le couple accélérateur <97S est situé dans le [)lan de la résistance MGT ; son axe est par suite normal à ce plan.
Donc, l'extrémité M du couple acquis possédera une vitesse normale au plan du grand cercle MGT, puisque sa vitesse est toujours égale et parallèle à Taxe du couple accélérateur (124). Le point M se déplace donc perpendiculairement h Tare ÏM et parcourt un chemin élémentaire MM^ qu'on peut considérer comme un arc de petit cercle décrit du point T comme pôle.
L'axe du couple perturbateur étant perpendiculaire à
ig. 11.}.
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Taxe du couple acquis, la grandeur de celui-ci n'est point modifiée dans le cours du mouvement ; le point M reste donc sur la sphère et le couple acquis a pour valeur constante Cb, C étant le moment d'inertie autour de Taxe du projectile, et b la vitesse de rotation.
On se trouve, dans le cas actuel, exactement comme dans le cas d'une toupie dont la pointe serait en G, la verticale dirigée suivant 01, Taxe de la toupie suivant GM (i36). Le couple accélérateur est, dans les deux cas, appliqué perpendiculairement au plan MGT. On aura donc, dans le cas du projectile, une vitesse angulaire bp à rinstant t qui sera donnée par le quotient de la vitesse absolue du point M (égale au couple accélérateur (9/5) par le rayon du cercle décrit, qui est égal à GM sin .
Mais GM, couple acquis, est égal à Cb et sin o vauto. On aura donc :
/?i//t:rF(r)
bp
Cb
Nous poserons
bp = xcF(d) avec
"Cb
Le sens de cette vitesse bp ou le sens dans lequel il faut porter le segment MM^ est, comme dans la toupie, celui de la rotation du projectile pour un observateur couché sur Taxe, les pieds en G. Ainsi, la figure suppose le projectile tournant de droite à gauche.
Le sens de la rotation serait opposé si le centre de résistance était du côté du culot relativement au centre de graAÎté.
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173. Théorèmes sur la précession — Théorème I. — La vitesse de précession ne dépend pas de V écart entre taxe et la tangente.
Théorème II. — La vitesse de précession bp varie en sens inverse de la vitesse de rotation b. — Si celle-ci. est très grande, la première est très petite. Si b était infini, bp serait nulle et Taxe du projectile restant fixé à sa position initiale n'accompagnerait pas la tangente dans son mouvement descendant.
Théorème III. — La distance ne peut rester constante. — Pour que Tangle reste constamment petit ou bien encore pour que la stabilité du projectile soit assurée, il faut qu'il y ait une certaine relation entre bp,
vitesse de précession, et -7- , vitesse de descente de la
tangente: si les deux quantités o^bp (avec o^ = const.) et
-T^ , pouvaient rester constamment égales, la distance 0^
entre T et M demeurerait constante, et la courbe décrite par le point M serait une parallèle au grand cercle lieu de T. 7
^ «T q COST
Comme -7- = — — , ceci ne pourrait avoir
lieu que si on avait
Oy X cb [v) = -
en tout point de la trajectoire.
Or cette relation est incompatible, en général, avec l'équation de l'hodographe (5)
d(v cos t} c „
a moins que,
(l(v cos t) cos t
En intégrant, on aurait :
u = Uy -}- -^ — (sin T — sin a)
Mais, la loi de résistance
cF(r) cosT
c'est-à-dire en raison inverse de la vitesse, est inadmissible en Balistique.
La distance 5 variera donc dans certaines limites qui seront déterminées plus loin.
» Théorème IV. — Variations de la vitesse de précession le long de la trajectoire/ — La vitesse bp de la précession,
mlkc F{v)
bp =
Cb
= xcF(i')
pour une vitesse de rotation b du projectile constante, commence par être infinie au point Q, pour v et F (y) infinis ; bp diminue ensuite, passe par un minimum au point (l'ni, Tui) de la branche descendante, en même temps que i\^ ; puis croît jusqu'à la valeur limite
mlk(j
Cb
atteinte au point , pour la vitesse terminale v' telle
que cF(u') = r/. Le coefficient balistique disparaît donc
de Texpression de bp, le projectile étant caractérisé alors par le coefficient /A:, au point de vue de sa forme et par le moment d'inertie C au point de vue de la répartition de la matière autour de l'axe de rotation.
Théorème V. — L'angle 'j» dont a tourné taxe du projectile autour de la tangente^ de l origine à F instant /, est donné par la formule
Jr^ du ] uo COS T
En effet, on a par définition de Tangle ^ :
Mais, l'équation de Thodographe :
div COS t) ci'F d-z ~~
et Téquation qui donne le temps
g COS donnent, par combinaison :
cYdl = ^
On a donc : dl = —
COS T
du
COST
et, en intégrant, on arrivera la formule énoncée.
Maintenant qu'on connaît à chaque instant la vitesse
bp = —T- tiont est anime 1 axe du projectile autour de
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la tangente il faut combiner le mouvement élémentaire (le précession, ainsi défini, a\ec le mouvement réel de la tangente dans son abaissement sur la trajectoire.
I 4» MoLVEME>'T COMBINÉ DE l\\XE
ET DE LA TA?îGE>TE
174- Théorie des roulettes. — Pour continuer l'étude géométrique du lieu du point M sur la sphère, commençons par donner quelques propriétés générales des courbes roulantes sur une autre courbe.
Cette méthode des roulettes^ introduite dans la théorie de la dérivation par M. de Sparre, donne à la solution une clarté et une élégance particulières ; elle permet de réunir, dans la discussion d'une seule courbe, les propriétés essentielles des deux mouvements simultanés d'abaissement de Taxe de la tangente et de précession de l'axe de rotation autour de cette tangente.
Elle donne également un moyen simple de tracer la courbe lieu du point M et d'arriver par une voie rapide aux calculs et applications numériques.
Considérons aux temps o, /j, /,... les positions successives des pcMes T^, Tj, T^. . . sur une droite et soit à l'instant o, M^ la position initiale d'un point M dans le plan. Le point M est animé autour des pôles T^, T^ Tg..., de certaines vitesses de rotation, de sorte que M^, vient en M^ (autour de T^) ; puis pendant Tintervalle t^ /^, M, vient en M^ (autour de TJ; puis M^ en M3 pendant l'intervalle t^ ^3 ^autour de T^) etc.
Or, on pourra produire identiquement le même mouvement du point AI^ de la manière suivante :
3ll
menons T^TJ = T^T, et prenons les deux angles i égaux ; puis T( Tg = T, Tg et les deux angles 2 égaux ; puisT2T3= TgTg..., etc.
Il est clair que lorsque la ligne brisée Tq T{ Tg T3. . . roulera sur la droite T^T, Tg... en pivotant autour des sommets successifs, la trajectoire du point M sera exactement la «même que dans le mode de génération précédent. A la limite, la ligne brisée deviendra une courbe dite roulette qui roulera sur une droite ou une autre courbe dite base de la roulette^ et le point M^ lié invariablement à la roulette décrira la courbe imposée. D'ailleurs, un autre point du plan lié invariablement à la roulette aura, autour des points successifs delà base, exactement la même rotation angulaire.
Si on considère le cas où la base de la roulette est
une courbe, en désignant par s Tangle de contingence de la roulette, par e' l'angle de contingence de la base de la roulette, la coïncidence des courbes aura lieu pour une rotation élémentaire (rfs — dt') .
On a d'ailleurs, en appelant p^ le rayon de courbure de la roulette et
Fig. 127.
o„ celui de la base
£?s = ds,
s'p^ = ds
avec le même ds puisque les courbes roulent l'une sur l'autre ; donc :
ds
Mais, si on appelle w la vitesse instantanée de rotation qui amène les courbes à coïncider, la différence (e — e') est égale à tocf/, puisque c'est Tangle décrit dans le temps dt; ds d'autre part est égal à Srff, chemin parcouru par le point t sur la base de la roulette avec la vitesse linéaire 2r. Donc, on aura :
pour la relation entre les deux rayons de courbure ; et cette formule pourra s'exprimer par le théorème suivant : la courbure relative de la base et de la roulette est égale au rapport entre la vitesse angulaire du roulement o> et la vitesse linéaire 2r du point de contact.
C'est d'ailleurs la même formule que celle établie au n° 123.
175. La roulette de la précession. — Appliquons le mode de représentation qui vient d'être exposé à la recherche du lieu du point M sur la sphère. La propriété des roulettes s'applique exactement aux courbes tracées sur la sphère; mais comme, par hypothèse, nous supposons que le point M est toujours extrêmement voisin du grand cercle, lieu des T, nous pourrons remplacer ces deux lieux géométriques })ar leur perspective conique sur le cylindre circonscrit à la sphère le long du grand cercle des T. Nous supposerons ensuite, pour la représentation sur un plan, que ce cylindre a été coupé, puis développé ; les arcs de grand cercle deviendront alors des droites.
Comme le rayon de la base de la roulette psest infini,
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la formule se réduira, pour le rayon p«y de la roulette à :i
Nous connaissons dans cette formule les deux vitesses du second membre ; to est, en effet, la vitesse angulaire (le précession,
bp = H cF(i')
et 2r est la vitesse linéaire de descente du point I ; on
dz g COS T
dt V
On aura donc, en désignant par Rp le rayon de courbure de la roulette de précession.
^ g COS T
^ T^cv F (y)
Pour étudier les propriétés de la roulette, nous forme-
dJ\
rons tout d'abord la dérivée —j-^ du rayon de courbure.
En observant que l'hodographe peut s'écrire :
dv V I cF
dz COST V fj
on trouve la formule :
4" sinTj ,
d'z HcyF
"sinT+^(^+sinT)(.F'+F)"
Propriétés de la roulette de précession
Théorème I. — La longueur totale de la roulette depuis
ta
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le pointu^ où v = ao sur la branche ascendante ^ jusqu'au
point — est égale à ( + — | , étant I angle de
r asymptote de cette branche ascendante.
Cela résulte de la propriété même de la roulette, de venir coïncider successivement avec tous les points de la courbe, lieu des points des T, qui a exactement la même
amplitude S -\ .
Théorème II. — Pour v = ce, fe rayon de courbure Rp de la roulette est nul.
Car, dans Texpression
_ J7_ COST
P~ Bc v¥ '
T prend la valeur S et v et F(i'; deviennent tous deux infinis.
Au même pomt, on a -7 — = o, car -j— se réduit a
HC t'F HC V
ce qui donne bien o, pour i; = ex.
Théorème III . — Le rayon de courbure Rp croît constamment sur la branche ascendante.
Car —7-^ est négatif pour t > o, et Tinclinaison t
décroît.
Théorème IV. — Le rayon de courbure R^ passe par un MAXIMUM en un point situé entre le sommet et le point de vitesse minimum de la trajectoire.
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Car, au point de vitesse minimum, on a^ :
cF
-\- Sm T :=: O
et, comme sin t est négatif, Rp décroît, tandis qu'il croissait au sommet.
D'ailleurs, le point où le rayon de courbure de la roulette est maximum est défini par l'équation.
vY'\ . cF / , vW
Pour F(î)) = Bnt>'^ on a
smT
Théorème V. — Le point ou le rayon de courbure Rp est maximum est situé au delà du point ou la vitesse dé descente de la tangente est maximum.
Car ce dernier point, défini '^ par la relation
cF
sinT =
donne, par la substitution, — y-^ négatif. Rp croît donc en ce point.
Théorème VI. — Le point ou le rayon de courbure Rp est maximum est situé au delà ou en deçà du point où le rayon de courbure de la trajectoire est maximum suivant que l exposant n de la résistance est plus grand ou plus petit que i .
*Ch. 6, p. 187.
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On a en effet \ pour le point de rayon de courbure maximum de la trajectoire, la cpndition
smT = —
qui, portée dans l'expression de — j-^ , réduit la parenthèse à :
(oF -_ F) = 4p- (/* — I ; .
Théorème VII. — Le rayon de courbure de la roulette
S annule au point t = .
En effet, l'expression de Rp renferme cost au numérateur et le dénominateur ne s'annule 2)as, puisque cF(i') tend vers g.
La valeur de la dérivée — y-^ au
i3oint T ^ devient
rfRp I
Fig. 128.
(h Hi''
Résumé. — La courbe ci-conlre (fig. 128), rejîrésente le rayon de courbure Rp de la roulette en fonction de Tinclinaison t, depuis t = B jusqu'à
1^ T = — — . Elle résume les tliéo- !
rèmes précédents.
177 Forme de la roulette de précession. —
Les théorèmes qui viennent d'être démontrés permettent
* Cu. 6, p. i8'5.
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de se faire une idée bien nette de la forme de la roulette.
I** Tout d'abord, elle est tout entière à 1 intérieur d'une circonférence ayant, pour rayon, le rayon de courbure maximum qu'on sait déterminer (théorème IV) .
2*^ Elle part du point ù où la vitesse est infinie ; mais elle part très lentement, puisque — y-^ est nul. Cela veut
Cl w
dire que le rayon de courbure augmente très lentement ou que la courbe décrit autour de Q un grand nombre de spires.
3*^ Elle a, comme développement, la longueur — -f" ^ •
4*^ Elle finit au point Z, où on a encore : Rp = o;
mais la fin est brusque, puisque — %— ne s'annule pas
Fig. 129.
5'^ Les figures ci-dessus, spirales à deux pôles, tracées à l'intérieur d'un cercle ayant, pour rayon, le rayon de courbure maximum de la roulette, représentent les différents cas qui peuvent se rencontrer.
Construction graphique de la roulette
— i^ Soit Tq Torigine de la roulette. Le rayon de
courbure en un point est donné par la formule
COST
Le mouvement principal étant supposé connu, on
connaît les valeurs corrélatives de t et de i\ c'est-à-dire, on pourra tracer la courbe de la figure (128), Rp en fonction de T.
D'autre part, on connaît l'angle d»
dont l'axe a tourné autour de la tangente qui est donnée par la formule
du
Fig. l'jo.
«/Uo
COS T
qu'on pourra supposer résolue en fonction de t.
On pourra donc dresser le tableau des valeurs corrélatives de Rp et de 'j».
Or, l'angle de deux rayons de courbure infiniment voisins est rfA. On pourra donc construire, de proche en proche, pour des valeurs de dà variant en progression arithmétique, les points o, i, 2,... centres successifs des cercles qu'on peut substituer successivement à la roulette et dont l'ensemble constitue la roulette elle-même.
TZ
En pratique, on pourra prendre d^ =z "T", à cause de la
faible variation de courbure de la roulette; le choix de
l'angle -7 , qui conduit à la construction de triangles équi-
latcraux, rend particulièrement commode et rapide le trace graphique de la roulette.
derivatio:n des projectiles oblogs
2^ Si on mèno, en un point de la roulette, la tangente MT à cette courbe, cette tangente fait avec la droite TT^ base de la roulette, un angle égal à ^ ; car deux tangentes infiniment voisines font entre elles l'angle de contingence dii.
3° Le point représentatif My qui décrit la courbe de précession, d'abord en coïncidence avec le point T^, viendra en M quand la roulette aura tourné d'un angle 6.
(II
ig. iji
Fig. 1J2.
La disUmce M^M est égale à TM^ :=z 2 et l'angle T^TM^ est égal à V.
4° Donc, si on a construit la roulette de précession, on connaîtra, pour tous les points de cette roulette, c'est-îWlire pour tous les instants du mouvement (en se reportant au tableau de A en fonction de t), l'écart =^ TyM (fig. III) de l'axe et de la tangente, l'angle i et enfin l'angle v de la direction de l'axe et de la tangente.
On aura, ainsi, tous, les éléments pour le calcul de la force (léviatrice cp et de ses projections sur le plan de tir et normalement à ce plan.
3io
179. La courbe de la précession. — Maintenant que la roulette est connue, on peut discuter facilement la forme de la courbe des points M tracée sur la sphère ou sur le cylindre circonscrit le long du grand cercle des T.
1° Supposons d'abord qu'on étudie la trajectoire
complète, depuis i; :=: 00 jusqu'à t
ir
et qu'on
ait lancé le projectile d'une façon normale^ c'est-à-dire sans écart initial Oy de l'axe et de la tangente. Le point représentatif de l'extrémité M de l'axe du projectile sera le pôle ù de la roulette ; ce point lié invariablement à la roulette, va décrire, dans le mouvement de celle-ci, la courbe de la précession.
Nous aurons tout d'abord une limite supérieure de
l'écart du point M et de la droite TT', en remarquant que le point représentatif est situé à l'intérieur du cercle de rayon de courbure maximum. En faisant rouler, au lieu de la roulette, ce cercle oscu-
Fig. i34.
ig. ij).
la leur sur le grand cercle, le lieu du point M serait une cycloïde.
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Cette cycloïde serait constamment du même côté de la tangente T.
Comme on a démontré que la vitesse de précession était de même sens que la vitesse de rotation du projectile, la cycloïde se détachera de la droite T en 6, du côté où tourne le projectile, c'est-à-dire à droite pour les pièces rayées de gauche à droite ; et à gauche pour les pièces rayées de droite à gauche.
Si, au lieu de faire rouler le cercle de rayon maximum, on fait rouler sur TT' la roulette elle-même, cela reviendra à prendre des cercles de rayons de plus en plus grands comme roulette ; le point M passera immédiatement à l'intérieur de ces cercles successifs et au lieu de la cycloïde régulière du cas précédent, on aura une courbe, formée sensiblement d'arcs A^ épicycloïdc allongée ; cette courbe part du point©, tangentiellemenl
au grand cercle TT\ d'après la valeur de ——- au
point Q (176, II) ; elle présente en I un maximum d'écartemenl qui correspond à la plus grande normale Q^ à la courbe roulante qu'on puisse mener du point Q ; ce maximum est d'ailleurs toujours plus petit que le diamètre du cercle osculateur maximum.
Après être passée par le maximum, la courbe des M se rapproche de la courbe des T, et l'écartement final
au point t = est égal à la distance des jiôles Q
et Z de la courbe roulante. Mais, dans cette région de ï enZ, la courbe de la précession changera de caractère. Aussitôt, en effet, que le point N est dépassé, les cercles successifs et instantanés qui peuvent à chaque instant être
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substitués à la roulette, ne tarderont pas à laisser en dehors d eux le pointu. Ce seront donc, alors, des arcs de cycloïde raccourcie qui formeront la courbe de précession. Elle présentera ainsi des boucles de plus en plus prononcées
jusqu'au point! — — I où la dernière boucle ne sera
autre que le cercle de rayon QZ, distance des deux pôles de la spirale.
2^ Si, au lieu de supposer le proJQctilc lancé du point 8, où y = oo , on le suppose lancé d'un point quelconque (a, V„) d'uqe façon normale^ c'est-à-dire avec un écart initial Oy nul, la courbe M sera analogueà la précédente ; mais, au lieu de quitter la droite TT' très lentement, avec des arcs de cycloïde de rayon extrêmement petit, la première cycloïde aura déjà un rayon notable é":al au rayon de courbure de la roulette M,..
3 " Les positions respectives de l'axe du projectile et de la tangente à l'instant t sont faciles à déterminer quand la courbe M est tracée. Il suiïit, en effet, de mener, de la position actuelle T^ de la tangente à la trajectoire, une normale T^Mj à la courbe M ; M^ est la position actuelle de l'axe Fig. i3(i. du projectile ; o = T,M, est donc l'angle
de ces deux axes et v leur azimut.
D'après le mode de génération de la roulette (174) le j)oinl T,' viendra en T^ si l'arc M„T; (compté sur la roulette) est égal à la longueur M^T, ; la distance est la longueur ^î„ Ti'. Ou voit que les maxinia et minima de la courbe de précession correspondent aux normales
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qu'il est possible d'abaisser du point M^^ sur les spires successives de la roulette.
i8o. Cas d*un écart initial Sy. — Si, h l'origine du mouvement (^,¥0), l'axe du projectile et la tangente forment déjà un angle initial o^, la forme de la courbe M peut être complètement changée.
i^ Soit /Wy le point représentatif de l'axe de figure. Si m^ est à l'intérieur des spires de la courbe roulante relativement à la position initiale M^ de cette courbe,
dont la longueur de Z en M est (— -f- ai, la courbe de précession commencera par un arc de cycloïde allongée .
riiJ (IIO
itr I i"
Fig. i38.
La courbe de précession aura, d'ailleurs, une forme tout à fait analogue à celle du cas précédent, et ses dimensions même pourront être plus réduites. Ce serait le cas d'un écart initial accidentel, mais avantageux à la stabilité du projectile.
2° Si le point représentatif à l'origine est en m\ à l'extérieur de la spire initiale de M^j, mais à l'intérieur
du cercle osculaleur maximum, la courbe de précession commence par être une cycloïde raccourcie, c'est-à-dire une courbe avec boucles ; elle deviendra une cyclo'ide allongée^ puis finira par une nouvelle cycloïde à boucles. (Dans les figures 1 et II (ci-dessus) les rotations du projectile sont supposées en sens inverse).
3^ Enfin, si le point représentatif est en m'^k l'extérieur du cercle osculateur maximum, on aura une courbe uniquement composée de boucles de cycloides raccourcies d'autant plus accentuées que l'écart initial Oj, sera plus grand.
i8i. Courbe médiane de la précession- — Le
théorème suivant est d'une grande importance pratique : la coarbe sinueuse de la précession est compensée^ en moyenne^ par la courbe (Rp, t) des rayons de courbure de la roulette. C'est-à-dire que la courbe dont nous avons étudié les propriétés et donné le tracé au n° 176 est sensiblement la médiane de la courbe, lieu des points M dont le tracé a été fixé au n^ 179.
En effet, soit en A la position actuelle de la roulette ; on peut, très approximativement, durant un tour {^^ variant de 1 tt), remplacer la spire par une circonférence de cercle complète.
Le point représentatif M^, qui décrit la boucle de précession, décrira alors la cycloïde allongée M^M^M,, dont la médiane est la droite PQ parallèle à TT' et située à une dislance de cette droite égale au rayon du cercle osculateur en A à la spirale.
Le même raisonnement étant applicable pour chaque position de la courbe de précession comprise entre deux
miniraa (ou maxlma) successifs, le théorème se trouve démontré.
On peut remarquer que le théorème reste vrai, même dans le cas d'un écart initial o^, ^ puisque la démonstration ne dépend pas de la position du point M^ relativement au centre du cercle osculateur en A à la roulette.
Conditions de stabilité des projectiles oblongs- — Un
projectile oblong sera stable sur sa trajectoire si l'écart entre Taxe du projectile et la tangente reste toujours très petit et ne dépasse pas, par exemple, une certaine valeur 0^, qu'on se fixera. Il y a tout d'abord, deux cas à considérer : si l'écart initial Oy à la sortie de la bouche de la pièce n'est pas nul, on n'a aucun moyen de résoudre le problème lorsque Oq > ô'. C'est un cas qui suppose un projectile mal ceinturé ou une bouche à feu ayant un fonctionnement défectueux à certains égards. Il faut donc supposer que 8^, soit très voisin de zéro ; nous supposons qu'il est nul puisqu'il suffit d'étudier la partie variable de 3, au maximum de laquelle on ajoutera o^.
Si cette condition oo = o est remplie, on pourra, en général, réaliser la stabilité d'un projectile oblong. En effet, on sait que S est plus petit que le doublé du rayon de courbure maxiaium de la roulette. Or, ce rayon
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ayant comme expression, en un point quelconque :
^ ~ y^cvF{v) '
on aura une valeur plus grande que le maximum, en supposant t = o et u = v^ (vitesse minimum), c'està-dire en posant :
fR> 9__
, ,, mlk
ou on rappelle que h =
Cb
équation où on dispose en particulier de la rotation b pour rendre Rp aussi petit qu'on voudra.
On voit par exemple :
1° Que pour un tir presque vertical où. la vitesse minimum v^ est voisine de zéro, la stabilité sera irréalisable, Rp tendant vers l'infini.
2^ Pour le tir courbe, v^ sera assez faible ; pour obtenir une bonne stabilité, il faudra diminuer b, vitesse de rotation du projectile, c'est-à-dire donner une faible inclinaison aux rayures.
Si on peut agir sur le projectile, on voit qu'il faudra a) diminuer le moment d'inertie C (stabilité plus grande des projectiles courts que des projectiles longs de même poids) ;
6) Augmenter /, c'est-à-dire la distance du centre de gravité au centre de résistance (avantage à reculer autant qu'on le peut le centre de gravité, vers le culot) ; .
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c) Augmenter fr, c^est-à-dire (i6i) employer des projectiles à ogive moins allongée.
3** Pour le tir de plein fouet^ à grande vitesse initiale, la stabilité sera assurée très aisément à cause de la grandeur du dénominateur ; comme le point de vitesse minimum sera, dans ce tir, au delà du point de chute, on devra remplacer v^ par V„, vitesse restante.
4** A égalité de vitesse initiale, la stabilité sera d'autant mieux assurée que le coefficient balistique c
G sera plus grand et le rayon de giration — plus petit.
Ces conditions sont favorables, à la tenue des projectiles de petit calibre.
5° En résumé^ la stabilité dans Tair des projectiles oblongs, animés d'un mouvement rapide de rotation autour de leur axe de figure sera largement assurée, en cas de départ normal (6o = o), si on peut satisfaire à la condition
xcy...F
ax'- m
o' étant une valeur de Técart entre Taxe et la tangente, qu'on ne veut pas dépasser. C'est à cette inégalité qu'il faut chercher à satisfaire par une organisation judicieuse des organes directeurs du projectile dans l'âme du canon (rayures et ceintures).
6° On peut prendre l'angle
P^'» XCI....F
comme mesure de la stabilité spécifique d'un projectile qui permettra de comparer entre eux les diflérents pro-* jectiles, dans les conditions diverses de tir.
i83. Conditions de similitude des trajectoires gauciies. — On sait^ que les projections verticales de deux trajectoires seront représentées par deux courbes homothétiques : i° si, la résistance de Tair peut être mise sous la forme B^v".
1^ Si les deux projectiles tirés sous le même angle a ont, à Torigine, la même résistance
cF(V,) = c'F(V;) ou 6„V; = K\\
On sait alors que, en deux points homologues (situés sur une même droite issue de Torigine corrimune) , I ° les inclinaisons t sont les mêmes ; 2^ les abscisses et les ordonnées sont dans le
rapport r~ ) du carré des vitesses initiales V^ et Vq ;
\ yo/ Y^
3*^ les vitesses sont dans le rapport
4° les temps sont dans le même rapport ; 5** les résistances sont les mêmes.
Quelles conditions doivent être réalisées, en plus, pour que les trajectoires gauches décrites par deux projectiles tirés dans une arme rayée soient également semblables ?
: Si la valeur du rayon de courbure Rp de la roulette
I est la même pour les deux trajectoires, l'écart ô de l'axe et
de la tangente restera constamment le même, l'écart
* Cu, 6, p. 247.
initial 3^ étant aussi le même par hypothèse. Comme \di force déviatrice (157) a pour expression
? = (A--i)5ct»,
elle sera la même, sur les deux trajectoires aux points homologues, si k est le même pour les deux projectiles, de même, que la force accélératrice principale cF[v) est la même. La déviation latérale jouira alors des mêmes propriétés de similitude que la projection verticale.
Ecrivons donc, pour les deux projectiles i et 2, où on a déjà c,F(y J = c.JP{v.^) en un point t, l'égalité des deux valeurs du rayon de courbure de la roulette.
On aura :
m^ /Cj /, v^ m.^ k^ /^ v.^
On peut remplacer v^ et u^ par leurs valeurs initiales Vo et Vi d'après la loi de similitude de la projection initiale.
D'autre part, en fonction du calibre et de l'inclinaison finale ô des rayons on a ( 1 66)
b = ^-^tge.
a Donc, la condition générale de similitude sera :
C,tg9, ^ C,tg9, m^aj^k^ m^aj.^k.^ '
Cette condition permettra de calculer l'inclinaison 9^ des rayures à donner à un canon de calibre a^ pour que son projectile ait la même tenue dans l'air que le
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projectile du canon a^ (les deux canons étant tirés aux vitesses et avec les projectiles qui assurent la similitude des trajectoires).
Cas particuliers, — i^ On suppose que les projectiles (le calibres a^ et a^ ont des formes extérieures semblables.
Alors k^ = k^ et de plus
Ij, a^ ' On aura donc
2" On suppose en plus que les projectiles sont consditués intérieurement d'une manière semblable. On aura alors
C^ fnfl\
et par suite :
tg e, = ig %.
Les inclinaisons finales des rayures doivent être les mêmes.
I 5. — Dérivation
184. Explication de la dérivation. — Supposons le cas d'une trajectoire quelconque, sur laquelle le projectile oblong conservant, par hypothèse, sa stabilité, l'axe de figure reste toujours très voisin de la tangente à la trajectoire.
Dans ces conditions et même en supposant un écart initial o,, entre Taxe et la tangente, on a vu (i8i) que la courbe de précessioli, lieu des points où Taxe du projectile perce la sphère, était, en moyenne^ située d'un même côté du plan vertical contenant la tangente, puisqu'elle est compensée, à peu près, par la courbe (Ilp,T) des rayons de courbure de la roulette en fonction des inclinaisons t.
D'ailleurs, relativement au plan vertical de projection, cette médiane est située à droite pour une rotation du projectile de gauche à droite, à gauche pour une rotation en sens opposé (/ étant supposé positif, c'est-à-dire le centre de résistance étant entre le centre de gravité et la pointe du projectile).
Mais, la force déviairice qui a pour expression en chaque point
'^ :=z {^k — i) ocF(i')
est (157) située dans le plan de la* résistance.
En moyenne^ l'écart aura toujours le même signe et par suite la force déviatrice agira toujours du même côté.
1 ** Si A: < ï , la force déviatrice est dirigée du côté de la pointe du projectile, c'est-à-dire de T^ vers M^ ; elle aura une action variable en intensité, mais constante en direction qui fera dévier le centre de gravité hors du plan de projection et l'entraînera vers la gauche pour une rotation de droite à gauche.
Le centre de gravité du projectile décrit ainsi une trajectoire gauche dont la projection sur le plan de tir
Fig.
est la trajectoire principale et qui se projette sur le plan horizontal suivant une courbe sinueuse dite courbe des dérivations ; la dérivation est l'ordonnée de cette courbe dont les abscisses sont les valeurs des x de la trajectoire principale.
2'' Si A; < I , la force déviatrice sera dirigée de M^ vers T^ ; la dérivation se fera en sens contraire du cas précédent. Bien que la pointe du projectile soit toujours dirigée vers la gauche du plan de projection, par exemple, la dérivation aura lieu à droite.
On a vu, au paragraphe 2, les circonstances»qui font que k est plus grand ou plus petit que Tunité. Rappelons que la valeur de k dépend tout d'abord de l'exposant n de la résistance de l'air que l'on admet ; il pourrait donc se faire, avec la loi expérimentale F(v), où l'exposant n varie beaucoup, que, sur une même trajectoire, le facteur [k — i) changeât de signe, ce qui après une dérivation dans un sens pourrait entraîner une dérivation dans l'autre, c'est-à-dire un point d'inflexion de la courbe des dérivations.
k dépend en outre de la forme de la tête du projectile, et on a vu que, pour des angles ogivaux aigus comme ceux des projectiles de la marine, k était > i, tandis qu'il pourrait devenir < i pour des projectiles se rapprochant de plus en plus de la forme des boulets cylindriques. Pour certaines formes de projectiles, on pourrait donc avoir Z; = i , en moyenne c'est-à-dire que la dérivation serait nulle,
i85. Expression de la force déviatrice. — S'il s'agit du problème pratique du calcul de la dérivation, il est évident qu'on obtiendra une valeur suftisamment
approchée de cet élément en substituant, à la courbe sinueuse de la précession, la valeur médiane tout le long de la trajectoire que le théorème du n^ 1 8 1 a permis de déterminer.
Dans l'expression de la force déviatrice
o = {k— i)8cF(i;),
on remplacera donc o par le rayon de courbure de la roulette Rp c'est-à-dire par :
g cosT X cvF
de sorte qu'on aura :
,, .a COST mlk
o = [k — i) avec x = -j,— ;
La force déviatrice, nulle au point 0., où d = oo , augmente jusqu'à un maximum tel que :
I /cosT dv , , \
f- -f- sin T = o .
En remplaçant —j- par sa valeur (175)
dv V /cE , . \
~7- = ( hSlUT ,
dz COST \ g I
on voit que le maximum a lieu pour
cF
[- 2 sin T = o .
Après le maximum, cp diminue jusqu'au point
où '^ = o.
i86. Équations différentielles du mouvement.
— Prenons, comme troisième axe, Oz horizontal, per- ])endiculaire aux deux autres et du coté où se produit la dérivation ; les équations différentielles du mouvement sur Ox et Oy ne seront pas changés (iSj) pour le mouvement du projectile oblong.
Suivant Oz, agit normalement au plan des xy la
force déviatrice co = f fc — i) — . Mais cette force
en engendre une antagoniste : soit, en effet, à Tinstant ^ actuel, r^ l'inclinaison de la ian-
~ gente à la courbe de la dérivation
relativement à Taxe Ox. La résis- Fi«, ,^j tance de Fair cF qui agit suivant
cette tangente a une composante parallèle à Oz qui est — cF sin r^ cost.
Par suite, l'équation du mouvement sur le plan xOz sera
d^z ^ . , ., .g COST —rrr = — cr sm x cos t + ( /c — i ) -^^^ .
L'angle Tj sera, par hypothèse, une très petite quantité ; on pourra remplacer le sinus par l'angle ou la tangente.
On a, dans ces conditions : dz = r^dx et par suite :
d'Z d'x , dx dr\
dt' ' dt' ' dt dt
Mais, l'équation différentielle du mouvement principal sur Ox, donne :
—f-T- = — cr cos T.
dt'
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On aura ainsi :
di dt
Mais
dx dt
on a donc :
dr\
dx dr^ .. . gr cos
V cos T ;
dt ^ ^ X u'
On peut encore, en vertu de la relation :
g cos T écrire celte équation
di ^ ' xu '
Ainsi, Tangle Tj croît quand t diminue, sans qu'on
puisse suivre sa variation jusqu'à t = etu==o
puisqu'on a supposé dans rétablissement de l'équation diÛerentielle que yj était un très petit angle.
Comme, d'autre part, l'équation de l'hodographe donne :
du = — v¥ c/t,
il viendra, pour l'équation diflerentielle
xc uvF(y) Si on suppose que cette équation soit intégrée et
qu'on ait obtenu t^ , on aura z par la relation
=±= / r^dx.
Démonstration géométrique de la formule qui donne
dr\. — Soit, au temps f, MA la
vitesse du projectile qui est égale à
. Pour avoir la vitesse au
''C COS 'f\
Fig. 142. temps t-{- dt^ on portera :
AB = — cFcosT^T et BG = -^^ ^
di;
MC est la vitesse au temps t -\-dt. Dans le triangle MBC, on a :
BC _ sinM MG ~ sin B •
A la limite
sin M = dr^ , sin B = cos r^ .
donc
dr^ [k — i)g cos t cos 'f\
dt,
cos 'f^ X VU
Mais
, V d'z i du
g cosT ' cosT cF Il viendra donc, en remplaçant cos r^ par Tunité
dr = — i!l:zJ}l—^,
' . xc uv¥{v)
Exercices. — Développer en séries les valeurs de y) et de z.
On trouve :
«oV5
' + li^^^^ sin a + 3 cFo) +---J
On voit i**Que la courbe des dérivations est tangente à l'axe des x.
•2** Que zest inversement proportionnel à la puissance 3 de la vitesse initiale.
3*^ Que le premier terme (en x-) de la courbe z ne dépend pas de la résistance de l'air cV.
187. Tir courbe à faible vitesse. Formule de la dérivation. — On sait^ que ce tir est caractérisé, en première approximation, par la constance de la vitesse horizontale u.
L'équation
s'intégrera donc immédiatement et donnera :
(fc-i) , ,
tg r. = -^^ ^ (a — t) .
D'autre part, on a, avec la même approximation :
, ul dx dz
ax= T— et, comme -7— = ts 'O
g^ cos^T dx ^
* Ch. 6, p. 446.
on écrira :
_t,'a COS T j/a
COS-T
Mais on a :
On a donc :
2=-^^ ^-^ Log (a — T)tgT
X S' L COS a ^ _
Au pom/ c/e chute ^ la dérivation totale Z„ s'obtiendra en faisant 1 = — a. Par suite on aura :
Z,^= -^ a tga = — ^ — - V„ asina
ou bien encore :
aT.
Au sommet^ on a :
Zg = -^^ — ^ l^Off sec a.
188. Tir de plein fouet. Formule du général MayeTVSki. — Dans le tir de plein fouet, on sait* que v doit être remplacé par la variable u. On a donc :
dri (Ji — i)g du
cos'vi xc u'F{u) '
* Ch. 6, p. 3 14,
M « = — / -TPrr-.
Posons, comme définition d'une fonction balistique :
'^ du
Xu) Il viendra, en remarquant .que vj = o pour ii = u^^ :
o» tg^ = ^^~/^^ (M -Mo).
D'autre part, on a :
, udu
et, par suite, comme dz = dx tg r^ :
(k — i) a r^ , V udu
c'est-à-dire
Y C"" udu r- uc/a"!
Posons :
B(«) = -j[ M-p- et D(«)=-j-pr-
Il viendra :
ou par abréviation
^= ~' [B-B.— M.(D — Dj]
Ainsi donc, le problème est résolu, pour un point quelconque de la trajectoire défini par sa vitesse restant horizontale iz, moyennant le calcul effectué, une fois pour toutes, des deux fonctions balistiques de Mayewski :
B(a) et m(u).
Au point de chute, par exemple, on aura :
Z.= ~ '^^ [B. — Bo— Mo(D. — Do)].
HC
lO Cas de F(v) = BaV^.
On a
"^ du
1 r^ du I I I
" du
^"^ ~ B^ j^ «--1 "" Bn n — 'i a--2
Par suite, en posant cB^ = 6^, il viendra
in—i Ku-''-^ «f-^
ou encore
H b'àn-^-i I I / I i_\
La dérivation z pourra s'exprimer en fonction de x en
remplaçant — par *
[l + (/l 2) «J~*6nX] n-2
ti** Développement de z en fonction de x.
Soit Tcquation
z = -^^ 1 >.' FB — Bo— Mo(D — D qu'on écrira
HC
Posons
B=Bo+x
i'^ W-^f^Vo
c?x Or
dB = — M -pr- = cMaa? ;
donc
dB -T-=cM
D'autre part,
du I M^li c
Donc
d'B dNL _ c-
On aura ainsi :
I c- B = Bo + cMoa:î+T TiT 3î-+---
et par suite
XU"è '2
* Ch. 6, p. 38o.
La courbe de la dérivation a ainsi deux points de contact à r origine avec le plan de projection. Elle lui est simplement tangente.
Comparer avec le développement du n° 186 (exercice).
Calcul par a.rcs de la dérivation. — Au
lieu de la méthode approximative du n'' i85 qui ne fait connaître la dérivation qu'en bloc et fait abstraction des sinuosités de la courbe de précession et par suite de celles delà trajectoire du centre de gravité du projectile, on pourra calculer la dérivation par l'intégration directe et de proche en proche des équations différentielles du mouvement.
On connaîtra, en effet, à chaque instant, d'après la figure du n^ 179 supposée tracée, la valeur numérique de la force déviatrice qui a pour expression :
(p = (k — i) cF sin V.
On en déduira par l'équation suivante, où tout est connu :
^ ' V COS T
la valeur de yj au bout de temps successifs, et on pourra dresser le tableau des valeurs corrélatives de T^ et de ^, ou de r, et de x.
Une deuxième intégration, dz = r^dx^ donnera, de proche en proche, les dz dont la somme constituera la trajectoire horizontale du centre de gravité du projectile.
Cette méthode est valable dans tous les cas, en particulier lorsque le calcul de la projection verticale du mouvement est fait par arcs successifs ^ .
* Ch. 6, p. 269.
I 6. — Théorie de la dérivation DE M. DE Sparre
190. Hypothèses — La formula du gonoral Mayewski donne le premier terme de la série, qui, dans le cas du tir de plein fouet\ permet de calculer la courbe moyenne de la dérivation ; elle fait abstraction dos sinuosités de la courbe de la précession qu'elle remplace par une courbe médiane ainsi qu'on l'a vu ( 1 8 ï ) .
M. de Sparre a fait connaître, pour le cas d\me résistance monôme, une méthode très élégante qui permet d'obtenir une deuxième approximation de la solution; nous nous proposons d'en faire connaître ici le principe en le généralisant et en l'étendant au cas d'une fonction F(u) de la résistance quelconque.
Rappelons que : la force déviatricc dirigée de T^ vers M, (fig. i43) a pour expression [k — i) 5cF(i)). Elle se décomposée en deux, l'une perpendiculaire au plan de projection et ayant pour expression :
(fc — i) ocF(v) sinv
Fig. 141.
l'autre située dans le plan de projection ayant pour expression :
[k — i) ocP{v) cosv.
La première produit la dérivation ; la seconde modifie légèrement le mouvement principal dans le plan do projection.
La théorie du général Mayewski suppose, dans Tex-
pression de la force déviatrice, que v est, en moyenne^
égale à — ; la théorie de M. de Sparre se propose de
donner une évaluation plus précise de la quantité 5 sin v dont on cherchera le développement en série.
Étude de la roulette de précession
1^ Intégrale de F angle 4* de précession. — Dans le cas du tir de plein fouet, la formule (173. V) qui fait connaître la rotation 4* due à la précession, s'écrira :
c/i = — xc/u «
puisque cos t doit être pris égal à l'unité et s'intégrera par la formule :
A est l'angle dont a tourné la roulette de précession pour venir de l'origine M^, au point T actuellement considéré ; on voit que cet angle est proportionnel à la perte de vitesse horizontale du projectile.
D'autre part, le rayon de courbure Rp'de la roulette de précession a, au point u, la valeur (175) *.
en posant ^{u) = — r=T .
2° Développée de la roulette. — Cherchons l'expression du rayon de courbure Rp, de la développée de la roulette de précession au point u.
TI étant le rayon de courbure Rp en T,
TV étant le rayon de courbure Rp -\- c?Rp en T', ^^ point voisin de T,
d^ Tangle qui délimite le segment
on a, par définition :
Fig. 144*. ^*~""rfjr'
.ce. qui, en introduisant la valeur
c/A = — X rfu donne :
Rp
du X c
On aura donc ainsi
rfRi
X du
Mais i;;k=ij. $'(„).
Rp. = -f -A- "!>'(«)•
Mais, on peut répéter sur la développée de la roulette le même raisonnement : on aura pour la développée du 2® ordre :
*^'''~ d^ ^ du ^ c x' ^ ^
En répétant le même raisonnement de proche en proche, on obtiendra le tableau suivant :
* Erratum à la figure l^. Au liôù de T, lire T'.
Rp. = (-')'?-ïVr<ï'"'(«) =1 :i^.("+i) (n+a)...
(^ï+OT^rrrrr
On a porté dans la colonne de droite les valeurs correspondantes à rhypothèse F(y) = Bij)^ avec cB^ = fc^.
On voit que, dans cette hypothèse, l'expression de Rpi est la suivante :
I (n-h i) (ai+2) (n + O ^
r\p, — — j ï lip
en fonction du rayon de courbure Rp de la roulette.
3* Convergence de la série des Rp. — Prenons le premier rayon de courbure, / = i ; on aura :
Comme u va constamment en diminuant sur la trajectoire, Rpj va constamment en augmentant ; donc la développée est une spirale dont les spires s'enveloppent successivement comme celles de la roulette de précession. 11 en est de même de tous les autres rayons de courbure Rp^ . . . , Rpi .
On peut écrire aussi :
Rpi = Rp
Mais, dans l'application aux projectiles de l'artillerie
le facteur — — est numériquement petit (de
Tordre de i / 1 o pour les cas pratiques de Tartillerie) .
Donc, la développée de la roulette de précession (tir de plein de fouet) est beaucoup plus petite que la roulette elle-même et est inscrite dans un cercle de rayon très restreint autour du centre de courbure de Torigine.
Or, d'après la formule de récurrence :
_ (n+i) (/1+2) jn + i)
l\p. — — ^^^^ ... lAp,
' xu xu xu
pour avoir Rpj il faudra faire le produit de facteurs de
la forme ; ils vont en ausrmentant avec le
""^ . n-hi nombre n ; mais, tant que sera une véritable
'■ xa
fraction, c'est-à-dire tant que sera plus petit que
l'unité, les rayons de courbure Rpj successifs iront en diminuant. '
A la vérité, pour / sufTisamment grand, Rpj augmentera et la série ne sera pas convergente à proprement parler; elle est du genre des séries semi-convergentes, où le's premiers termes vont en décroissant. Elles jouissent alors, dans cette première région, de toutes les propriétés des séries convergentes.
192. Calcul de la force déviatrice- — i° Calcul de ô sinv et 8 cos v. — Bornons -nous donc aux premiers termes de la série et supposons, par exemple, que Rp^ soit négligeable.
Soient tracés, sur la figure, les rayons de courbure de Torigine correspondant aux développées successives R^^,
Ro, Ri\ Ri" et les rayons de courbure après la précession ^^ c'est-àdire Rp, Rp,, Rp2, Rp3, ainsi que le& portions de la roulette et de ses développées.
On aura M»M = 2
Fig. 145.
angle NMM^ = v ; angle TNM = à.
L'ensemble des droites de la figure forme un contour fermé.
à) Projetons le contour sur le rayon Rp. On aura :
5 sin V + (Ro — Ro.-O cos 4; + (R; — Ri''+...) sin A
— Rp — |- Rp — ••• = o d'où on déduit :
osinv=Rp — Rp2+... — (R^— Ry'+...) sin^
— (R/— R;'...)cos^
Remplaçant les R cl les R^^ par leurs valeurs, ainsi que ^ par i^[Uq — w), il viendra :
sinv
llq>(^a)—S-}-<^^'(u)..,
cx^
sin[K(u^ — u)]
9_ ex
cos [x (Uq — u)]
OU encore, en développant les sinus et cosinus :
6 sin V = -^ — ^ fa) — -^ — ^" (u) +■ ex > ^ ex ^ '
+ SîBq sin xu + 9So cos xtt en posant :
cos Xtt^.
6) Projetons maintenant le même contour sur la tangente MN.
On aura :
5cosv~(R,— R;'...)sin^ + (R;— R7...)cos'} + Rp3— Rp=o
d'où :
ocosv=Rp, — Rp3...+(Ro— R;...>ii^^— W— I^i"-Ocos+.
En opérant comme ci-dessus, on obtiendra la for- " mule :
-I- ^Q sin xa + ^^ cos xu
ex" ' ' c x^
Dans ces formules :
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193. Fannnle de la dérivation- — On a donc>, dans ces formules, exprimé osinv en fonction de la seule variable a, vitesse horizontale ; et S sin v connu, on a Texpression de Taccélération de la force dévia trice, qui agit normalement au plan de projection par la formule
îp = (^k r) cF 5 sin V.
1° On a d'abord :
On aura alors, pour la force dévia trice :
!p.=: ( A — I ''■ cF («) 5 sin V •
+ dVû^ [k — I ) c F(u) sin ku ?5(, (A — r) c F(ii) cos xu.
2° On raisonnera alors comme au n^ 1 86 pour rétablissement des équations différentielles. Ecrivant à cet effet (tir de plein fouet) :
^= — ctsmr,H-cp
on prendra comme variable y^, et on établira les équations :
dr^ y dr\ <p
dt u ck a
pois, remplaçant d-: par — -.= , d'après Téquation de rhodograpKe, il viendra :
, I du
dr. = ?-^-
c * uh
Si on met à la place de A sa valeur trouvée précédemment, il viendra :
i_ j _9 J_du _g I aF(iiF^+2F0— o.(^F+F)^
k — i '^''^—n c u'F iê 7 i?F^ +•*•
4- cïïBn — sin xu + %„ — cos xu y On obtiendra r, par des quadratures :
+ (97So/ — sinxu + 9Sy| — cosxu
Le premier terme donne le terme principal de la série.
C'est le terme conservé par le général Mayewski et qui est représenté par l'intégrale M (w) ,* les autres termes sont des termes secondaires qui sont de deux sortes : les uns, en nombre très grand, conservent toujours le même signe, les autres sont périodiques. Ceux-ci introduisent, par l'intégration, deux nouvelles fonctions balistiques
cos xu
I — sinxu et / — Ji: U JiT u
Une fois l'inclinaison yi connue, on en déduira la
dérivalion z au point u par rintégration de la formule
ndu
p ndix
qui introduira de nouvelles fonctions balistiques parmi lesquelles la fonction b(u) de Mayewski représentera le terme principal.
4° Le problème de la dérivation dans le cas du lir de plein fouet est ainsi résolu complètement, dans le cas général d'une résistance de l'air quelconque ; la solution s'en présente sous la forme de séries de fonctions balistiques et le terme principal correspond à la formule du général Mayewski.
193 bis. Correction du terme principal- — Cherchons maintenant l'influence de la composante 8 cos v qui produit une perturbation secondaire sur la trajectoire du problème balistique principal.
Pour ne pas compliquer les calculs, nous réduirons S cosv à son premier terme qui est Rp^, en négligeant les rayons de courbure d'ordre plus élevé et les termes périodiques. Rp^ est déjà petit par rapport à Rp qui produit la dérivation.
On peut donc afîirmer a priori que Ja correction dont devra être affecté le mouvement principal sera très petite.
On a alors :
cos v== — — -ô 4>Yu)
ou bien :
OS
li'Y
Cette force agit perpendiculairement à la tangente à la trajectoire, vers la concavité de cette courbe. D'après les hypothèses du tir du plein fouet (t petit), sa composante suivant l'axe des x sera nulle, et elle se pro- p.' ^ jettera en vraie grandeur suivant la verticale. Les équations différentielles du mouvement seront donc :
^{ = -cFsm.-(^ + (A-i)i^— ^)
Rien ne sera donc changé que la gravité, de sorte que les transformations ordinaires s'appliquant (76.2^), on arrivera aux équations différentielles suivantes :
Jl^—9(,,(k-,)^^'^El±I\^. dx~--—'
dt=—-:—2-'^ ^r=— T^g
^cosH' g ^ cos"^T
dont la première seule contient un terme correctif.
L'intégration de ces équations est très simple par Tintroduction de quelques fonctions balistiques nouvelles, telles que :
/-«uF'+F , /^"aF + F , /''^uF + F,
194. Démonstration analyticpie. — On peut arriver, par Tanalyse, aux formules établies précédemment par voie géométrique. Voici comment peuvent être conduits les
calculs.
i^ Etablissement des équations différen-
^ tielles. — On sait (179) que la courbe de
^ ^'Ç précession, lieu du point M, résulte d'un
double mouvement : 1** rotation de M^
autour de Ti avec la vitesse de précession
bp = X cF{y) ; a° déplacement de Tj sur
le grand cercle vertical de la sphère avec une vitesse
linéaire
il— _ dt ~~
Posons
8^ = 8 sin V et 8^ = 8 cos v.
Pendant le temps dt, le point Mi vient en MiM/ tournant autour de Ti d*un arc MiMi' = h^c¥ dt.
En projetant sur 8j, on aura
g cos
et par suite Mais
d^i = M,M( cos V rfSjL = x8 cos V cYdt
dt = ^
cosx
dz = —
du
cF cos T
Donc
dài = — X82
du
COST
Pour avoir d^i, on projettera sur le grand cercle T :
J82 = TiT{ — MiMJ sin v = — d- — x8 sin v cFdt
= — d'z — xSicFdZ ou
a du ^ du
d82 = — 4 t:ï^ + «Si
c vF
cosx
Telles sont, dans le cas général d'une trajectoire quelconque, les valeurs de d^i et de d^z-
Dans le cas du tir de plein fouet, ces équations se réduisent aux suivantes
du ^ c uF '
•2** Intégration des équations. — a) Pour intégrer ces équations, on considérera d'abord le système sans second membre.
De la seconde, on tirera :
Kl du ^ du X du^
et, par suite, en combinant avec la première
Multipliant par 2 -r- et intégrant, on aura
a étant une constante.
On en tire
= xdu
d'où, en intégrant une seconde fois
arc sm — == xu -+- « a
a' étant une nouvelle constante.
On a donc
82 = a sin (xu + a')
ou, en développant le sinus.
82 = 6 sin x« 4" b' cos xu
6 et b' étant deux constantes arbitraires.
On trouvera ensuite, en portant 82 dans l'équation
la formule
8| = 6 cos KM — b' sin uu
P) Regardons maintenant 6 et 6' comme deux fonctions de u, indéterminées, que nous choisirons de manière que les équations avec second membre soient satisfaites. On aura
^5, . , . ^, , db dy .
—7— = — 6x sin xu — 6 X cos x« +— j- cos x« 7— sm x«
du du du
dh, db . db'
—j — = ox cos x« — 6 X sin xw + -r— sin xiz + —. — cos xu du * du du
On aura donc :
db db' .
cos xu ; — sm x« = o
du du
db . db' ' q
sm xw + — 1 — cos XH = —
du ^ du . c u¥
On en déduit :
db g i ,
sin xu
of« c u¥
db' q I
—7 — = — -^ — i=; cos xw au c ur
Donc , , q r'^sïiiKU , ,, ,, <7 r^ cosxu
On aura ainsi :
s s • I. 9 f^sinxu ô , = sm V = On cos x« — -^ cos xu i j^ — au
— 6o sin xtt + — sin xiz 1
*" cosxu
sï s; ï. • 5^ • f ^ sin xh
ô., = cos V = 6o sm xu — -^ sin x« I — ^r- au
n f*^ COS XK + ^0 ^^^ X« -j- COS X« I rr- C?«
Ce sont là les valeurs générales de 8 sin v et de 5 cos v qui sont exprimées en fonction de la variable w et qui sont valables même dans le cas d'un écart -angulaire initial défini par les valeurs arbitraires 6o,6J: elles sont ainsi plus générales que les formules obtenues au n° 192:
1 95. Formule générale et complète de la dérivation dans le tir de plein fouet. — En portant la valeur de 8 sin v dans l'expression de la force déviatrice
cp = (/c — i) cF 8 sin v
cette force s'exprimera en fonction de l'a variable u ; en raisonnant comme au n^ 186 on pourra établir les équations différentielles du mouvement, déterminer yj qui sera aussi une fonction de «, puis z par de nouvelles quadratures.
On introduira ainsi des intégrales doubles dans r\ et triples dans z, de sorte que la formule générale qu'on obtient ainsi, très facile à écrire, mais très ardue à mettre en table numérique, n'offre d'intérêt que parce qu'elle contient, dans sa simplicité symbolique, la solution complète du problème de la dérivation dans le cas du tir de plein fouet, et qu'elle permet de résumer, en une forme simple, la série des raisonnements faits pour parvenir à la réduction du problème aux quadratures.
Au point de vue des applications pratiques, cette formule trop générale ne peut être d'aucune utilité et on est amené
à lui substituer le développement en série obtenu directement par la méthode géométrique du n*^ 192.
Exercice, — Montrer qu'on peut passer des formules générales qui donnent 81 et 82 aux formules du n*^ 192. Il suffît de faire des intégrations successives, par parties, des intégrales.
196. Les termes correctifs du mouvement principal. — Pour achever complètement la solution du problème balistique dans le cas du tir de plein fouet et donner l'expression de tous les termes secondaires qu'introduit la dérivation, il nous faut '^p y y t revenir à l'étude de la résistance
oblique (iSj).
Appelons cF(v) l'accélération Fig. 148. tangentielle de la résistance de
l'air, c'est-à-dire celle qu'on mesure lorsque l'axe du projectile est rigoureusement en coïncidence avec la tangente à la trajectoire.
1° La résistance oblique^ pour un écart 8 entre l'axe et la tangente, qui a été désignée par R, est plus grande que cF(i'). On a dit, au | 2, comment il serait possible de la calculer, si on admettait l'exactitude sufiB:sante des hypothèses faites à cette occasion.
En tout cas, on pourra, en général, représenter R par la fonction :
Yiy) [c cos S -f- c' 'sin^ 2]
où c' serait, relativement à la surface latérale du projectile, nn coefficient balistique analogue à c pour la surface transversale. Le sinus est au carré à cause de la symétrie nécessaire de F(u) pour ± S, et d'après les calculs sommaires effectués au § 2.
2^ D'autre part, la force R'' a pour composante, suivant la tangente :
R'/ cos.(S^ — 2) = R'- cos (k — i)S.
Par suite, l'expression de la force tangentielle sera :
F(î;) [c cos s + c' sin^ 8] cos (k — 1)0 qui s'écrira :
ou bien :
On remplacera alors, dans cette formule, l'écart o par le rayon de courbure de la roulette, sa valeur médiane, qui a pour expression, dans le tir de plein fouet :
X cuF *
On aura donc, pour l'expression de la résistance
c- lï'F'
en posant :
On aura, pour l'équation de Thodographe :
COS^T
g du c ttF
c' li'V
•il?2
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«t pour les autres équations du mouvement :
du / Xi
dt
I da / "" ~ T "F \
dx =
I udu / X
V à u^FV
, I udu ( X I \
L'intégration se fera très aisément, en introduisant de nouvelles fonctions balistiques telles que :
r^" du r^ du /•" du
Jv "[Fp ' ./u n^' X '^' ^^'
Le problème peut donc être considéré comme entièrement résolu.
3*^ Il existe enfin un troisième terme secondaire produit par la composante 8 cos v dont nous avons donné l'expression (igS bis).
t ^. — La trajectoire gauche du projectile da:ns le voisinage de la bouche
197. Hypothèses. — De même que dans Tétude du problème balistique principal, on a rencontré, comme cas-limite, le mouvement reciiligne horizontal et que cette hypothèse simple s'applique avec une exactitude très suffisante dans le voisinage du sommet de la trajectoire (t =0), de même, le problème de la dérivation d'un projectile oblong admet comme cas-limite, dans les mêmes conditions, Tétude du mouvement sur une
Irajectoire sensiblement rectiligne, d'un projectile soustrait à Faction de la pesanteur (composante de g négligeable dans la" direction du mouvement) ,
Cette hypothèse, d'autant mieux réalisée — ou vérifiée sur une étendue d'autant plus grande — que la vitesse initiale sera plus considérable, entraîne une conséquence importante : c'est que le rayon de courbure de la courbe roulante de précession donné (175) pour 7 = 0, par la formule :
gCb ^ g
mlkcv¥{v) xcvF(y)
sera, très souvent, extrêmement petit.
Avec les projectiles ordinaires de l'artillerie navale, pour des vitesses usuelles de 800 mètres par exemple, ce rayon de courbure ne dépasse pas quelques minutes . Or, on sait que l'écart 8 de Taxe et de la tangente ne dépasse pas le double de ce rayon (179).
On aura donc, souvent, le droit de négliger Yécart 5, normal^ dû aux lois mêmes de la rotation du corps solide devant ï écart accidentel 5^, dont Tordre de grandeur atteint souvent plusieurs degrés, et qui est produit par le départ défectueux du projectile lorsqu'il quitte la bouche de la pièce, sous l'influence d'actions perturbatrices très variées dont l'étude est du dortiaine de la Balistique Expérimentale.
Dans la suite du mouvement, à l'écart accidentel 8^^, se superposera l'écart normal S, dont les variations ont été étudiées précédemment dans la discussion de la courbe de précession ( 1 79) .
Mais, dans le problème actuel, qui répond ainsi qu il vient d'être dit à des réalités pratiques et qui s'appli-
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quera en parliculierà létude de la trajectoire à sa sot^ tie du canon, OD admettra donc que le mouvement principal du centre de gravité est recUHgne et horizontal^ et que Cangle de Caxe du projectile de la direction du mouvement principal est, à l'origine des temps, égal à 5„, Nous nous proposons de faire l'étude des perturbations (jui viendront alTecler la trajectoire rectiligne du mouvement principal,
198. Constance de l'angle 0^. — L'axe du projectile tournera autour de l'horizontale, direction de la trajectoire, avec une vitesse de précession bp donnée par la formule (172)
bp := Kcrfi'), en posant x :=— ^.
D'ailleurs, il en sera ici exactement comme dans le cas de la toupie (i36). Le couple peiturbaleur étant situé dans le plan de la résistance, c'est-à-dire son axe étant perpendiculaire au plan de l'axe du projectile et de la tangente, qui conlient l'axe du couple acquis, l'angle de l'axe et de la tangente restera constant. La seule dilTérence entre le mouvement de la toupie et celui du l)rojectile sera donc que la vitesse avec laquelle l'axe décrit son cùne de révolution et qui est égale (134) *u couple perturbateur, ne sera plus constante,
■ 99. Loi du mouvement conique de l'axe du projectile. — Soit, sur un plan vertical perpendiculaire à la trajectoire principale, ûla trace, de cette droite. Soient ÛM„ la direction initiale de l'axe du projectile que nous supposerons dans le plan vertical au moment
choisi pour origine des temps, et QM la direction actuelle de Taxe, au temps t.
bp étant la vitesse angulaire de rotation du point M, Tare ^ = MjjM, augmentera pendant le temps dt de bp dt. On a
donc :
d'i = hpdt.
Remplaçant bp par sa valeur, il viendra :
dà = xcF(v) dt.
Mais, Téquation du mouvement rectiligne sur la trajectoire donne :
, I dv
Par suite :
d^ = — xrfy,
c'est-à-dire, en intégrant
d'où les théorèmes suivants :
a) Varc décrit est proportionnel à la perte de vitesse du projectile depuis l origine (Vo) .
b) Vaxe du projectile aura fait un tour complet quand la vitesse v sera devenue :
c) Varc total que taxe aura décrit quand la vitesse v sera devenue nulle ^ est égal à 4* = ^^q-
Mouvement du centre de gravité- — On
sait (157) que la force déviatrice est située dans le
plan de résistance et dirigée, au temps /, suivant QM perpendiculairement à la trajectoire principale ; elle a pour expression :
en posant :
Ses projections ont pour valeur :
Sur le plan des xz : cp cos (Miî^^) = \t,^cY sin x (V^ — v) — xy : (D sin (MQ j) = ]x^cF cos x (W^ — v)
i"^ Projection horizontale (xz). — Soit I la position actuelle du cenlre de gravité dont les coordonnées sont :
^ = QF = P-Pq
z = ir.
Désignons par r,j Tangle delà courbe, lieu de I, avec Taxe des x.
Deux forces agissent au point I, perpendiculairement à Taxe des x : i° la composante de la force déviairice^ c'està-dire
;j./F sinx;;V, — u),
9.^ la composante de la résistance tan- YW, ,.5o. gentielle cF, dont la valeur est cF sin r,^
ou, dans Thypo thèse actuelle 'r\^cY .
Sur la figure, le point M étant supposé entre o et - et r,2 étant supposé positif, les deux forces agissent en sens inverse, et on a :
dt
T = \i.,c¥ sin x(Vo — v)— r,,cF,
Mais, par définition,
dz == 7)^ dx d'où on déduit :
dh d^x dy\j, dx
ir^'^''dF'^ir~dt'
Comme on a, dans le mouvement reclilignc :
dt'
d'z il viendra, en identifiant les deux valeurs de -r-j- l'équa- , • ut
tion :
^ , dx , dv nemplaçant -y- par v et dt par û" ? ^^ ^^^^ •
dri, = — [X, — sinx (V, — v)
équation très simple qu'il va être facile d'intégrer. Développant, à cet efTet, le sinus et posant
xy = p, on aura :
c/r„=— 5x,sin(po — p)-r- •
P dp . dp
= — [i-o smpj, cosp — ^ + [x^^cos p^sm p — ^
de sorte qu'il viendra, en intégrant :
-/;, . /•? dp , /"p . dp
— = — smpo / cos p — i- + cos P(, I sinp— ^,
[^0 */Po p «/Ço ?
sans constante, parce qu'à Toriglne du mouvement, Tangle yj^ est nul, aucune vitesse perpendiculaire à la trajectoire n'étant supposée imprimée au centre de gravité.
On peut remarquer qu'on arrive à ces mêmes formules, en partant de la valeur de 5 sin v trouvée au n® 194, en supposant nulles, en moyenne, les intégrales qui figurent dans le second membre, et en posant
i^û siï^ ?o = — K et [X, cos p, = — b\.
2^ Projection verticale (xy) . — La composante de la force déviatrice sur le plan xy est [jl/F cos x(Vo — v) et la composante de la résistance tangentielle */jycF.
On aura donc (i®*^ quadrant, 7)^. positif).
-^ = ft^^F cos X (V, — v) — TlyCF.
équation qui, par une transformation tout à fait semblable à celle effectuée pour la projection horizontale, conduira à Téquation :
rfyiy = — [X,COs(p,— p)^
= — [jLq cos Pq cos p -^ — uLq sm p^ sm p -^
d'où l'intégrale :
71v n dp . A . dp —^ = — cos pp / cos p — ^ sm Pp / sm p — ^ .
i^ Intégrale des inclinaisons. — La solution du problème introduit donc deux intégrales :
do r rfp
cos p '
dont on peut calculer une table numérique :
Posons :
p = / sm p — ^ et 1= / cos p — ^
on pourra mettre les inclinaisons sous la forme :
= — sin p, (P — IS) + cos p, (P — 15)
J^iL = _ cos p, (P - IS) - sin p, (P - 15).
Les inclinaisons Yj^ et T,y sont, ainsi qu'on le voit, indépendantes de la résistance de Tair et du coefficient balistique.
20I. Trajectoire du centre de gravité. — On
peut poursuivre la solution, et passer des inclinaisons t) aux coordonnées z et y au moyen des relations :
, , vdv
dz = r.^dx = — 71, -^
j j vdv
dy = 'f\^dx = — -Oy-^
Pour pouvoir introduire la variable p, supposons Y(v) = B^u", et posons cB„ = 6^ ; il viendra :
On aura ainsi :
z /•? /*? do r^ /*? rfo
°6n— =sinpQ / p*~°rfp / cosp-^ — cospo / p*""G?p / sinp-^
Po / P^~°^? / cosp-^+sinp, / p*~°Gfp / sinp-2
c/po ,/ço p t/p» t/po p
Le problème est ainsi résolu, moyennant la connaissance de deux intégrales doubles de la variable p =xv.
Discussion du mouvement. — i"" Les
seconds membres des équations qui donnent r^ ou y et z ne contiennent que la variable p dans laquelle entre la
constante x = ^j ; ce coefficient x caractérise le
KjO
projectile au point de vue de sa rotation dans lair.
L'angle constant o^ de l'axe et de la tangente n'entre que dans le coefficient [jl^ =[k — ijo^.
On voit que, pour un même projectile (x constant)^ les trajectoires gauches qu^ il peut décrire ont des ordonnées y et z proportionnelles à V écart constant 5^.
2^ Projection horizontale . Points d' inflexion, — A Fori-
gine, Oi = G. Formons -j^ qui a pour expression :
dr cF
dx '' v'
Yj^ croîtra tant que le sinus restera positif, c'est-à-dire jusqu'à la valeur x(Vq — u) = tt où le sinus s'annule.
A ce moment, tj^ passe par un maximum ; il décroît ensuite jusqu'à la valeur x(V^, — y) = 2 tt qui annule le sinus et où yj^ présente un minimum^ et ainsi de suite.
Aux maxima et minima de la courbe des (z, r\^ correspondent pour la projection horizontale (2, x) de la trajectoire des points d* inflexion.
Deux points d'inflexion d'ordre p et p -\- i sont séparés par un intervalle tel que de F un à F autre la
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perte de vitesse du projectile satisfasse à l'équation :
Comme, pour une même perte — de la vitesse, les
parcours x des projectiles sont d'autant plus grands que la vitesse initiale v^ est plus faible, les points d^inflexion s'espaceront de plus en plus, à mesure que le projectile avancera, en perdant sa vitesse.
3° Maxima et minima de la projection [zx) . — Nous voulons démontrer maintenant qu'entre deux points d'inflexion de la courbe {zx)^ existe une valeur annulant Tj2 c'est-à-dire rendant la trajectoire parallèle à l'axe des X,
En d'autres termes, il s'agit de démontrer que la trajectoire aura la forme II et non la forme I.
A cet effet, étudions les intégrales :
= / sin p — ^ et ï"" = /
qui sont les aires hachées entre l'axe des p et les courbes L et L_ dans les deux fisrures ci-dessous.
On trouve la discussion de ces intégrales (qui appartiennent à la même famille que les intégrales de Fresnel) ou, tout au moins, de la première, dans les Traités d'analyse * ,
* BoussiNESQ, t. II, Compléments, p. ii8; Humbert, t. I, p. 3o6.
Fig.
cosp
cfp
Elles se composent d'un nombre infini de boucles successives, de base égale à k et de hauteur décroissante
Fig. i52.
à mesure que p croît. Les intégrales définies telles que
sont développables en séries convergentes à termes
alternativement positifs et négatifs et on démontre même que Tune d'elles
1= / sm — ^
a une valeur égale à
iw
Ceci posé, prenons un intervalle égal à tt et supposons, pour fixer les idées et simplifier les raisonnements, que Pq soit égal à [ip + i) -^ de sorte que cos 0^ est nul. Alors r\^ sera donné par la formule simple :
— = — sin o„ /
/• t/Po
cos p
Je dis que de A. en B, dans Tinter valle tc, Tintégrale a changé de signe.
Elle est d'abord positive jusqu'en C, puis à partir de G une partie négative s'y introduit ; mais, d'après ce qui a été dit, les boucles vont en grandissant vers Torigine.
nx
(ntrpc (n-tz)x
Fig. i53.
(ntSJX
Donc la demi-boucle CB sera plus grande que la demiboucle CA et par suite Y intégrale sera devenue négative en B.
Ainsi yIj s'annulera en M avant d'arriver au milieu B de la boucle DC ; on démontrerait de la même façon qu'il s'annulerait en M entre D et E, mais, relativement un peu plus près de E que de D, et ainsi de suite. Cette espèce de balancement des points où vj^ s'annule donnera naissance sur la courbe (zx) à des maxima et minima groupés par deux.
5** Forme de la projection horizontale. — En partant du point 0, la courbe est tangente à l'axe des x ; l'inclinaison Tj2 est positive et croît. Les deux forces qui agissent sur le projectile (200,1°) sont opposées. En ap
après une perte de vitesse — se trouve le premier point
d'inflexion et en m^ le premier maximum.
YI2 change alors de signe ; les deux forces deviennent
toutes les deux de même sens et tendent à rapprocher le centre de gravité de la tangente rectiligne Ox.
Suivant la grandeur actuelle de la somme des forces relativement à leur différence antérieure, et suivant la
durée de leur action qui dépend de la valeur p à Torigine, deux cas pourront se présenter auxquels correspondent les deux figures ci- dessus. Dans Tune la trajectoire revient couper l'axe des x ; dans Tautre, elle reste constamment du môme côté. En vertu de l'alternance des forces et de la décroissance régulière de la vitesse, il se trouvera en général que le projectile passera tantôt d'un côté, tantôt de l'autre du plan de projection, et que par suite le cas de la figure I sera le plus ordinaire.
6° Projection verticale.
On a :
Fig. 154.
c?7)y cF
cosx(Vq — v).
La discussion et la forme de la courbe sont les mêmes que dans le cas précédent; mais les points d'inflexion correspondent aux valeurs qui annulent le cosinus, c'est-à-dire aux arcs.
TU
*^(Vo — ^) = (2/^ + l) — .
Ils correspondent à une perte de vitesse
Vq — v=[im-\- \) — ,
2o3. Figuration du mouvement- — La discussion précédente permet de représenter, à la façon de la géométrie descriptive sur trois plans perpendiculaires, les
^?Oi.:.
I^K^Forme
Fig. i55*.
2 ^ Forme
projections de la trajectoire gauche du centre de gravité du projectile.
* Erratum à la figure 155. Au lieu de ^ lire partout X.
On rappelle qu'on a pris (199) pour plan vertical {xy)^ le plan qui, à Torigine des temps, pour une vitesse initiale appelée V^, contient Taxe du projectile et la trajectoire horizontale.
Les deux projections présentent des singularités (maxima et points d'inflexion) qui ne se retrouvent évidemment pas sur la trajectoire elle-même. Celle-ci est une sorte d'hélice dont la projection, pour un observateur placé derrière Tarme, est figurée en haut des figures et qui serpente (fig. 2), autour de 1 horizontale.
204 Conséquences de cette théorie. — Si on ne veut pas pousser la théorie jusqu'aux applications que les formules établies rendent possibles, mais qui exigeraient le calcul numérique préalable de quelques intégrales, la discussion précédente permet cependant . d'interpréter dans tous leurs détails les
s. expériences de tir au panneau.
^^v i^ Ainsi, on saura que la distance
I ) ) ] à l'axe des x des courbes relevées
w^ expérimentalement sert de mesure à
^ l'angle S^, d'écart initial entre l'axe
„. ^ et la tangente. Ces courbes passent
toutes par les mêmes points de Taxe des X (fig. i56).
2" Ces courbes ont une certaine périodicité dans leurs formes et l'intervalle de deux points d'inflexion p et p -\- I correspond à une perte de vitesse fixe :
JV — »'p+i = 7
3° Cet intervalle, qu'on peut déterminer expérimen
talement, permet le calcul de la constante k = -^ —
qui figure dans la théorie de la dérivation.
4^ On voit que les empreintes d'un projectile oblong sur les panneaux seront ou parfaitement circulaires, s'il arrive que les maxima ou minima des deux projections coïncident ou au contraire avalisés dans un sens ou dans l'autre lorsqu'on passera aux points d'inflexion des courbes. C'est ce que représente la figure 1 55 ( i ^® forme) (ovalisation systématiquement très exagérée).
5** La théorie explique très simplement ainsi le mélange d'empreintes ovales et circulaires que Ton relève sur les panneaux. Malgré les incidences diverses sous lesquelles le projectile rencontre les panneaux parallèles, il se présente toujours à l'air dans les mêmes conditions, le long de la trajectoire sinueuse qu'il décrit, et son axe fait avec la tangente l'angle constaat ù^.
I 8. NUTATION
2o5. Seconde approximation du mouvement.
— La courbe de précession (179) trouvée dans le I 4^ 6st la trace, sur la sphère, en première approximation, de l'axe du projectile. Mais, quand on veut pousser à la seconde approximation, on doit considérer ce lieu comme celui de la trace, sur la surface sphérique , de l'axe M du couple acquis.
Rappelons comment on pourra dé- Fig. 157.
du ire, de cette courbe M, la courbe réelle décrite par l'extrémité A de l'axe de figure.
La vitesse instantanée de A autour de l'axe instantané
de rotation I est (o ; elle équivaut à une rotation instantanée bjî autour de M, telle que :
bN AI
to
AM
on aura :
bN
Mais, d'autre part, la vitesse a> instantanée autour de I est la résultante de la vitesse de rotation b autour de V et de la vitesse de précession bp. Celle-ci étant considérée comme infiniment petite relativement à la première, on la négligera et on écrira par suite :
C est le moment d'inertie autour de Taxe de révolution et B le moment d'inertie autour d'un axe équatorial ;
C et B étant deux nombres du même ordre de grandeur, il en est de même des deux vitesses b de rotation, autour de Taxe de figure, bx de nutation autour du point M. Mais, comme B est toujours > C on aura cependant toujours h^ < h-
206. Roulette de nutation. — Pendant que le point M décrit la courbe de précession, le point A tourne autour de M d'un mouvement dont la vitesse est bN- Quel va être le lieu du point A ?
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Fig. i58.
On introduira ici la considération d'une seconde courbe N dit roulette de la nutation qui aura pour base la courbe M de- la précession tracée sur la sphère.
Imaginons que le point P fasse partie d'un système invariable tracé dans le j»
plan de la figure et participant au mouvement de la roulette N ; le point K est actuellement en coïncidence avec le point K correspondant de la base M.
Les points i', 2'...
viendront ensuite en coïncidence avec i , 2 ... ; TT' est le grand cercle des tangentes, base de la roulette M.
Soient C^ le centre de courbure de la roulette de nutation N et Cp le centre de courbure de la roulette de précession M.
L'angle en I des deux normales (2, T^) et (2', Cn) est égal à bN-rf/, puisque ces deux normales viendront en coïncidence au temps dt.
On aura donc :
dz = hsdi — dv.
D'autre part, l'arc (K, 2') est égal à l'arc (K, 2) qui est égal à hpodt.
Le rayon de courbure C^K = Rj^ de la roulette de la nulation, qui est défini par l'égalité :
Rjjrfe = bporf/
sera donc donné par la formule :
bp
bN —
Mais, la vitesse angulaire -7- est une très petite quantité relativement à la vitesse b^ qui est de Tordre de grandeur de la vitesse de rotation du projectile ; de plus
-jp change de signe à chaque ondulation de la courbe M.
On peut donc écrire simplement :
bp
Rn = 8
bN
Remplaçant bp et b^ par leurs valeurs, il viendra :
Rv = 3
mlkcYjv) B^^^^^B^
Cb
Fii
Ainsi donc, le rayon de courbure de la roulette de nutation Rj^ est inversement proportionnel au carré de la vitesse de rotation du projectile autour de son axe et il renferme 8 au numérateur. Donc R^ sera, en général, un très petit nombre.
Maximum de B^, — Dans la formule :
Rn = >«S cF ^
si on remplace par sa valeur maximum qui a été trouvée précédemment, (182):
>«CU^Fm
et F par sa valeur maximum Fy, on trouve :
(^NJmax ^
Xl^mFm G
V écart de la courbe de natation et de la courbe de précession sera plus petit que le double de ce rayon de courbure maximum.
Ce théorème permettra d'étudier la stabilité du projectile au point de vue de la nutalion.
Variations du rayon de courbure Rn
Le rayon de courbure R^- de la roulette de nutation, dont l'expression est :
Rv =- K
LN
^ ScF
Ab
variera sous l'influence des deux facteurs variables S et cF.
Considérons la courbe de précession dans sa première partie épicycloïdalc ( 1 79; avant d'arriver au rayon de courbure maximum de la roulette. L'écart passe par des minima i, 3... et des maxima 2 , 4 • • <> sommets de la courbe de précession. D'autre part, le facteur cF va constamment en diminuant.
Donc le produit cF commencera à diminuer un peu avant chaque maximum de et il diminuera encore un peu après chaque minimum de 0.
Donc, les maxima de ^^ seront en des points tels que m^, m,^..., les minima en des points tels que m[, m'^ ,,
Fig. 160.
Dans la seconde partie de la courbe de précession qui, en général, est de forme épicycloïdale raccourcie avec boucles (179), on sera dans la région où cF(v) aura dépassé le miniraura ; il croîtra alors et les conclusions touchant la position des maxima et minima de K]sj relativement à celle des maxima et minima de la courbe de
précession seront inversées.
Par suite de ces maxima et minima dans l'intervalle de deux sommets de la courbe de précession, la courbe de nutation engendrée par la roulette va présenter les mêmes propriétés que la courbe de précession dans l'intervalle de la trajectoire tout entière.
Fig. iGi. 1^ De m[ en m^, les rayons de cour-
bure de la roulette croissent : le point qui décrit la courbe de nutation est à l'intérieur des spires successives, et forme une sorte de cycloïde allongée.
2° De m^ en m'^ les rayons de courbure de la roidette décroissent ; le point qui décrit la courbe sort ou ne sort pas des spires successives. Courbe à boucles dans le premier cas ; sans boucle dans le second.
Dans le cas d'un départ irrégulier du projectile, le point qui décrit la courbe de nutation ne coïncide pas forcément à l'origine avec l'origine de la courbe de précession ; la courbe de nutation peut donc prendre des formes différentes, absolument analogue à celles de la courbe de précession examinées au n** iSo. Elle peut n'être composéîe que de boucles.
Courbes médianes de la nutation. — i*^ On
a démontré (i8i) que la courbe médiane de la précession était la courbe (Rp, t) des rayons de courbure de la roulette de précession en fonction de t, base de la roulette; on pourra démontrer, par le même raisonnement, que la courbe médiane de la nutation s *ob tiendra ea prenant, pour abscisse, la courbe de précession et, pour ordonaées, les valeurs du rayon de courbure :
Rn = ^ -qT^ et
Ce sera la courbe moyenne des écarts de l'axe du projectile autour de la courbe de précession.
2^ Si on veut, maintenant, faire même abstraction des sinuosités de la courbe de précession et discuter Fallure générale de la nutation le long.de la trajectoire, on remplacera l'écart S par sa valeur Rp et par suite on
9 COST , ^ -
écrira, puisque o = — ^r- , la lormule :
g B cosT
On établira alors les théorèmes suivants qui se rapporteront à l'écart o^ moyen de la courbe de nutation.
Théorème I. — L'écart o^ de la nutation est en chaque point, proportionnel à la. force déviatrice cp. L'expression de cette dernière force est en effet :
.g cosT
Théorème 11. — Le maximum de ôr^ a lieu en un point tel que :
cF
+ 2 sinT = o.
C'est le maximum maximorum^ si on considère la courbe de précession avec ses sinuosités.
Théorème III. — On aura une limite supérieure de l'écart 8jq en prenant o^ = 2(Rjj)m„. et à plus forte raison, en remplaçant cost par i et v par la vitesse minimum, c'est-à-dire :
^ mbC '
CVest une nouvelle expression de la condition de stabilité du projectile pour la nutation : cette valeur est très inférieure à celle qui résulte de la première condition (206).
Théorème IV. — Pour 1^ = 00 , etT = 6, ona 8j^ = o.
Théorème V. — Pour t> = u' et t = , on a Sj^ =0.
La courbe des 8j^ en fonction de t est donc tout à fait
analogue à la courbe des de la précession figurée au
§ 9. — Résumé de la théorie de la dérivation'
209. Résistance oblique. — | i. Nous avons d'abord défini ce qu'on entend par résistance oblique et quelles sont alors les forces agissant sur le projectile.
Lorsque l'écart S de l'axe et de la tangente reste
petit, les actions de Fair sont symétriques relativement au plan de Taxe et de la tangente, dit plan de résistance.
Les forces qui agissent sur le projectile sont :
i^Au centre de gravité, la résistance tangentiellecF(v).
2^ Au centre de gravité, la/orce déviatrice
^f = c (k— i)SF(u).
3^ Dans le plan de résistance, le couple perturbateur dont le moment a pour expression 3T5 = mlkcùF{v),
k est le coefficient de la formule S^ = fcS qui relie l'angle S, de la résistance à Tangle 8 de Taxe et de la tangente ; / est la distance du centre de résistance au centre de gravité.
Calcul de la résistance oblique
Ce calcul, donné à titre d'indication, suppose que 8 est petit et que l'action de Tair sur une surface oblique ne dépend que de la composante normale.
On trouve, qu'en général (l'exposant k de la résistance étant > i) : 1^ la composante donnée par la partie cylindrique du projectile est négligeable ; 2^ que le centre de résistance est fixe, pour de petites variations de 8 autour de zéro.
Pour un cône, auquel on peut réduire, pour ce calcul approximatif, un projectile ogival, de demi-angle moyen !^, on a :
a, calibre du projectile,
L, distance de la pointe au centre de gravité.
k = — cotg^Ç, / = L —
2 ^ ' 2 sin 2!^
La force dévia trice <p = c(R — i ) ùF\v) peut devenir négative pour certaines valeurs de ÎJ.
21 r. Précession. — | 3. La vitesse angulaire de rotation b du projectile autour de son axe de révolution est donnée par la formule :
b=-^-^tg6 a
en fonction du calibre a, de la vitesse initiale V^, et de l'inclinaison finale des rayures 9.
b est supposé très grand.
La vitesse de rotation b se conserve constante.
Si Tangle 5 reste toujours petit, on peut confondre les trois axes défigure^ instantané et du couple acquis . Cette hypothèse conduit à diviser le problème en deux parties ; mouvement de Taxe du couple acquis (précession) ; mouvement de Taxe du projectile (nutation).
La vitesse de précession bp est donnée par la formule :
T./ N fnlk
bp = i^ct (l'j, avec K = -— — .
U angle ^ dont a tourné l'axe autour de la tangente est donné par la formule :
du
COST
212. Mouvement combiné de l'axe et de la tangente. — | 4- 0^ représente, sur une sphère de rayon i, les traces des parallèles menées, parle centre de gravité, à la tangente à la trajectoire et à Taxe du projectile.
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La combinaison des . deux mouvements de précession de Taxe autour de la tangente et d'abaissement de cette tangente est obtenue par le roulement sur le grand cercle vertical, lieu des traces des tangentes, d'une roulette de précession dont le rayon de courbure est donné par la formule :
Rp =
<J COST
xcvF[v)
La discussion de cette valeur montre qu'elle passe par un maximum sur la branche descendante de la trajectoire.
La roulette est une spirale ayant deux pôles et située à l'intérieur du cercle de rayon maximum.
On trace facilement la roulette par points.
On en déduit la forme, sur la sphère, de la courbe de précession qui, en cas de départ normal du projectile, est formée d'abord d'arcs de cycloide allongée et ne devient une courbe à boucles que sur la branche descendante de la trajectoire et après le point de vitesse minimum.
La courbe de précession est, en moyenne, située relativement au plan vertical de projection du côté où tourne le projectile.
La courbe médiane de la précession est la courbe des Rp en fonction de t.
Un projectile oblong sera stable sur sa trajectoire si la quantité :
est plus petite qu'une valeur o' qu'on se sera donnée a priori (v^ est la vitesse minimum).
Pour que deux trajectoires gauches soient semblables, il faut qu'outre les conditions données par le problème principal, les inclinaisons des rayures soient les mômes, pour des projectiles semblables.
2 1 3. Dérivation. — § 5. La situation de la courbe de la précession en dehors du plan de projection et du même côté, en moyenne, explique la production et le sens de la dérivation produite par la force dévia Irice qui agit dans le plan de la résistance et perpendiculairement à la tangente.
On aura l'équation de la courbe de dérivation moyenne en remplaçant o par sa valeur moyenne, qui est la courbure médiane de la précession, c'est-à-dire en. remplaçant dans la force dévia trice.
l'écart par :
(J COST
xcrF
On a ainsi :
(j COST
On établit les équations difTércntielles du mouvement, et on a :
M TT
r, étant l'inclinaison de la tangente à la courbe de dérivation sur l'axe des x.
On a ensuite :
dz = i^dx.
Ces formules s'intègrent aisément dans deux cas : 1 ^ Tir courbe à faible vitesse où on a pour un point quelconque :
COST
Log (a — T) tgT
^ cosa ^ "
au point de chute :
et au sommet
Zs = — Losr sec a.
2^ Tir de plein fouet. Formules du général Mayewski: ^ ^ — ~2^^ [B— B„ — M„ (D — Do)J
Théorie de la dérivation de M. de Sparre
-— I 6. Dans cette théorie, on se propose une évaluation des composantes o sin v et 3 cos v de la force dévia trice normalement et parallèlement au plan de projection.
La méthode consiste en un développement en série de ces quantités en fonction de la variable u ; la série n'est convergente que jusqu'à un certain terme. En deçà, dans la portion utilisable, elle comprend des termes toujours de môme signe, et des termes périodiques, alternativement positifs ou négatifs.
L'intégration des équations du mouvement est pos-
sible dans le cas du tir de plein fouet, même dans rhypothèse d'un écart initial angulaire Oy de Taxe et de la tangente.
Le terme principal de la série obtenu par la théorie de M. de Sparre est d'ailleurs celui donné par les formules du général Mayewski.
Enfin, l'expression connue de 2 en fonction de u permet de revenir aux termes secondaires du mouvement principal produits par Taclion de la résistance oblique, dans le plan même de projection.
Nous avons indiqué comment on pouvait opérer le calcul des deux termes les plus importants, en introduisant de nouvelles fonctions balistiques de la variable u.
21 5. La trajectoire gauche du projectile tlans le voisinage de la bouche. — | 7. Ce problème correspond à l'étude des premiers instants du trajet du projectile dans l'air, lorsqu'on suppose un écart initial accidentel 5^ grand relativement à l'écart naturel 3 dû à la précession qui est, le plus souvent, très petit.
L'angle \ se conserve. L'arc ^j^ décrit autour de la tangente supposée horizontale et immobile, a pour expression ^ = ^(Vq — u).
On trouve l'équation du mouvement du centre de gravité projeté sur deux axes rectangulaires. Les projections sont des espèces de sinusoïdes dont les points d'inflexion se produisent à des intervalles correspondant à des pertes de vitesse égales, de sorte, qu'entre deux points d'inflexion consécutifs, on a :
iw
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216. Nutation. — | 8. L'axe du projectile tourne autour de Taxe du couple acquis avec une vitesse :
On étudie la nutation au moyen d'une roulette dont la base, sur la sphère, est la courbe de la précession ^ le rayon de courbure de cette roulette est donné par la formule :
Rn = x5cF -^ .
Relativement à la courbe de précession, la nutation se présente comme celle-là relativement à la base de la roulette.
On a une limite supérieure de Técart o^ entre Taxe du projectile et Taxe du couple acquis en prenant la formule :
DES AUTEURS ET DES MATIÈRES
Angle de relèvement .... 88
Atmosphère 2, 7
Attraction terrestre . . . 91, i33
Bertrand (J.) 129
Bolide 21
Boomerang 277
Brettes (de) 4> 299
Canon courbe 267
Centre sonore 23
Champ acoustique .... 22, 25C
Coefficient balistique 5
Convergence des verticales . . 118 Correction du vent (démonstration de Siacci) 76
Couple perturbateur. . . 222,287
— acquis 222
(Courbure de la terre .... 122
(]ran/ 264
Delaunay i3o
Densité de l'air 7
Dérivation 28i,33o, 386
Dérivation (formule de Ma-
yewski) 338,387
Dérivation (tir courbe) . . 337, ^87
— (théorie de M. de Sparre) 343,
Descaries i3o
Déviation 19;)
— au pôle i39
Déviation vers l'Ouest 169, 184, 209
— vers l'Est. . . i.')9, 184,209
— vers le Sud. . . . 184,209 Didion (déviation des projectiles) 264,263,299
Discoïdes (projectiles) .... 268
Ecarts dans le tir 170
Ellipse de sécurité 104
Ellipsoïde d inertie . . 216, 225
Euler (équations d') 226
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AU PROBLÈME DE LA ROTATION DE LA TERRE
Une confusion dans les notations {g mis au lieu de G), à partir de la page 143, nous oblige à rectifier quelques calculs et à compléter ainsi qu'il suit quelques-unes des conclusions données dans le texte.
Page 3, 3» ligne en remontant. Au lieu de : De Saint-Robert, dans le magistral exposé...
Lire : A la vérité, ce terme important en a' disparaît de lui-même, quand on applique les formules aux exemples envisagés ordinairement par la Mécanique Rationnelle, c'est-à-dii:e au cas de la trajectoire du vide. Mais ce terme subsiste dans le cas de la trajectoire dans lair. >. '
Nous avons pris pour guide dans l'étude de cette question, le magistral exposé mécanique et géométrique que de Saint-Robert a donné d^s ses Mémoires scientifiques.
Cette méthode nous a permis d'établir, en outre, les formules donnant la solution dans le cas du tir de plein fouet, problème qui, croyons-nous, n'avait pas encore été résolu.
Page i3t, 5* alinéa, au lieu de : Nous nous en séparerons, etc., jusqu'à la fin du n" 86. Lire : Nous donnons, en plus, la solution du problème pour le cas du tir de plein fouet que de Saint-Robert n'avait traité que très incomplètement.
Page i34, a®. Ainsi qu'il est dit à cet endroit, la trajectoire sur la terre immobile qui servira de terme de comparaison est calculée avec la valeur de l'attraction terrestre, c'est-à-dire G. C'est donc cette lettre G qui doit figurer dans les calculs suivants au lieu de g, mis par erreur.
Page i37, 3®. A supprimer complètement.
Pages 1 38 à 17.5, § 2, Tir au pôle et a l'équateur. Tout ce paragraphe subsiste entièrement, au changement de ^ en G près.
Pages 175 à i83. § 4- Tir a cne latitude et dans une direction quelconque. Tout ce paragraphe subsiste entièrement au changement de ^r en G près. Mais il faut ajouter, après le § 4» les calculs ci-dessous.
106 bis. Axes de la gravité. Les formules du n<» io5, 5", donnent
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les coordonnées de la trajectoire rapportées aux axes de V attraction, c'est-àdire aux axes considérés sur la terre immobile. Comme la mesure, à la surface de la terre, des éléments de la trajectoire se fera sur les axes de la gravité, il y a lieu d'opérer cette transformation : x\ y', z\ étant les
coordonnés d'un point daiis le système d'axes de Vattraction (io5, 5»), x'\y", z". les coordonnés dans le système d'axes de la gravité^ ceux-ci sont définis, par rapport aux premiers, par l'angle (88, S») fait par I axe oy' et l'axe oy" dans le
Slan du méridien. La direction e la vitesse initiale étant OV, qui fait l'angle de projection a avec l'axe ox" de la gravité, les azimuts [jl et ^i" définissent la position des axes ox' et ox'\ oz' et oz".
Le triangle sphériqueyyV permettra d'écrire :
cotg [1 sin {i" — cos 6 cos ui" = tg a sId 0. En faisant (88, 3°)
il viendra
= 1 et sin 6 = ■ ^ • siu 2a,
ix" = i*
Ra| 2G
sin {1 tgasin 2)..
Pour passer alors du système x' y' z' au système x" y" z'\ on emploiera les formules de transformation de coordonnées d'Euler qui donnent ici iz' toujours supposé très petit) :
3c" =sx' — y —777- sin 2À, cos u, ^ 2G ^
y" = y' + a;— - sin 2X ces ji
Ra* Ra*
z" = c' — x -âp— sin 2X sin Jl tg « + y - sin 2X sin j*.
io6 ter. Formules générales. En remplaçant x', y' et z' par leurs valeurs tirées des équations (lo.), 5®), on aura, pour les coordonnées d'un point de la trajectoire, comptées maintenant suivant les axes de la gravité, les formules :
'" = X-Sit (
cos À sm {1 — Ra*
Ra«
sin 2X cos [i
y + atx cos X sin [x + —jft- {x sin 2X cos j* + Gt* cos l)
c" = afxsinX — a<
/ , Gt*\ ^ , Ra« /Gt* ,, \ • ,. •
( y + -g- I cos X cos {i + -^^ I -^+ y — xUg « jsm 2X sm I*.
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Il y a Heu de remarquer en outre, que x et y sont, par hypothèse, les coordonnées d'un point de la trajectoire dans le cas de la terre immobile (axes de V attraction). Or, comme Tangle de projection a donné par le niveau à la pièce est estimé suivant les axes de la gravité^ Tangle de projection a' (terre immobile), auquel correspondent en réalité x et y sera un peu différent.
Le triangle sphérique (V, y', y") de la figure permettra, à l'approximation admise, d'écrire :
«' = a ^7— ces }«, sin 2>..
109. Trajectoire parabolique (doit remplacer le n» 109 du texte). Rem- ' plaçant dans les formules du u» 106 ter, x par
Ra'
Vq^ ces a' = Vo^ cos a + -- ■ Voi sin « ces ji sin î\ ,
1 1 Ha*
y par WqI sin «' Gt* = W^t sin « — — G/* — — Vo^ cos a cos i* sin 21
et remarquant que, dans l'expression de z'\
Gt*
-j X tg « + y = 0,
il viendra, en fonction de f, pour les coordonnées x". y", z" mesurées directement par l'observateur :
x" = WqI cos a — at* I Vo sin a — ô" ^0 ^^ X sin |*
y" = Vo< sin a — ~ Gt* + a<*Vo cos a cos X sin jx + — - a*^* cos* l
-î"= aVo<*oosasinX+a<'( -7-— V^sina jcosXcos jx.
( -3 V»slnaj<
Pour le point de chute, en faisant
aVosing G on trouvera :
i« Ecart en direction :
4aVg sin« « / . . 1 . , \
= T^i I ^^ a sm A — — sin « cos >. cos [x J ;
20 Ecart en portée :
= — -; — I Ra cos 11 + 2Vo =- Il r- sin« « ) .
L cos« \ 3 yj
En résumé^ il faut dans les formules du texte (109) et les exemples numériques (110) supprimer les termes désignés par AXj et AZ3.
107. Tir vertical. Cet exemple doit être placé après l'étude de la trajectoire parabolique et modifié ainsi qu'il suit :
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Pour que, lorsque a lond vers — , la formule qni doime [i" (106 bis) ae
Il faudra donc dans Its formules du texte et dans Cexemple nomèriifiie primer limpUmtnl le terme iX.
114 Tu DB PLBH FOLET. FoBlltl.B9 PII FOIFT DE CHtTE. Oo 3Ura, «D l(
compte des formalej ([a<i (cr), les eipressioas :
Ra*T' . ,.
tf" = + ttTX™i«Bi.+ ^^(XsiBÎ-.eo»s> + GT<eM'l)
„ _, . , aT ^, a. ^* » ■ {^'^ ï,, \ r'' = aTX8iniL r- X Ig a cos >, cos ^i + -^ sinï.ejo [i i — j Xllgi i.
La correclloo iX s'obtiendra ensuite par la formule : ûX = i" + ï"cotg--X.
Il ï a lieu de remarquer que la portée X dint être calculée, non mec la valeur de^ locale, rnsis avec la valeur de G, cooslante de l'attraction.
rera la traiectuire sur la (erre en mouvenient k la trajectoire calculée avec
« = C — Ba'eosti..
1 1; page ïo;. Ce passage doit alors être su g 8. Résuhï. Od fera les correctiona des forn
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ENCYCLOPÉDIE SCIENTIFIQUE
Publiée 80U8 la direction du D' TOULOUSE
Nous avons entrepris la publication, sous la direction générale de son fondateur, le D"^ Toulouse, Directeur à l'École des Hautes-Études, d'une Encyclopédie scientifique de langue française dont on mesurera Timportance à ce fait qu'elle est divisée en 4^ sections ou Bibliothèques et qu'elle comprendra environ looo volumes. Elle se propose de rivaliser avec les plus grandes encyclopédies étrangères et même de les dépasser, tout à la fois par le caractère nettement scientifique et la clarté de ses exposés, par Tordra logique de ses divisions et par son unité, enfin par ses vastes dimensions et sa forme pratique.
PLAN GENERAL DE L'ENCYCLOPEDIE
Mode de publication. — L'Encyclopédie se composera de monographies scientifiques, classées méthodiquement et formant dans leur enchaînement un exposé de toute la science. Organisée sur un plan systématique, cette encyclopédie, tout en évitant les inconvénients des Traités — massifs, d'un prix global élevé, difficiles à consulter, — et les inconvénients des Dictionnaires, — où les articles scindés irrationnellement, simples chapitres alphabétiques, sont toujours nécessairement incomplets, — réunira les avantages des uns et des autres.
Du Traité, V Encyclopédie gardera la supériorité que possède un ensemble complet, bien divisé et fournissant sur chaque science tous les enseignements et tous les renseignements qu'on en réclame. Du Dictionnaire, V Encyclopédie gardera les facilités de recherches par le moyen d'une table générale, V Index de l'Encyclopédie, qui paraîtra dès la publication d'un certain nombre de volumes et sera réimprimé périodiquement. U Index renverra le lecteur aux
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difTérents volumes et aux pages où se trouvent traités les divers points d'une question.
Les éditions successives de chaque volume permettront de suivre toujours de près les progrès de la science. Et c'est par là que s'affirme la supériorité de ce mode de publication sur tout autre. Alors que, sous sa masse compacte, un traité, un dictionnaire ne peut être réédité et renouvelé que dans sa totalité et qu'à d'assez longs intervalles, inconvénients graves qu'atténuent mal des suppléments et des appendices, V Encyclopédie scientifique^ au contraire, pourra toujours rajeunir les parties qui ne seraient plus au courant des derniers travaux importants. Il est évident, par exemple, que si des livres d'algèbre ou d'acoustique physique peuvent garder leur valeuf pendant de nombreuses années, les ouvrages exposant les sciences en formation, comme la chimie physique, la psychologie ou les technologies industrielles, doivent nécessairement être remaniés à des intervalles plus courts.
Le lecteur appréciera la souplesse de publication de cette Encyclopédie ^ toujours vivante, qui s'élargira au fur et à mesure des besoins dans le large cadre tracé dès le début, mais qui constituera toujours, dans son ensemble un traité complet de la Science, dans chacune de ses sections un traité complet d'une science, et dans chacun de ses livres une monographie complète. Il pourra ainsi n'acheter que telle ou telle section de \ Encyclopédie, sûr de n'avoir pas des parties dépareillées d'un tout.
U* Encyclopédie demandera plusieurs années pour être achevée ; car pour avoir des expositions bien faites, elle a pris ses collaborateurs plutôt parmi les savants que parmi les professionnels de la rédaction scientifique que l'on retrouve généralement dans les œuvres similaires. Or les savants écrivent peu et lentement : et il est préférable de laisser temporairement sans attribution certains ouvrages plutôt que de les confier à des auteurs insuffisants. Mais cette lenteur et ces vides ne présenteront pas d'inconvénients, puisque chaque livre est une œuvre indépendante et que tous les volumes publiés sont à tout moment réunis par V Index de V Encyclopédie. On peut donc encore considérer l'Encyclopédie comme une librairie, où les livres soigneusement choisis, au lieu de représenter le hasard d'une production individuelle, obéiraient à un plan arrêté d'avance, de manière qu'il n'y ait ni lacune dans les parties ingrates, ni double emploi dans les parties très cultivées.
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Caractère scientifique des ouvrages. — Actuellement, les
livres de science se divisent en deux classes bien distinctes : les livres destinés aux savants spécialisés, le plus souvent incompréhensibles pour tous les autres, faute de rappeler au début des chapitres les connaissances nécessaires, et surtout faute de définir les nombreux termes techniques incessamment forgés, ces derniers rendant un mémoire d'une science particulière inintelligible à un savant qui en a abandonné l'étude durant quelques années; et ensuite les livres écrits pour le grand public, qui sont sans profit pour des savants et même pour des personnes d'une certaine culture intellectuelle.
U Encyclopédie scientifique a l'ambition de s'adresser au public le plus large. Le savant spécialisé est assuré de rencontrer dans les volumes de sa partie une mise au point très exacte de l'état actuel des questions ; car chaque Bibliothèque, par ses techniques et ses monographies, est d'abord faite avec le plus grand soin pour servir d'instrument d'études et de recherches à ceux qui cultivent la science particulière qu'elle représente, et sa devise pourrait être : Par les savants, pour les savants. Quelques-uns de ces livres seront même, par leur caractère didactique,' destinés à devenir des ouvrages classiques et à servir aux études de l'enseignement secondaire ou supérieur. Mais, d'autre part, le lecteur non spécialisé est certain de trouver, toutes les fois que cela sera nécessaire, au seuil de la section — dans un ou plusieurs volumes de généralités, — ei au seuil du volume — dans un chapitre particulier, — des données qui formeront une véritable introduction le mettant à même de poursuivre avec profit sa lecture. Un vocabulaire technique, placé à la fin du volume, lui permettra de connaître toujours le sens des mots spéciaux.
ORGANISATION SCIENTIFIQUE
Par son organisation scientifique, V Encyclopédie paraît devoir offrir aux lecteurs les meilleures garanties de compétence. Elle est divisée en Sections ou Bibliothèques, à la tête desquelles sont placés des savants professionnels spécialisés dans chaque ordre de sciences et en pleine force de production, qui, d'accord avec le
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Directeur général, établissent les divisions des matières, choisissent les collaborateurs et acceptent les manuscrits. Le même esprit se manifestera partout : éclectisme et respect de toutes les opinions lexiques, subordination des théories aux données de Inexpérience, soumission à une discipline rationnelle stricte ainsi qu'aux règles dune exposition méthodique et claire. De la sorte, le lecteur, qui aura été intéressé par les ouvrages d'une section dont il sera l'abonné régulier, sera amené à consulter avec confiance les livres des autres sections dont il aura besoin, puisqu'il sera assuré de trouver partout la même pensée et les mêmes garanties. Actuellement en effet, il est, hors de sa spécialité, sans moyen pratique de juger de la compétence réelle des auteurs.
Pour mieux apprécier les tendances variées du travail scientifique adapté à des fins spéciales, V Encyclopédie a sollicité, pour la direction de chaque Bibliothèque, le concours d'un savant placé dans le centre même des études du ressort . Elle a pu ainsi réunir des représentants des principaux Corps savants, Établissements d'enseignement et de recherches de langue française :
Institut.
Académie de Médecine.
Collège de France.
Muséum d Histoire naturelle.
Ecole des Hautes-Etudes.
Sor bonne et Ecole normale.
Facultés des Sciences.
Facultés des Lettres.
Facultés de Médecine.
Instituts Pasteur,
Ecole des Ponts et Chaussées.
Ecole des Mines.
Ecole Polytechnique.
Conservatoire des Arts et Métiers.
Ecole d Anthropologie .
Institut National agronomique.
École vétérinaire d'Alfort,
Ecole supérieure d Électricité .
École de Chimie industrielle de Lyon.
Ecole des Beaux-Arts.
École des Sciences politiques.
Observatoire de Paris, Hôpitaux de Paris.
BUT DE L'ENCYCLOPÉDIE
Au xvni^ siècle, a l'Encyclopédie » a marqué un magnifique mouvement de la pensée vers la critique rationnelle . A cette époque ,
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une telle manifestatioa devait avoir un caractère philosophique. Aujourd'hui, l'heure est venue de renouveler ce grand effort de critique, mais dans une direction strictement scientifique; c'est là le but de la nouvelle Encyclopédie.
Ainsi la science pourra lutter avec la littérature pour la direction des esprits cultivés, qui, au sortir des écoles, ne demandent guère de conseil qu'aux œuvres d'imagination et à des encyclopédies où la science a une place restreinte, tout à fait hors de proportion avec son importance. Le moment est favorable à cette tentative ; car les nouvelles générations sont plus instruites dans l'ordre scientifique que les précédentes. D'autre part la science est devenue, par sa complexité et par les corrélations de ses parties, une matière qu'il n'est plus possible d'exposer sans la collaboration de tous les spécialistes, unis là comme le sont les producteurs dans tous les départements de l'activité économique contemporaine.
A un autre point de vue, V Encyclopédie^ embrassant toutes les manifestations scientifiques, servira comme tout inventaire à mettre au jour les lacunes, les champs encore en friche ou abandonnés. — ce qui expliquera la lenteur avec laquelle certaines sections se développeront, — et suscitera peut-être les travaux nécessaires. Si ce résultat était atteint, elle sera fière d'y avoir contribué.
Elle apporte en outre une classification des sciences et, par ses divisions, une tentative de mesure, une limitation de chaque domaine. Dans son ensemble, elle cherchera à refléter le prodigieux effort scientifique du commencement de ce siècle et un moment de sa pensée, en sorte que dans l'avenir elle reste le document principal où l'on puisse retrouver et consulter le témoignage de cette époque intellectuelle.
On peut voir aisément que V Encyclopédie ainsi conçue, ainsi réalisée, aura sa place dans toutes les bibliothèques publiques, universitaires et scolaires, dans les laboratoires, entre les mains des savants, des industriels et de tous les hommes instruits qui veulent se tenir au courant des progrès, dans la partie qu'ils cultivent eux-mêmes ou dans tout le domaine scientifique. Elle fera jurisprudence, ce qui lui dicte le devoir d'impartialité qu'elle aura à remplir.
Il n'est plus possible de vivre dans la société moderne en ignorant les diverses formes de cette activité intellectuelle qui révolutionne les conditions de la vie ; et l'interdépendance de la science
CLASSIFICATION DES MATIÈRES SCIENTIFIQUES
La division de V Encyclopédie en Bibliothèques a rendu nécessaire l'adoption d'une classification des sciences, où se manifeste nécessairegaent un certain arbitraire, étant donné que les sciences se distinguent beaucoup moins par les différences de leurs objets que par les divergences des aperçus et des habitudes de notre esprit. Il se produit en pratique des interpénétrations réciproques entre leurs domaines, en sorte que, si l'on donnait à chacun l'étendue à laquelle il peut se croire en droit de prétendre, il envahirait tous les territoires voisins; une limitation assez stricte est nécessitée par le fait même de la juxtaposition de plusieurs sciences.
Le plan choisi, sans viser à constituer une synthèse philosophique des sciences, qui ne pourrait être que subjective, a tendu pourtant à échapper dans la mesure du possible aux habitudes traditionnelles d'esprit, particulièrement à la routine didactique, et à s'inspirer de principes rationnels
Il y a deux grandes divisions dans le plan général de V Encyclopédie; d'un côté les sciences pures, et de l'autre, toutes les technologies qui correspondent à ces sciences dans la sphère des applications. A part et au début, une Bibliothèque d'introduction générale est consacrée à la philosophie des sciences (histoire des idées directrices, logique et méthodologie) .
Les sciences pures et appliquées présentent en outre une division générale en sciences du monde inorganique et en sciences biologiques. Dans ces deux grandes catégories, l'ordre est celui de particularité croissante, qui marche parallèlement à une rigueur décroissante. Dans les sciences biologiques pures enfin, un groupe de sciences s'est trouvé mis à part, en tant qu'elles s'occupent moins de dégager des lois générales et abstraites que de fournir des
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