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INTRODUCTION
Les théories tourbillonnaires de l’aile et de l’hélice, qui parviennent à éviter le paradoxe de d’Alembert en invoquant une structure tourbillonnaire du courant fluide, suggèrent la conception d’une sorte de responsabilité des éléments tourbillonnaires de l’écoulement à l’égard des efforts hydrodynamiques subis par les systèmes immergés. Mais, à ma connaissance, aucune relation générale directe n'avait été énoncée pour préciser cette idée. Le seul résultat classique vraiment significatif à cet égard est le théorème de Kutta-Joukowsky, qui, en Hydrodynamique bidimensionnelle, vient relier immédiatement la force de portance à la crrculation, expression de nature tourbillonnaire.
Une forme locale, microscopique en quelque sorte, de ce même théorème concerne la dynamique d’un tourbillon ponctuel dans un fluide
parfait bidimensionnel. On entend par là qu’au voisinage d’un point P, > a priori mobile, le champ de vitesses est la somme d’un champ r, régu-
lier, et du champ
_ La différence vectorielle, soit V, entre la vitesse de P et la valeur
de ven P est envisagée comme vitesse de déplacement du tourbillon
Cyr
A . . FT
au sein du fluide : V diffère de zéro si, dans la portion matérielle infiniment petite que schématise le centre tourbillonnaire P, on applique
des forces extérieures; leur résultante R s'exprime sous la même forme que la portance de Joukowsky :
Sr >
Il est intéressant de rapprocher ce résultat de deux théorèmes classiques concernant le mouvement d’un ensemble de tourbillons ponctuels libres dans un fluide parfait emplissant tout le plan. Si l’on interprète l’intensité de chaque tourbillon comme une masse, le centre de gravité de l’ensemble doit rester fixe et le moment d'inertie par rapport à un point fixe doit rester constant; de là trois intégrales premières de l’évolution. Lorsque, par contre, LA tourbillons sont soumis à des forces, les quantités ee Ne ne sont plus constantes : je relie immédiatement leurs dérivées par rapport au temps aux éléments de réduction, résultante et moment, du système de ces forces extérieures. Ainsi se dessinent des théorèmes généraux d’une dynamique des tourbillons.
L'objet de la présente étude est d'établir, par diverses généralisations de ces points de vue, les relations directes entre les efforts extérieurs et les éléments tourbillonnaires pour un milieu incompressible quelconque, à deux ou trois dimensions. On dresse de la sorte des bilans dynamiques où n’interviennent n1 les champs de forces dérivant d’un potentiel (pesanteur), ni la pression, laquelle, du point de vue mathématique, n’est dans ce cas qu’une variable auxiliaire : la réaction ou le multiplicateur corrélatif de la liaison d’incompressibilité. C’est ce que réalisent déjà, pour les écoulements bidimensionnels permanents, les formules de Blasius (‘).
(*) M. J. Pérès (C. À. Acad. Sc., t. 189, 1929, p. 1246) et M. J. Leray (Les Cahiers d'Aérodynamique, n° T, 1947) ont généralisé ces formules en envisageant des écoulements plans non permanents. En outre, M. Pérès (Comptes rendus du I11E Congrès International de Mécanique appliquée, Stockholm. 1930, vol. 1, p. 132) a donné des relations analogues pour les écoulements périodiques à trois dimensions (cf. $ 48 b). Dans un esprit différent, cf. également un article de M. M. Roy, Sur les écoulements tridimensionnels à structure à l'infini hélicoïdale (J. Math. pures et appl., t. 10, 1931, p. 430).
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Le chapitre [ est consacré à quelques points préliminaires de technique analytique. J’y précise notamment le maniement d’un symbolisme très simple qui permet la collaboration de la notation tensorielle avec le calcul vectoriel orienté (multiplication vectorielle et opérations corrélatives). Employé depuis longtemps à d’autres fins par les géomètres, cet artifice se révèle capable de rendre en Mécanique les plus grands services.
Au cours de ce chapitre également, je donne desrègles élémentaires pour l’exploitation des conditions intégrales indéfinies, lorsque la déficience de certaines dérivées empêche de les traduire par des équations locales; cette attitude, en pleine harmonie avec les principes de la mécanique des milieux continus, entraïînerait à des développements qui ne trouvent pas leur place dans le présent mémoire. J'ai cru bon en effet, dans la suite de l’étude, de demeurer assez discret sur ce sujet, des généralisations trop encombrantes risquant de masquer les idées essentielles. Le stade de généralité auquel je cherche le plus souvent à me maintenir est celui du milieu continu à champ de vitesses différentiable au premier ordre (sauf sur certaines lignes ou surfaces et en certains points singuliers). 3 |
Le chapitre IT aborde la théorie des tourbillons par diverses considérations nécessaires aux développements ultérieurs. Il était essentiel notamment, pour les applications, de faire entrer en ligne de compte à côté des régions tourbillonnaires propres, dans lesquelles le champ vectoriel tourbillon est fini et continu, les éléments tourbillonatres impropres : singularités ponctuelles ou curvilignes et surtout surfaces de glissement. L'équivalence de ces surfaces, du point de vue descriptif, à des répartitions tourbillonnaires superficielles est classique et intuitive. Mais la portée dynamique d’une telle assimilation ne me paraissait pas avoir été dégagée de façon précise : certains passages à La limite invoqués parfois dans ce domaine sont injusufiés, parce que les équations de l’hydrodynamique ne sont pas linéaires. De fait, l'adaptation à ce cas de la théorie des tourbillons de Helmoltz, que je réalise au S 8 c, est subordonnée à des conditions restrictives (*).
(:) Helmholtz (Wässenschaftliche Abhandlungen, 1. 1, p. 151) invoque déjà un déplacement des filets tourbillonnaires de la surface de glissement avec
LPS
L’étude des singularités tourbillonnaires ponctuelles est menée, dans ce même chapitre, de front avec des considérations sur la structure asymptotique d’un écoulement s'étendant à l'infini. On y voit déjà s’y imposer la notion de polarisation de l’écoulement, qui joue dans la suite un rôle fondamental.
Le chapitre IL résout le problème posé pour le cas d’un milieu incompressible quelconque (usuellement fluide parfait du visqueux renfermant des systèmes immergés) emplissant l’espace entier et au
. , 2 FC ° CRT repos à l'infini. w désignant le vecteur tourbillon, les quantités vecto-
rielles > > > > if] OM A w dr, f=- ffows dr,
dont l'introduction en hydrodynamique me paraît nouvelle ('), jouent un rôle analogue à celui des éléments cinétiques, non définis en l’occurence : leur dérivées par rapport au temps conduisent à la résultante et au moment résultant des actions extérieures non conservatives subies par le milieu. Pour les écoulements comportant des singularités ce résultat revêt des formes particulièrement significatives. Le cas bidimensionnel se traite d’une manière analogue qui généralise l'exemple initial des systèmes de tourbillons ponctuels en fluide parfait. |
On trouve chez Kelvin (?) la première idée, pour le cas d’un fluide parfait illimité en mouvement irrotationnel, de grandeurs, construites alors à partir du potentiel des vitesses, qui jouent un rôle semblable dans le bilan dynamique de l’écoulement. Ce même auteur signale (À) l’équivalence à ce point de vue d’un anneau tourbillonnaire infiniment délié et d’un feuillet ayant l’anneau pour contour, mais la démonstra-
une vitesse égale à la demi-somme des vitesses de part et d'autre, mais élude toute justification. Il semble qu'on n'ait fait par la suite que s'appuyer sur son autorité.
(1), CR. Acad: Sc), t. 296, 1948, p. 1 420.
(?) Math. and physical papers, vol. k, p.13; cf. également : Tu. THsopoRsEN, Impulse and momentum in an infinite fluid (Applied Mechanics, Th. von Karman Anniversary volume 1941 ).
(*) Jbid., p} 127.
1 SFIES ASS
tion annoncée semble n’avoir jamais été publiée. Une justification sommaire en est donnée par M. M. Roy (!}, qui applique cette conception à la théorie de Prandtl.
Je traite ensuite dans le chapitre IV le cas d’une portion D de milieu incompressible quelconque baigné à sa périphérie par du fluide helmholtzien (fluide parfait soumis à des forces conservatives). Si la
E L L , « e. - Le .
structure tourbillonnaire est fermée, c’est-à-dire si w est tangentiel où nul à la frontière, le bilan dynamique s'établit comme ci-dessus, à
partir des intégrales. Î et Ê mais en faisant intervenir, à côté de la résultante et du moment résultant des forces non conservatives exercées dans la masse, des termes d'influence tourbillonnaire extérieure : ces termes d'interaction entre la structure tourbillonnaire de D et l'écoulement primitif s'expriment comme des actions électromagnétiques. On peut voir là une généralisation large, mais directe, du théorème de Joukowsky. J’applique ce résultat à la dynamique des singularités ponctuelles : tourbillon ponctuel et doublet.
D'un point de vue différent, pour le cas général où la structure tourbillonnaire de D n’est pas fermée, j'étudie l’évolution des lignes tourbillons. Dans la région périphérique helmholizienne ces lignes peuvent, ainsi qu'il est classique, être considérées comme matériellement transportées par le fluide. Mais en pénétrant dans D, qui est un milieu non helmholtzien s’il s'y manifeste des forces extérieures non conservatives et des tensions non hydrostatiques, les lignes tourbillons perdent cette propriété et acquièrent un glissement vis-à-vis du milieu matériel. A ce glissement je relie quantitativement la résultante et le moment résultant des forces extérieures non conservatives appliquées dans D, ainsi que la puissance développée par les actions non helmholtziennes (forces extérieures non conservatives et tensions non hydrostatiques ).
Ce dernier aspect, énergétique, de la théorie des tourbillons me paraît particulièrement significatif : c’est dans cette voie sans doute qu’il faudra chercher les extensions au domaine des milieux compres-
(*) Thèse, Strasbourg 1923, p. 13 et Sur l'aérodynamique des ailes sustentatrices et des hélices, Paris, 1928.
DONGUEL
sibles. J’ai pensé, malgré tout, que la présente étude, consacrée aux milieux incompressibles, réalisait dès maintenant une synthèse assez efficace pour apporter la réponse à de nombreuses questions. Elle devra notamment contribuer de façon sensible au progrès des théories tourbillonnaires de l’aile et de l’hélice.
Pour en revenir à l’exemple initial du mouvement d’un système de tourbillons ponctuels libres au sein d’un fluide parfait à deux dimensions, On sait existence dans ce problème d’une quatrième intégrale première. Elle joue le rôle de fonction de Hamilton pour la construction d'équations canoniques qui régissent l’évolution. C’est un point de vue que j'ai également pu généraliser, la fonction en question étant d’ailleurs en rapport étroit avec l'énergie cinétique. Cette dynamique tourbillonnaire développée selon l’esprit de la mécanique analytique fera l’objet d’un mémoire ultérieur.
Je ne veux pas clore cette introduction sans exprimer ma respectueuse gratitude à M. le Professeur Villat, qui m’a fait l'honneur de présenter à l'Académie des Sciences plusieurs Notes sur mes études et qui à bien voulu accueillir ce mémoire au Journal de Mathématiques pures et appliquées.
Que M. le Professeur Pérès, dont les profonds travaux ont souvent
-donné l’impulsion à mes diverses recherches et qui m'a témoigné le plus bienveillant intérêt, accepte le témoignage de ma déférente reconnaissance.
Je tiens enfin à rendre hommage à mon maître, M. le Professeur Poncin, qui a conduit mes pas dans la recherche scientifique, au sein de cette équipe qu’il a su constituer à l’Institut de Recherches de Poitiers et qu'il dirige avec une diligence si éclairée.
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Beaucoup d’auteurs ne considèrent ce mode de calcul que comme un auxiliaire sans valeur démonstrative rigoureuse. Nous l’invoquer'ons au contraire presque constamment, grâce aux précisions suivantes qui en rendent la pratique parfaitement concluante.
En premier lieu, nous renonçons à la convention selon laquelle un Vinclus dans un monome vectoriel (expression construite au moyen de multiplications des divers modes du calcul vectoriel) agit uniquement et en bloc sur les facteurs placés à sa droite. Cette convention oblige à des acrobaties d'écriture qui, lorsqu'elles manquent leur but, mettent la méthode en défaut; en outre, les non-commutativités ainsi introduites sont contraires à l’esprit du calcul vectoriel. Nous convenons donc de conserver à ces monomes différentiels les commutativités ordinaires du calcul vectoriel, mais en signalant par un asté-
risque les facteurs dont le produit partiel est soumus à l'action de . : . . PE 7” .
l'opérateur différentiel V. Par exemple, si a, b, c sont trois champs
vectoriels, l'écriture
équivaudrait, en notation tensorielle, à
dj dx ( bicy) :
Nous énonçons d’autre part une règle de développement qui traduit la formule de dérivation d’un produit : un monome vectorrel renfermant un V qui agit sur plusieurs facteurs se développe en une somme de monomes de méme structure, dans lesquels chacun successivement des facteurs intéressés est seul soumis à l'action du V. Par exemple :
CHFDI-CHRI-GHE)
Enfin, il est utile de savoir, si M est le point variable, O une origine
> fixe et À un vecteur, que
(A.oM)5=(&.F)oM— x, Ÿ AOM— 0, Ÿ.OM — 3;
OMA(AT)=(OM.V)È (MA
Ce mode de calcul pourrait même s'étendre à des monomes renfermant plusieurs V, à condition de les individualiser chacun par un indice distinctif (numérique par exemple) qui serait répété à la place de l’astérisque sous chacun des facteurs qui lui sont soumis. Mais il nous parait plus commode, dès qu'apparaissent ainsi des dérivations multiples, d'abandonner le symbolisme vectoriel pour le symbolisme tensoriel.
Ont sait en effet que l'algorithme vectoriel ne parvient pas à englober la totalité des combinaisons analytiques douées d’une signification géométrique. Nous nous réservons donc de passer, à tout instant, de la notation vectorielle à la notation tensorielle par simple adjonction d'indices. Ce changement de notation sera facile en toutes circonstances grâce aux considérations qui vont suivre.
b. Les problèmes plans tiennent dans nos considérations une place assez large. A ce sujet il nous a paru plus économique — quoique sans doute moins élégant — d’éviter la formalisation d’un calcul vectoriel proprement bidimentionnel. Le plan est considéré comme une surface
se cn : : Re de l’espace et le vecteur unité normal z est invoqué explicitement. Un champ scalaire ou vectoriel, défini dans le plan, est supposé prolongé dans l’espace ambiant avec une valeur constante le long de chaque
> parallèle à z.
2. LES OPÉRATIONS ORIENTÉES. — a. Parmiles opérations classiques du calcul vectoriel il en est qu’on peut qualifier d’orientées, en ce sens que leur définition élémentaire requiert l’intervention d’une convention d'orientation de l’espace. Ce sont les opérations dérivant de la multiplication vectorielle : principalement la multiplication mixte de trois vecteurs et l’opération différentielle rotationnel.
Un caractère dominant de ces Opérations est de ne pas se prêter immédiatement à une traduction tensorielle. Certains auteurs sont
PACE
alors conduit à y renoncer systématiquement : des tenseurs antisymétriques du second ordre sont introduits à l4 place du vecteur produit vectoriel de deux vecteurs, du vecteur rotationnel d’un champ, du vecteur rotation instantanée d’un solide, du vecteur champ magnétique, etc. Il nous paraît préférable de concilier les deux points de vue _ par l’artifice suivant.
b. Soient æ,, æ,, &, les vecteurs unitaires d’un système de coordonnées rectangulaires, ayant le sens conventionnellement désigné comme direct. Le déterminant
DT > > DID > + LT
ES LES t
dont on interprète chaque terme comme le produit tensoriel de trois
vecteurs, définit un tenseur du troisième ordre €. Remplacer le
trièdre æ,, æ,, æ, par un autre, également orthonormal et direct,
revient à effectuer sur chaque ligne du déterminant en question une substitution orthogonale directe. D’après la règle de multiplication, cela équivaut à multiplier le tenseur par le module de la substitution, soit + 1 et le laisse donc invariant. Le tenseur e est ainsi indépendant du trièdre de départ : c'est un élément intrinsèque de l’espace orienté; nous l’appelons le tenseur d'orientation.
D'une manière plus explicite, les composantes des vecteurs uni-
taires æ, étant de la forme 0! (1), les composantes du tenseur e s’écrivent
ge Sr, os Eijk — df d d! ) dE où dE soit :
Ex == 0 si les trois indices 7, j, k ne sont pas tous distincts ;
(1) On sait que le symbole de Kronecker d représente l'unité si = X et zéro
She
LOT ONE
ejx = (— 1) sices trois indices sont distincts, en désignant alors par I le nombre d'inversions de la permutation £j4 par rapport à la permutation 1, 2, 3;
x Change donc de signe lorqu’on permute deux indices : le tenseur
est complètement antisy métrique.
Ce tenseur préside, par le simple jeu du calcul tensoriel, à la forma-
tion de toutes les opérations orientées.
Soient d’abord trois vecteurs @. b. cet le scalaire invariant 2 7 dt oo 0!
M Ejx&0;cx—]| d} 01 0! &bjcr k k Ta dE do!
D’après les règles de calcul des déterminants
Lada 0: -a,0t ANG ds
‘e mo NB) 6 0 ele UE le CHÔŸ ; cxO* CL CRC Ne
On reconnaît le produit mixte des trois vecteurs. [l'en résulte que si
RU dEbDNIN IC,
On à
M di ejraib;ce, n Fa , 4 quel que soit a, d’où die;;rb; cr.
| > De même si l’on considère un champ vectoriel u (x;) et son rotationnel
EAN TN TU On a eee No 0x;
Plus généralement, à un tenseur du second ordre T;,s'associe d’une manière absolue, en géométrie orientée, le vecteur
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appelé vecteur dual du tenseur. De l’antisymétrie de e il résulte d’ailleurs que ce vecteur est nul lorsque le tenseur est symétrique, et ne dépend donc en fait que de la partie antisymétrique du tenseur T.
D'une manière générale, dans l’espace orienté à n dimensions, on invoquera un tenseur d'orientation €, d'ordre », qui préside à la défimituon des opérations orientées. Son introduction permet de saisir l'influence du nombre de dimensions sur le développement du calcul orienté.
c. Nous nous bornons ici au cas tridimensionnel. Les règles de calcul des opérations orientées se condensent en quelques résultats très simples concernant le tenseur €.
Soit d’abord un produit tensoriel du tenseur € par lui-même
d, 0, d NOUS < Le Ne N NP n N m EijkELmn — O 0! 0! X< 0 OR Ô 3 96 9 d dr 0 . d
La multiplication ligne par ligne conduit à un déterminant dont chaque élément est de la forme
d’où
EijkEltmn — | 0; jj
l Sin SA 2 Nm Ju OP | 0 j
en introduisant ce que nous appelons un symbole de Kronecker généralisé; d’une manière générale
* À NA d, où (2 SÀ NA Na < ? 08 0ù 08 Del t dù où n’est différent de zéro que si «fi ... {et Au ... € sont deux permuta-
tions d’un même groupe d'indices tous distincts; sa valeur est
do
alors (— 1): lenombre d’inversions faisant passer d’une permutation à l’autre (*).
Envisageons maintenant une contraction
= = Née EijkEimn == O;jx .
Après développement du déterminant, il reste
mn == Smn -= msn m An 1 AOpn à dd GT HO r Of
Ce résultat condense pratiquement toute la technique du calcul des opérations orientées.
Soient par exemple trois vecteurs a, b, c et le double produit vectoriel SU G p— aY\ KO 6) on écrit
Pi Eijr A; EkIm DiCm — Ekij Ekim A; bic — (d! 0 Te ) 0) C7 bic — À; be; Hi a;b;c:, ce qui donne la formule classique du double produit vectoriel
ENS
joe (4) D == (6) C.
Soit encore un tenseur du second ordre T;; antisymétrique et son vecteur dual D; —= Eijk 1
Multiplions les deux membres par £;
Lin)
Einn D = , Tx = dr. re DS d’où l’expression du tenseur à partir de son vecteur dual
otre a E;mn D}.
CR en EE Nan D ee MTS
(*) De même que le symbole de Kronecker fournit les composantes du tenseur unité, ces symboles généralisés définissent en coordonnées orthonormales deux tenseurs d'ordres 4 et 6 : à/} et 9" (les symboles d'ordres supérieurs sont nuls dans le cas tridimensionnel), qui sont, en géométrie métrique non orientée, des opérateurs absolus. Is président notamment à la construction des invariants d’une forme quadratique.
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9. SUR LES INTÉGRALES ÉTENDUES A UNE SURFACE FERMÉE. — @. Étant donnée une portion de surface S, limitée par un contour C, une convention classique met l’orientation de la normale à S en chaque point,
définie par un vecteur unitaire «, en corrélation avec celle de la courbe C. On écrit alors la formule de Stokes, pour un champ
—+ vectoriel V continu et dérivable,
E- > TE aM = | Ver che #s ë
Le résultat s'étend à une portion de surface de connexité quelconque (*), le contour C pouvant alors se décomposer en plusieurs courbes fermées.
L'intégrale double s’écrit aussi bien
Émis JA Ya, S x
ce qui permet d'énoncer, symboliquement, l’équivalence des
opérateurs = SEE fai et JL À V do, C S
avec extension au cas d’un champ scalaire ou tensoriel d'ordre quelconque (*), soit, en notation tensorielle :
do o dri— E;xxar—— do.
C LS 0x
5 s On note également d’après cela que l’opérateur symbolique « /\ V
(:) À condition naturellement qu'on puisse en orienter la normale de manière uniforme.
(2) C’est ce que nous appellerons la transformation de Stokes. La transfor-
: . ; . ’ ie
mation d'Ostrogradsky consiste dans l’équivalence des opérateurs |] a do S
- > er [T° dr, où $ est une surface fermée limitant un domaine D (& orienté vers D
l'extérieur).
LA
peut être considéré comme purement superficiel, en ce sens que le résultat de son application à un champ scalaire ou tensoriel ne dépend que des valeurs du champ dans la surface S même.
b. Supposons alors que $ soit une surface fermée de connexité quelconque; l’opérateur RES Que IE À …ÀA do SAS est zdentiquement nul, puisqu'il se ramène à une intégrale curviligne
étendue à un contour évanouissant.
En notation tensorielle on écrira symboliquement
Ô El Lr =— AO 0, À 0x}
ou, en multipliant panne, ce qui coude au tenseur antisymétrique Re le vecteur précédent est le dual,
d d trs UE are) ds 0.
Dans une intégrale Ô Am do, CS Tr
étendue à une surface fermée, les indices m et n sont permutables. )
Æ. SUR LES TRANSFORMATIONS D'INTÉGRALES DE VOLUME. — a. Soient définis, dans un domaine D et sur sa surface frontière S,un champ
ne vectoriel v etun RE scalaire 0. Imaginons que pour toute Poues a\ du domaine, soit X sa surface, on ait
(1) fu ff 0 dr.
St l’on suppose l'existence de dérivées partielles continues pour le champ " cela implique, d’après le théorème d’ Ostrogradsky, que
CR MAOT:
divu — ="
SR 7 LEUR
En appelant alors © un scalaire pourvu de dérivées partielles continues, on a k
0 do D AUE) = Fe ui + QÙ
AD
et, par conséquent,
È * [{ do ] ouads= f]] (2 nee 0).
Î s Up 0x;
Ce résultat, comme la condition (1) auquel il est subordonné, ne concerne qne les fonctions w; et non leurs dérivées. Il est facile de l’établir sans invoquer l'existence de ces dérivées, mais seulement la continuité de u; et de 8. Le plus élémentaire est de recouvrir le domaine D par un pavage cubique dont on fait tendre le côté vers zéro. La relation (1) est appliquée à chacune des cellules, à l’intérieur de laquelle on développe d’autre part © selon la formule des accroissements finis.
Par conséquent, sous notre hypothèse élargie, la condition intégrale indéfinie (1) conserve des applications tout analogues à celles de la
condition locale
CRT Vs 10:
Convenons d’énoncer cette condition intégrale en disant que le
ea scalaire 0 est la divergence large du vecteur u. Nous réservons pour ce cas la notation
PT CNET EU)
alors que les divergences au sens classique, définies par l'intermédiaire des dérivées, s’écriront toujours au moyen du symbole V. Le résultat ci-dessus se traduit donc par
Anton) = AE + 9 Au.
stricte extension de l'identité différentielle classique.
Ces considérations s'appliquent tout aussi bien en dotant w; d’autres indices, c’est-à-dire en partant d’un champ vectoriel d’ordre quelconque.
AG b. Remplaçons notamment u; par ee; et Ô par r;, de sorte que la
condition (1})s’écrit (l Ex Ÿ; do = ff ris LE \ VAN
er
Ne > feaez ff rar. x “ k :
On dira en pareil cas que le champ vectoriel r est le rotationnel large Ca °
de s ; cela s’écrira
soit
ADN PORPI==N,
en réservant la notation en V pour le rotationnel classique. Il apparaît alors que, sio est un champ scalaire à dérivées continues,
> > = > rotor —orote + V À?
ou, si # est un champ vectoriel à dérivées continues, à SES SMS RS
dive À @—w.rotp — p.V À æ.
On étend facilement au rotationnel large la formule de Stokes
PRES = ‘; M ff. ado ; c s
réciproquement, cette relation, vérifiée pour toute portion de surface, entraîne la condition (2). Ainsi pour que F;dx; soit une différentielle
, . . . F2 . L e exacte, ‘;étantcontinu, ilfautetilsuffitquerots existeetsoit identiquement nul (*). ;
c. Dans le même esprit, considérons maintenant deux scalaires o et d, fonctions des coordonnées Ti, Ls, 3 et aussi d’une quatrième variable 4, le temps pour ce qui nous intéresse. Ces fonctions étant
(*) On voit également par là qu'un rotationnel possède une divergence et qu'elle est identiquement nulle.
supposées continues par rapport à l’ensemble des variables dans une certaine région de l’espace et un intervalle de variation de, imaginons que
l S 2 (3) a [ ede= ||] de dt À fi
quel que soit le domaine fixe A. Alors © possède en chaque point de la région considérée une dérivée partielle en #
En effet, de la relation (3), dont les deux membres sont continus,
ae : ee Il o(M, )de— ff] o(M, n)de= dr ff vu, t) dr, AN A Cr, Â
donc en permutant les intégrations
M) M 20 lac “CM, :
AA FM 20 ar dE y(M Dal
quel que soit A. Vu la continuité, cela implique
on tire
le à li
d’où le résultat annoncé.
La propriété s'étend au cas où les domaines considérés, au lieu d’être fixes dans l’espace repère, sont entraînés dans le mouvement d’un milieu continu à champ de vitesses différentiable. La dérivée qui s’introduit alors est une dérivée par rapport à £, prise en suivant un élément du milieu, soit, comme nous le dirons dans le paragraphe suivant, une dérivée séquente.
5. VECTEURS LIÉS A UN MILIEU COMTINU. — 4. Nous considérons un milieu continu dont le mouvementest décritrelativement àunrépèreOx,æx,æx; par les variables d’Euler u;(x,, t), composantes de la vitesse en chaque point æ,, pour chaque instant &. Nous supposons l'existence des dérivées
: du; : ; ; partielles =." continues en x, et en'{; on sera également amené au k È
Loge G À RAA du; ; me chapitre IT à invoquer l'existence des dérivées > qui conditionnent l'expression de l'accélération. fs Le mouvement d’un élément du milieu se définira par intégration du système de trois équations différentielles
dx; Ge PE) ve
Justiciable de la théorie classique, puisque de l’existence et de la conti-
ain, du; a ie nuité des =— on conclut que les w; vérifient des conditions de TL}:
Lipschitz.
b. Soit alors, dans l’espace de l'instant 4, , une suite de points M,(À) ordonnée selon les valeurs d’un paramètre À, avec un vecteur dérivée
6 d. LUCE Ar 1 é rer > géométrique ee De la théorie générale des équations différentielles
il résulte que la suite des points M(À), positions à tout autreinstantt
des éléments matériels qui occupaient les positions M, (À) à l'instant £,, =
présente aussi un vecteur dérivée géométrique ra Pour telle
valeur À, de À, on définit ainsi un vecteur, issu d’un élément déterminé du milieu et dont la grandeur vectorielle évolue dans le temps. D’après des calculs classiques concernant la dépendance des intégrales d’un système d'équations différentielles à l'égard des conditions initiales, cette évolution peut se définir par i() demo:
dt\ dÀ ) di 0x D'une manière générale, un vecteur mobile issu d’un élément du milieu, dont la grandeur vectorielle évolue selon une semblable loi dl; du; di — Que *
ou, en notation vectorielle,
sera dit /é au milieu. Intuitivement on peut concevoir un tel vecteur comme demeurant dans un rapport constant avec un segment infinitésimal joignant deux éléments matériels voisins, segment qui apparaît ainsi transporté par le milieu. Il s’agit visiblement là d’une dépendance intrinsèque à l’égard du milieu, indépendante du choix du repère (x; invoqué pour décrire le mouvement.
M + . ‘ . La . SAT 7. S1 l’on considère ensuite un vecteur a, issu d’un élément du milieu el évoluant selon une loi quelconque, le vecteur
à . Fa . .
différence entre la dérivée de a, et la dérivée que présenterait ce vecteur
si, à partir de sa position instantanée, il évoluait comme lié au milieu, ; 9 ee sera appelée dérivée du vecteur mobile a par rapport au Lemps pour
un opérateur lié au mulieu ou, plus brièvement, dérivée cinématique par rapport au mulieu ('). Nous représentons cette dérivée par le
> symbole A a.
6. DéRivéE D'UNE INTÉGRALE DE SURFACE. — a. Considérons une surface matérielle, constituée par des éléments du milieu paramétrés en À, u.
À une portion infinitésimale do de cette surface s'associe le vecteur a 7 . , .
infinitésimal & do (a, vecteur unité normal), dont on peut préciser
comme suit l’évolution dans le temps : on introduit un vecteur infini- Le le ce : 4 AD TE tésimal /, lié au milieu, issu d’un point de do, de sorte que / .« do
représente, à un ordre supérieur près, le volume d’une cellule matérielle en forme de cylindre oblique. On a alors l’équation des
dilatations eo (ra) = (Fu) (Ge se
(1) Pour plus de détails, sur le contenu de cette notion et la transposition à la cinématique des milieux continus de certaines idées directrices de la cinématique des solides, voir J.-J. Moreau, Sur la notion de système de référence fluide (Congrès national de l'Aviation française, 1945, sous-section n° 31, rapport n° 368).
k l THEÉSE J.-J. MOREAU. 1
PIN
Or PU a de) = À nr & (ads) = (7.v) (ua de) on nr En rapprochant les deux expressions, on uen puisque joe quelconque, Rae Rae Blade) =[(F.u)a (aa) le Fe
Si le milieu est rcompressible, il reste seulement
Ce.
b. D'une manière plus rigoureuse, considérons maintenant, pour une portion finie S de surface matérielle, l'intégrale
> > i= ff oc, s
où © est un champ scalaire, évoluant dans le temps et défini dans la région de l’espace que balaie S. En se ramenant aux variables À; 1m on écrit
OM , oM
et l’on peut dériver par rapport à {sous le signe fl :
À : f'dpoM , où a (oM , oM g oi = =] = — — d)d — | — ie pe :
di Î dé où À Gu° a frs (À À où ) a de dérive US) , : :
dc’ Aérivée prise à À et {4 constants, représente comme il est d usage la
dérivée de © par rapport au temps en sufant le mouvement de chaque élément matériel, ce que nous appellerons une dérivée séquente (*). En
PS TR LE A M D
(*) Cf. notre communication citée.
vou
: x 0M:, 0M ;, us te remarquant d’autre part que Hs Fe sont des vecteurs liés au milieu,
on obtient
D’où,-en définitive,
re uX "do Le Me dé s dr + Î] « (VA a) A à de.
Cela légitime l’écriture
CUT AT d 1e Ha ; k a Îese=Î] a \?ado) =f 1% a; do + eg Cde) |;
naturellement valable encore si o est une quantité tensorielle d’ordre quelconque, avec une éventuelle contraction en £. ;
c. On établirait d’une manière semblable la règle de dérivation pour une intégrale curviligne étendue à un arc matériel AB
% J + 4h Ja 4 (0 M) =f | TM + 9% (ah) |.
£ (aM) = OU Ne dm) (aM est lié au milieu tee
avec
et pour une intégrale de volume étendue à un domaine matériel D d d d d nes dr = — (odr) — — dr + p—(dr a Î] 2“ [et ze PEN )
> > (dr) = Nu, dt (nul pour un milieu incompressible).
avec
d dt
CHAPITRE I
PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DE LA STRUCTURE TOURBILLONNAIRE. STRUCTURES SINGULIÈRES.
7. LA SOMME TOURBILLONNAIRE. — a. Etant donné, comme au paragraphe précédent, un milieu continu à champ de vitesses différentiable, nous considérons le vecteur tourbillon
Fe Gi ne / u.
Pour une portion D du milieu, l'intégrale _. > K = f] 6) dr D
peut être appelée somme tourbillonnaire de D. La transformation d'Ostrogradsky donne, si S est la surface entière,
6) Fe 7 s
ea Ta Nous en concluons d’abord la nullité de K lorsque w est nul sur S
rap Pn ; Ke , 1 e £ S 0] ou, dans le cas d’un milieu s'étendant à l'infini, si r°|w| s'annuleuni-
I , e formément avec “ En outre on écrit
2 Au=(antŸ)ON = (ce 1 a.v)oM— (à À a.Ÿ)OM
SMS TRALELS SN AR 2 OM 2(2.0)0M, ce qui, pour toute surface fermée 3, nous laisse
DRE OGM ETES œ Nudo—=.2 | fon 5 VS 4 . Cu PE ., = 1e) Ü . . .
K est donc nul si «.«w est nul sur la frontière du domaine (a Jortiort si
w est nul). Nous disons en pareil cas que D constitue un noyau tourbllonnatre où qu’il présente une structure tourbillonnaire fermée. Cette
ee ah site ; Ê . .
condition 4.0 — o est vérifiée en particulier pour loute portion de
surface sur laquelle v est identiquement nul. Dans l’hypothèse d’un domaine D s'étendant en outre à Pinfini, la
[2 . . f , TE 3 L condition usuelle pour que l'intégrale K converge est que l’on ait une condition de Hôlder :
AO UNE OL
où B est une fonction bornée à l'infini. Pour abréger, nous dirons en
pareil cas que le premier membre s’annule régulièrement à l'infinr. En prenant pour surface Ÿ une sphère de rayon indéfiniment
| = croissant, on conclut encore à la nullité de K. b. Ces remarques faites, prenons pour D une portion de milieu
conservant son individualité matérielle, de sorte que S est une surface matérielle, et dérivons par rapport au temps la relation (1) :
> _ dK y ce du I D = = LE ÿ nd œ /\ 7 Eine : Îl [Cv /\ a) AN a | A u dc
Bot
en admettant l'existence de l'accélération
4 > & du
DS
LR ; Raop, : du; à c'est-à-dire celle des dérivées partielles 5 On a d’ailleurs
JiFas)nala ua
OS = || A) u dc.
Das,
IK > > {> >\:> (2) =: 2 Atde + |] Ce
dé ï Ds
c. Indiquons une conséquence dynamique de ce résultat, pour le cas d’un fluide parfait satisfaisant aux conditions de Helmholtz. Nous voulons dire par là que les forces extérieures dérivent d’un potentiel et que, d’autre part, les circonstances de l’évolution sont telles qu’il existe, dans toute l’étendue du fluide, une relation entre la pression et
la densité. On sait alors former une fonction P telle que
donc
D'autre part, la seconde intégrale de l’équation (2) se transforme en
— intégrale de volume. Si l’on invoque les dérivées partielles de w,
il suffit d'écrire
f (as)ude= ff (ua ff (Ne ! 4
AS ) A2 P
LS 1 ve I. Mai ésultat est encore valable, même si puisque V.w est nul. Mais ce résultat es :
Se - , l'existence de V.w n’est pas assurée, en vertu des considérations du
paragraphe 4 a, car pour toute surface fermée
ire I SRE URI ES) de Vodo— &'YNIN U'do —0:
«47 N° 2 Di fé È
On a des lors
quel que soit D, ce qui entraine, d’après le paragraphe 4 c, l'existence de la dérivée
Co 1 (3) alse)=: en
Par passage aux composantes on obtient les équations de Helmholtz que nous établissons ainsi sous des hypothèses notablement plus larges que dans l'exposition classique. Les considérations cinématiques du paragraphe 5 6 donnent à ce résultat une forme particulierement frappante ; (3) équivaut en effet à
Tee (26 )=e.
ae hs ET 2e ; Le vecteur © attaché à un élément matériel est lié au fluide (1).
(1) On trouve déjà dans : Vessior, Sur les transformations infinitésimales ct la cinématique des milieux continus (Bull. Sc. math., 1.38, 1911, p. 233) l’énoncé suivant : Le vecteur obtenu en divisant par la densité le vecteur tourbillon se comporte pendant le mouvement comme un élément linéaire du /luide. Voir également : KELVIN, On vortex motion (Mathematical and physical papers, vol. k). ,
Il est plus imagé d’ailleurs de considérer une portion infinitésimale de fluide :
là masse dm étant invariante, on voit que la somme tourbillonnatre élémentaire TRE ee dK = © dt = -w dm est liée au /luide.
Eye
C'est dire qu’on peut trouver dans le fluide une suite M() d’élé-
ments matériel tels que Le 1 ie __ dM Da TA Dès lors, si l’on a fait choix, au sein du fluide d’un réseau de coordonnées matérielles a, b, c (usuellement : les coordonnées des positions qu'occupaient les divers éléments à tel instant origine £,), on aura _ Es _ _ dM OM da OM db OM dc
DCS D ER dE 0bdi.
c’est-à-dire
OÙ Pos Go o Sont des constantes vis-à-vis de . Par passage aux composantes on reconnaît les équations de Cauchy.
Signalons ici que cette loi d'évolution du champ vectoriel tourbillon peut, dans le cas d’un fluide parfait incompressible, être mise en relation avec le principe de moindre contrainte de Gauss. Considérons une portion de milieu matériel incompressible à champ de
22 . , . . ep RERO ee vitesse u différentiable, limitée par une surface matérielle S. Soit
défini dans D un champ vectoriel £ tel que
(4) div 80 et > > (5) EU à (fonction donnée sur S).
De telles conditions ne sauraient demeurer satisfaites au cours du
Fa .
temps si le champ + est simplement transporté sans altération par le
ea eus à er de : :
milieu, c’est-à-dire si la dérivée séquente = est nulle. Un ajustement
est à chaque instant nécessaire; nous dirons que la répartition vecto-
RQ TS
rielle est transportée en motndre contrainte par le milieu si l'intégrale
rie WIDE À l
présente, à chaque instant, le minimum compatible avec les conditions
Eat .
(4) et (5). Or on peut montrer qu’alors le champ rôtr est lié au milieu. Le cas de lhydrodynamique rentre dans ce cadre, en prenant
> > pour s le champ de vitesse v lui-même : À est à ce moment (au facteur s] 2,7 g e] 2177 . 9 DUO , ‘ . , o près) l'énergie d'accélération d Appell, minima d’après le principe de Gauss. | d. Revenons à la cinématique pure. Si l’on admet l'existence du
. ce . A rotationnel de y la relation (2) nous donne
Per a tre TRE ee LE 0e a(0)= AR Tee ou PE Te + 6 Dir Pin 7 (6) afin) Ne
On met immédiatement en évidence à partir de là un résultat classique de Kelvin (‘) :
Pour que les lignes tourbullons conservent dans le temps leur individua- CA Poe . a . . £ lité matérielle, il faut et suffit que w soit partout colinéatre au rota-
| = tionnel de es
. . ic , L - En effet, la direction de w doit alors être une direction matérielle
Re EURE LOT PR A RER en
(*) Cf. Arperr, Traité de Mécanique rationnelle, t, III, 3e édition, P- 599.
ATNOTEE
. : ar : ; ; , PRES:
invariante, c'est-à-dire qu’il doit exister un scalaire 4 tel que : w soit # )
lié au milieu :
PRES AN as 5 ce a ka (eu )=e.
pu Jade p PME Il faut et suffit pour cela que 17 1> : ES ES LEE cn AD( ES )=e ou SA VA y) =o \ : ï / Ë
8. INTERPRÉTATION TOURBILLONNAIRE DES SURFACES DE GLISSEMENT. — a. Supposons maintenant qu'il y ait dans le milieu une surface de glissement ; nous entendons par là une surface séparant deux portions E’ et E” du milieu qui glissent l’une sur l’autre en conservant dans le temps leur individualité matérielle. En général cette surface X se meut dans l’espace. À chaque instant elle est le siège d’une discontinuité pour le champ des vitesses, mais on montre que cette discontinuité est purement tangentielle (!), c’est-à-dire que
> > > DENT CAES 0
Les discontinuités de vitesses rencontrées en hydrodynamique sont toujours de cette sorte.
(*) En effet, les frontières des portions E’ et E" sont deux surfaces matérielles Z' et À” qui glissent l’une sur l’autre. Faisons choix dans Z’ d’un réseau de coordonnées matérielles À et 4, de sorte que, à chaque instant, la surface È admet la représentation paramétrique
HS > MPG A) TRES SES
Les différents éléments de XŸ”, se déplaçant dans X, ont des coordonnées À, fonctions de !
_. — CCR LUETR : DRE OP LOME== î
OX dt du dt dt
d'où
vecteur qui est bien tangent à À,
ilante
Il est classique d’assimiler une telle surface à une répartition tourbillonnaire, chaque élément do de la surface devant être considéré comme équivalent à une cellule tourbillonnaire spatiale
+ 1> © dr © - à /\ (rer ) de ce 5 or 4 Q re | G s I (x représente le vecteur unité normal à do, orienté de la région P' vers la région P). On peut dire qu'il s’agit d’une couche tourbillonnaire, de densité superficielle
TES 8 Y = TRES RY & Y
Du point de vue strictement descriptif, cette équivalence apparaît intuitive si l’on envisage l’élément do comme limite d’une couche
a . . . BA d'épaisseur infiniment petite, dans laquelle w varierait linéairement. De façon plus précise, l'assimilation est légitime pour toute transformation intégrale de la forme
ff x 6+A AN. a de ff As A ad, et l) S
où À représente un champ vectoriel quelconque, à dérivées partielles continues. En supposant en effet, pour fixer les idées, que la surface Z partage le domaine D en deux portions D' et D’ Fo Ë, la cloison commune ) et la surface frontière S en deux portions S’ et S”, il suffit d'écrire
TASSE TANT fAsnud— |] À .a N\ u! de:
LE D’ L Dan
PA NS MOMENT E TS > fl Mod) de JO RS À ua D" " S" ; J.
et d’ajouter, pour obtenir
€ + + — + +) + > > + > Ill GAS +X A a)æ + ff Aa Au ur) de = f} ARE Up À D S
On peut de même étendre la transformation stokienne
= SARA ris house vai) aa fox.
Er. ire
(9 champ scalaire à dérivées partielles continues), au cas où la cloison S est coupée, selon une courbe l', par la surface de discontinuité Ë. On doit poser que chaque élément ds de l apporte à l’intégrale double la contribution d’un élément superficiel dégénéré
& 5 be > Se OLA ILE u').dM.
En d'autres termes, le flux de la couche tourbillonnatre Ÿ à travers un élément de surface do ne dépend que de l'élément de courbe ds selon lequel E coupe dc et s'exprime par
rie _ + à =\u— u").dM = p.nds
> (r vecteur unité normal à l’élément linéaire ds, tangent à la couche X,
dans le sens pris pour sens positif de flux). Cela est bien conforme au principe d’assimilation.
En résumé, on peul dire que l’assimilation de la discontinuité à une couche tourbillonnaire est légitime dans les considérations intégrales où la structure cinématique intervient {néairement. Ces considérations se prêtent d’ailleurs à un symbolisme uniforme, suggéré par la notion d’intégrale de Stieltjes, qui englobe lés répartitions tourbillonnaires spatiales et superficielles (*). À toute portion infinitésimale d’espace,
on associera l’élément vectoriel K, somme lourbillonnaire propre ou assimilée, et à toute portion infinitésimale de surface, l’élément scalaire d®, flux de tourbillon propre ou assimilé. Et il vient en toute généralité ?
> + + >> PSE > ll 2 ÀA.dK + A AVud= |] A.a /\ udo, D “D * s Aer 2e redire a Pa row | oV A u.a'do== | ou.dM.
s SG C
IL importe toutefois de noter que les relations intégrales ainsi obtenues ne peuvent être utilisées qu’à titre instantané. On ne pourra
© (1) Et aussi les répartitions curvilignes, comme nous l’indiquons au para-
graphe 12 d.
PAT To eue
pas, comme dans le paragraphe précédent, leur faire subir de dérivation séquente, parce qu’un domaine d'in tégration ainsi traversé par une surface de glissement se trouve scindé lorsque le milieu évolue
(cf. S21 a).
b. Passons maintenant à un autre type de transformations intégrales, non linéaires Par rapport à la structure citématique, et vis-à-vis desquelles pourtant l'assimilation tourbillonnaire de la. discontinuité reste légitime.
L'intégrale, étendue à la surface fermée S,
Îlie-Gale
se transforme en une intégrale étendue au domaine intérieur D, portant sur la quantité
d’où )
fiez Ca) ad ff (an nS 0), Je |
, . . . ee Lai 0 désignant la dilatation Ÿ.«.
Cette relation a d’ailleurs une portée torsorrelle, c'est-à-dire qu’on à pour les moments
——- à a à fon ur-(i)ile LU S :
à ns De Pen es ae MAC: NN > +\>7) = /]] Lu OM AV (2%) AE TOM ane 5 * * x
ie a > = ff OM À (a REA D
Supposons alors le domaine D partagé par une surface de glisse-
RÉROAURE
ment =; en écrivant séparément la relation ji les deux parties et en ajoutant, on obtient
ARENA > SN > ua — u.2)u |de A
= CNETA PS
D ARE ne AA Se u2'@ HEC ee ir ad
Or, eu égard à la condition > > u 10
= Se AND ANC
on écrit l'élément différentiel de la dernière intégrale
TETE ICE re ee) de
A Dunb e En E ea NE UN Re
en introduisant la vitesse médiane
On devra considérer cette valeur 2* comme définissant la vitesse dans la surface Z elle-même, conception qui va s'imposer dans la suite avec une force particulière. La relation des moments s’étend de la même façon.
Signalons encore que les relations intégrales en question, quadratiques par rapport à la structure cinématique, engendrent des relations
Te .
polaires. En prenant en effet pour w une expression de la forme
> > À u + pu,
> > : s où u, et uw, sont deux champs vectoriels, À et 14 deux paramètres,
Le ah AE
on oblient, par identification des termes rectangles en À, y,
+ +\S NN AN ENS [l | CORAN AT CONTE TE CA té er S
Fa Ca Te F2 ca = 2 a /\ Do 2 Le /\ y 10) Ds U: dr D
et résultat analogue pour les moments. Nous verrons, au paragraphe 11 4, cette relation polaire jouer un rôle assez semblable à celui des relations de réciprocité dens les théories harmoniques.
c. Abordons maintenant, de ce même point de vue de l’assimilation tourbillonnaire, la dynamique d’une surface de glissement dans un Îuide par fait helmholtzien (*).
Cette hypothèse implique l’existence d’une relation entre pet o, et par suite, une expression de la fonction P(p) valable de part et d'autre de £. La pression p doit rester continue à la traversée de 2, donc aussi la fonction P. Il en résulte que la composante tangentielle de VP doit
être la même de part et d’autre, d’où finalement > > > œ /\ (F- Fr) LE
Tel est notre argument dynamique.
Outre les couches frontières X et X” nous imaginons une couche médiane *, qui glisse également sur elles et caractérisée par la vitesse (?)
a TR le u À
ea UÙ—
(*) C. R. Acad. Se., 1. 228, 1940, P. 1923.
(?) La possibilité cinématique d’une telle couche se montre immédiatement en reprenant les notations de la page 22, note (*). En effet, le système d'équations
différentielles d} I
ah 1 du I DES
U(A,p, L), D? OU U, À)
définit bien le mouvement d’une couche matérielle glissant sur Ÿ’. Or la vitesse d’un élément de cette couche est
MAR Le
Nous considérons alors un élément tourbillonnaire superficiel > + 17 > > K= par 5° À (ue u') do
dont nous allons étudier l’évolution, en supposant l'élément de surface do entraïné dans le mouvement de la couche médiane. Cela, en vue d’une analogie avec les équations de Helmholtz, lesquelles définissent l’évolution d’une cellule tourbillonnaire
1 + - © dm = & dr,
lorsque l'élément de volume d7 est entraîné dans le mouvement du fluide.
En posant, pour abréger,
LAT— CO, (au) =6, nous écrivons (‘) dk he Fe > À TE NÔ To.
La Le _. _ HS (& À A) A u?, : Ce Rte = £ ci Ar La Le et (a.Ÿ) u' CRIER
(*) L’équation (1) invoque des dérivées partielles de w* par rapport aux trois coordonnées; la suite des calculs montre ce que nous entendons par là : w' possède des dérivées partielles continues dans E/, définies Jusque sur la surface 2,
rer = à + E” : < >> de même que les dérivées partielles de w” sont définies dans E” et jusque sur 2.
: > à Ce sont alors les demi-sommes qui constituent les dérivées partielles de u*. Mais
Log ner
et, par conséquent,
puisque
et que
+ ve He w" étant ce qu'on peut appeler le tourbillon de la couche médiane. Et l’on écrit alors
car
_ représente la composante normale de w*. Donc, en définitive, dk Ne Fr = de a) u+20, À K
il importe de noter que, même en l'absence de cet artifice, et bien que u* ne soit défini que dans À, on peut donner un sens à l'expression
(Vac)auw=- (GAY) À % de,
> > parce que l'opérateur « /\ V est, comme nous l'avons fait remarquer au chapitre I, purement superficiel.
FR
ou, en introduisant une dérivée cinématique relativement à la couche médiane,
_ > > DK —20: À K.
_ + Ainsi, lorsque w, = 0, soit usuellement lorsque w est tangentiel ou nul > de part et d'autre de È, le vecteur élémentaire K est lié à la couche médiane.
Alors, mais dans ee cas seulement, où w° est nul (*), apparait une analogie profonde entre la dynamique de la discontinuité et la théorie classique des structures tourbillonnaires helmholtziennes de l’espace.
On remarque d’abord que les lignes tourbillon de X, c’est-à-dire les
Te .
lignes intégrales du champ 1. (ou lignes orthogonales au vecteur de
re . RTS tie ., ñ discontinuité à ), peuvent être considérées comme matériellement liées à la couche médiane, puisque, en chaque élément de cette couche, la direc-
tion de f est'aussi celle d’un vecteur K lié à la couche.
La portion de couche médiane comprise entre deux de ces lignes constitue une bande tourbillon, dont les propriétés s’assimilent à celles des tubes tourbillons de la théorie classique : le flux de la bande à travers une surface de section s'exprime, selon le principe du paragraphe 8 a, par une intégrale curviligne étendue à la courbe de seclion AB,
> > I > 0 D D — [ PUAS CS a (2 u").dM
AB
et cette valeur reste constante dans le temps lorsque l'arc AB est entrainé dans le mouvement de la couche médiane. I] suffit pour le voir de constater l’invariance de
Fe Fa ms PA ea > ste u").dM er db: CNE
A Es NX (:) Condition qui peut s’interpréter en disant que u*.dM est dans Zune différentielle exacte.
sys pp « ° , û e ta où dM est un vecteur lié à la couche. Or, si l’on introduit un élément de surface do avoisinant M, le scalaire
Le Ne des (SA &.dM) de = &.K À dM
représente, d’après ce qui précède, l’aire d’un parallélogramme construit sur deux vecteurs liés, et évolue donc selon la même loi de dilatation que l’élément de surface do lui-même, d’où l’invariance
annoncée.
Il est à noter que le flux ® de la bande n’est indépendant du choix
de la section que si
c’est-à-dire, d’après l'hypothèse antérieure, si
A a 0 DPI NAITE=I0:
Dans ce cas (‘), on voit que le vecteur de discontinuité
ANR RES
DO est tel que
AN ANNEE
(or em
soit dans X la différentielle exacte d’une fonction 9, que nous appellerons le potentiel de discontinuité. Il résulte alors de ce qui précède que le potentiel de discontinuité est défini dans la conche médiane d'une manière indépendante du temps.
9. Cas BIDIMENSIONNEL. — a. Les considérations des paragraphes préeédents se transposent avec quelques modifications pour le cas d'un milieu évoluant dans le plan. La signification usuelle de ce concept est de décrire un mouvement tridimensionnel dans lequel le champ des vilesses, partout perpendiculaire à l’axe des z, est indé-
(*) Cela revient à dire qu'il n’y a pas de fuites tourbillonnaires entre 2 et l’espace ambiant,
CA Li No
pendant de la coordonnée z. Le vecteur tourbillon est alors partout colinéaire au vecteur unitaire de cet axe :
WC z de sorte que la structure tourbillonnaire est décrite par la donnée du champ scalaire © dans le plan.
On note d’abord une différence essentielle avec le cas de Ne pa
l'intégrale de €, pour un noyau tourbillonnaire isolé du plan, n’est pas nécessairement nulle.
Soit D une aire du plan, limitée par une courbe fermée C, qu’on . 2 r . ? a ON .
oriente consécutivement au sens de z, de manière à permettre l'appli-
calion du théorème de Stokes :
# P ’ > > + ee cda=: |] SAV. de 4 D 2 D5 :
< res ss D u.dM.
2 CG Dérivons en supposant que l’aire D conserve son individualité maté-
D LL Dr LB. 2) (Fa) C C
dt 2
rielle :
la seconde intégrale est nulle, puisqu'elle s’écrit I Duke DR TD u? V.dM.
b. On en tire une première conclusion : si le milieu est helmholtsien, non pas forcément dans toute l'aire D, mais seulement au
+ voisinage de la frontière C, y se trouve être tout le long de C le gradient d’une fonction uniforme, d’où
dk!
La somme tourbillonnaire du milieu intérieur reste constante (*) :
(:) Ce qui revient évidemment au théorème d'invariance de la circulation de
Lagrange-Kelvin.
AD se
e fluide helmholtzien apparaît ainsi comme non conducteur du tourbillon €. | Du point de vue local on rejoint ce résultat classique : si le fluide è as ne MED | ; ADN est helmholtzien au voisinage d’un élément, la dérivée séquente — 2 y Î
est nulle. À l’élément considéré s'attache une valeur de - constante
dans le temps.
c. Considérons maintenant un milieu quelconque emplissant tout le plan, dans lequel les contraintes intérieures sont décrites par une pression hydrostatique p, superposée à un tenseur d'efforts T;. On
pose OT
— = O;, dt be
Bornons-nous, pour simplifier, au cas d’un milieu incompressible ; parmi les forces qui sont appliquées dans la masse, on sépare celles
. - Re qui dérivent d’une fonction de forces U, des autres, soit F do pour un élément de surface (et pour une tranche d'épaisseur unité). L’équation de La dynamique s’écrit alors q ÿ s
PREND) ESS D'où
HOME TR Ie
Sir s’annule régulièrement à linfini, l'intégrale K' converge sur le plan entier. Et si l’on suppose l’annulation uniforme de rF et ro, il reste (1) dk ACTE
D OC Se D Eee Ci Ge A RE SR
(*) De facon plus précise, on Supposera que les majorations impliquées par les annulations en question sont uniformes non seulement vis-à-vis de 7, mais aussi vis-à-vis de £. À cette condition, en étendant K’ à un cercle de rayon 7’, on pourra montrer
* RE pK NV CARE
La démonstration est d'ailleurs facilitée par une transformation du type de celles du paragraphe 18 b, ramenant à un domaine fixe.
DAT: 4 FOR La somme tourbillonnaire du milieu reste alors constante. En parlicu-
lier elle est nulle si le milieu est parti du repos.
d. Les considérations du paragraphe 8 se transposent également sans difficulté dans le cas bidimensionnel. Une ligne de glissement peut être assimilée à une répartition tourbillonnaire, chaque élé-
{ > L2 , , . 4 L LA C ment dM de la ligne étant équivalent à une cellule tourbillonnaire superficielle
ak (os 5). 4.
Pour l'exactitude des signes on pourra distinguer le côté intérieur et
C ’ Là ® RE A 4 b le côté extérieur de l'élément vectoriel dM, selon la même règle que pour le théorème de Stokes (le côlé intérieur est indiqué par l’orien-
> > tation du vecteur :/\dM) : les régions discriminées correspondent respeclivement à l’intérieur et à l'extérieur d’une courbe fermée
= . Air: Cut , . , 0 dont d\MI serait un élément dirigé selon le sens trigonomélrique.
" doit alors étre la vitesse du côté extérieur de di, ul! la vitesse du côté intérieur.
Comme dans le cas de l’espace, cette interprétation tourbillonnaire sauvegarde la validité des relations intégrales linéaires par rapport -
Le . .
à u. Il en va de même pour les relations quadratiques
PC M }u #4 |] = ff Laru—0s 1 u jar
OM. La. ah) à — € aM | = = ff on. ERA
à condition de prendre comme vitesse dans la couche de glissement la vitesse médiane
C’est, là encore, la notion de couche médiane qui permet d’adapter au cas d’une ligne de glissement la propriété de conservation du
ME UE
tourbillon dans un fluide helmholtzien : étant donnée une ligne de glissement dans un tel fluide, la quantité scalaire
2 dK'— (ui 7). 4
à s re DR est invariante dans le temps si l’élément vectoriel 4M est lié à la couche médiane. Il en résulte notamment que le potentiel de discontinuité est invariant par rapport à la couche médiane.
10. Maicteu NON HELMHOLTAEN. — a. Envisageons d’abord le cas bidimensionnel. Nous venons de voir au paragraphe 9 que la somme tourbillonnaire K’ d’un îlot non helmholtzien se conserve. On peut donc dire que les actions extérieures sans potentiel et les tensions non normales, qui se manifestent dans un milieu non helmholtzien, ne créent ni ne détruisent de quantité tourbillonnaire, mais en produisent seulement le déplacement.
Précisons celte notion dans le cas d’un Jluide visqueux incompressible, régi par les équations de Navier
= V(U—p) BEQ Au.
La relation (1) du paragraphe 9 c engendre alors l’équation locale
(en postulant l'existence des dérivées invoquées). Dans des régions
a où Fest nul on retrouve, comme il est bien connu, une lot de diffusion identique à celle de la chaleur, le rôle de coefficient de conductibilité étant Lenu par la viscosité cinématique
N CHR , Pr pale . ra OUS POSONS ainsi qu un élément de courbe matérielle ds (soit « un vecteur unité normal) est traversé par un flux de quantité tourbillonnaire, à raison d'un débit d' Re Cat ds = — ya .VEds.
Les quantités tourbillonnaires tendent donc, au sein du fluide, à se déplacer dans le sens de décroissance de #.
La présence de forces extérieures ne dérivant pas d’un potentiel contrarie cette évolution, on a cette fois
df = (GAP Ve).aas,
ce qui superpose à la tendance précédente celle d’un déplacement des tourbullons dans la direction perpendiculaire à la force (*).
Les forces sans potentiel ont une action motrice sur la structure tourbillonnaire, au sein du fluide : elles engendrent en quelque sorte une polarisation tourbillonnaire. C’est une idée qui sera précisée au chapitre II.
b. Soit alors un fluide visqueux bidimensionnel illimité, initialement au repos. Les forces extérieures qui viennent le mettre en mouvement (?) produisent un déplacement tourbillonnaire, une polarisation, qui se traduit par l'apparition de régions où € est positif compensant des régions où € est négatif. Ce déséquilibre se diffuse alors au sein du fluide, tout comme un déséquilibre thermique. Le fluide est en mouvement, mais se confond asymptotiquement à l'infini avec un milieu au repos. On conçuit donc que l'allure à l'infini de ce phénomène de diffusion soit la même que pour un milieu entièrement au repos, ce qui conduit à une structure asymptlotique de la forme
Une étude rigoureuse de cette question délicate sorlirait de notre programme. Retenons seulement que dans un fluide visqueux illimité, tiré du repos par des actions localisées à distance finie, €, à tout
(!) On se rappellera cependant, pour éviter toute illusion à ce sujet, que le champ des « forces ne dérivant pas d’un potentiel » n’est défini qu’à un gradient près.
(2) Des solides immergés peuvent être considérés comme des portions où la conductibilité v est infinie, ce qui conserve qualitivement nos conclusions.
MR nn
instant, s’annule à l’infini comme une fonction exponentielle de r°. Il en résulte, en particulier, que r"€ s’annule à l’infini quel que soit l’exposant posilif n.
c. Ces idées se retrouvent dans le cas tridimensionnel. Pour un fluide visqueux, régi par les équations de Navier, on oblient l’équation locale (!) L
Æ formellement analogue, lorsque F est nul, à l'équation de diffusion de la chaleur, mais d’une exploitation moins aisée, parce que la
quantité sujette à la diffusion est ici vectorielle et que sa dérivée relativement au temps est prisé par un opérateur lié au fluide. Il semble toutefois que l’on puisse en tirer des conclusions analogues aux précédentes en se référant à une configuralion initiale du fluide. La diffusion est alors définie par une équation de la forme
> D TE »L(w),
où L est un opérateur différentiel du second ordre (dépendant du temps), de type elliptique, qui, à l'infini, se réduit asymptotiquement au laplacien.
Plutôt que d'envisager la diffusion d’une quantilé vectorielle'ainsi associée à chaque point du fluide, il paraît plus fructueux d'imaginer la structuretourbillonnaire décomposée en filets infinitésimaux, qui se déplacent au sein du fluide en conservant leur intensilé. On constate alors une diffusion, traduite localement dans chaque section droite par une loi analogue à la loi bidimensionnelle. Il S'y superpose une
- e 0 La 2 tendance motrice dans la direction du vecteur ©/\F. La polarisation qui en résulte sera étudiée dans les chapitres III et FV.
TE RO PR
(*) Cf. Sur la notion de système de référence /luide (Congrès national de l'Aviation française de 1945, rapport n° 368).
AE et AL. Srrucrures asymproriques. — a. Nous nous bornons encore au
9 LE 2 . . L Le cas d’un milieu #ncompressible, dont le champ de vitesses v est pourvu de dérivées partielles continues par rapport aux variables d'espace.
D L . . 7 Soit un tel milieu emplissant tout l’espace; supposons que w s’annule uniformément à l'infini.
Appliquons la relation polaire du paragraphe 86 en accouplant le L 72 .
champ vectoriel (M) avec le champ newtonien
1 == (MY PM (= PM} On remarque SH S + Vie 0: Ve, &'} Si > Vino VENT =D
On prend comme domaine d'intégration le domaine compris entre une sphère À de centre P, de rayon € qui tendra vers zéro, et une sphère concentrique Z’ dont le rayon KR tendra vers l'infini. Il vient
alors > + > >\> HN [> \à TEE Pro en as ren a 74) DE Or sur Ÿ > 4 eue
de sorte que la contribulion de Ÿ se réduit à
à fl me s
qui tend vers zéro lorsque R augmente indéfiniment, d’après l’hypothèse d'annulation uniforme de w. D'autre part, sur Ë,
et la contribution de Ÿ se réduit à
i > = u do Fag/ 5
qui tend vers 4 ru(P).
NT DU
7 . 0 En supposant alors l’annulalion régulière de rw à l'infini, pour assurer la convergence de l’intégrale triple sur l’espace entier, on
obtient à la limite > : ar —.
u(P) =] » O(M) /\ MP dry.
On reconnaît la formule dite de Biot et Savart, que fous établissons ainsi d’une manière plus directe et-plus générale que dans l'exposition classique (*). En vertu des considérations du paragraphe 8 a elle est compatible avee l'interprétation tourbillonnaire des surfaces de discontinuité.
= 6. Supposons maintenant en outre l’annulation régulière de r°« à l'infini. Nous allons en conclure, ce qui servira au chapitre IIT, que ru est borné à l'infini.
P étant supposé à la distance très grande r du point de référence O,
appelons A l’intérieur de la sphère de centre P et de rayon ae
La formule de Biot et Savart donne
SET
> EAN à AS MINE Peer RS AMP du ff Lips 2 À ME°Gex pe
Lorsque M est dans A, on a évidemment É OM > —»
donc d’après l'hypothèse, il existe un nombre B (tendant d’ailleurs vers Zéro avec + tel que
| fonte E.
AUS (*) Si inversement on part d'un champ ©, continu, donné a priori, le
S champ uw défini par l'intégrale de Biot et Savart peut n'être pas dérivable. (Pour
ñ . . . RL ME La établir l'existence des dérivées on SUPposera que © est Iui-même dérivable ou,
plus généralement, qu'il vérifie en chaque point une condition de Hôlder). Mais
Alors - lo AMPd : Pan MP 2T Aa TM <a sam dtu I > <= [fol ds 27 1 l2 Fr * dix É Soir E , soit :
D'autre part I RAM I 1-|> 2 JT m9 AMP des < ff zloles AS d ne Lafaen soit tn DIT E Tr?
en posant
o= fflole E
intégrale qui converge d’après l'hypothèse.
On obtient donc effectivement
TH , L2 4 ,° L KR c. En vue de préciser davantage la structure à l'infini de w, suppo-
se sons maintenant que rw s’annule régulièrement à l'infini, c’est-à-dire
. . ra ve « qu’il existe un nombre positif e tel que 7°*° a possède une borne A. P étant encore à la distance très grande r de l’origine O, nous
- . « Yi 4
introduisons une sphère À, de centre P, de rayon etune sphère A’ TS Ets AA .
de centre O, de rayon p << - à préciser ultérieurement. Soient respec-
L 7 7 Li D . .
tivement w’, u”, u”' les contributions des domaines À, E — A — A' et A’ dans l'intégrale de Biot et Savart.
sous la seule hypothèse de continuité de w, on montre facilement que w possède
> du moins un rotationnel au sens large égal à 20.
HUNS + VAE
Nous avons comme tout à l'heure :
él<E fflolz a
[ 925+€ dr RE DE ALES soit 32A C 74
27 r°+E EE
En outre
2 I à Fanl 1 I 4 4 a 5 él<E ff old E ] los 27 Ug_A_A FA ER
RUES G) TM ? AN M»
e4/p— Ar E—/ OM.
soit A Lars à AT A : Le À pre | 3 € Dirt Donc
8 A I Po OT
[ur UNS e . [2 = Il reste à préciser le comportement à l'infini du terme #”. À cet effet nous passons en nolalion tensorielle. Soient x; les coordonnées de M, y; les coordonnées de P : posons :
d’où
1/2 ee I d Un = Emin — PiOn AT.
La formule de Taylor donne
AM, P)=#(0, P)+ me (O, P)+ Nr (M',P); 4] 7 (1
M' est un point du segment OM (dépendant d’ailleurs de l'indice t): En remarquant que |
on obtient
de; LAS 3 EURE VON SEA De Ron nr dr; 15 fe:
das dm Ni PTE 5 à (à 3k+ d? Zi 04 5;).
Nous posons _. de; 3 (M, P)=ei(0, P)+a; (0, P) =— fhose Sr):
Alors ' dv Pi Pi = NL rene ps Ds (M’, P).
Pour ce qui nous occupe, M et, par suite, M’, sont à l’intérieur de la sphère A; P est à l'extérieur :
OMZp, OM’;
r—p<PM ST + Ep.
= dr; De l'expression de — on conclut donc que
0x; xx AN ee 12p°(r + p) low |< FAT Prenons LE = — KE DUR (4% 0).
Lorsque r croît indéfiniment, il devient prépondérant dans les termes r + p etr— 0, de sorte que SAS | — Lis B (borné).
rèt2he
. , De « On choisira # de manière que la quantité w” de tout à l'heure tende
. ; . I elle aussi vers zéro plus vite que -;
> [ur Le
on prendra donc
I 4 : I 0-0; c'est-à-dire Ve 2 2 {
PAPA] à
Il ressort de toutes nos évalualions que
27T ritA
= 5 ae + “as a(P) == ze JL e* À © deu + ds (B borné, À Doi. A’
D'autre part, l'intégrale
I px co «re Le A © dtu 27% £
étendue à l’espace entier, converge et l’on voit sans peine que le reste
SMEUUESS Î]l p* À © dry E—A
S / è B est lui aussi de la forme —.
r3+À Donc en définitive > 2 1 ANS B u(P)= = [fe À © dry + pres E
d. Il nous faut maintenant expliciter celte quantité
LP) — = ff, P) À (M) du
Co 2 , L L] L2 . : Pa 4 - ù e qui est présumée fournir la partie principale de w à l'infini :
DRART Gif I 1; 3 d Un gp erin é 740 ONE 73 EP 0 D) On ATu É I I I RORST EE = — een Î] ou tu + Eu d! — oi) Î =. dry.
D’après ce qu’on a vu au paragraphe 7 a,
ff dtu = 0.
AVE
Le champ est donc déterminé par le tenseur
Tue ff] «jo, dry:
Mit RS Mais ce tenseur est antisymétrique (!), de sorte que (S2c)
ie — = Sn le
£ 72 en désignant par [ le vecteur moment
So PRE ne FE ff À © dry.
(De la nullité de la somme tourbillonnaire il résulte évidemment que
re ° . . L ce vecteur Î est indépendant du choix de l’origine O.)
Par conséquent
TE AD TES à er PS) L — ( La — 5 VV + re ŸYm il y rs D me Me l;— 7 PRE
À . : ïñ : . k Ce champ est à l'infini de l’ordre de -3; donc, d’après c, ilconstitue,
COARDe:ce.que
Î G); 0, do —
pour toute surface fermée S, on conclut en eflet d’après le chapitre I ($S 4a),
à sa Gand Oj=—(L;jtn) dt Vs LP dx;
à se = [l c;(d Mad 0, Lit — fl (ZrnO;+ 2j on) dr.
te D LE D
que
Re D'où l’antisymétrie annoncée dès qu’on suppose l’annulation uniforme de r'|6 à l'infini.
L’antisymétrie de T;, a lieu également lorsque l'intégrale est étendue à un > + noyau tourbillonnaire à la frontière duquel 5 —0o ou même seulement ©. —0o.
ones Z . . . . 2 ‘ ,° e ) pourvu que Î ne soit pas nul, la partie principale de u à l'infini. Cette
quantité {, qui détermine la structure à l’infini, va Jouer dans la suite un rôle fondamental, sous le nom de résultante de polarisation.
> Le pu Si L'est nul, il faut chercher dans des éléments d’ordre supérieur la
à > À partie principale de w, et supposer d’ailleurs, pour cette recherche,
FR une annulation plus rapide de w.
e. Le cas bidimensionel se prête à des développements analogues.
En supposant l’annulation uniforme de “ l'infini, et l’annulation
régulière de r£ on établit que | a re NET ne I Le re / ll 2 (M) MP dow,
l'intégrale étant étendue au plafh entier. L’assimilation tourbillonnaire des éventuelles lignes de glissement sauvegarde ce résultat.
En supposant en outre l’annulation régulière de r°€, on obtient par des raisonnements analogues à ceux qui précèdent
OP CEE WAR Pen
; Le ce qui fournit la partie principale de w, si la somme tourbillonnaire
n’est pas nulle.
Moyÿennant l'annulation régulière de r'£, on peut construire un développement d’ordre supérieur
1 gta
> RAS MN SNS SNESS PAS B DA er KE AOP +15 A] A(R.OP) OP Et | - = »
es dE canon dc.
En posant d’ailleurs, comme on le fera au chapitre suivant,
CES [= SN
(résultante de polarisation), on a pour le’second terme du développement
A2. Sincurarirés. — a. Soit un noyau tourbillonnatre, c’est-à-dire un domaine D à la frontière duquel le vecteur tourbillon est tangentiel ou nul. Nous considérons sa contribution dans l’intégrale de Biotet
Savart :
Soit O un point, à distance finie, qui usuellement sera pris dans le domaine D lui-même, et R le rayon de la plus petite sphère de centre O renfermant D. Le champ vectoriel
jun développement
en série de Taylor selon les puissances des coordonnées de M, uniformément convergent pour OM << OP, donc, a fortiori, convergent pour
possède autour de O, comme le champ scalaire
toute position de M dans D si OP ©R. Alors, en multipliant par o(M)
et en intégrant sur D terme à terme, on obtient un développement en
série pour u(P), convergent à l’extérieur de la sphère de centre O et
de rayon KR. Les termes de ce développement sont des vecteurs a
fonctions homogènes de OP, de degrés — 3, —4, —5, ... Le
premier a été construit au paragraphe précédent :
> SR SU > x — Lepresif — = (1.08) 6P L avec ; TU ue Me = fl! OM'A'o dy.
Les termes suivants, dont il est inutile de chercher l’expression
ee
générale, dépendent des moments successifs du noyau, c’est-à-dire des
tenseurs de la forme Tijes = ff ares. 08 47 D
Le procédé employé au paragraphe précédent (en note) pour établir l’antisymétrie du moment du premier degré T;'conduirait à des relations entre composantes qui permettent de ramener la donnée de chacun de ces tenseurs à celle d’un tenseur d’ordre inférieur d’une unité.
b. Imaginons alors un noyau de dimensions infiniment petites, avoisi-
nant O, mais dans lequel w a des valeurs infiniment grandes, de sorte que les moments T;; sont encore finis. Le développement précédent est convergent tout autour de O. Ce point est un pornt singulrer du
= champ w et le développement joue un rôle tout analogue à celui de la série de Laurent en théorie des fonctions analytiques. Seul nous intéressera le cas où tous les moments sont nuls, sauf le
se * . . Â -d . .
moment du premier degré, c’est-à-dire l’intégrale [. C’est ce qui a lieu
notamment pour un noyau infinitésimal déduit d’un noyau fini par
. . . . os - F une similitude de rapport infiniment petit &, les valeurs de © aux
e ; I : Û points homologues étant alors dans le rapport = Il reste simplement
(1) AS 0 em 1.0P) OP — 1.
aie BOL I
Un tel champ peut encore être considéré comme le champ newtonien d’une répartition de masses (de somme nulle) localisées dans le domaine infinitésimal du noyau. On retrouve en particulier cette expression comme champ créé par deux masses opposées infi-
Ê Ô Ô ; 5 ASE" Ô AE niment grandes Lot Pie placées en deux points M et M’, infini-
ment voisins de O et tels que
De là le nom de doublet, donné classiquement à la singularité en
y te
question (ce serait, du point de vue hydrodynamique, un couple d’une « source » et d’un « puits » infiniment voisins, de même débit à,
infiniment grand). Le vecteur Î est la polarisation du doublet. D'une manière générale, nous dirons qu’un écoulement présente
en O un doublet, sile champ u est la somme d’un champ de la forme (1)
et d’un champ continu en O ainsi que ses dérivées partielles. ja tend donc vers l'infini lorsqu'on approche de O : une telle singularité n’est mécaniquemeut concevable que comme schéma limite d’un noyau tourbillonnaire très intense et très petit. En l’envisageant ainsi il sera légitime de lui appliquer les résultats dynamiques des chapitres suivants.
Plus précisément, si l’on vient à considèrer une intégrale linéaire > 2) > en 6, fl 9 w dr (o champ scalaire), pour une portion d'écoulement
présentant un doublet, la contribution du doublet sera l’intégrale étendue au noyau infinitésimal D
Pa je >
AS
=== fl o 6) de:
Le D
& A ASS à do :
En supposant l’existence de dérivées partielles 7. Conlinues en O, TR J
On a RE DE On 9 = 9 rl ) + æxnk
(nx tendant uniformément vers zéro avec x),
d’où la limite (') 34 do 244 à Re do nl () Æ OT AE ES ordres r(O)=Senlie de 9(0) ff] vd 4 FE (O) ff] avo lu SE (0) = 2 ejuls TE
c’est-à-dire
(:) Du moins, on montrera sans peine que la contribution du terme complémentaire æyn4 est nulle à la limite, s’il s’agit d’un doublet déduit d’un noyau fini par similitude. Pour un doublet général, l'étude est plus délicate,
NS ENS
ce qui s’étend évidemment au cas où o est de nature vectorielle ou tensorielle d'ordre quelconque.
c. Le cas bidimensionnel donne lieu à des considérations semblables, avec, comme toujours, la complication apportée par le fait que la somme tourbillonnaire K’ d’un noyau n’est pas nécessairement nulle.
Une singularité ponctuelle, limite d’un noyau tourbillonnaire infiniment pelil, est définie par la suite des moments \
| Men) DSC TOC Cle D tenseurs qui, celte fois, n’ont pas d’autre particularité que la symétrie par rapport à tous les indices. À partir de ces tenseurs, on construit,
pour le champ “nt noyau, un développement équivalent à la série de Laurent de la fonction analytique : #— u, — iu,, « vitesse complexe ».
Deux cas seulement retiendront notre attention, celui d’abord où tous les moments sont nuls, sauf la somme tourbillonnaire
K'= ff ce.
Le champ u est alors de la forme (PURE A OE PAU ter IUOE
C’est le classique tourbillon ponctuel, dont il n’existe pas d’analogue dans les écoulements tridimensionnels.
L’analogue du doublet de l’espace est fourni par le cas où K'est nul, seul différant de zéro le moment du premier ordre
| DE |] at de.
1 . “ pe , expression de w est celle déjà donnée au paragraphe 11 e :
HS
MM = T
d. Un autre type de singularité considéré usuellement en hydrodynamique tridimensuelle est la Zigne tourbillonnatre, schéma limite
" A] CA er ki \ d’un tube tourbiilon très délié, dans lequel w est très grand, de sorte > que la circulation de # autour du tube présente une valeur finie l :
c'est l’intensité de la ligne. Un élément dM de cette ligne C (avec une orientation corrélative du sens de la circulation l', selon les règles invoquées pour le théorème de Stokes) équivaut donc à une cellule tourbillonnaire
et doit contribuer sous cette forme à toute intégrale de volume,
: ne Le linéaire en «w.
En particulier, la contribution de la ligne tourbillonnaire dans l'intégrale de Biot-Savart s'écrit
a) [na AMP.
CR Aïnsi qu'il est classique en électromagnétisme, un tel champ équivaut encore, si Gest une courbe fermée, à celui d’un feurllet : répartition
, 72 Fe ea de doublets de densité superficielle l'x (a vecteur unilé normal). portée par une cloison quelconque S, ayant C pour contour. Cette
A équivalence s'étend à toute intégrale de volume, linéaire en w. Pour l'anneau tourbillonnaire C, on a en effet
Moore, feu À T PA
ce que la transformation de Stokes ramène à Tir = [2 AV o do, 2 es 3 F
soit bien la contribution du feuillet selon b. En particulier l’inté-
grale 1 qui pour la ligne tourbillonnaire vaut
HR 1 _. _ I=; f OM À a, (bs
= > == r f do.
BILAN DYNAMIQUE D'UN MILIEU INCOMPRESSIBLE ILLIMITÉ
s'écrit encore
15. LA RÉSULTANTE CINÉTIQUE ET LE MOMENT CINÉTIQUE D'UN MILIEU INCOMPRESSIBLE ILLIMITÉ. — a. Nous nous bornons désormais au cas des
nulieux incompressibles en supposant toujours l’existence et la conti- J
du; du; nuité des dérivées partielles 2 er Te.
0x4 dt
Pour toute portion D d’un tel milieu, la résultante cinétique
se ES Giles 2 ff] uw dr D
peut s'exprimer par une intégrale double étendue à la surface frontière S ({). On a en effet
OM(F. n)= oM(*. soie oM(+. u)=ù,
(x) nn OM(F.u) Tige) Jou(c. ) do.
D PAS
(*) Gette résultante se relie comme on sait à la vitesse du centre de gravité. Or, vu l’homogénéité dé la matière, l'évolution de ce centre de gravité ne dépend que de celle du domaine D, c’est-à-dire des vitesses sur la frontièr e.
S1 l’on considère-un milieu emplissant tout l’espace, la condition ne usuelle pour que l'intégrale & converge est l'annulation régulière
= 3 ; £ , de 7 ul. Alors la relation (1), appliquée en prenant pour S une hé d . , . - FA sphère de rayon indéfiniment croissant, montre que 5 — 0. LE 7 cs est nul dès qu'est satisfaite sa condition ordinaire de convergence.
b. Il en va de même pour la résultante dynamique
- . . n . , . , ve . .
atteinte d'ordinaire en mécanique comme dérivée de 5, mais qui
pourrait être définie quand bien même cette dernière quantité ne le
serait pas :
du SE a =e ff | + Er uk.
p L SPAS ) al
Pour la convergence on sera donc conduit usuellement à admettre à
La du
du; AE x et de r?-— ainsi que
l'infini l’annulation régulière de 7r° Te Le
. 7 . (a . . AS, | 7 l'annulation de ul, ce qui implique l’annulation régulière de c| u k
On a alors ff (rs) ade= f]] (uv)ut= IA) Fe et) :4/D ASS
qui s’annule pour une sphère de rayon infiniment grand. Et d’autre part, D étant supposé fixe dans l’espace,
[ Ou, d 2 EN (ÉTAT et du ni Fr = 7 fl u == 7 Il br) OM do = ff (a : )où do,
ce qui s’annule également pour une sphère infiniment grande. > > La résultante cinétique oc et la résultante dynamique 5’ ne peuvent donc être d’aucun secours pour dresser le bilan dynamique de
l'ensemble du milieu.
DRE RTE
c. L'impuissance n’est pas aussi radicale pour le moment cinétique ee Ée | DD fl OM A « dr.
Up
Il ne possède pas d'expression strictement périphérique, et peut converger sans être nul. En outre, lors de la construction du moment résultant des forces extérieures, on peut éliminer à la fois les pressions périphériques et les forces de profondeur dérivant d’un potentiel, en prenant pour D un domaine PPHÉTIQUE de centre O. Alors, en effet,
Jl OMAN ap ar —0 S
> + Ps à TP 5 flore = |] OM A VU = |] OM RU das:
D f DER Us
Toutefois la condition d'annulation régulière der sul, usuelle pour
et
la convergence de Ur n’est ordinairement pas vérifiée en Hydrodynamique.
Nous allons dans les paragraphes qui suivent, former à partir de la structure tourbillonnaire, deux vecteurs dues suppléent à cette déficience des éléments PROS
14. L'nvrécrase L — 4. Pour une portion matérielle D, formons l'intégrale > > + I = ff où À © dr, ete” lb
qui va donner matière à des calculs analogues à ceux du para-
graphe 7 sur l'intégrale né On écrit
CT Fr
Donc
(5) 1e Il" u dr + += Lo oM A‘ (anu)«r,
ce qui relie TL: à la résultante cinétique &
b. Par dérivation séquente on obtient alors
(2) G=s+i ÎL° OMA(zAu) Or . JloMAaa a) AGE Î BA }do + ff OM À. de an
Jos A le.
La seconde de ces trois intégrales s’écrit encore
Honal(es)zat- Cr A)
DS
qu'on divise en deux termes
en ACaAYŸ) (a. id
= : JO“ /\ (AY) x do
je fou a( 2 AV) de: ff OM A
= [RE do e./ S
et
> u | do *
(2 A+) u? do
. Jrzasonauas Mon an.s) de Us
= fn) A da ei Jar (o AL
paie En outre, 1l est utile pour les développements ultérieurs de remarquer que
+ . #) re 7 Aa Fe 21e ’ ; , | do — LAQUATI=ND —u 4 —\u.a)u| do.
à fratans do Î o Ji le
Alors (3) LE Noa) ce ci S
DNA
; ee NE i) EAN Es
+ OMS.) «+ 2 MONA Ar) a
ce. Nousi Invoquons maintenant la Dynamique. Le milieu est supposé soumis à des forces extérieures réparties, soit pour un élément de volume d=
SNS (FvVu)æ, en mellant à part celles qui dérivent d’une fonction de forces U. Les actions intérieures de cohésion sont décrites par une pression
hydrostatique à laquelle se superpose un tenseur T. L'équation de la résultante dynamique est alors
> > > = > > 7 = ||] Fa + ff SU + fra do— ffpa de #Un UD, À S S | ou > ms > — > CE) a = | Fa ff ya de + f] T.ax do, np s s
en posant (] — P — [UË Supposons d'autre part que, tout au moins dans le voisinage de la surface frontière S > P soit différentiable et que le tenseur T possède un
vecteur divergence 0. On peut alors écrire Rens cette région l'équation locale de la dynamique
TAN
= Il OM À (an Va) do 2 Il q a do.
SE 4 S Par rapprochement avec les relations (2), (3) et (4) on obtient donc > c "Al ee UE >: Re Fe 2 (5) PT = |] F dr + fr. ds + : [Fox AlaA (one $)] do 0 V es S
RES > >\> > >>> +offliee-(oa)alee+e ff OM Lo e)e.
d. Soit alors un milieu incompressible emplissant tout l’espace. Se Nous admettons l’annulation uniforme de & à l'infini, l'annulation , CA Era Q La ; .
régulière de r°w, ce qui assure la convergence de [, l’annulation
régulière de °F, ce qui assure la convergence de
> Ex ñ— /] F dr, 4 p
résultante des forces sans potentiel appliquées au milieu. Nous
supposons enfin l’annulation uniforme à l’infini de r°T et de ro. Précisons que les majorations impliquées par les annulations en questions doivent, comme au paragraphe 9c, être uniformes vis-à-vis de la variable #. On applique alors la formule (5) à la portion de milieu que limite une sphère, de rayon r tendant vers l'infini. Les
E PP TES intégrales doubles portant sur F, +, T tendent vers zéro, de même
celles qui portent sur u et we puisqu'on à vu au chapitre I[(S116)
Fa . n .
que r°u était borné. Et 1l reste
Ne Pan
LABOUR La résultante. des forces sans potentiel appliquées au milieu se relie
donc à la dérivée de l'intégrale 1 par rapport au temps.
te Ea particulier, si toutes les forces dépendent d’un potentiel, Î reste constant :
Il n’est pas nécessaire de supposer le point O fixe, puisque la valeur
de L est en fait indépendante du choix de ce point (chap. Il, SA1d). Il découle en outre du chapitre II ($8a) que le résultat est encore valable si le milieu présente des surfaces de glissement (tout entières à distance finie), à condition de faire figurer les tourbillons équivalents
se dans l'intégrale [, sous la forme Nue UNSS Il : OM /\ de /\ (Ce a") do.
Le milieu poûrra notamment se composer d’un fluide et de corps immergés, pourvu que ces corps aient la même densité que le fluide ; on peut loujours se ramener à ce cas par de faciles corrections d'inertie ;
e. On a vu au chapitre IT ($ 414) que la partie principale de u à
î . : 0 , Les CA . CETTE l'infini était déterminée par l'intégrale [. Si à un instant #, le milieu était au repos, la relation précédente nous donne
ss ’ Le LOTS Re R de, PJ,
ce qui fait apparaître l'intégrale des forces sans potentiel dans l’espace et dans le temps depuis l'instant s,, c'est-à-dire l’impulsion totale reçue par le milieu. |
L'allure à l'infini du mouvement d'un Îluide illimité parfait ou visqueux, contenant éventuellement des systèmes immergés, est déterminée par l'impulsion totale, localisée à distance finie, qui a tiré l’ensemble du repos (').
F . n + “ 0 a+ e ta (*) Les considérations du paragraphe 10 concernant l'allure à l'infini de © dans un fluide visqueux, laissent en effet présumer qne le tenseur des actions de
ENT
k > 45. L'intécraze J. — a. En vue d'une évaluation du moment résultant des forces subies par le milieu, nous formons maintenant la quantité | = NA 5 ‘eee 1] OM dr.
4/p Se
On la relie au moment cinétique D en écrivant
> + à > > > OM = 2 OMEŸ À & = © OM2Ÿ À 4 — 2 OM:Ÿ Ar, d’où
> RES LS à > > J = /] OM À « de — = Il OM? /\ u do.
S1 donc « est nul sur les surfaces frontières avec, le cas échéant,
annulation régulière à l'infini de r'u et rw, il reste
Mais ce n’est pas là un cas usuel en Hydrodynamique.
b. La portion D conservant son individualité matérielle, on a, par dérivation séquente,
> dJ 1 Td d TEA = y Ce OM? 2 /\ « do A ee 2 an | En :
(Le point O est supposé fixe.)
Or ; sp PNA RET SA EN
“a fon aude |] Lomme ee
dt I} jus / > ve > > >
+ fowlsateat)lnade+ ff om Ae.
+ S 7 AS viscOsilé
AE ‘du; duy\ Late Le er ae)
vérifie bien les conditions requises.
OO ee
L’avant-dernière intégrale s'écrit encore k > >> + >> + fl OM) (4.4) a V — ae Ja Ÿ) u| do, 154 S * * qu'on décompose en deux termes
+ SN CT SE Te Re ME (l OM un) 2 A F de= ! ll OM? À V do —
7 ex
ES fe: À VON do DAS 2h 5 À
D|In-
= — 1 à À OM Gers Ÿ
ee S f Lane) 1 TRE MR) Ps . OM:(&.2 AV) a de == Î] OM: 4.0 À v) uw do LS * vue x * * Ne fom(iasride fowm(rasz)za Jan Us x
0 (a À 3.0) Hu 2 ff owa(s.3) ds.
+ s En remarquant enfin que om en #0 À OM + a (4 À a.0M) à —=OMAlaaAG) AG we] 3 —_OMA Jr A) à
il reste I l L + + + S SN ES .
Po il OM? j\ u do = [fox /\ É ua — Une à | do
Jfows(s RAS fou ha — IRAN GR) a /\ Y do.
CAR Me S :
c. Nous invoquons maintenant la Dynamique dans les mêmes conditions qu’au paragraphe précédent.
| Dh jf où a F de + [Fox A tee do — JON À 2 qu. JU, Us
CE PA
D'autre part,
onrate= fomia(fré)e- fowsaé BUS 4/5 475$ #
Oo
et Ne flow ave de = [] OMex À Ygde— ff 4 A Vous do s * s * LA S *
= 2 ff OM À à qu s
Donc finalement
2 OA Eee + fo A (Ta) SA +effoal: wa —(u.a)u a le rowé(s o.a)
Pour un milieu emplissant tout l’espace nous HA Us l’annulation uniforme à l'infini de ü, non régulière de r° o et r“ É, l'annulation uniforme de r°T et mo. Il reste alors au second
EN membre l'expression du moment résultant H des forces sans potentiel appliquées au milieu = 1 À Me (G) D LR
. > En particulier si ce moment est nul, J est constant. Comme tout à l'heure, le résultat subsiste si le milieu présente des surfaces de glissement, qui devront alors contribuer à l'expression
dej par des intégrales de surface
= ff Lomk a (22) D
De là l'application à un fluide contenant des solides immergés.
d. On peut également considérer l'expression
> Pre) ee f= [ff -Con.s) où de.
On a »(OM.5)oM =(OM.F À 2)oM —(oM À F.4)0M,+ (OM À &.)oM —(OM.Ÿ A %)0M+OMA 4,
A ne donc
Fe ee HR > P= ffON À ddr + ff (OM.a 1 à) OM dr D s
= Cela permet de développer à partir de J’ des calculs absolument semblables aux précédents. De même pour la quantité
ÿ= 302547) 25 ff OM A (OM A6) &, D à |
qui donne x Fe ff oMaua+ 3 JoMAlOMA(GA&) ler.
D S D'ailleurs la différence I = ca ir OM.& À à a ON + < OMea A à | de
est ae si u'est nul sur la frontière. En y remplaçant d’autre
part Lie par (AA U* F)OM, la quantité intégrée s'écrit
Lon.on (a 1 2.F) Jon + ! OM:(2 A2.) OM = Lome (2 À 2.F) où + ! om:(a À a.) M = om(2aA FE) 0H Low(5. FA)
Après i intégralion sur une surface fermée 2, constituant tout ou RATE de la frontière S, cela laisse
ff ts) OM:OM de, »
qui est nul si FA est nul sur Ë, ou bien encore pour une sphère de Ne infiniment grand, d’après l'hypothèse d'annulation régulière de T5 1
Les trois intégrales À F et J' sont ainsi égales pour un noyau tourbillonnaire ou pour un milieu illimité. Ælles peuvent donc se remplacer dans la formule (x).
ETES 16. LE rorseur DE POLARISATION. — a. D’après ce qu’on vient de
voir, les quantités Î et F pour un milieu illimité, constituent les dérivées par rapport à & de la résultante et du moment en O d’un torseur indépendant du choix de O : au facteur o près, le torseur des actions sans potentiel. Il est à prévoir que ces quantités elle-mêmes constituent également la résultante et le moment d’un torseur indépendant du choix du point O. On le vérifie aisément :
En effet, nous avons déjà fait observer, au chapitre IL que
. ñ ca r . . À e : :
l'intégrale [ était indépendante du choix de O, puisque La somme
. r> K = (ff: dr D est nulle, cela pour tout noyau tourbillonnaire ou bien encore pour un milieu emplissant l’espace entier, en vertu des conditions à l'infini que nous posons. Il reste à prouver que la variation de J, consécutive à un
déplacement de O, satisfait bien à la loi de changement d’origine d’un moment, soit, pour un déplacement différentiel,
On écrit
or 2(0M50)5—(oOMAS)A50=(S20)0M+(oM66)5 —1(FA2.00)0M + 1(0M.66) a « =1(Va2.30)0M+2:(0M.00)Vax, puisque (FA 4.50) 0M + (OM.80)V Au = à À 00 +00 À ü—0. Donc 5—1100=; [Lana 50)0M + (OM.50)& A & | do S
TO) KE DU ape Res La nullité de cette expression est assurée Si uw S annule sur >, Mails ce n’est pas là le cas qui nous intéresse. Nous obtenons une expression ne en w en remarquant que
CAM EU CR A tre au le A 0) OM, de sorte que la quantité sous le signe Î prend la forme
i gai
(2 À 2.5) (0M.66) où + (0M.50) (21 ü.Ÿ) OM = (3 À ü.V) (OM.66) OM — (à À 2.5) (0W.60) où.
Le premier terme, soit
donne zéro par intégration sur toute surface fermée, et il reste AU HR À D—1A50= |] (2.0) (0M.60) OM &, | S
qui sera bien nul pour tout noyau tourbillonnatre, s'étendant éventuel-
lement à l'infini (en vertu de l'hypothèse d'annulation régulière de 7 5: È 4 Fr ; 2
rw à l'infini qu'on invoque déjà pour la convergence de 1).
> > ne Fu
E et J constutuent en ce cas les éléments de réduction d ‘un lorseur bien défint que nous appelons torseur de polarisation du milieu.
Voici une raison de cette dénomination :
b. Soitun doubler, tel que nous l’avons étudié au chapitre IL(S128).
L'origine O étant prise au point même qu’il occupe, la contribution Û ? Le Lee . .
du doublet dans l'intégrale Î n’est autre que le vecteur L, polarisation
: è DT ce du doublet. Et la contribution dans l’intégrale J est nulle, comme se reliant au tenseur moment tourbillonnaire du second degré. C’est dire que la contribution du doublet au torseur de polarisation est constituée Fa e , , . y « par le vecteur L, considéré comme lié à O.
ET Pour un ensemble de doublets, les quantités [ et J, évaluées à
Does, à EE
partir d’une origine O quelconque, sont donc la résultante et le moment résultant du système des vecteurs polarisation des divers doublets. C’est par extension que nous continuons, pour une structure tourbillonnaire quelconque, à dénommer torseur de polarisation le
- > torseur dont I et J sont les éléments de réduction.
Soit d’ailleurs un‘anneau tourbillonnatre C, d'intensité T. En ce qui js
concerne l'évaluation de toute intégrale de volume linéaire en w, donc . n Ê 2 = . « .
notamment vis-à-vis de I et de J, cet anneau équivaut à un feuillet S,
ayant C pour contour (chap. IL, 8 12 d) :
Le torseur de polarisation de l'anneau équivaut au torseur intégral des Fe dE):
Nous arrivons alors à cette conception imagée du torseur de polarisation : Pour un écoulement quelconque, on supposera la structure tourbillonnaire décomposée en anneaux; chacun d’entre eux équivaut à un feuillet, c’est-à-dire à une répartition superficielle de vecteurs polarisation. L'ensemble de ces vecteurs engendre le torseur de : polarisation.
c. Nous énonçons en résumé :
Le torseur des actions sans potentiel subies par un milieu incompressible, homogène, illimité, au repos à l’unfini, s'exprime en multipliant par la densité © la dérivée relativement au temps du torseur de polarisation (? ).
A titre de premier exemple, appliquons ce résultat à la théorie classique de l’inertie apparente d’une sphère immergée :
Une sphère solide S est baignée par un fluide parfait indéfini au
(*) En particulier pour un anneau plan le torseur de polarisation équivaut à un vecteur unique, issu du centre de gravité de l’aire plane S que limite l’anneau, normal à son plan et de grandeur LS (avec les règles d'orientation connues).
(2) À vrai dire, ces « actfons sans potentiel » ne sont définies en chaque point qu’à un gradient arbitraire près. Mais si ce gradient est choisi de manière que l'annulation à l'infini reste assurée, le torseur résultant est bien défini.
LT Ton:
repos. On la met en mouvement selon une loi quelconque. Pendant une première phase du mouvement, assez courte pour que les effets du décollement soient encore négligeables, le schéma classique d’un écoulement irrotationnel partout régulier est valable. Le champ de vitesses du fluide, à l'extérieur de S, est celui d’un doublet, localisé au
centre O, de ane
A rREŸ à:
L rayon de la sphère, Ÿ, vecteur vitesse du centre (‘).
Considérons le milieu homogène illimité que constituent le fluide et la sphère solide supposée de méme densité que lui. On évalue la résultante de polarisation grâce à la remarque suivante :
0 . . D . 2 , Pour toute portion d’un milieu incompressible, I ne dépend que du mouvement périphérique. Cela résulte immédiatement des équations
[(1), S13et(2)}, S 14].
On ne change donc pas FE imaginant que u se confond dans tout l’espace avec le champ du doublet, par conséquent
Ne > LENS ER Ne
Alors la résultante des forces sans potentiel subies par le milieu, c'est-à-dire la force qu’il faut exercer sur la sphère pour assurer son mouvement au sein du fluide, est donnée par
(*) L'expression donnée au chapitre II ($ 42 a) pour le champ du doublet se transforme en effet, par la formule du double produit vectoriel, en
ess BA (OP A À) + À
Sur la sphère S, il reste donc
> > CRÉENT RE qui est bien {angéntiel. Avec la condition d'annulation à l'infini, cela caractérise le champ. Sue
EN, LE
Si la sphère était isolée dans l’espace la force serait
Tout se passe donc comme si la masse de la sphère était augmentée
de : rR°p, soit la moitié de la masse du fluide déplacé.
d. Indiquons encore, en vue des applications de ce genre, le calcul
. e 5 Le > .
de la contribution qu’apporte aux intégrales [ et J une portion de milieu solide D. Le vecteur tourbillon se réduit alors au vecteur rota-
- . , Te nm uon instantanée Q, de sorte qu’on écrit
> Ne + à (Es fl OM À À d —vOG A Q,
en appelant + le volume et G le centre de gravité du solide, supposé homogène. De même
2 à = = j = /] OM°Q de —— 5; D
Ÿ : moment d'inertie en O du solide, supposé de densité 1. Donc:
d_ > 5 =, d mn =VVeAG+POGA =
di dent EN CN —— 26 (Vo.06) 8 — 5 +
27 7 . L Viet io : vitesses locales du solide en O et en G; d’ailleurs
ne nee re St anse NE NON. OG = NR UC.
A7. Cas BIDIMENSIONNEL. — a. Dans le cas bidimensionnel, on introduira, pour une portion D de milieu que limite un contour C, la quantité vectorielle
nt ne os À | OMt de D
et la quantité scalaire
J =— ff OM &.
L'étude se développe selon le même plan que dans le cas tridimensionnel.
On écrit De 1 OÙ (PA T.E) 10 CAT.) (RENE) d’où :
Le AR RER oM (.aM):
puis, par dérivation séquente, dr ie Sn af = Al te a Et . M Se A cn P Où (e dM),
avec d’ailleurs — > > es fe — = OM (aa) = x | (ca) ne ua | + Ÿ où (;.añ).
On invoque alors la Dynamique comme au chapitre II (S9c) et il reste
‘ ; pe = ff de + PT. (où A3) SA D oM[(F+ +) ai] D ; (
mn 4 LC ai) x — LutdM |.
Pour un milieu remplissant tout le plan on suppose l’annulation
e 2 \ e e , ° , . 0 uniforme de w à l'infini et l'annulation régulière de r*{, ce qui implique l’annulation régulière de ru? (chap. II, S14e); l'annulation
e a , . 5 4 NEA e uniforme de rT et r*©, l'annulation régulière de °F. Il vient alors
ï AS
D RAS
d’où par dérivation séquente
avec : 2 p ow (2) = 1 | (x. ai) Hs ju dï | à 3 D ome(5. af), donc
ZINC SR RE RER ne (a Eee ne OM A F de + « 9 OM À (T.ai A)
— 2 Dow (F+e).M — p OM. (ai) — Eu |.
Pour un milieu emplissant tout le plan, on suppose l'annulation uniforme de & à l'infini, l'annulation régulière de 7‘ €, l’annulation
> ss uniforme de r°T et r°o, l'annulation régulière de r°F.
L’annulation limite de la dernière intégrale, du second degré en uw,
n’est pas aussi immédiate que dans les considérations antérieures.
Mais on invoque le développement limité du chapitre IT (SA e):.
> > à u—=u + u”, avec
e > Ë te + 1 Fr te ! / 4 EE u(P)= —K'3/ OP el u'(P\= —.
(P)= KE A (Be
L'intégrale en question, étendue à un cercle de centre O, de rayonr indéfiniment croissant, se décompose dans les termes suivants :
> Ff> > 1 _ 6 OM. | Cara) à — sua |,
C je Po. | (Ga) E 1 (2.5) 4], CDN + Où.| (ur. a) Mess c 2
T6 22 nuls à la limite, parce que la quantité intégrée s’annule plus vite
ue — et que >»
D Pi > 7 Ÿ OM. | (x) u! — - ua |,
= nul de par la structure de y’.
Pour le milieu entier nous avons donc dj": H ere moment résultant des forces sans potentiel.
Tous ces résultats sont aussi bien valables s’il se présente des structures tourbillonnaires singulières : singularités ponctuelles ou lignes de glissement, à faire entrer dans les expresssions de ['et J’ sous les formes précisées au chapitre II.
c. En particulier si le milieu n’est soumis qu’à un champ de forces
LD e. ee : e dérivant d’un potentiel, Î’ et J' sont constants. On a vu d’ailleurs au chapitre IT (S 9 c) que la somme tourbillonnaire
K= ff : de D
restait elle-même constante. Si elle est différente de zéro, on peut définir par
le point G, barycentre des tourbillons: ce point est alors fixe. De même l’invariance de J' peut s'énoncer en disant que le moment d'inertie des tourbillons par rapport au point fixe O est constant. Nous généralisons ainsi des résultats classiques concernant le mouvement d’un système de tourbillons ponctuels en fluide parfait (*).
û , Fa Dans le cas général, les dérivées de [' et J’ par rapport au temps conduisent aux éléments de réduction en O du torseur des actions
AE
sans potentiel subies par le milieu. Mais, à l'inverse du cas de l’espace, ces quantités ne sont pas elles-mêmes les éléments de réduction d’un torseur indépendant de O. En effet, la somme tourbillonnaire K’
Là LA Là s L2 V2 ne LA 3 étant en général différente de zéro, le vecteur l’ dépend du choix de O.
Les intégrales ï et J’, pour une portion du milieu, ne sont les éléments de réduction d’un torseur bien défini que si l'intégrale K'’ correspondante est nulle. Alors on peut parler d’un torseur de polarisation.
Ainsi, par exemple, un doublet du plan, localisé en un point P et défini par son moment du premier ordre
> _— n = || OM4K,
possède un torseur de polarisation équivalent au vecteur de polarisation
. . e 1 e Les contributions de ce doublet dans les intégrales l'et J', pour une origine O quelconque, sont donc
BILAN DYNAMIQUE D'UNE PORTION DE FLUIDE
A8. Formures GÉNÉRALES. — a. Soit D une portion d’un milieu incompressible homogène, de propriétés internes quelconques (usuellement : fluide parfait, avec des solides immergés de même densité), mais toutefois helmholtzien dans le voisinage de la surface frontière S.
Le Les formules des paragraphes 14c et 15 c se réduisent alors, vu
ES l'annulation de T, o, Fsur S, à
Se
| > > + >> TP 5 al ee te ff fie — (4.a) ui | do + (l OM À u dd,
Î = DE > > > a Fe RCIP + f] OM \ É Ur He) “| Glen. fl ox d®, dé 9 DS 2 ; L C7 DT
É et H désignant la résultante et le moment résultant des forces extérieures sans potentiel appliquées dans l’étendue de D Ge Le résultat subsiste même si D comporte des singularités ou des surfaces de glissement, à condition qu’elles n’atteignent par la frontière S, ce qui mettrait en défaut les raisonnements du chapitre IIT, basés sur la dérivation séquente. Nous reviendrons sur ce point plus loin. Par ailleurs, si D ne comporte pas d’autres singularités que des
> surfaces de glissement, les intégrales du second degré en w peuvent se transformer d’après les formules du paragraphe 8 6 :
es RS PRESS > = A = ff | Lure — ne) 4 Ale) fra k, Us L?2 0 = DES FÉ 7 PRNTENS Es er <> > La 8 f] OM A ru — Gr ü | ds = fl] OM A Le À dk). es A £ ete |) On écrit finalement
A TOURS Rene Le RS
PANNE RS : 9 La LU 6 | OM 4 dd.
0 dt LE
(*) C. R. Acad. Sc., t. 229, 1940, P: 100.
Là encore, les actions sans potentiel ne sont définies qu'à un gradient près, mais elles doivent s’annuler sur S. Les raisonnements qui seront employés au paragraphe 22 à permettent alors de montrer que le torseur résultant est bien défini, du moins si S se compose d’une surface fermée unique, cas auquel on _ Peut toujours se ramener.
Aurore
b. On rejoint facilement à partir de là les formules données, pour le cas d’un écoulement périodique, par M. Pérès (" ), qui considère un domaine fixe, soit A. Si D est le domaine fluide qui coïncide avec A à l'instant en cause, la considération du volume balayé par la surface frontière donne immédiatement
RTO)= ZI) + ff 0 au He hi J (A) — [où Ne
Cela fait apparaître dans les second membres des formules (1) les différences
tom ao (us) où à 4.6) le = ff où À [a à G à à) le S S et
— ff owlé(ax) (as 6) | d= |] om: {a À (6 À &) | de. S
Pour un écoulement périodique, les moyennes prises au cours d’une période éliminent les termes
ANS he
En fait, la formule donnée pour l'expression de H par M. Pérès ce £ ; revient à introduire, non pas la quantité J comme ci-dessus, mais la
quantité équivalente appelée ÿr au paragraphe 15 d, ce qui remplace
l'intégrale double =? TRUE Marles
DAS par 3 où ATOM À Le À (6 À 4) ] la.
(:) Comptes rendus du 111° Congrès international de Mécanique appliquée, Stokholm, 1931, vol. 1, p. 132.
"ce. Les formules (1) sont d’autre part susceptibles d’une interprétation qui vient corroborer les considérations du paragraphe 10.
Dans la région périphérique helmoltzienne, les lignes tourbillons sont des ligues fluides. De façon plus précise, la ligne tourbillon issue d’un élément matériel de cette région reste, dans toute sa portion helmholtzienne, malériellement transportée par le fluide. Mais dès qu’elle pénètre dans la zone non helmolizienne, elle perd cette propriété et présente, vis-à-vis du milieu, un certain glissement. La ligne étant prolongée jusqu’à ressortir de celte zone, nous supposerons que le glissement s'annule à nouveau à l’arrivée dans la zone périphérique helmoltsienne. On peut montrer que celte circonstance n’est pas générale, mais elle est assez usuelle et réalisée notamment lorsqu'il existe un plan de symétrie.
Cela étant, on imaginera la structure tourbillonnaire de D décomposée en tubes tourbillons infiniment déliés, qui se meuvent en conservant leurs intensités. Certains de ces tubes ont, comme il vient d’être expliqué, leurs extrémités dans la région périphérique helmholtzienne.
. ; 7 5 La vitesse de déplacement absolu v d’un de ces tubes — définie en chaque point à une composante tangentielle près — se réduit, aux y « . Là ÿ . , extrémités, à la vitesse w du fluide. La différence
est la vitesse de glissement.
Il peut également se présenter d’autres tubes, formant un noyau tourbillonnaire à l’intérieur de D : on leur Abies encore, avec un large arbitraire, une vitesse de déplacement.
, Q e D Le a - Un tube, d'intensité 2 do, a pour contribution dans Î et J les intégrales curvilignes
_ PRES _. > _ = f OM À ah, = f omrant
d’où 7 = è [( e A dM + OM À de), >
mo = 8 f Le (oxi.5) a + om].
PORN ve
+ > —. > — 6 À dM + OM À de — d(OM À 5) + 26 À dM, > >\ > > — — 2 (0.6) a — oMede —— y(oM:®) + 20M À (5 À ad). Pour un tube ayant deux extrémités A et B dans la surface S, on a
x fan) ao A
5 3e f 4(om) 25 0oM
> à + Comme + est égal à u sur S, et que do représente le flux de w dans le tube, une sommation étendue à tous les tubes conduit aux intégrales
Ne. > Joñaua et — ff omu ve.
Le long d’un tube fermé les différentielles exactes ont une intégrale nulle. Les termes restants, sommés pour tous les tubes, ouverts ou fermés, engendrent les intégrales
ARE TC 2 (]] Na dette MON AUS AR) D 4 D à
Donc finalement
ee
s > fr. >
= ffowzue + 2 f]] OM À (5 À dk).
dt Par rapprochement avec les relations (1) il vient alors
he 2e ff + A dK,
_ TS Ce >
H= 20 ff] où À (œ À dk).
D Ainsi les actions extérieures se trouvent directement reliées au glissement
des tubes tourbillonnatres. Il seraït vain d’ailleurs d’attribuer à ce résultat une valeur locale.
EMBOUEE
Le cas bidimensionnel donne lieu à des considérations analogues, l’évolution de la structure tourbillonnaire d’un domaine fluide pouvant, avec un large arbitraire, être représentée comme un déplacement de quantités tourbillonnaires conservatives.
19. Noyau rourminLonnatre. — 4. Adoptan! maintenant un point de vue différent, plus important pour les applications, nous envisageons le cas où D est un noyau tourbillonnatre, baigné de fluide hélmholtzien.
| de LRU N7ae Nous voulons dire par là que w.& est nul sur S; c’est ce qui a lieu, a fortiori, si la frontière S est tracée dans une région irrotationnelle. Les intégrales en dd disparaissent des formules (1) du paragraphe 18.
ARE En outre [et J sont, comme on l’a vu au paragraphe 16, les éléments de réduction d’un torseur de polarisation bien défini. 0 Sa ER 0 En vue de l'évaluation de À et B nous écrivons
ES = ul) + ule),
> (7 en désignant par ul la vitesse induite, selon les formules de Biot et
à e - 2 Û Ta.
Savart, par la Structure tourbillonnaire contenue dans D. Le reste uw‘) constitue alors la vitesse primitive, soit, en quelque sorte, la vitesse qu'on observerait en l'absence du noyau tourbillonnaire D. Dés lors
_. > : > _ A = 2 ff a À dk + » ff ve A dK, D
5 | Ba ff] OM A (ut À ak) + à flo À (a a a).
Les intégrales en ul peuvent être envisagées comme relatives à un écoulement quiemplirait l’espace entier, avec structure tourbillonnaire restreinte à D. C'est. dire qu’on peut remplacer le domaine d’intégration par l’intérieur d’une quelconque surface fermée Y, renfermant D, et par la transformation du paragraphe 8 b, cela donne
RSR > > >, >> DIR =} Ë utg — (20.a) 20 do, D SE
— > > —- > f] OM À (a ÂÀ dk) = ff où A [aux — (ai a un] do. C D »
Re, Le D
En prenant alors pour Ë une sphère de rayon indéfiniment croissant, et vu l'allure à l'infini de wt°, on conclut à la nullité de ces intégrales.
Donc, dans ce cas d’un noyau tourbillonnaire, il reste
Le = Le . » , . .
où & ei GB sont.des intégrales d'interaction entre la structure tourbillon-
natre de D et la vitesse primitive. De ce ‘fait le calcul est encore possible lorsque D contient des singularités ou des lignes tourbillonnaires.
Supposons en particulier que l’écoulement soit permanent, et que les éléments tourbillonnaires de D n'’atteignent pas la frontière $, laquelle se trouve ainsi tracée dans une région irrotationnelle. Alors la structure tourbillonnaire intérieure à D est fixe dans l’espace, d’où
> > M DAT A l’invariance de [ et J et l’annulation des dérivées. R et H se réduisent donc à ces termes d’interaction : nous ferons voir au paragraphe 925 qu'on généralise par là le théorème de Joukowsky.
b. Les vecteurs ainsi introduits,
re MEL R 0 EURE 7 UC ASGRKE > re > _ (ho) fl OM / (o GT dk),
constituent la résultante et le moment en À d’un torseur : c’est, disons-nous, le torseur de l’ién/fluence tourbillonnaire subie par le noyau tourbillonnaire D. Ilse rapproche, par sa forme, du torseur des forces électromagnétiques subies, selon la loi de Laplace, par un système de courants fermés, de la part d’un champ magnétique.
Dans le cas d'un milieu emplissant tout l’espace, avec repos à
l'infini, 4 n° la vitesse induite, selon la formule de Biot- Pinfini, ul(° n’est autre que la vitesse induite, selon la formule de Bio Savart, par l’ensemble de la structure tourbillonnaire extérieure à D. Imaginons à ce sujet ae RONaUE tourbillonnatires distincts D' et D".
Soient respectivement u' et u' les champs de vitesses qu ils induisent selon les formule de Biot et Savart.
% a THESE J.-J, MOREAU, 12
EL VE
> > > 0 fo" dK,
is
a Ta ;
BE » [ff où A (ar A dk), "
constituent la contribution du noyau D’ dans l'influence tourbillonnaire que subit D’ : on dira qu'elles définissent le torseur de l'énfluence tourbillonnaire subie par D' de la part du noyau D".
De même _ LEONE A 2 ||] DTVAKRS z D
_ RECENSE TES DE fl OM À Ce A dk),
Les intégrales
définissent l'influence tourbillonnaire subie par D’ de la part de D. Par un raisonnement analogue à celui du paragraphe précédent, 1l est alors facile de montrer que
SV GUNQU ESC; (HERO
Les influences tourbillonnaires vérifient la règle d'action et de réaction.
c. Ilest important, pour les applications, d'étendre au cas général où D n’est pas un noyau tourbillonnaire, ce principe d’une décomposition du champ des vitesses en vitesse primiluve et vitesse induile.
La vitesse induite : La I nice See USE — Op À PM dr.
contribue à l'intégrale À par l’expression Fe 2 SAP RE RRQ AN — 5 il Î] = Le /\ PM) /\ Om dtp dry.
TU LUE
La quantité intégrée s'écrit encore
I (5 7 = ie À EN
B se) PM ie Oyr. Vu 7 Jui K
le premier terme est fonction antisymétrique de M et P et donne donc
ES per
zéro dans l'intégration sextuple. Pour le second terme, on permutera les intégrations, ce qui conduit à calculer d’abord l’ intégrale
TLC ET rs cu Vu CM | ge an doy, € D 45
d’où finalement se 2 Au || Ü d®,
en posant
Pour l'intégrale B, des calculs semblables donnent la contribution de la vitesse induite
> re 70 pa Jl OM A IT 4.
OURS
Donc finalement
TEA 1 Es Dre — >"
es D A Î jf Qi + OM À u) d®, Te di EU Il OM A — OM’) d®:
0 dt 2
> — où et G sont, comme au paragraphe a, calculés à partir de la
vilesse primi! live seule. L'intérêt de ce Ten est d’être encore applicable lorsque D contient des singularités.
d. Ces considérations s'adaptent au cas bidimensionnel, sans qu'il y ait celte fois de condition de fermeture à invoquer pour parler d’un noyau tourbillonnaire.
Soit D une portion d’un milieu incompressible, supposé helmholtzien P P Hgure dans le voisinage de la courbe frontière C, mais de constilution interne quelconque. Les formules du paragraphe 17 a donnent
ea / ki —+ le GS = R Æ ie z ZA IL u. AM) U — ; u? AE
: ia 7 pou. | ( U. ue . u? |,
LU ap ae
avec, d’après le paragraphe 9 à,
Ÿ Cu. a) u — 2 1 M] ff D Ut
PS EN | x OM. (ae aM) à _ = u? a | à ff OM. u dK.
Ce ù D On pose donc s > ra \ hi V——03/ |] «x dK' D Le RREUS pese; | OM. u dK!
et 1l reste ee di Fe I dJ’ SN RS CN Un en
= Comme tout à l'heure, on décompose la vitesse w en la somme d’une
> US vitesse primitive u“) et de la vitesse ul, induite par la structure tourbillonnaire intérieure à D. En renouvelant le en du para-
graphe 17 b, on montre que la contribution de nu ) dans À et B' est
nulle, de sorte que ces termes se réduisent à des intégrales &'et &! d'interaction entre la vitesse primilive et la structure tourbillonnaire intérieure, calculables même si cette structure intérieure comporte
es . A Ÿ des singularités. Œ@' et G@' constituent la résultante et le moment résultant du torseur d'influence tourbillonnatre subie par D. On vérifie encore dans ce cas la règle d’action et de réaction.
20. SiNGuLARITÉS PONCTUELLES. — a. Les singularités ponctuelles : doublet dans le cas de l’ espace, tourbillon ponte et doublet dans le cas du plan, étudiées au paragraphe 19, n'étaient envisagées alors qu'à titre strictement descriptif. Une telle singularité se présentant, à un instant initial, au sein d’un fluide parfait, l’étude de l’évolution ultérieure pose des questions fort délicates. Il n’est même pas certain a priort que la singularité conserve son caractère ponctuel : il semble possible qu "elle arrive à s'étendre en un ensemble de
HOT
dimensions non nulles, quoique encore de mesure nulle. De toutes manières la singularité ponctuelle ne saurait être conçue mécaniquement que comme schéma limite d’un noyau tourbillonnaire de dimensions infiniment petites : l’évolution ultérieure dépend de la microstructure interne. Nous envisageons, dans ce qui suit, des singularités conservant leur caractère ponctuel, au sein d’un fluide helmholizien, Le corps de la singularité pouvant d’ailleurs n'être pas lui-même helmholtzien et subir des actions extérieures ne dérivant pas d’un
et > _ potentiel (soit KR leur résultante, H leur moment résultant). D’un autre côté, un doublet étant localisé en un point P de l’espace,
> le champ de vitesses w dans le voisinage a été défini au paragraphe 12 comme la somme d’un champ de la forme
is sa w(M)= Pre (L. PM) PM — Arr L
et d’un. champ 6, continu ainsi que ses dérivées du premier ordre dans le domaine de P, lequel champ définit l'écoulement primitif. [1 faut noter alors qu’une structure de cette forme ne saurait subsister que si cet écoulement primitif est ee enue Autour de P, en effet,
le champ # se réduit au tourbillon de | é Des équations de Holnnolte. jointes à la considération de la forme de l’écoulement, on conclut que ce champ ne peut demeurer continu dans le domaine du point P. La conclusion est la même pour un doublet du plan (sauf peut-être dans le cas spécial d’un écoulement primitif à ( uniforme).
Par contre, dans le cas bidimensionnel, le tourbillon ponctuel paraît pouvoir subsister sur un écoulement primitif rolationnel régulier.
Ces réserves faites, les considérations des paragraphes précédents permettent bien facilement de dresser le bilan dynamique d’un doublet ou d’un tourbillon ponctuel.
b. Soit d’abord, dans l’espace, un doublet, de polarisation Le sur un écoulement primitif irrotationnel. Nous appliquons les résultats du paragraphe 49 à un petit domaine fluide renfermant P, dont la structure tourbillonnaire se réduit au doublet.
ISSUES
Ainsi qu'on l’a vu au paragraphe 16 b, on a
2 as = re tee RES BE 7 OPA d’où res Hebe pe SN RUE ( C [A a La a dE DA ne RS ie
En outre, selon les principes du paragraphe 42, il vient .«. _ ANR IE SE RTE C2 fl 6 /\ dK sA(L A) 2/1 :
ou, par la formule du double produit vectoriel, LS AIX De même > TR fe EN SR ES EE = 2 f}} OM À (À dk) = où À [6 À (a ®) |, DIV * * c'est-à-dire — ne re —__—> > f5& = EE —> > = ——- — B—— OM A Vo. L)+ OMA LV) EL OPAQ ET ALL OPA
On prend l’origine fixe O en coïncidence, à l'instant en cause, avec P et il reste (!)
(*) Notons qu'on pourrait traiter formellement le cas où l'écoulement primitif
a . re / .
présente un tourbillon non nul Q (le calcul est plus délicat parce qu’alors le
domaine isolé n’est plus un noyau tourbillonnaire fermé). Dans l’expression > La La de R apparaît un terme en L A Q peut être significatif, qualitativement, d’une
tendance à l'orientation des singularités au sein d’un écoulement rotationnel.
RESTE
vitesse du doublet par rapport à l'écoulement primitif, ce qui laisse
Les résultats sont formellement identiques pour un doublet du plan (").
Pour un doublet libre, c’est-à-dire ne subissant pas de forces extérieures, 1l reste
71 free AC OP IENN EE REPS = \s.L)Y, LAS LA»,
équations qui définissent l’évolution du vecteur de polarisation L
selon la même loi que nous avons trouvée au paragraphe 6 a pour
22 er un x do) et seulement la composante perpendiculaire à L de la vitesse de P. Notre bilan global est insuffisant pour préciser la vitesse de
progression du doublet selon la direction de 4 priori, pour un doublet strictement helmholtzien, cette vitesse dépend de la microstructure interne : nous ne saurions même affirmer qu'il existe des doublets stationnaires, pour lesquels on aurait
Ss
Vaso.
c. Le cas d’un tourbillon ponctuel, d'intensité 2 K', localisé en un point P d’un écoulement helmholtzien bidimensionnel, se traite d’une manière semblable. En posant encore
HORS
TRS == \ 1e vitesse de P par rapport à l'écoulement primitif, on trouve que le corps de la singularité doit subir des actions extérieures équivalentes à une force unique, appliquée en P et définie par
EPS Dee A
(P: circulation de w autour du tourbillon).
1) Cf. J. Pérès, Cours de Mécanique des fluides, p. 147, où le cas du mouvement permanent est traité au moyen des formules de Blasius.
En particulier, pour un tourbrllon libre,
Vo.
A. SURFACES DE GLISSEMENT. — Ainsi que nous l'avons faitremarquer, les considérations du paragraphe 18, basées sur des dérivations séquentes, sont en défaut lorsque la surface frontière S coupe des surfaces de glissement. Cette frontière, supposée continue à l'instant initial, se trouve en effet scindée dans l’évolution ultérieure. On présume cependant que les résultats acquis peuvent être adaptés à ce cas par l’assimilation tourbillonnaire des surfaces de glissement. Dans l’évaluation des dérivées - et Es la circonscription invoquée pour les éléments tourbillonnaires superficiels correspondra à {a portion de couche médiane qui était incluse dans le domatne initial.
Il suffit de rejoindre dans ce cadre les relations purement cinématiques établies aux paragraphes 14 b et 45 6 :
HUE animal Te CA) (1) og Île a (u.a)u | de > > > > > = flo a aan 2 fon AGAS
S le Se
2 dJ
ui! =
ATEN
— > + > OM A |: wa (u.z)a las S L SE PAS NET > + +- flow d® —- = | OM? 2 /\ y do.
Us S
Développons les calculs pour la première de ces relations: Le domaine D est supposé partagé en deux parties D’ et D’par la surface de discontinuité X; soient Set S/ les portions correspondantes de la frontière S. On a
Soient en outre A’, A/ les contributions de S’, S' dans l'intégrale
TATRe > >\> = ua; \u. qu L'dr, 0 S 2 £
AU
G', G’ leurs contributions dans l'intégrale
> > + OM A (œ A ds.
Le
Soient l', [’, (* les contributions, dans l'intégrale É des domaines D' et Det de (e couche bien ete quo au cours du temps
comme il vient d’être dit); soient É’, Fr, Ex leurs contributions dans l'intégrale | OM A u dd,
fre Jon rs ut). |:
c'est-à-dire
Test la courbe de section de X par la frontière S. Nous reprenons là
Q g . ML 4 ‘ les notations du paragraphe 8 : « désigne le vecteur unité normal à 2 orienté de D’ vers D’; la courbe F est orientée corrélativement. La relation (1), appliquée séparément aux domaines D’ et D’, donne
RARES - me > > + RE A £' G+ ]] aura (a. ai | de de ME el > (> + + ÎT OM À & (ea) done NY) & . > 1> TRE ARS é A HD) LR A’ E’” Gr Î Ë rie (ur, à) dl > >> — > > = [ROM a (ao) à —: j OM A (& À") de.
Par addition il vient donc
es PRE SN ere
Leltie (e]
en posant
“=k É nu"? & us he — su" sn (are) “ |de, = ff oM À Le( r(a.wr) — u'(a.61)] de, ge; JoMalea(r-#)}se
THÉSE J.-J. MOREAU, ; 13
ro
Il s’agit de prouver que
On écrit de même Ne Pa ? = Ca 7 Le à HU ON u"—= u*— à, d’où EN 2e Mau 0 2 RENE ee Ce Ca a" (à D de Le At) a AV Va — Ô 2 # x x POUR) en CARS — Lu ô) NAT 5) | D} Ga, x * Me NE de Pride ar x x
et, par suite » P ;
&= [fo A La (a AFS) — S(a AV. a) ] de.
D'autre part, on à, par la transformation de Stokes, Ér Fo À n' (8.2 AY) eu ras hs Fo A La (6.2 AV) 2% me (8.2 AV) Jde, donc, après
> É@e & gt a À dk
AFF) de.
Par ailleurs, on effectue une dérivation séquente selon la couche médiane
- | = à Î OM A AK = ff Ad + ff on OMA + # (ak)
OU de
et les calculs du paragraphe 8 c donnent.
d ( K) 50 _ x) ee > 5) eo Vo ANR —=|T0 a AV.u ré x A V.d) + 5% /À (; — Y Me. L'égalité annoncée en résulte.
La relation des moments (2) s'étend de même. Le cas bidimensionnel conduit à une extension analogue.
22. Bizan ÉNERGÉTIQUE. — a. Sans nous soucier, pour cesimple aperçu,
de réduire les hypothèses au minimum (nous allons être amenés
notamment à supposer w dérivable par rapport aux z;), reprenons le point de vue du paragraphe 18c. Soit une portion D de milieu incompressible, helmoltzien dans le voisinage de la frontière S. L’évolution de la structure tourbillonnaire est décrite comme une déformation des lignes tourbillons, supposées individualisées de telle sorte que l'intensité de tout tube reste constante dans le temps: un tube atteignant la région périphérique helmholtzienne par deux extrémités y présente par hypothèse des bases matériellement liées au fluide.
La vitesse absolue de déplacement des lignes est définie en chaque point à une composante tangentielle près : ce champ de vitesses est celui d’un ensemble d’éléments matériels, fluide fictif (0), la loi de déplacement de ces éléments le long de chaque ligne étant fixée arbitrairement. La différence
constitue la vitesse de glissement des lignes par rapport au milieu. Sur la frontière S
DEN E=I
Le flux de w à travers une portion de surface Ë, transportée par le fluide fictif, reste constant dans le temps, puisque c’est l’intensité d’un
d tube. Pour un élément do d’une telle surface on a donc, en notant _
des dérivées séquentes prises selon le fluide fictif,
D (w.2 de) 0;
ou, d’après le paragraphe 6 a,
Re A) ee
quel que soit «, d’où
d @) TA IZAEN Pre PEN ee ne —- Ci ÿ x k
dt ? 3 dr , »_* , , À I l li D autre part, S1 dt représente une dérivée séquente selon le milieu matériel initial, NE > d'r@ do w F4 Ÿ) ie — — — (ww. Vo, dt di x avec UPS SN a rare NP VAE ÿ, k LS * x et l’on en tire 2e > à > >\ > > >\ + > >\ > 7 st) + (à V)æ — ee 4 v)o
ou US NE D ro = V | ES a).
La relation (6) du paragraphe 7 d donne alors TN NME de 2VA(SAS)=V AT L’équation locale de la Dynamique est, d’autre part, > à
> > 2 Da D PAT ea)
_ s F, champ des forces sans potentiel, ©, divergence du champ tensoriel
des contraintes non hydrostatiques, vecteurs caractéristiques des actions non helmholtziennes, qui Sont censés s’annuler à la frontière
de D. Et il reste
b. Supposons alors que le domaine D soit à connexion superficielle simple, c’est-à-dire que S se compose d’une surface fermée unique : on peut toujours se ramener à ce cas en posant que les éventuelles lacunes helmholiziennes font partie du domaine D. De la relation précédente il résulte que
A ra re NE >
F+o=2pmAo + VX, +
À étant un champ scalaire dont le gradient doit, comme les autres
termes, s’annuler sur S. Ce champ scalaire possède donc une valeur
constante unique À, sur S (d’où il résulte qu’il est encore bien défini
et uniforme, même lorsque S est à connexion linéaire muluple). Pour l'évaluation des puissances, on écrit alors
ME LT ss ill u. (F +- 2.) dt 20 Il u.® /\ & dr + ff dr, te t+4/] Le D 7
DS
2227) > > I] u.E dr — @\), «4 p
représente la puissance développée au cours du mouvement parles actions extérieures sans potentiel. D'autre part, puisque le tenseur T est nul sur S, On à Pr RAA Fe 1 du: he u-odT—= U; Er — ] u; Tax do — Em NE AT DO ï Ù xx s D 0x
avec
puissance développée par les tensions intérieures du milieu. Et 1l reste RES BU pe) — 2e ff A o dr D
La puissance développée par les actions non helmholtziennes se trouve atnst directement reliée au glissement des lignes tourbillonnaires (*).
(:) Noter que l'évaluation précédente de la puissance serait aussi bien applicable pour toute évolution virtuelle à dilatation nulle. En prenant en particulier
mate A
C’est, nous semble-t-il, à partir de ce point de vue énergétique que la théorie des tourbillons prend son aspect le plus significatif. D'ailleurs, même pour un milieu compressible, les conditions de Helmholtz sont de nature énergétique. Les développements ultérieurs de la théorie, pour le cas des milieux compressibles quelconques, seront vraisemblablement obtenus dans cette voie, avec l'intervention de la Thermodynamique.
c. Rappelons encore ici une évaluation de la force vive d’une portion de fluide ("), qui apporte un complément naturel aux considérations des précédents chapitres. Au paragraphe 86 nous avons montré l’équivalence de la répartition vectorielle spatiale
SN run ; #0 pb
et de la répartition superficielle
y + É. - 2) NCA . do, s L2 | 1
tant du point de vue de la résultante que de celui du moment résultant. Nous comparons maintenant les wrriels de ces réparlitions; soit
rer or Ni) fl OM..u /\ © dr.
LEE
) On écrit
20M. Gr 4 ©) = OM.| x À (A se loM tie de (OM) (&.N) = : (OM ee -— 7 — (OM) (et) EU, d’où
x Tee SU INR eee Vi Il où. : u° a — (ua) ts A KT ë
T désignant l’énergie cinétique de la portion de milieu D.
comme déplacements virtuels une translation, puis une rotation, on retrouve les
Ô ù ] B _expressions du paragraphe 18 c pour la résultante et le moment résultant des F (les actions intérieures ont alors une puissance nulle).
(!) Cf. Poincaré, Théorie des tourbillons.
M ROTLES
Comme au paragraphe 8 b, ce résultat s'étend au cas de domaines
. . ‘ . . » | > scindés par une surface de glissement, en invoquant les éléments tourbillonnaires équivalents et la vitesse médiane. D'autre part, la
relation polaire de cette relation quadratique est utile dans les évaluations de puissance.
. 25. Conciusrons er EXEMPLES. — Il sortirait de notre programme de passer en revue maintenant les diverses considérations tourbillonnaires classiques, afin d’examiner les éclaircissements qu’y apportent les développements précédents. Bornons-nous à quelques généralités sur la résistance qu'éprouve un corps en translation uniforme, au sein d’un fluide indéfini.
Soit @, le système de référence lié au corps, @, le système, en . $ . Re . % .
translation par rapport au précédent, avec une vitesse U,, vis-à-vis
duquel le fluide, soumis seulement à des forces dérivant d’un potentiel (pesanteur), est au repos à l'infini.
St l'écoulement est permanent relativement à O,, le torseur de polarisation est invariable par rapport à ce système : O, étant un point fixe par rapport à ce système, on a |
> " Ress > ONE, TOO
srandeurs vectorielles invariantes vis-à-vis de l’un ou de l’autre système de référence. Alors, O, désignant un point fixe par rapport à 6,,
d’où
Si donc les conditions à l’infini précisées au chapitre III sont vérifiées, SAVOIT :
& | annulation uniforme de w à l'infini,
annulation régulière de r°w (ou seulement de r'w si l’on se borne
aux héculanten)
AT EU ù “ ; ne annulation uniforme de r*T et r*o (ou seulement de 7°T et 7° o), il vient ne NE UE F0; FES EAU:
= Le ? , !
Par R et H il faut entendre la résultante et le moment résultant des forces non conservatives appliquées au milieu entier : fluide et solide immergé, supposé de même densité que lui. Ce sont nécessairement des forces appliquées au solide, pour lequel les forces d’inertie sont d’autre part nulles. Si donc on fait abstraction des poussées archimé-
diennes, R et H représentent, au signe près, la résultante etle moment résultant des actions hydrodynamiques subies par le solide. Moyennant les conditions à l'infini ci-dessus on retombe ainsi sur le paradoxe de d’Alembert quelle que soit la nature des tensions internes du fluide (fluide réel quelconque).
Pourtant, d’après les considérations du paragraphe A0, les conditions en question doivent être vérifiées pour un fluide visqueux inilialement au repos. La conclusion est que, dans ce cas, un régime permanent ne peut jamais s'établir uniformément sur l’espace entier :
la résultante de polarisation Ï est en constant accroissement. Cela n’enlève d’ailleurs pas de valeur à la conception d’un mouvement permanent; à l’intérieur de tout domaine fixé de ©,, on observera, au bout d’un temps suffisant, la permanence à une approximation quelconque. Et ainsi quelque grand que soit le domaine, le temps nécessaire devenant seulement plus grand. Il se définit de la sorte, mathématiquement, un régime permanent sur l’espace entier, mais ce régime ne vérifie certainement pas nos conditions à l'infini.
Ces circonstances se concoivent clairement sur l’exemple d’une aile mince, en translation dans un fluide quasi parfait. La structure tourbillonnaire est réduite à la surface de l’aile et au sillage formé par les éléments de fluide que l’aile a côtoyé depuis sa mise en mouvement. En toute première approximation, ce sillage a la forme du rectangle que l'aile balaie dans son mouvement par rapport à @, : c’est un feuillet en constant accroissement ($ 16c). Mais si l’on décrit le phénomène en se référant à @,, on voit qu'un domaine arbitrairement grand renfermant l’aile finira par ne plus contenir les élémentsinitiaux
RO ie du sillage et l’écoulement y tendra vers une forme permanente. Seulement ce régime n’est pas justiciable des considérations du chapitre III.
Il est possible de développer à partir de ces points de vue des calculs approchés qui rejoignent la théorie de Prandil (!).
b. Reprenons maintenant la question classique d’un corps en translation au sein d’un fluide parfait indéfini irrotationnel.
Soit d’abord:-le cas bidimensionnel. Nous nous référons au repère O,, lié au profil C, et nous appliquons les résultats du paragraphe 17 d à une poruion de fluide baïgnant ce profil solide, supposé de même densité. La structure tourbillonnaire se réduit à la couche de glisse-
LS + . . r. .
ment sur C : un élément dM de C (pris dans le sens trigonométrique) équivaut, d’après le paragraphe 9 d, à une quantité tourbillonnaire
s Le AK Ë u.dM
re ] Ne Le (a, vitesse du fluide le long de C). En nn os cette
structure est invariable, d’où la nullité Fe _ et “=. D'autre part, la
vitesse primitive se réduit à C d’où les termes mr tourbillonnaire
Fr > 7 A = — 25 / Ge dk'=— 2 1 Üo Ja. a 4,
> TE G=— 2 [ OM.Ù, dk = ü foM (x u.dM)
On en tire la résultante et le moment résultant des actions exercées par le fluide sur le profil (c’est-à-dire pour une tranche d’espace d'épaisseur unité)
Fe PL TE Es
R'=— p3 /\ UD u.dM;
Rare Up OM (a. a).
On reconnait dans la première relation le théorème de Joukowsky.
(2) Cf. M. Roy, Sur l'aérodynamique des ailes sustentatrices et des hélices, 1928.
Le raisonnement est le même dans le cas tridimensionnel : la surface Ë du corps immergé équivaut à une couche de tourbillons.
S1 à est le vecteur unité normal extérieur, on a
a 16 7 Ka / u do et Fa Se aa Le REA AUS) a /\ udo, 2 L
= 28 ff où Â Us À Es 7 “in do.
La première de ces relations peut être considérée comme l’analogue du théorème de Joukowsky pour le cas de l’espace ('). L'intégrale
à = [2 A u do;
PN CAPES
invariante lorsqu'on remplace X par une surface enveloppante, joue le rôle de la cérculation. En fait elle représente, comme dans le cas du plan, le double de /4 somme tourbillonnatre du milieu, nulle d’après les considérations du paragraphe 7 a : |
= > Mere re fl A “de ff oM (2.5) do 02
On retrouve donc le paradoxe de d’Alembert.
(*) M. Pascar, Atéi dei Lincei, vol. 30, 1921.
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