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Calcul de généralisation
Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec
ligne.
Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression
"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à
expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont
autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont
trop souvent difficilement accessibles au public.
Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir
du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains.
Consignes d'utilisation
a cas, on pouvait déier- ■ne intégrale définie dont
liaation, dont nous allons devoir occuper une place eure. L'uniformité et la pplication à la solution grande importance nous lace dans t enseignement, IX différentes méthodes elles il faut avoir recours liffércntiel et intégral est
cédé est, pour ^analyse mes pour le calcul numele cas, les difficultés de la H ; 071 reconnaîtra, en ntégratiou des équations partielles, soit isolées, solution d'équations algéonnaitre, d'une manière fonctions arbitraires que qualion pour être coiisi- ■t, dans quelques cas parbre exact de ces fonctions
CHAPITRE PREMIER
§ 1. — Pour doDoer une définition précise de cette nouvelle opération que nous nous proposons d'introduire dans le calcul et que nous désignons sous le nom de géfiéraltsation représentons par
une fonction quelconque uniforme d'une ou plusieurs variables indépendantes a, b, Cy ... et, cherchons à reconnaître s'il existe une opération symbolique distributive, dont nous désignerons par G la caractéristique^ qui, appliquée à cette fonction, aurait pour effet d'éliminer les nouvelles variables u, V, w, .,. dans l'expression exponentielle c^** + **' + <^+— de telle sorte qu'on puisse écrire l'identité
quelle que soit la fonction <p.
Propoâons-nous en outre de déterminer la valeur de l'expression symbolique
(a) • GV(w, V, w, ...)
en appliquant à la fonction uniforme ^ (u, v, w, ...) l'opération que nous aurons reconnue capable de satisfaire à l'égalité précédente.
Pour répondre à ces deux questions, désignons par œ, y, z, ... des quantités que nous considérerons, d'abord, comme de simples constantes, et, substituons dans l'^alité (i) les valeurs x -i- a,y-\- 6, z -h c, ... à la place de a, by c, ... nous obtiendrons
(3) G^ + y'' + ^«'+--Xe«" + *''+^"'-^"==9(x-+-a, 4f + ô,^-^c, ..•
Cela posé, si nous écrivons l'expression (2), après l'avoir multipliée par -VlS^ 4- yt> + ^«^ +..., sous la forme
(4) Ge^" + y^ + -^"^ +- ^r(w, V, tr, .,.)
er les deux suivantes :
i plus expresse que, toutes une fonction des variables
imme préalablement mulcas, nous ferons figureroe
convention, il est toujours
» de ce facteur est absolu- Tie fonction pourrait, dans 'essions symboliques diffé-
e opération distributive G, ité (5) en séries ordonnées n remarquant que, pour le pperoent connu de l'expo-
M k l'aide de la formule de blés.
dx i.a 3a^ , dm tab d*o ''a-y + Ti3â-y+-
dz i.a dy*
!t en identiGant lescoeffi- \ obtient :
.) Gw=D.Y(a!,j,.ï....) ...) Gu'=D%<p(a),y,jr...)
I des considérations dans
Si Ton veut représenter les valeur de
^n posant comme définition de la fonction <p
(7) Ge«^ + *^ + '^•^ +••• = ç(x -+- a, y H- ft, ^ -*->, ...)
// suffit de remplace^' dans cette expression u par D„ v par Dy, w par D,, ^fc, €* rfe déterminer la valeur de V expression symbolique
(8) V (D„ Dy, D„ ...) ^ (ar^ y. z, ...)
loTsqyCon conçoit cette fonction W développée en série suivant les puissances des caractéristiques D,, Dy, D„ ... etqu*on effectue tous les coefficients différentiels indiqués.
Cela admis, le calcul de généralisation, effectué sur une fonction ^ {u, Vy u^,..), aura pour but de rechercher la valeur de cette expression
(8) valeur que l'on peut considérer comme complément déterminée à l'aide de l'équation (7), lors même que la fonction ne paraîtrait pas être développable (') suivant les puissances de ses variables.
§ 8. — La représentation d'une fonction, à Taide de Topération symbolique G, qui nous permet de poser pour toute fonction :
(9) ? (a? ^ a, y -h ft. ;3r -+- c, ..,) = GeF"* + ^'^ + ^"'^ •
présente le grand avantage d'exprimer, sous une même forme généralisatrice, non seulement la fonction elle-même mais tout coefGcient différentiel ou toute intégrale de cette fonction par rapport aux variables a, &, c, ... ou j?, y, z, ... par une opération algébrique qui consiste à multiplier le second membre, sous le signe G, par certaines puissances positives ou négatives de u, 17, u), ... On déduit en effet de l'égalité précédente :
^ = ^ = G«<^« + *'' + -+-g=g=Gt.e- + *'' + -+-etc.
/^u + ô» -I- eu; +... / / ifdx = G - Il ^dxdy
uv
(*) PoQr comprendre qu'âne fonction quelconque uniforme ^ {u^ v, w^ ...) peut, •«dans tons les cas, être considérée comme développable suivant les puissances de ses Tariables, soienta» ^, Yt ••• *^®' constantes, en posantu — a=p, v — ^ = q,w — y = "» ••• fions pourrons écrire l'identité :
W (u, t?, to. ...) = V (« + ji, p + gr, Y + «. ..0 si, maintenant, nous développons le second membre suivant les puissances de p, q, u, ... à Taide du théorème de Taylor et si nous remplaçons dans le résultat p. y, u, ... par leurs valeurs u — «, o — p, tu — y» ••• 1* fonction proposée pourra être considérée comme virtuellement développée suivant les puissances de ses variables.
Mm) ^{n)
^dx'^dy'' = G ^^n
Nous pouvons faire remarquer que si, dans ridentité (9), nous posons^ a = o, ô = 0, c= o, ... nous aurons, en reslituant dans le second nombre
le facteur 'C^** + y'' + '"' +"\ par lequel la fonction doit toujours êtrepréalablement multipliée
nous reconnaissons ainsi que toute fonction de x, y, s, ... peut toujours-
élre représentée par l'expression symbolique Ge^** + y»' + "^ +—
De même qu'à l'aide du calcul de généralisation, on peut déduire d'unepremière identité une seconde plus générale, nous pourrons, en opérant en sens inverse, passer d'une relation renfermant une fonction quelconque à une relation plus simple en substituant une valeur particulière à cettefonction, ou plus simplement en supprimant le signe G; nous désignerons- •etle opération' sous le nom de dégénéralisation.
§ 4. ^ Eclaircissons ce que nous venons de dire par quelques exemples.. Soit ridentité
^,. au aht^
_4_ au
En déGnissant la fonction o à l'aide de Fégalité
Ge*'* = <p (a? -+- a), nous déduirons de cette équation
Gi = <p(.x?), Gm rz- ^\x), Gu« =^ ^\x), ... Gu'» = ^^'%x), il en résultera
c'est le théorème de Taylor.
Réciproquement. Si, dans cette dernière relation nous posons <p(a?) = e^^ nous obtiendrons
^(x -h fl) = c^^+«)'*, çX^) = Me^«, <p'(a:) = wV»*, ... T^**>(a7) = u*'^*'
ces valeurs^ mises dans la formule de Taylor^ donnent en supprimant le
facteur commun ^'* le développement de ef^^ en série. § 5. — Soit proposé de délei^niiner la fonction ^'(x, y) qui satisfait à.
'Véquation atuc différences finies ou, en d*aulres termes, proposons-nous d'intégrer Véquation linéaire
^{Xy y) — a^ipo — 1 , y -h i) = 0.
Nous pouvons admettre que cette relation a été obtenue par la générai i- -sation d*une identité qu*il nous est facile de déterminer.
Comme toute fonction de deux variables peut être exprimée par l'expression généralisatrice Ge^** + ^ posons :
Cette valeur mise dans Péquation proposée donne :
en supprimant le facteur e^^ "^ ^^ et en dégénéralisant nous obtien- -drons :
relation dont on déduit
é^ = ae^ élevant les deux membres de cette équation à la puissance ou, puis, en les multipliant par e^^ nous aurons :
identité qui, généralisée, donne l'intégrale de l'équation proposée
V(a?, y) = af^^(x H- y),
^ désignant une fonction arbitraire.
On pourrait supposer, au premier abord, que cette expression ne présente pas l'intégrale complète en remarquant que l'équation i — a"** "*' ® = o résolue par rapport à e^ donne
en élevant les deux membres de cette égalité à la puissance y et en les .multiplant par e'^^ nous aurons
•et par suite en généralisant
8 désignant une fonction arbitraire.
C'est une nouvelle intégrale de l'équation proposée, mais il est facile de
reconnatlre qu'elle De diilère pas de la valeur de a^<p(â? + y) en remarquant qu'on peut récrire sous la forme a^jfl— (^ + y)6(a? -h y)|. § 6. — Soit proposé d'intégrer réguation linéaire
dz , dz , dx dy
Comme z est une fonction inconnue de œ et y, nous pouvons en exprimerla valeur par
puisque toute fonction à deux variables peut se mettre sous cette forme. Cette valeur de z substituée dans Féquation proposée donnera
en dégénéralisant celte expression et en supprimant le facteur e^** "*" ^^> nous obtiendrons
u -i- av — = oéi
Cette relation entre u et v nous permet d'établir l'équation suivante
^u + av-^b ^ 1,
dont on déduit
^u^^b^av
élevant les deux membres de cette équation à la puissance x et en les multipliant par e^^ il en résultera :
^œu 4- yi? __ gôa? + (y — aa:)v
par suite la valeur de z sera exprimée en généralisant les deux membres ;. nous aurons donc
z = Ge*'* + y^ = c^^G^^y -^> = e^'^WÇy — ax),
l'intégrale de l'équation proposée sera représentée par cette valeur, W désignant une fonction arbitraire.
§ 7. — Enfin, comme dernier exemple^ considérons la fonction généralisatrice des nombres de BemouUi :
nous en déduirons en remplaçant u par hu
en posant Ger'"^ = F(x) comme équation de déGnition de la fonction F(œ)f et, en généralisant les deux termes de celte identité nous obtiendrons
[¥{œ ^h-\-Bh)^ {F(x -+- Bh) = AF'(a7 -f- h),
e*est la formule fondamentale de la théorie des nombres de Bernoulii.
En multipliant les deux membres de l'identité = ^^ par e^^ — i
nous aurons
généralisant les deux membres, en posant Ger'^^ = /{z)^ nous aurons :
A») + Aa) H- A3) +... -t- An) = A» + B) - AB),
c'est la formule aomm/ztoire donnée par Mac-Laurin.
Nous allons dans les paragraphes qui vont suivre passer au calcul de généralisation proprement dit, en déterminant la valeur de Texpression GV(u, Vf tOf ...) représentée par le développement de
V(D^, Dy, D^, ...)?(x, y, z, ...) la fonction cp étant définie par la relation
^^ 4- a, y H- 6, ^ H- c, ...) = Giî*'* + *'' + ^"' +-
Nous montrerons ensuite quelques applications très-importantes qu'on peut faire de ce calcul.
GÉNÉRALISATION DES FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE
§ 8. — Considérons une fonction V(ti) ne renfermant qu'une seule variable de généralisation et proposons-nous de déterminer la valeur de il^(u) représentée par V(D^) ff{x).
Si nous considérons la fonction «p comme définie par Tidenté
(i) <p(.r -4- a) = Gc*^
on comprendra aisément que la valeur de G^(u) doit être directement ou indirectement déduite de cette relation.
C'est ainsi qu'en différentiant cette équation par rapport à a nous en déduirons
<^''""" = -dâ f^'^ + ''> = â •?(* -^ *)•
Gc»"»» = £^ ?(« + a) = £^ <f{x + a),
et généralement
Ge^^M»* = — - o(x H- a) = -^ tp(a? -f- a),
eif en posant dans ces identités a = o, nous aurons
(2) Gi = <p(a7), Gii = <p'(^), Gu" — <p'(a;), ... Gu" = ç** (j?).
Si dans l'identité (1) nous posons successivement a = y ^ — 1 et a r:= — y^ — I nous en déduirons
et par conséquent
Gsinya = G^- ,.L= =— p=.U(a?-i-yv/— 1)— «p(x— y/— 0}
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gy»V — I , g— yttv'— I 1 ._j .
Gcosyw = G -^ =~ 1 <F(^H-y V — i) ■+- ?(a^— yv •— I
à l'aide de ces deux formules nous aurons en remarquant que
cos y(v — u) -.=z cos yv cos yu -h sin yv sin j/m, la relation
(3) Gcosy(i?— w)====M?(.:ï?-hyV^=l)e-y''^^-+-o(.r-yv^^=7)
§ 9. — Pour déterminer» d'une manière générale, la valeur de Texpression G^(u) lorsqu'on prend comme équation de définition l'équation
(i) Ge*«* = (p(j; -+- a).
Considérons l'intégrale connue
e ^** = - / cos hydy -s ■,,
en remarquant que
OD
e" ^" cos tydi, o
dans laquelle h a une valeur essentiellement positive, nous obtiendrons la relation.
(2) 6-A'*^î / / e-'^'hycostydydU
En généralisant les deux membres de cette identité par rapport à u^ nous en déduirons en prenant l'égalité (i) comme équation de définition
(3) <p(x — h) = - I I 9(x — t) cos //y cos iydydt.
Nous trouverons de même, en parlant de l'intégrale connue
dans laquelle h a également une valeur positive et en remarquant que
e sin tydt, o
*0 CnAPITRE II
la relation
, — hu
(4) 6-'''* = ^ I I e-^'^sin hyBintydydt.
et ea généralisant (5)
<p(a; — ^) = î 1 1 ç (â? — t) sin % sin iydydt. Ces formules (3) et (5) que nous pouvons écrire sous les formes
a rr
»30 /^QO
<p(^) z=z ^ I j o(t) sin % sin tydydt.
La première de ces formules exige <p(-— h) == ;p(A) et la seconde que <p(A) = — ^( — A] et réciproquement ; si Ton emploie ces formules le second membre se formera par les valeurs de o(h) relatives à h positif, et quelles que soient les valeurs de «( — h) d'après la nature de la fonction <p(À), ces valeurs donneront pour h négatif, ©(A) pour la première et — o(h) pour la seconde
En supposant, dans ces formules (3) et (5), la fonction ^(o?) égale à une quantité constante il en résulte les deux intégrales
rr
(6) I I cos hy cos iydydt ^-^ .
(7) / / sin hy sin tydydt = ^.
Maintenant, si nous posons dans la formule (2) te = u + v nous aurons :
^^nu^nv^^ I I e"''*-''' COS hy COS tydydt.
En généralisant celte nouvelle identité, d'abord par rapport à u en prenant comme équation de définition Tégalité (1) puis, par rapport à v, en
GÉNÉRALISATION DES FONCTIONS ll'vKE SEULE VARIABLE H
prenant Ge*'" = x(- -^ ") comme équation de définition, nous obliciFdroDB :
- l) cos A( ces ytdydl, cette formule combinée avec la formule (3) nous donne
^cc - h) yJit ~h) = l j j fix- t) -fiz nie combinée avec la formule (3) nous di ■^{z — h) I I f[x — t) coa hy cos tydijdt =
Il ïf*^ - '> X(= - ') ws hy COB tydydt.
relatioD qui montre qu'on peut dans Texpression
009 htf cos Iyç(a; — tyi(s — t)dydl
Imtc aorlir de l'intégrale un facteur yXz — l) pourvu que l'on remplace la TariablelparAet, réciproquement, on peut faire passer un facteur /(;: — A) saus les sigaes d'intégration en remplaçant k par t.
ËD partant de la formule (4) nous arriverons à la même conséquence pour l'intégale
?(a; — l)x(ï — () sio fty sîn tydydt.
Cela posé, si dans l'idenlité
nous remplaçons - par les formules (6) et (7) nous aurons
qiie nous pouvons écrire, en faisant passer les fadeurs v{k) ■+- »r( — h) ^{ — A) sous les signes d'int^ratioii
.^^/JV
} W(t) -t- »r(— () j cos hy cos lydydl -
+ î / / f 'PW - *■(- i 8in Ay »" 'y/y"
! Dous pourrons metlre sous la forme
V{h) ='^1^1 «r(() cos y(t — A]rf(]rfy
rmule de Fourîer. Elle s'étend à toutes les valeurs réelles poêj- ^gatlves de la variable h et convientgénéralenient& une fonction e, continue ou discontinue; une condition essentielle à laquelle itie la fonction consiste en ce qu'elle n'ait qu'une seule valeur une des valeurs de sa variable.
plaçant dans cette formule, h par u et C par v nous en déduirons ilieation & l'aide de la formule (3) du paragraphe précédent
écrire
•{x + y^ — i)e y" 'dvdy
j,v'-.)sin tjvdvdi/
ODS celle formule à quelques exemples :
posons ip(u) ^= cos au' nous aurons
- / j?(i^+yv'— i) + if(^ — yv' — l)jrfy / cosno'oosyitrf»
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qui pourra à l'aide de T intégrale connue
cos av^ cos yvdv = k/-~ \ cos t- -+- sîn J^ î
«'écrire sous la forme
(loj G cos au
-vif
cos fly* -f- sin ay* } { <p(a7 -f- aayv^ — i) -h cc(a? — 2ay/ — i) }.
Si nous posons ^'(^)^= sin au' nous obtiendrons par un calcul identique à l'aide de l'intégrale connue
sin av^ cos yvdv
cos f-
— sin J^ ( 4«)
la relation
(il) Gsinaw* =
2» soit V(w) = e— ***•
I cos ay* — sin ay^ } { ip(a? -H aayv' — i) ~h ^{x — 2aj/v^^^) } dy.
nous aurons
Ge-*~'=-
H-yV^— i) -h «{'(x — y/~ 1 <^y / «"^^* cos*/i(/i4
oo
en remarquant que
kOO
cos yodv = -y/~ c ^"^
nous obtiendrons en remplaçant y par 2^ay
(la)
— au'
(/v H- ly^'a^— i)dy.
en cbangeant dans cette expression a en — a et y en — y nous trouverons
Oé
aw
i\/ay)dy.
W(u) = C— ±-1- , nous aurons en remplaçant l'inlégral» du r'e»''-i-e-'"'
— rv cos yurfii aleur
p COS yud» = T
e * + « ^ -V a cos -
jç{i + !.,V-') +
by^— i) ! ofi/.
t vltù = ^1 i - nous aurons de même
J -•(«-V-Oli'ï-
il v(u) = — . — F- il en risullers
/ OT+,-'y+,cos"l?(« + »!*'^^ — -.(i-sy^)!.*».
»•_«-»" ly/:^ /
JIU o- ""
it encore >!'(») = -. tta ' nous trouverons de même
[" sin îî
'?ir^*»= .' .'»+e-'y+=c<»y
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Sî, dans la formule (i4)t nous posons a =o ei b =:=a nous en déduirons comme cas particulier
GO
rfy,
et en supposant a = W — i nous aurons
^ ' cos au I !Ef «.
ire ^^-
oo
Si dans la formule (16) nous posons a = o et & = a nous aurons comme cas particulier
= ^ , , I 9(x -+■ ayv — 0»Vf
Nous devons faire remarquer qu'on arriverait à un résultat erroné si Ton posait dans cette formule iz=^ a^' — 1 . On reconnaît ainsi qu'il existe des fonctions pour lesquelles la formule de Fourier n'est pas applicable.
7^ Si nous posons successi vemen t V (u) = -5 rj— 5 et ^V (u) z= , ^
nous aurons
§ 10. — Bien que les formules (8) et (9) du paragraphe précédent nous fassent reconnaître que, d'une manière générale, nous pouvons faire dépendre la détermination de GW(u) d'une intégrale double ; il sera, dans la plupart des cas, plus simple de chercher à obtenir directement la généralisation d'une fonction. Nous pouvons, pour y parvenir, établir un principe d'une grande utilité que nous désignerons, vu son importance, sous le nom de généralisation par /acteurs.
Ce procédé très simple permet de déduire la valeur de GW{u)yJ[u)...^{u) de la valeur de ses facteurs généralisés G*"(^)» Gx(w),... GO(w).
Considérons, en premier lieu, le cas de deux facteurs G^{u)y(ti).
Si Ton remarque que l'on peut poser
GV(m)x(«) = V(D,>x(D,)ç(a;) (a) GV{u) = V(D^)«)(ar)
Gx(« = x(Dx)?(x).
Nous pourrons dans l'identité (a), après la généralisation, substituer à la fonction o{œ) la fonction X(a;) exprimée par
X(^) = Gx(m) = x(Dx)?(a?) il en résultera comme valeur du second membre
'P(Dx)x(Ox)?(«')
qui est précisément la valeur de G^(u)jJ[u),
Il résulte de là que, pour' calculer la valeur de 0^(uy/j[u), il suffira de déterminer la valeur de G^(u) en y remplaçant ^ par X, puis de déterminer la valeur de X(a?) à l'aide de l'équation
l'élimination de la fonction X entre les deux équations
GV(w) = F(X(a? -t- K)) X(:r) = Gx(t^) = F.(<p(.rH-KO)
donnera la valeur de G^{u)y{u) = FF,©(jr -t- K -+- K,).
On peut arriver au même résultat à laide du théorème de Mac-Laurin en posant
»'(«)X(«) = HoMo) -t- [v(o)x'(o) -H 7S0M0)] ~ H-
Nous ei\ déduirons par la généralisation *
(b) ■+ [v(o)x'(o) -h aV(o)x'(o) -H no)7.(o)] ^7^^ + •••
Cela posé, si nous remarquons qu'en substituant dans l'expression GW(u) = 'F(o)«(a;) + V'(o) 2^ + n'^io) •'^^) + ... pour <p(a;) la valeur X(j;) ce que nous exprimerons par
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on remplace 'kÇx) par la valeur
Gx(«) = X(x) = X(o)^(x) -h jr'Co) 2^^ -t- /(o) '^'^^ -+■ ...
nous obtiendrons le second membre de l'équation (b).
On reconnaît ainsi que, si l'on avait à. déterminer la valeur de
Gv(w)x(w)...e(w)
il suffirait, comme conséquence de ce que nous venons de dire, d'éliminer les fonctions X, \i,,..p entre les identités suivantes
GV(w) = F I X(.r + K) I X{x) = G/Xu) = F, I K^ + K,) I
p(x) = GO(u) = F„ I ^{x -f- K„) I
en supposant tous les facteurs égaux à V(m) nous pourrons faire dépendre la valeur de G{^'(u))^ de celle de G^^^^).
Comme exemple de généralisation par facteurs^ déterminons la valeur de
Ge 5g2 cos au.
Nous aurons immédiatement
G cos au = - I ^(a? H- a \/ — i) -H ^(a: — a^ — i) et à l'aide de la formule (la) du § 9
OD
et par conséquent
-+- o{x -+-(< — a) v/ — "ï) I dt.
Si l'on remarque que l'on a identiquement
00 y^OO
00 ^ — oc
fs CnAPITRE II
en changeant (en — (, nous pourrons écrire l'égalité précédente s fiirme
(.) Gr^'c«.,u=^J «-'""!?(«H
(,+„)i/^rT)-
-f{x — (l + a-)^^r,)^dt — ~J- I e-''''Gmi{l+a)mll,
f- / e-î'''Gi!0!(lentité, nous o
en dégénéralisant celte identité, nous obtiendrons l'intégrale
(■■*) / e-qH^ (^g (( _^_ a)udt = ^ e *»' cos au.
Nous trouveroDB de même, en généralisant par facteurs l'expression Ge~^'sin au
:4) / e-î*'Sin {( +fl)urf(^^e~ï?3inaM
:es intégrales (3) et (4) sont déjà connues.
Soit proposé de généraliser par facteurs l'expression
(a -H eu) («1 H- é,W) (On -h i„u)'
Si l'on remarque que l'intégrale
^ralisant les deux membres
nous donne, en généralisant les deux membres
nous devrons écrire la suite
' X(j: — bt)dt
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— CTit?
10U8 obtiendrons ainsi :
(a -f- hii){a^ -h 6,î/) ... {a„ -+- hnU) ~'
fr: r
La généralisation par facteurs peut conduire à la détermination de certaines intégrales multiples.
On déduit de l'intégrale
— tu
= I e-'^^dt
en diiïérentiant n — i fois les deux membres par rapport à u
posant 1^ == a + u et en généralisant nous aurons
CD
o Cela posé, considérons l'identité
«t généralisons-en les deux membres à l'aide de la formule précédente, nous obtiendrons
(a -\- uf'
^^") = ^ (a^».)>n-i. = fiW^^ / '^-'"^'"-'-K^'-^M^
s)ds
en désignant par K le nombre des facteurs du' second nombre, la généralisation par facteurs donnera :
4-^+...+*) ^n-m-i ^m-p-i ^^^^r-i cp(a?-(»-hZH-...H-s))c£i?(£^...C&
.-=. r(«-m)r(m-;>)...r(r ). / ^-at ^n-^ ,(^ _ ,)d,
formule dont on déduit lorsque tous les facteurs sont égaux, en désignant, leur nombre par K
Si l'on applique la généralisation par facteurs à l'identité
(l) g''» + ô + c -f ... — A)m2 __ ^att* + bu^ 4- cu2 + ... -^ Am^^
nous aurons
ty en
Gc«"' = f / e-''Kz-^^^at)dt
OO
p(a;) = Ge*"' = -i. / e" '«'' «K» -t- a v'Au-Orfw,.
^j.-vv---- '
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^n désignant par nie nombre des facteurs nous obtiendrons en généralisant les deux membres de ridentité proposée
e"^ o(x 4- 2 V^a -4- ^ -h ... -f- kz)dz.
Si Ton suppose les nombres a, 6, ... k tels que a -h 6 -+- ... -+- A* e= o, «lous aurons en remarquant que
— «t/_ao*/— 00
^kto))dtdv ... rfw; = it 2 p(a:).
Soit proposé de généraliser l'expression G ; ^^ •
I^ous aurons par la formule du binôme
k(k -+- i){k •+ 2 6» ./lu .
<iu.e nous pouvons écrire en effectuant la généralisaiion
n = ao
Si maintenant nous effectuons la généralisation par facteurs nous aurons :
n = oo
G Wu = -V (- ')" ^4 >(^ + nh)
Wl = oo
^(^>=^^.i^=àS^-'^'"^i^<^-^"''>
Wl =
nous en déduirons
"ûTi?=?=/S 2 2-<-""^"^'^
là/ ^(j:^ H-(m -f- n H-p ^- ...)A].
Nous aurons ainsi en égalant ces deux expressions de G ^-
w=oc m = ooj)=Qe
n=o «J =o jp=o
en supposant le nombre des intégrales S égal à A.
§ 11- — li arrive quelquefois, ainsi que nous venons de le reconnaître^ qu'une fonction, généralisée par des procédés divers, donne des expression»^ qui, sous des formes différentes, sont équivalentes ; en égalant ces expressions on peut établir des relations souvent remarquables
Pour en donner un exemple considérons les intégrales connues
/ e'-^-^-^-^û^hvdv = C(^sin(marc/sin=-— ^^\\
/ e- ««' t,»» - • cos èrrf„ = ■— î^^^^-- C08 ( »» arc fcos = - " \ V Pour obtenir une aulre expression de ces intégrales, soit l'égalité
vW
(a -h hvl) changeant 6 en — ô, nous aurons :
~^j .-".--', (.-*.)rf.
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a-=Fw^ ' '"" ■?(- + !»)«
faisant la somme de «ja deux ideDlités. il en résnllera : en posant 6 = ft y/ — i et en remarquant que
nous obliendrons
llD
(a- + ST formule que nous pouvons écrire en supposant v = ao
(5) P.-"."— eo.toA=îM(î±VEiZL+(itii^r En faisant la différence des égalités (3) el (4), nous trouverons de même
S) I «-""o^-'sini.
(6) / e~'"'v"^-'sial>vdv=~^^
La comparaison de ces valeurs avec celles données par les formules (i) et (i) donne les relations
; (aH-t.t/=T)"+(a-i/:ri )..
qu'on peut écrire
(6) Sm(»narc(sin— K)— ^ — — ' /— ^ ' ■ "
(7) cos(marc(cos=KJ:^ ^^ ^ ' — -^ — -^ '—
§ IS. — Nous avons déjà reconnu que, pour généraliser une fonction F(a) par rapport à la quantité a, il suffit de poser dans cette fonction a=^ u
qu OD envisage comme variable de généralisation et de déterminer la valeur de GF(m) en prenant pour déCnîr la fonction introdnite par la généralisation Ge"" = <a(x -f- a).
Hais ai, dans l'expression de celte généralisation, on veut conserver la quantité a par rapport à laquelle on généralise, on posera a r= au et l'on déterminera la valeur de GF(au). La nouvelle fonction ainsi obtenue contiendra la quanlité a et l'on pourra de nouveau la généraliser par rapport a cette même quantité, nous obtiendrons une généralisation de second ordre G'F(au). H serait facile, en procédant de nouveau et de la même manière, de déterminer la valeur de G"F(a«). Soit, par exemple, la fonction
F{a) = p -H ja -t- TVi'
nous en déduirons par une première généralisation par rapport k a en posant a = ait
GF(ow) = p<f(x) = qa'i'(x) -+ r(i*if'{3T) une seconde généralisation donnera
G«F(flM) = pfixy -H qai{xY -H ra}f\a!)-' et généralement nous aurons
G"F(aw) = pf (i^)" -t- paçX^)" + ra^f'ipc)"' Comme nous aurons rarement l'ocGasion d'effectuer des généralisations d'ordres supérieurs par rapport à une même variable, nous n'insisterons pas davantage sur ce sujet.
Si une fonction contenait plusieurs quantités a, b, c, .... on pourrait effectuer la généralisation par rapport à chacune de ces quantités en posant a = au, b ^ bv, c ^ cw, ....
On comprend qu'à chaque généralisation répond une équation particulière de déBDilîon, c'est ainsi qu'on posera :
G„e*» = 'r{x + a), Gy = 0(y + a). G^e»" = yXz ■+■ a),...
comme équations de définition répondant aux variables u, v, u>,...
Si l'on remarque que, par ta nature même de l'opération de la généralisation, on peut changer l'ordre de deux opérations successives et poser G„G„V(u, V) = G„G„T(«, v)
il en résultera, d'une manière générale, qu'on pourra, sans modifier le résultat, généraliser une fonction d'un nombre quelconque de variables dans tel ordre qu'on voudra.
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Si, par exemple, nous considérons la fonction de deux variables dont la valeur peut être exprimée par l'intégrale
nous en déduirons :
«-««V<G„e-"' = / «-'«*6(y - t)dt.
mais comme
nous aurons :
d'autre part nous trouverons
et par conséquent
^ I c-'^*' [ <p(a? -H V— i) -t- ?(^ — W— i) j cT-,
mais comme G^G^ = G^G^ ces formules (i) et (a) nous donneront.
en différentiant cette égalité par rapport hz, puis en posant z =^ a, nous pourrons l'écrire
—, nous obtiendrons U9 en déduirons :
Soit en second lieu, la fouclion e"""' nous en déduirons
Mais comme G^fi— ^"* — e(p _ «») il en résultera G„C,e-'"' = GJ!p - «>) d'autre part la formule (9) du § 9 donne
en posant l
(4) G.-"«=^^ d^énéralisaot, noua en déduirons :
identités on trouve
') cas yotîv
à l'aide de ces deux identités on trouve
formule qui, dégénéralisée, donoe l'intégrale connue
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§ 13. — Bien que nous ne devions nous occuper dans ce travail que de l'opération G définie par Tégalité
il est facile de comprendre que l'opération symbolique pourrait être déterminée par une toute autre relation ; c'est ainsi qu'en désignant par G' une nouvelle généralisation nous pourrions la définir en posant
G'e«**^~' = (p(a;-+-fl).
On déduirait immédiatement de celte relation
G' sin au = — , — ) ©(a? H- a) — ©(a? — a) u G' cos au = ' j ©(J7 -f- a) H- <p(jr — a) >.
sans vouloir nous étendre à ce sujet^ montrons par un exemple, les avantages qui pourraient résulter de cette considération. L'intégrale connue
nous donne en effectuant la généralisation G'
I t(v -f- at) -+- o(.v -\ at) y^ / . ^ ./ ; \
en regardant a comme une quantité essentiellement positive, et en posant
t / = - nous aurons a
(2) / -• ^ L^ '^^ L dt = -o[x-^a /--^).
En différentiant l'équation (i) par rapport à a, puis en posant t=- nous
en déduirons
(3) r ?(fL±.0_^^(^L=Ll) tdt ^ .<i{a> + a /^TT) / - T.
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Ces formules (a) et (3) ont été données par Cauchy (exercices i8a6, page 107) ; elles sont exprimées par cet auteur sous les formes
î<il±^' <" = î ^. V^).
qui répondent à a? = 0. La première suppose que la fonction 0(0; + 1/ y/ — 1) conserve une valeur finie
i'* pour X = ± <so quel que soit y ; 2" pour y = oo quel que soit x,
et la seconde suppose en outre que ©(x -+- y V^ — 1) s*évanouit pour y = oo .
§ 14. — En posant comme équation de déQnition de la fonction o
on pourrait déduire de la formule de Fourier, étendue au cas d'une fonction de plusieurs variables, la valeur de G^(m, v, w, ...) en inlégales définies multiples.
C'est ainsi qu'en considérant une fonction de deux variables» nous aurons au lieu de la formule (8) du § 9 la suivante
^ J J J J -h/c^—ï)e-^^''+''^^^-'du^dbdidk;
— 00*^ — ao
pour une fonction de trois variables nous aurons de môme
/30 yooo /oao >oac /->Q0 ^-«^oo ar*/— 00*^ 00 «-^ OD*-^ — OO»-^— 00
et ainsi de suite.
Les formules auxquelles on parvient ainsi sont si compliquées qu'il est avantageux, dans la plupart des cas, d'opérer la généralisation plus directement ; nous allons, à cet effet, entrer dans quelques détails.
La généralisation des fondions de plusieurs variablrs peut s'effectuer à Taide du principe delà généralisation par facteurs, qui subsiste également dans ce cas comme il est facile de s'en assurer par une démonstration analogue à celle que nous avons présentée pour une fonction d'une seule variable, en ayant soin toutefois de rapporter à x la généralisation relative hUyky celle qui est relative à v, à z, celle qui est relative à to et ainsi de suite.
Nous allons, par quelques exemples que nous aurons Toccasîon de rappeler plus tard, montrer l'emploi de ce procédé.
Si la fonction à généraliser se composait du produit de fonctions ne renfermant chacune qu'une seule variable de telle sorte
il suffirait de généraliser chaque facteur, comme une fonction d'une seule variable, et d'en déduire la généralisation complète à Taide de la généralisation par facteurs.
Soit proposé de déterminer la valeur de Gc"" ''** "" **** en prenant comme équation de définition
Nous aurons :
et par conséquent
y 4- 2 V^ w' v^ — i) d(3idui\ Soit proposé de déterminer la valeur de G en prenant
co?nme équation de définition de la fonction 9. De l'intégrale
tu
nous déduirons
:)doi
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f(x. y, .-) = G ^ ^ / ,(i, ï. » - -V"' élimioant X et [ji nous aurons :
;c — 'û, y — w', a: — ui'jdiudiu'dui'.
§ 15. — Il est quelquefois facile d'opérer la séparatioa des variables d'une fonction donnée à l'aide d'une intégrale définie, e(, de ramener ainsi ia généralisation d'une fonction à la généralisation par facteurs.
Soit proposé de déterminer la valeur de G ; — : t^ en prenan l comme
(pu^-f-qv)""
éqvatUm de définition de la /onction <f
Gc»« + *" = ç(a; -t- a, y -i~ 6) si l'on remarque
{pu* -+- qvy" nous en déduirons
^ (pu* + î»r '■('"y
ition des variables étant ain ura :
_i -^ rr
(«-'rf(Ge-,-P"'*-î"'
la séparation des variables étant ainsi effectuée nous aurons en généralisant par facteurs :
j"* ^'Hx-i-vat^fA}/—i,y—q()dtitdl
que l'intégrale connue
("* ~ '<f(3: ~ t,y — pl)at
énéralisant par fadeurs >
/ {iiof*~'<f(x—t—i.>,y — pt~~qi-i)Uldio '■ v'a* — 4* il en résultera i
((<o)" - 'o(a; — / — ,0, y — (V^^V' - -+■ 'VÏ'V' — llrfwrf/
(ioi)" ~ 'o{ic — ( — (o, y + at — ai-i)d'Mdt.
Od eiTectuera immédialement la séparation en deux facteurs, chacun d'une variable, h l'aide de l'intégrale connue
s aurons ainsi
«*+ a' mais comme
e "* coB avtdt
= I rfïGe '" cos atv
Ge - '" = ç{a! — (, y) G COB <i(t> = - \f{x, y -+- at)/ — ij -+- «{a:, y — af»/ — i)j la généralisation par facteurs donnera
G „i^a.p* = ^ / \f{x-t.y'^at^f^^l)-i-f{x-t,y-^W^^l)]dt
Nous trouverons de même à l'aide l'iotégrale
t ''", , = / e - '« Bîn avtdt «' -H a'v* t
l'expression
jr:f^= V^ / l*-'.ï-<-«'l'=7)-ï(i-I,j— oftCTT)!,!!. Pour obtenir la généralisation de l'expression Ge ^' on considérera l'intégrale
'*** cos iutdt
eurs nous donne
qui, généralisée par facteurs nous donne
;-)4 CHAPITRE m
§ 16. —Proposons-nous de déterminer la valeur de Ge^' en prenant toi{iours pour définir la /onction 7 Ge"" + ''^ = f{x -^ a, y -i- ô). Remarquons d'abord que l'on a identiquement :
g/^auv _, ^u + e,' — ii(u — o;*_ d'autre part, l'intégrale connue,
Dous donnera :
6^" + ")* = -^ / e^M-^-^J-tV*, fornaule qui, généralisée, conduit à la relation
nous trouverons de même :
Ge- "("-'''' = -
^ / c~*V^ + *V'«A\/— 1, y— aV'flAv'— i)dAf
la généralisation par facleur conduira h. :
e-^*-''\{x^vJ^t-^h\/^\).y-^-i\fâ{t — h\/^i)dhdt, en posant o = t nous auroni :
Il serait facile d'exprimer par une série la valeur de cette expression, il suffirait pour cela de développer e""" en série et d'en généraliser les deux membres, nous trouverons ainsi :
•Tjfymfr
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§ 17. — Si nous considérons la fonction rationnelle — -— r- il est faciled'en obtenir la généralisation & l'aide de l'intégrale
a -i- bu j
qui donne
on déduira de même de la formule
a — hu f
en généralisant
de ces deux identités on déduit
9 formules conduiseol très simplemeDt aux suivantes :
^ ' a* — i'w' Aa'ô / ,
,/„ — fCaî — (v'— OjVf.
1 v/i va va )
Pour obtenir la valeur de G ; s nous pouvons remarquer que
n -i- ùu + m' "^
a-i- bu+cu' I
Eo géDéraltsant par factours il eo résultera
''-|-'» + ™'~iS^ J„ " ï(»-»i-ï"i/«»'=rr)j<f«c(/.
On peut effectuer cette généralisation à l'aide d'une seule intégral» simple en remarquant que l'on a identiquement
o -t- ôw + eu'
s aurons en généralisant à l'aide de la formule (i)
\0 ir=-
l _e '« ' !?«"-')<" (»'>4no).
Généralement, si V^^u) est une fonction rationnelle du u, cette fonction pourra toujours se décomposer en une suite de termes des formes Au'" et — , mais comme GAu*" = o'*"^;», la question de détero
(OH- dur'
GV'(u], dans ce cas, est aiogi réduite à connaître la valeur de G
Si l'on diftérentîem — i fois, rapport à u, l'intégrale nous en déduirons :
•'^■■•'*rx ^,-•■
"atr^^"^*^
«"•-'«-"•di,
et en posant dans celte égalité u = a — bu nous aurons en généralisant :
(a ■+■ buf r(
e-«'t"'-'d<Ge-*'« =
b^Y(rn)J
«^""'<p(a: — i)dt.
nous trouverons de môme, en posant dans l'égalité précédente w = a — hu
(a — ôm)^ à'^T{m)J
en faisant la somme et la différence de ces deux formules nous en déduirons :
Si dans cette même intégrale
.m — i^ — tu
^m — I^— lU^^^ QQ^g
posons u = a* -h 6*tt* nous trouverons en faisant f = -j ,
en remplaçant Ge ^"^ par sa valeur donnée par la formule (12) du § 9» nous aurons :
<p(a: — a - j/cV — ( dvdt.
qu'on peut écrire en posant t = — ^ sous la forme
2bvv
(ai) ^ (a*H-ôV)*^ 26a^^
Nous trouverons de même en posant u= a* — bu^
§ 18. — Écrivons la formule (ai) du § précédent sous la forme
(a»-hô«i*»)^ av^iréa^^-»r(n) / j<p(a, + yv/Z:i)
— yv — 0{c?y / t? â<5""^-îp;rftj.
Nous obtiendrons, en déterminant la valeur de G — ; ■ ,,^ à l'aide
de la formnie (9) du § 9, la nouvelle expression la comparaison de ces deux formules donnera
Maintenant, si, considérant la formule (aa) du § précédent, nous faisons m =: I , nous obtiendrons :
dont nous pouvons déduire, en égalant les parties imaginaires que renferment les intégrales de chaque membre
Nous aurons donc à Taide de la formule (3)
§ 19. — La formule (7) du paragraphe 17 comparée avec la formule (19) du paragraphe 9 donne
(1) ij \<i{x-i-y\f^^)+^(,x-y\r^]dy j §^^^ =
^5^ / c""^^f?(^-^yv^'^^)-+-?(^ — 2^v/--^)Hy'
identité dont on déduit Tîntégrale connue
C08 yvdv it ""5"^*
a* -h b^v* 2ab
Si, dans cette formule (1) nous posons a = a ^ — 1, nous obtiendrons :
cette formule comparée avec la formule (20) du § 9 donne
cos yvdv
on déduit de cette égalité l'intégrale
— 1 "-r — yv^— I TU . a Tz a /
aaô b^ lah
[ CO S yvdv TCy/ — 1
o différenliant par rapport à j^ on obtient
/o\ / V sîn vvdv Tc — ï y V— i tc « tu . a /
Bien que les valeurs que nous venons de trouver pour les intégrales (a) et (3) aient été données par Poisson (P. i3, 296 et 33) on a élevé des doutes sur leur exactitude ; plusieurs auteurs ont réduit leurs valeurs seulement à la partie réelle et ont regardé comme exactes les formules
/,v / COS yvdv 'îz . a
.-V / V sin yvda iz a
on peut, cet égard, consulter les tables d'intégrales de Bicrens de Haan qui regarde ces dernières intégrales comme exactes et considère comme erronées les valeurs obtenues par Poisson.
Il est d'abord . facile de voir que ces deux intégrales comprennent des intégrales singulièies dont les valeurs sont précisément les parties imaginaires qui figurent dans les valeurs que nous avons obtenues.
£n second lieu, nous pouvons faire observer que les formules (a) et (3) conduisent à des intégrales reconnues exactes, tandis qu'il n'en est pas de même lorsqu'on y supprime la partie imaginaire.
Cela est facile à reconnaître : supposons que dans la formule (3) nous fassions a ==u ei que nous généralisions les deux membres nous aurons :
V sin yvdv G pp^n? = ïï ? (^ - f ^^^')'
en remplaçant G y-^-j 2 P*^ ^^ valeur formule (5) du § 17, il en résul-
tera :
formule donnée par Cauchy dont l'exactitude ne saurait être contestée.
It-
^^ Ayant remarqué que, dans plusieurs cas, quelques analystes s'étalent crus
1^ en droit de supprimer ainsi la partie imaginaire d'une intégrale, nous ne
^> pensons pas inutile d'insister en prenant un nouvel exemple qui corro-
borera l'observation que nous venons de faire. v
i En multipliant par dp les deux membres de Tinlégrale
cos vtdt Tz
[v et, en intégrant entre les limites o et o, nous obtenons :
f s'°P< d< _ jt / ,,v
en généralisant par rapport à p nous avons
/ ^^ ^ Fqr?^^ -T=— — i^(^>-"^(^-PS'^>
en supposant dans la formule {^) q = q y/ — i il en résultera :
/sin pt dt iz , . , ^
formule qu^on ne saurait réduire à
sin pi rf/ Tc . .
Ainsi que l'ont faitCaucby (p. 19,611) et Schlômicb(stud. 11. i5),caraînsi
l'on supprimerait l'intégrale singulière dont la valeur est -^ sin pq y/ — 1.
On peut d'ailleurs le reconnaître en généralisant l'équation (8) par rapport à^, on obtient en effet
<p(g -h joi y/ — I ) — cp(x — pt\/ — 1 ) dt
TTV/ —
-[?(^)--?(^ — ;3!7v^— rj.
formule que l'on déduit de régalité (6) en changeant q en q \^ — 1
GÉ\ÉRALt3AT)0N DES FOSCTIONS RATIONNELLES 4
§ 20. — Si nous généraliaoas, par rapport à a, ies deux membres c riotégrnle
nous ea déduirons en remarquaDt que
+ ç(a: T- / — 1 ) j rfw ^= .^ ç(x — a).
différoDliaut cette idéalité n fois par rapport & a, nous aurons en remplaçant *("' par ip
faisant a = o
Gela posé, la formule connue
nous donne en posant n =: "^ ■ ' et ( = C"
^'o ma" t'a
et en supposant mn H i = K, nous obtiendrons :
o tna w
mais comme à l'aide de cette identité
l'égalité (i) donnera la relation connue
cos —
ft»^"
§ 21, — En faisant la somme de la formule (7) du § 17 et de la formule (a) du § 19, nous obtenons :
d*autre part la formule (9) du § 9 donne
en faisant la comparaison de ces deux formules on déduit :
en posant dans cette égalité h = h \/^ — 1, nous aurons
cos yt? . Tc ( / — 1 g ^ y/^/ ~~ï -H g ^ y/y/^^i
que nous pouvons écrire, en remarquant que sjyj — 1 = -i. (i -f- / — 1) sous la forme
/„N I COS xin j icg hyl^i ay . aw
(a; / _4 . 'V. . dv = -7-5; — 7- ] cos r-7- -h sin 7-^
-*^ -h ÔV ôa' a /a ( * /a ô /a
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Ea posant dans la rormule(i) V(ô) = 1 (e "!*' + «- î **'- ' /=t) nous pourroQS la mettre sous la forme
nouB en déduirons successivement
et ainsi de suite.
On pourra donc exprimer les valeurs des
§ 22. — La formule (9) du g 9 dous donne G
ne
en remplaçant l'intégrale / -^^^ di»par sa valeur donnée par la iormule (3) du § précédent, nous aurons
cela posé, ei dans l'intégrale connue / c " *' sin al dl = -.-? — nous iàiaons a ^ o', 6 = &*«', nous obtiendrons ;
re - "'"' sin n'idl = t-Ai-.
et par suite en généralisant
en remplaçant Ge - **'"* par sa valeur, il en résultera en faisant t = t*
e îPp sin a'
-+- <p(x — y »/ — i) I dy I g ÎPP sin a't»rfi
la comparaison de ces relations (i) et (2) donne en posant b = -/«
a va a \ & o /
Si, dans Tintégrale ^= 1 e^^ dt nous posons < = t — jp, nous
/iï e^* = 1 e*^* "" '* rf* et en posant jp = « v^â et en gé-
en déduirons
néralisant, nous obtiendrons :
en posant a=^ asj — 1 nous aurons :
G^uV-._iz=^» / [co8Hl+8inH^»/^]{<p(x+»)-»-?(r-r)| rfo
que nous pouvons écrire
G (cos aw* -H sin at^' v--T ) =
«rïwL^'^'
nous aurons ainsi :
'== — / (sint?* ait f "^
GcosaM'= — 1 (sint?'+cosr*) I <p(a?-i-2\/ar)=<p(x — 2/at;)|di;
Gsinaw'=— 1 (sinv*— cost?*) | f(x— a\/at?)-4-?(x— 2 v^ar) | rfw
en dégénéralisant ces deux formules et en posant ensuite a := y et u* = w, nous obtiendrons :
cosyu = 7i=- / e - =»v/W** (sin t?2 -f. cos t;2)rfu
GO
sin yw =
V^ / e - ^^y^v^" (sin r^ _ cos v^y»
effectuant de nouveau sur les deux membres de ces égalités l'opération G, nous parvenons aux deux formules
^(j:H-yV^irr)-h?(a:— yv/^=^)=y/^ / (sinî;«-hcost?«)rfî?Gc'"^^^''v/w
V / (sinr*— ^cost'2)û?î;Ge""'
?(ar^-yv/— 1)— ?(ar— y\/— i)=V^~ / (sinr^-^cosr^yvGe-^^y^v^**
mais comme
il en résultera les deux formules
00 A-ao — i
<f(x-{'y\/^)-\-^(x^y\/—i}=y^ I j (sint;*H-cosv*)<p(a:— yî?*<')~2- dvdt
«_ooty — Qo
(sin t?* — cos v^)^{x — yvH^)e t^dvdt.
GO
§28. — Sî,dan8rintégralev/'iî= / e""* c?A, nous posons A: = < — /aw
nous aurons :
=^rr
et, en généralisant, nous obtiendrons la formule déjà connue (i 3) du § 9.
= ^/ e 'Va,
(a) Ge*»"' = 4 / (5- ''<p(a? -4- a /aOd^
en faisant dans cette intégrale (i) r« = n^ nous aurons :
en généralisant nous aurons à Taide de la formule (s)
(3) 06***' = ^ / / e-^'-^2(p(a:H-a '"^^^«^aV rf/rf»,
en faisant dans cette même intégrale u=^u^ et, en généralisant nous obtiendrons à l'aide de la formule précédente
WJtIF»' v; î- a
-en suivant la même marche nous trouverons généralement :
jau'^*
y^KO /^GO /-MO x»»
^n changeant a en — a dans la formule (3) il en résultera :
<5) Ge- «w^ = 1 / / é"''* - ^%(a: -h 2(n- / — i)t /t? ;/'a)dvdt.
— oo
§ 24. — Pourdéterminer la valeur de Ge^^ nousmultiplieronsTînlégrale <(i) par e^ nous aurons ainsi
faisant dans cette égalité u= u* nous obtiendrons en généralisant
<6) Ge*^' + *«* = i / / e- «^ - «2ç(^ ^ ^^ v/a v/ae -h b)dvdt,
•en posant dans l'identité (3) u = i + t^ et r = t^ + v^a nous en déduirons
•changeant dans celte formule a en ^ il en résultera
comme, d'ailleurs la formule (6) donne
nous aurons en généralisant l'égalité (7)
(8) Ge«» =-1 / / / ^^^^^/_^_-^^^,===p_,
Tt H«/ — 00 ty — Qoty — 05
)dvdldw.
en multipliant les deux membres de cette même intégrale (7) par e^^ aprè»< y avoir posé a = &, il en résultera :
mais comme
Whwa-b]u^^^
Ge ' 4 =
nous obtiendrons :
2V^^b{w -+- </ — 1) -f- a — b)dvdtdw.
On détermiDerait d'une manière analogue les valeurs de Ge""", Ge"" — Ge"»".
§ 25. — En écrivant l'intégrale
? r ifij dt.
sous les formes
tûnidt
** 2 / u^tslntdt e ** 2 / utsintdt e ^ 2 / /si
nous aurons à l'aide des formules (10) (8) et (7) du § 17.
« /'~ /** tfy
-h (p(a? — y\/ — i) \ dydt.
— ?(^ — y v^— 1 1 rfy^^
la formule (i 6) du § 17 nous donne
G -Y"-; r = ;, r I e ^^ sin v\/b — a^o(x — v)dVy,
en y faisanlft^ a^ -\ — ^ nous aurons :
G î - = y I c- «" sin ^ (Ka: — »)di;.
égalité qui permettra d*écrire la formule précédente sous la forme Ge ^ + « = 9(x)-l/ / M sin %- «^ T(^ - y)rfyrfe;.
et, en posant y = ï
(7) Ge~ ^ + * = ç(j:) — I / / c- ^^'sin ^ sin Ai;o(x — î;)rfWt7 qu*on peut écrire en faisant p = ? et a = — sous la forme
O /^OO
(8) Ge" *** + * = «(x) — i / / «"" * ''sin j^ sin hvo{x — v)c?e;d/r
dégénéralisant, nous aurons en remplaçant jo parjpu et en généralisant de^ nouveau
pu C^C^^K _
(9) Ge^"+^=cp(j:)-^^ / / e ~<^\{nhv\^{x^v-^^^>/-x) —
— - cp(ar — V — ^ v/ — i) j rfAdu.
Pour obtenir la valeur de Ge ^' il sufQt de remplacer dans Tintégrale-
py ^._ 1
dym par -^^ , nous en déduirons :
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_ p Ge «*
y siii pydyG --—-^^^ •
§ 26. — En écrivant la formule (5) du § 12 sous la forme
on en déduit en posant u = ^k l'aide de la formule .que nous venons de rappeler
(^«)^«'>2 da)du)'
nous trouverons de même
_ tili w'* «'* — ...—
(ao>)8(ao>i)*(a<^ ;2 diùdiù'dt^'
et généralement
(n) G6-«*^'* = --ïi
/>00 r»00 /^OO .
OD*/ 00 «X
en généralisant ces formules nous trouvons :
(5) Gc-»vu =
ty — oo<-^— 00
(6) Ge
— a/tt =
et ainsi de suite.
§ 27. — Il est important de se rendre compte que, sans rinconvénient* d'avoir pour représenter une même fonction, plusieurs équations de définition, on ne devrait réellement n'adopter comme équation de définition de la formule <p que la seule équation
(I) Ge«« = ?(a)
si donc nous posons
(a) Ge"^ = «p(a? -h a)
la présence de cette constante x, dans le second membre, doit également se trouver dans le premier, on devrait donc écrire en faisant a=x -h a dans l'égalité (i)
on reconnaît ainsi que si l'on prend l'égalité (a) comme équation de définition de la fonction <p, au lieu de généraliser simplement une fonction c'est
cette fonction, toujours multipliée par le facteur ^^, que Ton généralise ainsi que nous Tavons exposé dans le § 1. Quoiqu'on ne fasse pas figurer ce facteur qui se réduit à l'unité, lorsqu'on pose x = o, il ne faut pas perdre de vue que la présence de celte quantité constante iv, qui est indispensable dans plusieurs cas, est due à cette circonstance.
Dans tous les cas, l'introduction de ce facteur ne cbange rien à la marcbe du calcul, mais on pourrait être induit en erreur en ne tenant pas compte de la remarque que nous venons de faire.
Nous allons, sur un exemple particulier, faire comprendre la portée de notre observation.
Soit l'identité
n = o nous en déduirons par la généralisation des deux membres en prenant l'équation (2) comme équation de définition
Zj ?(^ "^" ^^)'
n = Cela posé, on pourrait supposer que, pour obtenir la généralisation de la
fonction ^ ^^ il suffirait de poser dans cette formule a = — a et
d'écrire :
c'est à reconnaître que ce résultat est tout à fait erroné que tend notre remarque. .
Eu effet, si l'on considère l'identité
Dous aurons en généralisant les deux membres
G — = Gi — G
et, par suite, en remplaçant chaque terme par les valeurs précédentes il en résultera l'identité évidemment absurde ^
n = 00 n = oo
2) ©(a; + an) = a)(a?) — ^ t(^ — a^)
mais, si l'on remarque qu'en prenant Ge"^ = ^(œ -{- a) comme équation de déQnition c'est réellement l'identité
1 — éJ*** \—é- «"
sur laquelle s'est effectuée la généralisation.
D'un autre côté comme cette égalité peut s'écrire sous la forme
jeu Jx 4- «)«*
i-_gat* 1— «««
on obtiendra, par la généralisation, l'identité exacte n = oo n = oo
2 ©(a? -+- an) = ©(a?) -h ^ ?(«?-+- (n -i- i)a).
L'observation que nous venons de présenter est particulièrement applicable à la détermination des formules que nous allons établir.
§ 28. — Si nous remarquons que, par le développement en séries, nous avons
en généralisant les deux membres nous obtiendrons
G-J-? = i Y (î?r^(xH-*-6-i-(a-6)n)
changeant s en r nous aurons
««*« — Mie"" P ^ \pJ ^^
pe — me
de ces deux formules on déduit :
-h Aç(x H- r — 6 H- (o — b)n) j changeant 97» en — m nous aurons :
n = GO
Nous obtiendrons, comme cas particulier de ces deux formules, en tenant compte des formules de transformation des séries en intégrales déGnies qui feront le sujet d'une des applications importantes du calcul de généralisation.
^ , _'gOt« = 2 îCa; + »»«) = — ^ ?(aî) +
1 / e ^ -4- e^ JTT / c'y — e-
G L^3jj = — V ç(x-i-Ma) =
Li*n;
«î^^ftK^fï;
iSmi^
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y(a? •+- gyV^— i)
G:5irr7^u== 2 (- OM^ + (>n + i)a) =
^ Jtt _!. ^au = 2 ?(«? — * + (a — W =
Tty
(lo)
giu ^ gau
2 (- ir?(^ - * + (a - 6)n) =
1 1 /^ cp(3? -f- y y/ — i) ,
2'^ ^ av/-i/ g^_e-^
G— — ^= 2, <f{x + b-\-an) =
^(x+h-\-ay ^ — i)c?y.
'rr>" 2 (-.)",(« + i + «»)=
" ^u 1 1 = - tw - ' 2 »(»'+"'')=
/^r-;J g-»_,-'w "l'os) G£ii::^=Y w-+--'+f-»»-
(„) QÎ~zzf:ï^"y*['!<« + »-« + (<■-«)") -
w) Jn,_^u ^Zi _,(a,_^r— S + (a — S)»)],
is^T?= ^-J^ _,(« + ,_ i + („_s)„)].
Nous obtiendrons de même, par le développement en séries.
(ao)
n = op
En différentiant l'égalité (3) par rapport à a nous aurons :
^*'^ ^ (1 _ e«")'' *Xp) -^ (n — i) 4- 2)9(0? -^ (n — i) 4- i)a)
§ 29. — En partant de l'int^rale connue
nous en déduirons par la généralisation
en posant dans l'intégrale (i)u =s au nous aurons
|c-'o(x)-o(x-Oly
o en changeant a en 5 nous aurons de même
en soustrayant ces deux identités il en résultera
{ ?(x — bt) — o{x — (zO 1 -y = tW log J
intégrale que l'on peut vérifier en posant b = — b ^ — 1 et a = 6 ^ — i^ elle se réduit à Tintégrale connue
dt TT
sîn bt 'i — 2
6ËNËBALISATI0N DES FONCTIONS LOGARlTUHrQUES
En poeant d&ns cetle intégrale o (i) = e** il en résultera
ea supposant ^ = o il ea t^ullera en admettant a = a ^ — i etb:=b 1/ —
o il ea t^ullera en admettant a = a ^ — i etb:=b 1/ — »
ea désignant par C une constante par rapport à a nous aurons
= c — log a
en diSérentiant par rapport & a et, en désignant par p une valeur posilire, nous aurons l'intégrale facile h vérifier
c-J«' tdt = ; dîHérentiant par rapport à p
1 pn+1
eo faig&nt t = t^ nous en déduirons eisément l'intégrale donoée toTmnle (i) du 21.
En posant dans l'intégrale (i) u = a + ^ nous obtiendrons :
ilog(o + S«)= /
= / je-',W-«— '■',(» -6'0|*
Glog(o + S»)= / j«-'o(l) — «-"çta: — JO!
nous aurons de même
G log (d + b'u) = de ces deux égalités on déduit
G Log [(a -h bu) (a'-f- b'u)] = 2<p(x) / ^^^ —
- / \e~ '**T(^ - &0 + «" "''(TCa' - ft'O j y .
on déduit de celte dernière égalité, en posant a' = aet5' = — b
GLog( (6)
a} — ft«u') = 2<p(a7) / — -. — —
changeant ô en ô v/ — i nous avons
G Log (a* H- ôH^») == !!©(,
>oo
dégénéralisant cette formule on a :
W àtj = l £l!^' - Log v/?TT
La formule (6) différentiée par rapport à a donne la formule (5) du § 17. Des formules (6) et (7) on déduit :
ct^
GÉNÉRALISATION DBS FOXCTION
Si nous posons dans l'intégrale connue
Ug(l -hq^) = i j (i- S =^ - w nous aurons en généralisant :
G(Log(?'-(-p'«=)_aLogî) = ao(a:) ^ nous trouveroDs de loôme
de ces deux formules on déduit
§ 30. — Soit f(x) une fonction telle que l'équation <?(*) = o n'admette que des racines inégales et soit z„ l'une de ces racines l'expression
aura pour valeur ç'(^„) lorsque x = x„.
Considérons l'expression
c \x — Xj^l'
et dé terminons-en la valeur pour x ^^ x„.
Nous aurons en dilTérentiant
et par suite, en faisant le rapport des coefGcients différentiels du numérateur et du dénominateur
équation qui donne
pour déterminer la valeur de l'expression
lorsque x = x^\l suffira de Técrire sous la forme
dx
«t en posant
?'(^) - Ft^ = ^(*).
tious aurons
cnais comme
tl en résultera
A, = if<?''(^„)-A,j.
•et par conséquent
«en continuant le même raisonnement nous trouverons généralement
§ 31. — Soient maintenant iCo» ^i» ^a» ••• ^n» ••• ^d ^®^ racines inégales <[ui satisfont à Téquatron
Nous pourrons, en désignant par Z une nouvelle fonction de x, écrire
-de sorte que la valeur de Z sera égale à ^'{x) pour œ = x^.
Si nous posons
Qous en déduirons
68 CUAPITRE Vil
et en faisant x = x^^ il en résultera N = ;
aurons :
En second lieu, si nous posons ,, 1 _ N M P
^^' ^(xy (x — x^y-^ x — x^-^~z'
nous en déduirons
i = NZ' 4- M(jc — »„}Z» -+- P(a: — x^fZ,
et en supposants: = x^ il en résultera N ^ — — :,,
En dilTérentiant l 'égalité précédenle par rapport à x, et, en y fsisani X != x„ nous obtiendrons :
= .Ng + MZ,
et par suile
aNrfZ _t_ d I 1.(1) \ ?■(■>■„)
à l'aide de ces valeurs de N et de M, nous pourrons écrire l'identité (a) sous la forme
Bcile, en suivant la même marche, de déterminer les valeurs de qui satlsfoot à l'identité
iî(x)"' {X — x.y^ {x — x„)"* ' ^
iduire des formules analogues aux identités (i) et (3).
— Si dans la formule (i) du paragraphe précédent nous posons
in dx et jc = u nous aurons
!W — n.T dM^ -^ ^ '
et en effectuant la généralisation
qu'on peut écrire
fn = 00 n = i
o Si l'on remarque que
nirt /, o,
/oo
il en résuUera
— if
I ai^ al
<•) .T5^=â / '^ ^ -ig" ^'^^^ / "^Tt^"'
supprimant l'opération G nous aurons :
ui — .nr + «<
*ît< î:^ sin aw
qu'on peut écrire sous la forme connue
«n posant dans l'identité (i) e' = v nous obtiendrons
sm au a I '^
formule qui, dégénéralisée, donne en supposant a = - l'intégrale connue
nsin^
Si dans la formule (i) du paragraphe précédent nous posons cp(x) = cos axeix = u nous en déduirons
-r--w''y (^i)n-i(,nH-i)
cos au ^ ^^ /ia*u* — (an -h i)«w« '
et par conséquent
COS at^ a
que Ton peut écrire
(4) Gsecau = G::::^=i f V- 0+ ç(xj- Q^^ ^
cos au al
en dégénéralisant, nous aurons
o e î*« -h fi aa
qu'on peut écrire
Ttt 2 COS p
La formule (3) du § précédent nous donne, en posant o(x) = sin ax ei
sm* au 2j (au — n^)*
que nous pouvons écrire
Tlîâ "^ ô^t? ■*" 2j \(nir -- auf "^ (nie -f- au)*/
sin'
en généralisant, nous obtiendrons :
^ ^ sin^au a* I !Ë _ 2? f e^^ — i
^- eaa— .g aa t/— «o
••.■'.':5*fïr7»rT-
(i) Garc(sin=aw)=i 1 1 ? — — — ^o(x-\-2atz) — ^(x-^2atz)^dzdt
dégénéralisant cette identité, on a :
arc (sia = au) = i / / ?-.-!_l (c^««^«* _ ^ - ^^«)rf ;y rf^
qu*on peut écrire en posant a = a / — i sous la forme
(a) / / ? — sin 2at s dz dt = ^ log (a H- v^i -I- a*)
rTîZl
différen liant par rapport à a
(3) 1 1 ^-«'-^'cosaa«;?e^^rf« = ^
§ 84. — Si Ton considère l'intégrale connue
(i) arc(tang = ^)= / «-«^sinôf-
nous en déduirons
- / — — — dt
(a) G arc(tang=flw)= « y^.^ 1 « " * { 9(^H-a^/^)— ^(x— a</^) | y
G arc (lang= ^) = / o{x-at) ?15J
(3) Garc(lang=— )= f o{x — at)-j^dt
en faisant la somme de ces deux égalités et en remarquant que l'on a arc (tang = au) -+• arc ( tang = — ) = "~ °^*** obtiendrons
(4)/ ?(a»— aO^'rf^i;>(^>)— rr-T / , .r—^,dJ
ea/âcrÎTant l'intégrale (i) sous la forme
7 ^— «0-rf^-,T(-;-;j^J -^^a«v/=I)j
arc
K^Ï'aUBWT'ff^iîTI! '
nous obtiendrons
(5) Gare
et par conséquent
) j dvdt
Si dans Tidentité
arc (tang a?) = a? ^ "*~ '^ •••
nous posons x = 6^^ nous en déduirokis
(7) G arc (tang = €«") = 2^ ^ an -f-i
nous trouverons de môme en posant x = e^^^ (8)Garc(tang=(J»»')=-J- T "^^^ / «"5I^^H^[?(^+'')+^
DE FORMES DIVERSES
§ 85. — Pour déterminer la valeur de GT(au) considérons la formule qui détermine la valeur de r(n)
r(»)= / e'^'v^-^dv,
en y faisant n = au nous obtiendrons
effectuant la généralisation nous trouverons
«p(a: -h a log t?)ô"" ^^ :^ = / e^^%(x -h az)dz. Le développement en séries de sin hé^^ et cos 6e*" donne immédiatement
kn — i;>an — i
(a) G8in6e«"= ^ ~ vitl ?{a? + (>» - 0«).
(3) Gco8 6e'»»= 2 r (a» :,- 1) ?(^ -^ "^)-
Nous trouverons de même par le développement de sin 6e**"* et cos ic*" et en généralisant
(4) Gsin6e«"'=^2 ^""r(Cn^^T) ~ / «"'*'Va?-i-2v/(ïïr=T)at?)rft;,
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(5) Gcosôe«^*=~ V (— if^^'^ / ô-t,2 (^H_ 2v/îïï5i;yt;.
Si nous développons en série la fonction 6^^"* nous obtiendrons :
1 i.a i.2..n ^^ l^n-hi)
el en généralisant
(6) G«*'-= 2 ix^T^) ^(^ -^ "«)•
Nous trouverons de même
jan ^n
(8) Gcos6t^-= 2 (- 0%-^^i^j ^^^^
(9) G sin 6«6«« = 2 '(- •) rL + ») ^SiTT-. "^^^ + *~ "^ ')•
"(an -t- 2) da?
n = 00 Jbue
(lo) Ge^**^"" =-^
n = w - >-,oo
en faisant dans la formule (6) a = OaJ — i nous en déduirons :
Gc* C08 au ■\-h sin au •— i = Qô* *'**• **** \ cos (6 sin au) -h
(n -h ij n = o
-+- sin (ô sin ûw) \/^=rî } = ^ i/^ _^, i) ?(^ -+" ^« /^^^»
et par conséquent
n=ao
(n) Gc*«»««"co8(ft8inaM)=l ^ r(;^)iT(*+W-i)+?(a^- W-i)j.
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dégénëralùani, et, posant au ^ xel b^ a nous aurons (i3) 2 j;7^?^-j-. co» nar = e" ""^ C09 (a sin X,)
(i4) ^ jTT T sin na; ^: c* *^ " sin (a sin a?).
ar
Si, désignant par m un nombre entier, nous mulliptions la première de ces égalilés par cos mx, en remarquant que, lorsque m est différeat de n
l'intégrale I cos n^ cos mxdx est nulle, et lorsque m :=n l'intégrale
cos* nxdx =
il en résultera
(i5) 1 «» "01 aj ^1^^^ ^ gj^ ^j g(^ rticrfa: = -' -. -y ,
{i6) I e" '^°' ^ Bin(a sin x) sin n^rdj; ^ - =j — — — r-,
g 36. — Pour déterminer la valeur de G log (cos au) posoas
G log (cos au) = A,
nous en déduirons
d\ „ sin au „ ,
-j- = — G u = — G« Ig au,
aa cos au °
mais comme
G tg «» = r^±±s ^-^^-") rf,.
dégénéralisant on trouve
2 2 , ^^^-^ .cos(m-n)x = 6^^^«*
^ r(nH-i;r(m-i-i) ^ ^
§ 38. — Soit encore ridentilé
Log (a + 6 v/^^/"^ - arc (lang ?) + -; log (a^-+- ft*) v/"=^;
qu'on peut écrire
, v^— arc( ung fj + l log (a^ 4-0*)^/:^
en élevant les deux membres à la puissance /^^ nous en déduirons :
^ ,,.,... ■ = - _i.-! ^ rcos(arc(lang ^)) -^ sin (arc (tangau)) v^^^
^ -^ auv — I V ft* -h a*w* L ^ ' /
égalité qui donne
sin j arc (lang ?«)|=^-j==i.
En généralisant nous obtiendrons
Il est facile par des procédés analogues d'obtenir les formules suivantes
(,) ^ *'COs^arc^^tang = -j-yj=- J^ J^
Glog{n-6c««)= S ^— î|— -' 6" <?(x + «a),
. G log (i — fte"") = — 2 IT 'i'^^ "*" ""^'
G log 1-+^" = a y ^--11 J:r + (.«+.)«).
EN UNE INTÉGRALE DÉFINIE
§ 39. — Si l'on remarque que l'expression G ~ peut être donnée soui les deux formes
Zn = J'?(^)dx^ G^n = rjn) I f^-'tix-
t)dl.
il en résultera qu'en désignant par G, C,. G,. ... C„_, des constantes arbitraires nous aurons :
I <?(x} dbr =
r(„) / f^-'<i{x-t),dt
lorsque la fonction <?(a?— t) est telle que, quel que soit a?, l'expression < "* ' ^\X — t) s*annule pour f = » .
Pour vérifier celte formule, différen lions-la par rapport à ;r, nous obtien-
drons :
r^)J t--^oX^-t)dt,
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mais comme l'intégralion par parties donne
Si l'expression i^ "" ^(p(x — t) s'annule pour t = o ei t == co nous aurons la formule (i) dans laquelle n est égal an — i .
Il résulte delà que si la formule (i) est exacte pour n = i, ce qu*il est facile de reconnaître, elle sera généralement vraie.
Il serait également facile d'exprimer la valeur de / cp(.r) dx^ à l'aide d'une intégrale double en remarquant que
I ^(.v) dx^ à rai(
i ; / / cpÇrH- lyv^— 1
^^^=^-k \ I ""^-^jr—^e-y'^-^dydv.
nous aurons dans ce cas n
i I I -^ ru v/'::^-! 9(-*' -^ y V — . ,
«y — É«ty on
différentiant cette égalité par rapport à x nous aurons :
1 0(07) rfa?»*-' = C,
dj/dv,
rintégration par parties donne
G GO
vie" ^y ^ ^o[x -4- y v^ — 1) dy.
Si donc la fonction o{x) est telle que 9(0? 4- y / — s'annule, pourdes valeurs de y égales à =j= 00 quel que soit.ri', nous obtiendrons la formule (3) dans laquelle n est remplacé par n — 1 .
DIFFERENTIATION ET LNTÉGRATION A INDICES FRACTIONNAIRES
§ 40. — Si dans la formule
m — i^— tu
ic»n — V{m)
é- ^" dt,
nous posons m:=: n — jx, n étant un nombre entier et |jl un nombre fractionnaire nous obtiendrons :
que nous pouvons écrire, en en multipliant les deux termes par u^e^^, sous la forme
et en généralisant, il en résultera :
/oo ,n-M.
formule dans laquelle on prendra pour n le nombre entier immédiatement supérieur à {x.
En faisant dans cette formule fi égale à — [a et en supposant n = anous aurons la valeur de l'intégrale
On peut obtenir des formules un peu différentes des formules précédentes de la manière suivante.
Si nous considérons l'identité
(- ur (- i)'^r(HL) ui^ '
nous en déduirons, en remarquant que
la relation
e- ***lV- - 'dt,
changeant u en — t^ et en multipliant les deux membres par e^^'nous aurons
^' ' ' - - 'c(* + «Wt.
/oo
en généralisant
ET RÉCIPROQUEMENT
§ 41. — Si nous généralisons les deux membres de Tidenlité
n%j, — i-t-e H-c -he -h...
«DUS en déduirons :
— — ^ = ÇC»^) + «(«^ H- a) H- ç(^ H- %q) H-... =
Cela posé, si dans la formule (9) du § 9 nous posons V (w) = 1 nous •obtiendrons :
•Gi = ©{57) = ^ 1 / [©(^"f-y/— 1) -l-<f(a7 — yv^— i)|co8yrrfyrft?.
-en posant dans celte même formule ^'(^) =: ^ nous aurons en
remarquant que ¥(u) -h T(— v) = 1 et "^'(v) — V(— r) = "^ *" et en
tenant compte de la relation précédente
Pour obtenir la valeur de cette intégrale / * "^ ^^ sin yvdv remar^
quons que l'on a identiquement
multipliant les deux membres de cette égalité par sin yvdv et intégrant entre les limites o et oo nous aurons à Taide de l'intégrale
«^ o la valeur
e- "^'^ sin yvdv == ^2 _^ ^^^^
>30 n = ao
.at?
±J. sin yvdv = ^ ^ 2y ^ ^/'^ -^ (na/
mais on sait que (Euler, întrod.)
aizi/
il en résultera
»x — sxnyvdo=-.-^ -^.
Cette valeur mise dans la formule (i) nous donne en faisant y = ay,
2 ?(x -h na) = ^ c>(^) —
-,7=î/ ^^M^+«yv/-o— p(^-«yv/^)l''y'-
o nous pourrons donc écrire
o(,r) = C — - cp{a?) -+-
^[x-^- ayyj --i) dy^
■vri''
formule remarquable en ce qu'elle donne la valeur de Jlu <^(x) à l'aide
<l*une seule intégrale définie.
On trouve, dans les œuvres d'Abel, la détermination de cette somme pour laquelle il a donné la formule suivante :
Pour établir la concordance entre celte formule et la formule (3), il suffit de reconnaître que
<e qui est facile en généralisant l'intégrale connue / sin aydy = '-
<après avoir posé a = au.
§ 43. _ Si l'on pose
nous en déduirons en représentant par a l'accroîssement dex
A t{x) = G«*«(e*~ - i), A* <^x) = Ge*«(e«" — i)«, A»«p(«?) = G«*«*(e'"'— i)*, «t généralement
A« <p(*) = G«^(e«" — i)", «t en supposant n = — n
a Cela posé, si nous écrivons l'égalité (3) du § précédent sous la forme
TRANSFORMATIONS DES SÉRIES EN lltTÉGRALES DÉFINIES
nous aurons donc h l'aide de la formule (a) du § 41
•t{x) -+- <f(x -H a) 4- »(a; ■+■ an) -+ ... -f- f[x + (m — i)a) -
'o/_„ _o(a;-Hnj/y'— i)|ay
en supposant if(;v) =^ log 7 (1)7) nous aurons :
log o(3;)if(a; + 0)0(3; + au) ... ç(a! + »i — i)a) =
qu'on peut écrire
ç(aî)f(a; M- a)<i[x M- ao) ... 0(3: -h (m — i)(i) =
— i= r^ e^^ + 1 , ¥(;» + ma + «î/J^-^
V ^(a; -t- ma) § 44. — En écrivant la formule (a) du § 41 sous la forme
y— I / gaity — ,
'• — " t/_ aa
nous en déduirons, en dîfféreutiant m fois par rapport à a et en rem (v* — i)™ par sa valeur sio -j^ — <^* "^ * — '
"=* 1/ m- mir \ /*"e"î'+i ■
<i) 2 n'"?(^+«n)=^sin^-cos^t/^j / ^ï^^^ y'"9(a'+
En généralisant les deux identités
s obtiendrons :
différentiant m fois par rapport à a nous aurons
§ 45. — Si l'on multiplie les deux membres de l'identité
—^ — = c - y + e - ay ^ e - ^y H- ... -h e - ''y -H ...
par y^ "" ' <p(j; — y)dy et qu'on intègre entre les limites o et oo , nous trouverons
«/ft n = I t/o
mais comme
(^T^^^fw/ îT-''-''^»-»»
nous aurons :
ns=ao
J_ « (Ttt;^ = îw/" "" ";!!■".-'" "»
que nous pourrons écrire en dégénéralisant
n=oo
Le même calcul, effectué sur l'identité
donnera :
ij
ll^.
§ 46. — Si Ton développe rexpression (e"" *** — e^^y* en série, et qu'on généralise les deux membres de Tidenlité obtenue on trouve
G ^^_ ^^^ ^^^yp =?(a?H-pa)-+-py(a7H-(p-h 2)a)-+-
il résulte de cette égalité que :
G ,~ au _ ^au = 2u '^^^'^ (*^ "^ *)^)'
qui se transforme en
G-r-î — = — av^ — 1 ^ «p(a? -+■ (an -H i)a\/ — i),
sm au
en posant a = a\/ — i. De même en faisant p = a
n = o qui se transforme en
sin au .^j TV V / /'
et généralement
^ («- «t*_ e««)P ~ ^ i.2.3...(p— 1) ?ia?-i-^,2n-+-p;a;,
qui se transforme en
(sin au)^
Pour exprimer ces sommes en intégrales il sufBt de remarquer que la formule
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donnera en géDéralisant par facteurs
•-' — ix*y — ctity — 00 i-f-e"i -hc" \ -\- e ' X ?(a: -V- (y + „ -i- w>)/^r7)dyrfi^„,^ et généralement nous pourrons écrire
T "-^",.<:r.yir)^~" * + c» -^)")=
~s'»'<.''wirr)' / g-^ — ^»(j:+(j+...+ <>'-i)*,...rfi.
1^— » I H-e" e + e" Ed supposant p ^ i nous aurons
que nous pouvons écrire sous la forme 91 = ep
dégénéralisant il en résultera :
/'^^^^Bmmdu = -i y «-(«• + ■)<■ = î
Si dans la formule (g), du § 9, nous posons V [u) = L_ — nous
cosyvdydv,
mais comme
C08 yvdv jr^
il en résultera :
,au
^(r -h yy/ — i) -H ?(.r — yy^ — i
rfy,
d'autre part on a :
n = o et par conséquent
Ofa + 2 V - l)
et faisant dans la formule (2) a = asj — 1 nous obtenons la formule (4) du §32.
Par un procédé analogue à celui que nous avons suivi pour déterminer
la valeur de G
, — au
nous obtiendrons
n = o et en faisant a = a>J — i
(cos
i «P V , v^ w(n-hi)...(n-!-» — i) / ./ V / X
EXPRESSION DE LA SOMME DE QUELQUES SÉRIES GÉNÉRALES EN INTÉGRALES DÉFINIE!
§ 47. ^ Le calcul de géoéralisation fourait un procédé facile po exprimer les valeurs de certaines séries générales quelquefois sous à formes plus simples que celles que l'on peut obtenir par le calcul direct.
Proposons-nous de déterminer la valeur de la somme de la série ar = ^i) -t- afXoj) H- a»ip'(x) -H Dous en déduirons en diftérentiant par rapport k x
~ = VW + « ?» + «^î'C^) +■■• et par conséquent pour déterminer x nous aurons l'équation
équation linéaire qui a pour intégrale
(0 z = e'{C—à j e '•T(«)rfi),
formule peu commode pour déterminer la valeur de z, la constante devant être déterminée pour une valeur particulière attribuée à se. Mais, si l'on emploie le calcul de généralisation en posant
nous aurons
(a) jr = G(i +au-H(i'u*-Hfl'w'-l-...) = G-
if'''"'
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Iv = av, sous la forme
me de la série proposée.
rmules (i) el (iï) posons x -\- av =^ ta, il e
— ^ et par conséquent :
j> est une constante C et que
d'aile ''o(j:)dx-^ C\
•+C~J e«o(^)rf.r),
(i) en posant C + C^C. (2) sous la forme
•■■ = aj ^ '?'' t è a, en posant a -
rapport h a, en posant a == au, il en résul-
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le que la formule (7) du § 25 donni
—, sîn hws{x — w) dtodh, relation noua pourrons écrire la formule (4) sous la
relation nous pourr
j j ""h nr ■?(»■ - '> *■ - ") **""'■
nouveau par rapport à a nous aurons la valeur de
7(J7)= H- afXxf H- ay(xy ~\-...
léralisant les deux membres de l'identilé
- -3- + -^ — = arc (lang au),
ule fa) du § 38,
iveau par rapport à a, en posant a r= au, nous obtien-
éger Y = ç(a: -H y v/^H) _ ({a; — y v/"ir7).
iré (formule {1) du § 23) que G arc (sin au) ^^
ï^ I î(a; -+- aats) — '^{x ~ an(«) \ dsdl,
comme d'ailleurs
arc (sin au) = au
nous obtiendrons à l'aide de ces deux identités
ao\a>) -+■ ^ 3- <p» + :-^ "^ o'-i^) -H... =
en supposant o{x) = sin a; nous aurons :
sin ^atzdzdtf
différentiant par rapport à a
'ri-'-'
-^'-^%0S2a<;rd.-c;^= '
\^l -H fl-
généralisant ces formules (3) et (4) nous obtiendrons :
-^~ 1 1 ^— 5 \'i(x-\-aats\^—i)—if{x—2at3\/—i)^dsdt
= \ \ I e~**"*^ I ^{x -H 2a/V^) H- ç(aî— 2afV^) ] dz dt
§ 49. — Si l'on développe l'exponentielle é^^ ^' ' suivant les puissances de a, on obtient :
^aa C08 1 .
2a cos t 2*a* cos' f
en multipliant cette identité par dt et en intégrant les deux membres entre les limites o et ir nous aurons» en remarquant que
cos^'^ + U dt = o I cos"'t= '-\^-;f\~'K
la relation
, . ?! _^ _^_ ^ -?' i- —Il e^'^'Ut =
^ ^ ^ - -f I n=:QO
géaéralisant les deux membres par rapport à a, nous aurons :
posant <p(^) = sin a? nous en déduirons :
à^ a^ a^ 1 / cos2aa) V / «V^ «^''^
1 (1.2)* (1.2. 3)^ T. f ^1 to^ ^i-i^ (1.2.0. ..«)'*
qu'on peut écrire
Nous trouverons de même si Ton considère ridenlité
et en remarquant que
tlZ
sin^~ + ^ ^ c^i = ^4:| -^^
la relation
-qu'on peut écrire à Taide de la formule (i)
/p^a sm t _ Jia cos «w, « f ^^ _l_ ^^ . ^^'^ , i
{)osaat a = - nous aurons
/(g» sin « _ ^a cos ty^ == ^ [ y -h j^
-^ (i.3.5...(2WH- i)> n = I ^ '
généralisant par rapport à a il en résultera
<5) y'(-r)+"^^ + (^^S^,H-.=^ / {v(a?+asin/)-<p(x+acos<)lrf< •en supposant a =:= i dans la formule (4) nous obtiendrons
(6) r + ^rV. +,-r4^ + - = W (e""' -«''<"' V<
§ 50. — Si dans régalité (i) du § précédent nous posons a = v^â, nous «n déduirons :
a v^â cos t
généralisant par rapport à a nous aurons :
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généralisant de nouveau par rapport à a
, ,, lo\x)V J9'Xx)V 3/^V)\' .
*/ — 00 t/ — en ^y — r«
égalité que nous pouvons écrire en posant a = a^
c'est une expression de la somme des carrés des termes de la formule de Taylor.
Problème. — Étant données les deux séries qui résultent du développement de ^{po H- a) et ^(y -+- b) par le théorètne de Taylor.
e(y) H- 6 ?:^ + ja e:(l) ^ ... ^ ,n i(!Vi^ ^ ...
déterminer la somme du produit des tenues de même rang, soit:
Pour résoudre cette question, nous considérerons Tidentilé (i) du § précédent de laquelle nous déduirons, en posant a = — \fab
lit
ab a^ô^ aW i / jt .
I — _i_ _i_ — _ I o — 2 \ao cos t fit
en faisant dans celle identité a = au et en généralisant par rapport à u en
prenant Ge^^ = ^{x -\- a) comme équation de définition de la fonction ^\ nous obtiendrons
7,1 _ -2 / nb cos ^/\ ,
dt I e---T(^./; — — p — jdz,
en posant dans cette identité b ^= bv ei en généralisant de nouveau les
deux membres par rapport à v en prenant Ge*^ = S(y -+- b) comme équation de définition de la fonction 6 nous aurons
^# / -î , ,. / «^ cost ^t \
mais si l'on remarque qlie ^formule (8) du § (9))
doidhf
il en résultera la relation
V -^ _^iL_^oW=:- / 5ofx— aloff^^)-9f.v-^aloo:^^)îc
(2n-h2)^^ + ^rfx-^^^ +
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—^ ^an ^n lie \
en supposant ©(a?) = log a? il en résultera
"s , ''^'gn + . p" = - i / log (l + P log '<Orf<.
De ces mêmes formules (i) et (a) on déduit en posant (p(x) = sin x
~- = 1 cos (a log r)rf^
généralisant ces deux identités nous aurons
= lfU(^
ai log «v^ — 1) -i- f(d? — «/ log </ — i)|c?^
== ^ ' / {©(a? — a< log t)/ — 1) — î>(a? -h a* log tv/^^^i)jrf^ 2V — 1 /
Si Ton développe l'exponentielle
c»«* = 1 + ? «* + -^ U-* H- -^ tt« -H...
nous aurons en généralisant
en supposant ^fe = a, a^. a^,... 2^ nous aurons à l'aide des formules (2), (3),... et (5) du §24.
i\/at)dt,
j , I il
^"tv^w^z^ ...a^jdvdtdwdz...
§ 52. — Si Ton généralise les deux membres de l'intégrale connue
iQO
COS 2Ut
= i t, _ i log (H^ 6^»*),
Ton obtiendra la formule
( ii — <p(j:-h2n)=<p
n=sr ^o
en posant ^(o?) = log x ngus aurons :
, (aï -4-2) (a: + 6) 5 (a; -MO) 5... i / log (a?' -4- 4<')
dt.
§ 53. — Le calcul de généralisation se prête, avec la plus grande facilité, à la détermination des intégrales de certaines équations différentielles ou aux différences et différentielles partielles, ainsi qu'à la solution de divers problèmes qui s'y rattachent.
Nous allons entrer dans Texamen de quelques principes généraux qui faciliteront notre exposé.
Nous avons reconnu que toute fonction de n variables indépendantes F(Xf y, z, ...) pouvait être représentée par Tidentité symbolique.
(1) F(a7,y,z, ...) = Ge^« + î^^ + ^^
u, Vy tv, ... étant les n variables de généralisation sur lesquelles porte le signe G.
Si les variables œ, y, z, ... de la fonction sont complètement indépendantes entre elles, il en sera de même des variables correspondantes de généralisation u^ Vy w, .,, et réciproquement; mais s'il existe une relation entre les variables de la fonction, il doit exister également une relation que nous pourrons exprimer par une équation entre les variables de généralisation, relation que nous pourrons exprimer par une équation entre les variables correspondantes.
Si, à côté de l'égalité (i), nous avons la relation
(2) ^(u, r, tr, •..)=: 0,
on comprend aisément qu'en déduisant de cette équation la valeur de Tune de ces variables en fonction de toutes les autres, et en substituant cette valeur dans l'identité (1) nous n'aurons plus que n — 1 variables de généralisation, ce qui limitera l'opération G à une variable de moins; la fonction F sera bien toujours une fonction des n variables a?, y, z, ... mais ces variables ne seront plus indépendantes entre elles, elles seront reliées par une relation qui dépendra de la forme de l'équation (2).
Si cette équation admettait, pour l'une des variables, plusieurs valeurs
en fonciion des n — i autres, l'expression (i) aurait autant de valeurs que l'on obtiendrait de racines différentes et l'expression symbolique Ge'^ -h yr + 9tv, . s'étendrait à toutes ces valeurs, de sorte qu'elle représenterait plusieurs fonctions différentes entre elles.
Si, au lieu de l'équation (?.) on avait un nombre m d'équations simultanées entre les n variables de généralisation
W(u, V, ta, ,..) = 0,
V,(W, V, tCy ...) = 0.
on pourrait concevoir que l'on déduisit de ces m équations, les valeurs de m variables en fonction des n — m autres, et, qu'on réduisit ainsi la généralisation k n ^~ m variables.
Dans le cas où m serait égal à n, toutes les variables de généralisation seraient éliminées, par suite la fonction serait complètement déterminée, la généralisation se réduirait à la multiplier par une constante arbitraire.
Si, à côté de l'égalité (i) nous posons pour la relation [2)u = v nous obtiendrons en remplaçant u par v dans l'égalité (i)
Ge(^ + y> + ^^ +••• = F(^ -i- y, z, ...).
et l'on reconnaît ainsi que les variables â? et y ne sont plus indépendantes dans la fonction F, elles Ggurent seulement par leur somme.
On reconnaît de même que si nous posons pour l'équation (2) la relation
qui donne pour u les deux valeurs u = v, ii = — v nous obtiendrons à l'aide de l'égalité (1) les deux expressions
on reconnaît ainsi qu'à l'identité (1) répondent deux fonctions, dans l'une les variables x et y figurent par leur somme, et, dans l'autre, par leur différence.
§ 54. — Le procédé qui nous conduira généralement à l'intégration des équations consiste, particulièrement, à déterminer une expression de la variable principale en fonciion des variables indépendantes, expression qui, j
contenant une ou plusieurs constantes, satisfasse à l'équation différentielle proposée, quelles que soient les valeurs de ces constantes ; en généralisant cette expression par rapport à ces constantes nous obtiendrons une intégrale renfermant une fonction arbitraire.
En effet, si quelles que soient les valeurs des constantes ^^ v, t^, ... une
104 CHAPITRE xni
expressions = F(Uy r, w, ...) satisfait à une équation aux différences ou différentielles partielles à coefûcients constants exprimée par
nous obtiendrons par la substitution de cette valeur dans Téquation pro» posée
d'autre part, en substituant la valeur z = GF(u, v, w, ...) nous aurons comme premier membre de Téquation GZ^ dont la valeur est nulle puisque Z^ z= ; par conséquent, cette valeur dez qui renferme une fonction arbitraire, introduite par la généralisation, exprimera une intégrale de l'équation proposée.
C'^t ainsi qu'en considérant Téquation
d^z dz
dt^ ~^ ds'
à laquelle on peut satisfaire à l'aide de la valeur particulière
quelle que soit la valeur de la constante u.
En généralisant cette expression de z, par rapport à u, nous aurons
dtà
comme intégrale de Téquatîon proposée.
§ 55. — Ck)nsidérons maintenant une équation linéaire aux différences ou aux différentielles partielles à coefficients constants, dans laquelle la variable principale z est une fonction de deux ou plusieurs variables indépendantes a?, y, Zf ... que nous pouvons dans tous les cas représenter par
en admettant que son second membre soit nul.
Nous pourrons exprimer son intégrale qui est une fonction de j?, y, -j, ... à l'aide de l'identité
(2) ^ = Ge^"+y''+^"'+-,
cette valeur, substituée dans l'équation (1) donnera l'équation symbo-r lique
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à laquellle on satisfera, en posant, entre les variables de généralisation, la relation
W(u, V, Wf ...) = 0,
que nous désignerons sous le nom adéquation caractéristique de l'équation proposée.
Par conséquent, à côlé de l'identité (2) nous aurons cette nouvelle relation.
Cela posé, s'il est possible de déterminer, à l'aide de cette équation, toutes les valeurs de u en fonction de v, w^ ••• qui y satisfont, valeurs que nous exprimerons par
u = /(v,u?, ...) u = /i(r, w, ...) u = f^{Vy u), ...) etc.,
nous aurons pour les valeurs de ^ exprimées par l'identité (2),
^ __ Ge^A^», «?» — ) + y^ +..•
z = Ge^^^'^' ^* •••) + y*' '^"\
Chacune de ces égalités exprime une fonction des constantes t?^ w, ... qui satisfait à Téquation proposée quelles que soient les valeurs de ces constantes ; par conséquent, en effectuant la généralisation, nous aurons autant d'intégrales de l'équation, chacune contenant une fonction arbitraire des variables indépendantes.
Le même raisonnement pouvant s'appliquer à chacune des variables de généralisation nous obtiendrons pour z autant de systèmes d'intégrales analogues à celui que nous venons de trouver.
Il est important de remarquer que toute relation qu'on établirait entre les variables de généralisation, ne satisfaisant pas à l'équation caractéristique, ne saurait conduire à une nouvelle intégrale de Téquation ; on peut conclure de là que nous obtenons par notre procédé toutes les expressions avec constantes arbitraires qui satisfont à Téquation proposée de sorte que Tintégrale complète ne saurait admettre d'autres fonctions arbitraires que celles qui sont renfermées dans le système d'intégrales que nous avons obtenu.
§ 56. Principe général. — Si Von considère deux ou plusieurs fonctions d'un nombre quelconque de variables m, y, z, ... définies par les identités
(i) Ge*" + !/^ + ^^ +••• = <f(x, y, z, ...),
(a) Ge*"' + y'H- ="'' +- = o,(a?, y, z, ...),
(3) Ge*«" + y' + =»""+••• = <p,(x.y,;î, ...),
les signes de généralisation G se rapportant aux variables u, v, w, ...
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pour la première aux variables u', v', w', ... pour la seconde, et, ainsi de suite ;
Nous pou n'ons, étant donnée V équation symbolique
en multiplier ou diviser chaque terme par une fonction quelconque W(w, V, 16', ...) pourvu que les variables de généralisation u, v, w, ... soient changées en u\v\ w', ... pour le second terme, en w', t?*, uf, ... pour le troisième et aifisi de suite, et, écrire par conséquent la nouvelle relation
i Ge^"" + y^ + ^^^ ^'"F{u, V, w, ...) ^^(m, v, w, ...) J
(5) j -+- G^**' + y^'-^^^' +••• F,(w', r^ m;', ...) ^Xu\ v', w', ...) \=o
I -h Ge*^'*" + y^" + -"''' +••• F,(t/, V, w, ...) UX«^', r% w\ ...) H- ..,\
En se rendant compte de Topération que Ton eiïectue par la généralisation, on passe facilement de l'identité (4) à cette dernière; mais il est très simple de donner de cet important principe une démonstration directe et rigoureuse.
Si Ton remarque que l'identité (4) devant avoir lieu, quelles que soient les valeurs de ses variables x,rj, z, ... nous pourrons, sans troubler cette identité, substituer à ces valeurs x -r- p, y -^ q, z -^ r, ... et, par conséquent, l'écrire sous la forme
-h Ge^"' + y^'-+-^'^*' + - ¥,{u\ t?', î^\...)eP~' + 5^1^' + ''«''+••• -h ... =0 .
Cela posé, généralisons les deux membres de cet égalité par rapport aux variables p, q, r, ... en prenant comme équation de déQnition de la fonction V
Ge^i' + rq + lor +... ^ ^r(t,, r, W, ...),
nous obtiendrons la relation (5).
Il résulte comme conséquence de ce principe que si l'on voulait déterminer la valeur de l'expression
qui satisfait à Téquation symbolique
G(3^" + yi' + ^'- .. F(^^ r, m;,..) = Ge*^"' + y^' + *"'' +- ¥,[u', v\ w;'...) il suffirait de diviser les deux membres de cette équation par F (u, v, t/^.., et d'écrire conformément à notre principe
Qgji'w + yv -f cw -f ... __ (if,'Vu' + yy' + -«'' +— ^uif_L_^ » ^^ »•*
Le procédé que nous emploierons généralement, pour Tintégraiion des équations, consistera à représenter les fonctions connues et inconnues qui entrent dans les équations sous ia forme généralisatrice, de substituer dans les équations ces expressions et d'en déduire les intégrales h l'aide de la généralisation.
§ 57. — Le procédé que nous venons de reconnaître est d'une grande importance et d'un usage fréquent, nous allons l'appliquera la solution de quelques questions.
Soit F{x) une fonction donnée et proposons-nous de déterminer la fonction V(r) gui satisfait à la relation
W{cc -h fl) — m^Xcc -h 6) = F(a?).
En posant
W[x) = Gc^** et F(iv) = Gef^^ nous obtiendrons l'équation symbolique dont on déduit
effectuant la généralisation
Wix) = ^ m'^Fia) -h nô — (n -+- i)a).
Soit F{ixi) une fonction donnée^ on demande de déterminer la fonction ^\x) qui satisfait à l'égalité :
n = Qo
2 (— iTm^'^ix -4- an) = V{x).
Si nous posons
nous avons l'équation symbolique
n = QO .
n = O qu'on peut écrire
Ge^"' î = Ge^",
1 — me«^*
on déduit de cette équation,
W{x) = G^"' = G^**(i — mô«") = F(^) — mF{x ^ a).
§ 58. — Etant données les deux éqtiations
(i) ^{x -h a) — cp(ar -h ô) = F(ôc),
(2) cp(^ H- 5) -f- ^{x -h î;) = Fi(a?),
Proposons-nous : \^ de déterminei^ la relation qui doit existei^' entre les fonctions ¥(x) et Fi(a?) pour qice ces équations soient compatibles, en d'autres termes. Soit proposé d* éliminer ^{x) entre ces deux équations; 2" de déterminer la valeur de ^{x) lorsqtte ces équations sont reconnues compatibles.
En posant :
F{x) = Ge^' Fi{a;) = Ge^" ^(x) = Ge^**
et, en substituant dans les équations ces valeurs^ nous pourrons les écrire sous les formes symboliques
Ge^«(c'« -+- e'''*) = G^\ on déduit de ces deux égalités à l'aide de notre principe général
Ge^** = G
au
^au _ ^bu'
Ge^" = G
il en résultera
formule qui donne
Ge^^ =Gc^" ?-^ ^/
effectuant les généralisaitons
(3) ¥,{x)= V [F(x4-5 — a4-(ô — fl)n)-f-F(x-i-r— a-+-(6 — a)n)J
(4) F(x)= V . (— i)'»[Fi(a:-f-a— 54-(r— ^)n)— Fi(a?-+-6— s-4-(r— 5)n)],
Chacune de ces deux formules, qui sont équivalentes, répond à la première question.
Pour déterminer la valeur de ^(x) substituons à la place de œ dans l'équation (i) OD — a^ et, dans l'équation (3) x — «, nous obtiendrons ainsi :
^{oc) -h o(j? — « -f- r) = Fj(a? — s), équations dont on déduit
(5) ç(aî -+- 5 4- r) -h ç(a? — a -h 6) = Fi(ar — s) — F(x — a). En posant
cp (a?) = Ge^" et Fi(a? — 5) — F(a7 — a)= Ge^^
nous pouvons mettre l'égalité précédente sous la forme
dont on déduit
effectuant la généralisation à l'aide de la formule (10) du § 25 nous obtiendrons la valeur de <p(:r) sous les deux formes
<p(jr) = 2 ^"" ^^'^ ^ ^»^* — r H- (ô — a — r -+- 5» — n = —00 — F(a? — a — r-+-s-f-(ft — a — r-+- «)n),
(a^bW^l I ^ — ^y . 5, =-2Ey ^"
ET A COEFFICIENTS CONSTANTS AVEC SECOND MEMBRE
§ 59. — Si nous désignons par z la variable principale, et par ar, y, ^,... les variables indépendantes, une pareille équation pourra^ dans tous les cas, être exprimée par :
dont nous allons chercher à déterminer une intégrale particulière, en admettant toutefois que le second membre n*est pas nul.
Comme la variable principale z est une fonction des variables t, y,... nous pourrons poser Tidentité symbolique
et par suite, en désignant para, b,... les accroissements finis que reçoivent les variables x, y,..., nous pourrons mettre le premier membre de Téquation proposée sous la forme
si, de plus, nous posons :
(2) <p(.r, y,...) = Ge^" + y*'+••• nous aurons :
dont nous pourrons déduire, à Taide de notre principe général, la valeur de z
(3) ;r = Ge^" +2/^ +•• = G
2A(e«" — lY^'ie^^ — l)^..w.V..•
DÉTERMINATION d'lNE INTÉGRALE PARTICULIÈRE .111
•Cette équation représente Tinlégrale particulière de Téquation proposée, en regardant Téquation (2) comme équation de définition de la fonction «p.
Dans le cas où la fonction donnée o{x, y, z,.,,) ne refermerait qu'un certain nombre des variables indépendantes, on annulerait dans l'expression généralisatrice qui représente cette fonction les variables de généralisation qui correspondent aux variables qui ne figurent pas dans cetle fonction.
La question de déterminer une intégrale particulière d'une équation linéaire aux différences ou différentielles partielles avec un second membre est ainsi réduite à un simple calcul de généralisation qui ne saurait présenter d'autre difficulté que celle de la longueur de l'opération.
§ 60. — Appliquons, en premier lieu, notre procédé à l'équation très simple
qui a comme intégrale z = ^ ?('^)'
Posons comme équation de définition de la fonction <p(a?) Gc^"= <?(a:)et, admettons que l'intégrale est donnnée par l'expression
z = Ge-^"',
en désignant par a l'accroissement fini de x nous pourrons écrire l'équation proposée sous la forme
Ge^"'(e«"'- i)=:Ge^^
dont on déduit
Ge^**' = G
^vu
^au_ ^
en effectuant la généralisation nous aurons :
formule que nous avons déjà fait connaître.
§ 61. — Soit, en second lieu, l'équation
AyAz- = cp(a7, y\ dont l'intégrale est : ;3: = ^^ Ç>(x, y).
Nous en déduirons de môme, en prenant Ge"^" "*" ^'' = o(.r, y) et z = Ge^^' + y^ l'équation symbolique
h étant l'accroissement fini de y.
Celte relation donne
On peut effectuer la généralisation du second membre par facteurs en remarquant que
*^ QO
Nous obtiendrons ainsi :
<p(a; -+- ou)V^ — I , y)di)tt
ao
?(aj..y) = / - -^= I ^^Z- 1 I î(^' y + 6u,'/^^)d«'.
W et ^^ étant deux fonctions arbitraires, G une fonction périodique de y et G' une fonction périodique de x.
En suivant la même manche nous trouvons que :
généralisation qu'il sera facilo d'effectuer par facteurs.
§ 62. — Proposons-nous d'intégrer l'équation j
^z -^ HZ = F{x),
dont Cauchy (exercice 1827, page 209) a donné l'intégrale sous la forme
DÉTERMINATION D*UNE INTÉGRALE PARTICULIÈRE
Si nous supposons le second membre nul, nous aurons d'abord à intégrer l'équation
•en posant z = ^{x) nous aurons pour déterminer cette fonction l'équation
la fonction W est donc une fonction périodique quelconque assujettie à <»hanger de signe, en conservant au signe près, la même valeur, quand on fait croître la variable x de la quantité h.
Pour déterminer une/ intégrale particulière de l'équation proposée avec second membre posons :
nous pourrons écrire l'équation sous la forme symbolique dont on déduit
¥{x-hhy^—i) ,
nous aurons ainsi pour l'intégrale
W(x) étant une fonction arbitraire satisfaisant.aux conditions énoncées plus haut.
§ 63. — Le même procéda peut, dans certains cas, s'appliquer à déterminer l'intégrale d'une équation dont l'ordre de différentiation est inGnî.
Soit proposé d'intégrer l'équation
Si nous posons
z = Gg"* F{x) = G«*"',
nous en déduirons l'équation symbolique
Gc^-fi - ^ H- — î^ + ...) = Gc*» cos tt = Ge*«', \ 1.2 i.a.j.4 /
dont nous déduirons
cos u
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et par suite, en effectuant la généralisation (formule (4) du § 32), nou& aurons Tintégralè particulière
Si Ton remarque que l'intégrale générale, lorsque le second membre est nul, est donnée par l'expression
un -\- I
ILT
nous aurons comme intégrale complète de l'équation proposée
an 4"
^= >. ^n« "" -*- I -"^ it ict
Fte — t) -^F(a7-+-0 ^
§ 64. — Soit proposé, comme second exemple, de déterminer tintégrale complète de Véquation aicx diffh^eniielles partielles
dz dz ^ d^z d^z _
Si nous posons (a) ^ = G«*«+y",
nous aurons l'équalion symbolique
Ge«« + ^(c + 1 _ « -4- M» - M» -h...) = Ge*" + ^"(^ + flH) = "'
à laquelle on satisfait en posant
cette équation résolue donne
v = ou ^*= — 1— -,
cette valeur de v mise dans l'identité (2) donne
y z = Oe ' + ^,
DÉTERMINATION D'uNE INTÉGRALE PARTICULIÈRE IIS
effectuant la géaéralisaiion (formule (7) du § 25) dous aurons une première intégrale
(3) x = ^(x)'^^ I I é^''sm^smhvW(x — v)dHdv.
V désignant une fonction arbitraire.
La valeur de u mise dans l'égalité (2) donne
— X yv
généralisant (formule (7) du § 25) nous obtiendrons une seconde intégrale
(4) z = e'' ^^0(1/) — ~ / / sin A^ sin ^ (p(a? — t) d?idt\
7 désignant une nouvelle fonction arbitraire
La somme de ces deux intégrales (3) et (4) exprimera l'intégrale complète de l'équation proposée qui renferme ainsi deux fonctions arbitraires Vet (p.
CALCUL INVERSE DES INTÉGRALES DÉFINIES
§ 6S. — Nous entendons par calcul inverse des intégrales définies, le procédé à l'aide duquel on détermine une fonction qui figure sous le signe d'une intégrale dont la valeur est donnée.
Cette détermination n*est au fond que l'intégration d'une équation linéaire à coefficients constants d'un nombre infini de termes infiniment petits ; il nous sera donc possible de procéder d'une manière analogue à celle que nous avons exposée au § 59 pour obtenir une intégrale particulière d'une équation linéaire avec un second membre.
Soit F(a?, y, ...) une fonction donnée de plusieurs variables et cherchons à déterminer la fonction ©(a?, y, ...) qui satisfait à V équation
^{x — Tj, y - T,. ...) Idt = F(a?, y, ...), .
T, Ti, Tj, ... étant des fonctions données de t. Posons à cet effet
ç(a;,t,,...)=Ge^'+y«''+-, F(a?,y,...) = Ge^ + »"+-,
nous pourrons écrire l'intégrale proposée sous la forme symbolique
et par suite nous aurons
<p(a?, y. ...)= Ge^'*'+y*''+- = G — p
r*^e-(Tiu-i-Tst>+...)T^^*
CALCUL LN VERSE DES INTÉGRALES DÉFLNIES
§ 66. — Soit proposé de dèieiminer la fonction ç(ar) qui satisfait à Vintigrale
e""^« <p(x — qt)dt — F(a?),
En posant <p(a?) = Gcr***' et ¥{x) = Ge'^ nous pourrons écrire Tintégrale proposée sous la forme
G^**' / e-(^+î'*'^*rf< = Gr*^,
effectuant l'intégration
p -^ qu et par conséquent
ç(a?) = Gér*^' = G«^(p -H ^) =l»F(a:) 4- S^F^o?).
67. — Soit proposé de déterminer la fonction ff{œ) qui satisfait à l'identité
En posant ^(a?) = G«^^' et V[x) = Gt*** nous aurons
mais comme / «-!»**' + ^'*'* d<=: ^ «*"* il en résultera
(p(a?) = GéT^' = ^ Géî *^=^ / «-' F(^ H- 2 V- i)rf;y.
§ 68. — iSoi7 proposé de déterminer la fonction <p(a?) qui satisfait à tintégrale
iQO
Si nous posons <p(a;) = Gc*"' et F(«) = Ge*** nous pourrons écrire
rintégrale sous la forme
en effectuant rintégraiion nous aurons
Hr^ a
o m{a -+- bu) "^
et par suite
\ ^ ) En supposant a = o dans l'équation proposée nous aurons pour la valeur de <p(â7) qui satisfait à Téquation
l'expression
^["lir) dx "^
§ 69. — Le même procédé peut s'appliquer aux intégrales multiples. Soit proposé de déterminer la fonction 7(07, y) qui satisfait à t équation
^{x — t,y — zy ^' - ^'^dzdt = F(a?. y).
si nous posons ^(a?, y) = Gé^' + y*'' et F(a:, y) = Ge*** + ^^ nous pourrons écrire Téquation sous la forme
mais comme
£e- «'* - -**rf/ = Vl ^ et
CALCUL INVERSE DES INTÉGRALES DÉFINIES
oous aurons
Problème. — Déterminer la relation qui existe entre les fonctions F(x) et <p(a?) de sorte que Von ait :
\dt=. I <
[x -H Tfï^dt =1 <p(a? -+- lyi^dz,
T et T, étant des fonctions de t» et^ Z et Z| des fonctions de z données. Posons
F(a?) = Ge^' ^x) = G6*«, nous aurons
dont on déduit
/ e^«Z,rfz
C'est ainsi que la relation
o établit la relation
F{x — t) sin atdt = / ^{x — z) cos bzdz,
F(») = i»'(»)+-^^-=lL / e-*''U'(»—V=T)— ?'(«?+ V—i)Ut>.
INTÉGRATION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES DIFFÉRENTIELLES OU AUX DIFFÉRENCES A COEFFIOENTS CONSTANTS
§ 70. — Les équations différentielles linéaires à coefficients constants sont de la forme
Lorsque nous suppposons le second membre nul, en posante = Gze^^ nous obtenons :
équation qui est satisfaite en déterminant u h Taide de Téquation caractéristique
(a) F(w) == w** -h pu^ "" * H-...-h Aw -h A = o,
si donc nous représentons par m^f m,,... m^les n racines de cette équatioD nous aurons :
Z = Ge^'* = C^é^^,
Je
et par conséquent
jj = n
Nous sommes ainsi conduit à la métbode ordinaire pour l'intégration de l'équation proposée lorsque le second membre est nul.
Lorsque le second membre est une fonction de la variable, nous obtiendrons une intégrale particulière de l'équation (i), si, prenant G«^*^ = ?(^) comme équation de définition, nous posons z = (jé'^f nous aurons
égalité qui donne comme intégrale particulière
Z = Ge^*^ = G --r-r , — = G «T-KJ
Plusieurs procédés se présentent pour opérer celte généralisation. Si Ton désigne par V l'intégrale de Téqualion proposée privée de son second membre nous aurons à l'aide de la formule (8) du § 9
En second lieu, si nous désignons par nij, m^y.,.m^ le n racines de réquation (2) nous pourrons poser
F(w') {u' — Wi) {u' — m,)... (m' — m^) »
et la généralisation par facteurs donnera pour la valeur de z
dvdto...ds.
On pourrait encore poser
— FK) w' — Wi *^ F(^ m' — m, "^ -"^ F^) w' _ m^' et en déduire
J \J{rn,) F(m,) FXm^)J^^
Il est facile de comprendre de quelle manière il faudra modifier ces valeurs de z dans le cas où les racines sont égales ou imaginaires.
§ 71. — Considérons, comme exemple, l'équafîon différentielle linéaire du second ordre
d^ z dz
0) ^ + «» rfi + ^^ = î('^)'
En supposant le second membre nul, nous aurons comme intégrale de réquation
d^z dz ,
les expressions suivantes
1» ;^ = Ce ^ 2 _i-C,e ^ ^ (sia»>4ft),
ax ao z = (G'{'C^x)e ^ (si a» = 4^),
^3» ^ = 6 ^ |Ccos^V^4* — a«-hC, sîn^v/4&_a« (si a» < 46).
En supposant le second membre une fonction de x posons :
X = Ge*~' o(.^) = Ge^, il en résultera l'équation symbolique :
Ge*«'(w'' -h at^-i- b) = Ge^, dont on déduit : ^
1® Si nous supposons a* >> 4^ cette intégrale particulière se réduira à :
par suite Tintégrale complète de Téquation (i) sera exprimée dans ce cas par :
a® Si nous supposons a^ = \h cette intégrale particulière se réduira à :
te ^ o(x — t)dt,
par suite Tintégrale complète de Téquation sera exprimée par :
te ^ o(x — t)dt.
3^ Enfin, si nous supposons que a' <C 4^ nous aurons comme intégrale particulière :
e ^ sin - Vib — a» <f(x — t)dt.
et comme Fintégrale complète :
eue
\ Ccos
z = e ^ j Ccos "? v^46 — a* -+- C^ sin - ^4^» — a« -f-
sin ~ v^4^ — û* ?(^ — 0^^'
Si Ton prend comme équation difiérentielle :
^ -+. ;r = cos a?, nous obtiendrons» pour son intégrale, à Faide de la formule (4),
jar = C sin a? -h Cl cos 0? -f- / sîn t ^{x — i)dt
formule dans laquelle il faut poser ^[x) = cos œ.
Dans son cours d'analyse Sturm donne comme intégrale de cette équation :
r* ' r< ^ sin ^
^ = C sm a? -h Cl cos a? H ,
on peut, par la comparaison de ces deux valeurs de Zf établir la relation ;
sin t <p(a? — t)at =
il serait peut-être difficile, en posant m(œ) = côs x, d'obtenir la vérification de cette intégrale, mais on peut facilement y parvenir par le procédé du calcul inverse des intégrales dont il a été question plus baut.
Proposons-nous donc de déterminer quelle doit être la fonction «p pour que rintégrale précédente soit vérifiée ?
En posant :
nous aurons l'égalité symbolique :
Gc^' / e- **'* sin td« = Ge^,
mais comme
ao
e ^^6intdt= ri»
ht
U en résultera la relation G 7» = Gef"^ dont on déduit :
G^' = G^ H- Gii"r^,
généralisant) nous obtiendrons <p(a?) = F(pcf) -H F'(a?) et en remplaçant F(j:) par sa valeur il en résultera :
^(x) = COS (C,
§ 72. — Soit F(x) une fonction quelconque de œ et nous proposons de déterminer la valeur de la fonction ^(œ) qui satisfait à Téquation
(1) V(a?) + aV(a? — 1) -h 6V(a? — 2) -h... -h AV(a? — n) = F(aî).
Posons, à cet effet, dans cette équation
W(x) = G^' F(œ) = Ge^,
nous pourrons l'écrire sous la forme
et en posant pour abréger
il en résultera
QQC/' 00
On peut effectuer la généralisation sous une autre forme. Soient m^, m^y m^ les n racines de l'équation
nr -4- am^ "" " -+- ftm'*" ^ +... -4- A = 0,
nous pourrons écrire
yp(x) = G j;, f . = Ge^*^ —- . -— ,
^ ^ F,(w) gu _ ^^ gu _ ^^ «** — ^n
la valeur de l'expression
nous permettra d'exprimer la valeur de ^(â?) à l'aide de la généralisation par facteurs.
§ 73. — Le même procédé d'intégration peut s'appliquer & l'équation ^ aux différences unies.
Soit l'équation
Lorsque le second membre est nul, en posant z = G^^ nous obtiendrons la relation
en remplaçant e^^ — i par H nous satisferons à cette équation en posant
soient ii^M^...a^...ill^ les n racines de celte équation nous aurons
et par conséquent e^ = ( i -+- M,,) ^ . Cette valeur mise dans l'expression de z donnera
L'intégrale de l'équation proposée, lorsque le second membre est nul, sera exprimée par
Lorsque le second membre est une foa^tion de a?, il suffira d^ajouter à cette somme l'intégrale particulière que nous déterminerons ainsi qu'il a été indiqué au § 59.
§ 74. — Soit proposé de déterminer la fonction ^'(x) qui satisfait à Véquation
Pour déterminer Tîntégrale particulière qui satisfait à cette équation avec son second membre posons :
nous aurons en substituant ces valeurs dans Téquation proposée
par suite, nous en déduirons
Ge^**' z= G -^au' ^
effectuant la généralisation, nous aurons comme intégrale particulière
•^^ — QO n = o
Pour obtenir la valeur complète qui satisfait à Téquation proposée, il faut ajouter à cette valeur l'intégrale de Téquation sans second membre, valeur qui est exprimée, comme il est facile de le reconnaître, par
m=aa — i
m = o § 73. — Soit proposé d'intégrer t équation axix différences
Cette équation, réduite à la forme (a) ©(a?, y) — cp(a7 — i, y) — (p(:c— i, y — i) = o,
lorsqu'on y suppose le second membre nul, a été considérée par Lacroix (calcul diiï. et int. §. 1096) qui a été conduit, par un calcul assez simple, à reconnaître que son intégrale était donnée par la formule
On vériGe facilement que cette expression satisfait en effet à l'équation (a) ; mais, outre qu'elle est d'une forme peu commode en représente-elle réellement l'intégrale complète?
Nous allons reconnaître que notre méthode, basée sur le calcul de généralisation, conduite une solution plus complète de cette question.
Si nous posons nous transformerons l'équation (2) dans Téquation
à laquelle on satisfait en établissant, entre les variables de généralisation, la relation
i — e-^ — e-^-'^rrzo.
En résolvant cette équation par rapport à ^ et ^ nous obtiendrons
(3) eu^j^^-r^
la valeur de é^ mise dans l'expression de z donne
effectuant la généralisation, nous aurons une première intégrale
L'expression dé e^^ donnée par la formule (4), mise dans l'expression de z donnera
et en effectuant la généralisation nous obtiendrons
dans ces intégrales ^ et 6 désignent des fonctions arbitraires.
L'équation (2) étant linéaire, on y satisfera en faisant la somme de ces deux intégrales, comme d'ailleurs il ne peut être établi entre les variables de généralisation d'autre relation que celles qui sont données par les formules (3) et (4) nous devons admettre que la somme des expressions (5) et (6), si réellement elles représentent des fonctions arbitraires différentes, donne l'Intégrale complète de Téquation (2).
Pour obtenir Tlntégrale de Téquation proposée avec son second membre nous poserons
^(x, y) = G^ + y^ F(a?, y) = G^«' + y^', ce qui permettra d'écrire Féquation sous la forme.
nous en déduirons :
développant rcxponentielle et généralisant nous obtiendrons :
G^(^, y) == ^ F(â7 — n, y) -t- nF(a? — w, y — i) (7) < n = o
Par conséquent, Pintégrale complète de l'équation (1) sera exprimée par la somme des intégrales (5), (6) et (7) et renfermera deux fonctions arbitraires.
§ 76. — Soit projwsê de déterminer la fonction ?(ar,t/) qui satisfait à Véquation aitx différences
(1) a>(a? -^p^y^q) — a^(x, y) = F(.r, y), en supposant le second membre nul, nous aurons :
(2) <p(a? -t- i?, y -+- ^) — a?(^, y) = 0, et en posant :
(3) T(^, y) = Gc*« + y.
nous obtiendrons l'équation symbolique :
Q^cu + ye (eP« + ?» _ a) = o, dont on déduit :
en remplaçant dans l'expression (3) e^ par cette valeur il en résultera :
o{x, y) = Ge^ + y = Gi'^af «^ ~^*^= (C'a)* ^(y " p ^)' W désignant une fonction arbitraire.
Si l'on considère les p racines de ^a et si nous faisons la somme de ces p intégrales nous aurons :
intégrale de Téquation (a) qui renferme p fonctions arbitraires :
«r W UT UT,
^0» ^1» ^s»»»»^rj)— i)»
Il est facile de reconnaître que toutes ces intégrales sont différentes «entre elles. En effet, si deux intégrales répondant à deux valeurs différentes àe n, n et vi étaient équivalentes nous aurions :
X vrvKX , X in'Ttx
a^e P dont on déduirait :
relation qu'on ne peut admettre, car il en résulterait qu^une fonction arbitraire de {y — ^ x\ serait équivalente à une fonction de x»
De même, en remplaçant dans l'expression (3) e^ par sa valeur nous obtiendrons :
(5) ?(x,y)= 2à a«^«* 0„(ar-|y),
formule qui renferme q fonctions arbitraires 6^, 6^, 0^, 0«_, différentes «ntre elles.
Pour reconnaître les intégrales qui, renfermées dans cette dernière formule, sont égales ou différentes de celles qui sont exprimées par la formule (4) posons :
X nniLv
•-I / „ X y ïî^vz-i
relation que Ton mettra sous la forme :
I / û^ \ airn.' / </ n \ / —
Si Ton remarque que le premier membre de cette formule est une fonction de y — - oa Téqui valence des deux nombres ne peut substituer que si
le second membre est également une fonction de cette même valeur y — - ar
ce qui ne peut avoir lieu que si n =- ti' et a toujours lieu si cette condition est remplie.
Il résulte de là que si p = q les deux sommes d'intégrales, données par les formules (4) et (5), sont identiques, et, par suite, l'équation (2) admet p fonctions arbitraires différentes, dans son intégrale complète, données par Tune ou l'autre des formules (4) ou (5). Mais si p > 5' l'équation (2) admettra p fonctions arbitraires, données par la formule (4) ; si au contraire p <Cq, l'intégrale complète de Féquation (a) admettra q fonctions arbitraires données par la formule (5).
Pour obtenir l'intégrale de l'équation (i) avec le second membre nous déterminerons une intégrale particulière de cette équation en posant :
p(œ, y) = Ge^" + ^^ F(x, y) = Gô^^' + y*'', nous aurons ainsi l'équation symbolique
dont on déduit :
Pour effectuer la généralisation, nous développerons le second membre en série en écrivant :
= 1^1 ePw' + fi'^' _^ -^ e^P"' + ^«^^^...H- -i- e^^'*' + ^^''^ -+-...
il en résultera en généralisant
que nous pouvons écrire
(6) ?(^. y) = — ^ ;;ïïVî ^(^ -+■ ^^î'» y -^ ^)»
ce
nous aurons ainsi pour l'intégrale complète de l'équation proposée si ^ < ou
= p\si somme des intégrales (4) et (6) mais si ^ >p la somme des intégrale (5) et (6).
Remarque a). — Si Ton avait à déterminer Tintégrale particulière lorsque le second membre de l'équation (i) est seulement fonction de Tune des deux variables, de sorte que l'on ait par exemple
?(•» 4- p, y -h 7) — a 9(.r, y) = F(a?), il suffirait d'écrire comme intégrale particulière
En effet, en supposant le second membre égal à F(j:)Fj(]y) nous aurons comme intégrale à l'aide de la formule (6)
Puis en supposant F^(y) = i il en résultera la valeur indiquée plus haut. b) Si le second membre était une quantité constante de sorte qu'on ait :
il faudrait distinguer deux cas selon que a a une valeur différente de l'unité ou qu'il est égal à l'unité.
Dans le premier cas, l'intégrale particulière est indépendante de x et de y, c'est-à-dire une constante.
Posons donc «p(x, y) =C ; en mettant cette valeur dans l'équation proposée il en résultera
C — aC = i ou C = .
Dans le second cas l'équation prend la forme
Pour obtenir l'intégrale particulière, désignons par A le plus grand commun diviseur entre p et q, lorsque ces nombres ne sont pas premiers entre eux, de sorte que l'on ait^ = Xp' eiq='kq'; cela posé, nous pourrons toujours déterminer des valeurs pour m et n de sorte que
p'm — q'n = ly
et, par conséquent, nous aurons une intégrale particulière de Téquation en posant
comme il est facile de le reconnaître en substituant cette valeur dans l'équation.
— Soit proposé de déterminer la valeur delà fonction <»{x, y) ifait à l'équation auw différentielles partiellex
?(*. y) = pçf-r. y — + q-^i^' — i. y).
condition que, pour x ^^ o, on ait ?(o, y) = i pour toutes les
de y comprises entre o et y.
queslioD revient à résoudre le problème suivant dont la solution a
lée par Laplace (calcul des probabilités).
joueurs dont les forces respectives sont de p et q ont, l'un x
't Fautrey points à faire pour gagner la partie ; on demande la
lité <f(x, y) que le premier gagnera ?
nant
«(ar, y) = Ge^" + y,
irons la relation
G«^" + y(i — pe~ ' — qe- ") = o,
ilit entre u et t) la relation
1 — pe~~ " — je""" =^ Oi
éduit la valeur e"
i—pe
uite à l'aide de l'identité (a)
elTecluer la généralisation, nous développerons (i — ps ") * ^rniule du binôme et nous aurons ainsi :
Lnlunefonctionarbîtrairequi doit être déterminée par les conditions Iles la fonction f(ù;, y) doit satisfaire.
aurons à l'aide de cette intégrale = 1 T(î/— l) = l t'(y-2) = I et W(y _*)=,,
inférieur à y,
pourrons donc écrire comme solution du problème
:tat, obtenu par la méthode de généralisation, ne diffère pas de celui Lé donné par Laplace qui a traité cette question à l'aide des fonctions isatrices.
INTÉGRATION DES EQUATIONS LINÉAIRES AUX DIFFÉRENTIELLES OU AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES
A COEFFiaENTS CONSTANTS
§ 78. — Soit proposé l'équation linéaire & coefficients constants dans laquelle la variable principale z est une fonction de deux variables indépendantes t et s, équation que nous pourrons écrire sous la forme :
, d^~'z dz , dz ,
-H *, ^;ir^ + ... -H ««_ X ^ + »«_ , ^ + «m* = o.
z étant une fonction de deux variables posons
celle valeur mise dans l'équation donnera
Ge«* + ^^av^-^ (a, -f- ôw) t?*^~» -+- (a, h- ô^u-h eu») t;*^"^ -h ... -h a^^ | = o,
équation qui est satisfaite si nous établissons entre i^ et v l'équation caractéristique
(3) av^'h(ai-\-bu)v^ "" ' -h (a, H- b^u -t- cu^) t?*^ ""'-+-... H-fl^ = o.
Si maintenant on détermine toutes les valeurs de u en fonction de v ainsi que toutes les valeurs de v en fonction de u qui satisfont à cette équation, il en résultera qu'en substituant ces valeurs dans l'expression (2) nous aurons autant d'expressions pour z qui, généralisées, donneront autant d'intégrales de l'équation proposée chacune renfermant une fonction arbitraire.
Comme l'équalion est linéaire, la somme de ces intégrales différentes entre elles représentera Tintégrale complète de l'équation (1).
Faisons remarquer que, de même qu'à chaque équation différentielle proposée répond une équation entre les variables de généralisation, réci-
proquement, à chaque équation entre les variables de généralisation, satisfaisant à l'équation caractéristique, correspondra une équation difîérentieile qu'il est toujours facile d'en déduire.
Nous pouvons conclure de là que, si l'équation caractéristique est décomposable dans le produit de plusieurs facteurs, à chaque facteur répondra une équation différentielle d'un ordre moins élevé que dans Téquation proposée dont ces équations différentielles sont des intégrales.
Appliquons ces considérations à l'équation
_ ds
dz
, dz
ds* ' ' d<* ' •* dsdt
ds
~^ dt
qui, par la substitution de ;; = G^^ ~^ ^^, donne Téquation caractéristique
w* -h ar* -f- Zwo — u — 3r — a =o, qu'on peut écrire sous la forme du produit de deux facteurs
Les valeurs de u et v qui satisfont à cette équation sont
w = — (2t; -h i)(a) t? = {h) u = 2 — t?(c) t? = a — w(rf),
auxquelles correspondent les intégrales
— (at> + i) * + f » — * tw -i— - 1 —
:g = Ge =c (p(^— 2s)(a) z = Ge ^ =e ^x(<— a«)W
z = Ge(^ - ^'^ + '^ = e^W{t — s) (c) z = Ge^'+ (^-^)' = e^ 0(« — *) (rf).
Si Ton remarque que les intégrales (a) et (b) sont équivalentes ainsi que les intégrales (c) et (d) la somme des intégrales (a) et (c) représentera l'intégrale complète de l'équation proposée qui sera exprimée par
<p et W représentant des fonctions arbitraires. Si maintenant on envisage les équations
dans lesquelles se décompose l'équation caractéristique de l'équation proposée, à chacune d'elles correspondent les équations différentielles
dz , dz dz dz
que l'on peut considérer comme des intégrales premières de l'équation proposée.
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§ 79. — Examinons plus particulièrement l'équatioi renlielles partielles du second ordre
, , cCz . d'z <Pz ,ds r'^' .
lU " -d^ ^ " dtdi'^ '^ 1^^^ '^ 'di ^ ' Is'^
«n posant comme intégrale
z = Gfl'** + '", cette valeur nous donnera, comme équation carsclêristit {a) au* -I- bvu + cw* -t- An -h /l* + ( = (
équation qui, résolue par rapport & v, conduit aux deux t) = — ^H_±_* ± J_ v/(6" — 4ic)«' + a(6A — ^af) DOus aurons ainsi, pour déterminer la valeur de x
«ITecluant la généralisation, nous aurons que ces deux v que la seule intégrale
/ ., / fit /î Ti Iw bk — 3af^t^
\ '^ '\ a ^ aau> Sa'fD" ^
Si nous résolvons l'équation (a) par rapport à u en foi aurons, par un calcul analogue, une seconde intégrale
La somme de ces deux intégrales représentera l'inté^ l'équation (i) qui ne renferme que deux fonctions arbiln
Dans le CBS où l'un des coefficients a ou c est nul t'i forme
d}z , dz^ , dz ,dz
a -77, H- i ttj- -i-A — h-/ k-lz=^
ai* dtds at 'as
équation caractéristique
au' -t~ buv -+- im- /« H- ; = 0,
CBAPITRE XVII
; cette équation par rapport & u on obtient OB* -H A» -+- i
\ ainsi que l'intégrale complète sera exprimée par la somme de I) dans laquelle on posera c ^ o et de la suivante
isée, doit se substituer à l'intégrale (4) qui devient illusoire. Si lescoeficients de js«* ^ sont simultanément nuls, l'équaie est de ta forme
m équation caractéristique
ru -H ao + 6« -H c = o,
par rapport à v, donne
fr u + c
la valeur de z sera exprimée par
. généralisation nous aurons
,(,)_î?~*' / / e-'«-sin'^:=)^sinA^?(s-«.)dArfo..
intégrale de l'équation proposée avec une seule foDCtion arbir obtenir une seconde intégrale de cette même équation, il larquer que l'on peut sans altérer l'équation proposée changer I i, pourvu que l'on change a en £< et & en a nous obtiendrons
intégrales on déduira l'intégrale complète
Si ToD admet que dans Téquation (i) a et & sont nuls et c = — a nous avons l'équation
dsdt
= az^
qui a pour intégrale
Z = «p(«) H- V(<) -i- ^ / / sin Ato J sin — «p(« — a>) -H
sin -T- V(< — tû) î <iA(f(o<
Nous pouvons faire remarquer que l'intégrale de l'équation
dtds
qui est un cas particulier de celle que nous venons de considérer, a été donnée par Poisson sous la forme
z = <p(«) H- - 1 ^{s)d8 H Il <p(5)rf«* H-
ïk ff'^'^'*
H- »'(0 ■+• - / "vii^dt -t- — Il v(t)dt «H-,
tu H — tu
intégrale qui n'est autre chose que la valeur de z = Ge ^ -\- Ge ^
1 1 lorsqu'on développe e^ et e^ en séries et qu'on effectue l'opération G sur
chaque membre.
§ 81. — Soit proposée V équation
dt"^ ^ ds""' Si nous posons
z = Ge^« + '^
nous aurons comme équation caractéristique
u^ _ au** = G.
représentons pour abréger par [m] l'une quelconque des racines m^^^^ de l'unité et résolvons cette équation par rapport à u et v nous obtiendrons :
u = [m] yâv *^,
'y/a Nous aurons donc à l'aide de l'expression de z
Sous cette forme, la généralisation présente quelque difficulté à cause
des radicaux u^ et t^^ qui entrent dans l'expression ; mais si Ton remarque que nous avons obtenu des valeurs qui satisfont à l'équation proposée^ quelle que soit la valeur de la constante i/, ces mêmes valeurs
satisferont encore à l'équation, lorsqu'on y substituera v^ et u^ à la place de u^ de sorte que nous pourrons écrire les valeurs de z sous les formes
z = Gc***" + M?^^",
valeurs qui, généralisées, exprimeront autant d'intégrales de l'équation proposée.
§ 82. — Soit proposé (Tintégrer Véquation
d^z dz
d? ~^ds'
dans ce cas, m = a et n = i , et les valeurs de z seront exprimées par z = Ge»^"* + *"' = / e- <*'<p(tv/5 + ao)v/i)rf.o.
tu 4-
Si ron remarque que ces intégrales sont identiques nous pourrons regarder, comme l'a fait Poisson, Tune quelconque de ces intégrales comme l'intégrale complète de l'équation proposée.
§ 83. — Soit proposé cTintégrer Véquation
dt* "" ^ ds^' nous aurons alors 97i = 2 n = a et les valeurs de z seront exprimées par les quatre valeurs
;r = G^+^^*** z = Ge'~-^^'* z = Ge ^ z=Ge ^*,
comme la troisième est équivalente à la première et la quatrième à la seconde, rintégrale complète de Téquation sera exprimée par la somme des valeurs des deux premières
z =z9{s -{- t \/a) -hV{s — t v/â).
Soit proposé d* intégre*'' l'équation
d}z ^ d^ dx^ dy^'
Nous avons en posant
z = Ge^"* + y^, l'équation caractéristique
équation qui donne les cinq relations suivantes
1, p, et p' représentant les trois racines de l'unité. Il en résultera pour z les cinq expressions suivantes
z = Ge =Ge =
(!)<==/ / / / e--'-''--'-^\\Vi>/xi^'^
— 00*^ — 00 •^ — oo*^ — 00
v/yw? -+- 1? V /y («? -ht /--" 1) — y ( diadvdtdw.
/T» yVO ^^ao ^-»30
''V P Vi \^an
h v'ywj -H i> l/v^(uj + ( 4/— i) — J/ j diodvdidw.
Œil:—
■ ■■ - "o" a j ys t'ï"
<il' — (' — O* — <c' n
v'ywi v^ — 1 + t> v'v/y («> v/ — i — t) -\- y v* — i j dutdvdldw.
e de ces valeurs satisfaisant à l'équalion proposée, si a est dif-
unilé l'équalion proposée admeltra cinq fonctions arbitraires
tégrale ; dans te cas oà a ^ 1 les relations (i)et (4) deviennent
d*z d*x le sorte que l'équation -^-j ^ ^-^ n'admettra plus que quatre
bitraires.
ipposait a = l'équation , prenant la forme -r^ ^= aura pour
= ?(y) "•" ^iy'fi'' "*" x(y)^* ^' «'admellra plus que trois fonc-
= <f{3;) + ^{a:)i) et n'admettra plus que deux fonctions arbidifTiculté que présente ce procédé, pour reconnaître le nombre
des fonctions arbitraires qu'admet l'intégral consiste à constater si les fonctions arbitraires tëgrale sont ou ne soDt pas identiques.
Pour cela, on développe ces intégrales en puissances des variables indépendantes par la déterminés pour reconnaître leur identité, le facilité en faisant ce développement sur l'expr tuer la généralisation.
§ 84. — Soit encore propoté d'intégrer Vt d'z . d*z
Si nous posons z ^ Ga*" + '" nous obtiendr et par conséquent m* — a*»* = o équation qu V, donne
u =: </m}, « = — /au, « ^ \f<^\/ —
nous aurons ainsi pour z les six valeurs <I) Z=G."^" + " = G.'«^' + "'= r e-
(3) ,=G."^''=' + "'=Ge""''=5 + '""= /
(4) ,=Ge— ^''='+"=Ge-^"'^+"'= /
(5) , = Oe-*>=fj-'i.^.^/l
(6) î = g/"~«"'=/ e-"'p(j-i\/ï Il est facile do voir que ces deux dernières
des quatre premières ; par suite» Tin tégrale complète de l'équation proposée sera exprimée par
cpy X' ^ ^^ ^ étant quatre fonctions arbitraires.
On peut, par un changement de variables, écrire cette intégrale sous la forme
Si nous supposons dans l'équation proposée a = ^V^ — i nous obtiendonsque l'intégrale de l'équation
dz'^^'* di^ est donnée par la formule
cos ^ — jr-^ aw(yi) -+■ sm ^^ — , < a6(ci))s rfo).
Cauchy^dans la théorie des ondes, a présenté l'intégrale de cette équation sous une autre forme.
§ 85. — Soit proposé dHntégrer Véqication
(^) ds^-^W^-^dp^"^^'
Si nous posons (2) V = Ge'** + *^ + P*^
nous aurons par la substitution de cette valeur dans Téquation
Ge"* + ««^ + P"' (w^ ^ t;« -M(;5^ — m) = à laquelle on satisfait en posant
w* -f- 1?2 H- m;' — m = o; on déduit de cette relation t^ = — y/m — v^ — w^ v = — \/m — u^ — w^ w:= — /m' — w' — t?*
INEÉGRATIOH DES É0UATIO^S LISÉAIRES AU:
par suile, la relation (a) nous donnera
(3) V = Ge'" + P^ - W^^r^
(4) V = Ge"* +P"- tv'»> - "S
(5) v = Ge»" + «-WiS^^l^ En considérant la valeur de V donnée par l'éqi
effectuer la séparation des variables à l'aide de i'i (5) du § 12).
en posant v = m— v* — w^, il en résultera
- w^, il en ré;
et par conséquent, nous aurons :
" ^ rfw G e" "^ effectuant la généralisation, nous obtiendrons :
intégrale particulière de réqualion propc L'équation (4) nous donnera de même en chai
^ciSy
et l'équation (5) donnera en changeant dans cell ■■-'■""•-S'.!
La somme de ces trois intégrales donnera pt l'équalioD (i)
(py V et représentant trois fonctions arbitraires, s'il est reconnu que ces fonctions ne sont pas équivalentes.
§ 86. — Soit proposé d'intégrer Téquation , . dz d^z . dH d^z
qui se présente dans les problèmes relatifs à la distribution de la chaleur dans rinlérieur des corps.
Comme la valeur de z renferme les variables indépendantes t, s, p, ^,... représentons Tintëgrale de cette équation par
z = Ge*** + *f + iH^ + S'»- 4- ...
cette valeur substituée dans l'équation proposée conduit à l'équation caractéristique
u — av* — hw^ — cr* — ... == o
qui, résolue par rapport à chacune des variables, donne
(2) u = av^ H- bw^ -4- et'* H- ...
(3) t? = dz -4 v/m — hw^ — cr^ — ...
(4) ^^^^ Uh^^ — ^^' — ^'* "*"
En substituant dans l'expression de z la valeur de u, donnée par la rela* tion (a), l'intégrale correspondante sera exprimée par :
effectuant la généralisation par facteurs, nous aurons :
q -h 20) Vc^ ...)rfj«) diù' dtà" ...
C'est précisément l'intégrale donnée par Poisson comme intégrale complète de l'équation proposée (Poisson, théorie de la chaleur, § 76).
Si l'on substitue dans l'expression de z pour v la valeur donnée par la relation (3), on obtient par l'intégrale correspondante
z = Ge'» + î"" + î»- + - _ i- ^^r=Tw* - cr* - ...
Pour effectuer la généralisation, nous remplacerons, dans Tintégrale — ay/û !
T / — (a)8 ^-m _. fi ,
= 77^ I ^ 4*^' ^^1 w par V^ —
•connue « "" "*^^ = -j^ 1 e 4^* c^to, w par vu — du;* — cr^
ce qui permettra d'écrire z sous la forme
effectuant la généralisation par facteurs, nous aurons
g' + ^i/^ ""> •••)rf««> ^««>' ^*«*' ••
On peut se demander si cette valeur est une nouvelle intégrale ou simplement une forme équivalente de l'intégrale (5) déjà obtenue. C'est une «question qu'il serait important de résoudre.
IxNTEGRATTOxV DE QUELQUES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES AVEC COEFFICIENTS
VARIABLES
§ 87. — Bien que nous n'ayons trouvé que peu de cas dans lesquels le calcul de généralisation conduise à la détermination des intégrales d'une équation aux différentielles partielles avec coefGcients variables, nou^ allons cependant examiner quelques équations dont on peut obtenir des intégrales générales, c'est-à-dire, des expressions qui, contenant une fonction arbitraire, satisfont à l'équation proposée.
Souvent, il sera possible de déduire d'une première intégrale d'autres intégrales, soit par des cbangements de lettres, soit par des changements de signes, soit par des modifications sur la constante arbitraire par rapport à laquelle on effectue la généralisation.
Si Ton remarque que ce qui fait le succès de la méthode d'intégration des équations linéaires à coefOcients constants par la généralisation, c'est qu'on parvient à une équation caractéristique qui ne renferme que les variables de généralisation ; ce résultat ne saurait être atteint si les coefficients sont variables. Il est donc nécessaire, dans ce cas, de procéder d'une manière différente, soit en cherchant à ramener l'équation proposée à celle d'une nouvelle équation dont les coefficients sont constants, soit en donnant à l'expression généralisatricc qui représente l'intégrale une forme différente de celle que nous avons constamment adoptée.
Soit proposé d'intégrer l'équation linéaire aux différences
Nous pourrons facilement transformer cette équation en une équation à coefficients constants, il suffit pour cela de poser
?G^. y) = K^My)'^{^y y)
0(0?) et HL(y) étant des fonctions indéterminées de x et de y.
En effet, la substitution de cette valeur dans l'équation proposée donne Rye(a?)|jL(y 4- i)V(a?. y + i) _ P,e(a? -h- i)KyW^ H- i, y) = o qui se transforme en une équation linéaire à coefficients constants (i) W(x, y -H- i) — rv(x 4- 1, y) = o
en posant
e(a?) = P,e(a; -H i) intégrant ces équations, on trouve
Ay) =
KoHjHg ... Hy-i "jjPiPj ... Px_|
L'intégrale de Téquation étant donnée par l'expression
^désignant une ' fotkction arbitraire. On conclut de là que l'intégrale complète de l'équation proposée sera exprimée par
TV**'» U/ — H R R R P P P P
C'est ainsi que l'équation
TC-^?, 2/ -h i) — a?^ç(a7 -h 1, y) =r o admettra comme intégrale complète
fi.^> y) = —
§ 88. — Si l'on désigne par-s' la variable principale d'une équation dont s ei i sont les variables indépendantes, il sera toujours possible, à l'aide du calcul de généralisation, d'exprimer une intégrale générale de l'équation linéaire dans laquelle les coefficients sont des fonctions de la seule variable s, lorsque la différentiation, par rapport à cette même variable, ne sera que de premier ordre.
Soient a, p, ... a', P', ... a", ^\ ... des fonctions de la seule variable s et posons pour abréger
cT»
.dP-' z
dtf
-h ... -t- îjr
dt
dtP-''
L'équation proposée sera de la forme (•> T„-HPf'4-Q^ + ... = «
P» Q, ... étant des fonctions de la variable s.
Si nous posons comme intégrale de cette équation
(a) z = Ge^"* S
S représentant une fonction indéterminée de s et u. Nous en déduirons
T« = Ge~^ (W*^ ^ aM»« - I 4- ... ^ Ç)S
par suite l'équation pourra se mettre sous la forme
-1- j (m" 4- «'w" - ' -h ...)P H- K + .'«P- ' H- ...)Q + ... fê équation à laquelle on satisfait en déterminant S à l'aide de l'équation
(4) ff =iogs=- A--H'»— ^•-^(t'-"-'-^->-^(g"^'-^-)Q
En substituant cette valeur de S dans l'expression (2), nous aurons comme intégrale de l'équation proposée
de
ds
(5) .=Ge- r-^'^^'^^M^ ""-'^•>-^(g "^-'^-QQ-^-
dont il ne reste plus qu'à effectuer la généralisation qui introduira dans la
valeur de z une fonction arbitraire.
§ 89. — Soit proposé d'intégrer Véquation aux différentielles par^
tielles
d^z ^ dz f.
F e/ Q étant des fonctions données de s.
Cette équation est comprise dans le cas général que nous venons de traiter : nous poserons en conséquence
z = Ggttts
nous aurons l'équation caractéristique
rfS __ Qg _^ tt'S = o
ds
qui a pour intégrale
cette valeur donne pour z
^oJ^--"fi
effectuant la généralisation
changeant le signe du radical , nous aurons une seconde intégrale ; par suite, l'intégrale complète de l'équation proposée sera exprimée par :
, = J^ Te- »»)^(« + «<.^/J|/-~.) + x{t - a^yf /=:T)jrf.
lorsque nous aurons reconnu que les deux expressions qui renferment les fonctions arbitraires <p et ^ ne sont pas équivalentes. § 90. — Soit proposé dintégrer Véquation
Cette équation n'est qu'un cas particulier de l'équation (i) du § 88. Posons donc
nous aurons l'équation caractéristique
dont l'intégrale est :
M«S -i- Pu ^ -h QS = o,
et par suite nous aurons pour z
-ûj p-,
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effectuant la généralisation (formule (7) du § 25).
V désignant une fonction arbitraire.
Si Ton remarque que Téquation ne change pas lorsqu'on y change les signes de P et t, ou, ce qui revient au même, si l'on change le signe de u dans la valeur de z nous aurons une seconde intégrale
La somme de ces deux intégrales représentera une intégrale de l'équation proposée avec deux fonctions arbitraires lorsqu'on aura reconnu que ces expressions sont différentes sans cependant qu'on puisse afGrmer qu'elle en soit l'intégrale complète.
Dans l'équation (1) du § 88 est encore comprise l'équation
d^z . dz n nous aurons, dans ce cas, pour l'équation (3) du même §
Comme cette valeur satisfaite l'équation, quelle que soitu, en changeant ■ u et — u on obtient une seconde valeur
valeur qu'on aurait pu obtenir en remarquant que l'équation proposée ne change pas lorsqu'on change les signes de ^, Q et R.
Il est facile de reconnaître que ces deux valeurs satisfont & l'équation proposée ; il reste à effectuer leur généralisation.
§ 91. — Soit proposé cC intégrer VéqtLation
dans laquelle R est une fonction de S* et b une quantité constante.
Si l'on remarque que cette équation résulte de l'élimination de k entre les deux équations / \ dz , dz ,
/^\ dk „ dk
ds dt
dk p dk
ds'^^Tt
nous aurons, en intégrant cette dernière équation
k = B(t—fRds),
6 désignant une fonction arbitraire ; en posant fRds = /^(s) Téquation (a) pourra s'écrire
Pour intégrer celle dernière équation, nous poserons
g = Ge'**' + '"', «t
e(< - x(») = F(«. t) = Gc»" + *",
il en résultera que Téqualion (4) pourra se mettre sous la forme
dont on déduit :
u — bv
mais comme
JSU + tV (
îl en résultera
(5) z = I e(t -+■ boi — -^{s — c«)))rf(D,
<x)mme intégrale de l'équation proposée.
Si Ton remarque que l'équation (i) reste la même lorsqu'on y change les signes de s et t nous aurons une seconde intégrale de la même forme de sorte que
(6) ^ = / \ B[t -h è(o — x(« — ^)) "+" ?(^ — ôw 4- yis -h ci)))dw j ,
représentera l'intégrale complète de l'équation proposée.
Lorsqu'on suppose R = 6 dans l'équation (i) on obtient à l'aide de la relation (b) que
^ = e(e — bs) -+- <p(< -h bs)y
est l'intégrale connue de l'équation -^-^ = 6^ -r^.
§ 92. — Intégration de l'équation
(Pz f.dz P dx
W^^Tt^lTs^""' En désignant par S une fonction indéterminée de t posons
En substituant cette valeur dans l'équation proposée nous aurons :
dS
G«S«(s«4-QS + Pg) = o,
et par suite la valeur de S sera déterminée en intégrant l'équation
3j-l-pSH-jr-o,
nous aurons donc en posant pour abréger i = e*/ " «
rods
Si nous supposons la constante c = — u nous aurons pour intégrale de l'équation proposée
et, en effectuant la généralisation
^ = / / ^ ^^^Th ^^^ ^^?( — ^) dvdh,
comme l'équation reste la même lorsqu'on change les signes de P, Q et t^ ou, ce qui revient au même, lorsqu'on pose c = u, dans l'expression de x^ nous aurons une seconde intégrale
J ^ *^ sin -j^ sin AriF(-« t?) dvdh.
Nous pourrons donc écrire, en reconnaissant que ces intégrales ne sont pas équivalentes^ que leur somme satisfait à l'équation proposée.
§ 93. — Intégration de Véquation
F et Q désignant des fonctions de s.
En représentant par K et S deux fonctions de s, posons comme intégrale
cette valeur substituée dans l'équation donne
équation à laquelle on satisfait en posant
ds
n dK />
intégrant ces équations nous aurons ;
da'
ces valeurs substituées dans l'expression de z donnent pour intégrale
Ge
on pourra effectuer la généralisalîon à l'aide de la formule (7) du § 25. § 94. — Intégration de l'équation
P é^ Q étant des fonctions de s.
En posant
z = Ge^-^^K nous pourrons écrire Téquation sous la forme
équation à laquelle on satisfait en posant
pi-o=.,
ds ds
intégrant ces équations nous aurons K
Qds^ P •
rOrf* fr rQdsy ds / / rQds\d8 . rds
^~J'^ Juv\ 'p~'y (y-FJp-^v^'
en mettant ces valeurs dans l'expression de z et en généralisant nous obtiendrons comme intégrale
s/ Jy *«>v^ — » )^*^-
§ 95. — Proposons-nous d'intégrer Véquation aux différentielles partielles
i, Posons à cet effet
(2) ^ = Ge«vS4-T)^
S étant une fonction de ^ et i/ et T une fonction de t et ti. Nous en déduirons
équation qui sera satisfaite, si nous posons
ds dt
on déduit de cette relation les équations suivantes
dS e(«)
ds m'
dt ti» •
dS _ e(*)
ds u
dt u '
le système
nous donne
par suite la valeur de z sera exprimée par
u fxit)dt 4- ^ f^isjds
et, en effectuant la généralisation nous aurons l'intégrale particulière
(7) '^t{Mt)dt)-l / Bm'^^«nhv<f{Mt)dt + v)dvdh, le système (5) nous donne
__ ujHs)ds^^fxmt
et en effectuant la généralisation nous trouverons
(8) z = v(/ô(«)d«)— ^ / / sin-LI^sin hvw{f^s)ds■^v)d^^
à Taide de ces deux intégrales (7) et (8) nous aurons pour l'intégrale complète de Téquation (1)
/too •ko
(^) (-'il J sin A'' I «n Z?^ T(/x(Orf* -H r)
sin '-^x~ "^U ®W^* "^ ^) S ^^^^'
(p et ^ représentant deux fonctions arbitraires
Si nous n'avons pas tenu compte du système (6) c'est que, dans ce cas, la valeur de z est exprimée par
qui, ne contenant aucune fonction arbitraire, n'est plus qu'une solution particulière § 96. — Intégration de Véquation
' dt^ ^ ^
Il suffit de poser
(a) z = Ge^\
en substituant cette valeur dans Téquation proposée on en déduit
nous aurons ainsi pour déterminer S l'équation
l'intégration de celte équation donnera la valeur de S avec une constante arbitraire ; cette valeur, mise dans féq nation (2) donnera, en généralisant par rapport à cette constante, une intégrale de Téquatîon proposée avec une fonction arbitraire
Cas particuliers
Soit n = 1 ; Téq nation (1) se réduit à :
,-v dz 0(8) dz
l'équation (3) intégrée donne
nous aurons donc à Taide de l'équation (2]
comme intégrale de l'équation (4).
Soit en second lieu n = a ; l'équation (1) pourra s'écrire :
//.\ d^z ©(s) dz ,
l'équation (3) intégrée donne
ue
*"* 1 — ue J nous aurons à l'aide de l'égalité (2)
fds
V "JwJ
z = ije
et en effectuant la généralisation
/^ao /too f ds
(7) { •- '^-Vo^o
Si l'on remarque que Téquatîon (6) ne change pas en faisant a = — a, nous aurons une seconde intégrale
z = e—' [ir(o) - -^ rC r"-^ ^'Klr^ hv x
La somme de ces deux intégrales (7) et (8) donnera l'intégrale complète de l'équation proposée.
§ 97. — Le même procédé peut quelquefois conduire à l'intégration de certaines équations linéaires aux différences mêlées avec coefficients variables.
Soit Vèquation
En désignant par k une fonction inconnue de s, posons comme intégrale
z = Ge*S
En substituant cette valeur dans l'équation proposée, nous obtiendrons, en admettant que h est l'accroissement fini de ^
équation à laquelle on satisfait en posant :
Si nous posons e = v, nous obtiendrons :
dv h(i — R) h .
intégrant cette équation, nous aurons, en désignant par u la constante arbitraire que nous considérerons comme variable de généralisation
— as
il en résultera
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effectuant la généralisation, noiu obtiendrons comme intégrale générale de TéquatioB proposée
(o h ^(ci>)c?ci>
§ 98. — Intégration de Téqtiatlon
d^z 1^ dz ij dz
dans laquelle K et H sont respectivement des fonctions des variables s et p. Posons comme intégrale
z. = Ge^^ -f Stt -f P»
V étant une fonction de u, S une fonction de s et v, et P une fonction de p, u et V.
Nous aurons, en substituant cette valeur dans Téquation proposée
G«Vt + Su + Pr/y. _Kgu-Hgr)=o,
relation à laquelle on satisfait en donnant à V, S et P des valeurs telles que Ton ait :
1 ds dp
Si nous posons
„ „(fS „dP w*
ds * dp V
Téquation précédente se. réduit à :
à laquelle on satisfait en posant v = fi, nous aurons ainsi
à l'aide de ces valeurs, nous aurons pour z
. = G." -^ (-/k -sty
et par conséquent, en généralisant et en remarquant qu'on peut changer le signe de t sans que Téquation change
(p et ^ étant deux fonctions arbitraires
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§ 99- — Considérons encore l'équation
A"î + Pli,,- -1- Q g + R,i = „,
dam laquelle P,Q et R sont des fonctions de la seule variable s. Posons comme intégrale de celte équation
(i) 2 = Gc*'H.
K et H étant deux fonctions indéterminées de s et u : nous en d<
en désignant par h l'accroisse raenl fini que reçoit t :
i,'« = GÊ*'H(e^* — i)',
nous pourrons ainsi écrire l'équation proposée sous la forme
G^'jof + H(."-,)'+H,(Qf + P(^»-,) + R)j
équation à laquelle on salisfaîlen délerminant H et K à l'aide d relations
(3) Q^ + p{eA*_,) + R^o.
Pour intégrer cette dernière équation, il suffit de poser
(4) «** - r, nous en déduirons
,,, dv A(R — P) kP , _
W (^g + g -i- -JJV ^o,
qui a pour intégrale, en désignant par u la eonslanle arbitraire q prendrons comme variable de généralisaliun
nous aurons ainsi k l'aide de la relation (4)
""'va" *
jlog-
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cette valeur, mise dans l'équation (3), donnera
ûf-^H' '
intégrant cette équation, nous obtiendrons
à l'aide de ces formules qui déterminent les valeurs de K et H Tégalité (i) pourra s'écrire
la généralisation de cette expression donnera une intégrale de Téquation proposée avec une fonction arbitraire.
§ 100. — Quelquefois il est possible de déterminer l'intégrale de certaines équations aux différentielles partielles avec coefficients variables, en cbercbant à quelles équations peut satisfaire une expression donnée.
Supposons qu'en désignant par T une fonction de la seule variable t et par S une fonction de la seule variable s^ nous posions :
(i) ;? = G«(' + ^)" (T -h Sw),
nous en déduirons en supposant
G = aa ^ H- Ta» -+- QS -h PT 4- RSa,
(2) { rf"S o C?S D ^ r^rr F a om
l'équation
cl z ^ -a-^ dt z f\ cttS m
Si nous déterminons les valeurs de P, Q, R, L, T et S de sorte que les équations (2) soient satisfaites, la valeur de z donnée par la formule (1) satisfera à l'équation (3) et déterminera une intégrale de cette équation.
Or, ces équations sont satisfaites :
1° en posant
P = — a* Q = o R.v^o L = ~ T = -^etS = — 1, nous aurons donc que l'expression
«st une intégrale de Téquation
Comme d'ailleurs cette équation ne change pas avec le signe de a, nous aurons une seconde intégrale
;? = i W(t — as) — ^(i — à$),
par conséquent Tintégrale complète de l'équation (4) sera exprimée par
2^ en posant P = — a«, Q = o, R= — ?, L = o, T=i, S = — ew,
nous aurons de même que l'expression
z = Ge^^^ + '^^''(i — asu) = ?(< H- as) — ao'{i -h as),
satisfait à Téquation
d^z d^z ^ dz
(6) rf? "" "" rfF "■ i" ~ds — ""'
€n changeant a en — a nous aurons comme intégrale complète de cette équation
(7) z = o(t-+. as) -h V(i — as) — as\ o'{t + as) — W'(^ — as) j,
ces intégrales (5) et (7) ont été données par Lacroix (calcul diff. et intég. 783 et 790).
1. — L'intégration des équations aux différences mêlées a jusqu'ici eu étudiée, soit è cause de ses applications peu nombreuses, soit h des difficultés qu'elle présente. Le calcul des généralisation nous a devoir faciliter celte recherche, particulièrement pour les équations res et à coefficients constants ; nous allons te reconnaître en examil'intégration de plusieurs équations, \t l'équation
-àlf + ?(»+■.!/+■) = jj ?(»>. V + ■) -t- 55?(« + ., K), sant comme intégrale
aurons comme équation caractéristique uo-i-e'* "^ " — ce" — «e" t= «, peut écrire
{«•' - 1.) (e- - ») = o, équation n'admet, entre les variables de généralisation, que les quatre Qns suivantes
aurons donc, à l'aide de l'expression (a), les intégrales générales
en reconnaissant que ces expressions sont différentes entre elles, l'intégrale renfermera quatre fonctions arbitraires ^\ 6, ;^ et ? et sera exprimée par
n = oo
.(.. ,) = ^ "(y) *£k')^2 -■^»-,:;)xy-^'-) .
on véri6e facilement rexactîtude de cette intégrale. § 102. — Proposons-nous d'intégrer Véquation
Si nous posons (a) <?(a;) = Ge*«,
nous aurons^ pour déterminer u^ l'équation caractéristique
(3) ô^" = vT'.
S'il était possible de déterminer toutes les racines de cette équation, chacune de ces racines, substituée dans l'expression (a), donnait une intégrale de l'équation proposée ; si donc on désigne par u^ une des racines
de cette équation, nous aurons comme intégrale de l'équation proposée et par suite l'intégrale complète sera exprimée par
le signe S s'étendant à toutes les racines de l'équation (3) dont le nombre est infini.
Afin d'éviter la résolution de cette équation nous allons chercher à déterminer l'intégrale sous une autre forme ; écrivons l'équation (3) de la
manière suivante e^ = u ^ , cette valeur substituée dans l'identité (s) donne pour <p(â?) en généralisant
nx — Sa
(4) ?(^) = Gi. - = -^ ^\x\
W(x) représentant une fonction quelconque arbitraire, par conséquent, plus générale que celle qui convient à Tintégrale de Téquation proposée. Pour reconnaître la restriction qu'on doit apporter a cette fonction,
substituons cette valeur de o(x) dans l'équation (i) nous obtiendrons
ainsi
r y^Xœ) = ^ "^ipo + a),
équation qui montre que la fonction arbitraire W(^) doit être une fonction périodique dont la valeur est la môme pour a: et a: -h a. L'équation (4) représente donc Tintégrale de Téqualion proposée avec la restriction que nous venons de reconnaître pour la fonction arbitraire ^'(•^)-
§ 103. — Soit proposé de déterminer Vintégrale de V équation aux différences mêlées,
dans laquelle F(a7, y) est une fonction donnée.
Si nous admettons, en premier lieu, que le second membre soit nul de sorte que
en posant
nous aurons entre les variables de généralisation la relation
nous déduirons de cette équation v^ = ve^ ^. La substitution de cette valeur dans l'expression (3) nous donnera
et en effectuant la généralisation
(5) cpC^, 2/) = ^ 7.(3/ - ^)»
X désignant une fonction arbitraire ; c'est une intégrale de Féqualion (a) comme il est d'ailleurs facile de le vérifier.
S'il était possible de déduire de l'équation (4) la valeur de e^ en fonction de u, on obtiendrait une seconde intégrale; mais comme l'équation ne se prête pas à cette détermination, nous allons, par un procédé indirect, parvenir à une intégrale ayant une nouvelle fornae.
En résolvant l'équation (4) par rapport à e^ en fonction de i« et t? nous aurons
e^ = ve" ^,
en mettant cette valeur dans Tidentîté (3) il en résultera
Cela posé, il est facile de comprendre que, si nous généralisons le second membre de cette identité comme une fonction de deux variables, nous obtiendrons une valeur dans laquelle la fonction arbitraire introduite par le calcul sera plus générale que celle que Ton aurait obtenue si le second membre n'avait contenu que la seule variable u :
En effectuant la généralisation par facteurs de la .valeur précédente nous aurons
désignant une nouvelle fonction arbitraire.
Pour connaître la restriction que nous devons apporter à cette fonction 6(a? — y), remplaçons dans l'équation (a) ïp(x, y) par cette valeur : nous obtiendrons une identité, ce qui montre que cette expression est une intégrale sans apporter aucune modification à la fonction 0.
Pour déterminer si cette seconde intégrale est différente de la première donnée par Pégalité (5) posons
vfy — œ) = — - mx — v)f
en faisant y = â; -4- o> il en résultera
dy"^^^"^' dy^+^ ^ *^^ df\dy'^ ^ 7' et par conséquent
y(u)) = e(— u>) ou -Ay — a?) = — - e(x — y),
égalité qui montre que les deux intégrales (5) et (6) sont les mêmes,
Pour obtenir l'intégrale de l'équation (i) avec son second membre, nous déterminerons une intégrale particulière de cette équation par le procédé déjà employé et nous aurons
"p(a'.y)=£x(y — ^)-t- 2 / r(7+ n) F(^ + «. y + < + n)dt,
comme intégrale complète de l'équation proposée. § 104. — Proposons-nous dHntégrer Véqtcation,
Si nous posons
nous aurons comme équation caractéristique
(2) ue^ = Vf
équation qu'on* peut résoudre par rapport à u ; nous trouvons u = vé^ ^ et par suite l'intégrale
^1* désignant une fonction arbitraire
Pour compléter l'intégrale il faut encore résoudre l'équation (2) par rapport à V en fonction de u ; mais vu l'impossibilité de le faire, écrivons cette équation sous la forme
u nous aurons ainsi pour l'expression de ^{x^ y)
en substituant cette valeur dans l'équation proposée afin de reconnaître la restriction que nous devons apporter à la fonction arbitraire 0(â?) on trouve que l'équation est vérifiée ; nous aurons donc comme intégrale complète
§ 105. — Paoli s'est occupé de l'équation aux différences mêlées
F{œ, y) désignant une fonction connue.
Il a donné comme intégrale de cette équation
(î) 0(07, y) = -—-)^^^ -^ 2dTTi ^('^ — n^i.y),
pourvu que l'on renferme l'intégrale S entre les limites n == o et n = a? + 1. Nous allons chercberà déterminer l'intégrale de celte même équation par la généralisation.
Si nous considérons le second membre comme nul, en écrivant
nous aurons en posant
(4) ç(a?. y) = Ge^ + v,
l'équation caractéristique
h laquelle on satisfait en posant é^ = v eiv = é**.
Ces valeurs, mises dans Texpression (4)> donnent successivement
f{x, y) = Ge^D' = ^ W(y).
n = oo
n = o nous aurons ainsi pour l'intégrale de l'équation (3)
^ et 6 représentant deux fonctions arbitraires.
Pour déterminer une intégrale particulière de Péquation (i) avec un second membre, nous poserons
o[x, y) = Ge^" + y^ F(a?, y) = Ge^' + y^', il en résultera l'équation symbolique
•dont on déduit
effectuant la généralisation nous aurons
Par conséquent, l'intégrale complète de l'équation proposée sera exprimée
par la somme des valeurs données par les formules (5) et (6). On obtient ainsi :
On peut reconnaître, à l'aide de cette formule, que l'intégrale obtenue par Paoli ne peut être considérée comme l'intégrale complète de Téquation proposée.
— j^-ZTi F(j: h- n. y) s'étendent de i à l'infini,
on peut la limiter à n = a? parce que la portion que l'on néglige dans ce cas étant
peut être considérée comme comprise dans — - ^{y]> ^ étant une fonction
dxr
arbitraire.
§ 106. — Donnons plus de généralité à l'équation de Paoli et soit pro» posée l'équation
(,) ^^^^:^ - "p(* + «. y) = FC*'. y).
supposons le second membre nul, et, cberchons Tinlégrale de l'équation
Posons à cet effet ;
(3) ?(x, y) = Ge*" + V^,
en substituant cette valeur dans l'équation nous aurons l'équation caractéristique
v"" — e«" = G, équation qui, résolue par rapport à v donne
expression dans laquelle on donnerai toutes les valeurs o, i, a,... (n — i)
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Cette valeur mise dans rexpression (3) donne
(5) ^ A;^=n — i2) = Qo pp /^ _
= 22 "^rcp+i) M^ "+"?)•
cette intégrale renferme n fonctions arbitraires.
Si maintenant nous résolvons Téquation (4) par rapport à e^ nous aurons :
expression dans laquelle h recevra toutes les valeurs o, i, a, ...a — i. Cette valeur mise dans l'identité (3) donne
nhTx I ru?
V — ï — yv
effectuant la généralisation
Cette nouvelle intégrale de l'équation (2) renferme a fonctions arbitraires. Pour obtenir l'intégrale de l'équation (i) il faut encore déterminer l'intégrale particulière avec le second membre.
Pour cela nous poserons ^(a?, y) = Gtf*" + ^^ et (Fj:. y) = Ge^"' + ^^ nous aurons par conséquent
dont on déduit
comme conséquence de ces formules (5) (6) et (7) nous aurons que l'intégrale complète de l'équation proposée sera exprimée par leur somme et renfermera par conséquent n -^ a fonctions arbitraires. § 107. — Intégration de l'équation.
En supposant le second membre nul, nous aurons (^\ c?-f (.r -h I , y) _ d' ^(x, y) _
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et en posant :
(3) ^{x, y) = Gc*« + y", il en résultera la relation
(4) ue^ — v^ = o
résolvant cette équation par rapport à v en fonction de u nous aurons les deux solutions
V = \Jue ^ c? = — sjue ^ ,
par suite l'expression (3) nous donnera les deux intégrales
Pour éviter la présence d*un radical dans ces expressions qu'on doit généraliser, il suffit d y remplacer u par u*, nous aurons ainsi :
<>ix, y) = Ge*"' - y» " =
(6) < n = oo /•»» /^oo
W et X représentant deux fonctions arbitraires.
La somme de ces deux intégrales ne suffit pas pour déterminer l'intégrale complète de Téquatîon {i) ; il faut encore résoudre Téquation (4) par rapport à u en fonction de v.
La difficulté de cette résolution nous oblige à procéder comme nous
l'avons fait dans des cas précédents, en déterminant la valeur de e^ en fonction de v et u^ nous obtiendrons ainsi :
par suite l'identité (3) nous donne la nouvelle intégrale
(7) o(., ,) = G^^= T^^ aa^.
valeur que bous pouvons admettre car elle satisfait à Téquation {2) sans qu'on apporte aucune modification à la fonction arbitraire O(^),
La somme de ces trois intégrales (5) (6) et (7) donnera l'intégrale complète de l'équation proposée sans second membre. Pour compléter l'intégrale de l'équation (1) il faut ajouter à la somme de ces intégrales l'intégrale particulièrd (§ 59).
n = o tJa »' — 00
§ 108. — Soit proposée t équation
En supposant l'accroissement fini de s égal à l'unité et en posant z = Ge*^ "^ '^ nous aurons, en suivant la marche ordinaire
;r = Oe'-O -+- r/ = 2 "^ WTT) "d?i^'^'^'
La somme de ces quatre intégrales donnera l'intégrale complète de l'équation proposée qui renferme quatre fonctions arbitraires.
§ 109. — Proposons-nous de déterminer l'intégrale de V équation
(0 -n; -^- A ,^_, + B ,,_, h- ... + Na ^^ = o,
ÎL£_H A ^-+-B
diT dy""-^ dy'
déjà traitée par Laplace (Théorie analy. des prob. page 73).
En supposant que h est l'accroissement fini de œ posons comme intégrale
nous aurons en substituant cette valeur dans l'équation
Ge^+y''(t;^H-At?~-'^'^**— i) + B(;**-V''— 0''-+- .•• + N(^~-- if )==o équation qui établit entre les variables de généralisation t^ et v la relation
î?^ ^ Al?'*- ^(e^« — i) + Bi)**- V" — 0^ -^ - H- N(e^" — 0" = 0.
Désignant par m une quantité constante en posant v = m(e^^ — i), nous aurons
m** -h Am**- ' -h Bm^""^ 4- ... h- N = o.
Si donc nous représentons parm,, m^,... m,,, ... tn^ les n racines de cette
équation nous aurons v '= mJe^^ — i) et par suite pour ^r le n expressions
efiéctuant la généralisation nous obtiendrons n intégrales avec n fonctions arbitraires dont la somme satisfera à l'équation proposée. Nous aurons ainsi
si maintenant nous résolvons l'équation v=^mÂ^^ — i) par rapport à e^ nous aurons pour z les n expressions
hvy
et par conséquent
La somme des intégrales (2) et (3) donnera Tintégrale de l'équation proposée qui renfermera ainsi an fonctions arbitraires.
§ 110. — Soit pt'oposé d'intégrer V équation aitx différences mêlées avec coefficients variables
(0 ^^^ + Py?(^. y + = F(^. y).
P désignant une fonction quelconque, de y.
Si, désignant par 6(y) une fonction indéterminée de y, nous posons
cp(a?, y) = e(y) W{x, y),
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la substitution de cette valeur dans l'équation proposée donnera %) '^^^ + Pî,% + ■) '■(*. » + ■) = F(«^. J).
en déterminant la valeur de 6(y) de sorte que
(2) e(y) = PyKy + ")-
il en résultera
L'équation (a) s'intègre immédiatement, on y satisfait en posant :
pour déterminer la valeur de *P(x, y) qui satisfait à l'équation (3) nous supposerons en premier lieu le second membre nul, et, nous poserons
ti\x, y) = Gg'" + y", il en résultera
Ge^» + y (w H- e-) = o, nous aurons ainsi les relations e" = — u et u = — fi" qui donnent respectivement pour V(x, y)
Nous aurons ainsi comme intégrale complète de l'équation (3) sans second membre
(4) n«, rt == (- .)» ^i' + J^ f|=^, s& + »).
/ et £ désignant deux fonctions arbitraires.
Pour compléter l'intégrale, il faut déterminer l'intégrale particulière qui satisfait à l'équation (3) avec second membre.
Pour cela nous poserons
'l-(^, ,j) = Ge^ + y ^^P = Ge^' + *"', ii en résultera l'équation
Ge'" + !"'(« + e"^) = Ce*"' + «"',
et par conséquent
la somme des intégrales (4) et (5) donnera comme intégrale complète de l'équation proposée l'expression
n = ao
Si Ton représente la fonction arbitraire par l'expression
représentera une nouvelle fonction arbitraire, nous pourrons écrire :
§ lll- — Soit proposé de délerminer la fonction y qui satisfait aux dextx équations aicx différences finies
/,) WC^. y) = ?(«'—». y) + ?(»—»,«/— i),
/ <?(x-j-i,y+ i) = a?(aj, y— i).
En posant comme intégrale (a) ^(x, y) ==Ge^ + V,
noua pourrons écrire les deux équations sous les formes
Ge*» + y (i _ e- « _ e- « - f) = o, Ge^ + y (e« + " _ ae- ") == o,
équations qui seront satisfaites, si l'on établit entre les variables de généralisation les relations
on déduit de ces deux équations Cj = — i + i \/i-+-ia
sTi
JU
âa
En mettant chacun de ces systèmes de valeurs dans la relation (a) nous aurons en effectuant la généralisation
(4) ,(.. y) = G, (-^)'i^T^a-^ r(vT:^-^^^-
Cj et Cj désignant deux constantes arbitraires
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L'ÎQtégrale complète des équallons proposées sera donc exprimée par la somme de ces deux intégrales
§ 112. — Proposons-nous de déterminer la fonction ©(a?, y, z) gwi satisfait aux trois équations simultanées.
o(a?, y -+- 1. Jî) — ©(a? H- 1, y, 5r -+-■ i) -h ^{x, y -h 2, ;?) = o.
Si nous posons
ç>(a7, y, ;?) = Ge^~ + ^^ + ^"^.
Nous déduirons des équations proposées entre les variables u v oX w les (rois relations
en résolvant ces équations, on trouve trois systèmes de valeurs pour e^^e^ eie"^
et, en substituant ces valeurs dans l'expression de ç(x, 7/, z)f on obtient les trois intégrales
<p(ar, y, ^) = Ge*,
il en résultera, comme Gi est une constante arbitraire, que Tintégrale complète des équations simultanées proposées sera exprimée par
§ 118. — Soit proposé de déterminer la fonction ©(a?, y, z) qui satisfait aitœ deux équations simultanées
d9 d'p do
En posant nous pourrons écrire les deux équations sous les formes
Ge'^« + y" + ^"'(u -H r -. w) = 0,
équations qui sont satisfaites, si Ton établit entre les variables de généralisation les relations
^u + vw^ 1,
en substituant cette dernière équation à la relation u -^ v — to = o. En résolvant ces deux équations par rapport aux exponentielles
e^, é^, e^, chacune d'elles étant une fonction des autres, on trouve les douze solutions suivantes :
a gto
, — au
"=— c-"(i— e-»") âc«' = — (i — c-="*) ■\
AV
AV
HC
la
qui donnent respectivement pour ^(x, y, z) - G<?*^** + ^^ "^ *"' les douze intégrales
(i) <?(.2;,.y, ;a) = ey-**G/^-y)«(i -^~^'*) ^ ,
_îM-f
(3) o(.r,y, z)--^(-^ i)yey--Ge('^-y)"(i — c-^**) ^',
(5) ç(x, 2/, 5) = e^ - -Ge'y " •^•^''(i + e"") "^ ,
(6) ç(:c. y. ^) = ( - i) V"' - --Ge'y " ^)'^( i + e^"*) "^"~ ,
(8) ç(x, y, *) = (- if + 'é" - ^Ge'y - •^''■( i -1- e^"") '•»" ,
(9) o(x, y. ;r) = c* + -'Cei^^ + =•'% l — e^'") '" ,
(10) ç(a?, y, z) = (— i)ye-'' + VOe'^ + ^'«'(i — c^") ' .
(1 1) <i{x, y, z) = (- if e'^ + yGe<y + -)«'(i — e'"'") ^ ,
( 1 2) <?(a:, y, ^) = (- i)^ + 2/^^ + yCe^y + '^'''{ 1 - «^"0 '' ,
ce qu'il est facile de vérifier
Nous devons ajouter que si l'on veut que Tînlégrale complète, qui esl la somme de toutes ces intégrales, puisse représenter chacune de ces intégrales partielles ou seulement la somme d'un certain nombre, il faut au lieu des fonctions arbitraires introduites par la généralisation concevoir que chacune d'elles est multipliée par une constante que Ton pourra poser égale à o lorsqu'on voudra supprimer la fonction arbitraire relative à cette fonction ; nous écrirons en conséquence l'intégrale complète sous la forme
<f(^, y. z) = I G, + C,(- 1)' -t- C3(- iF + C,(- if + 1X
_y_-ff e* + yGe<'"-3')"(i — c-^") ■■'
-+- 1 C3 + c„(- lY -h c,(- if + c,(- if + ix
+ |C, + C.„(- i)î' + C..(- ir + C,,(- if + î'lx
En reconnaissant que les fondions arbitraires qui répondent aux quatre premières intégrales sont égales entre elles qu'il en est de même des qualres suivantes ainsi que des quatre dernières tandis que les intégrales de chaque groupe sont différentes.
§ 114. — Soit proposé de détei^miner la valeur de o(œ, y, s) = \ qui satisfait aux deux équations simultanées
d^\ d^y rzn^ .,
En posant
dx'"^ dy^ dz'^
d\ d\ d\ dx dy dz
Y __ ç^qXu 4- y» + ziv^
et en substituant cette valeur dans les équations proposées nous aurons, entre les variables de généralisation, les deux équations
«*' H- r^ -h to' -h ?n = G,
dont on déduit six systèmes de valeurs en les résolvant par rapport à 21, V et w^
(4) „ = _îf_}i/,,.+4m ^__î£^i^
^ ^ 2 2 V Jw 2 2 V .^
//î\ w 1. / „ 4w w i ^ / • .jm
Si Ton substitue dans l'expression de V les valeurs de u, v, w données le système (i) nous aurons
(7) y = Gev ^ r^ 2 V ^3r,
en faisant dans l'intégrale connue
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a = ^~^ et t = »» -t- ^ il en résultera
et par suite
la généralisation de cette formule que Ton peut effectuer par facteurs donnera une intégrale des équations proposées avec une fonction .arbitraire.
Le système des valeurs u, vei tv exprimées par les relations (3) donnera de même
(9) V = Ge
dont on déduira
De même le système des valeurs w, v et w exprimées parles relations (5) donnera
(il) V = Ge\ a / T^ a V» -1-3«,
dont on déduit
(12) V = A / e— Va>Ger > )" l )" ïiï^».
Les systèmes des valeurs u, v ei lo exprimées par les relations (a), (4) et (6) conduisent respectivement aux mêmes intégrales que les systèmes (i), (3) et (5) de sorte que l'intégrale complète des équations simultanées proposées se composera de la somme des intégrales (8), (lo) et (la) et contiendra trois fonctions arbitraires, s'il est reconnu que ces fonctions, introduites par la généralisation, sont bien différentes entre elles.
§ 115. — Soit encore proposé de déterminer la fonction V qui satisfait aux trois équations simultanées
d^ _ ^'V _ V ;t dK' dyds-^^^'
en posant
dy'^ dxds
d^V rf^V ^^^ dz^ ciœdy '
V = Ge'^ -{'yv + zw
nous en déduirons, entre les variables de généralisation, les trois équations
(i) u^ — VU) = a r* — uw = & ti?* — uv = c,
de ces équations résultent les deux équations suivantes
&w H- et? -h au; = 0, eu -h av -h bw .= 0,
qu'on peut considérer comme les équations caractéristiques des deux équations différentielles
^dW ^dW a — = o dx dtj dz *
dV ^dW j^^X^o dx dy dz '
qui représentent des intégrales premières des équations proposées En résolvant les équations (i) nous trouverons
a* — hc
fe* — ac
a* — oc
c* — ab
a* — bc
Ces valeurs mises dans Texpression de Y donneront
(o^ ~ bc)cs -h (68 — gç) y -}- (c — ah)z
l'intégrale complète des équations proposées sera donc exprimée par
(a2^bc)a !-}'(bi—ac)i/-\- ( o^'-ab)z (a^— bc)x - f (b^—ac)y -f {o^^a b)z
y__Qg v'a^a-* + 6' + o^ ^^Sa^Jj _i_ (J g"" V'i^a» -f 6» + c» — 3aôo)
C| et Cg étant deux constantes arbitraires.
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§ 116. — Proposons-nous d'intégrer V équation
(i) ^{œ -h a)^ cp(a? -4- by = F(a7),
F(a?) étant une fonction donnée.
En prenant les logarithmes des deux membres nous aurons l'équation linéaire
(2) m log «p(a7 -h a) -{- n log ^{x h- 6) = log F(a:), si nous posons
(3) log <?(a;) = Gfi*"',
(4) logF(a:) = G6^»,
nous aurons^ en supposant le second membre de cette. équation (2) égal à zéro, l'équation caractéristique
me^"' -H we*"' ==
dont on déduit
cette valeur mise dans Fidentité (3) donne
(5) logcp(x)= ^ C^y Jcosi-^^— ^.r^-smV-^— ^xv/-i;
Pour déterminer une intégrale parliculière de l'équation (2) avec second membre nous obtiendrons, à l'aide des expressions (3) et (4) subtituée dans l'équation, la relation symbolique
et par conséquent pour intégrale particulière
<6)0.-~log,(«) = G--^--^=i 2 (-?)'«ogF(.r-6+(a-i)p)
P = o par suite l'intégrale de l'équation sera exprimée par
log?(x)= ^ C^\^-j e
I nous pourrons donc écrire pour la valeur de f^(x) qui satisfait à Féqualion
: |>roposée (i)
§ 117. — Proposons'7ious de déterminer la fonction <p(^) qui satisfait à r équation plîis générale
F(a?) étant une fonction donnée
On transforme celte équation en équation aux différences linéaire en :|}renant les logarithmes des deux membres
(2) m log o{x -h a) -i- n log ^{x -h 6) -h ;) log (a? -4- c) -H... = log F(a?).
En supposant le second membre nul, et, en posant log ^{x) = Gô^** nous -obtiendrons comme équation caractéristique
Si donc, nous posons e^ = r il en résultera Téquation
<3) mr^ -i- nr* -h pr^ ^- ... = o,
en désignant par Vj^ Tune quelconque des racines de cette équation, nous
•aurons :
log ç(x) = 2 ^ki^hf^
et, par conséquent, l'intégrale complète de Téqualion (a) sera donnée par :
log <f{x) = 2 C*(»-a)^.
le signe £ s*étendant à toutes les racines de l'équation (3).
Pour déterminer une intégrale particulière de Téquation (2) avec second membre posons
log f^x) = Ge^, log F{œ) = G^»*',
nous aurons
et par conséquent
Ge^= log<p(x) = G — — . :-. -. ,
L'intégrale de l'équation (3) sera donc exprimée par :
-•ru'
log ç(a.) = 2^A(r*)* + G
me»" -1- ne*"' + ipc"" •+-
Nous aurons ainsi comme intégrale de l'équation proposée (1) que nous pouvons écrire sous la forme
Proposons-nous, comme cas particulier, de déterminer la fonctiort ^(x) qui satisfait à l'équation
Nous aurons comme équation (3) pour déterminer les racines r^
1 ^- r« -f- r^« -h... -h r(^- '>* = o, équation qui donne
Tu = cos 1- sin — Y — 1 = e^*^v — 1.
* ma ma ^ *
k étant égal à 1, 3, 3, ... ma — 1.
Nous avons d'aulre part
et par conséquent
Q <?'•' V F(ar + gtwy i) n = 30
w<r-"' -h «<?*«' -1- ptf-' +..._ g ^ ^^^ Y{x -f a(mn -f^') __ tt |F(a7 - f- amn)
^ = « Al F(a? + fl(ww-h i))
11 en résulte que l'intégrale de l'équation proposée donnée par la formule (5) Sera exprimée par
n = » * = om — I ,
'^ ^ ' I" (a? -t- aimn H- 1 )) ^ ^
Dans le cas où F(x) = i la valeur de ^{x) se réduit à
k = am — I
— -arv — I
A=i C*est ainsi que l'équation
aura pour intégrale ^{x) = C^~ ')' comme il est facile de le vériQer.
§ 118. — Soit proposé de déterminer la fonction ^{x) qui satisfait à réqimtion
(i) Fix)"^^"" + *> — F,(a?)?(^ + *) = o,
dans laquelle F{x) et F^{x) sont deux fonctions données. En passant aux logarithmes nous aurons
(î) log ^[x H- a) — log o{x H- 6) = log [^î[^.
équation linéaire aux différences que nous pouvons intégrer de la manière suivante :
Si nous posons
(3) Ge^»*' = log o{x),
(4) G^"=iogî^£^î, ^^' ® log h\x)
l'équation (2), en supposant son second membre nuU pourra se mettre sous la forme symbolique
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et en déterminant é^^ de sorte que
nous aurons :
(T =z V * === cos T H- sin -r \i — 1,
et par suite, à l'aide de l'expression (3), il en résultera
(5) Iog?(x)= 2 ^A ('^°S'r=^ * "^ ^'" a^Tô •'^^'^ """')•
c'est riiitégrale de Téqualion (2) lorsque le second membre est nul.
Si, maintenant nous admettons que le second membre de Téquation (2) ne soit pas zéro, nous aurons, à Taide des relations (3)^ et (4) Téquation symbolique
et par suite nous aurons :
nous obtiendrons ainsi une intégrale particulière de Téquation (2) avec second membre.
L'intégrale complète de l'équation (2) sera donc exprimée par la somme des intégrales (5) et (6) soit
A = a — h — I log ^{po) = 2é ^^'(^^'*' a-^b~^ ^'" fl*"=^ V — ij-^
log {F^{x — a -h (b — a)n)
{F{x — a -h (6 — a)?iy
nous aurons donc pour la valeur de ^(x) qui satisfait à l'équation proposée
k = a — b — I a/tr.p / n = 00
Cette formule devient illusoire lorsque les fonctions F(./') et F, (a?) se réduisent à des constantes p et q.
Mais, dans ce cas, Téqualion se présente sous la forme
que I on Iransforme en équation linéaire
(s(x H- a) — —2-1 oÇx -f b) = 0, dont l'intégrale est donnée par Texpression
^ix) = ^ Ct ( ,— î^-i ) < cos r -H sin j V — 1 [,
§ 119. — Soit proposé de déterminer la fonction o{x) qui satisfait à Véqication
( 1 ) «(j: -+- af^"^^ — o{x H- ib)Fi<^) ^ 0,
F(j:) e/ F,(5:) étant des fonctions données de x.
L'équation donne en passant aux logarithmes Téquation linéaire
F (x) (a) log log G>(x -+- a) — log log o(x + b) = log ^'^j^j ,
que nous pouvons intégrer de la manière suivante.
Si nous posons
Ge^"' = log log ?(a?), Ge^" = log
jeu _ I„„ Pi(^)
réqualion (2), en supposant son second membre nul, pourra se mettre sous la forme
et en déterminant e** de sorte que
nous aurons
e^ = \ / 1 = cos
sin
et par suite à l'aide de Texpression (3) il en résultera
k=:a — b — I (5) log log cp(a?) r= ^ C;fc(cos ^^-;^ 07 M- sin —"^ a^
c'est rintégrale de Téqualion (2) lorsque son second membre est nul.
Si, maintenant, nous admettons que le second membre de l'équation (2) ne soit pas zéro, nous aurons à l'aide des relations (3) et (4) l'équation symbolique
•iia
et ]>ar suite
n = ac .xu
(6)Gc«''=loglog^a:)=G-4-T-.= V log ^'(•?:=^-;^=:^>
Nous obtiendrons ainsi une intégrale particulière de l'équation (a) avec un second membre.
L'intégrale complète de Féquation (2) sera donc exprimée par la somme des intégrales (5) et (6) soit
k = a— b — I log log ,p(.xO= 2 ^k («>s ~-i ''' -+- sin -~^ X ^^=1^ H-
_,_ y log ^' ^^' — a -4- (ft - a)«)
Nous aurons donc pour la valeur de ^x) qui satisfait à l'équation proposée (1)
A^a — d — I , n = oo
aAïc ,
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