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AU TIR D£S PROJECTILES
AVANT-PnOPO».
La connaissance des lois des écarts des projccliles dans le lir est d'une grande importance pour rarlilleric et pour l'i'mploi des armes en général ; elle aide à diriger le tir des armes à feu et des bouches à feu, de manière à donner les plus grandes chances de frapper un but.
Les points frappés par les projectiles, parfois très-cloignés les uns des autres, ne paraissent d'abord soumis à aucune loi ; aussi. Ton n'a pas toujours su déduire, de leur position observée à certaines distances, le terme de comj)araison de deux tirs différents^ et moins encore définir ce qu'on devait appeler la justesse d'une arme. Les auteurs ancicDS^ Antoni, Lombard^ Véga, Scharnhorst, n'avaient pas même une manière commune de comparer ies portées. ^
Le manque de principes arrêtés sur cet objet était bien rc* connu en France par le Comité de rartillerie, lorsque, dans sa séance du 1*' février 1828, il mettait la question au concours entre les officiers d'artillerie, pour Tannée 1829 et formulait le programme en ces termes (*) :
« Indiquer, en se fondant sur les principes connus de la « théorie des probabilités, le meilleur mode à adopter pour la
(«) Mémorial ^arHtterU, n* t, 1828, pag. 2S, Î6.
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« recherche de» portées moyenoesy discuter le mérite relatif « des divers procédés en usage. »
« L'étendue superfiOieQe de l'objet à firapper, et sa position < rdaliveincDt à la batterie étant données, assigner^ ponr cha- « cune des bouches à feu , la fraction exprimant le rapport « entre le nombre total de coups et les conps à effets, »
Tiois inémoircs furent adressés, à ce sujel, mais aucun n'of* frait une solution assez complète et assez satisfaisante pour mérilrr le prix (*).
Poisson fit, à celte époque, une chose liès-ulilc en présentant les formules relatives au calcul des probabilités, avec autant de concision que possible, en indiquant leur emploi, et surtout en fixant le sens précis qu'on doit y attacher, et en insérant à cet effet une note au Mémorial de l'artillerie (**).
Poisson définit la moyenne qui doit être regardée comme rexpression la plus rapprochée qu'on reclierche, d'après un certain nombre d'observations, cl il donne, sans la démontrer, la règle de Lnplace pour trouver la probabilité que cette moyenne ne s'écarte de la vraie valeur que d'une quantité donnée, laquelle dépend de la somme des carrés des écarts et du nombre des observations ; il montre comment cette règle peut s'appliquer au tir à la cible. Il indique ensuite comment la oomparaison de la somme des earrés des écarts au nombre de coups peut servir à apprécier, soit la plus grande justesse d'une arme, soit la plus grande adresse d*un tireur; il donne enfin une formule qui détermine le rayon d'une cible circulaire, qu'on aurait uno probabilité déterminée de toucher à chaque coup. Ces deux propositions donnent lieu à des observations dont il sera question plus loin (art. 24).
Poisson ayant reconnu que ces formules avaient été utilisées dans l'artillerie pour comparer la justesse de différents fusils, s'est proposé de développer davantage celte application du calcul des probabilités. Ce savant géomètre a publié, & cet effet, un mémoire irès-rcmarquable sous le litre : Mémoire twr ta
(*) NémùHal d'artillerie, 3, 1820, pag. 30.
(^*) Formules do proltabilité i claiivcs au résultai moyea dcj> observalions. Mémorial d'artillerie, 3, 1830.)
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probabililé du tir à la cible, dont l'objet était principaleraenl de trouver la probabililé de l'écart d'une moyenne, et de pcr- (nellre de comparer la justesse du tir de deux armes et de deux tireurs. Tout en rej^ardanl la loi de la probabililé des écarts comme inconnue , il admet qu'il y a un point, qu'il appelle ic eefUre de la cible, tel qu'à droite ou à gauche de ia verticale qui passe par ce point, la loi de probabililé des écarts est semblable^ el qu'il CQ est de même relaiivemeot à Tborizontale qui passe par ce même point.
En se fondant sur le décroissemcnt très-rapide de la probabilité de frapper une verticale doDuée^ dès que les écarts attei* gneot une certaine grandeur, et que le nombre des coups tirés est considérable, il arrive à la formule do Laplace qui donne la probabilité que la moyenne (*) des distances^d'un nombre limité de coups ne 8*écarte que d'une quantité donnée de la moyenne véritable. Il montre que de deux armes, comparées ■ sous le rapport de la justesse , la meilleure est celle pour laquelle est remplie une condition qui équivaut à celle d'un minimum pour la moyenne des carrés des distances au centre de la cible. Jl cherche des propriétés analogues autour d'une ligne quelconque menée pnr le centre. Il fpit voir que ce point jouit des propriétés analogues, quant aux écarts, quant à la moyenne des écarts et aux carrés des écarts.
Dans ce mémoire, Poisson n'a rien ajouté à ce. qu'il avait * donné dans le précédent, sur la probabililé U'allcindre une cible circulaire d'un rayon donné.
Poisson s'occupait alors de l'influence qu'avait dans le tir le mouvement de rotation des projectiles, et, à la demande de ce savant géomètre, transmise par M. le général Morin, j*exéculai à Metz, en iS5&, des expériences sur la |ust0sse de tir des balles sphériqucs aplaties ou allongées, animées d'un mouvement de rotation autour de Taxe de figure, axe qui, à l'origine du mouvement, se confondait avec Taxe du canon. Dans le mémoire, qui renfermait lies résultats des expériences (**}, je com*
{") Mémorial d'artillerie, w" \, yv.vz. aO, 18.17
{^*) Expérience sur la justesse du tir comparé des balles spk^riquesy piaiei et longues, et Jovrnal de fÈeeie polytechnique. 27*cabter, 1839*.
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parais la justesse des diverses balles par lesradiies carrées de la moycDDO des carrés des écarts, soit horiioDtaiix, soit vcrticauXy soit absolus, et rapportés au point parliouHcr que nous avons spécifié plus baul, et que j'appelais le point d'impact
moyen. Je les comparais également par les côtés des cnrrcs qui étaient atteints par une porlion donnée dos balles. J'avais choisi la proportion du tiers, parce que le colé se rapprochait de la racine carrée de la moyenne des carrés des écarts.
Ce mode de comparaison était très-convenable, parce qu'il exprimait iminédiatemcnl une propriété de l'arme. Ces notions furent aj)j)liquées à l'école normale de tir que l'on créait alors h Yincennes, et on lulopla dcpuis_, comme terme de comparaison, le rayon du cercle qui renfermait la moitié des coups; mais, cette manière de considérer la justesse, qui s'applique très-bien au tir des projectiles sur une cible verticale, ne s'applique pas au tir des canons ou des mortiers sur un terrain horizontal.
J'avais déjà traité celte dernière question en 1825, et j'étais parvenu, sans analyse, à figurer graphiquement et complètement les résultats du tir des bombes dans les écoles à feu, & représenter la loi des écarts, et le lieu des points d'égale probabilité, et, à déterminer la probabilité d'atteindre un terrain de figure , de dimensions et de position données. Ces résultats recevaient plus lard leur application.
' La question mise au concours par le Comité de rartillerie, en ce qui concerne la proportion des coups à effets au nombre total des coups tirés, sur un objet de formes et de dimensions données, n'était donc pas encore assez complètement traitée ; mais, je Tavais fait en 1847, lorsque je publiais mon Traité de balis* tique.
Dansée travail, j'avais donné la règle à suivre pour prendre les moyennes, et la rè^le de Luplacc pour calculer les probabilités que celle moyenne est comprise entre des limites données. Je démonlraîs celle règle d'une manière assez simple, et je la vérifiais par des applications à des résultats d'expériences. Je donnais la probabilité d'atteindre une surface de fornic, de dimensions et de position déterminées, par la seule connaissance des moyens écarts horizontaux ou verticaux. Dans le cas où ces deux quantités étaient égales, il suffisait de connaître la proba-
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bilité d'atteindre an rectangle, tin cerele, une ellipse de dimen* sions données pour pouvoir déterminer la probabilité d'atteindre un objet de forme donnée ; plusieurs applications confirmaient la théorie.
Cette théorie dcvail d'abord être comprise dans mon traité
de bali.siique, ainsi que la représentation du mouvement réel des projectiles ; mais c<^la eùl auf^meiilé outre mesure ce traité déj I volumineux ; je dus m^abstcuir, <l je terminai mon Avantpropos en disant : a Je n'ai pas pu donner, à ce qui concerne « les lois du moiivcmcnl réel des projectiles, l'éten juc qu'elles « comporteraienl. Les résultats d'observations sur lesquelles « elles devraient se fonder sont trop nombreux. Il en est de « même des lois des déviations qui permettraient d'estimer les « chances d'atteindre un but de formes et de dimensions dé- <c terminées. L'étendue déjà considérable du traité ne l'a pas « permis. »
Depuis celte époque, des occupations et des travaux de dî* verses natures ne m'ont pas permis de reprendre la question. Cependant, en 1852, j'avais communiqué quelques parties de ce travail à M. le capiteine d'artillerie Fèvre, professeur à VÉcole normale de tir à Vidcennes, pour faciliter la recbercbe du moyen écart ; elles ont continué à faire partie de l'enseignement de cette école.
En 1854^ M. Hélie, professeur pour l'artillerie de marine à Lorient, a donné (*) des formules pour calculer la probabilité d'atteindre des surfaces de dimensions données. La théorie de ce savant professeur est basée sur la connaissance de la déviation moyenne latérale h la distance que l'on considère, c'est-à-dire sur lu moyenne arithmétique des écarts, soit à droite, soit à gauche, et considérés comme positifs ; mais, celle théorie donne lieu à des objections sérieuses qui seront rapportées plus loin (art. 2o). Dans le Calcul des probabiliiês cl théorie des erreurs^ de M. Liagrc (**), il est fait quelques applications de peu d'étendue au tir (les armt s à feu.
(*j Mémoire sur la probabilité du tir de» frojeetile$ de PartiUerie navale. Imprimerie. in)|)ériale, 4884.
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Dans le travail que je publie aujourd'hui, j*ai conservé à la loi de dévialion son exactitude, et j'arrive à des formules rigoureuses el d'une application Irès-facilç, Cette théorie remplira une lacune importante, el facilitera, je l'espère, Télode de la justesse du Ur des armes et de leurs effels, et les applications immédiates au tir des différentes armes ou bouches à feu. Il ne reste que quelques données h recueillir sur chacune d'elles, ce qui ne présente pas de difâcultés, et à reconnaître comment elles varient avec les distances et avec d'autres circonstances ; c'est là on travail distinct.
Jen'aipascru devoir exposer ici les noiions élcmenlaires du calcul]des prolrabilîtés, je renvoie pour cela aux traités spéciaux (*). ^
i . Considéraliom générales sur la moytme des mesures»
On sait que plusieurs causes de déviation agissent sur les projectiles, et que ceux-ci suivent, & chaque coup, des trajectoires distinctes, et ne frappent pas au môme point. Ces causes, qu on cherche & diminuer autant que les nécessités du service le comporlenl, empêchent qu'on atteigne sûrement un but proposé ; el il faut quc^celui-ci ait une certaine étendue pour qu'on ait quelque probabilité de le toucher. Celle étendue doit être d'auiant plus grande, que les causes dcviatrices sont plus nombreuses, \Aus puissantes, ou qu'elles agissent plus longlemps, par suite de l'éloignemenl du but. La probabilité d'atteindre dans cbaquo cas dépendant nécessairement de la manière dont l'arme sera dirigée, l'on doit naturellement recbcrcher d'abord lu dircclion (|ui|doil lui donner la plus graiide valeur.
Supposons qu'une arme soit chargée d'une manière uniforme ' cl constamment dirigée sur le même point d'un but vertical assez étendu pour être frappé à chaque coup. Les points louches
(*) Laplace, Lacroix, Poisson, (iouriioi, Liagre, elc.
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OU poinU d^impaet paraîtront d'abord fort irrégulièrement répartis^ et ToD ne reconnaîtra aucune loi dans leur arrangement; mais, à mesure que le nombre des points frappés îra én augmentant, on verra qu'autour d'un certain point, les points d'impact sont plus rapproclîcs entre eux que dans les autres parties. Si l'on considère ensuite des parties de la cible cgaliMiiont éloignées de l'honzontale qui passe j)ar le point central^ les unes audessus, les autres au-dessous, on reconnaît que le rapprochement des points d'impact entre eux est sensiblement le même, du moins en général, soit au-dessus, soit au-dessous, et l'on en conclut que les chances d'écartement, dons uu sens ou dans l'autre, sont égales.
Si Ton considère les points dUmpact relativement à leur distance à une ligne verticale passant par ce même points on reconnaît également que le degré de rapprochement des points d'Impact entre eux diminue à mesure qu'on s*en éloigne^
Pour le moment, ne considérons que la bauteur des pointa d'impact comme s'ils étaient, tous ramenés horizontalement sur la même verticale. -
Admettons que 1c nombre des points d'impact est assez considérable pour qu'il se soit élabli une sorte de continuité au-dessus et au-dessous du point central, et comme, en outre, il devra y avoir symétrie, les nombres des points frappés au-dessus et au-dessous seront sensiblemcfit égaux entre eiiXj et si on mesure la distance de chaque point d'impact au point particulier, c'csl-â-dire l'écart de chaque point touché, la somme des écarts en dessus sera égale à la somme des écarts en dessous. Cette condition détermine ainsi, d'après l'ensemble de tous les coups, et d'une manière très-précise, la position du point cen* irai.
Pour l'obtenir, il suffit, en effet, de mesurer la hauteur de chaque point au-dessus d'une ligne horizontale prise arbitrairement, de faire la somme des hauteurs et de la diviser par Je nombre des points ; on a ainsi la moyenne arUhmétique des hau» teurs ou la lîauteur moyennes c'est la bauteur du point cfaeiché, du point désigné par le nom de poku ^impeui moym»
Si l'on désigne par K^,X^,,..,ka les hauteurs de n points
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d'impact, aa^dessus d'un point pris arbitrairemeot, et qu'où
X 4-A +....Aq
fasse [1 j... *^ = m, ou, eu indiquant par le signe S
iii somme des quaolités analogues, ^z=zm, qu'ensuite les écarts
des divers points d*impact, par rapport au point d'impact moyen,
soient désignés par ai,a^, a, » et que^ par conséquent,
on ait fl,=A,— m, a^ = \^ — m, anSÂa'—my il est
facile de voir que Ton aura £a=0. Sa étant une somme algébrique, il ^lut que la somme des écarts positifs, ou des points qui sont au«dessu$ du point d'impact moyen, soil égale & la somme des écarts négatifs ou des points qui sont au-dessous.
Si le iiomljrc des points d'impact est ass(Z graml, leur ri'partiliou, rchilivciiieiU à leui" liauleur, aura un caraelère suffisant de régularité, cl le nombre des [)oinls au-dessus du ()oinl d'impacl moyen sera à très-peu près égal à celui des points situés au-dessous, cl le rapport de ces nombres sera très-près de Tunilé.
Ce (jue nous disons di^ I.i hauteur des i)oints touchés d'une cible est applicable à eo qui a lieu pour les nicsures d'une quantité en général. Il y a cependant à faire celle dislinclion, qu'ici, l'erreur n*esl pas dans la mesure de la hauteur ; elle provient des causes qu'on n'apprécie pas , et qui font varier celte hauteur d'un coup à l'autre.
Dans celte circonstance, on n'a aucune raison de préférer absolument l'une d'elles à toutes les autres, ou d'en rejeter quelques-unes; il est donc très-naturel de prendre la moyenne arithmitiqu» de toutes les valeurs, et c'est ce qu'on fait généralement.
3« Propriités de la moyenne^-^La iomme (ht carrés des fearîs est un minimum, — Écart moyen. — Moyen écart.
La moyenne arithmétique d'un certain nombre de mesures jouit de cette propriété, que la somme des carrés des écnrts, relativement à celte moyenne, est un niininmm, c'esl-â-dirc que, rapportés à toute autre mesure ou hauteur, la somme des carrés des écarts serait plus grande.
En clîet, si l'on considère une hauteur quelconque P, soil Âj,À2.... les mesures observées, s^, e,....lcs écarls ou erreurs des mesures observées rapportés à P ce qui donne e|=A| — P,
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e'^Aa — P , on oblienl facilemeol, en faisant -^=m,
[2] Sft'ssïA»— fim«+fi(P-.m)*
Los deux premiers lermes du seronJ nicnibrc étant indépen dantsde P, la valeur de ne varie qu'avec (P — 'm)% qui est toujours positive; elle atteindra donc son minimum pourP=m. Dans ce cas (art. 1), t^z=za^yt^=a^..., et l'on a [3] Sa» ou S(A— m)»=SA^— «m* Cette formule' fournit un moyen d'avoir la somme des carres des écarts rapportés à la moyenne, sans déterminer les écarts
Sa» SA* fSA\* particuliers à celle-ci; on a aussi -jj-=-^ . Cette
observation est importante, parce que , lorsqu'on a un grand nombre d'observations de A, il est long de former les différences A|— m. A, — m,... pour en calculer ensuite les carrés; cela seru généralement d'autant plus long, que la valeur de m étant obtenue avec un degré d'approximation plus grand quejes observations, les différences comporteront plus déchiffres. Si les hauteurs A^, Â^... étaient grandes, relativement aux valeurs de a^,a^... on simplifierait les calculs en rapportant toutes les mesures à une hauteur arbitraire rapprochée de m, c'est-à-dire en retranchant de ces mesures une certaine valeur choisie en iioinbic rond.
Réciproqticmcnl, ayant ïa^ rapporlce à la hauteur moyenne tn, on aura la somme des cariés des éc;irls s rapportés à une hauteur P=m -|- d, en remarquant que la=z{), par la formule ;
ou ^ i-= kéi».
Sa'
La quantité ou la moyenne des carres des écarts, qui se rencontrera souvent dans les calculs, sera remplacée par iP,
i< >• Sa' , I /v, a»
et 1 on aura == ou « = 1/ -~ ; cl, par suite : La quantité k indique, pur sa grandeur, récaricmenl plus ou
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moins grand des mesures prises on des hauleurs observées ; il no faat pas la confondre avec la moyenne arillimélique des écarts^ pris potitivment, relatifs à la hauteur moyenne ; cette moyenne indique aussi le degré plus ou moins grand des divergences' des observations entre elles ; elle jcst même assez généralement employée pour le représenter. On Ta appelé écart moyen j nous devons lui conserver son nom ; mais, on pourrait y ajouter le mot linéaire, ou le mot arithmétique , parce qu'il se rapporte à la première puissance des écarts. L'autre se rapporte à la seconde puissance des écarts, et l'on pourrait le dislin^^uerpar l'addition du mot aré (de area, su|)crficie), ou du mot quadratique ; nous l'appellerons le moyen écart. L'écart moyen (linéaire) ou aritlnnétique, et le moyen écart (aré)_ou quadratique, ont entre < ux des rapports nécessaires, dont il sera question plus loin (art. 26, 29).
3. Probabilité que la moyenne prise sur un certain nombre de mesures ne s'écarte de la ooieur exacte que d'une quantité donnée^
La moyenne des grandeurs observées m = — est^ comme
on l'a dit, la mesure de la grandeur cherchée , celle qui laisse le moins de chances d'erreur, mais non pas une mesure certaine. On voit facilement que plus les observations qui donnent la valeur de A ont été répétées, ou moins ces valeurs s^écartent
les unes des autres, plus la moyenne qu'on obtient s'approche de la vraie valeur; on voit aussi que, dans ce cas, une autre combinaison, qui écarterait une ou plusieurs des valeurs, soit les plus grandes, soit les plus petites, n'apporterait qu'une trèsfaible variation dans la moyenne ; mais cela ne suffit pas. Il est important de connailre la limite des erreurs qu'on peut avoir à craindre; le calcul des probabilités en donne le moyen (*).
Laplace a fait voir que, quand le nombre des observations est assez grand, la grandeur de celte limite dépend de la valeur du moyen écart k, et qu'il y a une certaine probabilité
(*) Théorie aniilyuiiue des probabililrs de \ a{\ûacc Mémorial d'artillerie, a° 3, paj^. 141 ; -- Formules de fvobabilitc; pai* Puisson.
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que l'erreur à craindre^ en prenant m ponr la valeur cherchée, sera comprise entre les limites zt^^^ cnk , ou,
autrement dit, q.ue si M est la vérilable valeur cherchée, il y aura cette probabilîté p, que la différence M —m ne surpassera
pas|^/^|a&, esUmce indépendammeot du signe, a est ici
un coefficient numérique qui dépend seulement de la valeur de p ; nous représenterons cette valeur par 7 (a). Celle-ci, lorsque n est un grand nombre et qu'on néglige les quantités de
l'ordre de ia fraction - , est donnée par la relation
dan» laquelle e est la base des lo^^arllhmes népériens et tz le rapport de la circonférence au diamèlre.
Nous donnons ici la formule de Laplace sans démonstration. Getle question a été traitée fous le nom Méthode des moindres carrés, par Legendre, Gauss, Laplace, Poisson, par MM. Bienaymé, Goumot, J. Bertrand, etc.
On a calcalé des tables de (f (a) (voir à la fin de Touvrage) {*), desquelles l'on déduit p, lorsqu'on a a, ei, réciproquement, a lorsqu'on a p. Ayant «, on aura la limite des erreurs à craindre
s^oL ^y^^k et réciproquement^ ayant la limite < en la divisant par ^/^^K Aura t, et par suite, la probabilité de ne
pas dépasser celte limite.
D'après celle table, on voit que la valeur de p approche rapiJcmcnl de l'unité, à mesure que a augmente; et, pour une valeur peu considérable de a, celle de p diffère peu de l'unité ou de la certitude.
{*) Voir, à la fin de VAnaiyie des réfractions astronùmiqHss de Kramp, une table dont on déduit racilement les valeurs numériques de p en fonction do a. Voir aussi la table donnée par M. Cournot.
Dans la table donnée par Poisson, dans le Mémorial d'artillerie, n* 3, il y a une erreur sur ia valeur de p correspondante à âa=:a^Û.
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Pour uoe probabilité donnée, Terreur à craindre décrottra proporUonnellement au moyen écart; elle est donc d'autant moindre que les grandeurs variables obtenues seront moins différentes les unes des autres ou qu'elles s'écarteront moins de leur moyenne ; on reconnaît facilement que cette condition est le signe 4e bonnes observations, mais le calcul des probabilités pouvait seul en donner la mesure.
L'erreur à craindre décroît à mesure q<ic le nombre dos ohservations augmente. Le décroissement est en raison inverse de la racine carrée de ce nombre.
Réciproquement, si l'on fait varier le nombre a avec le nombre n, et que le premier reste proportionnel à la racine carrée du second, les limites s de i^errcur sont constantes; mais la pro-* babilité p, qui dépend de ol, croit de plus en plus, en même temps que c'est-ù-dirc qu'il est de plus en plus probable que Ter* reur à craindre sur le résultat moyen tombera entre des limites données. ^
Les formules précédentes seront d'autant plus exactes, que le nombre n sera plus grand. On pourra encore les employer avec utilité dans le service de l'artillerie, lorsqu'on aura seulement dix mesures d'une même chose ; mais, suivant Poisson (*), pour de moindres nombres d'observations, le calcul des probabilités ne fournit plus le moyen d'évaluer avec assez de précision « les limites de Ferireur à craindre, en prenant leur résultat moyen pour la valeur qu'on cherche; nous donnerons plus loin des explications à ce sujet.
Ces formules convitMiiiL nl au cas où les différences enire les résultais donnés par rcxpéiience proviennent, non pas seulement d'erreurs d'observations, mais bien aussi de causes déviatrices de toute espèce , et qu'on regarde comme accidentelles. Chaque valeur trouvée, telle que la portée d'un boulet, ou la hauteur du point frappé d'une cible, diffère plus ou moins des autres, sans que l'erreur provienne des mesures mernes; c'est une valeur véritable dépendant de ces causes. Mais, parmi toutes les.valeurs qu'on peut obtenir, on suppose qu'il en est une telle
(*) Mànorial d'aniUerie, n* 3, pag. <i6.
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que deux écarts égaux, l'un en plus, l'autre en moins, sont également probables dans chaque observalion ; c'est cette valeur, ainsi définie, qu'on regarde comme la vraie valeur cherchée; c'est celle dont le résultat moyen d'un grand nombre d'observatioos approche de plus en plus à mesure que Icurnombre augmente.
Ces formules s'appliqueront également au cas des observations des coups touchant à droite ou à gauche de la ligne verticale tracée snr une cible, et sur laquelle on dirige les coups, ou de la trace sur le terrain du plan vertical mené par Taxe de la bouche à feu ; elles serviront à déterminer Tinfluenoe d*une cause qui ferait dévier les projectiles hors du plan vertical, tel que lèvent, lorsqu'il agit latéralenipnt ; elles donneront Teffe^ moyen de cette cause, si elle existe, et Terreur qu'on peut avoir à craindre sur la mesure de cet effet.
On pourra, par 1& aussi, trouver la probabilité que la eaase existe réellement, en cherchant, d'après la somme des carrés des écarts, quelle est la probabilllé que la moyenne observée ne s'éloigne de la véritable que d'une quantité inférieure à celle moyenne; celle-ci devant être nulle s'il n'y a pas de force dévialrice.
C'est aussi de cette manière qu'on pourra reconnaître s'il y a dans l'arme une cause dcviatricc lalcrale, Icile qu'est la rayure en hélice des armes, ou une ligne de mire non parallèle au plan vertical du tir.
Applieationê de la formule de Laplaee
Dans des expériences faites & Metz, en 18i6, pour la détermination des trajectoires des boulets il a été tiré 100 boulets de 16 à la charge de poudre de 1^3, sous une inclinaison constante, et les hauteurs A^, Â,..^. de chacun d'eux, ainsi que leurs écarts du plan vertical de Taxe de la bouche à feu, ont été observés sur des cibles en ficelle, aux distances de 200*, 400- et 600"».
(*) 11* Rapport de la Commission des principes du lir, adressé à M. le Miniftlre de la guerre, le 3 février 1847. (Voir Teitrait à la Un.)
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tes hauteurs moyénnes m = — à ccfs trois distendes rapportées au centre de la bou^c à fcu^ ont été respectivement : m=:o™917; i» = 4"505 ; m = — 0™003. En rclrancliant ces hauteurs moyeDoeSy sur 100 obscrv;\iions, des liauteurs observéesà chaque coup^on a eu les écarts en hauteurs; a^,a^ on CD a pris les carrés et on eu a fait la somme £0'. On a divisé
celte somme par 100 pour en avoir la moyenne A^— — ^ enfin
on a extrait la racine carrée de cotio moyenne, ce qui a donné le moyen écart cette quantité, aux distances de 200"*, 400-, 600"" a été respectivement ib=:0"'4!071, ik=:l»061, jk= 1-672.
D*après cela , pour connaître quelle est à 200» Terreur probable à craindre, celle dont la probabilité est un demi, on remarquera , qu'à p=:0,5 répond, dans la table des valeurs de <p(a), a = 0,4769, et comme n = 100, Terreur à
craindre :± a À est ±0,4769 [/^îIj' û«4<)71, ou
0,06744. 0"407l=db: 0-02746 ; c'est-à-dire quMI y a 1 contre 1 à parier que la hauteur moyenne S^Ol? ne s*écarte pas de plus de0™02746 de la valeur véritable, ou de la moyenne résultant d*un nombre exlrcmemcnt grand do boulets tirés dans les mômes circonstances. Aux dislances de 400" et 600", l'circur à craindre serait respecliveinenl 0,00744. l-^OOl = 0"»071G et 0,00744. i'"672 = 0™llo.
A la dislance de âOO", la limite des écarts qui correspondent à la probabilité p=:0,9, pour laquelle a = 1,163, sera
1,165 j/^.0«4071 = 0-0670; c'est-à-dire qu'il y a 9 à
parier contre 1 que Teneur, sur la moyenne hauteur 5™917 ne dépassera pas 0'"0670. Aux distances de 400" et de 600™, les limites des écarts qui présentent celte même prol^abiiilc sont respectivement 0"175 et 0«'â75.
La limite des écarts qui, à 200", correspondent à la probabilité j9=:0,99, pour laquelle a= 1,8214, sera
Digitize
et
La limite qQ*OD a la presque cerliludc de ne pas dépasser, s'obtiendra en faisant p =0,999, cequi donne «=1,327, et qui,
à 200», donnera 2,527 A. 0'"4071 ; =0,151 c'est-à-dire
qu'il y a 999 à parier contre 1 qne la moyenne 5",917 ne s'écarte pas de la hauteur vérilable de plus de 0"'154. Aux distances de 400"et de 600*, les limites des erreurs également probar bles, sont respectivement 0»350 et 0-550.
Si, à l'inverse, on veut déterminer quelle est la probabilité ,que la valeur moyenne à la distance de 200" est donnée par les observations à 0"050 près, on devra avoir
ce qui donne «=0,868, qui correspond (voir la table) hp=z 0,7804 ; c'esUà-dîre qu'il y a 78 à parier contre 22, ou à très-peu près 7 contre 2, que la moyenne observée ne s'ccarie pas déplus deO^Oo de la valeur véritable. A la distance de 400- on trouve » = 0,553, d'où p = 0,362, et à 600" a = 0,212 d'où p = 0,256 ; c'est-à-dire qu'il y a à parier respectilivcmcnt 562 contre G58, ou 4 contre 7, et 256 contre 764, ou 5 contre 10, qu'à 400'" et à eOG-", les moyennes trouvées ne s'écartent pas de plus de 0"'05 de la valeur véritable. Pour faciliter les applications de la formule de Laplace, noua
avons calculé une table des produits de « [/^| pour les diverses valeurs de « correspondantes aux probabilités /j = 0,05, p=0,10..., p=0,99, |ï=0,999, placées sur autant de lignes borixontales et, pour une série de valeurs de n dans autant de colonnes verticales, depuis 7, 8, 9 jusqu'à 1000, cl inégalement espacées. A l'aide de ce tableau qui donne ainsi la limite des écarts en fractions du moyen écart, étant donnés le nombre des observations laites et la probabilité de Técart à calculer, on trouvera sur la ligne borizontale indiquée par p et dans la ligne verticale indiquée par n, le nombre qui multiplié par ce moyen
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écart donnera la limite ciierchée des écarts. Ainsi, pour;7=0,50 et ft=100 on trouvera 0,0674; ce nombre, multiplié par le moyen écart de 100 observations rapportées à la grandeur moyenne, donnera Técart probable à craindre sur cette moyenne.
Si les données ne se trouvent pas exactement dans la colonne des probabilités inscrites ou dans les nombres d'observations indiqués dans i'en-téte, on opérera par les parties proportionnelles.
Si> à l'inverse, rinconuuc était la probabilité, en divisant la limite « de l'écart par le moyen écart k, on aurait la limite \ rap-
Portée au moyen écart, pris pour unilc ; en descendant dans la
colonne relative & n, jusqu'au nombre égal à - , Ton trouve,
dans la ligne horizontale, la valeur de p qui y correspond; au besoin, on opérera par les parties proportionnelles, d'abord en ce qui concerDc n, de manière à avoir deux nombres qui
comprennent ^; et ensuite pour avoir p. On opérerait d'une
manière analogue, si je nombre des observations était l'i connue.
On n'a pas calculé ce tableau pour des nombres d'observations inférieurs à 7, de crainte que la formule ne fût plus assez exacte. On s'est également arrêté à un nombre de décimales qui suffira dans les applications au tir des projectiles.
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Virifieaiim de la règle de LapUtee
Pour vérifier la règle de Laplace, nous allons considérer les résultats des observations des hauteurs des boulets de 16 tirés au nombre de 100, sous la même inclinaison, avec la même charge de poudre, et dont les écarts ont été observés à 200", 400" et 600™, et à leur point de chute sur le terrain (*). Nous avons pris les moyennes sur 10 coups, sur 20 coups, pour les comparer aux moyennes sur 100 coups, que l'on peut regarder comme sulfisammcnl exactes ; nous pourrons ainsi reconnaître si les différences , effectivement observées dans ces moyennes^ sont comprises, en nombres voulus^ dans les limites indiquées par les formules de probabilités^ et par conséquent si la probabilité de la limite de celte erreur est exactement indiquée. Les résultats de celte comparaison sont exposés dans le tableau ci -après. Nous en citons quelques-uns pour exemple.
Dans le tir du canon de 16 à la distance de SO<K", la hauteur moyenne du boulet sur les 100 coups a été de 3*917 ^ la moyenne sur les dix premiers coups a été S^TO. La première étant regardée comme exacte^ ou comme ne présenlant qu'une différence négligeable, la seconde présente une erreur deC2â. Or^
pour ces dix hauteurs^ la valeur de i;= |^/^^' > ou le moyen
écart, étant 0"683; on trouvera que, pour la probabilité pz=\
ou a=s 0,477, la limite de Terreur sera ^0,477.0,o8â=
0«124 ; la quantité trouvée 0«»22, sort donc des limites données.
Dans la seconde série de 10 hauteurs, la moyenne estô"'91, elle est inférieure de moins de 0"'01 à la valeur exacte de S^Qn. Or, les différences de ces iO hauteurs avec ^'"Ol donnent A; = 0"'Ô2G, et, pour une limite d'erreur égale à
0™07; la quantité trouvée, O^Ol, est donc en dedans des limites calculées; en continuant de même pour les 10 séries de 10 coups, on trouve que la différence cfTectivc est cinq fois en dedans des limites, et cinq fois en dehors ; on a doue la probabi-
{*) Rapport de la eommlssion des principe» da tir de Mets, adressé à ]i. le Ministre de la guerre, le 3 février 1847.
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lité| que la hauteur moyenne résultant de dix observations lie sort pas de la limite indiquée par la valeur de k, oe qui est la coofirmatioD de la formule.
On a fait la même opération pour les hauteurs observées aux
distances de 400" et 600'", et ensuite on a fait l'applicalion des mêmes formules aux limites qui correspondent aux probabilités j et ^. Les résultats en sont insérés dans le tableau ciaprès, où l'on a indiqué, par le signe -j-? les comparaisons où la différence observée était dans la limite calculée ^ et par le signe — les comparaisons dans lesquelles la différence observée était en dehors de cette limite.
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D'après ce. tableaa, on voit qu'en délerminant une hauteur l»ar la moyenne arithmétique de dix -hauteurs observées aui distances de S00« el (tOO**^ la limite de l'erreut à craindre calculée pour la probabilité \ a été plus grande que la diiférenée observée cinq fois sur dix ; à la distance de 200" pour la probabilité ^> elle l'a été une foie sur dix, ce qui est exactement conforme aux formules.
A la distance de 400", pour la probabilité \, la hauteur moyenne sur 10 coups n'est sortie des limites assignées par la formule que 2 fois sur 10, au lieu de 5, et à la dislance de 200", pour laprobabililé*, que 1 fois sur 10, au lieu de 2. Aux distances de 400™ et de 600"», pour les probabilités | et les hauteurs moyennes observées ne sont, pas sorties des limites assignées.
11 résulte de cette comparaison que les limites, calculées par la formule de Laplace, des erreurs qu'on peut commettre, ' en prenant les moyennes sur 10 coups, comprennent les écarts réels de ces* moyennes, comparées à la moyenne générale. sur 100 coups, que nous regardons comme exacte, en proportion plus grandô que ne l'iodiquerait la probabilité correspondante à ces limites. Od peut donc admettre, au moins dans le cas du tir, le résultat de la formule comme une limite supérieureu On reconnaît aussi que, sur 50 applications, l'erreur a été infé» rieure à la limite calculée 18 fois au lieu de 16, pour la probabilité \ , et qu'elle l'a été 29 fois au lieu de 24, pour la probabilité I , et' 29 fois au lieu de 27, pour la probabilité fj.
On reconnaîtdc même qu'on aurait pu réduire la limite calcu- • lée, et, par conséquent, la valeur de a qui correspond à p — |, à 0,80 de sa grandeur, et qu'on eût eu encore la probabilité \ que la moyenne fût dans les limites d'erreur indiquées par la formule.
On reconnaît également que, pour les probabilités -J cl y^, les lirnites calculées eussent pu être réduites respectivement à 0,75 et 0,71 de leur valeur
{*) Les nombres marqués d'un astérisque, daus le tableau prccédeiU, désignent ceux pour lesquels le signe de la différeDce cbangerait, si ron réduisait les limites dans le rapport qu'on inditpie ici.
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Celte comparaison fait voir que les formules qui donoeol la prohabililé et la limite- de Terreur à craindre sur la moyenne des observations peuvent être appliquées & des nombres qui ne sont pas supérieurs à 10> ce qui confirme Topinion de Poisson Ô P^^s > ^1'® même voir qu'à partir de la probabilité 0,5^ on pourrait rappliquer à des nombres moindres d'observations, tels que 8 ou 7.
Le peu d'iocertitude qui reste sur la valeur moyenne, lorsqu'on la prend sur 100 coups, ne peut produire une différence bien sensible dans les rapports auxquels nous sommes arrivés, parce que si une augmentation, par exemple, diminue les différences avec les moyennes plus grandes, elle les augmente avec les moyennes plus petites^ et que sur un nombre suffisant^ la compensation s'établit sensiblement.
Nous avons fait la même application aux mêmes observations des iiauteurs du boulet de 16> en prenant les moyennes sur de^ séries de 20 hauteurs pour les probabilités 0^5 et Ofi, les résultats sont consignés dans le tableau suivant.
(*) Mémorial d'artillerie, 3, pag. Ud.
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Le résultat contenu dans le tableau qui précède fait votrque, pour la probabilité |, sur 16 moyeones^ il n'y en a qu'ube qui ait dépassé la limite correspondante, et que 14 se sont trouvées comprises dans les limites ; ainsi, la probabilité que l'erreur ne sortirait pas de ces limites est effectivement plus grande que j et on aurait pu réduire ces limites au-dessous de 0^68 de leur grandeur.
])e même, pour la probabilité |, sur les 15 applications, la limite est supérieure ou égale aux diverses erreurs observées, et on reconnaît de plus que la limite pourrait elre réduite à environ 0,5G de ia grandeur donnée par la formule.
Par conséquent, avec les moyennes prises sur 20 observalions, la limite des erreurs que l'on a eiïeclivement à craindre n'atteint pas celle qui est donnée par les formules, et elle aurait même pu être réduite à environ 0,6 de sa grandeur pour la probabilité |, et à 0,4 pour la probabilité |.
Cette comparaison iest encore plus favorable à l'application de la formule de Laplaee que celle qui se rapporte aux moyennes sur 10 observations.
moyenne entre plusieurs résultats moyens
Lorsqu'une valeur moyenne doit être déduite de diverses séries d*expériencos^ il faut y faire concourir celles-ci de manière qu'elles laissent la moindre chance d'erreur sur la moyenne générale.
Supposons que n observations de la hauteur d*un projectile ,
SA
' Aj, Âs^Â, aient donné m=— , que n' autres A'|,A'3,A',
aient donné m = — , et que, pour n' autres A' j, A'^i A",, on SA"
aitm"=-^. Supposons aussi, d'abord, que les armes sont fi
également régulières, les tireurs également adroits, et les autres circonstances également favorables ; il est évident qu'on pourra eonfondre les observations des trois séries ensemble, et n'en
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former qu'une seule de n+n'-j-w" observations, la moyenne générale M 8eraM= > ou
loi M= ; — —r::^ — •
Cloaque moyenne particulière m, m\ m", entre ainsi dans la moyenne générale avec une importance proportionnelle au nombre d'observations supposées également précises.
L* égaillé dans la précision des observations ressortira de Tégalité ou d'une différence négligeable entre les moyens écarts respectifs rapportés aux hauteurs moyennes m, m', m", ou entre les quantités désignées par Â;, /t, A", déduites des va- Za* Sa'* Ea"*
leurs = — , k'*=tl^,k"' = - V.
Si les nombres n, n\ n" étaient égaux, la moyenne se rédui-
. . TO + m' + m" rait À — - — .
Si le tireur qui a fourni la seconde série d'observations est moins adroit que le premier, ou si d'autres circonstances sont moins favorables, les cbances d'erreur dans la valeur m seront plus grandes, et cette valeur de m' devra avoir moins d'influence, elle devra peser d'un moindre poids dans la détermination de la moyenne M ; cette prépondérance est facile à établir.
La probabilité p d'un écart ou d'une erreur à craindre étant donnée pac la relation p=:(^ (a), l'écart est égal à a
p ne variant qu'avec a, restera le même tant que ^
— ne changera pas ; la moyenne m laissera alors les
mêmes erreurs à craindre. La valeur de entre ainsi en raison
inverse de ti, ou, celle de k en raison mverse de Vn, Ce n'est donc plus seulement en raison du nombre n qu'un résultat moyen doit peser dans la détermination de la moyenne, mais
bien en raison de la quantité - ; de même, la seconde série
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pèserait en raison de — , et la troisième oa raisou de —, Oa
pourrait donc remplacer la série des n' observations par des observations qui auraient donné un moyen écart égal à k, et dont le nombre eût élé N' égal à n' multiplié par le rapport
Ir' /c* n' N'
jr; ^'' = "'fïi car on aurait—
La moyenne m' doit donc entrer dans la détermination deM, comme provenant de N' observations^ de même poids que les premières. Il en sera de même en ce qui regarde la troisième série d'observations; d'après oela^ la moyenne la plus probable et celle qui doit être adoptée sera :
n N' , , „ n-fN'4-N" ÏÏILïij-^"
ou
jt« -r jyt -r pï'
Cette expression ne diffère de la précédente qu'en ce que les
n fi' II"
nombres II, n'^n"^ sont remplacés respectivement par ~ , 'g'*9'j^*
La quantité qui représente l'importance de la première
série, ou la quantité dont elle pèse dans la détermination deM^ a reçu le nom de pnd* du résultat.des observations ; elle exprime un certain nombre d'observations dont la précision est telle que pour elles on a â: i== 1 .
Le poids du résultat moyen de chacune des trois séries considérées étant le poids du résultat M > ou de la
moyenne générale des trois séries, est j^; h *T?î**
La limite pour laquelle la probabilité d'écart est p, était a jX ou a = pour la première .série, a — — = pour la
Point d'impact moyen
Le lieu d'une cible qu'on a les plus grandes chances d'atteindre peut être déterminé au nioyoïi tic rcnscmble des observations des points d'impact. On admet que la direction et le chargement de l'arme restant les mômes, il existe un certain' point de la surlace de la cible, ou mieux une ligne horizontale pour lesquels la probabilité d'un écart donné est la même en dessus qu'en dessous ; on admet également que, relativement à ce même point, ou h la verticale qui passe par ce point, les écarts latéraux ii droite cl à gauche sont également probables.
L'intersection de cette horizontale cl de cette verticale déterminées séparément est le point particulier qu'on désigne j^ar le nom de point d'impact moyin^
Soient Ap Aji, A. les distances borisontales'des it points
d'impact sur une cible verticale, rapportés à la trace GV (fiff. 1} du plan vertical de tir, les distances vers la droite du tireur étant regardées comme positivesi les autres comme négatives ; soient B|,B3...BBy les hauteurs des mêmes points au-dessus d'une horizontale choisie arbitrairement sur là cible. Soit a la valeur moyenne des premières distances et p la moyenne des secondes
Aj+A, A» 2A ,û B.+B, Bn SB
on aura « = ■ i = — et p = = — ;
a et ^ seront l^ibcisse et rordonnée du point d'impact moyen dont on pourra ainsi fixer la position sur la cible.
Le calcul de a, qui n'est que la moyenne algébrique des écarts, revient à faire la somme des écarts à droite et celle des écarts à gauche, à les retrancher l'une de l'autre, à diviser la différence par le nombre total des points d'impact, et à porter ce quotient du côté où la somme des écarts est la plus grande.
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Il en est de même de p. En général^ pour éviter la distinction des signes phu ou mùin$, il est pins commode de prendre l'origine des abscisses assezà gaache, et celle des ordonnées assez abaissée, pour n'avoir à considérer que des écarts positifs.
Le point d'impact moyen jouit de plusieurs propriétés importantes. Que par ce point soient tracées deux axes parallèles aux premiers; soient a,=At — a^=K^ — a... aB=:AB— a, les écarts berizontaux, positifs ou négatifs, relatifs à Di verticale du point d'impact moyen ; 6i=B, — 62=63— p...6n=Bn — les écarts relatifs à l'horizontale qui passe par le même point, et C2...Cn les écarts absolus, ou les distances au point
d'impact moyen, on aura : c^ = J/o j'-j-ôj^, = l^«2^"t~ ^2 • • • On aura, d'après ce qu'on a déjà vu, 'La = a^-^a^... -{-a,,:=o
et 26=0 ; la somme des écarts absolus sera !Sc=2 l/a^-|-6^ et essentiellement positive. On reconnaîtra aussi que, comparativement à toute autre verticale, la somme des carrés des écarta ou est un minimum (art. à); de même, comparée à toute autre borizontale, la somme des carrés des écarts verticaux ou 2(* est un minimum. Par conséquent aussi, e^-\-e^*.,. ou Se'=:2a'-|'^^' minimum; autrement dit : la tomme iei carrés dti 4earii absolut du point d^impaet moytn est un inmtmtNii, p'est une propriété qui distingue ce point de tous les autres.
Si^ par le point d'impact moyen, on mène une droite quelconque^ et qu'on mesure les écarts des mêmes points, relativement à cètte droite, on peut démontrer que la somme des écarts dans un sens est égale à celle des écarts dans l'autre^ et que la somme des carrés de tous les écarts est un minimum.
En considérant la symétrie qui tend à s'établir entre les divers points d'impact à mesure que le nombre de ceux que l'on considère est plus grand , on peut voir que le rapport entre le nombre des écarts d'un côté, et celui des écarts de l'autre côté, tend constamment à se rapprocher de l'unité, mais ces nombres ne sont pas nécessairement égaux entre eux.
k étant le moyen écart vertical, h le moyen écart horizontal, l le moyen écart absolu, etn le nombre des points, on aura :
(Sa'\i /S6«\i /Sc'\i /lia»4-X6Mi r
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on voit qoe J esl rhypotbénase d*an triangle rectaDgle dont A et k sont les cdtés.
Soient d tif i*abscisse et l'ordonnée d*un point quelconque o' {fig. 1) rapportés au point d'impact moyeu o comme origine
et ^rsa distance à ce point ; les sommes des carrés des écarts horizontaux et verticaux rapportés à ce point seront (art. 2,équ. 4).
et la somme des carrés des écarts absolus rapportée au point o' sera :
Iîa«+ S 6» + n (d» -f n =n [l*+g*).
ou d^-\-l^ étant nécessairement positifs^ la somme des carrés des écarts pris par rapport à ud point quelconque est plus grande que s'ils sont pris par rapport au point d'impact moyen, ce qu'on savait déjà ; la différence est égale au carré de ladistanee des deux points multipliés par le nombredes écarts.
Pour avoir Sa', 22^ et Sc^ il n'est pas nécessaire d'avoir calculé chacune des valeurs de a^^ h^,9^„»a2t b^fC^^^^fû suffit de foire les carrés des écarts Â^', Â,*. ». et de B|% B,*.* . relativement à une ligne quelconque ; car on aura^ d'après ce qui a été dit : So'sSA'— fioi^ et de même Sé'sZB^— g étant la distance des points c et o, on aura 2 = Sa' -|- 2^= SA' 4~ SB*— n(a'+p2)ou Sc» = SA'-t-SB»— nj*. Cette relation est la réciproque de la précédente; il et / sont égaux & « et ^, mais de signes contraires.
8. Analogie entre le point cl impact moyen et le centre de gravité; entre la somme des carrés des écarts et le moment d'inertie.
Si l'on imagine qu'en chacun des points touchés de la cible on ait placé un projectile ou une masse qui en soit une fraction donnée, la cible étant sans masse, les coordonnées du centre de gravite de l'ensemble de ces projectiles seront, en conservant les notations précédentes :
X= = — oua; et Y = — i-r=:— oup: -
d'où l'on voit que le point d'impact moyen n'est autre chose
que ie centre de gravité d'un système de points matériels également pesants^ remplaçant chacun un projectile*
Ayant obtenu le point d'impact moyen de plusieurs groupes d^observations^ le point d'impact moyen de l'ensemble des ob» servatîons s'obtiendra en prenant le centre de gravité des masses qui représentent chaque groupe, considérées chacune comme proportionnelle au nombre des observations de chacun d'eux^ ou aux poids de ces observations^ lorsqu'elles n'ont pas le même degré de précision.
L'analogie que nous remarquons s'clend à la somme des carrés des écarts. En effet, le moment d'inertie de diverses masses p., relativement à la verticale qui passe par ie ccotre de
gravitéy sera Sa*.ti; puisque l'on a = A% le moment d'i-
ncrlie, relativement à l'axe des Y, seranjjiA'; le rapport de ce moment d'inertie à la masse n\i. est donc h- et égal au carré du moyen écart. Il en sera de même quant à k^.
Le moment d'inertie des masses^ pris relativement à une ligne passant par le point d'impact moyen^ perpendiculairement
Se'
au plan de la cible, sera Ic-.u. et comme — = /*, on aura
Ic^{JL=fllii*; par conséquent^ ^, qui est égal kh^'\-k'^, est égal au rapport du moment d'inertie à la masse.
On trouverait des rapports analogues entre les carrés des écarts comptés relativement à des parallèles aux axes que nous avons considérés, et par rapport à une droite quelconque pas* sant par ces points.
Si l'on imagine une cible sans pesanteur, et que les points d'impact y soient marqués par de petites masses égales entre elles, et qu'on détermine le centre de gravité de la surface par un procédé quelconque^ on aura obtenu le point d'impact moyen.
Si, maintenant, on fait osciller autour d'une ligne parallèle à l'axe des y, et à une distance connue de cet axe, la cible chargée de ces petites masses de dimensions négligeables devant celles de la cible, et qu'on observe la durée des oscillations, de petite amplitude, on en déduira la valeur de h. Ou déterminerait de même la valeur de k et celle de /.
Il serait impossible, dans rapplication, d'avoir une cihic i^nns
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pesanteur ; on serait donc amené à tenir compte de sa masse dans chaque expérience, ce qui rendrait l'opération peu praticable; ces rapprochements n'en sont pas moins remarquables.
9. Causes d'erreurs ou de déviations ajoutées aux causes préexistantes.
Lorsqu'une cause d'augmentation des erreurs à chaque obser^ vation, ou des écarts d'un projectile & chaque coup, est introduite dans les obseryatipns relatives à ces mesures, elle augmente certains écarts et en diminue d'autres; mais la somme des carrés des écarts est toujours augmentée d'une quantité qu'il est facile d'apprécier.
Prenons pour exemple le cas d'un fusil qu'on tire d'abord avec des précautions suffisantes pour annuler toutes les erreurs de direction de l'arme, soit a^, a^,,,, les abscisses desn points d'impact^ 5^, d,... leurs ordonnées' et c^^c,... leurs distances au point d'impact moyen o, que nous supposons être le point sur lequel est dirigée Tarme, au moyen d'une hausse exactemeiit déterminée ù ruvancc. Faisons toujours :
»» = î£, «.= ^cH'=:^ = *•+«•.
Si l'on tire sans les mêmes précautions, %(nid^, (Z,... les absci'sses, , /j. . les ordonnées et g^, g^,.., les distances des points o^,o^...J sur lesquels était réellement dirigée l'arme, par défaut de précautions, dans un nombre m de coups ; soil fait
— z=k.\ —=K^ et — U.
Supposons maintenant que, pour la direction suro^, il y ait» coup9 tirés, nous pouvons admettre qu'ils seront répartis autour du pohit 0|, sensiblement comme ceux que nous avons considères dans le premier cas le sont autour du point o; la somme des carrés des écarts horiiontaux, rapportés à ce dernier point, sera alors ^a^^nd^\ celle des écarts verticaux Sé'+'^/i^ celle des écarts absolus Xc^-\-ng^^.
S\, pour la seconde direction de l'arme sur le point o^, on
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suppose qu'il y ait également n coups lirés^ le nombre n étant suffisammeot grand, les sommes des carrés des écarts horizoD* tâax, verticaux ou absolus, seront sensiblement les mêmes que dans le premier cas, et les sommes des carrés des écarts ou des distances respectives^ rapportées, comme précédemmeot, au point o, seront :
On aura cgalement, pour la somme des écarts rclal ifs ù la Iroisicme direction :
En opérant de même pour chacun des m points ou m directions différentes^ et faisant la somme des carrés de tous les écarts pour tous les points d*impact, dont le nombre est égal k mn, on aurU respectivement :
et en divisant ces sommes par le nombre mn des points d'impact, on aura le carré des moyens écarts horizontaux, verticaux ou absolus, représentés par Ii%K',L% c*est-â-dire respectivement :
n ' m n * m ti ' ii
et par suite des notations adoptées :
Ce résultat très-simple fait voir de combien une nouvelle cause d'erreurs ou d'écarts augmente le moyen écart ; on en déduira k; poids des nouvelles observations , et la probabilité de la moyenne, d'après ce qui a été dit plus haut (art. 6). Ce qui précède s'appliquerait à l'addition d'une troisième ou d'une quatrième cause d'erreur ou d'écart.
Quand les valeurs h^,k^,l^, pourront se déterminer directement, on aura les valeurs de H,K,L, et réciproquement, quand on aura pour deux séries d'expériences distinctes H,K,L, et hjk,l, on en déduira h^,k^yl^, comme si l'expérience avait pu être faite isolément, et l'on pourra ensuite s*en servir pourrintroduire comme un résultat indépendant, dans d'autres séries d'observations.
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. Ainsi, dans le tir du canon, en faisant pointer saiïcessivemeiit
lin nombre m de coups sans précautions particulières, on clierchern, par des moyens précis, les points du but sur lesquels était réellement dirigée la ligne de mire du canon à chaque coup, au lieuderèlre effectivement et constamment sur un point unique o ; on déterminera pour chaque épreuve les quantités^, Ji^dr^, f^..., par suite on aura A, et h^. Connaissant, d'une autre part, par l'observation, les quantités A et /c pour un canon exactement dirigé sur le point o, on en déduira les quantités H,K,L, sans avoir besoin de faire de nouveau rexpérience du tir.
10. CwttdiratWM générales sur la probabiUté fatuiindrs um surface donnée, et courbes égale probahiliU,
GonsidéroDs le cas dti tir le plus général^ celai des bombes sous de grands angles de projection au-dessus d'un terrain hori« zoDtal. On indique sur le sol, comme axes, la trace du plan vertical de tiret une ligne perpendiculaire, et l'on marquelepointdMmpact de chaque coup ; la position de chacun de ces points sera déterminée [)ar ses coordonnées et rapportée aux deux axes. Soit n le nombre des points d'impact, supposé très -considérable, ils seront plus rapprochés les uns des autres dans une partie centrale, et de plus en plus écartés dans les parties j)lus éloignées. Si l'on suppose tracées sur le sol des lignes parallèles à chacun des deux axes et à des intervalles très-petits égaux à t pris pour unité, la surface sera divisée en un grand nombre de petits carrés dont les côtés seront i et les aires P , et dont les centres auront x ei y pour coordonnées. Chacun d'eux contiendra un certaio nooibre l de points d'impact variable d'un carré à l'autre.
En >ertu du principe des probabilités, qui détermine la probabilité des événements futurs d'après les événements passés, la probabilité qu'à un nouveau coup le projectile tombera dans
le petit carré sera -.
Si l'on joint par une ligne continue tous les points placés
sur te plan pour lesquels la valeur de ^ est égale à une quantité
donnée p, cette ligne sera le lieu du centre des carrés t' qu'on a
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la même probabiFilé d'atteindre; nous la nommeroDS eàmt^ d'égale probûhililé. En faisant le même Ifaeê pour une suite de
valeurs de dont les différences successives seront égales et suffisamment petites, on définira complètement la loi de probabilité d'allcindre la surface.
En supposaiil que les projectiles qui tombent sur chacun de» carrés y soient remplacés par des paralléiipipèdes rectangles de bases et d'une hauteur commune, que le nombre des projectiles augmente suffisamment, et que le coté des carrés diminue, on se rapprochera indéfiniment d'un solide limité par ut)e surface continue dont l ordonnée verticale t représeolera complètement la loi de la probabilité d'atteindre.
Les courbes de même élévation représentent ici les courbes d'égale probabilité et la loi des écarts en tous sens, comme les courbes de niveau, en topographie, représentent la surface d'un terrain*
Ces considérations s'appliqueront également au tic d'une arme sur une cible verticale.
Projpriilis des courbes dégale probabilité
Les courbes d'égale probabilité sont les limiles des surfaces qui, à égalité de superficie sur une cible, laissent les plus grandes probabilités d'atteindre. En effets si à une partie abedf de l'une de ees courbes nécessairement fermées {fig, 2) on substitue un arc ttkck f qui laisse une superficie égale, il faudra que le segment wtérieur abek soit équivalent au segment extérieur cdfk: mais aux divers pointa du premier correspondent des hauteurs 4)lus grandes qu'à ceux du segment cd[k: par conséquent, le volume enlevéest plus grand que le volume ajouté : donc le volume limilé par la nouvelle courbe est plus petit que le volume primitif: or, les volumes suai ici proportionnels au iu)mbre des projectiles qui ont frappé, ou à la probabilité d'atteindre : donc les courbes d'égale probabilité forment ia limilc des parties d'une cible qui, à égalité de superficie^ laissent les plus grandes probabilités d'atteindre.
Courbes de la probabilité dés écarts
11 serait trop difficile de réunir des observations en assex grand nombre et assez régulières pour opérer de la manière in*
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diquôe plus haut (art. 10% On arrivera facilement au même résultat par le procédé suivant.
Supposons tracées des bandes de largeur t parallèlement à l'axe des y (fig.Z\ et appelons u le nombre des points d'impact observés sur une de ces bandes, dont le milieu est à la distance a; tt sera une foocUoo de x, et on la représentera par une courbe continue Uo, ti,... Représentons de même par v te nombre des points d'impact qui tombent sur la bande de largeur et dont le milieu a y pour ordonnée : v lera une fraction de y seul ; on la représentera également par une courbe continue o», v^.,„
D'après le principe de la probabilité des événements futurs, tirée des événements passés, la probabilité qu'à un nouveao coufk le projectile tombe dans la bande parallèle à Taxe des y située à
une distance x sera De même, la probabilité qu'il tombe
stor la bande qui est à la distance y de Taxe de x sera ^. Mais,
en vertu du principe de la probabilité des événements composés, résultant du concours des événements simples, la probabilité de l'événement composé est égale au produit des probabilités des évé. nemenls simples : donc la probabilité que le projectile lombe dans le carré dont le centre a pour coordonnées x et y sera le produit
^. ^ des probabilités ; ce produit devra être égal ù p
- Nous supposons ici que la probabilité d*un écart dans le sens vertical est indépendant de l'écart dans le sens latéral; c'est ce que permet d'admettre l'inspection des points d'impact stir une surface; l'on n'y aperçoit aucune dépendance.
Soit une probabilité donnée d'atteindre un carré décer^ miné ; partons d'une abscisse x à laquelle, d'aptès la courbe
des u, correspond la valeur u^ et la probabilité ~ ; pui^u'on
doH avoir = ~ ^* , on aura p, = ^; on cherdtcra quelle
est, sur la courbe des v, la valeur de y qui correspond à v^; w tK f seront les coordonnées du lieu où la probabilité d'atteindre un carré est égale à la quantité donnée • On trouvera, de la même manière, autant de points de même probabilité, ett par conséquent, d'une courbe d'égale probabi*
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lilé.On opérera de môme pour autant de courbes qu'on voudra.
Lorsque les valeurs de u el do v ne présentent pas un décroissernonl suffisamment régulier, par suite d'un nombre de coups insuffisant, on modifie les ordonnées u et v de manière à obtenir celle régularité sans altérer la somme des valeurs observées.
Oa donne ici comme exemple la surface représentative du tir des bombes de divers calibres sur ud plan horiioutal à la distanee . de6O0'"(/î^. 4).
Les cotes des courbes iDdiquenl le nombre des bombes qui, sur 10,000, tombent sur un carré de deux mètres de côté ; on y reconnaît que les courbes d'égale probabilité sont deux, fois environ plus allongées^ dans le sens des portées ou de la ligne de tir que dans le sens latéral ; cela provient en grande partie de l'inclinaison des trajectoires près du point de chute des projectiles sur le ter. rain {*).
Les nombres de projectiles qui frappent les bandes parallèles . à Taxe des y étant ajoutés successivement à partir de Taxe et d'un même côlé^ on aura le nombre dé ceux qui sont compris entre cet axe et la dernière bande considérée. De même en ce qui regarde l'axe des Soit U le nombre des projectiles dont Véloignement de Taxe des t/, du côté des X positifs, ne dépasse pas X, et V la somme de ceux dont l'éloigoement de Taxe des X du côté des Y positifs ne dépasse pas y ; U sera une fonction ûcœ, et V sera une fonction de y, qu'on peut toutes deux représenter par des courbes. En conséquence du principe de la probabilité des événements futurs, d'après celle des évcncmcnls observés, la probabilité qu'à un nouveau coup le projectile tombe
du côté des es positifs et ne s'éloigne pas de plus de x sera ~ ; de
même, la probabilité qu'il tombe du côté des y positifs et ne
s'éloigne pas de plûs de y sera
(*) i*ai exécuté cette représentatioa graphique, en 18S3, d'après le relevé des points de drnle de plus de 1,300 boinbes, aux écoles à fen de Douai ; c'est de cette recherche qu'ont été tires les résultats con^gnéft dans le tablonu du Traité d'artillerie do M. le général Pioberl (partie élémentaire et pratique, pag. 20i et i215 de la P"" édition). Celte reprg- Aentation a été établie en prenant l'ancieunc toihe pour unité. Le tir qu'on exécute maintenant présente notablement moins de déviations.
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Soit U' le nombre des projectiles qui ool frappé^da cdté des X négatifs jusqu'à la distance V ceux qui ont frappe du côté desy négatifs, jusqu'à la distance y ; la probabilité qu*à un nou* veau coup le projectile ne s*éloignera pas de l'axe des y de plus
de dLx sera V"^^ ^ et celle qu'il ne s'éloignera pas de l'axe
des y de plus ûezty sera . La probabililé que le pro-
jectile ne s*éloigne pas de dzds de l'axe des y, et qu'en même temps il ne s'éloigne pas de dijf de Taxe des x, sera le produit des deux probabilités^ prises séparément^ et par conséquent
égale u — ■■ . .
AU
On admet, comme nous l'avons dit, qu'il y a uo point à partir duquel la probabilité des écarts est la même dans un sens et dans l'antre, du cdté des X positifs ou du célé des X négatifs. Supposons que les coordonnées sont rapportées à ce point, alors U'=:U, V'cBsV, et la probabilité qu'à un nouveau coup le pro-
jectile ne s'éloignera pas de plus de±:a; sera et celle qu'il ne
s'éloignera pas de dty sera , et, enfin, la probabilité qu'il sera
compris dans un rectangle dont les demi-cdtés sont égaux res-
pecUvemeol à x el y et dont le centre est o sera S=z4
ti n
Suivant le principe de la probabilité des événements futurs, d'après les événements passés, le nombre des coups qui atteindront le plus probablement le rectangle sur un nombre N de coups tirés sera NS. La différence de ce nombre au nombre réel de coups touchés sera une fraction de N d'autant moindre que N sera plus grand, le nombre « des ooups observés devant être déjà grand par lui-même.
Ces considérations s'appliquent au tir sur une cible verticale, comme à la chute des bombes sur un plan horizontal.
Si la probabilité des écarts est égale dans tous les sens, les courbes d'égale probabilité seront des circonférences de cercle, et les surfaces de plus grande probabilité des cercles.
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15. Fonrultsdg !a prohahitilé d'alteindre une iurface limitée
ft une bande de petite largeur.
£n considérant sur le plan d'une cible des bandes parallèlr» d*une pelite largeur prise pour unité, on reconnaît que le nombre des projectiles qui les atteignent va en décroissant à mesure qu'on s'éloigne du point d'impact moyen, faiblement d'abord, puis plus rapidement ensuite, et que le nombre des points touchés devient négligeable à partir de certaines limites, qui dépendent de Vnrme et de la dislance du but, de l espèce du tir et de quelques autres circonstances. La loi que nous avons d^à vérifiée par ses conséquences (art. 6) revient à supposer que la probabilité des écarts est en raison directe d'une certaine puissance d*ttn nombre plus petit que Tunité^ laquelle puissance est proporlionnelle au carré de l'écart.
Cette hypothèse satisfait aux conditions dont nous avons parlé plus haut (art. 10), et nous pouvons l'appliquer en prenant pour le nombre plus petit que l'unité le quotient de Tuoilé par la base des logarithmes népériens.
Soit £ une grandeur déterminée qui dépendra, dans chaque cas, de l'étendue des écarts, et à laquelle nous rapporlejons les
distances s, de manière à n'avoir à considérer que le rapport ^ ;
A une quantité connue, variable dans chaque cas ; m le nombre de coups qui atteignent une bande d'une petite largeur i, parallèle à l'axe des ordonnées verticales, à la dislance x de celle ligne, on aura :
' = ^Ke) i' * = ..■
Si X est très-pelil relali veinent fc «, ^ est extrêmement
petit, et p4r conséquent e ^* ne diffère presque pas de Tu-
nité, el ne varie que d'une mamèro insensible tant quc^ est petit.
Quand la valeur de^ est notablement plus grande que Tu-
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nitè, la valeur de u est extrèmefflcnt faib}|p, et quand « aug* mente encore^ u devient bientôt négligeable.
D'après cela , le nombre des projectiles , dout te centre
atteindrait une bande de largeur infiniment petite —, sera
A« , cl celui des points d'impact compris entre l'axe des y et une parallèle à ta distance $ de cette ligne sera l'intégrale de cette expression prise de o à -j c'est-ù-dire qu'en appelant W co nombre, on aura :
Le nombre total des points d'impact d'un même côté de Taxe des y en deçà et au delà de la parallèle sera IMnlégrale de la même expression entre eet Tinfini positif, C'est-à-dire
Les mêmes relations auront lieu du côté des x négatifs, puisque l'axe des y passe par le poinl d'impact moyen, de sorte que le rapport des deux intégrales dclinies ci-dessus indique le rapport du nombre des coups qui tombent dans les limites posées, soit à droite, soit à gauche de Taxe des t/, au nombre total des coups, et, par conséquent, en vertu du principe des probabilités des événements composés, la probabilité p d'atteindre la^ cible entre ces limites par le tir d'un nouveau coup sera :
en faisant ^-rr « et ^ = < aeUe probabilité est :
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c Ai
Or, rinlégrale définie qui forme le dénomioaleur est, comme on sait, égale h\V t^^t. élanl le rapport de la circonférence au diamètre : on aura donc :
Nous donnons, à la fin de ( e travail, le tableau des valeurs du second membre rcprésenlécs par f (a); la valeur de p est ainsi
une foDclion de a ou de ' .
Les valeurs de e, ainsi que celles de A, doivent être déterminées de manière à représenter les écarts observés. Or, le nombre total n des points d'impact devra être égal à l'intégrale de
i dû!
Xe ^ . — ^ , entre les limites + » et -^ae ; et comme elle a la
même valeur du côté des x positifs que du côté des x négatifs, et que
on aura
R==A{/ic ou A=:p^
D*un autre côté, TexpressioD de U doit représenter la granh deur des écarts observés, ou au moins leur ensemble et leur moyenne. Nous avons déjà vu (art. 2) que la somme des carrés des écarts, pris relativement au point d'impact moyen, divisée par leur nombre, était un minimum, et ensuite que ce rapport déterminait la bonté des observations, et la dispersion plus ou moins grande des points d'impact. Nous devrons donc faire en sorte que l'expression adoptée de la loi des écarts donne, pour cette quantité, la valeur observée dans les épreuves. Or, le nombre des coups qui ont porté à la distance sur une bande de largeur dx est :
n_ "g* cijr
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en le multipliant par le carré de la distance oe*, on aura la somme des carrés des écarts des points qui sont sur cette bande; le quotient de la somme des carrés des écarts par teur nombre sera^
en faisant
/ fit e» J ;V .'h
on sait que / . f = |/ n ; on.obtient aussi par les pro-
cédés connus
d'où il suit que le rapport ctierché est égal à ~. D'un autre
cété, ce rapport/ déduit des observations ou des mesures prises des écarts a,... en nombre n, et rapportés au point d*impact
moyen, doit être — =:/r : on aura donc:
par conséquent, les limites « delà dble entre lesquelles on aura une probabilité de toucher égale à p ou 9 (a) seront données par la
relation a = 1= rp^, et seront s=aA ^ 1. Ainsi Âclaolconnue s , a 2
et f étant donnée, on en tirera a et de là p : ou réciproquement, p étant donné, on en déduira, à l'aide du tableau de 7 (a), la valeur de a et de là celle de
La valeur de e étant déterminée, le nombre n de coups qui frappent une bande d'une très- petite largeur t, située à la dire»
statace sl qui est représentée par A e ^ scra> d*après l'en' semble des écarts d*an même tir :
et la probabilité de Tatteindre à un nouveau coup tiré sera -
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En opéraDl de même pour les écarts relatifs à l*axe des y et
désignés pur 6 , et pour lesquels on a la probabilité
qu'à UD coup tiré le centre du projectile tombe dans une bande de très-petite largeur t', à la distance y do l'aide des a^, sera :
et la probabilité que le coup frappe entre les deux limites ±#'=fltfcj/1 sera :
quand on donnera Pf on en déduira puis «=:= « A; |/ T.
14. FormuUi de la probabilité d*aUeindre une iwrfoûê limû t4$ dam Unu Iti tetu,
La probabilité de frapper un carré dont le côté très-petit est t et dont le centre a « «t y pour coordonnées est donnée par la condition qnll tombe k la fois dans la bande parallèle & Taie des y de largeur t et à la distance x, et dans la bande parallèle à Taxe des x, de largeur %' et à la distance y. La probabilité du premier événement, c*e8t-à-dire la probabilité que la première condition soit remplie est ;
La probabilité que le second événement arrive, ou que la leconde condition soit remplie, est :
La probabilité que le centre du projectile se trouve dans le rectangle commun aux deux bandes, ou que les deux événements aient lieu à la fuis^ aura pour valeur lu produit des probabilités
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de chacun des deux événements» ou p'pi, que nous désignerons par P' et qui spra :
2A fcic
S'il s'agil maintenant (le déterminer la probabilité d'atteindre une surface de dimensions déterminées, on pourra la décomposer en petits rectangles, dont les côtés seraient égaux à t et i', cl prcnoDl, pour chacun, la valeur de P' d'après les distances a: et î/ aux axes des coordonnées, la sonime de ces valeurs donnera la probabilité de frapper la surface.
Si la courbe (jui limite la surface à atteindre est déterminée par une expres-^ion en x et y, considérant des bandes de largeur dx perpendiculaires h l'axe des x et de largeur dy perpendiculaires à l'axe des y, la probabilité d'atteindre le rectangle dont les côtés sont dx et dy sera :
dxdy -UA«"^2**y
et la probabilité de toucher la surfooe limitée seni Tiulégrale double de cette quantité prise par rapport h x oly.
Les limites de celte intégrale seront délerniiiiécs par l'équation de la courbe qui limite la surfat o à atteindre.
ProhabiliU d'aUeindre un rectangle
Soit 9 le demi côté horizontal d*un rectangle dont le centre est au point d'impact moyen, «' le demi*cdté vertical ; la probabilité de ne pas s'écarter de larerticale de ibit - «A y^t sera :
la probabilité de ne pas s'écarter de rburizonlale de plus de 2 sera :
La probabilité de frapper dans le rectangle dont les demi-côte» sont s et $' et dont la superficie est 4«*' sera : .
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[11] P = pp,=«p(a)cp(aO
quanlité facile à calculer dans tous les cas. • Si et ft' sont égaux entre eux, ou s'ils sont assez peu différents pour qu'on puisse les remplacer l'un et l'autre par leur
moyenne ^l^tJll ou ; si de plus « = «' . auquel cas la surface
est un carré, alors a=a' et lu probabilité de toucher le carré sera :
[12] ?z=rr-=z [cp (a)j2.
SI les demi-cdiés â et d'un rectangle sont respectivement proportionnels à A et à les relations «=* h [/I et 5' = a' A 1/ a donneront encore a>=a'y (p («) = f («')> ^^}^ probabilité de toucher le rectangle dont les côtés sont 2« et ^a', et la superficie 48ê', sera encore :
16. Les courbes d'égale probabilité sont des ellipse» dont U$ deux diamètres sont dans le rapport de h à k.
La probabilité de toucher un rectangle dont les côtés, extrêmement petits^ sont t et et les distances du centre aux axes égaux kx eXy, est (éq. 10) :
Or. il est facile de voir que, si Ton fait varier a? et y de façon que
l'exposant de e reste constant et qu'on ait gT? ^" 57^ ~ 7^ ' la valeur de P' sera elle-même constante pour des valeurs communes de ii'. Or, la relation ^ + ^ = 77 ««^ l'équation
d'une ellipse dont les diamètres sont respectivement proportionnels à A et à ft. Donc, les courbes d'égale probabilité sont des ellipses dont les axes sont dirigées suivant ceux des x et des y, et dont les diamètres sont respectivement proportionnels à A et kk: par conséquent aussi^ elles comprennent les espaces qui, sous une superficie déterminée, présentent la plus grande probabilité d'être atteints.
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Si les causes de déviation, dans le sens horizontal et dans le
sens vertical, sont égales, c'est-à-dire si hî^^k^, ou sioes quan* tités soiil assez peu différentes pour qu'oo puisse remplacer cba-
cane d'elles par leur moyenne ■ ^ "='2> Téquation, de la
courbe d'égale probabilité ^M^H^p^TT ^ réduira à
=:R'» c'esl-à-dire que cette courbe est un cercle.
La probabilité P' dépendra de la valeur de i i' et du rayon R ;
par la condition A' = A' = d'où 2hk=:l\ elle deviendra elle donnera
— et R = l y/ log— . -logP'.
On voit qu'à mesure que R augmente, ii' restant le même, la probabilité P' diminue j A augmente aussi avec l, mais moins rapidement ; R serait proportionnel à*/, si i i' croissait comme P.
Probabilité d'atteindre un cereU
La probabilité d'atteindre un rectangle t î' plaoé à une dis* tance p du point d'impact moyen> lorsque les causes d'écart sont égales dans le sens horixonta let dans le sens vertical, étant :
si, pour un élément de surface ii' infiniment petit, l'on prend t dans le sens du rayon, et t' dans le sens perpendiculaire, c'est-à-dire, dans le sens de Tare, le premier sera dp. On remarquera que p et (f p restant les mêmes pour une même circonférence de cercle, la probabilité est proportionnelle à t', et comme elle s'étend à toute la circonféreuoe qui est Sic p, la -probabilité d'atteindre l'élément drculaire de largeur d p sera, en la désignant par p' :
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Celte expression doit être intégrée depuis p=o jusqii*à p r, si r est te rayon du cercle , et etle douoera la probabilité d'at* teindre ce cercle :
et comme pour rso ona Pr=o^ on aura *
OU, réciproquement, en faisant usage des logarithmes népériens :
[U] r = iyiog^.
Ces deux expressions sont Irès-simplcs et, comme lorsqu'on suppose hzzzk, on a l^z^z^k^, on aura ausbi :
P = l — eâ/i' et r = A l/^lo-— .
18. Tahics de probabilité cf atteindre des carrés, des cerclée et deê rectangles.
Les applications au tir peuvent être rendues trés-facHes en remplaçant les formules par des tables. Pour donner à celles^i plus de généraliié, on a pris pour la variable une fraction m de de A, de k ou do r.
Les quatre tables qui sulyent donnent : la première, la probabilité que le projectile ne s'éloigne pas de la verlicale passant par le point d'impact moyeu» d'une quantité plus grande que fz=.mh, ou qu'il atteigne une bande verticale dont la demi-largeur s est m A. Il en résulte que p = (f (m^/J). La table s'applique é^aleraenl aux écaris verticaux en faisant s' — ml:.
La seconde, en supposant que h — k, donne la probabililé d'atteindre un carré dont le demi-cdté est A=i}ii ; la formule
estaloraP=[f(mV^;>J».
La troisième, en siipposatil h = k, donne la probabilHé d'at-
.•Ti.' •
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teindra un cercle dont l« rayon rz=imh: la formule est alors
P = 1 — 9 2 . Quand / sera donné, on en dédniri^
La qnatrièmç table donne la probabilité d*atteindre un rectangle dont le centre est au point d'impact moyen, et dont les demi-côlcs s et «' sont m A et m'A. La formule qui donne la probabilité d'atteindre est <? (mV^J) • ^(în'I^*^.
Dans les trois premières tables, on a fait varier m de 0,1 en 0,1 dépuis 0 jusqu'à 3; au delà, et dans la table suivante, pour ne pas avoir trop d*étendue, on a pris les intervalles égaux à 0,2.
Table de la probabilité d'atteindre U7ie bande verticale ou horizontale, dont le milieu passe par le point d'impact moym, et dont la d emi largeur est 8= m h.
O.o'»674 0 r^G^S 0,60 ^H6 0 03187 0,05*87 0.68268 0,70627 U.7J872 0,74984 0,76984 0,7886tJ 0,80G30 0 82297 0,83885 0,85291 0,86638
0,86638 0,89040 0 91086 0 92813 0.94256 0,95449 0,97249 0,<<83fi0
o.uyoos 0,99489 0,99730
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Table âe la probabilUé P |/ ; )]' (TaUeit^re un carré dont
le centre est au point d^impact moyen, et dont le demi côté s eet m h) on suppose 1i=:k.
diff.
0,332 0,365 0,399 0,432 0,465 0,498 0,530 0,562 0,592 0,621 0,(3oil 0,677 0,703 0,727 0,764
diir.
mm
0,793 0,830 0,8ti1 0.888 0.944 0,945 0,967 0,98* 0,990 0,995
diir.
Table de la probabilité P d^atteindre un cercle dont
le emtre est aupoifU dHmpaet nwyen, et dont le rayon re«< m h ; on suppose h^k.
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«iff.
(JÛG
fi
dur.
ta a
Ti
» r- . - Ji -jO
An» o> A a>
^ r» eo o> — ^
a^o> s> b. et 3k
o oo » ooo
ooo» — _eo i9e« o o
S8S s «s ssb;
ooo o'-s'o o'o's
aoooaow co«se> A 3> o»
oooooooooer
m *H co C3 oo in — >nooc
aoaoaoab 00 «0 XJ ooâoS}
O ot?3s OOO cToo "
— ~ A-*<0<0 Ctrtoo C^ — <C
i~r> t-osaoGO ococ^ii cc%<>
. . , o e o s o s o sT o o' c" o
"""""^^^""""^ Cl o ..-j T o -r <o
O ^ r- -T. o rM et n
• t - I- 00 oo 03 « OD
_ --■ o o oooo o'o'o c " =" o'
c<££iao n 30 c'^io
• C»»A»" «•♦0«5 »3)3> OOO
<0 o «^r» r- » - i - i oc ce ao
oooo ocos s o O o e sT
O oooo oooo ooo c'cTo*
cloi >^o<0; O «ooS<s |t r- r~ f- S r-
^ ^ - --_ _ L ^ ^. ^ oooo oooo cToo o'o'o"
w<a MtiaSS ««o« «»«
_ OOO ooeo oeo^ o«<» »oo
: MIS §ss§ ffft m il§
^_^^^__o ooo ooeo oooo ooo o o o
^^^^^^^^^^^^g^«r 55 o (O •r' 3> M «lAno ooo «rw j
M <o A C4 -V «o 00 7> V M n « .1 ce co i> r- i - , .
V» m r> «n-r:>/tin .-. ..-î in
O O S O 3v ooo'o coo'o' o's'o s'o o'
Sa c<inr>A — M-».. r~i~»9> o O — —
C*?* €n n n 9'> •^-.T'*-* ^-^^"fl" o-n^n »fa*n..-3
O O O e' 3 O o'o o'o e' s ' ^ ooo oo'o
"woo ^»At» •♦ooos^ — r. -c— A-vr> o-.
ctî'C^ e<eo«« p>p>?>-v ^■«■•«■■v
_J oo'o oo'oo o'ooo oo'oo' oo*o' o'o'o
r- n 00 — c«— A-»? «»•••-• «B«o««0 MO» — f« n
ss.s* ^.îîS?« îîl^*». n^.n
oooo oooo ea'oo o'ooo' ooo ooo
r- A007) r-c<os> — — 3r> nr^^^ e«0«R AOw
8 ••'««or- A r< >n ce » 1^ ooaonat ose e**s lllt. 1*1*1^ c<_e«e«e« eîe«^c«« « ô» oo ^c««» o' oooo oooo oooo o'o':^'o 0 9 0 eN»»
s| t?5s ps>: p.l 8ê»
oo oooo oooo oooo oooo ooo ooo
•ni[;A — e< 09«>c« r» !^ r- >• »» 5> — «O »- *• OB ao
SCO v: I- o o c* rî c-î ^ •« ««^ -r» tn «n
OOO OOOO OOOO o'o'o O oaTo'o ooo ooo
Snos'O »'^<paco O'pciO'- .^i^a» ;*'*>ao oooa aao
oeo^o^ oooe eoeo Soee oeoe ooo ooo
e»^mm mmt»* <« o«o o ««c* <dob
eOAO *•«•«•«■ «>CtC*Ct ««tflMM nMM4> «^O» mos
(S en
as
es
S -< sa O
CB
en
oo
ci"
A i'aiile des tables qui précèdent, on résout facilement les queslions de probabililé d'aiteindre des buts de diverses Cormes. En voici plusieurs exemples :
10 SaehanI qu'aux distances 200", 400", 600", le lir de lOOeottpa du boulet de 16 à la charge de l'355 de poudre, a donné reBpeclivcroenU = 0»348, A=0"901, A=l«ttlS, el ft=0"40i9 h=i^(H'*ty 1*67:2, on obtient pour les cercles qui sont atteints par la rooillé des eoups r=Ô"44, r=l«16, r=l"94; pour pbis de simplicité, on a remplacé 4* etil* pw leur moyenne ;
2* Dans le même tir, la probabilité d'atteindre la bouche ou seulement d'effleurer le plus grand renflement du bourrelet
d'un canon de 24, dont lerayon^ augmenté de celui dù booket de Itj, e?i 0 "24, est respectivement aux trois distancés : 0,18; 0,03 et 0,01.
11 importe toujours de distinguer le cas général où Ton ne considère que les points d'impact déterminés par le centre des projectiles, d'un cas particulier, comme celui de l'exemple précédent, où l'on comprend également les points de la cible touchés par la surface du projectile; le dernier est ramené au cas général, en supposant que le contour de la surface à atteindre est plus étendu, que le but en tout seos^ d'uoe quantité égale à un rayon du projectile ;
S? La probabililé d'atteindre un rectangle de 0"80 de hauteur, et de4<" de base, figurant une embrasure, serait respec* tivement aux mêmes distances : 0,71; 0,30; 0,15.
4* Si» dans la probabilité d'atteindre un rectangle (ex. 3**), on tient compte des différences des écarts dans les deux sens, on trouve nspeetivement 0,682 ; 0,29 et 0,15, ce qui ne diShn presque pas des nombres précédents ;
6» Si, au Heu de diriger les coups au centre du rectangfe de 0»80 de banteur, on les dirigeait 0"30 au-dessoua de ce centre, |« probabililé d'atteindre serait égale àta^mme des ûen% probabiHIés d'atteindre des rectangles donrles demi*hauteurs se^ raieni respectivement 0*70 et 0»10; on obtiendrait respectivement à fOO* et 400", 0,5â et 0,SfI5. La différence est notable à la première distance, et très-faible à la seconde ; elle [ est encore moins à la troisième.
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Lft recherche de ces diverses probabUilés nécessiterait betuooiip de temps et de dépenses , si Ton devait y parvenir par des épreuves spéciales;
6" Sachant par expérience qu*avec le fasil d'infenterie^ à la distance de 200", le rayon do cercle qui contient la moitié des balles tirées est de 1"'48, on en déduira l'"2G, et ensuite que les cercles qui renferment , des balles sont res-
pectivement O"».!?; O-'Si, 1™06; 1">27; 1-48; l^Tl; ln«96; 2»«26; 2"'70; on en déduira également qu'une cible de 2™ de hauteur et O'^SO de largeur sera atteinte par les 0,09 des coups.
• 19. ComparaUm de la prohabiliié ifafleindre un cercle ou un cighré de super/ieies igahi.
Supposons que dans an tir A = A d'où /=A|/2^, r étant le rayon d'un cercle, le demi-côté d'un carré équivalent, oii
aura : «=r . La probahilité d'atteindre le cercle est :
La probabilité d'atteindre le carré équivalent
'=(-(.TH)I=Nf!ï)l' ■
En calculant les valeurs de P par les deux formules, les secondes sont toujours plus petites, mais les diiïérences sont né-
gligeables lorsque - est petit, comme on pouvait le prévoir,
cl comme on le voit dans le tableau ci-après :
PtobaHlUé d'atteindre un cercle et un carré d*égak tuperficie.
CERCLE
CAMÉ.
difpAiicsgb.
o,nm .
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Lorsque r s < oo a respeolivement P=0»63â el P =608; la différence n'est que de 0,094. Ce rapprochement confirme l'exactUode des deuiL formules.
20. Loi dês écarta ; prohabiUti de ^^m€ker une batiâe de trèspetite largeur, — B»fTé»mtation graphique, tommet, point d'in* fieœiùn.
Désignons par t la largeur très-petite d'une bande parallèle à l'axe des y; la probabilité de l'atteindre à un coup donné est :
En représentant cette loi par une courbe, et prenant les écarts x pour abscisses^ et les probabilités p' pour ordonnées, on
voit d'abord que quand x est une petite fraction de h, e
est sensiblement égal à Tunilé el que p' = j^-^^ est alors un
maximum correspondant au soramet de la courbe. A mesure que X augmente, p' diminue, mais très-peu d'abord; la courbe tourne sa concavité vers l'origine.
L'inclinaison 0 de la tangente est donnée par la différentielle de prise relativement à « et l'on a : ,
Cette tangente est nulle pour x=^o; elle est ensuite négative pour a; positif. Sa valeur, indépendamment du signe, augmente d'abord, et devient ensuite sensiblement négligeable quand x est très-grand ; il y a donc un point d'inflexion qui est donné par la condition que Q est un maximum, ou que sa
différentielle, qui est ~ = j^-^e ^* 1 j , soit égaleà
iSfo, c'est-à-dire qu'on ait ~ ^IssO ou x^dth» La valeur
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de B devient atora 8 = zp ; ainsi le point d'inflexion
se trouve à uoe dislaoce égale an moyen écart.
Pour* fixer les idées et faciliter les applications numériques»
on suppose *^îqq a;=mA on aura p =z ^^^ e . Le tableau ci -après contient les résultats numériques pour des valeurs de m croissant par 0,1 jusqu'à m=5.
PaOBABiura d*aUeindré une bandé de largeur égale à ^ située à
mh du point d^iimpaet moyen* ,
Difffi-
DlfVÉ- IBIICIS.
Si la bande que l'on doit considérer avait une largeur différente de 0,01 A, mais toujours petite, la probabilité qu'ellecomprendra un écart donné sera proportionnelle à cette largeur.
Cette recherche est applicable au cas de la probabilité de toucher une ligne mathématique avec un projectile d'un petit diamètro; en effet, la ligne pouvant être touchée par un point quelconque du projectilei çlle le sera par le projectile dont le centre ne s'écartera, de part ou d*autro, que d'un rayon ; ce qui est le cas do la bande d'une largeur égale au diamètre du projectile.
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21 . Probabilité de toucher une êurface annulaire de Ifèt-f9^
tite largeur.
La probabilité d^atleindre un cercle de rayon r étant (art. 17) r»
P =1 <^ « , celle de frapper sur une zone etrculaire de rayon r et de largeur dr sera la différentielle de celle expression par rapport à r :
---ar=:c "z-«r« dr P
La probabilité d'atteindre une zone d'une très -petite largeur i sera donnée par la formule de Taylor. Blais> en supposant t tr^petity rapportant la distance r au milieu de la largeur de la bande, 4e terme en disparaît; négligeant li*s quantités multi* pliées par les puissances de t supérieures à la seconde^ on aura :
pour f =0 on a P' = 0 ; ensuite, tant que r est très-petit, P croît à peu près proportionnellement à r; mais, quand r est plus grand, P augmente rapidement et atteint sa valeur maximum ; il décroît ensuite très-rapidement. La courbe qui représentera P', en prenant les r pour abscisses, passera par l'origine {fig. 5). L'inclinaison ^ de la courbe sera donnée par la différentielle
de P', 0^ — et elle aura pour expression :
qui , pour r=o » donne 0 =: — . Elle devient nulle pour
1 l^"' distance du sommet
de la courbe à Taxe des ordonnées. Pour des valeurs de r plus grandes, B est négatif.
Au delà du sommet, il y a un pouil d'inflexion, qu'on obtient en cbercbant le maximum de H, ou en égalant à zéro sa différentielle prise par rapport à r, ce qui donne :
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Celte expression est satisfelte figcNif r so, eu à i'origioe ; m oien par la eonditioo — — 3=£0| ou js^î* Celle seconde valeur de r est ia disU^ du peinl jf M e i ie n ée la
coaii>e.
Dans les valeurs ci-dessus, on suppose que le moyen écart liorizonlal h est égal au moyen écart kf alors, en remplaçant par 2 h\ on a les e&pressioos équivalentes :
La distance du sommet de la courbe à l'axe est r = Ay' celle du poinl d'inflexion est r = A j/3 = A. 1,732!.
Ën prenant les valeurs de i et de r en parties de on aura des valeurs numériques qui s appliqueront facilement à tous les
eas. Soit prls^ % rssznl et suecessivement n^O,l ,
ASsO^â....,^ ou aura:
etsiroDlaitr=mA^t=|^, on aura Texpression équivaienle
Dans le tableau qui suit, on a calcule les valeurs de P' pour les valeurs successives den = 04; n=:0,2... et puis m=0^1, m=:0,il.. eu preaaat pour uoité, d'abord i, et ensuite A.
CALCUL DES PROBABlLnÉS
Probabilité P' d'atteindre un anneau circulaire àê latgêuir 0>01 1, (m 0,01 h ^ et dont le rayon moyen ett rMpeetiMtMiU ml ou mh, en supposant h=k.
0,0073fi 0,C0656
0,00024 Û.00ÛI3 0,00040
En comparaot la courbe cl la table de la probabilité des écarts de l'axO' vertical à celles des écarts du centre (fig. 5), on voit que les probabilités suivent des marches lotalemeol différentes, et, qu'en les conroodant^ un autear, comme od le verra plus loin, est tombé dans une grave erreur.
La probabilité de touclier une "circonférence donnée avec un projeclile de pelit diamètre se déduit des mêmes formules, en prenant le diamètre do projectile pour la largeur de la bande.
Expression de la justesse du tir, — Unité de judesse
La divergence, ou les écarts des points d'impact entre eux, sont en raison directe du moyen écart de ces points. Elles sont en raison inverse de la justesse du tir, et elles peuvent la ca< ractériser. Dans un mémoire sur la justesse du tir des balles, en 1838, j'avais pris pour terme de comparaison les côtés des carrés alleints par le tiers des coups tirés ; plus tard» à Técole normale de lir de Vincennes, on a pris le rayon du cercle qui contenait la meilleure moitié des coups.
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La justesse de tir peut être exprimée par la proporlioiî des coups qui atteignent une surface de dimensions déterminées^ pourvu que ces dimensions soient convenablemenl choisies.
Si cette surface est très-étendue, relativement à A et à ^, le rapport du nombre des coups qui atteignent à celui des coups tirés sera, pour tous les tirs, presque égal à l'unité, ci, ne pourra servir À distinguer les divers degrés de justesse de ces tirs.
Sï, au contraire, la surface a des dimensions de plus en plus petites, par rapport à A et à ik, la proportion des projectiles qui atteindront sera de plus en plus faible, mais le rapport de ces pro* portions dans deux tirs différents sur le même but, se rappro^ cbera de plus en plus d'une valeur constante; celle-ci pourra donc servir d'expression à la justesse.
De même aussi, en divisant la proportion des projectiles qui atteignent un but, ou la probabilité de l'alteindre à un coup donné, par Pétendue de ce but, on a des quotients, qui, à mesure que l'on considère des buts moins étendus, se rapprochent de plus on plus d'une valeur constante, indépeudante de l'étendue du but; en voici uu exemple :
En supposant A=i;, et en considérant des carrés dont les côtés 2f sont des nombres de fois A, ou des fractions de h, de plus en pfus petits, on aura les résultats renfermés dans le tableau suivant :
Côlés lies carres 2#, .
6 fi
0,îk
.ProbabiUlé F
o^ooesu
0,U6ri
At
At
On voit, par les indications de ce tableau, que le rapport de P*
— va toujours en croissant quand l'étendue du but diminue et
qu'il se rapproche de plus en plus d'une quantité conslante ; cette quantité limite est facile à obtenir. En effet, la probabilité P' d'atteindre ui^ rectangle dont les côtés sont très-petits et dont
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les €oonloaiiées du «eotoo soit x, y, esi, pour des veSèurs qoeloooquesdeAetdeft:
Lorsque « et y diminuent de plus en plus» Tcx posant de « est de plus en plus près de zéro ; à la limite Ton aura :
P^_ i _ 0,159153 ^ «'""â^ hk *
et^ quand *2=*, ^= 0,169155 ^.
La justesse du tir peut donc, en général, être représentée par le quotient, que Ton obtient eD divisant la probabilité d'atteindre une surface par l'étendue de cette surface, pourvu que celle-ci
lolt de petites dimensions, et elle aura pour expression
On remarquera que nhk est Taire d'une ellipse dont les demidiamètres sont A et k. Ainsi, la justesse du tir est égale àTunité divisée par le double de l'ellipse dont les demi-diamètres sont les moyens écarts dans les deux directions perpendiculaires.
Cette ellipse se réduit à un cercle quand h =ft et la justesse
est égale à -^^^ ou — c'est-à-dire qu'elle est égale à l'unité
divisée par Tatre du oercle dont le rayon est égal au moyen écart absolu.
En considérant la valeur de F comme l'ordonnée d*une surface au point de la cible dont les coordonnées sont x et y, la surface est caraotérisée par l'ordonnée du sommet qui, donnée
ii'
par «z=o et y =0, ^^iïcÂft ' ^ divisant cette ordonnée par l'aire t i' ou a , ou la justesse du tir.
Ces eottsidérations donnent un corps à l'idée du poids d'une observation représentée par ^ qui entre dans la moyenne des
mesures résultant d'une série d'observations. Le rappoii du poids ^ la justesse est égale à 2ic.
Les données qui serviront à déterminer la juste^c du tir avec la plus grande précision^ sont les moyens écarts ou les écart»
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moyens sur uu grand nombre de coups; à défaut l'on prendra la proportion des projectiles qui atteignent un cercle, un carré, un rectangle de dimensions telles que celle proportion soit comprise entre le tiers et la moitié du nombre total des projectiles tirés, et Ton en déduira le moyen écart ; ainsi sachant, par exemple, qu'à la distance de 100" la moitié des balles de fusil atteignent un cercle de O^SSde rayon, et trouvant dans la table des probabilités d'atteindre un cercle (art. 18, 3' tableau, S** et 6* colonne) ^u'à P = 0,5 répond r = 1,176 h; on aura 0"58 = 1,176 h , d'où
A=Ô«S25; la justesse de lir est alow ^-4^;^^^ = 1,54.
Lorsque Ton aura la proportion pour deux rectangles dans des directions perpendiculaires, on en pourra déduiie séparé* ment h el k,
. Voici divers ei^emples de justesse de tir, et les doonées d'où elles ODt été déduites.
Jutteue detird» fMl d'infanterie^ avec des bâties spftériques, et de la carabine rayée en héUee, avec des baUes allongées.
DisUoces. 100» tOO" 800» 400" »0o* 900*
RATOMSdes certieoi Fusil d'in- m. m. m. tn. m. m. qui renferment tel baierie. 0j38 i>48 4,30 9,40 » » inoiUé des l>alle8.l Carabine.. 0,10 0,15 0,26 0,40 0,04 2,00
JusTfBSB de tir l Fusil d'in-
fanterie. 1,92 0,fOi
M f Carabine.. 22,0 9,88 3,29 1,385 0,251 0,0554 Rapport des juBlesoes. . i4 98 274 554 n »
Justesse de tir du pistolet d'officier de cavalerie à canon rayé
en tUlice.
Diilaoces. SO'" lOO"*
M<««.»« (Horizontal*. 0,188ri 0,709
HoTBNS écarts. { ^^^^^^ ^
Justesse de tir du canon de 16 à la chari/i' de l'«333. MoïE^séoarls.. .{îî""""!"!*-
in.
60 CALCUL DBS PROIAULITÉS
Juêteue âeHr det Iwmbes dê déMn eaUbnÊ twr vn itmdn hoH' xonial à 600", déduit duHrdes éeoUt àfeudê Douai en 188S.
11^»-. 4 Laléralenienl. . . . 19"
MOT»» écarts. • .{tongitodiMleineBl. 37
iTOmm de tir 0,000253
Dans le lir des bombes, le moyen écart étant égal à plus de dix fois le coté du carré pris pour unité, la justesse du lir n'est autre que la probabilité d'atteindre un carré d'un mètre de côté. Avec le canon, à partir de 400"" et au delà, et avec le fusil, à partir de 200™, la justesse de tir est égale à 100 fois la probabilité d'atteindre un but d'uu décimètre carré. Ce serait, en appliquant une expression en usage, le pour cent sur une cible d'un décimètre carré. Avec les autres armes, la justesse estégale à 1000 fois la probabilité d'atteindre un millième de mètre carré, ou à 10,000 fois la probabilité d'atteindre un but d'un centimètre carré. Il est enteodu que la probabilité ne se rapporte ici qu*à laporitUm du cMire du projectile sur la cible.
23. Vérificaêion, par r expérience de$ formulée deprobalnUté d*aUeindfe une eurfaee donnée.
On peut vérifier la loi des écarts des projectiles par les conséquences que Ton tire des formules, en comparant leurs résultats à ceux de l'observation. Nous prendrons d'abord pour exemple les résultats du tir des 100 coups de canon de 16 à la charge
du sixième du poids du boulet qui ont déjà servi à vérifier la probabilité des erreurs sur les moyennes des mesures.
Tous les points d'impact observés à 200", 400", 600™, ayant été rapportés au point d'impact moyen, on a eu les abscisses et les ordonnées do chaque point ; on les a classées par ordre de grandeur, cl on les a ensuite représentées sur une feuille de papier, afin de mesurer leur écart absolu du point d'impact moyen; ces distances ayant été également classées par ordre de f,'randeur, on a eu 9 séries d'écarts. Dans chacune d'elles on a reconnu la longueur qui comprenait 10, puis 20, puis 50,... points d'impact et qui correspondait ainsi à 0,1; 0,2; 0,5... du nombre total des coups ou à la probabilité 0,1; 0,2; 0,3..« de frapper à un nouveau coup.
Lorsque les distances du 10* et du 11* point, ou du SO* et du
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21* élaieul différentes, on prenait pour limite le nonjbre intermédiaire qui paraissait le plus régulier, et qui a pu être souvent la limite calculée, ces limites étaieoi ainsi déterminées pour chaque cas à 2 ou 3 centimètres près ■
On a ensuite calculé, à IVide des formules, le moyen écart, les limites correspondantes aux probabilités 0,1; 0,2; 0,3... et on a ainsi obtenu les résultats renfermés dans le tableau ciaprès :
Tabuau eamparaHf des limilet observées des ieo/rts, de 100 coups de canon de siège de 16, tirés à la charge de IkSSS» au» distances de 200», 400"^» éùQ^f et des imites ealeulées par les
moyens écarts.
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En comparatU entre eux les résultais observés cl les résultais calculés, on reconnaît qu'ils s accordent exactement clans un grand nombre de cas, cl que, dans les autres, ils Qe s'écartent entre eux que de quantités assez faibles, tantôt dans un sens, et tantôt dans Tau Ire ; on conclut de là que ces différences ne sont que des inégalités résultant d'nn trop petit nombre d'observations.
On atténue beaucoup les différences par la multiplicité des observations. On peut, à cet effet, rapporter les limites desobaer* valions à un môme mojen écart, pris pour unité, en divisant obacune d'elles par le moyen écart observé. On a ainsi deux limites pour chacune des trois distances, ce qui fait, pour 6ha* cune des probabilités 0,1, 0,2..., 6 nombres dont on peut prendre la moyenne pour la comparer au résultat des formules. On a opéré de même en ce qui concerne lés écarts absolus. Les résultats sont contenus dans le tableau ci-après.
DimCTlOR
des
ÉCARTS
des
ti8m.TATS.
vertiesut ei burizontaai.
IÉcar Iwolas
Moyenne gé uérale. . .
Lioiita calcolée. . . .
Moyenne observée.
Écartâ
LIMITES DES ECARTS, RAPPORTÉES AU MOYEN iCART PRIS POUR VRITÉ, ET DOKT LA PROBABILITÉ EST
0,ii O.io
0 G3 OCO
Les nombres renfermés dans ce tableau résultant, soit de Tobscrvalion, soil clos formules, ne présentent entre eux (jue des différences très-peu importantes et (|ui ne dépassent pas les limiles de la précision des observaliuns, de sorte qu'on peut regarder comme sulfisaminent exactes ces formules, et la toi des écarts sur laquelle elles sont fondées.
La n présentation grophitjue de ces formules et des résultats d'observations est donnée dans les figures G, 7, 8, 9. Sur l'axe des abscisses, on a pris, à réchelle de 100""° pour une unité, les
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probabililés 0/1, 0,2.. ., puis, pour chacune d'elles, on a porté, pour la première dislance, celle de 200" (fig. 6), parallèlement aux ordonnées, les limites correspondantes des écarts horizontaux, et on a joint les points successifs. Sur la même parallèle, on a porté les iiiuites calculées, et on a joint les points par une ligne continue qui représente aion la formule; on a fait de même pour les écarts verticaux ot pour les écarts absolus. On a répété la même opération pour les écarts aux distances de 400* (fy. 7) el de 600" {fig. S), et enfin, on Ta fait pour les limites moyennes aux trois distances, tant pour les écarts verticaux ou horisontaux, que pour tes écarts absolus (fig. 9).
Oq reconnaît facilement <iue les courbes résultant des formu les représentent la loi des limites, aussi bien que le permet* tent les irrégularités inévitables dans un tir d*un nombre restreint de coups, et qu*ainsi ces formules se trouvent vérifiées.
Une vérification semblable a été faite sur le tir des balles spbérîques-avec un pistolet à canon rayé en hélice, sur une série de SS&O coups à la distance de 100", la balle ayant un diamètre de 0"'01635, la charge pesant un gramme, la vitesse initiale étant 1.14'"' • el celle du mouvement de rotation , de 248 tours par seconde. Les résultats sont conlonus dans le tableau ci-après:
DIRECTION
des
KCARTS.
Vertical *..
Horiionial
UMiTBâ DES ECARTS CORRESfO.NDAKT AUX ntOBABlUTÎB DR
OM
iR
24. ComparmiOtt tntft Ui fêmmki pré€idêntjBieeUÊ$ gui onf 4ti dmmUi par divers mtUurs^
^illustre Poisson, dans les formuUs de prohahUiiè relatives
{*) Les résoluts de ce tir, fait à la demande de minscre Foissoîi, sont
rapportés dans mon Mémoire Expéri fiices de tir arec des balles sphf'riqucs plates ei longuei, inséré au Journal de l'Èeole polytechnique, 27* cahier,
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au résultai moyen des observations dit : « Si l*oa fait, pour « chaque fusil^ la somme dos carrés des distances des l>alles « au centre de la cible, et qu'on divise cette somme par le carré « du nombre des coups, te meilleur fusil sera c>lui pour lequel « ce quotient sera le plus petit ; le nombre de coups étant très* « grand... Un soldat sera plus adroit qu'un autre sl^ avec la « même arme*... le quotient dont il s'agit est moindre pour le « premier soldat que pour le .second. »
D'après ce qui a été dit, le terme de comparaison à choisir entre deux tirs est la somme des carrés des écarts divisée par leur fiomire et non par le carré de ce nomàre.' Il y a donc une erreur qui a échappé au savant géomètre ; il est en effet facile de comprendre que pour que cette expréssion de Poisson pût représenter les qualités de deux armes, il faudrait que le nombre de coups tirés fût exactement le même dans les deux tirs; car,
si, après avoir pris le quotient — sur n coups, on répète
rexpérience en tirant ti nouveaux coups, n étant très-grand, la
somme des carrés des écarts nouveaux, ou Texpression — p
devra être sensiblement égale à la première^ puisque l'arme et les circonstances sont supposées les mêmes. Mais, si l'on fait la comparaison sur les2fi coups, le terme de comparaison sera
^"^I^vf ^ -^ ou sensiblement ? ^ co qui est Irès-dîffércnt , 'taudis que, d'après ce que nous avons dii, oo aurait eu — ^
Sa»
OU sensiblement — .
Poisson donne ensuite une formule pour calculer la probabilité de frapper une cible circulaire de rayon déterminé ; f* étani la somme des carrés des distances au centre des n coups tirés sur une autre (âble, r le rayon de la nouvelle cible , la
quantité « satisfaisant à Téquation-^ = r, flonncra p déterminé par la relation p= — =. te dl.
Mémorial d'artillerie, 3, 1830, pftg. ISM.
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De la première, od Urera »=j7 el, par conséquent, on aura p= cp ; telle est la formule de Poissoo. Nous avoDS IrouYéy pour la probabilité d'atteindre une cible
de rayon l'expression Psl^e . Celle-ci a été confirmée par son rapprochement avec celle de la probabilité d'at-
teindre un carré de même superficie, lorsque - n'est pas grande laquelle est (art, 19) :
Dans la formule de Poisson ^ est ce que nous avons désigné par d'où f=z l |/n; par conséquent sa formule deviendra:
Cette formule de Poisson, comparée à la précédente, contient » à la place de w el <p (a) à la première puissance el non à la seconde. Ëlle présente le défaut de dépendre du nombre n d'observations dans chaque cas, de sorte que, si au lieu d'un nombre n de coups, on eût fait l'épreuve qui donne l sur un nombre 2fi, la valeur de / ne varierait pas sensiblement, et cependant la probabilité p, déduite de la formule de Poisson , deviendrait
p = (p ■^)* V*^^"^ P^"s grande que la précédente et
égikle è celle qui résulterait d'un rayon r ^^2. Ce défaut est analogue à celui qui a été signalé précédemment dans la comparaison des deux, armes.. Le facteur, |/n'qui reste dans cette formule doit d'ailleu» donner des valeure exagérées lorsque n est grand.
En appliquant celle formule au lir de 100 coups de canon de 16, à la dislance de 200", qui a donné l — O'^o^Z^, en prenant
r=0-17, on trouve «=:^^ =1,62; delà,p=ç(l,62)s=
0,978. Il y aurait donc presque certilude d'alleindre, tandis que l'expérience, d'accord avec notre formule, donne p = 0,10. Poisson n'ayant pas indiqué ce qui Ta conduit à cette for-
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male^ on ne saurait fixer la cause de l'erreur. CependaDt^ si t*bo oompàre la formule à celle qui donne la probabilité de toucher une bande verticale delargeur2«, laquelle est f)=y ,
il semblerait que Poisson a fait confusion eotre les écarts absolus relatifs au centre; ei les écarts relatifs à la verticale, en même temps qi|k*il divisait p par nf et non |»af .^J
Fwrmul§ 4$M.Mélie.
lïrHélie, dans un mémoire publié en 1864 (*), arrive à cette formule :
dans laquelle 5 q est la déviation extrême, r le rayon du cercle
que l'on considère, et p la probabilité de l'atteindre. Dans le tir du canon de 16 à 200", sur 100 coups, le plus grand écart a été IrafS d'où 3 y=::l"43; pour r= 0,17 qui, d'après l'expérience, donne p = 0,10, on trouve p =. 0,28, près de 3 fois trop fort. Pour r = 0"tQ5, on trouve un nombre près de 4 fois trop fort. On a fait le même calcul pour les autres rayons et ou a obtenu ]gi résultats (jousigpéf ^^ps le tableau suivant :
R ATONS
des cercles imlL)- 0,40ft 0.47 0,i5 0«3I 0,37 0,50 0.57 0,66 0.79 4,4S
PïÀnliiiité l oliMrfle. 0,to 0.4 i 0.90 O^N) 0,40 0,àO O.èO O.W 0,80 OJO 6.99
rf*«tldiiilre Icaleulle. 0,48 O.tt 0«39 0.47 0,80 0,03 0.60 0.75 0,81 0,94 0,909
Les résultats de la formule de M. Hélie ne s'accordent pas avec ceux (|e l'observation, et l'erreur croît à mesure que le rayon diminue; ils ne s'accordent que pour les cercles qui comprennent presque tous les coups. La formule a d'ailleurs le défaut saillant de faire croître la chance d'atteindre comme les rayons, tant qu'ils restent très-petits; tandis que réellement ils doivent croltré comme l'aire du cercle, ou comme le carré du
xm^,W:, nj^^Wia fonnqi^sTj^- [^]\ laforjpule sjréduit sensiblement à T-, lorsque - est très-petit.
ôq q i<
L'erreur provient de ce que l'auteur a pris pour la probabilité
i*j Mfémoùre «ur la probal^lité du tir des projeetUff^ 4t K^Bftiffii^
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<6e8 écarts Ia toi^déteniiHkée par la 6ourbe*A IB {fig^ 10) {*), ayant tin point d'inflexion en I et qu'il la remplace par tiflM ligne droite CD; tandis qu'en réadfté la loi delà proimbilité des éoarts du centre en tous sens ou des écarts absolus, c'est-à-dire la probabilité detovcher une bande annutaire de gra^dewrdennée tflEBpetite, doit étrè représentée par une oout-be de la forme 0 passant par roriginc.
Cela d'ailleurs est facile à voir, même sans connaître les formules exactes. En eflfet : Ift probabilité d'atteindre un cèrcle de rayon r est nulle pour r =o, puisque là circonférence est égale à zéro, et elle croît d'abord proportionnellement à la circonférence ou au rayon. La courbe a donc une première partie inclinée et passant par l'origine. Elle croît ensuite moins rapidement jus- <iu*au point oili l'augmentation de Id circooférence est oom|teitsée fmr la diminution de la probabilité; la courbe a donc un sommet à une certaine distance dè l'origine. A partir de là, elle se rapproche de la ligne des abscisses pour ne la rencontrer qu'à une distance égale au plus grand écart qui peut se présenter (fig. 5).
La forme de la coufbe donnée par M. Hélie appartient à la probabilité des écarts d'unè droite verittâlè tracée sur la cible, mais non pas à la probabilité des écarts absolus d'un point, ou des écarts en tous sens.
ReltUion entre le moyen écart et V écart moyen
Dariâ les éxpériencetf dèrlii*, od s'est généralement OOritenté jusqu'ici de former la mo^etiOe arithmétique déè édarts pdur' appréeier ledegié do dlSfuérsldn ée6 i^até d'itt(|wet, sans égard à l'avantage plus gran<l dué ^titail éf^ir la iaofjremiflr das Arrés dea écarts, quèiqtM pltf* loogae à fotm^. Ces déuz ^èaà*' titétt^ en eonëéq^eaeade ra lal des éèaifta qsni nmi afèoa fiée et adoptée, ont un rapport qu'il est importatft da délé^iAinef.
Soif, pour ufl trèft^graad ndmbre a dé points d*f aipact, A lelir mofsttéeatt'da^la tterlieàlé, ^rld ditrtvnee d'iMe KMiè pitfiftlldle à «ne même ligv^e d'aœ hrgear if 4^ et do éiiè diés « peMttlfë ;
(*) liémoire ciié, pag. SO, fig, 3.
soi! u le nombre des points d'impact qu'elle comprend^ on aura (art. 15) : .
Chacun de ces points d'impact étant à une distance x, la somme de ces distances ou de ces écarts sera ux, et la somme totale de tous les écarts sera l'intégrale de ux, depuis séro jusqu'à l'infini positif ; il en sera, de même quant aux écarts du côté des x négatifs ; par conséquent, la somme de tous les écarts comptés positivement sera égale à
hy%%J 0
Celte iotégrale, prise entre les limites indiquées, est égale i
Le quotient de cette somine, par le nombre total fi des écarts^ donnera XUart moyen (aritlimétique) que nous désignerons par H et qui sera
H = Aj/|, d'où'^ = «,
c'est-à-dire que le double du quotient de la moyenne des. carrés des écarts par le carré de l'érârt moyen est égal au rapport de la circonférence au diamètre.
Ainsi donc, si la loi des écarts adoptée pour représenter les écarts dans le tir des -armes à feu est exacte, on pourrait, par l'observation des points d'impact d'un grand nombre de coups, retrouver le rapport approché de la circonférence au diamètre. Ce résultat singulier a de l'analogie avec la probabilité qu'une ' aiguille qu'on laisse tomber au hasard sur un plan portant des droites parallèles, rencontre une de ces lignes, laquelle dépend de la valeur de
il était intéressant de vérifier si celte relation est confirmée par l'expérience, nous l'avons fait sur les nombreux résultats du tir des balles dans le pistolet d'officier de cavalerie à canon rayé aux distances de 60" et de 100™, ainsi que sur le tir du canon de 16 aui distances de 200"", 400'» et 600™. Les résultats de cette comparaison sont exposés dans le tableau d-après:
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Tableau comparatif du moyen écart et de l'écart moyen des projectiles , sur une cible verticale.
OÉSIGNATION
ÉCART
RAPrORT
des
flOlBCItUM.
TAMCU
de
CODM.
des éc&m.
écart
moyen
mm
tA> H*
MOTiaiB.
Baltes
de plotub.
Sphériquea.
Horizontal. .
Vertical. . .
HûrizoDlal. .
Vertical. . .
Horizontal. .
Vertical. . .
uorixoQlH). .
VerliMl. . •
0,728 0,665 0,206 0,tt4
Allongée».
HorizODUl. .
To-ticaU . .
Boolel de 46.^
fOO
Horizontal.
Vertical. . .
Horixonlal. .
Vertical, . .
HorizoDlal. .
Tertieal. . .
0,266 0,325 0,782 0,809 4,343 4,3tt
Les résultats contenus dans ce tableau font voir que quand le nombre des observations est assez considérable, le rapport
— qu'on 60 «léduit ne s'écarte que très-peu de celui de la circonférence au diamètre. Pour 100 observations, la différence n'a été que de 0,01 à 0,02 de la valeur. Pour des nombres de 50 observations, la différence a été un peu plus grande ^ mais elle n'a pas dépassé un dixième de la valeur.
Cet accord confirme de nouveau l'exactitude de la loi des écarts adoptée, et montre qu'au moyen de l'observation des points touchés dans le tir d'une arme à feu, on pourrait obtenir un rapport approché de la circooféreoœ au diamètre.
Dans des observations nombreuses ^ on pourra également , ayant l'écart moyen, obtenir le moyen écMirt sans faire les carrés des écarts à chaque coup.
Dans la recherche de la probabilité des erreurs d'une moyenne mesure, si s est la limite des écarts dont la probabilité est
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et si l'oo faix p=i f (a)^ on a> coiame oo. sait, «= a A r d<ou l'oo déduit «H ||/^~> ^^^^^ relation e^t remarquable^
J&car( moyen a6<o/u
On trouve également une relation simple entre l'écart moyenabsolu et le moyeo éeart absolu^ pris relalivemeot au poiot d[iii)i^ct moyen.
Ep.eQelyla probabilité d!«tl«iiuli!A unezopeetocttlfire doot le rayon est p et ia largeur dp est (art. 17) :
Sur. np tf ès-^rand-nombce de -coupe tirés, œt^e lane 8era.at|elwle
le plus probablement par un nombre < nj»^=;= La
sçmme de^^car^ desp^oj^etiljB^ gat^oat atteint cette lone ser» ou
La somme des écarts de fous les coups est rintégple de cetlet expression depuis 0 j usqu'à l'infini ; et^ en 1» divisant par »> oo. aiu^. ponr l'iScart moyenjilisoltt L :
deJaqueile on tire, parades moyens connus :
Gomme on a, lorsque hesk^ on aura :
Appuaiià' Ali' tÎr db^ pftoikbiiLcs.
ou :
Cette relation suppose seulement que les nombres sont assez grands. Voici les valeurs numériques qui entrent dans ces relatioins :
Geé' relations setoorpaHlculfèiiemeiit utiles lorsqu'il s'a^fira d'observations ivour lesqueltes on n'aura qde lés moyennesarithmétiques des écarts, et poiir des obsénratlons courantes, lorsqQ*0D voudra se eontenteir de* reléviér l'écart moyen' horizontal et vertical.
28. Somme des écart» relativement d une ligne parallèle â l'un des axes,
Gobûaissant la sommé des écaHs des points d'impact relativement à une ligne, on l'obtient relativemetit à une autre ligne pttirallèle sans calculer les éâiHs jreTatife à cette nouvelle ligne. Supposons^uA dépiàcemént d pairallèlement à' la verticale, du CHftà 'dèS « posltîfd ^ solt aivo, », a^ \és écarts dè ce même côté, supposés rangés' par ordre de grandeur, ti leur' iio'ml>re, S'a leur somme ; a/, a^'... a/ les écarta du côté des œ ^négatifs, V léur nombre, S V leur som'ihe; fi-|-«=fi, on aurii :
Soit s le nombre des écarts positifs inférieurs à d, et qui, par suite du déplacement de la ligne, passeront du positif au noghtif, et S'a leur somme; il est facile de voir que la somme des écarts positifs sera diminuée de la somme S^a ^es $ plus petits écarts, et que chacun des autres le sera de d^ et leur somme de (u —x)d. La somme des éeàrts négatifs, pàr suite des » écarU positifs plus pèiits 'qne'd'et qui deviennent négàtifs, sera aughienlée dé S^^^— a) = ^à, ^ S'a ; tous les autres écarts seront diinînuéa
de d, el leur somme de vd. Par conséquent, la somme de tous les écarts positifs ou négatifs^ saos distinctiou de signés, sera : S" a + S'a + f << — 2?<i + » — 2!»a — — d
ou
L'augmentation de la somme des écarts est donc 2 — S'a)— (u — v)d. Le (>remier terme de cette augmenlalioQ est toujours
positif.
L'écart moyen H' relatif à ta nouvelle ligne sera : [17] H' = H.+ i [ (-2 f - (u - 1,) ) - 2Ï««]
Cette règle est moins simple, sans doute, que celle qui donne le moyen écart relatif à une ligne, d'après le moyen écart relatif à une autre ligne parallèle (art* 2, éq. 4); mais son application permettra néanmoins d'éviter de longs calculs numérique».
29. Écart moyen et moytn écart sur un nombre limité d*o^ tervations.
Ayant un grand nombre de mesures d'une môme chose, de la hauteur d'un projectile à la cible dans un même tir, par exemple, si l'on divise ces mesures en séries et que dans chacune d'elles on prenne la hauteur moyenne et le moyen carré des ^ écarts, la moyenne de ces moyens carrés ne sera pas la même que le moyen carré des écarts pris relativement à la moyenne de toutes les hauteurs ; celuind sera toujours plus grand.
En effét : supposons qu'on ait m séries de n observations des hauteurs d*un projectile sur une dble verticale ; soit B^, B,. . Bm, les hauteurs moyennes de chaque série, k^^ A,.. ., ft„ les moyens écarts correspondants ; soit B la moyenne arithmétique des quantités Bj, Bj..., Ba,; elle sera la même que la moyenne des mn hauteurs observées (art. 6). Soit encore p,=:B|—B; ^^=Ji^—li.., p„=Bo, — B ; et enfin k le moyen écart des mt^ hauteurs pris relativement à B.
Dans la première série, la somme des carrés des écarts relai vementà la hauteur B, étant nk^^, elle sera n(k^^ -f- pj^) si l'on 'prend les écarts relativement à la hauteur moyenne générale
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B (art« 2). Dans la aeoonde série, la somme des carrés des écarts pris relativement à la moyenne générale B sera n {h^ -f ^^); et de même dans les autres séries ; on aura donc, poar la somme des carrés des écarts des m n olwservations :
d'où
^«_ V4-V fcg.' , Pi' + P.' Pi'
Ainsi, la moyenne somme des carrés des écarts pris relativement au point d'impact moyen général est égale & la moyenne des moyens carrés des écarts pris relativement au point d'impact moyen dans chaque série, augmenté du moyen carré des distances des divers points d'impact moyen des séries au point d'impact moyen général. Cette dernière quantité est toujours positive. .
Si donc, pour avoir A*, on se contentait de prendre la moyenne des m valeurs de k^*y h^,„ on serait conduit à une erreur constante en dessous ; et, lorsqu'à dé£iut de plusieurs séries. Ton ne prendra le moyen carré que sur une seule, on aura à craindre en oulce une erreur comme celle que laisse craindre une. observation particulière, comparativement à la moyenne de renseroble des observations. Par conséquent, en ne prenant qu'une série^ on aura plus de chances d*ètre au-dessous de la vérité qu'au-dessus.
Il importe de pouvoir déterminer cette erreur constante pour corrigerles moyennes qui ne seraient prises que sur des nombres restreints d'observations. La règle de Laplace sur la limite des erreurs dont la probabilité est donnée, en fournit le moyen.
En effet, si l'on ne connaît pas les valeurs particulières de P,, relatives à chaque série, puisqu'on n'a fait qu'une seule série d'épreuves, on peut avoir une valeur approchée de leur moyenne, en cherchant quelle est la limite des écarts dont la probabilité est un demi. Ce sera la valeur qui laisserait généralement autant d'écarts en dessus qu'en dessous, caractère de la moyenne sur un grand nombre d'observations Or, pour la probabilité p=i ou 9 (<x)=i, on a as=0,477 ; donc la limite # de ces erreurs sur n observations est
. j=0,477 j/|a= ~^.0,675A, et
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D'après ceKi, la moyenne des carrés des écarts pris sur un nombre n d'observations étant A', le moyen carré des écarts relatifs au point d'impact moyen d'un nombre indéfini d'observations sera :
et le moyea écart sera k 0,4S6y ou à d^s-peu près
k /l -0,227^, quand n est grand; Si i-on suppose à » utae
suite devaleurs consécutives^ on trouvera queles valeurs dé 1^ et de A doivent être augmentées d'une fraction de leur valeur indiqué*^ dans le tabloaii suivant :
. CORRECTION ADDiriV£
, CORRECTIOH AODITITK
ponf
d'obser valions.
d'observations.
^ ÎS
ta
L'on voit que (juand l'on n'a que 20 ou 28 observations, le moyen écart qu'on en déduit doit être augmenté d'environ 0,0t de sa valeur^ et son carré de 0,02. Pour 10 observations^ Incorrection serait d'un peu plus du double.
Pour comparer entre eux des moyens écaris pris sur deui nombres inégaux d'observations, il faudrait augmenter celui qui résulte du plus petit nombre de coups proportionnellement à la différence des fractions du tableau ci-dessus correspondant à ces deux nombres; ainsi, des moyens écarts pris sur 10 observation* devront être augmentés de 0,020 de leur valeur pour être comparables au moyen écart pris sur 100; les moyens écaris pris sur 20 devraient Tètre de 0^009 seulement ; des moyens écarts pris sur 2ô observations, pour être comparables à des moyens écarts pris sur 125 ou. sur 250 observations, devront étré augmenté»
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respectivement de 0,0073 et 0,0082. dfe leur valeur. C'est" une correction h laquelle on doit avoir égard lorsque l'on doit comparer la justesse de tir de deux armes, ou l'habileté de deux lireurS; et que le nombre de coups^ dans chaque épreuve^ n'est pas le môme.
Mais cette condition n'est plus nécessaire lorsque l'on veut comparer l'habileté de deux tireurs et que l'on est convenu de compter les écarts à partir d'un point fixe, comme le centre d'une cible, et que les tireurs visent de manière à atteindre ce point.
La somme des écarts rapportés à la mesure moyenne de» mesures observées n'est pas nécessairement un minimum, comme là somme dès' carrés des écarts ; de sorte que quand l'on déplace, parallèlement à elle-même, la ligne à laquelle on rap-' pertes Ito éèaris^^ la somme* dë ces écarts nef va pas tëujotars enr atigmeiytant^ èllê peut rester* constaiftè* m* m<frme atler ev diMmianl («rt: 28^ équal. 17); maisj il' y a toujours undéplacement à> partir duquel iA' somme des' écarts va enf an^meutavt d'une! manière continue. Il résuHrdelà^ contratrfementcàrica qut>a<lieoipoiir(leB*«arrés des 'écarts, que: la somme' dès écarts- pnsi séparément daas diverses- séries des inssures «ne^ lalhemsDt àia moyennet'des mesures de chacune d'elles n^esl pas'touîoarstpius-petiteqie la somme des écarts^ des' mêmes m» • sures, prise. «relativement à' la mesure moyenne générale sur* l'ensemble. Cependant, si la somme n'augmente pas pour chaqoe^ sérié «o porticolier, elle augmente en général pour l'ensemble; mais: l'augmentation est moins régulière que quand il s'agit du>' moyen écart.
L'analyse peut donner la correction la plus avantageuse à apporter aux écarts moyens sur un nombre restreint de mesures^, lorsqu'on connaît la loi des écarts. Pour ce qui concerne les écarts, dans le tir des projectiles, on s'est contenté ici de déterminer celte correction par l'observation, et l'on a trouvé, sur les séries d'observations rapportées plus haut, que la somme des écarts devait être augmentée de la même frac4ïon<*de sa valeUr que la somme des carrés des écarts; et, par conséquent^ que l'écart moyen doit être augmenté d'uqe fraction deux fois plus grande que le moyen écart, lorsque, d'ailleurs, le nombre des observations est le même.
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Cette drconsUnce explique pourquoi^ à mesure que Tod considère des observations de moins en moins nombreuses, le rap-
port augmente de plus en plus. £a effet, pour un nombre
n d'observations^ les facteurs corrigés devant do'nner un rapport , constant, on devra avoir :
Le secoDd facteur diminuant avec n, il faut nécessairement que le premier augmente.
Les observations du tir de 100 boulets de 16 aux distances de 200% 400» et QOO'^, et celle de 1:25 et 250 balles de pistolet, aux dislauces respectives de 50'» et de 100°', fournissent une vérification des formules qui viennent d*ètre établies.
Dans les premières, les écarts ayant été d'abord pris relativement à la verticale et à l'horizontale qui passe par le point d'Impact moyen sur les 100 boulets, on a pris leur somme et leur moyenne', la somme de leurs carrés et leur moyen carré ainsi que le moyen écart. On les a ensvite divisées en séries de 10 dans l'ordre du tir, et on a calculé la somme des écarts et des carrés des écarts pris relativement au point d'impact moyen, par séries, puis, la somme et la moyenne des résultats de disque série. Ce calcul s'est fait au moyen des formules indiquées plus liaut (art. 2 et 28). On a opéré de même par séries de 20.
Les observations sur le tir des balles ont été divisées par séries de 25 et comparées de la même manière.
Oo a eh outre comparé les écarts moyens, et les moyens écarts, pris par séries, anx quantités analogues prises sur l'en-
semble; on a également calculé lerapjîort— et— et on a
. obtenu les résultats renfermés dans le tableau ci-après.
ÉCART
Bon- 1
Verlical k.
Horizontal H.
Vertical &.
Boalelde46/ 1 série de 400 i \b séries d« 20.
200*. (40 séries de 40.
lapfMl «M Wf. mr le «1 «■ IW .
O.^fiGI 0,254 0,223* 0^
( 4 séHe de 400.
400 ». \ r> séries de 20.
MÛ séries de 40.
■iffM iM Mgr. Mr «1 «r iSt .
ow
/ 4 série de 100.
600». { 5 séries de 20.
HO séries de 40.
1 Rap()ort 4m moj, mr 10 SI HT teO .
|Ballesdepij-i 4 série de 425.
ludëtsfSO-.rSsdriesde 25.
ft,2098 0,2078 0,990
n • 140 séries de 25.
H (' 1 IntguUer.
Les résultats renfermés dans le tableau ci-dessus font voir que, comme l'indiquent les formules; 1° les moyens écarts sont d'autant plus grands qu'ils sont pris sur un plus grand nombre d'observations; 2* les moyennes, prises sur 10 boulets, horizontalement et verticalement, aux trois distances, sont les fraclions respectives ci-après des moyens écarts pris sur 100, savoir : 0,948, 0,968, 0,993, 0,999, 0,995, 0,998, ou en moyenne 0,984, c'est-à-dire 0,016 au-dessous de l'unité; la formule donne 0,020, la différence est négligeable. Les écarts moyens pris par séries de 10 boulets sont en moyenne 0,957 des écarts moyens pris sur 100^ c'est-à dire d'enviroo 0,04 au* dessous, comme Tindique la formule. De même, dans le tir des • balles au pistolet, les moyens écarts par séries de 25 balles sont de 0,07 et 0^08 au-dessous des écarts sur 126 et 260, comme
rÂpdi^tfè la formule; ceUe-d se vérifie aussi par les écarts * moyens.
On remarque le mtee accord dans le rapport — ei — i car
la formule indiqué que si on le prend par séries de 10 coups et de 100 coups, le premier serait 1^041 du second; robservation donne en moyenne 1 ,05 -pour trois d'entre eux ; le quatrième présente une inégalité qui provient d*uoe irrégularité déjà signalée. On trouve des résultats analogues dans les rapports pris sur des séries de 25 balles comparées aux séries sur 125 et 260..
La quantité — croissant ainsi a mesure qu'elle se rapporte à un
moindre nombre d*observationSj ce ne serait qoe sur un très* grand nombre d'observations qu'on verrait se réaliser plus sAre-
ment le rapport remarquable — =: ic.
liS considération des carrés des écarts qui nous permet de corriger les résultats d'observations peu nombreuses a encore sur les simples écarts Tavantage de plus de régularité , lorsque le nombre d'observations n'est pas très-grand Pour le reconnaître, on a, dans chaque série, comparé le moyen écart sur 10 boulets boriionlalement ou verticalement, à 200*, 400'*et600>*, ^àla moyenne des 10 séries; et, pour cbacun. on a pris la diOérence à l'unité, en plus ou en moins, puis la moyenne do ces différences. On a trouvé qu'aux trois distances indiquées : les erreurs moyennes étaient respectivement 0,183, 0,185, 0,135. Ces différences prises de la même manière sur les écarts moyens ont été rep|>ecliveraent 0,238, 0,201, 0,209, lesquelles sont encore plus gi aiidcs que les Uiilércoces moyenues prises sur les moyens écarts.
En opérant de la même manière sur les 5 séries par 20 coups, m trouve des différences qui sont respectivement 0,124 et 0,129, ce qui laisse encore un léger avantage à l'emploi des carres des écarts. De même, sur les 10 séries de 25 coups comparés à la moyenne sur 250, on trouve rcspcclivenw^nt 0^107 et 0,164 pour les erreurs moyennes, prises respectivement sur lea moyens, écarts ou les écarts, moyeas^ i'avantagjS est donc toujours aux moyens écarts.
D'aprèa ce qui vient d'être dit. Ton volt que, pour comparer
l$i justesse de lir de plusieurs armes différentes ou Thabilelé de plusieurs tireurs, il est plus exact de considérer les carrés dçs écarts que les simples écarts, surtout quand le nombre des observations n*esl pas très-considérable; dès que le nombre <|e9 observations atteint 25, lavantago est très-faible, c'est une vérité qu'il était important de constater. La considéralioQ des carrés des écarts est donc à la fois plus exacte et pins commode; mais il ne doil pas y avoir d'exclusion pour les simples écarts, comme quelques auteurs Tont pensé.
Les relations qui ont été établies pprmetlent de passer facilement de l'écart moyen ai» moyen écart dès que le nombre d'ob* servations n'est pas trop ptetit; |a recherche de l'écart moyen pourra suffire dans bien des caS| et n'exigera que des calculs beaucoup plus simples. •
Les rélations que nous avons obtenues pour le tir à la cible sont t^pplicable^ aux prreurs dans la détermination des autres quantités, par des observations plus ou moins multipliées, dès qu on peut y appliquer la loi des écarts qui nous a servi de base.
50. Sur la fortnuU de Laplaee f«t dotme la prohaMUé dn Vwrtur à craindre eur la moyenne arilhméitque d'un nombre donné d'obieroaitom,
La formule donnée par Laplaee pour calculer la probabilité» qu'une moyenne prise sur un grand nombre d'observations ne s'éc^irtede la véritable que d'une quantité donnée, revient à supposer que la probabilité d'un écart de la moyenne décroîi comme une certaine puissance d'un nombre plus petit que l'unité, et que cette puissance est proporlionnelle au carré de l'écart et en raison inverse du nombre de mesures sur lesquelles est prise la moyenne.
En effet, x étant un écart proposé, c~* le nombre plus petit que l'unité adoptée (e étant la base des log?rilhmes népériens), n le nombre des observations, e' une quantité qui dépend de la grandeur des écarts observés, cl pour laquelle nous prer)dronsla moyenne de leurs carrés A^; la probabilité que l'erreur est égale à X ou qu'elle ne -dépasse x que d'une quantité in^o^m^ petite dx, sera représentée par ia foro^ule
ke •* .dx.
La probabilité que Terreur ne dépasse pas une quantité proposée^ soît en plus^ soit en moins, sera donnée par l'intégrale de eette expression depuis la quantité proposée prise négativement jusqu'à cette même quantité, prise positivement et divisée par cette même intégrale étendue depuis Finfini négatif jiisqtii*à Tinfini positif; en appelant p celte probabilité et « Terreur à craindre qui y correspond, on aura
or, le numérateur multiplié par p= est ce que nous avons re--
préseotépar f (a), le dénominateur est égal à et que e'=^; on aura donc :
ce qui fait retomber sur la formule de Laplace.
Il est très-nalurel d'admettre que la grandeur des erreurs à craindre est proportionnelle à la grandeur des erreurs observées, et nous avons indiqué les raisons qui motivent l'emploi de la moyenne des carrés des écarts observés ; il est bien évident aussi qu'à mesure que les observations sont plus multipliées, la moyenne des mesures est plus près de la véritable, et il estaaseï naturel de faire croître la puissance comme ce nombre*
ou, en remplaçante-^ par « et par f, et en remarquant
que l'intégrale prise du côté des « positifs est la même que du côté des x négatifs, on aura
p=s(p(a) et •=^^
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RÉSUMÉ DES FORMULES
Le travail qui précède a reçu, en 1857^ l'approbation du comité de l'artillerie, qui, dans l'intérêt du service de Tarme^ a demandé qu'il f&t publié : M* le ministre de la guerre a sanctionne ces mesures.
Pour faciliter l'application des formules de probabilité au tir des projeetiles, j'en donne ici un résumé qui dispensera de recourir au texte; j'y ajoute, après une table indispensable, les résultats d*espériences du tir de boulets et de balles, à diverses distances, sur lesquelles les formules ont été vérifiées.
Moyennes entre plusieurs mesuras.
A,, Aj An, étant n mesures d'une même grandeur, les
liautcurs observées des projectiles sur une cible, par exemple, la grandeur qui présente le moins de chances d'erreur est leur moyenne arithmétique :
[1] » = '^^ = ^ («rt.!)
Écarts de la moyenne.
Les écarts de cette mesure moyenne étant a|=A| — m, «^=:A,— m...... on aura, pour oes écarts pris avecleurs signes :
Sa = a, + a2....ao=o et ïa'srsSA*— nm*. (art. 2)
on fait ik*=— ou A=j>/l£,
Les écarts e » a <— <i relatifs à une hauteur m-^d donnent :
[4] îî:=*'+j« et e=^J£=^-^.- . .
h est le moyen écart (quadratique); il est distinct de la moyenne arithmétique entre les écarts g pris tous positivement, qu'on appelle écart moyen.
Erreur à craindre sur la moyenne entre un cerlain nombre de mesures.
En prenant la moyenne m pour la vraie valeur inconnue, d'une quantité dont on a observé n mesures, on a la probabilité p de ne pas s'en écarter de plus que la quantité « donnée par les relations
[6] />=cp(or.) et s=:fip/îk. (art. 5)
Moyen/M entre plutieurg auiree moyeimes.
Ayant plttsieure hauteurs moyeDues m, m', m", d'ua projectile, provenant respecfiveaoeiit de n, n', n", observations» la
moyenne générale M à prendre sera :
!*• Si les observations ont une égale précision, c'est-à-dire, $i des moyens écarts k, k', k" sont égaux ou peu différents
2* Lorsque k, k*, ml dlflérents
La probabilité p que le résultat moyeu M ne s'écarte paade la mie valeur de plus de S est» en faisant p = «p (a) :
if
iTtfiiINMf moyen (art. 7).
A,, A, An étant les distances horizontales des points
d^impact résultant du tir d'un projectile, B,, B,... Ba, les hauteurs des mêmes points^ relativement à un certain point d'une eible verticale ; les coordonnés du pcini d'impact moyen soat :
Soit «ji*.'* les écarts horizontaux b^, b^... les écarts vertieaus et e«y e,... les écarts absolus des points dloipaet relatH vement au point d*impact moyen^ on auca :
Si l'on rapporte les écarts à un autre point dont les dislances horizontales, verticales ou absolues sont respectivement d, f et g, les moyennes des carrés des nouveaux écarts seront respectivement :
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Causes d'erreurs ou de déviations ajoutées .aux cames pré' existantes (art. 9).
Si h, k, l, sont les moyens écarts, sur une cible verticale, des projectiles d'une arme qui à l'aide de pricaul ion s spéciales est, à chaque coup, exactement dirigée sur le même point ; s\h^, k^, l^, sont les moyens écarts de la direction de l'arme estimés sur la même cible, lorsqu'on tire sans les mêmes précautioas, les moyeos écarts résulUiot de cette cause ajoutée à la première seroot :
Probabilité d'atteindre une êurface limitée (art. 13 et 14).
La probabilité d'atleiudre une bande verticale d'une trèspetile largeur • et dont le milieu est à la distance jp du point d'impact moyen, est :
La probabilité que le projectile atteigne une bande verticale dont les bords sont à ± « du point dlmpact moyen j est :
De même, en w qui regarde les dislances à la ligne horizontale passant par le point d'impact moyen.
La probabilité de frapper un très-petit rectangle dont les côtés sont t et t'^ et les coordonnés du centre œ et y, est :
[10] pi^JiLe'^** "'^
La probobilité d'atteindre un rectangle dont les demi-côtés, horizontaux et verticaux , sont $ et «'j et dont le centre est au point d'impact moyen, est :
Si s et «' ont entre eux le même rapport que k et A, ou si h et k étant égaux ou très-peu différents, la surface est un carré, la probabilité d'atteindre est :
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Lorsque htik sont égaux oa peu différenis, la probabilité P' d'atteindre une §uffae$ ammlam de très-petite largeur doot le rayon moyen est r et la largeur t, est (art. 21) :
Lu probabilité U'uUeiudre un cercle est (art. 17) :
[13 et 14] P=l — doù r = /p/log.f-î-p Voir les tables spéciales (art. 18).
Justesse du tir (art. 22). — C'est le rapport de la probabi-
lité d'atteindre une surfoce de petites dimensions à Taire de
cette surface; c'est en général , et, lorsque A et A sont égaux ou peu différents^ o*est— .
Relation entre les moyens écarts U, k, \, et les écarts moyen» H, K, L, (art. 26, 27).
lo Lorsque le nombre des observations est Irès-grand.
Lorsque le nombre n d'observations n'est pas Irès-grand, A', h cl H doivent être corrigés et deviennent (art. 29) :
Si l'on déplace parallèlement à elle-même d*une quantité d, du côté des x positifs, la verticale à laquelle on rapporte les écarts horizontaux, s étant le nombre des écarts positifs plus petits que d, S* a, leur somme, u et e, le nombre des écarts positif et négatifs, et n=u-|-« leur nombre totel» Técart moyen nouveau H' sera (art. 28) :
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32. Table des valeurs de lu fonction ^{ajz^~ = / e dt. Calculée d'après le* Tileurs donnée» |tar Krimp et !• Ubic de M. Couiiiot.
0,iO 0.11 0,12 0,13 0,14
O.IG
DIFF
0,00000 0,01128 0,02257 0,033^4 0,Otôll
0,il2i6 0,12362 0,13476 0,14587 0,15695
0,16800 0,17901 0,1 «909 0.2U09i 0,21l8iP
10i6 lOW
DIFF
' I 0,40 0 42839 q-o OM 0,43797152^ 0.i2 0/»m7 iJik 0,*3 0,45689 û'î 0 44,0,46t>-23;925
0,50 0,52030 itryi 0,51 0,52924 0,52 0.53790 0.53 0 5i6'f6 0,54 0,55494
Ri8
0,69810 ^Vi 0,74 1 0,70468 j
0,76 0,71754 ifi^S 0,77 0,723«7jf5
DIFF
0.80 0,74210 0,81 0,7iS00 0,82 0,75381 0.83 0,75952 0,84 0.76514
CALCOL DES PROBABlLitÊS.
Ml
DIPF.
loi
cp (o)
0 98379 0 98'i il 0.9850(} 0.98558 0,98613
0,99il8 0,994413 0 99466 0,99/i89 0,99511
tK9>532
DIFF
2,05 2 lli 2,15 2.20
2,50 2,55 tM 2.65
1,38'>9 L82il
0,050 04ÔÔ 0,150 0,200 0 250 0,300 0,350 0,400 0,450 0,500 0,550 0,600 0,650 0,700 0,750 0,800 0,8.50 0,900 0,950 0,990 0,999
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