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PRÉFACE
Cet OuATage n'a pas seulement pour but d'exposer, avec quelques développements, l'ensemble des connaissances acquises dans le passé sur le calcul des probabilités, il a aussi pour objet de faire connaître de nouvelles méthodes et de nouveaux résultats qui représentent, à certains points de vue, une transformation complète de ce calcul.
La conception des probabilités continues constitue la base de ces nouvelles études. On pensait précédemment que seules des formules discontinues pouvaient être des conséquences exactes des principes du calcul des probabilités, et cette idée était d'autant pins naturelle que les problèmes traités alors ne pouvaient admettre d'autres genres de solutions.
On employait bien parfois des formules continues mais on les considérait comme approchées, de sorte qu'elles ne pouvaient servir de base pour de nouvelles recherches. Pour cette raison, leur emploi ne s'est pas généralisé depuis Laplace.
L'idée de considérer les probabilités comme continues fut seulement envisagée il y a quelques années lorsque je me proposai de résoudre des questions ne pouvant admettre que des solutions continues exactes.
La théorie édifiée alors était assez particulière, des ébauches publiées dans différents Recueils indiquent le cours de son évolution; généralisée successivement dans tous les sens, elle a pris un tel développement qu'il m'a semblé nécessaire de la
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préseiiloi' SOUS iiiu' lorine sulïisaiiinu'nl explicite pour (ju'elle soit à la portée de tous les mathématiciens.
On conçoit l'avantage (jn'on peut tirer de la considération des probabilités continues. Ijcur théorie ne dépend pas des probabilités discontinues, elle est niathéinaticpiement exacte et ne procède pas par approximations.
L'emploi direct et immédiat, pour toutes les f|uestions, du calcul iidinilésimal, beaucoup plus simple que le calcul des (piantités finies, permet de résoudre des problèmes (pii, par leur dilHculté et leur complication, seraient inabordables avec les méthodes ordinaires.
Le premier mérite de la théorie consiste dans le nombre des résultats nouveaux qu'elle a permis d'obtenir et dans le degré de difiiculté des questions qu'elle a étudiées.
Un autre avantage des probabilités continues est de résoudre ellectivement les problèmes en donnant pour solutions, non des formules pratiquement incalculables, mais des formules facilement réductibles en nombres.
La conception de l'unité du calcul des probabilités constitue l'une des bases de notre étude; elle a permis de faire de la théorie des probabilités continues une science générale et méthodicpie; elle a permis de classer les problèmes d'après leurs caractères réels, de sorte que leur étude forme une chaîne ininterrompue de déductions se suivant dans tiii ordre naturel et logi(pie.
La théorie des probabilités continues a donné naissance à une assimilation des plus curieuses entre ce qu'on pourrait appeler le mouvement ou la transformation des probabilités et certains phénomènes physiques tels que la diffusion de la chaleur. Cette théorie devrait, logiquement, servir d'introduction à l'étude de la Physique mathématique, non seulement parce
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que la connaissance des lois du hasard supplée bien souvent à notre ignorance des lois de la nature, mais aussi parce que cette théorie, i)asée sur des conceptions puren^ent mathématiques et non sur des hypothèses, est cependant assimilable à la théorie des phénomènes les plus simples qu'étudie la philosophie naturelle.
Les cinf[ premiers Chapitres de cet Ouvrage sont consacrés aux probabilités discontinues; ils contiennent le développement de mes travaux personnels sur ce sujet et l'exposition presque complète des problèmes considérés comme classiques. Beaucoup d'entre eux ont été l'objet de simplifications.
On ne trouvera, dans ce premier Volume, aucune étude sur l'histoire ou sur la philosophie du calcul des probabilités; ces questions seront traitées dans les Volumes suivants avec toute l'étendue que mérite leur intérêt.
Kn rédigeant ce Livre, j'ai tenu à ne jamais m'écarter de ce que je considère comme constituant la théorie générale du calcul des prol)abilités; je me suis aussi efl'orcé de dégager ce calcul de tout appareil analvtique; c'est, je crois, le meilleur moyen cVen faire comprendre l'esprit et d'en fiiire apprécier la très réelle beauté.
CHAPITRE I
NOTIONS GÉNÉRALES SUU LES l'ROBABlLITÉS.
1. Oa a.p[}eUL' prohahilùé d'un événement le rapport du nombre des cas favorables à l'arrivée de cet événement au nombre total des cas possibles.
La probabilité d'amener le point quatre, par exemple, avec un dé est 7. parce que six cas peuvent se présenter quand le dé est jeté sur le tapis et qu'un seul est favorable à l'arrivée du point quatre. La probabilité de retourner un roi sur un jeu de 32 cartes est ô : il v a en
effet 32 cas possibles et 4 favorables; la probabilité est donc ~ = -■
Cette définition de la probabilité suppose toujours que les cas sont également vraisemblables.
Dans le premier exemple donné ci-dessus, il faudrait se garder de dire : le dé peut montrer le point quatre ou il peut montrer un autre point, il y a donc deux cas possibles dont un favorable, la probabilité est-- Les deux cas possibles ne sont pas également vraisemblables.
La probabilité est toujours comprise entre zéro et un; cette dernière valeur correspond à la certitude.
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|);ms II' hiii^M^^c nnlinairi'. OU (lit qu'un ('viMicinont a nenï r/idnccs sur (liv (le st> prdiluiro |i(tiir cxpriiiuT ((uc sa pniliahililo est o,().
Dans le cali'ul des probahililés, il csl conshiiiiinciil i\\'\\ usa^c de deux iiriiii'i|H's : i'tin osl reialil'à raddilinn des iirohahililés, l'autre à
ItMII' IIMllli|di('lllinll.
'2. Principe de la probabilité totale. — Si /On /x/r/age les cas f(Hi>rfih/csà l'arrivée d'un événement en différents groupes, la prohabilité de réxénemenl sera la somme des prohahilités pour qu'il appartienne à chacun des groupes .
On additionne en effet des fractions de même dcnoininaleufen addilionnanl les numérateurs.
Le choix des groupes est arbitraire, sous la eomiition de comprendre dans ces groupes tous les cas possibles sans qu'aucun s'y rencontre deux fois.
\a\ probabilité d'amener avec deux dés une somme de points supérieure à dix est égale à la somme des probabilités pour amener ii
ou 12.
La probabilité d'amener le point 2 ou le point 5 avec deux dés n'est pas représentée par la probabilité pour amener 2 ajoutée à la probabilité pour amener 5. On peut, en effet, les amener tons deux; le point 2,5 considéré une première fois comme contenant 2 ne doit pas être com|)té une seconde fois comme contenant 5.
3. Principe de la probabilité composée. — Lorsqu un événement E dépend du concours de deux autres, E,, E^, et que l'arrivée de Ej est subordonnée à celle r/<? E, , la probabilité de E est égale au produit de la probabilité de E, par la probabilité qu'acquiert E^ quand on suppose E, arrivé.
Soit en effet a le nombre des cas qui peuvent se présenter quand on attend l'événement E; sur ces ij. cas, il y en a, par exemple, m favorables à l'arrivée de E, et, parmi ces m cas. n favorables à l'arrivée
de E.,, la i)robabilité de E est -; or
— est la probabilité de E, et — est la probabilité qu'acquiert E, quand on suppose E, arrivé : le principe est donc démontré.
4. En particulier: Si les événements E,, E.^ sont indépendants, la prohabilité de E sera égale au produit des prohahilités de E, et E,.
Ce principe serait encore vrai dans le cas d'un événement composé dépendant de plusieurs événements E,, E^, E^,
On a souvent commis des erreurs en confondant le cas particulier de la probabilité composée avec le cas général, et en considérant comme indépendantes des probabilités qui ne l'élaient pas.
5. La probabilité d'an événement étant p, quelle est la probabilité pour que l' événement ne se produise pas en n épreuves.
La probabilité pour que l'événement ne se produise pas à la première épreuve est i — /?.
La probabilité pour qu'il ne se produise ni à la première ni à la seconde épreuve est égale, d'après le |)i'incipe de la probabilité composée, au produit de la probabilité pour qu'il ne se produise pas à la première épreuve, multipliée par la probabilité pour que, ne s'étant pas produit à la première épreuve, il ne se produise pas à la seconde; c'est-ii-dire est égale à (i — />)^; etc.
La probabilité pour que l'événement ne se produise pas en « épreuves est donc
Cette probabilité décroît constamment lorsque «croit; laprobabilité de l'arrivée de l'événement s'approche donc de la certitude.
La probabilité pour que, en n épreuves, l'événement de probabilité /> se produise au moins une fois est
6. Nous avons supposé que les n épreuves étaient identiques et que la probabilité de l'événement était p à chaque épreuve.
Si la probabilité de l'événement elait/j, à la première épreuve, /^o à la deuxième, p^ à la troisième, etc., pt, p^, p^, ... étant indépendants,
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I;i |»riili;il»ilil(' pour (pu' rrvi'iioiiKMil ne se produise |)as uni' soulo l'ois iMi II épreuves serait, eti vertu du prinei[)e des proliahililéseoinposéos,
Si les événeuienls dépendaient les uns des antres, la prol)al)ilité pour (|u'ancun événement ne se produise s'exprimerait toujours par la même formule, mais les (|uantités /^ n'auraieni [)lns la iiiénie sii;nincation:/>, serait la pi(dial)ilité pour que l'événemenl se produise à la première épreuve. /;.j sérail la probabilité pour que l'événemenl se produise il la deuxiènu^ épreuve dans l'hvpolhése où il ne se serait pas |iniduit à la |)r('rniérc. /'j serait la [irohabililé |)our(|in' revénement se |)roduise à la troisième épreuve dans l'hypothi-se où il ne se serait pas jtroduil à la ])reniière ni à la deuxième é|)reuve, etc.
7. Dans un jeu de \->. cartes, on tire deux cartes au hasard, quelle est la probabilité de tirer deux rois?
Le nombre des cas possibles est le nombre des combinaisons de 32
objets 2 à 2. c'esl-à-dire : -^ — ; le nombre des cas favorables est celui
des combinaisons de 4 objets 2 à 2, c'est à-dire : -^-; la probabilité cherchée est donc "'"
On peut aussi résoudre cette ([uestioii en emplovant le principe de la probabilité composée : la |)robabililé pour retourner deux rois est égale au produit de la probabilité pour retourner un roi au premier tirage multipliée |)ar la probabilité |iour ([ue, avant déjà retourné un roi, on en tourne un second au second tirage. La probabilité de tourner
deux rois est donc : 4-r- puisque, au second tirage, il reste 3i cartes
dont 3 rois.
Dans les mêmes conditions, la probabilité pour tirer au moins un roi
est égale à la probabilité pour retourner un roi au premier tirage, plus
la probabilité pour en amener un au second tirage si, au premier, on
n a pas retourne un roi, c est donc : ^ -1- — t?-- '^ 02 32 3i
On peut encore dire : la probabilité pour amener au moins un roi
est égale à l'unité diminuée de la probabilité pour n'amener aucun
roi. c'est-à-dire diminuée de ^- -^- La proiiabilité cherchée est
donc I — 5-- T^-
8. On mêle plusieurs jeux de 32 cartes; quelle est la probabilité de tirer quatre cartes noires de suite?
Si le nombre des jeux de cartes était infini, la probabilité de tirer
une carte noire étant à chaque tirage -r-^, la probabilité de tirer quatre
noires de suite serait d'après le principe des probabilités coni-
posées (i^)^
Si l'on opère sur un seul jeu de Sa cartes, la probabilité de retourner quatre noires est d'après le même principe
S'il y a m jeux de cartes, la probabilité est
1 6 /« 1 6 /H — I 1 6 /;i — 2 16 m — 3 82 m 32 ni — I 32 m — 2 82 m — 3
9. D un jeu de trente deux cartes on tire neuf cartes au hasard; quelle est la probabilité pour que, sur ces neuf cartes, il y ait exactement quatre cœurs ?
Le nombre des cas possibles est celui des combinaisons de 82 objets pris 9 à 9, c'est-à-dire
Considérons une combinaison favorable de neuf cartes; combinant d'abord dans celle-ci tons les cœurs, on obtiendra C^ combinaisons
favorables différant uniquement par les cœurs. Dans chacune de celles-ci on peut ensuite combiner toutes les cartes qui ne sont pas des cœurs, ce qui donne C . combinaisons différentes.
Le nombre des combinaisons favorables est donc C^ xC 5 et laproba-
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bililé cherchée a pour valeur
8 ii
10. La |>r(tltaltilil('' pour (|u'il y ail parmi les neuf cartes au moins quatre cduirs est la somme des probabilités pour qu'il y ail quatre, cinc], six, sept ou huit cœurs, c'esl-à-clire
TT^Un X Cs +C5 X Ci -i-C, X C3 H-C, X r, j 4-C, X C , ).
Li, 8 91 8 t( 8 H 8 31 8 21
La probabilité pour (|u'il y ait moins de quatre cœurs est égale à la
somme des probabilités pour qu'il y ait zéro, un, deux ou trois cœurs.
La probabilité pour (|u'il y ait ([uatre cœurs et deux trèfles serait de
même
Cj X Cj X r. ,
La théorie des combinaisons permet, comme on le voit, de résoudre simplement certaines questions de probabilités.
11. Espérance mathématique. — On appelle espérance mathémaliquc d'un béiudice éventuel le produit de ce bénéiice par la |)robabilité de le réaliser.
L'espérance mathématique est donc négative lorsqu'elle correspond à une perte.
V espérance rnathémalupic totale d'un joueur sera la somme des produits des bénéfices éventuels par les probabilités correspondantes.
Il est évident (|u'un joueur n'est ni avantagé ni lésé si son espérance mathémati(jue totale est nulle. On dit alors que le jeu est écjuitahle.
h' avantage absolu d'un joueur est égal à la difl'érence entre la somme de ses espérances positives et la somme de ses espérances négatives; l'avantage absolu est donc l'espérance mathématique totale; c'est la somme qu'on devrait équitablement donner au joueur si on l'empêchait de jouer, lorsque le jeu le favorise.
12. Si un jeu se compose de plusieurs parties, l'espérance mathé"
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iiiatique totale est la somme des espérances relatives aux diverses parties si celles-ci doivent certainement être jouées.
En particulier, si le jeu est identique à lui-même à chaque partie, l'espérance totale est égale au produit de l'espérance relative k une partie par le nombre des parties ([ui composent le jeu.
Si un jeu est équitable à chaque partie, il est équitable dans son ensemble.
Il n'existe donc aucune combinaison pouvant rendre avantageux ou désavantageux un jeu, qui, à chaque partie, est équitable.
1.3. La notion de l'espérance mathématique permet quelquefois de déterminer les probabilités. On peut citer comme exemple ce problème classique :
Deux joueurs font un nombre illimité de parties à un jeu dont les conditions sont équitables ; leurs fortunes sont m et n\ quelle est ^ pour chacun d eiiiv^ la probabilité de-ruiner l'autre?
Pour simplifier le langage, on appelle fortune d'un joueur la somme totale qu'il consacre au jeu; lorsqu'il a perdu cette somme, on dit qu'il est ruiné.
Dans le problème qui nous occupe, nous supposons que, après chaque partie, le perdant verse son enjeu au gagnant.
Soit P la probabilité pour que le premier joueur ruine son adversaire; son espérance positive est P«, son espérance négative est — (i — ?)m. Le jeu étant équitable, l'espérance totale est nulle, et l'on a
d'où
on aurait de même
Les probcdnlités de gain des joueurs sont proportionnelles aux sommes qu ils jouent .
14. On étendrait facilement ce résultat au cas de trois joueurs, en
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su|t|)i>saiil i|Ut' II' jfii se (ci'iiiiiii' lursciiic iliMix d'cnlrc ciixsonl ruiin's.
Si li'iirs forliiiu's sont m, ri, r, la in'nlniliilili' |miir (|ui' le prriiiicr (rcnirc
eux ruine les autres est
On lr;iiltM':iit de rnôuio le cas d'un noinliic (|ii('ln)n(|iie de joueurs.
I.î. Lorsiiue deux joueurs ue se lixcnl pas d'avanre un uondire maximum de parties, leurs probabilités de ruine sont inverseiucnl pro|>orli()nnelIes aux sommes qu'ils jouent ; il en résull(> (|no le plus pauvre d'entre eux sera vraiseinhiahlemeut ruiné. Celui qui joue équilai>lement contre tout adversaire qui se présente se trouve dans les mêmes conditions que s'il jouait contre un adversaire très riche; sa ruine est à peu près certaine. La probabilité de sa ruine s'approche de la certitude en même temps que le gain espéré |)ar lui croil indéfiniment.
i'î. Valeurs moyennes. — Soit />, la p'robabilité pour (|u'une certaine (juanlite a soit égale à r/,.
Soit p., la |)robabilité pour qu'une certaine (juantité a soit égale 'a a.,
Soit p,, la probabilité pour (|u'une certaine quantité a soit égale à a„.
La valeur moyenne absolue ou simplement la valeur moyenne de a est, par définition, la quantité
La valeur moyenne de a est donc l'espérance mathématique d'un joueur à qui l'on promettrait une somme égale à a.
On peut encore dire : La valeur moyenne d'une quantité est la somme des produits des différentes valeurs de cette quantité par leurs probabilités respectives.
Soit u. le nombre des cas possibles, de sorte que
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on peut écrire comme suit la valeur moyenne absolue de a :
(i,p, + a-2 /Jo + ■ ■ ■ -f- CI,, /'„ Pi-hPi-r...-i-p„^...-^p/
La valeur moyenne relative de a est, par définition, la quantité
fli/?i H- r/o /)., + . ■ ■+ a„Pn ^ Px-^ P-L-+ ■ --^ l',l
La valeur moyenne absolue se rapporte donc au nombre total des cas, la valeur moyenne relative au nombre des cas favorables.
18. Supposons, par exemple, que la quantité a soit susceptible de prendre les sept valeurs
auxquelles correspondent les probabilités
La valeur moyenne absolue de a est
La valeur moyenne absolue des a négatifs est
La valeur movenne absolue des a positifs est de même -y-
La valeur moyenne absolue du module de a est-^--
La valeur moyenne relative est égale à la valeur moyenne absolue divisée par la somme des probabilités correspondant aux cas favorables.
La valeur moyenne absolue de a étant -%> et la somme des probabi-
lités correspondant aux cas favorables étant -t> la valeur moyenne
relative de a est
_ If
i4 ■ i4 ~ Il
Dans ce qui suivra, lorsque nous parlerons de la valeur moyenne, il faudra entendre qu'il s'agit de la valeur moyenne absolue.
19. Lorsqu'une (|uantilé a est susceptible de prendre les n valeurs ( rangées par ordre de croissance)
a,. Oj. ..., «/,. «*+,, ..., a„ auxquelles correspondent les probabilités
/'i- Pi Pk- Pk+i Paon dit que la valeur probable de a est comprise entre a^ et 0^+, si l'on a
et
P\^ Pi^- ■ ■— Pk+l >
En termes moins précis, la valeur probable d'une quantité est celle qui a autant decbances d'être ou de ne pas être dépassée.
Dans l'exemple traité précédemment (n° 18), la valeur probable de a est comprise entre — i et -t- i.
20. Il ne faut pas confondre la valeur moyenne ni la valeur probable d'une quantité avec la iialeur la plus probable de cette quantité.
D'ailleurs la valeur de probabilité maxima est toujours une valeur
possible de la quantité considérée; au contraire, la valeur moyenne n'est généralement pas une valeur possible.
Quant à la valeur probable, en dehors du cas des probabilités continues, elle n'est généralement pas déterminée.
21. Si la probabilité d'un événement est p à chaque épreuve, la valeur moyenne du nombre des arrivées de cet événement en ijt. épreuves est u.p.
En effet, si un joueur devait recevoir i fr. chaque fois que l'événement se produit, son espérance, pour chaque épreuve, serait/) et pour a épreuves elle serait ii.p.
Si la probabilité d'un événement est/>, à la première épreuve, yj_, à la deuxième, .../>„. à la a''"""', la valeur moyenne du nombre des arrivées de cet événement dans ces u. épreuves est />, -f- /». -t- . . . + p^.
En effet, si un joueur devait recevoir i fr. chaque fois que l'événement se produit, son espérance serait yj, -t- /Jo -+- . . . +/Jfi.
22. Si la probabilité d'un événement est p à chaque épreuve, la valeur moyenne du nombre des épreuves qu'il faut tenter pour que
l'événement se produise est -•
La probabilité pour que l'événement se produise à la première épreuve est p.
La probabilité pour qu'il se produise à la seconde épreuve ne s'étant
pas produit à la première est, en vertu du principe des probabilités
composées,
(\—p)p~,jp.
La probabilité pour que l'événement se produise à la troisième épreuve ne s'étant pas produit à la première ni à la seconde est q-p.
La probabilité pour que l'événement se produise pour la première fois à la «'''""' épreuve est q"~* j»-
La valeur moyenne cherchée est l'espérance mathématique d'un joueur qui toucherait i fr. si l'événement se produisait ii la première épreuve, 2 fr. s'il se produisait à la deuxième. ... « francs s'il se produisait pour la première fois à la n"'""' . La valeur moyenne est donc
p + iqp -\- i (f-p -t- 4 '/ '/J + • • ■ •
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On ramiMii' tacilciiicul n-lic série à des progressions géométriques, sa
valeur est -•
On peut iilileiiir ce l'ésullal |)ar une métliDde plus simple : Soil ii la valeur nKixcinie ihi iioiiilire des epceuves (lu'il t'aul IcMler pour (|uc l'eveiieiuenl de pn)bal)ilité y> se produise, on a
\ln elVel. I;i pii'niière épreuve a nécessairement lieu et ce lait est exprimé pai- le cliin're i. Si, à celle première épreuve, l'événemenl ne se produit pas (éventualité qui a pour probabilité r — p), la valeur moyenne après celte épreuve est encore u; l'égalité précédente est
donc exacte, on en déduit u = -■
•2M. Addition et multiplication des valeurs moyennes. — La valeur moyenne d'une somme est égale à la somme des valeurs moyennes de ses parties, c'est une conséquence immédiate de la définition.
La valeur moyenne relative d'une somme n'est pas éii;ale à la somme des valeurs moyennes relatives de ses parties.
La valeur movenne d'un \)ro(]u\t quarul/cs/acteiii-s sont indépendants est le produit des valeurs moycuiies des facteurs.
Ce principe est même vrai lorsqu'il s'agit de valeurs moyennes relatives. Soient .r etj'deux grandeurs, la valeur moyenne de la première est, je suppose,
et celle de la seconde
leur produit peut s'écrire
Si la valeur a;, de .r n'influe en rien sur la probabilité de la valeur j,-
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dey. Pi qi est, d'après lo principe de la probabilité composée, la probabilité pour que le produit xy ait la valeur .r,/,-. Alors la quantité ci-dessus écrite est bien la valeur moyenne relative du produit a; y, puisqu'elle est la somme des produits des valeurs xy par les probabilités correspondantes divisée par la somme des probabilités.
24. Si la valeur Xi de x inlluail sur la valeur v,- de y, la probabilité de ir,.y,' ne serait plus />,y,' et la valeur moyenne du produit ne serait plus égale au produit des valeurs moyennes.
Si, par exemple, y = a;, la valeur a-,- attribuée à x rend nécessaire la valeur x^ attribuée à y, et par suite la valeur moyenne d'un carré n'est pas égale au carré de la valeur moyenne.
25 . La valeur moyenne (Vun carré est toujours plus grande que le carré (le la valeur moyenne.
On a identiquement, puisque '^pi^= i,
2 p-^ï —{y^Pi^i) =2 /'/ i>i. ( ■Xi —■xkY-
Le premier terme est la moyenne du carré, le second est le carré de la moyenne; le second membre étant positif, le premier terme est toujours plus grand (jne le second, c'est ce qu'il fallait démontrer.
26. Propriété additive des moyennes de carrés. — La difTérence entre la moyenne du carré d'une somme de plusieurs quantités et le carré de la moyenne de cette somme possède une propriété remarquable : On a, en désignant par VM la valeur moyenne,
V'M [(x, + .r, -I- . . . + j-^,)-\ — [ VM(x, -h .1-2 + ... + x^)Y
— [(VMxi)^ + ...-+- (VMxjx)M- 2VM.r,VMx,-(-. . .-(- 2V\Ia;^_,VMx^]. Si les quantités x^, x.,, . . ., x^ sont indépendantes,
et l'égalité se réduit à
VM (^ V ....y _ f VM V x,y =y [ VM,r;^ - (VM.r,)'].
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Le |u-i'iiiifr iiuMiiliro oxpriiuc la ilillcrciico cnlro la nioyoniio du carrt' (i'iiiif soimnc cl le cirn- de la iiKivi'iiiit' de cette somme; le second membre désigne la somme des (jiianlilés analogues relatives à chacune des parties considérée isolémenl.
La valeur moyenne d'une somme esl égale ii la smnine des valeurs moyennes de ses parties; c'est ce qu'on peut exprimer en disant que la valeur movciine possède la propriété d'addition, l/.i valeur moyenne du carré iliminuée du carré de la valeur inoyerine possi'de la même propriété d'addition lorsque les quantités additionnées sont indépendantes.
27. En particulier (juand plusieurs quaiilitës sont indépendantes et quand leurs râleurs moyennes sont nulles^ la râleur moyenne du carré de leur somme esl égale à la somme des râleurs moyennes des carrés de ces quantités.
En d'autres ternies, dans le cas considéré, les valeurs moyennes des carrés possèdent la propriété d'addition.
Ce théorème est très important; il jtermet, comme nous allons le voir, de se faire une idée d'ensemhic de la transformation des probabilités dans une suite d'épreuves ([uand celles-ci sont indépendantes les unes des autres.
28. Application à la théorie du jeu. — Supposons qu'un joueur A ait, à chaque partie, probabilité /j, de perdre la somme a,, probabilité/j^ de perdre la somme a^, . . . , probabilité/;,, de perdre la somme y.,, (a,, a,, . . . , a„ peuvent être positifs ou négatifs).
Considérons d'abord le cas du jeu équitable, c'est-à-dire le cas où
l'on a
a,/>, -1- x^Pi^. . .-+- ix„p„ = — Ci = o.
C, désignant l'espérance mathématique pour une partie.
Lavalcur moyenne des carrés des gains et des pertes pour une partie ou, si l'on veut, des écarts pour une partie est
«î P> + «2 /'! + .•• + ^-l Pn = E^
Les parties successives étant indépendantes, la valeur moyenne des carrés des écarts en gain ou en perte pour u. parties est, d'après le
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théorème de l'addition des moyennes de carrés, égale au pi'odiiit para de la quantité précédente.
En désignant par E- la valeur mojenne des carrés des gains et des pertes pour u. parties, on a donc
E'' = iJ.E\ — li{x\ /*, -+- al /), + ...-(- 0!,-,/5„).
Lorsqu'un Jeu est équitable, la valeur moyenne des carrés fies gains et des perles est proportionnelle au nombre des parties jouées.
Les carrés des écarts croissent donc, dans l'ensemble, proportionnellement à [i. et les écarts croissent, dans l'ensemble, proportionnellement à \ a.
Le théorème de l'addition des mo3'ennes de carrés permet donc de se former une idée imprécise mais générale sur la croissance des écarts.
Nous verrons plus loin que les écarts croissent comme la racine carrée du nombre des épreuves, mais à la condition ({ue le nombre des épreuves soit très grand.
29. Supposons maintenant que le jeune soit pas équitable; la valeur moyenne de la perte pour une partie est
aip, + cx,p.,-h. ..+ c.„/>„ = — f, ; pour u. parties, elle est
lJ-{xtPi-\- a,/),-!-. . .+ c(„p„) = fii"i = ^.
Si l'on forme la quantité
(aj />,-(- 3!! /J., + . ..+ c',p„) — (a, /?,-(- «2/50-4-. ..+ a'.„p„)-=El — >;";,
et si l'on multiplie cette quantité par la, on obtient, d'après le théorème de l'addition des moyennes de carrés diminuées des carrés des moyennes, la dilTérence entre la moyenne des carrés des gains et des pertes pour a parties et le carré de la moyenne des pertes pour ces [JL parties, c'est-à-dire E- — t^; on a donc
FJ-r- = iJ.(E\ -C\);
d'où l'on déduit, puisque è' = u.i',
E-'=lxE-] +ix{ix-i)Cl
ih I,. lîAlMiri.IFR.
l't'lle cs( roxprossion do Li valeur iiioytMinc E' dos carrés dos gains et dos pertos pour a parlios.
30. On se rend mieux compte do la loi diy la docroissanco des gains et des pertes avec le nombre dos parlios en rapportant ces gains et ces pertes à la perte moyenne — .l" : Soit z la porte réelle pour [x parties,
posons
est, pour a parties, la dilTérence entre la porto réollo et la perte ovenne ou, si \'in\ veut, r est l'écart pour u. parlios. Klevaiit au carré l'équation précédente, on obtient
et, en désignant par ViM la valeur moyenne,
La valeur moyenne de 5^ est E^ la valeur moyenne de z est — £, l'égalité se réduit donc à
VM.r»=|ji(E'f— «L-J).
Donc : La porte moyenne est proportionnello au nombre dos parties; la valeur moyenne du carré de l'écart en plus ou en moins est également proportionnelle au nombre des parties.
31. On peut utiliser les mêmes théorèmes sur l'addition des movennes de carrés pour le cas où les parties successives ne sont pas identiques (pourvu qu'elles soient indépendantes).
Supposons (jne, à la partie d'ordre ï, il y ail probabilité j),j pour perdre a,,,-, probabilité p.-,j pour perdre a. ,, . . . , probabilité p,,^, pour perdre a„ ,.
La valeur moyenne de la perte pour la partie d'ordre i est
La valeur moyenne de la perte pour a parties est 1=11 1=11
Soit r. la perte réelle pour a parties, si l'on pose ce est l'écart : la valeur moyenne de x- est
En désignant par E^- la quantité l'expression de la valeur moyenne de x- peut s'écrire
:{'2. Théorème de Bernoulli. — La probabilité d'un événement est p à chaque épreuve, la probabilité de sa non-arrivée est y = i — />. On t'ait ;j. épreuves, la valeur moyenne du nombre des arrivées de l'événement est u.p.
Si l'événement se produit ij.p -+- x fois, on dit que Vécart est x.
Soit m le nombre des arrivées de l'événement, on a
m = fx/) H- a;,
m est nécessairement entier et ;j./j est ordinairement fractionnaire, donc X est ordinairement fractionnaire, m [)eut prendre toutes les valeurs de zéro à [x, l'écart x peut donc prendre les u. 4- 1 valeurs — txp, ~ ap -t- 1, — a/j + 2, . . . , + Ltf/.
Si m est supérieur à tip l'écart est positif, il est négatif dans le cas contraire.
Nous allons calculer la valeur moyenne du carré de l'écart.
Imaginons un joueur A; faisons correspondre chaque partie de son jeu à chacune des épreuves et supposons que, à chaque partie, le joueur A perde une somme cgale à l'augmentation de l'écart ou qu'il gagne une somme égale à la diminution de l'écart à l'épreuve correspondante; la perte totale du joueur en u parties est égale à l'écart en u. épreuves.
1^ L. I1A(.IIKLI1".R.
Supposons ciicon- (|m' l'ccarl soil .r i» rc|iriMiV(' d'unlro tx, nous allmis ctiiilici' les vai'iatiiuis de cet écarl ii rciniMivc suivante.
A celte épreuve, il y a probabililr /^ |)our (|uc révénemenf se produise et, si cette éventualité se réalise, révénement s'étant produit ap -h X -h i l'ois en ;j. -l- i épreuves, l'écart sera devenu x -\- \ — p nu r -)- (f. Sa valeur l'iail précédemment x, elle a donc auiinienlé de la (|nantité q.
il V a ainsi, à l'épreuve considérée, prohahililé /; pour (|ue l'écart au^'nienle de la (juantile y et l'on verrait île même ([u'il y a probabilité c/ pour (|iril (liniinne de la (|uanlilé />.
A chaque partie, le joueur A a donc probabilité/? pour perdre la somme q et probabilité q pour gagner la somme /;. Les parties successives de son jeu sont indépendantes et celui-ci est équitable; la valeur nu)yenne du carré des gains et des pertes est donc (n° 28)
La valeur moyenne du carré de l'écart est donc \>-pq-
Les carrés des écarts croissent, dans l'ensemble, porportionnellenieiit à [X et les écarts croissent, dans l'ensemble, proportionnellement
à va.
Les écarts croissent donc, dans l'ensemble, en valeur absolue, ils décroissent en valeur relative (relativement à \j.). C'est, du moins dans son esprit, le ihéorcme de Hernoidli.
33. On obtiendrait des résultats analogues en supposant les probabilités variables d'une épreuve à l'autre : Soient />,, />., . . . , p^ les probabilités d'un événement à la première, la deuxième, ..., la [j.""'"" épreuve et y, = i —■/»,, ^j = i — yo^» • ■ ■ , q^i^ ^ — fa l''s [)robabilités de l'événement contraire; la valeur moyenne du nombre des arrivées de l'événement en [i. épreuves eslp, -+- p-^-h . . .-\- p^. Si l'événement se produit /j, -t-/)o-l- . . . -h p^,. -h a- fois, on dit que Vécart est x.
Pour calculer la valeur movenne du carré de l'écart, on suppose, comme pour la question précédente, qu'un joueur A perde une somme égale à l'écart; à la /'*■""■ épreuve il a probabilité p, de perdre la somme y,- etjprobabilite y, de gagner la somme pi, la valeur moyenne du carré de ses gains et de ses pertes, c'est-à-dire la valeur moyenne
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du carré de l'écart est donc
34. Application aux erreurs d'observation. — Lorsqu'on mesure plusieurs Cois, avec soin, une même grandeur, pour fixer les idées une longueur, on obtient constamment des chillres dili'érenls; l'écart qui existe entre la valeur exacte (et inconnue) et la valeur mesurée dans une observation est nommée Verredràe. cette observation.
Nous supposons que les chances d'erreur sont les mêmes pour toutes les observations et que les erreurs positives ont même probabilité que les erreurs négatives; alors la valeur moyenne de l'erreur est nulle.
Soit £- la valeur movenne du carré de l'erreur pour une observation: la valeur moyenne du carré de la somme - des erreurs commises sur a observations est \t.t-.
Lorsqu'on a effectué u. mesures, dans l'ignorance où l'on est de la valeur exacte de la quantité mesurée, on adopte pour cette valeur la moyenne arithmétique des mesures.
Nous n'avons pas à discuter l'ensemble des considérations (pii peuvent militer en faveur de ce choix; l'adoption de la moyenne arithmétii|ue a l'avantage de donner une idée générale du degré d'exactitude du résultat.
Si la moyenne arithmétique des erreurs est r, la somme z des erreurs est u. v; de l'égalité - = ay on déduit
La valeur moyenne de z'^ étant uî-, cette égalité se réduit à
V.My
Donc : l.a valeur moyenne du carré de l'erreur coinnuse en prenant pour valeur de la quantité mesurée la moyenne arithmétique des mesures varie en raison inverse du nombre des observations.
ao 1.. it.u'.iiKi.ii'.u.
On |i(Mit <liii' iiui', ilaiis l'ciiseinble, rt-rrciii' coiMinisf en adoplant la n'>|jlo lie la iiin\ CM Ml' aritliiii('(i(iue varie en raison inverse de la racine carrée dn iionilirc des (d)scrvalions: celle loi de <lccroissanee peni être précisée, comme nous le verrons, lttis(|ne le nombre des ohservalions est très j^rand.
La valeni' mnvi'nne dn carré de l'iMTciir commise en adoptant la rè^de de la moyenne arilliniéli(inc iliininnerait à l'inlini avec le nombre des observations si, pour (diacnne d'elles en pailiculier, l'i-rreur moyenne était riyiourensemiMil nulle. Celte condition est irréalisable pi'ali(|ui'Micnl.
35. Les exemples précédents sul'lisenl pour montrer (|ue le tbéorèmede l'addition des moyennes de carrés permet d'obtenir d'une façon très élémentaire des résultats d'ensemble sur certaines translormalidus des probabilités. Mais ce théorème suppose essentiellement que les (|uaMlilc> dont on additionne les moyennes d(> carrés sont indépendantes, auli'cment la règle d'addition n'est plus applicable. Il V a donc une dilTérence essentielle enli-e la règle d'addition des moyennes et celle des moyennes de carrés; la première est toujours vraie, la seconde ne l'est que si les (|naiililés considérées sont indépemlanles.
.'{6. Calcul des valeurs moyennes. — On ne calcule pas toujours une espérance mathématique ou une valeur moyenne par la formule (jui sert de délinition
P\('\ + r-iCî-^ IhCi-^ ■ ■ ■■
Dans bien des cas il est plus facile de calculer directement la valeur movenne (|ue chacun des termes dont elle est la somme.
Contentons-nous ici de donner un exemple, la suite de notre étude en fournira beaucoup d'autres.
Lu piobahililé d'un événement étant p, quelle est la iHileur moyenne du nombre des épreuves qu'il faut tenter pour ifue l'événement se produise n fois?
Sdit p^ la probabilité pour que, en a épreuves, l'événement se soit produit précisément n fois, c'est-ii-dire la probabilité pour que l'évé-
CALCIL DES PROBABILITES.
nement se soit produit n — i fois dans les a — i premières épreuves et une fois à la dernière épreuve.
La probabilité pour que, en a — i épreuves, un événement de probabilité yo se produise n — i fois est (n" 42)
/)«-' fjV-'".
(Le symbole r! représente la factorielle 1.2.3.4 ^'- 0" doit
remplacer par i le symbole o!).
La probabilité p^, s'obtiendra en multipliant cette quantité par p puisque l'événement doit se produire à la dernière épreuve, on a
donc
(iut-i)!
^1'- ( /i — t ) ! ( fi — « ) ! et la valeur movenne cherchée est
Cette expression peut s'écrire
Sr-^(--/')^-"
ou encore
ou enfin
np"
{n — i)\ .^^ (il. — n)\ V- = "
■(i-/;)-1 — ' (i—pf
La quantité entre crochets est le développement de
la valeur moyenne cherchée est donc
np"[\ — (I —/j )]-"'+•'= -•
On peut obtenir cette quanlilé par un procédé plus simple : soit «^
22 I • l:\i.m-.l.ll".n.
la valeur iiKtvciiiii' i|ii;iii<l rcvrin'mciits soiil ciicoi'i' allondiis et (|uaiul, par C()nsi'i|ii('nl, u. — .r ('véiicriicMls se sont rciilisés, on a
En encl.a^événenienlséhiiil ;illi'iHliis,la prochaine épreuve iiiii;iiieii- (era néeessairemeiil la valeur iiKiyeiuie iriine iiiiilé. (lelle épreuve ayant lieu, deux cas sont possililes : on révéneiiient se produit et la valeur nuiyenne n'est plus (|ue ii_, ,, ou l'evéueiuent ne se produit pas et la valeur inoveuiu' conserve la valeur iij..
La iiii'Miii're evenliialile ayant pour probabilité /^ et la seconde pour probabilité y. l'éciualian (|ui précède n'est que l'expression des principes des probabilités composées et totales. On peut écrire cette équation
on a de niènie
En additionnant ces égalités et en remarquant que «„ est nul, on obtient
Mj étant la valeur moyenne quand a; événements sont encore attendus,
est la valeur moyenne du nombre des épreuves qu'il faut tenter pour que l'événement de probabilité p se produise a fois.
On peut obtenir le même résultat par un raisonnement très simple :
La valeur moyenne pour un seul événement (n° 22) est -•
Quand cet événement s'est produit une fois, la valeur moyenne du
nombre des épreuves qu'il faut tenter pour qu'il se produise encore
une fois est -; la valeur moyenne pour deux événements est donc - et P • ^ P
pour n événements elle est -•
La suite des égalités écrites ci-dessus n'est d'ailleurs que l'expression, sous une forme différente, du raisonnement qui vient d'être employé.
Pour le problème qui va suivre, il semble très pénible d'obtenir la valeur moyenne d'après sa définition; on la détermine au contraire très facilement pour les deux dernières méthodes dont il vient d'être fait usaçe.
37. Une urne cnnlient m boules blanches et n boules noires ; on extrait ces boules au hasard une à une en remettant dans l'urne la boule sortie quanl elle est noire. Quflle est la valeur moyenne du nombre des tirages qu'il faudra effectuer pour que toutes les boules blanches soient sorties.
Désignons par u^ le nombre moyen des tirages à effectuer quand x boules blanches sont encore dans l'urne; on a
En effet, le nombre moyen des tirages comprendra le tirage prochain qui nécessairement aura lieu; puis deux cas pourront se présenter : ou la boule sortie sera blanche et le nombre moyen des tirages sera «x-i- t»u la boule sera noire et le nombre moyen sera u^. La première éventualité a pour probabilité -; puisqu'il y a v boules
blanches et n -\- x boules en tout, la seconde a pour probabilité-^.
L'équation qui précède n'est (jue l'expression des principes des probabilités composées et totales. On en déduit
24 1-- nvc.iii-.i.iKU.
ol. par suite.
"/M- 1 ^f.'ri—i -
"«1 — 1 "/Il -3 '
Rn ailditionnant iM on romarquant que «0 = o, "n a
« -I- 7» n ->r m — I II -i- ni — •?. « -f- i
limon
L 2 3 »jj
38. On peut encore obtenir cette quantité par le raisonnement suivant : lorsque la probaltilité d'un événement est^ (n"22) la valeur movenn(> du nombre des épreuves qu'il faut tenter pour que l'événement se produise est-, le nombre moven des tirages qu'il faut etl'ec-
tuer pour obtenir une j)reniière boule blanche est donc puisque
la probabilité de la sortie de cette boule est
Une première boule blanche étant sortie, la probabilité pour qu'il sorte une seconde boule blanche est , et le nombre des
tirages qui sont nécessaires pour nbienir cette seconde boule est en moyenne
Lorsque la seconde boule blanche est sortie, la probabilité pour qu'une troisième sorte est
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et la valeur moyenne correspondante pour le nombre des tirages est
et ainsi de suite.
Le nombre moyen des tirages à effocluer est donc
m -+- Il I» -4-11 — I nt -^ n — 2 n — i
La suite des égalités écrites au n" 37 est l'expression, sous une forme différente, du raisonnement qui vient d'être employé.
39. Valeurs moyennes infinies. — Une valeur moyenne (ou une espérance mathématique) peut, dans certains cas, devenir infinie.
C'est ce qui se produit évidemment lorsqu'il v a une probabilité finie pour que la quantité considérée ait une valeur infinie. Une valeur moyenne ou une espérance mathématique
peut même être infinie quoique p^ tende vers zéro avec \i. si a-,j, suit une loi telle que la série ci-dessus se prolonge indéfiniment et soit divergente.
40. Supposons, par exemple, que le joueur A possède seulement un franc et qu'il joue à pile ou face avec le joueur B infiniment riche à un franc par partie, jusqu'à ce qu'il ne possède plus rien.
Le joueur A a une chance sur deux de perdre son unique franc à la première j)artie, une chance sur huit de perdre finalement à la troisième partie, etc.; la probabilité pour que finalement il perde est un comme nous le verrons.
Imaginons un joueur H qui aurait promesse dé recevoir un franc par partie jouée dans ce même jeu; son espérance qui est par définition la durée moyenne du jeu serait infinie (n"* 159 et 184).
Nous avons donc ici un exemple d'espérance totale infinie.
Cette espérance est la valeur de la série
dont les termes sont relatifs aux probabilités de la perte finale îi la B. — I. 4
2(î !.. I!A( IIKI.Il'.U.
liiiMuit're, à la troisioine. à la ciiKiiiicruf, ... partie (n" 140). Cette série peut s'écrire explicitement
a a' fx — i!jji-i-i!\2
ici tous les (eriiies vont, à pailir il'uii certain rang, constamment en (liniimiaiit.
Dans l'exemple siiivaiil. au contraire, tous les termes, en nombre infini, (jui composent l'espérance mathématique totale sont égaux entre eux.
'i I . On jette une pièce de monnaie autant de fois (|u'il est nécessaire pour (ju'elle montre lace. Le joueur A recevra i'^' si c'est au premier coup que la pièce montre l'ace, 2''' si c'est au second coup, 4*^'" si c'est au troisième, 2""' francs si c'est au ra'"™^ coup.
Quelle est l'espérance matliémaficjue du joueur A?
L'espérance totale est la somme des espérances relatives à chacune des épreuves.
La prohabilité pour «jue la pièce tombe pile au premier coup est -;
l'espérance correspondante est -•
La probabilité pour (jue la pièce tombe pile au second coup est —,
l'espérance correspondante est — x 2 = -•
L'espérance relative à chaque partie est de même -> donc l'espérance totale
est infinie.
Cette sorte de jeu donna lieu autrefois à des commentaires sans fin : on le désigne sous le nom de Jeu de Saint-Pétersbourg . Sa conclusion a été considérée longtemps comme paradoxale parce qu'elle parait en contradiction avec le bon sens.
Le bon sens ne peut être invoqué lorsqu'il s'agit de questions délicates, il ne permet pas de reconnaître si l'aire comprise entre une
courbe et son asymptote est finie ou non, si une série est convergente ou divergente; les indices qu'il peut fournir n'ont souvent aucune valeur lorsqu'il s'agit de quantités qui peuvent croître indéfiniment comme dans le cas considéré.
Le joueur doit recevoir à chaque partie ce qu'il eût reçu à la partie précédente multiplié par deux; s'il devait recevoir la même somme multipliée par 1,999 ^^n espérance serait finie; le bon sens ne fait cependant aucune différence entre les deux cas.
CHAPITRE
TIIÉOIUE ÉLÉMENTAIRE DES ÉPREUVES UÉPÉTÉES.
^42. La probabilité d'un événement est p, celle de t événement contraire est q ^= i — p\ on fait a épreuves dans les mêmes conditions . Quelle est la probabilité pour que le premier événement se produise n fois, et le second [j. — n J'ois ?
Cherchons d'abord la probabilité pour (jiie les événements se succèdent dans un ordre déterminé. D'après le principe de la probabilité composée, la probabilité cherchée est
Elle est indépendante de l'ordre considéré. L'ordre étant indéterminé, la probabilité cherchée est, en vertu du principe de la probabilité totale, la somme d'autant de termes égaux à p"q^'" qu'il y a d'unités dans le nombre des permutations avec répétition de «lettres A et de [j. — « lettres B ; ce nombre est
La probabilité demandée est donc
— j ^ r p"nV-~".
C'est l'un des termes du développement de {p -\- qy . 43. Si l'on écrit
{p ^q)V-=p\^+ ixp\^-'q-i- ^,^^^_|^^^, p^-'q' + ..
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Le premier terme représente la probabilité pour que révéïicment, dont la probabilité est (f, ne se présente pas une seule fois; le deuxième représente la probabilité pour que cet événement arrive une fois; le troisième pour qu'il arrive deux fois, etc.
La somme des k premiers termes est la probabilitépoiir que cet événement arrive au plus k ~ \ fois sur t;^ épreuves.
La somme de tous les termes est la probabilité pour que l'événement se présente au plus a fois; c'est la certitude, et la somme des ternies est égale, en effet, à l'unité, puisque/; -f- y = i.
44. Probabilité maxima. — La probabUiié d'un événement est /j, celle de l' événement contraire est q\ on fait ul épreuves dans les mêmes conditions. Quel est, pour chacun des événements, le nombre d'arrivées le plus probable?
Le rapport d'un terme au précédent
devra, pour le terme maximum, être plus grand que un, mais il devra devenir plus petit que l'unité si l'on remplace n par n — t.
La valeur de n qui correspond au maximum doit donc vérifier les
inégalités
d'où l'on déduit
IJ-P
Le nombre entier/?, compris entre deux limites dont la différence /> -i- y est égale à l'unité, est donc déterminé, sauf dans le cas où \j.p-\-p est entier; alors [xp — q est aussi entier. Deux termes consécutifs dans le développement de {p -^ qY sont égaux entre eux. On peut dire, en négligeant la fraction, que [xp est le nombre le plus probable d'arrivées pour l'événement dont la probabilité est/^; le nombre d'arrivées le plus probable, pour l'événement dont la probabilité est q.
3o I- UAr.lIFI.IEK.
est
La combinaison dont la probahililé est la plus grande est donc celle dans laquelle les e^'énements se produisent en nombre proportionnel à leur probabilité.
45. La probabilité d'un événement est p, on fait a épreuves identiijues. ([uelle est la valeur niovcmie du nombre des arrivées de cet événement?
Par déiinilion (n" 16) cette valeur moyenne est
-+■ n , , ^ -, p" r/H--" + . . . _|- 1 un/jV--^ + o X 'J^-,
ni ((j. — n)\
on peut l'écrire
La valeur moyenne est donc \j.p.
La valeur iip du nombre d'arrivées de l'événement n'est pas seulement la valeur la plus probable, c'est aussi la valeur moyenne du nombre des arrivées de cet événement.
46. On peut arriver au même résultat sans faire aucun calcul et sans connaître l'expression des probabilités.
La probabilité de l'événement étant p, chaque nouvelle épreuve augmente la valeur moyenne de la quantité/;. Cette valeur moyenne pour a épreuves est donc a/>.
47. Cas d'épreuves dissemblables. — Soientjt>,,/>2»/'3» ■■■,pp.^c'i probabilités de l'arrivée d'un événement à la première, la deuxième, la troisième..., la a'*''"*' épreuve.
Soient q,, q^, q^, ..., q^ les probabilités correspondantes pour que l'événement ne se produise pas, de sorte que/7,+9, = i,/?2-l-yn= i, ....
CALCUL DES PROBABILITÉS. 3l
Quelle est la probahililé pour que l'événement se produise n fois en \i. épreuves?
La probabilité pour que l'événement se produise aux n premières épreuves et ne se produise pas aux [x — n suivantes est, d'après le principe de la probabilité composée.
Pi Pi ■ ■ ■ p„q,t+iqn+f ■ -Va- La probabilité demandée est, d'après le principe de la probabilité totale, la somme de toutes les expressions semblables obtenues en permutant les lettres, les indices restant fixes. Par exemple, la probabilité pour que, eu trois épreuves, l'événement se produise deux fois est
P\Piqi -+- /'i qiPi + 'hPiPs-
Dans le cas général, la probabilité est la somme de
termes.
La probabilité pour que l'événement se produise au moins n fois en [A épreuves est la somme des probabilités pour qu'il se produise n, /î -I- i, ..., m. fois.
La probabilité pour que l'événement ne se produise [las une seule fois est (j,q.,...q^ et la probabilité pour qu'il se produise au moins une fois est i — q^q.,...q,^.
La valeur moyenne du nombre des arrivées de l'événement est Pt-hp., -h...-{- p^^. En effet, si à une certaine épreuve, la probabilité de l'événement est /j, la valeur moyenne se trouve augmentée par le fait de cette épreuve de la quantitée p. La valeur moyenne en jx épreuves est donc bien p, -h p-2 +--- + /V.
On doit remarquer que la probabilité pour que l'événement se produise n fois est indépendante de l'ordre des épreuves.
48. Cas de plusieurs alternatives. — Trois événements s'excluant muLuellement peuvent se produire : la probabilité du premier est p, celle du second est q, celle du troisième est r, de sorte que p -\- q -\- r = i. On fait [i. épreuves dans les mêmes conditions : quelle est la probabilité pour
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que le premier événement se produise n /ois, le second m fois et le troisième UL — m — n fois ?
lin raisoniiaiil coinnic an ii" 1*2, on est condiiil à la ioriiiiilo
fx!
«!/«!( fi — m — /« ) !
[ji <!"• rV—'"-
49. Par lin raisonnement analogue à ccini ilu n" il, on pronvorait que, si l'on l'ait a épreuves, la combinaison la plus probable est celle pour la(|nello les événements se produisent en nombre proportionnel à leur probabilité; la combinaison pour laf|uello n=zu.p, m ^ \i.q ^ — m — n ^ a/'.
La valeur moyenne du nombre d'événements de probabilité /> en [ji épreuves est [jL/7, carie raisonnement qui a été employé dans le cas où deux événements sont seuls possibles ne suppose aucune liypotlièse sur le fait de la possibilité d'un ou de plusieurs autres événements.
50. Si, à chaque épreuve, k événements s'excluant mutuellement peuvent se produire, leurs probabilités respectives élant/^,, Z^,. ...,pk\ la probabilité pour que, en [j: épreuves, le premier événement se produise «, fois, le second n.y fois, ..., le A'''"'% ri/, fois est
r pVpV ■ ■ • l'V-
«, ! rtj! . . . /(/.
La plus grande probabilité correspond au cas où les événements se produisent proportionnellement à leur probabilité.
La valeur moyenne du nombre des arrivées du premier événement est a/j,, celle qui est relative au second événement est [xp^, etc.
51. Théorie générale du jeu. — Cette théorie n'étudie aucun jeu en particulier; elle supposse le jeu entièrement connu pour une partie et elle étudie le sort des joueurs au bout d'un certain nombre de parties jouées dans des conditions identiques. Cette théorie se divise en trois problèmes de difficulté croissante ; nous ne considérons dans ce chapitre que le plus élémentaire.
Dans le cas le plus général, on doit supposer qu'un joueur a, pour chaque partie, les probabilités p,, p., p,, ... de gagner les sommes
a,, a,, a,, ..., et les probabilités</,,c/.,y.|, ... de perdre les sommes {3,, flj, pj, .... Dans la plupart des cas, le joueur a deux alternatives seulement à chaque partie : il a la probabilité p de gagner la somme a et la probabilité y = i —p de perdre la somme ,3, de sorte que son espérance mathématique est cap — ^c/.
Trois cas particuliers sont spécialement simples et intéressants :
1° Le cas où le jeu est symétriciue : le joueur considéré a pour probabilité -de gagner où de perdre à chaque partie une même somme
que, |>our fixer les idées, nous supposerons être i franc.
2° Le cas où les enjeux sont égaux : le joueur a probabilité p pour gagner i franc et probabilité q pour perdre i franc:
3° Le cas où le jeu est équitable, c'est-à-dire où y.p — j3^.
52. Premier problème de la théorie générale du jeu. — On suppose deua' joueurs A el B ayant à leur dis/)Osilion une somme indéfinie, jouant un nombre déterminé de parties et réglant les différences à la fin du jeu.
Soient, à chaque partie,/; la probabilité pour que le joueur A gagne et 9 ^ I — /J la probabilité pour qu'il perde.
Nous étudierons d'abord le cas où l'enjeu est i franc par partie et nous chercherons la probabilité ct^„, pour que le joueur A perde m francs en u. parties.
Soient x le nombre des parties gagnées, a — a: le nombre des parties perdues; on doit avoir
( /i — x) — X ^ m d'où
Si le joueur a perdu m francs en ik parties, il a donc gagné
parties et perdu '- parties; la probabilité d'une telle éventualité
est(n°42)
ptl -^- —r-
CJu, „, trr ! p - q - .
;i^ !.. lîAC.Iir.l.IKIl.
l.a |)rol)aliilitc |i(.niMiiu' la |K'rlc soit égale ou supérieure à m francs, (Ml a parties, est
le signe ï s'clendanl aux valeurs de /// «lilléranl de deux unités : m,
!,(> prolialtiliti' lolaic «le |iimIi> du jduciir est
m = li
OU 7 ro
|JL. W
suivant que [i. est pair (Ui impair.
53. Supposons maintenant ([iie le joueur ait. îi chaque partie, probabilité /i de gagner a francs et probabilité q de perdre ji francs; cherchons la probabilité pour que la perte soit w en u. parties.
Le nombre des |)arties gagnées doit être "'^ , "' et le nombre des
lot- Qr_ ~\— p
parties perdues doit être '^'"^ ~"'- I-"» probabilité du gain étant p, la probabilité pour (pie cet événement se produise ^^_^ ^ fois en a épreuves est
La quantité donnée m doit évidemment être telle que ^_^_o soit
entier.
La probabilité pour que le joueur perde plus de m francs est
III = III
le signe S s'étendaiit aux valeurs m, m -^ a. -h- ji, m + ^a -h 2^, ..., toutes les pertes correspondant à [x parties différant entre elles de la quantité a -i- ^.
La probabilité totale de perte est
m, étant la plus petite valeur qui ronde ^[' ^ entier.
54. Le joueur A, pour chaque partie, a la probabilité/? de gaitner I franc, la probabilité ç- de perdre i franc, et la probabilité /•=! —/j— y de faire partie nulle. Quelle est la probabilité pour que, à la ij.'"""' partie, il ait perdu m francs?
La probabilité pour que, en ix parties, il y ait a- gains, y pertes, iK — X — Y parties nulles est (n" 48)
y] (iJ. — .r^y)'..i
Soit m la perte du joueur A en a parties; cette perte, différence entre le nombre des parties perdues et celui des parties gagnées, peut être obtenue en donnant à 7 et à .r les valeurs suivantes :
Parties
pertliies.
nulles.
gagnées.
IJL — m
ni -+- 1
(JL — ni
La probabilité pour que la perte soit m a la u.'""" partie est donc
_ — ^ tij ,,m+.r ,.|X-m— ;.<■ ,..r
Si u. — m est impair, le dernier terme de la formule est celui pour fj. — m — I
leque
On voit que le problème est beaucoup plus compliqué que dans ie cas où deux alternatives sont seules possibles.
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Si lo noilihro des alloriwilivcs à ch;u|uo partie élail (rès grand, le prolili'ino di'viendriiil d'une eompliiMlioii excessive |);u' siiile de la dii'lieiille d'analyse de Ions les ras pnssibles.
Il est cependant cvidinl (|iril dnil exister, lorsque u. est grand, nne loi générale (|ui stdt la même pour tous les problèmes de même nature. La théorie des prohaliilitcs l'onliiiues détermine celle loi.
QUESTIONS DIVERSES
55. Étude d'une martingale. — Un joueur risque en une seule partie la somme ,3 qu'il veut consacrer au jeu; s'il perd la première partie il se retire du jeu; si, au contraire, il gagne cette partie, il en joue une seconde en ajoutant à la première mise la somme qu'il a gagnée. Il continue de même jusqu'à ce qu'il perde, ou jusqu'à ce qu'il gagne n parties.
Soient a le bénéfice éventuel dujoueur à la première partie, /> la probabilité de le réaliser; nous allons calculer les espérances de gain et de perte.
La probabilité pour gagner étant p, la probabilité pour gagner n parties de suite est />"; multipliant cette probabilité parle bénéfice éventuel correspondant, nous obtiendrons l'espérance positive du joueur. Or, d'après l'énoncé du problème, le joueur possédera la
somme a + p après la première partie, la somme — gJ^^ api'f s la
seconde, — ^^ après la troisième et — „,,_, après la « . Après cette n'*""* partie, il possède donc la somme
et son espérance positive a pour valeur
son gain est donc
pn
38 I.. li.U.IlKl.IKIl.
son pspt'raiict' lU'jîalivi' est
par suite son espérance totale a [xuir valeur
elle se réduit liii-ii à zéro (|uaiid \c jeu est équitable, c'est-ii-ilire
lorsque
La comlMiiaison dite martin^a/e ne peut donc rendre un jeu avantageux ou désavanlageux, si, à chaque partie, le jeu est é(|uitai)le.
56. Au contraire, si le jeu est avantageux, cette conii)inaison augmente son avantage, elle l'augmente même plus que toute autre (à égalité du nombre des parties jouées) puisqu'elle permet de jouer le plus gros jeu |)ossible.
Supposons que le joueur riscjue seulement i franc au jeu et qu'il
doive jouer au maximum trois parties avec la probabilité de gain — • S'il joue la martingale, son espérance positive esti,5i2, son espérance négative o, 784 et son espérance totale o, 728.
Si le joueur ne risque que i franc par partie, son espérance positive est 0,930, son espérance négative ", '|r)G et son espérance totale o,/'i4.
Le jeu de la martingale est donc beaucoup plus avantageux, son avantage croîtrait d'ailleurs très vite, si l'on considérait un plus grand nombre de parties.
Supposons encore, pour sim[)lifier.(iue a = ^ = i, la probabilité de gagner en jouant n parties est //' et. le bénétice correspondant est 2" — i .
Si « croit indéfiniment, la probabilité />" tend vers zéro quel que soit/? et le gain 2" — i tend vers l'infini.
L'espérance totale devient infinie, nulle ou égale à — i, suivant que
p est supérieur, égal ou inférieur à - •
57. Problème des partis. — -4 chaque partie, il y a prohabilité p pour que le joueur A gagne et probabilité q = i — p pour que le joueur
B gagne.
Le jeu prend fin quand le joueur A a gagné m parties ou quand le joueur B en a gagné n. Quelle est la probabilité pour que le jeu se termine à la ul"^""^ partie par le gain du joueur A ?
(uL doit évidemment être compris entre m et w + « — i .)
Pour (jiie le jeu se termine h la u.''"'" partie par le gain du joueur A, il faut que ce joueur gagne la dernière partie et m — i autres parmi les ij. — I précédentes.
La probabilité pour que, sur u. — i épreuves, un événement de pr(d>abilité p se produise m — i l'ois est (n° 42)
'"^ ji'"-'qV--"'.
(in — i)] (y. — m]
Il faut multiplier cette probabilité par p puisque la ui.'''"'^ partie duit produire un gain, la probabilité demandée est donc
(m —i)]{ix — m)
-/>"'çV
La probabilité pour que le jeu se termine à la (j.'*""" partie par le gain du joueur B est de même
(n — i)!(iLt — «)!
La probabilité pour que le jeu se termine à une partie indiquée est la somme des probabilités relatives à chaque joueur pour cette partie.
La durée moyenne du jeu, ou valeur moyenne du nombre des parties, est
(X=ni + n — 1 i^ = m-\-n-\
IJ. = m p. = n
.58. Quelle est la probabilité totale relative à chaque joueur? La probabilité totale de réussite du joueur A est
I -t- Il II
La rt'clicirlic (les probabilités totales P et Q consliluc le prohlrmc des partis.
Si le gai^uant doit toucher la soninie x, le p:irli du joueur A, c'est-àdire son espérance nialliéniatique, est Pa; le parti du joueur B est Qx.
59. On peut obtenir les valeurs des probabilités P et Q sous une autre forme :
Désignons par 5 la (|uantité m + n — \ (|ui exprime la j)lus longue durée possible du jeu, nous allons supposer que le jeu se continue jusqu'à la s'*°" partie et, parmi tous les cas possibles, nous considérerons ceux qui sont favorables au joueur A.
Soit le développement
■S . •* ( -5 — ' ) ». (p -^qY— p' + - /r'-' 9 H p-^ p'~-q- +....
Le premier terme exprime la probabilité pour que le joueur A gagne les s parties, le second terme exprime la probabilité pour qu'il gagne s — i parties, le joueur B gagnant une partie, etc. Pour que le joueur A gagne finalement, il faut qu'il ait gagné au moins w parties, la probabilité de sa réussite est donc la somme des 5 — m -+- 1 premiers termes du développement; on a donc
P =1 /)* -h .jy)"-' q H p'-- q--
m'. (Il — I ) ■
et de même
Q =q'+sq'-'p -1--^ -q'--p^-h.. . H ;- — '■
On peut énoncer le problème qui précède sous une forme qui parait plus générale :
CALCUL DES PUOBAIilLITÉS. 4l
La probabilité d'un événement étant p et celle de l'événement contraire étant q = i—p, quelle est la probabilité pour que le premier événement se produise m fois avant que le second se produise n fois?
Cette probabilité a été désignée par P.
6U. Lorsqu'il y a plusieurs joueurs, les problèmes analogues à ceux que nous venons d'étudier se traitent par les mêmes méthodes.
Considérons le cas de trois joueurs A, B, C ayant à chaque partie les probabilités/?, q, rpour gagner. (On suppose qu'il y a, à chacjue partie, un gagnant et un seul, de sorte que /j + ^ + / = i.) Le jeu prend fin quand le joueur A a gagné //? parties, ou quand le joueur B a gagné n parties, ou quand le joueur C a gagné /• parties.
Quelle est la probabilité pour que le jeu se termine à la a'*""' partie par le gain du joueur A ?
(a doit évidemment être compris entre m et m -t- /< -i- X- — 2 . )
Le joueur A doit gagner la dernière partie, il doit de plus avoir gagne /n — I parties parmi les p- — i qui ont été jouées avant la dernière.
Supposons que, parmi ces u. — i parties, le joueur B en ait gagné v ; alors le joueur C en aura gagné u. — v — /«.
La probabilité pour que, en a — i parties, le joueur A ail gagné m — I parties et le joueur B, v parties est (n"48)
_ ' .^/M — 1 «V ^tJL— V — /H
{III — 1 ) . V ! I l'jL — V — m) .
La probabilité pour que iejoueur A gagne finalement en u. parties, le joueur B avant gagné v parties, s'obtiendra en multipliant cette expression par jo, puisque Iejoueur A gagne la u.'*'"'" partie. Celte probabilité est donc
p'"-^ (j'' rV--''-
La probabilité demandée est la somme de toutes les quantités analogues pour toutes les valeurs possibles de v.
Par hypothèse, le joueur A gagne finalement, donc le nombre des parties gagnées par B est inférieur à n et le nombre des parties gagnées B. — J. 6
^2 !.. I!A( III l.ll 11.
par C l'sl iiilViinir ii /, on doit donc avoir
fi — V — «f < /i .
La sommation donl il csl question doit donc s'étendre à toutes les valeurs de v (|ui véritieiil ces inégalités.
La discussion des dilléreiits cas qui peuvent se présenter suivant les valeurs de u., m, n, k n'oiïre aucune diflicullé, il est inutile de nous y arrêter.
Lorsque l'on connaît la prohaitilité de réussite d'un joueur pour les dillerentes parties, la somme de ces probabilités est la probabilité totale de réussite du joueur.
Cette probabilité totale peut aussi se déterminer par un laisonneinent analogue à celui du n" 59.
(i l . .4 chaque partie, il y a probabilité p pour (pic le joueur A gagne, probabilité q pour que le joueur B gagne et probabilité r = i — p — (J pour que ces joueurs fassent partie nulle et soient considérés comme n'ayant gagné ni l'un ni l'autre. Le jeu prend fin quand le joueur A a gagné m parties on quand le joueur B en a gagné n.
Quelle est la probabilité pour que le jeu se termine à la a" "'" partie par le gain du joueur A ?
Cherchons d'abord la probabilité pour que le jeu se termine à la a'*"" partie par le gaintinal du joueur A, le joueur B ayant gagné a; parties.
Le joueur A, [)ar hypothèse, gagne la [t.'""' partie, la probabilité de cette éventualité est p.
Relativement aux u. — i premières parties : il y a m — i parties gagnées par le joueur A, a- parties gagnées par le joueur B et a — m — a; parties nulles. La probabilité de cette éventualité est (n° 48)
{m — I ) 1 .r 1 ( fx — m — x)\
La probabilité pour que le jeu se termine à la [x'*'"" partie par le gain final du joueur A, le joueur B ayant gagné x parties, s'obtient en multipliant cette expression par/? puisque à la u.'*""' partie le joueur A
gagne; cette probabilité est donc
\ ) . .t: . ( [x — ni — .^■ ) ! ' '
La probabilité demandée s'obtiendra en sommant les expressions analogues pour les valeurs convenables de .r, c'est-à-dire de zéro à /( — I si n — I est inférieur à a — m et de zéro à \x — m si celte quantité est inférieure à « — i .
Si aucune limite n'est assignée pour la durée du jeu, la probabilité totale de réussite du joueur A s'obtient en additionnant les probabilités relatives aux diverses valeurs de a, depuis m jusqu'à l'infini.
Ce dernier problème peut encore s'énoncer sous la forme suivante qui parait plus générale : A cliaque épreuve, il y a probabilité p pour qu'un premier événement se produise, probabilité ^r pour qu'un second événement se produise et probabilité r = i ~p~q pour que ces événements ne se produisent ni l'un ni l'autre; quelle est la probabilité pour que le premier événement se réalise m fois avant que le second se réalise n fois?
62. Les joueurs A et ^jouent alternativement ; A Joue la première, la troisième, la cinquième, ...partie. B Joue la deuœième, la quatrième. ... partie. A. quand il Joue, a probabilité p pour gagner la partie et probabilité q pour la perdre. B a probabilité p' pour gagner et q pour perdre. Le Jeu prend fin quand A. a gagné m parties ou quand B en a gagné n. Quelle est la probabilité pour que le Jeu se termine à la (2 a -|- xy<""'« partie par le gain du Joueur A?
La ([uestion nous impose trois conditions :
1° Le joueur A doit gagner la (2 u. -+- i)'*°" partie, la probabilité de cet événement est/j.
2° Le joueur A doit gagner m — 1 parties parmi les a premières qu'il a jouées. La probabilité de cette éventualité est ( n° 42)
(/Il — I)! (fjL — m -h I)! ^
3° Le joueur B ne doit pas gagner plus de « — i parties [parmi les
I t !.. BAr.HF.I.11.1!.
\x parties qu'il iluil jdiicr. La |ini|ialiilit(' do celte éventualité est (^ir"'i;})
elle se réduit à l'unité (|uand « — i est supérieur à u..
La probabilité demandée est, d'après le principe des prohahilités coin|)Osées. égale au produit des trois |)rol)al>ilités |)récédent('s.
Si aucune limite n'est assignée pour la durée du jeu, la probabilité totale de réussite du joueur A est égaie à la somme des probabilités (|ue nous venons de calculer pour m = w — i , u. = «?, u. = w + i , ...,
Ln problème intéressant consisterait à calculer les probabilités en supposant que les joueurs jouent alternativement, mais (|ue cliacun d'eux joue plusieurs parties de suite jusqu'à ce (|u'il perde. Le jeu dont il s'agit serait, en edet, jusqu'à un certain point, assimilable au jeu de billard. Ce dernier jeu considéré (sous bien des réserves) comme un jeu de hasard serait caractérisé par ce fait que le même joueur continue à jouer jusqu'à ce qu'il manque un coup.
Le problème dont il est question semble, quelle que soit la méthode employée, devoir conduire à des calculs impraticables.
11 est facile de résoudre le problème des parfis dans le cas où le jeu est à parties liées : Les joueurs A et B jouant comme précédemment (n" ")7 ), le premier (jui a gagné, par exemple, cinq parties marque un point. Si le joueur A a, par exemple, gagné deux parties et le joueur B, trois parties, quelle est la probabilité pour que le premier marque m points avant que le second en marque ni
Nous ne croyons pas utile d'exposer la solution de ce problème, elle ne présente pas de difliculté.
63. Loteries. — Dans une urne, il y a n boules numérotées de un à n; on en tire a, quelle est la probabilité pour que parmi elles il y ait k boules désignées d'avance.
Le nombre total des cas possibles est celui des combinaisons de n objets u. à u, soit iZ^.
Le nombre des cas favorables est celui des combinaisons où entrent les éboules désignées et u. — k boules parmi les n — k qui ne sont pas désignées; ce nombre est donc C^^.,.
La probabilité cherchée a pour valeur
L'expression de la probabilité peut encore s'écrire
IJ. Ij. — I fjt — 1 [j. — X -(- I Il n — I « — 2 n — A H- I
L'application du principe des probabilités composées conduirait h cette dernière formule.
64. En divisant les expressions précédentes par i.2.3... k = k\ on aura la probabilité pour que les <?: numéros sortent dans un ordre donné entre eux, car on ne considérera alors qu'une seule des permutations des k numéros donnés au lieu de les considérer toutes.
65. On peut aussi chercher la probabilité pour que chacun des k numéros sorte à un rang qui lui sera indiqué.
Le nombre des cas possibles est celui des arrangements de n objets
Ap.= n(n — i). ..(n — ^-i- i).
Le nombre des cas favorables est celui des arrangements où chacun des k numéros désignés est à son rang, les u. — k autres numéros de l'arrangement étant formés d'une façon quelconque par les n — k numéros non désignés.
Le nombre des cas favorables est donc
Au._< ^ {n — /{)(/! — k — l). ..(/;— fx -H i),
et, par suite, la probabilité a pour valeur
.{(• I.. r.vciii.i.ii.ii.
Eu iiiiillipliaiil colli' expression par /I on aura la probabilité pour (|ni' les /• niiiiit'ros sorti'nt :i îles ranj^s iii(li(jui's d'avance, à cba(|ue raii^ eonespontlaiit l'un (|iielidM(|iie des /• iinnuTOs el non pins un luinieid indii|ni'.
()6. Par exemple, la probabilité pour que les /■ numéros indiqués soient les /■ premiers du tira^'e est
on aurait obtenu éj^alemenl eette expression en obscrvaiil que le problème actuel revient à supposer que ijl = X- dans le premier problème que nous avons traité.
67. Parmi /es ri numéros d' une loterie il y (i a f^agnanls. On possède h billets; quelle est la probabilité de gagner k lots'.'
Le nombre des cas possibles est celui des combinaisons de // objets ijL à UL, soit Cji
Une combinaison favorable se compose de ^billets faisant partie de h billets que nous possédons et de a — k autres billets parmi les /« — k billets que nous ne possédons pas, le nombre des combinaisons favorables est donc C C|j^ ;; et la probabilité a pour valeur
(.1, Cu._< /, n-li
La probabilité pour gagner au moins k lots est la somme des probabilités pour gagnera- lots, A- + i lots, etc. On l'obtient donc en additionnant les valeurs fournies par la formule précédente et relatives Si k, k -{- \, etc.
68. Pour nous placer dans les conditions ordinaires des loteries, supposons que les lots soient de o, francs, a.^ francs, ..., Oj^ francs respectivement, et supposons qu'un joueur A achète pour i franc un des billets de la loterie, c'est-à-dire un des n numéros.
Le joueur A a probabilité - de gagner le premier lot a, et son béné-
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fice est alors {a, — i) francs. Il y a de même probabilité - de gagner («2 — i) francs, ...; son espérance positive est donc
(<7,-f- rtoH-. . . + flji-- jJ.)
La probabilité pour que le joueur ne gagne aucun lot est la probabilité pour qu'il ne gagne ni au premier tirage, ni au second, ...; c'est donc la quantité
/( — 1 /; — 2 n — i II — jj. n — p.
Il n — I « — 2
Le joueur perdant alors i franc, cette même quantité exprime son espérance négative; son espérance totale est donc
C= — («1 + «, + ■ • --T- «ti— fJ^)
On obtient ce même résultat un peu plus simplement en considérant le jeu de A comme composé de deux opérations : Le joueur A verse d'abord i franc et à cette première opération correspond l'espérance mathématique — i. Il acquiert de ce fait la possibilité de gagner au tirage et l'espérance mathématique de cette seconde
opération est - (a, + a.^ -i-...-i- a^), l'espérance totale est donc
6 = — ( a, H- rt-, -H . . . + «u )
Si le joueur achète h billets, son espérance totale est hi:.
69. Problèmes relatifs aux tirages dans une urne. — Une urne contient m boules hlanclips et n boules noires ; quelle est la probabilité pour que, sur u. boules extraites de l'urne, il y ait k boules blanches.
(On suppose que les boules extraites ne sont pas remplacées dans l'urne.)
Cherchons d'abord la probabilité pour que les a boules extraites dont k doivent être blanches et jj. — X- noires se succèdent dans un ordre déterminé, les k boules blanches sortant, par exemple, aux k premiers tirages.
48 I.. iivciiii. ii.it.
D'après le priiu'i|M' dr la |)r(ilial)ili(c coniposéo, la probaliililc clicichée est
n tn -i- fi — I m -h n — «■ -f i |
/( /( — I II — jm -+- /■ 4-
L m -i- Il — /. /" -T- « — A — I III -j- Il — [X
Eu cH'cl, la probabilité pour qu'une boule blanche sorte au premier
tirage est > la probabililé pour qu'une boule blanche sorte au
o m -h II '^ ' '
second tirage, quaiul une boule blanche est sortie au premier,
in — i est > etc.
La probabilité ci-dessus peut s'écrire
III \ Il \ ( m -i- Il — fjt ) 1
elle est, comme on le voit, indépendante de l'ordre considéré. La probabilité pour que k boules blanches et [x — k boules noires se succèdent dans un ordre déterminé est donc exprimée par cette formule.
La probabilité pour que /• boules blanches soient extraites en u tirages est, en vertu du principe de la probabilité totale, la somme d'autant lie termes égaux à l'expression précédente qu'il y a d'unités dans le nombre des permutations avec répétition de X* lettres A et de a — k lettres B; ce nombre est
La probabilité demandée est donc
jj.] m] ni {m -h II — p. ) 1
/,-! (fi — A-)! (m — k)\ {n - ;jH- A)! (/« + /()!
70. Si l'on extrait u. boules de l'urne, quel est le nombre A' de boules blanches auquel correspond la plus grande probabilité?
Il suffit, pour le déterminer, d'écrire que l'expression précédente est plus grande qu'elle ne le serait si l'on y remplaçait k \>iir k -h i ou par ^- — I ; on obtient finalement
p.in -h jj. -h m -r- I , [l-lll ~^ P- — " — '
Le nombre entier k, compris entre deux quantités qui diU'èrentd'une unilé, est ainsi déterminé.
Si m, n et u. sont de grands nombres, on a approximativement
71. Un problème analogue à celui que nous venons de traiter est relatif au cas où ix boules sont extraites successivement, chaque boule étant remise dans l'urne après chaque tirage. La recherche de la probabilité pour extraire X- boules blanches constitue un cas particulier du problème des épreuves répétées qui a déjà été étudié.
Les deux problèmes se confondent si m et n sont très grands par rapport à u.. Ainsi la plus grande probabilité dans le cas des épreuves répétées a lieu pour
72. Si l'on fait a tirages, le nombre des boules blanches qui sortent
est, en moyenne,
fxm
si la boule extraite est remise dans l'urne après chaque tirage (n" 45). Si les boules extraites ne sont pas remises dans l'urne, le nombre moyen des boules blanches qui sortent en [i. tirages est toujours
Ce nombre est, en effet, d'après la définition des valeurs moyennes,
■^ k.jj-l ml n\ (m -i- n — fx ) !
.ii-( A ! ( ^ — A- ) 1 ( //i — /.- ) ! ( « — (J^ -h /- ) ! ( '« -H « ) !
et l'on peut l'écrire
/j.m -^ (fjL — i)!(/" — i)! /i! (/« -H « — f;.)!
m -h II ■^ (A — I)! (|ji. — A)! (w — A-)l (/( — p.-+- A)l (/H 4- /i — 1)1
Le S représente la somme des probabilités pour qu'on tire o, i, 2, 3, ..., (p-— i) boules blanches en [t. — i tirages d'une urne (jui contient B. - I. 7
m — I hoiilos blanches et n boules noiros, somme do probabilités qui
ovidoinnii'ut a [inur valeur un. I)(uic la valeur moyenne du uouihre dos
boules blaucbos extraites est
~'.\. Ou peut arriver au uiëuio résultat par nue autre niotliodo : Soil/Zj; la valeur luoyeuue du nombre des boules blanches qui sortent en x tirages, ou a
yy désignant la probabilité pour que, au (a; -i- i )'''""■ tirage il sorte une boule blaïu'hc. Ku ell'et : ou à ce tirage il sort une boule blanche, et la valeur moyenne devient »,, + i ; ou il sort une boule noire, et la valeur moyenne conserve la valeur iir-
Nous allons calculer la valeur de/^. En x tirages, u^^ boules blanches et a; — Mj; boules noires ont été extraites, il reste donc dans l'urne m -^ n — X boules dont m — a^ blanches et la probabilité de tirer une boule blanche au (.r -\- ly"'"- tirage est
lit — Kj.
Substituant cette valeur dans l'équation ci-dessus, elle devient (/H -(- H — j;) Ux-t-i ^ (m -h n — X — i) ii^-i- "' ;
on en déduit successivement
m -+- Il
74. l'nr. urne conlie/U m boules blanches , n boules noires el u boules rouges; quelle est la probabilité pour que^ sur ix boules extraites de l'urne il y ait k houles blanches et h boules noires?
(On suppose que les boules extraites ne sont pas replacées dans l'urne.)
Cherchons d'abord la probabilité pour que les ix boules extraites, dont /t doivent être blanches, h noires et [x — A — ^ rouges, se succèdent dans un ordre déterminé, les k boules blanches sortant par
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exemple aux k premiers tirages, les h boules noires aux // tirages suivants et les boules rouges ensuite.
D'après le princi|)e de la probabilité composée, la probabilité cherchée est
ni -i- n -h u
ni -t- rt + H
cette probabilité peut s'écrire
ni\ n\ II] ( m -h n -h u — fz ) !
{m — ■ A ) ! (/! — /()! {il — [ p. — A — /( ] ) ! ( //( -+- n -h u)\
elle est indépendante de l'ordre considéré. La probabilité pourque les k boules blanches, les h boules noires et les u. — X- — h boules rou?es se succèdent dans un ordre déterminé est donc exprimée par cette formule.
La probabilité pour que les k boules blanches et k boules noires soient extraites en a tirages est, en vertu du principe de la probabilité totale, la somme d'autant de termes égaux à l'expression précédente qu'il V a d'unités dans le nombre des permutations avec répétion de k lettres A, h lettres B et u — k — h lettres C; ce nombre est
La probabilité demandée est donc
ni\ n\ u\ {m -f- /i -(- « — (i.) !
{m — A)! (H — /()! {U — [ij.~k — li])\ i m ^ n ^ u )\ l,\ lt\ (,a — A — A)!
75. Si l'urne contenait m boules blanches, n boules noires, u boules rouges, (^boules vertes, .... la probabilité pourque, en a tirages, il sorte Â- boules blanches, // boules noires, /boules rouges, Xboules vertes,... serait
m\ ni u\ (• !
( «; -1- « -h (/ -H f H- . . . — fji ) ! [jA
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76. Si mit' iiiiif iiHiiiciil .V lioulcs don( t)i lilaiiches, la valeur moyeiino (les IkhiIcs lihimlics (in'oii oxtrail en [j. lirages est — > car le raisomicmciit cmployo |)r('C('tlt'iiiiiiriit j)our détenniner cette valeur moyenne ( n" T.'H ne sn|)|t(isi' en aiiciinc (acon que les s — ni autres boules soient d'une même eouleiir.
77. l'ne urne .\. contient m houles lilanches et n boules noires, ou eu tire a au hasard et on les plai'e sans regarder leur couleur' dans une secontle urue IJ. La prohabilité d'extraire une houle blanche de
l'urne B est évidemment — .comme si la boule était directement
extraite de l'urne A. La prohahilité d'extraire une boule blanche des m -\- n — ix houles (lui restent dans l'uruc A est aussi
L'urne A, contient /n, boules blanches et «, boules noires, l'urne Aj contient m., boules blanches et n, boules noires, . . . l'urne A, renferme nij houles blanches et n, houles noires. On tire an hasard a, boules de l'urne A, , u.^ boules de l'urue Ao,... ij., houles de l'urne A, et on place ces boules sans regarder leur couleur dans une même urne K. On extrait une boule de celte dernière urne, (|uelle est la prohahilité pour qu'elle soit blanche?
Il V a probabilité — pour que la boule que l'on va
extraire provienne de l'urne A, et, dans ce cas, la proliahilifé pour (|ue
la boule soit blanche est
Il v a de même probabilité ~ pour que la houle que
l'on va extraire provienne de l'urne Aj et, dans ce cas, la probabilité
pour que la boule soit blanche est
La probabilité cherchée est donc, en vertu des principes des probabilités composées et totales,
[i-i + [>-, + .. . + \i-i mt-h fil
IJ; + tii-h. . .-h IJ-t ni^-^ n^ fx, -t- fX2 H- . . . -H fji, //;, -h «,■
78. Une urne contient m boules blanches et n boules noires ; on les lire
une à une jusqu'à ce que toutes les boules d'une même couleur quelconque soient sorties. Quelle est la probabilité pour que les boules qui restent dans l'urne soient noires?
Le nombre des cas possibles est celui de la permutation de m -+- n boules, dont m sont blanches et n sont noires. Considérons la boule de rang x dans toutes ces permutations; le nombre des permutations où la boule de rang x est noire est au nombre des permutations où la boule de rang a; est blanche comme « esta /w; en particulier, le nombre des permutations telles que la dernière boule soit noire est au nombre des permutations telles que la dernière boule soit blanche comme n est à m.
La probabilité p pour que la dernière boule soit noire est à la probabilité I — p pour que la dernière boule soit blanche comme n est à m. On a donc
d'où
La probabilité i — p pour que la dernière boule soit blanche est de même
79. Le même raisonnement montre que, s'il y a dans l'urne m boules blanches, n boules noires et t boules rouges, la probabilité pour que la dernière boule soit noire est
et, plus généralement, ce raisonnement s'appliquerait quel que soit le nombre des couleurs.
On peut encore dire, ce qui revient au même : le nombre des cas possibles est celui des permutations de m-^n + t boules, dont m blanches, n noires et / rouges, c'est-à-dire
in\,i\ t\ '
54 I- liAiiii i.ii'ii .
faisons abstraction de la diTiiiéri' lioiilf (|iii iluil ('trc noiic, le noMilirc (les cas possibles est celui des permutations de m + n -^ t — i boules, diuil m lilanelies. /( — i noires et / rouges, c'est-à-dire
(m -\- n -\- t — \)\ in\(n — i)\l\
La probabilité pmir (|ue la dernière boule soit noire est donc
La théorie des équations aux dill'érences finies conduirait au même résultat, mais non sans querque difficulté.
80. Une ui'ne contient m houles blanches et n hmiles noires; en les extrayant une à une, quelle est la râleur moyenne du nombre des tirages qui seront nécessaires pour que toutes les boules d'une même couleur quelconque soient sorties ?
Si l'on désigne par»,., cette valeur moyenne, quand il y a encore dans l'urne x boules blanches et y boules noires, on a
' X — ! . y "1" "JT. >■— I '
en clïet, la valeur moyenne comprendra le prochain tirage, puis deux cas pourront se produire : on la boule qui sortira sera blanche et la valeur cherchée deviendra Mj_,.,, ou elle sera noire et la valeur moyenne deviendra «:r.v-i-
La première éventualité ayant pour probabilité — ^ — et la seconde
— - — ) l'équation n'est qu'une conséquence des principes des probabi-
lités composées et totales.
La fonction Uj.^ doit aussi satisfaire aux conditions i/„^. = 0, «x.o = o.
En prenant pour inconnue la fonction Zj.,, définie par la relation
Zx,j = J7-f/,
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l'équation prend la forme plus simple,
(x-l-7)Z^._,.= ^Zx-i,,--(-.rZ^.^_, ;
les conditions aux limites sont alors
si l'on pose \' = i dans l'équation, elle devient En donnant à x les valeurs successives i , 2, . . . cr, on obtient
{x ^ I )Zx,, = -i-Zx-,,! + ar,
et, en additionnant toutes ces égalités,
(x -f- i)Zx.i = 1 + (1 + x)— )
d'où
Posant maintenant v = 2 dans l'équation générale, elle devient
(X-h 2)Zx,2=xZx-i.o+2Zx,,
ou, en remplaçant Z^., par sa valenr
(x -^ 1) {x -i- 2 )Z,-,2= X(x -h l)Zx-i,2-t- A-- -h X + 2.
posant ensnite successivement r = i, ar = 2, ..., x = ;r, on obtient
Z,.2= 1 ■■îZo
(a; -h 1) (.r-i- 2)Zj;,.2= J-(.r-i- i)Zx-i.2 + -c- + ■■'■• -t- 3et en additionnant
(x-t- I) (x-f- 2)Zx,>= 4 -i ^^ TT -< + ■ix;
5G !.. IIAC.IIKI.IKU.
on a donc
t'I jiliis gt'iK'raleiiiciil On en dcdnit
„ _ .r* + X + 6 . . _ Jr' -+- .r + y 4- .y*
La valeur moyenne cherchée est donc
inn (m + « -h 2)
^tllytl
81. Nous venons de calculer la valeur moyenne du nombre des tirages (|u'il faudra eircctuer pour que toutes les houles d'une même couleur quelcoïKiue soient sorties; il est intéressant de chercher la part qui revient dans cette valeur moyenne à la sortie en premier des boules blanches.
Désii,Mions par V^^ la valeur moyenne absolue du nombre de^ tirages qu'il faudra ell'ectuer pour que toutes les boules blanches sortent, quand .r boules blanches et r boules noires sont encore dans l'urne. La fonction V doit satisfaire à l'équation aux différences partielles
En effet, le premier tirage aura nécessairement lieu et celui-ci, d'après un problème précédemment traité (n° 78), a probabilité —f^ — pour compter dans la valeur moyenne dont il s'agit. Ensuite deux cas seront à distinguer comme pour la moyenne totale Uj.^. On devra également avoir V„^ = o et V^o= o-
L'équation précédente a pour solution
la valeur moyenne cherchée est donc
ri
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La même moyenne correspondant à la sortie des boules noires serait
La somme de ces deux moyennes est
nin { ni -h ft -h 2)
ce qui devait être.
82. Pour obtenir la valeur moyenne relative quand les boules blanches sortent toutes d'abord, il suffit de diviser V„; „ par la probabilité qu'ont les boules blanches de sortir les premières (n" 78);
on obtient ainsi
m ri ru ■+- n m {m -+- n ) ni -T- I n /« H- 1
Donc, la valeur moyenne du nombre des tirages, quand les boules blanches sortent les premières, est
et la valeur moyenne, quand les boules noires sortent les premières, est
Ces deux valeurs sont très voisines l'une de l'autre et très voisines de m -h n, quel que soit le rapport de m'a n.
83. Une urne contient m boules blanches et n boules noires; on les extrait une à unejusquà ce que l'urne soil vir/e. m étant plus grand que n, quelle est la probabilité pour que, pendant toute la durée du tirage, on ait toujours extrait plus de boules blanches que de boides noires?
Nous chercherons d'abord la probabilité pour que, à un tirage (juelconque, on ait extrait autant de boules noires <|ue de boules blanches. Le nombre de tous les cas possibles est celui des permutations de B. — L 8
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m -h n Irtiros, doiil m soiil chairs ciilro elles et /( égales enire elles,
l'iie (|iieie()mnie clo ces iiciinulalioiis peiil se représenter par la
suite
M, indique que la première houle extraite est blanche, M^ exprime (|ue la seconde houle est hlaiielie, N, que la troisième boule est noire, etc.
Le nombre des cas favorables comprendra d'abord le nombre de toutes les permutations oommeneant par N,, soit
( ni-\- n — I ■) !
et le nombre des permutations commençant par M, et telles qu'il un tirage quelconque y le nombre des N soit égal à celui des M. Considérons une de ces permutations
M, Mi M, N\ M, Me Nt • • • Nt My+i ^y+2 ■ ■
et formons la permutation en quelque sorte symétrique pour les y premières lettres et identique poui' les lettres suivantes
N.N^NaM^NsNeM, . . . M^My^^N^^, . . .,
à chacune des permutations de la première forme correspond une permutation de la seconde.
Réciproquement, àtoute permutation commençantpar N, correspond une permutation de la première forme pour laquelle, à un certain rang, le nombre des N est égal à celui des M.
En effet, en appelant successivement les lettres d'une permutation commençant par X|, il arrivera un moment où le nombre des M égalera le nombre des N, puisque m est supérieur à n. Dans la permutation symétrique le nombre des N sera alors égal au nombre des M. Ainsi, à chaque permutation commençant par N, correspond une permutation favorable commençant par M, et le nombre total des permu-
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tations favorables est
(in-{- a — I ) !
La probabilité pour que, à un tirage quelconque, le nombre des )ule donc
boules noires extraites soit égal au nombre des boules blancbes est
in\ {n — I ; ! {m -h n)\ m -+- n
et la probabilité pour que le nombre des boules blanches extraites soit constamment supérieur au nombre des boules noires est
84. Une urne contient m houles blanches et n boules noires • on les extrait une à unejusquà ce que l'urne soit ride, m étant plus i^rand quen, quelle est la probabilité pour que, pendant toute la durée du tiroiie. on ait toujours extrait plus de boules blanches que de boules noires et pour que de plus la différence entre le nombre des boules blanches et celui des boules noires ait été constamment inférieure à un nombre donné kl
Le nombre des cas possibles est, comme pour le problème précédent,
Le nombre des cas favorables est celui des permutations
M.MçMjNjMsNo...
telles que, en lisant les lettres de gauche à droite, le nombre des lettres M soit durant toute la lecture supérieur à celui des lettres N, mais d'une quantité plus petite que k.
Pour trouver le nombre de ces permutations, nous aurons recours à la solution d'un problème très important de la théorie générale du jeu(n° 190).
Le joueur A possède .r francs, et le joueur B possède r francs, ils jouent I franc par partie, et, après chaque partie, le perdant verse I franc au gagnant.
()o I.. n.vc.iiEi.iF.n.
La probabililc pour que le join-iir A ait perdu ses a; francs exacteiiiciil à la u.'"'"' partie a pour expression
les quantités II ayant pour valeur
fx!
Nous allons évaluer autrement cette probabilité. Pour chaque partie, il y a deux alternatives, le joueur Apeutgagner ou perdre; donc, le nombre total des cas possibles en a parties est -2^.
Si le joueur A a perdu a; francs en u parties, c'estqu'ila gagné
parties et perdu - — - parties. On peut représenter ses alternatives de
gains et de pertes par la suite
G,Ga\...rv.
G, indique ([ue la première partie a donné un gain ; G;, représente un gain pour la seconde partie, P3 une perte pour la troisième, etc. Poui' (in'iine permutation soit favorable, il faut que : 1° elle se coni-
pose de - — - lettres G et de lettres P; 2° il faut que, en la lisant
de gauche à droite, le nombre des lettres G ne dépasse pas le nombre des lettres P de la quantité r, car si la difTérence dépassait ce chiffre, le jeu s'arrêterait, le joueur B ayant perdu les y francs qu'il consacrait au jeu.
En lisant la permutation dans le même sens, il faut pour la même raison que le nombre des lettres P ne soit jamais supérieur au nombre des lettres G de la (juantité x, sauf pour la dernière lettre.
Si maintenant on lit les lettres en commençant par la fin, c'està-dire de droite à gauche, une permutation sera favorable si, durant toute la lecture, le nombre des lettres P est constamment supérieur au nombre des lettres G mais ne le dépasse pas de la quantité x -\-y-
Désignons par H le nombre des permutations de u. lettres, dont - — ^
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lettres G et - — - lettres P, ces permutations étant telles que, en les
lisant dans un sens déterminé : i" le nombre des lettres P soit pendant
toute la lecture supérieur au nombre des lettres G; 2" l'excès du
nombre des lettres P sur le nombre des lettres G soit constamment
inférieur à une quantité donnée x -h y.
La probabilité pour que le joueur A perde ses ce francs exactement
à la u.''^'"'' partie est alors
Cette probabilité a aussi pour valeur U, on a donc
85. Reprenons la question qui nous est posée ; la probabilité est le rapport du nombre des cas favorables au nombre des cas possibles, elle a donc pour valeur
{m -\~ ii)\ (m + /))]
Dans l'expression de H, on devra remplacer x -j-y par/-, - — ^ par/?, par m etit. par m -+- n. La probabilité cherchée a pour valeur
m \ n\ r //) — Il ik — (m — ii\ 2 A' -h ( m — n )
~ {m — ■2k)\ (n-^2k)'. ~^ (n —ik^i^m + ik)\ "•••]•
L'expression d'un terme est égale à celle de l'antéprécédent dans laquelle on augmente le coefficient de k d'une unité dans le dénominateur et de deux unités dans le numérateur.
Si, par exemple, m = G, n = 3, k = 4, la formule donne pour probabilité
Il y a donc huit permutations favorables, résultat qu'on obtient directement sans difficulté.
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86. Une urne conlieiU m houles hUinches el n boules noires; on les eviniil une à une Jusqu'à ce que l'urru' soit ride, m étant plus grand que n , quelle est la prohalnlitè pour que^ pendant toute la durée du tirage^ le nombre des boules noires e.rtraites ne déjjasse pas de la quantité a. le nombre des boules blanc/us?
Le nuiiihro des cas |)nssil)l('s csl, coiiinic pour le problème précédent,
(ni-h n)\ m ! n !
Lp nombre des cas favorables est celui des pernnilations
telles que, en lisant les lettres de gauche à droite, le nombre des lettres N ne dépasse jamais le nombre des lettres M de la(|iiaiitité a.
Pour trouver le nombre de ces permutations, nous aurons recours à ia solution d'un problème de la théorie générale du jeu (n° 142).
Le joueur A possède z francs et le joueur B une fortune infinie, ils jouent I franc |)ar partie et après cha(iue partie le [)erdant verse 1 franc au gagnant.
La probabilité pour (|ue, à ia a''"" partie, le joueur A ait perdu la somme z — v est (n° 142)
>sous allons évaluer autrement cette probabilité: Puisqu'il doit être joué u. parties, le nombre des cas possibles est o.^. Si le joueur A a
perdu = — V francs en a parties, c'est qu'il a gagné - — ^ — ^ parties et
perdu tiZU: — Z parties. On peut représenter ses alternatives de gains et de pertes par la suite
G, indique que la première partie a donné un gain; Gj représente un gain pour la seconde partie; P3 une perte pour la troisième, etc. Pour qu'une permutation soit favorable il faut que : 1° elle se com-
pose de ^~ """"^ lettres G et de ^- — ^ - lettres P ; 2" il faut que. en
la lisant de gauche à droite, le nombre des lettres P ne dépasse pas le nombre des lettres G de laquantités :, car autrement le jeu s'arrêterait, le joueur A ayant perdu tout ce qu'il possède.
Si maintenant on lit les lettres en commençant parla fin. c'est-àdire de droite à gauche, une permutation sera favorable si, durant toute la lecture, le nombre des lettres G ne dépasse pas le nombre des lettres P de la quantité v.
Désignons par K le nombre des permutations de u. lettres, dont
^~ " ~'"' lettres G et '^ ~ "~-^ lettres P, ces permutations étant telles 2 3
que, en les lisant dans un sens déterminé, le nombre des lettres G ne
dépasse jamais le nombre des lettres P de la quantité \'.
La probabilité pour que le joueur A perde la somme z — y h
la tjL'*""" partie a été obtenue ci-dessus, mais elle a aussi pour expres-
sion —, et de l'éstalité de ces deux valeurs on déduit
2iJ. o
Le nombre des permutations de m lettres M etn lettres N telles que, en les lisant dans un sens déterminé, le nombre des lettres Nue dépasse jamais, pendant la durée de la lecture, le nombre des lettres M de la
quantité a, s'obtient en remplaçant dans la dernière formule '■ ^^ — ^
par n, ' — '-^ — - par m et v par a; ce nombre est donc
et la probabilité pour que, pendant toute la durée du tirage, le nombre des boules noires n'ait jamais dépassé le nombre des boules blanches de la quantité a est
87. La méthode ne s'applique pas lorsque a = 0. Lorsque a = i, la
()'( I.. i;.u,iii:lier.
probal)ilit{' est
Hopronons lo cas où a = o, c'est-à-dire le cas où l'on deniaiule la prolialiililc pour (jne le iiomhre des houles noires extraites soi! toujours inférieur au nombre des boules blanches. I.a prcmirrc houle doit être
blanche, la probabilité de cette éventualité est — '- Il reste alors
f,i — I boules blanches dans l'urne, et la probabilité pour que le nombre des houles noires ne (lé|)asse jamais d'une unité le nombre des houles blanches s'obtient en reniplavant dans la formule relative au cas où a = I, la quantité m par /n — i. La probabilité pour(|ue le nombre des boules noires extraites soit toujours inférieur au nombre des houles blanches est donc
C'est le résultat que nous avons déjà obtenu (n° 83).
La méthode que nous avons employée dans le cas général permet de résoudre le problème suivant :
Une urne contient m boules blanches et n houles noires, on les extrait une aune, jusqu'à ce que l'urne soit vide, m étant plus grand que n , quelle est la probabilité pour que, pendant toute la durée du tirage., le nombre des boules blanches extraites ne dépasse pas le nombre des boules noires de la quantité m — « + ^ ?
Cette probabilité a pour valeur
On pourrait résoudre ce même problème en supposant de plus que le nombre des boules noires extraites ne doive jamais dépasser de la (juantite a le nombre des boules blanches. 11 faudrait se baser sur le résultat du n" 197.
88. Une urne contient m boules blanches et n boules noires, on les extrait une à une sans remettre dans l'urne les boules sorties. Quelle est laprobabilité pour extraire x boules blanches avant y boules noires?
1° On peut extraire les x blanches les unes après les autres, la probabilité de cette éventualité est
2° On peut extraire x blanches et un-e noire, si l'on donne le rang que doit occuper la boule noire, la probabilité est
m -+- Il m -t- n — i m -+- n — x -H i m ^ n — x
la boule noire peut occuper les x premiers rangs, la probal)ilité est donc, si le rang est arbitraire,
|_«i -1- n m -i- it — I
3° On peut extraire x blanches et deux noires, si l'on fixe les rangs des deux boules noires, la probabilité est
m -+- /( m -h n — i m -\- n — .c -t- i m -\- ii — x m + n — x — i
et si les rangs sont arbitraires la probabilité a pour valeur
m -t- n ni -\- n
ni — .r + I
nt + « — X -T-
I . 2 ni -h n — X m -k- n — x — i
La probabilité demandée est, d'après le principe de la probabilité totale, la somme des expressions ci-dessus et de leurs analogues, c'està-dire
ni\ {m -\- n — x)\
1.2 (ni -i- n — x) (ni -+■ n — j- — i ) x(x -h i){x -h 2) n(n — \){n — i)
(m -I- n — x) i^ni + n
La somme se compose àe y termes.
Si l'on demandait la probabilité pour que x boules blanches soient extraites avant/ boules noires en a tirages au maximum ([/•< x + r), B. - L 9
I.. itAriiir.i.iKii
ini ne tli'vrait prendre dans la somme précédente (|iie jj. — a; + i termes.
S'.). Si m el // soni inlinis, la probahililé /> pour oi)lenir une boule hianohe est constante à ehaciue tirage, do môme que la probabilité q pour obtenir une boule noire. On a
m -\- Il m -(- n
et l'expression de la probabilité pour obtenir x boules blanches avant 1' boules noires devient
On aurait encore obtenu ce résultat en remar(|nant ([ue, dans l'hypothèse où m et n sont infinis, le problème proposé n'est autre que celui des partis (n° 58).
90. m et /2 étant finis, si l'on pose a^ = /n 61^= n, on obtient la probabilité pour que la totalité des boules blanches soit extraite avant la totalité des boules noires. Cette probabilité est
m\ n\ r m m (ni -{- i) m{ni + \) ( m -t- i)
7 IH 1 ^ ■' H !^ 'Ai ■+-...
m(m -ir i). . .{ni -\- n — 2)1
formule numériquement équivalente à celle du n° 78.
9 1 . Les conditions élant les mêmes que pour les problêmes précédents^ quelle est la valeur moyenne du nombre des tirages qu'il faut effectuer pour obtenir k boules blanches?
Désignant par ;/;^, la valeur moyenne quand z boules blanches doivent encore sortir pour compléter les k boules demandées etquand il y a dans l'urne x boules blanches et jk boules noires, on a
■ "j-i,^-i,vH — z — I — TT"--*..'-!'
équation qui est une conséquence des principes des probabilités composées et totales. On a de plus
X est évidemment supérieur à z.
Pour intégrer cette équation, on opère comme précédemment (n° 80), en posant 0 = 1, elle devient
posant d'abord JK = i, puis j = 2, etc., on aperçoit bientôt la formule
L'équation générale devient alors, en y posant - = 2 et en remplaçant «(,j;.r-i par sa valeur,
comparant cette équation avec (1) on en déduit et plus généralement
la valeur moyenne cherchée est donc
92. Une urne contient m boules blanches et n houles noires^ on les extrait une à une jusqu'à ce qu il reste dans l'urne autant de boules noi res que de boules blanches. Quelle est la probabilité pour que p. tirages soient nécessaires?
Supposons que m soit plus grand qne //, il est évident que l'égalité entre le nombre des boules blanches et noires ne pourra se produire avant le (m — «)'™'' tirage et qu'elle peut ensuite avoir lieu pour le (m — 72 + 2)''''"*' tirage, pour le (//; — « -h /| )'*■""' tirage, etc. La quantité donnée [x doit donc dillerer de m — n par un nombre pair. La valeur
GH I.. llACIlKl.rKK.
iiiaxiiiia (iiie |»i'iil premlro [x osl m -h n qui correspond ;i la sorlic de fouJes les boiilos.
Si l'éiialiti' ('litre le nombre dos boules blanches e( noires se produit
au ix"""" tirage, c est que, dans les [jl premiers tirages, il est sorti i-
boules blanches et ' houles noires.
La proiianilite pour (|ue, en u. tirages, il sorte - — boules
hlaïu'iies et - — ' '~^ ' l>oules noires a pour exjtression (n" 69)
fjL !/«!«!( ni -1- « — /j. ) 1
a -h m — Il , u -T- n — m , m -h n — a m -h n — u.
Cette probabilité n'est pas celle que nous cherchons, elle exprime la probabilité pour qu'il y ait égalité du nombre des boules au a"""' tirage, alors (|ue nous devons déterminer la probabilité pour (|ue l'égalité ait lieu pour la première l'ois au tj."'""' tirage.
La succession des sorties des boules aux u. premiers tirages, si l'égalité a lieu au a'"'"" tout en ayant pu avoir lieu avant, peut se représenter par la suite
B,L,B3BJ.,...Bp.,
li, indi(|ue qu'au premier tirage il est sorti une boule blanche; Lj indique. (]u'au second tirage, il est sorti une noire, etc. Il y a
lettres Bot ^"^"~"' lettres L.
Dire que l'égalité entre le nombre des boules blanches et noires s'est produite pour la première l'tiis au jj.''"'"'' tirage revient à dire que, en lisant la suite précédente de droite à gauche, le nombre des lettres B a été, pendant toute la lecture, supérieur au nombre des lettres L.
Nous savons (n" 83) que le nombre des suites qui satisfont à cette condition est égal au nombre total des suites multiplié par
La probabilité pour que l'égalité ait lieu pour la première fois au u."'""^ tirage est donc égale au produit de la probabilité pour qu'elle ait lieu
CALCl'L IlES PUOliAini.ITÉS. (k)
d'une façon quelconque au u.''""^ tirage par la quantité
F- La probabilité cherchée estilonc
m — n fi ! '» ! « ! ( ni T- ii — ,a ) !
u, a -^ m — /i , IL -^ Il — m , ni -i- /( — rji ni — n — ,a , , ^ ,
La valeur moyenne du nombre des tirages qu'il faut effectuer pour obtenir l'égalité du nombre des boules blanches et noires dans l'iirmî est
ml ni i m — /O "V i^ ' ■ ^" — /' — /-'- ) î
( /n -H « ) ! .^J |JL ■
ll = m — n "
Le 2 s'étend aux valeurs m — n, jn — n -\- i, m ~ n -^ '\, ...,m + n de u..
93. Une urne contient n houles marquées i, -2, . . ., n; on les tire une à une en remettant après chaque tirage la boule sortie; quelle est la probabilité pour que h numéros désignés sortent au moins une fois en a tirages ?
Le nombre des cas possibles est celui des arrangements avec répétition de n objets u. à a, soif n^.
Le nombre des arrangements qui contiennent un numéro désigné est
nV—(n — i)!^,
il est éâral, en effet, an nombre total des arrangements, diminué tin nombre des arrangements qui ne contiennent pas le numéro désigné, c'est-à-dire diminué de {n — i)i^.
Le nombre des arrangements qui contiennent deux numéros désignés s'obtiendra en reirancbant de la valeur de la formule précédente le nombre des arrangements qui contiennent le premier numéro et qui ne contiennent pas le second; ce nombre s'obtient en remplaçant dans la formule précédente n par « — i ; il est
(« — iy — {n —2)!^.
•jo !.. iiAi.miir.u.
I.o nombre total des arranfîomeiits (lui coiilii-imenl trois numéros dosijinés s'ohlit'mlra en retranchant (!<■ la valcnr de celte formule le nombre des arranj^ements qui contiennent les deux premiers numéros mais non le troisième. Ce nombre s'olilienl en remplaçant dans la dernière formule // par « — i, il est
( „ _ , )ii -I- 2 ( « — a )!^ -f ( n — 3 )i*.
Le nombre des arrangements qui contiennent trois numéros désignés est donc
Plus généralement, le nombre des arrangements qui contiennent // nnniéros désignés est
La probabilité demandée s'obtient en divisant cette quantité par n^, elle a pour valeur
En particulier, si h = n, on obtient la probabilité pour que tous les numéros sortent en a tirages
Si u et « sont grands, on a approximativement
et par suite, la probabilité pour que /i numéros sortent en u. tirages peut s'écrire
I — Il e H e
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les exponentielles décroissant très rapidement, on pourra généralement se borner aux premiers termes.
La probahililé pour que les n numéros sortent en a tirages a pour valeur approchée
95. Une urne contient n boules marquées i , 2, 3, . . ., n;onles tire une à une en remettant après chaque tirage la boule sortie ; quelle est la valeur moyenne du nombre des tirages qu'il faudra effectuer pour que toutes les boules soient sorties?
Soit J/^ le nombre moyen des tirages qui seront à effectuer lorsque X numéros ne seront pas encore sortis, on peut écrire
En effet, le nombre moyen des tirages se composera d'abord du tirage prochain, puis deux cas seront possibles : ou la boule extraite sera une des x boules non encore sorties et le nombre moyen deviendra Uj.-t, ou elle sera une des boules déjà sorties et le nombre moven conservera la valeur u^..
La première éventualité avant pour probabilité - et la seconde pour
probabilité -^ l'équation ci-dessus est l'expression des principes
des probabilités composées et totales.
On peut écrire cette équation
on en déduit
lln-1 — l'n-3 =
n2 I.. IIACIIKI.IKU.
Km atlilitioiiiijiiit ces cj^alilés et cm remarquanl que //„ = o, on ol)ti('nt la valt'ui' iiimcniii' clici'cln'c
ou
rt — 2
I -f - -t- -sr
II,, — « f
96. La valeur moyenne peut ôtre obtenue par une autre méthode : La probabilité pour que les n boules soient extraites en u. tirages est (I," 93)
La probabilité pour que les n boules soient extraites en [x— i tirages
est
La (lifTérenco de ces quantités est la probabilité pour que les n boules soient extraites exactement en iji. tirages, de telle façon ([u'au u.''""' tirage sorte la dernière boule.
Cette probabilité est
(,_iy-_,„_„(,-î)
La valeur moyenne du nombre des tirages sera alors, d'après la détinilion connue,
Mi-r-
ou
li=.
SK-y -«"-'S"
Chacun des 2 est de la forme
f-ALClJL DES PnOB.\niI.lTÉS. ^3
L'expression de la valeur moyenne contient n — i termes.
97. On peut encore obtenir la valeur moyenne par un raisonnement très simple, en se rappelant que, si la probabilité d'un événement est p (n" 22), le nombre moyen des épreuves qu'il faut tenter
pour que l'événement se produise est -•
Au premier tirage sort un numéro, la valeur moyenne correspondant
à la sortie d'un premier numéro est donc i = -• Ensuite la probabilité
pour qu'il sorte un numéro différent est
la valeur moyenne, correspondant à la sortie d'un second numéro, est donc
un second numéro étant sorti, la probabilité pour qu'un troisième sorte est
et la valeur moyenne correspondante est
Un troisième numéro étant sorti, le nombre moyen des tirages à eff"ectuer pour qu'un quatrième numéro sorte est de même
n Il — 3
et ainsi de suite, la valeur moyenne cherchée est donc
^4 L. ItAOllEl.IER.
OU, coinnio prccéiloinmenl,
III I
i)S. Jeu de la rencontre. — Une urne contient n boules numérotées de un à n ; on les tire successivement Jusqu'à ce que l'urne soit vide. Il V a rencontre si au k'''"' tirage la boule tirée porte le numéro k. Quelle est la prohabilité pour qu'il n'y ait pas une seule rencontre?
Le nombre total des cas possibles est ni. Le nombre des cas pour lesquels une boule (lésii;née n'est pas à son rang est
car on doit l'obtenir en retranchant du nomi>ro total des cas possibles le nombre des cas correspondant à la sortie du numéro désigné.
Pour obtenir le nombre des cas pour lesquels deux boules désignées ne sont pas à leur rang, on doit retrancher de l'expression (i) le nombre des cas correspondant à la sortie à son rang de la seconde boule, c'est-à-dire, retrancher de (i) l'expression analogue où l'on remplacerait n par n — i
Le nombre des cas pour lesquels deux boules désignées ne sont ni l'une ni l'autre à leur rang est donc
( 2 ) ni — 2 ( /( — I ) ! -1- ( n — 2 ) 1 .
Le nombre des cas pour lesquels trois boules désignées ne sont pas
à leur rang s'obtient en retranchant de l'expression (2) l'expression
analogue où l'on remplacerait n par n — i, le nombre cherché est
donc
«! — 2(/j — i)!-H(/; — 2)! — [(« — I)! — 2(« — 2)!-i-(« — 3)!] ou
En continuant le même raisonnement, on voit que le nombre des cas pour lesquels h boules ne sont pas à leur rang est
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La probabilité pour qu'aucune des boules désignées ne sorte à son rang est le quotient de cette expression par ni.
En supposant /( =n, on obtient la probabilité pour que, dans le tirage de toutes les boules, aucune ne sorte à son rang; elle est
III
99. Si Ton prolongeaiit cette série, elle représenterait le développement de e~' ; donc, excepté lorsque n est un petit nombre, on peut supposer que la probabilité a la valeur
très approchée; car si « = 91» valeur exacte de la probabilité est 0,3678792 et elle ne diffère pas d'un niillionième de e~'.
Donc pour les valeurs de n supérieures à neuf, la probabilité est sensiblement indépendante de n.
100. La probabilité pour qu'il y ait au moins une rencontre a pour valeur exacte
et pour valeur très approchée quand n est supérieur à neuf
101. On peut traiter le même problème par une méthode d'approximation qui finalement conduit à un résultat exact.
Le nombre total des cas possibles est «!.
Le nombre des cas correspondant à une rencontre à un rangassigné est {n — i)!, car c'est le nombre des permutations des n — i numéros qui ne sont pas nécessairement à leur rang.
Le nombre des numéros que l'on a pu choisir pour la rencontre
nQ I. ItAClIKI.IEU.
élaiit n. 11' ndtnlirc dos l'.as lavorahU's est, en pr 'u-re approximation,
{n — i)l n =z ni.
C(> noml)ro est trop fort, car le «as de deux numéros sortis à leur raii^ est compté double: nous devons donc de l'expression précédente, retranclier le nombre (b^s cas où deux boules sont sorties à leur rang. Pour obtenir ce nombri-, nous devons prendre toutes les combinaisons de «numéros deux à deux, puis pernuiler les « — 2 numéros qui ne sont pas nécessaircmenl à leur ran;,'; nous obtenons ainsi
n{n — I ) iil
— (it — 2 ) ! = •
Le nombre des cas favorables est donc, en seconde approximation,
Ce nombre est trop faible, nous avons en effet supprimé à tort le nombre des cas qui correspondent à la sortie à leur rang de trois numéros, c'est-à-dire
ii(n — 1) (/t — 2) n] __ („_3)(«-4)....-^-^-3.
Le nombre des cas favorables est donc, en troisième approximation,
ni n\ ni
et finalement sa valeur exacte est
ni n'. n\ {— i )"-'/( 1
Le nombre des cas possibles étant n\ la probabilité pour qu'il y ait au moins une rencontre est
102. Quelle est la probabilité pour que la première rencontre ait lieu
au fjL""'"' tirage?
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Le nombre des cas possibles est ni. Le nombre des cas où la boule marquée un sort première est {n — i)l.
Le nombre des cas où la boule marquée deux sort seconde, celle qui est marquée un n'étant pas sortie première est (n — i)! —(/i — 2)!.
Le nombre des cas où la boule marquée trois sort troisième, celle qui est marquée un n'étant pas sortie première ni celle qui est marquée deux, seconde, est
(« — I ) ! — ( /( — 2 ) ! — [( « — 2 ) t — ( /t — 3 ) ! ] OU
Le nombre des cas où la boule marquée quatre sort quatrième, aucune boule n'étant antérieurement sortie à son rang, est
ou
et plus généralement, le nombre des cas où la a''"^" boule sort à son rang, aucune autre boule n'étant antérieurement sortie au sien, est
(„ _j)! _(^ _ .) (,, _ 2): -^ ifi^lili^i^^ (« - 3)!
" La probabilité correspondante s'obtient en divisant cette quantité par le nombre ni des cas possibles, on obtient ainsi
I ft — I I ('X — l){lX — 2) I
n 1 H (Il — I ) 1.2 n(n — i){n ( fjL — 1 ) ( )x — 2 ) ( g — 3 ) I
n{H — I 1 . . . I /? — IX ^ i)
Si l'on aditionne ces probabilités pour toutes les valeurs de a de un à n, on obtient la formule déjà connue de la probabilité pour qu'il y ait au moins une rencontre
7'^ I.. ItAClIKI.IKU.
\(i'^. Quelle est ta probabilité f)Our (fit il y (lit an moins u rencontres?
On pouf raisoniici- riiimiic piTccileinmont (n" 101) : l.c nombre des cas où a boules soitcnl à leur liiii^' est — f • Il tant ictrancber de cette expression les cas répétés. Ces cas sont ceux pour lesquels u. h- i boules sortent à leur rang, car ils peuvent résulter des [jh- i boules prises u. à u.. Ces cas sont donc répétés u. -h i fois et il iaut les
retrancher a fois. Or le nombre des cas pour lesquelles ]x + i boules
/(' sortent à leur rani; est -— :•
Le iKinilue des cas favorables est donc, en seconde approximation.
'il
en oonlimianl le mcMit' raisonnement, on obtient l'expression exacte de la |»riihaliilité clii'i'chée
il" a II
—ri '■ \
jji ! |_ fx -h I I . i f/ -H
1 a . . . ( n — jx) n
104. Quelle est la probabilité pour qu'il y ait exactement [/. rencontres?
C'est la différence entre la probabilité pour qu'il y ait au moins [x rencontres et la probabilité pour qu'il y en ait au moins tx + i . C'est donc la quantité
La probabilité pour qu'il y ait exactement « — i rencontres est nulle, car s'il y a n — i rencontres il y en a nécessairement n.
105. Quelle est la probabilité pour qu'il y ait exactement a rencontres à des rangs désignés ?
La quantité cherchée multipliée par le nombre des combinaisons de n numéros u- à [Ji doit reproduire la probabilité pour qu'il y ait exactement il. rencontres; la probabilité cherchée est donc
n — fi
106. Quelle est l' espérance d'un joueur H qui reçoit i Jranc par rencontre ?
La probabilité d'une rencontre est pour chaque tirage -; l'espérance correspondante est - et comme il doit y avoir n tirages, l'espérance totale est n -, c'est-à-dire i franc.
En d'autres ternies, le joueur H peut vendre h n joueurs dillérents l'espérance de gagner i fr, à chacun d'eux correspondant un des
n tirages. Chacun de ces joueurs ayant probabilité - de gagner i fr
devra acheter son espérance — • Le joueur H, dans ces conditions, recevrait I fr : telle est la valeur de son espérance mathématique.
Si l'on évaluait la probabilité des divers cas possibles, en nommant p/, la probabilité pour qu'il y ait exactement h rencontres, l'espérance demandée aurait pour expression
/), + 2/>2-r- 3/>3-l-. . .H- np„:
son calcul serait pénible ( n" 104). Dans le cas présent comme dans bien d'autres, l'espérance mathématique totale s'obtient plus facilement que chacun des termes dont elle est la somme.
107. Le jeu de la rencontre se pratique surtout avec des cartes: D'un jeu de cinquante-deux cartes on extrait, par exemple, les treize cœurs, on mêle ces treize cartes et on les retourne l'une après l'autre; il y a rencontre si, par exemple, la septième carte retournée est un sept.
Le joueur qui tient la banque reçoit de ses adversaires autant de fois leur enjeu qu'il y a de rencontres; il leur paie la valeur de leur enjeu si aucune rencontre ne se produit.
D'après ce qui précède, le jeu de la rencontre est équitable. Comme on se sert de treize cartes, ce jeu s'appelait autrefoisy'e;/ de treize.
En réalité, on fait généralement usage d'un jeu de cartes complet ou même de plusieurs jeux, mais on retourne seulement treize cartes.
108. Pour traiter la question dans toute sa généralité, nous supposerons une urne contenant r boules marquées du numéro un, /boules
So !.. liMiii i.iriï.
iiiiir(|iii'i'> (lu nuiiirrci ilcux /• ImiuIcs iiiiir(jii('t's du lUiniiTo //. Ou
extrait sufcessivcinciit // houles.
iin raisdiniaiil cihimuc préct'ilenuneut (n° 102) on voit que la probabilité pour (|iu' la prcniiiire nMiioiitrc ail lieu au u."""' tirage est
l_ __ (fit — iW- ( fX — I ) ( f/ — 2 ) /•'
/( Il ( m — I ) I . ■'. . n ( m — i}{rn — 2 ) (f/-i)(fx-2)(fx — 3)r' _^
Eu ajoutaut ces probabilités pour toutes les valeurs de a depuis UL = I jusqu'à u. = «, on obtii'ul la probabilité pour ([u'il \ ail au moi us une rencoulre
I . 2 ( /•/» — I ) I . 2 . 3 ( /'/i — I ) ( rrt
{n — I ) ( « — 2 ) ( H — 3 ) /•' I . 2 . 3 . :i ( r/i — I ) ( rn — 2 ) ( m — 3 )
La métbode des approximations successives (n" 101 ) aurait conduit à cette même expression ; elle permet aussi de calculer la probabilité pour qu'il v ait au moins a rencontres, celte probabilité est
( /J 1 ) ( « — 2 ) ... ( « — jUL + I ) /-l^ -'
fx ! ( m — I ) ( r« — 2 ) ... [rn — fjt -t- 1 )
(n {n—p.)r [X (n — n){n — iJ. ~ ])>■''
fx -+- 1 /•/( — /JL p. -H 2 1 . 2 ( rn — /JL ) ( m — jx — 1 )
|JL ( n — !■>■){» — IJ- — 0 ( n — fJi — 2 ) /•'
fx -t- 3 I . 2 . 3 ( /■/< — fi ) ( /■/( — fi — ')(fn — fi — 2)
109. L'espérance mathématique d'un joueur H à qui l'on promettrait I fr par rencontre serait i fr comme dans le cas particulier précédemment étudié et pour la même raison.
110. Si l'on joue avec des cartes et si, après chaque tirage, on remet dans le jeu la carte sortie, les probabilités sont les mêmes que si le nombre des jeux de caries était infini.
Les divers problèmes relatifs aux rencontres sont alors des cas particuliers de la théorie générale des épreuves répétées qui a été exposée précédemment.
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La probabilité, pour qu'il y ait une rencontre à un numéro désigné,
est —
La probabilité pour (pi'il n'y ait pas de rencontre à un numéro désigné est i et, par suite, la probabilité pour qu'il n'y ait aucune
rencontre est
Si n n'est pas un petit nombre, cette probabilité est très voisine de
La probabilité pour qu'il y ait au moins une rencontre est
elle est très voisine de i — e~' = o,632i2o55. . . quand n n'est pas un petit nombre.
La probabilité pour que la première rencontre ait lieu an |jl'""* tirage est
La pi'obabilité pour qu'il y ait exactement a rencontres est
IJ.: {n — p.)\ \ Il J \ u
Si l'on promet à un joueur H autant de francs qu'il se produira de rencontres, son espérance est i fr.
111. Lorsqu'il y a un seul paquet de treize cartes, la probabilité pour qu'il y ait au moins une rencontre est o,G32i2.
Lorsque le nombre des jeux de cartes est infini, la même probabilité a pour valeur o,G4()74- La probabilité, pour qu'il y ait au moins une rencontre, est donc à peu près indépendante du nombre des jeux employés.
11 '2. Jeux de dés. — Quelle est la probabililé d'omener un point donné avec des dés ?
02 I.. i;a(.iii,i,iiu.
Les (U's onl (inlitiaiieiiicnl six faces iiiiir(|ii(''t's i , -i, . . .,(>, mais pour plus lie généralité nous su|)poserons des dés de / faces marquées
Si a dés semltlables sont jelés en même lemps, (|uelle est la proiialiililé d'obtenir un nombre de points donné X?
On peut eneore présenter ce problème de la manière suivante : Une urne contient / boules numérotées 1,2,.. .,/. Ouelle esl la probabilité pour(iue, en a tirai,M's. la somme des numéros sortis soit égale à /• si, ajjrès clia(|ue tiraiic. la boule extraite est replacée dans l'urne.
Le nombre des cas possibles est f^ puis(|uc chaque dé compte f faces.
Le nombre des cas favorables est le nombre des manières de former une somme égale à Â- avec ij. nombres inféiieurs à /' + 1 . dette somme est le coefticient de a* dans le dévelojtpemeni de
ordonné suivant les puissances de a;. On a
X 4- ,r- -f- . . . + jc/ =: .
L'expression (i) peut s'écrire
Or
Il faut chercher la somme des coefficients de r* dans le développement de (2) ou celle des coefficients de x''~^ dans le produit des deux séries ci-dessus.
Au premier coefficient de la première série correspond le coefficient de a;*"!^ dans la seconde; au second coefficient de la première série correspond le coefficient de oc^'^^^ dans la seconde, etc.
Le coefficient cherché a donc pour valeur
fi( fi — I ) . . . ( X- — I ) ft iJ-jtj. — I ) ■ ■ ■ (A — 1 — /)
l .1...{A- —rj.) 1 1.2. ..(/,— f/ —/)
tjJ IX — l) u ( ;jL — 1 ) ... ( /,• — 1 — ■y./) . .
série ((uc l'on continue tant que les termes sont positifs.
En divisant cette quantité par le nombre /i* des cas possibles, on obtient la probabilité cherchée.
113. S'il y a deux dés de six faces, les probabilités d'amener les points 2, 3, . . ., 12 sont respectivement
Au point sept correspond la plusijrande probabilité -r- Les probabilités
sont symétriques par rapport à la plus grande, résultat évident.
On jouait autrefois, avec trois dés, le jeu i\u passe dix; l'un des joueurs gagnait si la somme des points dépassait dix et perdait dans
le cas contraire. La probabilité de gagner était -, car le point dix a
même probabilité que le point onze, le point neuf a même prob;diilité que le point douze, etc.
La même symétrie existe évidemment. (|ucl que soit le nombre des dés et le point le plus probable est toujours le point médian. Si, par exemple, il y a quatre dés, le point minimum est quatre et le point maximum vingt-quatre. Le point de plus grande probabilité est quatorze. S'il V a cinq dés, les points dix-sept et dix-huit sont les plus probables, etc.
114. ^eu de la poule. — Trois joueurs A, B, C jouent aux conditions suivantes : A et B jouent ensemble ; C ne joue pas. Le perdant sort et est remplacé par C. De même, après chaque partie, le perdant est remplacé. Le jeu prend lin quand un joueur gagne deux fois de suite.
S\ I.. lîAClIK.UF.U.
On siipjjosi' (|ii(> le jtMi ooiisidi-ré est un jeu de hasard et (|ue la prol)al)iliti' d»' gagner une partie <>st - pour cliiKinc joucnr.
Los [)r()l)al)ililt's pour (|n(' le joii se lerinine à la secdndc |»artic, à la (niisiènie. it la (iiiatriènic, à la p."""', sont respeetivenienl
f (îV- G)" (T
car il \ a, à chaque partie, une chance sur deux punr (|iie le jeu se termine; la prohahilité relative à une partie est donc la moitié de la prohabilité relative à la partie précédente.
I I."). La probabilité pour (|uc le jeu se termine en a partie* est La probabilité pour ([ne le jeu ne soit pas terminé en u parties est
On aurait obtenu cette même valeur en remarquant que, si le jeu a duré plus de lu parties, c'est que, A ayant gagné la première partie, C a gagné la seconde, B la troisième, A la quatrième, etc., ou que, B ayant gagné la première partie, C a gagné la seconde, A la troisième, etc. A 'l'une des deux hypothèses correspond la probabilité ( - j et par suite
la probabilité totale est (-
116. Le joueur C ne peut terminer le jeu qu'en gagnant la troisième partie, ou la sixième, ou la neuvième, etc., sa probabilité totale est
a)"-(jV^(iy-(î)"-=^-
La probabilité du gain final du joueur C est donc-^ et les probabilités des deux joueurs A et B sont —, ■
117. Lorsqu'il n'y a que trois joueurs, on peut supposer à ceux-ci des probabilités dillérentes sans trop compliquer les calculs.
Supposons, par exemple, que A jouant avec B ait [)rol)aliililé/? pour gagner une partie et proljabilité q ^=i ~ p pour perdre; jouant avec (1 les probabilités correspondantes seraient p et q'. Enfin, 1} jouant avec C aurait probabilité p" pour gagner une partie et probabilité q pour perdre. Pour que le jeu ne soit pas encore terminé à la ^•'^""' partie, il faut que l'une ou l'autre des éventualités suivantes se réalise :
A gagne la première partie, C la seconde, B la troisième, A la quatrième, . . ., les joueurs gagnant successivement. La probabilité correspondante est
pq' p" P']' p" P<l' p" . . . .
la formule se compose de X- termes.
Dans la seconde hypothèse, B gagne la première partie, C la seconde, A la troisième, B la quatrième. . . et la probabilité est
<i'i" p' 'ri" p' n<i" P ■ •••
la somme de ces deux quantités est la probabilité pour que le jeu ne soit pas encore terminé à la A-'"""" partie.
La probabilité pour que le jeu se termine à la {k -h i )''•"'*' partie est égale au produit de la probabilité pour qu'il ne soit pas terminé à la /jieme partie par la probabilité pour qu'il se termine à la partie suivante. Par exemple, la probabilité, pour que le jeu se termine à la huitième partie, est
pq p"pq'p"p X /)' + qq"p' qq"p' q X p" .
Le joueur C ne peut gagner finalement que si le jeu se termine à la troisième, la sixième, la neuvième,... partie; la probabilité totale de son gain final est donc
pq'q"+ {pq'p")pq'q"+ {pq' p" Y pq' q" -r . . .
+ qq" q'+{ qq" p' ) qq" q' 4- ( qq" p' )= ././' q' + . . . OU
P9''i" I qf/'ci" \—pq'p" i — qp'q"'
Le joueur A peut gagner finalement à la seconde, la cinquième, la huitième, . . . partie; la probabilité de cette éventualité est
PP' + ipg' p" ) PP' -^ { P7' p" )'' PP' ^ ■ ■ ■ ■
f<() 1.. llAniKI.IKK.
il peiil aussi j;agnor;i la (|ii;i(ririm', lu sc^plirinc l;i dixirnio, . . . piirlio, la [iroIiaMIitr est
iW"/'')/' + {'iq"p'Yp+{'N"p'fP+- ■■■
l.a probaliilili' (olalc pour (|u'il gagno Ihiali-incnt est donc
PP' , P
1 pr/'p" ' — '//>''/"
La iirohaliililc lolalc du gain linal du joueur B est
m , np'i p
I _ff
' — 'IP '/ ' — PI p
La soninif <\v> probabilités relatives aux troisjoueurs esta/i, résultat évident.
Dorénavant, nous supposerons que les joueurs ont même probabilité de gagner une partie.
1 18. Nous allons calculer la durée moyenne du jeu. On désigne ainsi l'espérance matbéniatique d'un joueur H qui devrait loucher i t'r par partie jouée.
La durée moyenne du jeu considéré, lorsqu'il y a trois joueurs, est
i)x.+(iyx3+(iyx44-....
Cette série se décompose, comme on sait, en une somme de progressions géométriques; sa valeur est trois. La durée moyenne du jeu est donc trois parties.
119. On peut arriverai) même résultat par une voie dill'érente : Soit y la durée moyenne du jeu, et soit/, la durée moyenne lorsque l'un des joueurs a gagné une partie ; on a
car une première partie doit être jouée, un des joueurs la gagnera et la durée moyenne deviendra/, après cette partie. On aura de même
En etlel, on jouera encore une partie, et deux cas également probables seront à distinguer : ou iejoueur qui a gagné la première partie gagnera encore la seconde et le jeu sera terminé, ou bien ce même joueur perdra cette seconde partie et la durée moyenne du jeu sera, à partir de ce moment, v,.
Les deux équations qui précèdent sont donc légitimes et l'on en déduit
La durée moyenne du jeu estdonc trois parties, comme nous l'avions trouvé.
120. Plusieurs joueurs A, B, C, D... en nombre /i -+- 1 peuvent jouer dans des conditions analogues : A et B jouent ensemble, C, [),... ne jouent pas ; celui des joueurs A et B qui perd sort du jeu pour n'y rentrer qu'après que tous les autres ont joué, celui qui gagne joue avec C; s'il gagne encore il joue avec D, s'il perd il devient le dernier du jeu et C joue avec D. L'n joueur continue ainsi à jouer successiyement avec ses différents adversaires tant qu'il gagne; il devient le dernier du jeu quand il p(M-d.
Le jeu prend tin quand un des joueurs a gagné «parties de suite, c'est-;i-dire quand il a vaincu successivement tous ses adversaires.
Supposons d'abord qu'il y ait quatrcjoueurs A, B, C, D; soient: via durée moyenne du jeu, y, la durée moyenne lorsque l'un des joueurs a gagné une partie, et v^ la durée moyenne lorsque l'un des joueurs a gagné deux parties de suite: on a
pour la même raison que précédemment et
'•,= I -H - r, -T- - Vi,
car on doit jouer la seconde partie; puis deux cas également probables peuvent se produire : le joueur qui a gagné la première partie gagne la seconde et la durée moyenne devient i'^ ou ce même joueur perd cette partie et la durée moyenne devient v,.
88 I.. liAC.IIKI.lI'.K.
On aurait dv iiiciuc
rar un des joucuis ayant gagné deux paiiics de suite et la partie suivante étant juue<\ deux eas égaleinenl proliables sont ii distinguer : ou le joueura gagné celte dernière partie et le jeu est arrêté, ou il a perdu cette partie et la durée inoypnne devient y,. Des (rois équations (jui précèdent on lire
ys=4, j, = 6. j=:7.
La durée moyenne du jeu est sept parties.
121. On calculerait de même la durée moyenne ,7 pour un nombre quelconque n ■+■ 1 de joueurs; en désignant par y,, y,, ...,,y„ la durée movenne. lorsque l'un des joueurs a gas:né une, deux,..., n parties, on est ramené à la résolution des équations du premiei' degré
y =>-^Vi- fl'on ,v, =j' —I,
y, =i-h—-h^ .) y, =jj —4,
En ajoutant toutes les dernières égalités et en remarquant que Vn—- o, on obtient
La durée moyenne du jeu est donc 2" — i parties.
122. Théorie des réussites successives. — Soitp la prohahilité d'un événement à rhcufae épreuve : Quelle est la valeur moyenne du
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nombre des épreuves qu'il faut tenter pour (pie févénemenl se produise n fois de suite ?
Soit u^ cette valeur moyenne quand l'événement s'est produit x fois de suite, on a
En effet, l'épreuve suivante a nécessairement lieu, ce qui augmente la valeur moyenne de un. Acette épreuve, il y a probabilité/; pour que l'événement se produise et probabilité i — p pour qu'il ne se produise pas; la valeur moyenne devenant Uj-^, dans le premier cas et //„ dans le second, l'équation est exacte.
De cette équation on déduit
Un^X = I H- pu,, -h ( I — /) ) «0-
Multipliant la seconde équation par p, la troisième par/)'', la quatrième par/>', . . . et additionnant, on obtient
Telle est la vaieur moyenne cherchée.
123. A chaque épreuve la probabilité de l' événement A estp et celle de r événement ^ est q =^ i — p. Quelle est la laleur moyenne du nombre des épreuves qu'il faut tenter pour que l'événement A se produise n fois de suite ou l'événement B, m fois de suite?
La durée moyenne d'un jeu étant, par définition, la valeur moyenne du nombre des parties jouées (ou, en d'autres termes, l'espérance mathématique d'un joueur qui devrait toucher i fr par partie jouée), on peut encore énoncer le problème précédent sous la forme suivante :
Le joueur A a probabilité p pour gagner une paitie et le joueur B a pour probabilité q ^i — p. Le jeu prend fin quand le joueur A a gagné
t)() I,. ItAr.llELIF.R.
/( parties de suite, ou (luaiui le joueur U a gagué w parties de suite. Quelle est la durée moyenne du jeu?
lîn désignant par // cette (|u;iiilili', on a
Il =: I -h pYi -)- </=!•
V, étant la durée moyenne du jeu quand le joueur A a gagné une partie et z, étant la durée moyenne (]nand le joueur lî a gagné une partie.
• Kn ellel, une première partie est jouée, puis il y a probabilité p pour que le joueur A gagne et par suite pour que la durée moyenne du jeu devienne y, et probabilité q pour que le joueur B gagne et pour (|iie la durée moyenne devienne -,.
Désignons par v, la ilurée moyenne du jeu lorsque le joueur A a gagné r parties de suite et par s, la durée moyenne lorsque le joueur B a gagné ce parties de suite, on a
car la partie suivante étant jouée, ce qui augmente la durée moyenne d'une unité, il y a jjrobabilité p pour que le joueur A gagne et, par suite, pour que la durée moyenne devienne y^j+i et probabilité r/ pour que le joueur B gagne et pour que la durée moyenne devienne ^,.
On a de même (2) j^=i + 7z^+, -i-py,.
Les équations linéaires aux difl'ércnces finies (i) et (2) peuvent s'intégrer par la métbode générale (n° 132) mais on peut facilement obtenir leur solution sans avoir recours à cette théorie.
De l'équation (i) on déduit successivement
Jl
= 1 -H/JJî+V^i
= 1 -y-pyi^qzi
multipliant la seconde égalité par/), la troisième par/j^, .... la dernière par/j" * et additionnant, on obtient
— i ■^p"^'yn + {i — /''
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OU simplement, puisque v„= o,
De l'équation (2^ on déduit successivement
multipliant la seconde égalité par q, la troisième par q-, . . ., la dernière par q"''- et additionnant, on obtient
ou simplement, puisque z,„ = o, (4) ^.= — ^^ — +('-?'"-')/.•
Des équations (3) et (4) on déduit
7(1 — y"'-')+jP(i— /)"-')(! —</"'-')
">— /jgr[gr""-i — ^"-17"— ' + /»«->]
et puisque
on obtient finalement
Telle est V expression de la valeur moyenne cherchée.
Si l'on a, en même temps, m = n et/> = y = -, la formule se réduit à 2" — I.
124. A chaque partie il y a probabilité p pour que le joueur A gagne et probabilité q = i — p pour que le joueur B gagne. Le jeu prend fin
9'-i I.- i:A(.iii-.i.ii.i; .
(fuaml le joueur A a gaf^né n purties de suite ou quand le joueur B a g(i£;né m parties de suite. Quelle est la probabilité pour //ue le jeu se termine par le gain Jinal du joueur A ?
Soit Mj. la i)rol)al)ilil(' chon-lK'o (iiiaïul le joiiour A a gagné .r parties (le suite et soit »_j. cette probaliiiilé quanil le joueur IJ a gagué x parties de suite, on a
i'x—pnxs\-y-<ni-\\
en effet, en jouant la prochaine partie, le joueur A a la probabililc p (le gagner et la probaMIitc y de perdre; dans le |)reniicr cas, la proliabilité de son gain iinal devient aj^+, et dans le second cas elle devient «_,. De l'équation qui précède, conséquence immédiate des principes des probabilités composées et totales, on déduit
«, ^ pui. -+- qu -\,
II, =pu^ + (]ll_^, U3 =1 pi/,, + qu_t,
multipliant la seconde égalité par p, la troisième par p', dernière par//'"^ et additionnant, on obtient
ou, puisque «„ = i.
On a évidemment
Il X— Plli + -/«-(x+D-
car en jouant la prochaine partie le joueur A a la probabilité p de gagner; la probabilité de son gain final est alors w,. Il a aussi la probabilité q de perdre; la probabilité de son gain final est alors u_x-\- On déduit de cette dernière équation
«_, =pili-i-qii^3,
u^i,„_i^ — pii^-^qu_,„.
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multipliant la seconde égalité par*/, la troisième par (/', ... la dernière par q'"~-, on obtient
«_, = 7'"-' «_„, ^tt^{^ — 7"'-' ),
a_„ qui exprime la probabilité de gain final du joueur A quand son adversaire a gagné m parties de suite est nul, on a donc
Les équations (i) et (2) déterminent ll^ et i<_,
çm-i — p"
La probabilité X du gain final du joueur A a évidemment pour
valeur
car ce joueur a probabilité/) de gagner la première partie qu'il joue et probabilité q de perdre cette partie; on a donc
p'i- 1 _ pi-i ^,H-l _^_ gm-l
La probabilité du gain final du joueur Best de même
p'i-l _ pn^l gm-i _^_ gm-l'
La somme X -h Y des probabilités a pour valeur un, résultat évident.
125. On peut déduire l'expression des probabilités de celle de la durée moyenne : Soit L",„„ cette durée moyenne quand le joueur A doit gagner n parties de suite ou le joueur B, m parties de suite ; on a
En effet, si m était infini et si, par suite, le joueur A pouvait seul gagner finalement, la durée moyenne serait U„... Cette quantité U„ ,, peut être considérée comme composée de deux sortes de termes :
C)'| I.. nACHF.I.IEU.
r* Ceux qui corrospondout aux alfcruativcs do c;ain ot de perle du joueur A qui u'anirneraieiit pas le gaiu Huai du joueur B si celui-ci pouvait gaguer liualeiueut par w réussiles;
i>" Ceux qui correspondeiil aux allernatives de gaiu et de perte du joueur A qui amèneraieut le gaiu final du joueur M si celui-ci pouvait gagner ])ar m réussites.
Considérons ce second cas dont la probabilité est Y; lejeu se trouve, h un moment donné, arrêté par »? réussiles successives du joueur B.
A cet instant, si le jeu pouvait continuer jusqu'à ce que le joueur A ait gagne par n réussites successives, la durée moyenne serait U„,..
La possibilité du gain final du joueur B diminue, donc la durée movenue de la quantité YU„,. et l'équation qui précède est exacte, on peut l'écrire
U„,„,= XU„,. d'où X=J^.
En remplaçant dans cette expression U„_„, et U„,« par leurs valeurs on obtient, comme précédemment,
p"-\ pn-\(jm^l_^qm-\
126. Supposons qu'à chaque partie il y ait un seul gagnant. Le joueur A a probabilité/^ pour gagner, le joueur B a pour probabilité y, le joueur C a pour probabilité r, — Le jeu prend fin quand le joueur A a gagné n parties de suite, ou quand le joueur B a gagné m parties
de suite, ou quand C a gagné X parties de suite Les probabilités
pour que le jeu se termine par le gain final du joueur A, du joueur B, du joueur C, . . . sont proportionnelles aux quantités
On le démontre par un procédé analogue à celui dont nous avons fait précédemment usage (n° 124).
127. S'il y a k joueurs ayant égale probabilité t =/> de gagner une partie, et si le jeu prend fin par le gain successif de n parties par un
même joueur quelconque, la durée moyenne du jeu a une expression très simple.
Soit, en effet, Uj. cette durée moyenne quand un des joueurs n'a plus que ,r parties à gagner pour que le jeu prenne fin ; on a
car une première partie sera nécessairement jouée et la durée moyenne deviendra Uj.^, ou «„_, suivant que cette partie sera gagnée par le joueur qui n'a plus que x points à faire ou par un des autres. On déduit de cette équation
Wor-I = ' + P"j:-1 -+- ( I — /^ ) "n-l ' «1-2=1 -t-/>M:r-3+ {'—p)Un-l,
(2) I u^ =i-hpiu -h(l—p)lt„_i,
l'i =n-/'Wo -^0 —p)Un-i;
niultiijliaiit la première équation (2) par p, la seconde par//-, ... la dernière par/?-^"' et ajoutant leur somme avec l'équation (i), on obtient, en remarquant que u„ est nul,
"^= +ii—p')u„_i.
Posant J? = n — r , on a
La durée moyenne cherchée est évidemment i'hu„_,, c'est-à-dire
et, en remplaçant/? par j^ son expression devient
128. Équations aux différences finies. — Plusieurs problèmes nous ont conduit à des équations aux différences finies; par exemple, le problème des tirages dans une urne (n" 95) nous a conduit à
<)(■> I.. IIACIIKMEU.
r('(|iiali(in
(lui i's( ;uix (li(TéreiU"os fitiics à iiiic s(mi1c variable. L'fviualion (n" 80)
{x -+■ y) 7.:c,y = ^f'x-i.y + Y'lx,y-l
est aux différences Jinies partielles à deux variables.
!29. .Te suppose qu'un problème conduise à une équation aux difTérenccs Unies : f ■= o, et que l'on connaisse la solution la plus générale de celte équation. Cette solution la plus générale contiendra des constantes ou des fonctions arbitraires que l'on déterminera par les conditions spéciales du problème considéré.
Par analogie avec les équations de la Phvsique mathématique, l'équation générale du problème, y = o, esl dilo é(/uation i/ide/i/iic. Les conditions spéciales qui déterminent les constantes ou les fonctions arbitraires sont nommées pour la même raison : conditions relatives à l'état initial et conditions aux limites.
Ainsi, relativement à un problème précédemment traité (n° 81),
est l'équation indéfinie du problème,
i'o,, = o et ('j„ = o sont les conditions ou équations aux limites.
130. Il n'est généralement pas possible de présenter la solution (ou intégrale) d'une équation aux différences sous sa forme analytique la plus générale, mais, dans bien des cas, la connaissance de cette solution n'est pas nécessaire; il suffit, en effet, de connaître la solution la plus générale compatible avec les équations aux limites et qui n'est qu'une solution particulière de l'équation indéfinie.
Lorsqu'il ne parait pas possible d'intégrer une équation aux différences : l'équation indéfinie, dite aussi équation de récurrence, permet généralement de déterminer de proche en proche les différentes
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valeurs numériques de la fonction considérée. Les calculs sont d'ailleurs impraticables quand les variables peuvent prendre un grand nombre de valeurs.
131. Les équations aux différences finies présentent. des analogies avec les équations aux différences infiniment petites (équations différentielles); leur théorie a été l'objet d'études considérables que nous ne pouvons reproduire ici.
Nous nous contenterons de montrer qu'on peut toujours intégrer les équations aux différences quand elles sont linéaires et à coefficients constants.
Considérons l'équation
OÙ les A sont des coefficients constants; c'est une équation aux différences finies linéaires et à coefficients constants, dont l'intéffralion rappelle celle des équations différentielles linéaires à coefficients constants.
On pose
C et t' sont indéterminés, on a donc
et si l'on substitue dans l'équation (i) elle devient divisible par Cr^ et l'on a, après cette division
( 2 ) Aa- i"*' -1- Ak-, f*-' H- . . . + Al r -1- Ao = o.
Le coefficient C ([ui ne figure pas dans cette équation demeure arbitraire.
Cette équation étant du degré k déterminera, en général, pour c, k valeurs dill'erentes, c,, v.^, . . ., i\.
En multipliant chacune de ces quantités r' par des constantes quelconques, on obtiendra les k expressions
C,rf, C^-f, .... C,vf.
Yi. - I. % .3
Ç)8 I,. ItAC.IIEI.IKU.
(]ui véritii'i'oiil l'i>(|iialioii (i ), et, ciiiiiiiio collc-ri est liiicairc. la somme (le oos X" t'xpri'ssions vérilitTa cf^aloment l'équation {i). tic sorte iiiron aura, en i;énéial.
.i\- — Cl (•■;■ + c, ri -)-... -H c<. cj.
Comme cette valeur île Vj. contient /• constantes arbitraires, C,, Co, .... C.y(. elle csl l'intégrale générale île re(|iiati(in (i) de ronlre /■.
L'équation (i) est souvent appelée équation de récurrence et ré(|ualion (2") équation caractéristique.
133. Comme pour les équations dilTérentielles linéaires, lorsque l'équation caractéristique admet une racine doublée, =<'„. les intégrales partieulières correspondantes sont
C,i| et C,xi'f.
Dans le cas d'une racine triple, i', = <,'., = e,, les intégrales particulières seraient
134. Cette analogie avec les équations difTércntielles linéaires subsiste pour les équations à second membre : L'intégrale générale de l'équation avec second n)embre peut s'obtenir en ajoutant à l'intégrale générale de l'équation privée de second membre une intégrale particulière de l'équation complète.
Si le second mend)re est constant, ré(|uation complète admet une constante C pour solution particulière.
Car, en posant r = C dans l'équation complète
A/..Xx+A-4- Aa_i.i'^+/,_i -f- . . . + A, 7^+, + A„ j^.= H,
celle-ci devient
C(Aa.4- Ax-_, + . . . -I- A, + A„) = H
et détermine C, ii moins que la somme des coefficients A^, A^..,, . . . ne soit nulle.
La solution particulière est alors de la forme v = Cx, car en substituant cette valeur dans l'équation complète elle devient
(:.r(AA.-H Aa._, + . . . A,H- Ao) -'r-C[kKk+ (A- — i)Aa._, + . . .+ A,] =H,
la première ligne est nulle, la seconde détermine C à moins que le multiplicateur de C ne soit nul.
Alors la solution particulière est de la forme v = Cr-; en substituant cette valeur dans Téquation complète, on obtient, après avoir supprimé les termes nuls,
C[A-Aa.-h (/■ - i)V\a.-, + . . .-H A,] = H
qui détermine C. à moins que le coefficient de C ne soit nul, etc.
On traiterait de la même manière et par analogie, avec les équations différentielles linéaires, les équations dont le second membre serait un polynôme en x.
SKCOND PROBLÈME UE LA THEOKIE DU JEU
135. Nous allons roprciidre l'éludo do la théorie i^rnérale du jeu dont les éléments ont été exposés dans le second chapitre.
Nous avons supposé deux joueurs ayant à leur disposition une somme indéfinie, jnnant un nombre de parties convenu, et réglant il la lin du jen les dill'erenccs. C'est le premier problème de la théorie du jeu.
Nous allons aborder maintenant l'étude tlu second problème : la somme totale que l'un des joueurs veut ris(|uer an jeu, et (|ue, pour simplifier, nous appellerons sa fortune, est limitée; la fortune de son adversaire est supposée infinie.
Ces conditions sont réalisables; en effet, jouer contre tout adversaire qui se présente, c'est, en réalité, jouer contre un adversaire de fortune infinie.
Nous dirons, pour simplifier, (jue le joueur est ruiné quand il a perdu la somme totale qu'il consacrait au jeu.
136. Pour bien différencier le problème actuel de celui que nous venons de traiter, on doit supposer que, après chaque partie, le perdant verse son enjeu au gagnant. Dans ces conditions le joueur dont la fortune est limitée pourra, à un moment donné, avoir perdu sans es[)oir de retour la somme totale qu'il voulait jouer.
Nous étudierons constamment le sort du joueur qui a une fortune finie, le sort de son adversaire de fortune infinie, s'en déduisant immédiatement.
Le principal problème que nous aurons à résoudre sera alors le
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suivant : Le joueur A ayant une fortune finie m et son adversaire B une fortune infinie, quelle est, dans des conditions données, la probabilité Hun, pour que le jeu s'arrête, à la a''''"'' partie, par la ruine du joueur A. Ou encore : quelle est la probabilité P^.,„ pour que la ruine du joueur A se produise en jouant au maximum a parties. La connaissance d'une des probabilités II ou P entraine la connaissance de l'autre.
Nous nous occuperons d'abord du cas particulier du jeu équitable et des probabilités égales. Il nous a été possible de simplifier beaucoup l'étude de ce dernier cas, en sorte qu'il constitue un des problèmes les plus élémentaires du calcul des probabilités. Une simple remarque permet de passer de ce cas particulier au cas beaucoup plus général où les probabilités sont quelconques, les enjeux restant égaux. Enfin la théorie des probabilités continues résout le problème quelles que soient les conditions du jeu.
137. Cas où le jeu est symétrique. — Un joueur X possède m francs; il a, pour chaque partie, probabilité égale de gagner ou de perdre i fr ; quelle est la prohahililé pour qu'il perde ses m francs en jouant au maximum ii. parties'
Désignons comme précédemment (n" .52) par rs^,,,, la probabilité qu'aurait le joueur A de perdre m francs à la a"'""' partie si sa fortune était infinie
fi — m , ij. ^ m ^
Désignons encore par u'p,.,„ la probabilité qu'aurait le joueur A de perdre une somme égale ou supérieure à m à la u.""-» partie si sa fortune était infinie
Soit enfin P^,„ la probabilité cherchée.
La ruine peut avoir lieu à la m''""' partie, à la (m -+- 2)''™" partie, etc. Si la différence entre ui et m est paire on a
l. BACIIELIEK.
Kii oflVl. la |)ort(' m ne |)eiil (■tro dépassée à la ((Ji.-f- 1)''""" partie sans i|ue la perte m ait été atteinte dans les ix premières parties: la probabilité 'r,ji^,„„+, est donc é;j;ale à la probabilité P^,„, multipliée par la probabilité pour (|in'. la perle ni ayant été atteinte avant a parties ou en a parties soit dépassée à la(fji-(- i)"""' partie, c'est-à-dire niullipliée
par -, on a donc
il'où
i [J..m -— 2 -rjn-i.m + i =^ 2 [Wii+i.Hi-t-t •+- W|jL-(-i,m-t-3~l" ... H- nT|i4.] [i+i J.
Cette formule peut servir à calculer P^^,,,.
138. Il est préférable d'exprimer la probabilité P^,„, en fonction des probabilités cj relatives à la [x''=°"' partie.
On a évidemment
car, si la perte est i à la (a -i- i)'- partie, elle a certainement été i — i ou î -f- 1 à la [k''""' partie.
Si l'on transforme la valeur de P^,,,, d'après cette formule, on obtient
Pu.,m= '•^[i.m-l- 2(nTjj.,.„H_2-f- ^u..iin-i-^ . . . -4- CTji.jj.),
OU encore
Si la différence entre a et m est paire, la ruine ne pouvant avoir lieu à la ul'*""* partie, la probabilité pour que la ruine ait lieu avant jj. parties
eST r a-1 ,m"
139. Si [X tend vers l'infini, nj^,„ tend vers zéro et '^£y,,m+2 vers-; alors PpL,,n tend vers un.
Si donc le joueur ne se fixe pas un nombre maximum de parties, sa ruine est certaine.
140. Cherchons maintenant la probabilité U^,,,^ pour que la ruine ait lieu précisément à la u.'*'"'* partie, c'est-à-dire pour qu'elle ait lieu à cette a'*™^ partie, la perte totale de m francs n'ayant jamais été
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atteinte auparavant. On a
Or, d'après la formule du u" 138,
et, d'après la formule du n° 137,
Comme d'ailleurs
^uj — ~ ^a— 1,1 — 1 ~l S'il- i,n-l'
on peut écrire
et par suite ou
p. fji. — /« , ;j. -I- /« I \ 2 / jJL ■ '
Telle est l'expression de la probabilité pour que la ruine ait lieu à la u.'""" partie.
141. La probabilité P^,m pour que la ruine ait lieu en ul parties s'obtient en sommant toutes les valeurs de n^^ de m à u..
les valeurs successives de jj. étant m, m -{--2, m + 4. • On peut écrire, en posant p. = w + -i/i.
1.2.3.4-4* ni{ni -t- /i + i)(//i + A -t- 2). . .(«« H- 2/; — i)1 JW' J"
Io4 1- IIAOIIEMER.
Oite formule apparf minent (liirérente de colle (lu n" i;}8 se compose comme elle de^^^ — ^termes.
142. Distribution des probabilités. — Pour rosoudri-d'iiiu' façon conipli'ti' lo pndiii'nie ([ue nous nous sommes proposé, il faul détormiiicr les probabilités relatives à tous les cas possibles, c'est-à-dire la dislribnlion des probabilités.
Nous connaissons les probabilités relatives aux cas où le joueur est ruiné, il nous reste à clierclier les probabilités relatives aux cas où le joueur n'est pas ruiné.
Si le joueur n'est pas ruiné à la u.'""*' partie, il peut perdre {m — 2) francs, {m — l^) francs, ... où il peut gagner i fr, 3 fr, ... si a est impair; 2 fr, \ fr, ... si u. est pair.
Nous allons déterminer la pi'obabilité pour (|iie, à la ij.'*''"*' partie, le joueur perde la somme m — y (qui est un gain si y est supérieur à /n), ce joueur n'ayant pas antérieurement perdu la somme m.
Si le joueur A avait une fortune infinie, la probabilité cherchée aurait pour valeur nT^,,„_, ; la possibilité de la ruine de ce joueur diminue cette probabilité d'une quantité que nous allons déterminer.
Si le joueur, lorsqu'il est ruiné pouvait continuer à jouer, il y aurait par suite de la symétrie de la probabilité, autant de chances pour que, à la jjL'"'""' partie, il ait perdu y francs que de chances pour qu'il les ait gagnés; dans le premier cas la perte serait m + y et dans le second cas elle serait m — y.
La possibilité de la ruine du joueur supprime donc en même temps que la probabilité de la perte m -h y une probabilité égale pour la perte m — y.
La probabilité pour que, en a parties, la pcrtedu joueur soit /n —jy est donc
^V-.m—y W(ji,«!-i-y
14.3. De la formule précédente il est facile de déduire la probabilité de ruine ITij,,,,,. En effet, pour que le joueur soit ruiné exactement à la fx'™*" partie, il faut que sa perle soit (m — i) à la ((x — i)'<"""' partie, cette perte n'ayant pas précédemment atteint la valeur m; il faut ensuite que le joueur perde la a'""""" partie. A la première condition cor-
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ri'spomi la prnlialiilitc (^y^^^, ,„,.,— T^^,_,^,„+, ) cl à la seconde condiLioii la probabilité -; on a donc
"^ 2 • • fi fx — //i , p. H- m , \ 2 / J^
144. Principe général relatif au cas où les enjeux sont égaux. — Le joueur A ayant pour chaque partie probabilité p de gagner i Ir et probabilité q de perdre i fr, quelle est, dans des conditions données, la probabililé pour (}ue, en _u. parties, il perde /«francs.
hi le joui'ur a perdu w lianes en u. parties, c est qu il a gagne'
parties et perdu ^— — parties. La probabilité pour que ces gains et ces pertes se soient succédé dans un ordre donné est
y. — in u — III
la probabilité pour que ces gains et ces pertes se succèdent en suivant une loi déterminée sera
i- désignant le nombre des successions de gains et de pertes qui satisfont à la loi donnée.
k est un coefficient indépendant de/) et de </. et, si on peut le détei'miner lors(]ui'/j égale y, on connaîtra par ce même fait la probabilité lorsque p dillerera de </.
La connaissance des probabilités loi scjiie le jeu est symétrique a pour conséquence immédiate la connaissance des probabilités lorsque le jeu est dissymétrique.
On suppose que deux alternatives sont seules possibles à chacjue partie.
145. Reprendns à titre d'exemple le premier problème de la théorie du jeu : Le joueur A ayant à chaque partie probabilité p de gagner un franc et probabilité q de perdre i fr, (juelle est la probabililé pour (|ue sa perte soit m ii la u"""' partie?
lof) I.. KACIIKI.IEK.
i;. ~,ii n -1- m
La prulKiliilili' cluM'chée est ncccssairi'mcnl ilc l:i l'oiinc /,/> ■ q * ot elle se rédiiil à !<{-] Ii»rs(jue p = q ^= -, c'est-à-diro l()rs(Hi(' le jeu est symrtrit|ii('.
Sii|)|»()soiis (|iie |)ar un |)i'()c(''ilt' (|ii('lc()iu|U(' nous savons arrivés à i)l»l(Miir l'expression de la probahiiité cherchée lors([ue le jeu est symétrique.
[x — m , fx -h m , \2 ■i 2
La quantité X- étant alors connue, nous pourrons écrire immédiatement l'expression de la probabilité cherchée dans le cas général
jjL — »i I /Jt + m I
146. Étude de la probabilité. — Le joueur A ayant, pour chaque partie, probiihililé p de gagner i fr et prolxtbUilô q de perdre i fr, quelle est la prohahililé pour qu'il perde ses m francs après avoir joué a parties, de telle sorte que la [jJ'"" partie lui enlève son dernier franc?
La pi-obal)iiilé de la ruine à la u.'"""' partie lorsque /' = y a pour expression (n" 140)
La probabilité de la ruine dans le cas où p dillère de y est donc (no 144)
147. La prohabilité pour que la perte soit m en jouant u. parties, cette perte ayant pu être quelconque avant la u.'''"'<" partie, a pour valeur
[JL — m [X -t- //.
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on a donc
comme dans le cas où p = </.
148. La probabilité P^,„, pour que la ruine se produise en jouant an maximum u. parties a pour valeur
* (jL.m — ^ , *'a m»
[L = tn
le Z étant relatif aux valeurs m, m -+- 1, m -f- '\, . . . puisque la ruine ne peut avoir lieu que de deux en deux parties.
Si l'on pose u. = m -h ih, on peut ainsi écrire l'expression de Pjj.,,„
Pa,,» = V"T
m(m -\- o) „ , I -H mpq H — p-<r
— ^^ \ />'f/'H TT-, —P'<J'-
m (ni -^ /i -i- i) {/» -h /i -\- 2} . . .{m -h ■îfi — i ) ^^ ^^ 1 . 2 . o . 4 . . . A ■ '~^' ' '' '
149. Cette expression de Pji,„, résulte de la généralisation de la formule du n° 141. La généralisation de la formule du n° 138 donnerait
^V-'n- ^ _ ,„ ; ^ + ni\''
fx:
[a — m u. -+- »J u — ni u. + /.>; 1
(t^_,j,(tiiv,)
Cette expression n'a pas, comme la précédente, l'avantage de faire connaître la probabilité de ruine relative à chaque partie; elle donne uniquement la somme P^,„, de ces probabilités. Par contre, elle doit
loS I,. UACIII I.IKK.
t-tit' iMiiplovt'o ([uaiid on (li'>ii(' calculer la ilistribiilion des prol)al)ilités (11" LV'Oel l'espérance inalliénialiquc ( n" 157) du jeu.
l.")0. i.ors(|ue aucune liniile n'es! iixee pour la dniée du jeu, la ruine ost cerlaine si Ic! jeu est équitable (n" I3i)) et à plus Cortc raison s'il est désavantageux.
Il n'en est pas de même l()rs([ue le jeu présente un avantage, si l'aible soit-il. Dans ce cas d'ailleurs on peut déterminer la probabilité totale do ruine sans elTectuor aucune sommation.
Désignons par /",„ la probabilité totale de iiiine du joueur (jui possède m francs. Ce joueur ne peut perdre m francs sans perdre d'abord un franc, puis un autre, puis un troisième, etc.
La probabilité de sa ruine quand il possède m lianes est donc/',", d'après le principe des probabilités composées.
Il reste il calculer /,. Supposons que le joueur ne possède qu'un franc; en jouant une partie, il a probabilité </ de perdre son uni(]ue franc et probabilité/» de posséder deux francs; on a donc
d'où
et par suite
1.51. La probabilité do ruine peut être obtenue par la théorie des équations aux dilferences finies. Kn désignant par r,^ cette probabililé ([uand le joueur A possède x francs, on a
La (juantité V doit do plus satisfaire aux conditions
V„= I. .lx= o.
L'intégration de l'équation par la méthode connue ( n" 132) conduit aux mémos résultats (jue précédemment.
1.V2. i)x\ voit ({ue si le jeu est avantageux, non seulement la proba-
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hilité de ruine ne tend pas vers l'unité, mais (juc même elle est très faible si la quantité rn est suffisamment grande.
Supposons, par exemple, que y> = o,5f, y = o,/|(). m étant égal à loo; la probabilité de ruine
est comme on voit très faible.
Cet exemple montre combien le moindre avantage change les conditions de réussite d'un jimi.
153. La probabilité totale de ruine lorsque aucune limite n'est fixée pour la durée du jeu peut être tacilement obtenue même en supposant que les conditions du jeu varient avec la perte du joueur.
Les enjeux étant toujours égaux à l'unité, supposons que les [)robabilifés soient/?, et»/, jusqu'à ce que le joueur aitsubi la perte totale de I fr, puis qu'elles soient />. et y_, jusqu'à ce que le joueur ait perdu en totalité 2 fr, puis qu'elles soient/?., et q.^, etc.
Le joueur ne pouvant être ruiné sans avoir subi la perte totale de I fr, puis de 2 fr, puis de 3 fr, etc., la probabilité de ruine est, en vertu du principe tles probabilités composées,
7i Tî fh
Px Pi Pz
là'i. Distribution des probabilités. — Le problème de la distribution de la probabilité consiste à étudier les probabilités relatives à tous les cas qui peuvent se présenter; la formule du n" l'i6 résout la ([ueslion pour les cas où le joueur est ruiné: il nous reste à étudier les cas où le joueur n'est pas ruiné.
Nous allons donc chercher la probabilité pour que, à la a"""' partie, le joueur ait perdu la somme rn —y (qui est un gain si y est supérieur à m).
Si/J était égal à q, la probaiulité serait (n" 142)
1 I O L. IIACIIKLIER
c'est-à-(liro
— .>',\2/ f/ — w — r, ;^-h w -t- j, Va/
»i -)-.>• I fx -+- tu
Si maintenant on suppose/) difloront de 7 les coefficients ne changent pas (n" 144) et puisciue le joueur a liiialt'ineiit perdu m — y francs en
u. parties, les quantités (-) doivent être remplacées par
La probabilité pour que, à la n."""' partie, le joueur ait perdu la somme m — y est donc
IX — /M + r ^ jx-h m — .y I IJ- — m — y , jx-h m -h y 22 22
Cette quantité peut encore s'écrire
^|J.,Hi— y ^\l,m-t-y
155. On peut démontrer directement cette dernière formule sans qu'il soit nécessaire de connaître l'expression des prohabilités us.
Si le joueur A avait une fortune infinie, la probabililé cherchée serait tn^,„,_, ; nous devons retrancherde cette quantité les probabilités relatives aux cas où le joueur A, d'abord ruiné, aurait ensuite gagné la somme y s'il avait pu continuer à jouer jusqu'à la [j^'"""' partie.
Si le joueur A lorsqu'il est ruiné pouvait continuer à jouer, la probabilité pour que, dans les parties suivantes, il gagne >' francs, est à la probabililé pour qu'il perde y francs dans le rapport de/)' à q' .
En effet, aux alternatives de gain et de perte qui produisent finalement le gain j' correspondent une à une les alternatives de perte et de gain qui produisent finalement la perte j. Soit a; le nombre des pertes pour une des premières suites d'alternatives, le nombre des gains sera y-hx. Dans la seconde suite correspondante, le nombre des pertes sera y -h ;r et le nombre des gains sera iv.
Le rapport des probabilités est donc
il est indépendant de x. On a donc quel que soit a
Si le joueur A lorsqu'il est ruiné pouvait continuer à jouer, la probabilité pour qu'il perde v francs (ce qui porterait sa perte totale à m -f- y francs) est à la probabilité pour qu'il gagne y francs (et par suite pour que sa perte soit réduite à m — y francs) dans le rapport de
La possibilité de la ruine du joueur A diminue donc la prohaliilité ^v.>m-y de la quantité
156. Des probabilités relatives aux cas où le joueur n'est pas ruiné, on déduit facilement les probabilités de ruine.
Pour que le joueur se ruine à la a''^'"'' partie, il faut que, à la (a — i)'«'™<' partie, il ne soit pas ruiné et qu'il ait perdu (m — i) francs; la probabilité de cette éventualité est, d'après la formule du n° 154,
'«'a— 1,Bt-l "'»^p.— l.m — 1
Il faut ensuite que le joueur perde la a'"'"' partie, éventualité qui a pour probabilité q. On a donc
fj. — 7// [X H- m
157. Étude de l'espérance mathématique. — Si le jeu peut durer indéfiniment, l'espérance totale du joueur t\u\ a une fortune limitée m est infinie si le jeu le favorise, elle est. négative et égale à — m si le jeu le défavorise. Lorsque le jeu est équitable les espérances positive et négative ont pour valeur m (n° 139).
Lorsque le nombre des parties est limité, l'espérance mathématique
I I 1 I.. l:A(.m.l IKH.
so Ciilnilc racilcinciil dl's (|iic la tlistriltiilion de la |ir'(il)al)ili((' est connue; rcsix-rancc négative est la soiiuik; de la (|iianlilt'' - wP^,»; qui correspond à la ruine lolale el des espéraiiees pour (jue, si le jeu n'est pas terminé en a jiarlies, le joueur ail perdu m — 2 Ir, m — 4 ir. e(e. L'espérance positive est la somme des espérances correspondanl aux j,Mins de u. francs, de ij. — 2 t'r, de.
158. Durée moyenne du jeu. — Soit o {m) la durée moyenne du jeu, c'est-à-dire l'espérance mathématique d'un jouciu' Il (jui (livrait recevoir i fr par partie jouée; cherclions (|nelle est la durée o(/« -H m') dans le cas où la fortune du joueur est m -f- tn' .
Pour perdre la somme m + m', le joueur doit d'aixtrd perdre la somme //;. Au moment où il a perdu cette somme, la durée moyenne relative à la nouvelle perte m' est p {m').
La durée moyenne relative à la somme m -t- m s'obtiendra donc en ajoutant y {^rn') à o (jn).
On a donc
©(«j -t- m') — o{m) ^ 'jf{m'), d'où
cp(/«) = (]ni.
Pour déterminer la constante (l, supposons que Ir joueur possède uniquement i fr, alors w = i et cp {m) = C.
On peut calculer autrement 9 («2) pour m = i. En jouant une partie, il y a probabilité y pour que lo jeu se termine et probabilité y> pour (|ue le joueur gagru' et qu'il possède 2 fr; la durée moyenne, après la première partie, serait 2C dans cette hypothèse.
On a donc, en égalant les deux expressions de la durée moyenne
C = ry+/J[i-+-2C1,
d'où
'1 ~r La durée moyenne du jeu est donc
'I — P 159. La durée moyenne du jeu est infinie lorsque p = q et k plus
forte raison lorsque le jeu est avantageux, car alors la probabilité pour que le jeu dure iniléfinirnent est finie et a pour valeur
160. La valeur (le la durée moyenne du jeu peut être facilement obtenue même en supposant que les conditions du jeu varient avec la perte du joueur.
Les enjeux étant toujours égaux à l'unité, supposons que les probabilités soient/?, et q^ jusqu'à ce que le joueur ait subi la perte totale de I fr, puis qu'elles soient p., et q., jusqu'à ce que le joueur ait perdu en totalité 2 fr, puis qu'elles soient jîj et ^3, etc.
Le joueur ne pouvant être ruiné sans avoir d'abord perdu en totalité un franc, puis un autre, puis un troisième, etc., la durée moyenne ilu jeu est
q\ — P\ q-i — Pï 'ii — p%
161. Cas où les enjeux sont inégaux. — Un joueur A possède m francs ; il «, pour chaque partie, la probabilité p de gagner la somme a et la probabilité q ^= i — p de perdre la somme [3 ; quelle est la probabilité pour qu'il soit ruiné précisément à la u.""^" partie?
Nous ne pouvons supposer les données quelconques; la quantité m doit être, en effet, un multiple de p. Si le joueur A perd sans interruption depuis le début du jeu, et si m n'est pas un multiple de p, il arrivera un moment où le joueur sera forcé de cesser de jouer sans avoir perdu ses m francs, possédant encore une somme inférieure à son enjeu. Donc m doit être un multiple de [i.
Supposons qu'il en soit ainsi ; le joueur A ne peut être ruiné avant
la partie d'ordre^; s'il n'est pas ruiné à cette partie, il possède au
P moins la somme a -1- ji. Admettons qu'il possède cette somme; ne pouvant perdre que-p par partie, le joueur ne pourra être ruiné qu'après
— ^ parties; ce nombre doit être entier, donc a doit être un multiple de jil. La quantité a doit évidemment être de la forme '-^ ^> /;
Il4 I- IIAC.IIKI.IIK.
t'l;Mil iiM cul ici', aiitroiiiciil . I:i |ii()i);iliililt' do niini- à la parlic d'ordre [x l'S( luillc.
Kii rcsiinu' : réiionccdu prohlt'inc suppose ()U(' a et m soient des imilliples do (i.
S'il en etail autreineiil, l'expression de prohaliiiité tie rnine n'aurait plus un sons proeis. il l'audrail lui suhsiiluer l'expression : |)robal)ili(o de la tonninaison An jeu. dolh» proliabilité pourrait se calculer, du moins en théorie, en étudiant di' proche en proche les parties jouées, en eonuiieneant |iar la première. Si ni est suffîsamment grand par rapport il ^, les formules des prohahilités continues qui seront obtenues plus loin feront eonnaitre cette prohabilité avec une grande approximation.
Nous supposerons ({ue a et m sont des multiples de l'enjeu [3.
I(j"2. Si le joueur a perdu m francs en u. parties, c'est qu'il a gagné — — ^parties et perdu ^'"^ ^^ ' parties. La probabilité de gain étant/J,
la probabilité pour que cet événement se produise'-^-^ — p- fois en u. épreuves (n" 42) est
P(J. — m a(Jl + m
Cette probabilité est plus grande que celle que nous cherchons; elle est relative à toutes les séries de parties amenant la ruine du joueur A en a parties. Nous devons en retrancher celles qui auraient amené cette ruine avant la \j}''"^^ partie.
Nous allons donc chercher, parmi les séries qui auraient produit la perte m en a parties, celles qui auraient produit cette perte avant la [JL"-""'- partie.
Considérons une série qui aurait produit la ruine en y parties; cette série, si elle avait pu se continuer, se serait composée, après la [jl'*'""' partie, det!-c- — ^parties gagnées et de °' ] parties perdues, puisque la perte totale aurait été égale à m. Quel que soit y, le rapport du nombre des parties gagnées au nombre des parties perdues est toujours--
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A partir (le la y""" Partie, il so produit une suite de pertes et de gains que l'on peut représenter symboliquement comme suit :
G| Ti, 1*, . . .GpjjL-y . . .PaiuL-y,;
fi a + p
G, indique que la (y -1- i)'"'""' partie a donné un gain, G. indi(jue que la partie suivante a donné un gain, P, signifie que la partie suivante a donné une perte, etc.
Considérons une suite quelconque
C'est une permutation quelconque qui contient, comme nous l'avons vu, des nombres de lettres G et de lettres P proportionnels à j3 et a. Donc le nombre de ces permutations qui se terminent par P est au nombre des permutations qui se terminent par G dans le rapport de a à ^.
Donc, le nombre total de ces permutations est égal au nombre de
celles qui se terminent par G multiplié par — ^■
Si la dernière lettre est G, c'est que la dernière partie a été un gain; or, pour que la \i}""'' partie fournisse un gain, il faut que la perte soit (m + a) à la (a — i )'""'■ partie.
Donc :
Le nombre des séries qui auraient produit la perte en moins de u.
parties est égal au produit par- — ~ du nombre des séries qui, produisant la perte {m + a) en (ij. — i) parties produiraient la perte m en u. parties.
Passant du nombre des séries aux probabilités, nous pouvons dire que la probabilité ^^^,n est égale à la probabilité nT(i„, diminuée du pro-
duit par — ^ de la probabilité pour que la perte étant (m-f-a) en
(u. — I ) parties soit égale à m en a parties, c'est-à-dire diminuée de
jo—p-i-Gi^ ,.„,+,. On a donc :
"[i.rn — W|J.,m — /' ç 5^(1— I,m-i-a-
Si, dans la formule précédente, on remplace ra^_,,„,+ï par sa valeur.
un (ililient
Il _ "'
Telle est l'expression de la probabilité pour que le joueur soit ruiné précisément à la ^j."""'' partie.
a. et m étant des multiples de j3, nous supposerons que ^ = i ; la (ormule s'écrira alors
16;}. La probabilité pour que la ruine se produise en jouant au
maximum fx parties est
IJ.-IJ
l'indice inférieur prend les valeurs successives m, m -h ce. -h i,
m H- ua -1- 2,
Kj'i. Cherchons uiaintenant la probabilité pour que le joueur A ait perdu la somme m — y k h [i.''""" partie. S'il possédait une fortune infinie la probabilité serait ci^,,,,-;,,; il faut déduire de cette quantité les probabilités relatives aux cas où le joueur A supposé ruiné aurait ensuite gagné la somme r s'il avait pu continuer à jouer. Il faut donc déduire de gj^,,,, ^ la somme
qui s'étend aux valeurs m, (m -h v. -h i), {m -t- 2a -h 2), . . . ( [-«• — -) dejj...
16.Î. Lorque aucune limite n'est fixée pour la durée du jeu, on peut calculer la probabilité totale de ruine sans effectuer aucune sommation.
Le raisonnement précédemment employé (n" 150) subsiste intégralement; l'expression de la probabilité est de la forme/"'.
Il reste à déterminer /,. Supposons que le joueur ne possède que I fr; en jouant une partie, il a probabilité g de perdre son unique
franc et probabilité /7 de posséder a -i- i fr; on a donc
Donc la probabilité cherchée a pour valeur/"', la quantité/, étant la racine positive de l'équation
cette équation admet toujours l'unité pour racine, c'est l'autre racine positive qui convient.
Lorsque le jeu est équitable, a/j — y = o l'équation admet pour racine double l'unité : la ruine est donc certaine.
lien est de même à plus forte raison quand le jeu estdésavantageux.
166. La théorie des équations aux différences finies conduit au même résultat.
En désignant par v^, la probabilité de ruine du joueur A quand il possède X francs, on a
Pour intégrer cette équation on pose (n" l;i2)
elle devient
ou
La probabilité cherchée est donc v'", la quantité c satisfaisant à 'équation
i- =1 q -h pi'^-^^ ;
c'est le résultat que nous avons obtenu. Lcsdeux méthodes ne diffèrent du reste que par la forme.
167. La probabilité totale de ruine lorsque aucune limite n'est fixée pour la durée du jeu peut être facilement obtenue même en supposant que les conditions du jeu varient avec la perte du joueur.
Supposons que le jeu soit défini par les quantités p,, y,, a, jusqu'à ce que le joueur ait perdu en totalité i fr: par les quantités p.,,
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q.,, a., jusqu'à ce que le joueur ait perdu en totalilé -i fr, etc. Le joueur ne pouvant être ruiné sans avoir subi la perte totale de i fr, puis de -1 fr. etc., la probabilité de ruine est, en vertu du principe des probabilités composées
les quantités/,, 1,, o,... étant les racines positives des équations
Oi = -73 -^- T'a ??•■".
168. Durée moyenne du jeu. — Le raisonnement précédemment employé (n" lô8j subsiste intégralement, la durée moyenne a pour valeur Cm.
Pour déterminer la constante C. supposons que le joueur possède uniquement i fr, alors la durée moyenne est C.
En jouant une partie, il y a probabilité y pour que le jeu prenne fin à cette partie et probabilité /> pour que le joueur possède la somme a + i. Dans ce cas, la durée moyenne après la preinière partie est C(a + i). On a donc, en égalant les deux expressions de la durée moyenne,
d'où
La durée moyenne du jeu ([uand le joueur possède m francs est donc
169. Supposons que le jeu soit défini par les quantités y;,, c/,, a, jusqu'à ce que le joueur ait perdu en tolalilé i fr, par les quantités P21 72. ^2 jusqu'à ce que le joueur ait perdu en totalité 2 fr, etc. Le joueur ne peut se ruiner sans perdre un franc, puis un second, puis un troisième, etc. La durée moyenne du jeu est donc
91— «i/»! qi — ^iPi '/3— «3/':
170. Cas de trois alternatives. — A chaque partie le Joueur A qui possède m francs a probabilité p pour gagner i fr, probabilité q pour perdre i //• et probabilité r = \ — p — q pour faire partie nulle; quelle est la probabilité pour qu'Usait ruiné précisément à la oJ""^" partie?
Soit ll(t,,„ la probabilité cherchée; iiuus allons comparer cette (jnaiitité à c3,i_„, (n° 54).
Supposons que la perte soit m à la a'""*" partie et que le nombre des
parties nulles soit X-; il y a dans ces conditions - — — ^ parties gagnées et ^^^^^-^^^^^ parties perdues. Une des alternatives de gains, de pertes et de parties nulles peut se représenter par la suite. (0 P,, R.., P3, Q. Pu,
[', indique que la première partie a donné un gain, Ro que la seconde partie a été nulle, P;, indicjue que la troisième partie a donné un gain, Qi que la quatrième a donné une perte, etc.
Le nombre des permutations est celui de u. lettres dont k lettres R,
' lettres P et lettres Q, c est-a-dire
,jA
C'est le nombre des cas favorables de la probabilité s^,,, dans l'hypothèse où le nombre des parties nulles est A.
Cherchons maintenant le nombre des cas favorables de la probabilité n.j,,„, dans les mêmes conditions. Il faut pour l'obtenir retrancher du nombre total N des permutations : i" les permutations qui se terminent par R, car elles auraient produit la ruine du joueur à Ia(u. — i)"'"''
AN partie (ou antérieurement); leur nombre est — ; 2° les permutations
qui se terminent par P, car elles auraient produit la ruine du joueur avant la (a — i)"'™'" partie; leur nombre est ^~""*~ N; 3° les permutations qui se terminent par Q, mais qui sont telles que, en les lisant de droite à gauche, le nombre des lettres P soit, à un instant quelconque
de la lecture, égal au nombre des lettres Q.
120 I.. BVCHKLIEH.
Si on elTet cette éveiitualilo voiiiiit ii se produire, co serait que, à la partir correspondante ou à une partie antérieure, le joueur A aurait été ruiné.
Nous allons voir ([ue le nombre des permutations de cette troisième sorte est égal au nombre des permutations de la seconde.
Considérons une |)ermutation de la seconde sorte, par exemple
(2) 1$,. l\. 0, O). I IV.. K/+2 Q^-2. lip. ,. IV
Si on lit la |)ermul;ition de droite il gaucbe, le nombre des lettres Q surpassant finalement celui des lettres P de la (luantilé m, il arrivera nécessairement un moment où les nombres des lettres P et Q seront égaux; supposons que ce soil pour la valeur A + i de l'indice.
Formons une permutation identique à la précédente jusqu'il la };'""• lettre et en (iuel<|ue sorte symétrique pour les lettres suivantes, c'est-ii-dire formée en rempla^-ant P par Q et Q par P.
(3) l{,. I\, Q3 Q> I <J>,.,, IV, !>(,_,, H^_,, Q^.
A chacune des permutations (2 ) correspond une permutation (3) et inversement. En lisant de droite a gauche, les permutations (2) commencent par P et les permutations (3) par Q et ces dernières sont telles que le nombre des lettres P devient à un certain moment égal au nombre des lettres Q. Les permutations de la troisième sorte sont donc en même nombre que celles de la seconde.
Le nombre des permutations favorables qui formentllii^met qui correspondent à la valeur particulière de k est donc
^ 2[i 2f^ fX
Quelle que soit la valeur de k, le rapport du nombre des permutations qui forment la probabilité n^,„, au nombre des permutations
qui forment ra|x,,„ est — On a donc.
Si l'on supposait plus généralement que le joueur A ait à chaque partie probabilité p pour gagner a francs (a est entier), probabilité q
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pour perdre i fr et probabilité r = i — p — q pour faire partie nulle, on aurait toujours
n,i ,„ étant la probabilité de ruine à la a'*'""" partie et cj^,,, la probabilité de la perte m à la même partie. La démonstration est analogue à la précédente et à celle du n° 162.
17 I . Revenons pour simplifier au cas où a= i. La probabilité pour que la ruine ait lieu avant li. parties ou à la u."'"'' partie est
Le S s'étendant à tontes les valeurs entières de u..
Si aucune limite n'est tixée pour la durée du jeu, on peut obtenir la probabilité totale de ruine sans effectuer aucune sommation. Un raisonnement analogue à celui qui a déjà été employé ( 150) conduit à la valeur de cette probabilité
La probabilité de ruine est une certitude si le jeu est équitable et à plus forte raison s'il est désavantageux.
La durée moyenne se détermine comme précédemment ( 1.58 ); sa
valeur est
La probabilité pour que le joueur perde la somme m — y à la u.'' partie est exprimée par la formule
dont la démonstration estanalogue à celle qui a été exposée au n" 155.
CIIMMTIIK Y.
ti$(»isii:mi: ntoiti.KMK ue la théorie du jeu.
172. (](' (juc lions ii|>|M'lniis le Iroisième problème de la théorie du jeu consiste dans rclndc du cas où les joueurs oui Ions deux des t'orliines limitées.
Traitons d'abord un cas particulier 1res simple :
Lejoneur A possède i iV, le joueur B possède 2 fr; ils jouent i fr par p.'vrtie, le joueur A ayant probabilité/» pour gagner et probabilité y pour perdre. Oiiels sont les résultats que fournit le calcul sur cette question? Pour que le jeu ne se termine pas il faut que le joueur A gagne la première partie, le joueur B la seconde, le joueur A la troisième, etc. La probabilité pour (jue le jeu ne soit pas terminé en [x
parties est/?^ q^ ou p ' q ' suivant que ;j. est pair ou impair.
Le joueur A peut perdre h la première partie, la probabilité de cette éventualité est q; il peut perdre à la troisième, la probabilité est q-p; il peut perdre à la cinquième, la |)robabililé est q^p-, etc.
Le joueur B peut perdre à la seconde partie, la probabilité est/?-; à la quatrième, la probabilité est p'q, etc.
La probabilile de perte du joueur A en n parties est
rp -+- 7'p-
pq
Cette mèmeprobabilitépoui' un nombre infini de parties estla somme des termes d'une progression géométrique décroissante, celte somme est égale à — ^
La probabilité de perte du joueur B pour un nombre infini do par-
ties est
-Ijq
174. La durée moyenne du jeu est l'espérance niathématKjue d'un joueur H qui devrait recevoir i fr par partie jouée, cette durée moyenne est donc exprimée par la série
qui se décompose en une somme de progressions géométriques. La valeur de la série est
1±JL.
IJq
175. La valeur de la durée moyenne est la somme de deux termes, l'un
qui correspond à la ruine du joueur A, l'autre
qui correspond à la ruine du joueur B.
La durée moyenne relative au joueur A, c'est-à-dire la durée moyenne du jeu quand c'est le joueur A qui est ruiné s'obtient en
divisant
'l(i + pq) (i-/"7)'
parla probabilité de ruine du joueur A, c'est-à-dire par —^ — Cette durée moyenne est donc
I H- pq
La durée moyenne relative au joueur B est de même
i- pq
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joueur A possède ni francs, le joueur \\ possède u francs, ils jouent jusqu'à la ruine de l'un d eux ; quelle est, pour c/iaquejoueur, la prohabilité d'être ruiné?
Nous supposerons d'abord (|uc les enjeux sont de i fr par partie, (|ue le joueur A a probabilité p pour i^aijncr une partie, et probabilité q pour perdre et (juc le jeu est avantageux pour ce joueur
Pour obtenir la probabilité X d(! la ruine du joueur A, on doit, des alternatives de gain et de perte qui le ruineraient si B avait une fortune infinie, retrancber celles qui, causant d'abord la ruine du joueur B, causeraient ensuite celle du joueur A si le jeu pouvait se continuer.
La probabilité cherchée X est donc la probabilité de ruine du joueur A en supposant // infini (n" LiO), c'est-à-dire ( - ) diminuée de la probabilité pour que, B étant ruiné d'abord, A le soit ensuite, c'est-àdire diminuée de
En effet, aucune limite n'étant assignée d'avance pour la durée du eu, la probabilité pour que B soit ruiné avant A est la probabilité totale de ruine de B, c'est-à-dire (i — X). et d'autre part, la probabilité de
ruine du joueur A quand il possède m -4-
On a donc
n francs est bien ( -
d'où
ms)
La probabilité de ruine du joueur B est
Nous avons supposé que le jeu avantageait le joueur A; s'il en était
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autrement, les formules seraient les mêmes. Le joueur B serait en elTet avantagé, et, en appliquant à son jeu le raisonnement qui a été employé précédemment pour le jeu de A, on aurait
1] pj
[11 . Nous avons supposé les enjeux égaux; s'il n'en était pas ainsi, le jeu pourrait s'arrêter sans qu'aucun des joueurs soit ruiné, l'un d'eux possédant une somme inférieure à son enjeu.
L'hypothèse de l'égalité des mises est donc nécessaire pour que le problème de la probabilité de ruine ait un sens précis et par suite pour que sa solution soit rigoureuse.
178. Notre démonstration ne s'applique pas au cas où le jeu est équitable, mais les formules sont toujours exactes par raison de continuité. Par exemple, la probabilité de ruine du joueur B
iff-
prend la forme - lorsque - = I, c'est-à-dire lorsque le jeu est équitable. En appliquant à cette expression la règle connue, on obtient sa valeur
La probabilité de ruine du joueur A est
Lorsque le jeu est équitable, les probabilités de ruine sont inversement proportionnelles aux fortunes des joueurs. Ce résultat avait été obtenu par un raisonnement plus simple (n" 13).
i2() !.. iiu.iir.i.iK.n.
I7i). On peut ilrlorniiiUT les prolialiilitc's par la tliéorio ilos ('(lualioiis aux (lillV-roiUTs linics.
Soit^'j. la probabilité ([u'a le joueur A d'être ruiné quand il possède a: francs et quand, par suite, le joueur H possède w -h /< —.f francs. On a
c'est une équation linéaire ii coei'licienls constants qui s'intègre par la méthode classique (n° i;{2). En remarquant qu'on doit avoir
Vo=l Cl y„, ,„ = o,
on obtient le même résultat que précédemment.
180. Si le jeu est avantageux pour le joueur B, la probabilité de sa ruine
, /Vi-t-rt
prend la forme - si m et n sont infinis, leur rapport restant fini. En
appliquant à cette expression la règle connue, on voit que sa valeur est zéro. Donc, lorsque les fortunes des joueurs sont très grandes, celui que le jeu désavantage sera certainement ruiné.
181. Si les joueurs possèdent la même fortune, il est facile de calculer directement leurs probabilités de ruine. Si les joueurs possèdent la même somme m, leurs probabilités de ruine à une même partie quelconque sont proportionnelles à f/"' otp"'.
En effet, les deux joueurs ayant la même fortune et les enjeux étant égaux, aux successions de perte et de gain qui peuvent ruiner l'un correspondent une à une les successions de perte et de gain qui peuvent ruiner l'autre. Soit jc le nombre des gains dans une série, le nombre des pertes sera m-\-x; le rapport des probabilités de ruine des deux joueurs A et B pour la valeur considérée de x est donc
Il est indépendant de x.
^x pm+x pli
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Donc, pour une même partie, quel que soit son rang, les probahilités de ruine des deux joueurs sont proportionnelles à q"' et //", 7 et /> étant leur probabilité de [)erte pour une partie.
Les probabilités de ruine pour une même partie quelconque étant proportionnelles à çr'" et/?'", les probabilités totales de ruine sont proportionnelles à ces mêmes quantités, et, comme leur somme est un, leur valeur respective est
182. Durée moyenne du jeu. — La durée moyenne du jeu est l'espérance raathémati(|ue d'un joueur 11 qui devrait recevoir i fr par partie jouée.
Supposons d'abord que le jeu soit désavantageux pour le joueur A.
Nous avons obtenu la formule
relative au cas où le joueur B possède une fortune infinie (n" 158); cette formule représente la somme de deux sortes de termes :
1° Ceux qui correspondent aux alternatives de gain et de perte du joueur A qui n'auraient pas ruiné le joueur B possédant n francs avant de ruiner le joueur A; ces termes ne changent pas par ce fait que la fortune du joueur B est limitée à n francs ;
1° Ceux qui correspondent aux alternatives de gain et de perte du joueur A ruinant d'abord le joueur B possédant n francs.
Si le joueur B lorsqu'il est ruiné pouvait continuera jouer, la durée
moyenne du jeu serait — — — puisque dans ces conditions le joueur A
posséderait m -^n francs.
Soit U la probabilité de ruine du joueur B; la possibilité de la ruine
de ce joueur diminue la durée moveune de la quantité U -• La
durée moyenne du jeu est donc
m ,. 1)1 -^ n mil — U ) — Un
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Cotte lorimile ne changerait pas dans le cas où le jeu désavantagerait le joueur H.
q — /) est l'avantage du joueur B [)Our une partie, /«( i — U ) est l'espérance positive de ce joueur, — Uw est son espérance négative, le numérateur est donc l'espérance totale ou avantage total; donc
Le nombre moyen des parties est égal an rapport de l'avantage total i/e l'an des jouears à l'avantage du même joueur dans chaque partie.
I8;{. On [)eut ohtenir le même résultat par la théorie des équations aux dillérences linics.
Soitj'jla durée moyenne lorsque le joueur A possède x francs;
on a
rx=> +pyx+\ + qyx-\,
car le nombre des parties jouées comprend la partie par laquelle on commence et ensuite /r devient r^+, ou j>'j. , selon que le joueur a gagné ou perdu.
On peut écrire
jx — pyx+\ — cjyx-\ — ' ;
c'est une équation aux dillérences, linéaire, à coefficients constants et à second membre constant. En l'intégrant par la méthode classique (n° 134) et en remarquant que l'on doit avoir /» =f> et y,„^„ =o on obtient le même résultat que précédemment.
L'expression de la durée moyenne (n
mq'" ( </" — p") + rip" ( p'" - q'" ) q"'^"((j—p ) -I- p"'+"(p — q)
prend la forme - quand le jeu est équitable, c'est-à-dire quand
En appliquant deux fois de suite la règle connue, on obtient la valeur de cette expression
i{in -\- n) m n z=z mn.
Lorsque le jeu est équitable, la durée moyenne est égale au produit des fortunes des joueurs.
185. On obtient le même résullaf par l'emploi des formules de récurrence. En désignant par jv'j- la valeur de la durée moyenne lorsque le joueur A possède x francs, on a, comme précédemment (n° 183),
On peut intégrer cette équation par la méthode classique (n" 134). On peut simplement remarquer que, l'équation pouvant s'écrire
■iyx — yx-^ — ■i=yx+u
on déduit successivement de celle-ci
2j3 — Js— 2=/i,
d'où
J'3=37, — 6, .yi—'-\y\— 12.
ys^â/i— 20,
et généralement
Ym-n doit être nul, donc
o = ( »j -1- « ) >•, — {m ^ n) [m -\- Il ~ i)
par suite
On a donc
yx=^ x{ m -\- n) — .r-.
La durée moyenne a donc pour valeur
Si la fortune de l'un des joueurs est infinie, la durée moyenne est infinie.
lit) L. BACHELIER.
Oiiaïul li's lorliincs dos joueurs soiil rjiiiilcs, le jeu ('(luilaljlc iliii'o en iiio\iMiiic plus (|ui' l(iu( aulr'c jeu : c'est ce (|ue (léuioulre la l'orniule ilu n" Is'i.
I8(i. La première t'oinmle du n" IH'i exprime la durée moyeune du jeu, que ee soit l'un ou l'autre joueur (|ui soit ruiné; nous allons clierelier quelle est la durée moyenne correspondant à la ruine du joueur A. lîn d'anlres termes, la première l'ormule du n" !8''i exprime l'espérance malhèmatique d'un joueui' Il (|ui toucherait i f'r par partie jouée; nous allons chercher quelle serait l'espérance d'un joueur II qui toucherait i fr par partie jouée (juand le joueur A seiait ruiné et qui ne toucherait rien si le jeu se terminait par la ruine du joueur K.
Oésii,nions par y,, la durée moyenne cherchée (|uand le joueur A po>sède X- francs; on a
zV"""_, p)
+ p.yx+i-^q)x-\-
Le nombre moyen des parties jouées comprend en effet la partie par laquelle on commence, et elle a probabilité
pour compter dans la durée moyenne dont il s'agit. Après cette partie, la durée moyenne devient _>>^-l ou )'j;_, selon que le joueur a gagné ou perdu.
L'équation peut s'écrire
ryx^t—yx+ qjx-i — — —
IJ
C'est une équation linéaire à coefficients constants et à second membre.
La solution de l'équation sans second membre est
Nous déterminerons une intéi^rale particulière de l'équation complète par analogie avec la théorie des équations dillérentielles linéaires ; cette solution particulière est de la forme
CVr'^
En substituant cette valeur dans l'équation complète on détermine les constantes C" et C" :
iq-p)
On a donc
el
Vx=C + C
iÏÏ
■il
qy^"
ig-
\pj
fq\"'*"
\pl
Uj
On détermine les constantes C et C par la condition qaey^ soit nul quand x = o et quand x= m-h n; on obtient ainsi
iDMiriK?)
En posant dans cette expression x^=m, on obtient la valeur moyenne cherchée
ig-p)
La valeur moyenne correspondant à la ruine du joueur H s'obtiendrait en remplaçant/^ par y, q par/), m |)ar /i et inversement.
i'3-2 I.. livciiKi.irix.
Si par exemple on pose m— i,n = i, on trouve, après réductions.
cette valeur a déjà ('((' olilcniic ( n" 17"))-
Dans le cas où n — m, la formule se réduit à
nui'"{o"' — /}"•)
désignons celte valeur moyenne par M.
La valeur moyenne corros|)()nd;iiit au joueur B est de même
On peut obtenir ces formules par une autre méthode. La durée moyenne du jeu est donnée par la première formule du n" l(S4 et elle a pour valeur M + .M'; on a donc
Soient p^, p,„+.,, p,n+x, ■■■ les probabilités pour que le joueur A soit ruiné à la m'"'"', à la ( m 4- 2 )"'"-, à la (m + ^y^""", ... partie; la durée moyenne correspondant à la ruine du joueur A est
Soient de même p'„,,p',„^2' /'/«+>' ••• '*^^ probabilités pour (jue le joueur B soit ruiné à la m"'""', à la (m -1-2)'""% ... partie; la durée moyenne correspondant à la ruine du joueur B est
M'= mp,„ -h (m + 2 )/->„,,-! + ('«-+- ^)p',„+i -+-
Nous avons reconnu précédemment (n" 181) que
Pm _ l'm^l _ rm+; _ _ g"' .
il en résulte qu'on a
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Les formules (3) et (4) permettent de déterminer M et M'; elles conduisent aux formules ( i ) et (2).
188. Reprenons le cas général : la durée moyenne relative correspondant à la ruine du joueur A est la durée moyenne qui précède sa ruine quand ruine il y a; on l'obtient donc en divisant la quantité j^^ par la probabilité de la ruine, c'est-à-dire par
P La durée moyenne relative est donc
A'n + n)('iy
H- ni
i-t- Il
/fi"-
Lorsque « = m, la durée moyenne relative est la même pour les deux joueurs.
189. Lorsque le jeu est équitable, les formules deviennent indéterminées; en leur appliquant la règle connue on est conduit à la valeur
de^„,;ona
i(in -H /*)
La durée moyenne relative correspondant à la ruine du joueur A est
190. Cas où le jeu est symétrique. — Le Joueur A possède m francs et le joui'ur B, n francs ; ils Jouent i fr par partie avec égale prohabilité de gain et de perte; quelle est la probabilité pour que le Jeu se termine à la [x"^™" partie par la ruine du joueur A?
Notre méthode, pour résoudre ce problème, consiste à employer une suite de termes dont le premier comporte une erreur. Le second
l'\\ I.. IIAC.IIKLIKK.
Icriiic su|i|iiiiiii' rcrrciir (lu iPiciiiicr cl en inlnxluil une aulic : il fti csl ainsi justiu'aii (Icriiicr tcniic (|iii sii|t|)i'irii(' l'iMTOur ilc l'avaiil-iioriiior sans en iiilrmliiirc de nouvelle La t'orniulc tinalc a la(|ui'lli' nous parviendrons, obtenue par une suite d'approximations, sera donc
ngourcusemeni exacte.
l)esi},Mions par lIp,.„M« '" probabilité cherchée; n,^,,,,,, est la probabilité de ruine du joueur A à la jx"""' partie, en supposant que le joueur H ail une i'orlunc inlinic; cette probabilité a été calculée (n" I'i0);elle a |)our valeur
- 'ii f"'
V-"'-~ n jji_/,j^ fj. -\- m X
Nous pouvons poser en première approximation
Cette formule donne pour la pr(d)abilité cherchée une valeur trop forte; de toutes les séries d'alternatives de gain et de pei'te produisant la ruine du joueur A précisément ena parties, nous devons retrancher celles ([ui produiraient précédenimenl la ruine du joueur B.
Si le joueur H (|uand II esl ruiné pouvait conlinuer à jouer jusqu'à la ij.'''"'' partie, il y aurait probabilité égale pour qu'il gagnât m-hn francs cl (|u'il ruinât le joueur A, ou pour qu'il perdit encore m-\-n francs, ce qui porterait sa perte à />/ -[-■in francs.
A chaque série d'alternatives de gain et de perle (|ui produit la ruine du joueur B et qui aurait ensuite produit celle du joueur A correspond une série ([ui donnerait au joueur \\ la iierte m-\--2n s'il possédait celte somme; et, comme aucune des premières séries ne ruine le joueur A avant la [jl''""" partie, aucune des secondes ne ruinerait le joueur B avant (-ette a''""' partie, s'il possédait m -i- 2^ francs. Ceci nous incite à poser en seconde approxinialion
La quantité n|ji,,„+o„,„ que nous avons retrancliée est trop forte, car nous avons retranché les séries produisant la ruine du joueur B supposé posséder m + 2/< francs, alors que nous n'aurions dû tenir compte
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parmi elles que de celles qui ne causent pas d'abord la ruine du joueur A.
Or, si le joueur A supposé d'abord ruiné avait pu continuer à jouer, il n'est ni plus ni moins probable qu'il eût gagné les un -\--iit l'rancs qui auraient amené la ruine de B qu'il n'est probable qu'il eût perdu ces im-\- in francs, ce ([ui aurait porté sa perte à 'im+ m francs. On doit donc poser en troisième approximation
et ainsi de suite; on a donc
~^ lljX.(2).-!-l)/M-i--2/.n,» Ujj,_;.2),j_il„, + f.,),j_a)„^« + . . . .
La formule s'arrête lorsque la quantité (2A + i ) //? + 2A// ou (2A-I- \)jn -f-(2A -i-2)« est supérieur à a.
191. Le joueur \ jjnssèi/e m francs et le joueur B, n francs; ils jouent I fr par partie avec égale probabilité de gain et de perle : quelle est la probahililé pour que le jeu se termine en u. parties au maximum par la ruine du joueur A?
La probabilité cherchée P^,„„ est évidemment la somme des probabilités
(X prenant les valeurs ///, ni -+- 2, ni + 'j On a
p — vfT — Vif vri _;_ vri
-nji,„ „ est la probabilité de mine d'un joueur en u;. parties quand son adversaire est infiniment riche, c'est-à-dire P(i.,„,„ ; les termes suivants sont de même P^.„,^o„,. , P(i..im+,„.„
Les termes du second membre se calculent soit par la lornuile du n° 138. soit par celle du n" I i 1 .
La probabilité P^,„,„ s'obtient par la formule ( i ) ou par la formule (^2).
r?() 1.. liAc.m.i.n-ii.
La [)ri)l)iil)ilit(' piuii' (|ii(' le ji'ii se k-riiiiiiL' on [j. parties au inaxitiiiiin par la ruine de l'un (|uelconque des joueurs est la soinnic des probabilités de iiiint" relatives à cbaque joueur.
\\)i. Étude du cas général. — Le juucur A possède m francs, le joueur B possède n francs ; quelle est la probabilité pour que le jeu se termine à la u."""' partie f)ar la ruine du joueur A ?
Nous supposerons (luc, à cliaquc |tarlic, le joueur A a probabilité p pour gagner i fr et probabilité q = i — p pour perdre i i'r.
On pont l'acilenient rainciicr le cas général au cas particulier du jeu svnu'lri(|uc.
D'après un principe précédemment exposé (n° Ki''i), les probabilités de ruine de l'un quelconque des joueurs à une partie indiquée sont les mêmes au poini de rue des coef/irien/s {\\iv ^\ le jeu était symétrique. En d'autres termes, la probabilité pour (|uc le joueur A soit ruiné à la j^itnu- partie est le produit d'un coetricienf indépendant de p et de q par
une quantité dépendant de/» et de ^ et qui est évidcmment/j " q
puisque, sur les p. parties, u y a <-— pertes et gains.
Si donc on pose
fi fi-
on a simplement
yj — m [X -(- ;«
19.3. On peut exprimer Il^„,,„ comme précédemment (n" 190) en fonction des probabilités analogues de la forme 11^^^,. On a
J ^*U,.5/«-f 4/ï,oc I ~ I -'u.,5tc-I-6/ï,«
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Q désigne l'expression II dans laquelle p est remplacé par q et inversement.
En d'autres termes, les quantités Q désignant les probabilités relatives au joueur B.
Par exemple, le second terme de IIp, ,„ „ est
m -\- in fi !
p J 'J. y. — ni — 2 n ^ jj. -h m -h 2 n ^
u:-H»»-*-2rt [JL — m — î/i
il est identique au second terme de la formule du n° 192.
194. On peut démontrer directement la dernière formule qui exprime IT^,„,„ en modifiant quelque peu le raisonnement employé dans le cas où il y a symétrie (n" 190j.
On a toujours en première appioximation
Cette formule donne pour la probabilité cherchée une valeur trop forte; de toutes les séries d'alternatives de gain et de perte produisant la ruine du joueur A précisément en a parties, nous devons retrancher celles qui produiraient précédemment la ruine du joueur B.
Si le joueur B, quand il est ruiné, pouvait continuer à jouer jusqu'à la iJi.'''™'" partie, la probabilité pour qu'il gagnât m-\-n francs et qu'il ruinât le joueur A serait à la probabilité jxaur que lui-même perdit encore ni-\-n francs dans le rapport de q"'~^" Ap"'^"(n° 181), et comme, dans cette hypothèse, sa perte serait m -h in francs, on doit poser en seconde approximation
n — TT — i o
La démonstration est, comme on le voit, absolument analogue à celle du n" 190; la formule obtenue par une suite d'approximations est finalement exacte.
19ô . Le joueur A jjossède m francs et le joueur B , ti francs ; quelle est B. - 1. >8
|j{8 I.- liAI.III'.I.IKIt.
ta prohtibilité pour que le jeu se termine en [x parties, au maximum, par la ruine du joueur h.']
La probabilité cherchée IV,,,,,,, L-st évidemment la somme des probabililes IL „, „
' a.m.n '^^— ^V "|j.,„i,ni |J. — m
IX prenant les valeurs m, ni + 2, /// 4- '|, . . . .
On |)eul obtenir Ppi,,„.„ en sonnnanl les termes de la formnle du n" 192 ou ceux de la formule du paragraphe précédent. Dans ce dernier cas, on a
rp.,,,,.,, — I ji,,„,<« \ n) V|J., /n+Sn,»
I — I ' u..3„,+2n.» — ( ~ ) V!X,3„, + IH,
\q / \pJ
Q est obtenu en substituant /j à y dans l'expression de P. Les quantités Q désignent donc des probabilités relatives au joueur B.
Les termes du second membre se calculent par la formule du n" 148 ou par celle du n" 149.
Les calculs sont d'ailleurs impraticables si /)i,n et [x ne sont pas de petits nombres. Il est toujours facile de calculer les probabilités avec une grande approximation en ayant recours à la théorie des probabilités continues (|ui sera exposée plus loin.
La probabilité pour que le jeu se termine en a parties au maximum par la ruine de l'un quelconque des joueurs est la somme des probabilités de ruine relatives à chaque joueur.
196. Si aucune limite n'est assignée pour la durée du jeu, quelle est la probabilité de ruine du joueur A?
La quantité que nous cherchons est
P -Vu
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\I>/ Kl' \P/
am+4rt,ao '
Supposons que le jeu soit avantageux pour le joueur A, c'est-à-dire que/? soit supérieur à q. Le premier terme est la probabilité de ruine du joueur A possédant m francs et jouant contre un adversaire infiniment riche (n° 150); cette probabilité a pour valeur
Le troisième terme est le produit par ( ^ j de la probabilité lofale de ruine du joueur A possédant 3w + 9.n francs, c'est-à-dire
in-\-n / ^f'\ '.im-i-in f ^j , lm-\-n
fj \ //i-i-u / fj \ .i/rt-t-i'i ' Q
Le cinquième terme est de même
et les termes de rang impair forment une progression géométrique dont la somme
<7 \ '" r /'oX'""'"" { q\-'"' *'"'> /«\3("i+n)
a pour valeur
Les probabilités Q..,,« qui figurent dans les termes de rang pair sont des probabilités totales de ruine d'un joueur B que le jeu désavantage et dont l'adversaire est infiniment riche. Ces probabilités sont égales à un (n° 150), de sorte que les termes de rang pair se réduisent à la série
l/jO !.. BAC.11KI,1I.R
dont la soiiiine est
-aï'"
La probabilité do ruine du joueur A est donc
it
C'est le résultat que nous avions obtenu (n" 176); il ne changerait pas si lo jou désavantageait le joueur A.
197. Distribution des probabilités. — Pour résoudre d'une façon complète le troisième problème de la théorie du jeu, il faut connaître les probaiiililés relatives à tous les cas possibles; nous connaissons les probabilités relatives à tous les cas où il y a ruine; il nous reste à déterminer les probabilités relatives aux cas où les joueurs ne sont pas ruinés à la a'"'" partie. Nous allons donc résoudre le problème suivant :
Le joueur A possédant m francs et le joueur B, n francs, quelle est la l>rohahilité pour que à la u}'"" partie le joueur A. perde la somme x?
Nous supposons d'abord que le jeu est symétrique. Si les deux joueurs avaient une fortune infinie ou simplement supérieure à [x, la probabilité de la perte x pour le joueur A à la ij.""'' partie serait nT^.j;. Il faut retrancher de cette quantité les probabilités relatives aux cas où le joueur A est d'abord ruiné et les probabilités relatives aux cas où le joueur B est d'abord ruiné.
Déterminons les probabilités relatives aux cas où le joueur A est d'abord ruiné.
Si le joueur A lorsqu'il est ruiné pouvait continuer à jouer, il y aurait par suite de la symétrie de la probabilité autant de chances pour qu'il gagne la somme m et pour que sa perte finale soit x que de chances pour qu'il perde la somme m et pour que sa perte finale soit ■im — X. La probabilité relative aux cas où le jouour A est d'abord ruiné est donc en première approximation rri^.,,„_^^.
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Cette valeur est trop forte; elle comprend les probabilités relatives aux cas où le joueur B, d'abord ruiné, aurait ensuite gagné la somme n -H im — X s'il avait pu continuer à jouer; nous devons donc retrancher de cTj;, j„_, les probabilités relatives au cas où le joueur R, d'abord ruiné, aurait ensuite gagné la soinnn^ // + 2/« — .r ou les probabilités relatives aux cas où le joueur B. d'abord ruiné, aurait ensuite perdu n -ir- im — .X, c'est-à-dire retrancher rara.2„+2,« - , • Ainsi, aux cas où le joueur A est d'abord ruiné correspond, en seconde approximation, la quantité
Le raisonnement est analogue à celui du n" 190; il conduit par une suite d'approximations à un résullat exact.
Les probabilités relatives aux cas où le joueur B est d'abord ruiné s'obtiennent par la même méthode; linalement la probabilité cherchée a pour valeur
CTp.^j; ^[JL,2//1— X "i" ^IJ..2/H^2«— X ^U,,4//I-*-2n— X "H * • •
.■ ^(i,-2rt-t-x "^ ^ti,2/i-t-2'H^X ^ÎJ,,VH-2/«-t-x "+" • ■ *•
198. Cette formule suppose que le jeu est équitable; mais, d'après la remarque du n" 144, elle s'applique au cas d'un jeu quelconque, pourvu que les quantités telles que
,a — c , IJ.+ Z \1
soient remplacées par les suivantes
Connaissant la distribution des probabilités, on calcule sans difficulté la probabilité totale de gain du joueur A et l'espérance mathématique de son jeu.
199. Remarque relative aux épreuves répétées. — Les questions que nous avons résolues en traitant le second et le troisième
l42 I.. llAC.IIKI.ir.ll.
Iirobli'iiu' (lt> la (licorio du jeu iiciivcnl rlii' présentées sous iiiic roi'riic qui parail plus j^éiiéralo parci' qu'elle ne se rapporte pas explicitenienl à un jeu. l'ar exemple, on peut énoneor comme suit le problème du n" l'iH :
Soient/' la |u'obabililé d'un événement A; (j ^^\ — p la probabilité de révéneinent contraire B. Quelle est la |)robabilifé pour que, en u. épreuves au maximum, le nombre des arrivées de l'événement M dépasse de m le nombre des arrivées de l'événement A?
Le problème traité au n" 158 peut s'énoncer de la l'aeon suivante : Soient /> la probabilité d'un événement A; y = \ ~ p la probabilité de l'événement contraire H. Quelle est la valeur moyenne du nombre d'épreuves qu'il faut tenter pour que le nombre des arrivées de l'événement H surpasse de m le nombre des arrivées de l'événement A. Le problème résolu au n" h).") peut s'énoncer comme suit : Soient p la |)robabilité d'un événement A; y ^ i —y; la probabilité de l'événement contraire B. Quelle est la probabilité pour que, en \L épreuves au maximum, le nombre des arrivées de l'événement B surpasse àe m le nombre des arrivées de l'événement A; le nombre des arrivées de A n'ayant pas précédemment dépassé de // !e nombre des arrivées de l'événement B.
Cette nouvelle manière d'énoncer les problèmes est en réalité identique à celle que nous avons employée; si elle semble plus générale, elle parait, par contre, moins expressive et moins claire.
200. Cas de trois alternatives. — Les conditions du jeu sont les suivantes :
A chaque partie, le joueur' A a probabilité/) de gagner i Ir que lui remet le joueur B ; probabilité q de perdre i fr qu'il remet au joueur B et prol)abililé r ^ \ — p — q de l'aire partie nulle. Le joueur A possède m francs et le joueur B, n francs.
Si aucune limite n'est fixée pour la durée du jeu, la probabilité pour que le joueur A soit ruiné est
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On démontre cette formule par la méthode du ii° l7fiou parcelle du n" 179. La prohabilité de ruine du joueur B est i — X.
Relativement à la durée moyenne du jeu, on est conduit au ménie théorème que précédemment (n" 182), et, si le jeu est équitable (/; = (/),
la durée moyenne a pour valeur _ ■
On pourrait résoudre le problème analogue à celui (|ui a été (rai(é au n" 186; on serait conduit à la même formule.
201. Quelle est la probabilité pour que le jeu se termine à la (jj^irino partie par la ruine du joueur A?
En désignant par ll,i.„,,„ cette probabilité, on a
il \ n 1
Q. représente la probabilité analogue à II mais relative au joueur B et s'obtient en remplaçant p par «7, et inversement, dans l'expression de n.
La démonstration de cette formule est identique à la démonstration directe donnée au n" 194 et relative au cas où r = o. Cette démonstration est en eU'et basée sur une remarque (n" 181) dont les conclusions subsistent intégralement dans le cas actuel.
202. La probabilité pour que le joueur A perde la somme x à la j^ierue paptjg gg^ exprimée par la formule
"fA.;/î-i-2w-t-x ■
dont la démonstration est analogue à celle qui a été exposée au n" 197. Dans le cas considéré, il n'y a pas symétrie: la |)robabilité du gain z n'est pas égale à la probabilité de la perte z, mais la probabilité du gain - est à la prohabilité de la perte ; dans le rapport de jr h q' . Il suffit de modifier la démonsirafion du n" 197 en tenant compte de cette remarque pour obtenir la dernière formule.
l'i'l !.. lUC.lIKUl'.R.
"2();i. Cas où il y a plusieurs joueurs. - Dans \o eus où il y a trois jouoiiis possédant des l'ortiines limiléos, les dili'érenls prol)lèmcs paraissent d'un tout autre ordre de dirticullé que dans le cas de deux joueurs.
En (loliors de la (|uestion très olénienlaire résolue au n" \^i, il nous est possiMe de calculer, d'une fa^on relativement simple, la durée moyenne du jeu.
•20^1. Trois joueurs A, B, C possèdani les sommes rt, è, c jouent dans les conditions suivantes, jusqu'à ce que fun d'eux soit ruiné. A chaque partie, le perdant donne i fr au gagnant, le troisième joueur fait partie nulle; les prohabilités sont les mêmes pour les trois joueurs.
Quelle est la durée moyenne du jeu?
Cette durée moyenne est l'espérance mathématique d'un joueur H qui recevrait i fr par |)artie jouée.
Soit /(x, y, z) la durée moyenne du jeu lorsque le joueur A possède .r francs, le joueur B, y francs et le joueur C, - francs
(x -\- y + :■ ^ a -h b -h c). On a
En effet, la durée moyenne du jeu se compose d'abord de la prochaine partie, puis six cas sont également probables : A gagne et B perd, A gagne et C perd, B gagne et C perd, C gagne et B perd, B gagne et A perd, C gagne et A perd.
Sans chercher la solution générale de l'équation aux différences partielles, on [leut montrer que seule la solution particulière
vérifie la condition aux limites pour j: = o ou y = o ou :; = o.
Supposons, en ellet, que la fonction zi{x,y, z) satisfasse à l'écjuation ci-dessus, retranchons cp (x,y, z) de /(j-, y, z) et désignons par ■\/(.r, y\ z) leur dilTérence; nous aurons
(l) •^(.r,_v-, ;)— L|(^._H 1, ,•— I, c)-f- ^'^Cj'-i- I, j, ; — n
-t- ^ iL ( X, V H- I . G — I ) + - 'J/ ( .r. y — I , ; — I )
avec la condition aux limites i = o lorsque .r ou y ou : s'annulent.
Nous allons voir que '^ est nul. Supposons que la fonclion '^ soit maxiina pdur les valeurs x, \ , z de ses variables.
D'après l'équation (i), si l'un des 'h du second membre est infériélir à ■\ (.r, V, :: ), l'un au moins de ces } du second membre est supérieur à '\{^x, y, z): or cela est contraire à notre hypothèse; donc tous les ']/ sont égaux. En d'autres termes, la fonction 'K-r, y, z) est indèpend.inle des valeurs de ses variables, et. comme elle s"annule en même temps que l'une (|uelconqne d'enti'e elles, elle est nulle conslanimeiil.
Si, dans la fonction
on remplace x par «, y par /;, ; parr, on obtient la durée moyenne cherchée
Zabc
205. Si l'on suppose la fortune du joueur C inlinie, la durée moyenne .In jeu est 3ai; elle est trois fois plus longue que si les joueurs A et B jouaient seuls.
Si deux joueurs ont des forlunes infinies, la durée moyenne du jeu est infinie.
206. On peut être conduit directement \\ la considération de la fonction ■} eu se posant la question suivante : Le jeu étant celui que nous étudions, quelle est la probabilité |)our qu'il dure indéfiniment?
Si nous désignons par ■];(./■, \, z) cette probabilité lorsque le joueur 15. - \. '9
l/|() I. r.ACIIFI.ll.li.
A possède .r francs, le joiiciir l( y Iraiics cl le jouoiir (', ; traiics (a; + V-h 3 == « -4- A H- c), coHe roiiction ilcvia satisl'aiie à l'équa- (ioii (i^ et à la l'omlilioii aux li tuiles .[> = o pour .r nu y ou ^ = t).
D'après la tlèinoMslratioii (|ni précède, la prohabililè pour que le jeu dure indéliniinent est nulle, résultat évident.
"207. Trois joueurs A, B, (". ayant pour fortunes r/, h, c jouent jusqu'à la ruine de l un d'euv aux eonditions suivantes : A chaque partie, l'un des joueurs gagne i l'r, les deuv autres joueurs perdent chacun i fr. En supposant que, à chaque partie, l'un quelcon(pie des joueurs ait une chance sur trois de gagner et deux chances sur trois de perdre, quelle est la durée moyenne du jeu?
Celle durée moyenne esl l'espérance mathématique d'un joueur II (|ui recevrait i Ir par partie jouée.
Désignons p»r /(ce, y, :■) la durée moyenne lorsque le joueur A possède X francs, le joueur B, v francs et le joueur V,, z francs;
(r -^ y -\- z = a -^ h -h c); la fonction /doit salisl'aire à la relalion
Bi4 effet, le jeu se composera d'abord d'une partie, après laquelle trois cas seront également probables, correspondant chacun au gain d'un des trois joueurs.
Sans chercher à déterminer la solution générale de l'équation aux dilférences partielles, on peut démontrer, comme dans le prol)lème précédent, que seule la solution particulière
satisfait à la condition aux limites .-y^o pour .r = o ou v = ()ou - = o.
En remplaçant x, y, z par a, l>, c respectivement, on obtient la valeur moyenne cherchée
(I -^ tj -h c — 2
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208. Si la l'ortunc du joueur C est infinie, la durée moyenne est ab; elle est donc la même que si les joueurs A et B jouaient seuls à i (r par partie.
Si deux joueurs ont une fortune inlniie. la durée moyenne du jeu est infinie.
209. Trois joueurs A, B, (^possédant les sommes a, b, c jouent jusqu'à ce que deux d'entre eux soient ruinés. Quelle est la durée moyenne du feu ?
Nous supposerons d'abord que les conditions du jeu soient les suivantes : à clia({ue partie le perdant verse i fr au gagnant, le troisième joueur fait partie nulle. Les [iroljabilités sont les mêmes pour les trois joueurs, et, quand l'un de ceux-ci est ruine, les deux autres continuent à jouer, le perdant versant à chaque partie i IV :iu gagnant. Le jeu prend fin ([uand l'un de ces joueurs est ruiné.
La durée moyenne du jeu se compose :
I" De la durée moyenne du jeu jusqu'à la ruine de l'un des joueurs (n° 204); cette durée est 'y-^ — ;
2° De la durée moyenne après la ruine de l'un des joueurs. Si, au moment de la ruine d'un premier joueur, on connaissait la somme m que possède un second joueur et la somme n que possède le troisième (m -h n = a -h b -h c ^ s), la durée moyenne d'un jeu (n° 184) serait mn :
Soit />, la probabilité pour que le joueur A soit ruiné le premier, le joueur B possédant alors i fr et le joueur C, (s — i) francs.
Soit /"o la probabilité pour que le joueur A soit ruiné le premier, le joueur B possédant alors 2 fret le joueur (^, (^ — 2) francs, etc.
Soit q, la probabilité pour que le joueur B soit ruiné le premier, le joueur C possédant alors i fr et le joueur A, (.* — i) francs.
Soit ^2 la probabilité pour que le joueur B soit ruiné le premier, le joueur C possédant alors 2 fr et le joueur A, {s — 2) francs, etc.
Soit r, la probabilité pour que le joueur C soit ruiné le premier, le joueur A possédant alors i fr et le joueur B, (^ — i ) francs.
Soit r.2 la probabilité pour que le joueur C soit ruiné le premier, le joueur A possédant alors 2 fr et le joueur B, (.9 — 2) francs, etc.
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Lu iluri't' luuyiMuie cherchée est (I) — ^ i-/<,i(.v — i) h /ii-i(s — ■?.) -^/>,:^(.ç — 3)+... H- /<,<_,(.< — 1)1
Pour ealculei' la sdi le-- leriiies (|ui (•(uiliemienl les probabilités p,
nous écrirons de doix iiiaiiièr'es (lillcrciiles l'expression de la durée moyenne du jeu en siipposanl (|ue (■(dni-ri prenne lin à la iiiine de l'un (les joueurs.
La durée mnvrnne du jeu a pour valeur ; < or cette quantité
|)eut être considérée comme la dillérence de deux autres.
On peut (l'abord supposeï' (jiie. W et C ayant pour fortunes b et c, le joueur A possède une fortune infinie et retrancher ensuite du résultat obtenu dans cette hypothèse des termes correspondant à ce l'ait que le joueur A n'a pas une fortune infinie mais une fortune égale à a.
Si A avait une fortune iniinie, la durée moyenne du jeu serait (n"20ô)3/^c.
Il faut retrancher de celle; quantité la diminution de durée moyenne provenant de la possibilité de la ruine du joueur A.
Cette diminution est
car les termes de cette suite contiennent les différentes probabilités du joueur A multipliées par les diminutions de durée moyenne correspondantes.
Par exemple, le joueur A peut être ruiné, les joueurs B et C possédant -1 fr et {s — -i) francs; cette éventualité qui a pour probabilité/>2 diminue la durée moyenne de la quantité 3x2 (s — i), car, si le joueur A lorsqu'il est ruiné pouvait continuer à jouer possédant une fortune infinie, la durée moyenne du jeu serait 3 x 2(5 — 2).
La durée moyenne du jeu considéré a donc pour expression
3 abc
-, et
2,bc — Z\i)ii{s — \)+p,'i{s—i)+.. . + />,_,(* — 1)1]
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on en déduit
/J, I (t — l) +/).,2(.S- — 2) -1-. . .-hlJs-x{X— ])l =zbC ; = ;
a-(-o-i-c a -h 0 -h c Un a de même
ac(a + c)
a -h 0 -h c ah{a -+- b)
a -h h -i- c Snhstiluant ces valeurs dans l'équation ( i ), on obtient l'expression
iahc ah a ->- h) -1- nc{ a -h c ) ^ l/c ( b -h c )
Telle esf la valeur de la durée moyenne.
2 lu, Le problème ([ui [)récéde peut être ramené à l'intégration d'une équation aux différences partielles :
En désignant par /(x, v, :■) la durée totale du jeu (c'est-à-dire jusqu'il la ruine de deux des joueurs) quand le joueur A possède •»■ francs, le joueur B,j francs, et le joueur C, :; francs Çv-hy-h^ =a-\-b-\-c), on a
/(x, J, z) = i + _y(j:-_,_i, •>._,.;)+ ^ /•(.,: -,_,,,•. ; — 1) -h ^/(.r, _r-f- I, ; — i)-)- qA-^- y — 1- :-hl) + ^/(.r — 1. j + i, ;)-f- l/-(.r — 1, j, ;;-+-i)
comme dans le cas du n " 204, mais les conditions aux limites sont (litTérentes.
Quand .r, par exemple, est nul, cest que le joueur A est ruiné et alors la durée moyenne du jeu est v:; (n° 184).
On doit donc joindre à l'équation ci-dessus les conditions aux limites
Ce système admet pour solution
f(^ ^ .,_ Sj-ij: - xy(x + y)^xz(x -]-z)+yz(y + z) •' '' X -\- y + z x + y + z
!.. i;V( Mil ll-li.
cl l'on ili'iiumlrc fdimiii' iucccilciniiiriil ( n" 204) que celte solution est uni(|ue.
La durée iiiuyeiine tolalc du jeu s'()l)(ienl en posant a; = a, y = 6, z = c; elle a donc pour valeur
3 obc ab{(i -<r h) -^- ac(a -^- c) +- hc(h -+- c)
Lorsque a = b = c, celle expression se rédiiil à l]rr: la durée iiKiVcmie •2fl'-. après (|ue l'iiii des joueurs est ruiné, csl donc alors la iiiciiie (|ue si l'un (les deux aiilrcs joueurs avait gai;iie la totalité de ce que le premier a perdu.
211. On peut supposer les condilions du jeu diflerentes : à chaque parlii\ chacun des joueurs a une chance sur trois de gagner 2 f r et deux chances sur trois de perdre i fr. Quand l'un des trois joueurs csl ruiné, les deux autres continuent ii jouer comme dans le cas précédent.
Le raisonnement qui a été employé subsiste intégralement; il suffit de remplacer les valeurs moyennes obtenues dans le premier cas (n" 204 ) par celles que l'on olilient dans le second (n° 207).
La durée moyenne, avant la ruine de l'un des joueurs, est
abc
la durée moyenne, après celte ruine, est
ab(a -\- b — 2)-i-ac(a-hc — 2)-hbc(b-hc^ 2) a ->r b -+- c — 2
et /a durée moyenne totale a pour valeur
abc ab(a -h b ^ 2) -^ ac{a -h c — -i) -h bc{b + c — 2)
a -i- b -\- c — 3 fl + ^ + e — 2
212. Le problème qui précède peut être ramené à l'intégration d'une équation aux différences partielles.
En désignant par/(x-, y, r ) la durée moyenne totale du jeu (c'està-dire jusqu'à la ruine de deux des joueurs) quand le joueur A possède X francs, le joueur B, y francs et le joueur C, = francs
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(a; -f-.v 4- - = a 4- ^ -I- c), on a
comme dans le cas du n° 'i07, mais les conditions aux limites sont dilFérentes.
Quand x, par exemple, est nul. f't'sl que le joueur A est ruiné et alors la durée moyenne du jeu est r= (n" 184).
On doit donc joindre à l'équation précédente les conditions aux limites
f{o, y, z)— YZ, f(x. o. z) — œz, /{jc, y, o) = a.y.
Ce système admet pour solution
xrz
jr -h r ^' z — 2
ûsy (■£ -h Y — 2 ) -t- a^3 ( X + ^ — 2 ) -H y ; ( r + 3 — 2 ' X ^- >•-)-:; — 2
et l'on démontre comme précédemment (ir20'i) que cette solution est unique.
La durée moyenne totale du jeu s'obtient en posant ./; = a, r = />, z =: c: elle a donc pour valeur
abc ab(a-\-b — 2) ~ aria + c — 2) -i- bc{b -\- c — 2)
CllAriTUE VI.
IMSOItVIill.lTKS CONTINUES UMFOltMKS.
2i:{. l.cs l'ormulps dont nous avons fait usage dans la (licorie générale du jrii cl dans la llicmie des épreuves répétées présenteiii de très grands inconvénients.
Dans les cas les plus simples, ndatit's à ces prohaltilités disconliiuics, on obtient lacilenienl des l'orniules donnant la solution des divers prol)lémes; mais, comme ces t'orniules conlicuncut des i'aclorielles, leur calcul est impraticable quand le n(>ml)re des épreuves n'est pas très petit.
Dès que les données d'un problème se compli(|uen(, sans cependant (|iie le problème change de nature, il devient de plus en plus difficile de trouver nue formule qui en exprime la solution. Deux formules ndalivcs à des problèmes de même nature peuvent être apparemment très dilférenles; il est ct;pendant évident que, le nombre des épreuves devenant très grand, les solulions de ces deux problèmes doivent être représentées par des mêmes formules ne différant que par des coefficients.
Enfin, les formules discontinues ne sont pas expressives; elles ne donnent aucune idée des lois de la variation des probabilités avec le nombre des épreuves.
214. Ces inconvénients soûl si évidents, que de[)uis longtemps on emploie, pour la théorie des épreuves répétées et pour le problème le plus simple de la théorie du jeu, des formules approchées qui sont continues et expressives, qui conduisent à des calculs simples et ([ui donnent une idée très nette de la variation des probabilités avec le
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nombre des épreuves. Ces formules que l'on déduil des formules discontinues ont toujours été considérées comme approchées et c'est pour cette raison ([ue leur usaije est testé très limité. Des formules approchées ne peuvent servir de point de départ pour de nouvelles recherches, c'est pourquoi l'emploi des formules continues ne s'est aucunement étendu depuis Laplace.
21.). Les problèmes qu'on s'était posés ne pouvant admettre comme solution exacte que des formules discontinues, l'idée de considérer les probabilités comme continues a priori ïni seulement envisagée il y a quelques années lorsque je me proposai de résoudre des problèmes analogues mais dont les solutions exactes devaient être nécessairement continues.
La théorie édiliée alors était relativement particulière; il fallait la généraliser de façon qu'elle comprit les résultats connus avec beaucoup d'autres, il fallait aussi établir la classification des différents problèmes, d'après leurs caractères réels et pour cela, si possible, les considérer tous comme des cas particuliers d'un seul genre de questions; il fallait entin traiter ces questions eu admettant a priori la continuité.
216. Pour satisfaire à cette dernière condition, nous supposerons une suite d'épreuves en nombre très grand, de telle sorte que la succession de ces épreuves puisse être considérée comme continue et que chaque épreuve puisse être considérée comme un élément.
S'il s'agit d'un très grand nombre ijl d'épreuves, on peut supposer que celles-ci se suivent à intervalles de temps infiniment petits égau.\ et considérer la variable \i. comme représentant le temps total.
Cette assimilation fournit une image précieuse qui fait concevoir ta transformation des probabilités dans une suite d'épreuves comme un phénomène continu.
On com[)rend l'ulilité d'une telle conception : par elle la théorie des probabilités, tout en conservant son caractère purement mathématique, prend une forme en quelque sorte animée dont un des avantages est de permettre certaines assimilations avec quelques théories de la Physique mathématique. Nous verrons même, en étudiant le rayon-
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iiciiient dos probabilités, ([ur cos analogies pcuvonl être précisées dans certains cas.
La variable (lui représente un nombre d'épreuves peut (iour. être considérée connue exprimant ii' temps, m;iis. en dcliors des (pieslions où la notion de temps s'introduit d'elle-même, cette assimilation n'est pas nécessaire et toute la tbéorie des probabilités continues sera exposée sans qu'il y soit fait explicitement allusion.
217. Afin d'obtenir l'unité indispensable pour la classification des différents problèmes, nous ramènerons ceux-ci à un seul type, en supposant toujours qu'ils se ra[)portent ii un jeu.
Lorsqu'un problème n'est pas explicitement relatif à un jeu, on peut le considérer cotnme cas particulier d'un problème relatif;» un jeu.
Sans chercher la preuve de ce principe dans la suite de cette étude, il suffit de remarquer que si, dans un problème, il s'agit par exemple
uniquement des probabilités /;|,/;o on augmente la généralité de
ce problème en supposant qu'il chacune des probabilités corresponde un gain ou une perte a,, aj, . . .. Le problème proposé n'est que le cas particulier pour lequel a, = a^ = . . . = i .
La théorie des probabilités continues, pour être générale, devra donc être une théorie générale du jeu.
218. Nous imaginerons un jeu fictif, continu, tel que, s'il doit être joué a parties, les gains ou les pertes des joueurs à la ij.'*'""' partie soient supposés continus. Les probabilités s'exprimeront par des fonctions continues et enfin la quantité u. sera continue elle-même.
Lorsque nous parlerons de la pi'""'' et de la ([J1.-1- i)'™'' partie, il faudra entendre que, dans le second cas, u. est remplacé par ;jl -i- d[j..
Ce que nous appellerons les conditions du jeu pour une partie, ce sera l'ensemble des variations possibles des gains ou des pertes des joueurs entre a et u 4- du..
Pour bien comprendre la continuité de la quantité a, il suffit de la considérer comme désignant le temps (comme dans la théorie de la spéculation qui sera exposée plus loin). On supposera le jeu continu et deux parties seront séparées par l'élément de temps c/ii..
219. On conçoit aisément les avantages qu'on peut tirer de la consi-
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dération de ce jeu fictit' : sa théorie est absolument indépendante de celle des probabilités discontinues, elle est mathématiquement exacte et ne procède ni par approximations ni par tâtonnements: elle permet, pour toutes les questions, l'emploi du calcul infinitésimal: ses formules sont simples et expressives et absolument générales.
Les problèmes dont s'occupe cette théorie se succèdent dans un ordre logique, d'après une classification méthodique ; les calculs qu'ils nécessitent sont simples et leurs résultats peuvent presque toujours se traduire immédiatement en chiffres par les tables de Kramp qui sont reproduites à la fin du Volume.
En résumé, les principes cjui servent de base à cette étude peuvent se ramener à deux conceptions : la supposition de la continuité et la réduction de toutes les questions à un type unique.
220. Classification des probabilités. — Les conditions du jeu peuvent être identiques dans chaque élément du. ou, si l'on veut, à chaque partie; on dit alors que le jeu est uniforme ou qu'il v aimiformité.
Les conditions peuvent être variables d'une partie à l'autre suivant une loi donnée d'avance dépendant uniquement du rang occupé par cette partie et indépendante des faits antérieurs à cette partie. On dit alors qu'il y a indépendance.
Lorsque les conditions relatives à un élément r/u, ou si l'on veut à la ul"^""' partie, dépendent des faits qui peuvent se produire antérieurement, on dit qu'il y a connexité.
221. On peut établir la classification en se plaçant à un second point de vue : s'il y a n joueurs, le problème dont on s'occupe peut être relatif à la détermination des gains de un, de deux, . . ., de n — I joueurs. On dit alors que les probabilités sont à une, deux, ..., n — 1 variables.
222. Une troisième classification est également indispensable. Lorsque toutes les variables peuvent prendre toutes les valeurs de — C30 à -H 3c les probabilités sont dites du premier genre. Lorsqu'une des variables est limitée dans un sens, les probabilités sont dites du
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second genre. Lorsqu'une dt's variables est limitée dans les deux sens, les probabilités sont du troisième gent-e.
Les |iii)l)al)ilités sont des genres supérieurs quand deux ou plusieurs variables son! limitées.
22.'î. Si le lecteur éprouvait quelque diiriculté à saisir les débuts de cette théorie, il pourrait, comme je l'ai déjà remarqué, remplacer la variable y-ijui exprime une suite de parties par le temps / et considérer chaque partie comme l'intervalle de temps élémentaire r//. I>a notion (le temps, familière à tous les mathématiciens, peu! rendre cette étude beaucoup plus expressive.
Si. sons cette forme, la théorie paraissait encore trop abstraite, on pourrait débuter par la théorie de la spéculation exposée au (Chapitre XII. Dans cette dernière théorie, la plus saisissante el la pins claire du calcul des probabilités, la notion de temps s'introduit nécessairement. La théorie de la spéculation peut servir d'introduction ii la théorie des probabilités continues à laiiuelle elle a donné naissance.
224. Avant de débuter par l'étude des probabilités du premier genre à une variable, remarquons une fois pour toutes que, dans ce qui suivra, ce sera toujours la perte d'un joueur que nous considérerons comme positive; un gain sera pour nous une perte négative et s'exprimera par un nombre négatif.
22.). Probabilité élémentaire. — Bien que ce Chapilri' ail pour but l'élude des probabilités uniformes, nous établirons les formules fondamentales sans supposer l'uniformité.
Si le cas où il y a uniformité présente, au point de vue des résultats, une telle importance que nous devions lui consacrer deux Chapitres, il ne présente, au point de vue de la détermination des formules principales, aucune réelle simplification, du moins dans le cas d'une seule variable et des probabilités du premiergenre. Nous résoudrons d'abord le problème suivant :
226. Le joueur A qui possède une somme infinie doit jouer a parties; quelle est la probabilité pour que sa perte soit xt
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Nous supposerons l'indépendance mais non l'uniformité; alors la probabilité pour que, entre les parties u.^, a^, il se produise une perte y, ne dépend que des quantités u.^, u-p,.v, elle peut donc être représentée par cïji^. ,ij, y dv. (Si nous supposions l'uniformité, la [)robai)ilité ne dépendrait que de a^t — u.;j, v. Nous ne ferons pas cette hypothèse.)
Soit cJo.ii.x dx la probabilité pour que la perte soit j; à la a'*'"'' partie (c'est-à-dire pour que, à cette partie, elle se trouve comprise entre jc etx-t- dx).
La probabilité pour que la perte soit a^, à la a ,''""■ partie est cTo.ji,,j;,r/a7.
La probabilité pour que la perte soit jc à la a"''"'' partie, ce te perte ayant été .r, à la ;-'-,'''""', est. en vertu du principe des probabilités composées,
La probabilité de la perte a: à la u.'""*' partie s'obtient, d'après le principe des probabilités totales, en intèijrant l'expression précédente pour toutes les valeurs de J7, de — x;;i -h 3=. Cette probabilité a aussi pour expression us^^^^dv, on a donc
Telle est l'équation de condition à laquelle doit satisfaire la probabilité élémentaire du premier genre ûsdx, elle doit être vérifiée quels que soient m, et a.
Lorsque u. — a, tend vers zéro, la probabilité pour que la perte y correspondant à cet intervalle soit comprise entre — a et -><-h doit tendre vers un, quelque petites que soient les quantités positives a et h. On doit donc avoir
Imiile / rou.,,!J,..) « >■ = ' pour p. — jx, = o.
Vil . L'analyse qui permet de déduire des équations précédentes l'expression de la probabilité cî sera exposée plus loin dans les Chapitres relatifs au rayonnement des probabilités et aux probabilités à plusieurs variables: nous nous contenterons de faire connaître ici la
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solution lie ces équations, elle est
r<fn).),ni.
e (lôsiiTiianl l:i ciiracIcrisrKuii' des loi^aritlinics népériens.
On pi'ul vcrilier qui' celte expression satisfait aux équations conditionnelles ci-ticssus; la vérification repose sur l'égalité connue
elle ne présente aucune dil'liculté.
La probabilité a donc bien la valeur exprimée ci-dessus; ']/'((/.) et <p'(jx) sont des fonctions arbitraires (dont la seconde est positive); ce sont ces fonctions supposées données qui caractérisent le jeu dans l'intervalle r/u. ou si l'on veut à u."""' partie.
228. Nous écrirons simplement comme suit l'expression de laprohahililé élémentaire du premier genre, ou probabilité pour que la perte soit X h la a''"" partie,
-■fJ-x-
v/ttvVÛ^
et nous considérerons les fonctions •]/ et ©comme arbitraires en tenant compte quand besoin sera de leur propriété additive; les fonctions •|(a) et o{u.) ayant respectivement pour expression
la valeur de ces fonctions pour a parties est la somme des valeurs de ces fonctions pour cliacune des a parties considérée isolément. La seconde intégrale a tous ses éléments positifs, donc ^ ([x) va sans cesse en croissant avec u..
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229. Il est facile de reconnaître ce que représentent les fonctions «p et 'h. Le gain moyen, ou espérance mathématique totale, est
xe *""
Posons
rf/'.
l'intégrale devient
VIT •>'-« V
La première intégrale est nulle, la seconde a pour valeur \- ; on a donc .L' = 'J'([a).
La fonction '\) est donc l'espérance mathématique totale. La valeur moyenne des carrés des pertes est
Posons
v'?(f) L'intégrale devient
La première intégrale a pour valeur yi^, la seconde est nulle; pour obtenir la troisième on ditférentie par rapport à a la formule connue
ce qui donne
On a donc
y/ 71 ^_ « ia\Ja
d'où
9(fx) = 2(E^-t^).
l(')(> L. ItAf.IlKLIEU.
La probabililr de la perte x à la a"'""' partie a pour expression
(C + ry
\Pit\,/-}.(,vj—r-)
l l'Iant la valiMir iiioycniie des gains et VJ la valeur moyenne des carrés des pertes.
La quantité ^fu^), pour des raisons qui seront exposées plus loin, est appein' la foririion <t' Instahititi' : elle est éi^^ale, d'apr(>s ro qui précode, au double de la dillcrence entre la valeur moyenne des carrés dos portes e( le carre de la moyenne des pertes. Nous avons vu (n''22S) (in'olio ost constamment positive ot croissante ot qu'elle se forme par addition.
i'-\(). Applications. - Les formules qui précèdent sont rigoureusement exartos en admettant, comme nous l'avons supposé, la continuité de la (juanlité u..
Ces formules pourront donc être utilisées pour résoudre des problèmes d'un ordre de difficulté plus élevé et elles auront en outre l'avantage de s'applicpier immétliatement aux cas où la variable ;j. est réellement continue (ce qui a lieu, par exemple, dans la ibéorie de la spéculation).
Ces cas ne sont pas ceux (|uo l'on rencontre d'ordinaire dans la réalité : en générai, puisque nous ramenons toute question à un jeu, on ost conduit, dans les applications, à considérer des jeux discontinus.
Nous avons vu que, dans cette hypothèse d'un jeu discontinu, la probabilité pour que la perte d'un joueur A ait pour valeur r en u. parties (le mot partie reprend ici son sens ordinaire) s'exprime exactement par des formules discontinues contenant des factorielles.
Il ne peut alors exister de formules continues (relativement à [a) «faisant connaître la solution exacte du problème; mais si le nombre -j. des parties est très grand on peut, comme approximation, assimiler ce nombre à une variable continue afin de pouvoir appliquer au problème considéré notre dernière formule dont la suite de celte étude montrera tous les avantages.
Le résultat ne pourra être rigoureusement exact, mais il sera d'autant
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]ilus approché que le nombre des parties sera plus grand. En efFet, le nombre des parties augmentant indéfiniment, on se rapprochera de plus en plus de la réalisation de l'hypothèse de la continuité absolue.
Les formules continues, lorsqu'elles sont appliquées à des jeux discontinus, sont dites asymplotiques . On veut exprimer par ce terme qu'elles font connaître des valeurs qui se rapprochent indéfiniment des valeurs exactes lorsque ;j. croit à Tinlini.
Dans cette étude, nous considérerons donc deux genres de formules : les unes continues et rigoureuses, les autres approchées et asymptotiques provenant de l'applicalion des premières aux cas où il y a en réalité discontinuité.
231. Les formules asymptotiques ne sont autres que les formules continues dans lesquelles on remplace les quantités i" et E- par leur valeur déduite des conditions du jeu considéré.
Les quantités >L' etE- — i"- s'expriment facilement d'après les données du problème, c'est-à-dire d'après les conditions du jeu à chaque partie.
Le gain, pour a parties, est la somme des gains des \j. parties considérées isolément. La quantité c!', qui est la valeur moyenne des gains pour les u. parties, est donc la somme des valeurs moyennes des gains pour chacune des [x parties considérée isolément.
La quantité E- — t", différence entre la valeur moyenne du carré d'une somme et le carré de la valeur moyenne de cette somme, est égale (n" 26), puis([ue les parties sont indépendantes, à la somme des quantités analogues pour chacune des a parties considérée isolément.
On peut exprimer ce fait en disant que l'espérance totale >;; et la fonction d'instabilité 2(E-— t-) possèdent la propriété d'addition, qu'il y ait continuité ou non.
La probabilile pour que la ptrte soit x à la u.""" parlie est donc
s/7r4/.V(EJ-
-dx;
\b-2 i.. liAr.IlKI.IKR.
Ci ost l'espérance malliciiiati(|iie ou valeur luovenne du gain de la i'"'""
partie considérée isolémiMit
E' est la valeur moyenne dt's carrés des pertes de la i'"''"* partie considérée isolément.
Cette l'orniule est aualoi^ue à celle du n" 227 mais elle n'est qu'approchée alors que celle du n" 227 est exacte.
Comme dans le cas où il y a continuité, on peut désigner, dans le cas considéré, l'espérance inathéinafique «i", par ■]/, et la fonction d'instabilité ii(E"] — >!',") par ç.,; la formule précédente s'écrit alors
(Ix.
Il doit être entendu une fois pour toutes que, chaique fois que les éléments c^' (a) fh. et b' (^j.) d^i. seront remplacés par des quantités tinies et les intégrales o(u.) et '!'(".) par des sommes, les formules ne seront qu'approchées et applicables seulement dans le cas où le nombre (les parties est très grand.
La formule précédente montre que la probabilité est indépendante de l'ordre des parties.
232. Si, par exemple, à chaque partie, deux alternatives sont seules possibles; si à la i"""^ partie le joueur a probabilité p, de gagner la somme a, et probabilité ^, de perdre la somme p,, on a
£,• = a, /A — P,<7/, K? = «?/>,-!- .3; 7,, d'où
E| — CJ=.p,q,{(x,-\- ^,)-.
la probabilité de la perte r en [j. parties est alors
[^ia,.p.-{i,v/i, + .r]'
zdx.
\/r.\/2l(Jiqi(c.i-i-fi,)'-
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233. On peut supposer aussi qu'une infinité d'alternatives soit possible à chaque partie; que, par exemple, à la «'""'' partie il y ait probabilité C,(y)r/j' pour que le joueur perde une somme y; y pouvant par exemple varier de — £, à + t', . On a alors
234. Nos formules sont mathématiquement exactes en supposant a continu; il y a un cas où elles sont encore exactes lorsque a est discontinu.
Si, pour chaque partie, la probaitilité de la perte y est donnée par une expression de la forme
la probabilité pour que, en a parties (u. étant un nombre quelconque, grand ou petit), la perte soit j^ est exactement
C'est ce que montre l'analyse du n° 227.
235. Cas où il y a uniformité. - On dit qu'il y a uniformité lorsque le jeu est constamment identique à lui-même. Les fonctions '.|/([/.) et s(;j.) qui caractérisent le jeu sont alors do la forme ij/(a) = ui.'|/, et o( u.) = ao,, '\l^ et -p, étant des coefficients qui désignent l'espérance et la fonction d'instabilité correspondant au cas où a = I. L'unité adoptée pour la variable p. peut être quelconque.
La probabilité pour que la perte soif x à la a""""' partie, c'est-à-dire \di probabilité éUmeitlaire du premier genre, est donc exprimée par la
unit'oi'iiiilc, (Hie le jeu est car _
liiiM (riiistalnlilé o, relalivcs à iino [lartie.
■2'.i6. Si a est disi-ontiiiu, la roriiuile du ii"23l fait connaître la valeur approchée et asvniploti(jue de la probabilité pour que la perte soit X en a parties : c'est
c, désignant la valeur moyenne des gains (ou espérance mathématique) et E'^ la valeur moyenne des carrés des pertes pour une partie.
Cette dernière formule ne doit être appliquée que si [j. est un grand nombre.
On peut désigner t, par -^i,, 2 (E'-, — c') par 5, et employer dans les deux cas la formule du n" 23.5 en se rappelant qu'elle est exacte ou approchée suivant que a est continu ou discontinu.
237, Si, par exemple, à chaque partie, deux alternatives sont seules possibles, le gain x de probabilité p et la perte j3 de probabilité q, on a
La perte x a donc pour probabilité
g «H/w/ia-i-pi»
:dx.
\^\Jlixpq{'j.-^ (3)2
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238. On peut supposer aussi qu'une infinité d'alternatives soit possible à chaque partie; que par exemple, à chaque partie, il y ait probabilité 1^ (v)rfv pour que le joueur perde une somme y;y pouvant, par exemple, varier de — s, à + i.,. On a alors
239. Cas où il y a symétrie. — Lorsque le jeu est équitable, i, = o et la probabilité de la perte r a pour valeur
V'7TvV?l
-dx
Si l'on change r en — x, cette formule ne change pas. Donc. lorsqu'il y a continuité, le fait pour un jeu d'être équitable a pour conséquence la symétrie de la probabilité.
Courbe de probabilité. — La fonction
V'T^VKi'l
peut se représenter par une courbe dont l'ordonnée est maxima à l'origine et qui présente deux points d'inllexion pour
La probabilité de la perte -x est une fonction de ix, elle croît jusqu'à une certaine valeur de a et décroit ensuite. Sa dérivée par rapport à u.
s'annule lorsque .r = É/(f2i- La probabilité de la perte a- est donc
maxima quand elle correspond à un point d'inflexion de la courbe des probabilités.
241. Probabilité totale. — La probabilité pour que la perte soit
l(l(i !.. liAC.IIK.I.lKK.
comprise entre zéro cl j' est
(Ix.
Kn i)osant
elle devient
' e->'' cCk,
Telle est l'expression de la probabilité pour que la perte soit comprise entre zéro et x-. Elle est immédiatement calculable par les Tables de la fonction
qui sont reproduites à la fin du Volume. La probabilité considérée a pour valeur
2 VvF-?i
La probabilité pour que la perle soit comprise en Ire ± x est
Si a croît indé/îniment, cette probabilité tend vers zéro.
2'42. La probabilité pour (jue la perte soit su|)érieure 'a x k la u."" partie, on probabilité lulalc du premier genre , a pour valeur
^ylM>
ou
Quand a tend vers l'infini, cette probabilité tend vers -•
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Quand à chaque partie deux alternatives sont seules possibles, le gain a de probabilité /> et la perte ^ de probabilité q, la dernière formule se réduit à la suivante
fxajS
243. Écart moyen. — La probabilité étant symétrique de part et d'autre de la pr()bal)ilité maxima (.r^o), on dit (jue l'écart est x quand la perte ou le gain ont pour valeur a;. La probabilité de l'écart œ positif et négatif est donc
L'écart moyen, ou valeur moyenne de l'écart considéré en valeur absolue, est
r' ^ rdx.
Jç' ixe 0 /j^v
Cette intégrale est de la forme connue
elle se réduit donc a
i/^ =o,5642...vV?i-
L'écart moyen est proportionnel à la racine carrée du nombre des parties.
Si deux alternatives sont seules possibles à chaque partie, le gain a de probabilité /j et la perte ^ de probabilité q, l'écart moyen a pour valeur
Écart quadratique. On nomme écart moyen quadratique
i68 1.. itAcma.iKU.
la racine carrée «le l;i iiinvciinc des carrés des écarts
VT \/fi9, y v'2
L'écart quadratitjue est proportionnel à la racine carrée du nombre des parties .
Si l'on compare ce icsiillal à celui (jui a été oliloiui au n" 2'iU, on voit que l'écart (juadralique correspond aux points d'inllexion de la courbe de probabilité.
245. Écart probable. — C'est l'écart qui a aulant de cliances d'être on de ne pas être dépassé à la [ji.'''™° partie, sa valeur x vérifie donc l'équation
on en déduit
ar = 0,4769... VV?!-
L' écart probable est proportionnel à la racine carrée du nombre des parties.
Le rapport de l'écart probable à l'écart moyen est o,84(J3.
246. Écarts isoprobables. — Pins généralement, considérons un intervalle ± .v tel qne la probabilité pour que l'écart soit inférieur à x soit égale à une quantité donnée u; on doit avoir
L'intervalle ±x est proportionnel à la racine carrée du nombre des parties.
Les écarts croissent proportionnellement à la racine carrée du nombre des parties.
En valeur relative ils décroissent donc et tendent vers zéro.
La fonction ao, dont la racine carrée mesure l'amplitude des écarts est nommée pour cette raison la fonction d'instabilité relative aux u. parties, ç, est la fonction d'instabilité relative à une partie.
247. Cas général. — Lorsque le jeu n'est pas supposé équitable, la probabilité pour que la perte soit .r à la a'*""" partie a pour valeur (n''23Ô)
I [J.i, + -ii''
Wji.a- ^ — il-X.
C'est la probabilité élémentaire du premier genre. La probabitilé du premier genre 'î^^^ est la probabilité pour (|iie, à la a''"'" partie, la perte soit supérieure à a?.
On a donc
En posant
-dx.
[J^iJ^ _ >
on a
2 V/7I-^pV,-t-r
Si m.'|/, + X est positif, on peut écrire
Si u|, + j? est négatif, on a
e->' cTk.
La probabilité du premier genre T^^r se calcule donc toujours aisément par les Tables de la fonction
0(..) = 4= / e-y-dv,
qui sont reproduites à la fin du Volume. Si, par exemple, u.'}, -hx est positif, on a
170 I.. llAC.HKI.IEn.
248. L;i probabilité totale de perle correspond à .r = o, elle a pour valeur
si le jeu est avantai^eux, e'es(-ii-din' si l, est positif. Cette probabilité tend vers zém (|uaiiil u. auginenle indéfiniment.
Si. au contraire, le jeu est désavantageux, ']^, est négatif et la probabilité totale de perte,
tend vers l'unité quand n augmente.
A la longue, un jeu avantageux conduit nécessairement à un gain, un jeu désavantageux conduit nécessairement à une perte. Ces résultats sont évidents.
249. Revenons à la probabilité élémentaire, c'est-à-dire à la probabilité de la perte x, elle a pour expression
dx.
La perte la plus probable est celle qui rend maxima cette expression : c'est donc la perte x telle que
/jnj;, + a; =0; d'où .r=i— pu);!-
La perte probable est définie par l'égalité ^S^^x=^ -> dont on déduit La valeur moyenne de la perte x est par définition (n" 229)
dx = —\t.<i^^.
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250. Ainsi la ([uaiitité — [jl|, est en même temps la perte nioveunc, la perte probable et la perte la plus probable.
En représentant les antres |)ertes par lenrs difTérences x' à la jxTte moyenne, on a
La probabilité relative à x' est par suite
—j= — dx' .
v/7r\/f^cp,
La distribution des probabilités de part et d'autre de la probabilité maxima, lorsque le jeu n'est pas équitable, suit donc une loi analogue k celle qui est relative au cas des jeux équitables.
Tout ce qui a été dit sur les écarts et la représentation géométrique des probabilités est applicable aux jeux non éqnitables à la condition de prendre la probabilité uiaxima pour origine. Par exemple, la courbe de probabilité, en même temps qu'elle se déforme suivant les lois que nous avons étudiées, est animée d'un mouvement d'ensemble qui est uniforme si la variable [x est assimilée au temps. .
Ainsi en résumé : , ,
La perte moyenne ■ . . .
est proportionnelle au nombre des parties jouées ; les écarts en plus ou en moins sont proportionnels à la racine carrée du même nombre.
Les écarts diminuent donc relativement à la perle moyenne
251. Étude de l'espérance mathématique. — L'espérance mathématique totale a pour expression ( n" 229)
iPVi
V'uvf^tp,
dx=iii.'\i^,
elle est proportionnelle au nombre des parties jouées, résultat évident. Supposons que le jeu soit désavantageux, .!;, est négatif, l'espérance
positive ost
En posant on a
1,. n.\r,iiF,i.iK.n.
vV?.
ou. (Ml effectuant la piNMiiine intégration,
tx..i;
\\pK
y/TT
ou encore
t^ette dernière formule permet de calculer facilement l'espérance positive £'.
L'espérance négative tL" s'obtient par la formule
t"= £ — ;:'= fil);,— i''.
2."')'2. La valeur moyenne relative du gain, c'est-à-dire la valeur movenne du gain quand gain il y a, est égale au quotient de C' par la probabilité pour qu'il y ail gain (n°248); cette valeur moyenne est donc
i _ LqÎ-'^'^-
La valeur moyenne relative de la perte est de même
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Revenons à l'espérance positive
r=V^e"^-f^ r e-'-cû..
2V7t Vit J.,. ir.
•'■fWV-
Cette espérance part de zéro avec a, elle croit ensuite jusqu'à un certain maximum et, u. tendant vers l'infini, elle tend vers zéro.
Lorsqu'un jeu est désavantageux^ si l'on considère un nombre de plus en plus grand de parties, l'espérance positive finit par décroître, même en valeur absolue, et elle a pour limite zéro.
La valeur de l'espérance positive d'un jeu avantageux tend, lorsque a croit indéfiniment, vers la quantité u.'^,.
2.54. Lorsque le jeu est équitable, 1, = G, toutes les formules précédentes se simplifient, l'espérance totale est nulle, les espérances positive et négative ont pour valeur absolue
elles sont proportionnelles à la racine carrée du nombre des parties. La valeur moyenne relative du gain ou de la perte est
Si, par exemple, à chaque partie, deux alternatives sont seules possibles, le gain a de probabilité p et la piM'te [^ de probabilité q, les espérances positive et négative ont pour valeur absolue
y 2 !jLap ' _ »
elles sont proportionnelles au produit des mises.
255. Quelques exemples. — Supposons que, pour chaque partie, un joueur ait une chance sur dix de gagner et neuf chances sur dix de perdre.
Il joue I fr par partie, et s'il gagne il touche 9 fr (son bénéfice est
174 I-. BAC.IIEL 11.11.
de 8 l'r puis(|ue sa miso est de i fr). Dans le jeu considéré (n" 237) on a donc
lO 10
L'espérance positive pour une partie est — ou 8o', l'espérance négative est — ou 90''.
La perte moyenne pour une partie est donc lo*'.
■25G. Supposons maintenant que l'on joue deux parties; la probabilité de les gagner toutes deux est p" = — .le bénéfice correspondant
est 16 IV. La probabilité de gagner une partie est '^pq^= — > le bénéfice correspondant est 7 fr; enfin le joueur a 81 chances sur 100 de perdre les deux parties.
La probabilité totale de réussite est 1- — = — ^, elle a donc
augmenté.
L espérance positive est 1 = L espérance négative est
= L'espérance totale du jeu a donc pour valeur — 20*^.
Si l'on jouait 5oo parties, la perte moyenne serait
Cette perte moyenne de 5o fr correspond au gain de 5o parties; l'écart moyen en plus ou en moins correspond à 4^^ fi"- La probabilité de gain est 0,20.
L'espérance positive est égale à 7 f r : c'est contre cette somme que le joueur pourrait abandonner sa chance de bénéfice.
L'espérance négative est 57 fr.
La probabilité de réaliser un bénéfice de quelque importance est très faible, le joueur a moins de 6 chances sur 100 de gagner plus de 5o fr.
258. Supposons qu'on joue 5oooo parties, la perte moyenne est
5ooo fr, avec un écart moyen en plus ou en moins de 4S0 fr; la probabilité de gain et l'espérance positive sont d'une excessive petitesse; on n'a que 5 chances sur 100 de perdre moins de 4ooo fr.
Cet exemple suffit pour montrer que le moindre désavantage dans un jeu rend impossible à la longue toute chance de bénéfice ; il montre aussi qu'on peut prévoir la peite avec une erreur relative de plus en plus petite.
CHAPITRE VI ï
THÉOHIE DES ÉPREUVES RÉPÉTÉES LMFORMES.
259. Le terme épreuves rèpétécx n pour nous un sens spécial : nous disons qu'un problème est rfilatif à des épreuves répétées quand il n'étudie explicitement (jue des probabilités ou, en d'autres ternies, (juand il ne consiste pas à traiter une (juestion explicitement relative à un jeu.
'260. La probabilité d'un événement est p : quelle est la probabilité pour que l'événement se produise z fois en ij. épreuves ?
Supposons qu'un joueur A perde i fr chaque fois que l'événement se produit et qu'il ne perde rien quand l'événement ne se produit pas. La probabilité pour que l'événement se produise r t'ois en [j. épreuves est la probabilité pour que le joueur perde z francs en jouant [A parties, probabilité qui est exprimée par la formule (n° 235)
dz.
Dans le cas considéré
2(Ej— ^^•;)= l{p — [f-) — 'ip(],
en posant
La probabilité pour que l'événement se produise z fois en [ji épreuves
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est donc
:rf;.
Il faut reinar({uer que cette l'ormulc établie en supposant la continuité n'est applicable que si a est un grand nombre.
261. La valeur la plus probable du nombre des arrivées de l'événement est u.p.
La valeur movenno du même nombre
- dz = ,U/).
La valeur probable du même nombre est encore u.p. En eiïet. si, dans l'intégrale
J.. V/tt'
dz.
on pose elle devient
- [i.p ^^ ^ 2 'i-pq t..
262. La valeur u.p est la valeur moyenne, la valeur probable et la valeur la plus probable du nombre des arrivées de l'événement. iNous représenterons les autres valeurs par leur différence à it.p; nous poserons donc
zrr^ixp -h r.
La probabilité pour que z soit compris entre z et z-hdz étant
\fK\Jiii.pq
la probabilité pour que x soit compris entre x iiix^dx est
178 •■• llAt.IlKLIEK.
La quantité a; est dite l'ecrt//. La dernière formule exprime la pmbabilité pour que l'ocart soit 4- >i" ou jxiui' qu'il soit — x. La probal)ilité pour ([ue l'écart soit ±x est le double de la (juaulité précédente.
Eu résumé :
La prohabilité d'un événement étant p, i hypothèse la plus probable en faisant u. épreuves identiques correspond au nombre u.p d'arrivées de cet événement.
Lit probabilité d'un écart .i\ c'est-à-dire la pro\>abiHtè pour (pie le nombre d' arrivées de cet événement soit compris entre <xp-\-xet ^p + .v-\-dx est exprimée par la formule
dx.
263. Probabilité totale. — La formule qui fait connaiire la probabilité (les écarts est analogue à celle (jui est relative aux jt'ux équitables; elle est susceptible delà même représentation géométrique (n"240).
La probabilité pour que l'écart soit compris entre zéro et x est
^ dx.
En posant l'intégrale devient
2 sJ-kJ^ 2 y^^i^pq ,
Telle est l' expression de la probabilité pour que l'écart soU compris entre zéro et x.
La probabilité pour qu'il soit compris entre ± x serait
Cette probabilité tend vers zéro lorsque \i. augmente indéfiniment.
La probabilité
^i'Ht-pt/
pour que l'écart soit plus grand (|ue x { dans un seul sens") croit constamment avec a. Si a était infini, elle serait également à -> résultat évident.
26.5. Écart moyen. — Ou appelle écart moyen la valeur movenne de l'écart considère en valeur absolue, c'est-à-dire la quantité
cLr =: - — ^:=— i = 0,0642. . .\ ^y/tq.
\-\.'.IJ.j'Cj \It.
L'écart moyen est proportionnel à la racine carrée du nombre des épreuves.
266. Écart quadratique. — L'écart moyen quadrafi(iue est la racine carrée de la moyenne des carrés des écarts :
.dx
\Tl\'l[Lpcj
:^^ ^\lJ.pq.
L'écart quadratique est proportionnel à la racine carrée du nombre des épreuves; il correspond aux points d'inllexion de la courbe de probabilité
\Fk\l-i\>-pq
267. Écart probable. — C'est l'écart qui a autant de chances délre ou de ne pas être dépassé ; sa valeur x vérifie l'équation
on en déduit
2 \si\l-pql
X = 0,47693. . .\/2ixpq.
liSo I,. ItACIlELIF.R.
L'écart probable est pniporuonncl à la racine carrée du nombre des épreuves.
1.0 r;i|i|)or( do l'ocarl [irolialilc à rocarl moyen est o,84G3.
26S. Écarts isoprobables. — Plus iiciu'raloniL'iit coiisidéroiis un intervalle ±x (el (|ni' la prohaliililé pour (|ui' l'écart soit inférieur à x suit égale à une (luantilé donnée // ; i>n doit avoir
l'intervalle ± x' est donc proportionnel à la racine carrée du nombre des épreuves.
Les écarts croissent proportionnellement à la racine carrée du nombre des épreuves. En valeur relative ils décroissent donc et tendent vers zéro.
C'est, du moins dans son esprit, le théorème de Jacques Bernoulli. On énonce généraiemenl ce théorème en disant (jue, le nombre des épreuves croissant indéliniment, le nombre des arrivées de l'événement s'écarte relativement de moins en moins de sa valeur la plusprobal)le [xp.
269. Ce qui précède permet de se former une idée absolument nette de la variation des probabilités.
Qu'il s'agisse d'écarts relatifs à la théorie des épreuves répétées ou à la théorie du jeu, la distribution des probabilités est représentée par la courbe
v/ttv/f^
La quantité [x croissant, l'ordonnée maxima de la courbe diminue proportionnellement à va. Les écarts isoprobables, c'est-à-dire ceux qui contiennent toujours la même aire, croissent proportionnellement à \ a. Les points d'inflexion de la courbe s'écartent proportionnellement à \ a.
Les ordonnées de la courbe tendent constamment à s'éealiser, et la
courbe devient presque parallèle à l'axe des x et infiniment proche de cet axe quand \j. augmente indéfiniment.
Si le jeu n'est pas équitable, la courbe de probabilité se déforme toujours de la même manière, mais elle est en même temps animée d'un mouvement de translation le long de l'axe des jj. Ce mouvement est uniforme si l'on assimile la variable \x au temps.
ciiAPrmE Yiii.
FH0BAI51l,Hi:S CONTINUES NON UNIFOIIMES.
270, Reprenons le cas de non-uniforniitL'; la probabilité de la perle X en [X parties est exprimée par la formule (228)
exacte lorsque u. est continu.
Lorsque [a est discontinu, la prdhabilité de la perte x a pour valeur approchée (n° 231)
:dx.
271. Cas où il y a symétrie. — Le jeu peut être équitable dans son ensemble; il sui'iil pour cela que '|(p^) soit nul. Si à tduKiue partie le jeu est équitable, il est nécessairement équitable dans son ensemble.
La probabilité de la perte x a pour valeur
zdx.
s/r.sf^nT)
Si l'on chantée./; en — ./•, la rornnile no change pas; donc, si l'on suppose la continuité, le fait pour un jeu d'être équitable a pour conséquence la symétrie des probabilités.
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La variation de la probabilité peut se représenter par la même courbe que dans le cas de l'uniformité (n° 240).
272. La probabilité <£^^,_^ pour que la perte soit supérieure à .r ou probabilité du premier genre est
ÇiJJ.
V'îî\/o{|i)
■.dx.
En posant
on a
V9IM
e-'-'cft.
Cette probabilité se calcule donc facilement par les Tables de la fonction
e~y'- ri
qui sont reproduites à la lin du Volume. On a
2 2 \^/2lEi
273. Ou obtient la valeur de l'écart moyen comme dans le cas du jeu uniforme
y/^^=o.5642...v/^ÔI).
L'écart quadratique est de même
y/^= 0.707' •••vôTh),
et l'écart probable est
0,4769362762. . .v/STfl).
iS 1
I I.. It.U'.lll'.I.IER.
274. Plus généralomeni consiilrioiis rinIciTalIo ±.r tel (juc la probabilité pour que l'écarl soi( iiirciioiir à .r, soit rgal à iiiic (|iianlit(' (liiiuico u; on doit avoir
,,/?ûri
Cet intervalle ./■. si la probabilité est constante, varie proportionnellement il la racine carrée de la l'oiiclion d'instabilité; donc :
Les écarts croissent propoftionnellement à la racine carrée de /a fo fiction d'instabilité.
C'est à cette propriété que la fonction d'instabilité doit son nom.
La fonction d'instabilité formée par addition de (|iiantités tonjonrs positives va sans cesse en croissant avec le nombre des parties; donc les écarts vont constamment en croissant.
Si. pour u. infini, ©([i-) est infini, les écarts isoprobables croissent indéfiniment.
Si. au contraire, 9( u-) tend vers une limite finie, la loi de la distribution des probabilités s'approcbe indéfiniment de la loi asymptote.
■.dx.
27."). Dans le cas de non-uniformité, la probabilité peut être représentée par une courbe. Géométriquement, cette courbe est la même que dans le cas de l'uniformité, mais la loi de la déformation de cette courbe est arbitraire puisque Ç'([-'-) est arbitraire. Toutefois, la fonction o( [x) ne pouvant être que croissante, la courbe ne peut repasser par ses états antérieurs, et, après s'être dilatée, elle ne peut se contracter.
276. Les écarts isoprobabies et l'écart moyen obéissant à la même loi, on peut exprimer ces écarts en prenant l'un d'eux pour unité. Par exemple si l'on prend pour unité l'écart probable, la probabilité pour que l'écart représenté par deux soit dépassé dans les deux sens est 0,1773, d'après la table de la fonction 0. La probabilité pour que l'écart représenté par trois soit dépassé est de même o,o432.... Il n'y
a pas une chance sur dix millions pour (jue l'écart soit supérieur à huit fois l'écart probable.
277. Cas général. — La probabilité trrjj^^/.r est la probabilité élémentaire du premier genre (n" 228); \a prohabilité du premier genre, c'est-à-dire la probabilité ponr que la perte soit supérieure à x, est
En posant on a
Si ;j>(a) + x est positif, on peut écrire
'il [Il
Si ■|(a)-(-a;est négatif, on a
V?! ÇJ.I
■'- v'ttJo
La probabilité du premier genre '■S^^^^ se calcule donc toujours aisément par les Tables de la fonction
0(7) = -^ r e-y\lv
Reprenons la formule
qui exprime la probabilité de la pertes. La perte probable est — .|/(a), H. - L 24
iH(') I.. nAr.iiF.i.iF.n.
la perte la plus prohaltlc l'^t — -J^* h*-), et '«' perle moyenne est encore — .{/(UL). Ueprésenlons les autres pertes par leurs dillerences x' à la perle moyenne; nous aurons
la [iroltaluliti' relative à x' est par suite
La (lislrihution des probabilités de part cl d'autre de la probabilité iiiaxinia suit donc une loi analogue à celles que nous avons étudiées précédemment.
La probabilité pour ([ue la perte soit comprise entre rh x est
2 rv'?'!^) . r .r'
cet intervalle x , si la probabilité est constante, varie proportionnellement à la racine carrée de la fonction d'instabilité.
En résumé, le gain moyen est égal à l'espérance mathématique totale; les écarts en plus ou en moins sont proportionnels à la racine carrée de la fonction d'inslahililé.
La racine carrée de la fonction o((x) mesure donc l'amplitude des écarts ou l'instabilité, et c'est de cette propriété que la fonction a tiré son nom.
La fonction d'instabilité formée par addition de cjuantités toujours positives va sans cesse en croissant avec le nombre des parties.
Les écarts de part et d'autre de la perte moyenne vont donc sans cesse en croissant.
Ils croissent à l'infini ou tendent vers une valeur asymptote suivant que 3(|J-) croit vers l'infini avec a ou tend vers une limite.
279. Étude de l'espérance mathématique. — Les problèmes relatifs à l'espérance matbématique se traitent comme dans le cas où il y a uniformité (n° "251 ); l'espérance totale C est '|([Jl). Si le jeu est
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désavantageux, l'espérance positive c' a pour valeur L'espérance négative vl;" est
a augmentant indéfiniment, l'espérance positive tend vers zéro si ; ' tend vers l'infini. Si '-^(a) et o(y.)ten(lent vers des limites finies,
l'espérance positive se rapproche indéfiniment de la valeur asvmptote
:■!/(» Il'
i/ir V
y/Ol JO|
280. Généralisation de la théorie des épreuves répétées. — La probabilité d'an événement est p, à la première épreuve, p-2 " l^^ seconde^ p.j à la troisième, etc. Quelle est la probabilité pour que l'événement se produise z fois en ii épreuves ?
Supposons qu'un joueur A perde i fr chaque fois que l'événement se produit et qu'il ne perde rien quand l'événement ne se produit pas. La probabilité pour que l'événement se produise z fois en u. épreuves est égale à la probabilité pour que le joueur perde ; francs en jouant u. parties, probabilité qui est exprimée par la formule (n°23l).
V -v''2-ili;-i-'^;-) Dans le cas considéré
C, = — /j,, lC, = — lpi, EJ = p„
en posant q = i — p.
Les sommations sont relatives aux valeurs i, 2, . . . , a de i.
La probabilité pour que l'événement se produise s fois en a épreuves
r88 L. ItACIIELlEU.
est donc
dz.
Il l'iuit remarquer qiio cetfo l'oninik'. établie en supposant la continuité, n'est applicaliie que si u. est un grand nombre.
281. La valeur la plus probable du nombre des arrivées de l'événement est -p.
La valeur movenne du niénie nombre est
la valeur probable du même nombre est encore S/). En effet, si dans l'intésrale
dz
^,, sfiisj-ilpq
on pose
elle se réduit à
1p = \/Tlp(jl,
282. La valeur 2^9 est la valeur moyenne, la valeur probable et la valeur la plus probable du nombre des arrivées de l'événement. Nous représenterons les autres valeurs par leur différence à l,p; nous poserons donc
La probabilité pour que ; soit compris entre :; et r -h dz étant
v/tT \/l1pq
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la probabilité pour que x soit compris entre x G\.x-T-dx est
—= — ri.T-j
la quantité x est dite V écart. La dernière formule exprime la probabilité pour que l'écart soit +.r ou pour qu'il soit — x. La probabilité pour que l'écart soit ±x est le double de la quantité précédente. En résumé :
L' hypothèse la plus probable correspond au nombre S/j d'arrivées de l' événement. La probabilité d' un écart x^ c'est-à-dire la probabilité pour que le nombre d'arrivées de cet événement soit compris entre 'Zp + x et Zp -— a- + dx est exprimée par la formule
-.dx.
283. La probabilité pour que l'écart soit compris entre ±:x est
\/^Tpq
Cette quantité tend vers zéro lorsque le nombre des épreuves augmente, sauf dans le cas où Zpq ne croit pas jusqu'à l'infini.
L'écart moyen a pour valeur
Sj ~^ =o,5642 ...s/ilpq,
r()0 !.. B\CIIF-I.IF.R.
l'ocart quadratique est N-Z'y et l'écart piolialilc rst o,\'^{)()']... \ïiLpq. Plus gcliéraloment, considérons l'écart ± .i- tel (|U(' la probabilité pour que l'écart soil inléiiciir ii .r soil égale à une (|uanlilr donnée //; on doit avoir
L'intervalle ±x est proportionnel à la racine carrée de -pq- Or l-pq ne peut que croître avec le nombre des épreuves; donc :
Les écarts vont en croissant.
Si le nombre des épreuves augmente à l'intini, deux cas sont à distinguer:
Si l//<7 croit indéfiniment, les écarts isoprobables augmentent à l'infini et ils décroissent indéfiniment en valeur relative.
Pour le démontrer, il faut prouver que -/> devient inliniment grand relativement à \ -/jc/.
Puisque \^pq devient infini, "Lpq devient infiniment grand par rapport à lui ; or l'inégalité
:Lpq = i/j(i — p) = lp - l/r-<lp
montre que l/> est supérieur à Xyjy, donc ySyoy devient infiniment petit relativement à -/j.
Les écarts étant proportionnels à \ -/'y deviennent donc infiniment petits relativement à Zp. C'est une généralisation du théorème de Bernoulli(n"268).
Si 2-/jy tend vers une limite fixe a, la loi de la distribution des probabilités s'approche indéfiniment de la loi asymptote
\/7: yja
28G. L'analyse précédente et ses conclusions s'appliquent également au cas où les probabilités/), ne sont pas données exactement et où leurs valeurs dépendent du hasard.
Supposons par exemple que, à la i'""'^ épreuve, il y ait probabilité
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ZÇv^dv pour que la probabilité de l'événement soit p; on doit nécessairenient avoir
Quelle est la probabilité pour que l'événement se produise z t'ois en [i. épreuves?
Supposons qu'un joueur H perde i fr chaque fois que l'événement se produit et qu'il ne perde rien quand l'événement ne se produit pas; la probabilité elierchée est la probabilité pour que ce joueur pei'de z francs en u. parties.
Cette probabilité est donnée par la formule n" 23 1 ; il suffit de calculer l'espérance é", du joueur H et la fonction d'instabilité 2('E,- — >i',-) de son jeu à la /'"'"' partie.
Il y a probabilité 'C,(p)c?p pour que la probabilité de l'événement soit V et par suite pour que l'espérance du joueur H soit — v et la fonction d'instabilité de son jeu, 2v(i — i>); l'espérance du joueur H est donc
i",-- f ^'K,{v)dv.
La fonction d'instabilité est de même
La probabilité pour que le joueur H perde z francs en a parties, c'està-dire la probabilité pour que l'événement se produise - fois en \t. épreuves est donc
clz.
V'TT
On pourrait imaginer des cas plus compliqués où les fonctions C seraient soumises à l'effet du hasard ; ces problèmes se traiteraient
1()2 I.. ISACUKI.Il'.li.
cominc le prrccMlciU cm raniciiaiit la qucslioii pioposoe à une (iiiestioii t'(]iiivalon(e relative à un jeu.
Pour donner une application de la formule précédente, supposons que les épreuves soient seniMaMes et (|ne pour clwuiue épreuve tontes les valeurs de la probabilité de l'événemenl soient également vraisemblables.
Dans ces conditions, '^ = i et la probabilité pour que l'événement se produise - fois en a épreuves est
dz.
La valeur la |)his probable de :; est - comme si i» ciiaque épreuve l'événement avait pour probabilité - , mais les écarts sont différents; ils sont réduits dans le rapport de -:^ à -=•
287. Applications diverses. — La formule qui exprime la probabilité élémentaire du premier genre ou probabilité pour qu'un joueur perde la somme x an \i. parties (n° 2.31)
dx ^ — — , dx.
v/7rv/2L-(E;-<^')] \/7r s/Iô^
et qui nous a permis de résoudre d'une façon très simple le problème des épreuves répétées non uniformes est susceptible d'un grand nombre d'applications; elle exprime en effet \a probahi'ité pour qu'une somme ait une valeur donnée quand on connaît les proJxihilités relatives à chacune des quantités qui composent cette somme.
Nous allons étudier quelques applications en supposant toujours que le nombre des épreuves est très grand ; la méthode que nous allons emplover est absolument générale, elle consiste à assimiler chaque question à un problème analogue relatif à un jeu.
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288. Lorsqu'on mesure plusieurs fois une grandeur qui dépend d'une seule variable, pour iixer les idées, une longueur, on obtient des chiffres plus ou moins dillérents. La dill'érence entre la longueur exacte (qui est généralement inconnue) et la longueur mesurée à la jieme obscrvation est dite l'erreur de l'observation.
Supposons que, à la /"'■"*' observation, il y ait probabilité 'Çi{u)du pour que l'erreur soit //, la quantité « pouvant varier, par exemple, entre — £, et -+- z\ de sorte que
C 't,(u)da = i
Quelle est la probabilité pour que, en [jl observations, la somme des erreurs ait une valeur donnée x?
La méthode que nous emploierons pour ce problème et pour les suivants est uniforme : nous imaginons un joueur H, nous faisons correspondre chacune des parties de son jeu ii chacune des observations et nous supposons que ce joueur H perd, à chaque partie, une somme égale à la valeur de l'erreur commise à l'observation correspondante. La somme des erreurs pour u. observations est la somme totale perdue par le joueur H en u. parties.
La probabilité pour (jiie la somme des erreurs des a observations soit a; est la probabilité pour que le joueur H perde la somme x en jouant ij. parties.
A la /'""*" partie, le joueur H a la probabilité Z,i(u)du pour perdre la somme u, son espérance pour cette partie est donc
.},= >::, = — I u ti{u)du.
«' — Ej
La fonction d'instabilité est de même
La formule du n" -287 fait alors connaître la probabilité pour (]ue le joueur H perde la somme iT en a parties ou pour que la somine des erreurs soitir en a observations.
1()'| 1,. l:\(.lll,l,IKU.
289. I.a quantité — 4*1 '-'^' ''''•' \'i'''''('ii'' systématique de la /'""' observation, c'est la valeur moyenne des erreurs pour celte ol)seivalion.
On dit (|ue les observations sont d'égale précision quand le jeu correspondanl est uniforme.
On dit (juc les erreurs sont uniquement y"o/7ui7« ou accidentelles (|iiand les (juantités ^j/ sont nulles, c'est-à-dire quand le jeu correspondant est équitable. La probabilité pour que la somme des erreurs soit X dans le cas où les erreurs sont seulement accidentelles est
î,{ " ) dit - t.
— rtr
11^ Ç,( II) du
290. Si les observations (c'est-à-dire les mesures") sont d'égale précision et les erreurs uni([uement fortuites, la |irobabililé pour que la somme des erreurs soit x est
? \i.iit^ ^\ii\ lin
s/t.K^ -i^j. i ii'-i,{ii)du
•291. Si les observations sont d'égale précision, les erreurs uniquement accidentelles et si la loi d'erreur est exprimée par la formule
la (juantité k est dite le coefficient de précision ou simplement la précision de l'observation. La probabilité pour que la somme des erreurs soita^ en u. observations est
ke ^
\/r.\fil
djc.
(Jette dernière fornxule est une conséquence rigoureuse de la précédente, même si le nombre u. des observations est petit (n" 234).
292. Quelle est la probabilité pour que la moyenne arithmétique des erreurs ait une valeur donnée y ?
Si la moyonne arithmétique des erreurs est y, la somme des erreurs est ajK; si l'on se place dans les mêmes conditions qu'au n° 289, la probabilité demandée est
^2 1 l<'^,/ll</«
293. Si les observations sont d'égale précision et si les erreurs sont uniquement fortuites (n" 290'i, la probabilité pour gue la moyenne arithmétique des erreurs ait pour valeur jk est
V^t: 1/2 / u-t{u) du
L'amplitude des écarts est mesurée par la quantité
t /a I II' ^( II) du
elle varie en raison inverse de la racine carrée du nombre des observations.
Quand les observations sont d'égale précision, l'erreur commise en prenant pour valeur de la quantité mesurée la moyenne arithmétique des mesures varie en raison inverse de la racine carrée du nombre des observations.
294. Ce résultat suppose que le nombre u. des observations est très grand, sauf dans le cas où la fonction ^(m) est de la forme (291).
iq(3 1.. nAciiiaiEK.
Otte forme parai! |tarliciiliore, elle exprime cependant la loi des erreurs dans la |)hipart des cas.
l'onr le démoiilrer on se base sur une liypdllii'so : on suppose (]ue r.TiiMir lie l'observation est la résullanle d'une grande quantité d'erreurs inlinitésimalcs indépendantes; alors l'erreur observées est la somme des erreurs infinitésimales comme la perle totale d'un joueur est la somme de ses [X'rtes pour chaque partie. La probabilité de la perte d'un joueur affecte la forme exponentielle quand le nond>re des parties jouées est très grand, dtmc la probabilité de l'erreur aifectera laformi' exponentielle.
L'hypothèse de la décomposition des erreurs parait très plausible mais elle n'est pas nécessairement toujours vraie.
La formule précédente suppose que les erreurs infinitésimales se
compensent en moyenne; s'il n'en était pas ainsi, il résulterait de leur
superposition une erreur systématique c et la probabilité de l'erreur a
serait
■29.). Quelle est la probcihilité pour que la somme des râleurs absolues des erreurs ait une valeur donnée x ?
SuivanI noire méthode générale, supposons qu'un joueur H perde à chaque partie une somme égale à la valeur absolue de l'erreur commise il l'observation correspondante, la probabilité cherchée est la probabilité pour que, en [x parties, le joueur perde la somme jt.
lMa(,'ons-nous, pour fixer les idées, dans l'hypothèse du n" 291 ; la probabilité pour que le joueur perde la somme u en jouant une seule partie est
L'espérance du joueur H pour une partie est
ij;, =: — / —=e * " Il du = — •
La fonction d'instabilité est
f lle''-"'u' du - \ r" iie-'""« du C
La probabilité demandée est donc
La valeur la plus probable de la somme des valeurs absolues des reurs est -^, 1'; rée par la quantité
erreurs est -^i l'amplitude des écarts en plus ou en moins est mesu
ks/Tz
296. Quelle est la prohabilité pour que la somme des carrés des erreurs ait une valeur donnée x?
Suivant notre méthode générale, supposons qu'un joueur H perde à cha<juo partie une somme égale au carré de l'erreur commise à l'observation correspondante, la probabilité cherchée est la probabilité pour que le joueur H perde la somme .r en a parties.
Plaçons-nous, pour fixer les idées, dans l'hypothèse du n"29l, le joueur avant probabilité
pour perdre la somme u- en jouant une seule partie, son espérance mathématique est
la fonction d'instabilité est
Ol
La probabilité demandée est donc
dx.
IC)8 1-- lUCIIELIER.
La valt'iir la plus probable de la somme des carrés des erreurs est —^
297. Dans la théorie du lira la cible (ou du moins dans le cas le plus simple ({u'éludie celle ihéorie), on suppose (jue la prubabililé pour«jue le projectile atteigne la cible à une dislance r du centre de celle-ci est donnée par la formule
2 /.Je-*'' Vf//-,
X- élanl un coel'licient de précision
S'il est tiré un très grand nombre ijl de projectiles, quelle est la probabilité pour que la somme des distances /• ait une valeur données?
Il suffit d'imaginer qu'un joueurH perde à clia(|ueparlieunesomme égale à l'écart /-(lu tir correspondant, la probabilité demandée est la probabilité pour que le joueur H perde la somme ce en [x jiarlies.
L'espérance mathématique du joueur 11 est, pour une partie
r 2 A'- e-'"' r'- dr
v/tt
La fonction d'instabilité est, pour une partie
^,— i\ ( ik'- €-'•'■■'- r-'dr-^ f 2/^e-*"*/îf//-r] = i=l^.
La probabilité pour que la somme des distances soit a? est donc
idx.
298. Quelle est la probabilité pour que la somme des carrés des distances /• ait une valeur donnée a:?
Il suffit d'imaginer qu'un joueurH perde à chaque partie, une somme égale au carré de l'écart r du tir correspondant; la probabilité cherchée est la probabilité pour que le joueur H perde la somme x en a parties.
L'espérance mathématique du joueur H est, pour une partie.
La fonction d'instabilité est, pour une partie.
2 A - e~^'''' r'" dr
:k'e-'''''r'dr( =
La probabilité pour que la somme des carrés des distances soit x est donc
2jl
^^ dx.
CHAPITRE IX
PKOHAniLlTÉS CONNEXES.
299. Jusqu'à présent nous avons supposé riiulépendance, nous avons admis que les conditions pour une partie étaient indépendantes des résultats antérieurs du jeu.
Lorsqu'on essaie de s'alTranchir de cette hypothèse on rencontre des difficultés excessives, de s|i5rte que certaines classes de probabilités connexes semblent seules pouvoir être l'objet d'une théorie.
Nous étudierons ici les probabilités connexes du premier genre. Nous dirons qu'il y a connexité du premier genre quand les conditions aune partie dépendent uniquement de la perte actuelle et du rang occupé par la partie.
Nous supposerons d'abord que les conditions à une partie dépendent uniquement de la perte réalisée quand on commence cette partie.
300. Supposons que, jusqu'à la [i.'*"" partie, le jeu soit uniforme, qu'il soit équitable et caractérisé par la fonction 9,.
La probabilité de la perte a- à la iJ-f"'" partie est
(i) —= — dx.
Av'F-I?!
Supposons maintenant que, pour les [x, parties suivantes, lejeu soit uniforme, qu'il admette l'indépendance et qu'il soit caractérisé par les fonctions 9 (a;) et '^{x) qui dépendent de la perte x à la jj."""' partie.
La probabilité pour que la perte soit s à la ( a, -+- 1^-2)'""'" partie, cette perte ayant été a; à la u.'*""' est, en vertu du principe des probabilités
composées,
J' tU..'}/i.>-t+;-.r]'
-dx.
La perte ir pouvant être quelconque entre — ce et -h ^o à la u."""^ partie, la probabilité pour que la perte soit : à la (u., -h a. )'"■"•■ partie est, en vertu (in principe des probabilités totales.
![JL, 'i(,ii-i-;-.7-]'
V-\/fx,o, \/-v/f^3'j(j
dx.
L'intégration est facile lorsque o(a:-)est constant et égal ho, etlors(|ue, de plus, '\{_x) a pour valeur ax, a étant une constante.
301. Le cas dont il s'agit pour être particulier n'en est pas moins très curieux, parce qu'il correspond à la question la plus simple que l'on puisse se poser, celle où l'on imagine qu'il existe une cause accélératrice ou retardatrice des écarts proportionnelle à la valeur même de ces écarts.
Si a est nul, le jeu admet l'indépendance, et les écarts sont proportionnels à la racine carrée du nombre des parties.
Si a est positif, à une perte x correspondra une espérance ax positive qui tendra à diminuer cette perte; par suite, les écarts croîtront moins vite que dans le cas où il y a indépendance. Les conditions du jeu ont donc une influence régulatrice.
Si, au contraire, a est négatif, une perte x rendra plus probable une perte plus grande. Les conditions du jeu rendront plus rapide la production des écarts, elles sont accélératrices.
Il est évident que le jeu considéré est équitable dans son ensemble pour cette raison qu'il est symétrique dans son ensemble.
302. La question dont nous allons nous occuper, dans le cas où les conditions sont retardatrices, présente un grand intérêt parce qu'elle fait connaître la loi de variation des écarts quand on suppose que ceux-ci étant infinrmeiit petits sont soumis à une cause régulatrice.
En effet, l'espérance mathématique pour un intervalle élémen- B. - I. 26
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tnire du. est une fonclion «le la perte x et peut se représenter par le développement
Si aucnne cause n'agit coustaiiiuient dans le même sens, Uo est nul et si .V est infiniment petit, la l'ormule se réduit à ■!^(.v) = a^œ.
Dans les mêmes conditions, la fonclion d'instabilité relative à un intervalle élémentaire </(x doit étn- une constante 9, car elle ne peut être qu'une fonclion paire de a?.
La théorie qui suit présente donc un grand inlerél, parce qu'elle régit tous les cas où les écarts sont très petits.
303. Dans l'hypothèse où ■]/(œ) = ax et 9(.r) = o,. l'intégrale devient
■dx.
V^sVi?i V^\//^2?i
C'est une intégrale de la forme
5 _ A'-lm-
La probabilité de la perte s ii la (a, -t- ^2)'™'" partie est donc
g ç,i|j-,i|i,«-ii'-i-!i.:
■.dz.
elle est de la même forme que (i).
394. Supposons maintenant que jj.;, parties soient encore jouées, le jeu étant défini pour ces u-, parties comme pour les [J-^ précédentes par les fonctions o{z) ^= o, et '\>(z) = az.
La probabilité pour que la perte soit j à la (a, -+- u.r,-\- ['■3)'"'"' partie, la perte ayant été = à la (ijl, ■+- [Xj)'*"" partie est, en vertu du principe des probabilités composées,
/— — , - ,— , dz dy.
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La probabilité pour que la perte soit j à la (a, + u., + ul,)'*'™'' partie
s'obtiendra en intégrant cette expression entre — oo et +3c; cette
probabilité est
ri
] u.,.i - ii'-^|j.3 ;
dy.
?, ; iH-rS'-i" - 1 '-t-H-ii v-3" - i''-^iJ-3 ;
305. Quel que soit le nombre des quantités u.,, a.^, tx^, tx,, ... que nous supposerons toutes égales à Aa et dont nous désignerons la somme par j;., la probabilité de la perte m a pour expression
— =— ^z — d/ii .
La fonction /"satisfait à l'équation de récurrence de sorte que, Aa décroissant indéfiniment jusqu'à zéro, on a
La probabilité de la perte m à la u.'^'"^ partie est donc
et cette expression suppose que, d'une façon continuelle, l'espéi'ance pour une partie est proportionnelle à la perte subie avant cette partie.
.306. La probabilité pour que la perte soit supérieure à r à la unième paj-fie s'obtient en intégrant l'expression précédente entre .r et l'infini : on a donc
^V,x= / -^=dx.
4oa I.. lucinaiF.r..
lui posant
011 olitiont
Cette probabilité se calcule par les Tables de la fonction &{y) = -^ fe-y^dy.
307. La probabilité pour que la perte soit comprise entre ± x est
Ttt
= f e-'"dl.
si nous supposons cette probabilité constante, x varie en raison directe de
i(,_e -saji)
cette quantité mesure donc l'aniplilude des écarts ou l'instabilité. Son carré est \2l fonction d'instabilité
?i ZZ >
celte fonction ne jouit pas de la propriété d'addition comme dans le cas où il y a indépendance.
Deux cas sont à distinguer suivant que les conditions du jeu sont retardatrices (a >o) ou accélératrices (a<;o).
Dans le premier cas, la probabilité de la perte x quand u, augmente indéfiniment ne tend pas vers zéro, mais vers la valeur asymptote.
-.dx^
*' la
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l'écart correspondant à une |irohal)ilité donnée croît donc avec u., mais il reste inférieur à uue quantité tixe.
Au contraire, quand les conditions sont accélératrices, les écarts croissent avec une excessive rapidité.
308. Les conditions d'un jeu sont comme précédemment telles que, à chaque partie, l'espérance du joueur soit proportionnelle à sa perte actuelle x et que la fonction d'instabilité demeure constante. Si l'on suppose que la perte actuelle du joueur soit z, quelle est la probabilité pour qu'elle prenne la valeur j? après u.., parties?
Le jeu est défini à chaque partie par la fonction d'instabilité o, et par l'espérance ax proportionnelle à x.
Si la perte initiale est nulle, la probabilité de la perte x en [jl, -i- ix^ parties est (n" 305)
— r/.TJ.
On peut écrire autrement l'expression de cette probaliilité : soit F (jjio, z, x) la probabilité pour que la perte ayant la valeur ;;, prenne la valeur j? en a^ parties.
La probabilité pour que la perte soit = en a, parties et pour qu'elle soit a; en u., -h a, parties est, en vertu du principe des probabilités composées,
Si l'on intègre cette expression entre — 3o et +oc, on obtient, d'après le principe de la probabilité totale, la probabilité de la perte x en p., -I- [Xj parties ; on a donc
— — — I --===^=F(iM.2.z,x)dz
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Tollo osl l'tMjiialion de rfinHilidii à l;i(|ii{'lliM|(iil salisfairt! la foiiclion F. 309. L'équation est vérifiée identiqueincnt si l'on pose
ia
¥— - dx.
Telle est l'e.rpress'ton de la probabilité ponr que la perte dont la valeur initiale est z prenne la valeur x après ij... parties.
La valeur moyenne de .r est ze'"^'. La valeur la plus probaMe de ne est re""'^». Les probabilités sont symélriques de part et d'autre delà valeur moyenne.
Si uLj augmente indélininient, la disiribution des j)r()babili(és tend vers une loi asymptote représentée par la formule
\fïâe ''
Les formules qui précèdent sont riiioureuses; celles qui vont suivre et qui seront relatives à des probabilités discontinues ne pourront être qu'approcliées.
310. L^ne urne A contient n boules blanches et n boules noires; une seconde urne B contient également n boules blanches et n boules noires. On tire au hasard une boule de A et on la place dans B, en même temps qu'on tire au hasard une boule de B pour la placer dans A. On recommence y. fois la même opération ; quelle est la probabilité pour obtenir un écart a-, c'est-à-dire pour que le nombre des boules blanches contenues dans l'urne A soit n - .r?
Imaginons un joueur II; faisons correspondre chacune des parties de son jeu à chacun des doubles tirages et supposons qu'il perde à chaque partie une somme égale à l'accroissement de l'écart au double tirage correspondant; c'est ce que l'on peut exprimer plus simplement en disant que l'on imagine un joueur H perdant constamment une somme égale i) l'écart. La probabilité d'un écarta; après [j. tirages est la probabilité pour (]ue le joueur il perde la somme x en a parties.
Supposons que l'écart soit x.
Au prochain tirairo. il y a probabilité
pour qu'on tire une boule blanche de A et une boule blanche de B ; alors l'écart conserve sa valeur r.
Il y a probabilité
pour qu'on tire une blanche de A et une noire de B. Alors l'écart devient a; — i; il diminue de i .
Il Y a de même probabilité
n — a: Il
pour qu'on extraie une noire de A et une blanche de B. Dans ces conditions l'écart devient jc-{- i.
Enfin la quantité
exprime la probabilité pour qu'une noire sorte de l'urne A et une noire de l'urne B. Dans ce dernier cas l'écart conserve sa valeur x.
L'espérance mathématique du joueur H relative au prochain tirage quant l'écart est x est donc
[n — xy- ^ {n -H-r)^ _ x !\n- \n^ II'
elle est égale au produit de l'écart par une constante. La fonction d'instabilité relative au prochain tirage est
Nous supposerons que n et u. sont de grands nombres du même ordre; s'il n'existait aucune cause retardatrice des écarts, c'est-à-dire si les épreuves étaient indépendantes, x^ serait de l'ordre u. (n" 262)
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el par cons<''(Hipnt néfjligpable coniparalivciiipiil à [x'-'. Puisque clans le cas actuel il existe une cause (endani à diminuer les écaris, .r" est à plus forte raison iiegligealile coniparalivcnicnt ii a^ ou à n°, et la fonction (l'instaltililé a pour valeur i .
I/espérance Mialliéiuati(|U(> du joueur H ('"tant constauiment proportionnelle ii son t;ain ou à sa perte el la fonction d'iusialiililc élanl constante, on peut appli(|ncr au problème acluol la formule du u";)U5. La probabilité pour que le joueur H perde la somme, x, c'est-ii-dire la probabilité pour que l'écart soit ce en u. tirages, est
311. Nous avons supposé qu'initialement les deux urnes contenaient le même nombre de boules blanches et de boules noires; on peut traiter la même question en supposant une composition initiale (|uelconque, chacune des urnes contenant toujours 2« boules.
Soit r- l'écart initial; la probabilité pour (|ue l'écart prenne la valeur a- en [x épreuves est exprimée par la formule du n" 3U9, où l'cju doit
lemplacer a par - et ©, par i. Cette probabilité est donc
-.dûs.
Cette formule suppose que l'écart initial :; est assez petit pour que z^ soit négligeable comparativement à «-. S'il en était autrement, la fonction d'instabilité dépendrait de l'écart et notre analyse ne serait plus applicable.
312. L'urne A contient m boules blanches et n boules noires; l'urne B m' boules blanches et n' boules noires; à chaque épreuve, on tire une boule
de A el on la place clans B, en même temps qu'on tire une boule de Bpour 1(1 placer dans A. Quelle est la prolxdnlilé pour que ^ après il épreuves, les urnes A et B aient une composition donnée?
Ce problème est analogue à celui qu'on vient de résoudre, mais on ne suppose plus que les urnes soient égales ni ([u'il y ait dans la totalité autant de boules blanches que de boules noires.
S'il y a dans l'urne A
boules blanches, nous disons que l'écart est x. Si l'écart est x, il v a dans l'urne A
boules noires, en désignant par s la somme m-k- n^ ni -^ n! , c'està-dire le nombre total des boules. Dans l'urne B il y a
(/?( -H m' ) (ni' -^ II')
boules blanches et
boules noires.
Si l'écart est.r, il y a au prochain tirage probabilité
I -+- sx[{m -+■ m') (m -h n) -h{n-i- n'){m' -\- n')]-h s*x' (m -+- n) (m' -h n')s-
pour qu'il sorte une blanche de l'urne A et une noire de l'urne B et par suite pour que l'écart diminue d'une unité. Il y a de même probabilité
\ — sx[{n -h n') (m -h n) -h {m -h m' ) {m' -{- n')] -h s^x- )
(/Il -h II I (lit H- II' )s^
pour qu'il sorte une noire de l'urne A et une blanche de l'urne B et par suite |)our ([ue l'écart augmente d'une unité.
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Supposons qu'un joueur H porcio, à fha(|ue partie, une somme égale à l'accroisstMntMil do l'écart au doiililo tiragi' corrospoiulanl, ou que, on d'aulros tornios, il pordo conslaninioni une snniinc égalo à l'écart.
pour le tirage considéré, son espérance niathéniati(|ue est égalo à la dilTérence des probalùlités précédentes: elle a donc |Miur valeur
elle est proporlionncllo à x.
La fonclioM d'instabilité a pour exprcssiuM
!\{m -\- tn')(n ^ n')
si l'on suppose que a? est négligeable comparativement aux quantités
ni, n, ni, n' . Puisque, au début, riiriie A contient m boules blanches,
l'écart initial c^st
mil' — m' n
notre analyse le suppose négligeable comparalivenienl à m, m', n, n' . L'espérance étant proportionnelle à -r ot la fonction d'instabilité étant constante, la probabilité pour (|ue, en u. épreuves, l'écart ait une valeur donnée .r, s'obtient en remplaçant dans la formule du n" 309 les quantités a, cp, et s par leur valeur; la probabilité de l'écarté est donc
\ tl ]'
. dx.
■3i(ni -h m'){n -h n'){m -h n ) (m'
ttn-h m \/n' -t~n' i
'.ii'.i. Probabilités non uniformes. — D'après nos définitions, un jeu est uniforme quand il est constamment identique à lui-même.
Dans la tbéorie des probabilités connexes on considère une uniformité en quelque sorte relative : Nous disons, dans cette théorie, que les probabilités sont uniformes quand les conditions du jeu pour une partie ne dépendent pas explicitement de la variable [x, c'est-à-dire du rang occupé par la partie considérée.
D'après cette définition, les problèmes que nous avons traités sont relatifs à des probabilités connexes uniformes. Nous allons maintenant nous occuper des mêmes probabilités dans le cas de la non-uniformité.
314. Il est possible d'obtenir l'expressiou des probabilités (juand, à chaque partie, la fonction d'instabilité dépend uniquement de [x, quand elle est par conséquent de la forme 'k(u-) et quand, d'autre ])art, l'espérance mathématique pour une partie est égale au produit de la perte totales; réalisée avant cette partie par une fonction de [ji, /"(u.).
Le cas dont il s'agit est beaucoup plus général que celui que nous avons traité (n"30l); on obtiendrait ce dernier cas en supposant constants A (u.) et/(u.).
En employant les mêmes raisonnements que précédemment (n"'' 300-30.5) on est conduit au résultat suivant :
La probabilité de la perte x h la a"'""' partie a pour expression
dx.
^T.^Fiix)
FO
x) étant Tint
égral
le de
quation
On
en déduit
F(fji) = e -^ />,(fjt)e^ dfj..
315. Les fonctions /(fi) et X ((a) étant arbitraires (la seconde positive), F (a) est arbitraire; mais il ne faudrait pas croire que, la probabilité s'exprimant comme dans le cas de l'indépendance, il y ait analogie entre les deux cas.
La fonction F(,u.), en effet, ne possède jamais la propriété d'addition sauf lorsqu'il y a indépendance, c'est-à-dire lorsque/(f;.) est nul.
Si la fonction F (a) possédait la propriété d'addition, la fonction d'instabilité pour la dernière partie, c'est-à-dire pour l'intervalle ij.~dj., a, serait F'([x)rf[ji.; orcette fonction d'instabilité a pour valeur X((jL)r/a, on aurait donc F' (tx) = X (u.) et l'équation différentielle se
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rodiiirail à /"(a) = o; lo jeu sor;ii( alors t'quilable et il adniclfrait l'iiid('|»('n(laii('o.
Il faut iluiic bien se garder de croire que la l'orme
9! [il
de l'expression de la probabilité convient exclusivement pour les cas où il y a indépendance.
316. La probabilité peut se représenter par une courbe (pii, i;éométriquement, a la forme connue mais dont la loi de déformalion suffit pour montrer toute la différence qui existe entre le problème actuel et celui des probabilités indépendantes. Les écarts vont en croissant et,
par suite, la courbe en se dilatant lorsque -r- est positif: or on a
>.(u.) est positif et quelconque, /(a) est arbitraire. Si/(ui) est nul il y a indépendance, y- est positif ou nul, la courbe ne peut (jue se dilater. Si/(u.) est négatif, la courbe se dilate plus rapidement encore. Mais si/(ii.) est positif, il peut être suffisamment grand pour
dF ■ ■
que -r- soit négatif; alors les écarts vont en diminuant, la courbe se
contracte et repasse par ses états antérieurs.
Si l'on ne particularise pas la forme de la fonction /(ul), celle-ci est arbitraire et la loi des alternatives des dilatations et des contractions des écarts est quelconque.
.317. Une urne contient m boules blanches et n boules noires; on en extrait u. boules au hasard sans les remettre dans l'urne. On dit que
l'écart est x si sur les u. tirages il est sorti -^ h r boules blanches.
Quelle est la probabilité de l'écart xi
Supposons qu'un joueur A perde à chaque partie une somme égale
à l'accroissement de l'écart au tirage correspondant, supposons que a tirages aient été effectués et (lue l'écart soit x.
Au tirage suivant, comme il n'y a plus dans l'urne que m-i-n — [jl boules dont
III -r n
sont blanches, il y a probabilité
{m — a: ) ( m -h n) — mjj.
pour qu'il sorte une blanche et par suite pour que l'écart soit aug-
• I 1 ■ , Il mente de la quantité
1 ;/( -i- Il
Il V a de même probabilité
{m -T- n) (il -h .r) — n^j.) ( m -i- Il ) ( m -h II — jJ-)
pour qu'il sorte une noire et qu'alors l'écart diminue de la (juantité '"
ni-i- n
L'espérance mathématique du joueur A pour le tirage considéré est donc
m -h II — u.
elle est proportionnelle à a; et elle est de la forme xf{y.'). La fonction d'instabilité a pour valeur
2 [ ( m -^ /; ) ( '" — ■'" ) — "' }}■ ] [ ( "« — n) (n -\- x ) — ifj.\ ( m + « )- ( m ^ Il — fjt )'
Nous supposerons que m, n et a sont de grands nombres du même ordre; si aucune cause retardatrice n'existait, c'est-à-dire si à chaque épreuve la probabilité de sortie d'une boule blanche était constante, l'écart a; serait de l'ordre de y^iji (n" 262) et par suite a? serait négligeable par rapport à ix. Puisque, dans le cas actuel, les écarts tendent d'eux-mêmes à diminuer, x est à plus forte raison négligeable comparativement à u., à /« ou à n. L'expression de la fonction d'instabilité se
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réduit donc à
L'espérance nialhéiiiatique étant de la forme xf(ij.) et la fonction .rinslahililc de la forme A (a), on peut appliquer au problème qui nous occupe la formule du n" .■{l''i.
La probabilité pour que le joueur A perde la somme œ, c'est-à-dire pour (jue l'écart soit x en p. épreuves, est donc
:dx.
F(,a) étant l'intégrale de l'équalion
àF 2 F 2 inn
du m-h /i — iJ- (m -h n )"
On déduit cette dernière égalité
2/nn l^i'n ■+■ n — pi) (m ■+- n )^ m -h n
La probabilité de l'écart œ est donc
ni -\- n 2[x wn }n-^n — \J-j
m + n — fjL
Si après chaque tirage la boule extraite était replacée dans l'urne, la probabilité de sortie d'une boule blanche serait constamment ^j^-^ et la probabilité de l'écart x aurait pour valeur
/2 7ïp-
Lorsque les boules ne sont pas replacées dans l'urne, l'écart est donc diminué dans le rapport de \m + « — u. à \lm -+- n-
CHAPITRE X
PIlOBABrUTÉS CONTINUES DU SECOxND GENRE.
318. D'après notre classification des probabilités, celles-ci sont dites du second genre quand la variable qui exprime la somme gagnée ou perdue par un joueur est limitée dans un sens.
Nous supposerons que c'est la perte du joueur qui est limitée, c'està-dire que le joueur A possède seulement la somme m que nous appelons sa yorm/îfi. Il joue contre un adversaire de fortune infinie, chacun des joueurs devant régler les différences après chaque partie.
Dans ces conditions, le joueur dont la fortune est limitée pourra à un moment donné avoir perdu sans espoir de retour la somme totale qu'il voulait jouer, nous dirons alors qu'il est ruiné.
Si nous cherchons seulement les probabilités de ruine du joueur A, nous n'avons pas à supposer qu'il lutte contre un seul adversaire, son sort ne dépendant que des conditions du jeu qui lui sont relatives. On peut supposer que le joueur A ail plusieurs adversaires, chacun d'eux ayant une fortune infinie.
Lorsque le joueur A n'a qu'un adversaire B, le sort de B se déduit immédiatement de celui de A.
Dans le présent Chapitre, nous nous occuperons seulement du sort du joueur A qui a pour fortune m.
iNous aurons à résoudre les queslions suivantes
1° Quelle est la probabilité n^,„ pour que le joueur soit ruiné exactement à la a'"'™'' partie, ou, en d'autres termes, quelle est la probabilité pour que la perte ut soit ;itleiiite pour la première fois à la (JL'*-""' partie?
2iG 1 . r, Miii.i.ii'.ii.
La probabilité ^^^_„, est la probabililc clcinontaire du second genre.
i>" Quelle est la probabililé P^ ,„ pour que la ruine se produise en [X parties ? l\ ,„ est la probabililé du second genre.
11 est évident que la connaissance d'une des probabilités P et II entraine la connaissance de Tautre, car on a
il.,,,, — ; "JJ.,,-. "r ^"' "H,m — j
\\.„,= j Ilîj.,,-. f/p- et ll^.,„= "' '^•"'
3° En supposant qu'aucune limite ne soit assignée pour laduréedù jeu, quelle est la durée moyenne de celui-ci et la probabilité totale P«.m df" ruine du joueur?
4° Quelle est la probabilité pour que, à la [jl'™"' partie, le joueur A perde une somme donnée?
5" Quelle est l'espérance mathématique du joueur A?
Nous étudierons ces diiïérents problèmes en supposant d'abord que le jeu est équitable et uniforme, puis qu'il est équitable et non uniforme. Ensuite, nous ferons Tétude des cas où le jeu n'est pas équitable et finalement des cas où il est connexe.
320. Cas où il y a symétrie et uniformité. — Nous avons vu (n° "239) que si l'on suppose la continuité, le fait, pour un jeu, d'être équitable a pour conséquence la symétrie des probabilités. Il en résulte que certains problèmes relatifs aux jeux équitables peuvent se résoudre par simple raison de symétrie.
En désignant comme précédemment par $|j. „, la probabilité pour que le joueur perde une somme supérieure à m à la [i^""^" partie et par P|i_,„ la probabilité pour qu'il soit ruiné avant u. parties, on a, en supposant le jeu équitable.
En effet, la perte m ne peut être dépassée au bout de a parties sans l'avoir été antérieurement, la probabilité ^ est donc égale à la probabilité P multipliée par la probabilité pour que, la perte m ayant été atteinte avant ^ parties soit dépassée à la ii}"""' partie, c'est-à-dire
multipliée par - ; on a donc
tf — -P
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La pruhabihté f)our que la perte m soit alleinte en a parties est le double de la probabilité pour que la perte soit supérieure à m à la u.'*'™* partie.
St a devient infini, '■S,,,, a pour valeur - et alors P, ,„ = i; la probabilité de ruine est une certitude.
Delà formule (n° 242) on déduit
Rappelons que o, est la fonction d'instabilité relative à une partie, c'est-à-dire pour le jeu équitable, le double de la valeur moyenne des carrés des pertes.
322. En dilférentiant l'égalité ci-dessus par rapport à a, on obtient la probabilité élémentaire du second genre., c'est-à-dire la probabilité Ilîi.'n pour que le joueur soit ruiné exactement à la u.'"'"* partie :
323. Distribution des probabilités. - La connaissance de la probabilité de ruine du joueur ne résout pas d'une façon complète le problème que nous nous sommes proposé, il nous reste à étudier le cas où le joueur n'est pas ruiné.
Nous allons chercher la probabilité pour que, à la u."'""' partie, le joueur ait perdu la somme m — y.
Si le joueur, lorsqu'il est ruiné, pouvait continuer à jouer, il y aurait, par suite de la symétrie de la probabilité, autant de chances pour que, à la a'"'"" partie il ait perdu la somme j que de chances pour qu'il l'ait gagnée; dans le premier cas la perte serait m -h y et dans le second cas m — y.
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La possibilité de la ruine du joueur supprime donc, en même temps que la probabilité de la perle m -+- v, nue probabilité égale pour la perte m — y,
La prohahilité pour que la perte soit m ~ y à la u"'""" partie est donc
OU
ti?i — y 1^ I w -H y )»
I- dy _ dy
Nous connaissons maintenant les probabilités relatives à tous les cas possibles, (|uand il y a ou non ruine; nous connaissons donc d'une façon complète la distribution des probabilités.
La valeur de vqui correspond à la probabilité maxima est supérieure à/«; lorsque le joueur n'est pas ruiné l'Iiypothése la plus probable correspond à un gain.
324. La probabilité pour que y soit compris entre y, et co est
^ _ dy-\ ^ dy.
En posant dans la première intégrale
et dans la seconde
la probabilité a pour expression
vV?.
m — Vi
-L, e-''dl- -^ e-^-'dl.
\IT,J^^ V 71 J„, -ny.
Ces intégrales se calculent aisément à l'aide des Tables de la fonction
0{^) = 4= f e--dz, yr.Jo
qui sont reproduites à la fin du Volume.
En supposant que v, = o, on obtientpour la probabilité
c'est-à-dire i — P(i.„,, résultat évident.
326. En posant y, = m, on obtient la probabilité totale pour qu'il y ait gain : c'est la quantité
En retranchant celte dernière quantité de i — ^^_r^ on obtient la probabilité pour que le joueur perde une somme comprise entre zéro et m
327. Étude de l'espérance mathématique. — L'espérance négative est la somme de deux termes, l'un — «zP^,„ relatif au cas où le joueur est ruiné et l'autre
relatif au cas où le joueur a perdu une somme comprise entre zéro et m.
L'espérance positive a pour valeur
{ m-^-yv
elle est égale à l'espérance négative, résultat évident. Les deux espérances ont pour valeur absolue
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ollos croissent constamment de zéro iu/v^ quand m croil de zéro à
l'inlini. Ce résiliait rhiit à prévoir (n" 254).
La (|iiaiitilc tn avaiil une valeur tixe détormiiiéc, les espérances positive el négative tendent vers 4- /« et — m lorsque u. tend vers l'infini.
328. La râleur moyenne relatù'e du gain, (juand gain il y a, est p-rr)
C étant l'espérance positive et P' la prohabilité pour qu'il y ait gain.
Si ijL tend vers l'infini, £' tend vers m et P' vers zéro, la valeur moyenne relative du gain tend donc vers l'infini.
329. Durée moyenne du jeu. — Cherchons d'abord quelle est la durée la plus probable du jeu, c'est-à-dire (|uel est le nombre a de parties qui correspond à la plus grande probabilité pour que la ruine du joueur s'accomplisse à la p.'"'"' partie; en annulant la dérivée de l'expression
v/7rfx\/fi(»i on obtient le nombre cherché
330. Si aucune limite n'est fixée pour la durée du jeu, sa durée probable est exprimée par le nombre p. de parties tel que Pj^^ = -. Ce nombre est
il est environ six fois plus grand que celui qui correspond à la durée la plus probable.
Si le jeu doit durer au maximum a parties, •idi durée probable absolue
est la quantité u., telle que Pm, ,„= -> d'où a, = "^ ' •
Si [A est inférieur à a,, la durée probable absolue est [jl.
La durée probable relative A\i\e\i est la quantité ui, telle que
P -ip
On résout cette équation avec les Tables de la fonction 0.
331. Si aucune limite n'est assignée pour la durée du jeu, la durée moyenne, c'est-à-dire l'espérance mathématique d'un joueur H à qui on promettrait i''' par partie jouée, est exprimée par l'intégrale
C dP , r',ne^
En posant - — = A-, elle devient
Cette intégrale est infinie.
La durée moyenne du jeu est donc infinie.
332. Occupons-nous maintenant du cas où le joueur A doit jouer au maximum u. parties. La durée moyenne absolue du jeu est l'espérance mathématique d'un joueur H à qui on promettrait i'^'' par partie jouée.
Cette espérance se compose de deux termes : l'un est relatif au cas où le jeu ne s'est pas terminé avant u. parties, c'est évidemment la
quantité
(i — PiJ.,/„)p-;
l'autre est relatif au cas où le jeu s'est terminé avant [x parties, c'est l'intégrale
En posant — = "k-, cette intégrale devient
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Transformons-la en ronianiuant (jne de l'cgalhé
•/il •-'/i
on déduit, on inté;<rant par parties,
/ a« J sa'
L'intégrale proposée devient alors
OU
v/ttV^
La durée moyenne absolue a donc pour valeur
Lorsque tx est très grand, elle se réduit sensiblement à
elle est donc proportionnelle à la fortune du joueur et à la racine carrée du nombre maximum des parties.
Lorsque le nombre des parties peut être illimité, la durée moyenne est infinie.
333. La durée moyenne relatwe du jeu est le nombre moyen de parties qui amènent la ruine, quand ruine il y a; c'est, par définition, la quantité
OU
Pli,/,, /Jî V^
334. Quelques intégrales. — La perte m ne peut être atteinte sans que la perte w, le soit d'abord si m est plus grand que m^. La probabilité pour que la perte m soit atteinte pour la première fois à la jj^ième partie, la perte w, ayant été pour la première fois atteinte à la uLi'™*" partie, est, en vertu du principe des probabilités composées,
"li,,m,"lJ.— (i|,m— m,-
La perte /«, pouvant être atteinte pour la première fois à toutes les parties depuis zéro jusqu'à a, on a, en vertu du principe des probabilités totales,
l'[i,,m,ll|J.— |i,,,n— m, ''f-l '1X,=0
IL
OU, en remplaçant les quantités H par leur valeur,
/n' rnl {m — m,i'
'_ t / TT I > . i / n m . i/ir/ff f, . ^ i / 1 II Il . \ 'T .
V^FV^F^ -0 v't^Pi V^Fi?! V^(F — f^i) V'(," — Fi)?
Cette formule pourrait être obtenue quoique péniblement par les procédés ordinaires de l'Analyse.
Mais le calcul des probabilités permet sa généralisation immédiate : On peut supposer la perte m divisée en un nombre arbitraire d'intervalles égaux ou non : m„, m„_,, . . ., m,, de sorte que
le premier étant atteint à la ([ji.„_,)'™*" partie, le second à la ([^n-^)""'"^ partie, le troisième à la ([J.„- 3 )''"'"'■ partie, . . ., on aura alors
Jf^V-i = V- r-V-%--l^t /-. l^n-i — l^n-3 /-. l*/.-i — l^n-i
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OU, l'H ioiii|)l;i(.';iiit les (luatitilés 11 par leur valeur,
U..=0 •• ll. = 0 »'Ul . = 0 ''U.._,=0
m?, »i2_ I ml-j "1?
[fX„_,(p„_5-fX„_,)(p„_, — f/„_s) ... (^-fi,)] =
c/p.„_, f//i„_, . . . diXf
En posant w„ — r„ v^.. m„^, = :„_, v'^o • • ■» t^Ptfe formule devien- (s,-t-j,H-...H-c„)e
li. —n •^11- — n *^a_ _ = (» ^^ a.
'(I.,=0 •^1JI, = 0 ■-^|J.„_, = 0 i' |JL„_, = 0
La valeur de cette intégrale dont l'ordre de multiplicité est arbitraire est obtenue sans aucun calcul.
IVM). La |)prtc m ne peut être atteinte sans (|ue la parte m, le soit d'abord si m est plus grand que m,. La probabilité pour que la perte soitwàla[i.'''""partie, la perle /n, ayant été pour la première fois atteinte à la ij."'""' partie, est, en vertu du principe des probabilités composées,
ll[i,,m,^|i— (J.i
,rn -/II.'
La perte /w, pouvant être atteinte pour la première fois à toutes les parties depuis zéro jusqu'à u., on a. en vertu du principe des probabilités totales
OU, en remplaçant les quantités II et ni par leur valeur,
^^' ,-^ ,» /» ^<^' fi 1!^-;^.'?.
rf/f/,.
Cette formule pourrait être obtenue, quoique péniblement, par les procédés ordinaires de l'analyse.
On peut d'ailleurs la généraliser en opérant comme précédemment (n° 334); on obtient finalement
■^ |J., = 0 ^(i, = 0 •'[1„_5 = 0 •^[JL„_,=0
//fi„_,(^fi„_.,...f///,.
Si l'on différentie cette égalité par rapport à ;, on retrouve la formule précédemment obtenue (n° 334).
Si, dans l'intégrale simple ci-dessus, on pose
on obtient après réductions l'intégrale connue
Si dans cette dernière on pose r = -, on a
337. Cas où il y a symétrie et non-uniformité. — Si l'on suppose la continuité et l'indépendance, le fait pour un jeu trètro B. - I. 29
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éqiiitalilo a pniir nnisiMiiicint' la syinétrip des probabilités (n"27l) iiUMiie si il' jtMi n'est [tas miiidriiic. Il en ri'sulti' t\\n^ la foriimlo
liniit la (Icmoiistration (n" 320) siipposi' uniquemonl la symétrie est exacte iiu'inc si le jeu n'est |)as uniforme.
La probabilité 'i^,,„ ayant pour expression ( n" 272)
on en déduit
Telle est l'expression de la probabilité pour (juc le joueur soit ruiné en <x |)arties. On doit remarquer qu'elle est indépendante de l'ordre des parties.
Cette probabilité se calcule par les Tables de la fonction 0.
338. Supposons qu'aucune limite ne soit fixée pour la durée du jeu; si 9(w-) croit indéfiniment avec u. la probabilité de ruine a pour valeur i.
Si, au contraire, u. croissant indéliniment, '^(jJ-) tend vers une limite finie, la probabilité de ruine n'est plus une certitude.
(^e résultat était ii prévoir : si en effet la fonction d'instabilité cp([J<-) formée par adtlition îles quantités toutes positives o'(iJ.)da tend vers une limite finie, c'est que les instabilités o'(L«.)rfades diverses parties deviennent de plus en plus faibles. Elles sont par suite insuffisantes pour entraîner nécessairement la ruine du joueur si celui-ci a gagné au début du jeu, et c'est pouninoi la probabilité ne tend [dus alors vers la certitude.
Il est du reste évident que, si l'instabilité devient nulle à partir d'une certaine partie, le jeu peut être considéré comme cessant k cette partie.
Dans ces conditions la probabilité de ruine ne peut être égale à l'unité.
339. La probabilité n^,„ pour que la ruine ait lieu exactement à la m."""* partie a pour valeur
dl\.,n mo'{p.)e '"i^' ,
ç.'((A)rfa est l'instabilité de la u."'"*' partie considérée isolément.
La prohabiliU pour que la ruine ait lieu exactement à une partie est proportionnelle à la /onction cC instabilité de celte partie considérée isolément.
340. Les problèmes relatifs à la distribution des probabilités et à l'espérance mathématique se traitent comme dans le cas des probabilités uniformes (n" 323) et ne présentent aucune particularité remarquable.
Si aucune limite n'est assignée pour la durée du jeu, la durée moyenne ou valeur moyenne du nombre des parties a pour expression
Cette intégrale n'est pas nécessairement infinie; si, par exemple. ç(a) = hu.", la durée moyenne n'est infinie que si n est inférieur à 2.
Si donc le joueur augmente ses mises dans une proportion trop forte, la durée moyenne du jeu devient finie.
341. Un raisonnement analogue à celui qui a été employé (n" 334) permet d'écrire la formule
(:,--;,-... ^=„)9'(]UL)e
|?(Fn-i)[?if^n-2) — ?(F«-i)J[?(f^«-3)~ a (fi,,-,)].. . [9(,a) — 9(,a,)]i
I ^fX„_, <-/fi„ 5 . . .r/fi,.
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Jo rapiicllc (jiie la i'onction 9(iJ.) doiil 5'([^) *'^' '•* ilcrivée est arbi- Irairo sous la seule coiulilion crètrc positive et croissante.
OngiWiéraliserait do riiciiu' l'intégrale du ii" ;{.'{."); (in obtiendrait
II,-t-S,-H...-t-î.l' Çllll
\/n\/o(it.)
■'(l,=0 «^ |l,iO •^|1„_,=0
/ 1*1 = 1* /«t*l = l*l ,-.1*.. -1 = 1*»-) ^f =û »-'ii-=.o »^u = 0 »^a ,
9i(i„_,i îi(i„_,i-qj,|i„_,i ?iii, _ji-ïi(A„,,, •■• î.|i,-?,[i,i
'.Vi'2. Cas général de l'uniformité. — Nous ne supposerons plus que le jeu soit e(|uilable, mais nous supposerons ciu'il est uniforme.
Nous allons cherciicr l'expression de la probabilité élémentaire du second genre ITu,,,,, c'est-à-dire la probabilité pour que le joueur soit ruiné exactement ii la a'"'""' partie.
La perle //i ne peut être atteinte sans que la perte m, le soit d'abord si m, est intérieur à m. La probabilité pour que la perle soit //t à la (j^ieme partie, la perte m, ayant été pour la première fois atteinte il la a,'"'"' partie est, en vertu du principe des probabilités composées,
La perte /«, pouvant être pour la première fois atteinte à toutes les parties depuis zéro jusqu'il a, la probabilité pour que la perte soit m à la ij.''"'"'' partie est, en vertu du principe des probabilités totales,
^\t.,m^^ j "|j.,,m, X nj|i_[j,|,„,_,„| "fJ.|.
Telle est l'équation de condition ii laquelle doit satisfaire la fonction II.
Les probabilités tn sont connues (n° 235); on a
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•|, et 9, désignant l'esporance totale etla fonction d'instabilité relatives à une partie.
Il est facile de voir que l'équation conditionnelle est vérifiée si l'on a
Celte équation devient en effet le second membre peut s'écrire
l'intégrale est précisément celle que nous avons déterminée (n" 335); elle a pour valeur
Le second membre de l'équation conditionnelle est donc
lu:'{/,-i-OT|>
\It.\I\>.o,
il est identiquement égal au premier.
La probabilité pour que la ruine du joueur ait lieu exactement à la ^^^"^^ partie a donc pour expression
i|J.'!/,-t-ml'
344. Une autre équation conditionnelle ne contenant que les probabilités du second eenre II nous aurait conduit au même résultat.
ri
i; uiir.i.ii II
La ^r<il)al)ilito |)our que la |i<'rti' '/( soit atteinte pcmr la [tiTiiiière fois à la y."""' partie, la perte m, ayant été atteinte pour la jtreniière fois à la ui,'""" partit- est. en vcilu du principe des probabilités composées,
La ptM-to ///, p(»uvaiit être pour la [irciiiière l'ois atteinte à toutes les parties depuis zéro jusqu'à a, on a, en vertu du principe des probabilités totales,
Telle est l'équation de condition à laquelle doit satisfaire la l'onction n.
3'i5. Il est facile de voir (^l'elle est vérifiée si l'on pose
elle devient en effet
me
(1JL,'J;, + 1)1,1'
me
( //( — nii) e
IJ--IJ-.I
et l'on peut écrire le second membre
'/pl
\/-lx, v/Fi ?i V^ ( F — Fi ) vAf — (^1 ) ?i
f/Hi
L'intégrale est précisément celle (]ue nous avons déterminée ( n" .'i34); elle a pour valeur
Le second membre de l'équation conditionnelle est donc
itJL-J/, -+-/«! =
v'Truv'f^
il est identique au premier.
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On pourrait reprocher aux démonstrations précédentes de ne pas prouver que l'expression obtenue pour IIp.^ est nécessairement la plus générale qui convienne au cas considéré. La démonstration qui sera exposée un peu plus loin, au n° 351, ne présente pas le même défaut.
346. Probabilité totale du second genre. — C'est la probabilité pour que le joueur soit ruiné en a parties; c'est donc la quantité
I H- 'ÎJ'-'I'l -*- '"l■
En posant
l'intégrale devient
f ""h IN'
ni-
ir:
" rn
djr.
Supposons le jeu désavantageux; '-^^ est négatif; posant alors
mil/, I X H i = y.
il vient
d'où
On a alors l>
dy
dj =
ydy
Si dans la dernière intégrale on pose
a:i2 on a
-i*'Vi
La probabilité de lu ruine en [t. fuirlies est donc
lli?l
On oltlifiidrail la iui'iir' Ibrmuk' en supposant le jeu avantageux. Si l'on didérentie cette formule par rapport à [x, on obtient 1I^,„,, résultat évident.
347. La probabilité se calcule très facilement avec l'aide des Tables de la fonction
e(y) = ^ f e-y'dy.
Quatre cas sont à distinguer :
Le Jeu est désavantageux ('^i^o) et m est inférieur à la valeur absolue de [t.'\/, ; alors
""-il. ^ , .
2 ^ \ ^Wi J]
Le jeu est désavantageux et m est supérieur à la valeur absolue de aj/, ; on a
22V v>?. y L^ ^ \ \/f^ yJ
Le jeu est avantageux (1, > o) et /n est inférieur à [a.|>, ; alors
?•"[! + lof ^^L^J^Xl.
Le jeu est avantageux et m est plus grand que [x.];, ; on a
-' 'ft/'^Jti^
VM?i
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Cas où aucune limite n'est fixée pour la durée du jeu
— Supposons qu'aucune limite ne soit tix«'>e pour la durée du jeu; si celui-ci est désavantageux, u.j', tend vers — co et l'on a
kl. '-'""'-
La prohabilité de ruine est une certitude; nous le savions déjà, puisque la probabilité de ruine est une certitude même quand le jeu est équitable.
349. Si le jeu est avantageux, l'expression de P,i„, devient, en supposant [/. infini,
telle est rexpression de la probabilité totale de ruine. P„ ,„. 3.Î0. La durée moyenne du jeu est la valeur de l'intégrale
Si l'on pose elle devient
•* iU.'l/,-t-/J
Elle est de la forme connue (n" 336)
l'expression considérée se réduit donc à
la
2wy, Swi'i*,
234 ' • l'.M m 1 ii-it.
La durée inoyenno du jeu a donc [xiiir valeur
Ce (|iii précède suppose le jiMi désavantageux; lorscpic le jeu est équitable, la <liirée moyenne est inlinie. Il en esl de même à plus forte raison (|uand le jeu est avan(ai,'eux, ear alors il y a une prol)al»ilifé finie pour (|ue le jeu ne se termine pas.
;{.")! . Distribution des probabilités. — On peut obtenir l'expression des probabilités du seeond genre en employant une méthode qui a l'avantage de l'aire connaître la distribution des probabilités, c'està-dire la valeur des probabilités relatives ii tous les cas possibles.
Nous allons d'abord chercher la probabilité pour que, à la u.'""'' partie, le joueur ail pci'du la somme m —y (qui est un gain si )' est supérieur à m).
Si le joueur possédait une fortune infinie, la probabilité pour que sa porte soit m — y à la tx'''""' partie serait (n° 235)
ll^'Vi + "'-.rl'
(I) nJjjL,;;,-;, —
La probabilité cherchée est égale à cette quantité diminuée d'une quantité correspondant à la possibilité de la ruine du joueur avant la a"'"*" partie, quantité que nous allons calculer.
Si le joueur supposé ruiné à la ix,'™" partie pouvait continuer à jouer, la probabilité pour (jue, dans les u. — a, parties suivantes, il gagne la somme y et pour que, par suite, sa perte soit m — y k la u.'"'""' partie serait ^^_u.„^.,-
D'autre part, la probabilité pour que le joueur soit ruiné à la ,u.,'™'' partie est l\^,,„.
La possibilité de la ruine du joueur à la [jl,''^""' partie diminue donc, d'après le principe de la probabilité composée la probabilité îtj^„,_^,, de la quantité
lin,,,,, X ro(,,_|x,_,. rf,U|,
et, puisque [/., peut prendre toutes les valeurs de zéro à [j., la probabi-
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lité cherchée est, en vertu du principe des probabilités totales, D'après la formule (i), on a
^ îi
^ti-H,,— ) t' ^\l.—\).„y
La probabilité cherchée est donc
L'intégrale a pour valeur ^^l_,„^,. En elTet, la perte m + jne pouvant être atteinte sans que la perte m le soit d'abord, la probabilité pour que la perte soit m + r à la a''""' partie, la perte m ayant été pour la première fois atteinte à la ul,''""" partie est, en vertu du principe des probabilités composées,
r X ro,,_
"M-I^iJ-
La perte m pouvant être pour la première fois atteinte à toutes les parties depuis zéro jusqu'à u., la probabilité ro^.,,„^-;> pour que la perte soit m -\- y à la ul"'""' partie est, en vertu du principe des probabilités totales,
fM probabilité pour que la perte soit m — y à la a"*""' partie est donc
IM-'j/,
V/TTV'p.cp,
V'i^Vf^?!
iv>,
352. La probabilité pour que y soit compris entre y, et 3= est
.>ty-
v/Tiv/^cpi
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Kn posant ilaiis la première intégrale ot dans la seconde
y -hm — ix<\>, _^
la probabilité a pour expression
VT^" -- V'Tr ^,v, + m-|JL'j/,
Ces intégrales se calculent aisément à l'aide des Tables de la l'onction 0.
'.\h'.\. En posanty, = o on obtient la probabilité totale i — P|j.,„, pour que le joueur ne soit pas ruiné
J^ / e-'^d',.- ,- e-''dl.
sfr.-'-^ VTi >/„,-[jL.j/,
On en déduit
En difTérentiant cette expression par rapport à a, on obtient la probabilité élémentaire n^_„,.
35'!. Étude de l'espérance mathématique. — L'espérance négative est la somme de deux ternies, l'un — P/« relatif au cas où le joueur est ruiné et l'autre
relatif au cas où le joueur a perdu une somme comprise entre zéro et m.
L'espérance positive a pour valeur
L'espérance totale est la somme des trois termes précédents.
355. Si '|, est positif (jeu avantageux) et si u.^]^^ est très grand et très supérieur à m, l'espérance totale a pour valeur approchée
ou
P„,„ étant la prohabilité totale de ruine pour a infini.
Cette formule très simple montre que, si le nonihre maximum des parties est très grand, l'espérance totale est proportionnelle à ce nombre. et ii la probabilité pour que le joueur ne soit pas ruiné.
Si 'l», = o, l'espérance totale est nulle, résultat évident.
Si i, est négatif et si — u.']/, est très grand, l'espérance totale est — m.
.556. Cas général de non-uniformité. — Il ne semble pas possible d'obtenir l'expression des probabilités du second genre dans le cas général de la non-uniformité; le problème ne comporte, au point de vue du calcul des probabilités, aucune complication spéciale, mais il conduit, quelle que soit la méthode employée, à des difficultés purement mathématiques qui paraissent insurmontables.
Il est cependant un cas plus général que ceux que nous avons considérés où les probabilités conservent une expression simple :
Nous supposerons que les fonctions '^{\>-) et ç([J<-), qui désignent l'une l'espérance totale et l'autre l'instabilité, soient constamment proportionnelles.
On a alors '>]/(«.) = /{•^(ui.), et, comme 9([J^) est constamment croissant, ^^(p-) est constamment croissant ou décroissant suivant le signe de k.
Si k est nul, ■l{\t-) = o et le jeu est équitable. Le jeu considéré est
2^8 I,. r.\( 111 1 Mil.
donc plus j^éncral (iiriiii jeu ('(luitalilc (Hi('lcoii(|iu' admellanl l'iiidépendance (n" .■{.'}7).
Lorsque ^(\t-) est proportioniiol à u., le jeu est uniloriiK^. Le jeu que nous considérons est donc plus général (|irnii jeu iinirornie ([uid i\u"\\ soit.
.■{.">7. La perle m ne peut être atteinte sans que la perte m, le soit d'abord si m, est inférieur à m.
La probabilité pour que la perte soit m à la [j."'"'' partie, la perte m, ayant été pour la première ibis atteinte à la a,''""' partie, est, en vertu du |)riiicipe des probabilités composées,
"o,(J.i,«ii '^H, ,[/.,/« — '",•
Celle expression esl analon;iie à celle du n''.'{''i2; mais nous ne su|)posons plus maintenant que les probabilités tu et II, dans l'intervalle (jl», uLp, ne dépendent que de [Xp— [t.„ (ce serait admettre l'uniformité), nous supposons que ces probabilités dépendent plus généralement de U.J et uLp.
La perte m, pouvant être atteinte à toutes les parties depuis zéro jusqu'à a, la probabilité pour que la perte soit m à la tji.''""' partie est, en vertu du principe des probabilités totales,
Telle est l'équation de condition ii laquelle doit satisfaire la fonction II.
3.18. Les probabilités ra sont connues (n" 228); on a, par exemple, puisque '|(u.) = /••p(u.).
_ !*[Ç|[U — ?((J.,ll-f-m-m,j2
g <piH)-çijj.,l
\/7r V^cp ( |x) — ç)(^, )
(la valeur de la fonction 9 dans un intervalle [a,, ij. est o(ul) — ^([Ji-i) puisque la fonction s se forme par addition (n" 228).
Il est facile de voir que l'équation conditionnelle est vérifiée si
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l'on a
_ mo'(iJ.)e T~
Uo,iJi,m — ;= ' 7=- •
Cette équation conditionnelle devient en effet
le second membre peut s'écrire
g— ;<'Ç(JJL) + !mi
l'intégrale est un cas particulier de celle du n" 341 et elle a pour valeur
\/7T\/oTk)
Le second membre de l'équation conditionnelle est donc
il est identiquement égal au premier.
La probabilité pour que la ruine du joueur ait lieu exactement à la u.'""""" partie a donc pour expression
mo'{iJ.)e ^'i^'
lia. m = p , dij. ;
elle est indépendante de l'ordre des parties qui précèdent la u.'""'".
359. La probabilité pour que le joueur soit ruiné en u. parties s'obtient en intégrant l'expression précédente entre zéro et u.; on
a/jO !.. II.VC.IIKI.IHU.
obtient Hnnloinent
P^,„, = -)= f c->' rfX -+- -)= e-""* / ' e-^' (a ;
cette probabilité se calcule sans peine par les Tables de la fonction
;j(iO. Supposons qu'aucune limite ne soit fixée pour ladinéedujeu; si celui-ci est avantageux, c'est-à-dire si i- est positif, et si de plusçp(ui.) croit iiidcniiiinent avec a, on a
Cette probabilité ne dépend pas de la fonction 9( u-^.
Si X- est négatif et si ç>(ij.) croit indéfiniment, on aP«,„=i.
Kniin, si ziu.) ne tond pas vers l'infini avec u., on a
."{(il . La durée movenne du jeu est la valeur de l'inté"rale
dix.
On ne peut la calculer sans préciser la fonction '^{['■)- Si Â- est positif, la durée moyenne est infinie, puisqu'il existe alorsune probabilité finie pour que le jeu ne se termine pas.
Les problèmes de la distribution de la probabilité et de la détermination des espérances niatbématiques se traitent comme dans le cas du jeu uniforme; je ne crois pas utile de m'arrêter à ces questions.
.■}62. Écart maximum. — Supposons que le joueur A ait une fortune infinie et qu'il joue a parties aux conditions du problème pré-
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cèdent. Quelle est la probabilité pour que la perte maxima atteinte dans le courant des a parties ait pour valeur m]
La probabilité cherchée est évidemment — r-^ ou
[//n-Ao((l.l]»
e~'-' ci A
sJt: vMfÔ \/'
lorsque le jeu est équitable {k = o), l'expression de la probabilité se réduit à
La valeur moyenne de la perte maxima est l/-^-
L'espérance d'un joueur H qui toucherait la plus grande perte serait
donc t/^-r^-
L'espérance d'un joueur qui toucherait la plus grande perte et le plus grand gain, c'est-à-dire la somme des deux plus grands écarts,
/o(fx)
serait 2i/ -^-^•
Nous verrons plus loin (n° 385) que le joueur H' qui devrait toucher le plus grand des deux écarts aurait pour espérance - \/ ^^-z—-
36.3. Probabilités connexes du second genre. — Nous dirons ([u'il y a connexité du second genre quand les conditions du jeu à chaque partie dépendent de la perte maxima que le joueur a subie avant cette partie.
Nous supposerons que le jeu soit équitable et caractérisé par la fonction d'instabilité o, jusqu'à ce que la perte m, soit atteinte; ensuite le jeu sera caractérisé par la fonction d'instabilité Oo (o^ n'a pas la même signification que dans les questions précédentes, où il désignait la fonction d'instabilité de la seconde partie). Quelle est alors la probabilité pour que le joueur soit ruiné exactement à la a"""" partie?
La probabilité pour que le joueur perde pour la première fois la B. — I. 3i
I.. HAC.iii'.i.ir.ii
somme /// il la rj."""' |iarli(', avaiil |m'I(Iu j}(Hii- la incmit'i-c lois la somiiu' in, il la u,"""' [tarlic, csl, en vcriii du |iiiiici|)e tics |)rohahilil(''S l'ompost'os.
lln,.Hl,.f , X ll|l_|i,.,„ , ,„,,ç,.
La |u'ili' ///, avaiil |)U rfre alli'iiitc pour la première l'ois ii tou(es les pallies (le zéro à y., la prol>al)ili(c elierchéc csl, en vertu du principe de la proliahililé lolale.
I ''!Ji,.m„9, X 'I(i.-[i„;«-«i,,ç, "Pi
OU
v^ ;^i \Vi?i V^ (f^ — Pi ) s/lp — Pi)?2
\''Vi ' \'9'.
lin posant -^ = z, et — -=-! = z^, cette intégrale devient
^ ---1 __iL_
et, d'apri's la roriiniie du n" 'iV\, sa valeur est
Si l'intervalle m est divisé en deux intervalles m, et w, auxquels correspondent les instabilités ç, et Oo, la probabilité pour que la perte /«, -t- /n. soit adeinle ii la u."""' partie estdonc
364. Si riiilervalle m était divisé en trois intervalles m^, m.,, m., égaux ou non auxquels correspondraient les instabilités cp,, Oo» 9.i> l;i prolialiilité de ruine ii l;i u''""' partie serait
>,=o . -r-. »r-.?i V'î(f^2-Fi)v'{F2— Pi)?2 V'7^(P — P2)V^(P -Fi) 93
c'est-à-dire, d'après l'intégrale du n" S.Ti,
1 r ffïj TOj m, T'
Si l'intervalle m était divisé en plusieurs intervalles m,, m.^, in^, ..., auxquels correspondraient les instabilités o,, o,, 93, . . ., la probabilité de ruine à la u.'^'"*" partie serait
365. Si l'on suppose que 9 varie d'une façon continue quand la
perte x varie de zéro à m, de telle sorte que, dans l'intervalle x,
x-\-dx, la valeur de ç soit '^{x), la probaliilité de la ruine à la jj^iemc partie ggj
Telle est l'expression de la probabilité élémentaire II dans le cas de la connexilé du second genre.
Pour conserver à notre théorie toute sa généralité, nous no particulariserons pas la fonction cp ; nous la considérerons comme arbitraire, sous la condition d'être positive.
366. La probabilité P^,,,, pour que la ruine ait lieu avant a parties est exprimée par l'intégrale
iJ-\,'r.\,ip.
En posant
I r "" dx
on a
Pa,,«=i ^ j e'v/À.
V r.Jo
2/|/| I.. luciir.i ins.
(-('Me viiliMir s(> calcnlc iiisriiit'iil par les Tables de la fonction
(l('Si|ii(' l'iiilé;,M'alion i\o la limilo supiTioiirc csl cirocdu'O.
Si auciino liniilc n'ost lixcc pour la (lurt'c iln jini, P„,„, a pour vak'iir' i; la niini- (lu joueur est certaine.
La (lurtM- moyenne du jeu
est iiilinie.
:}(î7. Nous supposons maintenant que le joueur possède une fortune inlinie.(|u"il jiiuc ii un jeu éi|Mi(aliie et que, à cIkkiuo partie, les condilions (lu jeu ijrpeiideiii de la |)er(e maxima obtenue avant cette partie. Quelle est la probabilité |)our (|ue cejoueur perde la somme -en jouant (j. parties?
Nous désignerons, comme précédemment, par 'f(i') la fonction d'instabilité pour une partie quand la perte maxima antérieure esta;.
Nous déterminerons d'abord la probabilité pour que la perte maxima dans les a parties soit c, pour qu'elle soit de plus atteinte à la p.,"""' partie et pour ([ue. finalement, la perte soit :■ à la p.''""' partie.
La probabilité pour que la perte x soit atteinte pour la première fois à la a,"'""' partie est, d'après le résultat obtenu au n" 365,
d[ii
, ' que nous laisserons arbitraire est une donnée
du probli'me; elle exprime la loi de la variation des instabilités avec la perte maxima r.
La perte x étant atteinte à la a,''""' [)artie, il faut que dans les fi — a, parties qui restent ii jouer : i" la perte x ne soit pas dépassée, c'est-à-dire que la perte x -+- 'Ix ne soit pas atteinte ; 2" il faut que la perte ait pour valeur s à la fx'*=""' partie et que, par suite, dans les u. — u., parties qui restent à jouer, il se produise le gain x — z.
CALCUL np.S PROBABILITÉS. 2/^5
La probabilité pour que ces éventualités se réalisent est facile à obtenir, car l'instabilité reste constante pendant les u^ — u.| dernières parties, et, d'autre part, nous savons calculer la probabilité pour que, la perte dx n'étant jamais atteinte en u. — a, parties, le gain soit finalement x — z. C'est le problème de la distribution de la probabilité qui a été résolu très simplement (n° 323). Cette dernière probabilité a pour valeur
OU
^a-!i„.r-= a pour expression
Dans la difTérentiation en x nous devons considérer o(,r) comme constant, puisqu'il désigne l'instabilité à partir de la pi, ■'"""■ partie. On a donc
— 2 dx -r- = ^ -z=z:=^^=^ dx.
o-^ \/r. (jj. — iJ-,) o{x) s/in — p.,) o(x)
La probabilité pour que la perte maxima dans les u. parties soit x, pour que cette perte maxima soit atteinte à la a,'"""" partie et pour que, à la a'""'' partie, la perte soit :; est donc, en vertu du principe des probabilités composées,
D(^^ dx 1' 0 V^?^J ~ i^ [iT^fe]
(.— Si'
4(x — s)e iM—[A,i ?,-.-,
dx djXi
fi, \/r. v/fïi" yÇ ( fi — fi, ) 9 (x) v^(fi — ,u., ) 9 ( .r )
La perte x ayant pu être atteinte à toutes les parties depuis tx, = o jusqu'à a, = [J. et, d'autre part, la perte maxima x pouvant avoir toutes les valeurs iopuis z jusqu'à l'infini, la probabilité pour que la perte soit s à la a''''"'" partie est, en vertu du principe des probabilités totales.
r'-" r r' (ix
dx
, r ^ ,,.. T if
dx d^t-i-
2'|(î !.. itAciiri.ir.ii.
La ronniile du n" XVi pciiiicl l'iiilégralion par rapport à [>., ot l'expression se rétluit à
/ ^ r /• ' '^■'- ^ T-zl - 4.C TfT^ ^ lw\ dx.
La probal)iliti' pour que. ii la a''''"'" partie, on réalise le ijain z' est de iiièuie
/ l\ [ r' <lr ^ ^-'-^'Ig i^U» v'?t:ïï /9wJ
(io;.
Ces deux Ibrnuiles donnent la solution du problème proposé.
.'568. Dans le cas où o(.r) est constant et égal à<p,, les deux formules conduisent à l'expression connue
résultat évident.
369. Supposons que "^{-v) ait une valeur constante ç, tant que x est inférieur à m et que o{x) devienne nul (et que, par conséquent, le jeu cesse) dès que x atteint la valeur m.
Pour obtenir la probabilité du gain z', on doit considérer la seconde formule et effectuer l'intégration entre zéro et m (puisque .r ne peut dépasser m); on obtient alors finalement pour expression de la probabilité
e ^^'dz' e ''^' dz'
résultat connu (n^SaS).
.370. Jusqu'ici nous avons supposé le jeu équitable: nous ne traiterons, relativement aux jeux non éijuifablos, (|ue deux problèmes : celui qui consiste à chercher la probabilité totale de ruine quand aucune limite n'est assignée pour la durée du jeu, et celui qui a pour but de
déterminer la durée moyenne du jeu quand aucune limite n'est fixée pour cette durée.
371. Occupons-nous du premier problème; supposons que le jeu soit caractérisé par les fonctions '\), et o, jusqu'à ce que le joueur ait perdu la somme x, (x<^m), puis qu'il soit caractérisé par les fonctions 'l^ et 9^.
Le joueur ne peut être ruiné possédant la somme m sans avoir d'abord perdu la somme x; la probabilité pour qu'il se ruine possédant la somme m est donc égale, d'après le principe de la probabilité composée, au produit de la probabilité pour qu'il se ruine possédant la somme x par la probabilité pour qu'il se ruine possédant la somme m — x; on A donc
Si par exemple .{/, et '^x sont négatifs, le jeu est désavantageux avant la perte x comme après; P, ^ et P„„, ^O'it chacun pour valeur i, et par suite P„ ,„ a pour valeur i .
Si le jeu est désavantageux ou équitable avant la perte ;r et avantageux après, on a (n" 349)
■ ji'!/.
et par suite
Vf/// — XI 'bx
P Vx
Si le jeu est avantageux avant la perte x comme après, on a
et par suite
yr
372. Supposons pour fixer les idées que le jeu soit constamment avantageux, qu'il soit caractérisé par o,.^ et •]/,._ tant que la perle totale est inférieure à .i',, puis par o^, et vp^.^ tant que la perte totale reste inférieure à a?, -h x.,, puis par o,.^ et 'j^,^ tant que la perte totale reste inférieure à x, -\-x.,-\-x^, etc. On a, en vertu du principe des proba-
2/|8 '• iiA<.riKMi;u.
bililfs cuiiiposccs,
Çxi.'l'j-. 9*,->I'x, ?x,.?Jr,
c'est -à-(li If
On pciil supposer que ç et '>p varieut d'une façon continue avec a;; alors
Cette expression convient dans tous les cas, que le jeu soit constamment avantageux ou non, pourvu (juo, dans l'inlégrale, les éléments négatifs soient considérés comme nuls.
Occupons-nous de la détermination de la durée moyenne
Il faut d'abord remarquer que, si les conditionsdu jeu sont telles que celui-ci ])uisse, h un moment quelconque, devenir é(|ui(al)le ou avantageux, la durée moyenne est infinie (n° 350).
Nous devons donc nous borner au cas où le jeu est constamment désavantageux.
Si le jeu est caractérisé par les fonctions '\/, et o, jusqu'à ce que la
perte totale x soit atteinte, puis par les fonctions '|^ et 9^, la durée
moyenne est
La perte totale m ne peut en elfet être réalisée sans que la perte x soit atteinte auparavant. La durée moyenne pour (juc la perte a? soit
atteinte est — '—■ Au moment où elle est atteinte, la durée moyenne est i — '-■ L'expression précédente est donc exacte.
374. On peut supposer aussi que le jeu soit caractérisé par ç^., et '\^.^ jusqu'à la perte totale x^, puis par o,.^ et .p, jusqu'à la perte totale x^ -^x^, puis par ç^.^ et 'I^Jusqu'à la perle totale x^ -1-^7. + x^, etc.
La durée moyenne est alors
Si '\i est une fonction continue de x, la durée moyenne est
_ r'" _rfr_
CHAPURi: \l
l'IvOUAlULlTÉS CONTINUES IH' TUOISIKMK (iENlUÎ.
37;"). Dans la lliéorio îles proltajjiiitfs du pruiiiier genre, la variable or, qui exprime la perle ou le gain d'un joueur, est susceptible de prendre toutes les valeurs.
Dans la théorie des probabilités du second genre les variations de .r sont limitées dans un sens, et dans la théorie des probabilités du troisième genre ces variations sont limitées dans les deux sens.
Nous supposerons un joueui- A possédant la somme m (jue.nous appellerons sa fortune, jouant contre un adversaire 13 possédant la fortune n, chacun des joueurs devant régler les difierences après ciia(|ue partie.
On peut aussi supposer (|ne le joueur A qui possède la fortune m joue contre plusieurs adversaires de fortunes infinies et qu'il convient d'avance de cesser déjouer quand il aura gagné la somme />. Son sort est le même que s'il jouait contre un seul adversaire B possédant la fortune n.
Si 'j. parties doivent être jouées au maximum, trois cas peuvent se présenter : le joueur A peut être ruiné, le joueur B peut être ruiné, ou entin les deux joueurs peuvent n'être ruinés ni l'un ni l'autre.
Les principaux problèmes que nous aurons à résoudre sont les suivants :
1° Quelle est la prohabilité lln.,„„ pour (jue le joueur A soit ruiné exactement à la a"'''"*' partie?
La quantité II,i.„,.„ est la probabilité élémentaire du troisième genre.
La probabilité pour que le joueur B soit ruiné exactement à la p^irme pa,.(ie s'exprime par ii^j^, ,„.
n,!,,,,,,, et £)(ji.„.„, se déduisent i'iiii de l'autre en substituant w à n et n à m et en remarquant que les conditions du jeu relatives au joueur B sont l'inverse des conditions relatives au joueur A.
Lorsque le jeu est symétrique, on peut écrire simplement U^,,,.,,, :>" lieu de O^.^ ,„.
La probabilité pour que le jeu prenne fin à la a'"'"''" partie est
2° Quelle est la probabilité P|ji,,„,„ pour que le joueur A soit ruiné en a parties?
^tx.m.n est la probabilité du troisième genre.
Les probabilités P^„,„ et !!„,,„„ se déduisent l'une de l'autre; on a
du. (M n„ _^p..j!i^.
*tX./H.W ■
La probabilité pour que le joueur B soit ruiné en u. parties se désigne par Qa,„,„; on a évidemment
Qll..„.m= i2u..«,m ('m- et
La probabilité pour que le jeu prenne fin avant u. parties est
La probabilité pour que le jeu ne soit pas terminé en a parties est
3" Si aucune limite n'est fixée pour la durée du jeu, quelle est la probabilité de ruine de chacun des joueurs et quelle est la durée moyenne du jeu?
4° Si a parties au maximum doivent être jouées, quelle est la probabilité pour que, à la u.'""'"'' partie, le joueur A ait perdu une somme x et quelle est l'espérance mathématique de ce joueur?
Nous résoudrons d'abord ces problèmes en supposant le jeu équitable et uniforme, puis équitable et quelconque. Nous étudierons ensuite le cas où le jeu n'est pas équitable.
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37(;. Cas où il y a symétrie et uniformité. Le joueur A possédant la somme m et le joueur B la somme n, quelle est la prohabilité pour (pie le jeu se termine à la ij."'""' partie par la ruine du joueur A?
Nous supposons que le jeu est équitable, et, comme la probabilité est confiiiuo, cela revient à le considérer comme symétrique (n° 2.'}9).
La probabilité cbercbée s'exprime par II|j.,,„,„; nous pouvons poser en première approximation
La (luantilé ll|j.,,„,, a pour valeur (u" .■{22)
Rappelons que o, est la fonction d'instabilité relative à une partie, c'est-à-dire, pour le jeu équitable, le double de la valeur moyenne des carrés des pertes relatives à cette partie.
La formule
donne, pour la probabilité cherchée, une valeur trop forte; de toutes les séries d'alternatives de gain et de perte produisant la ruine du joueur A exactement en a parties, nous devons retrancher celles qui produiraient précédemment la ruine du joueur B.
Si le joueur B, quanil il est ruiné, pouvait continuer à jouer jusqu'à la a''"'"'' partie, il y aurait probabilité égale pour qu'il gagnât la somme /n -t- n et qu'il ruinât le joueur A, ou pour qu'il perdit encore la somme m -+- n, ce qui porterait sa perte -Am -\- -m.
A chaque série d'alternatives de gain et de perte qui produit la ruine du joueur B et qui aurait ensuite produit celle du joueur A correspond une série qui donnerait au joueur B la perte m-\- in s'il possédait cette somme; et comme aucune des premières séries ne ruine le joueur A avant la a'"""'' partie, aucune des secondes ne ruinerait le joueur B avant cette u}""^" partie, s'il possédait la somme m -+- in. Ceci nous incite à poser en seconde approximation
La quantité U^,,u-,-2n.^ que nous avons retranchée est trop forte, car nous avons retranclié les séries produisant la ruine du joueur B supposé posséder la somme m-h-2n, alors que nous n'aurions dû tenir compte parmi elles que de celles qui ne causent pas d'abord la ruine du joueur A.
Or, si le joueur A supposé d'abord ruiné avait pu continuer à jouer, il n'est ni plus ni moins probable qu'il eût gagné la somme am + 2/2 qui aurait amené la ruine de B, qu'il n'est probable qu'il eût perdu cette somme 2m + 2.n, ce qui aurait porté sa perte à 3m -i- in.
On doit donc poser en troisième approximation
et ainsi de suite, on a donc
Cette série convergente exprime la probabilité cherchée.
377. Probabilité totale. — Le Joueur A possède la somme m et le joueur B la somme n ; quelle est la probabilité pour que le jeu se termine avant u. parties par la ruine du joueur A"!
La probabilité cherchée àïie probabilité du troisième genre P^,,„.„ est la somme des probabilités Tl^^m.n de zéro à a; on a donc
La probabilité cherchée est donc
Les quantités P[i,;,. étant données par la formule connue (n" 321),
tJ.,:.« = I 7= / e~''dl,
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dont la valeur luiiurruiuo s'oblicnl iinmocliatomonf par les tables de la roiiclioii
\JnJt, {78. La probabilité pour que le joueur B soit ruiné en tx parties
on a
est
' U., Il, III > U,/j.« ■ U.f;^-2>/I.« ~T~ » (JL.
La probabilité pour ([ue le jeu se termine avant [j. parties a pour
valeur
et la probabilité pour qu'il ne soit pas terminé avant u. parties est
' "|i,»i,n » |JI,;i,;m-
379. Si aucune limite n'est fixée pour la durée du jeu, les probabilités P..„,.„ et P..„,„, prennent la forme indéterminée
mais il est facile de les déterminer directement. On a (n° 13) P —
380. Cas où il y a symétrie et non-uniformité. — Si Ton suppose la continuité, le fait pour un jeu d'être équitable a pour conséquence la symétrie de la probabilité, même quand le jeu n'est pas uniforme ( n" 271); il en résulte que les formules
et
"ji.,m,n — "lJ-"'« "[i, «1-1-3/1. « -r- "u.,.3/n-i-2n.»
» |i,«l,/l — ■ li,;n,=o » [i./n+î/i,« + "|i.3m-+-2n,« — • ■ ■ i
dont la démonstration suppose uniquement la symétrie, sont exactes, même si le jeu n'est pas uniforme.
On a (n° 339)
ila.a:.x= -^ — ■ dfx;
o(a) est la fonction d'instabilité relative à a parties.
On voit que Ilji,,,,,, et IIji_„,„, sont proportionnels à 9'((Ji-). La j)robal)ilité pour que le jeu se termine à une certaine partie est proportionnelle à la fonction d'instabilité de cette partie considérée isolément.
Les probabilités P sont données par la formule (n° 337)
iL,X.^=i j= I €-'>'■ cO..
381'. Si aucune limite n'est fixée pour la durée du jeu, les formules P«,m,« et P„,„.,„ font coiinaitre les probabilités totales de ruine, si o (u.) tend, pour a infini, vers une limite fixe.
Dans ce cas, la somme des probabilités ?..,„.„ et P„,„,„, n'est pas égale à l'unité; la probabilité i — P,,„,,„ — ^^,n.m pour que le jeu dure indéfiniment a une valeur finie. Ce résultat est presque évident et s'explique comme celui du n° 338.
Si o([i.) croît indéfiniment avec u.. les formules qui précèdent prennent la forme indéterminée
et les probabilités sont alors obtenues par la considération de l'espérance mathématique (n" 13); on a
382. Écart maximum. — On suppose un joueur 11 ayant une fortune infinie et jouant a parties.
Quelle est la probabilité pour que, dans le cours de u. parties, le plus grand écart, dans un sent ou dans l'autre, ait une valeur donnée m?
Si l'on imagine deux joueurs A et B jouant aux mêmes conditions que H et faisant la contre-partie l'un de l'autre, l'un de ces joueurs
2;")() !.. nAC.lIF.I.lF.U.
sera norossairomoul niiiic ;i\anl ;j. parties si ces joueurs possèdent la l'uiliiiH' /// '(////. Aiiiiiii d'eux, au contraire, ne sera ruiné si ces j(Uit'iirs |)ossèdt'nt la fortune ru.
I,a |)rol)aI)ililt' de l'écarl niaxinium m est ainsi
dm ou
^T— (' — alV.m.".)
(m« Hml' I a m I' 1 7 »l 1' N
V'7rv'?(fi)
On peut oliteiiir le rnènio résultat en raisonnant de la façon suivante :
La probabilité pour (pie l'écart m soit atteint pour la premicro fois il la uL''""' partie est Mo.^,.,,,: supposons par exemple que cet écart soit une perte; |)our (|ue l'écart m ne soit pas dépassé dans les a — \^.^ parties (|ui restent à jouer, il faut que la perte in + dm ne soit pas atteinte et que le gain ne dépasse pas 2///. La |)iobabiiifé d'une telle éventualité est
La probabilité pour ijue le plus grand écart soit m et pour (lu'il se produise à la ai''""" partie est donc, en vertu du principe des probabilités composées,
2II,) |i^_,„ ( I I u.,,|X,rfm.2w • [Ji,.|i.2m,rf/n)-
L'écart m pouvant se produire à toutes les parties de zéro à u., la probabilité cherchée est, en vertu du principe des probabilités totales.
En effectuant l'intégration, on est conduit au même résultat que précédemment.
38;}. Seconde courbe de probabilité. — La probabilité pour que l'écart maximum soit x en a parties,
j=r ■_ ^ \e '""-se '"^'-t-se ?'!^'_..J,
S/T.\Jo(lJ.)
CAI.CLL DES l'IlOUAlill.lTKS. 2^7
peut être représentée par une courbe; cette courbe est tangente à l'axe des œ à l'origine, et à l'infini, elle présente quatre points
d'inflexion ; l'ordonnée est maxima lorsque x- = 0,642 • • • \ ç- ( (J^).
La valeur la plus probable de l'écart maximum est o,G4'-i . . \ ^ ( î^- '■
Lorsque r est très grand, la série se réduit à son premier terme, et
la probabilité pour que l'écart maximum soit x dans le cours des
(biparties est le double de la probabilité pour que l'écart final soit a-.
La probabilité maxima, c'est-à-dire l'ordonnée maxima de la courbe,
décroit comme •
Les abscisses des points d'inflexion croissent proportionnellement
à \Jo{u.).
384. Si l'on considère un écart m fixe, sa probabilité, lorsque a augmente, croit jusqu'il une certaine valeur et décroit ensuite. La probabilité maxima a lieu lorsque »? = 0,783 . . . \jo {[>.). ij. continuant à croître, la probabilité de l'écart m décroit; elle a déjà décru de ^^ environ lorsqu'elle devient msL\\mA relativement aux autres, c'est-à-dire lorsqu'elle correspond au sommet de la courbe de probabilité; on a alors
m =r 0,642. . .\'oy[J.).
385. Second écart moyen. — Le second écart moyen est la valeur moyenne du plus grand des écarts qui se sont produits pendant les II. parties; il a pour expression
OU
;jl
— . . . / dm .
Cette quantité est une somme d'intégrales de la lurnie
'1 y. me
= — ^^^^- Clin
2v5ijiy ^- çTin
UtH 1.. ItAniII'.UEU.
clic a liiiiic |t(mi- valeur
Du (lévcloppoinent connu
arclatigx = x— -5- + -? ^-•
on ilcduil, en posant.r^i,
7t III
^r.arctang. = .- 3 + -.--+.
ie second écart moyen a donc pour râleur
il est proportionnel à la racine carrée de la fonction d'instabilité et égal au premier écart moyen multiplie par - •
Si le jeu est uniforme, le second écart moyen a pour valeur
il est proportionnel à la racine carrée du nombre des parties.
.38(î. Second écart probable. — Le second écart probable est celui (|ui a autant de chances d'être ou de ne pas être dépassé dans le cours (le a parties.
Il est donc défini par la rclalion
dont on déduit
» U,. <li fil -* / '
m :zz 0,8062 . . .\J(f(lJ.).
Le second étarl probab ',- est proportionnel à la racine carrée de la fonction d'instabilité; il est égal au premier écart probable multiplié par
On coiuprend la difTérencc entre les deux écarts probables : le
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premier a des chances égales d'être ou de ne pas être dépassé à la p.*'-""- partie, tandis que le second a égale prohabilité d'être ou de ne pas être dépassé pendant les [x parties.
Lorsque le jeu est uniforme, le second écart probable est proportionnel à la racine carrée du nombre des parties; il a pour valeur 0,8062 \/[J.9i.
387. Seconds écarts isoprobables. - Considérons un écart maximum m, tel que la probabilité pour que cet écart ne soit pas dépassé soit égale à un nombre donné u. On doit avoir
En posant— 7 — - = A-, cette éççalité devient
-^ (e-"''— 3f -5>'+ 5e-2^"'-- . . . ) dl = a.
U étant constant, , l'est également et m est proportionnel à
\/çi(Lt). Donc
Les seconds écarts isoprobables sont proportionnels à la racine carrée de la fonction d'instabilité.
388. Écarts principaux. — Lorsque a parties doivent être jouées à un jeu équitable par deux joueurs possédant une fortune infinie, six écarts, parmi l'intinité des écarts qui peuvent se produire, sont particulièrement intéressants.
L'écart probable [0,47(39. . . v'ç'(tJ^)] est celui qui a égale probabilité d'être ou de ne pas être finalement dépassé.
L'écart moyen [o,5642... v'ç.(t;.)J ou valeur moyenne île l'écart final considéré en valeur absolue.
L'écart 0,642... \/9(a) est celui qui a la plus grande prol ahililé d'être l'écart maximum dans le cours des \i. parties.
UGO !.. llAC.IIFI.nil.
L't'catI (|ii;nli;ilit|iic 0,7071 .. . \/!p(a) correspoiul au poinl (rinllcxion (le lu ciiiiiIh' lies prnlialiilih's liiialcs.
!.(> second fcar( jiroltahlc [ o.HoC!'.!. . . v'9([Ji')j fsf coliii qui a égalo probabilité d'ètru ou île ne pas être dépassé dans le cours des a parties.
I.e second écart moyen [0,8862... y cp (,".)] est la valeur moyenne du plus grand écart (jui se produit dans le cours des [x parties.
'.iH\). Durée probable. Dans les problèmes que nous venons de résoudre, le nombre des parties était donné; nous allons maintenant étudier les problèmes inverses relatifs à la durée du jeu, en supposant les fortunes connues.
I.e nombre a (jui correspond à la partie donnant la plus grande probabilité pour la ruine du joueur .\ est obtenu par la formule
L" même nombre relatif au joueur B s'obtiendrait par la résolution de l'équation
Le nombre de parties le plus probable pour la terminaison du jeu serait
■;^(P(i,m,«+ ' lJ.,n,«i) — O-
390. Le jeu étant supposé uniforme a pour durée moyenne (n° 401 )
Yi
La durée probable du jeu. autrement dit le nombre probable des parties jouées, est donné par l'équation
• [i,/",n ~1~ ' a, II, m — ~ '
En particulier, si // /;/, la durée probable du jeu est a ^ ^-^^;^-!—//=';
elle est plus petite que la durée moyenne, égale à —^ — > et elle est environ
trois fois plus faible qu'elle ne le serait si l'un des joueurs avait une fortune infinie (n° 330), l'autre possédant toujours la fortune m.
391. Cas général de l'uniformité. — Le joueur k possédant la somme m et le joueur B la somme n, quelle est la probabilité pour que le jeu se termine à la u.'^""' partie par la ruine du joueur A?
Nous ne supposerons plus que le jeu est équitable, mais nous supposerons qu'il est uniforme.
Si le joueur B possédait une fortune infinie, la probabilité de ruine du joueur A à la u.'''°^*' partie serait (n" 343)
nie i^
nji.,,,,. = — 7= — , di^-
Lorsque le joueur B possède la somme n, la probabilité cherchée a pour valeur
"|jL,/n.n — ^|i,'",
Wi-i-2rt,ao
V /« -*- i rt i
3/rt+2'J,
se
5/H-t-Vn,
.ao
nj.
392. En effet, la probabilité Tl^,,„^„ est égale à la probabilité ITa,„,.. diminuée de la probabilité relative aux cas où le joueur B est ruiné avant la fin des a parties.
Le joueur B peut être ruiné à la partie d'ordre u,, (a, < a); celte éventualité, d'après le principe de la probabilité composée, diiuiiiuc Iljt.m.^ de la quantité
O IT
car, si le joui-ur B ruiné à la a','""" partie pouvait continuer à jouer, la
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prohaMIilé pour (|ii'il riiiii;il le joueur A à la a''""' partie serait
La ruine du joueur H pouvant avoir lieu depuis [i., =0 jus(iu'à a, — u.. la possihililé de la ruine antérieure du joueur B diminue la prohahilite ll(i,,„.. de la quantité
On diiii donc avoir
nji,,,,.!, — Hn,,,,,, — / — |j,,,«,H/"iJl-[i,,m+«,« ^f^l-
Telle est l'équation de condition à laquelle doit satisfaire la fonction II.
3y;{. 11 est facile de voir qu'elle est vérifiée identiquement on attribuant aux diverses quantités II les valeurs indiquées. La probabilité îî|i.H./« s'obtient, en remplaçant, dans l'expression de IIij,,,,,, m par «, n par m et 1, par — '\),. L'intégrale de l'éciuation conditionnelle se décompose en une somme d'intégrales de la fomn;
i(l-li,l'!/,+:,P i[J.,^, + ;,l»
afji,,
dont la valeur
a été précédemment déterminée (n° 34.5). L'identification des deux membres de l'équation ne présente aucune difficulté; nous ne croyons pas utile d'en écrire les formules, qui sont assez compliquées.
L'expression que nous avons donnée de la probabilité II,;,,,, „ de ruine du joueur A à la u.'""'' partie, c'est-à-dire de la probabilité élémentaire du troisième genre, est exacte.
394. On peut aussi la démontrer en suivant une autre méthode, en modiliant quebiue peu le raisonnement employé dans le cas de la symétrie (n" 376).
Remarquons d'abord que des égalités
n(i,x,. = — p :=r- dix, i^(jL.x.« = — 7= ;=^ f/,u-
on déduit
En première approximation, on peut poser
Cette formule donne pour ^^,„,,n une valeur trop forte; nous devons retrancher du second membre les probabilités relatives aux cas où le joueur B, d'abord ruiné, aurait ensuite ruiné le joueur A à la a'*'""' partie s'il avait pu continuer à jouer.
Si le joueur B, lorsqu'il est ruiné, pouvait continuer à jouer, la probabilité pour qu'il ruine le joueur A à la a'*'"'*' partie, c'est-à-dire pour qu'il gagne la somme n -\- m précisément à la u.'""'" partie, serait, d'après la formule (i), égale au produit par
de la probabilité pour qu'il perde la somme n A- m précisément à la y^iiiiie partie.
Dans ce dernier cas, sa perte totale serait -m -\- m; nous devons donc poser en seconde approximation
i'Vt ' n-l- "/ )
Si l'on veut exprimer l\j„,„ en fonction des seules probabilités II, il suffit de remplacer Q par sa valeur (i). On obtient alors
Les termes suivants du développement de l\-^,m,n s'obtiendraient également en suivant la même méthode que dans le cas où il y a symétrie et en remplaçant constamment la raison de symétrie par la raison ({n'exprime la formule (i).
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;!'.)."). Probabilité totale. Le joueur k possédant la somme m et le joiiiur \\ 1(1 somme 11, (/u>'//e es/ la prolmhilité pour que le jeu se termine ai-un t ij. punies pur la ruine du joueur A?
La |)ri>l)al)ili(<' clicrclu'o dile probalnlitè du troisième genre P,i,„,,„ est la somiiic des proliabililés ll|ji,,„,„ do zéro à iJi; on a donc
/ "|X,3»H-ln,» "f- -)-■•••
Z/fl prohabilité e/ierchée est donc
I 4m-t-irt )■!/, ; Vm-4-8/i 1*]/,
_, p 9i 0 p Vi p
-T" «^ rjj, 3,„_^î„ ,„ t. I (j...)/,i+tn.»
396. Les quantités P(i,:,, se calculcnl par la formule connue (n-^ 346)
izi
dont la valeur nuniéricjue s'obtient immédiatement par les tables do la fonction
397. Cas 011 au3uae litnite n'est fixée pour la durée du jeu. — Si aucune limite n'est fixée pour la durée du jeu, quelle est la probabilité de ruine du joueur A ?
Supposons que le jeu avantage le joueur A, c'est-à-dire que •\l^ soit positif. La quantité cherchée P,.,„.„ s'obtiendra en supposant u. iiiiini
ilaiis le développement en série précédent, et, comme le développement est
Les termes de rang impair forment une progression géométrique de raison
e ^' , dont la somme est
st
Les termes de rang pair forment une progression de même raison dont la somme est
La probabilité de ruine est donc
La probabilité de ruine du joueur B est
4wi'l/,
Si |, est négatif, la probabilité de ruine du joueur A est
•266 I.- ItACIII'.l.ll'.H.
3l)S. (lu [iciil olilciiir ct's roriiiiilcs |t;ii' un proicdr plus simple : Si le joueur H avait une forliinc iutiiiic, l;i probabilité do ruiiiodu
joueurA supposé avantage par les coiidilions du jon (■]/,> o) serait
Pour obli'iiir l:i inobabililé P..„,,„ de ruine du joueur A quand le joueur H possède la somme //, on doit, de celle expi'ession, retrancher les probabilités corres|iiindant aux cas où le joueur B, d'abord ruiné, aurait ensuite ruiné le joueurA si le jeu avait pu se continuer, c'està-ilire retrancher
Kn ell'et, aucune limite n'étant assignée pour la durfc du jeu, la probabilité pour ([ue H soit ruiné avant A est la probabilité totale de ruine de B, c'est-à-dire (i — ?,,,„,„), et, d'autre part, la probabilité de ruine du joueur A (juand il possède la somme m -h n est bien
e ^' On a donc
c'est-à-dire
399. Si le jeu est équitable •]/, = o, et les formules deviennent indéterminées; en leur appliquant la règle connue, on obtient
Ce résultat se démontre directement d'une manière fort simple (n° i;i).
'lOO. Durée moyenne. — Supposons d'aboid que le jeu soit désavantageux pour le joueur A, (■}, < o).
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Si le joueur B avait une fortune iiirinic, la durée moyenne du jeu serait (n" 350)
La possibilité de la ruine du joueur B diminue cette durée moyenne d'une quantité que nous allons déterminer.
La prohabilité pour que le joueur B soit ruiné est Q«.„,,„, et, au moment nù il ost ruiné, s'il pouvait continuer à jouer, possédant une fortune infinie, la durée moyenne du jeu serait
La possibilité de la ruine du joueur B diminue donc la durée moyenne de la quantité
La durée moyenne a donc pour expression
ou
— 1, est l'espérance du joueur B pour une partie, m(i — Q. ,„,,„) est son espérance positive pour l'ensemble du jeu, — nQ,,„.,„ est son espérance négative pour l'ensemble du jeu, et le numérateur de la fraction est son espérance totale.
La durée moyenne du jeu est donc égale au rapport de l'espérance totale de l'un des joueurs à l'espérance du même joueur pour une partie.
401. Si le jeu est équitable, c'est-à-dire si '}, = o, l'expression de la durée moyenne prend la forme-; en lui appliquant deux fois de suite la règle connue, on trouve pour valeur moyenne
n.rn '
.n.ni
u(),S I.. iiAciii'.iiKn.
la (liinM> iiiovonm' csl |iro|)(irli(iiiii('llt' an produit des fortunes des joueurs cl iiivcrsciiuMil |iroportioiuicll(' à la fonction d'instabilité.
102. Application à la théorie des épreuves répétées. — I.os formules ficncraics des prohahilitrs liu second et du troisième genre son! applicaliles au cas particulier plus simple des épreuves répétées, c'est-!i-(lire des é|)reuvesqui ne sont [)as oxi)licilement les parties successives d'un jeu.
Lorsque nous avons étudié les probabilités du premier genre, nous avons dediiil de notre tliéorie générale des formules approeliées relatives à la théorie des épreuves répétées ou tlié(uic des écarts (n'"" 2G0 et -280).
Nous pourrions de même maintenant résoudre d'autres problèmes relatifs à ces épreuves en les assimilant aux questions de probabilités du second et du troisième genre. Nous traiterons à titre d'exemple le j)robIéme suivant :
Soient /; la probabilité d'un événement II h chaque épreuve, 7 = 1 —p la probabilité de l'événement contraire K. Quelle est la probabilité pour que, en a épreuves au maximum, le nombre des arrivées de l'événenienf K surpasse de /y/ le nombre des arrivées de l'événement H; le nombre des arrivées de l'événement H n'ayant pas précédemment dépassé de n le nombre des arrivées de l'événement K?
Supposons qu'un joueur A ait, ii chaque partie, probabilité /; pour gagner un franc et probal)iIité(7= i — p pour perdre un franc. Le problème proposé revient à chercher la probabilité pour que le joueur A soit ruiné en jouant u. parties au maximum quand il possède /// francs, son adversaire 13 possédant /; francs.
La formule du n" 39.") donne la solution approchée du problème lorsque /«, « et a sont de grands nombres ; il suffit d'y remplacer]/, par /j — (7 et o, par '^p(j.
Les autres questions que nous avons traitées dans ces deux derniers (Chapitres permettraient de résoudre des problèmes analogues.
''1O.3. Soient /j,, p.,, ...^p^ les probabilités d'un événement à la première, la seconde, ..., la li)"""' épreuve, et soient fj^ — x — /'i, ^2— I — p., ..., q^^ I — /V 'fs probabilités de l'événement contraire.
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Si, en a épreuves, le premier événeiiienl s'est produit l^p-h.v fois, on dit que l'écart est a- (n" 2S-2).
La probabilité d'un écart .r en u. épreuves est
djc.
\fT:\/2lpq
Si un joueur perd une somme égale à l'écart, son jeu est équitable et est caractérisé par la fonction d'instabilité 'J-^pg-
11 en résulte que /a théorie des écarts dans les épreuves répétées n'est f/u'un c:is parlicidier de la théorie des jeux équitables.
La probabilité pour que, dans le cours des u. épreuves, l'écart ± m soit dépassé a pour valeur 2?^,,,, „, ; Pn,,„,m étant donné par la formule du n" 380, où 9([j) est remplacé par i^pq.
Le second écart moyen a pour r^aleur
il est égal au premier écart moyen (n" 285) multiplié par - ■ Le second écart probable a pour râleur
0,8062 \Ji1p(];
il est égal au premier écart probable (n° 285) multiplié par 1.7.
On comprend bien la dill'érence entre les deux écarts probables : le premier a des chances égales d'élre ou de ne pas être dépassé à la y^iêiiie épreuve, tandis que le second a égale probabilité d'être ou de ne pas être dépassé dans le cours des [x épreuves.
lU'i. Les écarts principaux. — Lorsque \i. épreuves doivent être tentées, six écarts parmi l'infinité des écarts qui peuvent se produire sont particulièrement intéressants :
L'écart probable (o,47()9 .. . V'il/^^r) est celui qui a égale probabilité d'être ou de ne pas être finalement dépassé.
L'écart moyen (o,,')6'i2 . • • y'--/^''/) <iu valeur moyenne de l'écart linal considéré en valeur absolue.
I.. luciiiJ.irii
L'ccMit <»,()V-!- ■ • \ 2l/^7 osl relui (|iii a la plus jj;ran(l<' probabilité d'olri' rt'carl maxinumi dans le cours dos u. ('•prcnvos.
I.'fcarl (|iiadrarK|ii(< 0,-07 1 ... v'2Ï/-iy corrospond *'"' I'"'"' d'in- Ib'xion de la coiirlx- des [trobabiliti's fiiNdos.
|j> siM'ond écart probabb' (0,8062... v2-p/j «'^t ctdiii <|iii a égale probabilité d'èlre ou de ne pas être dépassé dans le cours dos UL éprouves.
Le second écart moyen (o,88G2... sj'^^pq) est la valeur moyoïine du \i\w> grand écart (|ni so proiiuit dans le cours des ;/ épreuves.
''lO."). Cas général de non-uniformité. — Il semble diriicile de résoudre les |)riiblènn>s (|ue nous venons de traiter quand le jeu n'est pas unilbrnie. sauf dans le cas où l'on suppose comme au n" 3.)G (|ue la fonction d'instabilité ç(fJL) et l'espérance totale '\f{\>-) sont constamment |)roportionnelles, de sorte que '\i{\t.) = Acp(a).
Rappelons que le jeu considéré est plus général qu'un jeu équitable non uniforme (n" ;}80), puisqu'on obtiendrait ce dernier jeu en supposant que k est mil.
Il est également plus général (|u'un jeu (juelconque uniforme, puisqu'on obtiendrait ce dernier jeu en supposant que cp(ij.)=: u-cp,.
Le jeu considéré est donc plus général que ceux qui ont été étudiés dans ce Chapitre.
Nous résoudrons d'abord le problème suivant :
Le joueur A posséclanl la somme m et le joueur lî la somme n, quelle est la probabilité pour que le jeu se termine à lu ij}""^'' partie par la ruine du joueur A?
Si le joueur B possédait une l'ortune infinie, la probabilité de ruine du joueur A à la ul'""'' partie serait (n° 358)
[<y(l/.H-m|' •lui.m,»= p ^= '1^.
Lorsque le joueur B possède la somme n, la probabilité cherchée a
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pour valeur
i_ p{»m+in)k\\ „(8m+l2H)*rT _u
T^ c' -"iX.Sm+i/i,» t: •*t)..5m+6n,ao -(-■...
406. Nous allons employer une démonstration analogue à celle dont nous avons fait usage dans le cas de runifonnité (n" 392). La proliahilitè !![;.,,„_„ est égale à la probabilité II(i,,„,« diminuée de la probabilité relative aux cas où le joueur B est ruiné avant la fin des a parties.
Le joueur B peut être ruiné ii la partie d'ordre a, , (a, <u.); cette éventualité, d'après le principe de la probabilité composée, diminue n|i.,„,« de la quantité
car, si le joueur B ruiné à la a'f""' partie pouvait continuer à jouer, la probabilité pour qu'il ruinât le joueur A à la y.'"'"' partie serait ^^^,^,,,+m,^ La ruine du joueur B pouvant avoir lieu depuis i»., =0 jusqu'à a, = (x, la possibilité de la ruine antérieure du joueur B diminue la probabilité IIijL m . de la quantité
j --|i,,/l,m-Up.,,IJ:,m+n,» "f^f '-'0
On doit donc avoir
Telle est l'équation de condition à laquelle doit satisfaire la fonction n.
407. Il est facile de voir (ju'elleest vérifiée identiquement en attribuant aux diverses quantités II les valeurs indiquées. La probabilité i^iji.w.m s'obtient en remplaçant, dans l'expression de II|i,,„,„, /// par //, // par m et ^■Ç'(a) par — X-ç>(a).
La probabilité 11^,^,^, „,+„,, est
(la valeur de la fonction o dans un intervalle (ji., , [a est o(a) — o(a, ), puisque la fonction z. se forme par addition (§ '228).
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I.'iiili'j;r;ili' ili' r('(|iialioii cdiKlilioiuR'llc l'sl une somme d'iiilegrales di' la Ibriiic
;< !f iHl-yi|i.,i:-t-;, ;' |<yin,>-n,ii
Pour démontrer celle dernière éi,'alilé, il faut remarquer (|u'on peul l'écrire
___iL__ __£L
./ s/7Î[ç(,a) — 9(fi,)] v''9(h) — 9(Hi) V^®(/^i) V''?(^^l)
Cette égalité a été démontrée (n" ^i'il). L'ideiitificalion des deux membres de l'équation conditionnelle ne présente aucune diCficulté; nous ne croyons pas utile d'en écrire les formules, qui soni assez compliquées.
L'expression que nous avons donnée de la probabilité llii.,„.„ de la ruine du joueur A à la a"'""' partie, c'est-à-dire de la probabilité élémentaire du troisième genre, est exacte.
On doit remarquer (jue cette probabilité est proportionnelle à 9'(,".)é/u-. c'esl-à-dire à Tinstabilité de la dernière partie et indépendante de l'ordre des parties antérieures.
On pourrait, sans qu'il en résulte aucune nouvelle difficulté, employer pour la démonstration de notre formule le raisonnement qui a été exposé au paraj^raphe ;J94.
408. Probabilité totale. — Le joueur X possédant la somme m et le joueur B la somme n, quelle est la probabilité pour que le jeu se termine avant u. parties par la ruine du joueur A.
La probabilité cherchée dite probabilité du troisième genre Pjx,„,.„
est la somme des probabilités 11^. „,,„ de zéro à u.; ou a donc
— e'"* Ç n^.,„+2„,. d^ -+- e;"«+">u- r n(,,3,„+2,,- ^/fi - . . . . La probabilité cherchée est donc
— p pinkV»
409. Les quantités P^.;„ se calculent par la formule connue (§ 359)
dont la valeur numérique s'obtient immédiatement par les Tables de la fonction
0(j) = -^ f e-r'dy.
410. Cas où aucune limite n'est fixée pour la durée du jeu. — Si aucune limite n est fixée pour la durée du jeu. quelle est la probabilité de ruine du joueur A?
Supposons d'abord que, a augmentant indéfiniment, ç([^) tende vers une limite fixe 9(3;); alors la probabilité totale de ruine du jnueur A est
— p pink p
_. ^(4m-i-in)*-p ^(4m+8n)*p , , _l
^^ *^ * go ,3m-4- 2n, « ^ ^ flc,3w-+-Vn,3C i^ • - • *
les quantités telles que P.l ayant pour valeur
e-'-' dl.
v'sc
La probabilité pour que le jeu prenne fin est
•in'\ I,. i!\c.iir.i.ii".ii.
cl la probahililt' pour qu'il dure ituléliniiucnt a jidui' «expression
' ■■ ao ,ni,n W « ,n,ui •
il i. Supposons uiaiuli'uaut (juo 9([Ji) croisse iudétiuiinenl avec jjl, et (|iu' lo jou soit avanlagoux pour le joueur A, (X>-o); on a, dans ces eondilions.
»-Us
elpar suite
* »,tn,n — ^ ^ 1^ ^
g— (8/H+8rt)A- I . ^— (lîm-+-8n)A'
Les ternies de rang impair forment une progression géométrique de même (jue les termes de rang pair.
La probabilité de ruine est
' "■'"■" — j g-(4m+Wi)'.- ■
La probabilité de ruine du joueur B est de même
g — (4m-t-4rt)A-
Ces probabilités ne dépendent pas de la fonction cp([J.). Si ^- est négatif, la probabililé de ruine du joueur A est
On pourrait aussi obtenir ces formules par un raisonnement analogue à celui (lu n" 398.
î 12. Si le jeu est équitable, c'est-à-dire si /c = o, les dernières formules deviennent indéterminées; en leur appliquant la régie connue on obtient
Si o(a) lorsque a augmente indéfiniment tend vers une valeur fixe oCcc), la probabilité de ruine du joueur A est
''"- JZ.
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413. Distribution des probabilités. — H iiuus reste à étudier la distribution des probabilités et l'espérance mathématique. La seconde question se déduit de la première et celle-ci peut être traitée comme dans le cas des probabilités du second genre. Cherchons par exemple la probabilité pour rpie le joueur A perde la somme ,r à la
Si les deux joueurs a^-aient une fortune infinie, la probabilité serait ^^L,xl il faut retrancher de cette quantité les probabilités qui correspondent aux cas où les joueurs seraient ruinés avant que ij. parties soient jouées.
Le joueur A peut être ruiné à la a'f"" partie; cette éventualité a pour probabilité Hjj, „j,„ et elle diminue la probabilité cr^ ^ de la quantité Ilfi^OT.n X îiijj..^ _,„,_^, (on suppose l'uniformité). La ruine du joueur A pouvant se produire à toutes les parties de zéro à a, la possibilité de la ruine de ce joueur diminue la probabilité cTjj.,^ de la quantité
I "(Jl,.«i,nWsi— [1,,— iwi— Il "f^I-
La possibilité de la ruine du joueur B diminue de même la probabilité C)(i_j; de la quantité
--[ij.n.m^p.— p-i.in+j:) ^^^1*
La probabilité pour que le joueur A perde la somme x à la a'""""' partie est donc
■ Il '^(l
c'est-
■à-dire, tous calculs faits,
ij + a-i,!' ■.•!;, im— Il i-2m — x-l-lii, i':
dx
Irn-hn — .ri ( ; /„ -i-în — .r+ [JL-j
i '!/, 1 n-*-Tl [2n-h.r— p^/i (^ 4-^, i «-h*
'«-+-.»■ ' -2rt-T~2/« + .!■— \X.'li, )-
2n + HH-.Ï-) 1 ln-l-2m -l- »■ — {X'i/, i-
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On pi'ut olitfiiir le iiitMiu' rcsiil(;i( on suivant nn raisoiincrncnl aiuilo;,'iu' il celui t|ui a été employé au paraf,'rapho 3i)''i ; ceKo méthode ne (liirérf (Ml réalilé do la préoédonfo ((iio parla forriio; ollo se lodiiil à de simples considérai ions de symétrie quand le jeu est équitable.
Pour obtenir la probabilité dans le cas où le jeu n'est pas uniforme et (u'i il est lel que •ji([A) = ^çp([x) (n" 405), il suffit, dans la formule, de remplacer i, par X-o, et u.9, par 9(u.).
Avant de passer à d'autres questions une remaniue n'est peut-être pas inutile. Nous avons résolu d'une façon complète tous les problèmes de la théorie générale du jeu relatifs au cas de deux joueurs en admettant que le jeu soit uniforme ou qu'il soit équitable et quelconque. La théorie de ces jeux, qui constitue une des questions les plus importantes au point de vue mathématique du calcul des probabilités, peu! donc être considérée comme entièrement connue et comme arrivée à un degré de perfection qui semble définitif.
THÉORIE MATHÉMATIQUE DE LA SPÉCULATION
14. La théorie de la spéculation a été le point de départ de la théorie
^Vl
des probabilités continues; les conceptions nouvelles qu'elle a fait naitre, sa simplicité et sa clarté extrêmes .ont été la cause initiale de nombreux progrès et justifient l'étendue que nous donnerons à son étude. La conception de la théorie de la spéculation a eu pour conséquence la conception des probabilités continues, parce que les problèmes que se posait cette théorie ne pouvaient admettre que des solutions continues, à l'inverse des problèmes résolus dans le passé qui ne pouvaient admettre que des solutions exactes discontinues.
La théorie de la spéculation a donc introduit dans le calcul des probabilités une nouvelle notion, mais là ne se borne pas son intérêt; au point de vue pratique, son utilité ne peut être mise en doute, puisque les résultats que fournit l'examen des cotes sont en parfait accord avec ceux que fournit le calcul.
Cette concordance entre la théorie et l'observation est également intéressante au point de vue philosophique; elle prouve en effet que le marché de la rente obéit à la loi du hasard.
Ce résultat était du reste à prévoir; un tel marché soumis constamment à une infinité d'inlluences variables et qui agissent dans divers sens doit finalement se comporter comme si aucune cause n'était en jeu et comme si le hasard agissait seul.
Les résultats de la théorie ne pourraient être mis en défaut que si une cause agissait constamment dans le même sens ; en fait, la diversité des causes permet leur élimination; l'incohérence même du marché est sa méthode, et c'est parce qu'il n'obéit à aucune loi qu'il suit fatalement la loi du hasard.
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'il"). Dans la théorie (le la spocnlalioii. les probahililés sont conslaiiiineiit varialilos cl d'une niaiiière coiitiiiue; c'est poiiniiKii cette llicdric iliiiina l'idée (rassirnilcr le phénomène de la transiornialidii des prohahililés à certains phénomènes physiques et conduisit à la loi du ravonnemenl de la prohahilité. Cette loi, qui perm(>l de résoudre par sim|)le analogie diverses (jueslions de pliysi(jue iiiathéniali(iue, est i'ort curieuse; elle étahlit un rapprochement entre deux théories (|ui semhleni ne pouvoir présenter la moindre similitude, et elle prouve que certaines loisphysi(iues peuvent être considérées comme l'expression des lois du hasard.
''ilO. Je n'ai pas cru devoir reproduire dans l'étude qui va suivre toutes les questions traitées dans l'Ouvrage sur la théorie de la spéculation que j'ai puhlié il y a quelques années; je me place ici au point de vue théorique, et je n'envisage ni la pralicpie de la spéculalion ni la comparaison des chilFrcs calculés avec ceux (|ui sont obtenus par l'examen des cotes.
Réduite ii sa partie théorique, l'étude de la spéculation présente encore un grand intérêt; elle montre le calcul des probahilités sous un nouveau jour, sous une forme très saisissante et très claire.
'il7. Notions générales sur la probabilité. — Nous supposerons que les variations dos cours de la rente, par exemple, soient dues uniquement au hasard, et nous chercherons les lois de ces variations, c'est-à-dire que nous chercherons la probabilité pour que, à l'époque/, le cours diffère d'une quantité donnée du cours coféii l'instant actuel.
Nous prendrons pour zéro le cours actuel ; le cours x seia donc un cours relatif désignant l'écart au cours actuel.
La probabilité pour que le cours x soit coté à une époque donnée, ou, plus exactement, la probabilité pour que le cours soit i» cette époque compris entre x et x-hdx est une Fonction de x que l'on peut représenter par rordonnée d'une courbe dont les abscisses sont les différents cours.
Nous prendrons pour origine le cours actuel; la courbe de probabilité s'étendra de part et d'autre de — co à -i- a:;, et elle sera nécessaire-
ment asymptote à l'axe des x. Son aire totale, qui représente la somme des probabilités de tous les cours, aura pour valeur l'unité.
Le premier problème de notre étude consistera à déterminer la probabilité pour que le cours x soit coté à l'époque /.
418. Principe de l'indépendance. — Les variations du cours qui peuvent se produire à un instant quelconque sont indépendantes des variations antérieures et du cours coté à cet instant.
Il faut bien comprendre ce que signifie ce principe : il est évident qu'en réalité l'indépendance n'existe pas, mais, par suite de l'excessive complexité des causes qui entrent en jeu, tout se passe comme s'il y avait indépendance.
Si le cours est s à l'époque /, , la probabilité d'un nouvel écart y pendant un nouvel intervalle de temps t., est indépendante de :;; elle ne dépend que de y, t^ et /^ .
Le principe des probabilités composées, le principe des probabilités totales et le principe de l'indépendance permettent de déterminer la loi de probabilité, c'est-à-dire de calculer la probabilité pour que le cours soit X à l'époque /.
Désignons par r^^i^dx la probabilité pour que, à l'époque /, le cours se trouve compris dans l'intervalle >r,j:--f-fte. (Dans mon Ouvrage sur la Théorie de la spéculation, cette probabilité était désignée par Px,, dx. )
Cherchons la probabilité pour que le cours ,r soit coté à l'époque l^-^t.y^t, le cours z ayant été coté à l'époque t^.
En vertu du principe de la probabilité composée, la probabilité cherchée est égale au produit de la probabilité pour que le cours :; soit coté à l'époque t^, c'est-à-dire m,, , - c/- multiplié par la probabilité pour que, le cours z étant coté à l'époque /, , le cours x soit coté à l'époque ?,+?, = /, c'est-à-dire multiplié par as^ , j. ^.dx.
La probabilité cherchée est donc
^0./, .:'«'/, ./,.■-; dz dx.
Le cours pouvant se trouver à l'époque ^, dans tous les intervalles dz compris entre — co et + *, la probabilité pour que le cours x soit
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coté à l't'potiut' / (>st, en vertu du principe des probabilités totales,
La probabilité de ce cours œ à l'époque / a aussi pour expression vs„ r ^(/.v; on a donc
OU
HT
telle est l'équation de condition;! laquelle doit satisfaire la fonction in; elle doit être vérifiée quels que soient /, et /.
Lorsque l — t, tend vers zéro, la probabilité pour que l'écart y correspondant à cet intervalle soit compris entre — a et + ^ doit tendre vers I, quelques petites que soient les quantités positives (et fixes) a et p. On doit donc avoir
lini / u!,^i^.dy=zi pour< — <i =
A 19. Ces conditions sont identiques à celles du paragraphe 226 et ce résultat est évident; le spéculateur qui achète ou qui vend au cours zéro réalise à l'époque / un gain ou une perte égau'x au cours x; la probabilité du cours x- est donc la probabilité du gain ou de la perte x.
Une analyse identique à celle du paragraphe 226 conduirait à l'expression la plus générale de la probabilité ci,
v/Si/r 9'(o^'
'!'(/) et o'{t) sont des fonctions arbitraires, dont la seconde doit constamment être positive.
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Nous écrirons simplement
^ l'}.l/| + .rl-
Ts ^ — = — =1^- ax.
et nous considérerons les fonctions o et '| comme arbitraires en tenant compte, quand besoin sera, de leur propriété additive.
Par exemple, la fonction o relative à un intervalle de temps t est la somme des fonctions analogues relatives à tous les éléments de temps qui composent cet intervalle /.
La fonction o croît donc constamment avec t.
420. Principe de l'espérance mathématique. Nous ne pouvons admettre qu'une opération de spéculation favorise a priori celui qui la contracte; ces sortes d'opérations sont soumises à la loi dite c/c Co^re et de la demande, et une opération qui favoriserait systématiquement l'un des contractants ne trouverait pas de contre-partie.
Une opération ne peut être a priori ni avantageuse, ni désavantageuse; c'est ce qu'on exprime en disant :
L'espérance mathématique de toute opération est nulle.
421. Pour appliquer ce principe, supposons qu'on achète de la rente au cours actuel zéro pour la revendre à l'époque / ; le bénélice sera exprimé par le cours x à cette époque, et, par suite, l'espérance totale de l'opération est
-dx = '\f(t).
Cette espérance doit être nulle, donc '^{t) = o; donc La probabilité du cours x à l'époque t a pour expression
-.dx.
Le principe de l'espérance mathématique a, comme on voit, pour conséquence la symétrie de la probabilité.
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l,"cx|iri'ssioii (Je la |)r(ilial>ilil(' no coiitioiil (|m'iiiii' rmiclinn aiMtraitc (p(/ ) qiif lions nninmiTons fonction (l'inslithililé. Nous venons |)lns liiin par (|nt'll('s donm-osiMi peut la dt-lerniincr ; [jomp Io iiioincnl, ikuis snpposcrnns (|n't'llc csl connno.
Loi's<iu'il s'agissait (le la (lu'orie génci'aic des prohaliililés continues (n" 27i), nous pouvions supposer que cp(/) pouvait Icndic vers une limite linio pour / inHni. I.a nature de la (jueslion que nous traitons ici ne permet pas de taire celle supposition; dans la théorie de la spéculation, y(/) est inlini (]uand / est infini.
\-ïl. Courbe de probabilité. — La fonction
peut se représenter par une courbe dont l'ordonnée est maxima à l'origine et qui présente deux points d'inflexion pour
Ces mêmes valeurs de a: sont aussi les abscisses des maxima et niinima des courbes d'espérance mathématique dont l'équation est
V= ±ÏÔX.
La probabilité ro d'un cours x'est une l'onction de / qui croit jus(iu'ii une certaine époque et décroit ensuite; cette fonction est maxima quand le cours x correspond au |)oinf d'inflexion de la courbe de probabilité.
423. Espérance mathématiqu 3. - Il s'agit de l'espérance mathémali(iue positive d'un spéculateur qui achèterait de la renie au cours actuel pour la revendre à l'époque l.
Cette espérance a pour valeur
: djC
elle est proportionnelle à la racine carrée de la fonction d'instabilité.
Nous désignerons la quantité ^ ' par la lettre r/, et, dans bien des
questions, nous exprimerons les variations de cours en prenant a pour unité.
Dans ces conditions, la probabilité du cours x est exprimée par la formule
-dx.
424. Probabilité dans un intervalle donné. — Les Tables de la fonction
\ItiJo
qui sont reproduites à la fin du volume permettent de calculer la probabilité dans un intervalle donné.
La probabilité pour que le cours soit compris entre zéro et a- a pour expression
: dx.
OU. en posant
dl = - 0
\ ?(nj
425. La probabilité pour que le cours soit compris dans l'intervalle
— j;, H-.r a pour valeur
^r"e^'-di^&\-^\
Lorsque / tend vers l'infini, cette probabilité tend vers zéro. La probabilité dans l'intervalle — ^i , -\- x., est
Cette expression tend vers zéro lorsque t augmenle indéfiniment.
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'i "il » . La prohabilitè
^ ^\/^^'o ^ ^- Lv'?(oJ
/>««/• </Mf le cours soit supérieur à .v à l'époque t, croît conslaniiuent iivoc II' l('ni|is. Si / ('tail iiil]iii ollo serait ('gale à - > résultat évid(Mit.
427. Au lieu d'avoir recours aux Tables de la fonction 0, il est généralement beaucoup plus simple de faire usage de la Table suivante, qui ddiiiii' directement la probabilité 'S correspondant au cours x exprimé
en prenant a — ^ '^\_ pour unité.
Kcail. rrobabilité $. Écart. Proljabilité 'i'.
(i,o</ o,5oo 2,3a ".'79
o,trt o,4i<4 '>-,if ".'''()
o,->.a o, lf>9 •;t,)a ", ' '9
o,'ia 0,453 •^,6a o,i5o
o,7<7.... 0,390 3,0a o,iiG
0,8a .... 0,374 3,ia 0,108
1,0a 0,345 3,3rt 0,094
1,1 rt 0,33 1 3,4 a 0,087
i ,'if/ o,3()2 3,6n 0,075
1,5a o,>75 3,8a o.oCi)
1,6a 0,26* 3,9« o,oGo
t,8a 0,237 -îiSo <>.o37
r,9« 0,22'i 5a i),oi3
2, on o,2i3 i),5rt o,or)
2, in 0,202 6rt 0,009
2,2n 0,1 yo 7 a o,oo3
428. — Les diverses probabilités s'expriment facilement par la fonction <r; par exemple, la probabilité [)our que le cours soit compris dans l'ind'i vallc — x, ,-\-x.,n pour valeur i — '-i\ — T^, •
Il ne faut pas oublier que les cours sont exprimés en prenant
a_ *? 'pour unité.
429. Écart moyen.— L'e'carfmoje» est, par définition, l'espérance mathématique d'un joueur qui devrait recevoir une somme égale à la valeur absolue de l'écart à l'époque t. C'est donc la quantité
L'écart moyen est proportionnel à la racine carrée de la fonction d'instabilité.
Si l'on désigne par a la quantité ' . l'écart moyen a pour
valeur 2(2.
La probabilité pour que l'écart moyen soit dépassé dans un seul sens est donc 0,214 d'après la Table du paragraphe 427 ; la probabilité pour que l'écart moyen soit dépassé dans un sens ou dans l'autre est 0,428.
430. Écart probable. Nous appelons ainsi l'écart ±a tel que, à l'époque /, le cours ait une chance sur deux d'être compris dans cet intervalle.
La quantité a se détermine par l'équation
(3n en déduit, d'après la Table du paragraphe 427,
SJT.
L'écart probable est proportionnel à la racine carrée de la fonction d'instabilité.
11 est égal à l'écart moyen multiplié par le nombre o, 844 —
431. Écarts isoprobables. — Plus généralement, considérons l'écart ±^ tel que la probabilité, pour que, à l'époque /, le cours soit
aHfi 1.. [lAciiEi.ir.ii.
(•(impris dans col iiilcrvallc, soit égale ii ii; ikhis aurons
ou
Cet inti'tvalh^ ^. si ?/ est constant, varie proportionnellemeni
Les ècarls croissent proportionnellement à la racine carrée de la fonction d'instabilité.
C'est à cette propriiHc'" ([uc la t'onclion (riiistabilitc doil si»ii nom. o(/) croit constamment avec / cl jusiin'ii l'inlini; les t'carts isoprobables croissent donc constamment et jusqu'à riiilini.
432. Principe àe l'uniformité. — .hisciu'ici nous n'avons fait aucune liypotlu'se sur la forme de la l'onction ^(/); nous pouvons même remarquer que certains résultats sont indépendants de cette fonction; c'est ainsi que le rapport de l'écart probable à l'écart nioyeii est o, 844' qii*^' que soit ;p(/). La probabilité pour que l'un de ces écarts soit dépassé est de même indépendante de o(/).
Il est évident que dans la [)lupart des cas le niarcbé n'a aucunr raison pour supposer que la probabilité d'un écart }' dans l'intervalle zéro, /, est différente de la probabilité de ce même écart dans l'intervalle /,, 2/, on 2f,, 3/|, — Le marcbé suppose donc généralement (ju'ilya unil'ormité, c'est-à-dire que l'instabilité est la même pour tous les éléments de temps; en d'autres termes, il suppose que dans la formule
<p(0 = / i{t)di.
!p'(/) a une valeur constante [\r.k-, de sorte qu'on a
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Nous avons désigné la constante par 4~^"'» afin que l'espérance mathématique (n" 423)
qui est proportionnelle à la racine carrée du temps, se réduise à un coefficient k lorsque ^ = i .
k est le coefficient cl' instahililè .
Si l'on suppose l'uniformité, la probabilité du cours x à l'époque l est
ro =: — — — =- dx.
433. L'expression d'uniformité qui a été employée dans la théorie des jeux pourrait faire naître une idée fausse. Lorsqu'on dit qu'un jeu est uniforme, on suppose généralement qu'il le sera dans la réalité; lorsqu'il s'agit de la spéculation, l'uniformité au contraire ne peut être réelle; le marché à l'époque actuelle ^ = o considère les probabilités relatives aux époques futures comme uniformes et caractérisées par le coefficient d'instabilité k; à l'époque A^ il admet une uniformité caractérisée par un autre coefficient k', à l'époque lAl il admet une uniformité caractérisée par un autre coefficient ^•", etc.
Comme on calcule les valeurs des probabilités à l'époque / = o, les formules sont les mêmes, (jue l'uniformité soit supposée ou réelle.
Le marché s'écarte fort peu de la loi de l'uniformité même dans la spéculation sur les marchandises, où cependant, à certaines époques, les cours doivent a priori être instables.
Si, ordinairement, nous ne supposons pas l'uniformité, c'est pour conserver à notre étude son maximum de généralité, et cela est surtout intéressant au point de vue théorique.
434. Pour obtenir les formules relatives au cas où l'on admet l'uniformité, il suffit de remplacerdanslathéoriequi précède lafonction :p(/) par son expression particulière ^-nk-t.
Certains résultats sont alors intéressants pour leur simplicité.
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L'rrart rinivcii ik\ l es! /iroporUDiinc/ à la ruci/ie carrée du temps, de mi'me que l'écart probable i , G88 ... X- y /.
La t'onsi(l('Tiilii>n des t'carfs isnprobabics conduit à cctlc proposition j;(MU'ral(' :
Les écarts croissent proportion iielle/nent à la racine carrée du temps.
ÉTUDE DES OPÉRATIONS DE SPÉCILATION
435. Pour [jouvoir l'aire usage de nos formules, il est nécessaire de déterminer la fonction d'instabilité z>{t) ou simplement, si l'on admet l'uniformité, le coefficient d'instabilité k.
En toute rigueur, au point de vue pratique, nos formules devraient tenir compte d'un second coefficient. Lecoursque le marché considère étant le plus probable à l'époque / n'est pas exactement le cours actuel; c'est ce qu'on appelle le cours vrai relatif à l'époque (: le second coefficient dépend de la différence entre ces deux cours, dilférence qui est due à ce que, en matière de spéculation, on nomme report.
Nous ne nous occuperons pas de ce second coefficient qui est généralement voisin de zéro, sans vouloir insinuer par là que son influence soit toujours négligeable; notre but actuel est surtout de faire connaître les opérations de spéculation, qui sont fort curieuses. La théorie complète des opérations de bourse, la concordance des résultats qu'elle fournit avec la réalité de la marche des cours ont été l'objet d'une étude approfondie que je n'ai pas à reproduire ici. {Théorie de la spéculation. Librairie Gaulhier-Villars.)
436. Opérations fermes. — Il y a deux principales sortes d'opérations de spéculation : les opérations fermes; les opérations à prime.
Ces opérations peuvent se combiner à l'infini, d'autant qu'on traite souvent plusieurs sortes de primes.
L'acheteur ferme ne limite ni son gain ni sa perte; il gagne la différence entre le cours d'achat et le cours auquel il termine son opération par une vente. En d'autres termes, il gagne la valeur de l'écart B. - 1. 3;
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quand otM ccarl esl positif, il pcnl la valeur ilt> l'écart <iuantl ccl ccail est ni'},'alir.
L'iiivorso a lieu |i(iiir le vendeur ferme.
Les formules (]ue nous avons «'■lahlies expriment les prohabililés relatives ii l'aelieleur (|ui veut lerininer son opérai ion à répocjuc / ; ce sont les proltaltilités du premier genre dans la théorie de la spéculation.
L'acheteur, au lieu de se fixer une époque / |)our réaliser son o|)éralion, peut se fixer d'avance un cours x; la recherche de la probahililé pour qu'il réalise son opération aux différentes époques / (probabilité du second genre) constitue le second problème do la théorie di' la spéculation.
437. Prime simple. — Le preneur d'une prime simple à la hausse, par exemple, verse d'abord une certaine somme qui est la valeur de la prim(>. A répo(|ue de l'échéance /, il gagne comme l'acheteur ferme s'il y a hausse au-dessus du cours actuel, mais il ne perd rien s'il y a baisse.
Le preneurde prime simple perd au maximum la valeur de la prime; son risque est limité à cette somme; son gain, par contre, peut être illimité.
On traite de même des primes à la baisse dont la valeur est évidemment égale à celle de la prime ii la hausse (|ui a même échéance.
438. Pour calculer la valeur de la prime simple, on doit remarquer que le marché, dans son ensemble, suivant la loi dite de l'offre et de la demande, ne peut considérer une opération comme favorisant systématiquement l'un des contractants.
Nous énoncerons donc le principe de l'espérance mathématique : L'espérance mathématique totale de toute spéculation est nulle.
Appliquons ce principe au [)reneur de prime simple (à la hausse par exemple) ; son espérance positive est celle de l'acheteur ferme (n° 433),
soit ' - ; son espérance négative est la valeur de la prime simple que
nous désignerons par a. Ces deux quantités devant être égales, on a
^_ v'?Tô
2 '/tÎ
Lorsqu'on connaît la valeur de la prime a (donnée par les cotes) relative à une certaine échéance/,, on connait les probabilités relatives à cette même époque.
L'écart moven (n" 420) est le double de la prime simple. L'écart probable est égal à la prime simple multipliée par i,G88.
439. Le preneur de prime simple est en bénéfice quand le cours, au moment de l'échéance, est compris entre a et -f-x-; en se reportant au Tableau du paragraphe 427, on voit que :
La probabilité de réussite du preneur de prime simple est indépendante de r époque de l' échéance : elle a pour valeur o,345.
Ce résultat est indépendant de toute hypothèse sur la forme de la fonction d'instabilité.
Si l'on suppose l'uniformité, on a
a= k \ft.
La valeur de la prime simple doit être proportionnelle à la racine carrée du temps.
Hlle permet de calculer le coefficient k.
Nous avons vu précédemment que certains résultats sont indépendants de la fonction d'instabilité. Si l'on traitaitdes primes pourtoutes les échéances t, on connaîtrait la fonction o(^z) et par suite les probabilités pour toutes les valeurs de t ; en réalité, on ne traite des primes que pour certaines échéances /,, /,, /,, ..., de sorte que, si l'on veut calculer les probabilités pour des époques intermédiaires, on doit faire une hypothèse sur la forme de la fonction o{i).
L'hypothèse la plus simple consiste à supposer que ©(i) est proportionnel à t, c'est-à-dire à supposer l'uniformité.
Les résultats que nous obtiendrons dans notre étude seront ainsi de trois sortes :
1° Ceux qui sont invariables (par exemple, la probabilité de réussite du preneur de prime simple);
2° Ceux qui sont relatifs à une époque t^ pour laquelle on traite une
oqa i- lîAf.iir.i.iKK.
primo. Dans t-c cas lesprnbabilitcs sont connues sans qu'aucune hypothèse soit nécessaire; on ni'conniiit pas o(t), mais on connaît 9(/,)qui entre seul dans l'expression des probabilités.
3" Ceux qui sont relatifs à une é[)Oi|ue pour huiuelle on ne traite pas de primes et qui supposent la loi de l'uniformité.
''i-'ii. Le stellage ou double prime est formé de l'achat simultané de deux primes simples, l'une à la hausse, l'autre i\ la baisse.
Il est facile de voir (jue le preneur de stellage est en bénéfice dans les intervalles des cours : ia, -i-^ et —lo, — co. Donc, d'après la Table de probabilité (n° 427),
La probabilité du preneur deslellage est o,!\iS. ...
442. Les primes en général. — Dans l'achal ou la vente ferme, acheteurs cl vendeurs s'exposent à une perte théoriiinement illimitée. Dans le marché à prime, l'acheteur paye le titre plus cher (jue dans le cas du marché ferme, mais sa perte en baisse est limitée d'avance aune certaine somme qui est le niontanl de la prime.
Le vendeur de prime a l'avantage de vendre plus cher; mais il ne peut avoir pour bénéfice que le montant de la prime.
On pourrait également traiter des primes à la baisse (jui limiteraient la perte du vendeur; dans ce cas, l'opération se ferait à un cours inférieur à celui du ferme.
On ne traite pas ces primes dans la spéculation sur les valeurs; on obtient une prime à la baisse d'un genre un peu dilï'érent en vendant ferme et en achetant simultanément une prime à la hausse.
Pour fixer les idées, je ne m'occuperai que des primes à la hausse.
Dans une prime il v a trois (juantités à considérer : l'importance h de la prime, c'est-à-dire la somme maxima ([ue veut risquer l'acheteur; le cours / auquel la prime est négociée qu'on nomme Vécart de laprime; enfin l'époque de l'échéance.
Il est d'usage de dire qu'un spéculateur a acheté une prime dont h pour exprimer (ju'il a acheté une prime dont l'importance est h.
L'achat à prime est assimilable à un achat ferme eifectué au cours /, le cours ne pouvant baisser au-dessous de / — A = m.
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Quand, en réalité, à l'époque de l'échéance, le cours est inférieur à rn, la perte de l'acheteur est constante et égale à h.
En d'autres termes, dans l'intervalle de cours — ac, -\-m (nous supposons/w positif pour fixer les idées), la perte est constante et égale à h. De m à m -h h, la perte décroit de h à zéro. A partir du cours m -h h, l'acheteur gagne proportionnellement à la hausse.
La prime simple dont nous avons fait l'étude rentre dans la définition générale; on peut dire que c'est une prime dont l'importance est éffale à l'écart.
443. Il est évident que, si l'on considère une même échéance, l'écart d'une prime est d'autant plus élevé que l'importance de la prime est plus faible.
Une première question se pose, question que j'ai résolue plusieurs années avant que je ne me sois occupé d'études sur le calcul des probabilités : Est-il possible, en admettant uniquement que l'écart d'une prime diminue quand son importance croit, qu'il existe des opérations permettant à un spéculateur de gagner à tous les cours?
En choisissant convenablement les rapports des écarts de trois primes, on pourrait imaginer une infinité d'opérations permettant de gagner à tous les cours.
Les écarts qu'exigent ces opérations ne sont pas en désaccord avec le bon sens, et, si le marché ne réalise jamais ces écarts et n'en approche même pas, c'est qu'à son insu il obéit à la loi de la probabilité.
444. Pour trouver une relation entre l'importance h d'une prime et son écart m -h h, nous appliquerons à l'acheteur de prime le principe de l'espérance mathémati(jue :
L'espérance mathématique totale de toute spéculation est nulle.
Soit CT la probabilité du cours x à l'époque de l'échéance /. Nous allons évaluer l'espérance
1° pour les cours compris entre — ao et m, 1° pour les cours compris entre m Qim -\- /;, 3" pour les cours compris entre m -\- h et -h x;.
2()4 ^- BACIIELIFJt.
I" Pour les cours compris cnirc — ac et m, l'aclii'lciir siilùt une perle //. Son espérance m:i(lu'nia(ique pour un cours compris dans l'iiilrrviillc (liuiiic est — tn// ; elle est donc pour tout l'intervalle
— // / TS ci.r ;
2" l'iiiir un cours J7 compris entre /n et //( + //, la perte de l'acheteur est m-h/i — x; l'espérance nialiiéinatique correspondante est — Gi(w -H // — .»■), et pour Idiil l'intervalle elle est
I CT ( ni -I- /( — a:) dx ;
3° Pour un cours x compris entre m -\- h et ao, le bénéfice de l'acheteur est v — m — h; l'espérance mathématique correspondante est tD(.r — m — h) et pour l'intervalle entier
/ ro ( ^ — ni — /( ) dx.
Le principe de l'espérance totale nous conduit donc à la relation I J7s(x — m — h)dx — / CT {/«-(-/( — x)dx — /( / Tsdx^=.o,
ou, en faisant les réductions,
h -h m I ms dx ^ / tsx dx.
^ m ^ II!
Cette équation aux intégrales définies établit une relation entre l'écart et l'importance d'une prime; on l'aurait obtenue de même en supposant m négatif.
Si, dans celte équation, on remplace tu par sa valeur
iT.a
4 7lrt'
et, si l'on développe l'intégrale en série, on obtient
1 liT.a gÔTt'a' i9207:'a'
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Cette formule, qui exprime la loi des écarts de prime, fournit une relation entre l'importanee h de la prime, son écart m -t- A, et l'importance a de la prime simple relative a la même échéance; elle permet donc de calculer l'une quelconque de ces quantités quand on connaît les autres.
Si, par exemple, m et m + h sont connus, la série précédente permet de déterminer a.
Pratiquement, l'importance de la prime est toujours comprise entre
7 et 3a. Il en résulte qu'on peut, dans la formule précédente, supprimer les termes en m^ et en m". On obtient aussi
r.(ih ^ m}± \jv?- {-2 h -h m)- — '^r.m-
Avec cette même approximation on aura pour valeur de m en fonction de a et de h
Cette dernière formule est très recommandable pour les calculs numériques, maiselleprésente deuxinconvénients : elle n'est pasfacilement exprimable en langage ordinaire, et elle nedonnepasune idée suflisamment claire des variations de l'écart et de l'importance des primes. Les formules que nous obtiendrons, inférieures à la précédente au point de vue du calcul numérique, ont, par contre, l'avantage d'être très expressives et très simples.
446. On peut introduire dans la formule complète du n" 445 la valeur l = m -\-h Ae l'écart de la prime ; la formule devient alors
li + l — a {l—hy- .(/— /()' {/—/lY
2 4-a ç)6-.-a^ iQ2or.^a
elle ne change pas si l'on remplace / par h et h par l ; donc, si l'écart de la prime dont h est /, réciproquement, l'écart de la prime dont / est h.
Ce ihéorcme de réciprocité peut se démontrer sans faire appel à aucune formule analyti(jue; il suffit de supposer qu'un spéculateur achète une prime dont h à l'écart / et vende ferme simultanément; on
2l)() L. l!.\(".IIKLIi:«.
voit sans (liriiciiUé qiif la rcsullaiile de celte double opération csl une |ii iiiii" à la baisse dont l'importance est / et dont l'écart est h.
Les deiix opérations coniposaiilos étant équitables, leur résultante l'est éjialfinent, ce qui démontre le théorème de réciprocité.
Dans la formule complète dn paraj,M-aphe 445,
2 4;:rt gOTiV/^ i9.>.0 7:''a'' on peut remplacer /* par /: on obtient ainsi
2 f\T:a gÔTT^rt-' 19207:^0'^
447. L'écart d'une prime augmentant ([uand son im[)ortance diminue, il est intéressant d'étudier la variation du produit de ces quantités.
Les formules (i) et (2) peuvent s'écrire
h— a + Am), /=aH + f{m).
Le produit A/ a pour valeur
a'-- — + 2af{m) + [f(m)Y\
sa dérivée relative à m
— ^-^2aJ'(in) -h 2j\ni)/'{m)
s'annule quand 772 = 0, car, pour cette valeur,/' est nul; alorsA = / = a.
Le produit d'une prime par son écart est donc maximum quand les deux facteurs de ce produit sont égaux ; c'est le cas de la prime simple.
En multipliant les séries (i) et (2), on a d'ailleurs
/2\ A/ ■> {r. — 2)m'- \ni'
(3) hl=za- 7
gÔTT-a
On pourrait poser en première approximation
le produit d'une prime par son écart serait alors constant.
Si l'on donne a et h, la valeur qu'on obtient pour l'écart / par la formule précédente est trop grande.
Si l'on donne h et /, la valeur qu'on en déduit pour a est trop faible.
Si l'on admet la loi précédente et l'uniformité, a'^k-l, et, si l'on considère des primes de même importance /*, leur écart / est proportionnel au temps.
448. La loi précédente n'est pas suffisamment approchée; on obtient, au contraire, une loi très approchée en procédant de la façon suivante :
Ajoutant les séries (i) et (2), on obtient
Il -T- l = 2a
4'i:« gO-'a' igao-^a'
Multipliant cette série par la série (3), on a
2(~ — 'i)am- (12- — 3o)//r
hl{h-i-i) — 2a .,
4tc 9fc>--a
ou environ
/il{h -h l) ^ 2a^ — 0,0225 «m- — 0,0081 — — h . . . .
On peut poser en seconde approximation
hl{h + l) — 2a\
L'erreur commise est très faible lorsque m n'a pas une grande valeur, ce qui est le cas ordinaire. Par exemple, si m = a, l'erreur du second membre est inférieure à -^.
La loi de seconde approximation peut s'énoncer en langage ordinaire d'une façon très simple :
On mulliplie la prime par son écart.
On additionne la prime et son écart.
Le prodait de deux nombres est le même pour toutes les primes relatwes à la même échéance.
449. Pour donner une idée de l'approximation obtenue par les formules précédentes, plaçons-nous dans les conditions les plus défavo- B. - I. 38
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ralilt's (iiroii puisse ronrontror |)rali(|uoment et supposons (|u"il s'agisse
(II' ilcliTMiiiier l'ccarl d'nue très petite prime, h = -^^
I,a lorimile de première approximation du u" ^'\~ (loiiiic la vali'iir beaucoup Irop ^'raude /= l^n.
La l'oriiuile de sccdiulc approximation du n" ''1^18 conduit à la valeur 2,28a.
La formule approchée du n" 445 donnerait 2,2Srt.
La valeur exacte est /= 1,1^0.
En général, les données du problème ne sont pas a et A; 011 donne l'écart/, de la prime dont /»,, et l'on demande l'écart /de la prime dont /(.
On em|)loie alors la lornuile
Cette égalité est excessivement approchée surtout lorsque h est voisin de /, , elle serait rigoureuse si A était égal à /, . Dans ce cas d'ailleurs, la formule de première approximation A/ = A,/, serait rigoureuse également, d'après le théorème de réciprocité.
450. Pour pouvoir appliquer ces formules, il importe de remanjuer que l'écart 1= m-\- A n'est pas exactement celui qui est fourni par les cotes et qu'il peut en différer d'une façon sensible. Nous avons parlé du cours vrai (n" 43.')); l'écart /= /?2 + A est l'écart vrai, c'est-à-dire la diOcrence entre le cours de la prime et le cours vrai correspondant à l'époque de l'échéance.
Nous n'avons pas ici à étudier ces questions. Qu'il nous suffise de remarquer le parfait accord entre la théorie mathématique et l'observation des cotes; (ju'il s'agisse des rapports des écarts des primes ou de leur probabilité de réussite, qu'il s'agisse des problèmes très différents que nous étudierons dans le prochain Chapitre ou d'une application quelconque de nos formules, les divergences des résultats obtenus par les deux méthodes sont toujours très faibles si l'observation porte sur un nombre de cas suffisant.
C'est parce que le marché de la rente ne semble suivre aucune loi qu'il suit fatalement la loi du hasard.
451. Facultés. — On traite sur certains marchés des opérations en quelque sorte intermédiaires entre les opérations fermes et les opérations à prime : ce sont Xa, facultés.
Supposons que 3o'''' soient le cours d'une marchandise. Au lieu d'acheter une unité au cours de 3o'''' pour une échéance donnée, nous pouvons acheter une faculté du double pour la même échéance à 32'^'', par exemple. Il faut entendre par là que pour toute différence au-dessous du cours de 32'^'' nous ne perdons que sur une unité, alors que, pour toute différence au-dessus, nous gagnons sur deux unités.
Nous aurions pu acheter une faculté du triple à 33"', par exemple, c'est-à-dire que, pour toute dinerence au-dessous du cours de 33*^'', nous perdons sur une unité, alors que pour toute dilTérence au-dessus de ce cours nous gagnons sur trois unités. On peut imaginer des facultés d'un ordre multiple.
On traite aussi des facultés à la baisse, nécessairement au même écart que les facultés à la hausse du même ordre de multiplicité.
452. Appliquons le principe de l'espérance mathématique à l'achat d'une faculté d'ordre n traitée à l'écart r.
La faculté d'ordre n peut être considérée comme se composant de deux opérations :
i" Un achat ferme d'une unité au cours /•;
1" Un achat ferme de (n — i) unités au cours /•, cet achat n'étant à considérer que dans l'intervalle r, oo.
La première opération a pourespérancemathémati(iue — r; laseconde a pour espérance
( /t — I ) I m{x — r) dx.
On doit donc avoir
/• 1= ( « ^ I ) / js{x — /• ) f/x,
ou, en remplaçant ro par sa valeur,
I ~ 4 un'
TS~ C
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et. i-ii (l(''Vol(i|)p;mt <mi si-rii'.
Kii no conscrvani ([110 les trois premiers termes, on obtient Si n — "2,
L'écart de la faculté du double doit être environ les \ de la valeur de la prime simple.
Si n — 3,
L'e'carl de la faculté du triple doit être supérieur de j;, environ à la valeur de la prime simple.
453. Nous venons de voir que les écarts des facultés sont approximativement proportionnels à la quantité a.
Il en résulte que la probabilité de réussite de ces opérations est indépendante de la durée de l'échéance.
La prohabilité de réussite delà faculté du double est o,']f)'i ; l'opération réussit quatre fois sur dix.
La prohabilité de la faculté du triple est o, 33 ; l' opération réussit une fois sur trois.
'ih'i. Opérations complexes. — Comme on traite du ferme et souvent jusqu'il trois primes pour la même échéance, on pourrait entreprendre en même temps des opérations triples et même quadruples. . En réalité, les opérations simples et doubles sont les seules employées; on les divise en deux catégories suivant qu'elles contiennent ou non du ferme.
L'étude de ces opérations est très curieuse, mais nous ne pouvons la reproduire ici ; elle a été traitée ailleurs avec tout le développement que comporte son utilité et son intérêt.
PROBABILITÉS DU SECOND GENRE
455. Nous désignerons comme précédemment par <S la probabilité pour qu'un cours donné soit atteint ou dépassé à l'époque /. f est la probabilité du premier genre. P désignera la probabilité pour ([ue le cours considéré soit atteint ou dépassé dans rintorvalle de temps /, c'est-à-dire avant l'époque t. P est la probabilité du second genre.
[m probabilité pour qu'un cours soit dépassé à l'époque t est la moitié de la probabilité pour que ce cours soit dépassé dans l'intervalle de temps t.
En elFet, le cours ne peut être dépassé à l'époque t sans l'avoir été antérienrement. La probabilité ^ est donc égale à la probabilité P, multipliée par la probabilité pour que, le cours étant coté à une époque
antérieure à t, soit dépassé à l'époque /, c'est-à-dire multipliée par -• On a donc
La probabilité pour que le cours c soit dépassé pendant l intervalle de temps t a pour expression
VnJo
ou
t2 ypka
SJTlJo
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'i.M;. Si aiiciiiii' liiiiili- n'fsl lixée pour le d-mps /, la tbrimilc (loniio 1' = I ; dans ce cas, r('p(i(iiu' iiiovcnno à ImiiucIIo le cours cs(altoin( est inliiiic. coMimo uous le vciinns (u" 472).
'i.")7. Quelques applications. — Les Tables de la fonction 0 pernii'llcnt (le calculer la l'ouclion
mais il est généralenienl beaucoup plus simple d'avoir recours à la Table de probabilité du paragraphe 427, dont il suffit de doubler les chillVes puisque P = -l'iù.
'lôS. CherclioMs, par exemple, la probabilité pour (|ue l'écart de la prime simple a soit atteint avant l'échéance de cette prime.
La probabilité a' relative au cours a est (n"427) o,34'> ; donc la probabilité P relative au même cours est 2 x o,345 = 0,69.
Il faut bien rcmar(|ncr (|iie cechilfre exprime la probabilité pourque l'écart a soit atteint dans un sens déterminé, à la hausse, par exemple. La recherche de la probabilité pour que l'intervalle ±a soit dépassé avant l'époque / dans un sens quelconque constitue un problème beaucoup plus compliqué, qui sera résolu plus loin (n" 477).
459. Cherchons encore la probabilité pourque l'écart aasoitatteint (dans un seul sens), avant l'époque l.
La probabilité ^f relative au cours 2a étant o, 21 3, la probabilité P relative ail même cours sera égale au double de celte quantité, soit 0,425.
La probabilité pour que l'écart de la faculté du double soit atteint est 0,78. Pour la faculté du triple, la probabilité serait 0,66.
4ti0. Probabilité élémentaire. — Nous avons désigné par cï la probabilité pour qu'un cours soit coté à l'époque t; c'est la probabilité élémentaire du premier genre. Nous désignerons par II la probabilité pour que ce cours soit coté pour la première fois à l'époque t, c'est-àdire la probabilité élémentaire du second genre. Il est donc la proba-
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bilito pour que le cours soit coté à l'époque t, ne l'ayant pas été auparavant.
On a évidemment
par suite,
n.// = P ou ni=^,
xv^^X^ni^,,.
Telle est l'expression de la prohabilité pour que le cours c soit atteint pour la première fois à l'époque t.
o'(t)dt est la fonction d'instabilité relative à l'instante (c'est-à-dire à l'intervalle de temps /, / -hdt); la probabilité pour qu'un cours soit atteint à un certain instant est donc proportionnelle ii la fonction d'instabilité relative à cet instant.
Si l'on suppose l'uniformité, on a
n = dt.
2 T. kt \Jt
461. Distribution des probabilités. — La connaissance de la probabilité pour que le cours c soit atteint à une époque donnée ne résout pas d'une façon complète le problème que nous nous sommes proposé; il nous reste à étudier le cas où le cours c n'est pas atteint avant l'époque /.
Nous allons cbercher la probabilité pour que le cours soit c — y à l'époque /, le cours c n'ayant jamais été atteint avant l'époque /.
On peut supposer par exemple qu'on achète de la rente pour La revendre avec un bénéfice c avant l'époque t; le problème actuel consiste à chercher la probabilité pour qu'on réalise ii l'épocjuc t le gain c — y si la revente n'a pu être effectuée, le cours c n'ayant pas été atteint.
Lorsque le cours c est atteint, il y a, par suite de la symétrie de la probabilité, autant de chances pour qu'il se produise, à l'époque /, un nouvel écart + j qu'un nouvel écart —y.
3o4 '-• ltAi:ilFl.lKK.
La possibilité, pour le spéculateur, de réaliser son opération au cours r suppiiiii(> donc pour lui, en inènic temps que la probabilité du ain c-\-y une probabilité égale pour le gain r — y.
La possibilité de la réalisation au cours c diminue donc la probabiilé cj.. , du cours r - v de la quantité cie+j.
La probabililc du cours c —y à l'époque t est donc
tSc-y — '^c+y
OU
[_ .r' Hc-J-I' "j
iTza
X désignant le cours rapporté à l'origine ordinaire.
Nous connaissons maintenant les probabilités pour que le course soit atteint à toutes les époques entre zéro et t et toutes les probabilités relatives à l'époque <; nous connaissons donc d'une façon complète la distribution des probabilités.
462. Pour obtenir le cours dont la probabilité est la plus grande, dans le cas où le cours c n'a pas été atteint, il suffit de poser j- = o; on obtient ainsi
Si l'on suppose c — a, on obtient
si l'on suppose c = 2a, on obtient
Enfin, on obtiendrait si c était égal à 1,330.
463. La probabilité dans l'intervalle zéro, + u, a pour valeur
U est intéressant d'étudier le cas où u — c pour connaître la pro-
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babilité de bénéfice d'un achat ferme lorsque le cours de revente n'a pu être atteint.
Dans l'hypothèse où u = c, la formule ci-dessus devient
il ,, _ I2r — .1-1'
— le d.v / e dx,
■>.T.ii I 2~a 1
ou, en posant dans la première intégrale — :=- = A et dans la seconde — p — = A,
ou encore
ou enfin
■^ '- C "•" "^ 2ri
c étant exprimé en prenant a pour unité et <P se calculant d'après la Table du paragraphe 427.
464. Si c—a, la probabilité est o,o'24- Si l'écart a n'a jamais été atteint dans l'intervalle t, il n'y a que trois chances sur cent pour que, à l'époque t, le cours se trouve compris entre zéro et a.
Si c = 2a, la probabilité est 0,127; l'écart 2a n'ayant jamais été atteint dans l'intervalle ï, il y a treize chances sur cent pour que, à l'époque t, le cours se trouve compris entre zéro et ia.
465. Espérance mathématique. — Nous supposons comme précédemment qu'il s'agit d'un spéculateur qui achète de la renie au cours actuel pour la revendre quand le cours est c ou pourla revendre à l'époque / si le cours c n'a pas été atteint avant cette époque L
L'espérance positive se compose de deux termes ; l'un cP correspond au cas où le cours c est atteint avant l'époque l; l'autre
f J^\e~^^ - e" "^^^^1 dx
■io(î
I,. IIAC.IIK.I Il-ll.
fst ri'latil au cas où le cours est compris entre zéro ol c à l'époque /. L'espérance positive a pour valeur
-.IJtri
Lorsque r tend vers l'inlini, T tend vers a.
46fi. Vvcarl moyen relatif en baisse, lorsque le cours r n'est pas atteini, a |iour valeur
/ Tsxda- r
Tsdx
P, désignant la (|uanlité / tnr/./;.
L'écart moyen a donc pour valeur 2,54» lorsque c = a et i,\()a lorsque c = -la.
Si l'on suppose c = x, on voit que l'écart moyen est égal à ia, résultat déjà obtenu.
467. Époque de la plus grande probabilité. — La probabilité pour qu'un cours donné c soit atteint à l'époque / est, en supposant l'unirorinilé (n" 460),
2 T. lu v'7
Pour déterminer l'époque t à laquelle correspond la plus grande probabilité, il suffit d'annuler la dérivée par rapport à l de cette expression, c'est-à-dire de poser
d'où
67rA-*
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Supposons, par exemple, que c = k\t, — a; nous aurons
L'époque la plus probable à laquelle est atteint l'écart de la primo simple est située au -^ de l'époque de l'échéance de la prime.
Si c = 2k V t. = ia, on obtient t = ^ —
' ôt:
L'époque la plus probable à laquelle l'écart d'une double prime ou écart moyen est atteint est située au { de l'époque de l'échéance de la prime.
469. La probabilité P correspondant à l'époque f = ^^^v^ a pour
c- ÔP
valeur 0,08. Lorsque t croit de zéro à^— t^> la probabilité II =-7- pour
que le cours c soit atteint à l'époque t croit très vite jusqu'à son maximum. Os probabilités croissantes ne représentent que les -^ de la totalité.
470. Époque probable. — U époque probable absolue k laquelle le cours c est atteint est définie par l'équation
on en déduit
L'époque probable absolue varie, de même que l'époque la plus probable, proportionnellement au carré de la quantité c, et elle est environ six fois supérieure à l'époque la plus probable.
47 1. L'époque probable relative a une durée t et au cours c, époque que nous désignerons par T, est définie par l'équation
OU
■i\Jr.k\J'Vj \i\jT.k\J l
3o8 t.. ItACIlKl.ll'.U.
si, |>ari'\('iiijilf, f /•\ /, la rorimilc donne T = o,i8/. Donc, lorsque réeaii ilc l;i |)rinie simple est alteint, il l'est, dans la moitié des cas, dans le premier cinquième de la durée de l'opération.
Si C- — .>X\7, nous Irouvons T - o,V-i/- Donc, lorsijue l'^'cart de la double prime ou si l'on veut l'écart moyen est alleiat dans un sens déterminé, on peut parier à égalité qu'il a été atteint dans les quatre premiers dixièmes de la durée de l'opération.
l.'ép(i(|ue proitable relative serait 0,11/ pour l'écart de la faculté du tloiiitle et 0,21/ pour l'écart de la (acuité du triple.
Kniin l'épociue probable serait à la moitié de la durée totale si c
était égal à a,:")/- v '•
472. Epoque moyenne. — Lorsqu'un événement peut se produire à dillcrenles époques, on appelle époque moyenne de l'arrivée de l'événement Va ■fiommo des produits des probabilités correspondant aux époques données par leurs durées respectives.
La durée moyenne est la somme des espérances de durée.
Si aucune limite n'est fixée d'avance pour la durée, V époque moyenne •A laquelle le cours c est dépassé est définie par l'intégrale
r ô? ^ C ce '"*'' ,
/ l—-dt—\ -i^dt;
Jo "'■ -^0 2T:k</t
en posant elle devient
liT.k-l
Cette intégrale est infinie.
L'époque moyenne est donc infinie.
473. Occupons-nous maintenant du cas où la durée est limitée à l'époque t; nous appellerons e/joy/zemoye/jne/e/a^ù'e l'époque moyenne à laquelle le cours c sera atteint quand il le sera.
CALCUL DES PROBABILITÉS. 3o9
Cette durée moyenne a pour valeur l'intégrale
En posant
ûr.k-t'
l'intégrale devient
2 v'TIA y (
Transformons-la en remarquant que de l'égalité f e-''d'/.— f -^e-''2ldl
on déduit, en intégrant par parties,
L'expression proposée devient alors
C \ t- a itA-'/ ^ C^
P t:/. 27rA:^
474. Lorsque la durée est limitée à l'époque l, Vépoque moyenne absolue est définie par la formule
dt-^l{i — V).
L'intégrale a été calculée au paragraphe précédent; l'expression complète peut s'écrire
Lorsque t est très grand, elle se réduit sensiblement à
elle est proportionnelle à la racine carrée du temps.
3io !.. n.\r,iiF.i.iEn.
l,ors(Hi(> / aiigmciUc indôfiniment, elle tend vers l'infini, rc-sultal déjà obtenu.
'i7."). Écart maximum. - Quelle est la probabilité pour (|ue le cours r soit le plus haut cours coté dans l'intervalle de temps /?
La probabilité cherchée est la dilï'érencc entre les probabilités pour (]ue les cours r et c -t- de soient atteints ou dépassés, c'est-à-dire
de Tia
: 2CJ.
La probabilité pour qu'un cou?'s soit le plus haut coté dans l'intervalle de temps t est le double de la probabilité pour que ce même cours soit roté à l'époque t.
'iHS. On pourrait imaginer une nouvelle sorte de prime : moyenn;inl le paiement d'une certaine prime, on toucherait la diflerence entre le cours actuel et le plus haut cours atteint dans l'intervalle de temps/. La valeur de cette prime
ITxSX dx :
devrait être le double de la valeur de la prime simple relative à la même épocjuc.
Une prime de même valeur serait relative à la dillércnce entre le cours actuel et le plus bas cours coté dans l'intervalle de temps /.
En achetant ces deux primes, c'est-à-dire en versant la somme l\a, on toucherait le plus grand écart dans chaque sens, c'est-à-dire la différence entre le plus haut et le plus bas cours cotés dans l'intervalle de temps t.
PROBABILITÉS DU TROISIÈME GENRE
477. Quelle est la probabilité pour que le cours c {suppose positif pour fixer les idées^ soit atteint et dépassé dans l'intervalle de temps t, les variations en baisse n'ayant jamais atteint un cours donné — b.
Nous croyons utile de présenter l'énoncé sous une forme plus explicite, en l'appliquant à un exemple :
J'achète de la rente (à terme) avec l'intention de la revendre dans un mois si. dans cet intervalle de temps, elle se trouve à un moment donné i*^^ au-dessus de son cours actuel. Voulant limiter mon risque à 2'^'", je m'engage à revendre ma rente si. dans le courant du mois, il se produit une baisse de 2''' au-dessous du cours actuel.
On demande : la probabilité pour que, dans le courant du mois, j'aie pu revendre avec le bénéfice de i*^""; la probabilité pour que j'aie revendu avec -2^'' de perte, et la probabilité pour que, au bout du mois, je n'aie pu faire aucune des reventes.
Nous désignerons par P^.„ la probabilité déjà calculée (n" 455) pour que le cours c soit dépassé en supposant b infini.
Une première approximation consiste à poser
il est évident qu'elle donne pour P^* une valeur trop forte. De toutes les séries d'alternatives de hausse et de baisse qui forment la probabilité P^,, il faut, en elfet, retrancher celles pour lesquelles le cours
— b aurait été franchi à un moment donné. Or, au moment où le cours
— b est atteint, le cours c n'est ni plus ni moins probable par suite de la symétrie de la probabilité que le cours symétrique — (c -1- -j-b).
'ii2 I. l'.M.ini iijt.
Donc, il chaque série (raltcrnalives do hausse ot do haisso ih-passaiit h' cours — h v\\ haisso ol revenant au cours c avant l'époque /, correspond une série ahontissant en baisse au cours — (c -(- ■ih). Kl, cotnnie aucune dos premières n'a dépassé, par hypollièse, l'intervalle r. en hausse, aucune dos symétriques no dépassera l'intervalle — (c-l-2/y) en baisse.
C'est ce qui nous incite à poser en seconde approximation
En retranchant P,+2/...> nous avons retranché à tort des séries qui ont abouti au cours — (c 4- ib) en baisse ayant dépassé d'abord le cours c en hausse. Mais, lorsque le cours c est atteint en hausse, le cours — (c -f- 2/0 n'est ni plus ni moins probable, par suite do la symétrie de la probabilité que le cours symétrique ')<: -\- -ih en hausse.
C'est ce qui nous incite à poser en troisième approximation
En continuant le même raisonnement, nous serons conduits à la série
(]'est la formule fondamentale de notre étude.
Les probabilités P^,j et Pi,^ sont les probabilités du troisième genre.
On peut encore écrire
'178. La probabilité pour(|ue le cours — h soit atteint dans l'intervalle de temps /, les variations en hausse n'ayant jamais atteint le cours c, s'obtiendra en remplaçant dans les formules précédentes h par c et c par h. La probabilité pour que, jusqu'à l'époque /, le cours ne soit pas sorti (le l'intervalle — //, +cest
En différentiant par rapport à / la formule
on obtient la probabilité pour que le cours — b soit atteint pour la
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première fois à l'époque /, les variations en hausse n'ayant pas précédemment atteint le cours c.
Cette formule peut se démontrer directement comme celle du n"477.
Les quantités telles que ITj.^, sont les probabilités élémentaires du troisième genre. Les probabilités du troisième genre sont exprimées par des séries de probabilités do second genre (n° 460).
479. Si aucune limite n'est fixée pour le temps, c'est-à-dire si / — ao, les expressions des probabilités P prennent la forme indéterminée
Pc.i =1 — 1 + 1 — I-t- I-- I —
Les probabilités se déterminent alors par le principe de l'espérance mathématique. Le spéculateur ayant pour probabilité Pc* de gagner l'écart c et pour probabilité Pj,^ = i — Pc,* de perdre l'écart b, on a
d'où
Pc.(!>^= : — T' Pb,c-'
480. Quelques applications. — Les formules qui précèdent sont susceptibles d'un grand nombre d'applications intéressantes :
1° Si l'on suppose i = t = a — X- \ / , P„ „ est égal à o,49(^- La probabilité pour que le cours ne sorte pas de l'intervalle est très faible :
1 — 2 X 0,498 = OjOO'l.
1° Lorsque h^c = -la, Paa.on = 0,410; la probabilité pour que le cours reste compris dans l'intervalle ± la est
Si l'on achète une double prime avec l'idée préconçue de revendre ferme si l'écart ia est atteint en hausse, ou de racheter ferme si l'écart la est atteint en baisse, la probabilité pour que l'une des deux opérations puisse s'effectuer est 0,82. Remarquons que V.,a,2a = 0,4 1 alors (jue P,„^ = 0,426. Quand l'écart en hausse et en baisse est supérieur B. — L 4o
3l'| !.. nACIlFXIEU.
à 2a, la probabilité pour qu'un cours soit atteint dans un sens est à peu près la iiirtMc ipio si les variations dans l'autre sens pouvaient être (luelcon(jues.
3° Supposons que c = a et (|ue h ~ 2a; la probabilité pour quo le
cours c soit atteint, 1^,*, est o.ti.ri, et la probabilité pour que le cours
b = — -20 soit atteint est
la probabilité pour que le cours reste dans l'intervalle considéré est
I — o,652 — OjSaS =^ 0,023.
Si nous avions supposé a priori celle probabilité négligeable, nous aurions obtenu par les formules du paragraphe 479 les valeurs très suffisamment approchées
1',,,;^ 0,666 et ?/,.,.=; 0,333.
481. Écart maximum. — Quelle est la probabilité pour que, dans l 'intenalle de temps t, le plus grand écart dans un sens ou dans l'autre ail une valeur donnée c.
La probabilité demandée est
dc('-^P->
ou
-â^^\e ''-se ''"+5e ?"'--e '"■+....
La courbe qui représente la variation de cette probabilité est tangente à l'axe des x à l'origine, et à l'infini, elle présente deux points d'inflexion : i'didonnée est maxima lorsque c = 0,642 . . . y? {t).
La valeur la plus probable de l'écart maximum est 0,642 ...\/z.(t).
Lorsque c est très grand, la série se réduit à son premier terme, et la probabilité pour que l'écart maximum soit c dans l'intervalle de temps t est le double de la probabilité |)our que l'écart final soit c.
La probabilité maxima, c'est-à-dire l'ordonnée maxima de la courbe, décroît comme ,
vVcô
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Les abscisses des points d'inflexion croissent proportionnellement à \lo (t).
La remarque qui a été faite au n" 384 pourrait évidemment s'appliquer au cas considéré.
482. Second écart moyen. - Nous appellerons second écart moyen la valeur moyenne du plus grand écart existant entre le cours actuel et tous les cours cotés dans l'intervalle de temps t.
Le second écart moyen a pour expression
/ C —-tl + 2l'c,c)(/c
I de
ou
^ ^^ ■ / [ce ?"'-3ce '"' + 5ce ""_...Jrfc.
L'intégrale se décompose en une somme d'intégrales de la forme elle a donc pour valeur
v/tt V 3 5 Du développement connu
,y*3 ,y»5 nn'
arc tanff X = a; :r + H.
on déduit, en posant ic = i ,
— = arc tang r = > — - -t- -
Le second écart moyen a donc pour valeur
il est proportionnel à la racine carrée de la fonction d'instabilité el égal au premier écart moyen multiplié par -■
3l() !.. ItAC.IIF.I.ir.ll.
'iS;{. On pourrail iinajiim'r do noiivolles sortes do priiiii' : iikijcmiiaiil l'abaiuloii d'une ccrtaino primo, on loiicliorail lopins grand écart entre le cours actnol et les cours cotés dans l'intervallo de temps/, que cet éear( soil posilifoii négatif.
La valeur de la piiiiie, d'après le résullat du paragraphe précédent, devrait être r.fi.
Nous avons vu (n" 476) que la promesse de toucher la diiïérence enire le plus haut et le plus bas cours cotés pondant le lonips /, c'està-dire la promesse de toucher la somme des deux plus grands écarts dans chaque sens, avait pour valeur 4^. La promesse de toucher le plus grand des deux écarts valant ira, la promesse de toucher le plus petit vaudrait (4 — 7i)a, un peu moins que la prime simple.
484. Second écart probable. — Nous appellerons second écart probable rintervallc dry tel que, pendant le temps l, le cours ait autant de chances de rester compris dans cet intervalle qu'il a de chances de le dépasser.
On doit avoir l\,v -- -> d'où
y ^ 2 , 9 a = o , 8062 . . . \Jo(t).
Le second écart probable est proportionnel à la racine carrée de la fonction d'instabilité ; il est égal au premier écart probable multiplié par 1,7....
On comprend la diiïérence qui existe entre les deux écarts probables : le premier a des chances égales d'être ou de ne pas être dépassé à répo(jue t, tandis que le second a égale probabilité d'être ou de ne pas être dépassé avant l'époque t.
Si l'on suppose l'uniformité, le second écart probable est proportionnel à la racine carrée du temps; il a pourvaleur2,9X- y'/.
Les résultats auxquels nous ont conduit les notions des seconds écarts isoprobables et des écarts principaux (n"^ 387 et 388) sont évidemment applicables au cas considéré; il suffit de remplacer m par c et?(î^)parç(/).
Époque la plus probable. - Nous venons d'étudier des
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problèmes dans lesquels nous avons considéré un intervalle de temps fixe et des écarts variables ; nous allons maintenant supposer les écarts fixes et la durée de l'opération variable.
L'époque la p/its probable à laquelle le cours sortira de l'intervalle (c, b) en cotant le cours c sera donnée par la formule
ài^
L'époque la plus probable à laquelle le cours atteindra la limite — b s'obtiendra en résolvant l'équation
L'époque la plus probable à laquelle le cours sortira de l'intervalle (c, b) est donnée par l'égalité
Supposons que c = k \T, , b = -ic = iksjt^ . En résolvant les équations ci-dessus, on vnit que l'époque la plus probable ii laquelle le cours atteindra la limite c est environ le -^ de t^. L'époque la plus probable à laquelle le cours b sera dépassé est 5^,. Enfin, l'époque la plus probable à laquelle l'intervalle (c, 6) sera dépassé est égale aux de ty.
486. Époque probable. — L'époque probable k laquelle le cours sort de l'intervalle c, — b s'obtient par la résolution de l'équation
Supposons d'abord que b= c; on devra avoir, en supposant l'uniformité,
Si, par exemple, c=^ a=^ ^vYi ■) 0» «lura t = ô-^; si c" = 2a — iks^t^ ,
on aura / = — -:■ 2,0b
[US 1.. livciir.i.iEn.
Supposons maiiiliiiinil iinr /> — ■2c; l'époque probable correspond à
c> hc
4, (•)/.- ~ i),xk'
Si, par exemple, c = a = k\Jt, , b = -ikslt, , on aura
487. Époque moyenne. — Le cours pouvant sortir de l'intervalle -H c, — /' à toutes les époques entre zéro et l'infini, X époque moyenne correspondant il cet intervalle est la somme des produits des probabilités pour que le cours sorte de linlervallc à l'époque / par la durée t elle-même.
Nous allons chercher l'époque moyenne à laquelle le cours sort de l'intervalle -h c, — h.
En supposant l'uniformité, l'époque moyenne quand le cours esta; ne dépend que de x et peut se représenter par /(.r).(c >>a;> — /;). Pendant le temps très petit \t, le cours peut varier de la quantité u; la probabilité pour qu'il en soit ainsi est
rdu.
■2Tzk\fKi
Au bout du temps Ai,/{x) est devenu dans cette hypothèse/(aT-hi/). Cela posé, on peut écrire
(i) f{x) = M+ I f(a; + u)du;
en effet, la durée moyenne /(.«) se compose d'abord de l'élément de temps 11, et au bout de ce temps elle est devenue
/{ûc + u) du.
L'équation qui précède n'est donc que la traduction des principes des probabilités composées et totales.
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La quantité u ne peut varier en réalité que de — (x ~h b) à c — ,r; mais, comme A^ est supposé infiniment petit, les variations de ii sont aussi petites qu'on veut et l'intégrale peut être prise entre des limites infinies.
Développons /(.r -+- u) par la formule de Taylor; on a
Substituant cette valeur de /(x -+- u) dans l'intégrale
-— =/(x-l- i/)dii,
iT.k\JXt
celle-ci se réduit à
ux- Ô.l'
et, comme At est infiniment petit, l'équation (i) devient
£/__^_ dx- 7:A-'
d'où
/{x) — — - + mx -h n,
m et n étant des constantes qu'on détermine par les conditions / (c) = G et/( — />) = o; on obtient ainsi
c — b cb
ni ^ — , « =
2 7: A- ir.k-
d'où
-, , x- c — b cb
iT.k- ir./c- ir.k-
La durée moyenne cherchée est/(o), c'est-à-dire
cb
Reprenons à titre d'exemple le problème suivant
Un achète de la rente avec l'intention de la revendre avec le bènélice
320 !.. MAC.IIKI.IIR.
a = k\ /ou avec la porlc la; on teniiinc l'o|)('ra(ioii si, à rt'pcxnic /, la iTviMile n'a pu avoir lieu. Quels soni les principaux résultats que l'dui iiil le caleul îles prohabilités sur cette opération?
La prohaltililé de revente avec le bénéfice a est o,()52.
La probabilité de revente avec la perte xa est o.^a;).
La probabilité pour (jue la revente n'ait pas lieu avant répo({ue / esto,o'23.
L'époque la plus probable de la revente avec le bénéfice a est -g-
L'époque la plus probable de la revente avec la perte 'la est -rt. L'époque probable de la revente est j-^- L'époque moyenne est —
489. Distribution des probabilités. — 11 nous reste à achever la résolution du problème de la distribution des probabilités, c'est-àdire à chercher la probabilité pour (jue le cours soit a; à l'époque /,les variations antérieures n'ayant jamais dépassé l'intervalle — b, -f- c.
En se basant, comme nous l'avons fait pi'écédemment, sur de simples raisons de symétrie, on obtient, pour expressions de cette probabilité, la formule suivante :
^ih+x + W2fc-H2c<-X W»A+2C+X~(" • • ■ 5
oîi l'on a posé
v/Sv'?{0
490. Opérations au comptant. — Les opérations au comptant sont essentiellement dilierentes des opérations h terme; pour les premières, l'espérance mathématique de l'acheteur n'est pas nulle, elle est égale à l'intérêt du capital qui a été versé pour acheter le titre.
Supposons qu'il s'agisse de la rente 3 pour loo : tous les trois mois il est détaché un coupon de o''', 75, et tout se passe comme si le cours de la rente au comptant montait en moyenne de 3''' par an ou de o'', 25 par mois.
L'espérance mathématique de l'acheteur de renie au comptant est o'"'', 23 par mois, S'^"' par an, etc.
(Le cours du comptant est généralementdifférent decelui du terme. A terme, l'acheteur touche également les coupons, mais il paie les reports, de sorte qu'il y a pour lui compensation en général. Je n'ai pas à étudier ici ces questions; elles ont été développées dans mon Ouvrage sur la Théorie de la spéculation.)
La probabilité pour que, à l'époque /, le cours de la rente au comptant soit X (le cours actuel étant zéro), ou encore la probabilité pour que l'acheteur au comptant puisse réaliser un bénéfice x au bout du temps /, est exprimée par la formule du paragraphe 419.
Cette probabilité est
[•il l)-i-.r\-
CT ^ — — ^=z- dx.
L'espérance mathématique '1 (^) est connue; si, par exemple, /est exprimé en jours et si l'unité adoptée pour x est le centime, on a
car l'espérance mathématique est 3oo centimes pour 3G5 jours.
11 y a nécessairement uniformité relativement à l'espérance mathématique ; nous supposerons qu'il y ait également uniformité relativement à l'instabilité (n° 432); la probabilité du cours x à l'époque t sera alors exprimée par la formule
,3oa, ,'
V 3Ci /
• dx.
\fK\/!\T.k'-t
Le coefficient d'instabilité X: varie sans cesse; il peut être calculé à chaque instant, comme nous l'avons vu, s'il est traité des primes. Il a même valeur qu'il s'agisse d'opérations au comptant ou d'opérations à terme.
En adoptant pour le coefficient k sa valeur moyenne calculée dans mon Traité sur la Théorie de la spéculation {k = J, l'unité de temps B. - 1. 4i
3ii 1. r.M'iii'.iiKii.
clitiil le jour cl l'iiiiilc de varialimi le (■ciitiintO. <>ii |)imiI olilciiir i'aL-ileincnt les iirobahilités rclalivt's à une époque / (|ucl((iiii|U(".
On voit ainsi que iieiif Ibis sur dix un aclial de icnic ;iii coniptanl produit uu hénélice au hoiif d'un an.
491. Laprohahilité I' pour(|ue le eours.z- soit dépassé avant l'époque/ (prohabilité du second genre) est exprimée par la formule du paragraphe 34(>dans laquelle on remplace a par / et '|, par — j/,. On a ainsi
p=-^ f e->' dl+-^ e~^ r e-^' dl ;
'i^^ est égal à^TT^ et 9, à l\-Kk-.
Supposons, par exemple, qu'on achète de la rente au comptant pour la revendre avec un hénélice de 3'''. Si l'on adopte la valeur moyenne k — 5, il y a probabilité o.G/j pour que la vente puisse s'effectuer avant un an.
La même probabilité serait 0,18 pour six mois, 0,49 pour neuf mois et 0,82 pour dix-huit mois.
L'époque probable de ta vente, c'est-à-dire la durée probable de l'opération, est neuf mois; la durée moyenne est un an.
THÉORIE DU RAYONNEMENT DE LA PROBABILITÉ
492. Soit cTf.j... dx la probabilité pour que, à l'époque t, le cours soit compris entre a; et a? + dx. Soit encore Ç(«, x, i, ... )du la probabilité pour que le cours augmente de la quantité u pendant l'intervalle de temps t, t -^ di quand on sait que le cours était ir à l'époque/.
La probabilité pour que le cours soit a; + w à l'époque t -\- dl ayant été X à l'époque t est, en vertu du principe des probabilités composées,
^i.x.... Ç( "• Jc- t. . . .) (Ix du.
Nous pouvons exprimer ce fait en disant que le cours x a, pendant le temps dl, émis vers le cours a; -i- « la quantité de probabilité TSix . . .'Ç{u, X, t, . . .) dx du.
Le même raisonnement peut s'appliquer à tous les cours tels que X + u possibles à l'époque / -;- dt quand le cours a été x à l'époque t. Nous pouvons donc dire que pendant le temps dt le cours x (ouïe point X si l'on représente les cours par une droite) diffuse sa probabilité vers les points voisins.
493. Quand les lois de cette difl'iision sont simples, c'est-à-dire (juand les lois des variations de X,{u,x,t, ...) sont simples ellesmêmes, il est possible d'en déduire la probabilité pour que le cours soit X à l'époque i, problème qui constitue le but de notre étude.
Lorsqu'on suppose que l(//, x, t, . . .') dépend seulement de u et de t, on dit qu'il y a indépendance, pour exprimer que "Q est indépendant de X et des variations antérieures à l'époque t.
Lorsque "C ne dépend pas du temps, on dit qu'il y a uniformiié.
Dans la suite de cette étude, nous supposerons toujours l'indépendance et parfois l'uniformité.
324 '•• IIAI^IIKI.IIIÎ-
La prol>al)ili(o pmir (]uo lo cdiirs sdil .r à l'opoquc t el x-h ii a
l't''p(l(|U(> / t- (// t'Sl
m,,,,. Ç(m, f)dii d.r.
Nous ox|ti'im(>r()iis ce fait en disant ((110 le cours x a émis vers le poini voisin r -h 11 la (|uantité de prolialtilité ci, .^^(m, t)dudx proporlioniiclli' il la jirulialiilitc du cours v.
S'il y a indcpcudance et uniformité, la fonction 'Ç, ne dépend ([ue de u et alors le point x émet vers le point voisin x -\- u une quantité de prohabilité égale au produit de la probabilité du pointa; par une fonction de //.
494. Le point r émet vers le point x + u pendant le temps ^/ la quantité de probabilité
Le point J7-1- « émet vers le point x pendant lo même temps c?/ la quantité do probabilité
^t.x+uK{— II) du.
S'il y a symétrie, '(( — u) — 'l ( — u) et la probabilité qui passe d'un cours à l'autre est
Par analogie avec certaines théories physiques nous exprimerons ce fait comme suit :
Un cours rayonne vers un cours voisin une quaniilé de probabilitç proportionnelle à la différence de leurs prohabilités.
Telle est la loi du rayonnement de la probabilité.
495. La probabilité passe d'un point plus probable à un autre qui l'est moins comme la chaleur passe d'un corps chaud à un corps froid.
Les probabilités tendent constamment à s'égaliser. Il résulte de ce fait et de la symétrie que le point x = 0 qui était le plus probable au début reste constamment le plus probable et que la probabilité d'un point X diminue avec x.
Il en résulte aussi que, l croissant indéfiniment, la probabilité dans
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un intervalle fini iT, x, tendra vors zéro. Toutes les probabilités en effet deviendront égales; elles s'étendront sur une distance infinie, et, comme leur somme est finie, chacune d'elles sera nulle.
Ces propriétés subsisteraient même si la fonction 'Ç dépendait de t. Il y aurait exception si 'C tendait vers zéro quand / croît indéfiniment; mais la nature du problème que nous traitons ne permet pas, de faire cette hypothèse.
490. Probabilité totale. — Nous désignerons par ï",,^ la probabilité pour que le cours se trouve compris, à l'époque (, entre œ et l'infini; on a donc
et de même
Nous allons calculer la probabilité 1',.^ pour que le cours se trouve compris à l'époque t, entre ,r et l'infini. Dans ce but, nous déterminerons d'abord la quantité de probabilité qui, pendant le temps dt, passe de la région — x, + a; dans la région h- .r, -i- co; la quantité de probabilité qui, en quelque sorte, traverse le cours ar.
Nous supposerons ([ue pendant le temps c?/ il y a probabilité "C {ii)du pour que le cours varie de la quantité u, u ayant par exemple pour limites — £, et -f- e,, de sorte que
Si, à l'époque t, le cours est x — e, hypothèse dont la probabilité est ^t,x^tf la probabilité pour que, à l'époque t -\~di, il ait dépassé l'abscisse X est
La probabilité pour que le cours soit x — ia l'époque t et pour (|u'il ait dépassé x à l'époque l ^ dt est, en vertu du principe des probabi-
33(i !.. RAf.IIF.l.TF.n.
lités composées,
La |)rolial)ili(i' pour qiiP lo cours soU .v ■+■ z à l'époque / o( pour qu'il ait rélrogradé à une abscisse moindre que .r à l'époque / -t- dt est de même
^t.x+€ I K{n)du.
L'accroissement de la probabilité 'f dans l'intervalle de temps <//, c'est-à-dire la probabilité (|ui passe pendant ce temps à travers l'abscisse X, est la somme des expressions telles que
( ^i.x-t —^t,x+t) I Ç ( « ) du ,
pour toutes les valeurs de £ depuis zéro jusqu'à £,.
Développons les expressions nT,,^_eet ^t.x+t pa'" la formule de Taylor; nous aurons
m,,x-,-r;^,.r-tj^ -^ - ^-^ - - -^-^ + . . . , ox 2 Oj:- o c'a:'
L'accroissement de la probabilité $ a pour expression
Transformons les intégrales doubles par la formule de Dirichlet,
] '^y \ /(^' y)^^"^ ~ / dr f /(.r, y) tly;
nous aurons alors
à^ r' '-ri . ^ '^'^ /'""'v., ^ ,
OU
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La première intégrale représente la moitié de la valeur moyenne de ir dans l'intervalle de temps dt; la seconde intégrale représente le sixième de la valeur moyenne de u' dans le même intervalle, etc.
La valeur moyenne de u* est infiniment petite par rapport à celle de u-, puisque de est infiniment petit; l'expression précédente se réduit donc rigoureusement à
Nous désignerons para, le double de la valeur moyenne de u^ et nous nommerons 9, là fonction d'instabilité relative à l'intervalle dt.
L'expression précédente qui exprime l'accroissement de la probabilité ^S dans l'intervalle dt peut donc s'écrire
4 dx
ou
cet accroissement s exprime aussi par ^; on a donc
do-- Oi dt La probabilité a' vérifie donc l'équation de Fourier.
Cette équation a pour intégrale
La fonction arbitraire / se détermine par les considérations suivantes :
On doit avoir $ = - si a? = o, bayant une valeur positive quelconque,
et ^ = o lorsque t est négatif.
En posant x ~ o dans l'intégrale ci-dessus, on a
3uS 1.. I!Ai-.iii:lieu.
c'esl-ii-(lii'o
/(<) = 0 pi)Ui- / < o;
cette dernière égalité nous montre que l'intégrale $ aura ses éléments nuls tant que / — ;-^ sera plus petit que zéro, c'est-à-dire laiil que x
sera plus petit tiue ]— ,_; on doit donc prendre pour limite inicricnic dans l'intéi'rale 'jt" la quantité )!_ '^-) et l'on a
ou, en remplav;
iplavant / par / — /
re/fe e5f l'expression de la prohabililé totale entre x et i infini.
498. Probabilité élémentaire. La probabilité îtîj., pour que, à l'époque /, le cours soit x s'obtient par la formule
on a donc
"^^-^ dx'
VS
On constate facilement que cette expression de ct vérifie l'équation
d'cT !\ dm
On sait que, plus généralement, si une fonction ^ satisfait à l'équation de Fourier, sa dérivée en x y satisfait également.
Il est facile de parvenir directement à l'équation précédente. Cherchons pour cela l'accroissement de trr dans le temps dt. Si le cours est a; — £ à l'époque /, il rayonne pendant le temps rf/ vers le point x la quantité de probabilité
Si le cours est a; + £ à l'époque /, le point x rayonne vers lui la quantité de probabilité
relativement aux points a? + £ etr — t; la probabilité du poin t. r s'accroît donc de
[(5J^_3— ro^) — {^x— Wx^e)] Xii)(h,
et l'accroissement total de la probabilité du point x est la somme de toutes les quantités analogues pour toutes les valeurs de t de zéro à £,. Cet accroissement est donc
/ [(ro^-E— ro^)— (W:r— ro^+c)] î(O^S>
OU, en développant cr^. ^ et nr^^s par la formule de Taylor,
La première intégrale est la moitié de la valeur moyenne de i- dans l'intervalle de temps dt; la seconde intégrale est le sixième de la valenr moyenne de s* dans le même intervalle, etc.
La valeur moyenne de £* est infiniment petite relativement à celle de ï^, puisque dt est infiniment petit; l'expression précédente se réduit donc rigoureusement à
Le double de la valeur moyenne de £^ se désigne par s, et se nomme fonction d'instabilité relative à dt.
L'accroissement considéré est donc
9, d^-vs ^ B. - I. 42
33o h. nACHEUF.R.
oonimc il a aussi pour cxprossion -j-- un a
âx^ «Pi dl
499. L'oqualion fonctionnelle du paragraphe 418 aurait conduit à (•ellt> inènic ('(lualioii en admellani le princi])e de l'espéranee nialliémalique el le principe de l'uiiiioi luilc.
En adinellant ce dernier principe, l'équation foiictioiiiicllc s'écrit
Cette équation détermine gj, parce que / et /, sont absoiiiniciil (|iiclconqucs et, en particulier, parce que l'on peut considérer / - /, comme infinitésimal.
Posons ( ~ {, — Al ai -r - z = t; l'equaLioii devient
Développons l'élément de l'intégrale en supposant 11 infiniment petit ;'les puissances de t supérieures ii la seconde peuvent être rigoureusement négligées, et l'équation s'écrit alors
La première et la troisième intégrale ont pour valeur un; la seconde est nulle en vertu du principe de l'espérance mathématique. II reste alors
, r)js (T'txI f'^" s- ,
"'--'UT-^TTFj^ T7^-^'^'^-
Si l'on désigne par ç>, Ai le double de la valeur moyenne de i- pendant le temps Ai, on a simplement
à-m ^ dm _
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La première méthode que nous avons employée conduit donc à la même équation aux dérivées partielles que la théorie du rayonnement.
500. Dans l'expression des probabilités, on peut introduire le coeiticient k au lieu de ç, ; la probabilité nr ayant pour valeur
l'espérance positive est ^'^' i , et si l'on désigne par /■ le coefficient d'instabilité, c'est-à-ilire l'espérance positive lorsque / = i , on a
501. Cas où il n'y a pas uniformité. ~ Dans le cas oii il n'y a pas uniformité, les raisonnements dont nous avons fait usage (n" 498) subsistent toujours, mais la fonction 'C diffère suivant l'intervalle di considéré; c'est une fonction du temps. L'équation aux dérivées partielles estjilors remplacée par la suivante,
ôx"- o'(t) ~dt ~ ' ç' (/) est une fonction donnée du temps; c'est la quantité
'^— El
£, est une fonction donnée du temps.
On peut toujours supposer que s, est infini en changeant convenablementlaformedel'élémentdel'intégrale, cequi importe peu, puisque la fonction 'Ç est arbitraire. Par exemple, on peut multiplier l'élément par un facteur égal h un entre les limites — s, et -f- z, et égal à zéro en dehors de ces limites.
Pour intégrer l'équation, on pose
elle devient alors
dx- co, dr "" '
■{32 !.. ii.\r,iir,i,iF,i\.
cette dernière a pour iiitégrali!
ra =
\/rr v^/'Oi la proposée a donc pour intégrale
v/Try/çïT)' o(t) est la fonction d insta/n/ité re\sil\\e au temps t.
502. Dans le cas général où il n'existe ni syniélric ni uiiilorinité, on est conduit par les méthodes précédentes à l'équation aux dérivées partielles
t^ "^ (?'(<) rf^" ?'(o "rf? ~°' •y{{) est une fonction donnée du temps; c'est la quantité
f E.r;{B.()ds;
Z est une fonction donnée de l et de t.
'ji'(i) est l'espérance mathémathique relative à l'intervalle élémentaire t, t H- dt.
o'(t) est également une fonction donnée du temps ; c'est la quantité
■if i^t:{s.t)eis—A C Er(c. Ot/s]
o' {t) est la fonction d'instabilité relative à l'intervalle élémentaire t, t -\-dt.
Si dans l'équation précédente on pose
elle se réduit à
O-vs 4 d^
dz- Ox dt
Cette dernière a, comme on sait, pour intégrale
v/7rv'''9i' la proposée a donc pour intégrale
rs =:
V/^S^KÔ
503. Applications à la Physique mathématique. — Les résultats que nous avons obtenus par les principes du calcul des probabilités sont susceptibles d'applications à certaines théories de la Physi([ue mathématique et notamment à la théorie analytique de la chaleur.
Considérons par exemple la formule qui exprime la probabilité cr de la perte x Qn \x parties dans un jeu uniforme défini par la fonction d'instabilité cp, et par l'espérance 1, :
VTTV'ft?!
Cette probabilité xs vérifie l'équation aux dérivées partielles
ax- cp, ox cp, «fx
et la condition relative à l'état initial
■<d.r^\ pour fi = o.
quelque petites que soient les quantités positives dc et ^.
Considérons maintenant le problème de la distribution des températures dans un courant liquide infiniment mince ou supposé tel que les filets soient parallèles et animés de la même vitesse. La distribution des températures est régie par l'équation aux dérivées parliidles
^ ' dx-" k dx k dt ~°'
3'S'i 1 . i!\(".iii:i.ii'.n.
0 osl la IfiiipéraluiT, x est l^i dislanco du point considéré à une origine fixo i-(ini|)léi' en suivant le sens du courant, ii est la vitesse du courant
(|ne nous supposons constante, ^ est le cocfticieiiL dcconduclihililcdu
liijuide, t désigne le temps.
Lorsque u = o, l'équation se réduit ii
dx- k dt ~°'
C'est l'équation de Fourier relative à un espace à une dimension.
L'équation (3) est analogue îi l'équalion (2) et s'en déduit en reni- |)lacant 5, par X-. ,[/, par — u et u. par /.
Il en résulte que les suhilions de l'équation (2) l'ont connailrc les solutions de l'équation (3).
Étudions d'abord le cas le plus simple, celui d'nn courant indéfini. Nous supposons (|u'au poini pris pour origine se produit une source instantanée de chaleur. Cela signifie que, la température du courant étant initialement zéro, le point origine se trouve en un temps très court dnporlé à la température C. A partir de cet instant, aucun(^ (|ii;nitité de chaleur n'est |)lus introduite dans le courant, de sorte que l'excès de chaleur du point origine se dill'use par suite de la conductibilité.
Il s'agit de déterminer la distribution des températures à l'époque i.
La température 0 doit vérifier l'équation indéfinie (3) et la condition relative à l'état initial
I Bdx = \ pour l = o,
quelque petites que soient les quantités positives a et [i.
L'équation indéfinie et la condition relative à l'état initial sont analogues à celles qui régissent la probabilité du premier genre w; on en déduit
ce
\/7r\/yt7
Telle est l'expression de la température du pointa; à l'époque t; elle vérifie bien les conditions qui lui sont imposées.
Les conséquences qu'on déduit de cette formule sont identiques à celles qu'un déduit de la formule du calcul des probabilités.
Par exemple, le principe de la conservation de la quantité totale de chaleur
B dx — C
est évident dans le cas actuel comme dans le cas des probabilités.
La distribution des températures est donnée par une courbe du hasard qui, en même temps qu'elle se déforme suivant les lois connues, est entraîné par le courant.
Si la source instantanée de chaleur au lieu d'être à l'origine est en y et si sa température est F(j), la distribution des températures à l'époque t est donnée par la formule
VTTV//
Pour résoudre d'une façon générale le problème des températures dans un courant indéfini, il faut supposer qu'à l'époque / = o il existe des sources de chaleur en nombre iini ou infini ayant des températures données. Si l'on désigne par F(v) la température initiale du point y, la température du point r à l'époque t est donnée par la formule
qui exprime la solution générale cherchée.
504. Nous allons étudier le cas, beaucoup plus difficile, où le courant est limité dans les deux sens.
Nous supposerons que en a; = — « se trouve un réservoir indéfini maintenu à la température zéro; en a; = /n se trouve un second réservoir indéfini dont la température est constamment zéro. La température du courant est initialement nulle. A l'origine, c'est-à-dire ena; = o, agit pendant le temps dt une source instantanée de chaleur élevant la température de ce point à la valeur C. La chaleur se dillusanl ensuite
33() I.. n\r.iiF.i,iKR.
|i;ir l'rllVt de la oonductil)ililo, il faut déterminer la température du
point .r à l'époque /.
La température 0 doit vérifier l'équation indéfinie (3), la condition relative à l'état initial et les conditions aux limites.
On doit avoir, comme précédemment,
Odx = C pour / — o.
quelque petites ({ue soient les quantités positives a et p. On doit aussi avoir
0 = 0 pour ,r — m, l étant quelconque, 6 = o pour X = — n,t étant quelconque.
Lorsque le courant est indéfini, le problème de la distribution des températures est analoi^ue à celui qui consiste à déterminer la probabilité de la perte d'un joueur qui possède une fortune infinie; le problème dont nous nous occupons est donc analogue à celui de la perte d'un joueur, quand cette perte est limitée dans les deux sens.
Pour préciser davantage, le problème analogue à celui qui nous est proposé consiste à chercher la probabilité pour qu'un joueur perde en totalité la somme x à la [x'"""" partie lorsqu'il possède la fortune m, son adversaire possédant la fortune n.
Ce problème a été résolu au paragraphe 4 13, et nous en déduisons la solution du problème proposé : A l'époque t, la température G du point rr est
,' ' .1- — ut\* i// \im — .r - iif t^
V'rv/^/
' .1- — tt
— (2nH-« — JM -
-r-{n-i-in-^x) —
i II
— ul\-
tit
■-Htt''
kt
kt
■ + Ht I'
kt
■-^iitr-
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505. Il est intéressant de calculer le débit élémentaire de chaleur du point m, c'est-à-dire la quantité de chaleur qui sort du courant par le point m dans l'intervalle de temps t, t + dt.
Il suffît do raisonner par analogie et de remarquer ([ue si l'on assimile la probabilité à une sorte de fluide, les probabilités du second et du troisième genre sont des débits de probabilité. Le débit élémentaire qu'il s'agit de déterminer est donc analogue à la probabilité élémentaire du troisième genre. Cette analogie nous conduit à l'expression
^ , \tn — iit\- ir/7ï (;h -)-2« — «/ )-
Ç,dt
AmC — ( «i -H 2 /i ) e
\/T:t\kt
^{im-<rin)e * ' e
' -iin -f-2« — ///
At
qui est nécessairement exacte. On peut d'ailleurs l'obtenir en remar-
quant qu'elle doit avoir pour valeur — j-r— pour x = m.
506. Le débit total en m s'obtient en intégrant l'expression précédente entre zéro et t, ce débit a donc pour valeur
Vr.l ■ ]
/(:) représentant la fonction
f e- 'dA-hC '- f e->^A,
^Z — lll '^z-i-ut
/lit yITt
qui se calcule facilement par les tables de la fonction 0.
507. Supposons que t croisse indéfiniment et que u soit négatif, la quantité totale de chaleur qui sort par le point m est
\intt ' i nit \
3'iS !.. MACIIKLIKU.
(M ci'lli' (|iii sdi'l par le point — n osl
i I wi + n Ui
Si, au litMid'uiiP source (", à l'orii^Mm', il y a uncsourcod'inleiisilo F(v) au point v, on iloit, dans les formules, roniphu^er ,r par x — y et ('. par F(vV Enfin, s'il y a plusieurs sources en dilTérents points j, on obtient la solution des divers problèmes (ui sommant les formules pour tontes les valeurs de V.
.")0<S. lui résiiinc, r('(|uali()n du mouvement de la probabilité est analogue. dan> le cas le plus simple, à l'équation du mouvement de la chaleur, dette analogie ne subsiste plus dans les questions relatives soit aux probabilités connexes, soit aux probabilités indépendantes à plusieurs variables; dans ces cas, la diil'usion de la probabilité suit une loi plus complexe que celle du rayonnement particulaire.
PROBABILITÉS CONTINUES A DEUX VARIABLES
509. L'étude des probabilités à une variable a déjà démontré que la théorie du jeu est l'expression la plus générale du calcul des probabilités; l'étude des probabilitésàplusieursvariables conduira à la même conclusion. Les problèmes généraux que nous résoudrons d'abord seront donc relatifs à la théorie générale du jeu.
Si l'on considère 71 joueurs A,, A., ..., A„ et si l'on désigne par.r,, j?2, . . ., a7„ les pertes de ces joueurs, on a constamment
Dans la théorie des probabilités à deux variables, on s'occupe exclusivement du sort de deux joueurs A et B et l'on peut supposer qu'il existe seulement un troisième joueur C, car tous les autres joueurs peuvent être sensés associés et cette supposition ne change en rien le sort de A et de B.
Si A perd la somme x, B la somme y et C la somme z, on a évidemment
Nous résoudrons d'abord le problème suivant :
Trois joueurs A, B, C, qui possèdent chacun une fortune infinie, doivent jouer u, parties, quelle est la prohabililé pour que le joueur A perde la somme x et le joueur B la somme y ?
Nous supposerons que le jeu est uniiorme, c'est-à-dire que les conditions qui le définissent sont les mêmes à chaque partie.
Le jeu sera caractérisé pour le joueur A par l'espérance totale 'l^^
\\i^ I. i!At:iir.i,ir.n.
rolativc à une paitio ('( |>:ir la loiu'lioii d'instabilito 9, rclalivo à une |>arlii'.
Pour If joiuMir \i, le jeu sera caraclôrisi' par les lonctions ■]/., et cp-j ol pour lo joueur (] par les fondions 'j^^ et ç-;,.
Nous désignerons par/(a, x,y) dxdy la probabilité pour que, à la a''""' partie, le joueur A ait perdu la somme x et le joueur H la somme j ou, si l'on veut, la probabilité pour (|ue la perte du joueur A soit comprise entre r et .r -f- dx et la perte du joueur H entre v et y -r- dy.
La probabilité pour que, à la (j.'""'" partie, le joueur A ait perdu la somme x et le joueur B la somme y, les pertes de ces joueurs ayant été x^,y^ à la (J(.',''"'" partie est, en vertu du principe des probabilités composées.
Les pertes .t,, v, ayant pu, à laix',''"'" partie, avoir toutes les valeurs de
— oc à -)- ce, la probabilité pour que à la (jl'""'" partie lejoueur Aperde la somme x et lejoueur B la somme j est, en vertu du principe des probabilités totales,
ty _ 00 «^ - oc
Cette même probabilité s'exprime par/([ji, x, y)\ on doit donc avoir
Telle est l'équation de condition à laquelle doit satisfaire la fonction/, elle doit être vérifiée quels que soient \^.^ et a.
Il faut joindre à cette équation la condition relative à l'état initial : La probabilité pour que x soit compris entre — a, et ce., et y entre
— ^, et j^o doit tendre vers un lorsque p. tend vers zéro, quelque petites
que soient les quantités positives (et fixes) a,, ol.,, p,, p^; on doit
donc avoir
.». ..?, liniile / 1 f{\3.,x,y)dxdy^\ poLir ^=0.
Cesdeux équations de condition suffisentpour déterminer la fonction /,
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par suite de la continuité de la variable u.
L'analyse qui permet d'obtenir la fonction / sera développée au Chapitre suivant; nous nous contenterons ici d'en vérilior le résultat.
Les équations sont satisfaites si l'on pose
■le
4:95i.r+[J.'l,i>+l?, + 3, — 9, 11.1 -i-ll'i, ii.) + (l'!/,) + 9,l.v-4-lJl'!/,)«| IJ-12 9, 1,-1-2 9, 9,-1-2 9,?,-?;- 91 -ç;]
7t;j.V''2?i92-)- 20,93-)- 29,cp3— cp^— 9'^— o\
La vérification est assez laborieuse, mais ne présente aucune difficulté; elle est basée sur l'égalité
/ / e-"'-r'+<'-'r+'r'-t-SJ+''.v+*i(/a; <:(;' =
iT.e
4« \ittc — /»- )
'Aac— h^
qui se déduit sans peine de la formule connue
IC
La probabilité pour que, à la u.""^" partie, le Joueur A ait perdu la somme x et le joueur B, la somme y est
'Xp-^j^^y)
4!9,(.r-i-[j.-i, i'-i-(9,-i-9, — 9, i(a-+u4, i{r + ]i-'\/,) + o, i y -i- \i.-li, r- ] !J'12 9i9a-i-2?i?.,-i-2 9, s, -3^-9; -95]
TTfji v/'-Oi92+ 29,93-1- 29,93 — o; — 9; — 9.
c/o; dy.
511. On peut écrire cette expression sous une forme un peu plus simple en se basant sur l'identité
O, -¥- ©o — Ps
La probabilité est ainsi exprimée par la formule
. - -i-l9,ij--i-ii'i/,i'-n9,-H9,-9,iia--i-ii'V,)ir-t-lJ.'|/,> + ?ilJ'-i-li'!'ii'l _e ^-^
r.ij. V A
dx dy,
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A ilésignaiil lo (Iclfriniiiaiil
O, M- Oj — Oj
.">12. Indépendance des fonctions d'instabilité. — La somme
't'i -+- yj ^ Va ^'''^ ''""'^ t'S|)('ianr('s est luille. En cU'et, :■ i'(ant la perte ilu joueur C, on a
d'où, en désignant par VM la valeur moyenne,
\Mx + YMy -hVMz - o,
— pli — P't'j — F^3 = o.
c'est-à-dire
La somme ^j^i -^'^2-+- 'la est donc nulle. Le jeu peut être équitable pour un (les joueurs, avantageux pour un second et désavantageux pour le troisième; s'il est équitable pour deux joueurs, il l'est nécessairement pour le troisième.
51.3. Les fonctions d'instabilité o,, (p., ^3 dépendent des conditions du jeu, mais la seule connaissance de deux d'entre elles n'entraîne pas la connaissance de la troisième.
Supposons, par exemple, que le jeu soit équitable et que les fonctions d'instabilité 9, et Oo relatives aux joueurs A et B aient la même valeur o,. Dans ces conditions, o^ peut avoir toute valeur entre zéro et49,.
La valeur limite 9, = o correspond au cas où les joueurs A et B jouent seuls entre eux, C ne jouant pas.
93 peut avoir même valeur que 9,, par exemple par la supposition que chacun des joueurs ait une chance sur trois de gagner la somme
- — —> une chance sur trois de perdre la même somme et une chance
sur trois de faire partie nulle. Dans ces conditions, en effet, la fonction d'inslabililé relative à chaque joueur est 9,.
La valeur limite Oj = 4?! serait obtenue en supposant que les joueurs
A et B ne jouent pas entre eux, le joueur C faisant la contre-partie de ces deux joueurs. En effet, soit Ç (u) du la probabilité pour que le joueur A perde la somme u; si A perd la somme ii, B perd également la somme « et C gagne lu. Les fonctions d'instabilité relatives aux joueurs A et C sont donc, par définition,
Ot=:2 I ii-ti(ii)du et ©3= 2 / (2 a)- ?(«)(/«=: 4 ?i-
Zf3 peut donc prendre toute valeur entre zéro et 4 9.-
Un cas particulier intéressant est celui qui correspond à :p3 = 2c.,. On pourrait, par exemple, le réaliser en supposant que chacun des joueurs ait une chance sur trois de gagner : lorsque C gagnerait, il recevrait
1 franc de B et i franc de A. Lorsque A gagnerait, il recevrait i franc
de c et ^^ de B. Lorsque B gagnerait, il recevrait i franc de G et
^ de A. Dans le cas considéré, on aurait
01 = 92=2 et 93=4 = 291.
La formule précédente (n°510) qui fait connaître la probabilité ^(u., .r, y) pour que le joueur A perde la somme x et le joueur B la somme/ se réduit, lorsque 0, = Ço et s, = 20,, à la suivante :
dx dy.
c'est-à-dire au produit des probabilités qu'auraient séparément les joueurs A et B pour perdre les sommes j; etj'. Donc, dans ce cas, la connaissance de la perte de l'un des joueurs A ou B n'influe pas sur les probabilités relatives à l'autre joueur.
En résumé, dans le cas général, la connaissance de deux fonctions d'instabilité ne détermine pas la troisième.
514. Cas particuliers. - Lorsque le jeu est équitable, },, ^o, j/, sont nuls et la probabilité/" (ul, x,y) est
4 i 3, .X- -(-( 9, -t- ç, — 9, ) xr + ?o'' ;
g ltl2?,?,H-2?,?. + 2?,?,-?J-?:.-?J]
/(/i, X. /)= dr-dy.
71^.^29192 + 29,03 + 29293 — 95 — 9i — 'il
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Lorsque le jeu est symétrique, ç, = cp, = ç,, et l'on a
oe '^^'
/( [1, a:, V ) = jj rfx c/y.
Surface de probabilité. — L'équation
qui cxpriino la probabilité pour que les pertes soient x et j (M- remplace la quantité 20, cp. + 29, (p^ 4- 29.^3 — ?^ — ?2 ~ îD' représente une surface dont chaque section passant par l'axe des z est une courbe de probabilité de la forme précédemment étudiée.
La surface de |)rob;ibilité présente la forme d'une sorte de cloche ellipti(iue reposant sur le plan des .r>' et en réalité asymptote à ce plan ; elle se déforme très vite, car la hauteur de son sommet diminue proportionnellement à [j..
Les coordonnées des points r, y, qui ont même probabilité, sont liées par l'équation
Les courbes d'égale probabilité sur le plan des xy sont donc des ellipses homothétiques ayant l'origine pour centre.
A chaque valeur de li- correspond une ellipse dont la surface est
La surface d'une couronne elliptique élémentaire est
[\r.ii du
et la probabilité sur celte couronne est
516. La probabilité entre l'ellipse u et l'infini a pour valeur
en particulier, la probabilité entre zéro et l'infini est égale à un.
V II
on obtient ainsi
^^=o,353Mv>.
520. La surface de probabilité est à courbures de même sens dans le voisinage de son sommet et à courbures opposées près du plan asymptote s = o; elle se compose donc de deux régions séparées par une ligne de points paraboliques.
La projection de cette ligne sur k- plan des .tj a pour équation
âx^ dy- \ ôx fi Y ou
']/\{] I.. lUf.llF.l.IKR.
C'ost l'('(niali(iii d'iino ollipso analogue à colles que nous avons consitlérees. Dans l'espace, la ligne des points paralxiliques est donc une ligne de niveau de la surlace de probabilité.
Il faut remarquer que la valeur de // correspondant à cette ellipse est la inèiiie (|ue la valeur obtenue pour la couronne de probabilité uia\inia.
.")2I. Considérons la probabilité comprise ii l'inléiieurde l'ellipse» :
Pour que cette probabilité reste constante lorsque a croit, il faut que //■ varie proportionnellement à p..
En d'autres termes, les aires des ellipses isoprobables croissent proportionnellement à u. et les rayons boinologues proportionnellement à \/ u.. Ces rayons diminuent donc relativement à a.
Si nous considérons une ellipse de grandeur lixe, la probabilité relative à cette ellipse décroîtra indéfiniment jusqu'à zéro lorsque tx croîtra.
Il en sérail de inénie de la probabilité comprise à l'intérieurde tout contour fini, car on pourrait toujours imaginer une ellipse qui renfermerait entièrement ce contour; la probabilité considérée pourrait commencer par croître, mais elle tendrait toujours linalement vers zéro.
.")22. Si l'on considère une couronne elliptique élémentaire fixe correspondant à une valeur donnée //, de u, la probabilité sur cette
couronne
croit lorsque a augmente jusqu'à un certain maximum
atteint lorsque [7. = -rp* > et décroît ensuite.
Quand a atteint la valeur
double de la précédente, la couronne elliptique considérée devient
couronne de probabilité maxima et correspond à la ligne des points
paraboliques; sa probabilité est alors
du,:
eliea diminué d'environ un (•iiiquièmerelativementà sa valeur maxima. Si l'on assimile la variable u. au temps, on peut dire que la probabilité passe d'abord par son maximum individuel et que c'est seulement au bout d'un temps double qu'elle devient maxima relativement aux autres.
523. Dans le cas général, la probabilité relative à r et à y est
si l'on pose
l'expression de la probabilité devient
9 — ^T-Wrl ?•-■!■•= + '?. + ?! -?j)-r'.l--l- ?,.v")
e >""" dx'dj';
X -+- fJL'i/, =: x
TTfJlM
elle est analogue à celle qu'on obtient dans le cas du jeu équitable. La déformation de la surface de probabilité, lorsque a croit, suit donc les mêmes lois, que le jeu soit écjuitable ou qu'il ne le soit pas: mais, dans ce dernier cas, la surface de probabilité est animée dans son ensemble d'un mouvement rectiligne qui est uniforme si u. désigne le temps.
.V24. Application à la théorie des épreuves répétées. - Trois événements de probahililés p,q, r peuvent se produire à chaque épreuve et
'{'|S I.. iiAc.iir.iiiu.
s'evr/iic/il mittucllcniint de sorte (jnc yy -+- y -|- r = i ; quelle est ta piohahilité ptmr ijue, en \x épreuves, te premier se pro luise \fois el le second Y fois?
Siippositiis ([lie li'uis joiii'iiis A. |{,('. joueiilaux coiulitii)iis s ni vaut os: à chaiiuc parlip, le joueur A a pinhahilité p de gagner 2 francs et prohahilité (i —/v) de perdre i franc; le joueur M a pr(il)al)ililé 7 de gagner 2 francs el probabilité (i q) de perdre i franc ; le joueur •C a probabilité r=^(i— /> — 17) de gagner 2 francs et probabilité (^i /•) — (p -!-</) de perdre i franc. On suppose (lue, à chaque partie, l'un dfs joueurs gagne 2 francs, chacun des deux autres perdant I franc.
Si, sur tj. parties, le joueur A a gagné X parties, il en a perdu a — X et sa perle totale est
JJL— \ — 2X:=fX— 3X.
Si le joueur B a gagné Y parties, il en a perdu a — Y' et sa perte totale est
p, _Y-2Y^;jL-3Y.
La probabilité pour(iue, en ijl épreuves, l'événement de probabilité/? se produis,' X fois et l'événement de probabilité y, Y' fois est la probabilité pour que, sur a parties, A gagne X parties et B, Y parties ou pour que A perde la somme u. — 3 X el B la somme a — î Y.
Cette probabilité est exprimée par la formule du paragraphe 510, il suffit de calculer les coefficients; on a
I, = C, = 2/> — (i— />) = 3^ — 1, t!;î=39 — I, ^^~ir — i,
La probabilité pour que l'événement de [)robabilité p se produise X fois et l'événement de probabilité 7, Y' fois, en u. épreuves, est donc
^~2lZ7^'''"~''"^~i^'"'"*--'"/"'-!^/"l^-!*'/i^/'i'-/'Hï-(i'/)'i
l-.ii.\lpqr
d\ dW
Cette formule établie en supposant la continuité n'est applicable que si u. est un grand nombre.
52.5. La plus grande probabilité a lieu lorsque X = \^p et Y— u,q, c'est-à-dire lorsque les événements se produisent en nombres proportionnels à leurs probabilités.
La valeur moyenne de X est \}.py la valeur moyenne de Y est \i,q.
Les quantités \xp et ij.q sont donc les valeurs normales des nombres des arrivées des événements.
Si le premier événement de probabilité yj se produit u.p -t- x t'ois et le second, de probabilité y, ay H- j fois, on dit que les écarts sont aet y.
La probabilité pour que les écarts soient x et y est
: dx dy.
2np.\'pt/r
526. Probabilités mêlées. — A chaque épreuve, il y a probabilité p pour que l'événement A' se produise seul, probabilité q pour que l'événement B' se pro luise seul, probabilité r pour que les événements A' et B' 5e produisent toits deux et probabilité t =i~p — q — r pour qu'aucun des événements ne se produise. Quelle est la probabilité pour que, en fjL épreuves, l'événement A' se produise X fois et l' événement B', Y fois?
Supposons que trois joueurs A, B, C jouent aux conditions suivantes : à chaque partie, le joueur A a probabilité p -\- r pour perdre i franc et probabilité i — (/j + r) pour faire partie nulle.
Le joueur B a probabilité q -+- r pour perdre i franc et probabilité I — {q -^ r) pour faire partie nulle.
Le joueur G a probabilité r pour gagner 2 francs, probabilité p -^ q pour gagner i franc et probabilité t pour faire partie nulle.
La probabilité pour que l'événement A' se produise X fois et l'événement B', Y fois en ix épreuves est la probabilité pour que le joueur A perde la somme X et le joueur B la somme Y en [j. parties.
350 !.. Il.\rilKl.ll-.ll.
("ctto prol);il)iliti'' est doiiiit'c par la foriiiiilo du ii" .M I, on a 't'\=—P — '■> Il - — </ — '•>
<fi^-i[(P + '■) -(/' + '•)'] — '-(/'-+-'■) (' -P-')^ <p,= a[(</-t-/-) — (7 +'•)'] — 2(7 +r){i — 7 — /•), <p,— a[4'-+/> + 7 — (2''-+-/' -t-7r]'
A = 4[(/J + '•) (7 + '•)(/' + 0(7 + 0- {pf] - rty-]- La probabilité cherchée est donc
1 Ji,/ t-cK !-(/ — /•) [X — li (/>-*-/■ 'l'-Hii/KZ-i-niX — iii/i-i- ni 1 Y -(iif/ + r-in-î(/n-c)il-/i — ni Y- p.u/-(-/-il' g~ jl * |( /• -I- /• M </ -t- /■ 1 1 /' -t- ' H '/ + ' I — I /«/ — '■' I' 1
T^MV^'iU/» -1- '■) (7 -I- '•)(/' + 0 (7 -t- 0 — (>"7 — 'OM
rfXa'Y.
Cette forimilc suppose la continuilé. elle n'est appli("al)l(' que si u. est un ijrand nombre.
527. La plus grande probabilité a lieu lorsque X = (jl (/; + /•) et y = (ji.(^ H- /•), c'est-à-dire lorsque les événements se produisent en nombres proportionnels à leurs probabilités.
La valeur moyenne de X est [^(/j + /), la valeur moyenne de Y est u.(q-hr).
Les quantités u.(/j -+-/) et ij.(q -\- r) sont donc les valeurs normales des nombres des arrivées des événements.
Si le premier événement se produit [x(y> -i- r) -\- x fois et le second fx(^ -+- r) -h Y fois, on dit que les écarts sont x et y.
La probabilité pour que les écarts soient .^ret r est
I Ht/ -*-/■ I I I — c/ — /• ; .» ^ -t- i ■ /»// — /7 I -ï'V -i- 2 i /? -(- ;■ 1 I 1 — ;7 — /■ I >■■
g ji i:ip-t-rM7 + »-ii/)-(-/M'/-*-') — 1;>7 — '-'l'I
: do: dy .
-V\I'A'.P + r){q + r)(p + l){q + t) -{pq - rt)^
Ou peut donner à cette quantité une forme un peu différente en introduisant dans son expression les probabilités t» -=p -i- ret w=^q-^-r
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des événements A' ot B'. On a alors pour valeur de la prolmbililé
I M- I — tv ia'*-(-( l'W — /-jâ-rv-t-t'i 1 — 1- 1_> =
^ u. sri'ivi I — l'u 1 — ii-i — ii'ii/— /•)')
27ïfX\/('H'(l — (•) (l — II') — (l'H' /•)-
ô28. Probabilités du second genre. — Le joueur B possède la •somme y et les joueurs A ci C une somme infinie, quelle est la probalnlilé pour que, à la u.'"'^'^ partie exactement, le joueur B soit ruiné, le joueur A ayant perdu la somme x']
On suppose que les joueurs règlent les différences après chaque partie.
Désignons, comme précédemment, par /(a, r, y) la prohabililé pour que, à la ;j."'""' partie, le joueur Aperde la somme x et le joueur H la somme y et par yXv-> ^' Y) ^^ probabilité cherchée. Nous allons égaler deux expressions différentes de la probabilité /"( (x, -r, y).
Le joueur B ne peut perdre la somme y sans avoir perdu précédemment la somme y,, si y, est inférieur à y.
La probabilité pour que, à la a'f""" partie, le joueur A perde la somme .r,, la perte y, étant pour la première fois atteinte par le joueur B, est / (a,, x^,y^).
La probabilité pour que, à la a',"'"' partie, le joueur A perde la somme a?,, la perte y, étant pour la première fois atteinte par le joueur B, et les pertes finales des deux joueurs étant x et y à la u.'"'"" partie, est, en vertu du principe des probabilités composées,
Z(Fi' -^i'.''" )/(,'^ — f^i' -i" — ■«■i-/ — /i )•
La perte y, pouvant être atteinte pour la première fois à tontes les parties de zéro à a et, d'autre part, la perte x^ pouvant avoir toute valeur de — ce à 4-00, la probabilité pour que, à la a''""' partie, le joueur A perde la somme x et le joueur B la somme y est, en vertu du principe des probabilités totales,
cette même probabilité s'écrit également /(u., a;, v) ; on doit donc
3i!2 !.. BACIIF.I.IF.R.
avoir
/(fi, j-, ) ) " ./ / ■/(;/,, x,, y, )/( fi — f/,. a; — ,r,,/ — j, ) r/./', Jji,.
Telle es( réipiation de conflitioii à laquelle doil satisfaire la fonction y.
.")2'.). Nous supposerons que le jeu est équitable et (jue les conditions du jeu sont les mêmes pour les trois joueurs; alors
(.>'+JV4-.l')
Trfi9,v/3 Dans celle liypothèse, on a
Le second membre de l'équation conditionnelle devient en effet
1 J. , 37:=9îfxi(f/-fi,) ^"
une première intégration par rapport à a;, est possible car, relativement à cette variaMo, l'intégrale est de la forme connue
h'- — im-
Cette intégration une fois effectuée, l'intégrale se réduit à
/•V- ,.., p 3<p,lJ.iJ.,|(l-(l,,
cl, en posant,
elle devient
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Elle est de la forme connue
Le second membre de l'équation conditionnelle se réduit donc à
»liç,
il est identique au premier.
La probabilité pour que le joueur B soit ruiné à la a'""'" partie el pour que, en même temps, le joueur A perde la somme x est donc
— — d.T dfx .
On pourrait formuler contre le raisonnement employé une critique déjà prévue (n° .345). On pourrait également, dans le cas considéré, faire usage du procédé rigoureux décrit au paragraphe 351.
530. Distribution des probabilités. — Les Joueurs XeiÇ, possèdent une somme infinie et le joueur B possède la somme m; quelle est ht prohahililè pour que, à la u.'*"" partie, le joueur A ait perdu la somme x et le joueur B la somme y '^
Nous supposerons, comme pour le problème précédent, que le jeu est symétrique.
Si la fortune du joueur B était infinie, la probabilité cherchée aurait pour valeur
Il faut retrancher de cette quantité les probabilités relatives aux cas où le joueur B est ruiné avant la ul'^""' partie.
Le joueur B peut être ruiné à la u.'/"" partie, le joueur A ayant perdu la somme x, ; la probabilité de cette éventualité est
nul o,v/o B. - I. 45
35'| I.. liAt.iiK.i.ir.i'..
Supposons (]ii(\ ;iii iihuih'iiI (ui le joueur H csl ruine à la |j.','"" pailio ( le joutMir A avani perdu la somme .r,), ce j(Uieui' H puisse eonliiiner à jouer, possétiaut une somme inrinie ; la [jrolialiililé pour <|ue, à la u.""" partie, les joueurs A e( |{ aient perdu respectivement les sommes a.et y serait
Hl.r— .i-,|'-n.i- — .i-,ll.> —ml+iy- »i)') 2 e" 3i|i.-ll,|iJ>,
La possibilité de la ruine du joueur H à la [jl'*""' partie (le joueur A ayani perdu la somme r,) diminue donc, d'après le principe de la probabilité composée, la probabilité f(u.,x,y) de la quantité
iî«,v/3 7:9,(/J
Le joueur B peut être ruiné à toutes les parties de zéro à [a et, d'autre part, X, peut prendre toutes les valeurs de — oo à -f- oo. La possibilité de la ruine du joueur B diminue donc la probabilité /(ij-, •î-, r) delà quantité
fX
Ti^t; 9, v/3 7:(;x — p.,)9i v/3
On obtient la valeur de cette intégrale par un procédé analogue ii celui qui a été employé dans la question précédente (n''529). L'intégration en X, étant ellectuée, on pose
au lieu de
afin de pouvoir appliquer la formule
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qui suppose a positif. Finalement, la valeur de l'intégrale est
31JL9,
La probabilité pour que le joueur A ait perdu la somme r et le joueur B la somme _y est donc
r-\>-^\ v/S 77,0.9, \fï
on peut l'écrire
531. Si l'on intègre par rapport à x entre — ce et + ce, on obtient la probabilité pour que la perte du joueur B soitr, celle du joueur A étant quelconque; le résultat de cette intégration est
dv dy.
C'est la formule que nous avions démontrée (n" '.M'i) en nous basant sur de simples raisons de symétrie. (La quantité que nous désignons ici par y était désignée par /?z — j au paragraphe 323.)
532. Probabilités des genres supérieurs. — Les probabilités du troisième genre seraient relatives aux cas où deux des joueurs ont des fortunes finies et les probabilités du quatrième genre supposeraient aux trois joueurs des fortunes finies.
Les questions relativesauxdéterminationsdes probabilités semblent d'une grande complication, mais il est possible de déterminer la durée moyenne du jeu, même en supposant limitées les fortunes des trois joueurs.
533. Les joueurs A, B, il, possédant les sommes a, b, r, jouent Jusqu'à la ruine de l'un d'eux ; quelle est la durée moyenne du jeu?
Désignons par a(j7, y) la durée nioyenue (juaiid le joueur Apossède
VMÎ I. lîACIIl I.IFU.
ta soiniiif .1, le joueur U la somme v el le joueur C la M)iiiino a + A -I- c - - .T — y — s — a; — y.
Soit encore v(". t")'^" '/»'ï:> proitabiiilé pour que, à une partie, le joueur A perile la sonirue // el le joueur B la souirn(> i'; ou a, eu supposant le jeu unilnrine,
/.^.i, j; Au 4- / / !:{u, v)xl(ji— u, y - v)dii(li\
*J 00 ^ ao
Va\ ell'et, la durée nioveunc se composera d'abord de la première partie. \u.. Puis il v aiua probabilité X,{ii, v)dudv pour que la durée moyenne devienne \{x — u,y — v), et comme a et c peuvent prendre toutes les valeurs de — oc à + ao, l'équation qui précède est l'expression des principes des probabilités composées et totales.
(Dans l'intégrale double, nous pouvons considérer les limites comme infinies, par suite de la petitesse de u et de v ; en toute rigueur, u et v sont limités, leur somme doit être inférieure à s.)
Développons A(.r — u,y —v) par la formule de Taylor
2 OJ'^ (Jx cly 2 oy-
L'équation nntéprécédente devient ainsi
,,-+- oc -. t- ^
H r^ / / '"-; {u^v)dudv — . . ..
•/ »-^ ^ — X *^ — se
Nous avons remplacé Ax par l'unité parce que 'C{ii, v)dud\' exprime la loi de probabilité lorsqu'on prend Aix pour unité.
La première intégrale double a pour valeur un. La seconde est la
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valeur moyenne de u\ nous supposerons le jeu équitable et alors cette intégrale sera nulle de même que la troisième.
La quatrième est la valeur moyenne de u-, quantité que nous avons
désignée par — •
La sixième est la valeur moyenne de v"^, c'est-à-dire — •
("alculons la cinquième qui exprime la valeur moyenne de uv. Si l'on désigne par w la perte du troisième joueur C pour une partie, on a
et, par suite,
IV- ^^ (u ■+- i
La valeur moyenne de (//-!-<')* est donc la valeur moyenne de (v^, c'est-
a-dire — •
Or la valeur moyenne de {ii -t- v)'- = ir -h v- -+- 2«t'est la somme de la
valeur moyenne de w- ou —, de la valeur moyenne de v'- ou— cl du
double de la valeur moyenne de ui'.
La valeur moyenne de uv est donc
Les termes non écrits dans le développement de A(a;, j) sont d'abord
des termes contenant des dérivées troisièmes -^-J, -r-^-y-,- ••, niulti-
pliées par des valeurs moyennes du troisième ordre, celles de u'\ de li-v, ....
Nous supposerons que le jeu est symétrique, c'est-à-dire que ses conditions sont les mêmes pour les trois joueurs; alors les moyennes du troisième onlre, du cinquième et de tous les ordres impairs seront nulles. Par exemple, la valeur moyenne de u^\'-,
/ / h'i'-Ç( u, v) du dv
est nulle; si, en eiï'el, nous considérons l'élément u^v-'Ç{u., v) du dv, et si nous changeons u en - u et v en — c, 'C(", v) ne change pas, par
1^8 I.. haimiii un.
suite (le la svnu'lrie. cl rélomeiil cliaiij^c do signe. A cIukuic élfiiieiil correspond un élément égal et do signe contraire; la somme de tons les éléments est donc nulle.
La symétrie supposée entraîne aussi l'égalité des trois quantités Zl,, O.,, O ;,.
Parmi les termes non écrits, il n"v a donc plus à considérer (lue les termes contenant des dérivées quatriènies, sixièmes...., multipliées par des valeurs moveniics des ([uatrième, sixième, . .. orilre. Aij. étant infiniment petit, ces valeurs moyennes sont infiniment petites, relalivenuMit aux valeurs moyennes du second ordre.
Finalement, l'équation qui détermine A se réduit à
dx- Oxdy df'^ o,
La durée moyenne est nulle quand un des joueurs est ruiné; les conditions aux limites que doit satisfaire la fonction A sont donc
^(o.j)— o, X(a-,o)=ro, et }, — () lorsque x -\-y = s.
534. L'équation indéfinie et les équations aux limites sont vérifiées
par la fonction
y _ lixy{s — a;^ y) _
SOi
cette solution est d'ailleurs unique, car s'il existait une autre solution A', leur diircrencc(X — A') vérifierait l'équation
dHl — V) d'O. — 'i.') û'-(l-l') i — ; ^ — ; 1 r"ï '=■ o,
nul.
elles conditions aux limites (A — a') = o, poura;ou jou5 — a:^^— y Or on sait (]u'une fonction (A — A') qui vérifie l'équation aux
dérivées partielles qui précède et qui est nulle sur tout le contour est
nécessairement nulle.
Donc A' = A et A est la seule solution du problème proposé.
.i35. Le calcul des probabilités permettrait d'ailleurs de démontrer
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que la solution X est unique. Cherchons, en eflVt, la probabilité pour que le jeu considéré dure indéfiniment. En desii^nant par y (^\y) cette probabilité, quand le joueur A possède la somme r et le joueur B la somme }', et en raisonnant comme nous venons de le faire pour déterminer la durée moyenne, on est conduit à l'équation
dx' i)x dy dy-
avec les conditions aux limites / = o pour a; on j ou 5 — x — y nul.
Le jeu étant uniforme, la probabilité dans une aire finie est nécessairement nulle au bout d'un temps infini, donc/^ est nul et par suite la fonction (X — X), qui vérifie la même équation indéfinie et les mêmes conditions aux limites, est nulle.
536. Lorque le joueur A possède la somme x, le joueur B la somme jet le joueur C la somme s — x —y, la durée moyenne du jeu est
Au début du jeu, r z= a, y =-: b Qi s — x — y ^^ c. Donc :
La durée moyenne du jeu
!\abc
Oi{a -i- ù -h c)
est proportionnelle au produit des fortunes des joueurs et inversement proportionnelle à la somme des mêmes fortunes et à la fonction d'instabilité.
537. Si la fortune du joueur C est infinie, la durée moyenne du jeu est
(iab
elle est proportionnelle au produit des fortunes des joueurs A et B. Si deux joueurs ont des fortunes infinies, la durée moyenne du jeu esl infinie.
538. Les joueurs A, B, C, dont les fortunes sont a, b, c, jouent jusqu'à
3(u) I.. i!\(.iir.i.ir.ii.
(T i/iw (li'u.r d'cftlrc eii.r soient riiinfs : /iic/la es/ la durée moyenne (lu jeu ?
Nous supposerons que les condilions du jcMi soionl los mômos que pr('('i'(l(<miiii'iil cl t'araclérisérs par la l'onction ^|. puis iju'aprcs la ruine ilc l'un des joueurs, les deux autres jouent à un jeu é([uitaltle caractérisé par la l'onction z,.^.
En désignant comme précédemment par A(,-r,y) la durée nioyciine totale du jeu quand le joueur A possède la somme x, le joueur H l:i somme V cl le joueur C la somme s — x — y, on a toujours
J'/, tPl on. 4
Ojc- (JjcOy Oy' ©,
mais les conditions aux limites ne sont plus les mêmes.
Lorsque r — o, le joueur A est ruiné, et si le joueur B possède la somme >', le joueur C possède la somme {s - v).
Ces deux joueurs devant jouer jusqu'à la ruine de l'un d'eux, la durée moyenne de ce nouveau jeu est (n° 401 )
Le même raisonnement s'applique au cas où l'un des joueurs B ou (> serait ruiné le premier: les condilions aux limites sont donc : Pour X :=o.
Poury = o,
Pour s — X —y = o,
ixy
539. On reconnaît facilement que l'équation indéfinie et les équ; lions aux limites sont vérifiées si l'on pose
on démontrerait d'ailleurs, comme précédemment, que cette solution est unique.
Au début du jeu, .r = a, v = h, s — x — y = c. Donc :
La durée moyenne du jeu a pour expression
4abc
[al>{a -h b) -h ac[a + c) -H bc{b -+■ f)].
La première partie de la somme exprime la durée moyenne jusqu'à ce que l'un des joueurs soit ruiné ; le second terme exprime la durée moyenne quand les deux autres joueurs jouent jusqu'à la ruine de l'un d'eux.
540. Probabilités non uniformes. — Nous avons supposé jusqu'à présent qu'il y avait unil'orinité, c'est-à-dire que les épreuves successives étaient identiques. Nous ne ferons plus cette hypothèse et nous supposerons que les conditions à chaque épreuve sont variables suivant une loi donnée et dépendant seulement du rang occupé par l'épreuve.
Nous résoudrons d'abord le problème suivant :
Trois joueurs A,B, C, possédant chacun une fortune infinie, doivent jouer ^parties; quelle est la probabilité pour que le joueur A perde la somme x et le joueur B la somme y ?
A chaque partie, par exemple à la a''"", le jeu sera caractérisé : pour le joueur A, par l'espérance totale 1', {\i-)dii. relative à cette u.'*°" partie et par la fonction d'instabilité ç, (ij.)r/uL relative à la même partie.
De même pour le joueur B, le jeu sera caractérisé à la u.'*'"'' partie par les fonctions ■y.,{\x)du. et (p!,(u.)f/ijt., et pour le joueur C, par les fonctions •|3(u.)rfui et Ç3([x)f/a. Nous désignerons par /(;x,, iXj.a;, y) la probabilité pour que le joueur A perde la somme x et le joueur B la somme jK entre les parties ui, et il.,.
La probabilité pour que, à la [^-'f""" partie, le joueur A ait perdu la somme a-, et le joueur B la somme 7, a pour expression/(o, [x,,a;, ,j,).
La probabilité pour que, entre la [x';""" et la a'""* partie, le joueur A B. - 1. 46
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ait ponlu la somme x - x, et h' joueur U la somme j-r, est
I.a probabilité pour que. à la (jl"'"" partie, le joueur A ait perdu la somme .r et li- joueur H;ia somme y. les pertes de ces joueurs ayaut été .r,, ^', à la ui.';'""" partie est. en vertu du principe des. probabilités composées,
/(o, fx,,.r„y,)x/(fx,, ^i, a- — x„.r-j,).
Les pertes .r,,y, ayant pu. à la af"" partie, avoir toutes les valeurs de - ^ à -+- 30, la probabilité iiouniiu'. à la u"""' partie, le joueur A perde la somme x et le joueur H la somme j est, en vertu du principe des probabilités totales,
f f /(o, (JL„ .r„ V,) x/(^t„ f/., X — X,, j — j,)rfx, ^y,.
Cette même probabilité s'exprime aussi par/(o, p.,,r,r); on doit donc avoir
/(o, (X, X, 7) = r f f{o,iJ.u^^.yi)xfiP-ulJ;-^-^i^J — yi)d-ridy,.
Telle est l'équation de condition à laquelle doit satisfaire la fonction/; elle doit être vérifiée quels que soient |^, et a.
Lorsque la différence [t- — [i-t tend vers zéro, la probabilité pour que les écarts x — a;, = u, y —y, = ^correspondant à cet intervalle soient compris entre des limites données — a,,ao et — ^,,^2 doit tendre vers i; on doit donc avoir
lim I / f{^,. ij., Il, {')(lu (h' = 1 pour fA — fJ-, = o,
quelque petites que soient les quantités positives (et fixes) a,, y..,, [B,, fl,.
Ces deux équations de condition suffisent pour déterminer la fonction /, par suite de la continuité de la variable u..
L'analyse qui permet d'obtenir la fonction / sera développée au Chapitre suivant; nous nous contenterons ici d'en vérifier le résultat.
/(ix,. fi.,. X, 7)
Les équations sont satisfaites si l'on a
■xC
.r + y '•V,i(j.lrf}j. / '=;i!J..r/a+ .1+1 ''ypiiw/a » + /"4ii[j.i(/|i. / '[ç',((i/-hÇii:!Xi — ç;i[ii]rf!i+l)-i-/.'''';/';i[j.),/(i r 's'iinirfu. 2 / 'ç',iai,/u. / 'y;,y.. ./(i +2N ' j'iiu., ,/u.| r 'o;,(]j. ,([j. +2 / 'ç^i^iJu. | ' 931111 (/(j- - / 'ç',ini rf(x — T 'ç'^dii ./u. - /^ 'o'iiairfii
Vi J L« 11, J L'util J L^f-, J L"^!!, J L-^iJi! J
La vérification se fait par la même intégrale que précédemment (n°510).
S'il s'agit de la probabilité dans l'intervalle zéro, a, on peut rem-
placer les intégrales telles que / (p'(ii)r/|7. par 9([J^) et finalement :
La probabilité pour que, à la a""""" partie, le joueur A ail perdu la somme x et le joueur B la somme y est
9,!U.i|.r+4/,i[ii]'+[9,i:(in-9,iiJ.i-y,(|j.i;i.- + ';/,iij.i;[v-H'{/.ipLi]H-9,IHii.r-^4i,i!Xll'' 2?,ili|çy[J.:i + 2 9,(tii9ji!J.i + 2?,iiJ.)ç,ifii-ç;i}ii-Ç5i[jii-Ç5ini
/(Fi ^, r) =
7^ V2 9i(F)92(f^) + 2 9,(fi)cp3(f/)+ 2a)2(;i)93(;i)— cp;(fA)— (p|(fA)— o^(/i)
c/.r dy.
542. On peut écrire cette expression sous une forme un peu plus simple en se basant sur l'identité
La probabilité est ainsi exprimée par la formule
, _-L i9.iM-/:-r + '{'iiWl'+l?ii!il + ?ilH)-9,i(i)J|x- + '}',ilii]l>- + 4/,iii)l + 9,l|J.)|y + '{/,liJ.)l'|
TTVA
dxdy,
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A (l('si}îii;nil Ir (li'lcriiiinitiil
9i(K) 9i(f*)4-(p,(fx) — 03(fx)
543. L(>s fonctions d'instabililé (•lomontaires ou finies dépendent dos conditions du jeu. mais la connaissanct' exclusive de deux d'entre elles ne suffit pas pour déterminer la troisième.
La somme des trois espérances ']>,([i.), 'Iiid-»-). '\'a(['-) relatives à un intervalle ijL quelconque élémentaire ou fini est toujours nulle; c'est nn t'ait |)res(]ue évident qu'on peut démontrer comme au n° 'y\2.
ài\. Lorsque le jeu est équitable, l'expression de la probabilité se réduit à
ÎÇ,(|i)?,(|il-l-2S,,Hl?,.liH-2Ç,IHHp,((l)-Çîi|il-?ii!ii-î/3lHl
7rv/2 9,(fx)o2(fi)-(-2(pi(fi)93(fx)-i- 2(p5(fx)o3(fA) — 9;(n) — 9Î(fA) — 95(fx)
L'équation
est celle d'une surface dont chaque section passant par l'axe des s est une courbe <le probabilité de la l'orme connue.
La représentation géométrique de la probabilité est la même que dans le cas de l'uniformité, mais la direction des axes des ellipses isoprobables au lieu d'être fixe varie suivant la valeur de [x.
Si, lorsque u. croit indéfiniment, ?i(u.), o<,{[>.), cp3((JL) ne tendent pas vers l'infini, mais vers des valeurs finies, 0,(00), (p2(co), 03(30), la surface de probabilité ne tend plus à se confondre avec le plan des xy, mais avec une surface asymptote dont l'équation s'obtient en remplaçant dans la formule précédente 9,(l«.), o.(ij.), o^dj.), par 9,(30), o«(^), 93(3=).
Enfin, si le jeu n'est pas équitable, la surface de probabilité est animée d'un mouvement de translation; mais au lieu que ce mouvement soitrectiligne et uniforme comme dans le cas où les probabilités sont uniformes elles-mêmes, ce mouvement est sans cesse variable et les composantes de sa vitesse sont à chaque instant '-p, (jJ-) et '^^([i.).
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545. Application aux épreuves répétées non uniformes. — Trois événements s'excluent mutuellement ; leurs probabilités sont respectivement p,, q,, r, à la première épreuve, p.,, (J^, r., à la seconde, . . . , PiLJ (]]x-: 'V à la a'""". Quelle est la probabilité pour que^ en m épreuves, le premier se produise X fois et le second \ fois ?
Supposons que trois joueurs A, B, C jouent aux conrlitions suivantes : A chacune des parties successives, le joueur A a probabilité /j,, p,, . .., p^ pour gagner 2'"' et probabilité (i — p,), (i — P2)' •••> (i — Pv-) pour perdre i*^"^.
Le joueur B a les probabilités 7,, q.,, . . . . q^de gagner 2*^'' et(i — q,), {i — q..}, ..., (1 - qa) de perdre i'"'.
Le joueur Ca les probabilités r,, r.,, . .., r^,_ de gagner 2^'' et (i — r, ), (i — /-.'),.. ..(i — rji) de perdre i'''',(p,-hq,-hr,= i,/->o+(72-t-''2 = i» •••)• On suppose que, à chaque partie, l'un des joueurs gagne 2"', chacun des deux autres perdant i"'.
Si, sur a parties, le joueur A a gagné X parties, il en a perdu [Jt- — X et sa perte totale est
fX-X— 2X=/JL— 3X.
Si le joueur B a gagné Y parties, il en a perdu JJ- — Y et sa perte
totale est
IJ. — Y — 2 "\' = (jL — 3 Y.
La probabilité pour que, en a épreuves, l'événement de probabilités successives p,, p., ■-, pa se produise X fois et l'événement de probabilités successives q^, q^, ..., q^, Y fois, est la probabilité pour que, en L«. parties, A gagne X parties et B, Y parties ou pour que A perde la somme a — 3X et B, la somme u. — 3 Y.
Cette dernière probabilité est exprimée par la formule du n" 541 ; on a, dans le cas considéré,
^5(pL) = 2(3,7-.). 4/3(^1) = i(3/--.),
?,(pL) = .82^(1-7), 03(fx) = i8Ir(i-/-),
1p(i—p) --ipq
'^ipq ^q{\ — q)
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La prohaliililf pour qiu' rcvoiuMiiciil dr prohaliililt'S/^, p., ..., y^ se protluisf X lois cl révciit'iiioiit do prul)altiliti's </,, q^, .... q^^, Y fois en u. épreuves est donc
ix-i:/.i'^»/ii-,/i-Hi!t-^;.)iv-:::./ii:»;>7-'-'v-^7i'^;'i'-/'|
M désignant le délerininant
Cette formule, rtahliecn snp|)osanl la l'oiitinuilé, n'est applicable (|ne si a est un i,'ranil nombre.
ô'iC). La plus grande probabilité a lieu lorsque X = lp et\ = Zq. La valeur movenne de X est l/>, la valeur moyenne de Y est I.q.
Les quantités X/j et Sy sont donc les valeurs normales des nombres des arrivées des événements.
Si le premier événement se produit Ip -+■ .r fois et le second I,q -\-y fois, on dit (|ue les écarts sont x Q\.y.
La probabilité pour que les écarts soient x eiy est
• dx dy.
547. Probabilités mêlées non uniformes. — La probabilité pour que l'événement A' se produise seul est p, à la première épreuve, p^ à la seconde, . .., p^à la [jl'*""".
La probabilité pour que l'événement B' se produise seul est q, à la première épreuve, q., à la seconde, . . . , q^ à la u.'"""'.
Il y a de même les probabilités successives r,, r^, . ■ . , r^ pour que les événements A' et B' se produisent tous deux et les probabUités / , , t„, . . . , t^ pour (ju' aucun des événements ne se produise.
Quelle est la probabilité pour que, en ^épreuves, l'événement A' se produise \fois et l'événement B', Y fois?
Supposons que trois joueurs A, B, C jouent aux conditions sui-
vantes: Le joueur A a successivement les probabilités (p, -+-r,), {Pi -•- ^2). ■• •. (/'uL + '■(i.) pour perdre i'"" et les probabilités (i — p. — ^i)> {i — p., — r.), ..., (i — pa — r^) pour faire partie nulle.
Le joueur B a successivement les probabilités (7, -f- r, ), {q-.-^r^, ...» (<7(i-i-0 pour perdre i ''■'et les probabilités (i —y,— /•,),..., fi — ^u. — 'v). pour faire partie nulle.
Le joueur C a successivement les probabilités r,, r.^, . . ., /-jj. pour gagner 2'% (p,-hq,), (p, + </,), ... (p^, + (/^) pour gagner i''' et/,, /o, . . . , /ji pour faire partie nulle.
La probabilité pour que l'événement A' se produise X fois et l'événement B , Y fois en u. épreuves est la probabilité pour que le joueur A perde X francs et le joueur B, Y francs en ijl parties.
Cette probabilité est donnée par la formule du n° 542. On a dans le cas actuel
4/,(pi) = 2;(-/>-r), J;,(pL) = i(-<7-r), J>3(fjL) r= 2 (ar + /> -f- 7).
o,(lJ.)—l2{p-^r)(i — p — r), o,{iJ.) =l2(q-i- /•),{! — r/ — r),
03(^) = l2(p -h q + Âr — [■2'- -h p -h q]-)-
l = y,[l{p-^r)(i-p-r)]\l{q + r)(i-q-r)]-[l{pq-rt)Y-[. La probabilité cherchée est donc
■,\[^{p+r\i\-p-r][:i,q-^r\,\-q-r^'\~['i:ipq-rtY\
T.^/\ ; [l{p -^ r) (1-/J- r)][l{q+ r) {. - </ — /■)] - [Kpg - rt)Y '.
Cette formule suppose la continuité, elle n'est applicable que si a est un grand nombre.
548. La plus grande probabilité a lieu lorsque X = -(/>-!-/•) et Y = I.(q-\-r). Lavaleur moyenne de X est Z(p + r), la valeur moyenne de Y est 2(7 -t-r).
Les quantités l(p + /• ) et ^{q -+- r) sont donc les valeurs normales des nombres des arrivées des événements.
Si le premier événement se produit [2(/> -\-f)] -+-x fois et le second [S(y + r)] -H j fois, on dit que les écarts sont x et v.
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La prohabilité pour (pic les écarts soient x ety est
[i;j((/-i-/Mi— 7 -/■,). i'+[ii; lira- </i]j-j + [i;» ii)+i> 111— p-<')]j" , ,
vA
Ou peut (loiinor à coite quantité une forme un peu did'érente eu inlroiluisaul ilaus son expression les probabilités «', =/j, -f- /•,, v^=zp.^-^ r.,, ..., i'|j^ = yjpt-+- /y, de révénenient A' et les probabilités w, = y, + r, , trv = (j.,->r r.,, . .., n-^^-= (]\i.+ i\,. <lt' l'événement B'. On a alors pour valeur de la probabilité
,r' iC U'I I — IV) + ! .i-r S (l'iv — r) + J' S P (1 — i'|
dx dy.
g î;[i:.Mi--i][i;...(i-.fi]-[i:i.'H.-,-)]»|
549. Probabilités non uniformes du second genre. — Le joueur^ possède la somme y et les joueurs A. ei C une fortune infinie; quelle est la probabilité pour que, à la [x""'" partie exarjernent, le joueur B soit ruiné, le joueur A ayant perdu la somme x?
Désignons par /(iji.,, [t..^,x,y) la probabilité pour que, entre les parties u., et it..,, le joueur A perde la somme .r et le joueur B la sommej', et pary(o, [jl, x,y) la probabilité clierchée; en raisonnant comme précédemment (n" 528) on est conduit à l'équation conditionnelle
/(o, H, -r, y)= / z(o, y.,, x,,_)-,) x /(j^,, fx. .c-—Xi, y—j'i) djc^ <///,.
On suppose que le jeu est symétrique et caractérisé par la fonction d'instabilité 9(^1.); alors on a
/{o, Hi •2^.7) =
7îv'^cp(fx)
et
2 g 3[?lIii-9lIJ-,i|
7îV''3[?(fi) — 9(Fi)]
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L'équation de condition est identiquement vérifiée en posant
/ / \ ^ 33iU.,l ' ' ■ '
M-i. •^l'Ji
La vérification se fait d'une façon analogue à celle du n" 529; on intégre d'abord le second membre par rapport à x^, puis on pose
et l'on est ainsi ramené à une intégrale connue.
La probabilité pour que le joueur B soit ruiné à la jjl'*^™» partie, et pour que, en même temps, le joueur A perde la somme x est
2 V0'(lJ.)e ■ '^
— — : — ■ — d.v du..
550. Distribution des probabilités. — Les Joueurs A et C possèdent une somme infinie et le joueur B possède la somme m ; quelle est la probabilité pour que, à la a""'"' partie, le joueur A ait perdu la somme x et le joueur B la somme y 1
Nous supposons, comme dans le problème précédent, que le jeu est symétrique et caractérisé par la fonction d'instabilité ?([a)-
Si la fortune du joueur B était infinie, la probabilité cherchée aurait pour valeur
/(o, //, .r, y) = dx dy.
Il faut retrancher de cette quantité les probabilités relatives au cas où le joueur B est ruiné avant la a'''"^*' partie. En raisonnant comme précédemment (n" 530) on voit que la possibilité de ruine du joueur B diminue la probabilité /(o, a, x, y) de la quantité
' 4[r?+.»-i>» + m'l _ 1;M-— i|)'-H.r-.r,il y -nm-ly-mi-
'r\/3[o(f/,)]' 7rv/3[9(fx)-9(f^,)]
']~n I.. iiAriiF.i.iFR.
Oïl oliliciil lu v;il(Mir(lo cotic in((!'gralo par une motluxle aiial(tf,'uc à cfllc (|ui a l'Ic iMii|il(tyt'e pour la (|iu'sli()n précéilente (n" .Vi9); une prciniiTo iiili'jiiatinn en a;, élant eU'eeluée, on pose
et l'on esl ramené à une intéi,n'ale connue.
Finalement, la probabililé chercliée a pour valeur
du- cl y '- 7; (fx dy.
p(fi)v/3 7r9(fA)v
5.M. Probabilités connexes. — Nous avons admis jusqu'à présent rindépendance, c'est-à-dire que nous avons considéré les conditions relatives à une partie comme indépendantes des parties antérieures.
Nous allons étudier maintenant les probabilités connexes du premier genre à deux variables. Nous dirons qu'il y a connexité du premier genre quand les conditions à une partie dépendent uniquement de la perte actuelle des joueurs et du rang occupé par la partie considérée.
Nous supposerons que les fondions d'instabilité o,, s,, ^3 relatives aux trois joueurs sont constantes et que, pour chacun d'eux, l'espérance relative à une partie est égale au produit de sa perte actuelle par une quantité n qui peut être variable d'une partie à l'autre, mais qui, à chaque partie, est la même pour les trois joueurs.
Si, par exemple, à la ij.''""' partie, les joueurs ont perdu les sommes x, r, —{x-^y), leurs espérances pour la partie suivante sont ax, ay, —a{x-\-Y)-
Le jeu considéré est comme on voit uniforme relativement aux fonctions d'instabilité, mais non relativement aux espérances.
Le jeu élant ainsi défini, une analyse analogue à celle du n° 300 mais plus laborieuse conduit au résultat suivant :
La probabililé pour que, à la u.'™" partie, le joueur A ait perdu la
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somme ,r et le joueur- B la somme y est
_ , ?,.r'-H?i-t-?; — ?,Kiy + Çi.v-
JJKIU.
■ dx dy.
,'-?l?; + 20, 5;,-t-2»,?j — 5;— ?:; — OJ KIU.I
F (a) étant l'intégrale de l équation différentielle d¥
Si, en particulier, a est constant, on a
Nous appliquerons ce résultat à la solution approchée du problème suivant :
552. D'une urne qui contient m houles blanches, n houles noires et k boules rouges, on extrait successivement «j. boules sans les replacer dttns l'urne. Quelle est la prohahdité d'une composition donnée de Vurne!
Si, en u. tirases, il sort — r -t- x boules blanches, — '^- r -i- y
boules noire est — — ; — x—y boules rouajes, nous disons (lue
les écarts sont x et y. La question posée consiste ii chercher la probabilité pour que les écarts soient r et j en y. épreuves.
Supposons que trois joueurs A, B, C perdent, à chaque partie, des sommes respectivement égales aux accroissements des écarts x, y, — (x-{-y) au tirage correspondant. Supposons encore que [a tirages aient été effectués et que les écarts soient ic et y.
Au tirage suivant, il y a probabilité
(.V — y.) ni — ij-
(5 désignant la somme ni -h n + k) pour qu'il sorte une blanche et par , , , ,11 ■ . X — m
suite pour que 1 écart x augmente de la quantité ■
!.. liACIiri IKIi.
Il \ ;i ili' inciiic |)rii|i;iliilil(''
(.y — m) (s — fjL.) + x.r
pour (|iril ne sorte pas uni' hlanclii' ot par suilc (|iio l'écart x climiimc
I/cspérancc niathi''inali(iiii' du joiiour A pdiir lo tirage considéré est
donc
L'espcraiicc inalliéinaticiiie du joueur B est do même _ •
Les cs|icrances mathématiques des joueurs A et B sont donc constammenl proportionnelles à leur perte totale et la quantité précédemment désignée par a est— —-•
La ronclioii d'instabilité relative au joueur A a pour valeur ' m{s — (i){s — m) -h .vs''{2S — m) .r-
Si les probabilités de sortie des boules étaient constantes, les écarts x et.y seraient de l'ordre de v';-^('i" -jS.)), et par suite ils seraient négligeables comparativement à fx. Il en est de même à plus forte raison dans le cas actuel, puisque les écarts ont une tendance à diminuer d'aulaiit |ilus grande (jue ces écarts sont plus grands eux-mêmes; weiy sont donc négligeables comparativement à p. et par suite comparativement à //;, /i, /c([u\ sont de grands nombres supposés du même ordre (|ue u..
La fonction d'instabilité relative au joueur A se réduit donc, en négligeant r, à la (|iiantité
Les fonctions Çj et Ç;, ont de même pour valeurs
2 It [ S — Il ) ■.). /.• ( .S' — k )
Les fonctions d'instabilité étant constantes et les espérances étant
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proportionnelles aux pertes actuelles, on peut appliquer nu problème dont il s'agit la formule du n° 551. La fonction F([ji.) est l'intégrale de l'équation
dV „ / ^ 5
c'est-à-dire, pour le cas actuel,
2 F , /rnn/i
àF On a donc
La probabilité pour que le joueur A perde la somme r et le joueur B la somme y, c'est-à-dire la probabilité pour que les écarts soient x et y, a pour expression
— dx dy .
2 T. \j innk fjt (.« — \x)
Si l'on désigne par/?, q, r les quantités — > -1 -. l'expression ci-dessus s'écrit
_ 1/ Il — 71 r' -f- ; /)(/ .1-)- -I- /) 1 1 — /'. ,1-' f
— dx dy.
En comparant ce résultat à celui ([ui a été obtenu au a" 525 et «jui serait relatif au cas où l'on remplacerait les boules dans l'urne après cliaque tirage, on voit que les écarts sont diminués dans le rapport de
553. Reprenons la question relative aux joueurs (n° 551) : Si l'on suppose que, a, parties ayant été jouées, les joueurs A et B aient perdu les sommes a?, et y,, quelle est la probabilité pour que ces joueurs perdent en tout les sommes x et y après une nouvelle série de [i. parties?
Pour résoudre ce problème (pour lequel nous supposons la quantité a constante), nous écrirons de deux façons dilférentes la proba-
374 '• i;\< lin iFi!-
bilito pour (|iu' li's joueurs A cl 15 aient porilu les soniiiics .v el y (Ml a, -t- a parties.
('.elle prohabilité a poui' v;ilriir
_ j,, 9,.r' + iq),-t-9.-iy,l.r.v + 9,.y'
AHi+ fJt, o, o, x,y)— — "*
Soit /([JL, a-,, }',, .r-, v) la prol)aI)ilité cherchée; la prohabilité pour que, en a, parties, les perles soient a;, elj, et pour qu'elles devienneul ensuite a- et v après les [x parties suivantes est, en vertu du principe des probabilités composées,
7i V'2 9|Oî+ AOiOi-h 29593 — 9Î— 92 — O3 [• — e--"!^!]'
En intégrant cette expression pour toutes les valeurs de x,, y, on obr tient, d'après le principe de la prohabilité totale, la prohabilité pour que les perles soient a; et j en a, -+- a parties; on doit donc avoir
AlJ-i + IJ;0,o,a:,y)
J-, J^, 7rv/29,9j+29, 93-^29,9,-9=— 9^-9|[i — e-2"P-,]-' '^ ^j^ji ij^
Telle est l'équation de condition à laquelle doit satisfaire la fonction/.
Cette équation est satisfaite identiquement si l'on pos»
_ ^^^?!(-'---'-i e-'^^■)^'-^ is,-m,- y,i(.r-j-, e-"!*) {y-y, e— i^)-np,(y-.v, e-'i*)' 7:^/29,9,-)- 29,93+ 29593 — o^^ — cfl — cflli — e--"!^]
Telle esl l'expression de la probabilité cherchée.
554. L'urne A contient m boules blanches, n boules noires et k boules rouges : l'urne B contient m' boules blanches, n' boules noires el k' boules rouges. A chaque épreuve, on tire en même temps une boule de A (ju'on
place dans B et une hùule de B qu'on place dans A. Quelle est la prohahilité pour que, après u. épreuves, les urnes aient une composition donnée?
Désignons par s la somme m + « + /- + m' -\- n -i- X' de toutes les boules; nous disons que les écarts sont r et v quand il y a
boules blanches dans l'urne A et
boules noires dans l'urne A.
La question peut s'énoncer ainsi : Les écarts ayaul initialement des valeurs données x^,y^, quelle est la probabilité pour que leurs valeurs soient r et j après [x épreuves?
Si les écarts sont x et v, il y a
boules rouges dans l'urne A; de même dans l'urne B, les nombres des boules blanches, noires et rouges sont respectivement
(m + 1)1 ) (rtV'-h /('+ /.') {n -t- n') (m' + n' + !<' )
Supposons que trois joueurs H, K, L perdent, à chaque partie, des sommes respectivement égales aux accroissements des écarts r, y, — r — r, au tirage correspondant et supposons que les écarts soient X et j.
Au prochain tirage, il y a probabilité
i- .^ , '-, V— [( n + n' + /,■ + k' ) {ni' + n' -+- /,' ) + xs]
s-(ni -i- n-h k)(ni'-h n -h k')'- '^ ■"
pour que l'écart .r diminue de un.
37(> '■• luciiEi.iF.n.
Il V ;i (le mi'iuc |ii(ili;iliiliir'
pour que l'écart a- augmente do un.
L'espérance mafhéniati(ine du jmieur 11 pour le |ir()cli;iin (irage esl donc
SX
Celle du joueur K est de même
iZ
Ces espérances sont [)roporlionuelles à a; et à j et la (|uautité précédemment désignée par (i a pour valeur
( »H- rt + A- ) ( m' + n' + /.-' )
Nous supposerons que m,n,k, m',n, k' sont de très grands nombres auprès desquels les écarts initiaux
mil' — i)i' Il -y- nik' — m' k s
et
nk' — n' k ■+- uni' — n' m
sont négligeables. Les écarts a; et j seraient de l'ordre de \/u. (que nous supi)osonsde l'ordre de ^tn, \'n, . . . ) si aucune cause retardatrice ne tendait à en diminuer l'amplitude; ils seraient donc négligeables
comparativement à m, n, Dans le cas actuel ces écarts sont à plus
forte raison négligeables comparativement à m, n, ... et, en les négligeant dans l'expression do la l'onction d'instabilité relative au joueur H, celle-ci a pour valeur
^{in -i- m' ) (n + n' -^ k -\- k' )
on a de même
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Les espérances mathématiques des joueurs étant constamment proportionnelles à leurs pertes et les fonctions d'instahililé étant constantes, la probabilité pour que les joueurs H et K perdent finalement les sommes x et y ou, en d'autres termes, la probabilité pour que les écarts ayant initialement les valeurs a;, et v, prennent les valeurs .ï- et v après u. épreuves est donnée par la dernière formule du n" 553 dans laquelle on doit remplacer les quantités .r,, v,, a, o,, s^' ?.i parles valeurs que nous venons d'obtenir.
555. Dans certains cas il est possible d'obtenir l'expression des probabilités quoique les espérances relatives à chacun des joueurs ne soient pas proportionnelles à leurs pertes actuelles.
Nous supposerons que pour les trois joueurs A, B,Gla fonction d'instabilité ait une valeur constante ç;,, et que, ces joueurs ayant perdu les sommes œ, y, — (.r+ y), leurs espérances pour la partie suivante soient respectivement aa.r-i-ay, ay — ax et —ax — 'iay\ a étant constante.
Dans ces conditions, une analyse analogue à celle du n°551 conduit au résultat suivant :
La probabilité pour que, après u parties, le joueur A ait, perdu la somme x et le joueur B la somme y est exprimée par la formule
^sflae ^■'— ',.,..
556. Trois urnes A, B, G contiennent chacune m boules hlunrhes et m boules noires ; chaque épreuve consiste à tirer une boule de A pour la placer dans B, en même temps qu'à tirer une boule de B pour la placer dans C, en même temps qu'à tirer une boule de (] pour la placer dans A. Quelle est la probabilité d'une composition donnée des urnes après u. épreuves?
Nous dirons que les écarts sont.r et y s'il v a m-i- r boules blanches dans l'urne A et m + y boules blanches dans l'urne B.
Si les écarts sont x et y, il y a m — x boules noires dans l'urne A, m —y boules noires dans l'urne B, m — .t ~ y boules blanches dans l'urne C et m -h x -h y boules noires dans l'unie (].
'i-jS 1.. liMnir.I.IF.K.
Sii|ti)(tsoiis (|U(' trois jniKiirs II. K. L perdent, ii clia(|ue parlie, ilos soiiiines respectiveineiil éj<ales aux accroissements clos écarts, au triple tirage corres|)on(l;mt. et supposons que ces écarts soient .r, j et —(a- -h y).
A la prochaine épreuve, il y a probabilité
pour que .r augmente de un, et probabilité
pour que x diminue de un.
L'espérance mathématique du joueur H est donc, pour l'épreuve
considérée.
r -t- y lin
A cette même épreuve il y a probabilité
m — r m H- X ini 1 ni
pour quey augmente de un, et [)robabilité
pour que j diminue de un; l'espérance mathématique du joueur K
est donc
La l'iinclion d'instabilité relative au joueur H est, pour l'épreuve
considérée,
2 ni- — 2 .r' — 2 xy — r^
Nous supposons que m est un grand nombre ol que pi est également un grand nombre du même ordre. S'il n'existait aucune cause retardatrice des écarts, ceux-ci seraient de l'cjrdre de vu. (n" 525) et par
CALCl'L DES PUOBABILITES. 379
suite ils seraient négligeables comparativement à a ou à m, et à plus forte raison, leurs carrés ou produits seraient négligeables conipurativement à \i.- ou m-.
Puisque, dans le cas actuel, il existe une cause retardalrico des écarts, on peut à plus forte raison négliger .3?^, xy dy- comparativement à ni-.
La fonction d'instabilité ç, relative au joueur H se réduit donc à un. Il en est de même des fonctions d'instabilité z.^, 93, relatives aux joueurs K et L.
Le problème actuel rentre dans le cas traité au n° 555, car les trois fonctions d'instabilité sont égales et constantes et les espérances mathématiques suivent la loi exigée. La probabilité pour que le joueur H perde la somme x et le joueur K la somme y, c'est-à-dire la probabilité pour que les écarts soient x et >', est
rr.i^-e"''")
CUAIMTRE XYIÏI.
PUdBABILlTKS CONTINUES A PLUSIEURS VARIABLES.
5Ô7. Les joueurs A,, A., . . . , A„ qui possèdent chacun une fortune in/inie douent jouer \j. parties; quelle est la probabUité pour que le joueur A, perde la somme a\, le joueur A. la somme x.,, ..., le joueur A„_, la somme a:„_, ?
Nmis supposons que les conditions du jeu pour uno partie smil indépendantes des résultats aniérieurs du jeu ; mous admettons, en d'autres ternies, l'indépendance; alors la probabilité pour que, entre les parties a, et a, le joueur A, perde la somme ce, —X,, le joueur A. la somme -r., - \,, ..., le joueur A„_, lasommca;„_, — X„_,, ne dépend
que des quantités u.,, a, x, — X,, .r. — X. x„_, ~ X„_, et peut se
représenter |)ar
(i) /(fi,, fx, .r,— X,, ,r., - Xî, .. ., .r,,-,— X„_i).
Si nous supposions que les conditions du jeu soient les mêmes à chaque partie; si, en d'autres termes, nous supposions le jeu uniforme, J'nc dépendrait pas séparément de [jl, et de a, mais seulement de la dilFérence a — u.,. Dans la suite de cette étude, nous ne supposerons pas l'unil'ormile.
La probabilité pourciue. en a, pallies, le joueur A, perde la somme X,, le joueur A. la somme X., . . ., le joueur A„,., la somme X„_,, est
(2) /(f/o, p.,, X,, Xj, ..., X„_,)
(uio est nul).
La probabilité [)uur que, en u. parties, le joueur A, ait perdu ar,, le joueur Ao, j:.,, ..., le joueur A„_|, .r„ ,, est
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La probabilité pour que les joueurs A,, Aj, ..., A„_, aient perdu les sommes X,, X,, ...,X„_, à la tji'f""' partie et finalement les sommes a:,, X.-,, ..., x„_^ à la jj.''^™'' partie s'obtient, d'après le principe des probabilités composées, en multipliant la probabilité (2) par la probabilité (i) :
/(Fu. f^i, X,, X,. .... X„_,)/(fti, fA, j:-! — Xi, J-2— X,. ..., x„_, - X„_,).
En sommant toutes les expressions analogues pour toutes les valeurs deX,,X., ..., X„^,, on obtient, d'après le principe des probabilités totales, la probabilité
/ / •••/ /(/xo, ^,, X,. X2, . . ., X„_,)
X/(P-I' f^. -^1 — ^n -^s— X,, . . ., X„_i -\n-\)il'^\d\„ . . . d\„_,
pour que finalement, en u. parties, le joueur A, ait perdu x,, le joueur Cette piobabilité s'exprime également par (3); on doit donc avoir
y (f^Oi F> -^l» ^î! ■■•y^ii-l)
/ •••/ /l.'^o, Pi, X„ X,, . .., X„_,) x/(p.i, p., X,— X,, J-,— X,, . . ., a-„_, — X„_,)<^X, (l\,. . .fi?X„_,.
Telle est l'équation de condition à laquelle doit satisfaire la fonction/; elle doit être vérifiée quels que soient li., et u..
Lorsque l'intervalle a — a, tend vers zéro, la probabilité pour que les écarts x, — X, = u,, Xo — X^ ^ u,, . . ., x„_, — X„_, = u„_, correspondant à cet intervalle soient compris entre des limites données, — a, , y.,, — |3,,{3^, ..., — Y,, y.j, doit tendre vers un; on doit donc avoir
liin / / •••/ fiiJ.^, ij.. Il,, u,, . . ., ii„^,)iiti,di/.,. . .du„.,^. \
quelque petites que soient les quantités positives (et fixes) a,, a^,
Ces deux éi]ua(ions de condition suffisent pour déterminer la fonction/", par suite de la continuité de la variable a.
382 I.. liAciiriirn.
ôfjS. Nous su|i|)t)serons que [j. ij., osI un iiirmimonf p(>lit Aix, do sorte ([uo [jl, - a Aa, cl nous désignerons par m,, ii^, ... «„_, les ([uantilés j-, — X,. .r. — X„. . . ., x„ ., — X„_, ; la première équation de eoiulition deviendra alors
= / / •••/ /(fJ^o, H- V, .(•,— (/,, .r.,— Mj, .. .,.î7„_,— (/„_,)
Développons la première fonction / par la formule de Taylor en néj;lijîeanl les termes qui contiennent en facteur !(> carré de Au. (pii est du second'ordre et, pour siniplitier l'écriture, remplaçons par F la quantité
l'équation devient
/■(fXo, H, ^f Xi, . . ., x„_,)
— -TJ— I I •■■ I M„_,Ff/(/, ...f/M„_,
+ - — ^ / / ••• / ii^u.,V dii^ . . .dii„_i^ .. .
OXi Ox^ J_„ J_^ J_ „
plus des termes contenant des dérivées troisièmes, par exemple
et des termes contenant des dérivées d'ordres supérieurs.
On a d'abord
/ • • / F du, ...du„^i — i
— oo«-^ — oo «-—oc
égalité qui supprime les deux premiers termes de la dernière équation. Le second terme du second membre de la dernière équation se réduit à
-^da.
La continuité supposée de la variable ij. permet de prendre Aix aussi petit qu'on veut, de sorte que les valeurs moyennes des quantités telles que u'^ii., qui multiplient les dérivées du troisième ordre soient infiniment petites.
Nous ne supposerons pas que le jeu est uniforme, mais nous supposerons qu'il est équitable; alors les intégrales qui multiplient les
dérivées premières -p-> -p-- • ■ • sont nulles et l'équation se réduit à
2 dx]
2 Oxi
. dv
2 dx;,_,
dV
àx, dx^
••/ u\ Y du,.
• • du„_,
ri:
■■ f ul F du,.
. .dUn^,-h. .
■■f ul_,Fdu,.
■ • du„^.
• • / ('i '/, V du, .
. . du„^, + . .
■ j u„-2U„^,F du, .
. . du„_.
diJ.
560. Cas où il y a symétrie. — Lorsqu'il y a symétrie, c'est-à-dire lorsque les coiuiitions du jeu «ont les mêmes pour tous les joueurs, l'équation se réduit à
[ dx,dx, ■■■ dx„^,dx„^,\ J_^ J ^ J ^ "'"^ (u,... n-i— ,^^
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l.;i i|iiantilt''
/ 1 ■ • I ii'-V dit^ . . .du„_t
est la valeur moyenne îles carrés des pertes li'iiii des joneurs relativement à l'inltM-valle u. - dit., u..
Nous tlesii,'nerons par o'(i).)(/\>. le double de cetlc valeur moyenne et nous appellerons o\\j.)d[t. la l'onction d'instabilité relative à Tintervalle a — t/ij., a.
p'(u.)f/u. est une fonction donnée (nécessairement positive) qui définit le jeu dans l'inlervalle u. dix., a ou si l'on veut à la ij."""' partie.
Considérons maintenant l'intégrale
/ • • • / ii,iijVdii, . . . du,,.
elle exprime la valeur moyenne du produit u,uj relativement à l'intervalle a — da, a. Il est facile de l'exprimer à l'aide de la fonction d'instabilité : La somme des pertes de tous les joueurs est nécessairement nulle; on a donc
d'où
(.r, -^ Xj -+-... 4- x„_, + x„y- = o,
c'est-à-dire, en désignant par \Mx la val(>ur moyenne de ce,
\Mx] -h VMxl +...+ VM^Î -t- 2 VMxjXa +■ 2 V'M.r,.r3 4- ...-)- 2 \'Mx„_, x„ = o.
Par suite de la symétrie, tous les termes de la première ligne en nombre n sont égaux entre eux.
Pour la même raison, les termes de la seconde ligne sont
égaux entre eux, de sorte que l'égalité précédente se réduit à
n VM jcj -\- n{n — i ) VMa:,- .Xj = o,
d'où
c.ALCUl. l)i:s Pi;oi;\uii-iiLS.
On a donc
-,-i- ao ^H-
.■>()!. La prohabiliti- doit donc satisfairi' à l'équation aux dérivées )artielles
âx; dd'l
d.Ci â.f, Oj^i dxs
Ox„-, d.i-„_,
9'(fi) df/.
On vérifie sans dilTicullé que l'équalion aux dérivées partielles est satisfaite identiquement si l'on pose
-f/./-, . . . dx„^,.
Telle est l' expression de la prohahilité.
;p([ji.) est la fonction dont la dérivée est ':/'{[>■); e'est la fonction d'instabilité relative à l'inlervalle zéro, [j..
562. Cas général. — Supposons maintenant ([ne le jeu soil équitable, mais non symétrique; l'intégrale
du,,
exprime la valeur moyenne du earré de la [lerte du joueur A, dans l'intervalle a — du., a; c'est la moitié de la IVimtion d'inslabililé relative à ce joueur.
Si l'on désigne par o,- (a) cette fonction d'instabilité (,(iui coustilue l'une des données du problème) pour l'intervalle zéro, \)., l'intégrale précédente est la moitié de la dill'érentiello (^]\'J-) du..
Pour alléger les formules, nous écrirons souvent ?,, 92' • • ■ !'" ''"^u de 9, (a), 90 (l/.\ .... Les quantités ç»,, 0.,, ... dans ce qui suivra no seront pas de simples coefficients comme dans les cas considérés au Chapitre précédent; ce seront des fonctions données de a.
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I. iiiU'jj;r;ilo
/ I ■ ■■ I II, Il jV (lu, . . . llll„
oxiiriim- la valtnii' movoiino du produit UjUj des perles des joueurs A,,
A^ dans l'iiilervalle a - du., [x et coiislilue une donnée du pinhlèinc.
Les valeurs moyennes dos produits tels que a*, .»■,. jouisseni de la
[)ropriôté d'addition comme VMa;' ou -9, (a), de sorte (jn'il siil'lll
(r:iddiliiniiicr les valeurs moyennes relatives aux diverses parties con- . sidérées isolément pour obtenir la valeur moyenne de leur ensemble.
En particulier, si le jeu est iinirorme, la valeur moyenne de a^, x., pour a parties est égale au produit par (7. de la valeur moyenne de a;, a^o pour une partie.
On peut supposer' (|n(' les joueurs A;,, A„ . . ., A„, lnul en coiilinuanl à jouer séparément, associent leurs gains et leurs perles; cela ne change rien aux jeux de A, et A.,, mais on peut alors considérer le jeu comme composé de trois joueurs : les joueurs A,, A^ et l'association des autres.
Soit 4j (y.) la fonction d'instabilité, qui correspond à l'association; le jeu étant réduit à trois joueurs, la valeur movenne de .r,.rj s'exprime l'acilemenl par les fonctions d'inslaliilité.
Désignons par z la perte de l'association des joueurs A, . . . A,;; on a évidemment
a?, + a"2+ ; =^ o, d'où
et
VM3'-= VMj;;+ VM^lH- 2VMjr,X2,
par conséquent
La valeui' moyenne de x^ x.^, somme de trois fonctions d'instabilité, possède donc comme celles-ci la propriété d'addition et par suite peut se déduire immédiatement des données.
Supposons (jue le jeu soit continu et que la valeur movenne de.?-, x., soit une foiiclion donnée 7'/,.:.. {[J) de la variable u.; la valeur moyenne
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de M,//., dans l'inturvallc u. — du., aest alors la différentielle -y', ., (u.)r/a, et l'on a
-y.\.AH)^F-= I I ■••/ iiitu_Filut . . .'lii„_,.
Si. dansl'équalion finale du n° ôôU, on remplace les valeurs moyennes par leurs expressions, on obtient l'équation au.r dérûées partielles de la probabilité.
- O. ^ -I- T s., -e^ -t-...-r-vO, - -^
4 ■ ' (Jxî 4 ' - dxl "^ ■ • • ^ 4 • "-' (^.r,^
2 /•'•- (J,r, dr, ' 2 ''-''' dr, (^^-3 "^ ' " " "^ 2 ^■"-'•" ' dJC„-, rfj,,-, ~ â^J. '
563. Cette équation convient encore pour le cas où le jeu n'est pas équitable, à la condition de modifier le sens attribué aux lettres r.ç;,-/.
Lorsque le jeu n'est pas é(juitable, r,- ne désigne plus la perte du joueur A,, mais celte perte augmentée de l'espérance mathématique (L,- (jji.) de ce joueur.
La quantité o, (a) est la fonction d'instabilité relative au joueur A,-; c'est, dans le cas du jeu non équitable, le double de la valeur moyenne des carrés des gains et des pertes diminué du double du carré de la valeur inovenne des gains, c'est-à-dire diminué de la quantité •j'|,-((x).
Lorsque le jeu n'est pas équitable, y ,2 ((J^)"'-" désigne plus le double de la valeur moyenne du produit des pertes des joueurs A, et Ao mais le double de cette valeur moyenne diminué du double produit des espérances •\/,(ij.), '^'■.([J.) de ces joueurs. Cette quantité ■/.,,^( |J-) j'>'iit de la propriété d'addition: on le démontre sans difficulté en supposant comme précédemment que tous les joueurs, sauf deux, associent leurs gains et leurs pertes.
Les quantités x, o, y étant ainsi dflinit's, il suffit de considérer le cas du jeu é(juilable; l'équation ci-dessus convient dans tous les cas où il y a indépendance, et, pouremployerles mêmes termesque dans la théorie du rayonnement, on peut dire qu'elle e^lVé/ualion générale du mouvement de ta probabilité.
.>64. La probabilité pour que, en a parties, le joueur A, ait perdu
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la sommer,, le joueur A., la soiiiiiio iv, le jdueiir A„ ,, In soninic
■i'„., est (IniiMi'c |i;ir ri'xpri'ssioii
— ■ — — rt.r, . . . (■/,>•„_,.
Telle est lu formule fondamentale des probalnlités à plusieurs rariuhles. \a\ jcllrc A (lé>i''no le (lélcriiiiniiiit
P Xî.n-l
Dans les ([iiaiilitos •/ on peut perniuku' les indices; nous avons éciil par exemple, pour conserver la symétrie /o,, au lieu de ■/^,.,. La somme - uj^xl désigne la quantité
«l 'A H- «2'2'2 + • ■ • H- ««-1 xl-i ■
La quantité f//, s'ohlicnl en sup|)rimanl, dans le déterminant A, la ^.iémc i[^,„(. ,,, !;,/:"""• folonne.
La somme - l>h,i -l'h -^'i désigne la (|uantité
La quantité /v,,/ s'obtient en supprimant, dans le déterminant A, la /,ièinc ijg,,,. ,., |.| /i.-.Kc colonne.
.")().). Snp|)osons, [lar exemple, ([n'il y ait quatre joueurs ; la probabilité pour (jue, en a parties, le joueur A, ait perdu la somme x,, le joueur .\_, la somme r.^ et le jinicnr A, la soniinc .r,, est, d'après la
CAi.cii. DF.s pr,()i;Ai;n.iTi:s. ;^8q
t'ormule précédente,
(?. ?3-Xi,3)^.+(?»?i-v:î,3)'i+(?-?i-xi,0-''+^(x»,»Xi,»-?»yi,i) ■'•■■' =+Mx-,iy,=.3-?r/i.j)'i'.+-^(Xi,»/:-,;-?./^i)j^^
dx, dx, dx-,
T. \lli \/0, 5293— ?l7j.3— ?2ZÎ,3 — ?37.F,-2 -+- 27.-2 37.1.37.1. -2
.")()(). Lorsqu'il y a trois joueurs, A,, A^, A3, la probabilité pour (|ue le joueur A, perde la somme j7, et le joueur A_, la somme x., est exprimée par la formule
dx, dx.
T.\'oiO^—y'-
Cette formule est identique à celle du n" '^'\\ qui renferme, au lieu de la fonction /, la fonclion d'instabilité O3 relative au jeu de A,. On a, en effet,
X,+ .To -<-.r3= O
ou
En élevant au carré les deux membres de cette égalité, on obtient
x\ + x\-\- ■îx^ Xi = xl .
et, en désignant par \"SÏ la valeur moyenne,
VM rj -h \Mxl + 2 VM:r,.r,= VMx=,
c est-à-dire
ou enfin
Si l'on remplace / par cette valeur dans la formule précédente, on retrouve celle du n" 344.
5()7. Il nous reste à prouver que la formule générale de la probabi-
!^()0 I . MACIII I ir.K
lili' vi'i'ilic r(''(|ii;ilinii aux dcriviH's partielles
iv-yi^ , Iv,. à\f _df
) i:.<i,i?-i-2i:/').,ij-j,.>7
où
r(''(]uafion à vrrilicr devient
— -A[rt,tp', + aj9;4-... + a„_,9'„_,-t-27;,.,/y,,2+2/;,,i,,34-...+ 2-/;,^,.„__,6..,_2,„_,]
1 , WA , r;). . fJA
2 «jm rf^a «y.
Los deux premiers crochets du premier memlire et les deux derniers trimes lin >eeond nieml)re conlieniieni des expressions en .r'^, ....
Au contraire, le dernier eroclKi du premier membre et le premi(>r terme du second dépendent exclusivement de a.
Pour démontrer la formule, il faut :
1° Prouver f]ue les termes indépendants des a- sont égaux dans les deux membres;
2° Prouver que les coefficients d'un terme quelconque on x, par exemple du terme en .t^, sont identiques dans les deux membres.
La première condition consiste à vérifier qu'on a
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D'après la règle de la dérivation des déterminants,
— Zi.»
Vi — 7i.2 7,1,3
-Zl,2
Vi.i
— /,«-!. I -t- /.Il 1.2 /." 1.3
Le premier déterminant a pour valeur, d'après la délinition des quantités a et b,
Le second déterminant a pour valeur
le troisième a pour valeur
le (/j — I )''•""■ a pour valeur
"/;- 1,1 7(1 -1.1 "t" «- 1.27.«-1 ,2 "l" ''«-1,37."- 1.3 "*" • ■ • "*" '^it-\ '-fn 1 •
Si l'on ajoute ces quantités, on retrouve le premier nienihre; l'etjuation (i) est donc identiquement satisfaite.
I,. i!Ai:iii:i.ii.u.
.">(■>'.). Orciipoiis-noiis de la seconde eoiuliliuii. l/i(len(i(é des lermos iiuleitemlaiits des varial)les .r étaiil reconnue, retjuation aux dérivées partielles se rétiuil à
"*■ â l/-''' ,/r, Ô.V, "*"/-'■' ôx, Ox,'^---'^'^-"-'"'' àx„^, ôx„_, I
Nous (levons prouver ([ue les cnefiicients des lernies en x\ sont identiques dans les deux n)eMilires.
Mn ne conseivanl i|ue ces coeriicii'iils, en reni|i!ai;an( — par sa va-
leui' ( I ) et en supprimant les termes communs, l'identité à prouver se réduit à
■l'„-\.\l'n "aA
si l'on intègre/par rapport à x^ entre — ce et + ce
■ dx, dXi . . . i/.r„_| dxj
on obtient l'expression F analogue ii /, mais relative à « — 2 variables. Cette intégration s'eflectue par la l'orniule connue
On obtient ainsi
- da\ dx.
{k, h, l prennent les valeurs 2, 3, '1, . . . (n — i).
Cette formule est analogue à celle qui exprime/, mais elle est relative à (« — 2) variables.
L'équation (2) est relativement à F ce que l'équation (i) est relativement kf, c'est-à-dire qu'elle est identique.
Ainsi la quantité x\ a le même coefficient dans les deux membres de l'équation aux dérivées partielles. Cette équation est donc satisfaite.
571. Cas où il y a uniformité. — Lorsque le jeu est uniforme, si l'on désigne par Oj, ç-l, ... les fonctions d'instabilité pour une partie et par •/', j, ... les fonctions / relatives à une partie, on a
ç',, ,.., o', ,, ■/', j, .. . sont ici de simples coefficients.
La quantité a peut alors être mise en facteur dans les déterminants et la probabilité pour que, en [a parties, le joueur A, ait perdu la somme œ^, le joueur A, la somme x.,, ..., le joueur A,,^, la somme x„_, est donnée par l'expression
Saj.rJ+!S6j,a-ja-,
al
La lettre A désigne le déterminant
dxi . . . dx„_
Xî,3
Zi.i
Zi
Sç)/» I- I1.\<'IIKI.I1".«.
Dans les (|uaiililt's y' on pont pcrinulcr les indices; nous avons oiiit, par exemple, pour conserver la symétrie, /o,, au lion de / 1,.,. La somme 1 a^ .vi désigne la quantité
La quantité a,, s'obtieni, en supprimant dans le déterminant A, la ^-'•■""' ligiu' et la /-"■""' colonne.
La somme "Ll'hj -f/, ^i désigne la quantité
-H ^i,n-i-î"i>ï"«-i+ Z>j.jX,.r3-r . . .+ 6„_j,„-ia:„_2X„_,.
La quantité b^^i s'obtient en supprimant dans le déterminant A la /jicmc ligng e, 1;, /irme eolonnc.
572. Application à la théorie des épreuves répétées. — A chaque épreiwe n événements A,, A;;, ..., A„ peuvent se produire et s'excluent mutuellement ; la probabilité de l'événement A, est p^ ^ à la première épreuve, p,,, à la seconde, . .., />,,^ à la jj."''"''; la probabilité de l' événement \.., est p^^, à la première épreuve, p.,^., à la seconde, . . ., p..^^ à la u.'*"""^, ... ; la probabilité de l'événement A„_, est p„_f^^ à la première épreuve, p,,^,,-, à la seconde, . . . p,,^,,^ à la p.'""*".
Quelle est la probabilité pour que, en a épreuves, l'événement A, se produise /),, , +/Î, ,2 -I- ■ • . + /J,,|x + 37, fois ; l'événement A2, /J^,, -f- /Jo.o -!-...+ p.,^^ + x., fois; ... ; l'événement A„_, , /)„_,,, +/>„-i,2 -I- . . . -t- /?„-i.ij. + ^„ ., fois?
Les quantités a;,,^;^, v„^^ sont les écarts. On suppose que, à
cbaque épreuve, il se produit nécessairement un des événements et un seul.
Si Xn désigne l'écart relatif à l'événement A„, on a évidemment
Supposons que «joueurs, B,, B», . . ., B„, perdent, à chaque partie, des sommes respectivement égales aux accroissements des écarts à l'épreuve correspondante, la probabilité pour que les écarts soient a;,, x.^, ...,a;„_, en \j. épreuves est la probabilité pour que ces joueurs perdent les sommes x^, x.,, x„_^ en u. parties.
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La question revient à calculer les fonctions ç et -/ relatives aux jeux deB..B„ ...,B„_,.
A la [jl'''""' épreuve il y a probabilité p,,^ pour que l'écart relatif à l'événement A, augmente de (i — p,,y.) et probabilité (i — p,,.^) pour que cet écart diminue de p,,^L^, l'espérance du joueur B, est donc nulle et son jeu est équitable. La fonction d'instabilité pour la u.'™"' partie est
'■2[A'!',u(' —Pi.il.) -+-(' - Pi.il.)- Pi. p.] = 2/J,.^(l —p,.u.).
Les fonctions d'instabilité jouissant de la propriété d'addition, la fonction d'instabilité relative au joueur B, pour les j^. parties est
On obtiendrait des expressions analogues pour les autres joueurs.
11 s'agit maintenant de calculer les fonctions telles que y,,-.- Supposons que u. — I parties soient jouées et que les écarts correspondant aux événements A, et Ao soient x, et a-.^.
A l'épreuve suivante il y a probabilité p,,^^ pour que l'événement A, se produise; alors l'écart .r, augmente de la quantité (i — pi,^i), l'écart X., diminue de p.,^^,. et le produit des écarts augmenté de la quantité
■r-zii — Pi.iu) — ^iPî.v.— P-2.U.+ l'i.y.Pi.v.-
Il y a de même probabilité />.,,|i pour que l'événement Ao se produise ; alors l'écartée, diminue de la quantité /),,^, l'écart x^ augmente de (i — p-i.y.) et le produit des écarts augmente de la quantité
^1 (. 1 — y'-2.a) — -^iPi.u.— Pi.v-^ Pl.i>.P-2,p.-
Il y a enfin probabilité i — /j,,,i ~ P-^^v- pour que les événements A, et A2 ne se produisent pas; alors les écarts diminuent de />,,[i, ^0,^1, respectivement, et leur produit augmente de la quantité
-^l Pi.\l. — •^2/'l,!J.+ /'l,u./^2,u.• A la a'*""" épreuve, le produit des écarts pour A, et A. augmente donc en moyenne de la quantité — Pk.\i.Pi.\x-
Les valeurs moyennes des produits jouissant de la propriété d'addi-
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tion, la valeur moyenne ilii produit des écarts x,, x^ pour les jj. épreuves est
La fonction y ,^., relative au jeu de B, et Bj a'donc pour valeur
(connaissant les fonctions <p et y, il suffit pour résoudre le problème d'appliquer la formule du n° 564; la probabilité pour que les joueurs B,, Bo, ...,B„_, perdent respectivement les sommes a;,, iCj, ...,a;„_,, c'est-à-dire la prohahilité pour que les écarts aient pour l'aleurs x^, a*,, . • ., x„ y, est exprimée par la formule
-clxy...dxn-i.
M désignant le déterminant
'^rt.iPi.t y^P2,i{i—Pi.i) 2/>2,i/>3,,- —y^P2,,Pi,.- 2^2,17^5,1 ••■ ^y^pupn-i.i
-^/h.iPui '^p^i.iPi.i ^PiAt—pi.ù y^Pi,.Pi,f —"^p^.tps.i ■■■ ±y^P3,,pn-i,i
y^/h.iPtj —'^Pi.iPî.i '^Pi.iPi.i '^PyiO—Pi,i) '^p-.^tPô^i •■■ qi^Pi.i/?,,-,,/
-y^P-^.ipiJ y^P-'jPi,! —'^P-o,'P3.i '^Ps,/P:.i ^Pô..i^—Ps,i) ■•■±^Pi.iPn-,J
±y^P„-UiPjJ ^^'^Pr,-i,,P2,i ±'^Pr,-,,iPz.,- rç2/J„_,,,pj,,. ± Vp„_, .^5_. ... 2/?„_,,,( 1 —/?„-, .1)
Les sommations s'étendent à toutes les valeurs i, 2, . . ., ijt. de i. La somme S c^xl désigne la quantité
CiX\ + c,xl + . . . -h c„_, .r,^_,.
La quantité c^ s'obtient en supprimant dans le déternninant M la ^ième ligne et_ la ^-leme colonne.
La somme -g/,.i ^a X/ désigne la quantité
La quantité ^yi,/ s'obtient en supprimant dans le déterminant M la ^ièmc ligng gt la /iéme coloune.
."»73. Lorsque les u. épreuves sont identiques, laformule précédente se simplifie; le déterminant 31 a pour valeur
ou, en désignant par ;d„ la probabilité de l'événement A,,,
Le déterminant c^ se réduit à
n 2 Pk-^ Pn
Ck = P"-V. Pi--- Pn-X Pn „ „ •
PkP,i
Tous les déterminants g sont égaux; leur valeur est
La probabilité pour que les écarts soient x^, x.,, . .., x,^_^ en a épreuves est donc
. .„,. ^ f/-r, . . . dx^-,.
\\JlT.^) VPtPi- --P'i-lPn
574. On peut mettre cette expression sous une forme symétrique en introduisant l'écart x„ qui correspond à l'événement A„. De l'égalité
on déduit
ce ^ H— J^j -i— . . . — [— X^_j ■+- IX JTj H— 2 tZ*| X-^ — |— , . . H— 2 J7;j — t^Ofi — j ^^ *^/iï
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et l'expression de la probabilité devient
Sous cette forint" on |)eut l'obtenir par une autre métliode (n^Cii.")).
.")7."». Application à la théorie des probabilités mêlées. -^ A chaque épreuve, trois événements A,, A^, A, peuvent seproduirc La probabilité pour que l'événement A, se produise seul est^,, la probabilité pour que l'événement A, se produise seul est/^2, la probabilité pour que FévénemeiU A3 se produise seul est p^. La probabilité pour que les événements A, et A, se produisent simultanément est ç»,, la probabilité pour que les événements A, et A3 se produisent simultanément es! q.,, la probabilité pour que les événements Aj et A3 se produisent simultanément est y,. La probabilité pour que les trois événements A,, Aj, A3 se produisent simultanément est r, et il y a probabilité / = I — /J, — /'; — /';, — 5', — y.. — ^:i — /■ pour (ju'aucun des événements ne se produise.
La probabilité pour que l'événement A, se produise à une épreuve est donc /?, -t- ^a + i/o -t- /• = tn, ; la probabilité pour que l'événement Ao se produise est Pi + q^ -^ q^^ r = '^■i\ la probabilité pour que l'événement A, se produise est ^3 + §'2+ y, + '= cî3-
Si, sur un grand nombre a d'épreuves, l'événement A, s'est produit [ji.nT, + j7, fois; l'événement Ao, acTo + .ro fois; l'événement A3, (xcTj + a;, fois, on dit que les écarts sont .r,, x.,, x^.
Quelle est la probabilité pour que les écarts soient x,, x^, x^ en [JL épreuves!
Supposons que quatre joueurs B,, 60,83, B4 jouent aux conditions suivantes : Les joueurs B,, B^, Bj perdent, à chaque partie, des sommes respectivement égales aux accroissements des écarts à l'épreuve correspondante ; le jeu du quatrième joueur B., est défini par l'égalité
le joueur B, perd la somme x^.
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Le jeu de B^ est déterminé; supposons, par exemple, que, aune épreuve, les événements A, et A3 se produisent simultanément (éventualité qui a pour probabilité 5',); le joueur B, perd alors l'augmentation de l'écart x.,, c'est-à-dire la somme (i — nr^) ; le joueur B3 perd de même la somme (i — îd,); le joueur B, gagne la somme ni,; la perle du joueur B, pour cette épreuve est la quantité ar, définie par
l'égalité
(i — cj,) -H (i — Ts,) ■ — tn, H- ^;^ o, d'où l'on déduit
Xj ^ CT, -t- ra., -f- CT3 — 2 .
Le joueur B, a donc à chaque épreuve (ou à chaque partie) probabilité Çf de perdre la somme (cr, -+- cï., + ÎIÏ3 — 2). Le jeu de Bi se définirait de même pour chacune des autres éventualités auxquelles correspondent les probabilités/*,, p^iP^, q-i, q^, '', t.
Le jeu de B, est nécessairement équitable en même temps que celui des joueurs B,, B., B3.
La question proposée revient à chercher la probabilité pour que, en IX parties, les joueurs B,, B^, B, perdent les sommes x,, x^, x^.
La formule du n° 571 résout le problème; il reste à chercher l'expression des quantités o' et /'.
Déterminons, par exemple, la valeur de o\. A une épreuve quelcon([ue il y a probabilité ra, pour que l'événement A, se produise et par suite pour que a-, augmente de la quantité {1 — m,); il y a probabilité (i — cj|) pour que l'événement A, ne se produise pas et par suite pour que x, diminue de cr,.
Le jeu de B, est donc équitable; la fonction d'instabilité zi[ est, par définition,
9, — 2[ot, (i — HT, )^+ (i — ro, )ro;] = 2W,(i — gj,).
Cherchons maintenant la valeur de /, ,. Supposons que les écarts soient x^ et x., et qu'une nouvelle épreuve ait lieu.
A cette nouvelle épreuve il y a probabilité jo, pour que A, se produise seul ; alors a-, augmente de (i —ni,), a^^ diminue de gTo et le produit des écarts augmente de la quantité
roi ro.> — roi a', — ro^^ïi — ro» -i- .i-i. Il y a de même probabilité P2 pour que A, se produise seul; alors
a-, climiiuie de gj,, x-, augmente de (i — cTj) et le produit des écarts augmente do la (|uanti(é
iHi PTj — ra,.r, — nT,a-j — cTi -(- Xj.
Il y a probabilité (ps + O pour que les événements A, et Aj ne se produisent ni l'un ni l'autre; alors ,t, diminue de n,, ,rj diminue de îTJj. et le produit augmente de la quantité
Il V a probabilité q, pour que A, et A, se produisent simultanément; alors a-, diminue de tn,, x^ augmente de (i — ra,), et le produit augmente de la quantité
CTi W2 — BTjX, — CJ, JTj — Wj + X, .
Il Y a probabilité (/. pour que A, et A3 se produisent simultanément; alors X, augmente de (i — itt,), x., diminue de u.,, et le produit augmente de la quantité
CT| ^2 — CJ|Xj — ro^ J:") TïTj + X,,
Il y a probabilité (^3 -+- r) pour que A, et A2 se produisent simultanément; alors x^ augmente de (1 — ct,), x., augmente de (i — îtTj), et le produit augmente de la quantité
ro,Ttrj — 57, J"j — njj.r, — ro, — ra, -(- x, H- j"2 + i .
Le produit a;, x^ augmente donc en moyenne à chaque épreuve de la quantité
Pli^S^TSi — TO, X2 — TtS^Xi — CTj-t- .rj) -t-/?2(nT, ^2 — TS^X^ — 571^2 — ^l -H -^ \)
-+- {/'s H- t) (Winij — TOiX, — trTî-î'i) -)- yiC^î^i^î — raj.r, ,— rry, x,^ — ro, H- .r,) + qi{rSi'S!i — nJiXj — 5720-, — 5^2+ ^2)
-h ((73-t- r) (CT,CJ2 — OT|X2 — 572^^1 — ro, — raj H- X, 4- Xj -t- I ) ::= — nT,GJ2-t- 93-H ''•
On a donc, par définition,
X',,2 =— 2ro,ro2+ 2(73+ /•).
Pour résoudre le problème proposé, il suffit d'appliquer la formule du n° 571. La probabilité pour ([ue, en u. parties, les joueurs B,, B^, B3 perdent respectivement les sommes x,, x.,, x^, c'est-à-dire /a prohabilité pour que les écarts soient x,, x.^, i., en u. épreuves, est exprimée par la formule
■ djCi dx^ dx;
M désignant le déterminant
rîT,(i — ro,)
ro,roj
— CTiCJaH- 72 -H /■
ro.>roi — (73— r
ro,!
I — nj., )
- TS^uSi -h qi-\- r
JxSsTÏS,
vs^ii — m,)
c, est le déterminant obtenu en supprimant dans M la première ligne et la première colonne; c, s'obtient en supprimant la seconde ligne et la seconde colonne; c^ en supprimant la troisième ligne et la troisième colonne.
g, ,3 s'obtient en supprimant dans M la première ligne et la seconde colonne; ^,,3 s'obtient en supprimant la première ligne et la troisième colonne, et ^2. 3 ei supprimant la seconde ligne et la troisième colonne.
.576. Pour obtenir des formules simples nous avons résolu le problème des probabilités mêlées en supposant l'uniformité et en considérant seulement le cas de trois variables; la méthode employée est absolument générale et s'applique à tous les cas.
Si n événements A,, Ao, . . ., A„ sont possibles, ces événements ne s'excluant pas et les probabilités différant à chaque épreuve, on forme comme précédemment la probabilité totale 10,^, pour que l'événement A, se produise à la première épreuve; la probabilité totale T^^^., pour qu'il se produise à la deuxième, ..., la probabilité totale ni, .^ pour qu'il se produise à la a"''"*.
On forme de même les probabilités totales nr^,,, cja.s» •••> ^--.(i pouv que l'événement A, se produise à la première, la deuxième, . . ., la a""'" épreuve et les probabilités analogues pour les événements A3, . . ., A„. B. - I. 5i
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Si. OU u. épreiivos, révonement A, so produit
CT|j -f- nj,,j + . . . -H ro,.^-!- r, fois;
l'évéïicinent Aj, ra^,, -i- cio,._. -h . .. -i- cij,^4- a-j fois ; ...; l'événement A„, cï„,, + nT„,j -!-...-(- ts„^y_-h x„ fois, on dit que les écarts sont x,,
iC.,, . . . , 3"„.
Assimilant les écaris à des pertes à un jen, le pi'()l)lème(|ni consiste à chercher la probabilité d'écarts donnés n'est plus (ju'un cas particulier du problème général que nous avons résolu.
Après avoir généralisé la théorie des probabilités mêlées, il nous resterait à essayer de généraliser les résultats que nous avons obtenus dans le cas des probabilités connexes à deux variables. .l'abandonne au lecteur la recherche de ces généralisations.
PROBABILITÉS GÉOMÉTRIQUES
577. On dit qu'un problème est relatif aux probabilités géométriques lorsqu'il consiste à déterminer la probabilité pour qu'un ensemble de points, de lignes ou de surfaces dépendant d'une certaine façon du basard possède une propriété géométrique donnée.
Nous ne ferons pas une étude systématique de la théorie des probabilités géométriques ; nous traiterons seulement les problèmes relatifs à la forme des triangles tracés au hasard.
Nous avons défini la probabilité par le rapport du nombre des cas favorables au nombre total des cas possibles, tous ces cas étant considérés comme ayant égale vraisemblance.
Il résulte de cette définition que la première donnée de tout problème de probabilité doit être relative au mode de division en cas d'égale vraisemblance.
Dans la plupart des problèmes, ce mode de division est sousentendu dans l'énoncé; mais, lorsqu'il s'agit de probabilités géométriques, il est nécessaire, au contraire, de le préciser. Plusieurs modes de division peuvent, en ellVt, paraître acceptables d'après l'énoncé du problème, quoique, généralement, ils ne paraissent pas également naturels.
Relativement à ce sujet, un exemple dû à Bertrand est devenu classique : On trace au hasard une corde dans un cercle; quelle est la probabilité pour qu'elle soit plus petite que le côté du triangle équilatéral inscrit?
L'expression de corde tracée au hasard ne précise pas suffisamment la division en cas d'égale vraisemblance; en adoptant trois modes de
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division difÏÏ'ronts. Bertrand fui ((HKlMil ;i trois valeurs diUV'rciitcs pour la prohaltilitc clifrclico: 7' :^' . ■
Si l'on t'tudii' une (|uesli.oii particulinc, la nature de la (|uestion peu! iniposcr un mode de division ; mais, s'il s'agit d'une question générale, il ( >l nécessaire de comparer les dillérentes hypothèses qui conduisent aux ilillerents modes de division et de dégager de cette comparaison l'hypothèse qui semhie la plus naturelle, s'il en est une.
Cette comparaison, qui peut être très délicate dans certains cas, sort quel(|ue |)eii liii domaine des mathématiques pures.
Pour le [)rohlème (jui fera l'ohjet de cette étude, il existe une hypothèse qui semhie toute naturelle. Nous traiterons d'ahord d'autres cas, afin de procéder, en quchpie sorte, par élimination.
Il s'agit d'ahord de définir ce que l'on doit entendre par l'expression de triangle tracé au hasard.
578. Considérons une aire plane limitée par une courbe f(>rmée F; décomposons cette aire en un très grand nombre de carrés infinitésimaux par un double système de droites parallèles équidistantes; à chaciue carré nous pouvons faire correspondre un numéro d'ordre; si nous tirons an hasard un de ces numéros comme à une loterie, le carré infinitésimal, c'est-à-dire le point correspondant, est un point pris au hasard à l'intérieur de l'aire.
Si l'on tire trois numéros et si l'on joint les points correspondants par des droites, on obtient un triangle.
Ce triangle dépend à un certain point de vue du hasard, mais ne peut évidemment être considéré comme un triangle tracé au hasard.
En écartant l'hypothèse considérée, nous ne devons pas en conclure qu'elle ne puisse présenter d'intérêt ou même d'utilité dans certains cas; l'un des problèmes les plus étudiés de la théorie des probabilités géométriques consiste, précisément, à déterminer la superficie moyenne du triangle formé par trois points pris au hasarda l'intérieur d'une aire.
579. On peut encore obtenir un triangle en brisant au hasard une tige AB en trois morceaux ou, si l'on veut, en divisant la ligne AB en trois segments par deux points pris au hasard.
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Par ce terme il faut entendre que, la ligne AB étant divisée en un très grand nombre d'éléments égaux, on fait correspondre à cliaque élément un numéro d'ordre. On tire au hasard deux numéros comme à une loterie; les éléments correspondants, c'est-à-dire les points correspondants, sont des points pris an hasard sur la ligne AB.
Les trois segments ainsi déterminés ne peuvent former un triangle que si le plus grand est inférieur à la somme des deux autres. La probabilité pour que les segments puissent former un triangle est -•
Dans ces conditions, le triangle moyen est celui dont les côtés sont proportionnels aux nombres iG, i3, 7.
Lorsque les trois segments forment un triangle, la probabilité pour que ce triangle soit obtusangle est 9 — 12 log2, soit environ o,()82.
Ces résultats présentent quelque intérêt; mais, si un triangle formé par la rupture d'une tige est du, à un certain point de vue, au hasard, il est évident qu'on ne peut le considérer comme un triangle tracé au hasard.
580. Au lieu d'obtenir un triangle en partageant une ligne AB en trois segments par deux points pris au hasard, on peut diviser trois lignes égales AB, A B , A B en deux segments en prenant sur chacune d'elles un point M, M', M" au hasard.
Les segments AM, A'^L, A"M" ne détermincul un triangle que si le plus grand est inférieur à la somme des deux antres; la probabilité de
cette éventualité est -•
Dans ces conditions, le triansle moven est celui dont les côtés sont proportionnels aux nombres G, 5, 3.
La probabilité pour que le triangle soit oblusangle est - — -> soit environ o, 371.
Ces résultats présentent quelque intérêt; mais il est bien évident que le triangle obtenu comme il vient <rêfre dit n'est pas ce qu'on peut considérer comme un triangle tracé au hasard.
581. Que doit-on donc entendre par l'expression de triangle tracé au hasard?
Un triangle tracé an hasard est un triangle formé par trois droites me-
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nées au hasard, cesf-à-t/ire par froïs droites dont les directions sont ahsolurnent (/tielcont/iirs.
Soieiil NOM l'iinc des droites, Div I'iiiumIcs autres (le lecteur est prié (le l'aire la figure); dire que ces droites sont tracées au hasard revient à dire que, si l'on désigne par 0 l'angle KO.M qu'elles forment entre elles, toutes les valeurs de 0 (comprises entre zéro et -) ont égale vraisemblance.
I.a nrobaitililé d'une valeur particulière de 0, c'est-à-dire la proba-
bilité pour que l'angle soit compris entre Q et 0 + d'i, est —
Considérons maintenant une troisième droite tracée au hasard; elle rencontre OM en E et OK en H; toutes les valeurs de l'angle ^ = OEH ou de l'angle o = OlIE ont égale vraisemblance.
Par le point 0 menons une parallèle OL à EH (de même sens que EH); l'angle LOH est égal à 9 et l'angle LON est égal à 'j/.
Les angles formés par les trois droites menéesau hasard, c'est-à-dire les angles du triangle, ont ainsi même sommet 0; leur somme est égale à-. Les trois angles d'un triangle sont donc trois quantités 0, 9, '^ telles que chacune d'elles considérée individuellement puisse prendre toutes les valeurs également vraisemblables entre o et -n et telle que la somme
On conçoit que cette dernière condition change les probabilités relatives aux angles; il est évident, par exemple, que la valeur moyenne d'un angle est- quand aucune condition ne lui est imposée et qu'elle
n'est plus que ? quand on sait que l'angle appartient à un triangle.
582. Quelle est la probabililé pour qiî un angle d'un triangle ait pour valeur 0 ?
Supposons que ce soit l'angle KOM, par exemple, et qu'il soit déterminé par la seconde ligne tirée au hasard (la première étant NOM). La probabilité pour que l'angle KOM soit égal à 0 est — •
La droite OL (parallèle à EH), menée au hasard, doit se trouver comprise dans l'angle NOK égal à - — 0; la probabilité de cette éven-
. r.- . Tf — ^
tuante est
La probabilité pour que l'angle considéré ait pour valeur 0 et pour qu'il soit formé par la seconde droite, menée au hasard, est donc, en vertu du principe des probabilités composées.
n—BrlB
et, comme l'angle 0 peut être formé par la seconde ou la troisième droite tirée au hasard, la prohahilité pour qu un angle d'un triangle, ait une
valeur donnée 0 est
T.~B dQ
Toutes les valeurs de l'angle de zéro à tt ne sont plus également vraisemblables quand cet angle appartient à un triangle. La valeur la plus probable est zéro, la valeur la moins probable est t:, la valeur moyenne
résultat évident.
La valeur probable x de l'angle, c'est-à-dire celle qui a autant de chances d'être ou de ne pas être dépassée, est donnée par l'équation
■ TC — 9 d9_j_
d'où X = -Il —\ = 52°43' environ.
583. Quelle est la probabilité pour que le plus grand angle d'un triangle ait pour valeur 6 ?
Si l'angle considéré 0 est supérieur à -> il est nécessairement le plus
grand, et la probabilité pour qu'il soit le plus grand et pour (ju'il ait pour valeur 0 est simplement la probabilité pour qu'il ait pour valeur 9 multipliée par trois, car le plus grand angle peut être l'un des trois
angles du triangle.
La probabilité est alors
^n — e /te
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En intégrant entre - et- on oht'iont /a prohabilite pour i/ii' un triangle soit ohtusangle :
Ce théorème peut être démontré sans qu'il soit nécessaire d'avoir recours au cali'ul intéi,M'al.
Au point 0, élevons une perix'ndiculaire OR sur NOM. Pour qu'un angle désigné, l'angle 0 par exemple, soit obtus, il faut que les lignes OK et OL, tracées au hasard, soient toutes deux comprises dans l'angle
droit NOK; la probabilité de cette condition est- pour chacune des deux lignes, et, par conséquent, elle est- pour les deux.
La probabilité pour (|u'un angle désigné soit obtus est -) et la proba-
bilité pour (jue l'un (jnelconque des angles soit obtus est -,-•
Étudions le cas oii l'angle considéré est compris entre - et -^• L'angle déterminé par la seconde ligne OK menée au hasard fait un angle 0 avec OM; la probabilité de cette éventualité est —
L'angle o doit être, par hypothèse, inférieur à 0; donc la troisième droite OL, menée au hasard, doit faire avec OM un angle LOxM inférieur à 2O.
L'angle ■]/ doit être, par hypothèse, inférieur à G; donc, l'angle LOM doit être supérieur au — 0.
L'angle LOM doit donc être inférieur à 2O et supérieur à - — 0; il doit donc être compris entre - — 0 et 2O.
La droite OL doit donc former avec OM un angle compris entre - — 0 et 26: la probabilité de cette éventualité est
iB-{iz — B) 39 — TT
La probabilité pour que l'un des angles (désigné) soit déterminé par la seconde droite tracée au hasard, pour qu'il soit le plus grand et pour
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qu'il ;iil pour valeur 0 est donc " ;■
La probabilité pour que l'un quelconque îles trois angles soit déterminé par la seconde ou par la troisième droite tracée au hasard pour qu'il soit le plus grand et pour qu'il ait pour valeur 0 est donc
^ZQ — T.dB
En résumé, la prohabililè pour que le plus grand angle d'un triangle ait pour valeur 0 esl
SI
„39 — 71 dO . 7: , TT
6 , si->&>^-
77 TT 2 à
584. La valeur la plus probable du plus grand angle est -• La valeur moyenne du plus grand angle est
r\^ZB — -K dB r'' Ti—Bdô TT TT
J„ TT 7Î .4 TT t: 9 2
La valeur probable a- du plus grand angle est celle qui a même probabilité d'être on de ne pas être dépassée; elle est donc définie par l'égalité
^T. — BdB
dont on déduit .c = t: ( i ?= i = io6°.
585. On peut efi'ectuer des calculs analogues relativement au plus petit angle; on voit facilement que la probabilité pour que le plus petit angle ait pour valeur 0 est
^T.-iB dB
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La valeur moyoïnu' du plus pclil angle (rtm triangle est
TT
i.a valeur la plus probable du plus petit angle est nulle.
La valeur probable du pluspetitangle est -^7(2 — v/2) = i7°environ.
On verrait de nii-nie que l'angle moyen d'un triangle tracé au hasard
a pourvaleur movenne -3- = 5o", pourvaleur probable -== = 52" envi- ' ' 18 t^ ' y/TÏÏ
ron et pour valeur la plus probable ^ == Go".
58(). Une des conclusions les plus importantes que nous puissions déduire des résultats précédents est la suivante :
Le triangle moyen a pour arif^les i i o", oo" et 20°.
Je ne ferai que citer les Ibéorèmes suivants :
La valeur movenne du carré d'un ani(le d'un triangle est -tt--
La valeur moyenne du produit de deux angles est — La valeur moyenne du produit des trois angles est -:-• La valeur moyenne du carré du plus grand angle est -:;-^' La valeur moyenne du carré de l'angle moyen est -^•
La valeur moyenne du carré du plus petit angle est -^
587. Si l'on assujettit les angles d'un triangle ii vérifier certaines conditions, les résultats qui précèdent sont nécessairement altérés; ils présentent d'ailleurs un intérêt beaucoup moindre.
Si, par exemple, le triangle doit être acutangle, la valeur moyenne du
carré d'un angle est -^, la valeur moyenne du produit de deux angles est -y-^ et la valeur moyenne du produit des trois angles est "—•
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La valeur moyenne du plus grand angle est -^ = 80". La valeur moyenne de l'angle moyen est -^ = 65".
La valeur moyenne du plus petit angle est ^ = 35".
Lorsqu'un triangle est obtusangle, les valeurs moyennes de ses angles sont 120°, 45" et i5°.
riïvrrriiE xx.
l'UOHABlI.n Es GIN i;.M A riQURS.
ôSS. Nous (lisons (lu'iiii pioMi'iiu' est relatif aux probdhilités cinëmtiliques lors(|u'il consiste à étudier les déplacements d'un point ou d'un svsléinc, ces déplacements dépendant en totalité ou en partie du hasard.
Dans ce Cdiapitre nous traiterons deux questions; la [)reniière étudie le mouvement d'un point qui se déplace au hasard; la seconde est relative à un cas où le hasard n'agit pas seul.
Pour ces problèmes comme pour les suivants nous emploierons une méthode uniforme qui consiste à ramener la question proposée à notre théorie générale qui est une théorie du jeu; nous pourrons ainsi constater une fois de plus les grands avantages que présente à tous les points de vue la conception de Vunilé du calcul des probabilités.
Les formules que nous obtiendrons dans ce Chapitre et dans le suivant sont asymptotiques; il importe de le remarquer une fois pour toutes.
.■>89. Un point géométrique M est animé d'une vitesse v dont la grandeur est constante et dont la direction t^arie constamment au hasard. Le mouvement de M étant rapporté à trois axes rectangulaires passant par sa position initiale, quelle est la probabilité pour que, au bout du temps t, le point considéré ait pour coordonnées r, y, z ?
Suivant notre méthode générale, nous imaginons quatre joueurs A, B, C, D, et nous faisons correspondre chaque élément de temps à une partie de leur jeu considéré comme continu. Nous supposons que, à chaque partie, les joueurs perdent des sommes respectivement égales
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aux accroissement de jc, y, z, — x — y — z dans l'élément de temps correspondant.
Pendant un élément de temps, le point M subit un déplacement (v//! dans une direction (juelconque, toutes tes directions ayant é^ aie vraisemblance (c'est, par déQnition, ce qu'il faut entendre par le terme direction variant au hasard). Ce déplacemeut du point M ne dépend en rien des déplacements antérieurs ni de la position actuelle du point.
Soient \dt, r^dt, Çdt les projections du déplacement du point M pendant l'élément de temps dt; les valeurs moyennes de ?, •/), X. sont nulles par raison de symétrie. De l'égalité
on déduit, en désignant par VM la valeur moyenne,
et, comme ces valeurs moyennes sont égales par raison de symétrie, on a
VMt'=VMr,'=VMC'=y-
La valeur moyenne des produits '^r^, Hu, 'r^~, est nulle par raison de symétrie; à chaque valeur positive de \'r\ correspond une valeur négative de même probabilité.
Considérons maintenant le jeu de A; à une partie quelconque ce joueur perd une somme çrfnndépendante des faits antérieurs du jeu et de sa perte totale actuelle; son jeu admet donc l'indépendance; ce jeu est de plus équitable, puisque la valeur moyenne de H est nulle,
La valeur moyenne des carrés des pertes de A pour une partie est
La valeur moyenne du produit cjidt des pertes des joueurs A et B pour une partie est nulle.
Le jeu considéré de A, B, C, D admettant l'indépendance, le problème proposé qui consiste à chercher la probabilité pour que les joueurs A, B, C perdent respectivement les sommes a;, y, zanl parties est un cas particulier de celui qui a été résolu au n" 56.5; il suffit de calculer les fonctions o et y d'après les données du problème.
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o, est la fonction d'instabilité relative au jeu de A pour / parties; c'est le douille (11- la somme des valcursmoyennes des carrésdes pertes du joueur A pour chaque partie, c'est-à-dire la quantité
dans le cas général où la vitesse i> est une fonction arbitraire donnée du temps et la (juantité - «'-7 lorsque la vitesse i' est constante.
Les fonctions o., et 9., ont même valeur que 9,. Les fonctions y sont nulles; par exemple, y,^., est le double de la somme des valeurs moyennes des produits des pertes de A et B pour chaque partie, et ces valeurs moyennes sont nulles comme nous l'avons vu.
Remplaçant dans la formule générale du n° 565 les quantités cp par jt-'/ et les quantités y par zéro, on obtient la probabilité pour que les joueurs A. B, (] perdent les sommes r, y, ; en / parties, c'est-à-dire la prohabilité pour que, à l'époque t, les coordonnées du point mobile soient x, y, z :
tt^/ttI -^-e'^
— dj^ dy dz.
590. Lorsque la vitesse c, au lieu d'être constante, est une fonction arbitraire donnée du temps, la même probabilité a pour valeur
j dx dy dz.
59 1 . La probabilité pour que le point M se trouve à l'époque t à une distance r de son point de départ est
-^ -dr.
ir")'
La valeur moyenne de r est
^-=iv1^
La valeur moyenne quadratique de r est
dr
La valeur la plus probable de r s'obtient en annulant la dérivée par rapport à r de la probabilité; on trouve ainsi l/-<'"/-
Si l'on considère une surface sphérique infiniment mince de rayon
fixe r, la probabilité sur cette surface sphérique commence par croître
avec / jusqu'à ce que t — —■ Elle décroît ensuite, et, lorsque t = -^.
elle devient maxima relativement aux autres. Le maximum individuel précède le maximum relatif.
La probabilité pour que le point M soit en dehors de la sphère de rayon R est
dr.
Les valeurs de R qui correspondent à la même probabilité (écarts isoprobables) sont proportionnelles ài/^(^-/.
Cette dernière intégrale est de la forme / A-V 'V/X; elle se calcule
facilement à l'aide des Tables de la fonction 0; on a, en effet, en intégrant par parties,
Ce-'' d\ = >, e-> ' 4- A >,' e-"'- d\ ;
d'où
I,. lUCIIEI.IEU.
j '}}e--'' ,/X =- ^-' -+- ^ fe-^'
-^' dl.
La râleur probable de rosi la valeur de U pour laquelle l'intégrale ci-dessus a pour valeur-- En d'autres termes, cette valeur probable est la distance qui a autant de chances d'être ou de ne pas être dépassée il l'époque /; celte valeur probable est égale à 1,09 ... y-^^'^-
En résumé, dans le cas considéré, le point s'éloigne proportionnellement à la racine carrée du temj)s.
592. Si la vitesse était variable, les écarts croîtraient comme la quantité
Si la vitesse c décroit indéfiniment Iors(|ue t croit, les écarts peuvent ne pas croître indéfiniment et tendre, lorscjuc / augmente, vers une valeur asymptote.
Si, par exemple, c = > on a
V' dl :
la probabilité pour que le point M soil ii une distance /• à l'époque/ est
kr-
dr.
et, le temps croissant indéfiniment, la distribution des probabilités tend vers la foi finale exprimée par la formule
dr.
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593. Si le point M devait se mouvoir dans un plan contenant la vitesse r, la probabilité pour que, à l'époque /, le point M soit à une distance r de son point de départ serait
■ire ' _,
: dr.
Si le point M devait se mouvoir sur une ligne, la vitesse t" pouvant, à chaque instant, avec égale vraisemblance, être dirigée dans un sens ou dans l'autre, la probabilité pour que le point M soit, à l'époque f, à une distance x de son point de départ serait
dx.
594. Cas où le hasard n'agit pas seul. — Dans la question que nous allons étudier le hasard n'agit pas seul; le point géométrique considéré est animé d'un mouvement qui dépend de sa position actuelle. Le problème présentant quelque difficulté, nous étudierons d'abord le cas du mouvement dans un plan.
Un point M qui est mobile dans un plart est attiré par un point fixe 0 de ce plan proportionnellement à la distance. Indépendamment du mouvement dû à cette attraction, le point M est constamment animé d'une vitesses dont la grandeur est constante et dont la direction varie au hasard. Quelle est la probabilité pour que, au bout du temps t, le point M occupe une position donnée dans le plan .
Le point M est considéré comme dépourvu d'inertie.
H importe de bien préciser les conditions admises par l'énoncé. Soit, à l'époque /, O.M = r la distance du point M au point 0 ; dans l'intervalle de temps/, t -i- dt, le point M subit deux déplacements : l'un de grandeur vdt et de direction quelconque (toutes les directions étant également vraisemblables), et l'autre de grandeur a rr// (« étant une constante) dirigé suivant le rayon vecteur MO.
Le mouvement du point M ne dépend, h chaque instant, que de sa ilislance actuelle au point 0 et que de l'efîet actuel du hasard. U. — I. 53
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l{a|t|)orfoi)s lo iiioiivcnioiif à deux axos roclangulairos passant par 0 ; soient a\,v, les coordonnées initiales du point M. .r, ^■ les coordonnées du même point ù l'époque l. Le problème considéré consiste à chercher la probabilité pour que les coordonnées du point M soient .r et K à l'époque / lorsqu'elles ont eu au début pour valeurs x, et j,.
Imaginons trois joueurs A, B, C., perdant, à chaque partie, des sommes respectivement égales aux accroissements de .r,r, — x—y pendant l'élément de temps correspondant ; le problème proposé peut s'énoncer ainsi : Les joueurs A. B, (] ayant initialement perdu les sommes ,r,,v,, qiielle est la probabilité pour (]ne, au bout de / parties, ils aient perdu les sommes x, y ?
(Leurs pertes pour ces i parties seraient donc x — x, et y — /,, si cette éventualité se réalisait.)
Supposons que. il rép()(|ue /, les coordonnées du point M soient. r et y et par suite que les pertes des joueurs A, B, (] soient x,y, — (^x-i-y); nous allons déterminer les espérances '\/,, '\/.,, t];,, et les fonctions d'instabilité 91,9^, O;, relatives aux jeux de A, B, C dans l'élément de temps suivant (ou, si l'on veut, pendant la partie suivante).
Étudions le déplacement du point M parallèlement à l'axe des x dans cet élément de temps ; le déplacement du au hasard s'effectuant indilleremment dans tous les sens ne fait pas varier, en moyenne, la coordonnée x. Du fait de ce déplacement, l'espérance mathématique des (rois joueurs est nulle. Le déplacement dû à l'attraction diminue la coordonnée x de la quantité aj:-, le joueur A gagne de ce l'ait la somme ax; son espérance mathématique pour l'élément de temps dl est donc ax.
Les espérances mathématiques des joueurs B et C sont de même ay et — a (x-\-y).
Les espérances sont donc proportionnelles aux pertes actuelles.
Occupons-nous des fonctions d'instabilité. Soit 0 l'angle du déplacement t'o'/ dû au hasard avec l'axe des j;; la probabilité pour que le hasard
produise l'angle 0 est — . et, si cette éventualité se réalise, la coordon-
néex augmente de la quantité v cos ô dans le temps c/(.
Le déplacement du à l'attraction diminuant pendant le même temps la coordonnée x de la quantité ax, l'accroissement total de cette coor-
donnée est i> cos 0 — ax et la valeur moyenne du carré de raccroissement est
((• COS 9 — axy (iS^^ — h a-x-
La fonction d'instabilité relative au joueur A et au même intervalle dl est le double de la valeur moyenne du carré de l'accroissement de ce diminué du double du carré de la valeur moyenne de cet accroissement ; cette fonction d'instabilité est donc
0, = 'il — -4- a-x' j — 2( — ax)-=z 1-.
La fonction d'instabilité relative au jeu de B a de même pour valeur v^. Pour obtenir la fonction d'instabilité relative au joueur C, on doit
remarquer qu'il y a probabilité -^ pour que ce joueur perde la somme
— i> cos 0 -i- av — (' sin 0 + ay et que, dans ces conditions, la fonction d'instabilité a pour valeur
' [( — rcosô -h ajr — fsin9-t- ayY — 2a-{x^ + y-)\—^^ =^ 2r-.
Les fonctions d'instabilité sont donc constantes.
Les fonctions d'instabilité étant constantes et les espérances étant proportionnelles aux pertes actuelles, le problème peut être résolu par la théorie des probabilités connexes et il suffit de lui appliquer la formule du n" 5.53.
La probabilité pour que les pertes des joueurs A et B soient x et r au bout de / parties quand elles ont eu initialement pour valeurs a^,, y, est
t.r — JT, e-"' \--h < >■— ji f
-al ,i
d.r dv.
ia
La probabilité pour que le point M qui a pour coordonnées initiales
/|20 I.. ItACIIEMEK.
.r, , )', , ait pour coordonnées r, y à iépoque t est exprimée par la formule
; (/x dy .
59."). l/iiillueiKC lies coorddniiées initiales va sans cesse en <liniinuant lorsque / augmente.
Lorsque ^ croit indéfiniment, la distribution des probabilités tend vers la l(ii finale exprimée par la formule
-, (fj: dy.
La probabilité pour que, finalement, le point M se trouve à une distance du centre attractil'O comprise entre /• et r 4- dr est donnée par
la formule
2re ^ _,
La valeur moyenne finale de r est ^
La valeur moyenne quadratique finale de rest ^= ■
\/2a La valeur de r qui a finalement la plus grande probabilité est •
La valeur probable finale de r est o,<S'32... -^•
,)9(i. Supposons que le point M parte initialement du point 0; la probabilité pour que, à l'époque /, il se trouve à une distance de ce point comprise entre /• et r -+- dr est
ii-e -"
; dr.
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La valeur moyenne de r est — ^ i /
La valeur movenne quadratique de r est ^'\/ - La valeur la plus probable de r est --=v 1/
la
La valeur probable de r est o,832...i'\/
La probabilité pour que le point M soit en dehors du cercle de rayon Rest
tre -" —
^, dr-e '"
Cette probabilité tend vers la valeur finale e -" .
Les valeurs de R qui correspondent à la même probabilité (écarts
isoprobables) sont proportionnelles à vi/
597. Si le hasard agissait seul, a serait nul et la probabilité pour que le point M soit à la distance rdu point 0 serait
2re "'' _,
Les écarts croîtraient indéfiniment et proportionnellement à la racine carrée du temps.
L'effet du hasard est de tendre à éloigner le point M du point 0.
;ï9H. Cercle d'ailrac/ion. — Le hasard tend à éloigner le point M du point 0 alors que l'attraction l'en rapproche ; nous allons déterminer le rayon vecteur p pour lequel ces deux actions s'équivalent.
Soit r la distance du point M au point 0 ; calculons l'accroissement moyen de /• dans le temps c/t en supposant que le hasard agisse seul.
La probabilité pour que le déplacement vcù dû au hasard fasse un
dO
auffle 0 avec la ilroitc OM est — Si cette éventualité se réalise, le
point M vient (mi un point M' pour lequel on a
La valeur moyenne de OM', c'est-à-dire la valeur moyenne du rayon vecteur après le déplacement, est
\lr- -(- c' + 2 ri' cos 6
Le déplacement v étant très petit auprès de r, cette intégrale a pour valeur /• -f- 7--
Telle est la valeur moyenne du rayon vecteur r après le déplacement; comme elle avait primitivement pour valeur r, raccroissenieni
moyen de /• dû ;iu hasard pendant le temps di est j-jlt-
D'autre part, l'attraction diminuant r de la quantité «/•(//, les doux actions se neutralisent quand
Lorsque le point M est à l'intérieur du cercle de rayon p = ,_ , — »
^ ^ •> ^ y ,,, yj^a
l'eflet du hasard l'emporte en moyenne sur l'attraction et le point M a une tendance à s'écarter du centre 0.
Au contraire, lorsque le point M est à l'extérieur du cercle de rayon p, l'effet de l'attraction prédomine en moyenne et le point a une tendance à se rapprocher du centre 0.
Tout se passe comme si la circonférence de rayon p attirait le point M ; d'où la dénomination de cercle d'attraction.
On peut remarquer que la valeur _ a été obtenue pour le rayon
auquel correspond la plus grande probabilité finale.
C'est donc au cercle d'attraction que correspond finalement la plus grande probabilité.
599. Un point M qui est mobile dans l'espace est attiré par un centre fixe 0 proportionnellement à ta distance. Indépendamment du mouve-
ment dû à cette attraction, le point M est constamment animé d' une vitesse i' dont la srandeur est constante et dont la direction varie au hasard. Quelle est la probabilité pour que, au bout du temps t, le point M occupe une position donnée dans l'espace ?
Le point M est considéré comme dépourvu d'inertie.
Tl importe de lîien préciser les conditions admises par l'énoncé : Soit, à l'époque /, OM =;• la distance du point M au point 0 ; dans l'intervalle de temps/, t -h dt le point M subit deux déplacements : l'un de grandeur vdt et de direction quelconque (toutes les directions étant également vraisemblables) et l'autre de grandeur ardt (a étanl une constante) dirigé suivant le rayon vecteur MO.
Le mouvement du point M ne dépend, à chaque instant, que de sa distance actuelle au point 0 et que de l'effet actuel du hasard.
Le problème doit être traité comme dans le cas du mouvement plan; mais, sa complication étant plus grande, nous n'exposerons pas l'analyse qui conduit à sa solution, et nous nous contenterons d'en faire connaître le résultat.
Rapportons le mouvement à trois axes rectangulaires passant par 0. La probabilité pour que le point M, qui a pour coordonnées initiales .r,,j',, z,, ait pour coordonnées a;, y, s à l'époque t est exprimée par la formule
5 dx dj dz.
599. L'influence des coordonnées initiales va sans cesse en diminuant lorsque / augmente.
Lorsque / croit indéfiniment, la distribution des probabilités tend vers la loi finale expriméi' par la formule
jdxdydz.
42'| I.. nAOïiKi.nii.
La [)r(ibal)ilit(' pour (iiie, linalenient, le point M se trouve à une distance du centre allractil' 0 comprise entre r cl r -\- dr est donnée par la l'ortmiie
• ar.
Vtt / ,
La valeur moyenne finale de r est --= —=•
La valeur movenne (luadratique finale de r est ^ ,
La valeur de r qui a finalement la plus grande probabilité est— ^•
La valeur probable finale de r est 1,09... -=•
600. Supposons que le point M parte initialement du point 0; la probabilité pour que, à l'époque t, il se trouve à une distance rde ce point est
-dr.
T I I 4 2 iVi — e
La valeur moyenne de /• est —^
La valeur moyenne quadratique de r est
v/2 \fï7i
La valeur la plus probable de r est ^-^
La valeur probable de r est de 1 ,o() . . . ''- — -=:;
\'Za
La probabilité pour que le point M soit en dehors de la sphère de
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rayon R est
dr.
Les valeurs de Rqui correspondent à la même probabilité (écarts isoprobables) sont proportionnelles à c i/ — 5
Cette dernière intégrale est de la forme / A^ e~'^ (Tl; elle se calcule
facilement, comme nous l'avons vu (n" 391), à l'aide des tables de la fonction 0.
601. Si le liasard agissait seul, a serait nul et la probabilité pour que le point M soit à la distance r du centre 0 serait
-j= ^dr.
Les écarts croîtraient indéfiniment et proportionnellement à la racine carrée du temps.
L'effet du hasard est de tendre à éloigner le point 31 du centre 0.
602. Sphère d'attraction. — Le hasard tend à éloigner le point M du centre 0, alors que l'attraction l'en rapproche ; il est intéressant de déterminer la distance OM = p pour laquelle ces deux actions s'équivalent.
En raisonnant comme dans le cas du mouvement plan on obtient
pour valeur de 0 la quantité —=•
Lorsque le point M est à l'intérieur de la sphère de rayon p. l'elTet du hasard l'emporte, en moyenne, sur l'attraction et le point a une tendance à s'écarter du centre 0.
Au contraire, lorsque le point M est ii l'extérieur de la sphère de B. — I. 54
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rayon p. l'ollot (le l'atliaction prrdoiniiic, en nioyoniie, et le poiiitM a iiiif teiulance à se rapprocher tlii reiilre 0.
Tout se passe comme si la surface sphérique de rayon p attirait le point M; d'où la dénomination de sphère d'attraction.
On peut remar(|uer iiiie la valeur p = -^ avait été précédemment
ohtenuc pour le rayon de prohabililé maxima.
C'est à la sphère d'attraction que correspond finalement la plus grande prohahilitè.
PROBABILITÉS DYNAMIQUES
603. Nous disons qu'un problème est relatif aux probabilités dynamiques lorsqu'il consiste à étudier le mouvement 'd'un point ou d'un système matériels, les forces qui sollicitent ce point ou ce système dépendant en totalité ou en partie du hasard.
Nous allons donc étudier le mouvement d'un point matériel soumis à Faction d'une force dont la grandeur est constante et dont la la direction varie constamment au hasard.
Notre analyse permettrait de supposer que la force varie en grandeur suivant une fonction donnée du temps, mais le problème ainsi généralisé serait sans doute moins intéressant parce que la plupart des résultats dépendraient de la forme particulière de la fonction donnée.
604. Les principaux problèmes que nous résoudrons sont les suivants :
Quelle est la probabilité pour que, à l'époque t, le point matériel occupe une position donnée.
Quelle est la probabilité pour que, à l'époque /, le point matériel soit animé d'une vitesse donnée.
Calculer la probabilité pour que, à l'époque /, le point matériel occupe une position donnée et pour qu'il soit de plus animé d'une vitesse donnée.
Calculer la probabilité pour que le point matériel ait une vitesse donnée quand il se meut dans un milieu résistant proportionnellement à la vitesse.
420 1,. r.Ac.iir.i.iKH.
Ces prdlili'iiii's [iit'sontant (|iu'l(|U(' ililliiiilic, ihuis ctiitlicrons successivement les cas ilii liiiiiiNcmciil iliiiis un espace à une, deux et trois (liinensinns.
(■)<•."). Espace à une dimension. Problème relatif aux vitesses. — Quelle est la prohalnlité pour que, à l'époque t, le point malériel ail une vitesse donnée v ?
Supposons (|u'uii joueur A perde cha(|nc inslant une somme égale k l'accroissemenl de la vitesse à cet instant ; la probabilité pour que la vitesse soit e à l'époque t est la |ii'obal>ililé pour (pie le joueur A perde la somme c en / parties.
La force élan! ronstanle en i^randi'ur produit, pendant cha(iue élément de temps, une accélération ou accroissement de vitesse a proportionnelle à celte force elle-même et inversement proportionnelle à la masse du point matéri(d.
Il )' a, par définition, i» chaque instant, égale probabilité pour que la force agisse dans un sens ou dans l'autre et par suite égale probabilité pour (|ue a soit positif ou négatif.
Dans chaque élément de temps ou, si l'on veut, à chaque partie, la vitesse peut, avec égale probabilité, augmenter ou diminuer de la quantité a et cette augmentation ou cette diminution est indépendante des faits antérieurs ; le joueur A a donc, à chaque partie, égale probabilité de perdre ou de gagner la somme a. Le problème est donc le suivant :
A chaque partie (supposée indépendante des autres), un joueur A a égale probabilité de gagner ou de perdre la somme a ; quelle est la probabilité pour qu'il perde la somme v en t parties ?
Ce problème, qui suppose à la fois l'indépendance et l'uniformité, a été précédemment résolu.
La prohalnlité pour que la vitesse soit v à l'époque t est
dv.
\fT:\fTôFt
606. L'amplitude des écarts est mesurée par la quantité \'iv.'^t ; donc
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[.es vitesses croissent proportionnellement à ta racine carrée du temps.
C'est la loi de croissance ordinaire, conséquence nécessaire de l'uniformité.
Le problème est trop simple pour que nous nous arrêtions aux conséquences que l'on peut déduire de la formule précédente. D;ins le cas des probabilités des deuxième et troisième genres, la question présenterait déjà beaucoup plus d'intérêt; mais comme elle ne constituerait encore qu'un cas très particulier des théories générales exposées précédemment, je ne crois pas utile d'insister sur ce sujet; je citerai seulement, à titre d'exemple, le résultat suivant :
La probabilité pour (jue la vitesse maxima qui est atteinte dans l'intervalle de temps / soit ztc est exprimée par la série
\Jn \/2 a- /
/ __:1- _ii^ _ii^ ^I2sl \
La valeur la plus probable de la vitesse maxima est 0.(142... \ lOL-t. La valeur probable de la vitesse maxima est o,8o'J2. . . y 2^-7
et la valeur moyenne de cette vitesse maxima est — \ 2 î'-'' ou
607. Problème relatif aux positions. — Qaelle est la probabilité pour que, à l'époque/, le point matériel soit à une distance .v de son point de départ ?
L'idée qui se présente le plus naturellement à l'esprit consiste ii employer notre méthode générale et à supposer qu'un joueur K perde à chaque instant une somme égale à l'accroissement de la distance x pendant cet instant. La probabilité demandée est alors la probabilité pour que le joueur K perde la somme x en t parties.
Ce procédé ne conduit pas à la résolution de la question posée parce que le jeu de K n'admet pas l'indépendance.
D'après le principe de l'inertie, le mouvement du point M dans un élément de temps dépend de la vitesse acquise antérieurement et par conséquent le jeu de K pour une partie dépend des faits antérieurs du jeu.
/|3o L. DACllELIKU.
l'diir lounicr la dirticiillé, nous considérerons vin jcn liclil' |)onr le(]iiol, linalcnionl, à l'époque /, la probabilité d'une perte .r sera égale à la prtd>al»ililé d'un éearl de situation x du point matériel M, alors que, pendant l'intervalle de temps compris entre zéro et /, les écarts relatifs à ce jeu ne correspondront pas avec les écarts de situation (lu |iiiiiil M au même inslanl.
La coincidenee se produira seulement à l'époque /.
Nous décomposerons l'action de |la force considérée en ses actions successives pendant les intervalles de temps (zéro, (II), (fit, i(li), (•2i/t, 3i/n
Au biiiil du premier intervalle (7f, sous l'action de la force, le point -M a parcouru nue distance ar// (dans un sens ou dans l'autre, les deux sens avant même probabilité) et, en vertu de l'inertie, ce mouvement se continue jusqu'à l'époque /, faisant parcourir au point matériel la distance a/.
L'action de la force pendant ce premier intervalle a pour effet île faire (tarcourir au poinl matériel dans un sens ou dans l'antre la dislance x/.
Considérons le second intervalle de temps ('compris entre c/^ et 2 r//) ; an bout de cet intervalle, la force aura communiqué au point matériel, dans un sens ou dans l'autre, un second déplacement ar//in(ié[)cndant du premier et ([ui, en vertu du |)rincipe de l'inertie, se perpétuera jusqu'à l'époque <, faisant parcourir au point, dans un sens ou dans l'autre, la distance a(f — <!/).
L'action de la force pendant ce deuxième intervalle aura pour effet de faire parcourir au point matériel dans un sens ou dans l'autre la distance a(f — rft).
L'action de la force pendant le troisième intervalle aura pour effet de faire parcourir au point matériel, dans un sens ou dans l'antre, la distance a(^— -idl).
L'action de la force pendant l'intervalle élémentaire correspondant au temps z aura pour effet de faire parcourir au point matériel, dans un sens ou dans l'autre, la distance ot.(t ~ z).
L'effet de la force dans un intervalle élémentaire ne dépend pas du mouvement antérieur.
Le point matériel aura finalement pour abscisse à l'époque / la
somme des distances correspondant à chacun des intervalles élémentaires.
La probabilité pour que, finalement, le point matériel ait pour abscisse .r, est la probabilité pour que la somme des distances correspondant à chacun des intervalles élémentaires ait pour valeur r.
Supposons maintenant qu'un joueur B perde ou gagne, à chaque partie, une somme égale à l'etret produit par laforce dans l'élément de temps correspondant ; c'est-à-dire que ce joueur ait égale probabilité de gagner ou de perdre : la somme a^à la première partie, la somme 0L{i — dt) à la deuxième, la somme 01.(1 — -idt) à la troisième, ..., la somme y.(t — t) à la t'™% La probabilité pour que le point matériel ait pour abscisse x à l'époque / est la probabilité pour que le joueur B perde la somme x en t parties.
Les parties successives étant indépendantes, celte probabilité s'obtient en appliquant la formule du n" 227. 9 (") est le double delà valeur moyenne des carrés des pertes du joueur B pour la partie élémentaire d'ordre ~. Or, à cette partie, le joueur a égale probabilité de gagner au de perdre la somme oc(/ — ~) ; on a donc
et l'on en déduit
La probabilité pour que le joueur B perde la somme x en t parties, c'est-à-dire la probabilité pour (/ ne, à l'époque /, le point matériel soit à une distance x de son point de départ, est
= dx.
laH^
(i08. Nous pouvons appliquer à la question considérée fous les résultats relatifs aux probabilités du premier genre lorsqu'il y a indé-
I,. itAciir.i.ir.u.
poiuiaiK-t', et, 011 parlinilicr, la iiolioii dt's t'carts isoprohabirs nous coiidiiil à la proposition suivante qui résume notre analyse :
Les écarts croissent proporlionnellemeni à la puissance - du temps.
(il)'.). Il faut reniar(|ner (ine le jen de B n'est nullement l'inuige du mouvement du point matériel dans l'intervalle compris entre zéro et / el (|u'il n(> peni l'aire connaître ([ue les prohahilités r(dativesà l'époiiue /. Il Tant donc se garder d'apj)li(iuer à la question considérée les formules des prohahiljtés des deuxième et troisième genres. (Considérons, par exemple, le problème le |)lus simple des probabilités du second genre : Quelle est la probabilité pour que le point matériel dépasse au moins une fois l'abscisse -i- a? dans l'intervalle de temps/? Lorsqu'il V a indépendance nous em|)loyons un raisonnement d'une extrême simplicité faisant uniquement appel à des raisons de symétrie (n" XVJ) et qui, pour le cas considéré, se traduirait ainsi: Lorsque le point matériel francbit l'abscisse x (à l'époque /, pour fixer les idées), la probabilité d'un nouvel écart +,y (c'est-à-dire d'un écart total .x- + Y) à l'époque / est égale à la probabilité d'un nouvel écart —y (c'est-à-dire d'un écart total x — y) à la môme époque.
Il est évident que ce raisonnement est inexact; lorsque le point matériel dépasse l'abscisse -H.r, sa vitesse est dirigée vers l'extérieur et, par suite de cette vitesse acquise, la probabilité d'un nouvel écart j se produisant pendant le temps t — t^ est plus grande que la probabilité de l'écart — y se produisant dans le même temps. Le raisonnement employé lorsqu'il y a indépendance ne pourrait donc être appliqué dans le cas considéré.
610. Nous avons déjà remarqué (n° 315) que la forme de l'expression de la probabilité
-djc
n'est nullement caractéristique des cas où il va indépendance; le problème considéré donne une nouvelle preuve de ce fait. Le jeu qui serait l'image réelle du mouvement du point matériel est un jeu
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connexe d'un genre de connexité tout différent de ceux que nous avons étudiés antérieurement et, pour ce jeu encore, la probabilité est exprimée par une formule qui est un cas particulier de la précédente.
t)ll. Problèmes relatifs aux situations et aux vitesses. — Quelle est la prohabilité pour que^ à l'éiHxjue /, le point matériel soit à une distance x de son point de départ et pour qu'il soit animé d'une vitesse i> ?
Imaginons trois joueurs A. B, C et faisons correspondre chaque partie de leur jeu supposé continu à chacun des éléments de temps compris entre zéro et t.
A chaque instant le joueur A perd une somme égaie à l'accroissement de la vitesse c à cet instant.
Le jeu de B est le jeu fictif définitif au n° 607. A la partie d'ordre -: ou, si l'on veut, à l'instant t, le joueur B a égale probabilité de gagner ou de perdre la somme a(; — t).
Si l'on désigne para;' sa perte totale, x' est différent de l'écart de situation t du point M, sauf l'époque t.
Lorsqu'il s'agira de probabilités relatives à l'époque t, nous pourrons remplacer x' par x; mais, s'il s'agissait d'une autre époque, la substitution conduirait à un résultat erroné. Ce fait se conçoit immédiatement, la partie la plus importante du jeu de B est la première, alors qu'au contraire c'est le dernier élément de temps qui contribue le plus à faire varier l'écart de situation.
Le joueur C fermera le jeu, c'est-à-dire que, à chaque partie, il perdra la somme des gains de ses adversaires; sa perte totale sera :; = — V — x' .
Le jeu est équitable et les parties successives sont indépendantes ; la probabilité pour que les joueurs B et A perdent respectivement les sommes x et v en t parties est donc exprimée par la formule du n^Sôô; cette probabilité est
== — dx' ch-,
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o, est l;i toiirtion (rinslaltilili' iclnlive à x' (n° (i07) , c'esl-à-dire
^2 est la l'iinclion d'iiisfaliililc rolalivo à i'(m" (iO.")), c'csl-à-tlire -iol-I.
y s'obtient en l'orinant lu doiililc de la valeur moyenne de l'augint'iilalinii ilii produit a;'t' pour une partie et en sommant pour toutes les parties de zéro à /.
Supposons que, à la partie d'ordre -., les pertes soient .r' et c ; le produit de ees pertes est alors x'v.
A la partie suivante il y a probabilité - pour que le nouveau déplacement du |)oint matériel soit positif, alors x' augmente de a.{t — ■:); «' augmente do x et le produit x\' augmente de la quantité
Il y a également probabilité- pour que le nouveau déplacement du
point matériel soit négatif, alors ,r diminue de a (; — t), t' diminue de a et le produit j:V diminue de la quantité
ex'— [x'— «(/ — t)] [i' — «] — ax'+ i'x{t — z) — c-il — r).
L'augmentation moyenne de x'v à la partie d'ordre t est donca-(f — t); pour l'ensemble des parties, elle est
xUl—T)dT:=—.
y est le double de cette quantité; on a donc
La probabilité pour que, en t parties, les joueurs B et A perdent respectivement les sommes x et i> est alors
2lv.t--+ -(».-'
■da:' dv.
A l'époque/, x'^x et, d'après la définition de ces quantités, les pro-
habilités qui leur sont relatives sont égales. 11 en résulte que la probabilité pour que, à l'époque t, le point matériel M soit à une distance X de son point de départ et pour qu'il soit animé d'une vitesse i> est
dx di\
Si l'on intégre cette expression par rapport à »' entre — ce et -f- ^, on retrouve la formule du n° 607, résultat évident.
Si l'on intégre par rapport à x entre — oc et + ce, on retrouve la formule du n" 60.5, résultat évident.
La dernière formule peut s'écrire
rfi- X dx.
\fk\,llO!}t j-^ /^
D'après le principe de la probabilité composée, la probabilité pour que la vitesse soit (^ et pour que l'écart de situation soit a; est égale au produit de la probabilité pour que la vitesse soit v par la probabilité pour que l'écart de situation soit ojquand on sait que la vitesse est v. Or, dans la formule précédente, le premier terme est la probabilité pour que la vitesse soit v; donc : Lorsque l'on sait que la vitesse est v, la probabilité d' un écart x est
.dx.
y/îr
L'écart .r, qui a la plus grande probabilité et qui est en même temps la valeur moyenne et probable de x est
tv
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a-, est la valeur iioi'inalo ilf l'écart (|ikiii(I on sait (|iie la vitesse est «'. Les autres éearis peuvent être délinis par leur dillerence à .r, : Posons a' — .r, ^ v; la priiliahilité de l'éearl /r/n/j/v est
■.dv.
Les écarts relatifs sont proportionnels à —;i- quand la vitesse r est
dunnee, (jurlle (|ue soit celte vitesse.
Lorsque la vitesse est inconnue, les écarts (n" 607) sont proportion-
, , /T nels al - a/\ /.
La connaissance de la vilesse diminue de moitié les écarts de situation.
Ce résultat très curieux mérite d'être signalé : Le seul l'ail de savoir que la vilesse est connue sans que la valeur de cette vitesse soit spéciliée diminue de moitié les écarts relatifs de situation.
La connaissance de la valeur exacte de la vitesse ne change rien ;» ce résultat.
La connaissance de la valeur exacte de la vitesse n'influe que sur la valeur moyenne de la situation du point matériel, elle n'inilue pas sur les écarts relatifs de part et d'autre de cette valeur moyenne.
Ç)\'.i. La valeur moyenne de x lorsque c est connu (>st, comme nous l'avons vu, égale à—; ce résultat peut être obtenu par un procédé élémentaire faisant connaître un résultat intéressant sur les combinaisons.
Puisque la vitesse est \> à l'époque t, il y a eu, pendant ce temps /,
accroissements de vitesse positifs et accroissements de
vitesse négatifs.
Un accroissement ou une diminution de vitesse ayant lieu à l'époque t produisant sur. r' un accroissement on une diminution égaux à a (/ — t), la détermination de la valeur moyenne de x' et par suite celle de x se ramène à la résolution du problème suivant :
Une urne contient m boules blanches (ici//i=:- ) et ii boules
noires (ici n = )> on extrait nne à une les boules de cette urne sans
remettre dans l'urne la boule sortie; on effectue donc jh + n tirages.
Si au premier tirage la boule est blanche, un joueur H gagne la somme m -\- n ol si elle est noire il perd la somme m -\- n.
Au second tirage, si la boule est blanche, le joueur H gagne m+ n— I et si elle est noire il perd cette même somme.
Au k'"""' tirage (quel que soit k), si la boule est blanche, le joueur H gagne w + « — ^"-i- i et si elle est noire il perd la même somme. Quelle est l'espérance mathématique du joueur H ?
Chaque cas possible représente une permutation de m+« boules dont m sont blanches et n sont noires ; une de ces permutations peut se représenter par une suite comme celle-ci
La première lettre N indique (jue le premier tirage a donné une noire, ce qui a valu au joueur H la perte {m -+- n).
La deuxième, la troisième et la quatrième lettre expriment que, aux deuxième, troisième et quatrième tirages, il est sorti une boule blanche; il en résulte que le joueur II a gagné successivement les sommes m + n — i, m -h n — 2, m -h n — 3, etc.
A l'avant-dernier tirage il est sorti une noire, ce qui a produit une perte de deux francs, et au dernier tirage il est sorti une blanche, ce qui a donné un gain de un franc.
Nous nommons permutation symétrique d'une permutation donnée la permutation écrite en sens inverse; par exemple, la permulation symétrique de la précédente est
B N B N N iS B lî B N.
Chaque permutation a sa symétrique et inversement ; si l'on formait la liste de toutes les permutations directes et la liste de toutes les symétriques, chaque permutation de la première liste se trouverait dans la seconde et inversement; les listes seraient identiques, à l'ordre près.
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Nous allons dt'iiKuilri'i' ([iio la somme des espérances corrcspondanl hune pormulalion (|uek'onque et à sa symétrique est constante.
Supposons, par exemple. (|u'iine lettre H occupe le rang? dans la pernuitalion direii(';ellc occupera le ranjj, //? -t- « — ? dans la permutai ion syniétri(|ue. Elle procurera le gain jn-\-n — / + i dans la permutation (lircclc et Ir gain / dans la permutation symélri(|U(", elle procurera donc le gain ni -^ n -><- i.
("ha(|ue lettre 15 produira donc le gain m -t- « + i et cha{|ue lettre N produira la perte m -\-n -\- \. Comme il y a m lettres B et n lettres N, le gain total sera, pour une permutation directe et sa symétrique, (in-\- n + i) {rn — n). Pour une permutation directe il sera, en moyenne,
Telle est l'espérance mathématique du joueur H.
GI4. On pourrait obtenir le même résultat, mais plus péniblement, en formant l'éfjuation auxdifTérences partielles du problème.
Soit ?/j,. l'espérance mathématique du joueur II quand il v a dans l'urne x boules Manches et i' boules noires x + y = œy, on a
En ell'et, il y a probabilité — - — pour qu'une boule blanche sorte; le joueur H gagne alors la somme (a;-i-j)etson espérance devient Wx-i,>; il y a de mémo probabilité ^ — pour qu'une boule noire sorte, le joueur H perd alors la somme {x-^y) et son espérance devient «^,;>_,. L'équation précédente est donc exacte; on vérifie sans difficulté qu'elle est satisfaite en posant
61.5. Si les boules étaient replacées après chaque tirage, les enjeux suivant toujours la même loi, l'espérance mathématique du joueur H serait la même.
Au tirage de rang z, le joueur H aurait probabilité de gagner
la somme m + « — i -\- i et probabilité de perdre cette même
somme; son espérance pour ce tirage serait
m — Il ^ ( /« + « — « -h I ) '
et comme il y a m-i-Ti tirages auxquels correspondent les valeurs I, 2, 3, ...(/« 4- /z) de i, l'espérance totale de H serait
616. Si m et n sont très grands, l'expression de l'espérance mathématique peut s'écrire
-(in-\- II) {m — n),
et si l'on remplace m par et n par > on obtient comme précédemment la valeur — ■
617. En raisonnant comme précédemment (n° 612) on verrait que si l'écart de situation œ est connu, la valeur moyenne, probable et plus
probable de la vitesse \' est — ce et que les écarts de la vitesse de part
et d'autre de cette moyenne sont la moitié de ce qu'ils seraient si l'écart de situation x était inconnu.
Le seul/ait de savoir que Cécart de situation est connu diminue de moitié les écarts de vitesse.
Le seul l'ait de savoir que la vitesse est connue diminue de moitié les écarts de situation.
Il y a donc réciprocité.
Si, plus généralement, on considère trois joueurs A, B, C (jeu équitable), le seul fait de savoir que le joueur A a perdu une certaine somme diminue dans un certain rapport les écarts relatifs au jeu de B; le seul fait de savoir que le joueur B a perdu une certaine somme
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diiiiiiuic dans le nirmc l'apporl les écarts relatifs au jeu de A. Il y a réciprocité.
Mais cette réciprocité n'existe que pour les écarts considérés deux à deux: elle n'existe pas pour l'ensemble. Le seul l'ait de savoir que A a perdu une certaine soinine diminue les écarts relatifs au jeu de H dans un certain rapport cl les écarts relalil's au jeu de C dans un autre rapport.
(IIS. Cas d'une résistance de milieu. — On suppose (jue la résistance est proportionnelle à la vitesse et que son expression est mÀi', m étant la masse du point. Quelle est la probabilité pour cpie le point matériel ait une vitesse e à l'époque t ?
Su|)posons (ju'un joueur II perde à chaque instant une somme égale à l'accroissement de la vitesse pendant cet instant et que, à répo(|uc t, la vitesse soit v.
Dans l'intervalle de temps, élémentaire suivant, il y a probabilité -
pour (juc la vitesse augmente de la (|uantiLé y. — X-e et probabilité pour qu'elle diminue de la quantité oc + Xe.
L'espérance du joueur H pour cet intervalle élémentaire (ou pour cette partie) est donc
-( a -1- /.-(•) — -( a -/■(') = Ac
L'espérance mathématique du joueur H est proportionnelle à sa perte actuelle.
La fonction d'instabilité pour la même partie est
[-(acH- A-10-+ ;^(a — /,(')' — /.m' I =
Cette quantité est donc constante.
L'espérance mathématique du joueur H étant proportionnelle à sa perte actuelle et la fonction d'instabilité de son jeu étant constante, nous sommes conduits à un problème de probabilités connexes du premier genre (n° 30.t). La probabilité pour que, en t parties, le joueur H ait perdu la somme v, c'est-à-dire la probabilité pour que, à
l'époque /, le point matériel ait la vitesse t», est
: ai.'.
-2/it
619. Lorsque le temps croit indéfiniment, la distribution des probabilités tend vers la loi finale exprimée par la formule
La vitesse moyenne finale est
La vitesse probable finale est
620. La théorie des probabilités connexes à laquelle nous avons été conduits permet de résoudre le problème quand la fonction d'instabilité et l'espérance dépendent explicitement du temps (n" .314). Nous pouvons donc calculer la probabilité d'une vitesse c à l'époque /quand la force considérée est égale à une (onction donnée du temps et quand la résistance du milieu est égale au produit de la vitesse par une fonction donnée du temps.
621. Espace à deux dimensions. — Nous étudions le mouvement d'un point matériel dans un plan, la force qui sollicite ce point dans le plan étant constante en grandeur et variant pour la direction au hasard, toutes les directions avant égale vraisemblance.
Le mouvement du point considéré M peut être rapporté à deux axes coordonnés Ox, Oy; l'origine 0 des coordonnées étant la position occupée par le point à l'origine du temps.
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Dire (]ii(' l;i (lirt'clidu de la l'orco vario conslainment au hasard revient à dire (iiic la i)i()l)abilité pour qu'à un insfànl quelconque elle
tasse un angle 0 avec l'axe des ar est —
(>22. Problème relatif aux vitesses. — Quelle est la probabilité pour que, à l'époque t, le point matériel soit animé d'une vitesse dont les composantes sont X et Y ?
On doit supposer (|ue trois joueurs A, B. C perdent, à chaque instant, des sommes égales aux accroissements de X, Y, ( — X — Y) à cet instant; la probabilité cherchée est la probabilité pour que A perde la somme X et B, la somme Y, en / parties.
Le jeu étant ('(|uitable, cette probabilité est donnée par la formule du n" .■)()() et l'on a. dans le cas considéré, 91 = ^2 = a"*/, /, = "•
La probabilité cherchée est donc
La probabilité pour que la vitesse ait une valeur donnée v est
ik>.
La vitesse croit, dans l'ensemble, proportionnellement à la racine carrée du temps.
La valeur moyenne de la vitesse à l'époque l est
2 ' La valeur moyenne quadratique de la vitesse est
La valeur probable de la vitesse est
0,832. . .iy.\J l.
La valeur la plus probable de la vitesse est
La probabilité pour que, à l'époque t, la vitesse soit supérieure à V est
623. Problème relatif aux positions. — Quelle est la probabilité pour que, à i époque /, le point matériel occupe une situation donnée?
Il s'agit de calculer la probabilité pour que le point M ait pour coordonnées x, y k l'époque /.
Comme dans le cas d'un espace à une dimension, nous décomposerons l'action de la force en ses actions successives pendant les intervalles de temps (zéro, dt), (dt, idt), (idt, 3dt)
Au bout du premier intervalle dt et sous l'action de la force, le point M a parcouru une distance oidt et il y a probabilité — pour que
ce déplacement fasse un angle 6 avec l'axe des a;.
En vertu de l'inertie, ce mouvement se continue jusqu'à l'époque t, faisant parcourir au point une distance ai dans une direction quelconque.
Considérons le second intervalle de temps (compris entre dt et 2 i/t). Au bout de cet intervalle, la force aura communiqué au point matériel, dans une direction quelconque, un second déplacement a</z indépendant du premier et qui, en vertu du principe de l'inertie, se perpétuera jusqu'à l'époque t, faisant parcourir au point une distance a(« — dt).
Pendant l'intervalle élémentaire correspondant au temps t, la force aura communiqué au point matériel, dans une direction quelconque, un déplacement ar// indépendant dos précédents et qui, en vertu du principe de l'inertie, se perpétuera jusqu'à l'époque /, faisant parcourir au point une distance a(/ — t).
Le point matériel aura finalement pour abscisse à l'époque / la somme des projections sur l'axe des a; des distances correspondant à chacun <les intervalles élémentaires.
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La |)i'ol)al)ilito [xnir (|ii(', liii;ili'iiii>iil, li> point iiialt'rici ait pour abscisse .1- et pour ordonnée y est la probabilité pour que les sommes des projections des distances correspondant à chacun des intervalles éléniiMilaires aient respt^ctiviMiienl pour valeurs r ety.
Supposons aiaiiitonant (|ue trois joueurs A, ]i, (^jouent aux conditions suivantes : à la partie d'ordre t, le joueur A perd une somme égale à la |)rojection de la distance a(f — t) sur l'axe des x, le joueur B perd une somme égale à la projection de la distance a(/ — t) sur l'axe des v; le joueur C gagne la somme des pertes de A et de B.
La probabilité pour que, à l'époque t, le point matériel ait pour coordonnées x, y est la probabilité pour que la somme des projections considérées soient r et y ou pour que les joueurs A et B perdent respectivement les sommes x ety en / parties.
Le jeu étant équitable, la probabilité cherchée est exprimée par la formule
■ dx dy.
Pour obtenir p, (égal à '^., par raison de symétrie), on doit former le double de la valeur moyenne des carrés des pertes du joueur A pour la partie d'ordre t et intégrer ensuite entre t = o et t =^ /.
Soient ; et ^ les projections de la longueur a (/ — t) sur les axes, c'est-à-dire les pertes de A et de B à la partie d'ordre t; on a
ou. en désignant par VM la valeur moyenne.
Ces valeurs moyennes étant égales par raison de symétrie, on a
VM l- =: VM ;2 = °''^^-'^' .
La valeur moyenne des carrés des pertes du joueur A à la partie d'ordre t est donc ^^— ; on en déduit
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Pour obtenir/, on doit former le double de la valeur moyenne du produit ^ ^ et intégrer entre t =c o et t = /. Or la valeur moyenne de El^est nulle, car, à chaque valeur positive de ce produit, correspond une valeur négative de même probabilité; donc/ est nul.
Remplaçant, dans la formule précédente, o, et -pj par -^^— et y par zéro, on obtient la probabilité pour que le point matériel ail pour coordonnées X el y à l' époque t :
—^jrd-^dy.
On doit remarquer que le jeu considéré n'est nullement l'image du mouvement du point M pendant le temps t; il fait seulement connaître l'expression de la probabilité à l'époque /.
La probabilité pour que, au bout du temps t, le point M soit à une distance r de l'origine est
ii-e '
dr.
La valeur moyenne de r est
La valeur moyenne quadratique de r est
(Xt\/1
La valeur la plus probable de r est
I <xt\Q
La valeur probable de r est
446 L. BAClIEI.IEtl.
La probabilité pour que, à l'époque^, le point matériel soit à une distance supérieure à R est
En ri'sunié, les écarts de situation croissent proportionnellement à la puissance - du temps.
624. Problème relatif aux situations et aux vitesses. — Quelle est la prubahilité pour que, à l'époque t, le point matériel occupe une position donnée {x,y^ et pour qu'il soit, de plus, animé d'une vitesse dont les composantes sont X ef Y ?
Imaginons cinq joueurs A, B, C, D, E et faisons correspondre chaque partie de leur jeu supposé continu à chacun [des éléments de temps compris entre zéro et t.
Le jeu de A et de B est le jeu fictif qui a été défini au n" 623. A la partie d'ordre t ou, si l'on veut, à l'instant':, le joueur A perd une somme égale à la projection de la distance a (/ — t) sur l'axe des x et le joueur B perd une somme à la projection de la distance a(/ — t) sur l'axe des v.
Si l'on désigne par x' la perte totale de A et par j' la perte totale de B, a;' et y' sont différents des coordonnées x et y du point M, sauf pour l'époque t.
Lorsqu'il s'agira de probabilités relatives à l'époque /, nous pourrons remplacer x' par x et y' par y; mais, s'il s'agissait d'une autre époque, la substitution conduirait à un résultat erroné.
A chaque instant, les joueurs C et D perdent respectivement des sommes égales aux projections sur les axes de l'accroissement de la vitesse à cet instant.
Le joueur E ferme le jeu, il perd, à chaque instant, la somme des gains de ses adversaires; sa perte totale est m= — a?' — y— X — Y.
Le jeu est équitable et les parties successives sont indépendantes; la probabilité pour que, en t parties, les joueurs A, B, C, D perdent respectivement les sommes x',y', X, Y est exprimée par la formule du
n° 564 ; il suffit de changer les notations et de poser D'après le résultat obtenu au n° 623, on a
on a. de même, d'après le n" 622,
Il reste à calculer les fonctions / . On a d'abord
considérons par exemple /^.^ : cette quantité s'obtient en prenant le double de la variation moyenne de y' X pour la partie d'ordre -: et en intégrant le résultat entre t = o et - = t.
Or, pour toute partie ou pour tout intervalle élémentaire di, la valeur moyenne de la variation du produit v'X est nulle, car à toute valeur positive de cette variation correspond une valeur négative de même probabilité; on a donc / , 3 = o.
Nous allons maintenant calculer/ ,3 et/j,*- Supposons que, à la partie d'ordre -., les quantités j:', y , X, Y aient pour valeurs x\, x\^, X,, Y,.
Pour former ■/, 3, on doit calculer le double de la valeur moyenne de la variation du produit x\ X, relatif à la partie d'ordre - et intégrer le résultat entre t = o et t = /.
Or, à la partie d'ordre t, il y a probabilité — pour que x\ augmente
de X cosO(/ — t) et X, de a cosO; il y a donc probabilité — pour que le produit a;', X, augmente de la quantité
\x\ -H a cos9(< — t)] [X, 4- a cos9] — x\ X,.
c'est-à-dire de la quantité
x'jacos9 + Xiacos9(< — T) -H st'cos'SC^ — r). Pour calculer la variation moyenne de x\ X,, il faut multiplier l'ex-
pression précéilonlc par — ot inti'gri'rcnlre les limites 0 = o ctO = 2Tc,
le résultat est — (/ — t).
Pour obtenir/,,, on doit multiplier cette dernière quantité par deux et intégrer entre les limites t = o et t = /; on a donc finalement
En se reportant à la formule du n" .")()'i, on obtient l'expression de la {)robabilité pouriiue les joueurs A, V>, (\, D perdent respectivement les sommes x' ,y , X, Y en / parties; cette expression est
dx' dy'dy^dX.
A l'époque t, x = x,y' = jet, d'après la définition de ces quantités, les probabilités qui leur sont relatives sont égales. Il en résulte que la probabilité pour que, à l'époque t, le point matériel ait pour coordonnées X et y et pour qu'il soit, de plus, animé d'une vitesse dont les composantes sont X et Y est
U-'+j'i — '(Xx + ï_r)-t-4^(X' + Y>l
- rfx dy d\ dY.
625. Cas d'une résistance de milieu. — On suppose que la résistance est proportionnelle à la vitesse et que ses composantes sont mk X et mk Y', m étant la masse du point.
Quelle est la probabilité pour que le point matériel ait, à l'époque i, une vitesse dont les composantes sont X et Y'?
Supposons que trois joueurs H, K, L perdent, à chaque instant, des sommes respectivement égales aux accroissements de X, Y, — X — Y pendant cet instant et que, à l'époque t, les composantes de la vitesse soient X et Y; nous allons étudier les variations de ces quantités dans l'intervalle de temps élémentaire suivant.
Pour celle parlie, il y a probabililé — pour que le joueur H perde la somme acosd — X-X. Sou espérance mathématique pour cette partie
esl donc
— (acosô— k\)^z k\;
elle est proportionnelle à la perle actuelle X.
La fonction d'instabilité du jeu de H pour la même partie est
Cette quantité est constante.
On serait conduit au même résultai pour le jeu de K: Fespérance mathématique serait k\ et la fonction d'instabilité, a-. Il faut maintenant étudier le jeu de L. Pour la partie considérée, il y a probabilité ; — pour que L perde la
somme
— X cos 6 -)- A X — a siii 6 -i- AY ;
son espérance mathématique pour cette partie est donc
: { — a cosS -H A-X - a sin 6 + A-Y) = A-( — X - Y) ;
elle est proportionnelle à la perle actuelle ( — X —Y).
La fonction d'instabilité du jeu de L pour cette partie esl de même
f ^(- xco&e ^k\- asinÔ + ÂY)'-— A^(— \ — Y)- =2«S
elle esl constante.
Les espérances étant proportionnelles aux pertes actuelles et les fonctions d'instabilité étant constantes, il suffit, pour obtenir la solution du problème proposé, d'appliquer la formule du n" 551.
La probabilité pour que, en t parties, le joueur H ait perdu la somme X et le joueur K la somme Y, c'est-à-dire la probabililé pour que, il l'époque /, le point matériel ait pour composantes de vitesse X, B. — 1. 57
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Y, est
. -A: rfXrfY.
La prohabilité pour que, à l'époque /, la jvitesse ait une valeur ilomiée i' est
—, dv.
626. Lorscjuo / croit indéliiiinuHit, la distribution des probabilités tend vers la loi finale exprimée par la formule
rtc.
La vitesse moyenne finale est
sfTk s83:
La vitesse finale la plus probable est 0,706. .
La vitesse probable finale est o,832... -=•
\ITk
La théorie des probabilités connexes à laquelle nous avons été ramenés nous permettrait de résoudre les mêmes questions en supposant que la résistance est égale au produit de la vitesse par une fonction arbitraire du temps.
627. Espace à trois dimensions. — Nous allons étudier le mouvement d'un point matériel sollicité par une force dont la grandeur est constante et dont la direction varie au hasard, toutes les directions ayant égale vraisemblance.
Le mouvement du point considéré M peut être rapporté à trois axes rectangulaires Or, 0 v, 0:;, la position initiale du point étant prise pour origine des coordonnées.
628. Problème relatif aux vitesses. — Quelle est la probabilité pour que, à l'époque t, le point matériel soit animé d'une citesse dont les composantes sont X, Y, Z ?
On doit supposer que quatre joueurs A, B, C, D perdenl, à chaque instant, des sommes égales aux accroissements deX,Y,Z,( — X — Y — Z) à cet instant; la probabilité cherchée est la probabilité pour que A perde la somme X; B, la somme Y, et C, la somme Z en / parties.
Le jeu est équitable et d'ailleurs identique à celui qui a été étudié au n" .589, il suffit de remplacer ç par x.
La probabilité cherchée est
d\ dY dl.
La probabilité pour que, au bout du temps'/, le point M ait une vitesse c est
■2aV
La vitesse moyenne est
2 llorl
La vitesse movenne quadratique est
v/3 /iai}t
La vitesse la plus probable est
Il oC- 1.
629. Analogie avec le mouvement de la chaleur. — L'équation du mouvement de la probabilité dans un espace à trois dimcn-
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sions (n" M'y2)
est plus lomplcxe que celle du moiiNoiin'iit de la chaleur, mais elle s'y réduit dans un cas très particulier lorsque, l'uniformité étant supposée, on a en même temps
Zl,2=0- 7.1,3= o, xi.3=o.
9, = <p, =rcp,;
l'équation du mouvement des probabilités n'est autre alors que ré(|uation de Fourior
4 \dx' àr'- ôz^ ) ^ dt
C'est précisément ce cas particulier que nous avons rencontré dans les problèmes traités aux n"" ÔSl) et ()28.
Ces problèmes sont analogues à celui qui consiste à déterminer la température à l'époque l du pointa;, j, z d'un espace indéfini quand, à l'origine du temps, il s'est produit à l'origine des coordonnées une source instantanée de chaleur.
Pareillement, les problèmes traités aux n°' 593 et 622 sont analogues à celui qui consiste à déterminer la distribution des températures à l'époque t dans un espace indéfini à deux dimensions lorsque, à l'origine du temps, il s'est produit à l'origine des coordonnées une source instantanée de chaleur.
(j30. Problème relatif aux positions. — Quelle est la probabilité pour que, à l'époque t, le point matériel occupe une situation donnée?
Il s'agit de calculer la probabilité pour que le point M ait pour coordonnées X, Y, z à l'époque /.
Gomme dans les cas précédents, nous pouvons décomposer l'action de la force en ses actions successives pendant les intervalles de temps (zéro, dt), [dt, idt)^ (2 dt, 3dt),
Au bout du premier intervalle dt, sous l'action de la force, le point
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Ma parcouru une distance 'xdt dans une direction quelconque et ce mouvement se perpétue, d'après le principe de l'inertie, avec la même vitesse jusqu'à l'époque t.
Le point parcourt donc la distance a/ dans la première direction qui lui est imprimée.
Pendant le second intervalle de temps (compris entre dt et 'idt), la force aura communiqué au point matériel, dans une direction quelconque, un nouveau déplacement y.dt indépendant du premier et. en vertu de l'inertie, ce second mouvement se perpétuera jusqu'à l'époque /. Le second mouvement fera tlonc parcourir au point M une distance y.(t — dt).
A l'instant t, la force communiquera au point matériel, dans une direction quelconque, un mouvement indépendant des précédents qui se perpétuera jusqu'à l'époque t et qui fera parcourir au point M la distance a(/ — -).
La coordonnée x du point M à l'époque t sera la somme des projections sur l'axe des x des distances correspondant à chacun des intervalles élémentaires.
La probabilité pour (jue, finalement, le point matériel ait pour coordonnées-r.v, :: est la probabilité pour que les sommes des projections des distances correspondant à chacun des intervalles élémentaires aient respectivement pour valeurs a?, y, z.
Supposons maintenant que quatre joueurs A, B, C, D jouent aux conditions suivantes : A la partie d'ordre -., le joueur A perd une somme égale à la projection de la distance a.(t — -) sur l'axe des x. Le joueur B perd une somme égale à la projection de la distance y.(t — -) sur l'axe des y. Le joueur C perd une somme égale à la projection de la distance a (/ — t) sur l'axe des z. Le joueur D gagne la somme des pertes de A, B, C.
La probabilité pour que, à l'époque t, le point matériel ait pour coordonnées x, y, z est la probabilité pour que les sommes des projections considérées soient r, y, z, ou pour que les joueurs A, B, C perdent respectivement les sommes x, y, z en i parties.
Le jeu étant équitable et admettant l'indépendance, la probabilité cherchée est exprimée par la formule du n° 565; il suffit de calculer les fonctions o et / d'après les données du problème.
Pour ohtonir çp,( égal à ^2 <?• il 93 P^r raison de symétrie), on doit former le double de la valeur moyenne des carrés des pertes du joueur A pour la partie d'ordre t et intégrer ensuite entre t = o et r: — t.
Soient l, yj, 'C, les projections de la longueur cx.(i — t) sur les axes, c'est-à-dire les pertes de A, H. C à la partie d'ordre t; on a
t'-l-rj=4- ?'=«'{/ -7)», ou, en désignant par VM la valeur moyenne,
Ces valeurs moyennes étant égales par raison de symétrie, on a
La valeur moyenne des carrés des pertes du joueurA à la partie d'ordre t est donc - — 5 — - > on en déduit
Pour obtenir 5(^,2, par exemple, on doit formei' le double de la valeur moyenne de ?y) et intégrer entre -: = o et 7 = /. Or la valeur moyenne de Çy) est nulle car, à chaque valeur positive de ce produit, correspond une valeur négative de même probabilité, dont/,, 3 est nul.
Remplaçant dans la formule du n° .564 les fonctions 9 par et
les fonctions / par zéro, on obtient la probabilité pour que le point matériel ait pour coordonnées x, y, z à l'époque t :
djc dy dz .
\ 9 631. La probabilité pour (jue, au bout du temps /, le point M soit à
une distance r de son point de départ est
v/tt
dr.
La valeur moyenne de r est
2 pTôFt}
La valeur moyenne quadratique de r est
v/îV 9 La valeur la plus probable de /• est
La valeur probable de r est
632. Problèmes relatifs aux situations et aux vitesses. — Quelle est la probabilité pour que, à l'époque t, le point matériel occupe une position donnée ( -c, _v, z) et pour qu'il soit, de plus, animé d'une vitesse dont les composantes sont X, Y, Z?
Imaginons sept joueurs A, B, C, D, E, F, G et faisons correspondre chaque partie de leur jeu supposé continu à chacun des éléments de temps compris entre zéro et t.
Le jeu de A, de B et de C est le jeu fictif définitif au n° 630. A la partie d'ordre -, ou, si l'on veut, à l'instant ~, le joueur A perd une somme égale à la projection de la distance y.{t — -:) sur l'axe des x, le joueur B perd une somme égale à la projection de la distance a(/ — -) sur l'axe des y et le joueur C perd une somme égale à la projection de la distance y.(t — -) sur l'axe des z.
Si l'on désigne par x', y' , z' les pertes totales de A, B, G, ces quan-
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titt's sont (lilIV'it'iiles dos cnordontuH's r, v, s du point M, saiii' pour l'cpoquc /.
Lors(|n'il s'agira des probabilités relatives à répo(|ue/, luuis pourrons rem|)lacer .r', y', z', para;, v, z; mais s'il s'agissait d'une autre époque, la substitution conduirait à un résultat erroné.
A cha(jue instant les joueurs D, E, K perdent respectivement des sommes égales aux projections sur les axes de l'accroissement de la vitesse à cet instant.
Le joueur G terme le jeu, il perd, à chaque instant, la somme des gains de ses adversaires; sa perte totale esl;/ = — .r' — v' — 3' — X — Y — Z.
Le jeu étant équitable et les parties successives étant indépendantes, la jirobabilité i)onrque, en / parties, lesjoueursA, H, C, D, E, F perdent respectivement les sommes •i', v'» z', X. Y, Z, esl exprimée par la formule du n" hiVi; il suffit de changer les notations et de poser
.r, =:./', j:2 = y', x^^zz', jc^^^X, x5^=Y. j-(;=Z. On a, d'après le résultat obtenu au n° (\'.\0,
et, d'après le n" (i2S,
Ol= «2= ©3— — -
11 reste à calculer les fonctions y.
Les fonctions y telles que y, .5 qui correspondent à une quantité a;' relative à un axe et à une composante de la vitesse suivant un autre axe sont nulles. Considérons, par exemple, Xi,s'' cette quantité s'obtient en prenant le double de la variation movenne de oc' Y pour la partie d'ordre t et en intégrant le résultat entre - 1= o et t = /.
Or, pour toute partie ou pour tout intervalle élémentaire dt, la valeur moyenne de la variation du produit it- Y est nulle, car à toute valeur positive de cette variation correspond une valeur négative de même probabilité; on a donc y , , = o.
Les fonctions telles que y, , relatives à deux quantités de même nature x', y ou telles que y 1.5 relatives à deux quantités de même nature X, Y' sont nulles, comme nous l'avons vu.
Il faut maintenant calculer les fonctions y telles que y, ^quicorres-
pondent à une quantité .r' suivant un axe et à une composante de la vitesse X suivant le même axe.
Supposons que, à la partie d'ordre t, les quantités a?', y', z' , X, Y, Z aient pour valeurs -»', , r, , s,, X,, Y,, Z,.
Pour former ■/, 4 on 'doit calculer le double de la valeur moyenne de la variation du produit r\\^ à la partie d'ordre t et intégrer entre T ^ o et T := /.
Il résulte de l'égale vraisemblance de toutes les directions que la probabilité pour que, dans un intervalle élémentaire de temps, la projection de la vitesse sur l'axe des x s'accroisse de la quantité X (nécessairement comprise entre — a et +a) est — > c'est-à-dire que toutes les valeurs de cet accroissement entre rha ont égale vraisemblance.
Si, à la partie d'ordre t, la composante X augmente de la quantité k, x' augmente de la quantité ~a(/ — -:).
Il y a donc, à la partie d'ordre t, probabilité — pour que le produit
x\\y augmente de la quantité
[a., + >.(,_-)](X, + >,)-.r;x,, c'est-à-dire de la quantité
ÀHi-T) + >.[X,(i-T)+.r;].
Pour calculer la variation moyenne de a', X,, on doit multiplier l'expression précédente par — et intégrer entre les limites A = — a et A = + a ; le résultat est
Pour obtenir y, <, on doit multiplier cette dernière quantité par deux et intégrer entre les limites t = o et t = / ; on a donc finalement
En se reportant à la i'ormule générale, et en y substituant les valeurs trouvées pour les fonctions i) et y, on obtient la probabilité pour que, en t parties, les joueurs A, B, C, D, E, F perdent respectivement les sommes x' , y' , :', X, Y, Z.
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A rf|)(>(iiio /, x' = .V, y =y, z' = z v[. (I';i|)rt's la (lofinitioii de ces quantités, los probabilités qui leur sont relatives sont égales, de sorte que la probabilité pour que les joueurs A, B, C, D, E, F perdent les sommes x', v , :;', X, Y. Z en / parties est la probabilité pour (pie, à l'époque (, le point matériel ail pour coordonnées x, y, ; et pour (/u'if sait, de plus ^ animé d'une vitesse dont les composantes sont X, Y, Z; celte probabilité est exprimée par la formule
(j'-f^' + î') — (lX,i-t-Ty + Z:)+ ^|X'+Ï'+Z>)
■ dx dy dz d\ d\ dL
Si l'on intèt^re cette quantité par rapport à x, à v et à :; entre — co et 4-00, on retrouve la l'ormule du m" (i28, résultat évident.
Si l'on intègre par rapport à X, à Y et à Z entre — oo et +oc, on retrouve la formule du n" 630, résultat évident.
633. Cas d'une résistance de milieu. — On suppose que la résistance est proportionnelle à la vitesse et que ses composantes sont mk\, mk\, mkT,, m étant la masse du point.
Quelle est la probabilité pour que le point matériel ait, à l'époque /. une vitesse dont les composantes sont X, Y, Z?
Il faut raisonner comme précédemment en assimilant la question posée à un problème relatif à un jeu ; on est alors ramené aux probabilités connexes du premier genre et la probabilité demandée est exprimée par la formule
d\ d\ dZ.
La probabilité pour que, à l'époque /, la vitesse ait une valeur donnée V est
v^[ftc— "')]^
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634. Lorsque / croît indéfiniment, la distribution des probabilités tend vers la loi finale exprimée par la formule
dv.
La vitesse moyenne finale est
La vitesse finale probable est
La vitesse finale la plus probable est
\/fk-
635. Mécanique du corps solide. — Relativement à la mécanique des systèmes, nous étudierons seulement le cas d'un solide plan mobile autour d'un de ses points qui est fixe; un certain nombre de forces dont la direction varie au hasard agissant en des points donnés du solide.
Celui-ci étani initialement animé d'une vitesse angulaire co„, quelle est la probabilité pour qu'il devienne immobile pour la première fois à l'époque t ?
Imaginons un joueurHqui, dans chaque élément de temps, gagnerait une somme égale à l'augmentation de la vitesse angulaire ou perdrait une somme égale à la diminution de cette vitesse pendant cet élément de temps; le problème proposé se ramène immédiatement au suivant:
Un joueur H possède une fortune Wq, quelle est la probabilité pour qu'il soit ruiné en jouant exactement / parties?
C'est un problème de probabilités du second genre qui a été résolu dans le dixième Chapitre.
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Toutes les directions de toutes les forces ont égale vriiisemhlancc, c'est ce que nous entendons ])ar le terme de forces variant [au hasard.
Dans ces conditions, une augnuMilation de vitesse angulaire à un instant (|uelcon(iue a nicine prohaltilitc (in'nno diminution de vitesse égale et le jeu de H est équitable ; il sui'tit alors d'appliquer la formule du n» 339.
La probabilité cherchée est exprimée par la formule
dt.
dans le cas le plus simple où le couple dil au hasard est constant et,
plus généralement, par la formule
v/^9(0\/?(Ô lorsque le couple varie suivant une fonction donnée du temps.
G36. La valeur du couple se déduitdes grandeurs données des forces qui agissent en cha(|ue point du solide.
Lorsque la fonction '^(^)est arbitraire (elle doit être nécessairement positive et croissante), les résultats qu'on peut déduire de l'expression précédente dépendent de la forme de cette [fonction ; le cas le plus simple, qui correspond à la première formule, conduit à des résultats intéressants :
Le solide finira par s'arrêter, car si l'on intègre l'expression de la probabilité entre / = o et i = ^, on trouve l'unité pour valeur de l'intégrale, l'arrêt se produira donc nécessairement.
L'époque la plus probable de l'arrêt est t = y-^-
L'époque probable de l'arrêt ^correspond à la durée qui a autant de chances d'être ou de ne pas être dépassée; cette époque probable est
donnée par la tormule / = - — ■
L'époque moyenne de l'arrêt est, |)ar définition, l'espérance mathématique d'un joueur K qui devrait toucher une somme proportionnelle
au temps que met le solide pour s'immobiliser. Cette espérance est infinie.
637. Cas d'un frottement. — Nous avons supposé que le mouvement de rotation se produisait sans frottement ; cette hypothèse n'est pas nécessaire à la condition d'admettre que les forces agissantes soient constantes en grandeur et que le point fixe soit un point de symétrie pour le solide, de sorte que le frottement soit dû uniquement aux forces agissantes.
Le jeu de H auquel nous pouvons toujours ramener le problème proposé quelles que soient les conditions admises n'est plus équitable, mais il est uniforme et il suffit de lui appliquer l'analyse développée au n° 342.
La probabilité pour que. le solide soit immobilise pour la première fois à l'époque t est
\/Kt\'tZ
dt.
Le solide est soumis à l'action de deux couples; l'un, dû au hasard, agit indifféremment dans les deux sens; l'autre, dû au frottement, est toujours retardateur.
Du fait de ce second couple, le jeu de H est désavantageux, 'j/, (qui est nécessairement négatif) est proportionnel à la valeur jmoyenne du couple dû au frottement, c'est-à-dire proportionnel à la résultante de toutes les forces pendant l'élément de temps dt.
ç, dépend du couple dû au hasard et du couple dû au frottement pendant l'élément dt.
638. La probabilité pour que l'immobilité se produise pour la première fois avant l'époque t est
-j= e-'>''dl-i--Le '• / e''-'dl.
L'immobilité finira nécessairement par se produire, puisqu'elle se produirait même si le frottement n'existait pas.
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La valeur ihommiiic ilii ti'iiips au bout diKjuel se produira pour la |)remière fois riniinohililé n'est plus inliiiio comme dans le cas considéré
précédemmeni ; elle a pour expression — ^•
639. Pour montrer comment on peut calculer i|/, et cp,, nous allons considérer le cas très simple où une seule force F' dont la direction varie au hasard est appli(|uéc au point A dont la distance à l'axe 0 est r.
La pression exercée sur l'axe est constamment égale à F; le couple dû au frottement est donc proportionnel à F (soit par exemple aY son moment) et v{^, est proportionnel à a F.
Il y a probabilité — pour que F fasse, à un instant quelconque, un
angle 0 avec OA et, par suite, pour que le couple dû au hasard ait pour moment F'/-sinO.
II y a donc, à chaque instant, probabilité — pour que le couple résultant ait pour moment Frsin 6 — aY.
Lorsque le couple résultant a un moment donné C, la vitesse de
rotation du solide augmente de la quantité rr-r;' k étant le rayon de
giration du solide, relativement au point 0, et M sa masse.
Lorsque la vitesse de rotation augmente de la quantité -rrrr^, le joueur A
gagne la somme j^-
Il y a donc, dans chaque élément de temps, probabilité — pour que le joueur H gagne la somme
¥ r sinG — a F
'i, est la valeur moyenne des gains de H dans un élément de temps; on a donc
_ r Vrs\nQ — aY dB _ aY
cp, est, pour un élément de temps, le double de la valeur moyenne des carrés des gains et des pertes de H diminué du double du carré de la
valeur moyenne des gains; on a donc
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640. Nous voyons, par ce qui précède, que les progrès de la mécanique du hasard sont intimement liés à ceux de la théorie des probabilités connexes; c'est cette dernière théorie qui nous a permis de traiter le problème du mouvement d'un point matériel dans un milieu résistant et, inversement, la recherche de la loi des espaces nous a conduits à une nouvelle classe de probabilités connexes que la théorie pure n'eût certainement pas fait connaître.
D'autres problèmes de la mécanique du hasard conduiraient à l'étude de nouvelles sortes de probabilités connexes :
Reprenons, par exemple, le cas du mouvement d'un solide plan autour d'un point fixe par rapport auquel il est symétrique : le solide part du repos, il est soumis à l'action de forces dépendant du hasard et à l'action du frottement de l'axe. Si l'on veut déterminer la probabilité pour que le solide ait une vitesse angulaire w à l'époque/, on assimile, suivant notre méthode générale, le problème proposé à une question relative à un jeu. On suppose qu'un joueur H perde, à chaque instant, une somme égale à l'augmentation de la vitesse à cet instant; la probabilité d'une vitesse w à l'époque t est la probabilité d'une perte co en t parties.
Le frottement étant toujours retardateur, le jeu considéré est avantageux tant que le joueur perd, c'est-à-dire tant que le corps tourne dans un sens; il devient désavantageux quand la rotation se produit dans l'autre sens, c'est-à-dire quand le joueur gagne. La question proposée conduit ainsi à une nouvelle sorte de connexité.
Considérons toujours le même problème, mais supposons que le solide ne soit pas symétrique relativement à son axe; le frottement dépendra alors des forces d'inertie, c'est-à-dire du carré de la vitesse. Nous serons ainsi conduits à étudier de nouvelles probabilités connexes telles que l'espérance élémentaire dépende du carré de la perte actuelle.
Lamécanique du hasard conduitdonc àia considération de nouvelles sortes de probabilités connexes.
CHAPITUE XXII.
PHOBVIULITÉS INVERSES.
()4I. La théorie des probabilités continues est indépendante de la théorie des probabilités discontinues, et c'est à ce fait qu'elle doit sa grande généralité.
Dans certains cas particuliers on peut déduire les formules continues des formules discontinues correspondantes grâce à l'emploi de l'égalité asymptoticjue de Slirling. Ce procédé exige évidemment la connaissance préalable des probabilités discontinues; on ne peut l'employer souvent, mais il conduit parfois très simplement au résultat.
Rappelons que la formule de Slirling
n ! = e~" n" sJiTzn
exprime une égalité asymplofique ; la différence entre ses deux membres croit indéfiniment avec n, mais leur rapport tend vers un. Les inégalités suivantes
n ! > e~" n" s/inii, n ! < e-" n" sfïûn e'"
montrent la grande approximation fournie par la formule de Stirling. Un exemple numérique montrera encore l'approximation obtenue par cette formule; en supposant, par exemple, que « = 20, on a
20! = 2432902008176640000, g-^» 20'° \f^ôn = 242 278688551 o4ooooo;
le rapport des deux nombres est 1,00417. 642. Formules asymtotiques relatives aux épreuves répé-
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tées. — La probabilité d'un événement est />, la probabilité de l'événement contraire est q — i — p. La probabilité pour que, en a épreuves, l'événement se produise m fois est (n" 42)
— p'" aV~"'.
w!(jjL — w)!^ ^
La plus grande probabilité correspond au cas où m = ap.
La valeur moyenne du nombre des arrivées de l'événement est u.p.
Le cas en quelque sorte normal est celui pour lequel l'événement considéré et l'événement contraire se produisent proportionnellement à leur probabilité. Les autres cas sont définis par leur différence ii celui-là.
Nous dirons que l'écart est x quand l'événement se sera produit u.p -T- X fois.
La probabilité pour que l'écart soit x est, d'après la formule précédente,
nH/j+x q\t.ii-x
643. Transformons celte formule par l'égalité de Stirling en supposant - néerligeable et ^ fini. Cette formule se réduit à la suivante :
On a
log( I = (ptf/ — j; -I-
Hp 2'J."-p-
3,aV''
3;xV/'
en additionnant et en supprimant les quantités négligeables en vertu des hypothèses faites, on obtient
'|()6 !.. nAr.iiEi.ir.n.
Kii iTinaniuanl que - -+- i = — et en passant des logarithmes aux ' I' 1 P'I
iiiiinhres. on obtient
lin portant cette valeur dans l'expression ci-dessus, elle devient
\Ji Jtfi/?9
TeZ/tf <'5f /a formule asymptotique exprimant la probabilité de l'écart x en u. épreuves.
C'est celle que nous avions obtenue par un autre procédé (n" 262).
64'i. Cas de plusieurs variables. - A chaque épreuve, n événements A,, A., . .. A„, de probabilités/j,,/>^, — /j„ peuvent se produire et s'excluent mutuellement de sorte que /j, -\-p-,'+- ■■• +/»«— i-La j)rohabililé pour (lue, en ij. épreuves, le premier événement se produise m, fois, le se(;()nd m.^ fois, .... le /i'*"""/?!,; fois (m, + /«o -f- . . . 4- /w„ ^ [Jt) est (n" 50)
La plus grande probabilitécorrespondaucasoù w, = \>.p^,m.,= \j.p.,, ..., m„ = ap„.
La valeur moyenne du nombre des arrivées du premier événement est u.p,, celle qui correspond au second événement est [ip.,, etc.
Le cas en quelque sorte normal est celui pour lequel les événements se produisent proportionnellement à leur probabilité. Les autres cas son! définis par leurs dillerences à celui-ci.
Nous dirons que les écarts sont x,, x., x„ quand l'événement A,
se sera produit \^.p^->,-.r^ fois, l'événement A^, u./)^, -i- .r^ fois, . . ., l'événement A„, jj./),, -f- .r„ fois {x^ -^x.,+-... 4- x„ ^ o).
La probabilité pour que les écarts soient ■v^, v^. ...,x„, en a épreuves
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est, d'après la formule précédente.
GA."). Transformons cette formule par l'égalité de Stirling en sup-
• soient négligeables, et ^,
s/ix
posant (X assez grand pour que— > — > •• ^i • • linis. L'expression précédente devient
(\/27rfx)" ^\/p,p,...p„
On a
V-Pt-t-^i + l
fx/), + ^, + -^
■2j\F-ri '^i-'-p' ^i^'pt
li /',+.<■„+-
/xp
■i/\l^Pn n^Pn
en additionnant et en supprimant les quantités négligeables en vertu des hypothèses faites, on obtient
logH I
en revenant des logarithmes aux nombres et en portant cette valeur dans l'expression ci-dessus, elle devient
(y/ 2 -p.)" \lp\Pi- ■ p.,
Telle est la formule asymptolique exprimant la probabilité pour que les écarts soient x^ , x.,, . . ., x,, en u. épreuves.
En réalité la formule contient seulement n — i variables r puisque .r, + a--.j-4- ... -i-.r„ = o et elle devrait être multipliée par un infiniment petit tel que </a;,</a;., . . . V.r„_, ou dx.,dv^ . . . dx,, formé par la suppression d'un des éléments de la quantité </a?|r/.t\, . .. dx„ ,flx„.
'|(>S !.. l'.Ar.iii iii'ii.
Aliii inie la roriiuilc rcsie syméiriijiic, nous nous Lçaiderous d'éliiiiiner aucune variable et nous n'écrirons rinliniment petit que dans les cas où une intégration devra être efl'ectuée.
()'i(i. La i'orniule as\ ni|»(oti(iuc
Pi: p^p,+ >; pi>-ih->-.^.._ . . pv-r„< '■„
(^/,,H-:r,)!(pL/,,+ .r:,)!...(^p„+^„)!''' '' '"
_±rii,d......ik...f:îl
(s/aTTfi)" ' \0>, /h-- Pn
que nous venons de démontrer nous sera souvent utile; elle suppose qiu" a est un grand nombre, que p,, P2, ■• -, Pn sont des nombres positifs ayant pour somme un et que x, -h x.^-\-...-h x„ = o.
647. La somme des probabilités de tous les cas possibles est un, on a donc
d'après notre démonstration laformule estasymplotique, maison peut démnnlrer directement qu'elle est vraie (juel (|ue soit a.
()'iS. On peut encore appliquer la formule de Stirling à la question suivante :
Une urne renferme^, boules blanches, /c^ boules noires /•„ boules
vertes; on en extrait u. boules (soit ensemble, soit successivement sans les remplacer dans l'urne); la probabilité pour (jue, sur les a boules, il v ait m^ boules blanches, m., boules noires, ..., /«,j boules vertes (m, -\-m.,-{- .. . +- m„ = a) est (n° 75 )
n,^\inA...in„\ (/:, — ni,)<. (/.-,— /?(,)! (/,„ — «/„): (/,-, -h /,, +...-t- /,„ )!
La valeur moyenne du nombre des boules blanches (|ui sortent en a éni'fMives est (JL 7 -, — 7- • La plus arrande probabilile lorstiue
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u. est un iJfraiid nombre correspond au cas où m, = u. , 7-
Ces dernières valeurs de w,, /n., ... coi'respondent au i;as en quelque sorte normal.
Lorsqu'il sortira de l'urne -, . ^ ' -, — f-a;, boules blanches,
-, , ^ ' -, — h .r., boules noires, ..., ; . " r + *'« boules
vertes, nous dirons que les écarts sont x,, cc^, r„.
On a évidemment (x, -+- x-^ -h . . . -h x„) = o. Si l'on pose
/''-A-,-t-A2 + -. -^/w,' '^■'" A-, + A2 -+-...+ /.„' ■ ■' '''"^A-,+ A,+.. .+ /.„' la probabilité pour que les écarts soient ir,, x.,, . . ., x„ peut s'écrire
ff_! ■'<Pt's/>n'. . . ..y}„\
(fiyOi + j:,)!(fi/>,-(-./-j)! . .. (ixp„-^,r„)l s'.
5 désignant la somme X-, -i- X- _,+ ... -t- X„.
649. Appliquons à ce résultat la formule du n" G'iti. La probabilité pour que les écarts soient r,. x.^, . . ., .r„ en a tirages est
si l'on compare cette formule à celle du n" B'i.ï, on voit que, dans le cas actuel, les écarts sont diminués dans le rapport de \.v — u. à \s.
6.50. Probabilités inverses. — Dans les questions étudiées jus- ([u'à présent les données de chaque problème comportaient des probabilités connues exactement; nous allons maintenant étudier les cas
'\~n I,. lîACIlKl.lKI!.
OÙ ces probabilités soii( données par l'expérience, en admettant toujours que les épreuves passées ou futures sont identiques.
Lorsqu'un événement a. pour probabilité r à cbaque épreuve, si l'on cireclue un jjirand nombre jj. d'épreuves, la valeur moyenne probable et plus probable ilu nombre des arrivées de l'événement est u.r.
Si l'on considère le nombre des arrivées de l'événement comme égal à ar, on commt>t une erreur relative d'autant plus faible que [x est plus grand.
Inversement : si, sur un grand nombre [j. d'épreuves, un événement s'est produit un grand nombre w de l'ois, la prid)abilité inconnue de
l'événement est très voisine du rapport — et elle en est d'autant plus voisine que [jl est plus grand.
Le fait est évident; on a, en désignant par a: l'écart,
m = u-r -h a;, don — ^^r-\ >
- tendant vers zéro lorsque u. augmente, — tend vers r.
Lorsqu'on ignore la valeur de la probabilité d'un événement qui s'est produit w fois en u. épreuves; a, m et [x — m étant de grands nombres; il est donc rationnel d'adopter pour cette valeur le rapport — ■
Nous adopterons cette valeur sans faire d'abord aucune hypothèse sur les nombres a, m, ^j. — m.
Nous supposons donc que, si un événement s'est produit m fois en u. épreuves, dans l'ignorance où l'on est de la valeur exacte /• de la probabilité de l'événement, on prend pour mesure de cette quantité le rapport — = p.
On commet ainsi une certaine erreur inconnue, p - r = t. L'événement de probabilité r s'étant produit m fois en p. épreuves, l'écart X est défini par l'égalité
Puisque m — ^p, cette égalité peut s'écrire
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On on déduit, en désignant par VM la valeur moyenne,
VM£ = -VMa; = o.
En adoptant la valeur — . l'erreur commise est nulle, en moyenne.
651. La valeur moyenne du carré de l'erreur varie en raison inverse du nombre des épreuves.
De l'égalité £ = —, on déduit î^ = — 5 et
La valeur moyenne dea:^ est \>.r{i — r) (n° 32), donc
Cette égalité démontre le théorème. On doit remarquer que, rn'étant pas connu, la valeur moyenne de £■ n'est pas connue, mais on peut affirmer qu'elle varie en raison inverse de p..
652. La supposition d'un grand nombre d'épreuves permet de calculer la probabilité pour que la valeur — =/^ soit erronée de la quan-
tité £.
D'après l'égalité u.z = a-, la probabilité pour que l'erreur soit t est la probabilité pour que l'écart x soit l«.£ ; cette probabilité est (n° 643)
v/7:\/2p./-(i — /■) OU
\jT.\j'ir{\^ r)
Telle est la probabilité pour que la valeur — soit erronée de £.
Cette formule montre que la quantité — eœprirne ta prohabiUté avec une précision proportionnelle à la racine carrée du nombre des épreuves.
\n-2 y.. liAC.iir.i.iF.r..
(■)."):{. Ccllf lor le contient la probabilité exacte et inconnue/', mais
la supposition des i;r;in(ls nombres permet d'y remplacer /-(i /■)par p(^i — p) -- pq\ on a, en ellet.
itl
d'où
Les termes du second membre sont infiniment petits.
Kn résumé : Un événement s'étani produit m fois en |ji. épreuves, m et [JL étant de très grands nombres, on considère le rapport— = p comme représentant la probabilité inconnue de l'événement. La probabilité pour que ce résultat soit erroné de £ est
654. Cas où il y a plusieurs variables. — A chaque épreuve n événements peuvent se produire et il s'en produit nécessairement un et un seul.
En [j. épreuves, le premier événement s'est produit w, fois, le deuxième m^ fois, ... le /i'™'" m„ fois (/«, -+- /«a + . . . + ni„ ^ (x).
Dans l'ignorance où l'on est des valeurs exactes /•,, /-j, ...,/•„ des probabilités de ces événements (/', -t- /.,+ ...+/•„ = i), on prend
pour mesure de ces quantités les rapports — -=p,, — = p.,,...,
On commet ainsi des erreurs inconnues £, = p,— r',, £n=/>., — i'., ....
^n^Pn — '\{'^, + ^-2^ •■■ +£« = 0).
Nous allons chercher la probabilité de ces erreurs en supposant que /»,. /n.:, .... m„ soient de très grands nombres.
Les événements de probabilités /•,, r:,, .... /■„ s'étant produits respectivement m,, m.,, . . ., /«nl'ois en [j. épreuves, les écarts correspondants (n° 644) sont définis par les égalités
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et comme d'autre part, w,^ \j.p,, m.,-^ u./>.., . . ., n/„ u.p,„ ces égalités peuvent s'écrire
La probabilité pour que les erreurs aient pour valeurs £,, e^, . . ., c„ est donc égale à la probabilité pour que les écarts aient pour valeurs [A£,, [A£,, ..., [i£„. Cette probabilité est (n" 645)
ou
(v/2 7rfx)" 'v/r.rj.. . /•„
(v^)"~' \/'-, rj . . . /•„
Telle est la probabilité pour que les valeurs />,, p^, ..., p„ soient respectivement erronées de £,, t.>, .... £„.
Cette formule montre que les quantités — '-, —^, ■■ , —^ expriment les
probabilités avec une précision proportionnelle à la racine carrée du nombre des épreuves.
655. Dans la formule précédente, r,, r.,, . . . , r„ sont les probabilités exactes et inconnues; mais on peut, comme dans le cas d'une variable, les remplacer par les probabilités observées/?,, p., . . . /'„. La proba-
balte pour que les valeurs — . ~> • • • > — - soient erronées respectivement de £,,£.,..., £„ peut donc s'écrire
(\/27:)" ' \ipxl",...p„
656. Probabilité des événements futurs d'après les événements observés. — Les probabilités des événements futurs d'après les événements observés sont essentiellement différentes des probabilités déduites de données exactes, et il est indispensable de montrer sur un exemple simple la dissemblance des deux cas.
4'y4 I- liAC.IIF.I.IF.n.
Un événement a ponr prohabilité exacte/?; la |ir(il)al)iii(é |)()iir (jn'il se produise deux fois de suite est p-.
\}n événement s'est produit m l'ois en \x éprouvas, — = p; (|uelle est
la prohabilité pour (|ue l'événement se produise deux l'ois de suite?
Nous admellons que, dans l'ignorance où l'on est de la valeur exacte de la prohahililr de ri-véïiciiieiit, on doit adopter pour cette valeur le rapport du nombre des arrivées de l'événement au nombre total des épreuves. Nous avons vu ijuc. |)ar cette hypothèse, la moyenne de l'erreur est nulle.
La probabilité pour que l'événement se produise deux fois de suite est égale, d'après le principe des probabilités composées, au produit de la probabilité pour qu'il se produise à la première épreuve multipliée par la probabilité pour qu'il se produise à la seconde quand on sait qu'il s'est produit à la première.
La probabilité pour que l'événement se produise à la première
, m épreuve est —
La probabilité pour qu'il se produise à la seconde épreuve, s'étant
produit à la première, est -> puisque l'événement s'est alors produit
m -h I fois en [X -I- I épreuves.
La probabilité pour que l'événement se produise deux fois de suite est donc
fX p. H- 1 '
elle n'est pas égale à (—) •
Les probabilités relatives à une épreuve dépendent, d'après notre hypothèse, des faits qui se sont produits à toutes les épreuves antérieures.
Les probabilités des événements futurs, d'après les événements observés, sont des probabilités connexes et non des probabilités indépendantes.
657. Un événement s'est produit m fois en ij. épreuves; quelle est la probabilité pour que, en a' /tourelles épreuves, l'événement se produise m' fois?
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Si l'événement s'est produit m fois en ul épreuves, l'événement contraire s'est produit u. — m fois.
Supposons d'abord que l'événement considéré et l'événement contraire se produisent, dans les a' nouvelles épreuves, dans un ordre déterminé; que, par exemple, aux/»' premières épreuves, l'événement se produise et que l'événement contraire se produise aux n' = u.' — m' épreuves suivantes. La probabilité d'une telle éventualité est, d'après le raisonnement exposé au paragraphe précédent,
fi fJt + I fi + 2 fJt-h «i — I jjL H- «( fJL
OU
(m— i)! (« — I)! i.m-jj^'— 1)1 '
elle est indépendante de l'ordre considéré.
L'ordre étant indifférent, la probabilité demandée est égale, d'après le principe des probabilités totales, au produit de l'expression précédente par le nombre des permutations de u.' lettres dont m' sont semblables entre elles et n— a'— m' semblables entre elles.
La probabilité demandée est donc
( p. — I ) ! p.'\ ( «i -(- 7« ' — I ) ! ( rt + «' — 1 ) !
( «i — I ) ! ( « — I ) ! m' ! n' ! ( '^ -h ,ul' — i ) !
G.Ï8. Cas de grands nombres. — Un événement s'est produit
m fois en ul épreuves, soit — = p. Si, en a' nouvelles épreuves, révéra nement se produit \i.' p -\- x fois, on dit que V écart apparent est x.
Nous allons chercher la probabilité pour que l'écart apparent soit a;
en supposant que tx et a' soient de grands nombres.
La probabilité pour que la valeur — — p soit erronée de la quantité t est (n° 652)
yJ-Ki^-i /•(! — /■)
Dans les a' nouvelles épreuves l'événement dont la probabilité exacte (et inconnue) est r doit se produire u.' p + a- fois ou
'iy() !.. r.M iiri.iKu.
[>.'{/• -r- i) -+- v fois; la probabil il (■' iriine (elle éventualité est
iH's-i-.ii' ^"îH'/ii — Il
\/iT\/2f/'/-(i - /•;
La probabilité pour qno la valeiir/j soit erronée de la (iiiantilé i et pour (|ue l'écart apparent soit a.- est, d'après le principe des probabilités coniposéos,
|Jl£' ||i.'£-i-a-|'
V7:v2''(' — '■) \/r.\/ tix'r(i — r)
La probabilité pour que l'écart apparent soit .r s'oblient, d'après le prinei|)edc la |>r()babilité totale, en intégrant cette expression par rapport à £ enlrc x el -+- =o; cette probabilité est
V^t/ap'
:da.
On peut, (inaleineiit, renoplacer r par/? et i — /• par c/: la formule s'écrit alors
v/Tri/a//
: dx.
Telle est la probabilité pour que l'écart apparent soit x. Si l'événement avait exactement pour probabilité p, la probabilité pour que, en a' épreuves, il se produise [j-'p -+- x fois serait
dx.
\/n\/-^HJ>q
En comparant cette formule à la précédente, on voit que: L'ignorance où ron est des valeurs exactes des probabilités augmente les écarts dans le rapport de \ JJ- -t- u.' à \[k.
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659. On peut obtenir la même formule en transformant en expression exponentielle l'expression faetorielle du n" (5.Ï7; il suffit de poser
m — np, n = (xq,
et de remarquer qu'on a, d'après le n"'643,
{[j.' I> + x)\ {[!.' q — x)\ ^-r: \ji^ pq p\>-i'+-^ qV-'i-^-
On obtient alors, pour la probabilité de l'écart apparent œ.
()G0. Cas où il y a plusieurs variables. — Nous nous plaçons dans les conditions exposées au n° 654.
Nous supposons que pi épreuves aient été faites et que les n événements possibles se soient produits respectivement ln^, in^, ... m„fois, ces quantités m étant de très grands nombres. On pose
/H, /"■. nt„
Si, en u.' nouvelles épreuves (u.' étant un très grand nombre du même ordre que \i~), le premier événement se produit [a'/j, -i- :r^ fois, le deuxième événement uJ p., + x., (ois, ..., le n'^'"" événement u-'p„ + !fn fois, on dit que les écarts apparents sont x^,x.^, . . . , .r„, (.r, -4-.r,-i- ... + x„ = o).
Nous allons calculer la probabilité pour que les écarts apparents soient x,, a\ r„.
La probabilité pour (|uc les valeurs/),, p., p,, soient respectivement erronées de £,, i.,, ... i„ est (n" 6;")4)
(v/ïî)""' \Jri /'s . . . /•„
478 I.. nAr.iiF.UER.
r\, f\, ... , /•„ désignant comme précédemment les probabilités exactes el inconnues des divers événements.
L'écart apparent étant x, pour le premier événement, cet événement s'est produit a'/), 4- a-, fois en ja' épreuves ou jj(.'(r, + £,) -i- x^ fois ou
fois, et, comme cet événement a pour probabilité réelle /■, , l'écart réel est fji'e, -*- X,.
L'écart réel pour le second événement qui a pour probabilité réelle /•j est de même jjl'£2+ X2, etc.
La probabilité de tels écarts est (n" 645)
^-Wl -. -^ TT—^--^ TT J
(y/aTTp.')" '\//-,r, ... /„
En multipliant cette quantité par la probabilité des erreurs t et en
intégrant le produit pour toutes les valeurs de î,, i„ entre — :c et
-H 3D, on obtient la probabilité pour que les écarts apparents soient .r , .r„; cette probabilité est donc
(vV)"-'
(v/aTT/J.')" '(\/2tc)" V' ''1 ''s- ■• ''«V^''! '■••••■ '■/,
-uyi:
Le premier crochet peut s'écrire
2(fZ-i-/J.
OU
;^!ï77il7)[^^-^')^'--^'i^--^
En appliquant la même transformation aux autres crochets, l'exprès-
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sioii de la prohabilité devient
SjJ.'-
x/ / •••/ ^^*-î= / /— V'-' - dsids^...ds„,.
Pour obtenir la valeur de l'intégrale, posons
elle devient
/ / •••/ t i~-\"-U I >\"-i / dXtdl,...d}.„_,.
et, comme la somme des X est nulle, cette intégrale a pour valeur un (n°647).
La probabilité pour que les écarts apparents soient a;,, a-., . . . , x„ est donc
661. Nous pouvons, comme précédemment, remplacer dans cette formule les probabilités exactes et inconnues /•, , r\, ...,/■„ par les probabilités observées p,,p., ...,p„. La probabilité pour que les écarts apparents aient pour valeurs a;^, a;.,, . . . , a;„ est donc
Si les probabilités avaient exactement pour valeurs /j,, p.,, ..., p„,
'|S(> !.. It.\( 111 I.IKU.
la prol)ai)ilit('> dos érarls .v,, x.,, .. ., ./„, on a' ("prcuvos, sérail
La comparaison des deux formules montre que l'ignorance où l'on est des râleurs exactes des probahilitôs augmente les écarts dans le rapport de \j\>- ■+- \t-' à y a-
(i()2. En a épreuves^ l'événement A, s est produit to, /o«, V événement Aï, m^ fois, . . . , l'événement A„, w„ /ow. ij.' nouvelles épreuves devant avoir lieu, en désignant par m', , /n '.,... . m'„ 1rs nombres des arrivées des événements A,, A., . . . , A„, quelle est la prob(dnlité pour que
ail une valeur donnée s.
fjL et u.' son! de très grands nombres; a,, a., x„ sont des coefficients donnés qui peuvent désigner, par exemple, les pertes possibles d'un joueur à chaque épreuve; s désigne alors la perte totale dans Tensemblc dos a' nouvelles épreuves.
Posons comme précédemment
nin
— Pa-
Supposons que les événements A,, Ao, . . . . A„ aient pour probabilités (/>,+ 3,), (yo, -h £.), ...,(/)„-+-£„); la probabilité de cette éventualité est (n" 654)
(v/aTr)""' \\px + ii){l>-' + ii)-- .(/'« + £„)
Dans cette formule, /), -t- £,,/)j+ £^, ... peuvent être remplacés par/>,, ^2
Ces valeurs (/^ -f- s, ), . . . ( p„ -I- £„) donnent pour la probabilité de de la quantité s (n" 287;
l» — M-'l i/'. + îi I x, + i/i. + Î5ia3 +...+ I /'„ + £«> a„i ;' 2|JL' ; 1 (/■, + £, I a; -1- 1 /), + £.! a? -I- ..-t-ifi„ + e„iai!] — |(p, + c, la, + ( />, + £, la, + ..+ i/i„ + £„ i a„ i- !
v/7Ty/2,u';[(/>, + £,)a? + (/J2-hc,)a^ -H...-f-(/>„-l-£„)3c,;] — [(/>,+£,) 3!, 4- (/J. -H îj a, -!-... + (/J„ + £,,)a„ ]-^;
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On doit négliger les £ dans le dénominateur de cette expression et dans le dénominateur de l'exponentielle: il faut, au contraire, les conserver dans le numérateur de l'exponentielle, car ce numérateur peut s'écrire
et l'on voit sous cette forme que, les termes entre crochets étant du même ordre (de l'ordre de s/j"-'), aucune quantité ne peut être négligée. La probabilité des valeurs (/>, + £, ), . . ., {p„ ■+- £„) et s est, d'après le principe des probabilités composées, égale au produit des deux dernières expressions, et la probabilité cherchée est, en vertu du principe des probabilités totales,
/" r" r'iJ^')" c ''' ''' ''"
i i — ij.' (!;), + £, la, +. .-f I /!„ •+- î„ I a„ 1 1-
X (1^1 f^/^i ■ ■ cU„-i.
\fT.y:ili.'][PiCf.]-\-piV.\-T- . . . -^p^y.l'] — [/),a,-t-/>5 0!, + . . .-)-/>„ a,,]- [
On doit dans cette formule remplacer £„ par — (î, -H £o +. . . ^- £„ ,). Lors(ju'il n'y a qu'une variable t, l'expression se réduit à
-»\/î:V'2/'i/^i ^fr^^'il'-' PiPii^t — a.>)-
dt;
elle s'intègre facilement et devient
1»— H.'(a,/)i + a,/).il'
u-i-u.- 2|j.'/.,p,ia,— a,)'— -^
Dans le cas où le nombre des variables est quelconque, les intégrations sont pénibles; il est à la l'ois plus simple et plus élégant de résoudre le problème en faisant appel à la théorie des probabilités connexes.
Posons
s^[t.' p^y-x-h ^' riv-i-r^. . . + (/'/)„ a„ 4-^-;
'|82 !.. lîACIIF.I.IEU.
.r est ['écart. I.o ]ir()l)lt'me considiTi' revient à clierclier la probahilitide cet écail.
Supposons (iirim ioiiciir II perde, à chaqueparlic, une sonfime égale à l'accroissonient de l'écart à l'épreuve correspondante ; supposons que les [x' nouvelles épreuves soient eirectuées et qu'elles aient donné
m\, m, ///,, pour les nombres des arrivées des événements A,,
Ao A ,. L'écart x est alors connu, ol il a pour valeur
X — a, m\ + «5 ml -f- . . . + ot„ /«,', — fji' ( st, /', -+- a. /'s -!-... + «,, /'« )•
Si une nouvelle épreuve a lieu, l'événenient A, s'étant produit
w, + m', fois en [ji.+ a' épreuves a probabilité — p^ de se produire,
et alors l'écart augmente de la quantité
Il y a de même probabilité — ^ r pour que l'écart augmente de
etc. L'espérance mathématique du joueur H pour une nouvelle épreuve est donc
OU
czim'i + !x.,m\ H-. . . -4- cii.„m'„ — /jL'(a| />, -+- 1Z2/J2 -1- • • ■ -^ <x,iPn)
[x-i-ix'
L'espérance mathématique du joueur H pour une nouvelle épreuve est égale au produit de sa perte actuelle par une fonction de u.'.
La fonction d'instabilité du jeu de H pour une nouvelle épreuve se calcule de même, et elle a pour expression, après suppression des quantités négligeables,
L'espérance du joueur 11 étant égale au produit de sa perte actuelle par une foiiclion de ul' et la fonction d'instabilité de son jeu étant constante, il suffit d'appliquer la formule démontrée au n" 314.
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La probabilité pour que le joueur H perde la somme a; en y.' épreuves est exprimée par la formule
F étant l'intégrale de l'équation différentielle
d'où
F = 2f/'j [oe^/?, H- a^/), +. ..+ txlp„] — [«,/), + a,p. -i- . . . -h a„p„]-\^ ^ •
La probabilité de l'écart x est donc
tX-4- U.'
Si les probabilités des événements A,, Aj, . . . , A„ avaient pour valeurs exactes/?,, yjo, . . . , p„, la probabilité de l'écart x serait .
2 1J.' ; I a;;), + a.i/..,-i-...-Ha,i/)„| — |a,/', + o:,/>;4-,..+ a„/i„r' j
L'ignorance où l'on est des valeurs exactes des jtrohabililés augmente les écarts dans le rapport de \^. 4- a' à \ a.
CIIAPITUE xxin.
PHOUAHILITÉS Di:S CAUSES.
(i(io. Il l'sl ulilc lie l'aire coiiiprciulrr le sens aUrihué au mot cause dans le calcul des probabililés.
l II joueur a joué cii)(| parties: à chaque partie il avait égale probabilité de gagner ou de perdre un franc; finalement il a gagné en totalité un rraiic. A la troisième partie il avait nécessairement perdu un franc ou gagné un ou trois francs; ces trois alternatives sont dites les causes du fait observé qui est le gain total de un franc.
Lors(|u'on ignorait l'issue du jou, les causes avaient pour probabilité (I priori ô^ s ^t o' Lorsqu'on sait que le joueura gagné finalement un fianc, sans savoir quelle a été la suite de ses gains et de ses pertes, les probabilités des trois alternatives, c'esl-ii dire les probabilités des trois causes, se trouvent cliangées; on les nomme probabilités a />o^teriori.
(j(i4. Deux urnes A et B soiil d'appareuce identiques; la première renferme dix boules blanches et une boule noire, la seconde dix boules noires et une boule blanche; on désigne une des urnes au hasard; la probabilité de désigner l'urne A est -■
Supposons maintenant qu'avant de constater quelle urne on a designée on cxliMie une boule de celle-ci. Si la boule est blanche, il est très probabli> (jue l'urne désignée est A, et la probabilité pour qu'on
ait désigne l'urne A est jilns grande que ■
Les deux alternatives possibles sont la désignation de l'une ou de l'autre urne: elles sont dites les causes du fait observé, (jui es! la sortie d'une boule blanche.
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Lorsque taboulé n'était pas encore extraite, les deux causes avaient pour probabilités a priori — Lorsque la boule est extraite, ces probabilités, dites a posteriori, ne sont plus égales.
Nous allons maintenant établir la formule générale des probabilités des causes.
Formule de Bayes. — Diverses causes E,, E, E^ ont pu
produire un événement observé. Les probabilités des causes, lorsque le résultat n'était pas encore connu (probabilités a priori), étaient m,,
^■2 TOa. L'événement se produit; la cause E., qu;nid on est cerlain
que c'est ellecjui agit, donne à l'événement la probabilité II,. Quelle est la probabilité pour que E, soit la cause de l'événement (probabilité a posteriori) ?
Soif r la probabilité eberchée; nous écrirons de deux manières dili'érentes la probabilité pour que le fait se produise et qu'il soit du à la cause considérée.
i" Il faut d'abord que la cause soit mise en jeu (probaiiilité cr,) et qu'elle produise l'événement (probabilité II,).
2" Il faut que l'événement se produise (probabilité
et que, s'étani produit, il soitdùà la cause désignée (probabilité. r). On a donc
d'où
ôTi n, ^ CT, n.> -1- . . . -1- GT/, n<.
Telle est l'crpression de la probabilité a posteriori.
666. \i\w urne contient^/ bmiles; les unes sont blanches, les autres noires; on ignore en quelle |)roportion. On tire a boules en remettant chaque fois la boule sortie. Il ne sort que des boules blanches. Quelle est la probabilité pour (|ue l'urne renferme /• boules blanches ?
Soit ûi„ la probabilité a priori [)i)iir ([u"il \ ail // lilanches.
/|8() I,. r,\c.iiK,i.ii-.n.
S'il V a '/ l)laii' lii'>, la [d'iihabilité pour en cxlrairc [;. de suite est
D'après la rormule de Bayes, la probabililc (t posteriori ^owv (|u'il y ail /• boules blanches est
1^ / a\V- cî, t M- -4- (,), 2i^ H- . . . -h nî„ rtl^
Il faut connaître a priorité,, xs.,, ..., tn^ sur lesquels on peut faire plusieurs hypothèses.
Sn|)posoiis par exemple que toutes les compositions de l'urne soient a priori également vraisemblables; alors tous les rar sont égaux,
et la formule se réduit à
kv^
Si par exemple a = 4. ^' — 3, [jl = 2, la probabilité a posteriori est 0,3.
Supposons encore que l'urne soit remplie en tirant au hasard les couleurs blanche et noire avec égale probabilité pour chacune. La probabilité a priori pour que l'urne contienne n boules blanches est
n'.(a — rt ) 1 \ 2
Pour obtenir les probabilités a posteriori, il suffit de remplacer dans la formule générale les quantités rrr par cette valeur. Si, par exemple, a r= 4> ^' ^= 3, [JL = 2, la probabilité a posteriori est o,45.
Probabilités des causes dans les épreuves répétées
Un événement s'est produit m fois en a epreiwes (^identiques) ; quelle est la probabilité pour que ce fait ait pour cause une râleur y de la probabilité de l' événement ?
Soit îô (^y ) ily la probabilité a priori (supposée coimue^ pour que la probabilité de l'événement ait pour valeur/.
Si la cause qui produit l'effet observé, c'estrà dire l'arrivée des m événements, est la valeur j, elle donne à l'arrivée de ces m événements la prohabilité
en posant m -h n = a.
La probabilité pour que le fait considéré ait pour cause une probabilité de l'événement comprise entre j et v + c/x est, d'après le théorème de Bayes,
r"'{i — y)" Tn{y)ily
j""(i— j)"5T(j)rfy
Les limites de l'intégration sont nécessairement comprises entre zéro et un.
La dernière formule exprime la probabilité a posteriori pour que l'événement considéré ait pour probabilité^.
668. Expression finale de la probabilité. — Si le nombre u. des épreuves était infini, l'événement considéré et l'événement contraire se produiraient proportionnellement à leur probabilité, de sorte que
la fraction ~ exprimerait exactement la probabilité de l'événement
considère.
Cette valeur correspond nécessairement à la plus grande probabilité a posteriori. Cette plus grande probabilité s'obtient en annulant la dérivée par rapport a y du numérateur de l'expression générale du paragraphe précédent, c'est-à-dire en posant
Si m et n sont infiniment grands, la formule devient
■^ m -+- Il
669. Étude d'un cas particulier. — Lorsque le nombre a des épreuves n'est pas très grand, à chaque hvpothèse faite sur la fonction tu correspond une valeur différente pour la probabilité a posteriori.
'|SS I,. lîAnnKi.iF.R.
Si l'un n'a aiicuin' idée a p/ion >iuv les prciljabililcs, riiyitullit'sf la plus simple consiste à poser ts — i, ce qui revient à considérer comme également vraisemblables lonli's les valeurs de la probabilité entre zéro et un.
Alors le dénoniinaleur île la probabilité a posteriori (\\" ()()7) est l'inléurale eulérienne
f y'"(i-.y)"dy=^
ni
La probabitité cherchée a donc pour valeur
G70. La valeur la plus probable de j est La valeur niovenne de y est
'i^!L±f±lllr-(i-y)"<v:
671. Expression pénultième de la probabilité. Lorsque le nombre des épreuves est très grand, les probabilités a posteriori sont, comme nous l'avons vu (n" 652), indépendantes de toute hypothèse sur les probabilités a priori.
La formule relative à ce cas, obtenue indépendamment de la théorie des probabilités des causes, peut être également démontrée en faisant appel à cette théorie en supposant que le nombre des épreuves soit très grand.
L'événement s'étant produit m fois en jj. épreuves, sa probabilité est
voisine, lorsque a est très grand, de — =/>; désignons cette probabilité
Si l'on développe cï(j)-- î7î(/j-H£) par la formule de Taylor, cette fonction se réduit, puisque £ est infiniment petit, à sa partie constante, de sorte que la probabilité a posteriori est la même que si l'on avait supposé a priori rrr égal à un.
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La probabilité a posteriori d' une valeur y est donc
{m -h II -1- 1 ) !
VHi)
r"'(i —y)" dv
En remplaçant V par/? -h i, on obtient la probabilité d'une valeiii
( m -r- Il -\- \)\
■ l)"'ll"
Le premier crochet a pour valeur asvmptoti(|ue
III '\- Il + \
\l'iT.{in -+- /O/"/
Désignant par a le second crochet, on a
log« = m log:( I +
«log(.-i)
£- / /« Il
2 \p- 7^ en négligeant les termes en a', on a donc
et l'expression de la probabilité devient, en remplaçant m [)ar ^p et « par u. q,
dE.
Nous retrouvons la même formule que précédemmeiil.
672. Étude du cas généraL — Supposons maintenant que gï(j; soit quelconque, mais développable en série entière
et que les valeurs de j s'étendent depuis zéro jusqu'à un ; alors le B. — I. 62
/|(-)o !.. I!.\»;iii;i.ii:k.
clciioiniiialeur de roxprcvssioii générale de la prubabililé a posteriori
(n» GG7),
se compose d'une série d'intégrales euléricnnes.
Si l'on désigne par S la somme de cette série, la probabilité a posteriori est
Soit, par exemple
La probabilité de la valeur/ est
y"'{^—y)"^(y)dy _ )"'+°'(i— y)"c?/ f /"'(i-y)"ro(j)<v- / y"'^«(>— j)"rf/
_ (m + ra H- « + 1 )!/'"+«( I — >')" dy ^ ( wi -h a ) 1 « !
La valeur la plus probable dej est
m + en
La valeur moyenne est
'«i -f- oc + I
tu
Ces valeurs sont très voisines de ^—7;^ dès que a est petit auprès de m et de n.
674. Cas où il y a plusieurs variables. .4 chaque épreuve (toutes les épreuves étant identiques), n événements peuvent se produire et il s en produit nècesscur (nient un et un seul.
En IX épreuves, le premier événement s' est produit m, fois; le second, m., fois; ...: le n'""% m„ fois (m, -^ m..-h ... -h m„ ^ [a). Quelle est la probabilité pour que ce fait ait pour cause les valeurs J, , Js • • ■ • 1 yn <^^^^ probabilités des événements?
(On doit nécessairement avoir y, + y^ 4-... + r„= i.)
En d'autres termes, quelle est la probabilité a posteriori pour que les événements considérés aient respectivement pour probabilités r,, Vî, ..., v„.
Soit ny(v, , y., ..., j„_,)i^J, dy.,...dY„-<. la probabilité a priori (supposée connue) pour que les probabilités des événements soient y,, j2' •••> Jn-i. c'est-à-dire pour que la probabilité du premier soit comprise entre y, et y, +dy^, celle du second entre j'o et >% -i-f/y., ....
Si le fait observé a eu pour cause les valeurs y,, /j, v„_i, celles-ci
donnent à l'événement observé la probabilité (n° 664)
/«,!/«,!... /»„!''•-''-'• •■•^"-'^'~-^' .12-- ■ •-.>«-!) "' et la probabilité demandée est, d'après le tbéorème de Bayes,
rT''.r'"^- ■■■y"'"T'(' — ji — .n'"- ■• — .T/.-i)"'"ro(.yi-.y2 r«-i)^.yit^y..... riy,,.,
/ / ••• //"''jo''-- • j'«-T'(' — ji — 72 — •■ • — j«-i)"'"ro( 1 i.ji 7/.-i)«'ji'^0'2-- ■ «[>■"-
L'intégration s'étend à toutes les valeurs de y,, jj, ...,y„_, (elles que
si l'on suppose que la fonction xs s'étend |à ce même système de valeurs.
675. Expression finale des probabilités. — Si le nombre a des épreuves était infini, les événements se produiraient proportionnellement à leur probabilité, et il n'y aurait à considérer que le seul système de valeurs
Ces valeurs correspondent nécessairenieni ii la plus lirande probabilité a posteriori. Cette plus grande probabilité s'obtient en annulant les dérivées par rapport aux diverses variables du numérateur de l'expression générale du paragraphe précédent. Oi-, la dérivée par rap-
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pin'l à v, |»('iil s'i'criro
jï'.-'r:'- . . . v',;-T' ( 1 - J. - /i - . . ■ - v„_, )"•"-'
X [»i,(i —>•,—/. — ...—.v„_|) — .)-,/»„]ro-)-.>'i(i -yi--jî — . .— j„-i)-r— ;
si on l'ép;aIo à zéro en lU'gligeaiK les termes qui ne contiennent pas en t'actour les ([uantités m , m,„ on obtient
"'iii — 7i -.'î— ■ • —yn-\)—y\"tu-o
et n — 2 équations analogues, i.a solution de ce système est nécessairement
/«, nii III,,
676. Étude d'un cas particulier. - Si [x n'est pas très grand, à chaque hjpothèse faite sur la l'onction ci correspond une valeur différente pour la prohabilité a posteriori.
Si l'on n'a aucune idée a priori sur les probabilités, riiypotbèse la plus simple consiste à poser 0 = 1. Alors le dénominateur de la probabilité a posteriori (n" 674) est l'intégrale
// ■ ■ -fyT'fT' ■ • ■/;;'-,'{ '-/i -72 -. • --/«-.r-f/ji dy, . . . r/j„_„
qui est étendue à tous les systèmes de valeurs de v >.}'„ 1 ''''* que
Cette intégrale est du type de celles qui ont été déterminées par Dirichlel ; sa valeur est
Yi m,^ i)r(/«o+ 1) . . .T(m„^i-+- i)r(/»„+ 1) T(/ii^ -)- /«, + . . . H- /?i„-t- /) )
ou
m , l III .^l . . . in„ !
., //* I -H «/ 2 -+- . . . -4- in„ -+- H — 1 ) I La probabilité cherchée a donc pour valeur
x/ï",>T- ■ ■.C^,'(' - Ji -y,-...-yn-ô"'-dy,cly, . . . ,/j„.
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677. Expression pénultième de la probabilité. — Lorsque lo nombre des épreuves est très grand, les proliabilités a posteriori sont, comme nous l'avons vu (n" 654), indépendantes de toute hypothèse sur les probabilités apriori.
La formule relative à ce cas, obtenue indépendamment de la théorie des probabilités des causes, peut être égalemont démontrée en faisant appel à cette théorie, en supposant que le nombre des épreuves soit très grand.
Comme dans le cas d'une seule variable (n° 67 I), on verrait que supposer un grand nombre d'épreuves revient à admettre que 13 = 1. En transformant ensuite la formule du paragraphe précédent par le même procédé que dans le cas d'une variable, on serait conduit à la formule du n°655.
678. Étude du cas général. — Supposons maintenant que cj(j,, y.,, ...,)'„_,) soit quelconque, mais développable en série entière
et que la fonction u s'étende à tous les systèmes de valeurs de r,, y., ..../„-i tels que
le dénominateur de l'expression générale de la probabilité a posteriori
X ^ (7i- y-- yn-\ ) ày, dy, . . . f/r„_,
se composera alors d'une somme d'intégrales de Dirichlet et pourra ainsi être obtenu sous forme d'un développement en série; en désignant par S cette série, l'expression de la probabilité sera
Î^JT'/'"'-". »■«",'(• -Ji-.v^---- '•-,--i)"'"57(.. •,.«., ,)■„ ,)(/y,r/y,...r/y„_,.
679. Probabilité des événements futurs d'après les événements observés. - Un événement s'est produit m fois en u. épreuves ;
494 '■• n.\niF,i,iF.R.
quelle est la probahilité pour que^ en u.' nouvelles épreuves, il se produise suivant une toi donnée ?
Toutes les épreuves passées ou futures sont supposées identiques.
SoitX (y) la probabilité a posteriori pour que l'événement considéré ait pour probabilité )'.
Soil ■]/ (r, ul) la |)robabilifé pour que l'événement so produise suivant la loi donnée en ij. nouvelles épreuves quand la probahililé de l'événement est j.
La probabilité pour qu'on obtienne la valeur y et pour que l'événement se produise suivant la loi donnée est, en vertu du principe des probabilités composées,
D'après le principe de la ])robabilité totale, la probabilité cherchée est la somme des quantités analogues pour les valeurs de j qui satisfont à la loi donnée; cette probabilité est exprimée par l'intégrale
si l'on suppose que X est une fonction continue.
On peut aussi écrire, en remplaçant X par sa valeur (n" 667),
/.■>•'"(' — y}" ^(.j)'^{.y' i'')dy
Jr"-{i-y)"rn{Y)r/y
L'intégrale du numérateur est relative aux valeurs de y que rendent possibles la forme de la fonction m et la loi exprimée par la fonction '|i.
L'intégrale du dénominateur s'étend aux valeurs de y que rend possibles la forme de la fonction cr; on peut toujours lui donner pour limites zéro et un, mais en changeant la forme analytique de l'élément.
Lorsque cî = I, l'expression de la probabilité se réduit à
Yj[] — J J"'(ï ~ y y ^{y, i^')^'y-
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fiSO. Un événement s'est produit m fois en a épreuves; quelle est la probabilité pour qu'il se produise m' fois en p.' nouvelles épreuves ?
Nous nous plaçons dans l'hypothèse où es - i. On a, dans le cas considéré,
en posant li.' = m' -\- n'.
La probabilité cherchée est donc
OU
m' \ n'\ {m + m' + n -\- II' -\- \)\
La probabilité pour que l'événement se produise si l'on fait une seule
épreuve est ; elle est très voisine de — quand m et n sont de
grands nombres.
68 1 . Un événement s'est produit m fois en ik épreuves ; quelle est la valeur moyenne du nombre des arrivées de l'événement en [x' nouvelles épreuves ?
Si la probabilité a posteriori de l'événement a pour valeur y, la valeur moyenne est ;j.'v. La valeur moyenne cherchée est donc, d'après les principes des probabilités composées et totales,
{m -+- n -hi) m
rt + i)! r' , , , , u.'(wH-i) u.'(m-\-\) ■ ; / y'" I - V V Ydy z= ^tl L - i±J L.
Lorsque u. est un grand nombre, la valeur moyenne est très voisine de
La valeur la plus probable du nombre des arrivées de l'événement
en n! nouvelles épreuves est également u! —quand [x est un grand
nombre. On le démontre en cherchant la plus grande valeur que peut obtenir l'expi'ession finale du n° 680.
'|()() 1 . I.AClIKIII'.r,.
i\H'2. Lvvcneinc/il A s'csl produit m J ois en [j. rprctivcs et l événement contraire B, « =: a — m fois. Quelle est la probabilité pour que, si Von fait de nouvelles /'preuves., i événement A se produise k fois avant que i événement B se produise h fois ?
La question dont il s'aj^it n'est autre que Xa problème des partis dans le cas où les probaliiiilés nv sont pas exactement connues.
(ihei'chons la probaliililé pour que le l'ail doni il s'agit se piddnise en [x' épreuves cxactenienl.
Si le fait se réalise en u.' épreuves exactement, c'est que, dans les ;j. — I premières épreuves, l'événement s'est produit k — i fois et que de plus il s'est produit à la fx'*'"" épreuve.
La probabilité pour qne. dans les pi' — i premières épreuves, l'événement A se produise /* — i fois et l'événement 15, u.' k fois, est (n" ()80)
(w. + » + !)! (|m'— i)! (/» + A' — !)!(/< + pt'-/.)!
i/événemeni A doit ensuite se produire à la [j.''""" épreuve s'élant produit m + X- - i fois en m + « + [^' — i épreuves. La probabilité de cette éventualité est
La probabilité pour (|ue le fait considéré se produise exactement à la ti.''"™'" nouvelle éprenve est égale au produit des deux probabilités précédentes; elle a donc pour valeur
( /» 4- /( -(- I ) ! (|jl' — I ) ! ( /» H- /,- ) 1 ( /J H- p.' — A) !
m ! n ! (A - i) ! (fx'— A)! {m + n + ij.' + i)\
La probabilité pour que l'événement A se produise /r fois avant que l'événement B se produise /i fois s'obtient en sommant les quantités analogues pour toutes les valeurs entières de [x depuis k jusqu'à k + h~ I .
()8."5. Un événement s' est produit m fois en \j. ^^ m + n épreuves ; quelle est la valeur moyerme du nombre des nouvelles épreuves qu'il faut tenter pour que l' événement se produise k fois de suite ?
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La question dunl il s'agit n'est anlii- t\uv io prohiémc des rhissitcs successives dans le cas on les probabilités ne sont pas exaclcintMil connues.
La probabilité pour que l'événement considéré ail, a posteriori, pour probabilité y est, d'après la formule du n" ()0'),
Si la probabilité est v, la valeur moyenni' est ( n" 122)
La valeur moAenne cherchée est donc, d'après les principes des probabilités composées et totales,
Si m est inférieur ii k, la valeur moyenne est infinie. Si m est égal ou supérieur à /, l'intégrale est la difterence de deux intégrales eulériennes ; la valeur moyenne est alors
n — k)\ (^in ~ n\\\
684. Cas où il s'agit de grands nombres. — Reprenons le problème général étudié précédemment (n° G80) et supposons que m, /i, m', n' soient de grands nombres ; posons
m II
d'où
La valeur moyenne et la valeur la plus probable de m' sont a'/>.
Posons donc
rn':=\t!p + x. Il' ^^ ^' q — x.
X est V écart apparent.
Remplaçons, dans la formule finale du n" (580, les quantités rn,u, B. - 1. 63
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m', ri' \)i\r Unir valeur cii rdiictidii de iJ., u.', p, q, x, et (ransforninns rox|)n'ssi(iii factorit'lli' en i-xpoiieiilielle; cette rormnlc ilcvit'iil alors
\/n\/:>.lx'pq
/"fZ/e «/ /a prohabilité de l'écart x.
Nous nous sommes placés dans riiv|)othèse où nî = i, mais, le nomhrc a étant très grand, le résultat est indépendant de cette hypolliése, il exprime nne loi pénultienne.
xNoiis l'avons d'ailleurs obtenu précédemment (n° 058) sans avoir recours à la théorie des probabilités des causes.
68."). Cas d'une loi initiale quelconque. — Si le nombre ]x n'est pas très grand et si la l'onction îtt est quelconque, la probabilité pour que, en \l' nouvelles épreuves, l'événement se produise m l'ois quand il s'est produit m fois en a épreuves est (n" 679)
/!" ", / v"'+"''(i — v)"+"'nT( y) (Iy _ ,
si l'on suppose que la fonction nj s'étend à toutes les valeurs dev de zéro à un.
Si de plus fn est développable en série entière, chacune des intégrales est decomposable en une suite d'intégrales eulériennes et la probabilité est alors exprimée par le quotient de deux séries.
086. Importance des formules pénultièmes. — Les résultats les plus ini[)orlanls de la théorie (|ue nous venons d'exposer sont exprimés par des lois finales et pénultièmes ; il est donc utile de connaître les conditions a priori que supposent ces lois.
Soit cj (y) la probabilité a priori pour qu'un certain événement ait pour probabilité V.
CAi.cui. nr.s pnonAnii.iTÉs. '(()r)
La quanfifé crfv) doit nécessairement cire [)Osifive et telle que la somme de ses valeurs pour toutes les valeurs possibles de y soit un.
Si nr (j) est une fonction continue ne s'annulant pas et ne devenant pas infinie entre zéro et un, les formules finales et pénultièmes sont légitimes, pourvu que toutes les alternatives possibles se soient produites un grand nombre de fois.
Les formules pénultièmes sont donc applicables quand la loi des probabilités a priori osl quelconque; mais en quelque sorte naturelle, et il faut, pour les mettre en défaut, former de toutes pièces des lois particulières qui ne présentent aucun intérêt au pointde vue du calcul des probabilités.
Si l'on ne connaît rien sur la probabilité a priori d'un événenienl, la fonction cï (v) peut être quelconque; mais elle ne peut pour aucune valeur de r devenir négative et zéro est son minimum absolu ; la supposer nulle pour un intervalle fini dey est se placer dans un cas infiniment particulier ; c'est précisément ce cas qui mettrait en défaut les formules finales si celles-ci conduisaient à une valeur de y qui devrait être nulle a priori.
L'emploi des formules finales et pénultièmes est donc légitime.
687. Il n'est peut-être pas inutile de donner un exemple qui montre la décroissance de l'influence des hypothèses initiales lorsque le nombre des épreuves augmente.
Supposons qu'on ait fait 2m épreuves et que l'événement se soit produit rn fois.
Dans l'hypothèse où îtt = i, la probabilité pour que l'événement se
produise à l'épreuve suivante est -•
Considérons une autre hypothèse et posonspar exemple cj(i)= i ij''". Lorsqu'on supposait que cj avait pour valeur un, la probabilité de
l'événement avait a priori autant de chances d'être supérieure à -
que d'être inférieure à -•
Dans l'hypothèse où rrr (v) = 1 1 v'", il n'v n, a priori, (|u'une chance sur deux mille pour que la probabilité de l'événement soit inférieure
5oo I. r.AriiF.i.iF.n.
Le socoikI l'IIS, pour ('Iri' (n''> ilillV'rciil ilu |»i'(Miiii'r. l'diHluit ccpen- (l;iiil à (les cllitrres li'rs voisins si m est un ^riind niinilui".
La l'oriniilf ci-dessus (n" GS.')) permet de calculer sans difficuUé la probabilité pour (|ne l'événement se produise ii l'épreuve suivante,
I IM / III
dans ivimt lese où vn(y) i i v ; cette prolialiilile est
Lnrs(|iie ni ■-- loo, elle a |)our valeur o,')2 5; lors(|ue m--- loooo, elle a pour valeur o,5oo2; elle est donc très proche de la valeur asymptote o.ôooo obtenue dans l'Iiypothèse où cî = i.
()<S8. Les lois finales et pénultièmes ne sont vraies (|ue si ions les cas possibles se sont produits un grand nombre de l'ois. Sur 'iooo épreuves un événement ne s'est jamais produit; (luelb; est la pndtabilité pour qu'il se produise à l'épreuve suivante ?
Nous n'en savons rien ; nous pouvons affirmer que cette probabilité est petite; mais il ne nous est pas |)ossible de donner un chid're sans faire une hypothèse sur les jjrobabilités (i priori. Suivant que nous adopterons telle ou telle hypothèse, le résultat sera absolument diil'érent.
Sur 'iooo é|»reuves un événement s'est pioduit looo fois: quelle est la probabilité pour qu'il se produise à l'épreuve suivante ?
Cette probabilité est nécessairement très voisine de -■
La différence capitale qui existe entre ces deux derniers problèmes semble indiquée par le bon sens.
(i89. Le bon sens est par contre insuffisant pour apprécier les probaiiifités lors(|ue tous les cas possibles ne se sont pas produits un grand miuibre de foi-; : nous allons le prouver par un exemple.
L'événement A s'est produit deux fois en cinq épreuves et l'événement contraire B, trois Ibis. Si l'on fait une nouvelle épreuve, la prohabilité pour que l'événenienl A se produise (n'M>80) est -; elle est
plus petite (|ue -• La pioiiahilité pour que l'événement A se produise
quatre fois si l'on fait (jualrc nouvelle;^ épreuves est —;
Si l'événement A avait pour probabilité -. la |)robahilite pour qu'il
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se produise quatre l'ois de suite serait --., elle serait donc plus petite
que — • Ce résultat semble paradoxal.
Dans le premier cas, le t'ait observé n'exclut pas d'une laçon absolue l'hvpothi^se où l'événement A serait plus probable que l'événement B. Dans le second cas, au contraire, cette hypothèse est exclue par définition ; c'est ce qui ex|)li(|ue le paradoxe.
Pour bien saisir la différence qui existe entre les deux cas, analysons la méthode qui conduit, pour la valeur de la probabilité, à la fraction — ■
La probabilité pour que révénement A se produise quatre t'ois de suite est, d'après le principe des probabilités composées, égale au produit de la probabilité pour qu'il se produise à la première épreuve multipliée par la probabilité pour qu'il se produise à la seconde épreuve quand on sait qu'il s'est produit h la première, multipliée par la probabilité pour qu'il se produise à la troisième épreuve quand on sait qu'il s'est produit aux deux précédentes, multipliée enfin par la probabilité pour qu'il se produise à la quatrième épreuve quand on sait qu'il s'est produit aux trois autres.
Dans le premier cas, la probabilité est donc égale an produit
La seconde fraction, ^j exprime la probabilité pour (|ue l'événement A se produise à l'épreuve suivante quand on sait qu'il s'est produit trois fois en six épreuves; - est la probabilité pour (]ue l'événement A se produise à l'épreuve suivante (juand on sait (|u'il s'est produit quatre fois en sept épreuves; — est la probabilité pour ([ue l'événement se pr-oduise quand on sait qu'il s'est produit cinq fois en huit épreuves. Parmi les quatre fractions, la première est inférieure à -y mais les
deux dernières sont supérieures ii - C'est ainsi que, dans l'ensemble, les conditions du problème supposent à l'événement A une probabilité supérieure ii -■
002 !.. lîMIIll.lKK.
(iOO. Cas où il y a plusieurs variables. - Iwi [j. épreuves, l'événement A, s'est pro luit m, fois ; l'événement X,, m^ fois : . . . ; l'événement X^, m„ fois. Quelle est la prolnthilité pour que, en <x' nouvelles épreuves, les événements se produisent suivant une loi donnée ?
On suppose quo les événements s'excluent, que l'un quelconque d'entre eux se produit nécessairement ii clia(|ue épreuve et que toutes les épreuves passées ou futures sont identiques.
SoitX(y,, Vj .Vn-i) la probabilité a posteriori j)our (|ue les événements considérés aient pour probabilités respect ivesj,,jo, ..., y„_,.
Soit 4' (.Vo.Vi. •••v.v„ I, u^ ) la probabilité pour (jue, en fi' épreuves, les événements se produisent suivant la loi donnée quand les probabilités de ces événements sont j,,.)'::» •■•' yn-\-
La probabilité pour qu'on obtienne les valeurs jM.y^. •••■, .Yn-i et pour que les événements se produisent suivant la loi donnée est, d'après le principe des probabilités composées,
/■(/.■ V2 y«-i)|(.yi.y2 — ,. ■»•«-! -f^')"^/!^'/.!- ••'(''«-> •
D'après le principe des probabilités totales, la probabilité cherchée est la somme des quantités analogues pour l'ensemble des valeurs de y^,y■•., ..-, Jn-i qui satisfont à la loi donnée; cette probabilité est donc exprimée par la formule
qu'on peut aussi écrire en remplaçant A par sa valeur (n" 674) f [■ • • fr'i'J'"'-- •/'"^î'(i - vi - j.-. ■ .-,y«-.)"'"nT'^ <>i <y2 ■ ■■^/r,,.,
fj ' ' ■/ ^""•^"' • ■ ■•^''-^' ( ' - .Xt - J'2 - • • - y«-< )'"" '^ dy, rfy, . . . dy„_,
L'intégrale du numérateur est relative aux systèmes de valeurs de Y,, y.,, . ., y„-i tlue rendent possibles la forme de la fonction ci et la loi exprimée par la fonction ■\i.
L'intégrale du dénominateur s'étend aux systèmes de valeurs que rend possibles la forme de la fonction gî.
Lorsque ro = i, l'expression de la probabilité se réduit à
691. En u. épreuves, l'événement A, s'est produit m, fois ; l'événement Aj, m^fois; ... ; l'événement A„, m„ fois. Quelle est la probabilité pour que, en p.' nouvelles épreuves, l'événement A, se produise m\ fois; l'événement A^, m., fois ; ... ; l'événement A„, /n'„ fois?
Nous nous plaçons dans l'hypothèse où ra= i. On a, dans le cas considéré,
(/»', + m,~{-. . .+ m'„) /«', ! ni\ ! . . . /«;, !
La probabilité est donc
( /«, -f- /«., + . . . H- /»„ -f- // — I ) ! (in', + ni'.,-h . . . + ni'„)l
in, ! in.,l . . . ni. !
l'intégration s'étendant à toutes les valeurs telles que
La probabilité cherchée est donc
{nii-h 'n,-h ■ . . + rn,^-ir 'I — i)! ^ (/»',-+- /«^ ^- ...+ /«',) ! m, ! /«2 ! . . . /n,i ! /« ', ! m'.^ !.../"„!
(/«,-!- /«', ) ! { m, -\- ni',)'. . . .{ nia -+- m',, ) !
{nii -h m, -h m.2-h m,-\- . . .-^ ni,^-h m„+ /> — \)\
La probabilité pour (fue l'événement A, se produise si l'on fait une seule épreuve est — ; elle est très voisine de — '■ lorsciue u. est un
' [j.-i-n' ij. ' '
grand nombre.
692. Supposons que m,, tu. ///„, in\, m'.,, .... in\^ soient de grands
nombres; posons
=P\^ ~ IJi- •• ' =Pn-
FF F
'i(>/| !.. UAnill'.I.IKU.
Posons encore
m\ = ix'p, + j\ ni'.,—.iJ.'p,~hJ-i. ..., ni'i,-=ni.' p„+ .r„;
.r,, .1;,, .... x„ sont les écarts apixiirnls.
Transformons l'expression l'aelorielle en exponentielle; elle devient
_,|d..d....^li|
- V-' I /•• Ih l'n J
Si les événements avaient pour probabilités exactes Pi,p,, ..., /^,, la probabilité pour que les écarts soient a:,, ic^ x^ serait (n° G''i5)
(S1T.\t.) \lhl>l- ■ -l'n
L'ignorance où l'on est des valeurs exactes des prohahililcs augmente doncles c'carts dans le rapport de \ u-i- u.' ù \j]x.
Nous nous sommes placés dans l'bypothèse où ra; = i; mais, l(> nombie u. étant très grand, le résultat est indépendant de cette liypothèse.
Le théorème ci-dessus, l'un des plus importants du calcul des probabilités, exprime une loi pénultième; il est indépendant de toute hypotlii'se sur les valeurs initiales des probabilités.
Nous l'avons d'ailleurs démontré précédemment (n°G61) sans faire appel à la théorie des probabilités des causes.
693. Si ;ji n'est pas très grand et si la fonction cj est quelconque, la probabilité pour (|ue, en p.' nouvelles épreuves, le premier événement se produise rn^ fois, le second 7n., fois, ..., est
(/«', + ni'.,-^ . . .+ tn'„)\ rn\ ! «i!, ! . . . mjj!
/ j ■■■ j y -.-«'•■', j»--.+'"'= .. . . v;;'-'^ '"U. ( 1 — 7 , - . . .- ,)'„_, )'"•■+'";. 5T (y, , J-, .}•„_, ) dy, >lv„ . . . dy„_^
I j ... j ..';•■■, V-' ... .1 '//" , ' ( I - j , - j, — . . . - j„_, )'".. rs(y„ y, , j-„_, ) c/j, dy., . . . >/y„ ,
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Les deux intégrales sont de la même forme; elles doivent s'étendre à tous les systèmesde valeurs de v,, y, y„_, tels ({ue
si la fonction or s'étend, comme nous le sii[)|toserons, à tous ces systèmes de valeurs.
SidephiscT estdéveloppable en série entière, chacune des intégrales est décomposable en une suite d'intégrales de Dirichlet el In prohaliilité est alors exprimée par le quotient de deux séries.
694. Problèmes divers. — Une urne contient a houles de n couleurs différentes; les unes sont blanches^ les autres noires, rouges, ..., vertes, on ignore en quelle proportion. On tire m, + Wo + . . .+ /n„ = ix boules de l'urne; «i, sont blanches, m., sont noires, — m„ sont vertes. Quelle est la probabilité pour que l'urne ail une composition donnée ?
On suppose que les u. boules sont extraites simultanément ou successivement, les boules extraites n'étant pas replacées dans l'urne.
Soitr7(V|.y^ fn)^^ probabilité a priori pour qu'il y ait dans
l'urne v, boules blanches, y., boules noires, •■ . /„ boules vertes (v, -hv.-h .... -hy„=a).
S'il y avait effectivement j, boules blanches, 72 boules noires, ..., la probabilité pour que, en m, -{-m.^ -\- ... -i-m„ = a tirages, il sorte m, boules blanches, m., boules noires, ... serait (n" 648)
//«,! /«j! .../«„! (y,— Wi)! (>-2—»i2)! (v,— /«„)! a!
La probabilité demandée est donc
ji!.)-:! ■■ .y„lw( y,. y, /„)
( Vi — '",)! (y- — /«,!...( r„ — m,,)! > v—^ —. -, = :
Le S s'étendant à toutes les valeurs entières de y,, y.,, ..., ,v„ telles que r, soit au moins égal à /«..v^ au moins égal ii///,. .-., et telles que
A cha(jue hypothèse faite sur la forme de la fonclion © correspond une valeur différente pour la probabilité cherchée.
■)0(> !.. lïACHF.IIF.n.
Nous supposerons d'abord (|U(' loulcs les compositions de l'urne sont a priori ég dément probables; ab)rs cr est constant et disparaît dans l'expression de la probabilité. Le 2 a pour valeur
(fi H-//— 1)1 (rt — fX)!
et la probabilité cherchée est
y,\ y-jl . . . v„l ilJ. -i- n — i)\ (a ~ iJ.)l
(y, — «1, ) I ( Vj — m, ) 1 . . . ( j„ — /«„ ) 1 //Il 1 /«2 ! ... m„ I ( (7 + /; — i ) !
La plus grande probabilité correspond au cas où
695. Si l'on cjfeclue a' nouveaux tirages, quelle est la probahilité pour obtenir Tïî^ boules blanches, rrî., boules noires, ...?
Si l'urne contenait y, boules blanches, y.^ boules noires, ..., après la sortie des [j. boules elle contient j, — m, boules blanches, v^ — m^
boules noires, La probabilité pour que, en ix' tirages, il sorte m'
boules blanches, rn'.^ boules noires, ... serait alors (n" 648)
IJ.'l (.v,-m,)l
(ji — m.,)l (Vh— w„)l ( g — p. — p.' ) !
(j,— /«,— «(„)! (r„— m„— m;.,)! (« — fx)!
Si l'on multiplie cette quantité par la probabilité a posteriori pour que les j aient respectivement pour valeurs y,, Vj, ..., v„ et si l'on fait la somme de tous les résultats analogues, on obtient, d'après les principes des probabilités composées et totales, la probabilité cherchée ; celle-ci a donc pour valeur
^'\(a-iJ.-ix')]iiJ.-^n-i))l
m\[ m'j ! ... /«î,! m, 1 m,! .../«„! {a -h ri — i )!
'^ (Ji -"'i — '«'i)!(r2— m^—m'^)] ...()•„— 77i„— /??'„)! Le Z s'étendant à tous les systèmes de valeurs de y,, Vo, ■•■,}'„ tels que
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y, soit au moins égal à m, -\-m\, y., au moins ciiul ii //?. i- /;^,, ..., et tels que y, ■+■ r. + .... + y„ = a. Ce 2 a pour valeur
( w, + m', ) ! ( nij + ««5 ) I . . . ( m„ -H w^, ) ! ( a -H « — i ) !
(fJL + jjr'-l- /i — l)! (a_|ji jj.')
i« probabilité cherchée est donc
p.'l (|ui-i-« — i)! (w, + /?;',)! (/?<2-)- 7«',1! ... (/N„+ /«;,)!
Cette probabilité est indépendante de a; elle a même valeur que si a était infini. Si a était infini, la probabilité a priori d'extraire une boule de couleur donnée serait la même à chaque tirage et l'on serait ramené au problème du n° 691. La dernière formule que nous venons d'obtenir est d'ailleurs identique à celle du n° 691.
696. Ce résultat curieux demande une explication. Supposons qu'une urne B renferme b boules de diverses couleurs et supposons qu'on tire au hasard a boules de cette urne pour les placer dans une seconde urne A.
La probabilité d'extraire m, boules blanches, m., boules noires, ... de A est évidemment la même que celle d'extraire ces mêmes nombres de boules de l'urne B quand celle-ci contient encore b boules.
Lorsqu'on extrait, de l'urne A, m, boules blanches, m.^ boules noires, ..., on obtient relativement, à la sortie des boules suivantes de cette urne, le même renseignement qu'on aurait obtenu pour la sortie des boules suivantes de l'urne B si l'on supposait que celte urne ait renfermé b boules et qu'on en ait extrait m, blanches, m.^ noires, ....
Lorsque toutes les compositions de l'urne B sont a priori également vraisemblables, celles de l'urne A le sont aussi.
Nous avons supposé que toutes les compositions de l'urne A étaient (7 /j/70/7 également vraisemblables; nous pouvons donc supposer que cette urne a été remplie en tirant a boules au hasard dans une urne B contenant un nombre arbitraire b de boules, toutes les compositions de cette urne B étant a priori également vraisemblables.
Si de l'urne A on extrait /?z, boules blanches, w., boules noires, ..., le renseignement qu'on obtient pour la sortie des boules suivantes
'ï<)8 I.. nvr.iiFLiKu.
est le mémo que s'il s'agissail de j'iiriie B (|uan(l elle eonlienl h limiles, il est donc iiidepeiulanl du uouibre des boules contenues dans rucue.
()il7. Considérons le cas où ii, \x et ix' sont grands; posons — ' =/»,, — = p.i, ...: posons également
or,, r.^, ... sont les écarts.
Transforniaut alors l'exjjression faclorielle de la probabilité en expression exponentielle, on obtient la prohabilité pour (jue les écarts soient x^, x.^, ...,x„; c'est
'^^^)" 'v^^^TTTTT;
Si l'on savait (|ue l'urne contient exactement a — u. boules dont — ^(« — a) blanches, — ■'('"'— \>-) noires, ..., la prohabilité pour (|ni' les écarts soient Xy, .v.^, ..., x^ après a' tirages serait ( n ' 6'i9)
L'ignorance où l'on est de la composition exacte de l'urne augmente
donc les écarts dans le rapport de \(^- + K) {^' ~ [^ ' '' V ,"•(« ~ !^- ~ H"-')- 698. Nous avons supposé que toutes les compositions de l'urne étaient a /^/7'o/7' également probables ; on peut résoudre les mêmes questions en supposant que l'urne ait été remplie en tirant au hasard la couleur des boules avec la probabilité /^ pour les blanches,/;^ pour les noires, etc.
On peut obtenir sans grande difficulté la prohabilité a posleriori pour que l'urne ait une composition donnée, puis la probabilité pour que, si l'on effectue ^' nouveaux tirages (toujours sans remettre les
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boules), on obtienne m[ boules blanches, w, boules noires, .... Pour ce dernier problème on est comluit à cette conclusion; c'est que la probabilité a même valeur que si l'on avait tiré directement les ij.' boules avec la probabilité/), pour les blanches, /^o pour les noires, .... Pour expliquer ce l'ait, il sutlit de reprendre un raisoniieniont précédemment employé (n" 696). L'urne A est remplie en tirant au hasard a boules d'une urne B qui en contient une infinité, les nombres des boules blanches, noires, ... de cette urne B étant proportionnels à
Pi'P^
Lorsqu'on extrait, de l'urne A, m, boules blanches, m., boules
noires, ..., on obtient relativement à la sortie des boules suivantes le même renseignement que s'il s'agissait de l'urne B. Cette dernière urne étant infinie, les sorties antérieures n'influent en rien sur les probabilités relatives aux tirages futurs; il en est donc de même quand il s'agit de l'urne A.
On peut aller plus loin et calculer la probabilité a posteriori pour que l'urne A ait une composition donnée sans avoir recours à la théorie de Improbabilité des causes. L'urne A étant remplie comme il a été dit, le fait d'avoir extrait de cette urne /n, boules blanches, m., boules noires, .... w„ boules vertes ne change en rien les probabilités relatives aux a — m, — m, — ... — m„ autres boules; la probabilité |)(>iir que, parmi celles-ci, il y ait z, boules blanches, z.^ boules noires, ..., s„ boules vertes (s, + s. -+-... -h :„ = a — m, — m^— ... — m„) est donc, a posteriori comme a priori,
(ri — m, — ///, — ... — III,, ) ! . .
^ hrrf — —^ P'>'''^' ■ ■ ■ /'""•
Telle est la probabilité a /)05/en"o/i pour que l'urne renferme m, -h :■, boules blanches, m. -'- z., boules noires, ....
699. Une urne contient un très grand nombre a de boules de n couleurs différentes, blanches, noires., ..., vertes, dans une proportion inconnue.
L'urne a été remplie rn tirant les boules au hasard avec la probabilité p^ piiur les blanches, p., pour les noires, .... p„ pour les rertes.
On tire successivement a boules de l'urne en remettant après chaque
5lO !.. IIAC.IIKLIER.
tirage la hoidc sortie. On obtient m, boules hin mîtes, tn.. boules noires, ..., /«„ boules vertes. Quelle est la probabilité pour que fume ait une composition donnée ?
\.\\ probabilité a priori pour (jue l'urne renfernic ap^ + Zy boules
blanclies, ap„ -\- z.^ boules noires ap„ -h z„ boules vertes est
(\/2 7ra)"~' \f/hPl- ■ Pn
Dans ces conditions, la probabilité pour extraire une blanche est ''^' "*""', pour extraire une noire — — -^ ...,otla probabilité de l'événement observé est
1 j (««1, — tJL(np,-(-:|il' |a»i, --[i(n/), + J. Il' |
V/a(\/27TfIâ)" \l{api + zi)(api+ z^). . .
a étant un très grand nombre, -,,s., .... -„ sont très petits auprès de ap,, ap.,, ...,ap„.
Négligeant les termes en z dans le dénominateur de l'exponentielle, l'expression ci-dessus peut s'écrire
1 ) |./m, — lJ. («/), + =, 11' \nint-]X{np, + :, i|' (
a" (v/aTtfl)""' \JpiPi. ..pn
et la probabilité demandée a pour valeur
Occupons-nous de riutegrale. Posons
Les M sont du même ordre que les z si u. est très grand et du même ordre que a.
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L'intégrale devient
En posant
au.^
elle se réduit à
(v/jTT^)"-
rfr), (Yr)2 . . ■ dn„_i.
La somme des y] étant nulle, cette dernière intégrale a pour valtnir, d'après la formule du n" 647,
«"-'(V 2-)""' \'p,JK . ..pn.
L'intégrale a donc pour valeur
a V 2 TT \ /
, V iJ--h a OU
VPiPi-- PnC
r-^^ \P,ï>,-.Pne
\ y jm -f- « /
et /rt prohabilité cherchée pour que l'urne renferme ap, 4- ^, boules blanches, ap., -+- z., boules noires. ... est
^ a \fîn / \lpiPi. ■ -Pu
La plus grande probabilité a lieu pour
a{nu — np,) a{m^—fj.p.)
rt-t-p. ' a \- n
'00. Désignons par P, la probabilité pour que, si l'on fait un tirage,
5l2 I. llACIIKI.ir.K.
il sorlo lie riinie une Ixiiilc l)laiiclii', par l'. la proliabililc concspondaiilo poiif uni' boiilo noire, olc. Si les écarts sont :-i, :■■., ... les probabilités P,. P,. ... sont-
La plus 1,'raiulr pr(>l)al)ili(é a pDSlcrlori w lien (|uaii(l rt(w, — fx/7|) a(iiii— ij.p,)
c'esl-à-dire ([iiand les quantités P,, P., ... ont les valeurs P,, P., ... dillèrenl peu deP,', PJ, ....Posons
l>,nz:P,-H£,, !>,= ?, + £.,
On en déduit
a 4- p. a a -I- fA
Remplaçant alors, dans l'expression de la probabilité a posteriori, les :■ par les c, on obtient
(\p^T'\!piP-,. ■ -Pn
Telle est la probabilité pour (juc P, ait la valeur P,' -(- £,, I*. la valeur
Pj4-£, ....
701 . Si l'on ell'eclue [>.' nouveaux tirages (toujours en remettant après cha(|ue tirage la boule sortie), la probabilité pour obtenir [j.'P,' 4- o;, boules blanches, u.'P.! + x., boules noires, ..., c'est-à-dire la probabilité pour que les écarts soient. r,, .v.,, ...,.r„, a pour expression
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