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PRÉFACE
Le Calcul des probabilités est une des branches les plus attrayantes des Sciences mathématiques et cependant Tune des plus négligées. Le beau livre de Laplace en est peut-être une des causes. Deux opinions, en effet, se sont formées, sans rencontrer presque de contradicteurs : on ne peut bien connaître le Calcul des probabilités sans avoir lu le livre de Laplace; on ne peut lire le livre de Laplace sans s'y préparer par les études mathématiques les plus profondes.
La seconde de ces propositions est incontestable, et le Traité analytique du Calcul des probabilités commence par deux cents pages, au moins, dans lesquelles l'exposition des théories mathématiques qui doivent servir au calcul des chances est complètement indépendante de toute application ultérieure. Laplace, après avoir trouvé des méthodes nouvelles, devait leur donner la préférence : les problèmes sont choisis et les solutions proposées de manière à mettre en évidence l'utilité des fonctions génératrices.
J'ai cherché dans ce Livre, résumé de Leçons faites au Collège de France, à faire reposer les résultats les plus utiles et les plus célèbres du Calcul des probabilités sur les démonstrations les plus simples. Bien peu de pages, je crois, pourront embarrasser un lecteur familier avec les éléments de la Science mathématique. Si le signe f s'introduit quelquefois, il suffit presque toujours d'en connaître la définition.
Je me suis efforcé, à l'occasion de chaque question, de marquer avec précision le degré de certitude des résultats et les limites nécessaires de la Science. La plupart des réflexions suggérées par lélude
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approfondie des questions souvent controversées ont été proposées dans un Travail dégaijé de toute intervention des signes ali^'éliriques, imprimé déjà depuis plusieurs années. Il servira d'Iiilroduelion à l'exposé complet des théories.
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Comment oser parlerdesloisdu hasard?Le hasard n'est-il pas l'antithèse de toute loi? En repoussant cette définition, je n'en proposerai aucune autre. Sur un sujet vaguement défini on peut raisonner sans équivoque. Faut-il distraire le chimiste de ses fourneaux pour le presser sur l'essence de la matière? Commence-t-on l'étude du transport de la force par définir l'électricité?
Le mot hasard, intelligible de soi, éveille dans l'esprit une idée parfaitement claire. Quand un joueur de trictrac jette les dés, s'ils ne sont pas pipés, s'il ne sait ni ne veut amener aucun point plutôt qu'aucun autre, le coup est l'œuvre du hasard. Les grands noms de Pascal, de Fermât et de Huygens décorent le berceau du Calcul des hasards. On est injuste en oubliant Galilée. Un amateur du jeu, qui observait les coups et discutait les chances, lui proposa, comme cinquante ans plus tard le chevalier de Méré à Pascal, une contradiction et un doute. Au jeu Ag passe-dix, on jette trois dés et l'on gagne si la somme des points surpasse lo. Les chances sont égales; les combinaisons qui passent lo forment la
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moitir du nombre total. L'ami de Galilée, très familier avec les dés, s'étonnait de gagner par le point i i plus souvent que par \o point 12 et de voir sortir 10 plus souvent que 9. Ces quatre pointsarriventcependant cliaeun de six manières, et pas davantage. Pourtpioi 1 2 est-il plus rare que i [? Faut-il nier l'expérience ou douter du calcul? Il faut les accorder en faisant mieux le compte. Les cas que l'on dénombre ne sont pas pareils; 4» 4. 4» P'^^'' exemple, qui donne 12, n'est pas conqwrablc à 4, J. 2, qui donne 1 1 ; la première de ces combinaisons est unique, chacun des trois dés doit amener 4; 4^ 5, 2, au contraire, représentent six combinaisons, par la même raison qu'avec trois lettres distinctes on peut écrire six mots différents. Attentif à tout circonstancier, Galilée, au lieu de six chances, en montre distinctement vingt-sept pour le point 1 1 , vingt-cinq seulement pour le point 1 2. I^e calcul , le compte, pour parler mieux, s'accorde, comme toujours, avec l'expérience des joueurs. Galilée n'en faisait aucun doute. Quoique ce grand géomètre Jacques Bernoulli, pour avoir établi la loi sur des preuves, ait pris un rang élevé entre les plus.illustres, la conviction universelle des joueurs a précédé ses profonds travaux. Quand un dé lui montrait trop souvent la même face, Panurge, qui s'y connaissait, ])our V voir biffe et piperie, n'invoquait rien que l'évidence. Ainsi faisait l'ami de Galilée : en comptant 1080 fois le ])oint II contre 1000 fois le point 12, il devinait une cause et voulait la connaître.
Un jour, à Naples, un homme de la Basilicate, en présence de l'abbé Galiani, agita trois dés dans un cornet et paria d'amener rafle de G; il l'amena sur-le-champ. Cette chance est possible, dit-on: l'homme réussit une seconde fois, et l'on répéta la même chose; il remit les dés dans le cornet trois, quatre, cinq fois, et toujours rafle de G.
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« Sangiie di Baccnl s'ccria l'abbé, les des sont pipés ! » et ils rotaient. Pourquoi l'abbé jurait-il? Toute combinaison n'eslellopas possible? Elles le sont toutes, mais inégalemcnl. Galilée nous en averlil. Commençons, pour aller pas à pas, par jeter deux dés ensemble ou deux fois un seul dé, — les deux cas n'en font ([u'iin. Si deux joueurs parient, l'un pour deux 6, l'autre pour G et 5, les chances, pour eux, sont inégales. Sonnez rc^présente l'une des trente-six combinaisons possibles; le G et 5 en réunit deux. Si l'un arrive deux fois |)kis que l'autre, faudra-t-il accuser le hasard de partialité? attribuer au point i\ une antipathie occulte pour son semblable? Cette interprétation n'est pas à craindre.
Si, prenant soixante dés, on compare la réunion des soixante 6, équivalente à trente sonnez de suite, avec la combinaison qui contient chacun des six points précisément dix fois, les nombres par leur immensité se dérobent il l'imagination, et l'esprit troublé par une telle abondance cherche les causes d'un mystère qui n'existe pas.
Avec soixante dés, pour amener soixante fois 6, une seule combinaison est possible ; chaque dé doit montrer le point G. Dix G, au contraire, et dix fois chacun des autres points, peuvent se distribuer et s'arranger avec tant de variété que, si chacun des arrangements possibles était préparé dans une boîte d'un décimètre carré sans que, dans aucune boite, les mêmes désprésentassentles mêmes faces, la cent-millionième partie de celles que la combinaison désignée enveloj)pe sous un même nom pourrait couvrir un million de fois la surface de la terre sans y laisser aucun vide. Jeter les soixante dés à la fois, c'est charger le hasard de désigner une des boîtes, et si, dans cette abondance, les combinaisons peu nombreuses ne se montrent jamais, est-ce lui qui les exclut? La boite qui contient les soixante G, toutes celles même qui en
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conlicndraiciiL plus de cinquante, sont inlroiival>l('.s dans la masse comme des gouttes d'eau désignées dans l'Océan.
Sur le Pont-Neuf, pendant une journée ou pendaut une heure, on peut prédire résolument que les passants de taille inférieure à deux mètres l'emporteront par le nombre. Le j)oiit écarte-t-il les géants? Quand, au jeu de dés, on annonce quelles combinaisons prévaudront, c'est, comme pour les passants du Pont-Neuf, une question d'arithmétique; les combinaisons qu'on ose exclure forment, dans le nombre total, si les épreuves sont nombreuses, une proportion beaucoup moindre que, parmi les Parisiens, les hommes de six pieds de haut.
Buffon, qui, ce jour-là, manqua de patience, fit jeter une pièce de monnaie en l'air 4o4o fois ; il obtint 2048 fois face au lieu de 2020. Un tel écart n'a rien d'inattendu. Le jeu étudié par Buffon était moins simple que pile ou face. Quelques millions d'épreuves ne pourraient ni en révéler ni en infirmer la loi. La pièce jetée en l'air est jetée de nouveau et de nouveau encore, s'il le faut, jusqu'à l'arrivée de face. Buffon, avant amené face 2048 fois, a joué 2048 parties.
Un paradoxe singulier rend ce jeu, — ce problème de Saint-Pétershoarg, c'est le nom qu'on lui donne, — mémorable et célèbre. Pierre joue avec Paul ; voici les conditions : Pierre jettera une pièce de monnaie autant de fois qu'il sera nécessaire pour qu'elle montre le côté face. Si cela arrive au premier coup, Paul lui donnera un écu; si ce n'est qu'au second, deuxécus; s'il faut attendre un troisième coup, il en donnera quatre, huit au quatrième, toujours en doublant. Tels sont les engagements de Paul. Quels doivent être ceux de Pierre? La Science, consultée par Daniel BernouUi, donne pour réponse : Une somme infinie. Le parti de Pierre, c'est le mot consacré, est au-dessus de toute mesure.
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Les géomètres ont interprété de plusieurs façons et désavoué, eoiunie excessive, la réponse irréprocliable de la théorie du jeu. D'Alembert écrivait en 17G8 : « Je connais jusqu'à présent cinq ou six solutions au moins de ce |)rohlrine dont aucune ne s'accorde avec les autres el donl aucune ne me j)araît satisfaisante. » Il en ajoute une sixième ou septième, la moins acceptable de toutes. L'esprit de d'Alemberl, habituellement juste et fin, déraisonnait complètement sur le Calcul des probabilités.
Bulïon, pour expliquer le païadoxe de Saint-Pétersbourg, allègue (pie ])ossé(ler ne sert de rien si l'on ne peut jouir. ({ Un mathématicien, dans ses calculs, — ce sont les propres paroles de Bulfon, — n'estime l'argent que par sa quantité, c'est-à-dire par la valeur numérique ; mais l'homme moral doit l'estimer par les avantages et les plaisirs qu'il peut procurer. )) On promet à Pierre de doubler son gain à chaque coup qui retarde l'arrivée de face, on ne peut doubler que ses écus. Pierre ne demande rien de plus, Buffon peut en être certain. « L'accroist de chevance, avait dit avant lui Montaigne, n'est pas l'accroist d'appétit au boire, manger et dormir... » ; chacun peut allonger la liste. Daniel Bernoulli, réduisant cette distinction en formule, oppose à la richesse mathématique une richesse morale que l'or accroît, mais si lentement, que toutes les unités, jusqu'à la dernière, procurent un égal contentement.
Cette théorie condamne tous les jeux de hasard. Le conseil de ne jouer jamais, si excellent qu'il soit, ne peut être proposé pour une théorie du jeu. Supposons en présence deux disciples de Bernoulli. « Si je gagne, dirait Pierre, qui est pauvre, en proposant à Paul une partie d'écarté, votre enjeu de 3*^' pavera mon dîner. — Repas pour repas, répondrait Paul, vous me devrez 20*'" en cas de perte, car
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tel sora If j)i"i\; de mon souper. — Si je perdais lio*^', s'ccric- . rail l'i(>rre, effrayé, je ne dînerais pas demain ; \<nis ponvc/., sans en venir là, perdre 10000*^% déposez-les contre mes 20'^''; l'avantage, Daniel IkM-nonlli l'affirme, restera de votre côté. » — Us ne s'entendront pas.
Ceux qui suivent Condorcct et Poisson, sans contester la bonne foi de Paul, tiennent ses engagements pour nuls. Si le hasard amenait pile soixante-quatre fois, Paul dcxrait payer autant déçus que le sultan des Indes ne put donner de grains de blé à l'inventeur du jeu d'échecs. Une telle promesse est téméraire; si riche qu'on le suppose, Paul, ruiné dès le trentième coup, ne pourra plus payer double. Ne comptant plus sur ses promesses, Pierre ne doit pas les payer, et le calcul règle le droit de Paul à i5 écus.
On propose à 5o personnes possédant chacune 20 millions et pas davantage d'organiser une loterie à 20 millions le billet. Le gagnant deviendra l'homme le plus riche du monde, les 49 autres seront ruinés. Les jo vi^ésimillionnaires acceptent. Ils sont peu sensés, mais équitables. La justice et la raison sont choses distinctes. Au jeu de Saint- Pétersbourg, tout aussi bien qu'à cette loterie, les espérances doivent être payées ; il ne s'agit plus d'un seul, mais d'un nombre illimité de milliards. Le pioblème imaginé par Daniel BernouUi dissimule ingénieusement cette énorme mise. L'Algèbre, en la dégageant, met la chance à son juste prix.
Les conditions d'un jeu peuvent être équitables et dangereuses ; iniques dans d'autres cas, mais acceptables. Est-il déraisonnable, malgré le o, le doublé o et le refait, de risquer 5*^' à la roulette ou au trcnte-et-quarante?
Quant au problème de Saint-Pétersbourg, il faut approuver absolument et simplement la réponse réputée
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absurde. Pierre possède, je suppose, i million d'écus et les donne à Paul en écliani^e des promesses convenues. Il est t"()u ! dira-t-on. Le placement est aventureux, mais excellent; l'avantage infini est réalisable. Qu'il joue obstinément, il perdra i parlie, looo, looo millions, i million de milliards j)Oiit-ètrc; qu'il ne se rebute pas, (|it'il recommence un nombre de fois cpie la j)lnme s'userait à écrire, qu'il dilTere surtout le rèi^lement des comptes, la victoire, pour lui, est certaine, la ruine de Paul inévitable. Quel jour? (piel siècle? On l'ignore ; avant la fin des temps certainement, le gain de Pierre sera colossal.
Une fourmi transporte un grain de poussière de la cime du mont Blanc dans la plaine, retourne sur la hauteur, descend une nouvelle charge et recommence toujours. Après combien de vova^es aura-t-elle comblé les vallées et nivelé la chaîne des Alpes? Le premier écolier, sans consulter l'arénaire d'Archimède, fera le calcul sans erreur. Le dessein de la fourmi dépasse ses forces, s'écrieront des gens sages ; elle mourra à la peine. Condorcet et Poisson ne sont pas moins sages. Pierre est un imprudent ; il entreprend au delà de son crédit, une opération beaucoup trop longue: il est aussi certain pourtant de ruiner Paul que la fourmi de niveler la Suisse.
Dans un problème plus célèbre et plus grave, la vie humaine servait d'enjeu. L'inoculation, avant la vaccine, était, contre la variole, le meilleur parti qu'on put prendre; mais I inoculé sur 200 mourait des suites de l'opération. Quelques-uns hésitaient ; Daniel Bernoulli, géomètre impassible, calculait doctement la vie moyenne, la tionvait accrue de trois ans et déclarait par syllogisme l'inoculation bienfaisante. D'Alembert, toujoiu\s hostile à la théorie du jeu, qu'il n'a jamais comprise, repoussait, avec grande raison cette
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lois, l'application qu'on en voulait faire : k Je suppose, (lil-il, (pie la vie moyenne d'un homme de trente ans soit trente autres années et qu'il puisse raisonnablement espérer de vivre encore trente ans en s'abandonnant à la nature et en ne se faisant pas inoculer. Je suppose ensuite qu'en se soumettant à cette opération la vie moyenne soit de trentequatre ans. Ne semble-t-il pas que, pour apprécie)' l'avantage de l'inoculation, il ne suffit pas de comparer la vie moyenne de trente-quatre ans à la vie moyenne de trente, mais le risque de i sur 200, auquel on s'expose, de mourir dans un mois, par l'inoculation, à l'avantage éloigné de vivre quatre ans de plus au bout de soixante ans? »
On argumente mal pour vider de telles questions : supposons que l'on puisse, par une opération, accroître la vie moyenne, non plus de quatre, mais de quarante ans, à la condition qu'une mort immédiate menacera le quart des opérés : un quart des vies sacrifié pour doubler les trois autres, le bénéfice est grand. Qui voudra le recueillir? Quel médecin fera l'opération? Qui se chargera, en y invitant 4000 habitants robustes et bien portants d'une même commune, de commander pour le lendemain 1000 cercueils? Quel directeur de collège oserait annoncer à 5o mères, qu'empressé à accroître la vie moyenne de ses 200 élèves, il a joué pour eux ce jeu avantageux et que leurs fils sont les perdants ? Les parents les plus sages acceptaient i chance sur 200 ; aucun, sur la foi d'aucun calcul, ne s'exposerait à I chance sur 4-
Un jeu, sans blesser la justice, peut causer de grands dommages; il peut être périlleux d'y échanger les chances de perte et de gain, les règles que doivent suivre ceux qui veulent commettre cette imprudence n'en reçoivent aucun changement.
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Un ingênioiir calcule la cliargo capable d'abaisser do o"',,')o le tablier d'un jioul. l/épreuvc esL iuutile, imj)ru(lenLe, dau- £jereuse : le poids calculé esl-il moins jusle? Il esl mauvais de trop charger un pont, mauvais aussi de jouer trop i^ros jeu. Cela ne change ni la théorie du jeu ni celle de l'élasticité.
Revenons au théorème de Bernoulli.
S'il pleut un jour entier sur la place du Carrousel, tous les pavés seront également mouillés. Sous une forme simplifiée, mais sans en rien retrancher, c'est là le théorème de Bernoulli. Il pourrait se faire assurément, lorstpie tout alentour la pluie tombe à torrents, ([u'uu certain pavé restât sec. Aucune goutte n'a pour lui de destination précise, le hasard les disperse, il peut les porter toutes sur les jKivés voisins; personne ne le supposera sérieusement.
Telle est la puissance des grands nombres. Le hasard a des caprices, jamais ou ne lui vit d'habitudes. Si looo gouttes tombent sur looo pavés, chacjue pavé n'aura pas la sienne; s'il en tombe looo millions, chaque pavé recevra son million ou bien peu s'en faudra. Si l'on jette deux dés 3G millions de fois, le double-six, au lieu de i million de fois, pourrait ne se présenter que loo ooo, et peut-être n'arriver jamais. Une telle exclusion soumise au calcul, d'après notre façon de parler, est déclarée impossible.
L'analogie va à l'identité. Considérons en effet, sur la place, pendant la pluie, un carré de o'",6 de côté. Partageons la base, aussi bien que la hauteur, en (3 parties, portant chacune un numéro d'ordre ; découpons le carré, par des parallèles aux côtés, en 36 cases égales désignées chacune par les deux numéros placés en tête des bandes auxquelles elle appartient; une case répondra à G,G ; une autre à j,6 ; une troisième à G, 5 ; elles auront mêmes noms
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(|ii(' les coups possibles avec deux dés. (',lia(|uc goutte de |)luio tombant sur le carré représente un coup de dés. T^e basai'd, dans les deux épreuves, décide entre les mêmes points. A la (In de la journée, la pluie a également mouillé les JG cases, les dés ont amené les 3() points également : où est la différence ?
Hien ne manque au rapprochement et le même tempérament est nécessaire aux deux assertions trop précises. Il serait fort étrange que les pavés, quoique mouillés également, n'eussent pas reçu dans le cours d'une journée quelques centaines de gouttes en plus ou en moins ; de même, sur quelques millions de coups de dés, quelques [)oints se montreront sans doute un peu plus, d'autres un peu moins souvent.
Les rapports sont certains, non les différences, et c'est malheureusement la différence (jui ruine. On joue loo parties à un jeu de Ijasard, l'enjeu est 20*^' ; il est peu probable, mais possible, que l'on perde 65 parties. La perle de 3o louis représente 3o pour 100 du nombre des parties jouées.
Au lieu de 100 parties, on enjoué loooo; une perte de 3o pour 100, c'est-à-dire de G5oo parties, doit être tenue pour impossible. 5 i5o parties perdues supposeront, d'après le calcul, une fortune aussi adverse que 65 sur une série unique de 100 parties ; la perte correspondante, 3oo louis, représente 3 pour 100 du nombre des parties jouées.
Sur I million de parties, une perte de 3 pour 100 supposerait, contre les lois du hasard, un dérèglement qui jamais ne s'est vu; 3 pour 1000 représente une chance défavorable équivalente à celle des deux hypothèses précédentes. Trois parties sur 1000, pour i million de parties, feraient une perte de 3ooo louis ; un jeu égal devient à la longue dangereux. Non seulement les lois du hasard permettent la ruine B. b
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(lu joiicMir, (*ll(^s l;i prodiscMit. Tout joiuMir se riiiiKM'a si \c loinps ne lui manque pas. Lai^raui^o, Laplacc cl Aiiipôrc l'onl dônionlro; lours raisonucnienls n'oiil corpi2:é \^cvsouno, ils iutéiH'SsiMil tout 1(^ nioiulc.
Si (l(Mi\ |(>u(MM"s j()U(Mil sans cesse justpi'à la iiiinc de l'im d'eux, le moins riche seia j)r()l)al)lenu'u( Naiucu. Le rajipoit du n()ml)i-edes pai'tics gagnées ou perdues diiïcrera de moins en moins de l'unité, mais la dilTércncc augmentera, comme nous l'avons dit; tantôt l'un sera en perte, tantôt l'antre. La dilllérence, petite d'abord, deviendra grande. La perte, dans ses oscillations, trap[)era cliatun des deux joueurs allcMiiativemcMil ; cpiand elle ilépassera la forlime du pc^rdant, la luiue j>oui" lui sera consommée. Le danger menace surtout, on le comprend, le moins riche des deux joueurs. L'homme qui joue sans limite et sans cesse accepte tous les adversaires, dont l'ensendjle, sans changer son sort, j)eut recevoir un nom collectif : h' public, qui n'est jamais ruiné, ruine les imprudents qui l'attaquent.
Tout change quand les conditions du jeu sont inégales. Le moindre avantage fiiit pencher la balance. Pour le joueur que les conditions favorisent, le gain augmente sans limite. Au trente-et-quarante, par exemple, l'avantage du banquier est un peu plus de o,G pour loo. Si l'on joue loo j)arties, en évaluant à looo*^' la somme des enjeux pour chacune d'elles, l'avantage réservé au banquier par les règles du jcni représente Goo*^"". Les accidents du hasard produiront un écart dont la valeur moyemie, indiquée par le calcul, est nGoo*^"^. Le banquier, sur une .série de lOo parties, a donc chances égales, à très peu près, de perdre ou de gagner. La j)erle moyenne, c'est tout son avantage, est iin ])eii moindre que le gain moyen.
Sur loooo j)arties, eu suj)posant toiijoui's r(Mijeu de
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looc)'', ra\;ii)l;i^o inéiiai^é ail l)aii([iii(M" j)ar les rrf^los <lii jeu représente (Joooo''. L'écart moven, dix fois plus i^raud seulement pour un nombre ceiiliiple de parties, est Hocoo*^', T^a perte du bantpiier stir loooo parties sera donc un événement très ordinaire; mais, en ce cas, la valeur movcnnc de la somme j)erdue sera 20000*^'", tandis que, dans l'hypothèse plus vraisemblable du gain, la valeur moyenne est 140000'^'.
Sur I million de parties, le bénéfice régulier, équivalent à l'avantage réservé au banquier, serait G millions; l'écart moven en plus ou en moins, 800000*^' seulement ; s'il gagne moins de 5 millions, le banquier a eu du malheur ; un gain inférieur à 4 millions serait très invraisemblable, et il y a plus de 10 000 à parier contre i que son gain ne s'abaissera pas au-dessous de 2 millions.
La loi de Bernoulli, quand elle est mise en défaut, révèle une cause perturbatrice du hasard.
Tels se montrent souvent les résultats du suffrage universel. Supposons 10 millions d'électeurs. Attribuons G millions de votes à un parti, celui de la majorité, l\ mdlions seulement à la minorité. On forme 1000 coUéses de loooo électeurs chacun : tout candidat (pii réunira plus de 5ooo suffrages sera élu. L'opinion approuvée par les quatre dixièmes desAotants serait représentée proportionnellement par 4oo députés sur 1 000. Les lois du hasard ne lui accordent rien. Sur looo représentants, |)as un seul pour elle. Le calcul réduit à zéro, pour ainsi dire, la vraisemblance de toute autre hvpothèse. Supposons, pour donner une idée des chiffres, que, saisissant l'occasion pour tenter la chance, un joueur s'engage, dans les conditions électorales supposées, à payer autant de millions qu'il se trouvera de députés de la minorité vainqueurs dans la lutte. On ne pourrait pas, en
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r(li;iii:^o do sos promesses, c'csl la n-ponsc ni;(>iii-(MiS(\ sinon aeceplabl(\ du caliiil. lui offi'ir é(|uil;d)lem(Mil plus d'un centime.
Ce centime pourrait lui couler cher. I.es minorités, même beaucoup moindres, obtiennent quehpies représentants. Les électeurs n'étant j)as associés |)ai" le sort, les influences locales triompiient des lois du hasard, (l'est a\ec i^rande défiance qu'il faut, sur les traces de Condorcet, cclaircr lis Sciences morales et politiques par le flambeau de l'Algèbre.
Les étoiles, sur la voûte céleste, semblent semées sans ordre et sans loi ; 3ooo environ, pour qui a la vue bonne, brillent au-dessus de notre horizon, l'iolémée, dans son Catalogue, n'en inscrivait que 1020. In aslioiiome dont le nom est resté obscur sans injustice, l'archevécpie Mitchell, a fait d'une idée ingénieuse et juste une application trop hardie. Si le hasard distribuait sur la voûte du ciel 3ooo points brillants, quelle serait la distance moyenne de chacun d'eux à son voisin le plus proche ? Le problème est intéressant ; Mitchell ne le résout pas ; mais, remarquant dans la constellation du Dragon deux étoiles situées à 3' l'une de l'autre, il trouve que contre un tel rapprochement on pourrait, a priori, parier 80 contre i ; dirigeant ensuite ses calculs sur le groupe des Pléiades, Mitchell conclut à 5oo 000 chances contre i pour (pi'une cause, en dehors du hasard, ail lapprochc les six étoiles.
En proposant la mesure précise d'assertions aussi Aagues, on jicut compromettre la Science. Si iMitchell, soupçonnant entre les étoiles un lien mécanique, avait tiré avantage de leui- rapprochement singulier, s'il avait déchue Araisemblable, très vraisemblable, presque certain, qu'une cause particulière a troublé pour elles les lois générales, il serait sans reproche, mais la précision du cliilïre ^ „ ^'^^ ^ ne peut
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trouver {rnpiJroIjaLeiirs, Los appréciations sans ehillres n'engagent à rien, un chilTrc engage la Science, et c'est sans aucun droil.
L'api^lication du calcul aux (|ueslions de ce genre est une illusion et un abus.
« Les motifs de croire c|ue, sur lo millions de boules blanches mêlées à i noire, ce ne sera pas la noire que je tirerai du premier coup est de même nature, a écrit Condorcet, que le motif de croire que le Soleil ne mancjuera pas de se lever demain. » L'assimilation n'est pas permise : l'une des probabilités est objective, l'autre subjective. La probabilité de tirer la boule noire du premier coup est f„„,l„„„^,, ni plus ni moins. Quiconque l'évalue autrement se trompe. La probabilité pour c[ue le Soleil se lève varie d'un esprit à 1 antre. Un philosophe peut, sans être fou, annoncer sur la foi d'une fausse science que le Soleil va bientôt s'éteindre ; il est dans son droit comme Condorcet dans le sien ; tous deux l'excéderaient en accusant d'erreur ceux qui pensent autrement. L'assimilation à une urne est le procédé de démonstration. Une urne contient des boules blanches, peutêtre aussi des noires; on v fait i million de tirages, tous donnent des boules blanches ; quelle est la probabilité pour qu'un nouveau tirage amène une noire ? Le calcul répond : ,„„^',^^„. « On a vu, conclut Condorcet, i million de fois le Soleil se lever du côté de l'orient, cjuelle est la probabilité pour cju'il manque demain ? La c{uestion n'est-elle pas la même? » Elle est différente. L'urne, dans le premier cas, est invariable; qui peut, dans le second, savoir le train des choses?
Paul, sur la foi de Condorcet, veut parier que le Soleil se lèvera demain. La théorie hxera les enjeux. Paul recevra i*^"^ si le Soleil se lève et donnera i million s'il fait défaut. Pierre accepte le pari. Au lever de chaque aurore, il peid i*^' et le
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n;i\('. La chance jxnir lui dimiiiiic cha(nu^ ]*""'• l>ii'S([iic le Soleil coin|)lo un \v\cv de plus. Paul conscicncicusemeiil auïï^mente sdii enjeu : conseienciiMisenienl aussi, Piei're continue à lui paver i''. l.cs, convenlions denieurenl équilables. Les parieurs vovai^jenl, on parcourt viui^t contrées, de roccidenl à l'orient, Pierre perd toujours; il poursuit sa chance cejXMidant, conduit Paul vers le nord ; on franchit le cercle polaire ; le Soleil reste un mois au-dessous de l'horizon ; Paul pc^'d 3o niillions, ci'Oit l'ordre de natiu'c perverti et soupçonne (pie l'urne est chauffée.
Tarquin l'ancien, rebelle aux prétentions de l'augure Accius Nîevius, osa, dit-on, le mettre au défi. Ce que je pense est-il possible? demanda le roi. L'auijnre accepta l'épreuve. « Tu peux donc couper cette pierre ?» Na-vius prit un rasoir et coupa le caillou. Avec une très louable impartialité, Condorcet a clierché la chance de vérité. Le point tic départ de son calcul est le nombre des cailloux que, depuis l'invention des rasoirs, on n'a pas réussi à couper, et, sans répondre du détail des chiffres, il évalue à ,„,)',„(,„ la probabilité de l'anecdote. Il est un peu naïf. Un caillou que l'on coupe comme un radis est un caillou miraculeux ou un faux caillou. La saine philosophie dont il se vante repousse tout miracle ; l'accord fait sous main entre Nœvius et le roi sauverait la v raisemblance. Pour résoudre le problème, au lieu de comj)ter des cailloux, il faut comparer, si on le connaît, le nombre des princes capables d'imposture à celui des aui^ures complaisants et des historiens sans critique.
Le hasard, à tout jeu, corrige ses caprices. Les irrégularités même f)nt leur loi.
Su})posons (ju'à un jeu de pur hasard une série de parties ait été jouée. Précisons, pour plus de clarté : le jeu est pile ou face ; la série de loo parties. Pour chaeiuie, on marque
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la (lidérencc cnlre le nombre des i»ains el le nomhic iioriiial jo. Si l'on a gagné 44 tni 5() fois, on marque (i dans les deux cas. Chaque série, de cette manière, se trouve caractérisée par un nondjre que nous a])|)<dloroiis V écart ; supposons ol)tenus 1 million d'écarts. Le hasard décide leur grandeur, comme si l'on puisait i million de fois dans un sac contenant des houles de lolo. I.a différence est grande cependant : landis que toutes les houles sortiront également, ou [)eu s'en faut, les petits écarts seront les plus nombreux. Chacun se présentera, à la longue, un nombre de fois proportionnel à la prohabilité que l'on peut calculer; la régularité des résultats peut recevoir une forme apparente et visible. Marquez sur une ligne droite, à distances égales et petites, les chiffres o, r , 2, 3, ... représentant les écarts possibles. Par chacun de ces points élevons une hauteur égale au nombre de fois (pie l'écart s'est produit ; les extrémités de ces lignes feront paraître une courbe, toujours de même forme ; le sommet correspond au point o ; l'abaissement, à partir de ce point, très lenl d'abord, s'accroît suivant une loi prévue par le calcul. Si quelques irrégularités déparent le dessin, doublez, décuplez le nombre des épreuves, l'exactitude des prédictions est à peine croyable.
Les grands nombres régularisent tout. La moyenne de tous les écarts peut être j)rédite avec confiance : elle sera 4 si la série est de 100 épreuves, l\o si elle est de 10 000. La même certitude s'attache à la moyenne des carrés des écarts, à celle de leurs cubes, de leur quatrième puissance. Pour des séries de 100, par exemple, la moyenne des carrés est 25. Ces prédictions sont sûres. TN 'est-ce pas, pour ainsi parler, miracle de voir un hasard aveugle dicter des résultats exactement prévus ?
Aidée de ces théorèmes singuliers, la dextérité des géo-
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mètres a su, clioso nior\ oilloiiso, renconlror sur ces voies (léloiirnées une sohilion de la qnadralure du cercle. Si, dans une série d'épreuves sulïisamnienl nombreuses, on divise la movenne des carrés des écarts par le carré de la movenne, le quotient est. à très peu près, la moitié <lr la surface du cercle <le ravon unité. \vec de la patience, le succès est certain.
Beaucoup de joueurs, |)i(M)((uj)és de cette régularité nécessaire dans les movennes, cherchent, dans les coups qui précèdent celui qu'ils vont jouer, une indication et un conseil, (le n'est pas bien entendre les principes. La Science, à ces chimères, ne reste pas sans réponse. T.a décision du bon sens suffit, elle est nette et claire : à quoi bon la traduire en Algèbre? Le préjugé est opiniâtre. Les géomètres perdraient à le combattre leur temps et leurs formules.
L'illusion repose sur un sophisme : on allègue la loi de Bernoulli comme certaine ; elle n'est que probable. Sur 20 000 épreuves, dit-on, à la roulette, la noire ne peut pas sortir plus de io5oo fois, l'assertion de la Science est formelle. Si les loooo premières parties ont donné 6000 noires, les 10 000 suivantes ont donc contracté une dette envers la rouge. On fait trop d'honneur à la roulette : elle n'a ni conscience ni mémoire. En supposant qu'à une rencontre inouïe succédera, pour la réparer, un nouvel écart de la règle, on n'efface pas l'invraisemblance, on la redouble.
La certitude des lois de Bernoulli est celle d'un chasseur très adroit, qui, connaissant son arme, est certain d'abattre une bête féroce à dix pas. La béte se présente, il la manque ; en la voyant, finieuse, se ruer et Tassaillir, doit-il rester impassible, confiant dans la certitude de l'avoir tuée ?
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Le hasard, sans choisir, régularise tout; la raison en est que, si toutes les conibinaisons, dont le noniljre est immense, étaient présentes matériellement, les moins nombreuses deviendraient introuvables. Le hasard reste libre, mais la carte est forcée.
Applicjuée aux dés, aux cartes, au jeu de rouge et de noire, aux numéros pairs ou impairs, à pile ou face, la théorie des chances est indiscutable : rien n'v altère la rigueur des preuves ; l'Algèbre exécute plus rapidement les dénombrements qu'avec de la patience et du temps on pourrait faire sur ses doig^ts. Tous les arrangements sont également possibles ; que les plus nombreux se présentent, il n'y a pas de sujet d'éfonnement.
La Phvsique, l'Astronomie, les phénomènes sociaux, semblent, dans plus d'un cas, régis par le hasard. Peut-on comparer la pluie ou le beau temps, l'apparition ou l'absence des étoiles fdantes, la santé ou la maladie, la vie ou la mort, le crime ou l'innocence à des boules blanches ou noires tirées d'une même urne ? Le même désordre apparaît dans les détails, cache-t-il la même uniformité dans les moyennes? Retrou^ era-t-on dans les écarts les traits connus et la physionomie des effets du hasard ?
Tout événement qui alterne avec son contraire est comparable aux boules blanches ou noires puisées dans un sac; le sac est-il toujours le même? est-il ouvert? Lne force intelligente, se proposant une fin, intervient-elle dans une mesure petite ou grande pour corriger les caprices du sort ? Le raisonnement ne peut devancer l'expérience ; les observations, soifi^neusement discutées, condamnent, en même
temps que les sceptiques rebelles à huit rapj)rochement, les esprits absolus (jui prétendent tout soumettre au calcul.
L'empreinte du hasard est niarcjiiée, très curicnscmenl quelquefois, dans les nombres dé(biils des lois les plus précises. Lue Table de logarithmes en témoii^nie. Pour 1 <)()(><) nombres successifs, dans les 'l'al)les à lo décimales de Véga, je prends la septième figure du logarithme : rien d.ius ce choix n'est laissé au hasard. L' Vlirèbre gouverne tout, une loi inflexible enchaîne tous les chiffres. Si l'on compte cependant les résultats, on aura, à très peu près, sur loooo, looo fois le chiffre o, looo fois le chiffre i et ainsi des autres; la formide se conforme aux lois du hasard. \ érificatit)u faite, sur loooo logarithmes, le septième chiffre s'est trouvé ()f)o fois égal à o; f)9y fois à i ; 993 fois à 2; 1012 fois à 4- Ei partageant les 10 000 nombres en dix séries et prenant pour chacune les moyennes des écarts, j'entends la différence entre le nombre des apparitions de l'un des chiffres et le nombre normal 100, et les comparant à la moyenne du carré des écarts, le rapport des nombres, qui, d'après les lois du hasard, devrait être i,^)~o~c)G, moitié du nombre que les géomètres désignent habituellement par la lettre t:, se trouve égal à i,,j6i ; le même calcul fait à l'aide du chiffre i ilonne 1,598, et la moyenne de ces deux résultats est 1,579. Les trois premiers chiffres sont exacts.
La marque du hasard semble visible. Pouvait-on cependant le mieux tenir à l'écart ? Nos lois expriment une propriété commune aux combinaisons les plus nombreuses ; elles se vérifient quand on ne choisit pas, il ne suffit pas de choisir pour s'y soustraire.
Le partage des naissances entre les deux sexes a été étudié sur plus de 200 millions d'enfants. Depuis près de deux siècles, le nombre des garçons a dépassé celui des
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filles ; aucun p.iNS ne fait cxcepliOu ui aucune époque. I.e ra|)|)()il varie peu : le nomhre des garçons, poiu- loo filles, est compris, pour un grand uond)rc de naissances, entre lo/j et io8. On s'est demandé si celte supériorité observée chez toutes les races, dans les villes comme à la campagne, au midi comme au nord, chez les plus pauvres comme chez les plus riches, est une loi de l'humanité ou un accident lor- Uiit.
A notre époque et pour notre état social, l'évidence est complète ; ni les calculs ne sont nécessaires ni les raisonnements. Ils le sont pour un second problème. Les variations observées d'une année à l'autre pour un même pays, d'une province à l'autre pour une même année, sont-elles assimilables aux résultats capricieux du hasard? Peut-on voir dans la constance approchée du rapport un témoignage suffisant de la loyauté du jeu? Je précise la question : nue urne, toujours la même, contient des boules noires et blanches; on y puise une boule au moment de chacjue naissance. Pourrait-on sans invraisemblance représenter par le nombre de boules de chaque couleur la proportion variable des naissances? Le nombre des noires, bien entendu, l'emporte sur celui des blanches dans la proportion qui convient au succès.
Les écarts de la moyenne produits par le hasard sur i million d'épreuves, pour un événement dont la jirobabilité diffère peu de ^, ont pour valeur moyenne /joo. De plus grands écarts sont possibles assurément, mais leur probabilité diminue rapidement. On peut parier looo contre t pour un écart moindre c|ue 1600. La probabilité d'un écart supérieur à 2000 est 77^7^/7000- Telles sont les indications du calcul.
2000 naissances masculines en plus sur i million accroi-
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traient de moins d'un centième le rapport du nombre de i^areons à eeliii des lilles. Les rapj)orts extrêmes fonrnis pai' la SLitislique, i ,o /i et i,o8, difïèrent trop l'un de l'autre pour permettre l'assimilation pure et simple aux effets du hasard. T.es conditions ne peuvent donc être, en tout temps et en tout pavs. idenlicpuMiient les mêmes, mais la ^arialion est petite. Pendant l'année 1887, le nombre des garçons nés à I*aris est descendu à looy/j pour 10 000 fdles. Dans les hasards d'un tirage au sort dont les conditions seraient invariables, sur un nombre d'épreuves égal à celui des naissances annuelles à l'aris, ou pourrait jiarier |)!us de r million contre i (ju'une telle anomalie ne se produira jias. ()ue s'est-il passé en 1837? ^^'^ ^'^'"'^ s'attendre à l'ignorer toujours. Dans plusieurs départements, depuis le commencement du siècle, le nombre des naissances annuelles des fdles a surpassé exceptionnellement celui des garçons. L'anomalie a moins d'importance que l'écart observé à Paris, elle se rapporte à des nombres cinq fois moindres.
La recherche des causes est délicate et obscure. Il est à regretter, dit M. Quetelet après de longues et patientes recherches, qu'on ait si peu de documents pour s'éclairer.
L'âge des parents joue sans doute un grand rôle. Cette explication semble la meilleure. Si on ne l'accepte qu'avec doute, c'est que, masquée par le hasard, l'influence reste mal connue; l'âge moyen du père et celui de la mère varient peu dans un môme pavs. La variation des âges peut cependant expliquer, en partie au moins, les anomalies observées.
Allons plus avant et cherchons dans les efTets troublés les traits généraux du hasard.
La quadrature du cercle déduite approximativement du nombre des naissances ne laisse guère subsister de doutes.
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En appliquant la formule des écarts aux 8(j déparlements pendant l'année 18^8 et prenant dans V [rtniuiire du Bureau des Longitudes les écarts entre le nombre des naissances de garçons correspondant à 10 000 fdles pour chacun des départements et la moyenne pour la France entière, et la comparant à la moyenne de leurs carrés, au lieu tlu quotient 1,5; prévu par la théorie, on ohticnt i.yj. La petitesse de rerreur j)arait digne d'attention.
r.a recherche des causes est le grand problème : on le transforme sans le résoudre. En enchaînant les inconnues auv inconnues, la Science s'agrandit et s'élève. Si chaque effet n'avait qu'une seule cause, les énoncés au moins seraient faciles. La complication est plus grande. Dans le monde immense des faits, les parentés existent à tous les degrés. L'énumération des observations révèle les liens quand les nombres sont grands. La discussion est délicate, le bon sens la dirige, le calcul prononce.
L'inventeur d'un système associe, je suppose, la chute de la pluie à un phénomène astronomique ; il a observé vingt fois, sans une seule exception, qu'une pluie plus ou moins forte suivait le phénomène indiqué; ce rapprochement est digne d'attention. Mais c'est à Brest qu'on a observé ; les jours sans pluie, ù Brest, sont une rare exception. Que vaut alors la démonstration ? Au Caire, elle serait décisive.
Il faut rapprocher, dans les cas semblables, le nombre des coïncidences observées de celui qui le remplacerait probablement, si tout était réglé par le hasard. Si deux phénomènes se présentent chacun 9 jours sur 10, les coïncidences, même très fréquentes, ne prouvent rien. Si chacun d'eux revient deux fois par an seulement, la coïncidence, plusieurs fois observée, sera difficilement attribuée au hasard. Difficilement : l'indication est vai^ue ! elle doit l'être. Quand les
géoiiièli-es. (l;iiis los cas scinhlablos, ont (loiiné im chinro précis, ils ne tCMiaionl aucun (•()mj)lc de la probahiliLé a priori du ra|iproclienionl qu'on a voulu faire, ou ils l'évaluaient, ce (jui revient au même, tont à fait au hasard, l ne comète a précédé la morl de César. Qn(d(|ue nombreux et l)ien conslalés (|ne fussent les é\énemenls de ce "cnre, oserait-on croire, sur la foi du calcul, (|ne telles âmes sont tant nobles et héroïques que de leur délogement et trépas nous est certains jours devant donné sig/ii/ieatio/i des deux ?
Un géomètre a trouvé une démonstration nouvelle du théorème de IWMnoulli. J'en examine le j)rincipe, j'en parcours les calculs, j'en vérifie quelques-uns, et, n'apercevant aucune objection et aucune méprise, je déclare avec confiance l'exactitude de la méthode.
Le même auteur propose une démonstration du célèbre théorème énoncé par Fermât. J'examine le principe, je parcours les calculs, j'en vérifie quelques-uns, et, n'apercevant aucune objection et aucune méprise, je contiiuie à chercher la faute. Pourquoi cette différence? Si les cas sont identiques, l'inégalité est-elle juste? Les cas sont différents. L'auteur ([ui démontre le théorème de BernouUi enfonce uim ])orle ouverte, il ne peut guère trébucher au passage. Celui qui démontre le théorème de Fermât suit un sentier sans issue connue; les chances d'une chute, d'après l'expérience \\n passé, y surpassent loo contre i pour les plus habiles.
Toujours exact et précis dans l'énoncé des règles, Laplace n'a pas manque d'introduire cette probabilité a priori comme point de départ et base nécessaire du calcul. Quelles que soient les conditions du problème, elle entre comme facteur, presque toujours inconnu, dans la formule «jui la résout. L'illustre auteur de la Théorie analytique des probabilités a plus d'inic fois cependant donné des chiffres précis c|u'il fan-
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(Irait changer avec l'Iiypothèsc arbitraireiiiciiL a(l()|)lé(> siiila probabilité (i priori. Quand il assigne i8:^r).>i'i à parier contre I comme mesnre de la |)r()l)abilité pour que le Soleil se lève demain, l'affirmation, ([ucUes que soient les atténuations qui la suivent, repose sur une pure illusion.
Le rapport du nondjre des décès à la population n'a pas été moins soigneusement étudié que celui des naissances. Les Compagnies d'assurances ont intérêt à le connaître et à en grossir l'évaluaticm. T.a Statistique le montre à peu près constant. Les variations, quoique petites, sont supérieures à celles du rapport des naissances des deux sexes. L'assimilalion à des boules tirées d'une urne de composition invariable n'est donc pas acceptable. La vicissitude dos événements règle sans cesse la composition de l'urne. Tantôt c'est le choléra (pii passe et y verse des boules noires. Ce sont des eaux plus pures et plus fraîches qui apportent des boules blanches. C'est la disette qui rend les maladies plus abondantes et plus graves, la guerre qui accroît les mau\ aises chances dans l'urne sans cesse renouvelée.
M. Dormoy, dans un livre savant et bien composé sur la théorie des assurances, a cherché curieusement dans les documents de la Statistique la confirmation de la loi des écarts. Il introduit, sous le nom de coefficient de divergence, le rapport de l'écart observé à l'écart moyen prévu par le calcul.
Un phénomène semble régulier, les chiffres qui le résument, sans être constants, varient peu d'une année à l'autre. On peut composer une urne qui, sous l'influence du hasard, représentera en moyenne, dans un grand nombre de tirages, par les boules noires amenées, la loi de l'arrivée de l'événement. On nomme écart, pour l'urne, la différence avec la movenne annoncée par le calcul. L'écart, pour l'événement.
esl hi différence entre le chiirre relatif à une année et la inoNonne i^éncrale. Si le hasard rôglo lo phénomène, le cocflilient lie diveri;ence différera peu de l'unité. Un rapport plus grand révèle, s'il se maintient, l'influence d'une cause perturbatrice. Un coefficient de divergence plus petit que l'unité ferait deviner, au contraire, une action réguhitrice qui, surveillant pour ainsi dire le hasaril, amoindrit les inégalités et en efface le caractère. Tel est le cas d'un observateur troj> avisé qui, dans les cas douteux, altère et corrige les observations pour en accroître la vraisemblance.
Pour les naissances des filles et des garçons, le coefficient de divergence a été [,17 pour la France entière, de i83'2 à 1841, et 1,38 de i8ji à 18G4. Il confirme pour ces périodes la supposition d'une probabilité constante.
Le rapport du nombre des naissances naturelles au nt)mbre total des naissances est moins régulier. Le coefficient de divergence, de 1817 à 1826, est égal à 1 5; pour le rapport du nombre des mariages à la pojiulation, le coefficient de divergence, de 1829 à 1848, s'est élevé à 23.
Le rapport du nombre des décès à la poj)ulation a pour coefficient de divergence 8G! Les anomalies sont continuel les. Le coefficient ne porte que sur des écarts, il faut le remar- (juer. Le nombre des décès pendant une année étant supposé pour la France entière égal à i million et au trente-sixième de la population, l'assimilation des Tables mortuaires annuelles aux tirages faits 3G millions de fois dans une urne contenant i boule noire et 35 boules blanches peut être tentée. Le nombre des boules noires, comme celui des décès, diflèrera peu de i million; mais, tandis (jue l'écart moyen, pour le nombre des boules noires, sera égal à 800, celui des décès sera 86 fois plus grand; 8G fois 800 fout G8800, c'est moins de 2 pour 1000 de la population. Une
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épidémie produisant à Paris ^joof) décès pour une année pourrait, pour le département de la Seine, explicjucr le coefficient 8G. Le choléra de 1849 a fait périr 20000 I*arisiens.
Les lois (lu hasard sont invariables, ce sont les conditions du jeu qui changent. Poisson, pour les plier à tous les accidents, a cru compléter l'œuvre de Bernoulli en énonçant sa loi des grands nombres.
Pour que le hasard régularise l'airivée d'un événement et que, sur un grand nombre d'épreuves, les rapports soient certains, aussi bien que la loi des écarts, il faut que la probabilité soit constante. Poisson supprime cette condition.
Un cas fictif très simple montrera la portée du nouveau principe. Une urne contient des boules numérotées, on y fait une série de tirages; mais, en remettant chaque fois la boule qu'on a tirée, on néglige d'agiter et de faire le mélange : les chances, peu à peu, deviennent inés^ales; certaines boules sortent plus souvent que les autres, la théorie semble mise en défaut. Continuez, dit Poisson ; pour prolongé (pie soit le désordre, il est embrassé lui-même dans la loi des grands nombres; certaines boules sont dessus, vous les verrez dessous un autre jour; l'homme peu soigneux à faire le mélange aura un successeur plus consciencieux ou dont la négligence, qu'il faut prévoir, profitera à des combinaisons nouvelles; tout à la longue se compensera. Citons ses propres paroles : « Les choses de toute nature sont soumises à une loi universelle qu'on peut aj)peler la loi des grands nombres. Elle consiste en ce que, si l'on observe des nombres très considérables d'événements de même nature, dépendant de causes constantes et de causes qui varient irrégulièrement, tantc)t dans un sens, tant(jt dans un autre, c'est-à-dire sans que leur variation soit progressive dans B. 6
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iuiciiii sens déterminé, on tromcra entre ces nombres des rapports à très peu près constants; pour cliaipie natin'C de choses, les rapports anront une valenr spéciale dont ils s'écarteront de moins en moins à mesnre qne la série des événements observés augmentera davantage et qu'ils atteindraient, s'il était possible de prolonger cette série à l'infini. » Tel est le résumé fait par Poisson hii-même d'nne décoii- Aerte (jni se distingue bien peu des lois connues du hasard, et à laquelle il a, à peu près seul je crois, attaché une grande importance.
Aucune mesure n'est certaine, mille opérations successives donnent mille résultats différents. Non que l'observateur, de mieux en mieux instruit, corrige ses défauts et s'avance vers la perfection. Il n'eu va pas amsi. Les derniers résultats ne ressemblent en rien à une limite dont on s'approcherait par continuel progrès; les évaluations, tantôt trop petites, tantôt trop grandes, se succèdent en confusion et sans ordre comme des boules blanches ou noires puisées dans une urne.
Bessel, après un siècle écoulé, comparait les observations de Bradley aux résultats connus d'une théorie devenue certaine. En classant les différences, dont le désordre est complet, il trouva, sur /170 observations, ()\ erreurs inférieures à ^ de seconde, 88 comprises entre y„ et f^, puis, successivement, entre ■— et -^, entre -|^ et ^, ..., jus- ((u'à i", la j)lus grande des erreurs commises par Bradley, les nombres décroissants 78, 58, 5i, 3G, 2G, i/j, 10, 7 et 8. Si les plus petits sont les plus nombreux, l'honneur n'eu rc\ient ni à ce grand observateur Bradley, ni aux constructeurs des instruments de Greenwich; leur cxcel-
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lonce fait la petitesse, non la loi des erreurs; un instrument médiocre, un observateur moins soigneux, rcmj)laceraicnl les dixièmes de seconde par des secondes, les secondes peut-rLre par des minutes; à cela près tout resterait pareil. La courhc des erreurs en s'élevant conserverait la même forme.
L'origine des erreurs est très diverse. Les unes sont fortuites, l'enchaînement en est infini; c'est tantôt l'air agité par le vent, tantôt un ébranlement du sol, un nuage qui [)asse, un ravon de soleil qui trouble l'observateur, tantôt une attention précipitée ou distraite; le hasard décide, mille causes imprévues se réunissent, ajoutent quelquefois leurs effets, quelquefois les retranchent, suspendent ou reprennent leur action : tout est incertain, tout change, sans inclination dans aucun sens.
Il n'en va pas ainsi des causes permanentes; c'est une balance mal construite, les fils d'une lunette mal placés, un mètre trop court, un chronomètre trop rapide. Les mesures prises sous de telles influences n'entourent plus la valeur exacte, mais une autre, souvent fort différente; une nouvelle série de mesures, sous l'influence permanente des mêmes causes, se groupera autour de la même moyenne.
Tout observateur soigneux étudie les erreurs constantes et les corrige sans retrancher la cause ; rien ne trompe moins qu'une balance trompeuse. Qu'importe que les bras soient inégaux, pourvu qu'on le sache? Qu'un gramme ait 999 milligrammes, un décimètre 99 millimètres, l'observation réduite conserve toute sa valeur. Toute mesure est comparable à un jeu; les erreurs possibles en plus ou en moins sont les chances de gain ou de perte; les erreurs constantes changent les règles du jeu, les erreurs fortuites laissent le jeu équitable.
I\ PRÉFACE
La loi que doivent siiïmo, d'apris une ingénieuse théorie, et quesuiveiiL à très peu près, quand elles sont nombreuses, les erreurs corrii^ées de tonli^ inclination fixe, a été jiroposée par Gauss. L'histoire en est singulière. En pn)|)()sanl en i8o<)une hypothèse sur la théorie des erreurs, l'ilhislrc auteur ne prétendait nullement établir la vérité, mais la chercher. Laplace, par une voie dilïérente, sans beaucoup de rigueur à son tour, avait obtenu la même formule (pu, très voisine souvent de la a érité, pourrait s'en éloigner sans démentir la Science.
Le principe de Gauss est fort sim])le ; ({uand une grandeur a été mesurée plusieurs lois, les erreurs constantes étant écartées (la précaution est nécessaire), entre plusieurs résultats également dignes de confiance, la moyenne est, en l'absence de tout autre renseignement, la valeur la plus probable. Les conséquences de cet axiome sont belles et imprévues, mais incertaines; Gauss en convient volontiers. Le rapprochement des observations peut affaiblir la confiance en quelques-unes d'elles. Si quatre pesées successives ont donné 2o'"^'', puis i-j^^^, 26™"'^ et 28™°', on se décidera sans doute, quelles que soient les circonstances, à écarter la première mesure pour adopter la moyenne des suivantes. Quoi qu'il en soit, Gauss, sur ce fondement, établit ingénieusement une formule que l'expérience confirme. Le hasard, quand les épreuves sont nombreuses, amenant chaque événement en raison de sa probabilité, il suffit, pour juger la formule, de faire mesurer un grand nombre de fois une grandeur rpie l'on connaît très exactement à l'avance.
La probabilité des erreurs suit, d'après la formule, précisément la loi des écarts dans les épreuves répétées. La rencontre n'est pas fortuite, Laplace l'a expliquée. Les erreurs constantes étant écartées, les accidents fortuits troublent
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seuls cliaqiie épreuve, ils sont analogues aux tirages faits dans une urne. Laplace développe ce rapprochement, le rend précis, transforme le problème, cl retrouve la formule de Gauss.
dette admirable et très simple formule s'étend à toutes les grandeurs, s'applique à tous les instruments, régit toutes les observations et embrasse tous les procédés de mesure; les différences, d'un cas à l'autre, si grandes qu'elles puissent être, se résument dans un nombre caractéristique représentant la précision, Y erreur probable , le poids de l'obsenrition; peu importe le nom, un seul nombre connu permet de calculer toutes les chances et de prédire, sur un grand nombre d'épreuves, la distribution certaine des écarts.
Si l'on caractérise une série de mesures par V erreur probable qu'd y a chance d'atteindre ou de ne pas atteindre, en prenant cette erreur pour unité, la probabilité d'une erreur double diffère peu de ■—, celle d'une erreur quintuple s'abaisse à j^; pour une erreur dix fois plus grande que l'erreur probable, le nombre donné par la formule vaut une déclaration d'impossibilité.
L'instrument, il ne faut pas l'oublier, est, aussi bien que l'observateur, supposé sans défaut; on n'accepte en lui que des défaillances, des accidents fortuits qu'aucune cause constante n'incline dans aucun sens.
Les épreuves du tir, soit au canon, soit à la carabine, mettent en évidence les effets du hasard; les erreurs fortuites ont pour origine, outre le coup d'œil plus ou moins juste et les distractions du pointeur, le poids variable du projectile, les inégalités de sa structure, le tassement irrégulier de la poudre, les courants, les vibrations, l'humidité des couches d'air traversées; c'est pour cela que, sans changer en rien les conditions du tir, on voit les coups s'écarter
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les uns (les autres, en se groupant autour diiii point central, autour (lu hut lui-nirMiie. si les erreurs conslantes sont écartées.
Un savant professeur, M, Jaulïrel, a délini, par une image fort nette, les lois de distribution des coups, identiques, d'après le théorème de liernouiii, à celles des probabilités. Si, visant pendant un long temps ini même but placé sur le sol, on arrête chaque boulet au point même de sa chule, l'amas des projectiles présentera l'aspect d'une cloche dont la base circulaire aurait le but pour centre; un tireur plus adroit rétrécirait la cloche et la rendrait plus haute; une moindre précision donnerait naissance à un solide moins élevé, s'abaissant plus lentement vers le sol.
N'est-il pas merveilleux et prescpie incrovable qu'on puisse, par le raisonnement seul, prédire ainsi la disposition des boulets sans connaître l'adresse du pointeur ni demander la |)récision de l'arme?
Les formules, a dit Poinsot, ne donnent que ce qu'on v a mis. Aucun raisonnement ne fait davantage; le dernier anneau d'une chaîne de déductions est, pour qui sait l'y voir, tout entier dans les hvpothèses. Nous avons expressément supposé, il ne faut pas l'oublier, cpi'il n'existe dans l'arme ni dans la maladresse du pointeur aucune cause d'erreui' constante; il n'y a donc pas plus de chance, c'est l'hypothèse même, de tirer à droite plutôt qu'à gauche, trop près plut(*)t que trop loin. Faut-il s'étonner ([ue le but se trouve au centre des divers points atteints dans une longue série d'épreuves? Si plus de la moitié se trouvait à droite, on en conclurait qu'une cause les \ porte, et ce serait une erreur constante.
Un doute peut s'élever encore. Les erreurs constantes sont celles que l'on peut corriger, la maladresse est une
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cause forliiile, un lircur maladroit atteint bien rarement le but: au lieu de le cacher sous le sommet d'un dôme de projectiles, ne le laisserait-il pas au centre d'un i,M'and vide? Diogène pensait ainsi : u Un jour, voulant s'esbattrc, il visita les archers qui tiroient à la butte; entre iceux, un ctoit tant faulier, iinj)érit et maladroit, que lorsqu'il estoit en ranc de tirer, tout le peuple spectateur s'escartoit de peur d'être par lui féru. Diogènes l'avoit un coup vu si perversement tirer, que la Ucsche tomba plus d'un trabut loin'dc la butte; au second coup, le peuple, loin de côté et d'autre, s'escartant, il accourut et se tint en pied, jouxte le blanc, affirmant cetuy lieu être le plus sûr et que l'archer fériroit tout autre lieu, le blanc seul être en seureté detraict. » La plaisanterie fît rire. Il n'aurait pas fallu recommencer souvent; les gouttes d'eau, guidées par le hasard, n'épargnent à la longue aucun pavé. Pourquoi les projectiles, non moins nombreux, c'est l'hvpothèse, éviteraient-ils le point vers lequel, adroitement ou non, on s'étudie à les dirii^er tous ?
Dans la formule de probabilité des erreurs, la rigueur, nous l'avons avoué, n'a pas été mise; l'axiome supposé est loin d'être évident; les conséquences sont comme lui discutables.
Dans les concours de tir à la carabine, chaque tireur ayant droit à un certain nombre de balles, on décide du mérite de chacun par la distance movenne de ses balles au but. La théorie consultée prescrirait une autre règle : la plus petite moyenne du carré des écarts caractérise mieux le plus adroit. La décision, je crois, a été prise pour l'armée belge. Le changement est de petite conséquence, et sur un grand nombre d'épreuves toutes les méthodes s'accorderaient; toutes deux, la seconde surtout, traitent trop sévèrement le tireur, si adroit qu'il se soit montré, dont un coup s'est égaré des autres. Supposons, pour donner des chiffres simples.
qu'un tireur ayant placé ncuH)allcs à la distance movenno i du hut. la dixième s'en écarte à la distance lo. D'après la première rèi^le, la moyenne i^énérale étant 1,9, il sera prétéré à celui dont toutes les balles seraient à la distance 2; cela j)araU ju>le. La seconde règle, celle (pii s'ap|)uie sur la loi de probabilité des écarts, placerait a^an( lui le lireiu" dont toutes les balles seraient à la distance 3. Peut-être vaudrait-il mieux, sans tant rafllner, s'en tenir à la vieille méthode, qui réserve le prix à qui le plus souvent touche la mouche, sans rechercher l'écart des balles moins heureuses.
La formule de Gauss déclare, poui* ainsi j)arl('r, certains cas impossibles. N'invite-t-elle pas par là, quand ils se présentent, à se défier un peu d'elle? Les cas exceptionnels échappent à toute règle. Le bon sens ne perd jamais ses droits : o|)poser à l'évidence une formule démontrée, c'est à peu près comme si, j)our refuser à un homme h- droit de vivre, on alléguait devant lui un acte de décès authentique.
La moyenne d'un grand nombre de mesures, quand on écarte les erreurs constantes, est une mesure j)lus j)récise que celles qui l'ont fournie; l'erreur probable est diminuée, et la précision augmente comme la racine carrée du nombre des épreuves.
Fourier connaissait ou soupçonnait cette règle : pour prendre la hauteur de la pyramide de Chéops, il fit simplement mesurer par des soldats les 2o3 marches de ce gigantesque escalier. « Vos hommes manquent d'habitude, disaiton; les surfaces sont irrégulières, les arêtes inclinées; aucune précision n'est possible, et l'erreur commise sur chaque marche sera multipliée j)ar 2o3. — Elle le sera par 1 4 seulement, répondit-il résolument, car \f\ est la racine carrée de 2o3. » La comparaison avec une mesure plus exacte aurait pu le contredire; on ne la fit pas.
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Entre les grandeurs inconnues enchaînées par les formules, la Science, dans clia(|iie problème, choisit pour la déterminer directement la plus accessible aux mesures. Pour |)escr l'obélisque, il n'existe pas de balance; une chaîne d'arpenteur donnerait très lentement et très mal la dislance de Paris à Rome. La théorie fournit des équations, on les accepte toutes, chacune est irréprochable, l'Algèbre dégage les inconnues; les chiffres malheureusement se contredisent toujours. Que doit-on faire? Entre des mesures discordantes, on prend la moyenne; pour des équations, ce mot n'a pas «lesens; à chacune, cependant, il faut un rôle; la méthode des moindres carrés enseigne et prescrit la meilleure combinaison.
Cette méthode, inventée par Gauss, proposée pour la première fois par Legcndre, a procuré plus d'une déception.
La masse de Jupiter, déduite par Ne^^ton de l'étude des satellites, corrigée peu à peu par les progrès des observateurs, calculée de nouveau |)ar Bouvard à l'aide des perturbations de Saturne, semblait fixée à —^ de celle du Soleil. Les principes du calcul des chances permettaient de parier, suivant Laplace, 999308 contre i que l'erreur n'est pas la centième partie de la valeur trouvée. Quelle ostentation de consciencieux savoir! C'est 999308*^'', ni plus ni moins, que l'on peut risquer contre i*^'. On aurait eu tort de risquer dix sous; on les aurait perdus; les perturbations de Junon l'ont prouvé. Sans contester ce témoignage irréprochable de la petite planète, Poisson maintenait les principes. « Les calculs de Laplace, dit-il, ont donné, avec une précision voisine de la certitude, une masse plus petite qu'elle n'est réellement. Cela ne provient d'aucune inexactitude dans les formules dont il a fait usage ; il y a lieu de croire que la masse de Jupiter, un peu trop petite, résulte de quelques termes fautifs dans l'expression
tlos pcrlurhations. » Poinsol, son spirituel advorsairo, pour transformer l'apologie en c|)igraninu\ ne change rien an trait (pie l'accent : « Après avoir calculé la probabilité d'une erreur, il faudrait calculer la probabilité d'une erreur dans le calcul. »
PeuL-on, par des combinaisons habiles, s'assurer sur les résultats d'observations imparfaites, puisées à des sources douteuses? On le |ieut, répond la théorie, pounn qu'on n'ait pas à craindre d'erreurs constantes. Le calcul échouera, ré- [)ond le bon sens. Les (leu\ réponses sont d'accord.
I^orsqu'en 1761, après soixante-dix anné'.^s d'attente, les astronomes de tous les pavs distribuèrent sur la portion du globe désignée par Halley plus de cent observateurs du passage de Vénus, — lacraintedu mauvais temps et l'émulation (.lu zèle pour la Science en accrurent ainsi le nombre, — on croyait la méthode infaillible, et deux observateurs soigneux, Ilalley l'avait prouvé, pouvaient sans aucun associé donner la parallaxe exacte au centième de seconde. Go observations, au lieu de 1, faisaient espérer par leurs combinaisons 1770 déterminations identiques. La déception fut grande; les résultats variaient entre 7" et 1 1". En combinant i5 observations européennes avec celle du Cap de Bonne- Espérance, Short trouva une movenne de 8",/|7. L'observation de Tobolsk, combinée avec i5 autres, donnait 9", 56; en en supprimant \, il restait 8",C)Q. Ces 4 f^^^" servations, 2 de Stockholm et 2 de Tornéa, comparées à celle de Tobolsk, auraient donné jdus de 11". L'opération était à refaire. Rien ne fut épargné en 1709, le succès (ut j)areil. En combinant les observations sans règle et sans méthode, les calculateurs du xvni*^ siècle n'en piu'ont montrer que l'incertitude. Encke, en 1822, voulut reprendre dans leur ensemble les résultats des deux exj)éditions, et,
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par iiii pi'ocligieiix tia\ail, aj)j)li([uaiil dans toutes ses prescriptions la méthotle des moindres carrés, il ohtiiit 8", j'^yG. I/erreiir probable était o",o37o.
dette expression iV erreur probable exii^ie une explication : l'erreur probable est celle qu'il y a chance égale d'atteindre ou de ne pas atteindre ; de celle-là, nous l'avons dit, on déduit toutes les autres. Contre luic erreur huit fois plus grande il n'y a pas, dit la théorie, i chance sur i million. C'est justement celle-là qui s'est produite. La ])arallaxe, aujourd'hui bien connue, surpasse le résultat d'Encke de iuiit lois son erreur j)robable. Tous ces calculs devaient être stériles, rien ne garantissait contre les causes constantes, et le nombre des observations douteuses n'était pas assez grand pour assurer une compensation.
Tout semblait débattu sur les universaux, et tout oublié. M. Quetelet, sans réveiller ce vieux problème, a cru sériciisement le résoudre, et, dans un livre riche de faits judicieusement recueillis, a voulu définir et préciser le mot homme indépendamment des hommes particuliers considérés comme accidents. Sans discussions ni subtilités, le patient auteur attribue à son type, par définition, la moyenne de chaque élément variable d'un homme à l'autre. En relevant, par exemple, les tailles de 20000 soldats, on a trouvé pour moyenne i'",7j ; telle est la taille de l'homme moyen ; autour d'elle, dans la série des mesures, se groupent les tailles plus grandes ou plus petites, exactement graduées suivant la loi des écarts. Rien ne distingue les tailles des conscrits des mesures qu'un observateur très maladroit aurait prises 20000 fois de suite sur un même homme de i"',75, avec
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lies instriimoiits hicn grossiers, il faiil le supposer, mais eorrii^és de loiile erreur constante.
M. Quelelet, dans ce rapprochement, voit une idenlilé; nos tailles inégales sont pour lui le résultat des mesures très mal prises par la nature sur un modèle immuable, «pii, seul, révèle tout son savoir. i"',7') est la taille normale; pour avoir un peu plus, on n'en est pas moins homme, mais ce qui maïKpie ou dépasse pour chacun est erreur de nature c\ monstruosité.
Abailard, si habile à raisonner des choses, aurait réduit l'argument en forme, mais on ne remue plus de telles subtilités. iM. Quetelet, sur ce vieux champ de bataille des écoles, n'a rencontré ni défenseurs ni adversaires.
La thèse a cependant plus d'un inconvénient. L'homme idéal, dit-on, représente en toute chose la moyenne de l'humanité. Cela paraît très simple et très clair, mais ces détails, définis par règle et par compas, comment s'ajustent-ils? La hauteur de la tète, par exemple, pourra, jiour l'homme moyen, se calculer par deux méthodes : on |)eut prendre la movenne des longueurs, ou, pour chaque individu, le rapport de la tête à la hauteur du corps, puis la moyenne de ces rapports. Les résultats sont différents : comment les accorder ?
Grave difficulté et inévitable écueil ! Pour le montrer avec évidence, cherchons entre deux sphères la sphère moyenne; l'une a pour rayon i ; nous choisirons les unités de manière à représenter également la surface et le volume par i. La seconde sphère a, je suppose, pour rayon 3, pour surface 9 et pour volume 27 ; ces chiffres sont forcés. Les moyennes 2, 5 et l 'i sont incompatibles ; une sj)hère de rayon 2 aurait pour surface 4 et pour volume 8 très exactement; aucune concession n'est possible, nulle sphère n'est difforme. L n
I.KS LOIS DU IIVSVIÎI
liomme malheurcuscmeiil peut l'être, et M. Qiieteletoii pro- (Ite ; en associant le poids moyen de 20000 conscrits à leur hauteur moyenne, on fera l'homme type ridiculement gros et, (jiioi (ju'cn ait pensé Reynolds, un mauvais modèle pour un peintre. Cet artiste cminent, dans ses leçons sur les Beaux-Arts, avait, avant Quetelet, signalé dans l'homme moyen le type de la jjcauté parfaite. Si tel était le cas, a dit Sir John Ilerschel, la laideur serait l'exception. Je n'en aperçois pas la raison. Aucun trait de la beauté parfait(" ne serait rare ; distribués sans convenance, ils seraient sans mérite. L'harmonie fait la grâce. Le hasard appellerait sans doute peu d'élus, et, n'en déplaise à Sir John Ilerschel, dans les assemblages incohérents, si la laideur formait l'exception, le grotesque deviendrait la règle.
Dans le corps de l'homme moven, l'auteur belge place une àme moyenne. Il faut, pour résumer les qualités morales, fondre vingt mille caractères en un seul. I^homme type sera donc sans passions et sans vices, ni fou ni sage, ni ignorant ni savant, souvent assoupi : c'est la moyenne entre la veille et le sommeil ; ne répondant ni oui ni non ; médiocre en tout. Après avoir mangé pendant trente-huit ans la ration moyenne d'un soldat bien portant, il mourrait, non de vieillesse, mais d'une maladie moyenne que la Statistique révélerait pour lui.
L'application du calcul aux décisions judiciaires est, dit Stuart Mill, le scandale des Mathématiques. L'accusation est injuste. On peut peser du cuivre et le donner pour or, la balance reste sans reproche. Dans leurs travaux sur la théorie des jugements, Condorcet, Laplace et Poisson n'ont pesé que du cuivre.
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I.a roiinion. (|uolle (lu'olh^ soil, (|iii pciil jiigor \ncn ou mal, l'sl remplacée dans leurs éludes j)ar des unies où lOii puise des boules blanches ou noires. « On peut, dans plusieiM's cas, — a dit Laplace, b^ plus ii^rand des trois, le moins imprudent, et incomparable aux deux autres, — résoudre des questions (pii ont beaucoup d'analogie avec les questions (ju'on se propose, et doiil les solutions peuvent être regardées comme des approximations propres à nous guider et à nous garantir des erreurs et des dangers auxquels les mauvais raisonnements nous exposent. Lue aj)proximation bien conduite est toujours préférable aux raisonnements les plus spécieux. »
Rien n'est plus sage : les bonnes approximations valent mieux que les mauvais raisonnements ; mais il n'v a, malgré cela, moven ni apparence de les réduire en acte |)our rendre la justice meilleure que les juges. On peut assurément supposer le nombre des boules noires égal à celui des jugements mal lendus, les deux problèmes n'en restent pas moins fort différents et, pour tout dire, sans analogie.
Un juge, supposons-le, se trompe une fois sur dix. Condorcet et Poisson l'assimilent à une urne contenant c) boides blanches et i noire. Le sort des accusés resterait-il le même?
Sur looo épreuves, la boule noire sortira loo fois, tout comme, sur looo jugements, loo seront mal rendus, [.es nombres se ressemblent, tout le reste diffère. Quand un juge se trompe, c'est que le cas sans doute est complexe et ardu. On condamne à coup sûr le coupable qui avoue, on acquitte eu hésitant celui (jue l'on n'a pu couNaincre ; les loo boules noires de l'urne se montreront le môme nombre de fois, mais tout autrement. Clondorcet répondrait peut-être que j)our la société, (jui seule l'intéresse, le dommage et l'alarme resteraient les mêmes et qu'ils déj)endent du nombre des
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crimes impunis cl des iiiiiocciils déclarés coupables. Mais une autre ol)jection est sans réplique : l'indépendance des tirages est supposée; les urnes, dans les calculs, échappent à toute influence commune. T^es juges, au contraire, s'éclairent les uns les autres, les mêmes faits les instruisent, les mêmes témoignages les troublent, les mêmes sollicitations les tourmentent, la même éloquence les égare, c'est sur les mêmes considérants qu'ils font reposer la vérité ou l'erreur. L'assimilation est impossible.
« Condorcet a pris possession de l'univers moral pour le soumettre au calcul. » C'est la louange qu'on lui a donnée; on s'est demandé si c'est après l'avoir lu. Dans son livre sur La Probabilité des jugements, il se propose d'abord deux problèmes. Premièrement : Quel est, pour chaque jugement et pour chaque juge, la probabilité de rencontrer juste? En second lieu : Quelle est la probabilité d'erreur à laquelle la société peut se résigner sans alarmes?
La première question lui semble facile.
« Je suppose, dit Condorcet, que l'on ait choisi un nombre d'hommes véritablement éclairés et qu'ils prononcent sur la vérité ou sur la fausseté de la décision. Si, parmi les décisions de ce tribunal d'examen, on n'a égard qu'à celles qui ont obtenu une certaine pluralité, il est aisé de voir qu'on peut, sans erreur sensible, les regarder comme certaines. »
C'est un concile infaillible, tout simplement, qu'il définit et prétend convoquer. Sans douter, il hésite ; non que les hommes véritablement éclairés soient rares, gardons-nous de le croire, mais leur temps est précieux; pour l'épargner, Condorcet propose une seconde méthode dont Poisson, plus tard, n'a pas aperçu l'illusion. La probabilité d'erreur étant supposée pour un juré, on peut, en augmentant leur nombre, la diminuer sans limite pour l'ensemble. L'instrument est
trouvé, on n'a plus qu'à rlioisir. « ()uo l'on compte, dit ('ondorcel, combien il périt de paquebots sur le nombre de ceux qui vont de Calais à Douvres, et qu'on n'ait éijard (ju'à ceux qui sont jKirtis par un temps rei^ardc comme bon par les hommes instruits dans la navigation. Il est clair qu'on aura, pai" ce moven, la valeur d'un risque (pie, pour les autres comme pour soi, on peut négliger sans imprudence. » Prcfère-t-on le danger de périr au Pont-Saint-Esprit, quand on descend le Rhône de Lvon à Avignon? Les honnêtes "ens s'y exposent sans fraveur. Veut-on, pour le faire court, la probabilité 7777;^^? H ne faut que dire oui. Je n'invente ni n'exai^ère. Dans une assemblée de Gj votants, on exigera la majorité de 9 voix. Deux conditions seulement sont supposées : chaque juge, isolément, ne doit se tromper qu'une fois sur cinq. En jugeant la même cause, le raisonnement proposé le suppose, ils ne doivent pas non plus être exposés aux mêmes chances d'erreurs.
J^orsque, huit ans j)lus tard, Condorcet préférait le poison à une justice suspecte, s'il eût j)u s'assurer en des juges courageux et honnêtes, il n'en aurait pas exigé G5.
Laplace aborde très modestement le problème des jugements : « La probabilité des décisions d'une assemblée dépend, dit-il, de la pluralité des voix, des lumières et de l'impartialité des juges. Tant de passions et d'intérêts particuliers mêlent si souvent leur influence qu'il est impossible de soumettre le résultat au Calcul des probabilités. » Il l'y soumet pourtant, et Poisson, en fondant, dans son livre, sur des principes certains, des apj)lications à peine douteuses, a cru suivre son illustre exemple. Laplace cherche d'abord, pour les assemblées, le meilleur système de vote. Il est rare que l'on puisse, en répondant oui ou non, exprimer toute son opinion. Plusieurs propositions, ])resque toujours, sont
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relatives aux mêmes objets. Le calcul, suivant Laplace, ne conseille pas de les mettre aux voix successivement. Voici ce qu'il faut faire : chaque votant recevra un nombre illimité de boules, et l'on passera, pour recueillir les votes, autant d'urnes qu'il y a d'opinions en présence, en invitant chaque votant à verser dans chaque urne un nombre de boules proportionnel à la probabilité qu'il attribue à la proposition correspondante. Docile à la théorie du probabilisme, chacun résistera à la tentation de verser sa provision tout entière dans l'urne favorable à l'opinion qui lui agrée le plus.
Les assemblées n'ont pas tenté l'épreuve; elles cherchent le sûr, comme Pascal, le probable ne leur suffit pas.
Laplace, reprenant une idée de Condorcet, cherche dans le compte des votes concordants ou discordants des divers juges la chance qu'ils ont de prononcer juste. Se séparant pourtant de Condorcet sur un point de grande importance, il fait varier cette probabilité d'une cause à l'autre, mais la fait, dans chaque cause, égale pour tous les juges; la seule donnée introduite est le nombre des juges favorables à chaque opinion. Si un jury de douze nègres prononce sur le vol d'une banane, la probabilité de bien juger sera, d'après la formule, précisément la même, à majorité égale, que pour douze conseillers à la Cour de cassation décidant une question de droit.
La probabilité, dans les calculs de Poisson, reste la même pour toutes les causes; il n'ignore pas qu'elle peut varier, mais il croit obtenir, sans doute, une de ces approximations bien conduites dont parle Laplace.
Une urne contient des boules noires ou blanches; la proportion est inconnue ; il suffira, pour la découvrir, de faire un grand nombre de tirages. Le rapport du nombre des boules blanches sorties au nombre total des tirages fera con-
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naître leur proportion dans l'unie. La vérité, malheureusement, aussi ditlerente de l'erreur que la couleur Llauehe l'est de la noire, ne s'en distingue pas si facilement.
Supposons, en second lieu, deux urnes en présence. On ignore la j)roporliou des boules noires ou blanches, et, à chaque tirage, on fait connaître, non la couleur des boules, mais leur accord seulement ou leur désaccord. On ne pourra par de telles épreuves, si souvent qu'elles soient répétées, déterminer la composition des urnes, mais seulement renfermer le doute daus des limites plus ou moins étroites.
En consultant trois urnes au lieu de deux, le problème se résout exactement. Si, tirant une boule de chacune, on sait quelles urnes s'accordent à donner même couleur, l'épreuve, suffisamment répétée, fera connaître, avec telle probabilité qu'on voudra, la composition des trois urnes, sans distinguer toutefois les cas où les noires seraient changées en blanches, et réciproquement.
Poisson etCournot substituent aux trois urnes les trois juges d'un même tribunal. Si Pierre, Paul et Jacques prononcent sur un grand nombre d'affaires, on pourra, sans savoir si leurs décisions sont justes ou injustes, connaître leurs différences d'opinion. La formule qui révèle les boules blanches des urnes s'appliquera aux chances de bien juger, en repoussant toutefois, pour chaque magistrat, la probabilité de se tromper plus d'une fois sur deux. Mieux vaudrait sans cela, après avoir vu, lu, relu, paperasse et feuilleté les pièces du procès, jouer, comme faisait Bridoye, la sentence à trois dés.
Les deux problèmes assimilés par Poisson sont, en réalité, très différents. Si Pierre et Paul s'accordent souvent contre Jacques, il peut se faire qu'ils aient, sur certains cas douteux, une opinion pareille et que, en la repoussant, Jacques comprenne mieux la loi. Peut-être Pierre et Paul montrent-
LKs LOIS m nvsAun.
ils |)nnr rorlains plaideurs une même indiilgonco, pourd'aiitros une éjjjalc riguotir. Four ôtro plus éclairé, plus droit, j)lus iuipartial, Jacques alors serait dififamé par la formule. Si Paul, quand lUi de ses collègues a opiné le premier, n'a j)as la hardiesse de le contredire, la formule y verra une preuve de son mérite. Est-elle digne de confiance? Sans s'arrêter à des diflirultês aussi visibles. Poisson n'a pas craint d'assigner, j)Our \\u juré |)ris au hasard, la probabilité de décider juste. D'après l'ensemble des documents interprétés par ses calculs, chac[ue juré, en France, se trompe une fois sur trois. Cl'est beaucoup : Condorcet n'en demanderait pas davantage. Quelques centaines de ces jurés sans lumières lui suffiraient pour promettre, au nom de la Science, aux accusés innocents toute la sécurité d'un joveux touriste qui, jiar un temps serein, s'embarque sur une mer sans écueils.
L'action libre des êtres humains, celle aussi des animaux, cpioi (pi'en ait dit Descartes, mêle à l'enchaînement des effets et des causes un élément inaccessible au calcul. La liberté du choix produit, à parler rigoureusement, les seuls cas fortuits.
Les lois du hasard étendent plus loin leur domaine. Un homme agite un cornet, lance les dés, doucement ou avec force, à droite ou à gauche, use sans contrainte de son libre arbitre ; il amène sonnez- i fois sur 36.
On substitue au bras de chair des organes de cuivre et d'acier. Une machine jette les dés, les ramasse, les lance encore, mue par la force aveugle d'un ressort entretenue par d'autres ressorts. Tout est déterminé ; un géomètre calcule à l'avance la succession des points. La formule donne sonnez i fois sur 36.
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Tous les soldats tl'niie noml^roiiso armée sonl appelés tour à tour à (lire un nouibre moindre que -7, le premier venu. Dans leurs réponses, inscrites deux par deux, on reiuonlrc deux 6 I fois sur SG.
D'où vient cela? Les lois du hasard i^cncnt-elles la liherlc des efforts musculaires? règlent-elles l'ordonnance d'un mécanisme aveugle? troublent-elles le caprice de 100 000 imaginations qui les ignorent? Il n'eu est pas ainsi. Si l'on influence la volonté de ces liommes; si le mécanicien, rebelle à la loi de Bernoulli, prend plaisir à la mettre en défaut; si le joueur de dés s'y applique avec ou sans adresse, toutes nos assertions seront fausses. A tout effort le hasard est docile; sans souci de la règle, il suit les gros bataillons.
I^c hasard est sans vertu : impuissant dans les grandes affaires, il ne trouble que les petites. Mais, pour conduire les faits de nature à une fin assurée et précise, il est, au milieu des agitations et des variétés infinies, le meilleur et le plus simple des mécanismes. Les vapeurs s'élèvent, les vésicules se forment, les nuées s'épaississent, les vents les dispersent, les mêlent, les entre-choquent, engendrent la tempête et la pluie; le hasard conduit tout sans surveillance ni délibération aucune, et précisément parce qu'il est aveugle, il remplit le lit de tous les fleuves, arrose toutes les campagnes et donne à chaque brin d'herbe sa ration nécessaire de gouttes d'eau.
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— 100. Ti'oisièmc exemple. — '201, 10'i. Proiilème dans lequel les valeurs d'une même inconnue ne sont pas indépendantes, résolu en suivant le principe de la démonstration, dont il faut changer le détail. — 2U3. Problème général; première solution de Gauss. — '2()i. En ne faisant, en apparence, aucune hypothèse sur la loi de probabilité, on ne change pas essentiellement les conditions de l'énoncé. — 205. Substitution de la plus petite valeur probable du carré de l'erreur à l'erreur la plus probable. — 20G. Lorsque le nombre des équations surpasse celui des inconnues, il existe entre les erreurs des relations nécessaires qui ne sont pas satisfaites. — 207. Expression adoptée pour l'une des inconnues; on rend le carré de la valeur probable de l'erreur minimum. — 208. Les erreurs étant très petites, la solution est la plus générale. — 209. Valeur probable du carré de l'erreur à craindre. — 210. Premier exemple. — 211. Second exemple. — 212. Les valeurs probables des carrés des erreurs commises sont indépendantes de la concordance des résultats; explication de ce paradoxe. — 213. Les formules sont démontrées pour des observations qui ne sont pas encore faites. — 214. On peut se placer à un point de vue très dillérent; le problème devient insoluble. Développement sur un exemple. La valeur probable a priori de l'inconnue que l'on veut calculer a posteriori est un élément nécessaire de la solution. — 215. La question appartient à la théorie de la probabilité des causes; faute de l'une des données indispensables, la solution est impossible. — 216. Discussion d'un problème analogue. — 217. Étude du problème général; les solutions sont en nombre infini. — 218. Premier exemple. — 219. Second exemple. — 220. Évaluation, dans un cas très simple, de l'erreur à craindre en égalant la valeur vraie à la valeur probable. Calculs numériques. — 221. Théorème des moindres carrés. — 222. Simplification des calculs. — 223. Exemple. — 221. Théorie de Gauss. — 225. Objections de Bienaymé. — 226. Les corrections prescrites par la méthode des moindres carrés sont des fonctions déterminées des erreurs réellement commises. — 227. Expression de la somme des carrés de ces corrections. — 228. \ aleur probable de cette somme.
— 229. Exemple. — 230. Incertitude de quelques assertions compromet-, tantes pour la théorie 2.îf)-3o6
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231. Il existe plus d'une manière de consulter le sort; quand la probabilité est la même, la moyenne est la même sur un grand nombre d'épreuves,
TAULK Ui:S M.VTIKUKS. L\ll
l'âge,.
mais les chancbcs d'écart peuvent être diiïérenles. — 232. Expression algébrique du problème à résoudre. — 233. Laplace et Poisson, dans leurs études sur la statistique des naissances, ont négligé cette remarque. — 234. Le tirage dans plusieurs urnes donne, pour une même probabilité moyenne, une valeur plus petite à celle du carré de l'écart. - - 235. Influence de l'importance des sommes assurées sur les chances d'écart de la moyenne. La formule obtenue en supposant les tirages faits dans la même urne n'est pas acceptable. - 236. Loi de mortalité de Gomperlz So^-SiS
CHAPITRE I
ÉNUMÉR.VTION DES CHANCES.
Un Cilime la prubabililé d'un événement par le nuaibre des cas favorables dUisc par le nombre des cas possibles. La dillicuUe ne coasisto que dans I énuuéralion des cas.
Laurance.
1. Définition de la probabilité. L'égalité des chances est supposée dans la définition. — 2. Exemple d'une énumcration incorrecte. — 3. Autre exemple. — 4. Le nombre des cas ne doit pas être infini. Contradiction résultant de l'oubli de cette condition. — 5. Second exemple. — 6. Troisième exemple. — 7. Quatrième exemple. — 8, 9, 10, 11, 12, 13. Solution de quelques problèmes par l'énumération des chances. — 14. Prétendu paradoxe du chevalier de Méré. — 15. Combien faut-il tenter de coups pour obtenir une probabilité donnée de produire au moins une fois un événement dont la probabilité est connue? — IG. Problème du jeu de rencontre. — 17. Problème relatif aux tirages de boules numérotées sans les remettre après chaque tirage. — 18. Problème relatif au dépouillement d'un scrutin de ballottage. — 19. Une urne contient des boules numérotées, quelle est la probabilité pour que sur n tirages la somme de> points tirés ait une valeur donnée. — 20. Application au cas de trois dés.
1. La probabilité d'un événement est estimée par l'énuméralion des cas favorables, rapprochée de celle des cas possibles.
On parie, en jetant un dé, qu'il montrera le point 4- Le dé a six faces : six cas sont possibles, un seul est favorable. La probabilité est \. C'est une définition.
CVLCLL nf:S I'UOBABILITKS.
On jcllc deux ilcs ; le» si\ points du piomler, en s'associanl aux six du second, |)euvenl lormer irenle-six combinaisons : la prol»al)ilitC' d'anienir une d\'nlro elles, double deux par exemple, o^t ^.
La probabilité d'anjener .> el \ esl ^,r : chacun des dés pouvant donner 3 lorsque lautre donne \, il \ a deux combinaisons favorables '.\ et /{, 4 t*' 3 ; on leur donne le même nom, 3 el 4» niais elles sont récllemenl distinctes.
La probabilité f/'i/n é\énemciU est le rapporl du nombre des cas favorables au nombre total des cas possibles. Une condition est sous-entendue : tous les cas doivent être également possibles., La définition, sans cette restriction, n'aurait aucun sens. 11 peut se faire cpie Tévénement arrive, il se peut aussi qu'il n'arrive pas^ ce sont deux cas possibles, un seul esl favorable. Toulc probabilité serait donc -!• L'erreur est grossière. D'Alemberl a élevé Tobjeclion el refusé de passer outre.
Avant de compter les chances, il faut constater qu'elles ont même vraisemblance.
2. Trois colfrets sont d'apparence identique. Chacun a deux tiroirs, chaque tiroir renferme une médaille. Les médailles du premier collret sont en or; celles du deuxième coffret, en argent; le troisième coffret contient une médaille d'or el une médaille d'argent.
On choisit un cofïrel ; quelle esl la probabilité pour trouver, dans ses tiroirs, une pièce d'or et une pièce d'argent?
Trois cas sont possibles el le sont également puisque les trois coffrets sont d'apparence identique.
Ln cas seulement est favorable. La probabilité est \.
Le coffret est choisi. On ouvre un tiroir. Quelle que soit la médaille qu'on v trouve, deux cas seulement restent possibles. Le tiroir qui reste fermé pourra contenir une médaille dont le métal diffère ou non de celui de la j)remière. Sur ces deux cas, un seul est favorable au colfrct dont les pièces sont différentes. La probabilité d'avoir mis la main sur ce coffret est donc ^,.
cn\p. I. — i;>L'Mi:i;\Tio.\ ni:s f;iiA.\CES. o
Commcnl rruire, ccpcndanl, (ju il suffira d'oiiMii' un liroir pour (•hanp;cr la probaljililé et de ^ l'élever à ^?
f^c raisonnemenl ne peul cire juste. Il ne Test j)as en eflet.
Après l'ouverture du premier liroir deux cas restent possibles. Sur ces deu\ cas, un seul est favorable, cela est vrai, mais les deux cas n'ont pas même vraisemblance.
Si la pit'ce qii on a vue est en or, l'autre peut être en arj^cnt, mais ou aurait avantage à parier pour qu'elle soit en or.
Supposons, pour en faire paraître l'évidence, qu'au lieu de trois coffrets on en ait trois cents. Cent contiennent deux médailles d'or, cent deux médailles d'argent et cent une médaille d'or et une médaille d'argent. Dans chaque coffret on ouvre un tiroir, on voit par conséquent trois cents médailles. Cent d'entre elles sont en or et cent en argent, cela est certain ; les cent autres sont douteuses, elles appartiennent aux coffrets dont les pièces no sont pas pareilles : le hasard en réglera le nombre.
On doit s'attendre, en ouvrant les trois cents tiroirs, à v \oir moins de deux cents pièces d'or : la probabilité pour que la première qui se présente appartienne à l'un des cent coffrets dont l'autre pièce est en or est donc plus grande que ^.
3. Supposons, pour second exemple, que Pierre et Paul jouent aux boules; celui qui placera la boule la plus rapprochée du but gagnera. Ils sont également habiles ; mais Pierre a deux boules à jeter, Paul n'en a qu'une. (Quelle est la probabilité pour que Pierre gagne?
Sur trois boules jetées par des joueurs également habiles, Pierre en a deux. La probabilité de gagner est pour lui ~.
Ne pourrait-on pas dire cependant :
Chacune des boules de Pierre peut être meilleure ou moins bonne que la boule de Paul; quatre cas sont donc possibles. Sur les quatre, un seul fait perdre Pierre, celui où ses deux boules sont l'une et l'autre moins bonnes que celle de Paul, les trois autres cas lui sont favorables. La probabilité de gagner, pour Pierre, est r.
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L'éaumcralion est exacte, mais les eas n'ont pas même vraisemblance.
]*aul a de bons el de mauvais eouj)s. Si la boule (ju'il a lancée remporte sur- la première boule de Pierre, il esl à croire, sans rien savoir de plus, cpielle n'est pas parmi les mau\aiscs. La chance pour qu'elle soit moins bonne que la seconde boule de Pieri'C esl diminuée. Parmi les quatre cas possible, ceux dans lesquels Pierre \aincu dans un coup est vainqueur dans l'autre sont moins vraisemblables que ccu\ dans lesquels ses deux boules ont le même sort.
•4. Une remarque encore est nécessaire : l'inlini n'est pas un nombre; on ne doit pas, sans explication, l'introduire dans les raisonnements. La précision illusoire des mots pourrait faire naître des contradictions. Choisir au hasard, entre un nombre infini de cas possibles, n'est pas une indication suffisante.
On demande, par exemple, la probabilité pour qu'un nombre, entier ou fractionnaire, commensurable ou incommensurable, choisi au hasard entre o et loo, soit plus grand que 5o. La réponse semble évidente : le nombre des cas favorables est la moitié de celui des cas possibles. La probabilité est ^.
Au lieu du nombre, cependant, on peut choisir son carré. Si le nombre est compris entre 5o el loo, le carré le sera entre 2000 et 10000.
La probabilité pour qu'un nombre choisi au hasard entre o et 10 000 surpasse 25oo semble évidente : le nombre des cas favorables est les trois quarts du nombre des cas possibles. La probabilité est |.
Les deux problèmes sont identiques. D'où vient la diflerence des réponses? Les énoncés manquent de précision.
Les contradictions de ce genre peuvent être multijiliées à linfini.
5. On trace au hasard une corde dans un cercle. (Quelle est la probabilité pour qu'elle soit plus petite que le coté du triangle équilatéral inscrit?
CHAP. I. — ÉNUMÉRATION DES CHA>CK.S. 'J
On pcul dire : si l'une des cxlrcniilés de la corde est connue, ce renseignement ne change pas la probabilité; la svmélric du cercle ne permet d'y attacher aucune inflnence, favorable ou défavorable à l'arrivée de l'événement demande.
L'une des extrémités de la corde étant connue, la direction doit être réglée par le hasard. Si l'on trace les deux côtés du triangle équilatéral ayant pour sommet le point donné, ils forment entre eux et avec la tangente trois angles de 60°. La corde, pour être plus grande que le côté du triangle équilatéral, doit se trouver dans celui des trois angles qui est compris entre les deux autres. La probabilité pour que le hasard entre trois angles égaux qui peuvent le recevoir le dirige dans celui-là semble, par définition, égale à j.
On peut dire aussi : si l'on connaît la direction de la corde, ce renseignement ne change pas la probabilité. La svmétrie du cercle ne permet d'y attacher aucune influence, favorable ou défavorable à l'arrivée de l'événement demandé.
La direction de la corde étant donnée, elle doit, pour être plus grande que le côté du triangle équilatéral, couper lun ou l'autre des ravons qui composent le diamètre perpendiculaire, dans la moitié la [)lus voisine du centre. La probabilité pour qu'il en soit ainsi semble, par définition, égale ai.
On peut dire encore : choisir une corde au hasard, c'est en choisir au hasard le point milieu. Pour que la corde soit plus grande que le côté du triangle équilatéral, il faut et il suffit que le point milieu soit à une distance du centre plus petite que la moitié du ravon, c'est-à-dire à l'intérieur d'un cercle quatre fois plus petit en surface. Le nombre des points situés dans l'intérieur d'une surface quatre fois moindre est quatre fois moindre. La probabilité pour que la corde dont le milieu est choisi au hasard soit plus grande que le côté du triangle équilatéral semble, par définition, égale à |.
Entre ces trois réponses, quelle est la véritable? Aucune des trois n'est fausse, aucune n'est exacte, la question est mal posée.
G. On choisit au hasard un plan dans l'espace; quelle est la
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probiibililé poiii- cin'il lasse avoi- riiorizoïi un angle j)lus pclit
que ^?
On peut tliro : Ions les angles sont possibles enlrc o cl \ la
probabililé |»(>ui- tpic le ihoix lonilie sur un angle inlérieur à ^ csl^
On peut dire aussi ; |)ar le eenlre dune sphère, menons un ra\on perpendiculaire au plan en (pieslion. ( 'choisir le plan au hasard, c'esl choisir au hasard le point où celle perpendiculaire perce la sphère.
Pour que l'angle du plan avec l'horizon soil plus pclil (pie j^ il faut que la perpendiculaire coupe la sphère dans l'intérieur d'une zone dont la surface est
V. 77 R- ( I — cos y
Le rappoil de la surface de celte zone à celle de la demisphère est
La probabililé est donc 0,29.
Celle question, comme la précédente, est mal posée et les deux réponses contradictoires en sont la preuve.
7. On fixe au hasard deux points sur la surface d'une sphère; quelle est la probabilité pour que leur dislance soit inférieure
Le premier point peut être supposé connu, la position qu'il occupe, quelle qu'elle soit, ne change rien à la probabilité cherchée.
Le grand cercle qui réunit les deux poinis peut être également supposé connu, les chances possibles sont les mêmes dans toutes les directions. SI l'on partage ce cercle en ;>. iGoarcs de 10', de manière que le point commun soit un point de division, les points situés dans les deux arcs séparés jiar le point donné remplissent seuls la condition demandée : la probabilité est dune .7^ = Tihâ'
(FIAI-. I. — KNU.MKHATIO.N DKS C1I\>CES. ^
On peut dire aussi : le premier point étant eonnii, |)Oiir que le second soit à une dislance moindre f[ue lo', il faut (pi'ii soit situé dans une zone dont la surface est
î - 11- siii- V - 'i T. I{'- sin- — '■^—
Le ra[)port de la surface de cette zone à celle de la splière est
o,oooooi'>.3o8 —
plus de deuK cents fois plus petite «]uc Y>)>i>r
Les probabilités relatives à la distribution des étoiles, en les supposant semées au hasard sur la splière céleste, sont impossibles à assi<^ner si la rpicstion n'est pas précisée davantage.
8. L'application directe de la délinilion, lorsque les cas possibles sont en nombre déterminé et d'égale vraisemblance, est souvent, au contraire, un problème facile ap[)artenant à la lliéoric des combinaisons.
Problème L — On jelte une pièce de monnaie n fois de suite. Quelle est la probabilité pour que pile et face se succèdent dans un ordre assigné?
Pile et face, à chaque épreuve, sont également possibles. Toutes les successions présentent des chances égales. Leur nombre, pour n épreuves, est 2", car chaque jet nouveau présente deux cas possibles qui, l'un et l'autre, peuvent s'associer à chacune des combinaisons précédentes, dont le nombre est par conséquent doublé. Parmi ces 2" combinaisons, une seule est demandée. La probabilité est— ■ L'arris de face ou de pile est prise ici comme le
tvpe d'un événement dont la probabilité est r,-
La probabilité de voir, à la roulette, la rouge et la noire se succéder dans un ordre assigné serait exactement la même.
Quelle est, par exemple, la probabilité pour que, l.i rouge se
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iiioiilranl an |iremicr coup, la ooiilciir ( liangc sans inlorrnplion à ( liacnn des •>(> conps suivants?
La j>r()l)al)ilit('' est
— -- (), ( looooooooo'j 1 33 .
La probal)ililc poiii- cpic. pc lulanl K's trente premiers coups, la rouge et la noire se succrdenl sans (juc la nirine couleur sorte deux fois de suite est double de la précédenle. La suite alternée peut coninieiiccr par rr^iii^e on par noire. Cela fait deux cas possibles.
t>. Problème IL — Quelle est la probabilitr pour obtenir (i\ec un (Ir à sLv fuces n fois de suite le point .'V?
A chaque jet, six cas sont possibles et peuvent s'adjoindre à chacune des combinaisons précédentes, dont le nombre est ainsi sextuplé. Le nombre des combinaisons possibles sur n épreuves est
donc (3"; une seule est demandée, elle a [)our probabilité jr^-
10. Problème IIL — Quelle est la probabilité pour amener UKec deux clés une somme de points égale à y?
Le nombre des cas possibles quand on jette deux dés est 36. La somme - peut être obtenue par 6 et i , 5 et 2, 4 et 3. Chacune de ces manières représente deux cas; 6 et i, par exemple, peut résulter de 6 donné par le premier dé avec i donné par le second, ou de I donné par le premier avec (3 donné par le second.
Sur 36 cas possibles, 6 sont favorables; la probabilité est -3"^,
11. Pr,oi!i.i:Mi. 1\ . (Quelle est la jirobabilité pjour amener a\ec deux dés n fois de suite le point '-'!
Le nombre des combinaisons possibles sur n épreuves faites avec deux dés est 36".
(Chacune des six combinaisons qui, à chaque épreuve, peuvent amener la somme j, en s'associant à toutes les précédentes, mul-
ciiAi>. I. — r:KUMi':u.VTio.\ nr.s (;iiA>cr:s. g
tiplic par (> Ir nombre dos cas favorables. Le nombre total de ces cas pour les // épreuves est donc G". La prol)abib'tt', rapport <bi nombre des cas favorables à celui des cas possibles, est
12. Problème V. — Quelle est la probabililé, en jetant deux dés, pour (n'oir une somme de points égale à 8?
La somme 8 peut être, comme la somme ^, obtenue de trois manières : 6 et î>, o et 3, '{ et ^ ; mais ces trois manières représentent cin(j cas et non six. Le doublet 4 et 4 ne peut se produire, en effet, que si les deux dés donnent 4- Le nombre des cas possibles est 5 et la probabililé est ^.
13. Problème \ L — (Juelle est la probabilité , en jetant deux dés trois fois de suite, pour amener une fois au moins un doublet?
Le nombre des combinaisons possibles sur trois épreuves est
A chaque coup, six combinaisons sont des doublets, trente n'en sont pas. Le nombre total des combinaisons qui ne contiennent aucun doublet est donc, sur trois épreuves, 3o' ou 27000. Le nombre des combinaisons qui contiennent un doublet au moins
est
La probabilité demandée est
Li. Problème VIL — Quelle est la probabilité pour rpi'en jetant deux dés n fois de suite on amène sonnez au moins une fois?
A chaque fois que Ton jette deux dés, le nombre des associa-
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lions lie points possibles est M')\ ,'ij, siir ces 36, sont aiiires que sonnez.
Lo nonihio des combinaisons possibles en // coups esl3()"; le nombre de celles dont so/un'z esl exclus est 3:V'; le nonibre tles combinaisons (pii conlicnnenl une du plusieurs fois sonnez esl
La probabililé demandée esl
Si l'on veul que celle probabililé soil ^, il laul déterminer // par 'équation
i)n en déduit
-ir-i'
Si l'on parie d'amener sonnez en 24 coups, les cbances de perle ieniporlenl sur celles de gain. C'est le contraire si l'on accorde 2Î) coups.
Le problème précédent, proposé à Pascal par le clievalier de Méré, a été l'occasion des premières recherches sur le Calcul des probabilités.
« Je n'ai pas le temps, écrivait Pascal à Fermai, de vous envoyer la démonstration d'une difficulté qui étonnait fort M. de-Méré' car il a un très bon esprit, mais il n'est pas géomètre. C'est, comme vous savez, un grand défaut. Il nie disait donc qu'il avait trouvé difficulté sur les nombres pour cette raison : Si l'on entreprend de faire 6 avec un dé, il y a avantage de l'entreprendre par /j coups. Si Ton entreprend de flaire sonnez avec deux dés, il y a désavantage de l'entreprendre en 24 coups, et néanmoins >.4 est à 30, qui est le nombre des faces de deux dés, comme 4 6st à 6, qui est le nombre des faces d'un dé.
» Voilà quel était son grand scandale cl qui lui faisait dire hau-
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temcnl que les propositions n'élaienl pas conslaiilcs el ipif l'Arillimclif[uc se démenl. »
La rt'ponso ne |)()iivail einhairasscr ni Pascal ni Fermai.
il semble que l'exemple d'un clé à deux faces, c'esl-à-diie d une pièce de monnaie, aurait sufli jxtiir ouvrir les yeux de Méré. Sur I couj), avec une pièce de monnaie, on j)eut parier, sans avantage ni désavantage, d'amener une fois pile. Avec un dé à six faces, Méré le savait, il y a avantage à entreprendre d'amener un point donné en 4 coups. La proportion est donc en défaut, el la petitesse des nombres permet d'en apercevoir aisément la raison.
Lorsque le nombre des faces d'un dé s'accroît et lorsque l'on augmente le nombre des tirages, le nombre total des cas possibles et celui des cas qui contiennent un point donné ne croissent proportionnellement ni au nombre des faces ni à celui des coups.
On peut s'en assurer soit par l'examen des cas les plus simples, soit par la recherche d'une formule. La première méthode était seule accessible au chevalier de Méré. Pascal, en voulant lui expliquer l'autre, a aperçu son grand défaut : il n'était pas géomètre.
15. Problème VIII. — La probabilité d'un <h'éneinenl est p, combien faut -il tenter cl' ép reines pour fjue la [ji-obabililé de voir Vé\^énenienL se jiroduire au moins une fois dépasse une fraction donnée r?
Supposons que, dans une urne, saienl contenues m boules blanches et n boules noires, tn el n étant telles que
Il faut chercher combien de tirages doivent être tentés pour que la probabilité d'amener une boule blanche soit plus grande que /•.
La boule sortie est remise dans l'urne après chaque épreuve, de telle sorte que la probabilité reste, à chaque tirage, égale à p.
Le nombre des combinaisons possibles, sur /» épreuves, est
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le nombre de celles (jiii ne ci)iiliennenl pas de houles blanches csl //*.
Le nombre des combinaisons conlenanl une houle hlanthc au
moins est
La probabilité demandée est donc
( m -h « / \ni -h n/ '
Le nombre /." des épreuves à leiUer pour que celle probabilité soit égale à /'est donn<' par l'équation
I — ( I — /> )^ = /•, d'où
Celte valeur de k n'est pas, en général, un nombre entier. Pour un nombre d'épreuves plus petit que k^ la probabilité de voir une boule blanche sortir sera moindre que /■; elle surpassera /* si le nombre des épreuves est plus grand que k.
Le chevalier de Méré se scandalisait de ne pas voir /, inversement proportionnel à p.
« Pourquoi, disait-il, pour p —- J^,, /, n'est-il pas six fois plus grand que pour y? = |? »
La formule (i) sert de réponse pour les géomètres; elle montre que, pour de petites valeurs de /?, la proportionnalité supposée par de Méré s'éloigne peu de la vérité.
On a, en effet.
Si p est très petit, on peut supposer
Le nombre /." des épreuves est donc, à très peu près, pour une
valeur donnée de /•, proportionnel à —, pour\u (jnc p soit très petit.
CHAI'. I. — ÉNUMÉRATION DES CHANCES. l3
On a, en supposant les logarillimes népériens, ce qui esl permis dans la formule (i), dont cela ne change pas les rapports,
l Y^ = — /lo = — 2,3025, / Y^ = — / 1 00 --- — î , 6o5 1 , ^TôVô =— ^'ooo =—6,9077, / rôoTô = — ' 10000 — — 9,210.
La formule (i) donne donc les théorèmes suivants : SI un événement a pour probabilité jr., N étant assez grand pour qu'on puisse négliger ^ et prendre — ^ pour le logarithme népérien de i — 1^-5 le nombre des épreuves qu'il faut tenter pour
acquérir les probabilités ^,5,7^, -nni, riiô' T^ f'*' ^'O'^^ l'événement se produire au moins une fois est :
Pour la probabilité | OjGgN
» Yo 2,3o25N
9 9 9 r» xT
Tôôïï 6,907^
1 ooou '
9,9.io>J
On peut s'expliquer sans calcul comment, avec le nombre des épreuves, la probabilité s'accroît pour devenir rapidement une quasi-certitude.
Le chevalier de Méré aurait accepté sans étonnement le premier chiffre du Tableau. H y a chance égale, il l'avait reconnu, pour que sonnez, dont la probabilité est jy, arrive ou n'arrive pas en 24 coups, environ. 24 est les | de 06, comme o,G9N est, à peu près, les I de N.
La proportion n'est pas exacte, mais approchée.
Quand le nombre des épreuves est 9,'2N, on peut le partager
l4 CALCUL DES PnOBABI l.ITÉS.
en i4 groupes, environ, de o, (îqN chacun. Celui qui a parié pour l'arrivée de l'événemenl une fois au moins en 9,2N coups esldans le même cas que s'il élail admis à renouveler quatorze fois une épreuve qui donne probabilité égale pour gagner ou pour perdre. Ne pas voir une seule fois l'arrivée de l'événemenl est, pour lui, aussi peu vraiscnildablc (pie de pcrdn» quatorze fois de suite à pile ou face.
10. Problème IX. — Quelle csl lu probabilitv ]>our <ju\^n tirant n houles de suite dans une urne (fui en contient a, marquées I, •'., •), . . ., '^■, et remettant la boule sortie après chaque tirage, /. numéros désignés soient sortis au moins une fois?
Lorsque /. est égal à i , un seul numéro étant désigné, le nombre des combinaisons (jui le contiennent est
(2) UL"— (;x — 1;".
Il faut, en cllet, retrancher du nombre total des combinaisons, a", le nombre des combinaisons qui restent possibles quand le numéro désigné est laissé en dehors.
Pour avoir le nombre des combinaisons qui contiennent deux numéros désignés, il faut retrancher de (>) le nombre des combinaisons qui, ne contenant pas le second, contiennent le premier; ce nombre est donné par la même formule, dans laquelle ui est
remplacé par 'x — i ,
Le nombre des combinaisons qui contiennent une ou plusieurs fois deux numéros désignés est donc
(3) .jL«_ 2( u— I )"-^(a — a)".
Pour avoir le nombre des combinaisons qui contiennent trois numéros désignés, il faut, de (3), retrancher le nombre des combinaisons qui, ne contenant pas le troisième, contiennent les deux premiers, (^e nombre s'obtient en remplaçant dans (3) a par
u — I ; il est
( ;ji ~ I ;" - 2 ( ;jL — 2)" -i- ( [Ji — 3 /'.
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Le nombre des coinhlnaisons qui conlicnncnl une un plusieurs fois trois numéros dcsif^nés est
( i ) [x" — 3 (|x — I )" -(- j ( ;jL — uj" — ( ;x — 3 )" .
La mélliodc est j^énérale. Le nombre des combinaisons qui contiennent /. numéros désignés est
Ln divisant ce nondjre par <j." , nombre des combinaisons possibles, on aura la probabilité demandée.
Si l'on suppose />• =: a, on aura la probabilité pour (pic /i tiraj,^es lassent sortir tous les numéros
La suite contient 'j. -t i termes.
Si /^ et [x. sont grands, on a approximativemenl
_lin
Ces formules d'approximation sont applicables aux premiers termes de (5); les autres sont négligeables, et l'on peut représenter approximativement la probabilité pour que tous les numéros soient sortis en n tirages par
17. Problème X. ^ — l ne urne contient u. boules nuir(ju(''cs I, 2, 3, .... ;j.. On les tire successiKement, sans les remettre clans l'urne quand elles sont sorties. Quelle est la probabilité pour que, parmi k boules désignées, aucune ne sorte à un rang égal au numéro dont elle est /narquée?
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Les combinaisons dans lesquelles une houle désignée n'est pas à son rang sont au nombre
{ G ) 1 . •> . 3 . . . ;jL — 1 . u . 3 . . . ( [x — 1 ).
Le nombre de celles dans lesquelles deux boules désignées ne sonl ni l'une ni l'autre à leur rang s'obtiendra en retranchant de (G) le nombre de celles dans lesquelles, la seconde boule étant à son rang, la j>romière, dans l'arrangement des [j. — i autres, ne serait pas au sien. Ce nombre s'obtient en remplaçant dans (6) u par <x — 15 il est
I . 2 . 3 . . . ( iJi — I ) — I . 2 . 3 . . . ( ;JL
Le nombre des combinaisons dans lesquelles deux boules désignées ne sont ni l'une ni l'autre à leur rang est, par conséquent,
( 7 ) 1.2.3... \j. — 2 . I . '2 . 3 . . . ( ;JL — I ) -H 1 . 2 . 3 . . . ( ;jL — 2 ) .
l'our avoir le nombre des combinaisons dans lesquelles trois boules désignées ne sont pas à leur rang, il faut retrancher du nombre (7) le nombre des combinaisons dans lesquelles, la troisième étant à son rang, les deux autres ne sont pas aux leurs dans les ij. — I boules restantes. Ce nombre s'obtient en lemplaçant dans (7) 1-"- par -j. — i : il est
La diflférence avec (7) est
1 .2.3. . . ;jL — 3. 1 .2.3. .. (a — 1) -f- 3.1.2.3. .. (;jl — :>.) — i .2.3. . . (;jl — 3).
La méthode est générale. Le nombre des combinaisons dans lesquelles A" boules ne sont pas à leur place est
/ 1 . 2 . 3 . . . a — /i . I . 2 . 3 . . . ( ;Ji — I j
La probabilité pour qu'aucune des boules désignées ne sorte à son rang est le quotient de (9) par le nombre i .2.3. . . [j. des combinaisons possibles.
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lui siipposaiil /. =: <j., on oljliL-nl hi |ii()l)iil)ililc [tour (|iie, dans le tirage de loiitcs les boules, aucune ne sorte à son ran_m elle est
Le noinljie des termes dcjiil la loi est évidente est celui dc> numéros de l'urne augmenté de un.
La série (lo), si on la prolongeait mdi'lininienl, représenterait
-■ Si tlonc 'J. nesl pas un très pelil nonihie entier, la proljabilil»' (le\icnt, ([uel que soit le nombre des boules, très voisine de ->
- = o,îr>787(ji j.
La probabilité pour qu'un numéro au moins sorte à son rang c»t
I = o,bi2rioj3.
\oici, du reste, les valeurs, pour
U = I , 2 , . . . , I O , II
de la probabilité /7tji, à moins d'une demi-unilé du septième ordre
df'cimal :
Pi = 0,0000000,
/)» = o, joooooo,
Pi = 0,3333333,
Pi =* 0,3760000,
Pi = o,3G6tjG()7 ,
po = o,368ojJG,
/>8 — 0,36788 KJ, />9 = 0,3678792,
On voit donc que, dès que 'x est éi^al ou supérieur à (j, /a dijjêrence entre p,j. et - ii^at teint pas un niillioniènie.
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1<S. PuoblèmeXI. — Piciic et /'(/al so/if soiu/iis ù un svrulin (/c Inillotlagc ; l'urne coiidciit m bitllcliiis ftisorablcs à Pierre, Il fa\orables à Pdul; ni es f plus grand que n, Pierre sera élu. Quelle est la probabilité pour (jue, pendant le dépouillement du serutin, b's bulletins sortent dans un ordre tel (juv Pierre ne cesse jias un seul instant d'tnoir It/ya/itage'.*
\.c nombre dos combinaisons possibles csL cebil dos arrangemenls de ni -+- // lellres, j)armi IcscjucUcs ni sendjiablos onlre elles rej)résenlenl le nom de Pierre el les /i aulres, semblables aussi, rcj)réseiiLenl le nom de Paul.
Le nombre de ces arrangements csl
Cllicrchons le nombre des arrangements dans lesquels Paul, ù un certain moment, aura le même nombre de voix que Pierre.
Parmi ces arrangements, il faut compter tous ceux qui commencent par le nom de Paul. Leur nombre est celui des arrangements de /n -7-/1 — 1 lettres, parmi lesquelles m semblables entre elles représentent le -nom de Pierre, elles// — i aulres celui de Paul. Ce nombre esL
I . 9. . '5 ...(/« -f- « — I ) ^"^ i.i.3...OT.i.-2.3...(»-^)'
ils forment la moitié, précisément, du nondjre (pie nous cherchons.
Nous allons dé-montrer, en effet, que tous les dépouillements commençant par le nom de Pierre, el dans lesquels l'égalité des suffrages se produit à un certain moment, correspondent un à un, d'une manière parfaitement déterminée, aux arrangements de ni -r n — 1 lettres dont le nondjre est représenté ])ar la lorniule (il).
Représentons par la lettre A les bulletins qui portent le nom do Pierre et par li ceux qui portent le nom de l*aul.
Considérons une condjinaison commençant par A et dans la-
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quelle, à un cerl;iiii nionieiU, (]iKincl on a|)|)<,'llc Ions les termes à partir du premier, le nombre des B est éj^al à celui des A. Arrêtons-nous dans cette énumération faitt- de ^^auclie à dioite la première fois que cette égalité se produit. Enlevons le gr(jupe déjà appelé, Iransportons-le à la fin de la combinaison, a|)rcs avoir enlevé le 13 qui le termine nécessairement. Nous formerons la combinaison de ni -h n — i lettres, conjuguée de celle que nous avons choisie.
Par exemple, la combinaison
AABBABAB,
qui contient quatre A et cpialre B, donnera
ABABAAB,
qui contient quatre A el trois 13.
La combinaison de m + n — i lettres, déduite, comme nous l'avons dit, de l'une des combinaisons commençant par A dont nous voulons faire le compte, permet, quand elle-même est donnée, de retrouver celle dont on l'a déduite. Il suffit d'y appeler les lettres en commençant par la droite jusqu'au moment, qui ne peut manquer de se produire, puisque les A sont en majorité, où le nombre des A surpassera d'une unité celui des B. On enlèvera alors le groupe ainsi défini pour en faire le commencement de la combinaison, en le transportant à la gauche après l'avoir séparé des termes non transportés, qui gardent leur ordre, })ar la lettre I> ajoutée à la fin.
Le nombre total des dépouillements dans lesquels le nombre des lettres B, à un certain moment, atteint l'égalité est donc
En le divisant par le nombre total des arrangements distincts I . o. . 3 . . . ( m -4- /i )
le quotient
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csl la pi'obabililé juiur t|iio IMerrc, piMidaiil la ilun'c du scnilin, perde, à un certain monienl, lavanlage.
La probabililé pour que Pierre garde toujours l'avanlagc est
//j -:- n m -f- Il Celle inîrénicuse dénionslralioii esl due à M. André.
19. Problème XII. — Une itrnc contient a boules numérotées 1, 2, 3, .... a. Quelle est la probabilité pour que, clans n tirasses, la somme des numéros sortis soit égale à /, ?
On suppose qu'après cliaquc tirage la boule sortie soil remise dans l'urne.
Le nombre des combinaisons possibles esl ;j.", puisque chacun des u numéros peut sortir à chacun des n tirages.
Le nombre des cas favorables à l'événement demandé est le nombre des manières de former une somme égale à k avec n nombres inférieurs à a -f- i • Cette somme est, évidemment, le coefficient de t^ dans le développement de
ordonné suivant les puissances de t. Par quelque voie (jue Ton effectue ce développement, les coefficients des puissances de t feront connaître les numérateurs des diverses probabilités dont le dénominateur commun esl <j.".
t-{-t^-\-...~ tV-=
L'expression (i) peut donc s'écrire
Les développements du deuxième et du troisième facteur se feront par la formule du binôme.
Le troisième donnera un développement illimité j mais la multiplication fera disparaître tous les termes dans lesquels l'exposant est négatif.
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Le Tableau siilvanl a été l'oriné p;ir celte; mélhode. On v a inscrit en regard de chaque somme demandée, et pour un nombre de tirages inférieur à liuil, le nombre des combinaisons f|ui \.i produisenl en supposant iji = (J.
Les tirages peuvent être rempUicés par des dés, en nombre égal à /?, que l'on jette à la fois sur le lapis. La somme des points est inscrite dans la première colonne verticale, le nombre des dés en tête de chaque autre colonne, et le nombre des combinaisons sur la colonne horizontale commençant par la somme demandée.
Nombre
demandé. 1 dé. "ides. 3 dés. 4 dés. .ôdés. G dés. 7 dé». 8 dés.
G I j 10 If) 5 I o o
7 Il <") I j >.o l't (■) 1 o
8 o j xi 3i 35 VI 7 I
\0 " 3 ■)- 80 iiG 12G 84 3G
12 o I 9.5 i'. 5 3o5 î JG ^G>. 33o
li o o i5 14G 540 iiGi 1GG7 1708
13 o o 10 1)0 G5i iGGC) 2807 3368
23 o o o o 126 28 5G 24017 II 3688
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20. Problkmf. \111. — Conihicn J\uil-il jclcr de fois t/ois (/rs pour a\oir la prohithililc jt </ 'lUNC/irr une fois dit moins le poinf 1.)?
La probabililé r (raiiioncr i ."i on jclanl trois dés est, d'apivs le
I al)lrau prccôilcnl,
La probabililé traïuciicr i ."i une lois au moins en // coups est
Le nombre // est donc donne- par Técpialion
«m trouve, en laisani
En jetant quinze fols les trois dés, la probabililé d'amener i5 est plus grande que ^; elle est plus grande que f en les jetant trente fois et que -j^ en les jetant quarante-neuf fois.
21. Le jeu du passe-dix, autrefois Ibrt en vogue, donnait aux deux adversaires chance égale de gagner.
Pierre jetait Irois dés et gagnait si la somme des points surpassait 10; il perdait dans le cas contraire.
Le Tableau montre que, dans le cas de trois dés, les points su- |)érieurs sont précisément en même nombre que les points non supérieurs à 10; 11 a autant de chances que 10, 12 que y, i3 (|ue 8, etc.
La même symétrie se rencontre pour les points olUenus avec cin(j ou se[)t dés. Avec quatre, six ou huit, 11 existe un maximum pour lequel il n'v a pas de point conjugué.
La raison en est simple. Sur un dé, le point G et le point i sont sur des faces opposées, le point ."> est opposé à 'x et 4 à 3. Si donc on jette sur une table >ii -- 1 dés, la somme des points marcpiés
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par les faces posées sur hi I jihlc, ;ij(nilé(,' à celle des points iiuirqués par les dés, sera - (•>. n -h i). Si l'une des deii\ sommes est pins grande que 7/^+ 3, l'autre sera au plus é^ale à -// H- .'>. (Idiii (nii parierait d'amener un point supérieur à 7/i -f- .'3 a donc pour lui la moitié des chances- lorstpie 2/i -f- i = 3, n est égal à i et 7/1 -f- 3 est égal à 10. Si l'on jouait avec cinq dés, il faudrait au passe-dix, |)our laisser les chances égales, subslitiu'r le passe-dix scpi.
C'est pour cette raison que les derniers chifiTres du Tableau ont été supprimés. Veut-on savoir, par exemple, le nombre des manières d'amener 44 ^vec 8 dés. Ce nombre est le même pour 28 -+- iG et pour 28 — i(>, ou 12; il est donc 33o.
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riIAI'ITUE II.
l'UOKAlUI.ITÈS TOTALES ET l'IlOliADlLlTÉS COMPOSÉES.
L'n lies points les plus imporlanls «le la Ihéorle dv> probabilités et relui qui prùte le plus aux Illusions rai la manière dunt les probabilités augmentent ou illmi nueni par leurs combinaisons mutuelles.
I.AI'LACE
'22. Les solutions de problèmes isolés ne font pas une théorie. — 2.3. Théorème des probabilités totales. — 24. Probabilités composées. — 25. Cas où le premier événement inllue sur la probabilité du second. — 2G. Les théorèines ne sont démontrés que dans les cas pour lesquels la probabilité est définie; on complète les définitions. Les théorèmes deviennent généraux. — 27. Erreur commise dans la théorie du tir à la cible. — 28. — Erreur commise dans la théorie des gaz. — 29. Erreur commise dans l'appréciation des pronostics sur le temps. — 30. Problème relatif aux tirages faits dans une urne. Fausseté d'un raisonnement en apparence très plausible. — 31. Probabilité du brelan au jeu de la bouillotte. — 32. Avantage du banquier au jeu de trente-et-(|uarante. — 33. Eludes sur le jeu du baccarat. — 3'i. Proi)lèmc de la poule.
22. ].a solution des problèmes précédents n"a pas exigé de principes nouveaux. Le compte des cas favorables rapproché de celui des cas possibles appartient à la théorie des combinaisons. L'ingénieux et bizarre Cardan, bon géomètre et grand ami des dés, connaissait pour chaque coup le nombre exact des chances; il l'a publié sans devenir, pour cela, l'inventeur de la science du hasard.
Une science doit enchaîner les cas simples aux cas composés et reposer sur des principes. Ceux du Calcul des probabilités sont aussi simples que féconds.
CHAI'. 11. — pnon.vniLiTKS tot.vi.ks f.t composées. a:)
Deux llléorèmcs fondamcnlaux rcnconlrcnl des applicalions à chaque pajje pour ainsi dire de la tliéorie des chances. Nous les démontrerons d'ahord dans les cas où la probabilité a élé définie. L'étude des autres cas ne peut précéder, »'vidcmmciil, la (li'linilion du sens exact attaché aux mois rpii y rijj;urcnt.
23. Prohdhilités lotdics. — La probabiblc- d'un événement étant, par définition, le rapport du nombre des cas favorajjles à celui des cas possibles, si l'on pavLage les cas favorables en plusieurs groupes, la probabilité de l'événement sera la somme des probabilités pour qu'il appartienne à chacun des groupes. On ajoute en elTet les fractions de même d('nominateur en ajoutant les numérateurs.
La probabilité d'amener avec trois dés une soznme de points supérieure à il\ est la somme des probabilités pour obtenir i5, iG, l'j ou i8.
Le choix des groupes est arbitraire, sous la seule condition, bien entendu, d'y enfermer tous les cas possibles sans qu'aucun s'y rencontre deux fois.
Si, par exemple, pour calculer la probabilité d'amener sonnez une fois au moins en -20 coups, on faisait la somme des probabilités calculées pour chaque coup, on appliquerait mal le principe. Le sonnez obtenu à un coup n'empêche pas celui du coup suivant; on compterait vingt fois, de cette manière, la série de coups dans laquelle sonnez arrive yingt fois.
La probabilité d'amener avec deux dés le point .3 ou le point \ n'est pas la somme de la probabilité pour amener 3 et de celle pour amener 4- On peut, en effet, les amener tous deux; et le point 3 et 'i, compté une première fois comme contenant 3, ne doit pas l'être une seconde comme contenant \.
2i. Probabilités composées. — Un événement composé est défini par le concours de plusieurs événements simples que le hasard doit amener successivement ou simultanément. Le nombre N des cas possibles, lorsque les événements simples sont indépendants, est le produit a, 'x-^. . .'j-h des nombres de cas possibles dans cha-
eu. CIL DES mOBVniLITKS
Clin ilfiix, chaque cas de l un des grou|)CS pouvant s'associer avec tous les cas des antres jjroupcs. Le nombre des cas favorables au concours dos évcncincnls simples dont la réunion forme révcnement composé est, par une raison seniMahle, le produit des nombres de cas //?,, nt,, ,.., /;?a favorables à l'arrivée de chacun d'eux.
La probabilité de lévt'nement C(^mposé est donc
JJl, {1.2|Jl3...[XA- \ix, /\,a,/ \lXk.
c'est le produit des |»robabilités des événements simples.
tio. La probabilitc d'un événement composé est le produit des probabilités des événements simples dont ilexige laréunion. Un cas doit être prévu, c'est celui où la probabilité du second événement est iniluencée par la manière dont se produit le premier. Si, par exemple, une urne contient deux boules blanches et deux boules noires, quelle est la probabilité, en tirant deux boules de suite sans les remettre dans l'urne, pour obtenir les deux boules blanches? La probabilité d'en obtenir une au premier tirage est^; mais au second, elle est douteuse : égale à | si le premier tirage a enlevé une boule noire, elle sera^ seulement si la boule disparue est blanche. Quelle est celle de ces deux fractions qui doit servir de multiplicateur? C'est la seconde, évidemment. Dans le premier des deux cas supposés, l'événement demandé est devenu impossible. Peu importe la probabilité des épreuves qui viennent ensuite.
La probabilité d'un événement composé est le produit de la probabilité du premier événement par la probabilité qu'acquiert le second quand on sait que h premier est arriv'é.
On a souvent commis des erreurs graves en oubliant les derniers mots de cet énoncé.
26. Les deux théorèmes précédents sont et doivent être incomplètement démontrés. La probabilité, en effet, n'a été définie que pour une classe très restreinte d'événements. 11 en existe d'autres.
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incertains comme eux, dans lesquels l'énuméralion des cas ne peut rien apprendre. Les principes leur sonl-ils applicables? Sont-ils dès à présent df'monirés pour eux?
Les principes sont applicahlcs.
Ils ne sont pas encore démonirés. Comment le seraicnl-ils? Les probabilités dont ils donnent la mesure n'ont pas même été définies.
(Quelle est la probabilité |)Our cpic la Seine soit gelée à Paris dans le courant de l'année içjQO?
Pour qu'un médecin appelé j)rès d'un malade saclic découvrir la nature, la cause et le remède du mal?
Pour qn'un homme âgé de quarante ans, aujourd'hui bien portant, atteigne l'âge de soixante ans?
Il faut compléter la définition ; tous ces cas lui échappent.
La probabilité d'un événement, quelle qu'en soit la nature, est dite égale à une fraction donnée/), lorsque celui qui attend l'événement pourrait échanger indifféremment les craintes ou les espérances, les avantages ou les inconvénients attachés à l'arrivée de cet événement contre les conséquences supposées identiques delà sortie d'une boule puisée dans une urne dont la composition fait naître une probabilité égale à p.
Comment, dans des cas tels que ceux qu'on a citc's, justifier une telle assimilation? Ce n'est pas en ce moment la question. Si l'assimilation est impossible, on ne la fera pas. Si on la fait, il faudra la justifier.
La définition, dans les deux cas, reste irréprochable.
Lorsque l'assimilation sera faite et justifiée, on en acceptera les conséquences.
On aura le droit de dire, par exemple :
Si, après avoir appelé un médecin, on évalue à -j^ la probabilité pour qu'il vienne et à ^ la probabilité pour qu'il procure, s'il vient, la guérison du malade; sans discuter ces chiffres, celui qui les admet peut ajouter : La probabilité pour que le malade soit visité et guéri par le médecin cs\., pour moi,
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i\Am qui acceple, en cll'rl, les proljabililés 77; Cl ^ csl, par délinillon, dans lo niènic doulc que si, en présence de dix urnes indiscernables dont neuf rcnferniont une IxMiIo hlanclie cl deux l)Oules noires, il chcrciiail la jMohahililé pour nicllrc la main sur Tune des neuf urnes dont la coniposilion esl connue et en tirer une boule blanche. L'identité des deux problèmes esl admise-, elle fait partie de rénoiiC('. Si on allègue rimpossibililé de mesurer en cliifTres les probabilités dont nous parlons, l'objection serait aussi peu fondée que si, évaluant la longueur d'un champ d'apparence rectangulaire à Soo™ et la largeur à loo*", on conlestail le droit d ajouler, indépendamment de toute vérification, ces mesures, si douteuses qu'elles soient, et ces appréciations assignent au chamj) une surface de trois hectares.
La règle des probabilités totales et celle des probabilités composées s'appliqueront à toutes les combinaisons de probabilités simples supposées évaluées en nombres. L'évaluation sera |)Ius ou moins judicieuse, plus ou moins justifiée, les conséquences vaudront ce qu'elle vaut elle-même, mais sans introduire aucun doute nouveau.
Les précautions prescrites dans l'application des deux j)rincipes sont indispensables, bien entendu, quand on les transporte aux cas nouveaux.
11 ne faudrait pas dire; par exemple :
La probabilité pour que la Seine soit gelée à Paris en i99> esl la somme des probabilités jionr qu'elle soit gelée pendant chacun des mois qui composent ^anné(^
Elle peut geler, en effet, en plusieurs mois diiïércnts, et (!23) l'application du principe des probabilités totales n'est pas permise.
Si l'on a évalué la probabilité pour (pi'il gèle demain à ~, celle pour qu'il tombe de la neige à {, la probabilité pour voir à la fois de la glace et de la neige n'est pas -p;. La gelée en effet, si elle se j)résente, change la probabilité de la neige.
Nous citerons trois exemples intéressants d'erreurs commises par l'oubli de ces conditions nécessaires dans l'énoncé des principes.
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27. Problème XVI. — On tire à la cible. Uarnu-, sans être parfaite, ne présente aucun dcfaut systématique; les déviations ont en tous sens uiênie probabilité. L hypothèse est-elle réalisable? On le suppose.
Quelle est la pjrobabilité pour (pie le point Jrappjé soit à une distance du but comprise entre r et r -+- <//?
Les données sont insullisanles, cela semble évident. On a résolu cependant le problème par une fausse application des principes.
Rapportons le point où frappe la balle à deux axes de coordonnées ayant pour origine le centre de la cible, c'est-à-dire le point que l'on veut atteindre. Soient '^'{x) dx la probabilité inconnue pour que l'abscisse du point frappé tombe entre x et x-\-dx., ':>{^y')dy la probabilité pour que l'ordonnée tombe entre )' et y ~ dy. La probabilité pour que la balle frappe le rectangle dx dy, dont les coordonnées sont x et )', est, d'après le principe des [)robabilités composées,
Cette probabilité, d'après notre hypothèse, ne doit dépendre que de la distance du point frappé à l'origine, et l'on doit avoir
Celte équation suffit pour déterminer la fonction ■:,. On en déduit, en prenant les dérivées successivement par rapport à x et à >',
xo{x) ~ y'^<y)'
La traction -^^ est par conséquent constante, et 1 on en conclut que la fonction '-^{x), qui doit s'annuler quand x est infini,
est de la forme
'^(x) = Ge-'''-'^'-.
Ce résultat, fort remarquable, n'est pas, malheureusement, acceptable.
La connaissance de la valeur de x changerait, en ellet, la probabilité de celle de y et le facteur par lequel il faudrait multiplier
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o(j:)dx, pour obtenir la probabililti d'un ccarl r dans un sens, associe à un écart .r dans l'aulro, serait une lonclion inconnue de x et de )', très diirérente peut-être de 'j(,>').
La déviation tle la balle ilépcnd, en ell'el, du soin plus ou moins i;rand et plus ou moins habile avec Ictpitl U' coup a étô préparé. Si l'on a réussi sous un certain point de vue, il v a plus de chances pour que le coup soit bon et cpie tous les écarts soient petits en même temps. La démonstration précédente ne tient aucun compte de cette remarque; les probabilités v sont traitées comme indépendantes.
28. Un physicien justement célèbre, Maxwell, a proposé dans l'étude des gaz un raisonnement dont Tillusion est semblable.
Les molécules d'un gaz, suivant une théorie que nous n'avons pas à discuter, se meuvent en tous sens avec de grandes vitesses. Les directions sont réglées par le hasard aussi bien que les vitesses, mais toutes les vitesses ne sont pas également probables; la vitesse maxima et la vitesse moyenne varient avec la température. C'est la probabilité pour qu'une molécule ait une vitesse donnée qu'on espère découvrir, sans introduire d'autres conditions.
Soit '-i(^) la probabilité pour (pie la composante parallèle à l'axe des X de la vitesse d'une molécule prise au hasard soit x. La probabilité pour que les trois composantes soient o^jj', ^ parallèlement aux trois axes sera, d'après le théorème des probabilités composées, proportionnelle à
Mais la probabilité pour qu'une molécule ait une vitesse donnée, sans que l'on indique dans quel sens, doit être une fonction de cette vitesse, [)uisque toutes les directions sont supposées également possibles. On doit donc avoir
et cette condition suffit pour déterminer la forme de la fonction 'f. On en déduit, comme (27),
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La démonslralion n'est pas acceptable. Le principe des probabilités composées n'a pas été correctement a|)pliqué. Si la composante de la vitesse d'une molécule parallèlement à l'axe des X est ^, la vaK'ur de X supposée connue iniluc sur la piobabililt- |)()iii' cnic la vitesse composée parallèlement à l'axe des Y soit )-. Si, par exemple, X est égal à la vitesse maxima, le mouvement est certainement dirigé parallèlement à l'axe des X, et la probabilité de j' est nulle.
La conclusion obtenue, indépendamment des objections que la tliéoric peut faire naître, ne mérite donc aucune confiance.
29. On pourrait multiplier les exemples j nous en citerons un troisième :
Un météorologiste annonce chaque soir le tcm[)s (ju'il fera le lendemain. La probabilité pour (ju'il pronostitjue juste est supposée égale à p.
Un second observateur fait, de son côté, des prédictions dont l'exactitude a pour probabilité/)'.
Les deux obser\uteurs s'acccordent pour prédire qu'il j)leuvra demain. Quelle est la probabilité pour cpiils se trompent tous les deux?
La probabilité pour <jue le premier se trompe est i — p.
La probabilité [)Our <jue le second se trompe est i — p' .
La probabilité pour qu'ils se trompent tous les deux est une probabilité composée, mais elle n'est pas mesurée par le produit
La probabilité composée est le produit de (i — p) par la probabilité pour que le second observateur se trompe, quand on sait que le premier a fait un faux pronostic.
Les données du problème laissent cette probabilité complètement inconnue.
Si les deux observateurs ont reçu les mêmes leçons, s'ils ont adopté les mêmes principes, en présence des mêmes faits ils porteront le même jugement. Si lun se trompe, l'autre se trompera aussi; le second facteur du produit sera l'unité. L'accord certain des deux prédictions ne diminue pas la chance d'erreur.
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Si les Jeux luclliotK-s xuil dillt rriiLos, k's conclusions pourront IV-lre aussi, sans pour cela ilcNcnir imlcpendantes. Certains svmplùnies sont nécessairement apprrciés de la même manière, cl leur nombre inconnu laisse le problème insoluble.
Si l'un des méléréologisles annonce cpi'il pleu\ra, l'autre qu'il ne pleuvra pas, la probabilité pour «piils disent juste tous deux n'est pas/)/?' '• cdle est nulle.
30. PuoBLii.MK W I. — i ne iiriw cu/itien/ Irais houles ma/nui'cs 1 , 2 c/ 3. On m lire deux sueeessi\enteul , en renietlunl dans l'urne, iiprès le j>reniier tiiage, ht houle (jui en est sortie.
Quelle est ht jtrohahilité pour ijue le plus i^/a/td numéro sorti soit 2?
Pour que 2 soit le plus grand des numéros sortis, d laul <pie •) ne se soit pas montré et que l'on n'ait pas tiré deux fois le n" 1 .
Pour qu'à lune des épreuves 3 ne sorte pas, la probabilité est ^. Pour qu'il ne sorte ni au jiremier ni au second tirage, elle est |. Pour (|ue 1 sorte deux fois, la probabilité est ^; | est par conséquent la probabilité pour qu'il ne sorte pas à l'un et l'autre tirage.
L'événement demandé semble donc composé de deux autres dont les probabilités sont -^ et f; il ne faut pas cependant faire le produit de ces deux fractions. Il faut (-0) mulli|)lier ^ par la probabilité pour que i ne sorte pas deux fois, lorsque l'on sait que 3 n'est pas sorti. Cette probabilité est | ; le numéro 3 étant écarté, il n'en reste en effet que deux. La probabilité pour que i sorte est 7,, pour qu'il sorte deux fois j, et pour qu'il ne sorte pas deux fois, par conséquent, elle est |.
La probabilité demandée est
On aurait j)u dire : Pour (pie le plus grand des numéros sortis soit •>,, il faut que 2 soit sorti cl <pie 3 ne le soit pas.
La probabilité de n'amener 2 à aucune des deux épreuves est |, celle de l'amener une fois au moins est, par conséquent, ^.
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La probubiliU" ^ doil cire miillipliéc par la prohabililé de ne pas amener 3, sachant que 2 est sorti.
Si 2 est sorti au premier tirage, la probabilité de ne pas amener 3 au second est \.
Si 2 est sorti au second tirage, la probabilité de ne pas avoir amené 3 au premier est |. Acceptons donc celte probabilité \ qui convient aux deux cas, nous trouverons pour la j)robabililé demandée
k ^ - io
Le désaccord avec le résultat précédent est un avertissement. Il n'était pas permis, comme nous l'avons fait, de partager la sortie supposée de 1 en deux cas distincts et de supposer successivement 2 sorti à la première ou à la seconde épreuve. Il a pu sortir à toutes deux; notre calcul fait entrer deux fois en compte le cas où les deux tirages auraient, l'un et l'autre, amené le jioinl 2.
31. Problème XVII. — Probabilité des brelans au jeu de la bouillotte.
La bouillotte se joue a\ec vingt cartes. On enlève d'un jeu de trente-deux cartes les sept, les valets et les dix.
Chacun des quatre joueurs reçoit trois cartes. On retourne la treizième.
Un joueur a brelan lorsque ses trois cartes sont de même espèce, trois rois, trois as, etc. Il a brelan carré lorsque toutes trois sont de même espèce que la retourne.
Soit Pi la probabilité pour que i joueurs désignés aient des brelans. On déduit du tliéorème des probabilités composées
— =o,oi7j44,
If).
Pi — P2 ,
P'* — Pi — ■ = 0,0000006 jq8l.
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On jXMit avoir brelan en olVct quelle (jiie soil la première carie; la probabilité pour avoir une |)reiiiière carie est ^, celle pour que la deuxième soil de mémo espèce que la première est ■—-, et pour que la troisième soit de même espèce que les deux autres la probabilité est y^.
Celle probabililé />, calculée pour uu prcuiicr joueui- à (pii Ton donnerait trois caries, sans s'occuper des autres, convient à l'un quelconque des trois, car la manière de distribuer les caries est indillerenle.
Lorsqu'un premier joueur a brelan, la prol)abililé jiour qu'un second lait aussi esl cliangée. Il ("aut d'abord que la première carie rende le brelan possible. La probabililé est ~, car clic ne doit pas être celle qui complète le brelan déjà fait; pour que la deuxième carte soit pareille à la première, la probabilité est ■—, et pour que la troisième soit pareille aux deux autres elle est ~.
On eu conclut
/'2 — /»! • f. Te T3 '
les autres formules se démontrent de la même manière.
/?,, /)o, /J3, p.; sont des probabilités totales. Si l'on représente par HT/ la probabilité pour que î joueurs désignés aient des brelans et qu'ils soient seuls à en avoir, on aura les relations
Pi ^^ ^l -+" 3 T3o -+- 3 nT3 -4- CTi .
Il est clair, en effet, que la probabilité pour qu'un joueur ait brelan se compose de la probabilité ni, pour qu'il l'ait seul, de la probabilité Swo pour qu'il l'ait en même temps que l'un ou l'autre de ses adversaires, de la probabilité Sth^ pour qu'il i'ail avec deux d'entre eux, ce qui fait trois cas, et de la probabilité tts-, pour que les quatre joueurs aient brelan.
On déduit des équations (i)
^l, = Pl,-> ^3 = P3 — />■.' "^2 = T'a — 2 /)3 4- />; ,
xsi— Pi — 3p, -- 3p3 — Pi
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et, par conséquenl,
1^4 — 0,0<)000()Glf).
TOj _^ O , OOOO 1 -iij4H, 732 = 0,000380^-44.
nii = o,oiG34 J764.
I^a probabilité pour rpi'il n'y ait aucun l)rclan est
R/ étant la prol)abilité d'avoir brelan pour le joueur de rang i quand les précédents n'en ont pas.
On a évidemment
H;=T7r,, R3 — TTT] -^ TCTo, Ro = TTTi -^ 2nT2-t- ^3)
Rj = cTj -)- 3cj2-7- 3ra3-i- nj;.
La probabilité R, pour que le quatrième joueur ait brelan, les autres ne l'ayant pas, ne difï'ère pas en effet de cj,.
R3, probabilité povir que le troisième joueur ait brelan, les deux premiers ne l'ayant pas, est une probabilité totale. Il peut avoir brelan tout seul, la probabilité est w,; ou l'avoir en même temps que le quatrième joueur, la probabilité est tho. Les autres formules se justifient par des raisons semblables.
On en conclut
Ri-^i= 0,017544,
32. Problème XVIIL — Quelle est la probabilité de la chance favorable réservée au banquier clans le jeu de trente et quarante?
Le jeu de trente et quarante se joue avec un grand nombre de cartes, réunion de divers jeux complets mêlés en un seul, bien entendu.
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On altal une à une assez, de caries pour obtenir une somme de points supérieure à 3o, les figures étant comptées poui" lo et les autres cartes pour le nomlire des points (pu s'v trouvent martpiés.
Une seconde épreuve suit la première.
Le hasard donne ainsi deux sommes toutes deu\ plus yiandes que 3o et égales au plus à .\o.
Le joueur jnuie pour celle des deux sommes qu d clioisit et gagne si elle est plus grande que l'autre.
Si les sommes sont égales, le coup est nul. Ln seul cas est excepté, celui où Ton a deux fois 3i .
Ce refait de 3i est le seul avantage réservé au banquier; il a droit, dans ce cas, à la moitié des mises.
Nous supposerons le nombre des cartes assez grand pour que, pendant les deux premiers tirages, on puisse négliger rinlluence des cartes sorties sur les probabilités des divers points. S'il v a huit jeux, j)ar exemple, et par conséquent trente-deux sept, la sortie d'un sept diminue la probabilité d'en voir sortir un second. Il serait difficile de dii-e quelles sont les cartes dont la sortie acci'oît ou diminue la probabilité du refait de 3i. INous négligerons cette très petite influence.
Soit P« la probabilité pour que, en abattant successivement les cartes, la somme prenne à un certain moment la valeur n.
La somme i ne peut se produire qu'au premier coup, si l'on abat un as. La probabilité pour cela est -p^; on a
La somme 2 peut se produire de deux manières : 2 au premier coup; as au premier, as au second. On a
h-^Tr^ = -h(:-i3)'
La somme 3 peut se produire de trois manières ; 3 au premier coup; passer par la somme 2 obtenue en une ou en deux fois et la fiirc suivre d un as; commencer par un as, puis amener un 2.
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On en déduit *
On a, en général, tant que n esl inférieur à lo.
On trouve ainsi
pj = o,o8>.846.
P4= OjOgrojK
Pj^ O, !i;8 Jfiâ.
Pg= o, 129226.
Pg = O, I 39 166.
A partir du point lo, les conditions cliangent; quatre cartes difierentes, en effet, les dix et les trois figures, peuvent amener dix points. On a
P,o=4^-^^Pi-^P2-^-P3-^...--P»)=o,38o64i.
li I )
Au-dessus de /i = lo, la formule évidente
donne
P/i — —r, (P/i-l-r- Pn-»-^- • •-;- Pn-'j) -H — T P/J-1
P,, = o, 120218, P.22 = o, M^fijo,
Pl2= O, 124908. P23= O, 145089,
Pi3 = 0, 129613, Pai = O, 147362,
Pn = o,i343o4. P23= o, 149543.
P, 5 = O, 139398^ P-26= O, I5II
Pi6= O, I ^3167, P-.: = 0, 152728,
Pl7 = o, I ^7143, Pï8 = o, 154272,
Pjg = o, 151978, Pj9= O, i55382.
Pl3 = o, I 5602I. P30= 0,168488,
Pji = o,i4oo33,
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La |Mol)abilil(' trobtcnir .'> i élant P,,, celle de rol)lcnir deux fois est
Poisson, dans un ^lénioiro de lecture difficile, a trouvé, pour valeur approciu'e ilo l.i pr(d)al)ilil('' du rcfall <le 3r,
o,oui9r.7.
Il lient conipl»^ de l'inlluence des cartes dc'jà passées sur la prohabilité de celles (pii suivent et suppose huit jeux réunis. L'inlluence est petite, on le voit par la concordance du résultat exact du calcul fait en supposant le nombre des jeux infini avec le résultat approché de l'autre.
Il ne faut pas croire cpie rinfluence augmente lorsque, le jeu continuant, les cartes deviennent moins nombreuses. Il s'agit, en efl'et, de calculer l'avantage du banquier et non son bénéfice, variable avec le hasard des coups. Le calcul doit être fait avant que la première carte soit abattue; si Ton doit, avant d'épuiser les huit jeux, faire cinquante tailles, les probabilités de la cinquantième sont, à ce moment, identiquement les mêmes que celles de la première.
Les cartes sorties n'auraient diiiduence que si un joueur avait assez de mémoire pour se les rappeler toutes, et assez d'habileté pour calculer en quelques secondes leur influence sur la probabilité d'un refait. Le mérite serait grand, l'avantage bien petit.
33. PiioBLÈMK XIX. — Est-il ai-anlageux pour le ponte ou pour le banquier de demander une carte au jeu du baccarat quand il a le point 5?
L'étude mathématique du jeu de baccarat est compliquée par la nécessité d'éniimérer les cas, toujours nombreux, en faisant pour chacun un petit calcul.
Le ponte reçoit deux cartes, le banquier en prend deux. Le ponte a droit de demander une carte qui s adjoint aux deux premières, ou de s'v tenir en gardant son jeu.
CHAP. II. — PROBABILITÉS TOTALES KT COMPOSÉES. .JQ
Le banquier a les mêmes droits, mais il a r.avanlage, avant de prendre sa décision, de savoir si l'adversaire a demandé une carie et de connaître colle qu'il a reçue.
Chaque carte \aut, comme au Ironie ol quarante, lo nombre des points nuiiqiiés sui- elle. Les figures valent lo. Le gagnant est celui qui a le point lo plus fort, les cliifTres des dizaines ne comptant dans aucun cas : ii vaut i; ii vaut 2; ^3, si l'on a trois caries, vaut 3.
Le jeu se termine immédiatement si 1 un dos joueurs reçoit, quand on donne les cartes, l'un des points 8 ou 9. Il abat et gagne si l'adversaire n'a pas un point meilleur. Dans ce cas, il n'est pas donné de cartes nouvelles.
Tous les points, à l'exception de 10 (ou zéro) ont môme probabilité quand on donne les cartes : la probabilité de 10 est -j^ = o, I \~[), celle de chacun des autres -~ = o,oc)i6-. La démonstration ne présente aucune difficulté.
Quand un joueur demande une carte, quel que soit lo point qu'il ail, il a probabilité -^ de le conserver en recevant un dix. et probabilité yj de le changer pour un quelconque des autres points, qui deviennent tous également probables.
Nous traiterons une seule question.
Lorsque le ponte a reçu le point 5, est-il avantageux pour lui de demander une carte?
Il faut résoudre quatre problèmes :
Le ponte avant 5 et ne demandant pas de carte, quelle est pour lui la probabilité de gagner et quelle est celle de faire coup nul, lorsque le banquier, ignorant qu'il a le point 5, sait qu'il a 1 habitude, quand il a ce point, de ne pas demander de carte?
Le ponte ayant 5 et ne demandant pas de carte, quelles sont pour lui les probabilités de gagner ou de faire coup nul, lorsque le banquier, ignorant qu'il a le point 5, croit qu'il a l'habitude, quand il a ce point, de demander une carte?
Le ponte avant 5 et demandant une carte, quelles sont pour lui les probabilités de gagner ou de faire coup nul, lorsque le banquier connaît son habitude de demander une carte dans
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celle circonslance ou lorsfju'il croil savoir (ju'il n'en demande pas?
Résolvons le premier problème.
Le ponle a 5. Le banquier Tignore. En le voyanl s'y tenir, il apprend qu'il a 5, 6 ou -. Ces Irois cas ont chacun pour probabililé ^^. Huit suppositions peuvent être faites : le banquier peut avoir o, i , 9.y 3, 4> 5, G ou -. Les probabilités des huit hypothèses étaient ~ pour le point o et -p^ pour les autres, au moment où les cartes ont été données. Mais on n'a pas abattu ; les points 8 cl rj ne sont plus possibles. Les probabilités deviennent
et
— — = o,oiG-o.
li; ' "^
Que fera le banquier? S'il a o, i , 2, 3, /{' '1 prendra une carie.
Il pourra hésiter s'il a 5 ou G, et il faul résoudre cette question incidente : Dans les circonstances supposées, c'est-à-dire le ponte >'y étant tenu et ayant Thabilude de ne pas tirer à 5, le banquier doit-il tirer à 6? doit-il tirer à 5?
Nous ferons le calcul pour le cas où le banquier a le [)oinl G; il se compose de deux autres :
Quelle est la probabilité de gagner pour le banquier qui, ayant 6, demande une carte dans les conditions supposées?
Quelle est la probabilité s'il ne demande pas de carte?
Si le banquier ne tire pas ayant 6, il a probabilité j de perdre le ponte ayant ^, ^ de gagner le ponte ayant 5, ^ de faire coup nul.
Si le banquier, ayant 6, demande une carte, il acquiert la probabilité Yî d'avoir chacun des neuf points autres que 6 et -p^ d'avoir celui-là.
La probabilité de perdre contre l'adversaire dont le point est 5, 6 ou "j doit s'évaluer par l'énuméralion des cas :
Il a la probabililé -j^ de perdre avec les points o, i, ■?., 3, /\: la probabilité — pour avoir, avec le point >, probabilité ^ de faire coup nul et | de perdre; la probabilité ,*., [)0ur avoir, avec le
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point 6, probabilité -^ de gagner, ^ tic faire coup nul et ~ de perdre : probabilité -pj pour acquérir, avec le point -, probabilité 'f^ de gagner, I de faire coup nul ; probabilité jji enfin, de gagner avec le point 8 ou avec le point ().
I.a probabilité de gagner est, d'après cette énuméralion
celle de faire coup nul
> 1 ! iJ
La probabilité de gagner était |; elle devient j.^ : elle a diminué.
Celle de faire coup nul a également diminué; le banquier, dans les conditions supposées, ne doit pas tirer à G.
Un calcul fondé sur les mêmes principes et tout aussi facile montre que, dans les conditions supposées, le banquier doit tirer à 5.
Sans énumérerles cas possibles, qui deviennent plus nombreux quand le ponte a reçu une carte supposée connue, nous nous bornerons à donner les résultats.
Le ponte se lient à 5, le banquier sachant qu'il a cette habitude.
Le sort du ponte qui a 5 est le suivant :
Prohabilité de gagner o, 444694
» de faire coup nul. 0,082907 » de perdre 0,469400
Le ponte qui a 5 demande une carte, le banquier sait que telle est son habitude.
Le sort du ponte qui a j est le suivant :
Probabilité de gagner o,44434S
» défaire coup nul. 0,12098) » de perdre o,4347'7
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Tels sont les résultais du calcul lors(juc le ponlc ne ciierclie pas à Irompcr le banquier sur ses liabiludes.
Si le poule qui a 3 s'y lient, f.iisant croire au bantjuier ([u'il a l'habilude de demander des caries, le sorl est le suivant :
l'robabililc do j;agner o, iSgCii
u de faire coup nul. 0,094890 » (II- perdre o,4(5j97
Si le ponte, avant 5, demande une carte en faisant croire au bampiier cpi il a 1 liabiluile de s'y tenir, son sorl est le suivant :
Probabilité de gagner o, {471 13
» défaire cou|) nul. o, 126463 » de perdre 0,1-26124
L'étude n'est pas complète. Si le baïupiier i^Miore ce que fait le ponte quand il a 5, doit-il tirer à 6? Quelle est, dans cette indécision, la chance du ponte qui a 5?
Il est impossible de la calculer : elle dépend de la chance qu'il V a, quand il aura pris son parli, pour (|ue le banquier se trompe ou devine juste en se demandant ce qu'il fait quand il a 5.
En résumé, le ponte doit-il se tenir à 5, doit-il tirer?
Si, sans jouer au plus lin, dès le début de la partie, il déclare franchement ses habitudes, il doit tirer à 5.
Si les conventions du jeu j^ermettent la ruse, il doit se tenir à 5, en faisant croire au bancpiicr, s'il le j)cul, quil a lliabilude de tirer.
3i. PkoblèmeXX. — ii-{-\ joueurs \i, Ao, ..., \,i^\ jouent aux conditions suivantes : A, et A2 jouent une piemière partie; A3 remplace le perdant ; A^, A5, . . . luttent successivement contre le perdant de la partie précédente. La poule continue ainsi jusqu'à ce c/u'un joueur ait gagné successivement tous les autres, et par conséquent n paities de suite. Quelle est la prohabilité pour que la partie se termine au coup de rang ,r?
CHVP. ir. — PnOBVBlLITÉS TOTALES ET COMPOSÉES. 4^
Le joueur qui gagne la poule au coup de rang x est entré au jeu au coup de rang x — n-\-\\ il a gagné ce coup et les n — i suivants. On peut partager cette hypothèse en n — i autres, en distinguant les cas d'après le nombre des parties gagnées par l'adversaire du joueur dont nous parlons au moment où celui-ci est entré au jeu.
Soit p^ la probabilité pour que ce premier adversaire ait gagné une seule partie, la probabilité pour que celte hypothèse se présente et fasse gagner la poule au coup de rang x est
mais on a évidemment
Car, si la partie se termine au coup de rangée — i, le joueur qui la gagne avait une partie gagnée déjà au coup de rang X — /? -i- I , et il en a ensuite gagné n — i sans interruption.
La probabilité pour que la poule se termine au coup de rang .z", le joueur qui la gagne ayant rencontré d'abord un adversaire qui n'avait gagné qu'une seule partie, est, d'après cela,
Soit pi la probabilité pour que le gagnant de la poule au coup de rang x ait eu pour premier adversaire un joueur ayant gagné deux parties déjà, le terme correspondant de la valeur de Vx sera
.''-^^/'^iïïTi^
On a, évidemment, par conséquent,
est le second terme de la valeur de j
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Le raisonnement successivcmcnl apjiliqué à cliacun tli-s cas donnera
III I
On a, évidemmcnl,
L'équation (i), à l'aide de ces données initiales, fera connaître iv pour X = n H- 1 et pour les valeurs suivantes.
3o. Nous donnerons, pour terminer ce Chapitre, l'énoncé de quelques problèmes empruntés pour la plupart à Moivre et dont la solution est facile.
Problème XXI. — Probabilité pour obtenir une fois le point i, et une fois seulement, en jetant quatre clés.
ii(jb '
Problème XXII. — Pierre parie que, en jetant cinq dés, il obtiendra une fois le point i et pas davantage. Quelle est la probabilité de gagner?
PrtoBLÈME XXIII. — Quelle est la probabilité pour que, sur cent essais successifs avec un seul dé, on obtienne une fois au moins une succession de cinq as sans interruption?
Problème XXIV. — Pierre parie d'amener en trois coups, avec deux dés, le point j et le point -, cliacun une fois. Quelle est sa probabilité pour gagner?
cnvp. iT. — rKOE\BiLiïi':s totales et composées. /\0
PitoBLÈME XW . Picrie cnli éprend d'obtenir le point 'j
UKCc deux dés cntinl <ju'aucun autre ne se soit produit deux. Jois. Quelle est la probabilité de gagner?
Pkoulème XXVI. — Pierre jette trois pièces de monnaie, Paul en jette deux ; celui des deux qui amènera le plus de faces gagnera. Si les nombres sont égaux, on recommencera V épreuve jusquà ce quelle donne un résultat. Quelle est la probabilité pour que Pierre gagne?
Pkoblème XXVII. — Pierre lance un dé et recommence autant de fois qu'il faudia pour amener, soit deux fois le point i, soit l'un des points i ou 3. Quelle est la probabilité d'amener
deux fois le point i?
Pkoblème XXVIll. — Pierre et Paul jouent a^^ec deux dés, Pierre gagnera par le point j, Paul par le point 6. Paul joue le premier et ils jettent les dés alternativement jusqu^ à ce que run d'eux ait amené le point qui le fait gagner. Quelle est la probabilité de Pierre?
Problème XXIX. — Pierre et Paul jouent avec deux dés; Pierre jette les dés deux fois. S'il obtient le même point, il gagne. Si les points sont différents, il continue à jeter les dés jusqu'à ce qu'il ait obtenu l'un des deux premiers points. Il gagne si c'est le premier. Quelle est la probabilité de gagner?
: = o,jj63.
I ifjh
Problème XXX. — On jette en l'itir cin<] pièces de monnaie . Quelle est ht probabilité pour (pi' elles montrent trois piles et deux faces?
lé'
Problème XXXI. — Pierre et Paul jouent à un jeu d'adresse. Le gagnant, après chaque partie, marque un point. Le jeu devient égal lorsque Pierre, plus habile que Paul, lui rend deux points sur trois, qui font gagner la partie. Quelle est, à chaque partie, la probabilité du gain pour Pierre?
Problème XXXII. — Pierre et Paul jouent aux conditions énoncées dans le problème précédent. Pierre peut , sans désavantage ni avantage, rendre unpoint sur trois. Quelle est pou/lui la probabilité p de gagner une partie?
Le rapport = z est donné par l'équation
On en déduit approximativement
Problème XXXIII. — Lne loterie contient un très grand nombre de billets; le nombre des lots est le quarantième du nombre des billets. Combien faut-il pjrendre de billets pour aioir probabilité l de gagner ou de ne pas gagner un lot?
l'j ne suffisent pas, 28 donnent au gain une chance plus grande que r,.
Problème XXXIV. — Dans une loterie de 40000 billets, il y a trois lots. Pierre prend 8000 billets. Quelle est la probabilité d'avoir un lot?
— r =0,488. à peu près.
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Quelle est celte tic les (i\oir tous les iiois?
— r =0,008, à peu prè-
PiiOBLLME XXX\'. — Combien Pierre devrait-il prendre de billets, à la loterie indiquée au problème précédent, pour avoir chance r, de "a^ner un des lots?
Pkobi.ème XXXVI. — Une loterie, sur 100 000 billets, doit donner 10 000 lots. Combien faut-il prendre de billets pour avoir c lia née 4- de ira"; ne r un lot?
Le calcul donne QtS. Avec 7 billets, la probabilité de gagner un lot, au moins, est 0,32 1^-^; avec G billets, elle est 0,46807.
Problème XXXVII. — Une lotetie, sur 1000 billets, promet trois lots. Quelle est la probabilité, avec trente billets, de gagner un lot?
Problème XXXVIII. — On a dans une urne trente boules, dix blanches, dix noires, dix rouges; on en prend trois au hasard. Quelle est la probabilité pour avoir une boule de chaque couleur?
Problème XXXIX. — En combien de coups, avec trois dés,
peut-on parier, avec chance égale, d'amener trois as deux
fois?
36i coups.
Problème XL. — En combien de coups, avec trois dés,
peut-on parier, avec chance égale, d'amener deux fois le
point i5 ?
45 coups.
48 CALCUL DES mOB.VBILITÉS.
PiiOBLÈME XLl. — En cvnibicii ih- coiijts, mec un scii/ dé, peut-on pmicr, a\cc cliancc rgalc, tic voir les six faces?
\'i coups.
PuoBLÈAiE XLIl. — En combien de coups, (i\cc deux dés, peut on pui-iei', avec chance éi;ale, d\tniener tous les doublets?
79 coups.
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CHAPITRE n
ESPÉRVNCE MATIIÉM.VÏIQUE.
Hoc utrobioiie ular rundnmento : nimirum, in alcan ludo tanti .-B^liuianduin est cujusquc soricm. scu expeclalionriu ad aliquid oblinendum, quanlam si liabcal, possit denuo ad similoni sortpin sivc expeclalioneiii perrenire, iciiua condilionc corlaiis.
lltYUEMS.
36. Dcfinilion de l'espérance mathémalique. — 37. Assertion exagérée de Poisson. — 38. La recherche de l'espérance mathématique et celle de la probabilité sont deux problèmes distincts. — 39. Exemple de la simplification d'un problème par la recherche directe de l'espérance mathématique. — 40. Second exemple. — il. Troisième exemple. — 42. Quatrième exemple dans lequel la recherche de l'espérance mathématique fait connaître la probabilité. — 43. Calcul d'une espérance mathématique déduite des probabilités des divers cas possibles. — 44. Problème sur le jeu de dés. — 45. Discussion de la formule obtenue. — 46. La valeur probable d'une fonction n'est pas déterminée par celle des grandeurs dont elle dépend. — 47. Exception relative aux sommes et aux produits quand les facteurs sont indépendants. — 48. Paradoxe de Saint-Pétersbourg. — i9. Insuffisance des explications proposées par Condorcet et par Poisson. — 50. La réponse du calcul est parfaitement raisonnable et n'a besoin d'aucune justification. — 51. Insignifiance de l'explication proposée par Daniel Bernoulli et devenue célèbre sous le nom de théorie de l'espérance morale.
3G. Le sort des joueurs a élé la première préoecupatlon des créateurs de la théorie du hasard. On le nomme aujourd'hui esprrance mathématique, il est la valeur équitable des avantages encore incertains que font espérer les conditions du jeu.
L'espérance mathématique, dans un jeu équitable, est, pour chaque joueur, égale à sa mise qui, livrée au jeu, ne lui appar- B. 4
I Al. Cl I. 1)1 S l'iioi; \i!i i.n i:.s.
lient plus. Celle égaliu- liadiiil la tlélinilioii : le joiiour écliangc sa mise eonlre une espérancr inatlu'malicuio. Si ré(]uivalence nexisle pas, le jeu iTesl pas é(piilal>I(\
L'espérance inallicnialicpic Ac celui (|iii a la prolial)ilil('- y> de recevoir la somme Scsi mesurée par le produil/>S.
Si n personnes, en circt, ont sur la somme S des droits ('gaux,
ils pcuvenl éqnitahlcmonl la partager et piendre cIkumiii " ou la
tii'or au sorl et accejUer pour jiail la prohahililé irohhMiir S. Si
quelques-uns des avants droit, au nomhre de ///, s associent, on
pourra leur ofTrir équitablcnient, soit le partage donnant à leur
w S • I ,,..■, m , -CI 1
associalion —, soiL la iH-ohabilite — de recevoir S. Les deux /i ' /i
ofFres sont donc équivalentes.
37. Poisson a écrit : « Si le gain espéré par une spéculation est 60000*^'^ cl que I soit la probabilité de l'obtenir, la personne qui devra recevoir celle somme éventuelle pourra considérer le liers de Goooo'^'" comme un bien qu'il possède et (pie l'on devrait comprendre dans l'inventaire de sa fortune. »
Poisson va trop loin. Le plaideur engagé dans un procès qu'il a neuf chances sur dix de perdre et qui, en cas de gain, doit lui rapporter i million, mentirait en disant qu'il possède 1 00000'''. Un homme prudent, sur une telle garantie, refuserait de lui préler joo*^'. Son espérance mathématique ivn/t 1 00000'', mais vraisemblablement il ne trouvera pas d'acheteur.
Cette confusion entre une espérance mathématique et la ccrtititude d'une somme équivalente a fait naître de graves difficultés. Nous aurons à y revenir.
38. Si la somme espérée est connue, la recherche de la probabilité et celle de l'espérance malhématicpie forment un même problème. 11 en est autrement lorsque les conditions du jeu impliquent la possibilité de gagner ou de perdre, suivant les cas, plusieurs sommes dilTérenles.
Si des événemeals ayant pour probabilités /;,, />j /)„ don-
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ncnlilroil aux. somincs S|, Sj, ..., S„, l'espérance malliémali<[ue est
piSi-h p-iS-î-i-. . .-7- pn S„ .
Celui qui doit, suivant les cas encore incertains, recevoir l'une ou l'autre des sommes S,, So, . - ., S„, peut vendre ses droits el, par des marchés équitables , échanger ses chances contre les sommes />|S|,/?oS2, . . . , p„S/i cpii donneront droit à n acheteurs différents de loucher en son lieu et place, le premier la somme S, , si c'est celle qui lui échoit, le second la somme Sj, ..., et enfin le dernier la somme S,/.
Le règlement des comptes ne fera naître aucune difficulté, puisque deux acheteurs, d'après les conventions, n'auront jamais à réclamer la même somme.
L'espérance mathématique est connue quand les probabilités des divers cas possibles ont été calculées. Mais il est plus aisé, quelquefois, de la chercher directement sans s'occuper des termes qui la composent.
39. Problème XLlll. — Pierre el Paul jouent au jeu de rencontre. Une urne contient <x numéros marqués i, 2, 3, ..., a. Paul tire successivement les [x boules et setigage à donner éi Pierre x^" chaque fois qu'uti numéro sortira à son rang. Quelle est l'espérance mathématique de Pierre?
S'il fallait évaluer la probabilité des divers cas possibles, le problème, sans être difficile, exigerait de longs calculs.
En nommant pi la probabilité pour (ju'il y ait i rencontres, l'espérance demandée est
La somme est plus aisée à calculer que chacun des termes qui la composent.
L'espérance mathématique de Pierre est, à chaque tirage, -• La somme espérée est en eff'et i'% et la probabilité de l'obtenir -•
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La nroliuMlilc au intinicnl (lù le tirage va se faire dépend des nuim-ros sortis anlérieurcmcnt. Si le minirro / csl sorti déjà, la probabilité de le voir au /"'"' tirage est nulle. S'il n'est pas sorti, elle
est -. Mais e'est au début ibi leu iiu il huit la calculer, et
la probabilité est alors ^ •
L'espérance niatliéniatlque de Pi(Mre, étant pour chaque tirage -j est, pour les a tirages, |j.-j c'est-à-dire i'"".
40. Problème XLI\ . — f /ic urne contient f/es boules noires et des boules blanches; la probabilité de la sortie (Tune boule blanche est p, celle de la sortie d'une boule noire est q. On fait u tirages en remettant chaque fois dans Vurne la boule t/ui en est sortie. J^ierre recevra x^'' chaque fois quune boule blanche sortira , précédée et suivie par une boule noire. Quelle est, pour rensenible des u tirages, l'espérance mathématique de Pierre?
La probabilité pour que le tirage de rang i donne à Pierre le droit de recevoir i^"" est pq-, car il faut le concours de trois événements dont les probabilités sont q. p cl q. L'espérance matliénialique étant, pour chaque tirage, égale à pq-. elle est, pour l'ensemble des [x tirages, égale à '^pq~-
L'espérance mathématique est la même que si les 'x tirages se faisaient dans une urne donnant à la sortie d'une boule blanche la probabilité pq'-., et que Pierre dut recevoir i^*^ pour chaque boule blanche sortie, sans qu'aucune condition (ïil Imposée à celle qui la précède ni à celle qui la suit. Les deux jeux donnent à Pierre des avantages équivalents mais non identiques. Dans le premier, sur a tirages, la plus grande somme qu'il puisse gagner est -. dans le second elle est 'jl. Si l'on votihiit, pour obtenir l'espérance mathématique, calculer les termes qui la composent et, pour cela, chercher la probabilité pour que sur a tirages Pierre eiit un nombre donné n de francs à recevoir, la difficulté des deux problèmes serait fort inéi:ale. La considération, parfaitenicnl rlgou-
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reuse, de l'espéraMcc nialhémali(|iic dispense de les résoudre. Pierre, en effet, peut, pour cliacun des tirages, vendre la chance qu'il a de gagner i'^ sans avoir à tenir compte de rinfluence exercée par les chances de l'un dts coups sur celles du suivant. Il est certain cpie, si l'achelrur du coup de rang / est favoris(' par le sort, celui du coup suivant ne le sera pas; la houle qui lui apl)artient sera noire. Peu leur importe : la chance qu'ils achètent, au moment où ils la payent, n'est ni augmentée ni diminuée.
il. PuoBLKMi-: XL\ . — L lie unie contient un grand nombre n de boules marquées des numéros i , 2, 3, ..., n. On fait successivement 'j. tirages, en remettant clKujue fois dans l'urne la boule (jui en est sortie. Pierre recevra i'^' chaque fois que la série des numéros écrits dans leur ordre de sortie présentera un maximum ou un minimum. Quelle est Vespérance mathématique de Pierre?
Si l'on considère un tirage désigné, la probabilité pour que le numéro correspondant soit dans la suite un maximum ou un minimum est |. Si l'on compare en effet le numéro sorti à celui qui le précède et à celui qui le suit, il sera maximum s'il est le plus grand des trois : la probabilité pour cela est |, et minimum s'il est le plus petit : la probabilité est également |; en écartant comme ayant une probabilité négligeable, si n est très grand, le cas où deux numéros consécutifs seraient égaux, la probabilité pour que le numéro dont le rang est donné soit maximum ou minimum est |. L'espérance mathématique de Pierre pour chacun des termes de la série est donc \\ elle est pour les u. termes de la série |ti..
Le raisonnement peut, comme le précédent, laisser un doute qu'il faut discuter.
Si, dans la suite, un numéro est maximum ou minimum, cela change la probabilité pour que le suivant le soit aussi.
La probabilité pour que le vingtième terme de la suite soit maximum est '.
La probabilité pour que le vingt et unième soit maximum est aussi 4.
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I.;» piol)ahilil('' pour fiuMs le soient Ions deux n'est pas ,',, elle est nulle.
Ij'ohjeclion serait fontlée si nous calculions h's pidlialuiilés. (hiand il s'agit des espérances niallu inali(|ues, elle jxid inule sa lorce.
Pierre, en cfTet, peut vendre à des aclielcurs dillerents chacun des francs qu'il peut espérer; tous les marcIiés sont équitables, (iliaque acheteur a bien réellement probabilité ~ de recevoir i'""; peu lui importe que son i;ain, s'il est obicnn, (liiniuuc les chances d'un autre : les conventions partielles n'en sont pas moins équitables. Pierre a pu vendre équilablenienl ses droits }'J-^'. Telle est donc son espérance mathématique.
42. Si, une urne contenant deux boules blanches et une boule noire, on fait successivement jj. tirages, l'espérance mathématique de celui qui doit recevoir i*^"" par boule blanche sortie sera |[x conune dans le cas précédent; là s'arrête la ressemblance des deux problèmes. La probabilité d'extraire de l'urne un certain nombre de boules blanches n'est pas égale à celle d'avoir un même nombre de maxima ou minima.
La probabilité pour que toutes les boules soient noires est {^y, celles pour qu'elles soient toutes blanches (f)!^. Les probabilités de n'avoir ni maxiiuum ni minimum et celle de n'avoir cpie des maxima et des minima sont très diilcrentes.
L'égalité entre les espérances mathématiques n'inq)liqn«^ nullement celle des diverses probabilités qui figurent dans leur expression.
43. Problème XL\ L — O/i (rare sur un plan iiiflrjiiii drs lignes parallèles éqiiidistanles. Lnc aigiiillr est lancée au hasard sur le plan. Pierre rcccK'ra i'' par rencontre de r aiguille ai'cc une des parallèles. Quelle est l'espérance mathématique de Pierre?
L'espérance mallu'matique de Pierre est proportionnelle à la longueur de l'aiguille cl indépendante de sa forme, droite ou courbe.
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II n'en est pas de même de la [)ruljuljilil(' de la renconlre, et ce problème, comme le précédent, montre la diflércncc entre le calcul do la probahililt' cl celui de l'espi-rancc malli('riiarKpie.
Une aiguille est droite; on la courbe; la probabililé de la rencontre est changée : l'aiguille ne pouvait, si elle est plus petite cpu; la dislaiice des dcu\ j>aiallrles, procurer deux renconlres à la (bis; elle le jx'ut (piaiid, sans changer sa longueur, on I ;i |)li<''e en courbe. On peut même être certain, si la courbe est lermée, cjuiinc première rencontre en rend une seconde nécessaire.
Les conditions du jiroblème sont donc changées. L'espérance mathématique de celui fpii doit recevoir" i''" par rencontre reste la même. ('>ha(|uc élément de l'aiguille donne, en elTel, une espérance indépendante des autres éléments qui lui sont attachés. Celui qui doit recevoir i*^"" par rencontre (c'est la même chose que i'"^ s'il v a renconlre, quand une seule rencontre est possible) peut vendre à des acheteurs dififérents les droits résullaiit pour lui de chaque élément de l'aiguille, et la valeur de ces droits reste la même, soit que l'aiguille soit droite ou courbe.
Soient rt la dislance de deux parallèles, /la longueur de raiguille, plus petite que a. Si la j)robabililé d'une rencontre est />, p est aussi l'espérance mathématique de Pierre. Remplaçons l'aiguille
par un cercle de même longiieur. Le ravon R de ce cercle sera — • ' o .. .^ -
La probabilité pour ([ue le cercle rencontre \\\\c des pai'allèles est
- — Si l'on partage, enclTet, la distance « des deux parallèles entre
lesquelles tombe le centre du cercle en n parties, il y a chance égale pour qu'il tombe sur chacune d'elles, et il faut, pour qu'il y ait rencontre, qu'il soit à une distance moindre que R de l'une ou l'autre des deux lignes. Le nombre des divisions favorables est
; leur nombre total est n, et la probabilité de la rencontre
est, par conséquent,
Si le cercle rencontre une des parallèles, il la renconlre deux
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fois; 1 cspcraiicr inallu'inali(jiie csl donc
iil - 2Z a a-
Tcllc esl la probahiliu'" |>oiir la reiiconlrc de raiguille L'ingénieuse substiliiliti esl due à M. l.inile lîarliici
L'ingénieuse substilulion d'un cercle à une aiguille recliligne
4i. l'iioiuiMi: \L\ 11. — Pierre a Irais pièces de 5'^'", Paul en a deux ; ils comiennent (jiie eluicun jettera ses pièces. Celui (jui obtiendra le plus grand /lonihre de Jaces j>rend/a les cinq pièces. Le jeu esl-il é<juitable?
Pierre expose ij''"i'l P.uil lo'"" seuleinenl; mais Pierre a plus grande chance de gagner. La compensalion esl-elle exacte?
Dans ce cas, comme dans un grand nombre d'autres, la méthode la plus simple pour calculer l'espérance mathématique est de chcrclicr la probabilité de chacun des cas possibles.
Pierre peut, avec ses trois pièces, amener o, i , 2 ou 3 fois face. Les probabilités sont ^, |, j et J.
Paul peut avoir o, i ou 2 fois face; les probabilités sont ], ], et \.
Si Pierre n'a pas face une seule fois, sa probabilité de gagner est o, celle de perdre est j.
S'il a face une fois, sa probabilité de gagner est |, celle de perdre J.
S'il a face deux fois, sa probabilité de gagner est ^, celle de perdre o.
S'il a face trois fois, sa probabilité de gagner est i.
La probabilité de Pierre esl donc
celle de Paul esl
8 4 8" 4 « S / 32 iG
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La somme des deux prohahililés n'csl pas <'galc à l'iinih', parce (|iie la partie peut rire nulle; mais, s'il csl convenu qu'on recommencera jiis<prà ce qu'un des joueurs ail gagné, les probabilités ^ et ,^g représentent deux fractions de même dénominateur ayant ])()ur numérateur les nombres de cas favorables, dont le rapport reste constant quand le nombre des parties augmente. 11 faut donc, pour avoir les deux probabilités, partager l'unité en deux parties qui soient dans le riip|)()rl de ' à ,^y j elles sont
— et — .
L'espérance malliéinalique de Pierre est
elle est plus grande que sa mise.
L'espérance malhémalique de Paul est
II II
elle est plus petite que sa mise.
Le jeu est avantageux à Pierre.
■io. PiiOBLÈME LXVIIL — Cn nombre n de joueurs avanl déposé chacun \^' jettent un nombre jx de dés. L'enjeu total appartiendra à celui qui amènera la plus grande somme de points, ou sera partagé entre ceux qui auront amené le même nombre de points, //lus grand que celui des autres joueurs.
Pierre joue le premier^ il amène k pjoints. Quelle est, ciKant que les adversaires aient joué, son espérance mathématique?
Les n^' qui forment lenjeu total appartiendront à Pierre si aucun des adversaires n'amène un point égal ou supérieur à /•; ils seront partagés entre m -+- i joueurs si, aucun n'amenant un point supérieur à A", m des adversaires amènent /. .
La probabilité d'amener avec u dés un point donné est connue
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|iar le ïaltl(Mu doniu' i^U^), i|u il sciail aisé trélciiilrc an cas (luii plus grand nombre de dés. Nommons qi^ la probabilllé d'un point supériour à k cl />a celle d'un poinl précisément égal à /. ; la proliabdili' d'un jt^ml inlV'iiem- à /," sera
Pt)ur que Pierre ail part à l'enjeu, il faut fpi'aucun des points ne soit supérieur à /." ; la probabilité j)our qu'il en soit ainsi est (i — 7a)"~'« Soient/))^. la probabilité, danscettebypothèse, d'amener le point k et /•). celle d'amener un point inférieur.
La probabilité pour que Pierre partage avec i de ses adversaires
est
L'espérance malhémalique de Pierre est (I — 7/.)""' « r'k'^-^ \ y « — 1 ) r',!'^ pk
- o/ -pk-^-
égale évidemment à
et, à cause de i-'f.—- p'f.=^ i, puisque r\ gI p\ sont les probabilités de deux événements contraires,
Pk
il reste à calculer r'^ ^^ Pk-
Le rapport de z-^. à/))^ est le même que celui de r^ à/>/;. L'hypothèse faite qu'aucun numéro supérieur à Â" n'est sorti diminue en effet le nombre des cas possibles, sans changer celui des cas favorables à l'arrivée d'un nombre de points égal ou inférieur à k. Les numérateurs de r)^ et de p). sont, avec un même dénomina-
rA- ,
ric
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leur (Irvciiii plus pclil, cciiv de //, rt de />/,. ^)ii ;> donc
et, p.iis(|iio /•^.+/)^=.i
■i(3. Un problrinc inLrit'Ssaiil i)Ciil <Mre résolu :
Pierre (lyaiil ohleiui le poinl h\ (fiiel est te nombre d\ifh'ersttires le plus fiiKorahle à ses intérêts, c'est-à-dire quel est celui qui lui hiisse bi plus grande espérance mathématique?
En accroissanl le nombre des joueurs, on accroît la somme à partager, mais on diminue la chance d'v avoir part et celle de l'avoir tout cnlièrc. 11 faut délcrniiner n de manière à rendre (i) maximum.
En égalant à zéro la dérivée par i apport à /?, on obtient
Cette équation fera connaître la valeur de n.
Si Pierre a amené le point le plus élevé possible, on a qh^= o; /•/'' est nul et n infini. Pierre, dans ce cas, certain d avoir une |)art, a avantage à accroître sans lijnite le nombre de ses adversaires.
L'espérance mathématique de Pierre ne grandit pas indéfiniment. La formule (i), quand on y suppose qA=o et /i iiilini, se
réduit à
L'enjeu total n devant être partagé entre tous ceux qui auront
le point maximum, pour que chaque part soit-^i il iaul que le
nombre des partageants soit n/j]^. p\, quand A est le plus grand des points possibles, ne diirère pas de p^. np/,- est le nombre
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j)robaljle de ceux d'cnlro les ii adversaires ijiil aiiièncroiit li' pttini maxinuim dont la probabililé csl p^.
Le Tableau suivant donne les résultats relatifs au cas où l'on joue avec trois dés. Pierre avant amené an premier eoup luii des points inférieurs au niaximnm iS, la première colonne donne le point obtenu, les deux suivantes donnent les probabilités désignées dans la lormnle paryj^ et q^-^ le nombre d'adversaires le plus avantageux pour ciiatpie valeur de /. est inscrit dans la (piatrième colonne; la eincpiième donne la valeur de (i — ']k)" ■, probabilité pour (pie Pierre ail une part.
i~ : • — - ()S ij()00 o,(>3.ii.|o
fi
i(j — ;: — : 3 1,1127 o,J55no2
I» ;; ——. '^»,JI7 4 0,j3o862
li — - — -. >j29i3 o,3j887o
21 G 2ib
loS 27
II2IJ
Si Pierre ayant lancé six dés a obtenu cinq G et un j, on aura
fi
Le nombre d'adversaires le plus avantageux est iJi^i et la probabilité de recevoir une part est, dans ce cas,
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47. Lorsque les valeurs probables de plusieurs grandeurs sont connues, on ne connaît pas pour cela la valeur probable d'une fonction donnée de ces grandeurs.
La valeur probable d'une grandeur inconnue a est, par définilion, l'espérance mathématique de celui qui devrait recevoir une somme égale à a.
Si a peut prendre, selon les décisions du hasard, les valeurs a, , a^. ..., a„, et que, pour chacune d'elles, les probabilités soient l>\, Pi, • • •, l>ii, la valeur probable de a est
La valeur probable de a- est
P\ A -^ PiA —■ --^ Pn-^l\
elle est très dilTérente du carré de la valeur probable de a.
Si deux grandeurs a et h ont pour valeurs probables A et B, la
valeur probable de j n'est pas j- On peut môme remarquer que
si o est une des \d\euTS possibles de h^ si peu probable qu'elle
soit, la valeur probable de j est infinie.
i8. Deux cas importants sont à noter.
La valeur probable d'une somme est la somme des valeurs probables des parties de la somme.
C'est la conséquence immédiate de la définition.
La valeur probable d'un produit, quand les facteurs sont indépendants, est le produit des valeurs probables des facteurs.
Soient a el b deux grandeurs. La première peut recevoir les valeurs a, , «o, . . . , a„, dont les probabilités sont /?i , p^, . . ., p„- La seconde peut avoir les valeurs ^,, ^So, . . . , |5„j, dont les probabilités sont i^i, q.-, . . ., q„i. Les valeurs probables sont
Pl^l - Pl'^l — • • -^ P,l^!l,
7i /i "^ ^2 pi -r- . . . -i- q „i i,„ ; leur produit est la somme des termes tels que
Piqr^i'^r,
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(jui rcpirsciitclil li's jM'otluils i\c loulcs les valeurs possibles a/3/' (lu pi'dtluit <ilf par leurs prohahililés />/^/'.
Si Tarrivée tle l'éx ('iicmeiil d exerçait une iiilliicnee sui- (clIe lie A, la prohalulilé tle lassoi'ialion de 7./ avec |j/' ne sérail pas 1^-3) le produil />/'// •
Si, par exeuiple, h esL égal à (('-. 1<'S valeurs possibles de </ élant a,, a^, .... 7.„, celles de b sont a;, a!;, . . . , a;]. Si a est égal à a/, il est certain cpie 0 sera y.j .
i9. Paradoxe de Saint-Pcfersboiir^. — On a opposé les indiealions du bon sens aux. décisions de la théorie et pour condamner les principes allégué leurs conséquences.
La discussion, jusqu'ici, n'a pas dissipé la méprise. La théorie, pourtant, est irréprochable; il n'est pas juste de lui opposer l'absurdité de ses conseils : elle n'en donne pas. 11 est déraisonnable d'exposer au jeu une forte somme, indélicat d'accepter un risque qui peut rendre insolvable. Le Calcul des probabilités doit ignorer ces sages appréciations.
On joue, c'est rhvpolhèse. A-t-on tort ou raison? La cpiestion n'est pas posée.
On cherche les conditions équitables du jeu sans se demander si elles sont raisonnables, ni établir aucune relation entre cette question, que l'on ne veut pas aborder, et le problème à résoudre.
Le parti raisonnable, si les risques sont grands, est de ne pas jouer.
On j)eul, en acceptant des conventions strictement équitables, faire un acte de folie ou commettre une escroquerie. La remarque, pour être incontestée, ne change pas la théorie du jeu équitable. La confusion est analogue à celle que faisait Poisson (37), en portant une espérance mathématique dans l'inventaire d'une fortune.
Pierre, pour toute fortune, possède looooo'^'^, il veut avoir une chance de gagner loo millions.
Rien n'est plus facile, répond sans s'émouvoir le géomètre (pi'il consulte. Si le jeu est équitable, nous aurez 999 chances sur 1000 de perdre vos looooo'"".
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La réponse doit s'anèler là. Si Pierre trouve 999 personnes désireuses coinnic lui de gaj^ner loo millions cl résignées comme lui à la presque certitude de perdre looooo*^', ils organiseront une loterie de 1000 billets à loocoo*^*^ le billet.
Le jeu sera équitable, la théorie le déclare, le bon sens le démontre, et Pierre, cependant, sera très justement interdit comme insensé.
Le problème de Saint-Pétersbourg est devenu célèbre par l'ingénieuse combinaison des conventions faites j)Our dissimuler l'énormité des mises, ou, pour être plus exact, des engagements.
Pierre et Paul jouent aux conditions suivantes :
Pierre jette une pièce de monnaie. Si elle montre face, il donnera i'"" à Paul. Si elle montre pile, il jettera la pièce de nouveau. Si face arrive au second coup, il donnera st'"" à Paul. La pièce sera jetée jusqu'à la première arrivée de face qui termine la partie. S'il a fallu la jeter n fois, Paul recevra 2""''''.
Quelle est l'espérance mathématique de Paul?
Elle est infinie.
Paul, en effet, recevra, selon le nombre des coups qui seront joués, une somme égale à l'un des termes de la suite illimitée
Les probabilités pour lui de recevoir ces diff'érentes sommes sont
IX--f-2X --I-4X -4-...-r-2"X
elle se compose d'un nombre infini de termes qui sont tous égaux à i.
Quel que soit le prix dont il pa\e la promesse qui lui est faite, le marché sera avantageux à Paul.
Qui voudrait cependant risquer loo*^"" à un tel jeu?
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00. Les réponses proposées au prétendu paradoxe sont nombreuses. D'Aleniberl écrivait à Lagrange : « Votre Mémoire sur les jeux me fait désirer beaucoup que vous nous donniez une solution (lu pioltlrine (le Pétersbourg, (|ui me p;iraît impossible en admettant les principes connus. »
Les conditions du jeu impliquent contradiction, ont dit Condorcet et Poisson. Pierre jirend des engagements (|u'il ne peut tenir. Si face ne se présente qu au centième coup, le gain de Paul représentera une masse d or plus grosse que le soleil. Pierre le trompe en la lui j)romeIlant.
L'observation est juste, mais n'éclaircit rien. Si l'on joue des centimes au lieu de francs, des grains de sable au lieu de centimes, des molécules d'iivdrogène au lieu de grains de sable, la crainte d'être insolvable peut diminuer sans limite. La théorie ne doit pas faire la dillérence. Elle ne suppose pas non plus qu'avant chaque jet de la pièce on dépose la mise. Quelle que soit la dette de Pierre, la plume peut l'écrire, on réglera les comptes sur le papier; la théorie triomphera s'ils confirment ses prescriptions. Le hasard très probablement, on peut dire très certainement, finira par favoriser Paul. Quel que soil le prix dont il paye, à chaque partie, la promesse de Pierre, le jeu, s'il est tenace, l'enrichira sans limite. Pierre, insolvable ou non, lui devra une somme immense.
01. Si une machine pouvait jeter looooo pièces par seconde et enregistrer les résultats, Paul, en payant ioog*^"" par partie, s'endetterait sans doute d'une centaine de millions par seconde; il n'en ferait pas moins, après quelques millions de milliards de siècles, un bénéfice colossal. Les conditions du jeu le favorisent, et la théorie a raison.
On peut, sans calculs, rendre l'assertion évidente :
Supposons, pour ne pas aborder de trop grands nombres, que Pierre s'engage à faire i milliard de parties.
Cherchons quelle somme Paul peut espérer recevoir, sans présumer pour lui le hasard b('-névoIc.
Sur I milliard de parties, il faut s'attendre à en voir 5oo mil-
(ini'. m. — ESPÉRANCE M\TIIÉM.\T[QUi:. <).")
Ii(ins pour Icstjuclles Paul uc recevra (|uc i''. On ne peut s'élonncr (ramener face une fois sur deux. Si le nombre est moindre, Paul aura du honlieur; nous ne voulons pas lui en su[)p(»ser.
La seconde moitié des parties jouées commencent toutes jiar l'arrivée de pile. Le second cou[) amènera face vraiscnihtahlcnient rijo millions de fois : une fois sur deux. Paul, pour cliaciinc de ces parties, recevra 2^^' ; il doit, de ce chef, espérer 5oo millions.
Les 200 millions de parties restantes commencent par deux fois pile; pour la moitié d'entre elles, on doit s'y attendre, face arrivera au troisième coup, Paul recevra 4'"^; c'est encore 5oo millions qu'il peut raisonnablement espérer. On peut renouveler trente fois le même raisonnement et voir clairement que l'ensemble des parties doit viaisemblablenient rapporter à Paul, d'après les conditions convenues, une quinzaine de milliards. Le hasard, évidemment, peut le favoriser et accroître la somme, ou le maltraiter et la diminuer; mais, en donnant lo*^'' par partie, il a des chances sérieuses de ne rien perdre.
Si Pierre doit faire loo parties seulement, les chances sont différentes; Paul, en donnant [.V"" par partie, aurait grande chance de se trouver en perte. Les conditions du jeu lui seraient toujours avantageuses; mais son avantage résulterait des gros bénéfices possibles, dont la chance est petite.
Si, au contraire, au lieu de i milliard de parties, on en devait faire looo milliards, Paul, au lieu de i5''', pourrait donner ao''' par partie, avec chance sérieuse de recouvrer 20000 milliards, sans compter, bien entendu, pour rien dans cette appréciation sommaire la possibilité de gagner des sommes immenses, dont le calcid exact a dû tenir compte.
52. La réponse la plus singulière faite au prétendu paradoxe est celle de Daniel Bernoulli qui, le premier, a tiré de l'oubli cette question autrefois proposée par son cousin Nicolas.
100 millions, suivant Daniel Bernoulli, ajoutés à une fortune déjà acquise de 100 millions, ne suffisent pas pour la doubler. Quels avantages nouveaux peuvent-ils procurer?
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Il substitue, en conséquence, à respérancc niathéinati(juc Tcspéraiice morale, dans le calcul de la(|uelle une fortune dépend non du nombre d'écus dont elle se compose, mais des satisfactions quelle procure.
Le problème étant ainsi posé, BernouUi a l'audace de le résoudre. La solution est simple. Un acci'oisscmenl r/.r ajouté à une
fiM'tune .r vaut -• Celui dont la fortune était a et devient 0 gagne
un avantage mesuré par
Ib - la.
Jamais compte n'a été ni ne sera réglé de la sorte; mais, grâce .1 (rilhisires approbations, la théorie de l'espérance morale n'a pas moins contribué à la célébrité de Daniel Bernoulli que ses admirables travaux de Phvsique.
53. BufTon a accru par son éloquence l'importance, je veux dire le retentissement de l'idée de Bernoulli.
La théorie de l'espérance morale est devenue classique, jamais le mot ne put être plus exactement employé : on l'étudié, on l'enseigne, on la développe dans des livres justement célèbres. Le succès s'arrête là, on n'en a jamais fait et n'en pourra faire aucun usage.
L'importance d'une somme d'argent diminue avec la fortune de celui qui la reçoit.
« L'avare, dit Buffon, est comme le mathématicien : tous deux estiment l'argent par sa quantité numérique. L'homme sensé n'en considère ni la masse ni le nombre. Il n'y voit que les avantages qu'il peut en tirer. Il raisonne mieux que le mathématicien. L'écu que le pauvre a mis à part pour payer un imj^ùt de nécessité et l'écu qui complète les sacs d'un financier n'ont pour l'avare et le mathématicien que la même valeur. Celui-ci les comptera par unités égales, l'autre se les appropriera avec un plaisir égal, au lieu que l'homme sensé comptera l'écu du pauvre pour un louis et l'écu du financier pour un liard. »
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Un commentalciir, f|iii iiCsl pas sans inc-rilc, Quétclel, a ajoulc, pour faire mieux coiiijn'ondrc une lliûorio (pi'll expose cl approuve :
« Ainsi looo''" pour celui (pii ne possède cpic '.iOO(/'' ont la même importance (jue 5ooooo''" pour celui (pu |)0ssède i million. »
Si, par ce lier dédain de la fortune lorsque le nécessaire est assuré, on échappe au reproche d'avarice, c'est pour en mériter un plus grave. Celui qui possédant un million en acquiert un second changera fort peu, pas du tout peut-être, les habitudes de sa vie.
Est-ce là, pour qui n'est pas avare, le seul fruit de la richesse?
Si riiomnie sensé dont parle BulTon n'est pas un cynique égoïste, il pourra, sans thésauriser, faire bon usage des millions (ju'on lui suppose. On pourra les doubler, les décupler et les doubler encore, sans ralentir la progression constante du bien qu'il peut faire. N'a-t-il pas une famille à enrichir, des misères à soulager, de grandes œuvres à créer ou à faire naître? Il évitera, s'il est sage, de jouer gros jeu, même à des conditions équitables; mais, s'il ne porte pas, si riche qu'il soit, ïooooo'"^ par jour à la roulette, la crainte de la perte l'arrêtera beaucoup plus que le mépris du gain.
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CHAl'lTRE IV.
THÉOIIÈME DE JACQUES BEUNOULU.
Iluc iRiliir rsl illud prolilcma. qiiod rviiU'andum hue loco iiro|ii)siii. |i(i<ii|iiaiii jani ppr viccnniuiii prcssi, cl cujus liKii nuvilas, tiiui suriiiiia ulilila^ cuiii pari ciinjuncta (lillicullate uniniljiis rrliiiuis liujus ducdiiiii; capilibus pundus cl preliuui superaddcrc polcst.
Jai;û1IIS liCR^OlLLI.
53. Régularité observée des résultais du hasard. — ôi. Probabilité des épreuves répétées. — 55. Événements dont la probabilité est maximum. — 50. Valeur approchée du produit i.2.3...«. — 57. Probabilité maxima dans une série d'épreuves. — 58. Probabilité d'un événement peu diiïérent du plus probable. — 59. Fiction d'un écart représenté par une variable continue. — GO. Première vérification. — Gl. Seconde vérification. — 62. Calcul exact de la valeur probable du carré de l'écart; elle ne diflére pas de la valeur approchée. — G3. Troisième vérification. — 64. Calcul exact de la valeur probable de l'écart, elle n'est pas égale à la valeur approchée. — 65. La probabilité pour que l'écart soit inférieur à une limite donnée est donnée par une intégrale que l'on a réduite en Table. — GG. La probabilité d'un écart absolu inférieur à une limite fixe tend vers zéro; quand le nombre des épreuves augmente, c'est l'écart relatif qui tend vers zéro. — G7. La probabilité d'un écart a, sur ;x épreuves, dépend
de — ^ : exemples numéri(iues. — 68. Ecart probable et écart moyen; leur
rapport. — 69. Heprésentatiun du nomlne probable d'arrivées en introduisant un facteur dont la valeur détermine la confiance méritée par la formule. --
70. Ce qu'on doit entendre par jouer plus ou moins gros jeu, expression de laquelle dépendent les chances de perte sur un grand nombre de parties. —
71. Application du théorème de Bernoulli aux chances électorales. — 72. Différences entre les conditions réelles et les données du problème précédent. - 73. Le théorème de liernoulli suppose la probabilité d'un événement invariable, il suppose aussi que cette probabilité ait une valeur objective; remarques sur cette question. — 7'i. E\oiii|)!(' d'une série d'épreuves faites avec probabilité variable.
53. Le hasard corrige le hasard. Une vague expérience révèle la justesse de celle maxime ù ceux mêmes qui en ignorcnl
CHAP. IV. — TIirORKMi: DE JACQUES nEn>Ol I.I.I . f)()
la rigueur. Le mot li^ucitf n'est pas exagrri'. Les résultats de lacliou libre du hasard sont prédits avec certitude, sans gêner en rien ses caprices.
La certitude n'est pas celle d'un théorème de Géométrie. Il fiiiit raceepler dans le sens qu'indique Jacques BernouUi, vérilahle inventeur (h; l'un des plus admirables résultats de la Science mathémati(|ue : Jii iisii vitœ cniti uhi moraliler certum pro (ibsolute cerlo habclitr.
Vous sortez sans abri par un violent orage, vous serez mouillé, cela est certain.
La certitude du théorème de Bernoulli est de même sorte. La ressemblance va à l'identité. La même objection peut s'appliquer avec autant, osons dire avec aussi peu de raison dans les deux cas.
La pluie, dites-vous, me mouillera, qu'en savez-vous? Chaque i,'^outte est dirigée par le hasard, aucune n'a de destination; rien ne prouvant pour aucune d'entre elles qu'elle ira s'abattre sur le promeneur, de quel droit affirmer de l'ensemble ce qui est incertain pour chacune?
Sans que l'assertion soit certaine à la manière du carré de 1 hypoténuse, on peut la produire avec entière confiance. Il y a plus : si deux promeneurs sortent ensemble et marchent sans se quitter sous la même pluie, non seulement ils seront mouillés tous deux, mais ils le seront également. Si l'un d'eux accusait le hasard de lui avoir donné la plus grosse part, il ne rencontrerait pas plus de créance que s'il affirmait n'avoir rien reçu.
Les événements fortuits ressemblent aux gouttes de pluie. Pourvu qu'ils soient assez nombreux, le hasard les distribue équitablcment entre tous les cas possibles, sans en favoriser aucun. Tel est le théorème que nous allons démontrer avec précision et dont l'importance même justifiera plusieurs démonstrations.
La première repose sur plusieurs propositions, dont chacune par elle-même est de grande importance.
o4. Proulème XLA il — La probabililr d'un évânemcnl cslp, celle de Vé^'énenient contraire est q\ on fait 'x épreuves dans
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ics mc/ncs concilions. Quelle es/ /</ prohahililé pour ijue le premier é\'éneniefif se présente iï fois, le second a — n fois?
Si l'ordre dans loqiiel les événeinenls doivent se succéder élail assigné, la probabilité demandée serait (i2t) le produit de n facteurs égaux à p et de tJi — n égaux à q
(l) />"(jV--".
L'ordre restant indélerniiné, révciicniont peut être décomposé
en autant d'autres, de jirobabililés égales, qu'il v a de comljiiiai-
sons possibles de tji. objets dont n sont égaux à A et [jl — n à H.
Ce nombre est
I . 2 . 3 . . . ;ji 1 . 2 . 3 . . . « , 1 . 2 . 3 . . . [i Il
La probabilité demandée est donc
(9.) ., '••^-^•••'^ pnrjV-n;
I .i.i. . .rt. 1 .2.i. . . [j. — n
c'est le terme général du développement de (p -f- q}^' Si l'on écrit
(yj -~- q )V- = p\'- -h- ,a/»!J-' q ~ ■ — '- — —p[i---(j-^. . .-h q\';
le premier terme représente la probabilité pour que l'événement dont la probabilité est q ne se présente pas une seule fois; le deuxième, la probabilité pour que cet événement arrive une fois; le troisième, pour qu'il arrive deux fois, etc.
La somme des /c premiers termes est la probabilitc' pour que cet événement, dont la probabilité est q, arrive au plus /. — i fois sur UL épreuves.
La somme de tous les termes est la probabilité pour (pie l'événement arrive au plus 'j. fois, c'est la certitude, et la somme des termes est égale en cflct à l'unité, puiscpic p -\- q =^ i .
oo. PiiOBLÈME XLVll I. — La probabilité cl' un événement est p, celle de Vé^'énenient contraire est q\ on fait '). épreu^^es dans
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les mêmes conditions. Quelle est, pour chacun des deux événements, le nombre d'arrivées le plus probable?
11 iaul Iroiivrx' jxnir (jiicllc valeur de n, 'j. étant donné, l'expression (•>. )
pli g\l.-n
acquiert la [)lus jurande valeur.
Si l'on range les expressions (2), c'est-à-dire les termes du développement de {p-\-<]y'i suivant l'ordre des valeurs décroissantes de /i, le rapport d'un terme au précédent est
n -i- I <7 '\>.— np'
La valeur cherchée de n doit rendre ce rapport plus grand que l'unité, elle rapport suivant, obtenu en changeant n en n — i , doit être plus petit que l'unité.
Nous avons donc, pour déterminer /?.
tx-«-
[xp - np,
nq <
: [ip — np -
et, à cause de /? -t- 7 = i ,
Le nombre entier n est compris, d'après ces foi'raules, entre deux limites dont la diflérence p -^ q est égale à l'unité.
Il est donc déterminé.
On peut dire, en négligeant la fraction, que ^p est le nombre le plus probable d'arrivées pour l'événement dont la probabilité est/?; le nombre d'arrivées le plus probable pour l'événement dont la probabilité est ^ est ij. — v./> = u.'/.
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La combinaison donl la probahililc osl la plus grande csl donc celle dans laquelle les événcnicnls se produisent en nombre propoiiionncl à leurs probabilités.
o(). Pour rendre possible l'application des expressions liouvées pour la probabilih'. il faut Iranslormer les pioiluils «piiv figurent. Le nombre des fadeurs, quaiid les ('|)reu\es sont nombreuses, rendrait les calculs iiilerniinalilcs.
La transformation repose sur la célèbre formule de Stirling
I . •>. . o . . . « = c " n" \ JL - n
Les deux membres ne sont pas égaux, leur dilTérence grandit sans limite quand n augmente; mais leur rapport tend vers l'unité, et cela suffit. Nous devons d'abord démontrer cette formide.
Posons
et clierchons, lorsque n est grand, une valeur aj)procliée de o{fi). On a rigoureusement, en cbangeant dans (i) n en ii+i et divisant la seconde écpiation par la première,
par conséquent,
cp(«-M) = o(«)( i^ i
( I -4 — \ , lorsque n est grand, diffère peu de - • Si donc on pose
la fonction '}(/?), par le ebangement de // cn/i-f-i, se multi-
j)liera pai- un facteur peu différent de l'unité. Nous pourrons
écrire
} .'i.3. . ./> = n"e-"<!fi( n),
avec la ccrlilude (\uc'l(n) varie lentement quand // augmente. •i>('/?) varie lentement, mais il n'est pas constant et ne tend pas
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;'( le devenir. On a, en cfTet,
Posons, pour évaluer le second membre,
on en déduit
et, en remplaçant / ( i -t- '- ) par les deux premiers termes de son développement en série, c'est-à-dire en négligeant — ?
\ /i 111- J iii
Par conséquent
cl, en remplaçant e'" par les deux premiers termes de son développement.
Nous pouvons écrire, en négligeant — , »
'hi n — \\ _ I
6 ( /i ; in
On a au même degré d'approximation
la fonction <^(/i) varie donc, quand on néglige-^? suivant la même loi que \^ n.
Si l'on pose
~.\ CALCUL hes probabilités.
par cons(.''(|iieiil
n"c-"^7iFin
la fonction r (//) variera 1res Icnlcnicnt, le rnj){)orL — „- — - — se réduisant à runilé (juaiul on néglige—;;-
On pourrait conllnuer le même mode d'approximation pour chercher \a valeur approchée de F(/0' comme nous avons cherché celles de c5(/?) et de '^{n); mais il est permis de s'arrêter,
1 ' > 1 w 1 • 1 I F(n -hï)
parce que, d après l évaluation obtenue pour le rapport — rr^ — r— ?
on peut démontrer (|ue F(/?) tend vers une valeur constante par laquelle on peut dès lors le remplacer si /i est très grand.
— V: se réduisant a 1 unité quand on néglige -., > on peut
poser
F(n-hi) ^^^^^ ¥{n) '^ n^ '
"ki ne grandissant pas indéfiniment avec n, nous en déduirons, en changeant la valeur de /?,
F(rt^2) X,
F(/i-Hi) {n-^\y^
F ( « -f- 2 ) ~ ( rt -f- 2)"^ '
F ( n^p ) _ ^ _^ Ip
A,,Â2, ...,/.p n'augmentant pas sans limite avec y;. En inullipjiant les équations précédentes, on a
le second membre, et par conséquent le premier qui lui est égal, tend vers l'unité lorsque, n étant de plus en plus grand, on donne à p une valeur quelconque, grande ou petite. On a, en cllet,
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0 tendant vers zéro lorscjnc n augmciilc. Le loj^aiilliiiH; du second membre de (.'5) est
et, à eause de ( /j),
Celte expression Icnd vers zéro quand n augmente, ])arce que la
série dont le terme tréuéral est —. est convcrjientc ; la somme des
termes qui, dans celle série, suivent -^ est donc très petite, cjuel-
quc loin (ju'on la prolonge, et elle reste très petile quand les termes sont multipliés par des facteurs qui ne grandissent pas sans limite.
Nous pouvons donc poser, en nommant G la limite conslantr vers laquelle tend F(/?),
Le théorème, sous cette forme, était connu de Moivre; Stirling a trouvé la valeur de la constante.
On a, d'après un théorème célèbre de Wallis,
TT 2 9-4 4 2« in
que l'on peut écrire
2 ~ (l.2.3...2n)2(2rt-Hl)
Si, dans cette formule, nous remplaçons i .2.3... /? et i .?..3... 2// par leurs valeurs déduites du théorème de INJoivre,
1 .2.3. . . K = Ge-« ii"\/ n, 1.2.3. . . 2/i = G e--"(2rt)-" i^'Mi, elle devient
-6 i.AlA.ll. 1)1 > l'UOIlMHI.ITI^.S.
Cl, lors(|iie // dovicMil inliiii,
Nous pouvons t'crirc enfin
Pour éprouver rexacliuule de eelle lorinule, vérilaljlciiicMl indispensable dans les calculs de probabilités, faisons /> = 20; nous trouverons
1 .2.3 .4 .iï. . . 20 — 2432()020o8l76r)4oOOO, f-20 2o2"y/4o~ = 2422786385 ÎJO'iOOOOO.
Le rapport de ces deux nombres est 1,00^1-.
57. Les probabilités de deux événements contraires étant /> et q, la combinaison la plus probable, sur 'x ('preuves, est celle dans laquelle le nombre d'arrivées du premier événement est <j.p et celle du second arj.
Cette probabilité maxima est
( () 1 '-- pVP (] 'M .
- L'application de la formule de Stirling donne pour valeur approchée
e-^\i.^ \/'i.T.\x pV-P qV-^
e-V-l' ( \Lp )V-P \J-i TT \xp e- P/ ( [Jt </ ) ^'i / 2 TTiJi q
ce qui se réduit, en ayant égard à la condition p -\- q = \ , à (7) ;^^i=-
^iT.\ipq
Cette probabilité, la plus grande de toutes, contient y/ij. en diviseur. Elle tend vers zéro, quand le nombre des épreuves augmente.
Cherchons la valeur approchée du terme dans lequel l'cx
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posant de /) csl [j.y> - /', en supposant ce Icrmc assez voisin du
terme maximum pour ([uc cl même -— soient petits.
L'expression exacte est
,„, I.2.3...|JL./)[A/'-/'7!J-'7+/'
I . •> . 3 . . . ( [xp — /i ) . 1 . 2 . 3 . . . ( ;a y H- A ) Le théorème de Stirlin"- la réduit à
On a, en néiîliiîcant -- >
= Uy>-A-^i --^--41-,) l ( 1-, -) = ( u.q ~- h-h -
\xq •>.\x-q'-
et, par conséquent, en négligeant -, j
\ \xp I \ \xq ] •i\x\p q) 2 [J. \(/ p
et l'on conclut
(i ) (n = e-V-rq e-V-\<l p'\
\ V-Pl \ \^'ll
le second facteur diflèrc fort peu de l'unité; on peut le supprimer et remplacer le terme (8) par
V-2-lxpq
La démonstration de cette formule suppose h petit par rapport
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à u.; on l'élend ccpcndauL à loulcs les valeurs de //, sans ([iril
en résulte, lorsque a csl grand, aucune erreur sur les chillVes.
La fonction
<lécroîl, en ellet, lorsque h augmente, avec une telle rapidité que sa valeur numérique n'a plus d'iniluenec sur les cliilïres conservés. I.a prohabililé dans l'expression de laquelle on Pititro- «luil est cllc-iiiriiic d iiiu! extrême petitesse et, (pioirpic la forriiule acce|)lée n'en soit plus la valeur approchée, la substitution de deux i|ii;iiilllés négligeables l'une et l'autre est sans inconvénient.
On éliMul même l'expression a])pro(diée de la probabilili' à des valeurs île // ])our lesquelles cette probabilité n'existe pas; h, en elFet, ne peut être plus grand que jj./;, et on le fait varier sans que cela exerce d'influence sur les chifl'res, entre — x et oc.
59. Par une fiction qui rendra les calculs plus faciles, nous remplacerons le nombre entier h par une variable continue, en assignant à un écart compris entre ^ et ;; -\-dz la probabilité
(10) e~ -\>-i"i dz.
Ce mot t'carl doit être défini. On considère la \alcur 'j.j) du nombre d'arrivées de l'événement dont la probabilité est p comme une valeur normale, la plus probable de toutes, et les autres sont définies par leur difTi'rence avec celle-là. Cette diflerence prend le nom à\'ccul.
Si, par exem|jle, on fait loooo épreuves à [)ilc ou face et que pile se pr(''scnle 5oai fois, Vccart sera ^i. Si l'on jette deux dés )Gooo fois et que sonnez se présente 99.5 fois, Vécart sera — ;").
La substitution de la fonction continue (10) à l'expression qui convient aux écarts entiers, les seuls possibles, est comparable ù celle d'une couibc à un [)olvgone.
Supposons, par exemple, \x = 1000, p z= rj = ^.
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La forimile [ij) devient, pour A =^ \n,
yTi
pour II = 60, pour h = 100,
y looo:
=^rr e--" = 0,00000000002000.
L'influence d'un nombre aussi petit dans les formules est insignifianle; on peut le supprimer s'il existe, l'introduire s il n'existe pas, le remplacer par un autre de même ordre, les chiffres utiles du résultat n'en seront pas modifiés.
60. Quelques épreuves justifieront la confiance accordée à la formule (10).
La probabilité d'une erreur comprise entre z- cl z — i/z étant
il est nécessaire que la somme des probabilités de toutes les erreurs possibles représente la certitude; on doit donc avoir
— =:=:^ / e -:>-f"l dz = l.
Si l'on pose, en clTet,
V 2 \i.pq cette intéirrale devient
— . f\-'-dt,
égale à l'unité en vertu d'un théorème très connu.
L'épreuve réussit mieux qu'on n'était en droit de l'espérer;
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toute fonnulr approchée doit on oflel laisser craindre une erreur. Le résultai, ici. est rinoureuseiuenl exact.
Cl. Cherchons, d'après la formule (lo), la valeur probable tlii carré de l'écart, c'est-à-dire l'espérance mathéinaticpie de celui qui doit recevoir une somme égale à :;-'. Cette espérance est la somme des produits de chaque valeur de z- par sa probabilité: elle a pour expression, d'après notre formule,
y/a -[J-pq 'J- »
Posons
la formide de\ient
^-l^ipq
^^^ / e-t'l^dl = \xpq.
62. Nous allons chercher directement la valeur exacte de l'espérance mathématique dont la formule (i i) donne la valeur approchée. Posons
{p^q )V-=p\'-^ Aip\>-^q -^ \.2p\>--'-q--^. . .^ k.j^pPV-qlV--^
Les termes de cette formule représentent rigoureusement les probabilités dont (9) donne la valeur approchée. La probabilité qui correspond à un écart II est
où l'on a
L'espérance mathématique de celui qui attend une somme égale à h- est donc (II) ^Liixq — nyAnpV-"q",
la somme S s'étendanl à toutes les valeurs de n.
\nj
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L'expression (i i ) peut s'écrire (ijt) i.ix'^fj-^\„/>\>'"(/" ~ ■j.:i: ix(//i\„ />[>■-" g "-^ y: /r-\,i />[>■-" rj".
On a
"^ \x" (j- .\.„ pV-'" fj" —- l^'-g-,
puisque l'on multiplie j)ar yj-'-q- tous les termes d'une somme égale à l'unité.
L'identité
donne, en égalant les dérivées par rapport à q, préalablement multipliées par <y,
et, en remplaçant [p -\- q) par l'unité dans l'équation précédenlc qui est une identité, on en déduit
i.iizS.np^-" q"' ^ v-q et, par conséquent,
yL'j.q nA.„p\'--''q" — [J-'q''-
L'identité (i3),difrérentiée par rapport à </, donne, en multipliant ensuite les deux membres par q^
[x{ix — i){p~q)\>--^-q'--^[x(p-r-q)\>-iq =^ I. n^ \„pV'" q'^
et, à cause de p -i- q = i ,
^n-X„p\'--"q" = ix([x — i)q'- -r- \xq.
Ces formules réduisent la somme (12) à
^-q- — 'î\x-q'-^ \x{\x — i)^--r- iJ-(7 = ;^'7(i — 'Z) = \^P1-
C'est le résultat obtenu (01). La substitution des valeurs approchées aux valeurs exactes n'a donné aucune erreur.
Il ne peut pas toujours en être ainsi. Faisons une troisième épreuve.
63. Cherchons la valeur probable de l'écart z considéré en gran- B. 6
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dcur absolue; cela est nécessaire, car sans cela les termes négalils ilélruiraicnl les termes positifs cl le résultat serait nul.
La valeur probable de ;, d'après la lormule adoptée pour représenter la probabdilt' d "une erreur c, esl
L'inlt'gration s'étend de o à Tinlini seulement, parce (jue nous ne considérons pas les valeurs négatives, dont on lient eomple cependanl en inlroduisanl le niulli[)li(aleur a.
Posons
^■i [xpq L'intécrale devient
a y/a \xpq ^ ^_,, ^ ^^^ ^ /^ 'j.pq .
telle est l'expression approchée de la valeur probabb^ de -:.
(ji. Calculons exactement la valeur probable de l'écart.
La probabilité d'un écart égal à ;: est le terme du développement de (/> — rjy- dans lequel l'exposant de y> est '^j> + ; et celui de 7, {J-rj — z.
Il faut multiplier ce terme
par ^, afin de former l'espérance mathématique de celui qui attend une somme égale à z. On a, à cause <\c p -\- q ■= i ,
|i.y> -r ^ et <^i.q ~ z sont les exposants de p et de q dans le terme de { p -h q^. Or, multiplier un terme
par
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c'est prendre la dérivée par rapport ày>, en retrancher la dérivée par rapport à q et niulliplier la dillerence \^^v pq.
Nous devons donc prendre les termes de développement de i^p -4- q'Y' pour lesquels ;; est positif, c'est-à-dire
a ( a — I ) „ „ 1 . 9. . 3 . . . !JL
et retranclicr la dc'-rivéc par rapport à ^ de la dérivée par rapport à y?, pour multiplier ensuite le résidtat par pq.
Les termes, on le voit aisément, se détruisent deux à deux.: la dérivée par rapport à q du second est égale à la dérivée du premier par rapport à y^ ; la dérivée du troisième par rapport à q est la dérivée du second par rapport à/>, et ainsi de suite; il ne reste que la dérivée du dernier par rapport -a p.
xp i .i.'i . . .[xq
C'est le produit par v.pq du terme maximum, c'est-à-dire, d'après la valeur approchée (57) de ce terme,
\xpq si \X])q
\/ï\x-pq \Ji-
II faut doubler ce résultat, puisque nous n'avons pris que les valeurs positives de :; : il s'accorde avec l'expression obtenue (63).
63. Nous pouvons donc accepter avec confiance l'expression (9) pour la probabilité d'un écart égal à z.
La probabilité pour que z soit inférieur à une limite donnée a. c'est-à-dire pour qu'il soit compris entre — a et 4- a, sera
-.pq
ou, en posant " = t^ v/2 \xpq
(i4) X3a,= ~ l e-''df.
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Celte probabilité s'obtiendra dans cliaquc cas particulier à l'aicK- (le la Table des valeurs de la foiiclion
que l'on trouvera à la i\n du Volume.
0(/), on peut le voir à rinspeclion de la Table, lend rapidement vers runité; ou a
66. On peut, sans consulter la Table des valeurs de la fonction B, déduire de la formule (9) d'importantes conséquences.
L'écart zéro est le plus probable. Il a cependant une probabilité infiniment petite lorsque le nombre des épreuves devient infini.
La formidc qui représente la probabilité d'un écart inférieur à a s'annule pour a = o. Il faut remarquer qu'en substituant une variable continue à l'écart, qui nécessairement est entier, nous devons, pour représenter l'écart nul, prendre tout linlcrvalle entre a = o et a = 1 . Nous n'avons plus alors une probabilité rig;oureusement nulle, qui devrait dijuinuer la confiance inspirée par la formule.
Si l'on assigne à a une valeur déterminée, quelque grande qu'elle soit, la probabilité pour qu'il ne la dépasse pas tend vers zéro lorsque [j. augmente sans limite.
On peut regarder comme certain, par conséquent, (jue, le nombre des épreuves croissant indéfiniment, Vécart croîtra sans limite. La probabilité pour qu'il reste au-dessous d'une limite donnée est infiniment petite.
Ce résultat fixe le sens du beau théorème de Bernoulli; l'écarl relatif est de plus en plus petit, l'écart absolu de plus en plus grand.
07. La certitude, quand les épreuves se multiplient, de voir l'écart absolu grandir sans limite peut se démontrer (/ priori, indépendamment de toute formule.
Le résultat le plus probable de \x épreuves successives est l'arri-
ciiAP. IV. — Tm^;oiu:ME de jacql'ks nER>'OULLi. 8j
vée 'xp fois (le l'cvéncnienl doiil la prohahilitc' cst/^. Celle prol)al)ililé iiiaximnni, qtioicjuc plus grande (pic toules les aiilres, leiid vers icvo ; elle est (o7) proporlionnelle à —=•
Les aulres, qui sont plus pclites, tendent a fortiori vers z(îro; et, si l'on en prend un nombre désigné, quel qu'il soit, leur somme ne peut nuuKpier de tendre vers zéro lorsque, ce nombre restant lixe, y. augmente indéfiniment.
G8. Il faut insister, en donnant un exemple, sur cette distinction entre l'écart absolu, qui doit grandir, et l'écart relatif, qui tend vers zéro.
On joue à pile ou face. Combien doit-on faire d'épreuves pour que la probabilité d'obtenir pile ou face, sans préciser lequel, un million de fois au moins de plus que l'autre surpasse 0,01?
Il faut déterminer ij. par l'équation
^ / e-^'clt= 0,99.
On trouve dans la Table de la fonction Q{l)
Nous poserons donc
-zr- = 1,83;
on en déduit
tjL = 59721 r millions.
69. La probabilité ttî^ d'un écart plus petit que a est, en général,
il dépend du rapport -— et tend rapidement vers l'unité quand ce rapport auo'mente. Si l'écart relatif- reste constant, -—z = i u. -
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auj^mcnlera sans linnlc <■! l:i prohiilnliU- d'im écart ihuiikIic que* a se rapprocliora de la eerLiludc.
(>lierchons, parexemple, le nombre cl épreuves (pi il iaul leiilei' à la roiilelle pour avoir ()() à parier contre i de voir le zéro sortir phis (lime fois sur (piaianlc en inovcMine. Le noinltre de st»rlies le plus probable est une sur Ircnle-sejil ] si le /.vvo sorl moins d'une lois sur rpinranle, l'écart est négalil Ct |)Ius i;rand (|ue
Nous avons
La probabilité dun écart plus i^rand que a, si Ton pose
est donc o,o>; le signe étant donné, elle est 0,01. Nous poserons donc
En prenant
on trouvera
ix = :54848.
Quelque petit que soit l'écart relatif assigné, on pourra faire nu nombre d'épreuves assez grand pour rendre la j>robabilité de ne pas l'atteindre aussi grande que l'on voudra.
7(K Deux écarts remarquables ont reçu des noms qu'il faut connaître. Dn a
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L'écarl '/ (N'Hiu y,iv r('([iialit)n
.» donc proljahililù c'-yalc dV-lro ou de ne pas cire surpassé. Cet écart
se nomme Vécart probable sur [j. épreuves.
L'écart moyen est la valeur probable de l'écarl; il a poui valeur (6i)
Le rapport de l'écart probable à l'écart moyen est o,8463. Ils sont l'un cl l'autre proportionnels à la racine carrée du nombre des épreuves.
71. On représente souvent le nombre d'arrivées de l'éve'nement dont la probabilité est/>, sur ;jl épreuves successives, par
En assignant à o une valeur numérique donnée, la probabilité pour que le nombre d'arrivées soit compris entre les limites indiquées par celte formule est un nombre fixe, indépendant de ;-t, de j) et de q.
Dans une série ([uelconque d'épreuves, il y a un à parier contre un de voir le nombre d'arrivées de l'événement dont la probabilité est/? compris dans les limites
\i.p--o,érM\/i-v-pq\ neuf à parier contre un qu'il sera dans les limites
)j.p rh I , i63 v/ '-« ;^/"/»
cl mille à parier contre un qu'il ne sortira pas des limites ^p ib 2,3 '-7 y/ '- ]^p<l-
72. La lonmilo (i4> permet do définir avec précision ce qu'on doil entendre piw Joitcf />/its ou moins r>ros Jeu.
Pierre joue looo parties, rcnjeii csl i*^'; Paul en joue loo, mais l'enjeu est lo*^'.
Tous deux peuvent perdre looo*^"". Ils courent les mêmes liscjues, mais n'y sont pas également exposés. Supposons un jeu équitable; la probabilité de gagner est />, celle de j^erdre est q. La mise de Pierre est a, celle de son adversaire est 0, et l'on a
pb — g a.
Si Pierre gagne [j./> -h // parties, il en perdra 'xq — // ; son bénéfice sera
( [xp ~- h)b - { \xq — h) a =^ Il {a — b).
Il est proportionnel à li.
La probabilité pour que la somme perdue ou gagnée soit inférieure à /< (a -r ^) = S est donc
Vivian
e-t'-dt =e
_{a-r b)\/i \xpq
La situation faite aux joueurs parles conditions du jeu et par le nombre des parties est déterminée par le produit (a -f- 6) sj^-pq-
Pierre expose i o*^^ par partie et joue 20000 parties, avec chance égale de gagner ou de perdre.
Paul expose également lo*^', mais sa chance de gain est j^r seulement; il doit, en cas de gain, recevoir Sao'*". Combien Paul doit-il faire de parties, à ce jeu équitable, pour courir les mêmes risques que Pierre?
Le nombre 'x des parties est donné par l'équation
La situation de Paul, qui joue 5^1 parties, serait exactement la même que celle de Pierre qui enjoué r>.oooo, si les formules
CHVP. IV. — THKOnEME DE J VCQUKS BEUNOULLI. 0()
étaient rigoureuses; elles ne sont qu'approchées. Il ne faudrait pas les applif|nrr à de petits nombres.
73. Supposons que, dans un pavs qui compte lo millions d'électeurs, on en désigne 20 000 par un tirage au sort, pour leur faire élire un représentant. En suj)posant que le pavs soilj)arlagé entre deux opinions, 4 5oo 000 d'un côté et 5 àoo 000 de l'autre, quelle est la probabilité pour que le candidat élu appartienne à la minorité.
Le problème est identique à celui-ci :
La probabilité d'un événement est o,45, celle de l'événement contraire 0,55; on fait entre eux 20000 épreuves, quelle est la probabilit('' pour que l'écart dépasse 1000 en faveur de l'événement le moins probable.
La combinaison la plus probable donnerait à la minorité gooo électeurs sur 20000. Pour que le hasard la transforme en majorité, il fiait un écart supérieur à 1000, dont la probabilité s'évaluera en divisant par 2 l'indication fournie par la formule (i f), qui se rapporte à un écart inférieur à y. dans un sens ou dans l'autre.
La probabilité pour avoir un écart supérieur à 1000 est
I — e ( _ ) =1 — erioi.
(■)fio ) diffère tellement peu de l'unité que l'événement peut être regardé comme absolument impossible. La probabilité de gagner deux quines de suite à la loterie serait beaucoup plus grande.
L'expérience semble démentir la théorie. Les minorités sont représentées, et, sans qu'il y ait aucune relation entre leur nombre dans le pays et celui de leurs élus, celui-là est loin d'être nul.
Le calcul précédent suppose, en effet, que, tous les électeurs étant inscrits sur une seule liste, on y prenne 20000 noms au hasard pour composer le collège électoral. Il n'en est pas ainsi; les électeurs d'un même département, d'un même arrondissement quelquefois ou d'une même ville ayant des intérêts communs, ne
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pouviinl nia!i(|ii('r do subir les nicincs inlliionccs, ne sont nullement assimilables à un groujje de votants désignés indépemlainmenl les uns des autres sur le pajs tout entier.
7i. Lorsque la prol)abililé diiii événement est connue, on peut prédire avec |Mesque certitude la valeur approchée du nombre d'arrivées de cet événement sur un nombre connu d'épreuves.
Il laiit (('piiulanl (aire d iiuporlanles réserves.
Le théorème reste vrai quand la probabilité de l'événement csl inconnue. Le rapport du nombre des arrivées de révéuement au nombre total des épreuves s'approchera certainement de cette probabilité inconnue, si l'on augmente sans cesse le nombre des épreuves. Si, par exemple, on puise dans une urne conlenant des boules blanches et des boules noires, en remcllant après chaque tirage la boule qui est sortie, le rapport du nombre de boules blanches sorties au nombre des tirages convergera vers la probabilité assignée j^ar la composition de l'urne.
Mais deux conditions sont nécessaires : la probabilité ne doit pas changer pendant les épreuves, et elle doit avoir une valeur déterminée.
Un événement incertain n'a-l-il pas toujours une probabilité déterminée connue ou inconnue?
Il faut se garder de le croire.
Quelle est la probabilité pour qu il pleuve demain?
Elle n'existe pas.
Non pas parce qu'elle varie d'un jour à l'autre avec l'état du ciel et la direction des vents ; mais parce que dans aucune circonstance elle n'a de valeur objective, la même pour tous ceux qui l'évaluent sans se tromper.
Il pleuvra ou il ne pleuvra pas, l'un des deux événements est certain, dès à présent , et l'autre impossible. Les forces physiques dont dépend la pluie sont aussi bien déterminées, soumises à des lois aussi précises que celles qui dirigent les planètes.
Oserait-on demander la probabilité pour qu'il y ait éclipse df lune le mois jtrochain ?
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Un Iioiiinic csL àgc de quarante ans, quelle est lu jxohahiliti'pour qu'il vive clans dix ans?
iNi l'événement cette fois, ni l'événement contiairc n ont, dès à présent, certitude égale à celle d'une éclipse, mais la probabilité n'a j)as davantage, pour cela, de valeur objective, indépendante des renseignements connus et du bon jugement de celui <pii en fait usage.
Le roi de Siam a quarante ans, <pielle est la probabilité pour (piM vive dans dix ans? Elle est autre pour nous que pour ceux «pii oui interrogé son médecin, autre pour le médecin que pour ceux qui ont reçu ses confidences ; très différente enfin pour des conjurés qui prendraient leurs mesures pour l'étrangler le lendemain.
Toutes ces probabilités sont subjectives, il n'en existe pas d'objective. L'esprit se refuse à concevoir une urne contenant des boules blanches et des boules noires que l'on puisse composer chaque matin de telle sorte que la chance de vie pendant la journée puisse être remplacée, pour un individu désigné, par le tirage d'une boule dans cette urne.
Les cas précédents ne peuvent être pris pour exemples de l'application du théorème de Bernoulli. Que le roi de Siam meure ou vive, il est impossible de renouveler l'épreuve.
Il faut considérer, au lieu d'un événement isolé, une classe d'événements définis tous ensemble sans distinction. La réponse alors est moins évidente.
Quelle est la probabilité pour qu'il pleuve dix fois à Paris pendant le mois de janvier? On ne dit pas de quelle année.
Pour qu'un habitant de Paris âgé de quarante ans vive encore dans dix ans? On ne désigne pas l'habitant.
Ces deux questions, semblables en apparence à celles qui ont été posées d'abord, en sont réellement très différentes. Nous réunissons en effet, sans distinguer entre eux, tous les jours du mois de janvier de toutes les années et tous les hommes âgés de quarante ans, au lieu de désigner im seul jour et de s'occuper d'un seul homme.
Supposons que les progrès de la Science permettent la prédic-
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lion des jours de pluie avec une certitude égale à celle des éclipses. Le Tahloau dressé à l'avance soustrairait le problème à la théorie du hasard, mais pour l'v faire rentrer s'il s'agit d'un jour indétermint' du mois de janvier choisi ihiiis iiiic année inch'-lcrminée.
L'assimlhuion à une urne (h'vient jtossdih' ;dors. Le noiid)rc des houles est le nombre des journées de janvier jxMulant un grand nombre de siècles; celui des boules blanches, |(> nomhic des jours de pluie.
Lue dilîerence subsiste. Dans les épreuves relatives aux jours de pluie, on ne peut ni agiter les boides ni les remettre dans Turne. En termes jilus clairs, l'événemenl observé un jour n'est pas sans inllucnce sur celui du jour suivant.
S'il s'agit des chances de mort ]M)ur un h'raneais âgé de cpiarante ans, la question est moins évidente encore. On ne peut plus supposer le Tableau des événements dressé à l'avance avec certitude ni accepter, a priori, l'assimilation avec les tirages dans une urne.
11 n'est pas permis d'affirmer la régularil»' de la piopcirlion des décès dans une grande ville ou même dans un grand pavs.
Cette régularité est révélée par la statistique; elle est très remarquable, mais nullement nécessaire.
Le rapport du nombre des décès à celui des survi\ants est, pour un âge donné, à peu près invariable.
Le rapport du nombre des naissances masculines à celui des naissances féminines est constant à très peu près, à toutes les époques et dans tous les pavs.
Il serait impossible de le démontrer a priori.
Le nombre d'hectolitres de blé récoltés dans un déparlement varie d'une année à l'autre.
Pourquoi celui des naissances est-il in\arial)le?
On ne saurait en dire la raison.
La constance des rapports, quand elle est constatée, donnet-elle le droit d'assimiler les chances de décès et celles des naissances pour l'un et l'autre sexe à des tirages faits dans une urne de composition invariable?
La conséquence n'est nullement permise.
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Les liragcs au sort, si l'urne est composée pour cela, seront d'accord, en ino\enne, avec la statistique. C'est une vérité identique.
Mais de l'égaillé des moyennes peut-on conclure celle des chances d'écait ? Ce serait admettre ce qui est en question.
Substituons aux hommes d'une même ville les moutons d'un même troupeau et faisons la statistique de l'abattoir; un marché fait pour un grand nombre d'années règle le nombre des victimes, la régularité est parfaite. On peut composer l'urne dans laquelle on tirera avec certitude, pour un nombre suffisant d'épreuves, un nombre moyen de boules noires égal à celui des moutons sacrifiés chaque jour.
L'assimilation n'ira pas plus loin. Le nombre des boules noires variera d'un jour à l'autre ; le nombre des moutons sera invariable.
On fait une expérience sur les dés. On les introduit dans un cornet, on agite, on les lance et on note le coup. L'épreuve répétée 20U00 fois confirme les prévisions théoriques. Tous les cas se produisent proportionnellement à leurs probabilités. L'expérimentateur se fatigue; une seule chose importe après tout, c'est de mettre le hasard à l'épreuve. 11 dicte les points sans jeter les dés, il s'interdit le choix, le hasard parle par sa bouche.
Obtiendra-t-il les mêmes résultats? Aura-t-11 i ooo doublets environ sur 6000 épreuves? Le nombre des points impairs seral-il peu différent de celui des points pairs? Il serait téméraire de l'affirmer. L'improvisateur des coups de dés peut se dire : il y a longtemps que je n'ai appelé le double six, l'impartialité veut qu'il ait son tour. Le sort n'a pas de tels scrupules, et il pourra arriver qu'une trop grande conformité aux proportions prévues trahisse l'intervention d'une cause perturbatrice.
Si l'on jette deux dés 6000 fois de suite, le nombre le plus probable des doublets est 1000, l'écart probable est
0,4709^ I / — ^ ^ 19,4700 et 1 écart moyen -yz y/aooo = 23,0329.
Si, en faisant 1 000 séries de 6000 coups, tous les écarts sont inférieurs à 20; si lu valeur moyenne des écarts, au lieu d'être 23,
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est inféiieureà lo, on pourrait afllrmer avec une cerliludc presque infaillilile roxislcnco irunc cause n'i^ulalrice corrij;eanl les ('-caris ilii hasard.
75. Lorsque la probabililé d'un événement est varialilr d'une épreuve à l'autre, le théorème de Bcrnoulli n'est plus applicable.
La ij'énéralisalion proposée par Poisson sous le nom de loi des L;rands nombres manque non seulement de rigueur, mais de précision. Les conditions supposées dans l'énoncé échappent j)ar le vaque à toute appréciation mathématique. On peut, dans un cas simple et digne d'intérêt, appliquer le théorème de BernouUi, malgré la variation des chances pendant les épreuves.
Supposons une urne contenant un nombre A de boules blanches ou noires, la probabilité d'en extraire une boule blanche est p, celle d'extraire une boule noire est q.
On fait -j. tirages sans remettre dans l'urne les boules qui en sortent. Si ). et a sont de grands nombres, il est très probable que le rapport du nombre des boules blanches sorties à celui des
boules noires dillérera peu de -• En ne remettant pas les boules,
on change à chaque épreuve la probabililé de choisir une boule blanche; mais ce changement est, en quelque sorte, un régulateur de la proportion prévue par le théorème de Bernoulli. Quand la proportion d'une des couleurs est inférieure à ce raj)port norjnal, la probabilité pour elle augmente et les épreuves suivantes ont plus de chance pour corriger l'irrégularité.
On jieut préciser celte indication.
Soient ). le nombre total des boules, Kp celui des boules blanches, t.q celui des boules noires. La probabilité de tirer sur |j. éj)reuves ').p — I: boules blanches cl ;-».</ — li boules noires est. comme on le voit aisément,
I . V. 3. . .Ip . I . 7. . 3 . . . À 7 . 1 . 2 . 3 . . . ( X — ;i. ) '^ i.2.3...[^X — ii)q-i-A] i.2.3...À.i.2.3...[(X — ijl;/) — XJ
cri\i'. IV. - Tiir.oi; IMF. m: jacqlks bi-ioocli-f. () )
On a trouvé (58; a|)j)ro\inialivem('iil
i.jt.i.. .i n/j — K m .2.3. . . nq — A)' Jï-'x-iki
t't, [)ar conséquent,
\ .•i.3...{ np — A; 1 .2.3. . . ( «7 -- /. I y/.;, ■j-/>7 En rtMiiplaranl les fractions
I . v. . 5 . . . ( X — tji
|)ar leurs valeurs déduites de cette formule, on trouve
C'est précisément la formule qui convient au cas où l'on ne remet j)as les boules, dans laquelle le nombre <x des tirages est mul-
liplie par — y-^ •
Si Ton tire la moitié des boules sans les remettre, la probabilité d'un même écart absolu entre le nombre des boules blanches et le nombre le plus probable sera la même que si l'on tirait un quart seulement en remettant les boules.
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CHAPITRE V
DÉMONSTHAÏIONS ÉLEMENTAIHES DU ÏIIEOIIÈME DE BEKNOULLI.
I.'rmploi (lu calcul est comparable a celui d un instrument (lunl un cunnait exactement la |ircci$ion.
FlTIIIER.
7G. Lorsqu'un i^véncmenl douteux peut se présenter de plusieurs nianit^res cl (ju'une certaine grandeur i-ésulte de chaque épreuve, la valeur probable diffère de moins en moins de la moyenne des valeurs obtenues. — 77. Application à une série de parties faites à un même jeu de hasard. — 78. Cas où le jeu est équitable, les énoncés se trouvent en défaut. — 79. Épreuves successives de deux événements contraires. — 80. Troisième démonstration du théorème de Ber-
Hduili.
Le calcul dont parle Fotirier est celui des moyennes
Lorsqu'un événement douteux peut se présenter de plusieurs manières entre lesquelles prononce le hasard et qu'une certaine grandeur résulte de chaque épreuve, la valeur probable définie (-47) différera de moins en moins de la moyenne des valeurs obtenues.
La probabilité d'une différence supérieure à un nombre donné, si petit qu'il soit, tend vers zéro quand le nombre des épreuves augmente.
Soient *A,, '/..,, ..., A„ les valeurs possibles d'une grandeur, />,, />2, • • • • pu leurs probabilités. La valeur probable de la grandeur est par délinilicjn
pi / 1 — fi ^2 -r-. . . ^ pn ^>/t = G.
Si l'épreuve renouvelée un grand nombre de fois donne succès-
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sivcnionl les valeurs x,, x^, •■-, -l'ij., la moyenne aiilliinélique
ilillôroia peu, si 'x csL grand, do la valeur probable G.
Rien nest certain, bien entendu, mais la valeur probable du carré de la dilTércnce
lend vers zéro lorsque jj. augmente. Lorsque la valeur probable dune grandeur tend vers zéro, on n'en peut rien conclure. De grandes valeurs positives peuvent avoir grande probabilité, aussi bien que les grandes valeurs négatives qui les compensent; il en est autrement quand la valeur probable d'un carré est très petite. Toutes les valeurs possibles étant de même signe, aucune ne peut à la lois nélre pas très petite et ne [)as avoir une probabilité très petite. La probabilité pour que la valeur surpasse un nombre donné tend nécessairement vers zéro.
Nous considérerons, dans le cas actuel, l'expression essentiellement positive
pour démontrer que sa valeur j)robable tend vers zéro.
L'expression (i) peut être remplacée, en adoptant une notation bien connue, par
, , I.t'/ -^ 9.1, T; .Tf G S Tj _ ,
Ai. Aj A« désignant, comme on l'a supposé, les valeurs possibles de u',, X.2, ..., Jc,i cl Pi, p.,, ..., p/i leurs probabilités, la valeur probable de x'j est
Keprésentons-la par H ; x], x't, . . ., .rjî ont même valeur probable, puisque rien ne les distingue. La valeur probable de S.r| est donc •xU.
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La viiKnir probahle do .ri^ri- est ( i8) le produit de la valeur probable G de jc, par la valeur égale G de ^r,-. La valeur probable de xi est G.
La valeur probable de la somme (2) esl donc
a ( -JL — I )
qui se réduit à (3)
Le ili('orème précédent a de nombreuses aj)plications
Pierre joue à un jeu de liasard. S'il gagne, il recevra une somme b, enjeu de son adversaire; s'il perd, il donnera une somme a. La probabilité de gagner est/>, celle de perdre esl rj. Le gain probable à chaque partie est
pb — qa = G.
La valeur probable du carré du gain est
/)62-(- q( — ay- — pb'^-^ qa''-= II.
Si donc, après \i. parties, on nomme X le gain, j^ositif ou négatif, résultant de ces ji. parties, la valeur probable de
(4) est
H — 02 _ ph"- — qa'^ — {ph — qay^ _ (a -h b f-
En multipliant l'expression (4) pai' y-", la valeur probable sera
multipliée par ijl-, et
[J.pq(a -\- b)-
est, par conséquent, la valeur |)robable de
[\-r^x{pb-qa)]\
ciivi'. \. — i>i;mo-\.stiivtio>.s in Tiir.nui.Mi; di; lii uNtii li.i. ()<) Si loii représente ce carré (.')) par ô-, on anra ((■)) Xz=<x(/)b — rj(i\ II.
Le f;ain \ laiLsiir 'x parties à un jeu (pielcun(jiic est donc représenté par la somme de deux termes : l'un, complètement connu, projtortionnel au nombre des parties jouées ; l'autre î, qui dépend du hasard et dont le siyne même est inconnu.
Un tel énoncé, si l'on n'ajoutait rien, serait insignilianl. Ignorer dans une somme la valeur et le signe de l'un des termes, c'est ne rien savoir sur la somme. Mais, sans connaître s, nous avons sur lui \\\\ renseignement. La valeur probable de z- est \x{^a-\- by-prj, elle est proportionnelle à |J(. \ celle de s est donc de l'ordre de y/ pi et le second terme de (6) deviendra de plus en plus petit par rapport au premier lorsque ui croîtra sans limite.
Nous comparons, il est vrai, la valeur certaine du premier terme à la valeur probable du second. Nos conclusions peuvent être en défaut, mais, lorsque [j. augmente, la probabilité pour qu'il en soit ainsi tend vers zéro. Il faudrait que le hasard rendit s- infiniment grand par rapport à sa valeur probable.
Si Ts désigne la probabilité d "une valeur supérieure à a, il en résulte dans la valeur probable de cette grandeur essentiellement positive un terme cja-, qui deviendrait à lui seul plus grand que la somme dont il fait partie, si, lorsrpie a augmente, ttj ne devenait pas très petit.
En réduisant l'évaluation du gain fait en 'x parties au premier terme
(7) ^^ = l^ipf^ ~ 7^ ')
on pourra affirmer avec une certitude croissante que Terreur relative tend vers zéro lorsque iji. augmente sans limite.
Le cas où le jeu est équitable doit être traité à part
On a alors
pb — qa = o,
et le théorème est en défaut.
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Lf |>i'emior tenue de la valeur {h) île X élaul uni, le i;aiu fait en 'JL parties se réduit à
\ ^ rt 6.
On ne peut rien affirmer >ur son signe. Quelque grand que soit •j.. Pierre, à un jeu équitable, jieut |)erdrcûu gagner. La valeur probable du CdiTC (lu gain positif ou négatif est j)roporlionnelle au nombre des parties. On p<Mil clone tenir pour certain (pi'après
un ffrand nombre de iiarlies la valeur moyenne — du qain fait
à chaque partie par celui des joueurs que le hasard a favorisé sera
très petite. La vah partie, est eu elTet
très petite. La valeur probable de ^> carré du gain moNcn par
\xpq(a -I- ^)- _ pqja -!- 6)* _
elle tend vers zéro quand v. augmente.
79. Le théorème démontré (77) peut s'appliquer aux épreuves successives entre deux événements contraires.
Soient/) et q les deux probabilités. Leur somme est égale à l'unité; une série de ]x épreuves amenant dans un ordre réglé par le hasard, l'un ou l'autre de ces deux événements peut donner lieu à un jeu équitable. Pierre gagnera la partie si l'événement dont la probabilité est p se présente; sa mise sera égale à />, celle de l'adversaire égale à q.
On aura, en adoptant les notations du théorème (77),
G — pq -t- 7( — /> » — o,
H ^^ pq'-~qp'-^pq.
Si, sur ;j. parties, Pierre en gagne ni et en perd u — /;/, son
gain sera
inq — ( ;ji — m)p — m — ;i/->.
La valeur- ])robabIe de , , /m — ao\2 /m \2
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est tlonc (7G;
elle tend vers zéro lorsque a augnienle. On peut donc arfirnicr avec une certitude croissante (|uc la dilTérence entre le ra))[)ort
— et la probabilité^) tend vers zéro lorscpie le nombre des épreuves
augmente. C'est le théorème de BernouUi.
La valeur probable de l'expression (8) a été obtenue d(''jà sous une autre forme.
La \aleur probable (62) du carré de l'écart sur jji épreuves est ,u/?<y.
Cet écart est la diflerence m — a/?. La valeur probable de (m ^ Y-Pf étant ^pq-, celle de
est^.
C'est le même théorème.
80. Nous donnerons du théorème de Bernouili une démonstration plus simple encore que la précédente.
Supposons deux événements contraires ayant pour probabilités p et q. Sur|j(. épreuves faites entre eux, les nombres d'arrivées les plus probables sont ]i.p et <^q\ nommons écart la différence entre le nombre d'arrivées de l'événement dont la probabilité est/? et le nombre le plus probable 'xp.
On promet à Pierre une somme égale à la valeur absolue de l'écart, et non plus à son carré comme on l'a supposé dans la démonstration précédente. Sans calculer l'espérance mathématique de Pierre, nous allons démontrer que, le nombre a des ('preuves grandissant indéfiniment, cette espérance est très petite par rapport à [JL.
Désignons par cp([J^) l'espérance mathématique de l'ierre.
Si l'on double le nombre des épreuves, w(|x) deviendra csi au), très différent de 2'j([ji).
Partageons, en effet, les au épreuves en deux séries de u.
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LV'carl peut, dans les doux st'ries, avoir le mcinc signo ou des signes dlflérenls. Dans le premier cas, Trcart total est la somme des deux écarts partiels ; dans le second, il csi leur dilTcrencc L'espérance niatlirniatiqiic, >i Ion sail (|uc le premier cas se produit, est 2.'.^(<^): dans le second, elle est évidemment plus petite. Désignons-la par 9.y.'^{'x). a étant jdus petit cpic 1 unité.
Soient y), la jirobabilité pour que, sur [j. épreuves, l'écart soit positif, (ji pour (pi'd soil négatif; la probabilité jxHir <pit\ dans les deux séries de a épreuves, les deux signes de l'écart soient semblables est y>'- -f- fj] ; poui- qu'ils soient (lifTérents, elle est ■>./>i//(. On en conclut
o(-^.ii) == 2(/)f — 7i Vj;Cu)-H4/'i<7iacp([ji). (3n a
par conséquent
12(2 [j.) est donc plus petit que •.>'i(a). J^a somme
ne pourrait tendre vers 1 unité lorsque |J(. augmente que dans deux cas : ou bien lune des prol)abilités /), ou y, tend vers zéro, ou bien a tend lui-même vers l'unité.
La première hypothèse est impossible. Si, en cfTcl,/;, tend vers zéro, il en résulterait que, sur un nombre d'épreuves indéfiniment croissant, on pourrait regarder comme certain que l'écart sera d'un certain signe. En jouant alors au jeu équitable, défini (79), l'un des joueurs, après un grand nombre de parties, serait certain de gagner.
La seconde hypothèse est également inadmissible.
L'espérance mathématique de celui qui attend la diflercnce de deux écarts ne peut être la même que s'il attend leur somme.
Nous pouvons donc écrire
("1, étant jjlus petit que l'unité et ne s'en approchant pas indéfiniment.
CH.\P. V. — DKMONSTU\TIONS DU TIIKOUICMI". IIF. DKUNOULLI . I()>
On en conclu l
'i( i JX) = 2 G, '^(■J.IJ.),
cp( 8[jl) = 2G3 '^( i;jL),
«-•l, en multipliant CCS c'(|ualions,
o{-i"lx) = 2«GiG.,...G„<i(ijL).
(.)n en conclut
= Ui Uo. . .U„ •
Les facteurs Gi, Go, . • ., G„ étant pins petits que Tunilé et ne tendant pas vers l'unité, leur produit tend vers zéro. En posant 2" a = z, on a, lorsque :; grandit sans limite,
lim -: = o.
L'espérance mathématique de celui qui attend une somme égale à l'écart absolu sur z épreuves est donc très petite par rapport au nombre des épreuves, et l'on peut regarder, par conséquent, comme certain qu'après un nombre indéfiniment croissant d'épreuves 1 écart est infiniment petit par rapport au nombre des épreuves.
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CHAPITRE VI
LA lillNE DE* JOLELItS
Si le nombre (1rs parlirs est indènni, l'aTanlago du joueur le plus riclie serait infini si sa fortune pouvait l'dtre : c'est pour cela que c est courir a une ruine certaine que de jouer indirfcreaimcnt arec tous ceux qui se rencontrent.
Ayivt.RZ.
81. Lorsqu'un joueur joue indéfiniment à un jeu équitable, sa ruine lût ou tard est certaine. La proposition semble contradictoire, elle ne l'est pas. — 8"2. Lorsque deux joueurs luttent indclinirnent, quelles que soient les conditions du jeu. l'un des deux doit finir par se ruiner. — 83. Calcul numérique. — 84. La perte peut entraîner la ruine avant la fin du nombre convenu de parties. Cela accroît les chances de ruine. — 85. Deux manières d'énoncer le problème de la ruine des joueurs. — 86. Cas où Pierre possédant ni francs joue indéfiniment à un jeu équitable. — 87. La valeur probable du nombre des parties est infinie. Il n'y a pas contradiction. — 88. Démonstration de l'énoncé précédent. — 89. Calcul des chances de ruine dans un nombre donné de parties. — 90. Exemples numériques. — 91. Cas où deux joueurs ont des fortunes données. Chance de ruine de chacun. — 92. Cas où le jeu n'est pas équitable. — 93. Autre manière d'obtenir le même résultat. — 94. Cas où les deux joueurs ont même fortune et exposent la même mise. — 95. Probabilité pour qu'un joueur qui joue indéfiniment finisse par se ruiner. Trois cas peuvent se présenter. — 96. Le cas où la ruine n'est pas certaine est celui où le joueur a un avantage. — 97. Exemple numérique. — 98. Probabilité d'être ruiné précisément après un nombre donné de coups. - 99. Valeur approchée de la probabilité. — 100. Probabilité pour que la ruine soit postérieure au ix'*"" coup. — 101. Valeur maxima de la probabilité. — 102. Valeur maxima de la valeur approchée. — 103. Valeur probable du nombre des parties jouées avant la ruine de l'un des joueurs. — lOi. Cas où le jeu n'est pas équitable. Théorème de M. Rouché. — 105. Evidence apparente du théorème. — 100. Insuffisance de la démonstration. — 107. Réduction du cas où le jeu est équitable au cas général. — 108. Cas où les fortunes sont égales en commençant le jeu. — 109. Cas où deux joueurs luttant l'un contre l'autre peuvent l'un cl l'autre cire ruinés. Insuffisance d'un raison-
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nciiicnl qui sciiihlc fuiL siia|jlc. — 110. Cas où Pierre cl Paul possikienl cliacun a''. — 111. Cas où ils possèdent 3''. — 112. Cas général. — 113. Examen d'une combinaison proposée pour accroître les chances de gain.
<S|. I.c jeu ruine ceux qui s'n livrent. Il nV a exception que pour le? joueurs auxquels les conditions acceptées accordent un avantage.
Le fermier des jeux à Monte-Carlo peut accroître sans crainte le nombre des coups. La menace ne s'adresse qu'aux pontes.
Lorsque le jeu est équitable, la ruine tôt ou tard est certaine.
La proposition semble contradictoire. En ruinant l'un des joueurs, le jeu enrichit l'autre; en s'exposant à perdre une fortune, on a l'espoir de la doubler.
Cela n'est pas douteux; mais, quand la fortune est doublée, le théorème s'y applique avec la même certitude : elle peut doubler encore, centupler peut-être, tout sera emporté à la fois par un caprice du hasard. En combien de temps? Nul ne le sait; la probabilité augmente avec le nombre des parties et converge vers la certitude. C'est cette progression extrêmement lente, il faut le déclarer tout d'abord, à l'étude de laquelle est consacré ce Chapitre.
^"2. Lorsque deux joueurs luttent constamment l'un contre l'autre, quelles que soient leurs fortunes et les conditions, équitables ou non, du jeu qu'ils renouvellent sans cesse, l'un des deux finira par ruiner l'autre ; la probabilité pour qu'ils puissent faire un nombre donné de parties tend vers zéro quand ce nombre augmente.
Lorsque deux joueurs, en elTet, font un grand nombre de parties, la probabilité de la répartition la plus probable entre les parties gagnées et perdues par l'un d'eux tend vers zéro quand le nombre des parties augmente. Elle est (o7) inversement proportionnelle à la racine carrée du nombre des parties.
Si la probabilité de la combinaison la plus probable tend vers zéro, il en est de même, à plus forte raison, de toute autre combinaison désignée et, par conséquent, aussi d'un ensemble de combinaisons quel qu'il soit, dont le nombre ne croîtrait pas indéliniment avec le nombre des parties.
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(^uollos ijiiesoicnl les mises des deux joiicurs, on jieul assigner une réparlilion des pertes cl des gains, telle <|ii(' la compensation soit parfaite et cpie cliacine joueur, à la fin, se retrouve avec sa fortune primitive. Si, prenant pour point de déjiart ce mode de répartition, on accroît le nombre des parties gagnées par l'un des joueurs, le gain sera ]H)ur lui, pour chaque partie gagnée de plus, et par conséquent pour ehaf|ue partie perdue de mnms, ('-gai à la somme des deux mises, et tout écart de cette répartition (jui équilibre les pertes et les gains ruinera l'un ou Tautre joueur, si, nuilti|)lié j>ar la somme des mises, il donne un produit plus grand que la fortune tlu j)lus riche.
En eaiactérisant les combinaisons par le nombre total des parties gagnées par l'un des joueurs, le nombre de celles qui, ne ruinant aucun des deux joueurs, permettent la continuation du jeu est donc indépendant du nombre des parties jouées, et la probabilité pour que l'une ou l'autre de ces combinaisons se produise tend vers zéro quand le nombre des parties augmente.
83. Supposons, par exemple, que Ton joue à pile ou face, l'enjeu étant i**" la partie. Si le nombre des arrivées de pile est égal à celui des ari'ivées de face, il n'v aura ni perle ni gain.
Cherchons combien il faut faire de parties pour que la probabilité dune perte de looooo'' pour l'un des joueurs soit égale à 0,999.
Pour que, en jouant i'^' la partie, l'un des joueurs perde 100 ooo*^', il faut que l'écart, dans un sens ou dans l'autre, soit plus grand que 5o 000.
On entend par ccait, il n'est pas inutile peut-être de le rappeler, la dinérence entre le nombre des parties gagnées et le nombre relatif à la combinaison qui rend les pertes nulles. Celle combinaison correspond, dans le cas actuel, à l'égalité des pertes et des gains.
Si jj. est le nombre des parties jouées, la probabilité de la combinaison la plus probable est (57)
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Cl, dans le cas aclucl, |^iiis(iiic /> cl y sont ri^auv à ~,
La prohabililé pour (juc le hasard amène une des looooo combinaisons pour lesquelles la perle est inférieure à looooo''' est plus pelile cpie
Si donc on a
la probabililé d'une perle moindre que 100000*^' sera j)lus pelile que j-jjYj et, par conséquent, celle d'une perle plus jurande surpassera 0,999.
L'inégalité (1) donne
7 millions de milliards de parlies suffiraient pour donner la probabilité demandée.
Si deux joueurs pouvaient faire ce nombre immense de parties, il y aurait pour chacun d'eux probabilité presque égale à i de perdre plus de 100 ooo*^"" et probabililé égale de les gagner.
Celle évaluation numérique pourra rassurer ceux que la certitude de ruine effrayerait plus qu'il ne faut.
La probabilité d'un écart reste la même (08), lorsque l'écart diminue ou augmente j)roporlionnellement à la racine carrée du nombre des parties. Si l'on divise le nombre des parties par i million, en les réduisant à - milliards, la somme dont la perte par l'un des joueurs aura 999 chances sur 1000 sera réduite à 100''.
La méthode précédenle ne donne qu'une limile. Le calcul exact est facile.
La probabililc pour qu'en jouant à un jeu équilablc, les mises étant a et b et les probabilités de p^agner à chaque partie /> et q, la somme perdue ou gagnée soit inférieure à une limite S a été donnée (72); elle est
en la retranchant de l'unité, on aura la probabilité pour que la perte de l'un des joueurs soit plus grande que S. On trouve dans la Table
6( ccK)") — o, lo.
Si l'on pose
on en déduira le nombre a des parties nécessaires pour que la probabilité d'une perte supérieure à S soit égale à -j^. Soient
on trouvera
TooooS- „ ,^,
Si l'on suppose S = 100 000, on aura
|JL = 624 000 millions.
En prenant S = 100, on a
Il laut faire Gi4 000 parties à i'"" pour que la probabilité de perdre ou de gagner 100'^'' soit égale à ,^.
8i. Les chillrcs précédents, donnés sans commentaire, feraient naître une idée très fausse sur les chances de ruine.
Nous supposons le nombre des parties convenu à l'avance. On
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réglera à l;i lin : telle a été notre hypothèse. La chance de perte n'a rien alors de bien cfTravant, il y a une chance sur dix pour (ju'après 61 \ 000 parties jouées tout se réduise à une perte inférieure à 1 oo'''.
La ciiance de ruine (pie nous voulons étudier est bien difT*'rente. On doit à cha(pie partie déposer la mise; si donc, à un certain moment, la perte du joueur dépasse sa fortune, il ne sera pas admis à continuer et perdra toute chance de se relever. La probabilité cpril faut connaître n'est pas celle de la perte finale, mais celle de la perte maximum à l'un des instants de la série de parties.
85. Le problème [)eut être posé de deux manières. On peut considérer deux joueurs jouant l'un contre laulre à des conditions données, et chercher les chances de ruine pour chacun d'eux et les probabilités relatives à la durée du jeu, c'est-à-dire au nombre des parties jouées avant la ruine de l'un d'eux. On peut, et c'est une élude très difierente, étudier le sort du premier joueur sans se préoccuper du second, supposer cpi'il change d'adversaire, qu'il en trouve toujours un disposé à jouer aux mêmes conditions; ou, ce qui revient au même, que celui contre lequel il entreprend la lutte ait une fortune infinie.
Dans le premier cas, nous l'avons vu (8!2), le jeu doit finir tôt ou tard par la ruine 5e l'un des joueurs. La probabilité pour que le nombre des parties nécessaires atteigne une limite donnée lend vers zéro quand cette limite augmente.
Dans le second cas, quand un seul des deux joueurs peut être ruiné, la ruine est également certaine si le jeu est équitable; la probabilité pour que le nombre des parties dépasse toute limite est infiniment petite.
On peut le démontrer sans calcul. Supposons que Pierre possède m francs et qu'il ait résolu de risquer une même somme à un jeu équitable, tant qu'il pouna déposer sa mise.
Nous pouvons supposer qu'une première lutte s'établisse entre Pierre et un adversaire de fortune égale. Le jeu est équitable.
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Pierre a cliancc ^ de sortir v;mi(|iu'iii- île celte Iiittt^ : il |)Osst'dera alors iin francs. Sii|)|»osons-liii alors un sccoml adversaire possédaul comme lui j.in francs, Pierre a cliancc ^ d'èlro ruiné par lui, mais chance | aussi de le ruiner cl de posséder j ni francs.
Pierre luttera alors contre un adversaire possédant f\ni francs, et il aura chance -', en le ruinant, d'en posséder %in. La série est indéfinie. On voit que, pour échaj)pcr à toutes les chances de ruine, Pierre devrait avoir autant de bonheur que si, jouant sans cesse à pile ou face, il ne perdait jamais une seule partie. Une telle persistance doit être évidemment considérée comme impossible et Pierre, tôt ou tard, se ruinera.
L'assimilation avec le jeu de pile ou face est évidente. Pour en efï'acer toute dlfTérence, il faut supposer aux parties tle pile ou face des durées croissantes. Si l'une d'elles ne finissait pas, la démonstration perdrait toute sa force. Un tel hasard (82) doit être tenu pour impossible.
86. La démonstration précédente, en montrant la ruine du joueur inévitable, n'apprend rien sur les probabilités relatives au nombre départies qui doivent l'amener. Nous pouvons, dès à présent, démontrer que la valeur probable de ce nombre de parties est infinie. La contradiction semble choquante.
La ruine est certaine, dit-on, et la valeur probable du nombre des parties qui la procurent est infinie. Si le nombre des parties est infini on ne pourra pas les jouer, la ruine ne s'accomplira pas : elle n'est donc pas certaine.
La ruine est certaine. Il ne faut pas confondre le nombre des parties qui, vraisemblablement, seront jouées avec le nondirc probable des parties; il faut surtout ne pas oublier ce que nous entendons par certitude. Quand on dit la ruine est certaine, tôt ou tard, on n'entend pas affirmer qu'après un nombre de parties, si grand qu'il soit, la ruine est assurée comme un théorème de Géométrie. S'il en était ainsi, le nombre probable des parties ne pourrait pas, évidemment, surpasser et serait certainement très loin d'égaler celte limite infranchissable.
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La ruine est certaine, cela vciil dire : la [(rohahililc pour que le nomijre des parties qui s'accompliront surpasse une limite donnée tend vers zéro quand cette limite augmente.
La valeur probable du nombre de parties est infinie, cela veut diie : Icspérance mathématique de celui ([ui doit recevoir autant de francs qu'on jouera de parties est infinie.
Les propositions ainsi comprises ne sont nullement contradictoires.
Supposons que Pierre, se mettant au jeu avec i'' seulement, c'est le cas le plus défavorable, soit décidé à jouer, sans interruption, jusqu'à ce que ce franc soit perdu. La probabilité pour qu'il le perde, lût ou lard, est une certitude; mais, quelle que soit la limite qu'on voudra assigner, il y a possibilité pour que le nombre des parties jouées la surpasse. La probabilité pour (|u"il en soil ainsi tend vers zéro quand la limite augmente. En disant que le nombre des parties ne peut pas être infini, on ne veut pas dire autre chose.
Si l'on promet à Paul i'' par partie que jouera Pierre avant d'avoir perdu le franc qu'il possède en entrant au jeu, l'espérance mathématique de Paul est, par définition, le nombre probable des parties. Il faudra, pour la calculer, multiplier chaque nombre possible par la probabilité correspondante. Or les nombres possibles vont à l'infini : il n'y a rien de contradictoire à annoncer qu'en les multipliant par des probabilités de plus en plus petites qui, suivant notre façon de parler, expriment des impossibilités, la somme des produits augmente sans limite.
Le résultat est analogue au paradoxe de Saint-Pétersbourg, dans lequel nous avons rencontré déjà une espérance mathématique rendue infinie par l'énormité des sommes dont la probabilité paraissait assez petite pour qu'on n'y attachât aucun prix.
87. Démontrons que la durée probable du jeu est infinie pour un joueur qui change d'adversaire et veut risquer la même mise, à un jeu équitable, tant qu'il aura possibilité de la mettre au jeu.
Considérons d'abord deux joueurs, Pierre et Paul, possédant
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chacun 2/?* iVanos. Ils liitlcnl à un jeu équilal)l(> jiis(]irà la ruine de l'un (J'oiix. Soil '^(9.///) le nombre probable des parties (piils joucronl, '■^{fn) di'-signant, par la même nolalion, le nombre probable des parties quand les deux joueurs possèdent chacun ;?i francs. La lulle entre Pierre el i\iul pouiia, sans cpie rien soit changé aux chances de chacun, commencer par deux é|)rcuves distinctes. Paul, dans une première série de parties, risquera m francs contre ni francs de Pierre, et dans une seconde série il exposera la secontle moitié de son avoir contre la seconde moitié de celui de Pierre.
Deux cas pourront se jirésenter : ou les deux luttes, (juand elles seront terminées, auront le même vainqueur, qui aura ruiné son adversaire: ou chacun "airnera Tune des deux séries, et les joueurs se retrou\eront dans la situation primili\e, j)Ossédanl chacun om francs.
On en conclut
( 2 ) ç ( 2 /n ) = 2 o ( /« ) -i o{-iin).
Le nombre des parties se compose, en effet, des noml)res de parties faites dans les deux séries, el dont chacune a pour valeur probable '■^(//î), et de plus, éventuellement, du nombre de celles qu'il faudra faire encore si, à la suite des deux séries, on se retrouve dans la situation primitive, ce dont la probabilité est {.
L'équation (2) donne
Supposons maintenant que Pierre, possédant m francs, ait résolu de jouer sans limite contre tout adversaire qui se présentera. On peut régler son jeu de la manière suivante : il luttera d'abord contre un premier adversaire possédant comme lui m francs. S'il le ruine, il possédera im francs^ ou lui opposera un second adversaire de fortune égale. S'il ruine le second, il possédera ^rn francs et pourra lutter, à chances égales, contre un adversaire a\aul comme lui \ ni francs. Le jeu e<jnlinucra jusqu'à la
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rencontre (riin ;i(lvcr.sairc (|ui, à ce jcti Inujonrs (-gnl, réussira à le ruiner.
On Miil loul d'abord, comme on l'a remar«|ii('' dt'-jà (S,'i), (lue la ruine de Pierre est certaine; il ne pourrait l'exiler (|u'en <'lant toujours favorisé par le hasard ilans une série inih'dnie d'épreuves pour chacune desquelles la prohabilité est 4-
Le nombre probable des parties est, d'après l'analj'sc précédente,
(4) 'f("0-^ - -f^'.m)-^ y o(4,„)H- i o(Hm)--....
Pierre, en effet, est certain de jouer la première série, pour laquelle le nombre probable des parties Q,slz.[ni): il a probabilité ^ déjouer le seconde : il suffit pour cela qu'il sorl(; vaijnjueur de la première; il a probabilité { déjouer la troisième, car il suffit qu'il gagne les deux premières, etc. En ayant égard à la relation (3), la somme ( f ) devient
elle est inlinie quel que soit '^(in).
89. Les chances de ruine d'un joueur, à un jeu ('quitable, se calculent aisément lorsque, le nombre des parties étant fixé à Pavanée, on doit les faire, quoi qu'il arrive, et régler les comptes à la fin.
p et q désignant les probabilités de perte et de gain à chacune des u parties, la probabilité pour que le nombre des parties perdues surpasse \^q -\- fi, c'est-à-dire pour que la perte surpasse le |)roduit de h par la somme des mises, est
(5) — / e" ■^?-i"l dz.
Si l'on pose elle devient
-_ / c-''-dt — -- / e-i'dt
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I.c proniier ternie csl égal à 4i lo second tend vers zéro (|ii;in(l •j. augmente.
La probabilité pour (juun joueur, après un nombre eroissanl de jiarties, fiisse un gain supérieur à une soninie donnée, tend vers ^7, (pielle cpie soit eetle sonune, (piand le nouibrt' des parties augmente sans limite.
La probabilité pour qu'il soit en perle d'une somme égale tend aussi vers ^, et la probabilité pour que la perte ou le gain restent, poui' un nombre croissant de parties, inférieurs à un nondirc donné tend vers zéro, quel que soil ce nombre. Le jeu, on ne doit pas l'oublier, est supposé équitable.
ItO. La probabilité dune perte donnée pour un nombre donné de parties diminue rajudcment ([uand la perte assignée est grande.
Supposons c|ue Ton joue 1000 parties, p et q étant l'un el l'autre égaux à -,. La probabilité pour l'un des joueurs de perdre un nombre de parties supérieur à 5oo-|-/<, par conséquent d'être en |)erte de •>.mh^ m étant la mise, est
--— e-'dt.
Le Tableau suivant donne la probabilité pour que le joueur qui possède 2/1 francs soit ruiné en jouant mille parties.
imit
e-t'dt.
4 0,400 II o,.>.4i 1'"^ 0,129
5 0,377 '- 0,22 ) il) 0,1 15
(i 0,3 jj 1:; o,2oG 20 0,10 5
7 o,33o IJ 0,188 21 o,ocj3
ciiAi'. VI. — LA nuiKE nrs jouEuns. i i ;>
23 OjOj'î 33 0,019 *■» o,oo4
2i o,o(35 3i 0,016 ii o,oo3
N o,o58 3'i 0,01/1 i.'i o,oo'i
31 o,o?.G il o,oo5 82 0,000004
Le Tableau siii\aiil donne le nombre des parties qu'il faut jouer pour f[ue, les deux adversaires ayant à chaque partie probabilité ^ dcgaj^ner, et l'enjeu étant i'"", celui des deux qui sera favorisé par le hasard ail une probabilité ^ de gagner une somme supérieure à un nombre donné :
Bénéfice assigné
dont la probabililé est .'.
Nombre des parties.
Les parties, comme dans le cas précédent, seront jouées, quoi qu'il arrive. Si le jeu devait se terminer dès qu'un joueur a obtenu le bénéfice demandé ou dès qu'il ne peut plus déposer sa mise, les résultats seraient très différents.
91. PivOBLÈME XLIX. — Pierre et Paul font un nombre illimité de parties à un Jeu dont les conditions sont équitables ; leurs fortunes sont m et n. Quelle est, pour chacun d'eux, la probabilité de ruiner Vautre?
Le jeu devant se prolonger jusqu'à la ruine de l'un des joueurs peut élre assimilé à une seule partie dans laquelle celui qui risque
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m lianes ilevrail, s'il csl viiiiKjiunir, en obtenir m -+- n. L'espérance mathématique tloil rire éyale à la mise, et, si l'on nomme /> la probabilité ponr (jne l'ierre iiiine son adversaire, l'équation
donne
m -r- Il
On peut calculer directement cette probabilité. Soit r.r la probabilité pour que Pierre ruine Paul au moment où il possède .r francs et où Paul, par conséquent, en possède m -\- a — x. On pourra écrire
(5) y,r^py_r+i,— qyx-a-
Lorsque Pierre, en ciTet, possède x francs, il peut, à la lin de la partie suivante, selon qu'il la gagne ou qu'il la perd, posséder X -\- h on X — (1 francs^ il y a donc probabilité p pour cpie Vx se change en Vx+b^ et probabilité q pour qu'il devienne ).c_«. 1^'équation (5) en est la conséquence.
pb étant égal à qa, puisque le jeu est équitable, la solution générale de l'équation (5) est
yx= «37 — [3, a et [3 étant arbitraires.
Cette valeur de Vx satisfait, on le vérifie immédiatement, et, renfermant deux constantes arbitraires, elle est la solution la plus générale.
On a, ])our déterminer les constantes,
on en déduit
et, par conséquent,
qui s'accorde avec la solution précédente.
Cette solution peut donner lieu à une difficulté. Si les enjeux
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a el b ne sont pas égaux à l'unité, l'un des joueurs [)ouria être forcé de cesser le jeu avant d'avoir tout perdu, possédant encore une somme inférieure à la mise exigée. Nous négligeons cette petite somme, qui, cependant, mcllrait la formule en défaut dans le cas où clic formerait une j)artic notable de la fortune du joueur.
92. Problème L. — Les conditions reslanl celles du problème précédent , on ne suppose plus les conditions du jeu équitables. Quelle est, pour chacun des joueurs, la probabilité de ruiner Vautre?
Un ingénieux artifice de Moivre permet de déduire la solution de la théorie de l'espérance mathématique.
Donnons à Pierre, au lieu des m francs qu'il possède, /?i jetons de valeur a, a-, ..., a'"; a sera choisi ultérieurement. Remplaçons également les n francs de Paul par n jetons de valeur a"*+', a'""*"-, ..., a^'^" qui continuent la progression.
Le jeu se faisant dans les conditions supposées, la mise de Pierre sera a jetons, au lieu de a francs, et celle de Paul b jetons. On conviendra qu'à chaque partie Pierre exposera toujours les jetons dont la valeur est exprimée par les plus hautes puissances de a, et Paul, au contraire, ceux dont la valeur est représentée par les plus petites.
La série des jetons restant toujours la même, la séparation après chaque partie se fera en un point différent, mais Pierre aura toujours les premiers termes de la série, et Paul tous les suivants.
La chance, pour chaque joueur, de perdre tous ses jetons est indépendante de la valeur qu'on leur attribue et, par conséquent, du choix de a. Le jeu sera équitable si l'on pose
Cette équation se réduit, quel que soit x, à ^a+b _ a" ~ q '
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c'esl-à-tlire, /> -+- </ »'laiil t'i;al à i ,
Le jeu, j;rùec à ccl arlifiee, élaul tlcvciui r(|iiiiable, respérancc mathématique do chaque joueur doit cire égale à sa mise; et, si l'on nomme P„j la probabilité pour que Pierre, (pii a m jetons, ruine Paul, qui en a /?, on aura
V,„{:i -1- aï H- . . . -r- a"'+") = a h- oc* -+-... h- a'", a'"— r
93. Le calcul de P,„ peut se faire dircclcmcnl. Soit r.r la probabilité, au moment où Pierre j>ossède x francs, pour (pi'il finisse |iar ruiner Paul, on aura, comme (91),
yx = py-x^h -^ <iyx-a ;
ph n'étant plus égal à(y<7, l'intégrale de cette é(|uation est, comme on le vérifie aisément,
(-) r-r= C,-4- Coa^,
C, et Co étant des constantes arbitraires et a satisfaisant à la condition
c'est-à-dire à l'équation (()) déjà obtenue
Les constantes C, et Co se détermineront )iar les conditions
évidentes
ya = O' X'" t " = ' )
et l'on trouve
yni
^in-t-n _ ,
c'est le résultat déjà obtenu (92).
L'équation (^)) a pour racine a=i qui, évidemment, ne con-
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vienl pas ou ([iii, pluh')!, sorl à former le premier lerme de la Idimule (7), Cj i ' .
Oi. Si ron suppose a-= b = i cl /;? = /?, la foiiniiie iluniic un résultat signalé par Iluvgens dans un cas j)arlieulier. On trouve
I — Viii = — — • •
^ /j"'-i-fj"'
l^es chances de ruine pour les deux joueurs qui possèdenl cliacun /// francs, et exposent i*' par partie à un jeu dans lequel les probabilités de gagner chaque partie sont /> pour l'un cl fj pourl'autre, sont dans le rapport de y>"' à y'". On peut le d(;monlrer directement.
Les deux joueurs ayant même fortune et les enjeux étanlégaux, les successions de perte et de gain qui peuvent ruiner Pierre correspondent une à une aux successions de gain et de perte qui peuvent ruiner Paul; il suffit de changer les pertes en gains, et réciproquement, pour passer d'une série à l'autre. Dans l'une des séries, le nombre des parties surpassera de m celui des gains; dans l'autre, ce sera le contraire. Les [)robabililés des deux combinaisons sont donc entre elles dans le rapport de
pin+hqh pm
fjin-rhph ~ ,jm'
Ce rapport est celui des probabilités totales dont les termes sont en même nombre.
9o. Problème LL — Pierre joue à un jeu équitable ou non, mais dans des conditions i/ivariab/es d'une partie à l'autre, contre tout adversaire qui se présente. Quelle est la probabilité [>our qu^ il finisse par se ruiner ?
La solution de ce problème, déjà résolu en j)artie (^85), peut se déduire des résultats précédents.
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La chance tic ruine csL la incnie, cvidcmniciil, poiii- Pierre (nie s'il lutlail contre un adversaire de l'orlune inlinie.
Lorsque, Pierre possédant /;/ francs, son adversaire en |)o>sèile //, la prohalidilé pour (pie Pier-re soil ruiné est (9î2)
a élant l.i racine de 1 écpialiou
/> el Y sonl les probabilités de i;ain |)Our eluKpie joueur à cliacjuc partie, (t la mise de Pierre, /y celle de son adversaire. 11 laut,daii> celle formule, supposer ii infini. Trois cas peuvent se présenter: a est plus petit que l'unité, éi;al à l'unité ou plus grand que l'unité.
Si a esl plus jtetit (|ue l'unité, rex[)ression (8), en v supposant /? infini, se réduit à l'unité. Jl est certain que Pierre sera ruiné.
Si a est égal à l'unité, la formule prend la forme |y, elle a pour valeur le rapport des dérivées de ses termes par rapport à a
égal à 1 unité quand // est inliiii.
Dans ce cas, comme dans le précédent, la ruine de Pierre esl certaine.
Lorsque a est plus grand que l'unité, la ("ornuiio (<S ) a pour limite — • La probabilité de la ruine de i^ierre dans sa lutte contre
un adversaire de fortune infinie n'est égale, dans ce cas, ni à zéro, ni à l'unité.
96. Il importe de chercher à quelles livpollièses correspondenl
les trois valeurs de a.
L'équation
a, dans tous les cas, la racine a = i . Pour que l'autre racine réelle
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Cl positive soit éj^alc à runité, il laut (juc réqualion ait deux racines égales et (jue, par conséquent, a soit racine de l'équation dérivée
Clette l'acine double étant égale à runité, ou doit avoir
cj{a -^ b)~ b.
Le jeu, par conséquent, est équitable.
Pour celui qui joue indéfiniment à un jeu équitable, a est égal à l'unité et la ruine est certaine. Ce résultat a été obtenu (83).
Le seul cas où la ruine ne soit pas certaine est celui de a plus grand que l'unité : le jeu alors n'est pas équitable et les conditions favorisent celui des joueurs dont la fortune est limitée.
L'avantage, quelque petit qu'il soit, fait disparaître la certitude de ruine.
C'est le cas du banquier dans les jcu\ publics. Dans tout autre, sa ruine serait certaine.
Un avantage est pour lui juste et nécessaire; il importe seulement de ne pas l'exagérer. La chance de ruine
lorsque a est plus grand que i, est petite. On peut, dans les conditions où se placent liabituellcment les maisons de jeu, la considérer comme nulle.
CALCUL nns i'non\niLiTi^-s
La cliancc de niiiio ilii liaïKjiiit'r csl donc
li élanl le rapport do l'avoir du l)anquicr à la mise lolalo de riiii des coups.
Si Ton su[ipose /? = looo, on a
isyooo^ ,
08. Problème LU. — Pierre jour à un jeu dans lequel il a à eluKjiie partie la prohahililé p pour gagner et pour perdre la probabilité q. L enjeu est x^"^ pour chacun des deux adicrsaires. Quelle est la probabilité pour que Pierre, qui possède m francs, soit ruiné précisément après avoir j'ait ]i. parties, de telle sorte que la 'j.'''""" partie lui enlève so/t dernier franc?
Vonv que Pierre ail jierdu m iVancs en -j. parties, il faut qu'il ait
perdu parties et gagne •
Le nombre ul étant tel (juc ces deux fractions soient des nombres entiers, c'est-à-dire de même parité que m, la probabilité
pour que, sur tjL parties, Pierre en gagne » est (o»)
Celle probabilité est plus grande que celle que nous cherchons. On compte, en elTel, comme séries de parties faisant perdre Pierre en [JL coups, toutes celles dans lesquelles, à la fin de la pi"""* partie, il csl en perle de m francs. On doit exclure celles «pii, avant de procurer la ruine de Pierre au [x' """^ couj), Font procurée déjà à un coup antérieur.
Pierre une fois ruiné, en effel, le jeu doit cesser; il n'est pas admis à exposer l'argent quil n'a j)as.
Le problème résolu (18) nous lait connaître le rapport du
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nombre des combinaisons qui niincronl IMerrc en 'j. coups au nombre total de celles qui assurent en [jl coups, joués quoi fju'il arrive, la perle de ses /// francs.
Si l'on considère, en eflet, l'une de ces combinaisons et que l'on ran«;e les j)erles et les gains dans l'ordre où ils se sont produits, en les apj)elant en commençant par la dernière partie, l'excès du nombre des pertes sur celui des gains étant /;/, le rapport du nombre des combinaisons dans lesquelles, à aucun moment, les perles et les gains ne seront en même nombre, au nombre total
des combinaisons est (18) — > m étant la différence et \x la somme
des nombres de parties gagnées et perdues. Le nombre des cas qui procurent la ruine de Pierre doit donc être multiplié par la fraction — • La probabilité pour que Pierre soit ruiné pour la première fois au pi"'"^ coup est
99. L'expression précédente peut être remplacée, lorsque/? et </ sont égaux à ;', par une valeur approchée très simple. Le facteur qui
multiplie — est alors le terme dont le ranfr s'écarte de — du plus ' ij. ° ■>. '
grand, dans le développement de (y> -f- q)v- ; il a été calculé (o8). La probabilité de ruiner en i;l coups précisément celui qui joue à un jeu équitable à i'^'" la partie, et qui possède tn francs, est
UU
iji y/iji y/ —
100. La probabilité pour que la ruine s'accomplisse en u coups précisément permet de calculer celle pour qu'elle ait lieu après le
jj^icme coup.
Cette probabilité est la somme des valeurs que prend l'expression (lo) quand on y remplace successivement [j. parles valeurs |a H- 2, u. 4- 4, ••• de même parité, seuls nombres possibles de parties qui puissent procurer la ruine.
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Si 'j(ejl) désigne l'expression (lo), la somme
'v ( IJL ) -i- o ( ,u -T- ■>. ) — o ( a — 4 ) — . . .
prolongée indéfinimcnl est la probabilité pour que la ruine de Pierre soil postérieure au jjl'""* coup. Cette somme, pour de grandes valeurs de u.. peut èlre remplacée par
c'est-ei-dire, d'après la valeur approchée de '^{z)^
La j)robabililé |)0ur que Pierre soit ruiné avant le a' "" coup est, par conséquent,
ni /" * - — dz \/i-J^ z ^ z
^| 1 on pose -— = /-, cette expression devient
sir. ^
I- ^ r ■ e-^'-dl
La Table des valeurs de la fonction
se trouve à la fin du \ olume.
On en déduit, en appliquant la formule au cas d'un joueur qui possède loo'*' et dont la mise est de i*^' par partie, avec probabilité I de gagner ou de perdre :
Probabilité d'ctre ruine.
Avant d'avoir fait 2000 parties OjO^^G
» /(OOO » o, 1 1-1
Lf Tableau suivant, calculé à l'aide de la formule (lo), que
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pour des pelils nombres la formule a|)proclit'C remplace mal, donne la probabllilé de perdre n>^'' en un nombre j^récis de parties inférieur à loo.
SO
. . o,oo5i536i
-«Dfi-
. o,oo5o4846
-^as- •
-^iO- •
iOl. Il est intéressant de chercher pour quel nombre |j. de parlies la probabilité de voir la ruine du joueur s'accomplir au ijl'""" coup précisément a la valeur maxima. L'expression de cette probabilité, en supposant les enjeux égaux à ï*^' el la probabilité de gagner chaque partie égale à {, est
7Uy '
si l'on change a en |ji. 4- 2, elle se multiplie par
ccst-à-dire
\ / ;jL —m) \
(;jL-^2)--
2/ (:jl-^2)'
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L'expression augineiile avec ;/, lanl(|ue Ton a
[i(ui-r-i)>(;jL-4- -i)-— mî,
c'esl-à-(lire
3;jL < W-— i,
el la probahililé inaxiina correspond à
SI m = 100.
On a
I^a probahililé maxlnia est égale à 0,000092.).
lOiî. Si l'on remplaçait l'expression (10) par la valeur approchée
la valeur niaxinia s'obtiendrait en égalant à zéro la dérivée par rapport à ul; on trouve
La dilTérence des résultats est, par sa petitesse, une vérification de la formule approchée.
103. Problème LIIL — Pierre et Paul jouent à un jeu de hasard. La probabilité de gagner chaque partie est p pour Pierre et q pour Paul. L'enjeu de Pierre est a francs, celui de Paul b francs. Pierre possède ni francs, Paul n francs; le jeu est équitable. Quelle est la valeur probable du nombre des parties qui seront jouées avant la ruine de l'un des joueurs?
En nommant Vj- cette valeur probable lorsque Pierre possède r francs, c'est-à-dire l'espérance mathématique de celui qui aurait promesse de recevoir i'"" par partie jouée, on aura
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II est clair, en cflct, que le nombre des parties jouées comprend d'abord la partie par laquelle on commence, qui certainement aura lieu, et (pi'après celle partie respérancc nialliémalifpic cliercliée csl (li'VL'iuie )'x^t, ou J'x-(ti selon celui des d(Hi\ joueurs rpii a j^agné.
[-.a probabililt' pour que la valeur de l'espérance matliémaliquc devienne y^+ù étant y;, et pour qu'elle devienne yx-a étant f/, l'équation (12) est la conséquence immédiate des princij)es.
i^a solution générale de l'^'quation (12) doit contenir deux constantes arbitraires, et ne peut évidemment en contenir davantage.
Posons
j = ax-+ Sx -h y;
en supposant /j/y = qci^ l'équation sera satisfaite si l'on pose
au
3 et -' restant arbitraires.
La solution générale est donc
Les conditions évidentes
donnent
et
ym^n = 0
m -^ n ab
y tu
mn
Le nombre probable des parties est donc proportionnel au produit des fortunes des deux joueurs; il devient infini (88) lorsque l'une des fortunes est infinie.
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101. M. Ilouchr ;i t'icnclu la soliilioii prrccdcnlc an cas où le jeu n'csl jias t'(|iiital)lo. Il a résolu le prohlcmc suivanl :
PiiOBLÈML Ll\ . — Pierre cl Paul jouent aux conditions énoncées dans le problème précédent ; mais le jeu n^est pas équii(d>ti\ il différence pb — <ja n'est pas nulle. Tr<)U\e)- la valeur probable du nombre des /)a/-ties (jui précéderont la ruine de l'un des joueurs.
L'éq lia lion
(It'linil, comme dans le cas prccédenl, le nombre |)roh:d)le des parties qui restent à jouer lorsque Pierre possède a* francs et Paul m -\- n — X Iraiics.
On satisfait à celte équation, quelles que soient les constantes qui y figurent, excepté dans le cas traité précédemment, en posant
(i3) .7-x= Ga-r— C'a7-+- G",
y. ('■tant la racine de léqualion
et en prenant
Ces valeurs sont données |)ar la suhslilulion de (i3) dans l'équation, en écrivant (ju'elle devient identique. C et C" restent arbitraires. (Quelles que soient leurs valeurs, l'équation est satisfaite. On les déterminera parles conditions
En nommant P la probabilité calculée (9i2) pour que Pierre finisse |)ar ruiner Paul, on trouve, en efl'ectuant les calculs,
pu — qa ' résultat élégant rpai peut s énoncer ainsi :
Le nondj/c probable des peu tics est égal an rapport de l'a-
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K'antage total de L'un des joueurs à ['(nanlage du même joueur dans chaque partie.
{m-\-n)\} est en elFct l'espérance nialhémalique du joueur (|ui a probabilité V de posséder l'enjeu total (/« + /;), /// est la fortune de ce joueur, et le numérateur est l'avantage qui résulte pour lui de la di'cision prise de continuer le jeu indéfiniment. Le dénominateur est, pour cliaque partie jouée, l'excès de son espérance mathématique sur sa mise.
lOo. Il semble facile de démontrer ce théorème directement. Supposons y>^ — a(i positif, le jeu est avantageux au premier joueur. Soit n le nombre de parties qui seront jouées. Si />(, Pli . . . ./?[j. sont les probabilités pour que le jeu finisse en x^. Xi, . . .j x^s, parties, le nombre probable des parties est
(l5) P\ri—p2Tz~ p:iX3^...^-p^X^.
Celui qui aurait droit à une somme égale à (i5) pourrait conclure avec des acheteurs différents des marchés équitables pour leur vendre en détail les avantages qui, suivant les cas, j)ourronl pour lui résulter du jeu. Si le nombre des parties est x,, un acheteur recevrait la promesse du bénéfice correspondant; il devra
pour cela payer
piXi(pù — aq),
puisque chaque partie jouée équivaut pour Pierre à un avantage
pb — aq.
Les ventes simultanées faites à des acheteurs différents ne
peuvent faire naître aucune difficulté pour le règlement des
comptes. Quel que soit, en elTet, le nombre des coups joués, l'un
des acheteurs se substituera au vendeur, et les autres n'auront
rien à réclamer. La somme pavée en échange de la totalité du gain
espéré sera
{p\Ti — p-ix, — . . .^ p^x^)i pb — fja I.
Cette somme est l'excès, sur la fortune de Pierre, de l'espérance mathématique résultant pour lui de la détermination de conti- B. 0
nuer le jeu jusqu'à la ruine do l'un des joueurs, à un jeu inégnl doul les conditions lui sont avantageuses. Celle espérance nialhéniati(|ue esl le |)roduil de l'enjeu (ni -^ n) par la probabilité V de le i^agner, el lavanlago du joueur esl l'excès de celle espérance niallu'iualKpie sur la souinie (|u'il j)OSsédail avant d'entrer au jeu, mais (|ui, une fois le jeu commencé, ne lui appartient j)hi^.
On peut donc écrire
(/>i^i-^ Pi^2-^- ■ --^Pa-fiiHpf^ — 7") = P(m -I- /t) — m
el, par conséquent,
/>, X, -- Pi Xi -h... -h /îjj.O'jj. -
/)b — rj a C'est le théorème de INI. Rouché.
106. Nous avons plusieurs fois signalé des raisonnements plausibles, qui, lorsqu'on y regarde de près, manquent de rigueur et conduisent à des conclusions fausses. Celui qui précède conduit à une formule exacte. On peut cependant élever contre lui une objection fondée.
Lorsqu'un joueur est admis à jouer une partie inégale, dont les conditions lui sont favorables, la probabilité de gagner la mise h de l'adversaire étant/;, cl celle de perdre une mise égale à n étant ry, l'avantage de jouer une partie dans ces conditions a pour valeur équitable pb — qa ; le droit de jouer un nombre x de parties doit être payé x{pb — ^«); c'est ce qu'il vaut.
Mais quand ce nombre x, au lieu d'être donni-, esl désigné comme le nombre de parties jouées jusqu'à la ruine de l'un des joueurs, ces parties, quoique le détail des perles el des gains soit inconnu, ne présentent pas les mêmes chances que si l'on connaissait seulement leur nombre fixé à l'avance el les conditions du jeu. Si, par exemple, le nombre de ces parties esl assez petit pour que la fin du jeu, que par hvpolhèse elles procurent, ail exigé la perle continuelle du second joueur, le droit, pour le premier, déjouer chaque partie ue vaut plus/>^ —(jci^ il vaut b.
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Le calcul de INI. Rouché était donc nécessaire, et le raisonnement, quoique très spécieux, (jui conduit au résultat exact, n'est cependant pas rij^oureux.
107. La démonstration ( lOo) ne s'applique pas au cas où le jeu est équilable. L'expression (i4) j)rend la forme {J; on peut en trouver la vraie valeur.
La valeur probable du nombre des parties est
P(m ^ n) — m pb — qa '
on a (92)
I — a"'+" a étant racine de l'équation
p:ta-\-b — a«-h <7 = o.
Si l'on suppose /)6 — qa = z, t étant infiniment petit, a difl'ère infiniment jHMi de l'unité. Posons
La valeur de P devient
h {m -^ n) -\ {m -h ny- ■
et, en négligeant le carré de A,
1'=— '"-fi-^
l'expression du nombre probable de parties devient, par la substitution de cette valeur de P,
hmn
le rapport - est indépendant de tn et de n : le nombre probable des
parties est donc
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Celant uncconslanle; et, comme le nombre des parties est égal à l'unité quand on ain = (i, /t—-(>,\\ raulsupposerC= .-• On retrouve le résultat dt'-jà ohlenu.
108. Dans le cas où les deux joueurs possèdent au début la même somme, on peut trouver la valeur probable du nombre des parties par une méthode très difTérenle des précédentes.
Soit '^{oi) le nombre probable des parties lorsque chaque joueur possède m francs. Supposons que l'avoir de chacun soit doublé, le nombre probable des parties deviendra ':j[im). Si Ton fait dans l'avoir de chaque joueur deux parts égales à /», on peut supposer que chacun expose d'abord, dans deux luttes séparées, la moitié /;/ de ses francs contre la moitié de ceux de son adversaire. Après celte première série de parties, de deux choses l'une, l'un des joueurs a gagné deux fois, et l'autre est ruiné, ou bien chacun a gagné une série et ils se retrouvent tous deux avec un francs. La valeur probable du nombre des parties est alors, comme au début, '^[iin). La probabilité pour que le premier joueur ruine son adversaire, lorsque tous deux possèdent ni francs, est (92)
et, pour (juil soit ruiné,
La probabilité pour que l'un des joueurs gagne une série et perde l'autre est le produit de ces deux probabilités, qu'il faut doubler puisqu'on ne dit pas dans quel ordre les événements doivent se succéder; on doit donc avoir
(l6) o(2m) = 20(m)4- — -^;;;yy, 0(2m),
a étant (92) la racine de l'équation
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L'équation (i(3j donne
I _}_ aï"' (•7) ?^2"^\-,-:^-a"')î =-^'^("'^-
Celte é(|iialion, si on la suppose vraie pour toute valeur de m, permet de déterminer la fonction o. Nous nous bornons à mentionner ce problème, qui n'intéresse pas le Calcul des probabilités.
109. La probabilité dans un nombre donné de parties de la ruine dun joueur, dont l'adversaire est infiniment riche, a été donnée par Lagrange, puis par Ampère dans le Mémoire sur la théorie du jeu, lequel a été son début dans la Science.
Lorsque deu\ joueurs luttent l'un contre l'autre et que chacun peut ruiner son adversaire, le problème est très différent. La solution suivante, qui se présente d'abord, n'est pas exacte.
Soient m et n les fortunes des deux joueurs. Supposons le jeu équitable : la probabilité pour chaque joueur de gagner une partie est ^, l'enjeu est l'^
La probabilité pour que le premier joueur ruine le second est
? pour nu il soit ruine lui-même elle est •
Si l'on sait que l'un des joueurs doit être ruiné, on peut, sans changer les chances, supposer à l'adversaire une fortune infinie. Si donc on nomme 'f (/«, Y-) la probabilité pour qu'un joueur qui possède m francs soit ruiné, en a coups précisément, par un adversaire dont la fortune est infinie, la probabilité pour que la partie engagée entre deux joueurs, dont l'un possède m francs et l'autre n francs, se termine en <j. coups précisément sera
Le raisonnement n'est pas exact.
Si l'on sait que Pierre a été ruiné par un adversaire dont la fortune est finie, on en peut conclure que le hasard ne l'a pas favorisé : les combinaisons qui, débutant par un grand nombre de
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I^arlics gagnées, auraient ruiné son adversaire cloi\enl être exclues, celles dans lesquelles il gagne au début plus souvent qu'il ne perd sont rendues moins probables. La probabilité pour que la ruine se soit produite en a coups n'est plus égale à 'f(//?, [x).
110. l'uouLiiMK L\ . — Pierre el Paul possèdent chacun •.>,'■■, ils jouent jusqu'à la ruine de l'un d'eux. La probabilité de gagner chaque partie étant \ et l'enjeu égal à l'^ quelle est la probabilité pour que le jeu se termine précisénie/if en 2 ;j. parties .'
Le nombre des parties doit être évidemment pair. Si le jeu n'est pas terminé, chaque joueur possédera 2'''; car, en un nombre pair de parties, la perte de chacun est un nombre pair; si donc elle n'était pas nulle, le perdant serait ruiné.
Soitj'p. la probabilité j)our que le jeu ne soit pas terminé en au. parties, on aura
Il est clair en ellet que, si le jeu n est pas terminé en 2[ji. parties, ce dont la probabilité est y^,, pour qu'il ne le soit pas par les deux parties qui suivent, il faut que chacun des joueurs gagne une partie et perde l'autre. La probabilité pour qu'il en soit ainsi est i.
De l'équation (18), on conclut
et comme, pour a = i , on aj'jx^^ t, Cest égal à l'unilc'. La probabilité pour que le jeu ne soit pas terminé après 2 [x parties est donc {{)^- Pour que le jeu se termine précisément en 2|jl parties, il faut qu'il ne soit pas terminé en api. — 2, ce dont la probabilité est(|)i*~*, et que le même joueur perde les deux parties suivantes, ce dont la probabilité est -7. Le produit {^y est la probabilité pour que le jeu se termine à la 2iji."'""' partie.
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111. PuonLÈME LVI. — Pierre et Paul possèdenl chacun j'"", ils jouent dans les conditions définies dans renoncé précédent. Quelle est la prohahiliié pour que l'un des deux soit ruiné précisément au coup de rang y.?
Le nombre de ])arlies doit être impair. Après 2 ;j. ~ i parties, si le jeu n'est pas terminé, la perte et le gain seront un nombre impair, il doit être moindre que 3, il est donc l'unité : l'un des joueurs possédera ^Z*" et l'autre .'j''^- Soit y^, la probabilité pour que le jeu ne soit pas terminé au (au. -j- 1)»^""= coup, on aura
Si, en effet, le jeu n'est pas terminé au (2{jt. -j- l'j"""^ coup, ce dont la probabilité est >-(jl, il faut, pour qu'il ne le soit pas au (2/^1 + 3)'""'', ou que chacun des joueurs perde une partie et gagne l'autre, ou que celui qui a conservé 4'' perde les deux parties; la probabilité |)our que 1 un ou l'autre de ces événements se produise est \.
De Téqualion (20), on conclut
On a d'ailleurs
car, pour que la partie soit terminée en trois coups, il faut que le même joueur gagne les trois premières parties, ce dont la probabilité est |. Tl faut donc prendre C= r, et l'on a
Pour que la partie se termine précisément au coup 2 ul -f- i , il faut qu'elle ne le soit pas au coup 2;j. — i et que le joueur qui possède 2'' seulement perde les deux parties suivantes, ce dont la probabilité est ~.
La probabilité pour que le jeu se termine au coup de rang 2;j.-+- 1
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précisément est donc
I /3 \IA
Hl)
ll!2. M. Rouché a traité avec beaucouj) délégance et de i)onheur le cas général.
l'iiOBLÈME L\ II. — Pirirc et l'<tul joiiciil l'un contre r<iiitrc a\-ec des j>rolnilnlit('S é gales. Ils possèdent eliaenn n J'ittncs fixant d^entrer au jeu; à cliaquc partie le perdant donne i'"^ au gagnant , et le jeu ne cesse que lorsque l'un quelconque des deu.r joueurs est ruiné. Quelle est la prolxtUiliti- V jiour que le jeu se termine précisément à la fin (T une partie de rang assigné?
Si, après 'x parties, le jeu doit encore se continuer, c'est que r.élat des fortunes est alors l'un des suivants :
(i,'2n — i), {i,in — 2 t, ..., (/î.n),
la notation (/, in — i) indiquant que l'un quelconcjue des deux joueurs possède / francs et, par suite, l'autre in — / francs.
Désignons par ^/(u-) la probabilité pour que, après [j. parties, le jeu ne soit pas encore terminé et que l'état des fortunes soit (f, in — i). On aura, parle principe de la probabilité totale,
(21) 0/(' ijL -I- I ) = />', 'fifa) -f-/»l o,(;ji)-i-.. , — /*;, o„(;jl),
p\ désignant la probabilité de passer en ime j)artie de l'état {k, 2/î — k) à l'état (/, m — i).
Or on voit avec un peu d'attention que />^j"' est égal à 1 , et que pour les autres valeurs des indices p'i^ est égal à ^ ou à zéro, suivant que la valeur absolue de / — k est égale à i ou diffère de i. D'aj)rès cela, la formule (21) donne les n relations
2'i„ (.a -4-1) = «p^-iCijL),
i 2Cp„_,(iJL -)-!)=: Cp„_2(|JL)-f-2 0„(|l),
/^.^N ; '^?«-2(l-i-Hi) = o«-3(Fi)-^?/.-i(!^),
2'ii( li. -+- 1) = 02( [i. );
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d'où il f'aiil tirer cp,(iji.); car, celle fiiianlili' ('lant connue, on aura, pour la probabilité cliercliée,
1' = io,ra — I).
Or, si I on adjoif,aiait aux «'•«piations (li?.) celles qu'on obtient en changeant 'x en u + 1 dans la seconde, u. en a -f- i , a + 2 dans la troisième, . . . , tj. en ij. -h i , u 4- 2, . . . , ;jl -f- n — 1 dans la dernière, on aurait ^n{n -{- i) relations qui, par l'éliniinalion des ^/i(/î + i) — I quantités <p dont l'indice dilTcre de i , conduiraient à une équation de la forme
(23) G,( [ji -I- n) H- A|'^i(iJL -t- rt — I ) — . . .-r- A„0|( ;ji I — (».
D'ailleurs, si «(, a-,, . . ., a,i désignent les racines de l'équalion caractéristique que l'on oblicnt en faisant dans (a3) '^,(a) = rtH-, l'expression générale de '-pi(;j-) sera ^C/t(/'J:, et, par suite, la valeur de P(A sera ^Sca^^"', les constantes c,, c-,, . .., c« étant déterminées par les conditions initiales du problème.
Cette détermination se fait élégamment de la façon suivante : d'abord, ni Pierre ni Paul ne peuvent être ruinés avant la fin delà ^leme partie; d'autre part, la probabilité pour que le jeu cesse juste après la n'""'" partie, c'est-à-dire la probabilité pour que Pierre ou Paul perde n fois de suite, est
De là résultent les relations linéaires
qui permettraient d'obtenir C), Co, ..., c„ et, par suite, P|,.. en fonction des racines «), a^, ■ -, ««• Mais ce que nous voulons, c'est l'expression de P|i en fonction des coefficients de l'équalion caractéristique.
Or, si l'on pose
(- — ai )( 5 — «2) •••(■= — «'«) = 0(3)
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el si l'on ajoute les «•qualions (.'-î) aj)rès les avoir niullipliécs respectivement par les coefficients de /o? ^c ^" '""' danslefjuo-
llent
on obtient
011, en imillipliant jiar
cl désignant par E(:?) la partie entière du premier membre,
On voit par là que le coefficient de - dans le dévclopperaenl du premier membre est 2 P,j.; la probabilité cherchée P|j. est donc égale au coefficient de - dans le développement de
Il reste à trouver l'équation caractéristique. Au lieu de la chercher par le procédé laborieux ci-dessus indiqué, nous l'obtiendrons rapidement comme il suit : les relations (22) monlrent que, si l'on pose
on a
de là résultent les équations
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OÙ .r désigne la (|iiaiililc — ua; cl l'c-limination des •[> donne
Les valeurs évidentes cl l'échelle de relation
Vo — X- — 1,
' Il ■ — -^ » n— 1 ' «— 2)
que l'on obtient immédiatement en développant le déterminant par rapport aux deux dernières lignes, prouvent que la fonction V„ est celle que Ton rencontre dans la théorie de la division du cercle en parties égales et qui a pour expression
\n(x) — .r« — Il x-'-- H x'^-->-^ . . .
r désignant le plus grand nombre entier contenu dans -n. Donc P|A est le coefficient de - dans le développement de
V„( — 2c; ' ou, ce qui revient au même, en posant
Pa est le coefficient de )'!^ " dans le développement de
CALCUL nES PROBABILITÉS.
A/ désignant Iccocflicicnl de x""-' dans V„(.r) et, par suite, étant égal à zrro quand l'indice / surpasse r,n. Ce quotient a pour expression
lu désiirnanl le détcrniinanl dordre A
Ba -(-!/'•
Al
Ao
Ao
Aa-2
On voit par là que, si u — n est impair, Pjj. est nul. cl (pie, si u — n est pair et égal à ik, on a
Une vérification s'offre ici d'elle-même. Pour /i = 2 ou n = 3, le déterminant B^ se réduit à son terme principal, et l'on retrouve immédiatement les résultais obtenus directement aux. n"* 110 et 111.
113. On peut rattacher au problème de la ruine des joueurs l'espérance, acceptée souvent, d'accroître les chances de gain par une ingénieuse disposition des mises et du nombre des parties jouées. Toutes ces combinaisons sont illusoires. Si les conditions du jeu rendent pour chaque partie resj)(Tance mathématique égale à la mise, l'égalité existera, quoi qu'on fasse, quel que soit le nombre des parties.
Nous nous bornerons à examiner un procédé plausible pour accroître les chances de gain en laissant celles de perte petites.
Un joueur entre au jeu avec la résolution de continuer tant que le sort lui sera favorable et de se retirer après sa première perte. Le nombre des parties qu'il jouera peut être illimitc'' et le bénéfice
(MM'. \i. — i.\ iuinf; nr:.s joif.uus. i ^I i
immense; la perte, au contraire, sera nécessairement j)elile, égale tout an plus à la mise pour une seule partie.
Lors([ue l'on compare, cependant, les chances de perle à celles de gain, on les trouve, comme cela doit être, écpiivalcnlcs, lorsque les conditions du jeu, à chaque partie, sont équitables.
Soient
p la probabdilé do gagner une partie;
a la somme à recevoir;
(f la prohahililé de j)erdre;
b la somme à pajer dans ce cas ;
on a
Le joueur a une probabilité q de [)crdre la somme b\ une probabilité pq de gagner a — />; une probabilité p'-q de gagner Q.a — b, etc.; une probabilité p"(i de gagner n(i — b. Son espérance mathématique, au moment où il se met au jeu, est donc
pq{a — b) -r- p'-q{2a — b) -h . . .-h p^qina — ù) — . . .— qb,
c'est-à-dire
pqa{i -I- 2/> -f- 3/J--4- . . .) — pqb{\ -\- p -\- p- -h . . .) — qb
et, en remplaçant les deux séries par leurs valeurs , et
-P'J^-Pl^-gb^ P^--b,
{i-pyi l-p ^ q
c'est-à-dire zéro si le jeu est équitable.
L'avantage jirétendu de la combinaison se réduit à accroître la valeur possible du gain, en diminuant proportionnellement la probabilité de l'obtenir.
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CHAPITUE VII.
l'IlOliABlLITi; IIKS CAUSES.
Un jour, è .Napics, un homme do la Dusilicalc, en présence de l'ahbé Galiani, agita trois dés dans un cornet cl paria d'amener ralle de C: il l'amonu sur-lo-cbamp. Celte chance est possllile, dit-on; Ihouiuie réussit une seconde Tois, et l'on lépcia l.i niOine cliose; il romil les des dans le cornet trois. (|ualre, rinq Tois, et toujours raOe de 6. <> San^iie di Ilacco.' s'écria l'abbé, les dés sont pipas! Il et ils I étaient.
UlllEKOT.
114. Ce que, dans le Calcul des probabilités, on entend par le mot cause. —
115. Énoncé du problème à résoudre. Formule qui en donne la solution. —
116. Autre démonstration de la formule. — 117. Problème relatif à la composition inconnue d'une urne. — 118, lit). Autre manière de comprendre l'énoncé. — ■ 120. Problème plus général. — 121. Loi approchée des probabilités.
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114. Etudier les faits pour remonter aux causes est le but le plus élevé de la Science. Notre curiosité est ici moins amhilieuse. Nous n'aurons dans ce Chapitre aucune loi de la nature à discuter, aucune énij,Mne à résoudre. Les causes sont pour nous des accidents qui ont accompagné ou précédé un événement ob-
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serve. Le mol n'implique pas qu'au sens |)liilosophiquc l'événemenl soit un cfTet produit par la cause.
Pierre a parié d'amener avec trois dés un [)oint supérieur à i6; il a gagné : le! est révénement. Le point amené peut être i- ou 18 : telles sont les causes possibles du succès.
On a, sous un même nom, réuni j)lusicurs cas distincts : ce sera, [)ar exemple, un point plus grand que 16 qui peut être iou 18; la sortie, au loto, d'un numéro divisible par 5 qui peut être 5, 10, i5, ...; le tirage, dans une urne, d'une boule de couleur qui peut tire rouge, verte ou jaune; la retourne, dans une partie de cartes, d'une figure qui peut être roi, dame ou valet. L'événement s'est produit, on le sait; les causes qui, dans ces différents cas, restent possibles sont les manières diverses dont il a pu se présenter. On sait qu'une rivière a débordé en Espagne : c'est à la Géographie, non à la Météorologie, qu'il appartient, par l'énumération des cours d'eau, de faire connaître la diversité possible des causes.
De tels cas sont les plus simples. Les causes dont on cherche la probabilité ne peuvent, si elles agissent, produire qu'un seul événement dont l'arrivée, supposée connue, diminue le dénominateur de la probabilité sans en changer le numérateur. On sait, par exemple , qu'en donnant les cartes on a retourné une figure. Quelle est la probabilité pour qu'elle soit un roi? Le numérateur de la probabilité est le même qu'avant le renseignement donné : c'est le nombre des rois ; mais le dénominateur, nombre des cartes possible, a diminué : les figures seules doivent y être comptées.
On sait qu'au loto le numéro sorti est divisible par 5, on demande la probabilité pour qu'il soit 20. Le numérateur de cette probabilité est 1, comme avant le renseignement donné; mais le dénominateur, qui était 90, nombre total des numéros, est devenu 18, nombre des multiples de 5.
Le numérateur de la probabilité, dans d'autres cas, est changé, en même temps que le dénominateur, par la connaissance de l'événement observé. Quelquefois aussi, les cas restés possibles ne sont pas également vraisemblables.
l44 CALCUL DES PROUAlULlTéS.
Deux urnes, par exemple, sont d'aspect identi([uc : l'une contient une boule hlanche et une boule noire; l'aulro, dix boules noires et une blanche. On choisit une des urnes, on en fait sortir une boule, elletst blanche; <|uelle est la probabilili' d'a\oir choisi la première unit?
Deux causes sont possibles : la première urne et la seconde urne; mais, contrairement à ce qui avait lieu dans les cas j)rccèdents, aucune de ces deux causes, supposée \crii;il)lc, ne rond certain l'événement observé. On pourrait considérer comme causes possibles les deux boules blanches qui ont pu sortir, Tune de la première urne, l'autre de la seconde; mais ces boules n'ont pas même vraisemblance. La seconde, associée à dix autres boules, a moins de chances de sortir (]ue la première et sortira cerlainement moins souvent si l'épreuve est renouvelée un grand nombre de fois.
Le problème général peut s'énoncer comme il suit
Diverses causes E|, E,, . . ., E„ ont pu produite un cK-rneinent obsené. Les probabililés de ces causes, lorsque le résultat n'était pas encore connu, étaient ro,, Wo, . . . , to,^. L'événement se produit ; la cause E<, lorsqu'on est certain que c'est elle cjui agit, donne à Vé^'énenient la probabilité />,. Quelle est la probabilité de chacune des causes qui sont, on l'admet , les seules possibles?
Le type des problèmes dont nous parlons peut cire représenté par une urne contenant des boules blanches et des boules noires. L'événement est la sortie d'une boule; elle est blanche, on le sait. Mais chaque boule est marquée par un des numéros i , •.>, .1, . . . , /i. Quelle est la probabilité pour que la boule blanche sortie soit marquée d'un numéro donné? Ces numéros représenlenl ici ce que l'on nomme les causes possibles de révéncment, sans avoir rien de commun, bien entendu, avec l'idée de causalité.
Si p. désigne le nombre total des boules, ij., le nombre de celles qui sont marquées i et, dans ces u/, nii le nombre des boules
riiM*. \ii. — l'iîonAnri.iTi^: des causes. i/\5
hlanches, le nombre lolal des boules blanches est
/«i -T- Wo-- /«3— . .
Elles sont loules également possibles, [)iiis([iic, placées dans la même unie, chacune, considérée individuellement, a chance égale de sortie. La probabilité pour (jue la boule blanche que l'on a tirée et dont on n'a pas vu le numéro soit marquée d'un « est
nii -r- m^-
Telle est la solution du problème. Il reste à l'exprimer en fonction des données. On a
— = Pi ■
par conséquent,
nii = Pi [Xi = pi Wi [j. .
La probabilité est donc, en supprimant le facteur y.,
Pi^i
p iT^ l — Pî^l-^- ■ -—pn^n
Le dénominateur est le même pour toutes les valeurs de i, et les probabilités des diverses causes sont proportionnelles, par conséquent, aux produits de la probabilité de chacune, avant l'événement (nj/), par la probabilité qu'elle donne à l'événement (pi) quand on la suppose certaine.
La démonstration peut se faire autrement
La probabilité cherchée est celle pour que l'événement qui est arrivé, on le sait, soit dû à la cause représentée par l'indice i.
La probabilité pour que, avant l'épreuve, l'événement en question se produisît et fût dû à la cause désignée est un é\énement composé, et cela de deux manières :
I** Il faut que la cause soit mise en jeu ;
2^ Il faut qu'elle produise l'événement.
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Ou bien :
i" 11 faut que révéïu'inenl se produise;
2" Il faut que, étant produit, il soit du à la cause désignée.
Ou en déduit deux expressions de la mrm<^ prohabilité
r!^iPi-~ (/>irrri--/).,77T2-r-,
et, par conséquent, la j>robal)ililé j: |)our (]ue révéneincnl, étant produit, soit dû à la cause désignée par l'indice / est celle qui a été obtenue (115)
Pi ^i
Pl^l—P2^2
Pn^n
1 17. PuoBLÈMF. LVI. — Une urne contient <x houles : tes unes sont blanches, les autres noires, on ignore en quelle proportion. On tire k boules, en remettant à chaque fois la boule sortie. Il ne sort que des boules blanches. Quelle est la probabilité pour que r urue ne contienne que des boules blanches?
La question est mal posée.
On ignore, dit Ténoncé, la proportion dans l'urne des boules blanches et des boules noires. Toutes les hypothèses sont possibles. Il faudrait dire, en outre, quelle est, a priori, la probabilité de chacune. Si, toutes les combinaisons possibles ajant été préparées dans des urnes d'apparence identique, le hasard a décidé entre elles, les conditions sont autres que si l'on a puisé au hasard dans une urne de composition convenue, pour composer avec les boules ainsi tirées l'urne nouvelle dont nous parlons.
Nous admettrons d'abord, pour préciser la question, que toutes les compositions de l'urne soient, a priori, également possibles. Toutes restent possibles après l'épreuve, à l'exception d'une réunion de boules noires, mais les probabilités ne sont |)lus égales.
La combinaison dans laquelle, sur u boules, le nombre des blanches est n donne à l'événement observé la probabilité
Les probabilités désignées par ttt,, tuo, .•., ^n dans l'énoncé
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général sont sujiposées égales entre elles; en les supprimant comme facteur commun dans la formule (i), on trouve la probabilité jiour que Ip nombre des boules blanches soil n
La probabilil('' pour que toutes les boules de l'urne soient jjlaïu'hos est donc
f- 2^-4- 3*-i-. . .-f- [JL
Si l'on suppose, par exemple, ;x = 5, k = 6, après avoir tiré six fois de suite une boule blanche d'une urne (jui contient cinq boules, la probabilité pour que les cinq boules soient blanches est
o,7GiG3.
1 18. Si. au lieu de supposer toutes les combinaisons également [)Ossibles a piiori, on avait composé l'urne en tirant au sort, à pile ou face par exemple, la couleur de chafjue boule, le problème sei'ait très différent.
Les hypothèses possibles sur la composition de l'ui'ne, au lieu d'être également vraisemblables a priori, ont les probabilités suivantes :
5 blanches ou 5 noires,
4 blanches et i noire ou .\ noires et i blanche.
5 ( - ) =o,iJG^,5;
3 blanches et i noires ou 3 noires et 2 blanches,
Les probabdités désignées par w,, CTo. ..., ts„ dans la for-
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mule (i) sont propoiiiciniullcs aux ii()iiil)rcs i, 5, lo, lo, ;'>, i,cl la probabilité, quand six fois de suite on a extrait une boule blanche, jiour (pu- les cinq boules de l'urne soient blanches est
110. Si, après avoir extrait les boules de riirnc, on ne les remettait pas, les résultats seraient difTérenls.
Il est clair, d'abord, qu'on ne. peut, dans cette Inpothèse, extraire plus de cinq boules, et que, si on les extrait toutes les cinq, il n'v a plus de problème.
Supposons donc que 1 événement observe soit la sortie de quatre boules blanches; les probabilités, a priori, des diverses compositions de l'urne étant proportionnelles à i , 5, 10, 10, 5, 1 , cherchons la probalMlilé pour que la cinquième boule qui reste dans l'urne, la seule que l'on n'ait pas vue, soit blanche.
L'événement observé est la sortie de quatre blanches. Les hypothèses possibles lui donnent pour probabilités : i, i, o, o, o, o.
La formule (^i) devient, en y substituant les valeurs de vsi et de/?/,
Ce résultat est évident a priori.
Après avoir vu quatre des boules, sachant que pour les cinq la couleur a été tirée au sort, on n'a acquis sur la dernière aucun renseignement. Les circonstances pour elle sont les mêmes que si, lorsque l'on procédait à la formation de l'urne, le hasard avait désigné la couleur blanche aux quatre premières épreuves. On ne devrait y voir aucune raison pour qu'il la désignât une cinquième fois.
120. Problème L\ IL — Une urne con tient des boules noires ou blanclies en proportion ineonnue. On y fait \). tirages, en re-
CFivi'. vir. — pnonMiiLin"; des c.vusks. i jc)
nii'llttiit (l((ns ruine, <ij)rès cliii<iin- tir<i'j;i\ la houle fini eu est soflie. On a obtenu m boules bUinekes et n boules noires. Ouellc est la composition la plus j)robable de l'urne?
L'énoncé, comme celui du |)rol)lème précédent, n'est pas suffisamment précis.
Toutes les hypothèses sur la com[)Osition de l'urne étaient possibles avant l'épreuve. L'étaient-elles également? Il est nécessaire de le dire. Nous le supposerons d'aljord.
Soit X la probabilité assignée à la sortie d'une boule blanche par la composition de riirne, La probabilité de l'événement observé, la sortie de ni boules blanches et de n noires, est
Le nombre des combinaisons cpii peuvent se présenter est indépendant de X., et la probabilité de l'événement observé, que l'on connaisse ou non l'ordre de sortie des boules, est proportionnelle à
Ce produit doit remplacer la probabilité désignée par pi dans la formule (i); les probabilités to,- sont supposées égales entre elles, et la probabilité de chaque valeur supposée pour j:*, proportionnelle au produit /^/tj/, est, dans le cas actuel, proportionnelle à
La valeur de x la plus probable rendra ce produit maximum. En égalant la dérivée à zéro, on trouve
X __ I — .r m II
La composition la plus probable est celle qui rend les probabilités de sortie des boules blanches ou noires proportionnelles aux nombres de fois qu'elles se sont montrées.
121. Chaque hypothèse sur la valeur de x a une probabilité. Nous devons en chercher la loi. 11 ne peut être question d'assi-
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i^ncv la valeur de Vnnc de ces probabilités. Toulcs les h vpotlièses avant élt' siippost-es possibles et leur nombre étant infini, la pr(d)abililé de l'une d'elles, riy;oureusenient désij;née, est c> ; mais la j)robahililé pour (pie ./• soit compris entre z et z -^ clz csl proporlumuelle à </z.
La loi lies probabililc'-s est celle îles valeurs de la foiiclion
à laquelle elles sont proportionnelles.
Pour étudier celte fonction dans le voisinage du maximum,
posons
Le maximum étant
//t \ ■■- / Il i -
la valeur voisine sera, en posante = p — î, i — .r = ^ -t- î,
pmqii (5tant indépendant de ^, la probabilité est proportionnelle au produit
/m n\ Vni{ni — i) "i nin n(n — i)l £^
ou a
en négligeant les puissances de t supérieures à la seconde. Or, à
cause de
l'expression précédente [)cut être remplacée par
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OU, au même degré d'approximation, |)ar
et, par conséquent, la probal)ilit(' pour (pie la composition de l'urne donne à la sortie d'une houle blanche la probabilité
et à celle d'une boule noire
est proportionnelle à
et peut être représentée par
Ge «W ,
G étant indépendant de t.
Cette formule équivaut à celle qui a été trouvée (58). On a, dans les deux cas, obtenu n fois sur ix épreuves un événement
dont la probabilité est/?. La différence s, égale à /», est rem-
placée par k égale à n — />[x. La probabilité d'une valeur désignée de h est proportionnelle à
La seule différence des deux théorèmes consiste en ce que, dans un cas (58), p est donné exactement, le doute porte sur la valeur de n\ dans la formule actuelle (121), n est donné exactement, le doute porte sur la valeur de p.
1122. La formule précédente est déduite d'une hypothèse qui se réalisera rarement. Toutes les probabilités désignées par x ont. en général, a priori, des valeurs inégales.
iSa CALCIL DES rUOB.VDlLITÉS.
PiiOBi-KME LIX. — Une urne contient N boules. On a tiré au sort la couleur noire ou blanche, avec probabilité ^^ pour chacune des boules. Si/r <x ti/-<ii,'es, f<iils (buis r urne ainsi composée, on obtient m boules bb/nches et n noires. Quelle est la composition bi plus prolxible de l'urne?
La probahililé pour que, tlans une urne ainsi composée, le
unbre des boules blanclu
si N est grand cl r- petit,
nombre des boules blanches soil z est approximativement (58),
La probabilité de la sortie d'une boule blanche est, dans celle hjpothèse,
Posons ^ ^=y\ hi probabilité d'une valeur désignée de y est proportionnelle à
(4) e~ir = e-2>v'.
La probabilité de l'événement observé est proportionnelle à
Les probabilités désignées par ra/ et pi dans la formule générale (116) doivent être remplacées par (4) et (5).
La probabilité de la cause, c'est-à-dire de la valeur y, est proportionnelle au produit
En égalant à zéro la dérivée du logarithme, on obtient, pour déterminer la valeur àe y qui rend (6) maximum, l'équation
i — iy I -t- 27
cil M'. VII. — i'r,(H!Ai!iLiTi^. nrs c.vusKS. ou, coniino 1' csl |)elil,
— v.Nj' — m(i -+- 27) -4- n(i — 2j) = o,
iroii
2 ( N -+- /« -t- /i ^ La plus f,^randc probabilité correspond à
La composition la plus probable de l'urne donne à la sortie d'une blanche la probabilité ,
il)
2 2(N -+- m -r- rt) 2(N -f- m-t- /i)
Cette fraction est comprise entre ^ et On aurait pu le
prévoir. Avant le tirage d'aucune boule, les chances pour les deux couleurs étaient égales, le raj)port le plus vraisemblable était celui qui donne la probabilité r,. Si le tirage indique pour l'une des couleurs la proportion de /;? à m -+- /?, c'est une raison pour croire au même rapport dans l'ensemble des boules. Si ces deux indications ne s'accordent pas, la probabilité la plus plausible est entre les deux.
Si N est très grand, la formule (-) est très voisine de ^, quels que soient les nombres m et /i; si, au contraire, ;?? et /?i H- n sont
très grands, elle est voisine de , quel que soit N.
Ces conclusions du calcul pouvaient également se prévoir.
Si le nombre N est très grand, on a fait, pour choisir les couleurs des boules de l'urne, un très grand nombre d'épreuves, donnant chacune à la couleur blanche une probabilité ^. Il est certain, d'après le théorème de Bernoulli, que le rapport du nombre des boules blanches à celui des boules de l'urne diffère peu de 7;. Cette certitude est assez grande pour ne pas être notablement amoindrie par les couleurs, quelles qu'elles soient, de quelques boules tirées de l'urne. Si cependant, après un nombre immense
d'essais, on Irouve entre le non»l)rc des boules blanches el le nombre des boules sorties un rapport très difTérenl de 4, on se trouvera en présence de deux certitudes inconciliables.
IVous adoptons, on le voit, le sens vulgaire du incil ctilitudc. On tire au sort mille fois enlri- la couleur blanclu; cl la couleur noire, en leur donnant des probabilités éj^ales. Dans l'urne contenant les boules dont les couleurs sont ainsi désignées se trouveront, à très peu près, autant de boules blanches que de boules noires : on peut le tenir pour certain. Sur m -\- n tirages, on obtient ni boules blanches; le rapport du nombre des boules blanches au
nombre total diffère peu de > on peut aussi le tenir pour
certain. Les deux rapports cependant sont très inégaux. On est évidemment dans un cas exceptionnel , possible assurément, mais fort rare.
Supposons, par exemple, N =:iooo. Dans l'urne composée de looo boules, contenant vraisemblablement, d'après la manière dont elles ont été choisies, 5oo blanches environ, on fait 4 tirages. On tire 4 boules blanches. La composition la plus probable de l'urne, d'après la formule (-), est telle que le rapport du nombre des boules blanches au nombre total soit
ioo8 _ l'^.G
La démonstration supposant un grand nombre d'épreuves faites dans l'urne n'est plus applicable, il est vrai, au cas où le nombre m -h n se réduit à 4- Le résultat est cependant peu différent du véritable. On a vu 4 boules blanches; amenées par le hasard, elles sont presque certainement différentes; on ne sait rien sur les 996 autres. Le nombre des boules blanches le plus vraisemblable est, pour cette portion de rurne, 49^1 cela fait, en tout, 5o2 pour le nombre le plus probable des boules blanches et pour probabilité la plus vraisemblable
JI
1000 5oo Si, dans la même urne coin])Osée de 1000 boules, on a fait
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4oo(K) tirages cl obtenu ay.Doo boules ijlaiicbes, le raj)|)()it le ]»lus probable donné par la formule (7) est
4jooo 5
peu dilïérenl du rapport -^ indiqué par le résultai du tirage; les motifs ({u'on avait d'abord de croire à un rapport voisin de ^ se trouvent en quelque sorte annulés par les 4oooo épreuves qui les contredisent. Tous ces ehiirres, nous devons le ré[)éter, sont possibles, mais absolument invraisemblables.
La probabilité pour que, sur 1000 boules dont la couleur a été désignée par le sort, avec chance égale pour blanc et pour noir, le nombre des blanches soit inférieur à 55o est (65)
Deux cas, en cfTet, sont possibles : ou les noires sont en majorité, ce dont la probabilité est^; ou l'écart est positif et compris entre o et 5o.
V^Sgo
Il y a plus de mille à parier contre un, a priori, quun tel écart ne se produira pas. Nos hypothèses cependant le rendent probable. La sortie de 22 000 blanches sur 4o 000 tirages dans une urne contenant nombre égal de blanches et de noires présenterait une anomalie plus singulière encore. Si la probabilité de tirer 1 boule blanche est 4, la probabilité d'en obtenir moins de 22000 sur 40000 tirages est
- -^-L c-"dt = - -^ -e(i4).
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0(i.O csl lellcinent voisin de l'unilé, que révéncment doit cire considérr comme certain, révcnemenl contraire comme imj>ossilde. On pourrait renouNcler lessai des milliards de milliards de fois sans avoir cliance d'obtenir, sur4<^ooo épreuves, :i20oo fois un événement dont la probabilité est r,.
123. On a assimilé sans raison au problème précédenl des questions en réalité fort diflerentes.
Lorsque les observations démentent des prévisions dont la probabilité semblait grande, on présume, naturellement, l'induence d'une cause perturbatrice et l'on est conduit à chercher la probabilité de son existence.
La question est insoluble. On n'a j)as, d'une part, les données nécessaires. Le dilemme, d'autre part : ou il existe une cause, ou il n'en existe pas, n'a pas la netteté promise parla forme de l'énoncé.
Qu'entend-on, si l'on dit : il j a une cause?
On a jeté une pièce de monnaie looo fois, elle a montré face 5 10 fois. Quelle est la probabilité pour que cet écart soit dû au hasard ou pour qu'il résulte de l'imperfection de la pièce?
Les hypothèses possibles sont en nombre infini.
La pièce peut être parfaite.
Elle peut donner et l'arrivée de face une probabilité quelconque plus grande ou plus petite que ^.
L'événement observé, l'arrivée de 5io fois face sur looo coups est compatible avec toutes les hypothèses : il se peut que, la pièce étant parfaite, le hasard ait amené ce petit écart; que, la pièce favorisant l'arrivée de face de manière à rendre l'écart le plus probable plus petit que lo, le hasard ait complété la différence; que la pièce rende probable un écart plus grand, beaucoup plus grand même que lo, ou que, inégale en sens opposé, elle donne probabilité à l'arrivée de pile plus fréquente que celle de face, et que le hasard cependant ait amené l'excès lo.
C'est précisément, dira-t-on peut-être, parce que tant d'hypothèses sont possibles qu'il y a lieu de chercher la probabilité de chacune.
CIIAP. Vil. — l'UOBADlLITi; DKS CAUSES. lOJ
La rcclicrclu; ne j)ciiL iihoulir : les données sont insunisanles. La solution varie, en cllct, avec la prohabililé a priori de telle ou telle imperfection de la pièce, et cette probabilité n'est pas connue.
Si l'expérience est faite dans un pays où la fabricalion des monnaies a une grande perfection, les grands écarts, a priori, sont presque impossibles, et, parmi les petits, ceux qui favorisent face ont même probabilité que ceux qui favorisent pile.
Si les pièces, par leur relief exagère-, favorisent toutes le même résultat, le problème- est autre que si, par un autre accident de la fabrication, elles favorisaient le résultat contraire. Il faut remplacer par une lijpothèse les renseignements qui font défaut.
L'hypothèse adoptée est inouïe.
Toutes les probabilités, depuis o jusqu'à i, données par la pièce à l'arrivée de face sont supposées, a priori, également vraisemblables.
On a cherché quelquefois, non la probabilité de chaque hypothèse, mais la probabilité pour que la chance donnée à l'arrivée de face soit plus grande que r,. Surpasse-t-elle^ de un cent-millionième seulement, il faudra donner à cette différence imperceptible le nom de cause et laisser croire, d'après la dénomination adoptée, que l'écart observé est du à celte imperfection de la pièce.
Il n'est pas inutile de traiter, pour ne laisser aucun doute, un cas célèbre pris pour exemple par Poisson.
12 L BufTon a jeté une pièce de monnaie 4o4o fois et obtenu 2048 fois face.
Poisson a cherché la probabilité pour que la pièce de Buffbn donnât à l'arrivée de face une probabilité plus grande que celle de pile.
Avant de résoudre la question, il semble naturel de chercher si cet écart de 28, qui substitue 2048 fois face au chiffre probable 2020, est assez invraisemblable par lui-même pour rendre suspecte la pièce qui l'a donné.
La probabilité d'un écart h pour un événement dont la proba-
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hililt- osl /; est
a désignant lo nombre des épreuves et q la prohahililé i — p de l'événement contraire.
La probabililt- dim écai'l moindre que A, en valeur absolue, est
,/'_-' ., py/iv-ri
Il faut, dans cette formule, faire A ^=. 28, u 1= 4o40' ^^^ peut, sans erreur sensible, remplacer pq par {; on aura
TT
y/?. iJL/'y v'2o2(j
La Table des valeurs de la fonction 0 donne 6(0,62) = 0,619.
La probabilité de l'événement contraire, c'est-à-dire la probabilité pour que, la pièce étant parfaite, l'écart soit égal ou supérieur à 08, est donc o,38.
Si l'on recommençait looo fois l'expérience de BuflTon, avec des pièces parfaites , on obtiendrait 38o fois environ un écart supérieur à 28. Si donc le basard est la cause du résultat obtenu, il n'j a pas sujet d'étonnement.
Résolvons cependant le problème.
Soient ^ -f- :; la probabilité donnée par la pièce de Buffon à l'arrivée de face; -, — z celle qu'elle donnait, par conséquent, à l'arrivée de pile. Toutes les valeurs de z, entre — \ci ^^i sont supposées également probables a priori.
La probabilité de l'événement observé était, avant l'épreuve, proportionnelle au produit
CH\I'. \ll. — PltOBMlILITÉ DES CAUSES. I .J()
En prenant le logarithme de ce produit, rmiplacinl
// — - z\ par / — \- l{i '--iz } ~ l — H 2- — 25*,
l(-—zj par l- -r- l(i—?.z) - l -— ïz — iz^,
on voit qu'en supprimant un facteur constant dont la présence ne cliiinge rien, la probabilité de r('v('ncmenl était, pour une petite valeur de :;, proportionnelle à
La probabilité pour que :; soit positif est donc proportionnelle à
Jf g- 8080;=-*- 112; f/-
et pour quil soit négatif, à
Ç e-^'-'--'-?=dz=.e'^-- f
e '^^ dz
et, en posant y.z — - = t,
on a également
Le rapport de la probabilité pour que :; soit positif à celle pour qu'il soit négatif est donc
Vv/8o8o
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SI Ton ilcsignc par// et q' ces deux |)rc)bal)ililés, on déduit tle
Poisson a Iromé ti,Sit)43.
125. Une dillicullé pourrait s'élever, le principe du calcul étant admis, sur la formule d'approximation employée. Après avoir désii;né la probabilité chcrcliée par -^ + ^, et aunoncé que toutes les valeurs de z seraient traitées comme également vraisemblables (/ priori, nous avons négligé les puissances de :; supérieures à la seconde.
Cela est permis. Lorsque z en eflet n'est pas petit, la probabilité de l'événement observé peut être considérée comme nulle, aussi bien que l'exponentielle qui la remplace. C'est pour la même raison que, z étant compris entre o et ^, nous pouvons étendre les intégrations de o à oc.
126. Si BulTon, au lieu de jeter la pièce 4o4o fois, l'avait jetée 1 fois seulement et qu'il eût obtenu face, l'événement, on en conviendra sans peine, n'apprendrait rien sur la qualité de la pièce.
Cherchons cependant, en appliquant les mêmes principes, la probabilité pour que la pièce ait une tendance à favoriser face.
Soit X la probabilité que la pièce donne à l'arrivée de face. La probabilité de l'événement observé étant x et les probabilités de toutes les hypothèses étant supposées égales a priori, la probabilité de chaque valeur de x est proportionnelle à :r; la probabilité pour que x soit compris entre ^ et i est proportionnelle à
/ X dx =
et, pour qu il soit compris entre o et j, a
• dx
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le l'apport csl 3 cl les pioljahililés dont la somme est runilé sont •etj.
Une telle consé(|iienee suflirait pour contlamiicr le principe.
127. La régularité du rapjxtrt des naissances masculines et léminines a beaucou[) occuj)é les géomètres. On a commis, en étudiant des anomalies toujours petites, des erreurs semblables à celles cpic je viens de signaler. On a assimilé les naissances à des lirages au sort faits dans une urne de composition constante, dans laquelle le rapport du nombre des boules blanches à celui des houles noires dilTérerait peu de celui des nombres de naissances indi([uc par la Slalisticpie.
Une telle substitution n'est légilinic (pie si les écarts observés sont compris dans les limites et suivent les lois que la théorie montre certaines dans une suite d'épreuves réglées par le hasard.
S'il arrivait que, dans la France entière, le rapport, d'une année à l'autre, présentât de trop grandes variations; ou si, au contraire, il se maintenait dans de trop étroites limites, il faudrait conclure, avec grande probabilité, qu'une cause intervient pour régler le hasard ou pour le troubler.
La régularitt- de la proportion à Londres entre les années i(32c) et 1710 a été admirée comme un miracle par un savant, novice encore à la théorie du hasard. Nicolas Bernoulli, digne héritier de son oncle Jacques et éditeur de son beau Livre, montra au contraire dans les chiffres signalés la confirmation des principes. Admettant l'assimilation des naissances à un tirage au sort, sur i4ooo naissances annuelles, tel était le chiffre moyen pour la ville de Londres, il est très vraisemblable que l'excès du chiffre des garçons sur la valeur moyenne ne surpassera pas une fois en cent ans i(J3; c'est l'écart le plus grand que l'on ait observé a Londres.
La probabilité d'un écart inférieur à une limite A enti'c le nombre des naissances masculines, sur i4ooo enfants nés annuellement, et le nombre supposé le plus probable, 7200, a pour expression très B. ir
approchée
e''*dl = e
On suppose, bien entendu, que, par une règle de trois, on ramène toujours le nombre des naissances à i4ooo.
Si l'on fait [i.= i4ooo, X= i63, le produit pq pou\anl être remplacé par ^, on trouve pour probabilité
il V a donc plus de cenl à paner contre un, cliaque année, pour (jue le hasard n'amène pas l'anomalie dont Arbulhnot admirait la petitesse et qui s'est produite une fois seulement eu cent ans.
128. On peut se demander jusqu'où devrait aller la régularité j)0ur qu'il y eût lieu de s'en étonner. Cherchons, pour préciser la question, quel est l'écart qu'il y a dix mille à parier contre un de franchir une fois au moins en cent ans.
Nous avons vu (15) que, si la probabilité d'un événement est -, il \ a dix mille à parier contre un que, sur 9,2 /i épreuves, l'événement se produira au moins une fois. Si l'on a
9,2n = ioo, c est-a-dire — =0,092,
il V aura dix mille à parier contre un pour que l'événement dont la probabilité est - se produise une fois au moins sur cenl épreuves. La probabilité pour que l'écart, pendant une année, sur i4ooo naissances soit ])lus grand que ). est
Déterminons ). de telle sorte que cette probabilité soit 0,09a et, par conséquent,
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L;i l'iihh' «loniie
-7= = ','()• )/l\t.pq
On |)(Mil rcmj)luccr :>. 'ip<l p:"- jooo; on en dcdiiil
Si, dans un siècle, l'écaii n'avait pas une seule fois dépassé 99; si, sur i/joGO naissances annuelles, le nombre des garçons s'était mainleiui entre -Sgo et 7100, une cause régulatrice serait presque certaine; il y a dix mille à parier contre un, a priori, pour que le hasard, sur cent ('preuves tentées dans la même urne, ne maintienne pas une telle régularité.
129. BufTon a signalé une commune de Bourgogne dans laquelle, sur 2000 baptêmes enregistrés pendant cinq ans, le nombre des fdles a surpassé de ao celui des garçons. Il est né dans cette commune, sur 2000 enfants, 3g garçons de moins que le chiffre normal. La formule donne 0,92 pour la probabilité d'un écart, en plus ou en moins, inférieur à 89; 0,08 est, par conséquent, celle dune anomalie au moins égale à celle qu'a signalée Buffon; les statisticiens la rencontreraient souvent, s'ils la cherchaient.
130. Laplace a trouve, pendant le xviu^ siècle, la proportion des garçons aux filles plus petite à Paris que dans l'ensemble du pavs, 1^ au lieu de ^, chiffre normal adopté alors, auquel les documents nouveaux et plus nombreux ont substitué |4.
Quelle est, se demande Laplace, la probabilité pour que celte différence soit due à une cause?
« A Paris, dit-il, les baj)tèmes des enfants des deux sexes s'écartent un peu du rapport de 22 à 21. Depuis 174^7 époque à laquelle on a commencé à distinguer les sexes sur les registres des naissances, jusqu'à la fin de 178/1, on a baptisé dans cette capitale 893386 garçons et 877555 filles. Le rapport de ces deux nombres est à [)eu près celui de 25 à 24 : il parait donc qu'à Paris une
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cause parliculiôrc rapjiroche de l'égalilé les baptêmes des deux sexes.
» Si l'on applique à cet ohjet le Calcul des probabilités, ou trouve qu'il y a :>.38 à parier contre i en laveur de rcxistence de celte cause. »
Laplace supprime les détails. Ai ses calculs ne sont rapportés, ni les principes sur lesquels ils reposent.
131. Faut-il croire à un écart l'orluil ou affirmer l'exisleuce d'une cause? Les données ne sont pas suflisanles. Comment se prononcer de la même manière si les études antérieures ont appris que le rapport varie très rarement, ou si Ton constate, partout où les documents sont nombreux, des écarts comparables à ceux dont s'étonne Laplace? La solidité plus ou moins grande de la règle qui se trouve en défaut doit faire apprécier différemment les conséquences.
Il n'est pas inutile d'insister.
Si l'on assimile la distribution des naissances entre les deux sexes à des tirages faits dans une urne, la probabilité pour que le hasard produise, sans l'inlervenlion d'aucune cause perlurbatrice, sur 'jyoQÎi naissances, un écart relatif égal ou supérieur à
—-—-—= 0,00142, est
„ /»0,O0U2 y TTuail v'2
I -^ / e-^'dt = i — 01^1 ,7()i I = o,oi
Si donc on dresse des listes pendant un temps suffisant, le hasard seul, on peut l'affirmer, produira 1.) fois sur 1000 environ, dans un sens ou dans l'autre, un écart égal ou supérieur à celui dont s'est préoccupé Laplace.
Si des causes autres que le hasard amènent aussi des anomalies, le statisticien, en classaut par groupes de 'j^oooo naissances les registres de tous les temps et de tous les pajs, trouvera un certain nombre de rapports anomaux égaux ou supérieurs à celui de Paris. Parmi ceux-là, quelques-uns seront dus au hasard, i3 >ur lùoo environ, cela peut être tenu pour certain, si les chiffres
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-^onl suffisamniciil i;;rantls. D'autres écarts seront dus à des causes; nous en saurions à peu près le nombre, si la stalisliquc était faite en rctrancliaut du nombre total le nombre probable de ceux que le hasard a produits. Nous n'avons qu'un seul lait : est-il dû au hasard? It serait lénK-raire, impossible mt'uie, d'en rien dire sans accepter sur les prohabilités a pilori quelque convention arbitraire.
13î2. Le |)ossesseur d'un chronomrire a remarqué un retard de 1% (juand la Icmpf'rature de la chambre dont le chronomètre ne sort pas s'élève de lo".
L'observation a été renouvelée Ningt fois.
Ouclles sont les probabilités pour que la chaleur soit la cause (hi ralentissement et pour ([ue le concours des deux faits soit fortuit?
Le possesseur d'un chronomètre a remarqué une avance de i' h; lendemain de chaque jour où les artilleurs se sont exercés au champ de tir voisin.
L'observation a été renouvelée vingt fois.
Quelles sont les probabilités pour que l'ébranlement causé par le tir ait chanj^^é la marche du chronomètre et pour que le concours soit lorluit?
Le possesseur d'un chronomètre a remarqué un ralentissement de 1% chaque fois que la planète Mars passe au méridien entre minuit et i'' du matin.
L'observation a été renouvelée vingt fois.
(Quelles sont les probabilités pour que la planète influe sur le chronomètre et pour que le concours soit fortuit?
Les problèmes sont identiques. Les réponses ne peuvent cependant être les mêmes : n'est-ce pas une raison pour reconnaître les tlonnées insuffisantes?
133. Les habitants de Saint-Malo s'étaient persuadé, il y a un siècle, que, dans leur ville, le nombre des décès à l'heure de la marée haute était plus grand qu'à marée basse.
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Admellons le fait.
Supposons (|iic, sur les cùlcs de la Manche, on ait reniarqiu'une plus grande proporlion de naufrages par le vent du nordouest que par aucun autre.
Les chiflVcs recueillis à l'appui des deux remarques étant supposés en même nombre et inspirant même confiance, on sera loin d'en déduire les mêmes conséquences.
Lorsqu'on sera conduit à accepter comme une certitude Tinfluence du vent de nord-ouest sur les naufrages, les gens prudenl> exigeront des preuves nouvelles pour reconnaître seulement vraisemblable rinlluence de la marée sur la dernière heure des Malouins.
Les problèmes, cette fois encore, sont identiques ; Timpossibilité d'accepter une même réponse montre la nécessité de faire intervenir la probabilité a priori de la cause qu'on veut apprécier.
13i. Le fermier d'une maison de jeu a installé une roulette nouvelle. L'instrument, sur loooo coups, a amené la rouge 53oo fois et 4700 fois la noire. L'acheteur refuse le payement et demande une indemnité : les joueurs ont remarqué les sorties plus fréquentes de la rouge et en ont profilé. Un procès s'engage. On allègue le Calcul des probabilités. Jamais, dit le fermier, machine bien construite n'a donné un tel écart. 3oo coups sur 10 000 ne peuveni être l'effet du hasard. La probabilité de la rouge n'est pas ^ comme elle devrait. Peu importe, répond le mécanicien, la statistique des parties jouées : on ne peut pas garantir les caprices du hasard ; la machine, construite par d'excellents ouvriers, a été vérifiée avec soin. Aucune pièce n'est imparfaite \ on ne montre ni roue mal centrée, ni cases inégales, ni nivellement défectueux. Le tribunal nomme un expert. Quelle décision doit-il conseiller?
L'écart observé est un indice. Quelle en est l'importance? L'application du principe(llo) suppose des données qu'on n'a pas.
Les probabilités des diverses hvpolhèses. que nous nommons les causes, sont proportionnelles au produit de leur probabilité a priori par la probabilité qu'elles donnent à révénement.
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LY'véncnienl est rarrivcc de r>3()0 lois r(ni<;c stii- loooo ('preuves. La cause Inconnue, c'est la valeur de la [jrohahdilé, donnée par la machine, à l'arrivée de la couleui- rou^c
La probahililé ii jniori, désignée par rrr, dans la (orniule (L15), est complètement inconnue; en supposant, comme on l'a fait dans des cas analogues, toutes les valeurs également probables, on proposerait une hjpothèse inacceptable. Si, réellement, la roulette favorise la rouge, un très petit écart est plus probable ([u'un grand, un très grand est impossible. Les grands écarts sont, en outre, d'autant moins probables que le mécanicien a meilleure réputation et qu'il a emplojé de meilleurs ouvriers.
L'expert doit répondre :
Les faits connus de la cause ne permettent pas l'évaluation des probabilités : il manque l'appréciation a priori de la probabilité (ju'on \ eut connaître a posteriori.
Le calcul serait sans issue.
Il faut simplifier la question.
La machine, suivant l'une des parties, donne à la sortie de la rouge une probabilité peu dillerente de o,53.
Le résultat de loooo épreuves ne permet pas, suivant lui, d'en douter.
La machine, suivant l'adversaire, donne, comme elle doit, à la sortie de la rouge une probabilité voisine de o,5oo. Le soin apporté à la construction ne permet de croire à aucun défaut grave.
Précisons les deux dires :
La probabilité de la rouge, dans l'un des systèmes, serait comprise entre o,49<) et o,5oi ; suivant l'autre, entre o,5l>.9 et o,53i.
Laissons de côté le cas très possible où les plaideurs se tromperaient tous deux, et cherchons le rapport des probabilités de leurs assertions.
Soient X la probabilité pour que la roulette donne à la couleur rouge une chance comprise entre 0,529 et o,53i ; y la probabilité pour que la chance soit comprise entre 0,499 ^^ o,5oi, x-\-y n'est pas égal à l'unité. Le rapport —■, sans faire connaître les deux probabilités, apportera un renseignement utile.
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Soient ra, la pi'obalulili- a priori pour f|ii(' la inacliin»^, d'après ce qu'on savait avant sa mise tri (rii\n\ <ti Icniinl coiiiplc do sa lionne appaiHMice, de la lionne i(Mioniiiit''e du conslrnetenr et de l'apparente sincérité de ses di-cdaralions, ddime à la sortie de la conlenr rouge une valeur comprise entre o,'îj)<j et o,5oi ; rîT., la jjrohahilité, évalut'e toujours avant réj)reuvc, pour <jue. malgré les garanties éiiunK-récs, elle donne une probabilité comprise entre o,5;?c) et o,53i .
7ÏJ, et tuo sont inconnus.
Soient /)( et y?2 les probabilités que les deux, b^potbèses sur le mérite de la roulette donneraient à l'événement observé, on aura (115)
fL — ^\Bl .
En nommant X la probabilité de la sortie de la rouge, la probabilité qu'elle donne à l'événement observé est proportionnelle à
Si l'on suppose
Xi = o,5oo et X2^^o,53o, on trouve
= 0,00000001 JoS.
Le rapport varie peu quand Xj et Xo restent dans les limites assignées. On peut donc supposer
Pi
par conséquent,
y 1 000000000 Tîi-i 6()(3()G()()() t;t2
— est inconnu. Si le constructeur est ti'ès liabile, ce rapport est
très grand; il est invraisemblable qu'iinr" pièce détestable sorte d'ateliers dignes de confiance; mais, «|iiell(' que soit la confiance,
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en divisant le raj)p()rl (|(ii la mesure j»ar (')C)(\GG()G6, il est à craintire que le (|ii<)li('iil soit petit.
Si vous crovcz (|u un (irhiul tel (]ur relui rpion souiieonne ne peut se pi'oduiic (pi'uue lois sur un luilliou. il restera ()(j à parier < oiilrc I (piil s'esl produit celle lois-là.
135. Les restrictions |)ropos('CS peuvent s'appliquer aux coiisé- (piences déduites par Mitchell du rapprochement fréquent de <leu\ éloiles dans le ciel. Deux livpothèses sont possibles :
Pour être aperçues dans la même direction, deux éloiles n'ont lien de commun, leur vraie distance est immense;
Les deux étoiles, au contraire, sont voisines dans l'espace ; c'est pour cela qu'elles sonl rapprochées dans le ciel.
En comptant les étoiles de i""^, de 2^ et de 3" grandeur et les supposant indépendantes les unes des autres, Mitchell a calculé le nombre probable des groupes dont la distance est inférieure à une limite donnée.
Il ne faudrait pas croire que toutes les distances angulaires soient, a priori, ('gaiement probables : les petites le sont moins que les grandes. Considérons une première étoile, peu importe la jiosition qu'elle occupe. Si une seconde étoile est placée au liasard, pour qu'elle se trouve à une distance angulaire de la première comprise entre 8 et Q H- <:/9, il faut que le hasard la place dans une zone comprise entre deux cercles ayant pour pôles la première étoile et pour ravons sphériques 0 et 0 -l- dh. La surface de cette zone est d'autant plus grande que Q s'approche davantage
<lc '" ; elle est proportionnelle au sinus de l'angle 0 dont on cherche
la probabilité. La probal^ililé pour qu'une étoile se trouve à une distance inférieure à v d'une étoile donnée est le rapport de la zone à une base terminée par le petit cercle dont y est le rajon sphérique à la surface de l'hémisphère sur laquelle on suppose l'éloilc placée au hasard. Ce rapport, égal à i — cos*', peut être représenté, si Y esl petit, par — •
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Si, par exemple, on j>ron(l
on aura
Le nombre des étoiles des trois pri-tnières grandeurs étant égal
à s3o, 011 peut former '- — - = 26335 combinaisons deux à deux.
La probabilité pour ipie le hasard piocure deux étoiles à distance inférieure à 10' est celle d'obtenir i boule blanche en ^6335 tirages dans une urne contenant une seule blanche et ■>.36S6'2 noires. Celte probabilité est
1 =0, io34o3.
L'ingénieux argument de Mitcholl ne peut pas cependant fournir d'évaluation numérique. La recherche plus ou moins rigoureusement faite de la probabilité pourquele hasard aitproduitles groupes observés n'est pas le seul élément de la question. C'est le seul, cependant, que l'on fasse intervenir. Si l'on trouvait, en étudiant le ciel, trois étoiles de i"^ grandeur ayant, à i^près, la même ascension droite, la probabilité pour que le hasard produise un tel rapprochement est plus petite assurément que la formation fortuite du groupe des Pléiades.
En conclura-l-on, avec la même vraisemblance, que ce rapprochement doit avoir une cause et que ces étoiles, dont la déclinaison diffère de 4^" ou 5o" peut-être, sont solidaires et forment un système?
Personne, assurément, n y songera, et la raison en est que la probabilité a juiori, désignée par ra/ dans nos formules, est trop petite.
Comment définir, d'ailleurs, la singularité dont on juge le hasard incapable?
Les Pléiades semblent plus rapprochées les unes des autres qu'il n'est naturel. L'assertion est digne d'intérêt; mais, si l'on veut
CHAP. VII. PKOnXBILlTÉ DES CAUSES. 1"!
Irachiirc la conséquence en chiffres, les éléments font défaul. Faut-il, pour préciser celle idée vague de rapprochement, chercher le plus polit cercle qui contienne le gr()U|)e? la plus grande des distances angulaires? la somme des carrés de toutes les distances? l'aire du polygone sphérique dont quelques-unes des étoiles sont les sommets et qui contient les autres dans son intérieur? Toutes ces grandeurs, dans le groupe des Pléiades, sont plus petites qu'il n'est vraisemblable. Laquelle d'entre elles donnera la mesure de rinvraisemblancc? Si trois étoiles forment un triangle équilaléral, faut-il faire entrer cette circonstance, assurément peu probable a priori, au nombre de celles qui révèlent une cause?
L'intervention du hasard dans la formation de l'univers est inacceptable. Une loi règle tout, cela n'est pas douteux. Quelle est cette loi? voilà la question. Il n'est pas admissible qu'on demande s'il y en a une et que l'on évalue la probabilité de la réponse.
Si l'étude du ciel suggérait plusieurs lois, on pourrait les mettre en balance et non choisir l'une d'elles, celle du groupement par attraction mutuelle, pour l'opposer à l'ensemble des autres, réunies sous le nom vague de hasard.
Lorsque plusieurs étoiles semblent voisines sur la voûte céleste, leur proximité dans l'espace est la première explication rjui se présente. Ne peut-on pas en imaginer d'autres?
Si l'ensemble des étoiles forme un réseau régulier, si le Soleil en est un sommet, les lois géométriques de cette immense cristallisation peuvent exiger des alignements. La Terre, voisine du Soleil, aperçoit, pour ce motif, beaucoup d'étoiles dans une même direction. L'hypothèse, dira-t-on, ne mérite pas examen. Raison de plus , si on la condamne par l'appréciation des probabilités a priori, pour ne négliger dans aucun cas le rôle indispensable qu'elles doivent jouer.
130. On a attaché beaucoup dimportance à la recherche de la probabilité des événements futurs, déduite des événements observés comme corollaire de la probabilité des causes.
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Le prohlrinc pciil s'rnoncer ainsi :
Plusieurs causes peuvent produire un même événement dont la probabilité dépend à la fois de la probabilité pour que chaque cause ai;;isse et de la probabilité que, dans ce cas, elle donne à l'événenionl.
Si les probabilités des causes sont m,, ttto rrr,;, et celles
qu'elles donnent à l'événement p^, /j», ..., p,,') '«i probabilité, a priori, pour que l'événement se |iroduise, est
On fait un certain nombre d'épreuves, dans des conditions telles que la même cause, on ignore laquelle, a agi dans toutes. Si les causes sont des urnes de compositions différentes, que le hasard peut df'signcr pour (pion y fasse le tirage, une même urne a servi à tous les tirages. La connaissance des résultats obtenus change les probabilités, qui ne sont plus, pour les différentes causes,
nr,, ns-i to„. On demande la probabilité pour qu'une nouvelle
épreuve, faite dans les mômes conditions que les précédentes, procure l'arrivée d'un événement désigné.
Une urne, par exemple, contient des boules noires et des boules j blanches en proportion inconnue. Toutes les suppositions sont r:^a/ement possibles.
On a fait ijl tirages; il est sorti m boules blanches et /t noires. (Quelle est la probabilité pour que le ('J- + i)"^™^ tirage amène une boule blanche?
Soit .r la probabilité donnée par la composition de l'urne à la sortie d'une boule bhinche. Toutes les valeurs de x sont , a priori, également probables.
La probabilité qu'une valeur .r donne à l'i'véneinent observé est
La probabilité pour que ,r soit compris entre x et x -\- dx peut donc être représentée par
G:r'"i I — X )'^dx,
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G (''lanl iudcpcndanl de j\ La prohahllili- pour (|uc x soil compris cnlre o et i est la cerliludc. On doit donc avoir
donc
r(/n-i-i)r(rt — I)
cl la proljal)ililc pour ([uc le rapport du nombre des boules blanches au nombre total des boules soit com|>ris entre x cX. x -k- dx est
r(/n-t- rt -+- 2)
— -= — a?"» i\ — X )" dj\
c'est-à-dire
r. x"^ (1 — X)" dx.
La probabilité pour qu'uuc nouvelle épreuve amène une boule blanclie est la somme des produits des diverses valeurs de la j)robabilité x par la piobabilité pour que chacune soit la véritable, c'est-à-dire
nm-n-^2) r\,n^,^^_^y.dx= r(m-n^2)r(m-^2)r(n-^,).
Y{ni-^\)Y( n-\-i)J^ ' Flm-r- i) r(/i— 1) r(//i--n-^ i)'
on a
r(/n-i-n-i-3) tn-^- n • r(mH-2)
et la probabilité demandée est
137. Les applications faites de celle formule onl été presque toutes sans fondement.
On a osé chercher la probabilité pour que le Soleil se lève demain.
Pour chercher la probabilité d'un événement, il faut accepter
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son contraire coniino possil)lc. Une urne est donc supposée qui contient des boules l)lanchcs cl des boules noires. La [)robabilil(' il'cn tirer i boule blanche représente celle de voir le Soleil se lever. Jamais il n'a manqué : cela dure depuis six uiilh^ ans. L'urne, consultée 2191 5oo fois, a donné sigiSoo boules blanches. La formule donne pour la probabilité d'un nouveau tirage semblable aux précédents
i<)r)oi
—-ta;-- = 0,9909995 i 3.
Est-il besoin d'insister sur l'insignifiance d'un tel calcul?
Représentons-nous le premier homme au premier coucher du Soleil. 11 devrait, pendant sa première nuit, s'il raisonne comme Condorcet, assigner la valeur | à la probabilité de le revoir. S'il comprend la question et s'il se la pose, les chances pour lui seront beaucoup moindres. Le Soleil a disparu; s'il est éteint, qui le rallumera? S'il est tombé dans la mer, comment en sortirait-il?
Sans avoir cependant la science parfaite que lui supposent les théologiens, le premier homme se persuadera sans doute, après cent apparitions, que le Soleil tourne autour de la Terre; rien alors ne doit kii faire craindre un arrêt brusque, l'absence du Soleil au cent et unième jour ne l'étonnerait pas moins que celle des objets éclairés chaque matin par ses premiers ravons ; faudral-il, en invoquant la formule, supposer qu'après cent jours la probabilité de les revoir est ^—2 L'absurdité serait précisément la même.
Le lever du Soleil, après une année, sera pour le premier homme une certitude.
Si le temps doit la confirmer et l'accroître, c'est par la découverte des lois astronomiques et non par le succès renouvelé d'un même jeu de hasard.
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In (liT Aslninumic i>-t ilin l'raxis ciiio Aufiiabc iler Wahr9('lH>inliclikcils-lti>cliiiuiii;, die Théorie citic Aufgabo (lor liuhercii Mechanik.
138. Poslulalulu de Gauss. — 139. Autre hypothèse faite iinpliciteincnt. — 140. Cas dans lequel le postulatum est rigoureusement exact. — 141. Conséquence des suppositions acceptées. — 142. Comparaison du résultat avec une formule connue; accord apparent, mais non réel. — 143. Autres contradictions résultant de la loi admise. — 144. Conséquence d'un autre mode de combinaison des mesures. — 145. L'observation confirme la règle de Gauss. les erreurs constantes étant écartées. — 146. Méthode de vérification. — 147. Résultats de Bradley discutés par Bessel. — 148. Détermination du paramètre k: diverses formules. — 149. Vérifications possibles. — 150. Valeur probable du carré de l'erreur commise en adoptant la première formule. — 151. V^aleur probable pour la seconde. — 152. Comparaison des deux résultats.
— 153. Les formules peuvent être remplacées par d'autres qui sont préférables.
— 154. Autre modification accroissant la confiance méritée par la formule. — 155. Autres méthodes pour calculer k. — 156. Groupement des observations deux par deux; valeur probable de la plus grande erreur. — 157. Autre démonstration du résultat. — 158. Valeur probable du carré de la plus grande des erreurs considérées deux à deux. — 159. Groupement des erreurs trois par trois. — Distinction nécessaire entre l'erreur véritable et l'erreur présumée. — 160. Cas plus général. — 161. Discussion de la démonstration précédente. —
162. Expression qui caractérise la précision d'un système de mesures. —
163. Ce qu'on entend par poids et par précision. — 164. Si la loi de probabilité était autre, ces deux mots n'auraient plus de sens précis. — 165. Est-il permis d'écarter les mesures rendues suspectes par leur différence avec la moyenne?
— 166. Valeur probable de la plus petite des erreurs commises. — 167. Combinaison d'observations qui n'inspirent pas égale confiance. — 168. Partage d'une grandeur en plusieurs parties mesurées séjiarément. — 169. Evaluation donnée par Eourier en Egypte. — 170. Discussion relative à la détermination de la constante k déduite d'un système d'observations.
138. La loi rigouretise de probabilité des erreurs d'observation varie sans doute avec la grandeur mesurée, comme avec le choix
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(K' rinslnimcnl vl 1 luil»llctc de rolistTxatcur; elle osl inaccessible aux géomèlres.
Euler, Bernoulli, Lagrange cl Laplace oui lait i\v> h\ pollièses déracnlies par les laits et mal jusli(iées par des preuves sans vraisemblance.
(jauss, plus heureux, a déduit d un raisonnemcnl iurl simple une loi que la déinonslralion laisserait douteuse, mais que les conséquences justifient.
Lorsque plusieurs mesures d'une grandeur inspirent une confiance égale, la valeur la plus probable est la movcnnc de celles qu'on a obtenues.
Tel est le postulaluui de Gauss. Tous les observateurs, avant qu'il lût pris pour base de la théorie, y avaient adhéré en en faisant usage.
S'il suffisait d'admettre une règle aussi plausible, la théorie serait parfaite.
A la condition énoncée, il faut, malheureusement, en ajouter plusieurs autres qu'on ne dit pas. Nous devons signaler d'abord une dilîérence essentielle entre la valeur la plus probable d'une grandeur et la meilleure valeur à ado|)ter.
La valeur la plus probable est celle dont la probabilité est la plus grande. Peu importent les autres. Elles doivent toutes, cependant, diriger le choix, à faire. S'il est utile d'accroître la probabilité des petites erreurs, il est désirable aussi de diminuer celle des grandes. S'attacher seulement à choisir la valeur la plus probable, c'est imiter le joueur qui, pouvant espérer un grand nombre de gains différents et craindre un grand nombre de perles, prendrait ses décisions de manière à accroître la chance de gagner le plus gros lot, sans aucunement se soucier des autres.
En disant : '<. En présence de plusieurs mesures d'une même grandeur, le parti le meilleur est d'adopter la moyenne » , et : « La moyenne entre plusieurs mesures est la valeur la plus probable ;>, on énonce deux propositions dilTérentes. On a eu tort de les confondre.
• iiAi". \iii. — • j.or Ttr.a i;i;iiiir,s i» <»ii.m;i!\ \tion. i--
Supposons, pour ilDiincr un c'xeiii|jlc, ipu; Ton clicrclic 1 orij^irie probable d'une plante d'espèce connue cueillie en France.
Dans la Hsle des loo localités où l'espèce se rencontre, on en trouve trois dans la même comnninc du (]anlid cl les autres dans (^- communes difTérenles du Finistère.
La commune la plus probable est en Auvergne; l'origine probable de la plante, la Bretagne.
139. Après avoir proposé le postulatum qui a été admis sans difficulté, Gauss représente par Z){l)d\ la probabilité pour que l'erreur d'une mesure soit comprise entre A et A ~ f/A ; la fonction »(Aj est l'inconnue qu'il veut déterminer.
Ici encore s'élève une objection. La |)robabilité dune erreur A est-elle une fonction de A?
Ne dépend-elle pas de la grandeur mesurée? Si Ion fait une pesée, si l'on mesure un angle, lors([ue le poids est un nombre exact de milligrammes, lorsque l'angle contient un nombre exact de secondes, n'a-t-on pas plus de chances d'évaluer juste que s'il faut ajouter une fraction? Si celte fraction, que l'instrument ne donne pas, est exactement égale à \, n'a-t-on pas, en l'évaluant, moins de chances d'erreur que si elle est 0,2-?
En disant, sans explication : Soit 'f (A) f/A la probabilité d'une erreur A, on s'écarte, dès les premiers mots, de la rigueur promise en quelque sorte par la forme géométrique de la démonstration.
1 40. Il est un cas où, le postulatum étant rigoureusement démontrable, la conclusion cependant n'est qu'approchée. C'est une preuve décisive contre l'exactitude de la théorie.
Supposons que la grandeur à mesurer soit le rapport du nombre des boules blanches au nombre total des boules, dans une urne de composition inconnue.
On tire un certain nombre de boules; nous le désignerons par |JL.
Sur ces u. boules, m sont blanches.
La fraction — peut être considérée comme une mesure du rap- B. ' 12
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port c licrchr. L'instriiincnt qui l'a donnée est (Faulant plus précis (pif le nombre des tirages esl plus grand. L'opération recommencée Il fois donne les mesures successives
La valeur la plus prohahic du rapport cliorclié déduite des n \).
nu
elle est, on le voit, la movcnnc entre les valeurs successivement obtenues par n mesures qui méritent même confiance. Si la démonstration que nous allons donner était irréprochable, la conclusion devrait, dans ce cas, s'appliquer en toute rigueur.
141. Soient .r,, x-,, . . . , jr,< les valeurs d'une même grandeur données par n mesures successives, faites dans les mêmes conditions et dignes de la même confiance.
La valeur la plus probable de la grandeur inconnue est, on le suj)pose, la moyenne
Si z est la valeur véritable, les erreurs successivement commises ont été :: ^ j",, :• — Xo, ..-, z — x,i. La probabilité, avant l'épreuve, de ce concours de mesures, c'est-à-dire celle de l'événement observé, esl proportionnelle au produit
(l) o{z —xi)'^(z — X2'...o(z — Xn)-
La probabilité pour que la valeur exacte soit ; est proportionnelle à (i); la valeur la plus j)robable est celle qui rend ce produit maximum : elle doit donc rendre nulle sa dérivée et, par conséquent, aussi celle de son logarithme, et l'on doit avoir
, o'iz — cei) '^'(z — Tj) ^ , o'(z — x„)_
^{Z — Xi) ' 0{Z — Xt) ' '"'^ Oi^Z — Xn) ~
Cette équation, d'après le postidaluni, doit être satisfaite par la
r.iiAP. viii. — i.or DKs KunKins n oiiskiivvtio.n'. i-()
\ alciir
Ti-i- .r, -t-.
Si l'on pose
F (II
ré(|ualion ( >. ) peut s'('nonccr de la nianirro snivanlc :
La somme des valeurs de la ibnclioa F(//) doit être nulle
lorsque celle des valeurs de la variahic est elle-môme ('gale à
zéro.
Si l'on considère deux valeurs //, et i/^ de la variable, on doit
avoir
F(ui)---F(—Ui) - o;
la Ibnclion est impaire.
Si l'on en considère trois, //,, (f> et — «, — i/^, on doit avoir
F(Mi) -r- F(i<2) ~ F( «1-:- llo).
On déduit de celle équation bien connue la forme de la fonction F; elle est proportionnelle à la variable.
L'équation (3) donne
oUu) „ -H — = Cil.
On en déduit, en intégrant,
loiu) = -f- c
et, en remarquant que '^{u) doit s'annuler quand // est infini,
9(m) = Ge-*'"S
G et A" étant des constantes.
On peut déterminer le facteur G.
La probabilité d'une erreur comj)risc entre ^ et :; -;- dz étant
celle d'une erreur comprise entre - x et -i- X) est
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elle représenle la ccriilude. Il l.ml lV'j;aler à riinilé. On en déduil, en se rappelant récjuation hioii connue
et la loi de probabilité des erreurs est représentée par
unc seule constante servant à distinguer et à caraclériser les cas,
1 i2. La vérification dont nous avons parlé (140) semble confirmer le résultat.
Si, sur a tirages faits dans une urne, on a rencontré nt boules blanches, la probabilité pour que la composition de l'urne donne
pour rapport du nombre des boules blanches au nombre total des j boules est (121) '
V-iTT /n( iji — m
Le théorème semble confirmé; il est mis en défaut : la for- 1 mule (5) est seulement approchée, elle devrait être rigoureuse- ; ment exacte.
143. La règle des moyennes, il importe d'insister sur ce point, ' n'est ni démontrée ni exacte. S'il était admis que la moyenne entre plusieurs mesures fut toujours la valeur la plus probable, il en résulterait des contradictions. Quand on mesure une grandeur, on mesure, par cela même, toutes les fonctions de celte grandeur, son carré par exemple, ou le logarithme du nombre qui la représente. Pourquoi la valeur la plus probable du carré ne serait-ell<
..-hxl
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pas la moyenne des valeurs obtenues pour le carré, et la valeur probable du lo^^arithmc, la moyenne des logarithmes?
La valeur la plus probable d'une grandeur dont les mesures successives sont x,, x^, • • • , JC,, serait alors représentée par l'une ou l'autre des formules
le carré de la première est, en efTet, la moyenne des carrés, et le logarithme de la seconde, la moyenne des logarithmes.
Il ne faut pas, pour écarter l'objection, faire une distinction cnlrc les grandeurs directement mesurées et celles qui résultent d'un calcid. Un mécanicien pourrait, bien aisément, annexer à une balance une aiguille marquant le carré ou le logarithme du poids. Ce carré ou ce logarithme deviendrait alors la grandeur mesurée. Le postulalum admis dans un cas devient donc impossible dans les autres.
La seconde supposition indispensable à la démonstration, la possibilité d'exprimer la probabilité d'une erreur en fonction de cette erreur seulement, implique également contradiction. Lne grandeur étant égale à X, on lui trouve, en la mesurant, la valeur .r, ; l'erreur est X — x^. L'erreur sur le carré est X- — X'^. Si l'on pose
on aura
X- — xj — ixi z -^ z
la probabilité d'une erreur z étant 'c^iz-'), celle de l'erreur 2 j, r -;- :'sur le carré sera aussi csfr . Elle n'est pas une fonction de l'erreur commise.
LH. L'importance du résultat justifie l'étude et la discussion minutieuses des détails. Nous résoudrons encore le problème suixant :
Si Gauss avait adopté, au lieu de la moyenne, un autre mode
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de combinaison des mesures, quelle loi tics erreurs m ;mr;ilt-il déduite?
En supposant que
(.: ' «pUTi, .T., ar„)
représente la valeur la plus probable d'une grandeur dont les valeurs successivement obtenues sont .ri, x-2 .r,i, quelle est la
loi correspondante pour la probabilité des erreurs?
En général, nous allons le démontrer, il n'existe pas de loi, ex|)rimant la probabilité d'une erreur A en fonction de A, (|ui puisse justifier l'adoption de la fonction a. Le problème ne peut être résolu que pour certaines formes très particulières.
En désignant par z la valeur de la grandeur mesurée et par d»(A) la fonction de A à laquelle est proportionnelle la probabilité d'une erreur A, la valeur la plus probable : doit rendre maximuiu le produit
<l< z — Xi) •li( z — Xi). . . à{z — Xn).
La dérivée par rapport à ^ de ce produit doit être nulle et, si l'on pose
on doit avoir
(8) F{z — xi) -^ F {z — Xi) -^ . . .-\- F {z — Xn ) = o ,
z étant lié à .T), ^2, . . . , ûTh par la relation
z = (^(Xi, X-i x„).
Pour que l'équation (8) puisse être satisfaite par une fonction F, il faut que les valeurs z — x,, z — x-^, • • -, .:; — -Tu de la variable, auxquelles correspondent les valeurs de la fonction dont la somme doit être nulle, ne soient pas indépendantes les unes des autres.
Les n fonctions de n variables
o — J-,, O — Xi, ^ — X,i
doivent être liées par une relation. Il faut et il sufiit, pour cela, que leur déterminant fonctionnel soit nul.
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( )n doit avoir
d-:i d(f cl'^ r/(p
dxi dxi r/.r, r/j-.
dxi dx-.
dx„
dXn
d'f dxt
EL
dXn
ce qui tlonnc rc(|iiali()ii linéaire
d'i dx\
d^ dxz
do dx,i
dont
'inléyrale est
Xi-^.
Xi).
Telle est la seule forme possible de la fonction ci, pour laquelle la recherche, telle qu'on l'a faite, puisse donner une loi de probabilité.
La forme obtenue pour 'j j)eut se définir simplement. La fonction o est telle qu'en donnant à toutes les mesures prises un même accroissement a. elle augmente elle-même de a. Cette condition est nécessaire et suffisante pour que la fonction ail la forme (91.
Si l'on prenait
\ <j>(.rj,a'2. Xu) = ^x'^-^ xl-T-. . .-r
( 0(3-1, ar.2 ^n) = V^lr^i^ ■•■,^n,
la condition ne serait pas remplie.
Aucune loi de probabilité des erreurs, en fonclion de relieur commise, ne peut donc justifier l'adoption des formules (10).
lio. Malgré les objections précédentes, la formule de Gauss doit être adoptée. L'observation la confirme : cela doit suffire dans les applications. Les conséquences minutieusement étudiées se sont toujours trouvées d'accord avec les faits. Il est bien entendu que
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IfS erreurs constantes sont en ileliors des Ibrinules: chaque observateur doit étudier son instrument et sa méthode pour les écarter. La moyenne, évidemment, ne peut donner que la mesure entachée de Terreur systématique inhérente à rinsliiiniciil. Si Ton pèse avec de Taux poids, si les fils de la lunette sont mal plact'-s. les moyennes ne pourront pas faire les corrections; c'est à la grandeur mesurée accrue de l'erreur constante que se rapportent alors les forimiles.
1 46. Disons dabord comment la vérification de la formule a été faite.
Bessel, le premier, a fait la comparaison des erreurs commises dans de nombreuses observations avec les conséquences de la formule de Gauss.
Le théorème de Bernoulli permet d'affirmer (jue, dans une série suffisamment nombreuse, si l'on partage les erreurs en groupes bien définis, chaque groupe se présentera un nombre de fois à peu près proportionnel à sa probabilité.
Bessel a étudié quatre cents observations de Bradley portant sur les coordonnées , parfaitement connues aujourd'hui , d'une même étoile. Les erreurs ont été classées par ordre de grandeur; on a compté le nombre de celles qui sont inférieures à o", 4 c" valeur absolue, le nombre de celles qui sont comprises entre o". 4 et o",8, etc.
On a comparé ces différents nombres avec le Tableau des nombres probables de chaque groupe d'erreurs, d'après la loi de probabilité admise
Le calcul exige la connaissance de la constante k. Les méthodes pour la calculer sont nombreuses; leur accord numérique est une des meilleures vérifications de la théorie.
Nous reviendrons sur cette im[)ortanle question. Bornons-nous à faire remarquer en ce moment que chacun des calculs qui vont donner, en fonction de /: supposé connu, le nombre probable
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des erreurs d'un i:erl;iin i^roiipe, siiflil, par la condition d'éj^alcr le rcsullal tlu calcul à celui de l'expérience, pour fournir une valeur de k. Si l'on n'avail (|u'un groupe, la détermination de lu constante par la condition de satisfaire à l'égalili'' qu'on veut vf'rifier formerait un cercle vicieux. Mais les égalités sont nombreuses. Chacune d'elles déterminera une valeur de /r; on adoptera la moyenne et les vérifications ult('rieures auront toute leur valeur.
Nous aurons d'ailleurs à revenir sur ce problème très important de la détermination de le.
La probabilité d'une erreur comprise entre z Gl z -\- dz •'•lanl
v/tt celle d'une erreur plus petite que a, en valeur absolue, sera
V- Jo V~ Jq
Cette formule donnera la probabilité pour qu'une erreur soit comprise entre o et a, entre o et 2 a, o et oa, etc. La différence de deux termes consécutifs sera la probabilité pour qu'elle soit comprise entre deux multiples.
147. Le Tableau suivant a été formé par M. Nikolaus Wuicli. professeur à l'Ecole d'Artillerie de Vienne.
Les erreurs sont évaluées dans la première colonne par leur rapport à V erreur probable , c'est-à-dire à celle qu'il y a probabilité 4 de surpasser ou de ne pas surpasser. La moitié des erreurs sur un grand nombre de mesures doivent être par définition, j)Our ainsi dire, plus grandes, l'autre moitié plus petites que l'erreur probable. On voit en effet dans le Tableau, en regard de 1, le nombre 0000 indiquant que la moitié des erreurs sont inférieures à I. On lit en regard de 2, 8227; sur 10000 erreurs, par conséquent, il y en a 822^^ plus petites que le double de l'erreur probable; 9070, d'après le Tableau, sont plus petites que le triple, 9980 que le quadruple et 9993 que le quintuple.
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Sur loooo obscTvallons, nombre probable des erreurs plus peliles que nili. h élanl l'erreur probal)le :
.Nombre
Ni.ml.ir
Nouihrc
Nombre
sur 10000.
sur 1000(1.
sur mOOl).
ni .
sur 10000
(•OOO
5ooo
55oo
l,li..
4io5
iGoi
• '7fJ9
AX
et, par conséquent, ). désignant Terreur probable, la valeur correspondante de A- est
148. Bessel a trouvé par la discussion des 470 observations de Bradlej, en réduisant les nombres par une proportion à Th^pothèse de 100 observations seulement, les nombres suivants pour les erreurs variant de o ". /j :
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Dcclinaison d'une c toile.
Nombre
Erreurs.
des erreurs.
Nombre ca
L'élude des observations d'ascension droite de la même étoile a donné :
Nombre Erreurs. des erreurs. Nombre calculé.
Cent déterminations de l'ascension droite de l'étoile polaire laites à l'observatoire de Konigsberg, de 181 3 à 181 5, ont donné :
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Nombre
I>rciirs.
des crieurs.
Nom
bre calculé
149. Nous devons dire maintenant comment on détermine le paramètre k.
Deux cas peuvent se présenter : si les mesures ont porté sur une grandeur exactement mesurée avant ou après les observations qu'on discute, toutes les erreurs sont connues avec certitude. Si, au contraire, les mesures ont été prises sur une grandeur qui n'est connue que par elles, les eri'curs sont incertaines comme la grandeur elle-même; et, en donnant ce nom d'erreur à la difTérencc entre chaque valeur observée et la moyenne, on ne peut avoir qu'une évaluation vraisemblable et approchée.
Nous traiterons d'abord le premier cas, auquel se ramène le second.
La détermination approchée de A" peut se faire d'un grand nombre de manières. H suffit, en effet, de calculer la valeur probable d'une fonction quelconque de l'erreur commise dans une observation. La moyenne des valeurs de cette fonction, dans une série suffisamment nombreuse, en vertu du théorème de Bernoulli, différera peu de la valeur probable. Eu les égalant, on obtiendra la valeur de k.
On peut ainsi déduire la valeur approchée de k de la valeur
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jn'obahlc de rerrcur prise en valeur absolue, du carré de l'erreur, du cidje el, en général, d'une puissance quelconque de l'erreur. La probahililé d'une erreur :; étant
la valeur probable de :■, considéré comme essentiellement positif.
est
La valeur probable de :- est
celles de z-^ el de z\
dz =
En admettant que, sur un grand nombre d'épreuves, la moyenne des valeurs d'une grandeur dift'ère peu de la valeur probable, en nommant e,, ^o, ..., Cn les erreurs successivement commises dans n observations, on pourra écrire
— et
-el
-el
-eh
A-SyT^
loO. Chacune de ces équations donne une valeur de /»•; elles doivent s'accorder et s'accordent, en ellct. dans les applications,
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(111110 manière 1res satisfaisante. On en déduit ces relations re-
iuarqiial)los. S|, So, S3, Sj désignant la somme des erreurs,
prises en \aleur absolue, la somme des carrés, la somme des
cul)i'.s, la somme des (]ii;iliiiiiies |>ui>,san(;c^, on doit avoii* ai)-
proximalivemcnt
n TT
Si\2 i n
Ces lornuilcs sinji^ulières , dont le premier membre est fourni parle hasard, méritent tant de confiance (juun calculateur à qui des observations sont remises et qui trouve ces égalités en défaut peut tenir pour certain qu'on a reloucbé et altéré les résultats immédiats de l'expérience.
loi. Il importe d'évaluer la confiance méritée par les valeurs de la constante k que nous venons d'obtenir. Cette appréciation consistera dans le calcul de la valeur probable de l'erreur commise en adoptant une des équations précédentes.
Lorsque nous écrivons, par exemple,
ey-^e.2-^.. .- en i (lit — = o,
l'équation n'est pas rigoureuse. Nous savons que, pour de grandes valeurs de /?, la movcnne des erreurs diffère peu de — -pu qui est
la valeur probable. Quel que soit n, une grande différence est possible, cela est évident; mais elle est peu probable.
ISous aurons une appréciation de la confiance méritée par l'é-
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(jualion in on clicrcluml la valeur piohaldt' de
[ n TV^J'
On comprend la nécessité délcver l'expression an carré, l'aile peul èlrc positive on négative; sa valeur probable est nulle, cela ne prouve nullenuni la piécision des mesures; les grandes valeurs peuvent être délruiles dans la somme par des termes de
On a
- 1 9 \ — V ^2 _:_ JL V ^ . -,'
nk^^^''^^--
La valeur probable de chacun des termes du second membre est connue.
Le carré d'une erreur e^? a pour valeur probable — ,^; l'erreur c,.
qui est prise ici en valeur absolue, a pour valeur probable — — ,
A" y' ir
et le produit eief de deux erreurs a, par conséquent (^48), pour valeur probable — .— • La valeur probable de l'expression {i-à) se réduit, en avant égard au nombre des termes de chaque somme, à I n.n — I ,' I \ 2 I _ I / 2\
elle tend vers zéro lorsque n augmente. lol2. Cherchons la valeur probable de
\ n "xk^ ]
cette valeur étant calculée, bien entendu, de même que la précédente, avant les opérations faites et sans qu'on puisse prévoir ni présumer quelles sont les plus grandes erreurs. L'expression ( i3) peut s'écrire
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La valeur probable s'obtiendra en rtni|)la(;aiit r^*. quel (|iie soii /. i)ar sa valeur probable ryr, e; <?'- par -,- el rj par — r- • On a ainsi poiir valciii" |ii()lial)l(' (le lia)
i/îÂ* ■ n- )/.* >./.'• /I^i '" •;/</■'•'
Io!2. On jieiit se demander quelle est, entre ces deux évalualions d'erreur à craindre, celb,' (jui justifie le mieux la formule correspondante.
Il ne faut pas se borner à comparer les résultats — V ( i — - i et — — pour donner l'avantage au plus petit. En admettant que
ces expressions donnent une (tppri'ciation de l'erreur à craindre ces erreurs ne portent pas sur la même inconnue. La première est
commise dans l'évaluation de — —; l'autre, dans celle de —r- Ce (pi'il faut assurer évidemment, c'est la petitesse de l'erreur commise sur k. Soit j- celte erreur, l'erreur sur -j sera — -p; |-, et sur
j^ elle sera, en négligeant bien entendu j-, — 7:3 J'J le carré de >ur — — est donc —rr y-, et le carré de l'erreur
erreur commise si
commise sur —n, est 7-r v'-.
Les résultats obtenus doivent donc s'énoncer de la manière suivante :
La valeur probable de —77 y- est — >- ( i ) :
La valeur probable de -7-: y- est — .- •
Par conséquent, eu adoptant la première formule, celle qui déduit /i de la moyenne des erreurs, la valeur probable de^* est
ttA-2 / 2\ A-2 , ^
et, en adoptant la seconde, c'est-à-dire en déduisant /. de la B. i3
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moyenne des carrés des erreurs, la valeur lirohaliK- de j>'- est
■}.n La seconde forniulo doit èlre préférée.
153. Les formules précédentes peuvent être remplacées par d'autres qui donnent une plus i^rande chance d exactitude. Nous résoudrons d'abord le problème suivant : Déterminer la valeur de \ (]ui rend minima la valeur probable de
Celte expression peut s'écrire
^|.^ J 2^ r£i ^- X2— — ~vge'
En remplaçant les erreurs ei et leurs carrés par les valeurs probables, on a, pour valeur probable de (i5),
( IK X2 X2(„ -i) ,
k- k'^J-K ik^n ' n k-r.
ou
X- / ( M 2 \ -il I
'2k- \n ' t: n-K J k'^J-H ^* Le minimum correspond à
Il convient dt)nc, pour diminuer les chances d'erreur, de remplacer la formule
par
,.6) ;^ ^" fe,^e,^...^en\
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151. ?Soiis (li'icniiilu'ioMS le fadeur ). |);ir la condition que la valenr prohahle <li' re\|»i('Ssion
(.7) (t^-'- -rt )
soil la j)lus pclile possible.
Cette expression peut s'écrire
En faisant le calcul comme au n " 153, on trouve pour valeur prol)al)lo (le celto expression
Le minimum correspond à
fj
On diminuera donc la valeur probable du carré de l'erreur à craindre, en substituant à la formule
i_ _ 2Cef -i-g| -^.. .-^el) Â2 ~ n
la formule, probablement plus exacte,
Â* rt -i- 2
155. Les déterminations de la valeur approchée de A" sont en nombre infini.
On peut poser le problème d'une manière différente.
Les observations sont faites, on connaît les erreurs, quelle est la valeur la plus probable de Â", la valeur probable de k et celle de Â'^?
On sait que la valeur la plus probable n'est pas la valeur pro-
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bablc cl que la valeur probahK' du carre n'est uullcuicnt ('^alc au carré de la valeur probable.
Soient Ci, r^^ • • • ■< ''« 'es erreurs successivcmcul coniiuises, A la valeur inconnue du paramètre caractéristique de la série d'observations.
L'événement observé étant l'arrivée successive de // erreurs e,, e.j,, ...,e,i, la probabilité de cet événement était, avant l'épreuve, proportionnelle au produit
des probabilités simples.
La valeur de /." la plus probable est celle qui rend ce produit maximum.
Le maximum correspond à celui du logarithme
/i/A — A-2( ef —el- ... ,- el ), c'est-à-dire à la valeur de /. qui annule la dérivée
j — ■i.k{e\ H-e| -^...-^el),
I _ e'] -\- e\ -r- . . . -^ e}, •1 k- Il
C'est une des formules déjà obtenues.
Au lieu de la valeur la plus probable de /• , on peut chercher la valeur probable, f[ui doit, en général, être préférée; la valeur probable est l'espérance mathématique de celui qui, après les . mesures prises, attendrait une sommes égale à /• . I
La probabilité d'une valeur de k est proportionnelle à j
En désignant la somme des carrés des erreurs par Sj, on peut
la représenter par
On déterminera G par la condition
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<(iii exprime que la probahililé pour que /. soil compris cnlrc o el oc est égale à l'unité. Ou a
par conséquent,
La probabilité d'une valeur /. du paramètre est
La valeur probable de /r est la somme des produits obtenus en multipliant chaque valeur de /.■ par la probabilité qui lui correspond
— —^ / k'^^^e-^'-''- dh = = ^
qui se réduit à
Si l'on suppose 11 très grand, en remplaçant la fonction y {x) j)ar sa valeur approchée
on trouvera
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Il*'
V/ I><^ut, n ôlanl Irrs grand, clro remplace' par liiniu''
ni
et, en siipprlinanl le facleiir coniimin c - -, on pcul écrire
Le produit e ' ( ih ) a pour limite l'unité, cL l'on voit ai
sémcnl que, pour de grandes valeurs de /i, le rapport
a i^our limite — r-'
La formule nouvelle est donc d'accord avec celles rpii donnent
I _ So
lorsque n devient très grand.
lo6. La loi de probabilité étant admise, on peut chercher à l'avance la probabilité d'une combinaison quelconque des résultats des mesures. La valeur moyenne de la quantité calculée, si le nombre des mesures devient grand, différera peu de sa valeur probable.
Nous résoudrons quelques problèmes dont les solutions, remarquables par leur simplicité, permettent d'élégantes vérifications.
Si, après avoir fait un grand nombre d'observations, on les groupe deux par deux en chargeant le hasard de les associer, et (pie, dans chaque groupe, on choisisse la plus grande des deux erreurs, la valeur probable de cette erreur peut se calculer : elle est le produit par \J:>. de la valeur probable d'une erreur prise au hasard. La probabilité pour cpic, sur deux erreurs prises au hasard,
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l'une soiL cuinpiisc entre z el zdz cL laulre plus pelitc (juf
z est
1.0 premier facteur est, en ed'et, la probabilité pour (pie l'erreur, positive ou négative, soit comprise entre :; et :; -f- </j; le second, la probabilité pour qne la seconde erreur soit plus petite (pio ;. On multiplie par >,, parce que Tune ou l'autre des erreurs cherchées peut être la plus grande et égale à z.
La valeur probable de z s'obtiendra en multipliant la |)r()babilité par :: et faisant la somme pour toutes les valeurs de :;
En intégrant par parties et remarcpianl que le terme intégré disparaît aux deux limites, cette expression devient
^tJo
e-^^'^*dz
\/t^ Jo k y/iî
c'est le produit par y 2 de la valeur probable d'une erreur.
La valeur probable d'une grandeur quelconque différant peu, sur un grand nombre d'épreuves, de la movennc arithmétique des valeurs fournies par le hasard, l'application de ce théorème à une série de mesures d'une grandeur connue donnera et a donné à plusieurs reprises une vérification des formules.
157. Le théorème précédent, remarqué expérimentalement par M. le commandant Delaunej, peut s'obtenir plus directement.
ooient .r, el jc^ deux mesures prises successivement,
peut être considéré comme une mesure.
En nommant e\ et Co les erreurs commises sur c, et t'o, le carré de l'erreur sur celte mesure nouvelle sera
(m) eî-f-e|-^2e,ea
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La valeur probable «Je CfCn est nulle, puisque les valeurs positives de Ci et de c^ ont même probabilité que les valeurs négatives. La valeur pi-obnble de (iq) est donc
c'est précist-nicnl la \aleur j)robable du carre de l'erreur pour un système de mesures dans lequel le paramètre caractéristique />• serait remplacé par /> y a.
La valeur probable de l'erreur commise sur ' ' - est donc
, /- / • Mais cette erreur peut être la somme ou la diflerence des A- /2 yT *
deux erreurs commises sur x, et Xo : la somme, si ces erreurs sont de même signe; la diflerence, si elles sont de signes contraires. Les deux suppositions ont chacune pour probabilité ^; on a donc, en nommant G et P la valeur probable de la plus grande et celle de la plus petite des deux,
c'est-à-dire
par conséquent.
k\/TZ
s/i k v/it
158. On peut, en chargeant le hasard de grouper les erreurs deux à deux comme dans le calcul précédent, calculer la valeur probable du carré de la plus grande.
L'expression de cette valeur, obtenue par un raisonnement tout semblable, est
y'TT i/o J^ \T^
'dz.
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l'^n inlégrani par parlics, laisaiil j)i)ilcr riiilrfjjralioii sur ze~'' ~'dz et reniarquaiil (|iic le terme ifité<;r<' disparaît aux limites, cette expression devient
^-A[';\/- éiant la dilléi eiilitile de lintégrale pai- laquelle il est niulliplié dans le premier terme. On a
on a aussi
et la valeur probable du carré de la plus grande erreur est
139. On peut grouper les erreurs trois par trois, en chargeant le hasard de les associer, et chercher la valeur probable du carré de la plus grande des trois.
Un raisonnement identique aux précédents donne pour celte valeur probable
e-f^'-'-'-dz \ .
Intégrons par parties , en faisant porter rintégration sur ze~'^'^' dz\ en posant, pour simplifier l'écriture,
e-k'-'-^dz = 13 (s),
et n'écrivant pas le terme intégré, qui s'annule aux deux limites, nous aurons
( 20 ) — / e-*'-'c7( z )- dz -^ I e-* - z m J i ra i - ) a- ,
— — / e-f^ •■ TniZ)-dz-^. /
202 CALCUL DES PROD VlilLlTÉS.
mais on a
/ zw{z)T!3\z)e^'~'-dzr-. e-î*'-'-tn(;:) --^ / j-p-Bj'(5)rfc
— I — —.— — az — — — - •
La subslilulion de ces résultats clans l'expression {.io) donne, |»our la valeur probable cherchée,
160. Dans toutes les formules précédentes, que les observalions soient faites ou projetées seulement, ce sont les erreurs véritables qui sont introduites.
11 arrivera très souvent (dans l'immense majorité des cas, on peut le dire) que, la grandeur étant déterminée par les observations seulement, les erreurs, évaluées par la diirérence de chaque ] mesure avec la movennc, différeront des erreurs véritables qui restent inconnues.
En remplaçant l'erreur véritable par l'erreur présumée, on obtiendra une valeur approchée de la constante /". On a proposé, dans ce cas, des règles de correction fort simples, dont la démonstration, malheureusement, peut laisser des doutes.
Le problème est celui-ci :
X,, Xo. . . . , jr„ étant les mesures successivement prises d'une grandeur X, si l'on adopte la valeur
x^-^- Xf
l'erreur probable est d'autant moindie que n est plus grand, pourvu que l'on ail pu, comme nous le suj)posons toujours dans ce Chapitre, écarter les erreurs constantes.
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La fininiilc
/ , «î -+-el-f.. .-
^ef, 1
~ .iAî
sera remplacée par
^ ^\ -Xt)i-^(\-Xty^.
■xkr
Celle valeur de -.- n'est pas, je n'ose pas dire exacte il ne
faut espérer dans aucun cas ([u'ellc le solli, mais conforme à la formule cpi'on voudrail appliquer.
La formule (•^^) donnera -.- toujours plus petit que — .- déduit de ('21 ). La correction la plus plausible consiste, nous allons
le montrer, à multiplier la formule {'2.'2. ) par ; ce qui, lorsque
n est grand, en changera très peu la valeur.
L'expression (22) proposée pour représenter — ,— peut être
transformée par l'introductioa de l'erreur E commise en adoptant la jnovcnnc X pour valeur de la grandeur mesurée.
Les (liflcrences X — "C( , X — X2, . . . , X — x„ sont rigoureusement égales aux différences E — ^1, E — t'o. . . • , E — e„, et la formule (22 ) peut s'écrire
(E - eiY-^ ( E - €2)^ ^. . .- (E — enY ,
n identique à
g| — e| ^. ■ ■— e;î , /<E-^— ?.E(e| - eo-r- . . .— e„) (■li) - — - — — -\ ,
mais E, étant l'erreur commise sur la moyenne, est égale à la moyenne des erreurs, et la somme ^'i H- ('o-^- • • • + ''« est égale à nE^ l'expression (22J se réduit donc à
, ,s I ^ 1 "^ ^ 2 • • ■ ^'t Tr-2 ^"^ ^A-l = n ^'
Le premier terme représente la valeur de - ,, telle (pie la for-
imilei:>i ) doit la donner. Celle valeur csl diminuée de K-; par consé(juenl, k'^ csl |dns p^rand que A-, el la subslilulion des erreurs présumées aux erreurs vérilables, en accroissant la valeur
de /.-, conduit À nltiihiicr aux ohservalions une pri-cision j)jus grande cpi'il ne laut.
On a exaclcmenl
_ ei-+- ej — ...-!- Cn .
par conséquent,
Les erreurs e,, ef sont les unes positives, les autres négatives, et, les mesures n'exposant, c'est l'hvpolhèse, à aucune erreur constante, la valeur probable du produit eiCi est nulle. On se permet pour cette raison de supprimer le second terme de la formule (^o). 11 peut en résulter une erreur notable: une grandeur dont la valeur jirobable est petite est certainement petite elle-même, quand elle est essentiellement positive; mais, quand elle peut, comme ici, changer de signe, la valeur probable étant nulle, cela prouve seulement que les valeurs positives ont même probabilité que les négatives. Elles peuvent être fort grandes. Quoi qu'il en soit, les observateurs, sur le conseil et à l'exemple
de Gauss, suppriment le second terme de (aS) et —p devient
on conseille, en conséquence, pour calculer — -> de diviser la
somme des carrés des erreurs présumées par n — i et non par /?, dénominateur prescrit pour la somme des carrés des erreurs réelles.
IGl. La formule précédente prend, dans un cas plus général, une forme différente, très élégante et très souvent appliquée. Soient X,, X2, . . • , Xp, p grandeurs de même espèce mesurées
ciiAp. viii. — i.di nies Kiw.r.ins d (>BSi:nv\Tio,>'. ?.oj
par les mêmes procédés, avec le inrine instrument et les mêmes chances d'erreur. Cliaqiie mesure a éti- r('|)ro(liiilc pltisic-urs fois : la première, /?, fois; la deuxième, n ^ fois. .. ; lii dernière, n p fois, les erreurs successivement commises étant <'\, e'.,^ . . . , e„ pour la première mesure; e\, <•".,, . . . , )\^ pour la deuxième; c\^\ cl' , . . ., c'f^ pour la deniièie. La formule ('-i), évidemment applicable, donnera
•>.k'^ rii-^ riî-^ . . .- rip
Supposons que, les valeurs véritables des grandeurs mesurées restant inconnues, on remplace chacune d'elles par la moyenne des résultats obtenus en la mesurant. Si E'" est rerrcur ainsi commise sur l'une d'elles, les erreurs apparentes seront
(E'-eV), (E'-a), ..., {Ey-^e<J^),
et la substitution de ces erreurs apparentes aux erreurs véritables remplacera, comme on l'a vu (160), la formule (26) par^
1K^ «I -t- «2 — ...-i-rt/,
Mais e',, e.,, ..., e^ étant les erreurs commises dans la mesure d'une même grandeur et le paramètre de précision étant /., on a approximativement
La même réduction peut se faire pour les fractions relatives aux autres grandeurs, et la formule (^2-) devient
j ^Tk^- f (^^P \
-ik-^ I\ '~ ■ik-^\ N j'
N désignant le nombre total /i, -r /'u -r • • • + ^z» des mesures prises.
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l.ïi formule conscillrc dans ce cas est, d'après cela,
2 (X| — Xi)- clanl la somme des carrés de loules les erreurs prcsiimcps et N — p l'excès du nombre lolal des mesures sur le nombre des i;randeurs mesurées.
Si les erreurs récilemenl comuiises étaient connues, il laudrait diviser la somme de leurs carrés par !V et non par N — p.
La démonstration suppose, malheureusement, (pie l'on puisse regarder comme nulle la somme des produits des erreurs considérées deux à deux.
162. Les erreurs C), e.:>, .... e,i étant approximativement connues dans chaque application de la méthode, on pourra, dans chaque cas, vérifier approximativement aussi l'exactitude de l'hjpothèse faite en supprimant le terme -C/C/.
Cette vérification, si n est grand, entraînerait, il est vrai, des calculs hors de proportion avec l'importance du résultat.
Il est digne de remarque que, dans l'expression
leiCr,
dont les termes, les uns positifs, les autres négatifs, ont tous, a priori, si on les considère isolément, même valeur probable, le nombre des termes négatifs doit, le j)lus souvent, l'emporter sur celui des termes positifs.
Soit ■>.<j. le nombre des épreuves. Le cas le plus j)robable est celui où, parmi les erreurs, il s'en trouverait u positives et ijl négatives; le nombre des produits <?,<?<> dont le signe est négatif se trouve alors égal à ijl- et le nombre des produits positifs est jj.([j. — i). La différence est ix. C'est une raison, dans ce cas, si l'on ne sait rien de plus, pour présumer que cette somme arbitrairement négligée sera négative.
Si l'on nomme jx — a le nombre des erreurs positives et \i. -\- x celui des erreurs négatives, le nombre des produits <?<f|V obtenus
<ii\i'. \irr. — LOI DKS KRUKuns I) onsK.nv \Ti().\. '-(oj
(Il imiltipliiinl une erreur positive p;ii' une erreur in-f^alivc sera
|ji* - a^ ; (••'lui des produits positifs est
- ( rjL T- a ■) i' [x -+- a — I ) -i — (' a — a ) u — 2 — i 1 — u* — a* — a.
Le nombre des produits ii»'gali("s sera le plus j^Maiid, si l'on a
nT- < |JL — a2,
Lii j)r()l),il)ilii(' |)our (|u Une erreur soit positive est ^; par conséquent, la probabilité pour que, sur 2|j. erreurs prises au hasard. V/'Corf, difTérence entre le nombre des erreurs positives et le
nombre le plus probable a, soit plus petit que 1 - est (65)
J^ V 2 e-''dt = 0,68.
La probabilité pour que le nombre des produits négatifs l'emporte sur celui des produits positifs est donc plus grande que |.
La formule
caractérise la précision dun système de mesures dans lesquelles une grandeur a été successivement trouvée égale à x,^ jto, • • • . ^«. On peut lui donner une forme plus élégante et plus commode. Xi et Xi' étant deux quelconques des n mesures, l'expression est identiquement égale à
(29) -Zixi^xrr-.
Les deux formules (28) et (29) sont composées des mêmes termes.
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On a. iiloiiliqiiomcnt aussi,
La valeur de — , . fsl donc donnée par la diinTcncc entre la nioycnnc des carrés des mesures prises el le carré de leur moyenne. Si loules les mesures sont égales, Texpression se réduit à zéro. La précision doit être supposée infinie.
IGi. Lorsquttn a pris plusieurs mesures d'une même grandeur, calculé la moyenne, déterminé la valeur de la constanle spécifique k, cette constante A* est souvent nommée \îi précision et A- \e poids de cliatpie observation.
Il importe d'expliquer ces locutions.
La précision d'une mesure est dite a fois plus grande que celle d'une autre mesure, lorsque la probabilité d'une erreur comprise entre ;; et ^ -r dz pour une mesure du premier système est la même que celle d'une erreur comprise entre a:; et y.(z -\- dz) pour le second. Si, par exemple, les erreurs commises sur les minutes, en mesurant un angle, ont mêmes proliabilités que les erreurs sur les secondes commises en se servant d'un autre instrument, la précision du second système de mesures est dite Go fois plus grande que celle du premier.
Le poids d'une observation est dit [i fois plus grand que celui d'une autre observation, lorsque les conséquences que l'on peut déduire sur la valeur de la grandeur mesurée par une observation du premier système équivalent à celles que l'on peut déduire de ^ observations du second système donnant toutes le même résultat.
Si ^ n'est pas entier et qu'il soit égal à une fraction — > il faudra que m observations concordantes du premier système puissent être remplacées par n observations identiques du second.
Le système d'observations qui donne à l'erreur ; une probabilité proportionnelle à
(IIAP. VIII. — r LOI DF.S KIIUKIKS il OIISKII V AT lO N . f.iU)
aura A pour précision et A- pour poids, si l'on prend pour unités la précision et le poids d'une observation d'un système dans lequel la prohaljilité d'une erreur z serait proportionnelle à e~'''.
La piuhaljililc il'une erreur eomjiiise entre z et :■ -\- Jz étant, en eflct, supposée égale à
en remplaçant z [)ar/.;, la prtjbabililé dune erreur comprise entre /, z et /. :: -^ kdz sera
—= e '"■ ~ dz ;
cest précisément celle d'une erreur comprise entre c et :; -|- dz dans le premier système.
Si l'on suppose A- = — , la probabilité d'une erreur ;; étant proportionnelle à
celle de m erreurs égales à z, commises dans ni observations successives, sera proportionnelle %
La probabilité de n erreurs égales à ^, commises dans n observations successives faites dans le second sjstème de mesures, sera proportionnelle à
Les probabilités des deux systèmes d'erreurs sont donc proportionnelles et par conséquent égales pour toutes valeurs de z^ si
l'on a
nk- = ni ;
par conséquent,
Le poids du premier système d'observations, celui du second étant pris pour unitc, est donc égal a — > c est-a-dire a A-. B. i4
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lOri. Il est Inléressnnl de roinarquor que, si la loi df prohabililc n'avait pas une forme toute spéciale, les mois poids el précision, dont les physiciens font souvent usage, ne pourraient pas avoir de sens exact et précis.
Supposons deux systèmes d'observations. Soient, dans le premier, '■:>[z)dz la probabilité pour que l'erreur commise soit comprise entre r- et z-fdz et >)j{z)dz la probabilité d'une même erreur dans le second sjslèmc. Pour que le rapport des précisions
soit //, il faut et il suffit (pie le rapport ' , ^ soit constant, et
pour ipie le rapport des poids d'une observation dans les deux systèmes soit égal à /. , il faut que le rapport
soit constant.
Pour que le système caractérisé par la fonction o(^) donne, par rapport à un autre système quel qu'il soit, caractérisé par '}(-), un poids déterminé et une précision définie, il faut que le rapport
o(hz)
soit indépendant de z.
Posons donc
(3o) o{hz)^Go{z)'<,
G étant indépendant de ^, et déterminons les formes possibles de la fonction '^{z).
On peut remplacer l'équation (3o) par
lo(hz) = IG — Alt^{z)
et aussi, eu prenant les dérivées, par
ho'(/iz) _ /co'(z) o{hz) ? ( - )
En posant
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la fonction I'' csl (léliiiic pai- la condition
>. rcprcsentant le lajiporl •
Soit A — h\^.
On aura
(3i) F(hz)=:2 hv-Viz).
La fonction F est donc uiultiplice [)ar //'.'• quand la variable est multipliée par//. On apçrçoit la solution
F(z)= Uz\>-, II étant une constante; on en déduit
ïj^ =Fr-. = Il3!X,
loiz):^ il — hC,
'^(z) devant rester invariable quand on change ; en — ^, l'exposant y. -+- I doit être pair.
Le cas de ;j. = i correspond à la loi de Gauss.
On a dans ce cas
Le poids /," est le carré de la précision /t. L'équation (3i) n'adinel pas d'autres solutions; mais la démonstration, d'ailleurs facile, est sans intérêt pour le Calcul des Probabilités.
166. Entre plusieurs mesures d une même grandeur, celles qui s'écartent le plus de la moyenne sont prt'-sumées avec raison, presque avec certitude, être moins bonnes que les autres : 11 semble naturel de les écarter.
La question est délicate. Les observateurs ne se permettent une telle suppression qu'après avoir reconnu une cause vraisem-
212 cvn.iL i)i,s i'ii(»iuitii.rn.s.
blable t'I inlrinsrque à riiifériorilé de la mesure suspecte. On croirait iiiaïujucr à la sincérité due en omettant une mesure, d'ailleurs irréprochable, par cela seul qu'elle s'écarte du résultat présumé.
Il est incontestable que, si l'on est certain d'avoir opéré de la même manière et avec le même soin, toutes les observations ont le même droit à exercer leur influence sur la moyenne adoptée. Mais si l'on opérait toujours de la même nidiiicre, on oblicndrail toujours le même résultat.
L'assimilation des erreurs fortuites à des tirages au sort dans une urne composée de manière à donner à chaque erreur la probabilité qui lui convient est une fiction, non une réalité. Si l'urne existait et qu'elle iVit composée avec une perfection infinie, s'il arrivait qu'une série de tirages faits dans les conditions normales démentissent l'ensemble des autres, il faudrait les conserver assurément. Mais si celui qui tirait les boules vient déclarer qu'il a négligé de les agiter, peut-être aussi de plonger la main dans les parties inféi'ieures; s'il a pris et l'emis sa boule toujours à la surface, les tirages ainsi faits seront à rejeter. Ils le seront également si, le tireur n'avouant pas sa négligence, on le soupçonne d'être peu soigneux; peut-être aussi, la question est délicate je le répète, si la seule raison de le soupçonner est l'écart ol)serv('- (juand il a tiré les boules.
Cherchons les conséquences de l'abandon des mesures présumées les moins bonnes.
La question se pose de la manière suivante :
On a pris n mesures d'une même grandeur; tout semble régulier, la moyenne est obtenue; la constante caractéristique A", déduite de toutes les observations, a une valeur très grande; aucun indice n'éveille la défiance. On est en droit de regarder comme très probable la valeur de la moyenne; comme très probable aussi la valeur obtenue pour k. La probabilité d'une erreur z est regardée avec confiance comme égale à
-— e '' - dz.
cii\i'. \iii. — loi DIS r.i!i!i:rns d ouskun a ri(t\. 21.)
Dans CCS conditions, je calcule rerreiir )., tcllt- (|iie la probah'lilé pour fju'iine errour soit inférieure à A ait une valeur/) arbitrairement choisie. 11 suffit de résoudre l'é-quation
/. étant ainsi délenniné, je supprime parmi les /i observations celles dont la difTérence avec la moyenne est plus grande que ). ; il en restciii ///> à jxmi j)rès, dont une nioilic- environ sera plus grande, raulre moitié plus petite que la moyenne. On recommencera les calculs en considérant ces observations comme les seules.
Supposons, pour justifier la hardiesse de ce parti, que, dans le laboratoire où les mesures sont prises, se trouve un surveillant d'une rare habileté qui, sans observer lui-même, suive des yeux les observateurs, et qui, très au courant des méthodes, très instruit des détails relatifs à chaque instrument, des erreurs de division, des inégalités des pas de vis, des petites imperfections des poids, de l'induence de la température, etc., déclare, après chaque mesure, son opinion en un seul mot : bien ou mal.
Personne ne contestera que, si ce surveillant est, comme nous l'avons supposé, très habile, la suppression des mesures qu'il a condamnées accroîtrait d'aulanl plus la confiance qu'il en aurait écarté davantage.
Quoi qu'il en soit, acceptant le principe, nous remplacerons les observations x, , .r.>. . . . , x,i par i',, lo, • . . , J'w, ni difl'érant peu de np. Si ces /n observations sont données à un calculateur soigneux, il n'aura pas besoin d'en connaître l'origine pour les déclarer suspectes. Le rapport de la moyenne du carré des erreurs
au carré de la moyenne pourra différer beaucoup de — (149).
Pour aucune valeur de /.', les erreurs des observations maintenues ne s'accorderont avec la formule
Le calculateur prévenu renoncera à la formule et prendra la
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moyenne
|>our représenter la grandeur inconnue.
Soient ci, C2, . . ., £« les erreurs successives. La valeur du carré de l'erreur commise sur la moyenne sera
/Sl -^ £o-i-. . .-f- t,„ \ ■
Négligeons s/c/, dont la valeur probable esl nulle. La valeur probable du carré de l'erreur moyenne s'obtiendra en divisant par m la moyenne
peu différente, très probablement, de la valeur probable du carré des erreurs maintenues.
Cette moyenne sera plus petite évidemment qu'avant la suppression des observations rejetées; mais il faudra, pour obtenir le carré de l'erreur probable, la diviser par /;/, et la Traction qu'elle remplace devait être divisée par n.
La valeur probable du carré z- d'une erreur plus petite que h est, lorsque les autres ont été écartées,
(33) -^ Ç'z^e-'^^-'dz.
p \/-Jq
Le nombre des erreurs ayant été multiplié par la fraction/?, la probabilité de chacune d'elles, dans l'intervalle où elles sont commises, est divisée par p. Le numérateur de la fraction qui représente la probabilité reste le même, en effet, et le dénominateur-, nombre des erreurs commises, est multiplié par p. En intégrant par parties, l'expression (33) devient
c'est-à-dire, d'après l'équation (32) qui définit A,
Aie-'''-''- I I / f. kl €-'-'■'>■''
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Kn divisant par />?, ('-gai approximalivcmcnl à ///', on a, pour représenter le carré de l'erreur à craindre,
en posant, selon la notation hahiluelle,
(■)(A a) est, par définition, égal à />, et la valeur probable du carré de Terreur devient
La fonction
est nulle pour ^ = o ; elle augmente avec t et devient égale à Tunité pour une valeur infinie de /.
Voici quelques-unes de ses valeurs :
0,40 o,-2ir,
Le multiplicateur de — 77,' évalué approxiniativenicnl , peut
diminuer sans limite. On ne doit pas oublier que, pour appliquer la formule, il faut que les observations conservées, de même que les observations faites, soient en grand nombre.
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107. La loi de probabililr des erreurs donl rcxactiludc a élé Nt-rilléc expérinieiilaleinenl en quelque sorte (1 i5) permet de prévoir, lorsque les épreuves soiil nombreuses, tous les détails relatifs à la série des erreurs commises.
Nous donnerons un dernier exemple en cherchant la valeur probable de la plus petite des erreurs commises dans un grand nombre de mesures successives.
Soit c la plus petite des erreurs commises sur n mesures. La probabilitt- pour qu'une erreur désignée soit égale à :; et soit la plus petite de toutes est
Le premier facteur exprime la probabilité pour que l'erreur soit z\ le second, pour que toutes les autres soient plus grandes que z. Chacune des n mesures pouvant produire cette erreur minima, il faut multiplier l'expression par n\ puis, pour avoir la valeur probable de l'erreur z dont elle représente la probabilité, il faut multiplier par c et intégrer entre o et x.
La valeur probable de la plus petite des n erreurs est donc
,34, ?"i- r .e-^-^'d, ( ,- ii f.-".V.y".
Intégrons par parties, en faisant porter l'intégration sur le facteur qui multiplie g, dont l'intégrale est
/tï V 'o
e-k'-z--dz
et, en remarquant que le terme intégré est nul aux deux limites, l'expression (34) devient
Lorsque :; est petit, '~ j e~''''~\lz dillère peu de /> r-, et, lorsque
cn\p. virr. — loi dks f.iihkius h ohskh v \tio\ . '.>. i ^
:; cesse d'être petit, la puissance n placée sous le signe d'intégration est négligeable. On peut donc, en dé-signnnl p;ii- ). une valeur arbitraire de z, remplacer (34') par
( 1 - - kz)" dz -^ r fi — (i - /■ ).)"+' 1.
n (Hanl grand et A n'étant pas très j)elil, le second terme de la parenthèse est négligeable, et la valeur probable approchée de la plus pelile erreur est
1G8. Si l'on calcule par une méthode semldable la valeur probal)l(> de la seconde des erreurs classées par ordre de grandeur, on la trouve double de la plus petite; la troisième est triple, et ainsi de suite, tant que les formules d'approximation sont applicables. Il peut sembler étrange que, en classant les erreurs par ordre de grandeur absolue, la valeur probable de la seconde ne soit pas égale à celle de la première. Tout est symétrique, en effet, entre les erreurs positives et les erreurs négatives. Pourquoi la valeur probable de la plus petite erreur négative diffère-t-elle de celle de la plus petite erreur positive?
Elle n'en diffère pas.
La singularité apparente provient d'une confusion qui s'établit entre la valeur probable d'une grandeur et la valeur qu'il est probable de lui voir prendre.
Pierre et Paul doivent se partager un héritage. On sait que l'une des parts, on ignore laquelle, sera doul)le de l'autre.
Les deux parts ont même valeur probable, égale pour chacune à la moitié de la somme totale.
La valeur probable de la plus grande part est double de la valeur probable de la plus petite.
La valeur probable , de la plus petite erreur est
plus petite que la valeur probable de l'erreur commise sur la movenne.
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La valeur piobal)le du carré de l'erreur commise sur la moyenne
ej-4- «î-f-. . .-+- e„ n
égale à la valeur probable de
c?-r-e;-4-...-4-gg esl, en eirct,
Le carré île Terreur commise sur la moyenne étant de même
ordre que -, celle de l'erreur est de l'ordre — nj beaucoup plus ^'^ ^n
grande par conséquent que la valeur probable des plus petites erreurs.
On accroîtrait beaucoup la précision d'une mesure si l'on pouvait découvrir les évaluations les meilleures et les adopter de préférence à la moyenne générale; il en serait de même si l'on pouvait prendre la moyenne des observations les meilleures. Elles sont malheureusement confondues avec les autres sans que rien les décèle avec certitude.
170. La règle acceptée comme postulatum prescrit, entre j)lusieurs mesures d'une môme grandeur, d'adopter la moyenne. Cette règle suppose deux hypothèses : la première, que nous avons faite constamment dans l'étude de la théorie des erreurs, est l'absence de toute erreur constante; la seconde, que toutes les observations méritent la même confiance et qu'elles aient été faites, par exemple, par le même observateur, suivant la même méthode, avec le même instrument.
Lorsque cette seconde condition n'est pas remplie, il faut apprécier ces valeurs relatives.
Supposons que les constantes caractéristiques de chaque système de mesures soient connues : soient /r(, /.•., . . . , Â„ ces constantes, les poids des observations sont /.^', /.;;. . ■ . , A'^.
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Supposons f|iir l'on ail y., incsiirt-s prises dans le prrniicr syslènie, aj dans le dcuxirnu;, . . . , a„ dans le /?'""".
luunenons tonlcs ces mesures à d'autres doiil le p(»ids soit runit(' et suj)j)osons cette unité choisie de telle sorte que /j, /,'-,, . • ., />f, soient des nombres entiers.
(iliaque mesure de poids A'j sera remplacée par le système écjuivalenl de kj mesures ayant chacune un poids égal à l'unité. Toutes les valeurs mises en présence ayant ainsi même poids, il suffira de prendre la moyenne. a„ désignant le nond)re des mesures de poids k'j^ et .r, la moyenne de ces mesures, on ohlieudra ainsi la valeur
. g, Af X, -i- :e. /cl a-, -t- ... -H z,, fij^Xg _
«lA-î-haîA-i -4-...-4-a„A-â
On peut énoncer ce résultat en disant que chaque mesure est miilli[)liéc par le poids de l'observation correspondante et que la somme des produits est divisée par la somme des multiplicateurs.
Le poids de la valeur (35) est
a,Af -T- 72/cl-r-. . . — z,ikl.
La moyenne entre plusieurs observations équivaut à une observation unique ayant pour poids la somme des poids des observations partielles.
17 j. Il arrive quelquefois que, pour mesurer une grandeur, on
la partage en plusieurs parties «, , a^ o„\ on mesure chacune
d'elles et l'on fait la somme.
Supposons que toutes ces mesures aient le même poids /•"-.
Quel est le poids de la somme r/, -r ^^/j -h . . . -r- r/„?
Soient c), cj, ..., £„ les erreurs, inconnues bien entendu, commises sur chacune des mesures; l'erreur sur la somme est
on a
(^ cj -r- co -T- . . . -T- i,j ;•' — - s. 1 -^ --t-l •
Cherchons la valeur probable des deux membres. Celle des pro-
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duits tels que s/s,- est nulle, juiisquc les erreurs positives ont, par hypothèse, même probabililL- que les erreurs négatives.
Les valeurs probables des termes tels que sf sont égales (li!^) à
— r; et. par conséquent, puisqu'il v a /< termes, la valeur probable
du carré de leircur commise est
Si la probabilité d'une erreur :; commise sur la somme était représentée par
la valeur probable du carré d'une erreur serait
Si donc nous posons
âl^ ^ 2/?2
/,"' est la précision d'une mesure qui donnerait au carré de l'erreur commise même valeur probable que la somme étudiée.
La confiance méritée par la moyenne de n mesures est inversement proportionnelle à y//i.
17!2. L'armée française, pendant l'expédition d'Egypte, youbit déterminer la hauteur de la pyramide de Chéopç. Les assises successives, formant pour ainsi dire les ?o3 marches d'un gigantesque escalier par lequel on s'élève au sommet, furent mesurées successivement par les soldats du Génie. L'erreur commise 2o3 fois, disait-on, sera multipliée par 2o3. L'erreur à craindre, répondit Fourier, est multipliée par i4, racine carrée de 2o3. On ignore sur quels principes l'illustre savant faisait reposer cette règle, que personne avan t lui n'avait proposée.
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173. Je terminerai ce Chapitre par rexaiiicii (runc question très délicate. On a j)ris plusieurs mesures d'une mciiic grandeur j'f, X.,, ..., j-„', elles ne s'accordent j)as. Une formule d('montrée (1G3) fait connaître i'évaluMlion de la prt'cision des observalions, déduite de la somme des carrés des dillérences entre les valeurs obtenues ou, ce qui revient au même, de l'excès de la movcnne de la somme des carrés sur le carré de la movenne. 11 faut appiitpicr cette règle avec beaucoup de prudence; elle suppose, en ellet, que le mérite des nbsersalioiis soit, n priori, inconnu et (juc la discordance qu'elles présentent soit le seul indice dont on dispose pour leur appréciation.
11 en sera très rarement ainsi. Si les observations sont faites par un observateur habile avec un instrument excclleui. elles méritent plus de confiance, lors même qu'elles s'accorderaient moins, que des observations plus concordantes d'un observateur médiocre. Il n'est pas admissible, par exemple, qu'en détachant sur les registres de Bcssel quelques observations d'une même étoile on prétende en déduire une appréciation de son habileté et du mérite de son instrument.
La constante désignée par / , prise pour inconnue dans les formules trouvées (163), est souvent assez bien connue à l'avance pour que des renseignements nouveaux n'autorisent pas à en changer la valeur.
Le problème alors devient très différent.
La constante qui caractérise la précision du système d'observations étant connue, quelle doit être l'inlluence de l'accord plus ou moins grand des mesures sur la conliance méritée par la movenne?
Si, par exemple, on a mesuré les trois angles d'un triangle indépendamment les uns des autres, leur somme se trouvant exactement égale à deux droits, faut-il, pour cette raison, accorder plus de confiance aux mesures que si la somme avait surpassé de 0,20 la valeur qu'elle doit avoir?
La réponse doit varier suivant les cas. Si l'observateur est inconnu aussi bien que l'instrument, on devra applicpier la for-
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mille trouvée (163), cl la concordance des niesuies délerniinera la précision présumée des observations.
Si la constante appelée A- est assez bien connue, a priori, |)()ur qu'on écarte l'idée d'en changer la \alcur, la concordance des observations ne doit pas accroître la conlîance qu'elles ins|>irenl.
La conclusion semble inacceptable.
Si les observations sont discordantes, si leurs dillérences dépassent l'erreur |)robable de llnslrinnenl , peut-on leur accorder autant de confiance qu'avant cet indice défavorable?
Si un observateur, quelle que soit son habileté reconnue, donne ilu même ani;le trois mesures très diflcrentes, on n'écliaj)pera j)as à l'idée que, ce jour-là, soit fatigue, soll oubli d'une précaution nécessaire, il a moins bien observé que de coutume. C'est sur cette conviction que repose la défiance éveillée par le résultat, et c'est elle, précisément, que nous écartons dans l'énoncé du problème.
L'application du Calcul des probabilités à l'élude des erreurs d'observation repose sur une fiction dont il ne faudrait pas faire une réalité. Les erreurs sont supposées tirées au sort dans une urne dont la composition est définie par la loi de probabilité acceptée.
Si l'observateur est malade, si l'on a dérangé les fils de sa lunette, exposé à l'humidité les poids de sa balance, changé son tliermomèlrc habituel, il fait, ce jour-là, le tirage dans une autre urne, les résultats échappent à toute théorie.
Nous écartons, dans le calcul suivant, toutes les suppositions de ce genre. L'observateur s'est appliqué comme de coutume, son instrument est en bon état, les erreurs sont soumises aux chances habituelles; la constante le est connue cl ne peut être changée par le succès de quelques observations nouvelles.
Il faut admettre, en outre, pour que les hvpothèses n'impliquent pas conlradiclion, que les écarts n'aient rien d'exceptionnel.
174. Le calcul, lorsque ces réserves sont légitimes, justifie les conclusions qui précèdent.
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Supposons que n mesures d'une même {grandeur aient été prises. Soient >',,ro, ...,_)'// les erreurs commises successivement. Chacune d'elles est inconnue, bien entendu.
La probabilité d une erreur comprise entre :; et z-\-flz ('tant, pour l'observation de ranj; /,
-— e *' - dz, /-
et les valeurs de /./ étant connues, la j)robabililé du concours des erreurs supposées sera
(36) 'iAhl^é-'^\y\-'^\y\--.-ny\ dy,<ly,.. .dj,,.
Soit c la moyenne des diverses mesures, prise en ayant égard à l'erreur probable de chacune d'elles, c'est-à-dire (171) en attribuant à chaque détermination de la même grandeur un poids inversement proportionnel à la valeur probable du carré de l'erreur.
On aura (3;)
Posons
J2 = s -+- an,
et substituons dans l'expression de la probabilité (36), considérée comme un élément d'intégrale multiple, les variables ;: , a,, aj y.i,_f à r,, ) 2, - • • , Xn] ^n n'est pas une variable indépendante, car on a identiquement
k 7 ai -i- Ai a, -i- ... -f- /cf, a„ = o.
L'élément
dyi dr2 ■ . . dvn
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doit être remplacé, comme on sail, par le produit
étant le déterminant fonctionnel des variables j, , j'o, rapport à celles qu'on leur substitue.
Ce déterminant est
y II p*"'
-Ai
AS
kl
les dérivées de ,3 + a,, qui forment la dernière ligne étant déduites de la relation (37).
Le déterminant est égal à
kl
kl La probabilité (30) peut donc être remplacée par
/ kikt...k„ ^^.^^i^^..^. . .^k'-)^,,' ^i+k-::t\+- ■+kj^%},\ 'i »... -
[ X j^ ( k{ -^ k\ -^ . ..— kl).
Le terme du premier degré en r, dans l'exposant de <?, disparaît de l'expression (38), à cause de la relation (37).
Lorsque a,, a^, ..., a,<_, sont donnés, la probabilité est de la forme (39) Ge-(*î+'^;-+--^*-V-'û?z,
et comme il laul bien que, dans cette bypothèse, z ait une valeur
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comprise entre — x) et + x, l'équation
G /'"c-aî+AJ+.. .+/.•';' dz = .
lionne
P //.f-f-A-l-4-...M-AjS
La valeur probable du carré de l'erreur commise sur r, déduite de la formule (Sq), est
Indépendante des valeurs supposées connues de a,, a.., . . ., y.„.
Dans le plus grand nombre des cas, quand on entreprend une série de mesures, l'habileté de l'observateur n'est ni parfaitement connue, comme nous venons de le supposer, ni complètement inconnue, comme on l'a admis (148); ce sont deux cas extrêmes. 11 arrivera presque toujours que, toutes les valeurs de / étant possibles, elles seront, a priori, inégalement vraisemblables. Si la loi de leurs probabilités avant l'épreuve est inconnue, le problème est insoluble.
KKUEUUS DE SITUATION D'UN POINT
Sil p locus objccti alioiijus ex obscrvalione prima dc- (Inilus, (7, ;•, j, ... cjiiiideiii olijocli loca in obserTallonilius sc(|Uonllbus; siiit iixiipcr P. Q. II. S puiiUera reeiproco proporlionalia spatiis eYa;;allonu[u. pcr guie se (liiïundere possinl errorrs ox observalionibus slnifulis prodcunlcj, qu.-o danlur ex dalis crrorum limilibus; Cl ad puncta p. q, r. x, ... poslta intolligantur pondéra P, Q, R, S et inveriialur ooruni grarilalis
cenirum Z : dico punitum Z fore locum objocii, qui pro vcro ejus loco tulissiuic haberi pulcsi.
Roger Cotes.
175. Confiance de Bravais dans la loi élémenlairc de la probabilité des erreurs proposée et abandonnée par Gauss. — 17G. Conséquence dans le cas où l'erreur sur chaque coordonnée est la résultante de deux erreurs élémentaires. — 177. Formule de Bravais déduite d'un postulalum. — 178. Détermination du facteur que la démonstration laisse indéterminé. — 17!). Probabilité des écarl< dans le tir à la cible. — 180. Ellipse dans l'intérieur de laquelle il y a probii bilité donnée de voir la balle se placer. — 181. Moyenne probable des valoin de la constante. — 182, 183. Quelle est la mesure de l'habileté d'un tireur. Difficulté d'une réponse précise. — 18'i. Vérifications de la formule. — 185. Erreur à craindre sur la moyenne des valeurs de la conslanle. — 18G. Valeur probable du carré de l'erreur commise dans l'évaluation du nombre des ball<> intérieures à une certaine ellipse. — 187. Calculs relatifs à iooo balles tiréedans une même cible.
Mb. Lorsque les coordonnées d'un point sont déterminées indirectement par l'observation de grandeurs dont elles dépendent, l'erreur commise sur sa véritable place et la probabilité d'un éca? 1 donné dépendent de la loi de probabilité des erreurs commises dans les diverses mesures.
ciivp. i\. — eruei us ni; situation d un toint. a'.-
Les éludes faites sur celle (|uesllon, |»;irliciilirrcni<nl |);ir lîr.ivais dans un INIémoire remarqué, supposent une confiance absolue dans la loi proposée par Gauss sur la probajjililé des erreurs élémenlaires; la probabilité d'une erreur z est proportionnelle à '- *'-', la constante k variant seule avec la précision des mesures.
Les formules déduites de celte livpolhèse sont confirmées par les faits connus.
Bravais exprime les coordonnées du point observé en r(jnction linéaire des grandeurs mesurées; cela revient à prendre pour variables les différences entre les grandeurs mesurées et les valeurs observées, en supposant ces différences assez petites pour tpi'il soit permis d'en négliger le carré.
176. Supposons, par exemple, que, x et y étant les coordonnées d'un point inconnu dans un plan, on ait
X = \ -T au -i- /ji\ y = Y -^ a' u -t- b' V ^
X et Y étant les valeurs approchées obtenues en acceptant les mesures comme exactes et u et v les erreurs commises sur ces mesures.
La probabilité pour que l'erreur u soit comprise entre x el a -^ dx étant
et celle pour que l'erreur e soit comprise entre 3 et ^S -f- d'j,
la probabilité pour que le point dont les coordonnées sont .r et j' se trouve dans la partie du [)lan (pii correspond aux limites indiquées est
On peut, dans cet élément d'intégrale double, substituer aux
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v.iriables a cl |j les difTcrcnccs
Le produil r/a^/S, d'iiprcs la ihcorie de la Iransformalion des intégrales, sera remplace par
cixi dyi dxi dj'i ab' — ba' 7lx 'dp ~'df "dx
c{ la probabilité pour que le point soit compris dans le rectangle inliniinenl petit f/.r, f/)', prendra la forme
l'exposant de e étant la somme — /. - x- — /.'- j- exprimée en fonction de X, et de l'i .
177. La méthode peut être étendue au cas d'un nombre quelconque de variables élémentaires. On transformera, dans tous les cas, la probabilité d'un système d'erreurs mis sous la forme d'un élément d'intégrale multiple, en introduisant au nombre des variables les coordonnées du point étudié auxquelles il faudra, dans le cas général, associer d'autres variables. Ces variables, arbitrairement choisies, disparaissent à la fin du calcul; mais les transformations intermédiaires sont fort compliquées.
On obtient très simplement le même résultat en acceptant un postulatum équivalent à celui de Gauss (138), énoncé par Cotes, en 1709, et employé ingénieusement par ^I. Schols pour démontrer le théorème de Bravais.
Si plusieurs positions d'un même point ont été successivemeni obtenues et méritent la même confiance, la position la plus probable est le centre de gravité du système des difi'érents point ^ considérés comme de même masse.
Soit '^(a, [j) dx d^j la probabilité pour rpie Terreur commise sur l'abscisse du point inconnu soit comprise entre a et y.-\-dx et l'erreur sur l'ordonnée entre ^ et ^-\-d'^, le point se trouvant
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compris, par conséqucnl , dans un reclanj^lc iiiiiiiiiiicnl prlii île surface dxd^p.
Si J^i j'i , ^'jjf'j, ..., .r„ i„ sonl les coordunnées des positions prcsumées d'un mcnic point et x.y les coordonndes véritaldcs, les erreurs successivement commises dans les diverses déterminations des coordonnées inconnues sont représentées par x — x,, y — )'i, .... et la probabilité de leur concours est proportionnelle au produit
La position la j)lus probable a j)Our coordonnées, d'après le
postulatum,
Ces valeurs de x et de y doivent rendre le produit (i) maximum et, par conséquent, annuler les dérivées de ce produit par rapport aux variables x et j'.
Si l'on pose
à loir, y) _ p , ,
dlo(x,y) „ , , '--^-^^ = h,{x,y),
les coordonnées x et y définies par les équations (2) doivent satisfaire aux équations
Fi (x — Xi.y —yi) -^Fiix —Xi.y —y. ) ^ ...-i- F i{x — x,„ y — y,,) = o, Fiix — xi,y — yi) -h F.2{x — X2,y —y.2) -i- ...-h F.Çx — x„,y — y„) = 0.
La somme des variables x — .r,, j" — ./j, ...,x — .r„ est, en vertu des équations (2), égale à zéro, ainsi rpic celle des variables 1' — y, , )- — ^'2, . . . , y — y,i ; aucune autre condition ne leur est imposée. Les fonctions F, et F^ sont donc délinics par les conditions que les équations
Fl(«l, t'l) + Fl(«2, ''2)-^-- .M-Fi(t<„, Vn) = O,
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soient les conséquences nécessaires des relations »1 -t- f/î-t-. , .-+- //„ = o,
entre les variables.
En réduisant à deux le nombre des variables, la condition se
réduit à
Fi("i.<-i)-+-F|(— "i- — '•!) = o;
la fonction F, change de signe quand les deux variables changent de signe.
Si l'on suppose trois variables, on obtiendra, en tenant compte du résultat précédent,
(4) Fi(''i. c, )-H F,û/2- i-î) = Fi(«,-4- u., t'i-r-r.),
quelles que soient les variables ;/,, r,, ;/o, Cj. On en déduit, en posant ^^ • ='fi(r,y),
?l(«l, «-'!)= ?l(«l+ "2,''l+ ''2), 0|(«2. ^'2) = 'fl("l-t- «2. l"l-+- «'2);
par conséquent,
Oi(î<,, l'i ) = o l(»2, ''2)-
La dérivée de F) par rapport à x est donc une constante. En difTérenliant l'équation (4) par rapport à i-, et à to, on verra qu'il en est de même de la dérivée par rapport à y. Les dérivées de la fonction F, étant constantes, cette fonction est linéaire par rapport aux deux variables; il en sera de même de F^, et nous pouvons poser, en remplaçant F, et Fo par les dérivées qui les 1 définissent (3),
dlo{x,r) ,7,
—s—J-^ax+hy, j
ax-^hyQ.\. f/'x -h ^'jK étant les dérivées d'une même fonction,
on doit avoir
diax ^ by ) _ d(a' x -\- L'y ) _ ■ d]r = di '
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par con.sc(|ucnl , b ^^ a' . La fonction i':;>[j-,y) d(''(inic par ses deux dérivées est nécessairenienl de la forme
l o{T,y) = 1- bTy-\ ^ H G.
rt, />, b' cl C étant des constantes.
Les eiTCtiis infinies élanl impossibles, '^(x, y) doit s'annuln quand x et )■ sont infinis, les constantes a et b' seront négatives.
La probabilité d'une erreur comprise entre tt et // -r- <l(i pour ./• et i' et r + ^i' pour j^ est donc de la forme
G ^-X««î-2>.(H'-/. îl-î fil, (l^._
Ci étant une constante cl A, constant aussi, pouvant élic po^iiif ou négatif.
Les points d'égale probabilité sont sur une même ellipse nyanl
pour équation
/.-«--f- i\uv ■+- k'-v-= H,
Il et r désignant les diflérenccs entre les coordonnées du |)oinl considéré et la position véritable, centre commun de toutes les elli[)ses semblables entre elles dont les dimensions sont proportionnelles à y/H.
178. Les qualre constantes G, A, h\ k' sont liées dans tous les cas par la relation nécessaire
1/ / c— '''■"■- ->->^^-'^"-^' du ch=\
Il faut bien, en cfTet, que les erreurs aient des valeurs comprises entre — oc et H- x, et la somme des probabilités relatives à toutes les erreurs possibles est égale à l'unité.
Posons
k- «- -f- 2 X uv -t- k'- V- — II ;
à cliaquc valeur de H correspond une ellipse dont la surface est
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Tous les points tic la couronne comprise entre les ellipses correspondant au\ valeurs 11 et 11 --(^/ll du paramètre ont même probabilité, cl la somme des probabilités relatives aux éléments de j
celte couronne est
^/^i/^'i—lt
le facteur ■ — " représentant la surface de la couronne.
La condition (5) devient Gît
et, comme
on déduit de (5)
C'^dll =1.
La probabilité pour que le point se trouve entre les deux ellipses qui correspondent aux paramètres II et H -f- dH est
e-»dn.
179. La formule précédente s'applique à la probabilité des écarts dans le tir à la cible.
La première question à résoudre dans l'étude des (juestions relatives à une arme donnée et à un tireur qui en fait usage est de déterminer pour cette arme et pour ce tireur les constantes caractéristiques /. , k' et ).. Nous chercherons pour cela, en considérant ces constantes comme connues, les valeurs probables de «-, t- et iiv, u et r désignant les coordonnées du point où frappe 1 la balle par lapport à deux axes passant par le centre de gravité de tous les points frappés, supposés, bien entendu, très nombreux.
Les valeurs probables, en vertu du théorème de Bernoulli, doivent différer 1res peu des valeurs données aux moyennes par lé j hasard.
Les coordonnées du point où frappe la balle par rapport au\
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axes dont l'origine est au centre de f^navilé des points frappés étant désijjMiées par u et *•, la probahililé pour que ce point se trouve dans le reclanîrlc da dv étant
1 e-i^- ii^-i>.iiv-k '■ V (lit (i^,
la valeur probable de //' est
(6) 1 ' / / u-e--'^''''—^''"^-''"-^'(/u(li>.
On peut rf'crire
^-) V^^'^''-^' f u^- €-''■■"■■ du f^ e' ''"'('' ^^') dve'~^ :
Tt <y_ 30 1/ — as
on a
et l'expression (y) devient
La formule
donne pour (8) la valeur
dz =
Telle est la valeur probable de li-.
La valeur probable de uv est exprimée par
î^ / ue-^-"du f ve-f" ■"-->"" di'-.
TT «y — X %J ^ 31
,./ À»/>« A'i/' g— a' V— ÎAUl' — g \ k^/ Q k ■
on a
Posons
hu t
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on aura
I ^•e \ k-J fiv = \ e-'- ;-; dt=—-j—i/r..
La valeur probable de //r se réduit donc à
— -î = — Al u-due \ ^ »/ = -rrrr. rr •
La valeur probable de i-, calculée comme celle de «-, esl
En égalant les valeurs probables aux valeurs moyennes données par l'ensemble des résultats obtenus, on obtiendra des équations dont les deux membres, si les observations sont nombreuses, différeront probablement très peu. Posons donc
cf -f- v\ -I-.
..— i-îi
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180. Les conslanlcs / , /•' cl a claril connues pour une cerlalnc arme cl j)Our un certain tireur, si l'on pose
/.- u- -T- 2 À uv -f- k'- v- =11,
la probabilité pour que la balle soil placée entre les deux ellipses qui correspondent aux valeurs II cl II -|-f/II sera (178)
La probabilité pour que la balle frappe en dehors de l'ellipse correspondant à une valeur H, du jiaraniètre est
Si l'on pose
Hi = OjGgiii,
la probabilité sera r,. L'ellipse correspondant à celte valeur de 11, contiendra, si les coups sont nombreux, la moitié des points frajjpés à très peu près.
Si l'on donne successivemcnl à 11 les valeurs
les neuf ellipses semblables correspondant à ces valeurs du paramètre partageront le plan en dix régions contenant chacune, vraisemblablement sur un très grand nombre de coups, la dixième partie à peu près du nombre des balles. La première de ces régions est la plus petite des ellipses 5 la dernière est la portion du plan située au delà de la plus grande.
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181. A chaque point iVapi^é j)ar la balle correspond une valeur (le II. La valeur probable de II esl
Ile-" (/Il =1.
Telle doit donc èlre, avec une probabilité d'autant plus jurande que les épreuves seront plus nombreuses, la moyenne des valeurs de H correspondant aux points frappés.
IS"!. Une question fort importante doit rester indécise. Quelle est, dans un concours de tir, la règle à conseiller pour juger les tireurs? Le problème ne me semble pas comporter de solution absolue.
Si les balles tirées par deux concurrents peuvent être classées de telle sorte que chaque point frappé par le premier soit plus près du centre que le point correspondant frappé par le second, la décision semble facile. Dans ce cas-h\ même, si les diflerences sont petites, le tireur dont les balles sont moins approchées du but peut quelquefois prétendre au premier rang, en alléguant l'importance d'un écart horizontal plus grande que celle d'un écart qui laisse la balle dans l'alignement verticaL
Il semble naturel, à première vue, de mesurer le mérite d'un tireur par la surface de l'ellipse à l'intérieur de laquelle il y a probabilité donnée de voir la balle se placer.
La valeur de la différence
représenterait alors le mérite de chacun.
Cette appréciation peut, dans des cas extrêmes, qui, très probablement, ne se sont jamais présentés et ne se présenteront jamais, donner des conséquences inacceptables.
Si l'un des tireurs plaçait toutes ses balles sur une ligne droite passant par l'origine des coordonnées qui sert de but, la règle proposée lui assignerait le premier rang, quelle que lût la dislance de ses balles au centre de la cible. La surface de l'ellipse
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caraclérislique serait nulle, en efTct, clans ec cas nui, \éritaljlcmenl, n'est j)as à craintlre. Il suffit qiril soit possible jxjur conclaniner la règle. La tliéorie n'en rcroit aucune atteinte.
183. Si l'on regardait (/ priori toutes les directions comme indilTérenles, il faudrait su|)j)oser A = o, le = A'; la prohabilité pour frapper la cible à une distance comprise entre 11 et K + clK serait
La valeur probable de II et celle de 11- seraient ^ et — r- ; elles
représcntcnt, pour un grand nombre d'épreuves, la valeur movenne des distances au centre de la cible et celle de leurs carrés.
Si dans un concours de tir on accorde le premier rang au tireur pour lequel une des deux moyennes désignée à l'avance a la plus petite valeur, les deux règles, si les épreuves sont nombreuses, donneront le même résultat; celui des tireurs pour lequel /• a la plus grande valeur sera certainement vainqueur.
Si les épreuves sont peu nombreuses, le concours devient un jeu de hasard dans lequel, comme il est juste, un avantage est l'ait au plus adroit. La valeur de /,', déduite de la moyenne des distances au centre de la cible, mérite moins de confiance que celle qui résulte des carrés. Le i-apporl des carrés des erreurs à craindre sur A, dans les deux hypothèses, se calculera comme (lol2); il est égal à 1 6 — 4 ~-
18i. La difficulté, on peut dire même l'impossibilité de donner une règle précise de préférence entre deux séries de coups résulte d'une autre circonstance encore. Les formules précédentes supposent que, sur un grand nombre de coups, le centre de gravité des points frappés coïncide avec le centre de la cible. Nous avons écarté, en un mot, les erreurs constantes. Elles ne sont jamais nulles cependant, et, quand un grand nombre d'épreuves auront été faites, l'examen du mérite de leur ensemble devra commencer par la détermination du centre de gravité du système des points frappés. La distance de ce centre à celui de la cible représentera
a38 CALCUL DES PROBABILITKS.
avec une grande prohabililé la partie constante de l'écart. Pour déterminer les constantes caractéristiques /., A' et À, on devra rapporter les coordonnées des points lVap|)és à deux axes ayant pour origine le centre de gravité. Le mérite duii tireur se trou- \era ainsi défini par cinq paramètres : les deux coordonnées a et h du centre de gravité G de l'ensemble des [)oinls frappés et les oonslanles A', A', /., déterminées au moyen des coordonnées prises par rapport à des axes passant par le point G. La somme a--\- b- |H)urrait mesurer l'imperfection systématique de l'arme employée ou le défaut constant du tireur dans sa manière de viser, et la différence k'-k'- — A- représenterait la précision. Le tireur est d'autant plus habile que ces quantités sont plus petites, mais il est impossible de leur assigner une importance relative.
Supposons deux tireurs, Pierre et Paul, ayant tiré chacun lou balles. Les balles de Pierre sont toutes à o"', i du centre de la cible dans un cercle de o™,o5 de rayon. Il y a dans sa manière de tirer une cause d'erreur commune à tous les coups; à cela près, son tir approche de la perfection.
Paul, au contraire, n'a pas dans son tir d'erreur systématique. Les points frappés par ses balles entourent le centre de la cible; ils sont tous dans un cercle de o'",ij de rayon.
Entre ces deux tireurs, dont l'un lire avec plus de précision, mais dont l'autre est exempt de toute erreur systématique, quel est le plus habile? La question ne peut être résolue. On pourrait la comparer à la suivante : Deux chronomètres ont été étudiés. Lorsque la température est constante, la marche du premier est plus régulière; mais si l'on échaufl'e ou refroidit l'enceinte, il subit une influence plus considérable. Comment décider la préférence méritée par l'un d'eux?
Le problème est évidemment impossible à résoudre.
185. J'ai appliqué les résultats précédents à l'examen de looo coups tirés par des tireurs habiles à 200™ de distance avec dix aruies de même modèle, chaque tireur tirant dix coups avec chaque arme.
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Le centre de {,^ravilc des looo points frappés avait pour coordonnées
on a trouvé, en nommant u et v les coordonnées par rapport à des axes passant [>ar ce centre de gravité, pour l'ensemble des points
frappés,
Les équations
donnent
I-.'équation d'une ellipse d'égale probabilité est /<- H- -i- y.Auv -7- A'2 p2 — II ;
à chaque po'inl du plan correspond une valeur de IL En faisant le calcul [)0ur les 1000 points fi'appés par les balles, on a formé le Tableau suivant :
Tir de 1000 balles. — Valeurs de II.
li o
ÎO o
<ft,6'j3
,oo3
,oo3
GO
o,3oi o,3o3 o,3o6 0,309 0,309 o,3io o,3io o,3io o,3io o,3ii o,3ii o,3i5 o,3i8 0,319
0,410 0,4'0 0,4ll 0,4" 0,4'2
0'777 0.779 0.779 0,780 0,782 0,785 0,792 0,794 0,794 0,800 0,801 o,8o4 o,8oG 0,806 0,806 0,807 0,812 o,8i4 0,820 0,821 o,83r 0,823 0,823 0,825 0,826 0,827 o,83i 0,836 o,836 o,84o o,84o o,84o 0,842 0,843 0,846 0,847 0,847 o,85o
••'li o53 o55 o56 o57 0G9
2,3oo
3,357 3,38a 3,382 3,386 3,392 3,4o2 3,4oa 3,4i3 3,5o2 3,611 3,611 3,619 3,622 3,680 3,704 3,716 3,740 3,787 3,795 3,806
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Tiii DE lOUO BALLES. — Valeurs de II. (Fin.)
94 0)097 0)2oj 0,346 0,486 0,673 0,865 '
99 o,io3 0,209 0,356 0,494 0,687 0,872 '
102 // o,2i5 // o,5oo // 0,887 '
o,2i5 // o,5oi " o,8S
lO'i // o,2i5 '/ o,5o3 // 0,893 /
107 // " /' o,5io " 0,897 '
108 " " " o,5io " 0,899 '
111 Il II II II II o,9o3
Les nombres de balles placées dans les divers intervalles auxquels correspondent des probabilités égales à -^ sont, d'après ce Tableau, 99, 106, 100, 108, 100, 1 15, 89, 94, 90, 97.
Aucun d'eux ne s'écarte assez du nombre le plus probable 100 pour démentir la théorie.
A chacune des limites adoptées pour 11 correspond, nous l'avons dit, une probabilité 75, et 100 balles par intervalle représenteraient l'événement le plus probable. L'événement le plus probable se présente rarement, il y a toujours un écart. La valeur probable du carré de l'écart calculée plus loin (187) est
qooo
(.') Plus deux balles mises hors la cible.
cn\i>. i\. — KitiiKuiis i)i: siTi ATioN I) i:n point. v.'i >
La somme des carrés des écarts observés est
I -f- 3G H- G î -+- •.).9, > -I- I -2 1 -4- 30 -t- I oo -)- I = Ga \ ;
la moyenne est 62, /\.
Le carré de IV-cart mojen est donc inférieur à sa valciii- [Hdbable, cl l'accord de la théorie avec les faits est aussi satisfaisant (|uc possible.
I^a valeur probable de II est, nous l'avons démontré, égale à l'unité. La valeur moyenne des yg8 valeurs données par le hasard est 0,981. L'accord, on le voit, est de nouveau très satisfaisant.
186. Nous avons trouvé (181) la valeur probable du paramètre H, caractéristique des ellipses de probabilité donnée, égale à l'unité. Il est intéressant de chercher la valeur probable du carré de l'erreuicommise en égalant à l'unité la moyenne des valeurs de H, c'està-dire de calculer la valeur probable avant l'épreuve de
H,-hH2-+-...+ H„
II,, IIj, ..., H/i étant les valeurs de H relatives aux diverses épreuves.
La valeur probable de H? est
e-"iI^V/II = z;
celle de Hj est l'unité, et la somme (11), cp ayant égard nu nombre de termes compris dans chaque somme ï, est
Telle est la valeur probable du carré de l'erreur commise rn égalant la movenne des valeurs de II à l'unité.
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187. Nous avons trouve la valeur de II pour laquelle la prohabllilé de voir la balle se placer à l'inlérieur de l'ellipse corresl>ondanlc est ^.
Soient N le nombre des balles qui frapperont dans l'intérieur de l'ellipse, n celui des balles tirées, la différence
lo sera petite si n est grand. Cherchons la valeur probable du carré
on a
La valeur probable de N est — ; par conséquent, celle de
est - — j et l'expression (12) peut être remplacée par
— est donné, puisque n est le nombre des balles qui ont été 100 '11 1
tirées; nous devons chercher seulement la valeur probable de W.
N est le nombre de balles placées dans l'intérieur de l'eUipse. Le problème est donc celui-ci :
Un événement a pour probabilité -j^ ; quelle est la valeur probable du carré du nombre de fois qu'il se présentera sur n épreuves?
Soient p la probabilité de l'événement {p est ici égal à -/j) et q la probabilité de l'événement contraire.
Le développement
{p -^qyz= pn-i- npn-^rj ^ '■ — ^^— p"'-^ q^ -i- . . .4- g"'
donne, par ses différents termes, les probabilités des combinaisons qui'peuvent se produire.
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Si donc on représente celle somme par
la valeur probable du carré du nombre ni d'arrivées d(; rév('iitinent dont la probabilité csl p est
X/n2 A „,/>'"; on a
(p^q)n=ZX„,p"'.
En prenant la dérivée par rapport à /> et multipliant par/?,
n{p-^q)"-ip =zl. m \,„ p"' ;
prenant de nouveau la dérivée par rapport à /> et multipliant par/),
n(p + q)"~^ p -h n{n — i){p -i- qy-^ p^= I.m-\„ip"'
et, puisque /J -\- q = i,
Zm-\,np"^ = np-\- n(n — i) f,- = n^p--\- npq.
p est -p;, q est ~ •, la valeur probable de N- est donc
;/- 9 n loo loo
et, par conséquent, celle de N- est
^ >■ ' lOO
zoo
La différence N doit très probablement au^rmenter indé-
Animent, comme le font toujours les valeurs des différences absolues entre les grandeurs dont les valeurs probables sont égales; mais la différence des valeurs relatives
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tendra vers zéro, car la valeur probable de
\ n 1 ( ) / est
«2 \ioo/ loon
Le rapport du nombre N des balles qui se placeront dans l'inhrieur de la petite ellipse, au nombre total n des balles tirées, tend \crs -j^ quand n augmente, puisque la valeur probable du carre
(le la différence avec — est -^ —
CHAPITRE X
LA TlIÉOlilE DES MOYENNES.
Errorum rrcularium considcralio propric ab insllluto nostro cxcludilur.
188. Abandon nécessaire de la loi de Gauss. — 189. Conditions imposées à la loi inconnue qui devrait la remplacer. — 190. Détermination expérimentale de la partie constante de l'erreur. — Évaluation de l'erreur à craindre. — 191. La moyenne des mesures converge vers la valeur véritable augmentée de l'erreur constante. — 192. Valeur probable de la constante caractéristique désignée par m"^. L'évaluation de l'erreur à craindre dépend d'une constante nouvelle. — 193. La constante m^ diminue quand on rctranciie l'erreur constante. — 194. Importance de la valeur de m^; insuffisance de la formule la plus simple. Correction proposée sans preuve bien satisfaisante. — 195. Observations de mérite inégal. — Poids d'une observation. — 19G. Objection de Poisson à la théorie des moyennes. — Cause de l'exception.
188. Ni le succès près des observateurs de sa loi de probabilité des erreurs, ni la simplicité des conséquences, ni leur accord constant avec les faits n'ont décidé son illustre inventeur à y voir une vérité démontrée. Nous avons indiqué les graves objections que laisse subsister (138) la démonstration . Jamais Gauss ne les a proposées, mais l'abandon de sa première théorie permet de croire qu'elles s'étaient présentées à son esprit.
Sans renoncer aux méthodes déduites de cette théorie et devenues indispensables, Gauss a voulu les établir sur des principes plus certains.
La recherche d'une loi rigoureuse pour représenter la probabi-
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lilé des erreurs ne semble laisser aucun espoir de succès : les plus illustres y ont échoué et les données du problème ne semblent donner prise à aucune recherche théorique.
Gauss, sans chercher cette loi inaccessible, variable sans aucun doute d'un cas à l'autre, a su, tout en laissant la fonction indéterminée, résoudre rigoureusement le problème.
La fonction inconnue, d'après l'ingénieuse manière dont il pose la question, ligure seulement dans des intégrales définies dont les valeurs numériques deviennent les constantes caractéristiques d'un système d'observations.
189. Supposons qu'en mesurant une grandeur la probabilité d'une erreur comprise entre ;? et c H- dz soit représentée par '■i{z)dz-. La fonction inconnue 'f(^) doit satisfaire à quelques conditions qu'il faut dire :
On a riiroureusement
(I) J''^{z)dz =
Il faut bien, en effet, que l'erreur ait une valeur, cl la somme des probabilités pour tous les cas possibles, entre — czd et -}- oc, représentant la certitude, doit être égale à l'unité.
Si les mesures n'ont pas d'erreur systématique et que l'instrument rende les erreurs positives aussi probables, exactement, que les erreurs négatives, on aura
C'est ce que nous avons supposé jusqu'ici, admettant qu'avant l'étude d'un cas particulier on ait déterminé l'erreur constante de l'instrument, pour la faire disparaître ou pour en corriger les résultats.
Ne faisons pas d'abord cette hypothèse, et posons
(2) / zo{z)dz = a;
a sera une constante que l'on peut appeler Vcrrcur probable.
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Gauss la nomme la partie constante de r erreur. Quand on l'aura tlétcrminéc pour un instrument donné et un observateur désij^né, (in II retranchera de clia([iie mesure; l'erreur, f|ni était :;, deviendra z — a. En posant
la probabilité de l'erreur j^ sera toujours C5(v)<:/;^ si (tii I;i nomme Ay)df, on aura
f yf{y)cly^- r (z-a)':^{z)dz
et, à cause des conditions (i) et (2),
/ yf{y)dy = o.
La valeur probable des erreurs corrigées est donc égale à zéro et, ce qui revient au même, leur partie constante est nulle.
Nous parlons de la différence entre la valeur exacte et la valeur observée, qui peut être positive ou négative, et non de l'erreur absolue, toujours positive, dont la valeur probable, évidemment, ne saurait être nulle.
490. La détermination de la constante a sera facile, en général : on mesurera un grand nombre de lois une grandeur bien connue.
Soient G), eo, . . ., Cn les erreurs successivement commises, on prendra
ei
La valeur probable de l'erreur doit en effet, d'après le théorème de Bernoulli, différer peu de la moyenne des erreurs.
On peut aller plus loin et donner une appréciation de l'erreur à craindre, en acceptant l'équation (3).
Posons
r z^-,^{z)dz=
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La conslanle /??- est (It'lorniinéc pour chaque système d'expérience. On en trouvera l;i valeur approchée, cxpérinienlalenienl coninic on a trouvé celle de a.
Cherchons la valeur probable de
elle donnera, évidemment, un(! indication de l'erreur à craindre quand on accepte comme nulle la grandeur positive qu'elle représente.
Cette expression (5) peut s'écrire
Se? •?, Se,e,' "y.a „
— ^ -\ ^ Se/ + «2.
n'- II- Il
La valeur probable de e] est, c[uel que soit /,
^-çi(;;) clz = m-:
celle de e/,
I z':i>{z) dz = a
et, par conséquent, celle de eiei' est a-.
Ces valeurs sont les mêmes pour toutes les valeurs de i, car 1 appréciation de l'erreur « craindre est supposée faite à l'avance: elle est relative aux instruments dont on dispose, aux méthodes employées et à l'habileté connue de l'observateur. Sa valeur n'a rien de fortuit.
L'expression (5) devient, en ayant égard au nombre des termes de chaque somme,
m- n{n — \)a- '^.na^ n n^ n
c'est-à-dire
La valeur probable du carré de l'erreur commise en prenant
r.iiAi". \. — i.\ iiii:oiui: im:s movc.nkf.s.
aSi
pour a la moyenne des erreurs lend donc vers zéro lorsque n augmente.
191. La moyenne d'un nombre de mesures de plus en plus grand convergera vers la valeur véritable augmentée de l'erreur constante a.
On aura en cfTet, en nommant x^^ ^To, . . . , :r« les évaluations
successives d'une même grandeur ;:; et f), <?o, . . ., e,i les erreurs
correspondantes,
x^ = z-^ ei,
X^ — Z -'r- Cil,
et, puisque la moyenne des erreurs diffère peu de a quand n est grand, la moyenne des valeurs de x différera peu àc z-\- a; et si a a été donné par l'étude préalable de l'instrument et de la méthode, en le retranchant de la moyenne, on aura une évaluation de la grandeur mesurée d'autant plus certaine que les mesures seront plus nombreuses.
L'erreur commise sera exactement
rt
la valeur probable de son carré est inversement (190) proportionnelle à n : on peut donc la regarder elle-même comme de
l'ordre —=•
La confiance méritée par la moyenne d'une série de mesures s'accroît comme la racine carrée de leur nombre.
192. Pour obtenir, dans un système donné d'observations, la valeur probable de la constante /n-, on fera une série de mesures Xi, X2, ••., x,i d'une grandeur bien connue à l'avance, ei, e-i, . . . , e„ étant les erreurs successivement commises, on pourra
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prendre
I/errcur à craindre en adoplanl celle éqiiallon sera d'aiilanl moindre que le nombre n des mesures sera plus grand. 11 faut, pour l'évaluer, chercher la valeur probable de
Posons
;''cp(^) ciz = h* ;
h sera une nouvelle constante liée à la perfection du système d'observation et, comme m, d'autant plus petite que le système de mesures sera meilleur.
h^ est la valeur probable de la quatrième puissance de l'erreur commise dans une observation.
On a
(7) = '«■ = -.i^^i -^ 5 ^Ci -+- m*.
La valeur probable de e] est Ii\ ([ucl que soit i] celle de e-^ est m- et celle de c'ief,^ par conséquent, m''. La valeur probable de (7) est, par conséquent,
c'est-à-dire
elle tend vers zéro lorsque n augmente.
193. Lorsque l'on étudie un instrument, si l'on ne peut pas faire disparaître les erreurs constantes, le premier soin doit être de déterminer l'erreur probable «5 elle sera retranchée de chaque résultat donné par l'instrument, la différence devenant l'évaluation acceptée.
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La valeur de ///-, relative au\ mesures ainsi prises, est toujours plus petite qu'avant la correction; |)lus petite même que si, au lieu de retrancher a, on faisait une autre correction constante, quelle <[uY'lle lût. •
Lorsque z est remplace par (;: — a), la valeur probable du carré de l'erreur devient
/ iz — ay-'^{z)dz= j z^-'i{z)dz — -ia l zo(z)dz-^ai j ^(z)dz
et, à cause des équations
/ o{z)dz = i, / zo(z)dz = a,
r {z — ay-<i{z)dz=m'^—a-^,
»/_oc
plus petite que ni-. Il n'y a pas à craindre que a- soit plus grand que m-, car le premier membre est essentiellement positif.
Si, au lieu de a, on retranchait de ;; une autre constante a, on aurait
f'^{z-ccr-o{z)dz
i'» X •» oc /• *
= / z'-o{z)dz — 'i'x l zo(z)dz^'x'^ i o{z)dz
J — OO 'J — 00 t/ — 30
plus grande que ni- — a-.
194. La valeur de m-, quand on la calcule, comme on doit le faire, après avoir corrigé chaque observation de sa partie constante, est la mesure du degré de confiance à accorder au système considéré.
Si ni- est petit, toute erreur qui n'est pas très petite en valeur absolue, a une probabilité très petite. La valeur probable du carré de l'erreur ne pourrait pas évidemment, sans cela, être très petite.
Si ni- est grand, on peut craindre de grandes erreurs: leur probabilité ne peut pas être petite.
La délcrnilnation do ni- est donc imporlanlc. La règle donnée la fait dépendre de l'équalion
et, pour connaître /;?, il faut, par conséquent, connaître d'abord les erreurs commises dans une série de mesures.
Si cette condition n'est pas remplie, on procédera comme on a fait (160) pour un problème semblable, ou, plus tôt, pour résoudre le même problème que nous avons déjà rencontré. Nous avions trouvé, en étudiant une loi de probabilité d'erreurs,
ef -+- ?? -f- . . . — e}, _ j_
Cf, e.2j . . . , e,i étant les erreurs successivement commises. C'est précisément la même formule, démontrée de la même manière,
dans laquelle y-r^ représente l'intégrale
qui remplace
z-^'^{z)dz,
lorsque la probabilité d'une erreur ;, au lieu d'être 'f(-), est
Nous pourrons, comme nous l'avons fait (160), remplacer les erreurs <?i, ^o, . . ., e^, si elles ne sont pas connues, par leurs valeurs approchées, qui seront les différences entre chaque mesure et la moyenne, et l'on devra, comme il a été expliqué, remplacer après cette substitution le dénominateur n par n — i.
La démonstration, nous l'avons vu, suppose que l'on néglige un terme dont la petitesse nécessaire est très imparfaitement démontrée.
Lorsqu'une môme grandeur X a élc lucsuiéc par des pro
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cédés dlirérenls, ou par divers observateurs avec des inslrumenls de mérite inégal, on ne doit j)as prendre la moyenne. Les observations les plus dignes de confiance doivent garder une influence plus grande.
Soient a*,, X,, .. ., x,i n évaluations d'une même grandeur.
Supposons que cliacune des évaluations soit corrigée de la partie constante, de telle sorte que la valeur'probable de l'erreur ait été rendue nulle.
Soient ni\, m't, ..., m'j^ les valeurs supposées connues de la constante m pour chacun des systèmes de mesures qui ont fourni ces n valeurs. Si l'on fait entrer dans la détermination plusieurs mesures prises dans les mêmes circonstances, on supposera les valeurs de ni égales.
Cherchons parmi les expressions de la forme
celle qui doit inspirer le plus de confiance. La valeur à adopter est celle, évidemment, qui rendra minima la valeur probable du carré de l'erreur commise.
On doit avoir nécessairement
(lo) ).,_^ ).,_!_... ^).,^=,:
car, sans cela, toutes les mesures étant supposées exactes, la valeur qu'on en déduit ne le serait pas.
L'erreur commise dans l'évaluation (9) sera
lle^ -h À, ^2 -I- . . . -4- ).„e„; elle a pour carré
La valeur probable de e/ est nulle; par conséquent aussi, celle de e/e,7; celle de e'f est mj. La valeur probable du carré de l'erreur commise est, par conséquent,
Xf m'i -h À? ml -H . . .-^ X^mJ.
11 faut choisir les valeurs de ).,> '-2) •••> /,« qui rendent cette somme minima en satisfaisant à l'équation (10).
11 faut égaler à zéro les deux (Jin'ércnlielles
<y)>i -+- r/Xj-f-.. .-h </X„ = o, •j.ni'i 11 f/Àj-t- ■^, W2X2 </X2 -+-. . .4- i/n„ X,jr/X„ = o.
La seconde de ces équations doil cire la conséquence nécessaire de la première. 11 laul pour cela que les coel'lîcienls des diflérenlielles soient égaux et que l'on ait
ni\ Xi = «15 Xo = . . . = nifi X„ ;
on en déduit, à cause de (10),
et la valeur de X qu'il faut adopter est
X2 ml
— ^ + — ^ M- . . . -f- -^ mr m-, ml
C'est la moyenne des valeurs successivement obtenues après que chacune a été multipliée par un facteur égal à l'inverse de la valeur correspondante ni'-.
Ce facteur —^5 d'autant plus grand que nï- est plus petit et que,
par conséquent, la mesure mérite plus de confiance, se nomme le poids de VohserK^alion.
r observations semblables équivalent, d'après la formule, à une seule qui aurait un poids r fois plus grand.
Si la probabilité d'une erreur :; est
on a
Le poids d'une observation est proportionnel à /.-.
cn\p. \. - i.\ Tm';oRiF. nrs ^^()^l^^l;s. ofî-
La définilioii nouvelle se trouve (raccord avec celle (|iii n t-[r donnée.
Le iiiol/)/r(i.sio/> ne pcul pas (IGo), dans le cas général, être délini avec la niènic rigueur,
lUO. La règle relallve aux moyennes, et la sécurité <^ui en résulte, est démontrée indépendamment de toute hypothèse sur la loi de probabilité des erreurs.
Poisson a signalé comme une objection le cas où la fonction '^{:-) serait proportionnelle à
En la représentant par
Odz
doit avoir
^^ Gdz
on en déduit
La probabilité d'une erreur comprise entre z et z ~r dz est alors
. ^ k dz
(il)
Dans ce cas, l'intégrale
/. ("^ z'-dz
désignée dans la démonstration par m'-, est infinie. Le poids d'une observation est nul.
Il n'j a pas lieu de s'étonner si la conclusion est en défaut.
L'hypothèse est réalisée par une girouette qui tourne librement sans que rien la dirige. Considérée comme un instrument destiné B. 17
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à monlrer une tlirccllon, celle du nord par exemple, elle (.lonnera précisément la prohahililé d'erreur exprimée par la formule (i i). jNommons z-, en eflel, la dislance à laquelle la direclion prolongée de la girouelle coupera une perpendiculaire à la ligne (jue l'on prétend déterminer, si la girouette fait avec cette ligne un angle '■:>, on aura
(12) o = arc tang j-
Toutes les valeurs de 'o comprises entre — - et H- - sont éirale-
ment probables.
La probabilité pour que l'angle désigné par le hasard tombe . entre es et c; + c/o est
L'équation (12) donne
A dz
do
La probabilité d'une erreur, sur r. comprise entre z cl z- — dz
est donc
k dz - k'-T-z-^'
C'est précisément la formule (1 1).
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CHAIMTRE XI.
COMBINAISON DES OBSERVATIONS
.Nachdcm Uor Obscrvalor da:* Seinigo Kcthan hai, Ist es an Ueiu Geumetcr die Unsiclicrlieil dcr iicobachlungen und der dcr Iteclinung daraus ahgcloiletea GrOisen. nacti Âlrcng luattieuialisclien l'rinciplen zu wiirdigen.
Gai'ss.
197. La théorie des moyennes n'est pas applicable, en général, à la délcrminalion simultanée de plusieurs grandeurs. — I'j8. Lorsque plusieurs valeurs d'une même inconnue sont indépendantes, on peut prendre la moyenne en ayant égard à leur poids ; premier exemple. — 199. Deuxième exemple. — 200. Troisième exemple. — '201, 202. Problème dans lequel les valeurs d'une même inconnue ne sont pas indépendantes, résolu en suivant le principe de la démonstration, dont il faut changer le détail. — 203. Problème général; première solution de Gauss.
— 204. En ne faisant, en apparence, aucune hypothèse sur la loi de probabilité, on ne change pas essentiellement les conditions de l'énoncé. — 205. Substitution de la plus petite valeur probable du carré de l'erreur à l'erreur la plus probable. — 206. Lorsque le nombre des équations surpasse celui des inconnues, il existe entre les erreurs des relations nécessaires qui ne sont pas satisfaites. — 207. Expression adoptée pour Tune des inconnues; on rend le carré de la valeur probable de l'erreur minimum. — 208. Les erreurs étant très petites, la solution est la plus générale. — 209. Valeur probable du carré de l'erreur à craindre. — 210. Premier exemple. — 211. Second exemple. — 212. Les valeurs probables des carrés des erreurs commises sont indépendantes de la concordance des résultats; explication de ce paradoxe. — 213. Les formules sont démontrées pour des observations qui ne sont pas encore faites.
— 214. On peut se placer à un point de vue très différent; le problème devient insoluble. — Développement sur un exemple. La valeur probable a priori de l'inconnue que l'on veut calculer a posteriori est un élément nécessaire de la solution. — 215. La question appartient à la théorie de la probabilité des causes; faute de l'une des données indispensables, la solution est impossible.
— 216. Discussion dun problème analogue. — 217. Étude du problème général; les solutions sont en nombre infini. — 218. Premier exemple. — 219. Se-
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oond exemple. — 220. Evaluation, dans un cas très simple, de l'erreur à craindre en égalant la valeur vraie à la valeur probable. — Calculs numériques. — 221. Théorème des moindres carrés. — 222. Simplification des calculs. — 223. Exemple. — 221. Théorie de Gauss. — 225. Objections de Bienaymé. — 226. Les corrections prescrites par la méthode des moindres carrés sont des fi>nctions déterminées des erreurs réellement commises. — 227. Expression de la somme des carrés de ces corrections. — 228. Valeur probable de cette somme. — 22!). Exemple. — 230. Incerlilude de quelques assertions compromettantes pour la théorie.
197. Lorsqu'une même £:;randeur a été niesurcc plusieurs fols cl que les résultais ne s'accordent pas, s'ils inspirent une égale confiance, il faut en prendre la moyenne; si leurs poids sont inégaux, on lient compte (195) dans le calcul de leurs valeurs relatives.
Lorsque plusieurs grandeurs ont été mesurées et qu'elles doivent servir à déterminer des inconnues par des équations plus nombreuses qu'il n'est nécessaire, le problème semble de même sorte. On possède, en effet, autant d'appréciations différentes de chaque grandeur que de groupes d'équations pouvant les déterminer; mais ces appréciations ne sont pas indépendantes : cela exige un changement de méthode.
Si l'on a, par exemple, mesuré les trois angles A, B, C et les trois cotés a, b, c d'un même triangle, on pourra adopter comme valeur de l'angle A, soit la mesure A directement obtenue, soit le supplément de la somme B + C, soit celle que l'on obtient en associant B ou C à deux quelconques des côtés, soit enfin prendre pour données les trois côtés.
Lors même qu'on aurait évalué les poids relatifs de ces neuf valeurs de l'angle A, la théorie des moyennes ne serait pas applicable. La combinaison qu'elle prescrit vaudrait mieux, peut-être, que l'une des mesures adoptée sans correction , mais elle n'est pas la plus plausible entre toutes. La théorie des moyennes suppose, en effet, l'indépendance des mesures associées. La valeur probable de chaque erreur est supposée nulle, ainsi que celle des produits de deux erreurs. Les erreurs positives , en d'autres termes, ont, par hypothèse, même probabilité que les erreurs négatives ; cette condition n'est pas remplie dans le cas qui nous occupe. Si l'on s'est trompé, par exemple, en mesurant un angle,
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et cela est inévilalilc, les calculs par lesquels on fera servir cet ang;lc à deux, délcrminalions d'un autre angle donneront, vraisemblablement, des erreurs de signes contraires à celles du premier, La valeur probable du produit de ces deux erreurs sera positive.
108. Lorsque la dépendance des erreurs n'existe pas, on peut appliquer la théorie des moyennes. Nous en donnerons qucUjucs exemples.
On veut déterminer la direction d'une ligne droite partant d'un point pris pour origine des coordonnées. On mesure pour cela les ordonnées^,, j^o, . . . , j)'« de n points de cette droite correspondant à /? abscisses connues x,, x-^, . • • , x,i. Quelle valeur faut-il adopter pour le coefficient angulaire de la droite? Les mesures prises donnent, en désignant ce coefficient par a,
J\ X.y ' ' Xn
Ces déterminations indépendantes ont des poids inégaux qu'il faut calculer.
Si l'on nomme mf la valeur probable du carré de l'erreur commise sur Vi, le carré de l'erreur commise sur ^ » xi étant exacte-
ment connu, a pour valeur probable -4; le poids de la valeur
Xr
x~ correspondante de a est, par conséquent, — r,' On doit, avant de
prendre la moyenne, multiplier chaque valeur de a par son poids. On aura
m'\ nit ' ' ' mj,
ml ni 7.
Si les mesures des ordonnées inspirent toutes la même confiance, l'expression se réduit à
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109. Prenons pour inconnues, dans un second exemple, les trois angles direclenienl mesurés d'un triangle. La somme des trois mesures ne se trouvant pas égale ù deux angles droits, quelles corrections faul-il adoplcr?
En nommant les angles A, B, C, on a deux mesures de l'angle A :
A Cl 180"— n — c.
Ces mesures sont indépendantes; on peut donc en prendre la moyenne, mais il faut calculer leur poids.
Soient m- le carré de l'erreur à craindre sur chacune des trois mesures; Ci, Co, c^ les erreurs réellement commises. L'erreur sur 1 80° — B — C est eo -h ^3 ; elle a pour carré
dont la valeur probable est 2/??-. Les poids des deux déterminalions de l'an"le A sont donc — : et — -j et l'on adoptera la valeur
= Ah- -(180"— a — B — C).
L'erreur commise est
2<?i Ci ^3
La valeur probable du carré de celle erreur est
200. l^c calcul précédent suppose les chances d'erreur dans la mesure d'un angle indépendantes de la grandeur de l'angle. Quand les mesures sont prises dans les mêmes conditions, cela est, en effet, presque absolument vrai.
Si, au lieu de mesurer les trois angles d'un triangle, on mesurait les trois parties d'une ligne très bien connue par des mesures
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anlcricurfs, le problème, c-ii apparence idenLlijue, sérail, en réalité, 1res tlinercnt.
Soit / la longueur, supposée |)arrailemcnl connue, d'une ligne dont les trois parties <i , h^ c sont directement mesurées; on
trouve
a -^ h -^ c = l -\- tx.
Comment doit-on répartir Terreur a entre les trois mesures? On a deux évaluations de a : n et / — b — c.
Si C), e-iy C3 sont les erreurs commises sur a, b^ c, les erreurs commises sur les deux mesures sont e, et Co H- ^3 ; mais les valeurs probables de e^, c^, el sont inégales : c'est ce qui distingue ce problème du précédent. Soient ni\^ m-,, ml les valeurs probables de e\y e'i, el; on a
La valeur probable de e.Cj est nulle s'il n'y a pas d'erreur constante; les carrés des erreurs commises sur les valeurs de a ont donc pour valeurs probables m'-^ et m:, -\- ml et les poids des
deux déterminations sont — ^ et
On devra prendre pour valeur de a
La difficulté est d'évaluer les erreurs probables.
Si les mesures ont été prises en portant sur chaque ligne une unité de longueur, la valeur probable du carré de l'erreur commise, dont chaque partie peut être positive ou négative, est proportionnelle (171) au nombre des unités^ on prendra donc m] = «, ml = b, ml = c, et la valeur la plus plausible de a est
201. Résolvons un problème très simple auquel la théorie des moyennes n'est pas applicable.
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Supposons que, d'une slallon O, on ail observé quatre points A|, Aj, A3, A^. On a mesuré, en les réduisant à l'horizon, les angles sous lesquels sont vues les cinq distances A, Ao, A|Aj, A,A.j, AoA,, A3 A». Soient /,, /o, /a, /», Aj les cinq valeurs obtenues; elles donnent évidemnienl trois mesures de l'angle A,OA.>
Ces valeurs ne sont pas indépendantes. Les erreurs commises sur l-i — /, et sur /o-f- /.-, — /» sont liées l'une et l'autre à l'exactitude de /v La probabilité pour qu'elles soient de mêmes signes est plus grande que pour qu'elles soient de signes contraires. L;i théorie des moyennes n'est pas applicable.
Cherchons sans changer de méthode, en modifiant seulcmenl la démonstration, la meilleure combinaison à adopter.
Nous résoudrons deux problèmes :
Quelle est la meilleure combinaison des deux mesures /., — /.. et/o-f-/j — /i qui ne sont pas indépendantes?
Quelle est la meilleure combinaison de /( avec la valeur déduite des deux autres mesures?
Pour déduire de /j — /., et de /.,+ fô — f; ^^ valeur la plus plausible de l'angle dont ces expressions représentent deux valeurs approchées, nous prendrons pour cet angle
avec la condition nécessaire
car il faut bien que, dans le cas où les deux évaluations s'accorderaient, leur moyenne soit égale à leur valeur commune.
En nommant C), eo, e^, c-,, e^ les erreurs commises sur les cinq mesures, l'erreur commise en adoptant ( 1 ) est
liiez— C) -Jr'^2(e2-i- 65— €<,) = X2<^2-1- ^-1^3 — (Xi -h )-2)<?i-^- ^2^5-
La valeur probable du carré de l'erreur commise, en nommant
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///- la \alcur prohalilc des carrés e], e',, . . . , ef , est
Il faut délcrniiiierl, (•l\, de lelle sorte que, en supposant
la somme
aXf -+- 3/.] -h uXi X^ .
soit iiiinima.
On trouve
et la valeur la plus plausible est
Le carré de Terreur commise sur cette détermination a pour valeur probable
m^-i'il] -r-3X| + 2X1X2) = ^m2.
La valeur probable du carré de l'erreur commise sur /, ('lanl
m-, le poids de celte détermination sera — : celui de Texpres- ' //i- '
sion (2), - — :, ; ces deux valeurs du même angle sont indépendantes. On prendra donc, enfin, pour valeur la plus plausible déduite de l'ensemble des mesures,
L'erreur commise sera
5ei-T- eo-(- 2^3 — 3ev-^ «s 8 '
dont le carré a pour valeur probable
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î2()-. Si , oiihliant (pic k>s évaliialions no sonl pas indcpcndanles, on avait cherclié les poids des Irois mesures
ils sont
//(- lin-' 3/n'-
on aurait adopte pour valeur de l'angle
•Ji 3 bli-h il-i-fi- jl.i — 5/4 -1-2 /a
II II
Le carré de Terreur aurait i)our valeur probable -^/»*, c'està-dire o,644'''' «in lieu de oX)'2ôm'-.
î203. Le problème général qu'il faut résoudre est le suivant : On a fait, pour déterminer /i grandeurs inconnues, n -\- p mesures, dont les résultats s'y rattachent par des équations nécessaires. Les équations se trouvent incompatibles; quel est le meilleur système de valeurs à adopter?
Si l'on accepte pour loi de probabilité des erreurs la formule
-^e~'^''~' dz, en supposant à la constante /.• une même valeur pour
toutes les grandeurs directement mesurées, la théorie devient fort
simple.
Les mesures obtenues étant /|, /j, . . ., /«+/,, on devra, pour
rendre les équations compatibles, leur faire subir des corrections
<?,, (?2, . . ., c„^p. La probabilité pour que ces erreurs supposées
aient été réellement commises est proportionnelle au produit
elle sera maxima quand la somme des carrés des corrections sera la plus petite possible.
Le meilleur système de corrections est celui ])Our lequel la somme des carrés des erreurs supposées commises est un minimum.
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20i. Après avoir proposé le lliéorènio prcccdcnl, dont il a suivi les conséquences avec une merveilleuse habileté, Gauss, dans ses derniers Mémoires sur la combinaison des observations, a voulu s'affranchir de toute hypothèse sui- la loi d*,- probabilité des erreurs.
Les règles prescrites n'ont pas changé pour cela.
Il doit sembler étrange que la loi de probabiliti'* des erreurs soit sans influence sur les conclusions d'une lliéorie dans biqucllc elle joue un si grand rôle.
L'explication est simple : une hvpolhèse, compatible en appa-» renée avec toutes les lois, est introduite dans la démonstration-, elle impose en réalité la même forme à toutes.
Nous supposons, dit Gauss, les observations assez exactes pour que les carrés et les produits des erreurs soient négligeables.
Toutes les équations se trouvent par là réduites au premier degré, et toutes les lois sont équivalentes.
Si l'on nomme '^{z-)dz la probabilité pour qu'une erreur d'observation soit comprise entre z et z-hdz, on peut, ; étant très petit, remplacer '-^{z) par le développement
(3) 0{Z) = 'f (O) -r- ^'f'(o) -+- -^ 0"(0) + -j-^ C?"'(0) + ^ ^'.^^ rio).
Les erreurs constantes étant écartées, on doit avoir
o'(o) et 'J"(o) sont donc nuls.
Le droit de négliger :;- devant z donne, a fortiori, celui de négliger z'' devant z- et de réduire l'équation (3) à
o{z) = 0(0) -\- -z^-oio);
mais on a, en négligeant toujours z'' devant :;-,
a -h Oz-= ae " .
La fonction cp(;)est donc, en réalité, assimilée à une exponen-
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liello de la forme
20o. Gauss, on le voit, aurait pu, dans los conditions on il so place, conserver sa théorie primitive. 11 a fait beaucoup mieux. Celle théorie conseille, en efTet, l'adoption du système de corrections dont la probabilité est maxima, La théorie nouvelle semble préférable. La valeur probable du carré de Terreur commise est rendue uiininui. Les deux conditions s'accordent, mais les principes sont très différents. Il aurait pu arriver que les corrections les plus probables eussent accru, dans le cas où elles ne sont pas les véritables, les chances de commettre de très grandes erreurs. Toutes les probabilités doivent intervenir pour décider le meilleur choix à faire.
Soient
(4) ] '^ii-TjJi -' ...)= /2,
les équations qui rattachent /? inconnues x^Vt:-: ... à n -i- /> grandeurs mesurées /, , 1-2, . . ., ^/i+p- Elles sont incompatibles et donneront seulement une valeur approchée de chaque inconnue. Nous supposerons les carrés des erreurs commises dans cette première approximation négligeables. La théorie, sans cette simplification, serait inextricable.
Le théorème de Taylor permettra d'exprimer cp,, 'Jo, ..., ^n+p en fonction linéaire des accroissements dont on néglige les carrés. En éliminant entre les n -\- p équations ainsi transformées les erreurs commises sur x, >', :;,... dans la première approximation, on obtiendra, entre les erreurs <?(, ^o, . . . , e,i^p commises sur les grandeurs directement mesurées /),/:>, . . ■ , /«+/>, P équations du premier degré de la forme
P, e,-l-P2e2-i-. . .+ Pn+pe„+p= h,, Qiei-f-Q2e2-i-. . .-!- Qn+pen+p= hz,
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!2()7. Pour ne pas comj)li(|ucr les calculs, nuiis siipjxjserons six grandeurs observées cl Irois inconnues, dont elles sont des fono lions délcrniinées j les é(|ualions (.">) seront alors au nonduc Ai- Irois cl n -\- p sera égal à six.
Nous adopterons, pour représenter la grandeur doul la mesure a été trouvée égale à /, , la somme
L'expression (G) se réduirait à /, si les mesures étaient parfaites; mais de petites erreurs ayant été commises, en les nommant
C\i t'j, ^3, Cl, e,;, (^',i, celle (pii en résulte pour ((>) est
\ e,-4-X,(P,é',-i-I»,eo-H...--Pcec)
Il faut choisir A,, L^^ A3 de manière à rendre minima la valeuiprobable du carré de cette erreur.
En supposant les mesures dignes d'une égale confiance, et nommant m- la valeur probable du carré e'j de l'erreur commise sur l'une quelconque d'entre elles, les valeurs probables de Ci et de (?/<?/■ étant nulles par hvpotlièse, la valeur probalde du carré de (7) est
X|eQ2-4-X^sr2-^2X,X2::pq
QR + 2X3 X, s RP -+- •_>. X, Pi -f- 2 X2 Q, ~ 2 Xj R, ).
Pour rendre cette expression minima, il l'aut égalera zéro les dérivées par rapport aux facteurs arbitraires A|, Ao, ).3 ; on écrira donc les é(juations
/ X1SP2 -hXoSPQ-^ X3SPR-4-P, = o,
(9) X,SPQ + X2SQ2 -i-X3 2QR-i-Q, = o, ( XiïPR +X.>SQR-,-X3SR2 -,-R, = 0.
Les facteurs A|, Ao, A3 étant déterminés par ces équations, l'expression
(10) /i-i-li/li — lJl,-r-ls/li
sera la meilleure valeur à adopter pour /, .
!208. Une i)hjcclion se présente. L'expression (7), dans laquelle les indélerniinécs )>i, A^x ^>:i '^"l t'^*' choisies le plus avanlageusenienl possible, n'est pas la plus j^i'iu'rale parmi eclles cpii, si les mesures ('laient exactes, se rcJuiraienl à /, . On pourrait obtenir d'autres valeurs approcbées en nombre iiiliiii. Pourquoi ne pas chercher entre toutes celle (pii donne la plus petite erreui- probable?
Si les erreurs n'étaient pas très petites, l'objection serait londée; mais, les carrés étant négligeables par hypothèse, toute fonction qui se réduit à zéro (piand A,, /r., ... sont nuls peut être supposée du premier degré par rapporta ces quantités.
209. Les équations (()) font connaître les coefficients les meilleurs à adopter j^our la formule (i<>). La valeur probable du carré de l'erreur est rendue minima; elle est représentée parla somme(8), dans laquelle ')^[, )>2, )^3 seront déduits des équations (9).
L'expression (8) peut s'exprimer plus simplement. Si l'on ajoute les équations (9) après avoir multiplié la première par X,, la deuxième par ).2 et la troisième par Au, en retranchant du coefficient de ni- dans (8) la somme qui est égale à zéro, la valeur j)robable du carré de l'erreur commise sur /, prend la forme
elle est proportionnelle à ni-. Les valeurs de P|, Q(, R|, X), Xo, X3 ne dépendent nullexnent de la concordance plus ou moins parfaite des observations, révélée par les valeurs /i(, Aj, h^ des fonctions qui devraient être nulles.
210. Supposons, pour donner un exemple très simple, que x, j', z, u soient les quatre angles d'un quadrilatère. On a trouvé pour ces angles, directement mesurés,
x= II,
z = Lu u = L.
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Si les mesures rlaicnl exactes, on auriiil /] -î- /j-H fj-r-i.,= JtJo".
Cette condilioii n'est pas remplie; on a
// étant supposé très petit.
On adoptera alors pour l'angle x la valeur
Si e,, c-,, e.i, Ci sont les erreurs respectivement commises sur les quatre mesures, l'erreur E commise sur X sera
E = <?i -4- }.{ei-^ e-î-h ^3 -f- Ci ).
En nommant m- la valeur probable du carré de chacune des erreurs de mesure, la valeur probable du carré de E est
Elle est minima pour la valeur
et l'on doit prendre
La valeur probable du carré de l'erreur est donnt'-e par l'expression (11) quand on v suppose A = — 7;. Elle est donc
indépendante, on doit le remarquer, de la valeur de //.
211. Supposons, pour donner un second exemple, que, dune même station O, on ait observé cpialre points A,, Ao, A3, A^. Un a mesuré, en les réduisant à l'horizon, les angles sous lesquels les distances A, Ao, A| A3, Ai Aj, A2 A4 et A3 A., sont vues du point O,
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en désignant par /,, Z^., I.\, /,, A, les valeurs liouvces. On veiiL en déduire les valeurs les plus plausibles des angles .r, r, ^ formés par OA, avec les trois autres directions OAj, OA3, OAj. On aurait, si les mesures étaient parfaites,
(1-2) X=ti, y = f-l, - = ^3- -— a:=/i, C— 7=/5
el, par conséquent,
Les équations (i3) ne sont pas satisfaites el, à cause des erreurs d'observation, on a
On prendra pour x la valeur
(i3; X = /i+X, Ah- ),.,//.,.
Si c,, (?o, e-i, c,, Cj sont les erreurs commises sur les quatre mesures, l'erreur commise sur X sera
(iG) E = ei + li{€i+ei — e3)^l2{ei-¥-e.,— e3).
Si m- désigne la valeur probable du carré de chaque erreur de mesure <?,, e-y, e-i, e.-,, e^, la valeur probable de E- est
Le minimum de cette expression correspond à Nous adopterons donc, pour l'angle x, la valeur
Elle s'accorde, on le voit en remplaçant lu et h 2 par leurs valeurs (i4)? avec la solution obtenue (201) par une voie différenle. Le carré de l'erreur commise en adoptant l'expression (18) est
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ij///'-; elle est indcpondantc de //, cl de //_. , par ronséciuctil de rcxacliliide des mesures.
On Irouverail, par des calculs semhlaMes,
Les carrés des erreurs commises ayant pour valeurs |)rol)al)lcs ^,— et ^-j— j les valeurs les plus plausibles des anirles l-, et /: sont
U= t:- -Jh-^ W/.,
2l!2. Les valeurs probables des carn's des erreurs commises sont, dans tous les cas, indépendantes de l'accord plus ou moins parfait des observations. Les quantités désignées par /<,, ho, . . ., (jui seraient nulles si les observations étaient parfaites, ne figurent pas dans l'évaluation de l'erreur à craindre.
Nous avons déjà ( 173) rencontré et expliqué ce paradoxe. Il n'est pas inutile d'j revenir.
Dans la détermination de l'erreur proliable, la précision des observations a été supposée connue. Le facteur m- représente la valeur probable du carré de l'erreur commise sur chaque mesure. En supposant ainsi l'habileté de l'observateur évaluée à l'avance, sans qu'il soit tenu compte dans celle ajiprécialion des discordances révélées par la comparaison des mesures, il ne faut pas s'étonner de ne ])as voir figurer ces discordances dans le calcul de Terreur à craindre.
On mesure, par exemple, les trois angles d'un triangle; on a vu déjà l'observateur à l'œuvre, il fait usage d'excellents instruments; on apprécie en conséquence la constante ni- : l'erreur probable est o", 5o. La somme des angles obtenus surpasse cependant 180" de \i". L'observateur ne méritait j)as la confiance ac- 13. 18
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cordée. La valeur de m- t'iail 1res piohahlenienl mal choisie. Mais, pour en atlopler une autre, on nian([ue de dooiK'CS suffisantes.
iîl3. Les formules démonirées sont applicables à des observations qui ne sont pas encore faites; elles indiquent les calculs par lesquels les inconnues devront se déduire des grandeurs directement mesurées. Les valeurs probables des carrés des erreurs à craindre dépendent de la ])récision espérée pour les mesures qu'on va prendre. Le cas où cette précision est assez bien connue, a priori, pour {|ue les résultats obtenus n'j [)uisscnt rien changer, quoi qu'il arrive, est tout à fait exceptionnel.
C'est à lui que se rapportent les formules.
2Li. On s'est placé quelquefois à un point de vue absolument opposé. La précision des mesures est supposée inconnue; la concordance plus ou moins parfaite des observations est le seul renseignement d'après lequel on puisse l'apprécier.
Ce problème est le contraire du précédent. Nous supposions la précision connue a priori ; le résultat plus ou moins heureux des observations n'y pouvait rien changer; pour rendre cette hypothèse acceptable, nous supposions même que les observations ne fussent |)as faites encore.
On suppose, au contraire, dans le nouveau problème, la précision complètement inconnue. Il faut la calculer d'après les résultats, qui sont, cette fois, la seule donnée.
Gauss a fait reposer la solution de ce problème sur une formule très élégante, qui sera démontrée à la fin de ce Chapitre,
La formule est irréprochable; mais l'api)lication est rarement permise.
Le problème n'est pas nettement posé.
Quelques exemples rendront la difficulté très claire.
On a mesuré les ti'ois angles d'un triangle; l'excès de leur somme sur deux angles droits peut-il faire connaître, indépendam-
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inonl do tout autre ronsei-^ncinenl, la valeur probaMe du carré de l'erreur coinniise dans la mesure de eliacuii des arij;Ies?
Si l'on admet, comme il est vrai, <|u'à cIkkiuc instiiimeiit manié |)ar un observateur désigné corrcs|)ond, ohjccliKCinriil , une valeur probable déterminée du carré de l'erreur et (pie, en tlonnanl la somme des trois angles obtenus, on demamle la valeur vraie de cette constante caractéristique de la j)récisioM, le problème est insol(d)ic.
Une valeur vraisemblable est, évidemment, tout ce (pi'il est permis d'espérer.
En réduisant le problème à ces termes très vagues, une lacune subsiste dans l'énoncé ; elle doit enlever toute confiance dans le résultat.
La connaissance de la valeur probable (i priori de l'inconnue dont on veut déterminer a posteriori la valeur vraisemblable est un élément essentiel de la question; on ne donne sur lui aucune indication.
Les trois angles d'un triangle ont été mesurés par un observateur très habile 5 il a fait usage d'un excellent instrument; chaque mesure a été prise trois fois ; les résultats proposés sont les moyennes des trois observations. La somme des angles, après toutes ces précautions, surpasse 180" de o",25.
Les mêmes angles sont mesurés par un débutant qui s'exerce; l'instrument qu'on lui a confié est médiocre. Chaque angle n'est mesuré (ju'une fois ; les angles obtenus diffèrent des précédents de plusieurs secondes chacun. La somme des angles, pour ces secondes mesures, est exactement 180°.
Quels sont les résultats les plus dignes de confiance?
Les j)remiers, évidemment.
Les formules qui déduiront la précision des mesures de l'accord plus ou moins parfait des résultats ne peuvent manquer de donner l'avantage aux seconds.
Le cas, pourrait-on répondre, n'est pas celui qu'on a supposé. Les deux séries de mesures sont faites dans des conditions telles, qu'avant d'en connaître le résultat, sans donner la mesure numé-
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litjiie tlos deux pircisions, on les propose comiiic très méj^alcs. L'énoncé ilii pi-olilénic résolu j);ir (laiiss suppose, au conlraire, que l'on ne sache rien sur la précision des mesures.
Est-il possible, quand on comhinc des mesures, de ne rien savoir sur leur j)réc'isiou? Savoir, conmie on l'admet, que toutes les valeurs de l'orrciir probiii)lo sont (t juiOri éyalemciit vraisemblables sérail un rcnscigncintînt Itès j>récis qui, vraiscmbl,d)l('monl. n'a dans aucun cas rcjnésenlé la vérité.
Sans avoir étudié un instrument, le nom du fabricant, le |)ii\ dont on Ta payé, la situation de l'observateur qui s'en seil, font que certaines ('valualions de sa |>r(''cision, sans èlre tenues j)onr impossibles, seraient accueillies avec élonnement. (^chi suffit \)o\\r changer les conditions de l'énoncé.
215. La question appartient à la théorie de la probabiliic' i\c^ causes. Le désaccord entre les mesures prises est un fait observé. Les causes possibles, en nombre infini, sont la précision de chaque mesure. Quelle que soit celte précision, l'événement observé est possible. Le plus adroit peut avoir une défaillance; le j)lus maladroit peut, par un heureux hasard, obtenir de bons résultats : les résultats très inexacts peuvent se compenser fortuitement. Plus la concordance est grande, assurément, plus il est probable qu'elle a pour cause l'exactitude des mesures et que celle-ci est due à l'habileté de l'observateur.
La probabilité assignée à chaque cause dépend (115) de deux facteurs : la probabilité que la cause donne à l'événement observé et la probabilité, a priori, pour que la cause ait agi.
On veut, d'après l'énoncé, comme on Ta fait trop souvent en d'autres circonstances (123, 124, 130), se passer complètement de la seconde donnée. C'est une faute contre les principes. La lacune laissée dans l'énoncé sera forcément remplacée dans cha(pic solution obtenue par une condition introduite arbitrairemenl .
210. Suj)posons, pour faire connaître le principe de la méthode adoptée, qu'on veuille déterminer la chance pour qu'une pièce de
c.ii\p. \i. — coMBiw.visoK ni:s oiisr.KV \tioks. 2-^
monnaie cl('-sij;nf'c; rclonihc sur le ctUé lace fjiiaml 011 la jelle cm l'air.
La |)iècc est jclce <x lois ; elle a montré m lois face el // (ois plie.
Soient /> la prol)al)ilil(' ineonniic (|n\'II<' donne à l'airiv/'C de lace, q celle (ju'elle donne à Tarrivée de pile.
L'événement le plus prohahle sur a épreuves est ijl/> fois face. En égalant la valeur probable à la valeur vraie, nous aurons
[jL/j = m.
La valeur viaiscinhhtble de n serait donc — •
Le principe, appliqué à un petit nombre d'épreuves, donnerait des résultats inacceptables. Si, sur trois épreuves, la pièce a montré deux fois face, oserait-on proposer 'f^ comme valeur vraisemblable de la probabilité qu'elle donne à l'arrivée de face?
Lorsque le nombre des épreuves est grand, le résultat cesse d'être cboquant. La précision de la valeur proposée pour la probabilité/:» n'est pas pour cela mieux justifiée.
Une même pièce a été jetée i 000000 de fois : on a obtenu oooSqi fois face; on en conclut que la pièce donne, vraiseniOlablcment, à la sortie de face, la probabilité
Aucune de ces six décimales ne mérite confiance.
La probabilité p a une valeur objective. A cbaque pièce, d'après sa structure, correspond une valeur déterminée de p. Personne n'a pu croire, bien entendu, que cette valeur soit égale à (ly) ; mais il n'est pas même très probable qu'elle soit plus grande que (),5o.
Supposons que, la pièce étant bien connue, la valeur exacte de p soit
c'est-à-dire qu'elle s'écarte de ^ précisément autant que la valeur (19) indiquée par le calcul, mais en sens inverse.
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Cherchons quelle sérail, dans celle hvpolhèse, la prohahililé de révénenienl observé.
Le nonihic le |)iiis probable des ari'ivées de face esl
L'événemcnl observé est l'arrivée de SooSgi fois face; l'écarl esl 782,
La probabililé d'un écart égal à h est
e -i'-ri ;
on a
A 2 (jS-;.)
2 [ipq 5ooooo La probabililé donnée par l'hypothèse à révénenienl observé esl
^2T.^pq
celle que donne au même événement riivpolbèse la plus plausible pour laquelle il correspond à un écart nul est
V^a \J-~pq Le rapport est
Le rapport des probabilités de deux causes également probables a priori est exactement celui des probabilités observées. La valeur (ig) de p n'est donc pas quatre fois plus probable que la valeur (20), que nous avons choisie, on peut le dire, absolument contraire.
Reprenons la question générale
On a mesuré n -\-p grandeurs /,, Aj, /:(.... , fn+p- Elles sont liées par des équations rigoureuses à n inconnues a:, jj', z, .... En éliminant les inconnues, on oblicnl p équalioiLS nécessaires
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cnlrc les n -+- p grandeurs nicsiirt'es :
1*2 ( /j. /o. • • • . l n + i^ -' <>, '"/» U\' Il //i-./»» ■ O.
Les mesures nY'tanl pas parfaites, ces équations ne seront pas satisfaites : les premiers membres auront de petites valeurs — //,. — /<o, ..., — ///, (pii seront exactement connues, puisque les mesures /|, /o, . . . , l„^p le sont.
Si l'on nomme Cx, e^, . . ., e„j^p les erreurs commises sur ces mesures et qu'on en néglige les carrés, la fonction F,, qui est égale à — A, et qui doit être nulle après les corrections, recevra un accroissement A, ; on obtiendra ainsi p équations du premier degré
,. ) QiCi-^Q2e2^...-f-Q„+/,e„+/,= /i2,
A,. /i-2, . . ., /i,i étant des nombi'cs connus dans chaque [)roblèni(.'.
Le principe admis est celui-ci :
Il est permis, à titre d'approximation, d'égaler une fonction des premiers membres de (^i), dont la valeur est exactement connue, à la valeur probable calculée avant l'épreuve.
Cette égalité, bien entendu, n'a jamais été proposée comme certaine : Valor verus, d'il Gauss^ p/oa/ fors e/-/ores ol/lti/it , major minorve mediifieri potest.
Ces deux grandeurs, la valeur véritable et la valeur probable, que le hasard peut faire plus grandes ou plus petites l'une que l'autre dans une proportion inconnue, sont égalées cependant pour former l'équation dont la solution est déduite.
La critique est rendue difficile. Quand on a dit : le second membre de l'équation proposée peut être, suivant la décision du hasard, plus grand ou plus petit que le premier, on s'est mis en règle avec la rigueur : le lecteur averti sait qu'on n'y prétend pas. De quel droit reprocher une cause d'erreur nettement signalée?
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Le résullal est ilonné comnio uiu- iipproximnlion -, il ('sl loul naturel, au conlralrc, de chercher (|ui'Ue confiance jnérile le [)rincipc sur lequel elle repose. Nous nioiilrerons que, le principe étant admis, on en peut déduire, pour la précision, des valeurs très difTérentes et dont aucune, par conséquent, ne mérite confiance.
Formons un polvnôme
(22) Xj/jf 4- X2A3 -t-. . .-t- )>/>/«/, -+- 1,,-i i/iifii-h. . .,
homogène et du second degré par rapport aux seconds niemhres, numériquement connus, des équations (21). Quels que soient les coefficients choisis, A,, Aj, . . ., l'expression (22) est connue.
On peut en déterminer la valeur prohable, avant les épreuves faites, en fonction de la valeur probable m- du carré de l'erreur commise sur chaque mesure.
//,, //o, . . ., hp sont exprimés par les équations (21) en fonction des erreurs ^1,^0, . . . , e„+p- Le polynôme (22) est donc une fonction connue des erreurs commises dans les mesures; on en peut former la valeur probable en remarquant que celle de ej esl m- et que celle de eieii est nulle, quels que soient / et i' . La valeur probable du polynôme (22) sera donc de la forme G/«-, G étant connu. En l'égalant à sa valeur vi^aie, puisque tel est le principe accepté, on obtiendra une valeur de m- dans laquelle figureront les facteurs arbitraires désignés par A.
Il ne sera pas inutile de donner une application
On a mesuré les trois angles d'un triangle; les erreurs commises C), e-ii e-i sont inconnues, mais leur somme est exactemenl connue 5 on a
A, étant l'excès de la somme des angles mesurés sur deux angles droits.
On en déduit
h'\ = e\ -T- el -^ el -\- 'i.eie.2-\- le^Ci-^ 'aca*?!.
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Si ni- csL la valeur j)roljaljlc du carré de cliacuiic des erreurs ^i> ^i? ''3, 'a valeur probable du second membre est 3//J-, et l'on écrira, en c^alant cette vcilciir prohahlc à la luili-nr rrr/ir,
par conséquent.
Comme il n'y a (ju'une seule équation entre les erreurs, il n\ a pas, dans ce cas, de choix, à faire entre les combinaisons.
219. Reprenons le problème résolu (203j. On a mesuré cinq angles /, , /o, /j, /j, /j, entre lesquels les conditions géométriques du problème donnent les relations nécessaires
/i— /, — /3 = o, l-o-i- l-i- ij^- o.
Les mesures étant imparfaites, on a trouvé
lô-i-lî—/,= /il.
En désignant les erreurs réellement commises par e,, e-^, e-^, e^,
f;, , on a donc
e,-^ Cl — €3 — Ai,
pj-t- eo — e.) = /il.
Quels que soient les facteurs A,, Ao, "aj, le trinôme
(23) li/ll-^li/ll-^l^/ll/t,
est connu.
Ce trinôme est une fonction homogène du second degré des erreurs et, e.>, Cj, e^, e^, et, si Ton nomme m- la valeur probable du carré de l'une de ces erreurs, celle du produit de dcu\ d'entre elles étant nulle, on trouvera pour valeur probable de l'expression (28), calculée avant les mesures prises.
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En égalanl celle valeur probable à la valeur vraie, on aura
A,, Âo, A3 sont arbitraires.
Si l'on voulait choisir enlre les valeurs en nombre infini représentées par la formule (?-4); il faudrait chercher la valeur probable du carré de la dilTérencc des deux membres et disposer de Ai, ).j, A.( de manière à la rendre miiiima.
Mais la formule (?-4)? <!"• peut évidemment donner des valeurs de m- très inégales, reste, quels que soient les facteurs )>,, lo» "'>-' la conséquence de l'égalité admise entre la valeur vraie d'une grandeur et la \aleur probable.
220. 11 est aisé de prouver par un exemple combien sont grandes les erreurs à craindre en égalant les valeurs vraies aux valeurs probables.
Un observateur mesure les trois angles d'un triangle; la probabilité d'une erreur comprise enlre :; et z -+- dz est, pour lui,
-^e~'''^' dz. Quelle est la probabilité d'une erreur y sur la somme
des trois angles?
On peut dire :
La valeur probable du carré de l'erreur commise sur chaque
anirle est — r-r:
La valeur probable du carré de l'erreur commise sur la somme
des Irois ansrles est — j--
Si donc on représente la probabilité d'une erreur j)^ sur la somme
k' des trois angles par -— e"* V", il faudra supposer
VF' ^ Tl?- '
v/3 La probabilité d'une erreur plus petite que a sur la somme des
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Irois angles est donc
La dcmonslralion peuL laisser un doute. En acceplanl la loi représentée [Kir f~**'' pour les [)roljabilités d'erreurs j>artielles sur chaque anj^le, csl-il permis d'en conclure une expression de même forme pour lerieur tolalc? L'assertion n'est pas évidente; on peut la démontrer.
Soient x, j', ; les erreurs commises sur les trois angles d'un triangle; posons
La probabilité du concours des trois erreurs était. </ jniori,
g-fc'^j'- dx dy de;
elle est le produit de — ^ c'^''?'' par l'élément de volume djdydz.
en considérant x, )-, z comme des coordonnées rectangulaires. La probabilité pour que, j:- + )' 4- ^ étant compris entre a et
'j.-{-d'j., 0 le soit entre o et o -^ do sera le i)roduit de — ,-e "?•■
parle volume compris entre les deux sphères qui correspondeni aux rayons p et p -j- dp et les plans dont les équations sont
x-T-y-k-z^OL-^ doL.
Ce volume est
, , 9. t:o do dx
La probabilité a priori pour que, la somme des erreurs étant comprise entre a et a+f/a, celle de leurs carrés le soit entre cet (p + dz)- est égale à
"ik^ c^'P' 0 do dx
sir. s/Z
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I.a probabilili'" j)oiir (jiic la soinmc des trois erreurs soil comprise cnlre a cl t. ~r- dx osl la somme des valeurs de {'*A>) pour
loules les \aIours possibles de o (jui sonl comprises cnlre -^
cl X.
La probabililc pour que la somme des Irois erreurs soil comprise cnlre a cl a — dx csl donc
/ e- *' P' p (fp = — — e
La formule (27) se rcduil à
précisément celle que nous avions admise.
i22L Supposons, pour entrer au détail, qu'en mesuranl les Irois angles dun triangle Terreur probable sur cliaque mesure
soit égale à 2", la valeur correspondante de k esl — -p-
La probabilité d'une erreur plus petite que i" sur la somme des trois angles est, dans ce cas,
L'événement n'a rien dinvraisemblable.
S il arrive cependant qu'en mesurant les trois angles d'un triangle, on trouve une somme d'erreurs égale à i", la théorie adoptée donnera, pour déterminer la valeur vraisemblable du carré de l'erreur sur chaque mesure, la relation acceptée
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par conséquciU,
ce qui correspond à une erreur probable de clia(jue mesure
L(Hsque, dans une seule épreuve, l'erreur commise sur la somme des angles d'un triangle est égale à i", est-il possible de proposer avec confiance o",7 comme* la valeur vraisend)lablc de l'erreur probable sur chaque observation?
La valeur probable, pour l'observateur qui a mesuré les angles, est un noinbre parfaitement déterminé; en la suiiposanl égale à 2", c'est-à-dn-e triple de la solution proposée, la probabilité d'une erreur moindre que celle qui s'est produite serait 0,1:").
La valeur o", 7 adoptée pour l'erreur probable donnerait à l'»'-vénement observé, c'est-à-dire à une somme d'erreurs moindre (pie I ', une [)robabilité plus petite que z, égale à
La probabilité |)our qu'en adoptant ^^'\- pour valeur probable de l'erreur on s'écarte peu de la vérité est, on le voit, fort é-loignée de la certitude.
2!2':2. Pour explicpicr plus clairement les principes théoriques de la méthode des moindres carrés, nous n'avons tenu aucun compte de la longueur des calculs. Ou peut, dans presque tous les cas, les abréger considérablement.
Les corrections prescrites par la méthode exposée (!21()) pour les grandeurs directement mesurées /, , /j, ..., /„+^ satislont à une condition remarquable qui peut servir de base à une détermination ])lus rapide des inconnues.
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La soniine des carrés des correclions faites aii\ inesurcs est un inininuini.
Keprenons pour le dénionlrer la (picstion déjà résolue (!210), en supposanl toujours, pour éviter la lon,i;ueur des formules, trois inconnues seulement, entre lesquelles on a six équations.
En nomiuaiil /,, A /,; les grandeurs mesurées et e,,
I-.,, . . . , <'o lt.*s erreurs très petites commises dans leur évaluation, les conditions du problème donneront trois équations du premier deffré entre les six erreurs
. P , ei -T- P. co -^ Pa e:, -i- P; e; -^ Pô ej -T- P« Cç, ^ A, .
( Rici-T- Rif.-r- Riea — RiC;-f-RiC5-t- Rc^'o^ As-
ÙXous allons chercher à déterminer entre les solutions de ces équations le système pour lequel la somme
est minima. -Nous constaterons l'identité des corrections ainsi déterminées avec celles qui résultent des conditions adoptées (!2I0).
Pour rendre la somme (29) minima, il faut égaler sa dilTérenlielle à zéro en même temps (|iie celle des expressions (28).
Nous aurons ainsi les équations
( 3o ) cidci-^ e-i dci -^ e^ dej -~- e-, de., -f- e-^ de^ -^ e^ de^ = o ;
I Pide,~ P, «^^2-!- P3 dci^Pi, de, -+- P5 de^-^Pe de^ = o,
(il) ' Qk/^1 -^ Q2 (f^-2 -^ Q^de, -^ Qv de^ -- Q^de-, -f- Q^de^ = o.
f R 1 dei — R2 de-i — R3 de^ -^ R4 de-, -^ R5 de^ -+- Rc de^ = o.
On ajoutera , conformément à la méthode de Lagrange , ces quatre équations, après avoir multiplié trois d'entre elles par des facteurs 'j.|. 'j.o, 'X;,, et Ton égalera à zéro les coeflicients des six dilTérentielles. Les équations
<?!-;- ;jiiPi-i-,a2Qi-+- .'JiaHi = 0,
e» -r- [il Pj -r- [JI2 Qî -<- [^3 R» = o.
(3-2) ' ^3— [JLiPa— ijLiQa :- IJI3R3 — o,
Cq -f- .a, Po -f- [J-î Qc -^ 1^3 Rg — o.
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jointes aux Irois équations ('.S;, dclerniineront les corrections 'm ^j- '':ii ^iî ^:.) ^(! et les multi[)licatcurs |x,, |j.j. aj.
l'^n ajoutant les é(|uations (Sa) après les avoir niullipliées par les coefficients de cliacunc des incomuies u.,, u... •;.,, et en ayuntr^ard au\ relations (-^■'^j, on formera les éfjualions
I Ki(I'î) +K2(PiQi) + !J^3(PiRi) = //.. (33) !JLi(PiQi)--H^2(Q?) --.u3(R.Q.>-/'2.
( iJi,(P,R,) + :;^2(QiRi)-i-Hi3(RÎ) =/«3. où (P;^ i. ( P, Q, ), ... représentent les sommes
Les équations (33) feront connaître |j., , a^, U). On déduira eusuite de (32) e,, Cn, <?;,
Les corrections ainsi obtenues sont identiques à celles qui ont été déduites (209) du Calcul des probabilités. Reprenons, en eflet, les équations (7) qui font connaître '/.^, A^, Ak ; elles ne diffèrent de (33) que [)ar le changement des termes indépendants des inconnues.
Cherchons par les deux méthodes la correction désignée par c,.
Les valeurs de "a,, Ao, A:( étant données par les équations
( Ài(Pi) -^>-(PiQi)+>-3(PiRi)--Pi-
(34) Ài(PiQi)->^2(Qî) ^À3(QiRi)--Q>.
( À,(R,Pi)^X2(R,Qii-->-3(Rî) --R..
la correction prescrite est
La condition du minimum donne
ei = — ;xiPi— :i2Qi— ;-«-3Ri-
En ajoutant les équations (33) multipliées par A,, ).2, ).3 et les équations (9) multipliées par ;j.,, ;j.o, 'J.3. on constate l'identité des deux sommes.
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i2î23. Le priiuipo (les inoiiulres carrés élanl admis, on j)eut s'en servir pour obtenir les meilleures valeurs des inconnues, sans s'aslrcindre au calcul préalable des erreurs commises sur les ijrandeurs direclemenl déterminées.
Les équations imposées au\ inconnues élanl
(35) * cp,,r,j......,^/.
el leur nombre n -•- /> surpassant le nombre // des inconnues, on devra d'abord déterminer des valeurs approcliées X, Y, Z, ... de X, )', ;, . . . , pour lesquelles il subsistera entre les deux membres des équations (35) des dilFérences très petites a, a^. . . . , y.,i+p. Si l'on nomme Xi, r,, z^, ... les corrections (pi'il faut faire à X, Y, Z, . . . , et e, , Co, . . . , e„^p celles de /, , l.>, . . . , i„^p, on aura, en négligeant les carrés de ces corrections, des équations nécessaires de la forme
Pia-i-r-PiJi — P3-1-H...-H2, = Cl,
QiJ-i-hQîj, -h QjJi-^...— a. = ^2, Ri 3"]-!- Rj^i-i- R3;;, -4-. . .4- X3 = e.-i,
Pour rendre mininia la somme
e] -^el-^el -h...,
il laut, après l'avoir formée, égaler à zéro les dérivées par rapport à j^i, )•,, :;,,..., et l'on aura ainsi, entre les inconnues véritables de la cpiestion,
P,(P,r,) + Qi(Qi-ri) + Ri(Ri:r,)-^...-^P,a,-f-Q,ao-^...=:o,
P2( PlT, ) -f- QîCQl^Fl ) -}- Rî^ Rl^r, ) -T-. . .-^ Pî^l -+- Q2 3t2+ . . . = O,
P3( P,:r, ) -i- QaCQi^i ) + R3(Ri^i ) -f-- • • + fs^ti -- Q:,«2^-. • • = o,
(P|jc,), (Q,.r,), ... désignant l'ensemble des termes qui, dans les équations (36), précèdent a, , a^, .... On est conduit à la règle suivante :
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On ajoiilcia les premiers meiiiljres des é(jualioiis du nrcniier (leyi'é, dont les seconds membres sont les correcllous à faire suhir aux grandeurs dircctcmcnl mestirt-es, après les avoir iindliplico ^uccessivemeiiL parle cocfllcient de clia(pie Ineomuie.
Les équalions ainsi formées, en nombre égal à celui des inconnues, donneront la solution du problème.
12!24. Sujiposons que cinq points A,, Ao, A;,, A^, A.-, aient été \isés d'une même station O. Sur les dix angles que forment deux à deux les lignes de visée, on en a mesuré huit. En nommant /•,, vTo, J':\, Xj les angles de la direction OA avec les quatre autres, ces angles déterminant tous les autres, les mesures choisies sont telles qu'en nommant /, , Z^, Ij, /.,, /^, /„, /-, 4 leuis valeurs exactes, on a
{ Xi = /j, Xi — Xi= lu, Xi = l-, x, — J"i = /g.
Les relations entre les angles mesurés doivent être
Ces expressions ne seront pas nulles, mais auront des valeurs très petites. Nommons ces quatre valeurs a,, a^, a;,, y.^ ; elles donneront, indépendamment de tout calcul, une première idée des erreurs commises.
Pour appli([uer la méthode des moindres carrés, il est inutile de former les équations (5); nous ajouterons les équations (3j) après avoir multiplié chacune parle coefficient de l'une des Inconnues successivement choisies. Nous aurons ainsi
3 :ri — X.2 — X3 = /; — ^6— f»' 3 J"2 — ^i — -^1 = ^8 -- h— 1%, 3j"3 — J-4 — -^1= ^1— ^3-T- U, 3 X4 — ^3 H- ^r» = /i — /j — /•. . B. 19
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On en déduira les valeurs des Inconnues
Tx— T /l — — /2 -.h ^ /; - T '5 zh-^ —h F '»<
3 13 IJ IJ J IJ \i l5
^î - -7 /i -r- j '2 -; ^3 — >, '* "^ "'- '5 zh-- jl-i -t- — h,
i5 5 IJ 3 ij i5 5 u
i5 5 IJ iJ u i5 5 iJ
5 i5 i5 ij ^ IJ 13 i5
22o. Lorsque les correclions seront calculées, on devra chercher, en tenant compte des réserves faites, la valeur probable du carré de l'erreur à craindre pour chaque inconnue.
Gauss a donné pour ce calcul, comme pour tous les détails de cette théorie, une méthode devenue classique de laquelle résulte une démonstration du principe des moindres carrés très différente de celle que nous avons adoptée. Nous la reproduisons textuellement.
Problème. — Désignons par t', v' , e", . . . les fondions linéaires suivantes des indéterminées x,y^ z, ... :
[ V = ax -!- bj -^ cz -!-...+ /,
(Gi) {
Parmi tous les systèmes des coefficients x, ■/.', x", . . . qui donnent identiquement
k étant indépendant de a-, y, z, . . . , trouver celui pour leqiud X- -r x'- + x"- -h . . . est minimum.
Posons
.^ . ] bv^ b'v'-¥-b"v"-^...= r,,
(Gî) \ ,,,,,,
CV -\- C V -^ C P' -t- . . . = Ç
m M'. \i. — coMniN VISON nr.s obskrvatio.ns. ?.()i
;, r,, "^ seront dos foiiclions lincaires de x, j-, c, n Ton aura / $ =:ri:rt2 -+-^i:a6~T-^S«c-+-. . .-4- Srt/.
) ^ — arllrtc— yilic -;- -:Sc2 -H. . .-4-2c/,
el de même pour les aulrcs S.
Le noniln-e des f|iianlilc's ;, y,, "C, . . . est égal au nombre ttj des liieonnu<'s j:-, j)^, :;, . . .: on pourra donc obtenir, par élimination, une équation de la forme suivante (')
,r.-.A-i-(3t3c)S-;-(«?)-0-i-(aY)Ç-f-...,
(pii sera satisfaite identicpicmcnt lorsqu'on remplacera ;, r, , IÇ par leurs valeurs (G3). Par conséquent, si l'on pose
I a (xy.) -^- ù ( afi ) -h c ( av ) -f- . . . = a,
(GO a'(s=a)4-6'(a3) + c-(aY)^-----3:',
( a"( aa) -I- 6"( a!3 ) -f- c"( ay ) -l- . . . — a",
un aura identiquement
(G5) at' -i- a'p'-i- a"p"-i-. . . = r — A.
Cette équation montre que, parmi les différents systèmes de coefficients x, •/.', x", . . . , on doit compter le système
On aura d'ailleurs, pour un svstème quelconque,
el cette équation, étant identique, entraîne les suivantes :
(x — a) rt -r- (x' — %') a' -r- (x" — a") «"h-. . . = o, (x — oc) b -h {■/.' — a') 6' -H- (x"— ol") b" -r- . . .= o, {Y. — a ) c -f- ( x' — a' ) c' -f- ( x" — x" ) c" ~ . . . = o,
(') On verra plus loin la raison qui a conduit à désigner les coefficients de celle formule par la notation (aa), (a?).
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Ajoutons ces équations après les avoir multipliées, respectivement, par (aa), (a^), (ay), ..., nous aurons, en vertu du système (Gi),
c'est-à-dire
y.- 4- y.'2 -r- . . . = «2 -t- a'2 -I- . . . -+- ( y. — a )2 -+- ( y.' — a' )2 + . . . ; par conséquent, la somme
aura une valeur minimum, lorsque Ton aura
y. = a, y. = a', y." =■ ol" , ....
D'ailleurs, cette valeur minimum s'obtiendra de la manière suivante.
L'équation (Gj) montre que Ton a
a % -\- a' 7.' -^ a" a" -\~ . . . ~ o , /va -T- b' a! -\- b"a" -h . . .— o, c a 4- c' a' -(- c" a" -f- . . . = o,
Multiplions ces équations, respectivement, par (aa), (a,3), (av),
et ajoutons; en ayant égard aux relations (G4), on trouvera
a- -+- a'2 -i- a"^+ . . . = ( aa ).
Lorsque les observations auront donné des équations approximatives
il faudra, pour déterminer l'inconnue .r, choisir uue combinaison de la forme suivante
telle que Tinconnue a: acquière un coefficient égal à 1 et que les autres inconnues se trouvent éliminées.
Le poids de cette détermination sera
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On ohlicnJra la délcrminalion la plus convcnajjlc en prenant
alors X aura la valeur A. On obliendrail «^vitlcmmcnl la môme valeur sans connaître les nuilliplicaleurs a, y.', y.", . . ., en effecluanl réliminalion sur les éijualions
le poids de celle délcrminalion sera
et Terreur moyenne à craindre
m \/p ( aa ) = m' yfp' ( aa ) — nï' \J p ( aa ) = . . . .
Une marche analogue conduirait aux valeurs les plus convenables des autres inconnues j^, z, . . ., qui seront celles que l'on obtiendrait en efTectuant l'élimination sur les équations
Si nous désignons par Q la somme
ou, ce qui revient au même,
on aura évidemment
d'à dù ^ do.
par conséquent, les valeurs des inconnues, déduites de la combinaison la plus convenable, et que nous pouvons appeler les valeurs les plus plausibles, sont précisément celles qui donnent à Q une valeur minimum. Or V — L représente la différence entre la valeur observée et la valeur calculée; donc les valeurs les plus plausibles des inconnues sont celles qui rendent minimum la somme des carrés des différences entre les valeurs calculées et
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observées des quanlilés \', V, V", . . . , ces carrés élanl respectivement muUipliés ])ar le poids des observations. Ces principes oui été dopui^ loni;lenips étal)lis par d'autres considérations {Theorin motus corporum cœleslium).
Si Ton veut assigner la précision relative de cliacunc des déterminations, il faut déduire des équations (Gn) les valeurs de Jc, y, z qui se présenleronl sous la forme suivante^ :
/ :r=A-(aa)t + (a?)r,-(aY)Ç-....
Les valeurs les plus plausibles des inconnues x, y\ ;, . . . seront A, B, C Les poids de ces déterminations seront
(1^)' (TF)' ("^;'
et les erreurs moyennes à craindre
pour X m \/p{7.z) = m' \/ p' (oli) =. . ..
pour r m v/p(|3?) = »i'v/^'(??) =• • ..
pour ^ m \/p('r:) = mWp'in) = • • • .
ce qui s'accorde avec les résultats obtenus antérieurement [Tlieo lia motus corporum cœleslium).
Le cas où il n'y a qu'une seule inconnue est le plus fréquent d le plus simple de tous. On a alors
il sera utile d'en dire quelques mots.
On aura
a = \fj> , d — \l p , a" = //>" , ....
/=— Ly/^, f'=-L'\/Jy, /" = — L'VÂ''
et, par conséquent,
ï = (p — /?'-4-/>"-^. ..)x — (pL -+- /?'L' -+-//!/ -4-. . .);
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d'où
(aa) = ; j ,
Ainsi, si, par plusieurs obscrvalions qui ironl pa> la nn'mt,' précision cl dont les poids respectifs sont/?, //, //'. . . ., on a trouvé, pour une même quantité, une première valeur !.. une deuxième L', une troisième L", .... la valeur la plus plausible sera
et le poids de cette détermination sera
Si toutes les observations sont également plausibles, la valeur
la plus probable sera
c'est-à-dire la movenne arithmétique entre les valeurs observées; en prenant pour unité le poids d'une observation isolée, le poids de la moyenne sera rs.
226. Quoique les formules proposées pour exprimer la valeur probable du carré de Terreur à craindre, à quelque point de vue qu'on se place pour les obtenir, méritent peu de confiance, il n'est pas inutile de les défendre contre un reproche injustement adressé.
Bienajmé, auteur de l'objection, a proposé <( une modification profonde » ; il parle de la « défectuosité du calcul ordinaire ». Le défaut qu'il signale lui paraît si simple, « qu'aux premiers mots tout le monde en reconnaîtra l'existence ». — « L'erreur consiste, dit-il, à calculer la probabilité d'une erreur commise comme si elle était la seule. Un des premiers principes de la théorie des probabilités est que, quand plusieurs événements arrivent simultanément, la probabilité de leur concours est le produit des pro-
babililés de chacun, de sorte que la prol)aljilllé de ce concours est inférieure à la probabilité de chaque événement pris à pari ; elle est d aulanl plus petilc qu'il v a |)lus (révi'nomcMils. »
<( Evitleninicut, ajoute Hienavuié, il en est de même des erreurs de plusieurs inconnues, La probabilité que ces erreurs resteront toutes à la fois dans certaines limites ne peut être que le produit des probabilités séparées pour que chacune ne s'écarte pas de ses limites propres et, par conséquent, celte probabilité du concours des erreurs de grandeur limitée doit être notablement inférieure à la probabilité des limites de chaque erreur considérée isolément, quelles que puissent être les autres. »
L'assertion est évidente; mais le tort est d'accuser les auteurs de la théorie et des applications qu'on en a faites de l'avoir ignorée ou oubliée.
Quand on a calculé une inconnue, il importe de savoir quelle confiance mérite le résultat. Les formules de Gauss répondent plus ou moins rigoureusement à cette question. Si une seconde inconnue est calculée, le même problème sera résolu pour elle. Si l'on connaît les probabilités pour que les erreurs commises sur deux angles soient plus petites que o",io, on pourra, les deux résultats n'étant pas contestés, chercher la probabilité pour que les deux erreurs soient toutes deux plus petites que o",iO' l'intérêt de cet autre problème sera plus ou moins grand, mais c'est une étrange prétention d'accuser d'erreur ceux qui n'ont pas désiré le résoudre.
Prenons un exemple.
On veut connaître un angle A. Cet angle fait partie d'un triangle ABC. On mesure les trois angles A, B, C et l'on prend pour A la valeur
Si m- est la valeur probable du carré de l'erreur à craindre dans la mesure d'un angle, le carré de l'erreur à craindre en adoptant l'expression (38) est (199) |/?22.
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L'ohjcclion consiste à dire : Sur les deux anj^les B cl C nous nvcz des erreurs à craindre; elles doivent entrer en compte; elles ont leur part nécessaire dans l'évaluation du mérite de la solution. Cela est vrai si le problème est de résoudre le trianj^le*, mais si le calcul est entrepris pour déterminer Tangle A, on n'aiiia nul souci des deux autres.
Le triangle a trois côtés; on peutv inscrire un cercle, ou \c circonscrire, déterminer la surface, calculer les bissectrices, etc., et résoudre cent problèmes différents pour chacun desquels, puisque le triangle est imparfaitement connu, une erreur sera à craindre. Cherchera-t-on la probabilité pour que toutes ces erreurs soient inférieures à des limites données? Si persuadé qu'on soit qu'il faut le faire, le nombre des grandeurs qui dépendent du triangle étant infini, il faudra s'arrêter; où commencera \z faute commise?
Un exemple réduira l'objection à sa véritable valeur.
On construit une carte géographique. Les villes, villages et bourgades j sont inscrits [)ar milliers. On étudie l un des points j)rincipaux et l'on cherche l'erreur probable à craindre sur chacune de ses coordonnées géographiques. Les calculs sont irréprochables ; l'auteur de l'objection, sans y contredire, signale une faute très grave, ^otre carte, dit-il, contient mille déterminations; il fallait, en vertu (ïiin principe dont la vérité frappera tout le monde, faire pour les mille points marqués le calcul exécuté pour un seul et multiplier les mille probabilités.
Les erreurs n'étant pas indépendantes, la solution aurait le mérite d'une difficulté vaincue, mais elle condamnerait la carte la plus admirée d'autant plus sévèrement qu'elle serait plus riche de détails. Comment espérer que le produit de mille probabilités ne soit pas très petit?
Le produit étant supposé connu, on accueillerait certainement comme un grand progrès la recherche isolée de chaque facteur. C'est elle seulement qui peut intéresser.
227. Nous terminerons ce Chapitre par la démonstration diin ('•légant théorème de Gauss, annoncé (21 i) et dont les conséquences
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rclali\cs à la ilétcrminalion de la précision diin syslèmc (robsorvalions no me paraissent pas acceptables.
On a mesuro directement n -{- p grandeurs. Les mesures inspirent la même confiance; mais la valeur |)rol)able ni- du carré de l'erreur commise sur l'une d'elles est d priori complètement inconnue. Ces n -{- p grandeurs mesurées sont liées par des équations, que l'énoncé du problème fait connaître, à n grandeurs inconnues. La méthode des moindres carrés détermine ces inconnues par la condition que les corrections sur les grandeurs directement mesurées, qui rendent les équations compatibles, aient une somme de carrés minima.
Les calculs font connaître exactement cette somme de carrés, plus petite par l'énoncé même de la condition imposée, que la somme des carrés des erreurs réellement commises.
Le théorème de Gauss se compose de deux parties :
La somme des carrés des corrections prescrites par la méthode des moindres carrés est une fonction homogène du second degré, parfaitement déterminée, des erreurs réellement commises.
En désignant par ni- la valeur probable, a priori, du carré de l'erreur commise sur une observation, la valeur probable de la fonction qui représente la somme des carrés des corrections prescrites par la méthode, et par conséquent la valeur probable de cette somme de carrés dont la valeur numérique est connue, est égale à pni-.
Nous allons démontrer ces deux théorèmes, sans pouvoir accepter qu'il soit permis ensuite d'égaler la valeur vraie de la somme des carrés des corrections à la valeur probable et d'en conclure pour valeur probable du carré de Tune des erreurs d'observations
<?i, t'o, ..-, Cfi^p étant les corrections faites aux grandeurs mesurées et le dénominateur p étant l'excès du nombre n -\- p des mesures [)rises sur le nombre n des inconnues qu'on en a déduites.
<:it\i'. \i. — (;(»\Illl^ Atso.N dks onsi:u\ vtm>-\s. s».()()
i\on seiilemciil la somme dos carrés des corrections, niiii> clia(jiie correclion en particulier peut s'cx|)rimer en fonclion des ei'reurs x'écllemcnt commises. Si ces erreurs, en eflel, sont connues, les érpialions au\([uelles les inconnues satisfont, et (|iii ilr viennent incompatibles, sont parfaitement déterminées; elles s'accorderaient si ron ajoutait à cliaque grandeur Terreur commise en la mesurant, mais elles peuvent s'accorder d'une infinité dr manières. Les corrections véritables étant inconnues, on rend \.i somme des carrés niinima. Le calcul à faire pour cela est parfaitement déterminé, et le résultat ne peut contenir, outre les données de la question et les grandeurs mesurées, que les erreur> réellement commises.
La méthode exposée (207) permet de calculer cette fonction, dont l'existence est évidente a priori.
Soient
( Uj I
Ti e, -t- ïo e^ -+- . . . -^ Tn+p <^u+i. - ^n
les équations qui lient les erreurs possibles ei, e^. .... ^«4-/1 aux
évaluations des grandeurs /, , /j, ..., /«+/,, dont a,. 7.0 a^,
sont des fonctions numériquement connues et très petites, [)uisqu'elles seraient rigoureusement nulles si les mesures étaient exactes. Les corrections e,, Cj, ..., ^«4.^, prescrites par la mélliode des moindres carrés, sont des fonctions de a,, a^, .... y./, que la méthode fait connaître. La somme de leurs carrés est une fonction homogène du second degré de a,, aj, . . ., oty,. Mais les équations (89) sont satisfaites par tous les systèmes de corrections compatibles avec les données du problème; elles le sont donc par les corrections égales aux erreurs véritablement commises, et, en remplarant a,, a^, ..., y-p par leurs valeurs données par (39) en fonction des erreurs véritables î, , t^. ... . £//+/,, on aura exprimé la somme des carrés des corrections en fonclion de ces erreurs véritablement commises qui restent inconnues.
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Pour oblcnir les corrections prescrites par la inélhode des moindres carrés, il faut rendre niininia la soniinc
/> - -;- fi- I ■ i fi- •
adjoindre, par conséquent, à l'équation
ei de\ -H Ci dcz -i- . . . -+- e,t-i /, de,,^/, = o
les/> équations obtenues en difTérenliant le système (Sp).
On devra, conformément à la théorie des maxima et minima, ajouter ces équations après les avoir multipliées par des facteurs indéterminés, et écrire le système
/ e,-^ ;ji,P,H- ,a2Q,-i-...-t- ,apTi = 0,
les facteurs a,, a^ ;J-/) et les inconnues <?), Co, • • -, <?rt+p se
déduiront de ces /z -r- p équations adjointes aux p équations (Sg). Pour obtenir les facteurs U(, 'j.^, ..., 'J^p, ajoutons les équations (4o), après les avoir multipliées par P,, Po, .... puis par Qi < Q25 . . • , et ainsi de suite, nous aurons
a, + a,(P2) -l-a2(PQ)4-...^.a,,(P,T) = O,
:^-2 - MQiP)^-MQn +• ■ •+ :v(QiT) = o,
a/,-^ai(TP) -^;jL,(TQ)--...^;ji,,(Ti) = o,
(P-), (PQ), ••• représentant la somme des carrés des valeurs deP;, de P,Q,, ....
Ajoutons les équations (4o), après les avoir mullipliées par e,, ('■2, • • •- <^/i+p: nous aurons
^ef -+- ;jii Xi -T- [J.2 a2 -H . . . -H [Xp Up = o,
et cette équation fera connaître Se,^, e-xprinn', comme nous l'avions annoncé, en fonction de a,, aj, . . ., a„ qui sont eux-mêmes des fonctions connues d'un système quelconque de corrections possi-
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IjIcs Cl par conscqiicnl, cii particulier, df's crmirs n-cllriiiciil commises.
"I-IH. Il nous reslc à cliciclicr la valeur piuhaljlc lir rcxprcssioii
Si £|, îjj .... ^/i+p sont les erreurs réellement commises, la valeur probable de tj est, (|ucl que soit /, la quantité inconnue niqui représente la précision des observations, et, les mesures étant indépendantes, la valeur probable de £,, £/-, quels que soient / et /', est égale à zéro.
La valeur probable de (42) est donc le produit par ///- île la somme des coefficients des carrés de î,, t-^, . . ., ^n^p-
En substituant aux a dans la somme (42) leurs valeurs en foiiclioii des s, données par le système (3()), l'expression devient, en ayant égard aux équations (4o)-
et, comme les corrections e sont des fonctions linéaires des pi et des a, par conséquent des c, on voit que la somme des coefficients des carrés ti, e-2 ^n+p dans (42) est égale à
dci de-i de„->.p
dii dt-i dtn-i-p
c'est-à-dire, d'après le système (Sg), égale, au signe près, à
^ p, ^ ^ Q., ^ _- -^ T., -'^ " dz-i ' dt'i ' ' ' ' dtî
'^n^p -r ~ \ln-i-p -r I- . . . — 1 „-
"■-n-t-p U-n+p ii-n^ii
On a. en remarquant que les £ satisfont au système (.19) et que les 'j. sont des fonctions linéaires des a,
f/;jL, d'il „ dxi dix,
dii doii d2, dy^/,
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t>n en tlédiiit les cqualioiis
P 'l?\ _ <f'M po <1:m PO, , 'l'M p -Y
I^a somme des premiers membres esl donc égale à
c'csl-à-dirc à l'unllé ; car celte expression (44) est précisément le résultat de la substitution dans la valeur de ;jl, déduite de (4o), des coefficients de |ji| aux termes tout connus a,, a^, . . ., v.p.
La première colonne du Tableau est égale à l'unité.
Il en est de même de toutes les autres, et la somme est égale à /;.
Cette élégante démonstration a été donnée j)ar M. Guvou.
Lors donc que Ton résout un problème par la méthode des moindres carrés, n -\- p mesures ayant été prises et le carre'' de Terreur à craindre sur chacune d'elles étant m'-^ la valeur probable de la somme des carrés des erreurs réellement commises est {n -\- p)m'- \ mais la valeur probable, nécessairement plus petite, de la somme des carrés des corrections indiquées par la mélhodo comme les plus plausibles est seulement/?/»-.
2:29. Reprenons, pour donner un exemple, le problème résolu (214). A, , Ao, A3, A:, étant quatre points observés du point O, et les angles sous lesquels AiAo, AiAj, A, A.,, A-, Au et AjA^ sont vus du point O étant/), h, l-i, /j, /s, en posant
r,-h II— [3= a,, /.-^/,_ /3= a,,
a, et 7.2 étant très petits, les corrections à faire aux angles me-
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< lires sont
La somme de leurs carrés csi
(45) - (3 Xi -4-3x1 — -ix, 2.2)
On a, en nommant s,, îj, £3, s,, cj les erreurs réellemcni commises,
ai = S; -t- £1 Î.J,
La valeur probable de a^ est ?i/n-; celle de y.',, o/n- et celle de. a, 7.-2, m- -^ la valeur probable de (4^) est donc
c'est-à-dire, conformément au théorème de Gauss, le produit do m- par l'excès 5 — 3 du nombre des angles mesurés sur celui des angles inconnus réellement distincts.
En égalant cette somme 2 ni- à la somme des carrés des corrections prescrites par les formules pour les huit angles directement mesurés, la valeur ainsi obtenue pour ni- ne peut nullement être acceptée pour mesure certaine ou vraisemblable de l'erreur à craindre dans les observations.
On peut affirmer seulement, et c'est là le point important, (|ue, si la somme des carrés des corrections est petite, la probabilité est grande pour que les observations aient été bien faites.
230. Indépendamment de l'incertitude du principe sur lequel la démonstration repose, je veux dire le droit d'égaler la somme
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des carrés des corrections à leur valeur probable, une autre cause, lion moins grave (|uc la première, sufllrail, dans le plus grand nombre des cas, pour enlever toute confiance dans l'évaluation précise des chances d'erreur proposées après chaque application lie la niélliode.
On suppose, a priori, toutes les mesures également précises-, il est impossible, dans la plupart des cas, de croire à celte égalité : c'est faute de connaître aucune raison de préférence cpi'on accepte l'équivalence des résultats. Mais, connues ou inconnues, ces raisons, si elles existent, doivent exercer une influence sur Terreur rccllenient commise, et c'est celle-là dont on |)réten(l donner les chances.
Il ne faudrait pas dire : On obtient une jirécision movenne. Des mesures dont la précision est inégale ne donneront nidlement le même résultat qu'un nombre égal de mesures prises avec une précision uniforme de quelque manière qu'on la choisisse.
Les formules, enfm, supposent pour toutes les observations les erreurs constantes absolument écartées; c'est une condition difficilement remplie quand on combine des observations d'origine dillerenle.
Le calcul de la précision d'un système d'observations et l'évaluation qu'on en déduit pour la confiance méritée par le résultat ont compromis plus d'une fois la méthode des moindres carrés.
Après avoir discuté par d'immenses calculs les observations du passage de Vénus sur le Soleil en 17G1, Encke a trouvé pour la parallaxe du Soleil 8", 49 et pour erreur probable o", 06. Il y avait, en conséquence, plus de 3ooooo à parier contre i que l'erreur n'atteindrait pas o'',42, représentant sept fois l'erreur probable.
Les astronomes, cependant, acceptent aujourd'hui pour parallaxe 8",9i, qui correspond précisément à l'erreur o", 42.
Sur un nombre total de i49 observations, Encke, par des raisons dont il serait difficile de donner le détail, en avait considéré 90 comme meilleures que les 09 autres. Les premières avaient même poids dans les calculs et les secondes un poids moi-
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ti('' moindre. Il n'en fatil pas davanUige, indcpcndanimoiU de toiilo objccllon théorique, pour i'\plif|iior, j'oserai dire pour pr('vf>ir. (les erreurs plus grandes encore (pie celles qu'on a commises.
SI If rc'snilal (iiial est exact, l'un des observateurs, Sliorl, s'est trompé de aj" sur l'instant du second contact et Juslandcr de /j<»* sur celui du premier.
L'un et l'autre, cepcndanl, sont admis dans la première classe, eommo Lacaille, qui se serait trompé de 2" seulement, et Lalande, de 1 ,7.
L'erreur probable sur l'instant du premier contact, pour tous les observateurs de première classe, étant ^", il y aurait, si l'on s'en rapporte aux formules, 19000 à parier contre 1 qu'une erreur de 4o" ne sera pas commise; n'était-ce pas une raison suffisante pour faire passer Justander dans la seconde classe, peut-être même pour supprimer ses chiffres, en vojant cju'à la sortie il s'est trompé de 20"?
Encke, en prenant ce parti, aurait manqué, je le sais, à un principe que je n'accepte pas : les observations sont des témoins; si elles sont, avant l'épreuve, jugées dignes de confiance, leur déclaration, quelle qu'elle soit, doit être recueillie et conservée.
Laplace a évalué la masse de Jupiter —^ de celle du Soleil. L'erreur commise, affirmait-il, est plus petite que — du nombre proposé, et le Calcul des probabilités démontre qu'il v a 1000 000 contre i à parier pour qu'elle n'atteigne pas cette limite. La limite cependant a été dépassée : aucun astronome n'en doute aujourd'hui.
Il serait intéressant de refaire et de discuter de tels calculs. Je veux parler ici des principes seulement. Lorsque des inconnues sont déterminées par un grand nombre de mesures, les équations étant plus nombreuses qu'il ne faut, le calcul fi\lt connaître les corrections pour lesquelles la somme des carrés est minima.
Quelle est la confiance méritée par les résultats?
Nous avons résolu deux problèmes diflerenls :
Les observations n'étant pas faites encore, ou, ce qui revient au même, leur résultat étant encore inconnu, mais leur précision B. 20
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clanl appréciée d'après l*hal)ilelc do robscrvalcur, quelle csl la précision du résultat? La soliilioii csl irréprocliablc, mais sans intérêt dans la plupart des cas. Lorsque les observateurs sont diflérents et les observations nombreuses, il est impossible, évidemment, d'exj)rimcr r/ /J//0/7' par un nombre la confiance méritée pai- cliacun, en écartant les ciiconstances parliculiéres ([ui oui pu le troubler, comme, par exemple, dans les observations du passage de Vénus, ce phénomène imprévu de la goutte qui rendait les contacts incertains.
C'est après les avoir obtenus c|u'il faut juger les résultats, et livéritable problème est celui-ci : Les observations sont laites, les calculs terminés, la somme des carrés des corrections est connue en cliiiTres; en déduire la précision supposée égale des observations combinées.
Nous devons répéter ce qui a été dit (1T4) :
Quand on entreprend uiie série de mesures, l'habileté des observateurs n'est ni parfaitement connue ni complètement inconnue. Ce sont des cas extrêmes. Il arrivera presque toujours que toutes les valeurs de la précision étant possibles, elles seront, (i priori, inégalement vraisemblables. La loi de leurs probabilités avant l'épreuve étant inconnue, le problème est insoluble.
Si les observations étaient mal faites, les équations seraient discordantes. La probabilité pour que le hasard, et non la perfection des mesures, les rende compatibles après de petites corrections peut être considérée comme une impossibilité. On peut, en conséquence, quand la somme des carrés des erreurs est petite, accepter sans crainte le résultat, mais il est téméraire d'évaluer en chiffres la confiance qu'il doit inspirer.
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LES LOIS DE LA STVTISTIOUE
Were IhU calculas foundcd on (lie exprrirncc of a Tory great number of yearA, Il «uuld very «cil be worlli thc «bile to (hink of niPtliods lu facllilotlic roniputallon or iwo, tbree or more lireit.
11*1 irv
"231. li existe plus dune manitre de consulter le sort; ((uand la pioitainlilé est la même, la moyenne est la nn-me sur un grand nombre d'épreuves, mais les chances d'écart peuvent être difTérentes. — i'M. Expression algébrique du problème à résoudre. — 233. Laplacc et Poisson, dans leurs études sur la statistique des naissances, ont négligé cette remarque. — 23'i. Le tirage dans plusieurs urnes donne, pour une même probabilité moyenne, une valeur plus petite au carré de l'écart. — 23.5. Induence de l'importance des sommes assurées sur les chances d'écart de la moyenne. La formule obtenue en supposant les tirages faits dans la même urne n'est pas acceptable. — 236. Loi de mortalité de Gomperlz.
HSl. Les géomètres onl taciteincnl assimilé les événemenl> lorluils à une série de tirages au sort faits dans une urne de composition inconnue. Kien n'autorise, a priari, une telle hypothèse. Toutes les manières de consulter le hasard ne sont pas équivalentes. Sans vouloir le contester, on s'est montré souvent trop peu sévère dans le choix à faire entre elles. Une première condition est évidente, c'est l'invariabilité aj)prochée du rapport i-iiln' le nombre des événements et celui des épreuves.
Quand cette première vérification réussit, on s'en contente l^resque toujours; le rapport constant fait connaître la composition d'une urne dans laquelle doivent se faire les tirages fictifs; on
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en déduit, pour un grand nombre d'i-prouvcs, 1rs ronsrijnonccs estimées de plus en plus probables.
Si l\»n obser\c. par cxcmjde, dans un pays dont la population est slalionnaire, le nombre des décès, celui des naissances, le rapport du ntimbre des lllles à celui des garçons, le nombre des incendies, celui des jours où le vent souflle dans une direction désignée, etc., on trouvera, avec une ajiproximation inégale, mais toujours grande à la longue, un rajiporl invariable entre le nombre d'événements d'un genre désigné et le nombre des épreuves. On comprend dans quel sens est pris le mol épreine. S'il s'agil, par exemple, des incendies, chaque maison sert d'épreuve, et le rapport dont nous jiarlons est celui de leur nombre total à celui des sinistres.
Chaque événement fortuit acquiert par ces relevés, quand ils portent sur de grands nombres, une probabilité déterminée sur laquelle, lorsque les rapports reslenl constants, ne peut s'élever aucun doute.
Si, sur loooo individus àgt'-s de 3o ans, oooo atteignent 1 âge de 65 ans, on conclura, très légitimement, que pour un homme de 3o ans choisi au hasard la probabilité de vivre 35 ans est i.
La conclusion étant acceptée, elle n'autorise pas l'assimilalion des chances de décès des hommes de 3o ans, dans une période de 35 ans, à celles du tirage au sort dans une urne contenant I boule blanche et i boule noire.
Si dans une telle urne on fait loooo tirages, le nombre des boules blanches obtenues sera 5ooo environ, un peu plus ou un peu moins, selon les caprices du hasard.
Si, sur loooo individus âgés de 3o ans, on compte les survivants 35 ans après, ce nombre, d'après les Tables qui sont très exactes, sera 5ooo environ, un ))cu plus, un peu moins, sui\anl des circonstances que nul ne peut prévoir.
Les deux cas, sous ce rapport, sont identiques.
Est-ce là tout ce qu'on doit demander?
Les nombres comparés diffèrent peu de 5ooo.
Mais l'écart dans un cas, celui des décès, est complètement in-
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connu ; nous n'en pouvons ri(!n dire, moins encore allirmer. iJans le cas (les tirages au sorl tlans une urne, il esl soumis à des lois précises.
La ino\enne de ses valeurs absolues, celle des valeurs de son carré peuvent être, avec confiance, calculées à l'avance.
On peut afflrnier que, dans le cas pris pour exemple, sur loooo tirages renouvelés un grand nombre de fois, la valeur moyenne de l'écart sera /{o; celle de son carré, aSoo.
Si, en considérant un grand nombre de groupes de loooo liommes de 3o ans, la moyenne générale des décès en 35 ans étant égale à 5ooo, la moyenne des écarts, au lieu d'être 4o> se trouve égale à loo, on pourra, sans en conclure l'existence d'une cause perlurbalricc, accuser de la discordance la prétention d'assimiler deux problèmes très diflerents.
Il y a, nous l'avons dit, bien des moyens de consulter le hasard ; quand ils donnent le même résultat moyen, ils ne donnent pas pour cela les mêmes probabilités d'écart. vVu lieu de tirer des boules dans une urne de composition donnée, on peut associer plusieurs urnes de composition différente et puiser alternativement dans chacune d'elles : les résultats moyens sont les mêmes que pour des tirages faits dans une urne de composition moyenne, les chances d'écart ne le sont pas.
Si, pour prendre un cas extrême, au lieu de puiser lOOoo fois dans une urne contenant i boule noire et i boule blanche, on puisait alternativement dans deux urnes contenant, l'une la boule noire, l'autre la boule blanche, on obtiendrait avec certitude 5ooo fois la boule blanche, et l'écart deviendrait nul.
La substitution de plusieurs urnes à une seule pour représenter les Tables de mortalité paraît, a priori, très plausible. Parmi les individus du même âge, il est impossible de ne pas faire des catégories pour lesquelles les chances de vie sont inégales. Elles ne sont pas les mêmes pour la ville et pour la campagne; on doit tenir compte des habitudes d'oisiveté ou de travail, de la profession exercée, de l'intempérance ou de la sobriété, de la longévité des parents, etc. La statistique confond tous les cas et
!»IO CALCIL DES l'UOI) AllII.ITKS.
<lonno une inoyonnc; on iipproilierail davanlayc de la vrriU' en fornianl une Table pouv cliaquc ealégorie : chaque Table alors scrail remplacée par une urne cl les coniposilions seraient dilTérenles.
Si l'évc'nenienl ctuJié esl la cliule de la pluie el que, dan?, un lieu déterminé, on observe, en moyenne, sur un grand nombre de siècles, 9> jours de pluie par an, la j)rol)abililé sera, jxiur (]u il pleuve un jour donné, ~^, cela n'est pas contesté; mais, chaque année, le nombre des jours de pluie s'écartera plus ou moins de gi : la moyenne des écarts n'a rien de commun avec celle qui se produirait si, charpie année, on faisait 365 tirages dans une urne contenant 92 boules blanches et 2-3 boules noires.
La cause de la difr(''rence, très probablement, est autre dans « c cas que dans le précédent. La probabilit(' pour qu'il pleuve un jour désigné longtemps à l'avance est j^-^ mais, pour qu'il pleuve deux jours de suite, elle esl très dififérenle de (ifij'-s)'- Quand il laii mauvais temps, ce n'est pas d'habitude pour un jour seulemeni ; la probabilité d'un tirage est influencée par celle du tirage précédent. Cela ne change rien aux mojennes, puisque l'urne a été composée précisément pour les rendre égales; mais il n'y a plus entre les écarts, indépendamment de toule cause perturbatrice, aucune relation nécessaire.
!23!2. La question générale semble devoir être posée de la manière suivante :
Un événement fortuit peut, sur [jl épreuves, arriver un nombre inconnu de fois : la probabilité pour qu'il arrive n fois est /?„ ; le nombre probable des arrivées sera
en le désignant par a/?, la statislique indiquera le nombre /> comme probabilité de l'événement à chaque éj)reuve.
Si l'on renouvelle /? fois les [j. épreuves, le nombre d'arrivées s'écartera, pour chaque série, de la valeur moyenne 'J-jk \in nom- TiantNijNo, . . . , N„ les nombres successifs sur |jl épreuves, la
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movonnr
N,H-Ni-t-N,-4-...4-N,.
(lifTcrcra peu de [),p. Nous pouvons mrmc la regarder comme égale à i),p, car c'est ce rapport seul ([ui nous fait connaîlre l.i jjrobabilité moyenne désignt-e par/>.
L'écart dans les <x épreuves formant la série du rang / sera
,, Ni-^Nî-i- N3-t-...-4-N„
La moyenne des carrés des valeurs de celle din'ércnce aurait (0!2) une expression très simple, ;^/>(i — />), si l'événement était le tirage au sort dans une urne; elle pourra, sans qu'on s'en étonne, prendre dans le cas général une valeur très différente .
L'étude de ces valeurs dans tous les cas possibles serait intéressante.
La movenne des carrés de l'expression (3) est identiquement (103)
Le second terme différera peu de [^'-p'-', cela résulte, nous l'avons dit, de la définition même de p.
Le premier terme
n'est pas une fonction déterminée de p.
Si les nombres N,, N., ..., N„ résultent de tirages au sort dans une urne donnant à la sortie d'une boule blanche la probabilité/j, on aura approximativement, pour un grand nombre d'épreuves,
(0) ^-is.p,
(6) ■N,+lN.^-^...+ lN„ ^ ^^,^,_^ ^^^^ ^ _^^^
L'équalion (5) est évidente.
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Le premier mcinlire de (6) peut, si n est grand, èlre remplacé parla valeur probable de N-, c'esl-à-diie piir le carré du nombre d'arrivées sur u. épreuves de l'événement dont la probabilité est la somme des termes du développement de (/? + q)^ mullipliés chacun par le carré de l'exposant de p. Cette somme a été calculée (183).
Si l'on ne connaît sur les probabilités /),, p.,, . . ., p^ que la seule équation
à laquelle il faut adjoindre la condition identique
l'équation ((>) n'est plus démontrée. Il est impossible de connaître, d'après les données, la valeur probable de
n égale à
oi -4- 4/»2 — 9Pà -+-... ^ \i--py. ;
et par conséquent aussi la valeur probable de l'écart représentée par l'expression (4) doit rester inconnue.
233. Lorsque Laplace et Poisson ont cherché les probabilités de certaines anomalies locales dans le rapport du nombre des naissances masculines et féminines, ils n'ont pas tenu compte des différences très grandes que nous venons de signaler. Leurs calculs sont faits comme si, la naissance d'un garçon avant une certaine probabilité, les résultats possibles d'un nombre quelconque de naissances avaient, à moins de causes perturbatrices, les mêmes chances que si l'on tirait des boules d'une même urne convenablement préparée.
234. Lorsque la probabilité d'un événement est p, la valeur probable du nombre d'arrivées sur ik épreuves est ti./?, et celle du carré de l'écart entre le nombre véritable et le nombre probable |jl/> est(62)u/>(,-//).
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Si, à une urne tlonnanl une prubahililé p à révéricment, on substitue /i urnes dilTércnlos donnanl lespruhahililés />, , />■,. . . . , /i,,, dans lesquelles on puisera aUeiiialivcMienl, la |intlialiililé niovenne étant «'gale à /y, la valeur niovenne du earr»'- de ['«'cart seia diminut'c.
Si l'on lire, en eflcl, sueeessivcnicnt dans les diverses lunes et que, le nombre total des tirages étant a/t, on ail puis/- <x fois dans chacune, le nombre probalde des boules blanches sorties sera
;ji ( /?, -t- /?, H- />» -^ • . . -H />« ).
Sur un même nombre 'x/i de tirages dans la première urne, Ifnombre probable des boules blanches serait
Ces nombres sont égaux, puisque, par bjpolhèse, la moyenne
P\-^Pi — p?. — ----^Pn n est égale à p.
Les chances d'écart sont très dilTérentes.
Dans le cas des jji/i tirages faits dans l'urne qui donne à la sortie d'une boule blanche la probabilité p, si l'on désigne le nombre des boules blanches sorties par
[X/ip ^- z,
la valeur probable de z- est (G2)
(7) ixnp{\~p).
Dans le cas des /i séries de ;jl tirages qui forment la seconde épreuve, les nombres de boules blanches pourront être représentés par
iJt/>l-^^l, [Xp2-r- Zî lXp,i-r-Z„\
l'écart entre leur nombre total et le nombre le plus probable sera dont le carré peut être représenté par
(8) I.zf^-2lZiZ,.
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La valeur probable de ^/C/' est mille, (|iitls que soieul / el / " ; eellc de :-j est
u/>ifi — /m)-
La valeur probable du earré de Técarl dans rcnscmble des 'x/t épreuves faites dans n urnes dlirérenlcs csl
(9) APi{i — Pi) -^ Pid — Pi) ■+- ■ • --^ Pn{l — P,,)].
La difrérence des expressions (j) el (9) est, on le voit aisément,
elle est essentiellement positive, et la valeur probable du carré de Técarl dans le cas dune seule urne est, pour une même probabilité movcnne, plus grande que pour les urnes associées.
l23o. Les remarques précédentes peuvent s'appliquer à la théorie des assurances. Le bénéfice dune Compagnie d'assurances sur la vie, par exemple, dépend du nombre des décès qui surviendront dans l'année parmi les assurés. Ce nombre se compose de deux parties : un terme fixe, proportionnel au nombre des assurés et donné par les Tables, et un terme aléatoire, inconnu de grandeur el de signe, que nous nommerons Vécart. Le premier terme fait connaître la valeur équitable de la prime à paver, le second représente les variations du bénéfice annuel; il est très probablement petit par rapport au premier, si le nombre des affaires est considérable.
L'appréciation réduite à ces termes vagues n'est pas contestable; mais il n'est pas permis de la réduire en formule en assimilant les écarts à ceux que jtcuvenl produire des tirages au sort dans une urne de composition fixe.
Si l'on considère, par exemple, une Compagnie d'assurances mutuelles contre l'incendie, la part de chacun dans la répartition des sinistres variera d'autant moins, toutes choses égales d'ailleurs, d'une année à l'autre, que le nombre des assurés sera plus
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-liind et qiif les soiiimes assurées ;i eliaciin dlUVreronl ini)iris de lêj^alili'-.
Soient
[i., le nombre des assurés à (|iii l;i prime à paver en eas de >inisirr
est a, ; u... le nombre de ceux pour rpii la j)iiinc est rt..,;
v.„ le nombre de ceux poui- (|iii «Ile est a„.
Soient
'■,, To, . . . , c,j les écarts relatifs à cbacunc de ces catégories: jt la j)robabiIité d'un sinistre.
La somme probable à payer sera
p ( a, ai — ;ji2 ^2 — . • • -t- \i-n '^n ),
< I la part proportionnelle de celui qui doit recevoir a, est
pOL^i [J.1 «i -f- ,U2 2, -(-... -H \Xn X„ )
ai-f- aj — .. .— a„
L'c'Crt/7 de la somme à paver, c'est-à-dire la difTérence entre la >()mme prévue et celle qui sera réellement due, est pour la Compagnie
Les écarts ^i, e>^ • • • ■, C/i avant des valeurs probables égales à zéro, ainsi que leurs produits deux à deux, le carré de celle expression a même valeur probable que
10) ajef — a|e.î -^. . . . -H a;, (?;,.
Si le sinistre dont la probabilité est/» était assimilé à un liragr au sort dans une urne de composition invariable, la valeur proijable de ej serait 'J-ip(i — /?), et celle de la somme (lo) au rail pour valeur
' 1 i) />(! — />)( ;x,af -T- iX2a|-t-. . . -r- ;a,j2*).
La part correspondante de l'assuré qui doit recevoir a, serait
-J-i pi I — /> ) ( ai a: f — \Jlo^î -^- . ■— IJ^n^n ) ai -H aj -+- . . . -i- a„
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Celle cvaliuilion, clédiiilc d mio assiiiiilalioii (|uc ricii iraiiU)riso, ne doil inspirer aiieiine ectniianee.
î230. Je lennineral ee Cliaj)ilre en inditjiianl une loi remarquable de probabililé proposée par Goniperlz, el (jui, dans des limites assez écartées, paraît s'a[)proclier de la vérité.
La condition arhitraiicnient imposée à la fonction inconnue est que la probabilité pour que deux individus d'âges connus vivent l'un et l'autre aj>rès un nombre donné d'années soit pro|)ortionnelle à celle pour- qu'un troisième individu, d'Age convenablement choisi, vive lui-même après ce même nombre d'années.
Si 'f{:) désigne, pour un nombre donné de naissances, le nombre des survivants à 1 âge z, la condition demandée est exprimée par l'équation
(12) o{a-hx) ^jb^x) ^Q?(c-t-a')_
Cette équation doit avoir lieu (]uel que soit x^ quand on choisit
pour G une fonction convenable de a et de b.
o ( « -!- .r ) fp , I 1 • I • ' ' • 1 • • 1 1
- — - — - — est, en eiiet, la probabilité pour qu un individu dont
l'âge est a vive encore dans n années.
En prenant les logarithmes des deux membres de (irî) et posant l'^{ii) = F(m), la condition devient
F(a^-a^)-^-F(6-r-a7) = F(c-}-a7)^- II,
Il étant une fonction de (i et de b indépendante de x. En prenant la dérivée par rapj)ort à x el j)osant
(i3) '^(a -i- 37) -i- •j/(6 -T- ar) = <|/(c H- ar);
par conséquent, en faisant .r = o, (11) ^{a)-^^l^(b) = i^{c);
c.n.vr. \it. — LES LOIS nr. i.\ statistique. .'{i-
on (loil avoir aussi
(i5) ^{a-\- dx)-^'}f(b-¥ (Ir) — ']^(c^ ilx)
rL, en relraiiclianl,
Les seconds m<'inl)rcs des ('(|iialions (i4) el (i")) sont fondions (lec; ils dcpendenl donc riiii do l'aiilre. Il doil en rire de même des premiers membres, et une relation doil (.-xisler enlre les deux l"o net ions
La condilion nécessaire et suffisanle pour (pi'ii en soil ainsi est (pie le déterminanl fonctionnel soil nul. l'xrivons donc
i^\ a ) 'b'\ b) — 'YK a)<l\ b ) = o.
Telle est l'équalion qui d('-lerminc 'i>. Si l'on suppose que ni 'V ni 'V ne soient nuls, on aura
•IXa) " 'l'{ bf
on en déduit aisément et, successivement,
o{z) := elI,e'-- + C,:-4-C.-
Il ,, Cl, C2 et A" sont des constantes.
Cette formule, plus générale que celle de Gomperlz, a été proposée par ^Slakeham.
Gomperlz suppose C, et Cj égaux à zéro et prend
J'ai déterminé les coefficients par la condilion d'accorder aulanl que possible les coefficients avec les meilleures Tables con-
llS CALCUL DES l'KonAlU LITK.S.
Les rrsiillals sonl doniu's par le Tableau suivant :
K = 0,071485. loglv - 8,8)4j>.i jn,
H = — 0,0065401, logll = 7,8i5y8i I, G= <)4 1,160, log G — 2,9736634.
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Les difTérences entre les valeurs de 'o{z) et celles que donnent les Tables des vingt Compagnies anglaises sont moindres que les différences des diverses Tables entre elles.
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R\I1EL\IS
"237. Résume critique des tentatives faites pour appliquer le Calcul des pi-oLahilitcs aux décisions judiciaires.
!237. L'assimilation la plus téméraire d'un tirage au sort aux clVcts de causes inconnues et variables a été proposée par Con- (lorcet.
Le Livre trop longtemps admiré sur la probabilité des décisions prises à la majorité repose tout entier sur cette confusion. Aucun de ses principes n'est acceptable, aucune de ses conclusions n'approche de la vérité.
La théorie de Gondorcet a été commentée, refaite même en entier par des savants illustres ou célèbres; aucun progrès n'a pu en corriger l'impuissance.
Les successeurs de Gondorcet, tout en le louant d'a\oir porté le (lambeau de la Science dans ces mystérieuses questions, ont reconnu l'insuffisance de ses formules : ils n'en ont pas proposé de meilleures.
Laplace a rejeté les résultats de Gondorcet, Poisson n'a pas accepté ceux de Laplace; ni l'un ni l'autre n'a pu soumettre au calcul ce qui y échappe essentiellement : les chances d'erreur d un
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fspril plus on moins éclairé, devanl (.les iails mal connus et des ilroils iniparfailemcnt définis.
Dans la discussion d'une loi sur le jury, Arai,'0 allégua raulorit*'de La place.
On pouvait, disait-il, diminuer les erreurs judiciaires tlans le rapport de .") à -. La théorie le démontre. Ces chiffres sont aussi certains (pie la parallaxe du Soleil.
Un député osa exprimer un doute, Arago le traita fort mal. Quand il parlait au nom de la Science, il n'appartenait pas à des ignorants de le contredire.
On a changé la parallaxe du Soleil pour une autre plus exacte. Les chiffres de Laplace n'ont pas à être changés, ils ne méritent que l'ouhli.
L'analyse du Livre de Condorcel est difficile à faire. Les erreurs y sont lellemenl évidentes, la confiance qu'elles inspirent tellement naïve, que l'approhalion connue de juges très justement illustres rend les citations invraisemhlahles.
Comment croire qu'à coté des aberrations singulières, textuellement rapportées, ne se trouve pas quelque idée de génie qu'il serait juste de produire?
Le Livre n'est pas rare, chacun peut chercher.
Tout se passe, suivant Condorcet, comme si les magistrats, imitant Bridoye, juge de Myrelingues, sentenciaient par le sort des dés. L'assimilation de l'opinion d'un juge au tirage d'une houle dans une urne de composition déterminée est pour lui une identité. Si la boule est blanche, la décision sera bonne. Le juge se trompera s'il tire une boule noire. L'urne dans laquelle puise un juge éclairé et honnête contient beaucoup de boules blanches ; les boules noires abondent dans celle d'un juge sans conscience.
Le difficile est de trouver la composition de l'urne. Telle n'est pas l'opinion de Condorcet. 11 suppose qu'une même urne serve à tous les juges, pour toutes les causes et pour tous les tribunaux duu même pavs. Le problème n'a plus qu'une seule inconnue. Dans cette hypothèse, favorable au calcul, Condorcet est en droit de rassurer les innocents en mena(;ant les coupables d'un inévi-
t;ii\i'. Mil. - l'uoii Miii.nr.s nis dkcisions. 3>i
lablc cliàliinenl-, on doil su|)|)()S(i-, (l.iii-> riiiii»' doiil loiil «K'itcinl, les boules blanches en majorili'. jji (ioiilcr seniil ("iiirc injure à lu magislraliire. Si les juges se Irompaienl plus (runc lois sur d»jux, il faudrait supprimer les procès.
On doil les conserver, mais assurer ilf bons jugements. Kien ircsl j)lus facile; il (auL aecroîtic le nombre des jiij^es. Quand les boules blanches sont en plus grand nombre que les noires, leur sortie en plus grand nombre est probable; elle devient certaine si les tirages sont nombreux : la probabilité d'une décision prise par la majorité peut approcher ainsi de la certitude.
Nous supposerons, dit Condorcet, les assemblées composées de volants avant une égale justesse d'esprit et des lumières égales; nous supposerons qu'aucun votant n'ait d'intluencc sur les voix, lies autres et que tous opèrent de bonne foi.
Plus le nombre des votants augmentera, plus la probabilité rie la décision sera grande : la limite de celte probabilité est la certitude.
Les illusions de Condorcet ne s'étendent pas à toutes les assemblées.
Une assemblée nombreuse ne peul pas, dit-il, être composée d'hommes très éclairés : il v aura un grand nombre de questions sur lesquelles la probabilité de la voix de chaque votant sera audessous de ^. Alors, plus l'assemblée sera nombreuse, plus elle sera exposée à rendre des décisions fausses.
On peut dire plus, elle en sera certaine.
Une assemblée nombreuse, dont chaque membre se trompe plus d'une fois sur deux, se prononcera certainement contre la vérité : elle donnera un moyen sur de la connaître. Condorcet ne l'a pas proposé, mais il résulte de ses formules; il serait injuste de lui en refuser l'honneur.
Tous les calculs ont pour base la prol)ai)ilité jiour qu'un juge se trompe; on ne dit ni (juel juge ni dans (|uel procès : c'est une constante qu'il faut déterminer. Condorcet donne plusieurs solutions.
La plus assurée, malheureusement d'une exécution difficile,
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consisterait à réunir jDoiir former un tribunal d'examen un assez <;rand nombre d'hommes v( ri table me ni éclairés pour (|uc leurs décisions fussent considérées comme certaines. On saurait alors combien de ft)is les juges se seront trompés dans leurs dt-cisious prises à la majorité; en admettant pour tous la môme chance d'erreur, on dégagera aisément des formules qui ne contiendront pas d'autre inconnue la valeur exacte de cette chance.
Cette méthode, dit Condorcel, ne peut avoir qu'un inconvénient. 11 en énumère trois cependant :
La difficulté de composer un tribunal d'examen, le long lemjis qui serait nécessaire pour examiner un grand nombre de décisions, les embarras qui peuvent rendre l'examen difficile.
Condorcet, on le voit, ne dissiuiule pas les difficultés. Mais, quand on les aura surmontées, quel dédommagement!
La certitude d'un bon jugement pourra croître sans limite, il n'v aura qu'à choisir.
Si le risque de l'erreur, dit Condorcet, est tel qu'on néglige un risque semblable quand il s'agit de sa propre vie, les plus exigeants devront s'en contenter.
Hcaucoup de gens réputés sages prennent à Lvon le bateau pour se rendre à Avignon. Le pont Saint-Esprit cependant esl sur la route.
Que faudrait-il penser d'un tribunal qui donnerait aux innocents autant de chances pour être pendus qu'un voyageur en a de se noyer au pont Saint-Esprit?
Cette idée ne lui plaît pas complètement.
Supposons, dit-il, que l'on sache combien il périt de paquebots sur le nombre de ceux qui vont de Douvres à Calais ou qui reviennent de Calais à Douvres, et qu'on n'ait égard qu'à ceux (pii sont partis par un temps regardé comme bon et sur par les hommes instruits dans la navigation. Il est clair qu'on aura ainsi la valeur d'un risque qu'on peut négliger sans imprudence.
Après de longues et consciencieuses recherches, Condorcet se décide à accepter la fraction ^ , !^^ g ^ : c'est la dernière concession ((u'il puisse faire. C'est là, dit-il, le risque le |)lus considérable
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ffii'il soil permis de uégliy;er. C'est l.i |.n)l);il.illi,' «l'ci inii' (lu'dii.nation bien gouvernée peut laisser s(il)>;isler dans les jiigenienis cl dans les décisions des asseinhices dt'-lihcranles. Une erreur sur I '{4768 jugements est !<> dernier mol de (^ondorect.
Laplace promet moins, mais ne lient |)as mieux s.i promesse; il assimile, eomme Condorcel, l'opinion il'un juge à un tirage fait dans une urne, mais il repousse l'h\|)ollièsc d'une prohahilité invariable.
Laplacc suppose toutefois que, dans une même cause, tous les juges ont chance égale de se tromper; il admet aussi, supposition non moins étrange, que cette chance, à rouvcrlure des débats, soit complètement inconnue.
Qu'il s'agisse d'un jurv d'expropriation, d'un tribunal lie |)remière instance, d'une cour d'appel ou de la Cour de cassation, d'une question de droit ou d'une question de fait, d'un crime contre les personnes ou contre les propriétés, ses formules et ses chiffres n'en reçoivent aucun changement. Un seul renseignement ligure dans ses formules : le nombre des voi\ émises en faveur de chaque opinion. Deux jugements portés à la majorité de ein(i contre trois se valent, quels que soient les juges. Si le partage se fait dans la proportion de sept contre un, celui des juges qui s'est séparé des sept autres puise, comme eux, dans la pres<pie un, inimité la même garantie de sagacité. La chance d'erreur est la même pour tous, telle a été la base du calcul. Ces huit juges puisent dans la même urne, les boules blanches y sont en grande majorité. Si le hasard a mis une boule noire dans les mains du huitième juge, c'est un pur accident : il n'en faut rien conclure contre lui.
Les conséquences de ces hypothèses sont moins assurées, quoi (ju'en ait dit Arago, que la ihéoiie du Soleil.
Dans les tribunaux où cinq voix sont nécessaires pour une condamnation, la probabilité d'une erreur est t^, et cela (piels ipie soient les juges.
Si le tribunal est réduit à six mend)res qui ne pourraient condamner (|u'à la pluralité de quatre \oix, la probabilité d'une erreur à craindre serait au-dessous île \.
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Dans le jury de douze nieinbres, si la pliiralilé exigée pour la condamnation est de huit voix sur douze, la probabilité de Vcvreur à craindre est 77^4 ; elle est à peu près .^r, si la pluralité est do neuf voix. Dans le cas de l'unaniiiiilé, la probabilité d'une orrcuiest réduite à j-f^.
Telle serait, suivant le calcul, la mesure de la sécurité assurée aux innocents |)ar la loi anglaise.
Poisson n'accepte pas la solution de Laplace, il le déclare timidement.
Laplace, dit-il, lait une hypothèse qui n'est point incontestable.
1^'insuccès de son maître ne le décourage pas : il fn\l r('pos(M- à son tour des calculs exacts sur des hypothèses sans l'ondement et propose le résultat avec la même confiance qu'un théorème de Géométrie.
Avant i83i, dit-il, cl pour la France entière, la probabililt' qu'un juré ne se tromperait pas dans son vote était un peu supérieure à I dans le cas des crimes contre les personnes, et à peu près égale à |4 dans le cas des crimes contre les propriétés. Sans distinction de l'espèce de crimes, celle chance était très peu inférieure à I pour toute la France et un peu supérieure à cette fraction pour le déparlement de la Seine.
La probabilité de la culpabilité de l'accusé se trouverait, j)uur la France entière, comprise entre o,53 et o,54 : elle surpasse | dans le cas des crimes contre les propriétés.
Dans les années qui ont précédé i83i et pour la France entière, la probabilité de l'erreur d'une condamnation prononcée à la majorité minima de sept voix contre cinq était, à très peu près, 0,16 ou o,o4, selon qu'il s'agissait dun crime contre les personnes ou d'un crime contre les propriétés. Sans distinction de l'espèce de crime, elle avait pour valeur o,oG.
Que faut-il croire de tout cela?
Absolument rien.
Poisson, comme Condorcel cl comme Laplace, assimile les jurés à des urnes. Gomme Laj)lacc, il suppose la probabilité la même
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pour loiis ceux (|iii jii^<iil une nièinc cause; comme Condorcct, il la suppose é<i;ale pour toutes les causes.
Il déclare formclleinenl, il csl vrai, ces hypollièses iiuu(:f|)t;ibles; elles n'en sont pas moins la base de ses calculs : il croit tout concilier en subsliluanl dans les énoncés ce (|u'il appelle uuc /jrohabililé moyenne à la constante introduite dans les démonstrations, erreur de princi|)e moins excusable peut-être que les livpotlièses les plus liasardé«_'s.
Si, sur douze jurés, se|)t ne se trompent jamais et cinrj se trompent toujours, la probabilité moyenne d'erreur sera ■^. Mlle le sera aussi si charpie juré tire sa décision bonne ou mauvaise dans une urne contenant cinq boules noires et sept blanches. Le jury cependant, dans le premier cas, ne se trompe jamais; les boules noires, dans le second cas, seront souvent en majorité. Poisson dans ses calculs ne distingue pas les deux hypothèses.
L'une des formes les plus étranges de l'illusion, dont on fait honneur à Condorcet, a été proposée par Cournot. Il déduit des formules par un calcul très exact le mérite des trois juges qui composent un même tribunal, non seulement le mérite relatif, mais le mérite absolu, la probabilité pour chacun d'eux de ne pas se tromper dans une cause qui leur est soumise. On a peine à comprendre qu'un tel résultat n'ait pas mis en défiance un esprit rigoureux et subtil.
Le tribunal se compose de trois juges. Trois inconnues seulement sont à déterminer. Cournot, qui fait un pas vers la réalité, en supposant aux juges une sagacité inégale, leur attribue la même chance d'erreur dans toutes les causes qui leur sont soumises, croyant, comme Poisson, obtenir par cette singulière hypothèse ce qu'il nomme une probabilité moyenne; il suppose en outre, et c'est là la moins acceptable de ses erreurs, la chance de bien juger indépendante, pour chaque juge, de celle des deux autres. Si chaque juge se trompe une fois sur quatre, ils se tromperont tous les trois ensemble une fois sur soixante-quatre.
C'est se placer trop loin de la vérité pour que l'application des formules puisse donner même une grossière approximation. Que
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Ton \euilIo faire ou non la (iclion contraire , quand un juge se trompe il v a pour cela des raisons : il n'a pas rcellenienl mis la main (.lans une tirnc tm le lias^ud la mal sri\i. il a a|()iilr loi à un faux témoignage, le concours lortuit de jdusieurs circonstances a éveillé à tort sa défiance, un avocat trop habile l'a ému. de hautes influences peut-être l'ont ébranlé. Ses collègues ont entendu les mêmes témoins, on les a instruits des mêmes circonstances, le même avocat a plaich' devant eux, on a tenlé sur eu\ la même pression : la chance d'opiner dans le mêrjic sens n'est aucunement comparable à celle de tirer trois boules de même couleur dans trois tirages indépendants les uns des autres.
Si, comme le demande très sérieusement Cournot, on invitait le greffier à noter, après chaque jugement, l'opinion de chacun des juges, pour appliquer, quand les chifires seront nombreux, la formule qui donne leur mérite, la perspicacité de chacun étani contrôlée par celle de ses deux collègues, le juge le mieux noté de France serait celui qui, sans discuter ni réfléchir, voterait toujours comme son président : s'il faut en croire la formule, un tel juge ne se trompe jamais.
Ni Cournot ni Poisson n'ont commis la plus petite faute comme géomètres; ils traduisent rigoureusement leurs hypothèses. Mais les hypothèses n'ont pas le moindre rapport avec la situation d'un accusé devant les juges.
Ils ont aperçu les différences et croient, en les signalant, acquérir le droit de n'en jias tenir compte.
Poisson, qui, comme Condorcet, a consacré à la théorie des jugements un volume entier rempli des plus savants calculs, croit atténuer les objections qu'il ne pouvait manquer d'apercevoir, en altérant, dans ses énoncés, la signification du mol cou]>ablc. On rendrait, dit-il, le langage plus exact en substituant le mot condamnable, qui est toute la vérité, au mot coupable qui avait l)esoin d'explications et que nous continuerons d'employer pour nous conformer à l'usage.
f.'itmocent, accablé sous des indices trompeurs ou victime de machinations trop habiles pour qu'aucun juge puisse les soupçon-
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lier, est un accusé condamnable . Poisson , pour se co/ifof/nc/- à l'usage, le classe parmi les coupables. L'erreur unanime des juyes devient alors une preuve de sagacité dont i'/Mj^rbrc leur lient compte en évahianl Ictii- niérile avec son inriiillildc pré-ei^ion. Dans cette suite de calculs stériles, qui resteront, comme l'a dit justement Stuart Mill, le scandale des Mathématiques, Condorccl seul a donné un sage conseil : celui de choisir pour com[)Oser les assemblées des hommes vrrilablcntent éclairés.
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