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AVERTISSEMENT
DE M. 13ABINET.
Tous ceux qui, par ijrofession ou autrcmeul, sont engagés dans les sciences d'application, ont eu de fréquentes occasions de reconnaître (lue, pour rendre possible la solution de questions très-compliquées, ou pour rendre facile celle des questions qui se présentent ordinairemeiu dans la pratique, il suffit de calculer avec une exactitude consparable à la précision que comportent nos moyens d'observation. A quoi bon calculer en mètres ou même en kilométrer la distance du soleil à la terre, tandis qu'il reste encore, sur la valeur de cet élément si important du système du monde, une incertitude de plus de 5oo,ooo lieues de 4 kilomètres chaclme? A quoi bon donner avec cinq ou six décimales la densité du cristal de roche ou du diamant, tandis que deux échantillons de ces minéraux diffèrent déjà l'un de l'autre dans les centièmes? A quoi bon dans un budget de un ou deux milliards meniioimer les centimes, et dans une population de trente à quarante millions d'individus mettre les dizaines ou même les unités du chiffre total?
Quand on présente aux bons esprits ces formes de calcul abrégées, ils les trouvent tellement simples, qu'ils sont tentés de se récrier et de dire : Je savais déjà cela. D'accord; mais comme un grand nombre de possibilités Unissent par faire une impossibilité, j'ai pensé que ce dont je n'avais acipiis l'ensemble qu'au [irix d'une longue expérience pourrait èire procuré sans peine à tous ceux qui, dans les
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sciences, dans les ateliers, dans l'oiiseivatioii des phénomènes de la nature, ont besoin continuellement du calcul algébrique, géométrique et arithmétique, comme d'un outil intellectuel.
Ce mot très-modeste d'outil rend bien exactement ma pensée. Voyez Xapoléon cubant la grande pyramide d'Egypte; il ne la met pas en pouces et en lignes cubes. Il s'arrête aux chiffres utiles, et il en conclut qu'avec les matériaux de cette immense fabrique on ferait un mur d'enceinte pour tout le pays qui environne la vallée du Nil. Laplace ose attaquer de face les inextricables complications des mouvements planétaires. Les calculs, siniplitiés par des approximations convenables, le mettent en possession des plus belles lois du système du monde, dont ils lui révèlent et le passé et l'avenir. Fresnel se prend aux théories de l'optique avec le génie de l'observation et les notions mathématiques que possèdent tous nos élè^ es de l'École Polyiechni(}ue. Devant ses calculs pratiques, toutes les difficultés théoriques s'aplanissent. Il a instinctivement le génie du bon sens. Tacite doiTne comme éloge à son héros de n'avoir pas outré la sagesse. On peut louer de môme Fresnel de n'avoir pas ambitionné de faire des calculs trop savants. Il est bien entendu que je n'entends rien ôter au mérite de ceux qui, comme Cauchy, ont su avec l'analyse faire de véritables miracles.
La mécanique des machines usuelles, la physique et ses nombreuses branches, la chimie théorique et pratique, l'astronomie et ses mille applications, la géodésie, la trigonométrie, la statistique, l'économie politique, enfin les calculs de tête, où souvent un résultat obtenu au vingtième ou même aii dixième est suffisant, toutes les sciences de faits et d'observation trouvent d'utiles et indispensables auxiliaires dans les calculs pratiques. Lagrange assistant aux leçons de Monge sur la géométrie descriptive, l'une des supériorités pratiques de l'École Polytechnique, disait assez malicieusement : « Je ne me doutais pas que je savais d'à-
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vaiice la géoniélrie descriptive, m Sans conieslfi 1rs uiiliies de détail que ce grand génie mathématique ne savait peut' être pas ou auxquelles il n'avait pas pensé déjà, on peut, sans trop de niodesti(% se lii,Mirer que l'on n'est pas un l.agrange.
J'ai donc cru faire une chose utile de rassembler tout ce qui, dans les approximations, dans les sialutions enqiiriques, dans les interpolations, dans les séries, dans les applications (le l'algèbre, de la géométrie, de la trigonométrie, de l'arithmétique, de la mécanique, ainsi (jue dans l'établissement des lois physiques, peut être d'un usage continuel, et économiser de pénibles et inutiles recherches mathémati(jues. l*resque toujours une petite formule d'approximation permet de calculer, avec des Tables de logarithmes à 5 ou à 7 décimales, ce qui exigerait l'emploi de Tables à 10 décimales avec une moindre certitude sur les chiffres vraiment miles du résultat définitif. Là, comme ailleurs, du bon sens et peu de mathématiques vont plus loin et plus sûrement que les qualités opposées. En tout cas, rien n'empêche d'appeler, si l'on peut, l'analyse rigoureuse en vérification du calcul pratique et simple. « A quoi bon, disais-je à l'illustre Dulong, mettre 7 ou 8 décimales dans le rapport de réfraction relatif aux phénomènes de la double réfraction, tandis que déjà les déterminations expérimentales ne s'accordent pas entre elles dans la troisième décimale? » 11 me répondit avec une gravité ironique : « Je ne vois pas pourquoi on supprimerait les dernières décimales; car si les premières sont fausses, peut-être les dernières sont-elles justes ! »
Je répète en finissant que si l'on étudie la marche qu'ont suivie tous ceux qui ont fait faire de grands progrès aux sciences d'application, on trouvera qu'ils ont eu le talen» des calculs pratiques chacun dans sa sphère. La liste des savants et des praticiens morts ou vivants serait ici trop longue à donner et semblerait suspecte ou d'envie ou de tlatterie. Ceux qui pourront dire Je savais tout cela sont )>riés de recevoir mes excuses, et ceux qui ont cpielque
Vni AVERTISSEMENT DE M. BABINET.
chose à y apprendre sont priés de me savoir gré de ma bonne volonté. Les uns el les autres m'aideront sans doute à perfectionner cet emploi du bon sens mathématique.
J'avais depuis longtemps en portefeuille cette étude sur les calculs pratiques, et dans le cours de Physique de la Faculté des Sciences, où j'ai eu, plusieurs années de suite, l'honneur de suppléer M. Pouillet, je consacrais le dernier quart d'heure à l'exposé de ces simples calculs, de ces outils mathématiques, qui réunissaient un grand nombre d'auditeurs d'élite. Je pense que de longtemps encore je n'aurais eu le loisir ou, si l'on veut, la présomption de les offrir au public, si je n'avais trouvé dans M. Housel, de l'École Normale, un collaborateur ou plutôt un vrai rédacteur en chef, qui s'est chargé de coordonner, de démontrer et d'éclaircir par des exemples tout ce que ma longue expérience m'avait fait mettre en usage. L'ouvrage en ce sens lui appartient tout autant qu'à moi, et sauf mon autorité académique (si du moins il y a autorité dans les sciences), je ne prétends comme lui qu'au mérite d'avoir essayé d'être utile.
BABINET, de l'Institut.
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Page 22, ligne i3j au lieude f{x) , Usez y=/(^x). Page 37, lignes i et 4, au lieu de p etp', lisez P et P'.
Page 60, ligne 4) au lieu de -(X-i-h), lisez -(A — B).
Page 81, ligne 2, au lieu de nombre, lisez membre. Page 118, ligne 1 1 en remontant, au lieu de 5, lisez 6. Page 296, ligne 10 en remontant, au lieu df M', lisez M. Page 297, à la suite delà ligne 8 en remontant, ajoutez la surface de séparation étant plane.
Page 329, ligne i4 en remontant, au lieu de
usez
b = c cos ô 4- c cot (6 — 2 K ) -i- /? cet î' — n rot ( 9
c cos6 -t - 2 a) sin (i --:-
CALCULS PRATKIUES.
NOTIONS GÉNRHALES.
1 . Le principe fondamental des approximations consiste en ce que, si une quantité est très-petite , on peut négliger son carré et les puissances supérieures ; cela revient à négliger une quantité plus petite , par comparaison avec une plus grande ( * ).
Cependant cette règle est soumise à une exception , dont il est bien nécessaire de tenir compte, et qui se présente quand la première puissance de la petite quantité que l'on considère ne se trouve pas dans la formule rigoureuse.
Pour comprendre cela , rappelons-nous qu'une fonction quelconque d'une quantité peut, en général , setléveloppcr suivant les puissances ascendantes de cette quantité. A la vérité, cette assertion est soumise à certaines difficultés (liéoriqucs; mais, comme il s'agit de quantités très-petites et dont les puissances diminuent considérablement de valeur à mesure que leur exposant augmente, nous concevons que l'on peut négliger les puissances supérieures , même quand la série ne serait pas naturellement convergente.
Cela posé, il peut arriver que dans un développement de cetie nature, le coefficient de la première puissance de la variable soit nul naturellement et quelle que soit la valeur de cette variable,
( '^) Ce principe général doit néanmoins être appliqué avec discorncnient;
ainsi, dans l'expression a ' , quoique î soit très-petit par rapport à m, on
le peut le négiicor, car u ^' =: «' <i , et <r' n'est pas Iréb-petil eu niènn! temps que ■.
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coiniiio dans la sérir suivante :
cos j; = 1 1 r—: ■ o / r r + • • • •
Quand Tare est extrêmement petit , on peut regarder son cosinus comme égal à l'unité ; mais si l'on veut cependant , pour plus d'exactitude, tenir compte de la valeur particulière de cet arc, on voit qu'il faut en garder la seconde puissance.
Si le coefficient de la seconde jinissance était aussi nul, naturellement on passerait à la troisième, et ainsi de suite. Donc l'énoncé que nous avons donné ci-dessus peut se remplacer par le suivant :
Dans le dt-veloppcmetit d'une (jiianiilc très-petite ^ <ni ne consciv< que le plus faible exposant.
2, Par la même raison, si i\v\\\. quantités très-petites figurent dans la même formule, on pourra négliger, non-seulement les puissances supérieures decliacune d'elles, mais encore le produit lie ces deux rpiantitës. La même observation s'étendra à trois, ou à un plus grand nond)rc de quantités.
o. Prenons, iiour premier exemple, l'expression 5 où .-
représente une quantité très-petite. On sait qu'il est pénible d'avoir à diviser par une quantité approximative cl incommensurable; cherchons donc à éviter la nécessité de cette division. Noivs.
remarquerons que, z étant tres-pctit, est puis petit (jue l u-
nité, mais que la différence est peu considérable; nous pourrons donc poser
X étant encore une quantité irè's-petite. Chassant le dénominateur, on trouve
I = ( 1 + j ) ( I — .r) = I -t- 3 — .r — c .r . Réduisant et négligeant, d'après l'o]i5crva(it>n du n"2, le produii
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.r qui ost du srcond ordro do pctitcsso, il reste
et enfin
On aura de même
Vu l'importance de cette formule approximative , nous allons la démontrer par la méthode, moins simple peut-être, mais plus connue , de la division algébrique, qui donne le résultat siu"vant :
On voit qu'en supprimant les puissances supérieures de s , il reste pour quotient i — =. De même
Si le numérateur était Ini-mènie une quantité très-petite c?, on verrait que
ou approximativement
puisque l'on néglige Si.
4. Les considérations précédentes conduisent à un résultat d'une grande importance, le théorème de Bernoulli sur la superposition des petits mouvements, ou bien , ce qui revient au même, la proportionnalité des petites causes aux petits effets. Ce principe consiste en ce que, pour tenir compte de chaque espèce de coriectJon , il faut ajouter à la quantité ol)servée (ou bien eu relran<li( i\
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suivant le signe do l'orreur ) une eoirethon prise à la siniple puissance. Ainsi, A étant la quantité observée, pour tenir compte d'une première cause d'erreur il faut multiplier A j)ar i-|- i, cette quantité s étant très-petite; puiscjue si elle était nulle, la valeur A serait exacte : de même, pour avoir égard à une autre correction , il faudra multiplier par i+ ^; donc la vraie valeur sera
A(H- e){i-hS).
Développant et négligeant c3, il reste
ce qui revient à ajouter à la quantité A les corrections As et A3, cbacune prise en son signe.
Il en serait évidemment de même s'il y avait plus de deux causes d'erreur, ce qui permet de poser le principe suivant :
Choque corrrction modifie le rciult((t comme xi elle était seule (*\
o. Nous appli<iuerons par la suite ces formules à différentes considérations de ])livsi(iue et surtout à la théorie des dilatations ; mais nous allons, comme exemple très-simple de l'utilité des principes précédents, chercher la distance enlie le cercle et la tangente à l'extrémité d'un arc très-petit.
Soient AB=:(^/ la longueur d'un arc { fig.ï) très-petit sur un cercle de rayon /•, BC le diamètre passant par l'une des extrémités de cet arc, et BE la tangente à cette extrémité B ; enfin du point A abaissons les perpendiculaires AD et AE sur le diamètre et la tangente: il s'agit de mesurer la distance AE , qui est évidemment égale à BD.
On sait que
AB = BC.BD; BC = 2 r.
(*) Cette conclusion serait toujours vraie, même quand une correction serait représentée par le carré , le cube, , de la cause d'erreur correspondante, comme on l'a vu dans le n° 1,
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rt coinHK' l'iiic AH isl lr<:s ]n lit , du |t«'iil li- i('i^ai(i<'r coiiinM' égal à sa corde, ro qui cloniic
BD
loi rappioxiiii.ilioii toiisislc à rciiiplacxr l'arc ^/ par sa corde
AB = 2/sin — •
Or, d'aprcs le iléveloppcmoiil du binas eu iouctiou de l'arc, ou sait (juc
sin — ^
ce qui fait voir ([u'on peut faire la substitution iridi(|uee en nej;liijeaut seulement le cube de la n)oitié de l'are.
S'il s'agit de la terre dont la circonférence est représentée par 4o ooo ooo de mètres, on trouve
I TT
— = -. = G, OOO OOO 07854?
et
AE = a- . 0,000 00007854 (*)•
Soit, par exemple, AB = 1 kilomètre; on obtient à peu prcrs
AE = o'",078.
La petitesse de cette quantité fait comprendre comment on peut voir des nuages bien plus cloii^nés qu'on ne le pense d'ordinaire ; mais il est impossible d'en préciser les distances à cause de leur élévation très-variable.
6. Cette question nous engage ;i rappeler un problème qui se présente souvent dans les calculs et qui consiste à irouvcr la valeur (l'un arc en degrés quand on donne la longueur de cet arc
(*) A proj)Os de rcvaluation du coedicient de «', nous leions observer que le mot fc(7//on luit conrusiou dans la numération parlée, parce qu'en français il veut dite di\ l'ois ceiil millions, et en an^jlais cent lois cent millions,
sur une circonférence de rayon connu, ou, réciproquement, corinaissant la valeur d'un angle en degrés, trouver la longueur de tare qui lui correspond sur une circonférence de rayon donné.
Ce problème se résout par une simple proportion.
Supposons, par exemple, que l'on demande le nombre de degrés de l'arc représenté en grandeur par le nombre 1 7, le rayon étant i .
Nous remarquerons que la circonférence entière, composée do 36o degrés , a pour longueur a rr , ce qui donne
Or
ce qui donne
ût>0 X 77
ou bien deux circonférences et demie, plus ^4" ' 43"- S'il s'agissait d'un cercle de rayon quelconque R, on aurait évidemment
27rR 17
7. Nous considérerons encore l'expression y/ i + s qu'il est difficile de calculer sous cette forme. Observons que, si £ est une quantité trèsjpetite, y^i + e diffère peu de l'unité et que l'on peut poser
X étant aussi une quantité très-pelite.
En élevant au carré, on trouve
I H- £ = T -f- 2 jr 4- X-.
Développant et négligeant x-, il reste
j: = - et <Ji-\-îz=i-\
{*) On a calculé quatre décimales, parce que, ilaus la valeur de -•> l'erreur n'est que du huitième ordre de décimales.
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l'j» tliaii!^<aiil le signe ilc £, on aura On lamèncra à l'une de ces den\ formes l'expression
V^idzE
soit en iiuiltiplianl liant et bas par \/ii£, car il est nliie, en général, de faire disparaître les radicaux du dénominateur, soit en posant, d'apiès ce qu'on vient de voir,
eomme on l'a déjà démontie.
Si le radical se présente sous la forme v^« -f- a , on reniartpiei a «pi'ii est égal à
De même
2 \a Supposons, par exemple, cpi'on clierchc h- cosinus de Tare dont le sinus est éyal à La formule ordinaire donne
ICO
cos X z= \j i — sin- X ;
mais on peut éviter cette pénible extraction de racine carrée « n posant
sin .r . . sin-^ i cosx = i t et ICI = 1
2 2 2uOOO
ce (|ui rend le calcul lieaucoup j)lus facile.
8. On voit (pic toutes ces simplifications sont fondées sur ce fait dont nous avons déjà parlé, qu'une fonction se développe suivant les puissances ascendantes de la variable. Cela conduit à la méthode des cocfficicnls indétermincs , qui consiste, étant donnée
une fonction / =ry(x), ù poser
r = A-h'Bx-\- Cx- 4- Dx' + . . .,
eX à déterminer, d'aj)rès la nature de la question , les coefficients A, B, C, D, elc.
Les séries de Taylor et de Maclaurin établissent, en général , la forme de ces coefficients d'après celle do la fonction donnée, mais, sans y avoir recours, il est souvent facile de déterminer directement ces coefficients. Ainsi nous pouvons retrouver, par cette méthode , les formules approximatives que nous avons dfijà obtenues.
Posons
= A + B £ H- Cr -h D £'• 4-
ce qui donne
Faisant passer dans le second membre et observant que, xi tint- /"onction d'une variable est nulle pour toutes les valeurs de cette variable, les coefficients de toutes les puissances seront nuls sépalément , on posera les égalités
ce qui donnera
et enfin
comme on l'avait déjà trouvé par la division.
Ce développement convient à une valeur quelconque de s,, mais si z est très-petit, on retrouve la formule connue
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Revenons tMicore à l'expiossion
v/7+l = A-f- Bs-f- Cc'^H-Dr'+ E s' + • . On trouve, en élevant au carré , i-j-î = A-+2AB
E^-f-2BC
H- 2 AE + 2 BD
D'où l'on tire les équations
A= — i=o, 2AB— i=o, B- + 4AC^o, 2BC4-2AD = o, C--I-2 AEh- 2BD = o, etc.,
ce qui donne, en prenant la valeur positive du radical,
A=:l, B = -, C =: — ô' 1j = —pi C = 5?
2 O lO 120
et enfin
Cela ne suffît pas pour reconnaître la loi que suivent les coefficients; mais si s est très-petit, on retrouve la relation
On y serait arrivé directement en posant simplement
Nous allons encore montrer la fécondité de cette méthode en cherchant les développements du sinus et du cosinus, dont nous avons déjà fait usage ; mais nous devons prévenir que ce procédé, remarquable pour sa simplicité, est insuffisant comme démonstration rigoureuse.
Soit
sin.r = A H- Bi -4- C.v' + Y) x' + E.r> + F.r^ -+-. . .;. il vient, en différentiant,
cos X = B + 2 C X 4- 3 Do.- 4- 4 1*^ * " + 5 F X* -f- . . . j^
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Cl ililTcrcntiani une seconde fois,
— sin j: = 2C 4- 2.3D.r -f 3-4 K.^-' 4-4-5 F^' M-. • • .
Les deux développements du sinus devant être identiques, on ;i les égalités
A = — 2C, B= — 2.3D, G=— 4.5E, D = — 4.5F.... Or, si
.r z= O , sin J,' =1 o ,
donc aussi
A=0, si .'• =r o, cos-r^i, donc
d'où l'on tire
et l'on a les séries
sin .r rr .v —
ces .7- r= I — 4
9. Nous avons dit que cette méthode, si,procieuse dans une foule de recherches, n'est pas d'une exactitude absolue : en elfe! , il n'est pas tout à fait évident qu'une fonction quelconque puisse se développer suivant les puissances de la variable dont elle dépend, et il y a même certaines fondions parliciilières pour lesquelles ce développement est impossible. Telle est la fonction
y — ioj; X ; car .r =: o donne
jr = — ce,
et l'on est oblige d'éluder la difficulté en développant log [x 4-i). Mais nous devons surtout, au point de vue des calculs pratiques, nous préoccuper d'une autre espèce de difficulté qui se présente bien plus souvent et qui consiste dans la divergence des séries. Quand les termes vont en croissant, il est évidemment impossible que leur somme converge vers une quantité finie ; c'est
^o^lo^■s GKNtRAi.Kà. i i
ce ijui anivc, par cxenijile, dans les progressions géométriques dont la raison est plus grande que riuiilé. Mais (piand niènie les termes vont en diminuant, de manière que le terme de rang n devienne infiniment petit pour n = zo , cette condition ne suffit j>as toujours pour établir la convergence.
Une série dont tous les termes sont de nicnie signe est convergente quand le rapport d'un terme au terme rjui le précède tend iH'rs une limite plus petite que l'unité.
En effet, soit / une quantité plus grande que le rapport d'un ternie quelconque à celui qui le précède, on peut néanmoins supposer /■ «<^ I . Or la somme des termes, depuis le premier jusqu'au «-H i'^"^ étant
S = «0 + "i + "- -H • . • + w,i-i -H "ft ) on auia la suite d'inégalités
«3 <C ih f> ,
Multipliant ces inégalités, il reste
et comme ^ <^i, on sait que k" devient plus petit que toute grandeur donnée quand n augmente indéfiniment. Il en sera donc de même pour u„. Cela tient à ce que les puissances d'une quantité plus grande que l'unité croissent indéfiniment. En effet,
( I -4- a )■' = ( I + a) ( I + a ) >> I + 2 a , (l -ha)-^>(l -f- 2a) (i + a}>H- 3a; et ainsi de suite. Donc
qui pe.ut croître indéfiniment pour une valeur suffisante de//. Pav conséquent, K" = ; décroît indéfiniment,
On aura ensuite, en ajoutant,
S — «0 < ^ ( S — «n ) ; d'où
S(i — A] <^ «„ — /(•«„ et S <^ — ^•
Mais, comme nous venons de le voir, «„ devient infmimeiit [letil à mesure que n augmente, et i! reste
On voit que ce raisonnement ne pourrait s'appliquer si X était «^gâl à l'unité.
Du reste, il faut bien observer que celte valeur S, quand elle est
finie pour / <] i , donne bien une quantité — ^— supérieure à
la somme indéfinie des termes de la série, ce' qui prouve que cette série est convergente; mais il ne faudrait pas croire que cette valeur j fût la limite vers laquelle converge cette suite de termes. C'est pourtant ce qui a lieu pour les progressions géométriques dont la raison est plus petite que l'unité, X- étant cette raison ; mais il n'en est pas toujours ainsi, puisque, du reste, /c n'est point complètement déterminé.
Nous devons donc conclure que la série est divergente si X: ^ i , puisque les termes vont en augmentant et qu'elle est convergente si A <^ I ; mais si /• = i , on reste dans l'indécision, et, en effet, les séries de cette nature sont tantôt divergentes, tantôt convergentes.
Ainsi la série
quoique ses termes aillent constamment en diminuant, est divergente, c'est-à-dire que la somme de ses termes n'a point de limite finie. Mais la série
i)-Gy-ay-ay
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dans laiiiu'lle on a aussi /: = i , convertie vers nno limite (inie (*).
10. ?S()us avons considéré des séries dont tous les termes étaient de même signe; souvent aussi les termes sont alternativement positifs et négatifs, et d'ordinaire le calcul de Tapproximation en devient plus facile. Tels sont les développements du sinus et du cosinus en foi'.ction de l'arc.
Quand une scric est composée de termes constamment décroissants et alternativement positifs et nèi^ntifs, cette série est convergente ; l'erreur est inférieure au premier tcimc que l'an néglige et (le même signe que ce ternie.
En effet, considérons la suite de termes
a — b -\- c — d -If- e — /h- g — Ii -\- . . . .
En s'arrètant après trois termes, on peut poser la série sons la forme
c'est-à-dire que les termes conservés a — b -{- c seront suivis d'une quantité négative, car toutes les quantités négligées — [d — e], — {f — g'),. . . sont effectivement négatives, puisque les termes vont toujours en diminuant. Ainsi la valeur a — b -+- c sera approciiée en excès.
Prenons maintenant un terme de plus, la série deviendra
a —b -hc— d-[-{e —f) ^{g — /i)+...;
et ici les (juantités négligées e — f, g — //,.. seront évidemn)ent positives. Donc la valeur a — b -\- c — d sera approchée par défaut. Or la différence de ces deux sommes est — d; on voit donc que, dans la première circonstance, l'erreur était numéri- <piement infcric lire à d, niais i\y\ même signe (]ue — d , c'est-à-dire négative.
(*) On démontre aussi la ct-ndition de convergence y' «^ < i.
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APPROXIMATIONS SUCCESSIVES
11. L'approximation telle que nous l'avons considérée jusqu'à présent, et qui consiste simplement à négliger les puissances supérieures de l'erreur, ne suffit pas dans toutes les circonstances. Il peut se faire que l'erreur soit assez considérable pour que le carré, le cube même de cette correction, étant multipliés d'ailleurs par des coefficients qui peuvent être considérables, soient trop grands pour être négligés ; on doit alors se servir de cette première approximation pour substituer dans l'équation une valeur déjà corrigée, afin d'avoir une seconde correction, puis une troisième, et ainsi de suite, jusqu'à ce que l'on ait obtenu l'approximation désirée.
Cependant le calcul serait en défaut si la correction qu'il donne atteignait ou dépassait la valeur initiale, car il est clair qu'on ne pourrait plus la négliger relativement à cette valeur.
Pour premier exemple, cherchons la valeur de \/5; sa partie entière est ?.. Nous pouvons donc poser
y/5 = 2 + .7:, d'où 1 '.= ^x,
en négligeant x'^. On a donc
ce qui donne pour seconde approximation
81 or
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Alors
ar" î_ ^,, ^. ' .
2 il) * -J 2 '
iloilr
/F 9 J i6i VO = T = = 2,23di:
ce résultai ne diffère qu'aux dix millièmes du résultat vrai y/5 = 2,23607.
0\^ voit que les corrections peuvent cire tantôt positives, tantôt négatives.
Ici il a suffi de deux corrections pour avoir une approximation assez considérable, mais l'on n'est pas toujours si heureux.
Clicrchons la racine cubique de 2 ; nous poserons
ce qui donne
en négligeant x- et .r\ parce que .r <^ 1 . On a donc
d'où l'on tire encore
2 = h -5- .>• et -^ r =
et enfin
y Ainsi
.1-4 5 qi roooo
au lieu de
L'approximation ne s'éteiul donc ([u'anx centièmes.
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Prenons encore pour exemple l'équation .r'' -\- loox — I 1= o,
et remarquons que l'une de ses racines diffère très-peu de >
' ' lOO
car, par .7- = , le premier membre se réduit à > ciui
lOO lOOOO
diffère peu de zéro. Nous pouvons donc, en modifiant un peu la méthode pour simplifier le calcul, remplacera: par 0,0 1, seulement dans le carré r', ce qui donne
et l'on a jiour seconde valeur
mais la première valeur .r = 0,01 était déjà suffisamment exacte. On trouvera l'autre racine en observant que la somme des deux racines est égale à — 100.
12. Une question qui se présente souvent consiste à calculer les racines d'une équaiion du second degré quand le coefficient de r' est très-petit.
Soit donc a très-petit dans l'équation
ax'- -h bx -\- c = o ; on en conclut
ce qui donnerait
pour première valeur de l'inconnue, si a était tout à fait nul. Transportons donc cette valeur dans le second membre; on trouve pour seconde valeur
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L'autre racino se oalculoia encore en retrancliani relie prc-
mière racine île
Celte méthode, déjà employée dans rexem|)le prccctlcnt , conduit à des calculs très-simples; mais comme on substitue la première valeur de l'inconnue dans le carré de. r et non dans la simple puissance, on pourrait craindre qu'elle ne fût pas surfisanimenl exacte : il est donc utile de la contrôler par les procé<li'S déjà connus (*).
On sait que
— ô db yb- — ^nc
ou bien
( s/b- — 4 ffc — b) { \/h' — /^ac -h b)
1 a > ^b' — ^rir
en prenant seulement le signe positif du radical.
En réduisant, on a
(*) T,e calcul qui va suivre fait seulement voir que cette méthode esl exacte dans les mêmes limites que celle de Newton, qui n'en diffère pas essentiellement et que nous développerons bientôt ; mais il se présente des circonstances où elle tombe en défaut , c'est-à-dire que les valeurs successives ne s'approchent point de la racine. C'est ce qui arrive pour les équations
TX--i-I0X — I0' = 0 et X- -+- 10 X — I0'=:0
lO" 10*
que nous a communiquées i\I. Ilaranl. Selon M. Gerono, cette méthode n'est applicable que si ac est très-petit par rapport à i*. En effet, dans l'expression
c ac- c { ac\
il faut i|uc — < I pour ([uc la correclion soit plus (lelilo que la promièTc v-iiiour.
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On évaluera v'^' — 4^^^ P**'' '■' foi'iiHile conmir
qui donne
, / Lac I ' iac\
inc
d'où l'on tire
bc
b^ — ne
Pour identifier cette valeur avec celle que nous avons déjà trouvée, il faut diviser bc par b'^ — «r, ce qui donne, en ne conservant que les deux premiers termes du quotient, et supprimant ceux qui contiennent a'' et les puissances supérieures, la valeur
c ac'^
que nous avions obtenue d'une autre manière. Du reste, on arrivera au même résultat en posant
y étant très-petit, on négligera j% et il reste
mais ay est négligeable, puisque n est aussi très-petit, ce qui donne
comme ci-dessus.
Les extractions successives de racines carrées de la forme
sja ■+- \b peuvent quelquefois se ramener à des extractions simples. Soit
\Ja -ts/b = s/â-h y/p; élevant au carré, on trouve
rt + v^6 = a 4- p + v/4âp .
X -h ^ = a et afi
donc X et 8 sont les racines de l'équation
qui donne
•'■ = - m - Vrt — b.
La transformation n'est donc utile que si «' — h = c'^ est un carré parfait ; alors
Par exemple
15. Les approximations successives s'obtiennent d'ordinaire par la méthode de Newton, qui est fondée sur le développement des fonctions en série.
Le théorème de Taylor donne
tes coefficients de h sont les dérivées successives Aç f{^x), où x est remplacé par (i.
Soit donc j=/[.t) une fonction quelconque, et supposons que a soit une valeur de jc assez approchée d'une racine de l'équation y* (.r) zz^ o , h étant la quantité qu'il faut ajouter à a pour avoir cette racine. Cela revient à supposer
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d'où il résulte
Comme A est suffisamment petit, on posera, du moins pour une première approximation ,
ce qui donne
On obtiendra ainsi une valeur de la racine, généralement plus approchée que la j»remière. Soit donc
on substituera cette valeur a,, comme on a fait pour a, ce (jui donnera pour seconde approximation
et ainsi de suite. C'est en cela que consiste la méthode de Newton.
Prenons comme exemple l'équation
et cherchons celle des racines qui est comprise entre o,oG et 0,07. La première de ces valeurs étant substituée dans le polynôme donne
et la seconde
La seconde valeur étant évidemment plus approchée que la première, nous poserons <ï=:o,07 et en la substituant aussi dans_/' (x), on aura
o,oo553q3 ^^
h = -, fi~= — 0,0005o.
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On liouvo ainsi
et, == o ,o6i)42, oiisuilc
, 0,00:11 1 1 --Sq ,, ,_
00 qui cloiinc
tij =z 0,0(39431845.
14. On j)cut croiie (.l'abord que l'approximation croît rapidement quand on emploie cette méthode : en effet, supposons, pour fixer les idées, que h soit plus petit qu'un centième, comme dans l'exemple précédent, le carré h'' qu'on néjjligera dans la première approximation sera plus petit qu'un dix-millième, et il semble qu'une approximation doive toujours s'exprimer ainsi par le carré de la précédente. C'est ce qui a lieu quelquefois, et le calcul précédent en offre un exemple, comme on pourrait s'en assurer; mais le coefficient qui multiplie h-, et les termes qui le suivent, ne permettent pas toujours que l'approximation soit aussi considérable.
Quelquefois même l'importance des termes que Ton néglige va au point de donner des corrections qui éloignent de la racine au lieu d'en rapprocher : ainsi, une racine étant comprise entre deux limites, il peut se faire que la méthode de Newton donne une valeur qui ne soit pas comprise entre ces limites; dans ce cas la correction devient évidemment illusoire.
Il faut donc, en général , vérifier chaque approximation après l'avoir obtenue, c'est-à-dire reconnaître par des substitutions convenables si la racine est comprise dans les nouvelles limites (jue l'on a déterminées : ce qui altère beaucoup la simplicité de la méthode ; mais l'habitude du calcul peut faire éviter ces substitutions en dirigeant convenablement les approximations, et observant que les corrections sont, tantôt positives, tantôt négatives.
liî. Cependant comme la méthode de Newton tombe quelquefois en défaut de manière que le calculateur ne puisse en faire usage qu'avec de longs tâtonnements, il est important de la perfectionner de telle façon , que, sans rien perdre de la simplicité, elle
donne une approximation certaine, et que l'on parvienne même à resserrer la racine entre deux valeurs, l'une supérieure et toujours décroissante, l'autre inférieure et toujours croissante. Cette question a longtemps exercé les mathématiciens, mais on peut la résoudre complètement en combinant les travaux de Fourier avec ceux de M. Cauchy.
Nous supposerons d'abord (jue la separatioti des racines a été obtenue, soit par le théorème de Sturm , soit par tout autre moyen (*}, Ainsi, l'équation donnée f{x) = o n'a qu'une racine comprise entre « et A.
De plus, nous pouvons supposer que cette racine est positive, car cela revient à changer, s'il le faut, .ren — a-, c'est-à-dire à changer le sens des abscisses dans la courbe dont l'équation esty(x).
Nous pourrons alors supposer a o, car rien n'empêche de
commencer les substitutions par x=o; à plus forte raison, A sera positif.
Enfin, nous pouvons aussi imaginer qucy(rt) est positif: cela revient, s'il y a lieu, à changer le signe de tous les termes de /{.r), ou bien le sens des ordonnées dans la courbe dont nous avons parlé. Ces hypothèses sont faites pour fixer les idées; si la question n'y rentrait pas, il serait facile de l'y ramener.
Cela posé , décomposons la fonction et ses deux premières dérivées chacune en deux groupes, l'un positif, l'autre négatif: nous aurons donc
(*) Nous rappellerons ici l'énoncé de ce théorème. Soient X un polynôme ordonné suivant les puissances de x, et X' sa dérivée; cherchons le plus grand commun diviseur entre X et X', et changeons le signe de chaque reste. Soient Xj , Xj , X, , . . . , X^ , ces restes ainsi changés de signe , le dernier X . étant numérique, puisque X = o n'a pas de racines égales. Si l'on substitue dans la série X, X', X,, X.,. . ., X^ deux nombres a et A, (A> a), le nombre de racines de X = o comprises entre a et A est égal à l'excès du nombre de variations obtenues pour a sur le nombre de variations obtenues pour A.
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Maintenant substituons alternativement a et A dans la partie positive et dans la partie négative Ae f" [x)y ce qui donnera les deux résultats
\"{a)—u."{k) et /"(A) — p."(a) :
il pourra se présenter trois cas différents : 1°. Ces résultats sont tous deux positifs.
Prenez alors «, = « — ^,\ \ et A, = A — •{/, {; la racine f {") /(«)'
sera comprise entre «, et A,, car il faut observer que /"(«) et y (A) sont de signes contraires, puisque « et A ne contiennent qu'une racine de l'équation.
Oa posera, pour seconde approximation,
La racine sera donc resserrée, comme nous l'avons dit, entre deux valeurs, l'une supérieure et toujours décroissante, l'autre inférieure et toujours croissante.
2°. Les résultats sont tous fleu.r- négatifs.
Prenez
La seconde approximation donnera de même
et ainsi de suite.
(*) S\f{x) est un polynôme, les termes positifs et néf;ati('s de _/' (x) et dey"(x-) seront les dérivées successives des termes correspondants dey"(a:), comme nous l'indiquons ici ; mais pour beaucoup de fonctions transcendantes et même algébriques, il pourrait ne plus en éU-e de même. Du reste cela ne chan{;crait rien aux résultats qm' ncms allons énoncer.
3°. Les résultats sont de signes différents. Il faut alors substituer a dans le groupe positif de y (a-), et A dans le groupe négatif, ce qui donne
(juantité qui sera toujours négative , d'après les hypothèses que nous avons faites. Nous aurons alors
fl, =: a ^^ — et A, = A ^ — -;
en posant
et ainsi de suite ( *
I 1 Av /Il ;
ni , m I
16. Ce procédé, qui convient au cas où la méthode de Newton est complètement en défaut , a été indiqué depuis longtemps par M. Cauchy ; on peut s'étonner qu'il ne soit pas plus répandu et qu'aucun ouvrage élémentaire n'en fasse mention. Il est général, c'est-à-dire qu'il s'étend à tous les cas possibles; mais il est d'ordinaire moins avantageux que les autres procédés, quand ceux-ci sont applicables.
En effet, si le premier cas se présente et qu'on puisse employer
la formule at:=a — — - — 5 il faut que /' (rt) = /' («1 — M-'(«)
soit négatif, ainsi que m = \' (a) — p.* (A). Mais il est clair que m est numériquement plus grand que y {a), puisque le groupe négatif p.' (A) est plus considérable que i^'(«), en supposant que p.'(.r) augmente avec x : donc le plus grand dénominateur don-
nant la nliis petite Iraction, on voit que la correction — -77 ,
sera plus avantageuse que — - — — •
(*) Pour la démonstration de cette théorie, voir les Nouvelles Annala de MM. Terquem cl Gerono, torae XV, pages 2/|4 et buiv. (Juillet i85G.)
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De nu'iiu', dans le secoml cas, si l'on compare les doux valeurs négatives /'(A) = V(A) — f*'(A) et m = 1' {a) — ^l' {A), U seconde sera numériquement j)lus grande c(ue la première, parce que la partie positive/.' [a] est plus petite que >' (A), en admettant
encore que / {■>•) augmente avec .v.
La correction de iM. Cauchv, n^ ■=. a j approche de ht
plus petite racine comprise entre « et A ; elle peut donc servir même quand les racines ne sont pas séparées. On aura pour seconde correction
et ainsi de suite.
Il sera facile de transformer la méthode de manière à revenir de A à rt pour se rapprocher de la plus grande racine comprise dans cet intervalle.
Considérons l'équation
dont les racines sont comprises, l'une entre o et — i, l'autre
entre o et i , et enfin la troisième entre 2 et 3.
Cherchons la seconde racine pour laquelle «= o, A=:i, ce
qui donne
/{(')= I l't /iA) = — F, on trouve
f'{x)^Z.r^~l^j:-i et /"(.r) = 6.r-4;
doncy" [.f\ prenant des signes différents pour les limites qui comprennent la racine, on ne pourra pas compter sur la luéthode do xScvvton, et il faut prendre avec !M. Cauchy
m = a'i/«) — 'J- (A), ce qui donne
/« = — 5, (Il = 0,2 et Ay =: 0,8. Ensuite
d'où l'on liio
flj = 0,38 et A.. =: 0,0(3 ,
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on trouvera de niènie
Une fois arrivé à ce point, on peut employer la méthode de Newton, si l'on étend cette expression à l'ensemble des deux premiers cas examinés dans le n° IS.
En effet, la quantité y" (x) = 6. r — 4 devenant nulle pour X = — := 0,6666. . . , on voit qu'elle ne change pas de signe
depuis .r = o,5 jusqu'à j:t= 0,584- Commey"(ar) est négatif pour ces deux valeurs, on se trouve dans le second cas, c'est-àdire que l'on devra poser
ce qui donnera
En continuant ainsi, l'on trouvera
Cette méthode ne s'applique pas seulement aux équations ordinaires, c'est-à-dire aux polynômes, mais à des fonctions quelconques, même transcendantes. Ainsi, considérons encore l'équation
Il est clair qu'il n'y a pas de racine négative, car cette équation revient à x.2^= 3o, et l'on voit que la subsftitution d'un nombre négatif quelconque donne pour x.t." un résultat négatif qui ne peut être égal à 3o ; de plus, il n'y aura qu'une seule racine positive, car .r.i^ croît indéfiniment à partir de x = o.
On reconnaît que cette racine est comprise entre ^ = 3, qui donne
/(«)=:6 et A = 4,
pour lequel /"(A) = — 34, ensuite
/'(jc) = — 2'^(i -+-xi 2) et /''(.r) = — 2-^12 (2 -f- al2),
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on indiquant par 1?, le logarillinie népérien de 2, c'est-à-dire o,tM)3i47i8. On leconnaît facilement (]ue/"(x) est toujours négatif, i)arconsequent,
-^ifli .. A, = .---^(*>
On a
ce qui donne
/'(4)--6o,36i4, rt| = 3,i et A, = 3, 4.
On calculera 2^ par logarithmes, et l'on parviendra bientôt à la valeur
ar = 3 ,22,
qui est suffisamment approchée, car
18. Frappe de l'incertitude qui accompagne la méthode de Newton, telle qu'elle avait été exposée jusqu'alors, Lagrange en avait imaginé une autre qui n'offre pas le même inconvénient et qui même permet, à chacune des approximations successives, de calculer la valeur et le sens de l'erreur. Seulement, comme cette méthode est fondée sur l'usage des fractions continues, nous devons rappeler ici leur nature et leurs propriétés.
On appelle /'/•<7f7/o« continue toute expression de la forme
/7, ^, c, . . . , a, [i, y . . . , étant des nombres entiers positifs ou négatifs; mais nous ne considérons que les fractions continues de la forme
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où les entiers «, b, c, . . . sont positifs, c'est-à-iiiic des expiossions loniposces d'un entier plus l'unité, divisée clle-niènie par un entier plus l'unité, et ainsi de suite. Le premier, a, de ees nombres entiers, peut seul être nul.
On iinnelle fractions intcirrantrs les fractions v' -i -,?•••>
t:l quotients incomplets ]es nombres b , c , d, . . . ; on appelle <//<oticrit complet une quantité telle que
prolongée jusqu'à la fin de la fraction continue, qui peut être indéfinie dans bien des circonstances, c'est-à-dire quand la valeur de cette fraction est incommensurable.
Enfin, on appelle rc'dnitcs les quantités
qui s'arrêtent à chaque quotient incomplet.
Il est facile de réduire en fraction continue une fraction ordinaire telle que
d'abord
ensuite
s.e (pii donne
ii3"
ii3 I
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et l'on oluieiit
On voit que cela revient an procédé du plus grand cominnn diviseur.
D'après Adrien INlétius,
_355 ''~ ii3"
Fcrmntion des icdiiites. — La première réduite est
la seconde
1 ah -\- \
la troisième
Il +
[nb -\~ i) c-\- n
On voit c|ue jusqu'à présent le quotient incomplet correspondant à la réduite que l'on considère n'entre qu'au premier degré au numérateur et au dénominateur de cette réduite. Pour voir que celte propriété est générale , il suffit de prouver que, si elle est vraie pour une réduite
dont le quotient incomplet est p, elle est vraie aussi pour la réduite suivante dont le quotient incomplet est 7. Kn effet,
3o <;hapitre deuxième.
mais de plus la réduite suivante — - sera
et cette valeur
K' QV + P'
démontre le théorème suivant :
Le numérateur d'une réduite s'obtient en multipliant le quotient incomplet qui lui correspond par le numérateur de la réduite précédente et ajoutant le numérateur de la réduite qui précède de deux rangs. Le dénominateur se forme de même au moyen des dénominateurs de ces réduites.
Ainsi, dans l'exemple que nous avons pris, la |)remière réduite est
la seconde
et la troisième, ayant pour quotient incomplet le nombre i6, a pour valeur
ce qui donne la fraction elle même.
Propriétés des réduites. — I. Dans la fraction continue
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—,y ^' V77 l'tant les réduites qui s arrêtent aux quotients incomplets/;, r/, ;•, on a vu (|ue
Mais soit
le quotient complet qui commence à /•, il est clair que
Qf + P
ce qui donne ou bien
On voit par là que r — ^, ^'57 — '^ •''^"'- ^^^ rnême signe; donc
la valeur de la fraction continue est comprise entre deux réduites consécutives.
II. Dans cette même relation
où nous avons considéré les signes des facteurs, cpnsidérons maintenant leur grandeur. Il est clair que j ^ i ; de plus, comme les termes des réduites vont évidemment en augmentant, on a
donc, à plus forte raison,
il faut donc, par compensation, que l'on ait numériquement
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c'est-à-dire nuii/ie réduite quelconque approche plus de la rxilear (le la fraclion que la réduite précédente. III. La différence
Q _ P _ QP' — PQ' Q^ — Jv — Q'p' ^
ensuite
R Q Q/ -f P Q PQ' — QP'
ce qui montre que le numérateur de cette différence est égal et de signe contraire à celui de la différence précédente, en retranchant toujours chaque réduite de celle qui la suit ; il suffit donc de connaître la première différence. Or
ab -\- \ a I
par conséquent, pour la seconde différence, le numérateur serait — I, pour la troisième H- i, et ainsi de suite. Ainsi, le numérateur de la différence de dcu.r réduites est zt i , suivant qu'un retranche une réduite de rang impair d'une réduite de rang pair, nu inversement : on prend toujours pour première réduite la quantité
-) même quand a = o.
IV. On conclut de là i^aujie réduite quelconque est toujours un nombre fractionnaire irréductible. En effet, puisque l'on a numériquement
QP' — Q' P = I ,
im facteur commun à P et à P' diviserait aussi le second membre, ce qui est impossible puisque ce second membre est l'unité.
V. On a vu que toute réduite de rang pair est plus grande que Ia.réduite de rang impair qui la précède, et comme elles comprennent la valeur x de la fraction continue , il en résulte que toute réduite de rang pair est plus grande que .r , et toute réduite de rang impair est plus petite que .r. Comme d'ailleurs elles s'a])prochent toujours de .r, on voit que les l'éduites paires vont en décroissant et les réduites impaires en croissant.
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VI. On peut d'aprùs cela calculer Terreur (jue l'on commet quand on prend pour valeur de .r une réduite quelconque — •
Cette erreur est évidemment moindre que la différence entre —,
et la réduite qui la suit, — • Or on a vu que cette différence, R
abstraction faite du signe , est égale à I i^
R'Q' (QV + P')Q'
Souvent on ne connaît pas r, mais comme on sait que /• est au moins égal à l'unité, l'erreur cherchée se représente par - — -
(Q'-hP')Q' Quelquefois on néglige P', et Ton représente l'erreur par — - ■
VII. Enfin , — approche de la valeur de r , non-seulement
plus que la réduite précédente, mais/p/wv que toute autre fraction
ni
— ^j exprimée en termes plus simples. En effet, supposons que
— approche plus de > que — et, a plus lorte raison, que — :
comme .r est compris entre — et —, il en sera de même pour
— 1 et l'on devra avoir, abstraction faite du signe, m'
F ~ w ' ^ Q' ~ F ' ou bien, à cause de QP' — PQ' = i, cela revient à Vm' — V'm ^ i
Mais Pw' — p' /« estai! moins égal à l'unité, et l'on a supposé /»'<^Q'; donc l'inégalité précédente est impossible, ce qui démontre le théorème.
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iO, Maintenant il sera facile de concevoir le parti que Lagrange a pu tirer de ces propriétés.
Soit y (.r) = 0 une équation dans laquelle les racines sont séparées; nous considérerons seulement les racines positives, car, pour trouver les racines négatives, il suffira de changer r en — x et de calculer les racines positives de la transformée qui seront les racines négatives de la proposée.
Il faut maintenant faire en sorte que les deux nombres qui comprennent la racine cherchée soient deux nombres entiers qui diffèrent entre eux d''une unité. Supposons, pour fixer les idées, qu'ils diffèrent d'un centième, et que la racine x soit comprise, par exemple, entre
.r, = 3 , 25 et ^-j = 3 , 9.4 •
Posons dans l'équation donnée
X z=. , d ou z = iooj:,
nous aurons une équation transformée y(z) = o dans laquelle la valeur correspondante à celle de x que l'on cherche sera comprise entre
Z| = 325 et Z2 = 324»
et ces deux limites satisferont aux conditions posées, tandis que 3 et 4 pourraient contenir d'autres racines, outre celle que l'on considère.
Nous pouvons donc admettre dorénavant que la racine est seule comprise entre « et « + i , le nombre a étant entier. Posons donc
.r = « H — •, on obtiendra une équation tranformée en j qui n'aura
J quune seule racine réelle et positive, puisque l'équation proposée n'avait qu'une seule racine entre a c\. a -\- i . On cherchera les deux nombres entiers b eX. b -{- i qui comprennent cette valeur de j^,
et posant y -z= b -\ ■, on obtiendra une équation en z sur
laquelle on répétera les raisonnements précédents, ce qui don-
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et ainsi de suite. On aura donc
et l'approxiination pourra être poussée aussi loin qu'on voudra. De plus, les propriétés des réduites permettront d'avoir le signe et la limite de l'erreur.
Cette méthode n'est pas d'ordinaire très-expéditive j cependant, si les quotients incomplets sont considérables , on voit, d'après la formation des réduites et la mesure de l'erreur, que l'approximation peut croître assez rapidement.
Prenons pour exemple l'équation
qui n'a qu'une seule racine réelle , comprise entre 2 et 3.
Posant
on. a l'équation transformée
(|ui donne
et, par suite, On en conclut
d'où l'on tire
f'(piation dont la racine sera encore comprise entre 1 et 2.
Rn coniinuanf ainsi, on trouve
lo H
ce qui donne les réduites suivantes
l lO
Ainsi —j- est plus grand que la racine, et l'erreur est moindre que
rr; on peut donc poser
X = 2,09455. 21. Il peut se présenter dans l'emploi de cette méthode un fait remarquable et qui abaisse le degré de l'équation. S'il se trouve, parmi les équations transformées que l'on obtient dans ces approximations successives, une équation identique avec une de celles qu'on a déjà obtenues, il est clair que les mêmes quotients incomplets se répéteront périodiquement , ce qui permettra d'arriver à une approximation indéfinie. Mais de plus on obtiendra la forme même des racines , grâce à ce théorème :
Une fraction continue périodique a pour valeur une racine (tune équation du second degré.
Considérons d'abord une période simple , c'est-à-dire qui commence au premier quotient incomplet, nous aurons
a -h-ro
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On sait que -— = — —,, et comme le résultat sera exact en
remplaçant /• par r H — •> puisque la fraction se répète après/'.
nous aurons
Ql'-+ll+/'_ (Q,. + ^):. + Q
Q.(.+ iU/ «5''+"')- + 'J'
Rx 4- Q R' » +Q''
ce qui donne l'équation
Soit maintenant la période mixte
fi+-. ^ I
rt-1— î —
et soit
En représentant pai' — la partie non périodique
et par — la réduite précédente, nous aurons
valeur dans laquelle y est connu par un radical du second degré, ainsi qu'on vient de le voir.
On fera disparaître facilement le radical du dénominateur; car ce dénominateur étant de la forme y//n -4- //, il suffira de multiplier haut et bas par sjni — n; donc x résultera aussi d'une équation du second degré.
Ainsi , le théorème étant démontre d'une manière générale, la fraction continue périodique conduira à une équation du second degré dont les coefficients sont rationnels. Cette équation et la proposée ayant une racine commune, leurs premiers membres ont un commun diviseur : or, ce commun diviseur ne peut être qu'un facteur rationnel, puisque les coefficients de l'équation proposée sont commensurablcs, et d'un autre côté les deux facteurs de l'équalion du second degré qu'on a obtenue sont irrationnels, puisqu'on suppose toujours que l'équation proposée est débarrassée de ses racines commensurablcs; il faut donc que le premier membre de cette équation du second degré soit lui-même un facteur de l'équation proposée. Ainsi, on connaîtra immédiatement une seconde racine, et, en effectuant la division, on n'aura plus à considérer qu'une é(juation dont le degré sera inférieur de deux unités au degré de la proposée.
22. Nous ne pouvons nous arrétei- à discuter les deux racines de l'équation à laquelle conduit une fraction continue périodique, ni à démontrer le théorème inverse du précédent, qui consiste en ce que toute racine d'une équation du, second degré à coefficients coinincn^urablcs se développe en fraction continue périodique , mais nous énoncerons quelques résultats très- simples de cette nature, et (jiii pouriont être utiles dans certains calculs.
I. S(Ht
M'I'KO.VIAIATION!» SUCCESSI VfiS. 3g
Y flaiit |)lus i)clit ([uc i : de là
X — fl = —
et
Donc
2 rt <^ r <^ 2 « + I cl j^ = 2 « H — »
d'où
~ z=. y — la
et
On voit le quotient 2 a se répéter indéfiniment, ce qui donne
j: ^r rt -4- •
2rt-f-
Comme application de cette formule, on obtiendra avec une approximation assez rapide
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ce qui donne
Par exemple,
III. Enfin , soit à développer x = \/a''+ i; on a «'<«'+ 2<(a H-i)% puisque o ]>• i . Donc
« <^ \/rt-H- 2 <^ a H-i et \jn''-^i = n-\
Par conséquent
- =z <Ja'' -\- 2 — rt
I v/«' + 2 H- rt
v/aM-2 — a 2
D'ailleurs
2a<:^V^i3^+24-rt<^2«+I,
ou bien
ce qui donne
I 1 sja'' -h 2 -+- « v^rt- +2 — « y =. a -\ — et -= « = •
On a donc
z = = v'rt' H- 2 -f- rt
y «■ -f- 2 — rt
et, par suite, d'où l'on tire
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2 = 2 rt H 1
- = 3 — 2 fl = J a u
Lii valeur chereliée est donc
2 rt 4- . . .
Nous prendrons eoinnie exemple
23. Nous avons déjà exposé les méthodes de Newton et de Lagrani^e pour obtenir par approximations successives les racines d'une équation alij;éljriqiie ou même transcendante. On parvient au même résultat parla méthode des parties proportionnelles cjuc l'on appelle encore règle de fausse position , et ce procédé est même un de ceax qne l'on emploie le plus dans la pratique.
Cette méthode consiste à supposer f|ue les accroissements de la fonction sont proporiionnels à ceux de In variable. Soit
et cherchons la racine x^ telle que ro=/'(a-o) = o; en admettant que cette racine soit la seule comprise entre x, et-r^. Posons
r, —/(.!-,) et j2=/(.T,};
nous devons admettre, ûw moins pour une première approximation , fine l'on a
Jfi — Jo -r, — .r„
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OU bien, puiscjuc ) g ;= o,
On on tire et enfin
Xu =
Cotte valeur peut s'éeriie encore sous les deux formes suivantes :
/, — J-. ji — r-i
On voit que cette méthode tient à la rryle de Bernoulli, c'est-àdire aux principes fondamentaux énoncés dans le chapitre P*".
Il est clair que cette première approximation ne donne pas pourra la valeur exacte de la racine; la substitution de a-o donnera la valeur j-Q (|ui ne sera pas nulle, comme nous l'avions supposé tout à l'heure; par consécjuent on resserrera la racine entre Xo et celle des deux valeurs x, et Xn qui comprend la racine avec x^. En continuant de la même manière, on arrivera à une approximation rapide et facile, car les calculs seront plus simples que par la méthode de Newton, puisqu'il n'est pas nécessaire de faire de substitutions dans la première dérivée (*).
24. JN'ous prendrons pour exemple l'équation suivante, traitée par Gauss ,
34vi2 .>•■ — 1 2o 1 2 x' + 16632 x'' — 1 1 55o x'-" -+- 4200 x^ — 766 j:'+ 56 .c — I = o.
I. La première racine, c'est-à-dire la plus petite, est comprise
( * ) La racine chcichue est comprise ciiUe la valeur ([iio tlomie cette méthode et celle qu'on obtient par la méthode ordinaire de Newton , telle qu'elle a été exposée dans le n" 15. Voir VAIçicbrr de M. Hridt.
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entre x := o , qui donne
et .r = o,i, qui donne
Mais ces premières valeurs de x étant encore trop éloignées pour appliquer la formule avec avantage, on arrivera, après quelques substitutions, à trouver
x, = 0,025 et x^,= o,o3, d'où l'on tire
ji = — 0,01 122'^ 2 et ^2 = 0,10404» ce qui donne
^0, ou plutôt rj = 0,02547- Il vient
on doit donc resserrer la racine entre x, et x^; on aura
071 = 0,0254462 et J4 = 0,00000507.
Comme cette valeur de j, est très-petite, on peut regarder Xi comme suffisamment approché et poser
II. La seconde racine est comprise entre o, i et 0,2. En prenant ces Valeurs pour x, et x^ , on trouve
j:3 = o,i4, yi=- — 0,082166.
En substituant o, 1 3 , on a
ce qui donne
^4=0,1292 et 74 = 0,0002743.
On trouvera ensuite
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III. I.a troisième racine est comprise onire o,?. et o,3. Eiisiiiti'
.7,-, = 0,295 et V;, =^ — o,oio4?-36, .r, = 0,29708 et jTi = 0,0000129, .rj= 0,29707743, et enfin
VI. X, = 0,8 et .r
j:j = 0,8574, Vi = 0,1007147,
.Ti =: 0,8700 , Xi =1 0,0060946 ,
A-s rr: 0,87074, Xs = 0,000204 1 ,
Xe = 0,8707656
et
VII. Le calcul de cette dernière racine, comprise entre 0,9 et I, présente quelques difficultés, parce que / varie moins dans cet intervalle que dans ceux des autres racines. Dans cette circonstance, le principe de la méthode conduit k faire des substitutions également espacées. On obtiendra donc les résultats suivants:
on doit poser
.r, := 0,96 et X2 = 0,98.
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Ces deux dernières valeurs donnent
Xi = 0,9743 , .r« = — 0,0063073 ,
Tg=z 0,9745536,
et enfin,
2ÎÎ. Les ealculs précédents ont été faits par IM. Koralek ; on peut les vérifier au moyen des relations connues entre les racines d'une équation et les coefficients de cette équation , c'est-à-dire que la somme des racines est égale et de signe contraire au coeffi-
i-ient ,.c — du sec(md terme de 1 équation ; que la somme de
i6632 , leurs produits deux à deux est égale au coefficient ~wT-r- ""
troisième, et ainsi de suite; enfin, que le produit de ces racines
est numériquement égal au dernier terme — o/^"' '"^'^ ^^ signe
contraire, parce que le degré de l'équation est impair.
Toutes ces vérifications se font avec une grande exactitude.
Du reste, quand on s'aperçoit que .r = o,5 est racine exacte du l'équation, on peut diviser le premier membre par 2.r — i, ce <jni donne pour quotient exact
ly i6,r''— 5i48.r^-}- 5'j^yzx'— 29o4.ï.'+ 6480:'— 54-^ + 1=0,
équation qui a maintenant pour racines les quantités déjà connues
Xi=: 0,7029226, X6= 0,8707656, X; =: 0,9745536.
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En coiDparant ces vak-urs, on reman|ne les relalioris suivantes:
X, 4- X, = X2 + Xc = X:, 4- Xs =: I .
Si l'on n'avait qu'une seule de ces relations, on pourrait s'en servir pour abaisser le degré de l'équation proposée.
Kn effet, l'égalité r -h jt' zz= i, établie entre deux racines, permet de substituer x' = i — ,r dans l'équation donnée /"(x) = o. La substitution se fera sans peine au moyen de la formule
,,(„+.„=/(;„+-a£)..+/:iAi...+/^u.+....
c'est-à-dire en remplaçant dans les dérivées successives de /"(a), la variable a: par /; nr i; seidement il faudra remplacer .r par — .r : on obtiendra donc, pour équation transformée, une nouvelle équation en .r, qui aura une racine commune avec la proposée, à cause de la relation jr -)- or' = i , et les deux fonctions de r auront un plus grand commun diviseur qui permettra d'abaisser le degré de l'équation donnée.
IMais, dans l'exemple que nous considérons, le nombre même et la similitude des trois relations indiquées emiiècheront d'obtenir cette simplification ; car,' les racines de l'équation proposée étant
Xi, Xj, X-i, As, Aj, A;,
les racines correspondantes de la transformée seront
X;, Xj, X5, X3, X2, A| ,
de sorte que la somme de deux racines correspondantes soit égale à l'unité, comme cela doit être; seulement, cette relation existant pour tous les couples de racines, on voit que l'équation transformée sera identique avec l'équation proposée du .sixième degré : ce calcul n'avancerait donc à rien pour obtenir les racines.
Cependant on peut utiliser les relations indiquées, en posant, dans l'équation du septième degré,
ce qui donnera
puisque
2' En effet, on trouve
Divisant par t, et posant t^ = z, i\ reste
Cette simplification pouvait être prévue, car t = x •, et,
soit X, une des racines de l'équation proposée , d'où l'on tire
on sait que
X, -H X: = I et X: =:: I X, :
par conséquent.
Ainsi les racines de la transformée, après qu'on a divisé par ^, sont égales et de signe contraire, ce qui réduit l'équation au troisième degré.
En commençant une recherche de cette nature, on n'aperçoit pas d'abord les relations qui peuvent exister entre les racines; mais s'il s'en présente qui n'aient pas été prévues d'avance, on en profite pour abaisser le degré de l'équalion , vérifier les résultats déjà obtenus et continuer le calcul avec plus d'assurance et de facilité.
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FORMULES APPROXIMATIVES
20. En suivant t<i:ijoiirs les principes établis au commencement <le cet ouvrai^e, nous allons passer en revue plusieurs des formules les plus importantes, et observer les modifications qu'elles subissent quand on suppose qu'une ou plusieurs des quantités qu'elles conti(>nnent sont assez petites pour qu'on puisse négliger leurs puissances supérieures.
Parmi tous les développements en série, le plus connu est le hinome de IScivlnn, qui permet d'écrire immédiatement une puissance quelconque d'un binôme.
On a la formule
Quant aux exposants, celui de (t diminue d'une unité à cliaque terme en même temps que celui de x augmente d'une unité.
Quant aux coefficients, celui d'un terme quelconque se forme en multipliant le terme précédent par l'exposant de a dans ce terme et divisant par le nombre des termes qui précèdent.
X )>" = rt"' ( I H- z)'" m [m — i) ('" — 3)
Posant - = G, on trouve
n -\- X z= a{\ -{- z) et
on a d'ailleurs
niz m (m —
^laiiiU^nant, si x est très-petit, il reste
[a 4- x]'" = a'" -f- ma"
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c'est-à-dire (jne, si l'on augmente la (jiianhte a iliino qiwuilité très-petite X, l'accroissement de û"' aura pour coefficient de x la (lérivcc ma"'"' de a"'.
27. Comme la formule du binôme est vraie, non-seulement pour m entier et positif, mais aussi pour les exposants fractionnaires et négatifs, on peut en conclure les développements de
=: ( I -f- £ )^' et de v^ I -i- £ = (i H- ; )- , tels qu'ils ont été
trouvés dans le chapitre F' .
En effet, cette formule donne
développement déjà connu et qu'il est facile de vérifier par celle autre méthode.
On trouve ensuite
ce qui ramène à un dévelop|)ement déjà connu par les coefficients indéterminés; mais ici on voit plus facilement la loi des termes. Enfin, on retrouve les résultais approximatifs,
(l +£)-'= 1 — î et (l ^.;
28. Nous indiquerons le logarithme d'un nombre quelconque x, j)ar lx,'Lx ou logj:, suivant que la base du système est le nombre c dans le système de Néper, le nombre lo dans celui de Briggs ou des logarithmes ordinaires, ou bien un nombre quelconque a dans un système arbitraire.
D'après cela , nous aurons
log(i-+-»:) = logt'(j: — — - -f- -ô — J
5" ' et , par suite,
Ces séries sont convergentes quand x est compris entre -(- i et — i
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Ch.inijeons .c en — x ; il vient
log(l — a:)= — logr-l j;-l-— H- — + — + - -j-
Ajoutant les deux valeurs précédentes
log(i + jr) et — log t — •^)?
on obtient
Si X est très-petit , il reste
log (i -I- x) = .c loge.
Enfin, pour donner quelques formules relatives au calcul différentiel et au calcul intéjjral , nous observerons que
r/.log dx
log^
et
d.lx dx
Réciproquement,
dx
On a aussi
'^ '^ - J^rzD-^c
dx
\'-r' 4- I De même
et
I dx y/x' — I =r C H sjx^ — I l {x A~ \/x- — I )
/ dx y/.r'-}- I = C -f- - \/x'' + 1 / ( v^-^' + 1 — ^).
Pour les fonctions exponentielles
xla (xlaV (xlaY [xla]'
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Si (7 = e.
et pour .r = I,
On trouve (jue relte hase des logarithmes hy perholiqucn, que l'on appelle qiu'lcjuefois aussi nrjiérieris, est un nomhre incommensurahle égal h 2,718281828. . . .
Soit M le module jiar lequel il faut multiplier les logarithmes hyperholiques pour ohtcnir les logarithmes vulgaires; on a vu dans le numéro précédent que M =: Le. Or, si l'on multiplie / 10 parce module, on doit avoir l'unité, puisque Lio = r, ce qui donnera
/io,Le=i et M =
On trouve
/ 10 = 2,3o2585o92() et M =: Le = o,4342944^'9'
Les séries a' ou c^ sont toujours convergentes, quel que soit x, parce que les facteurs qui s'accumulent au dénominateur finissent toujours par l'emporter sur le facteur constant dont s'accroît le numérateur.
On a en général
d.a^ lot^w
dx log e
Mais si l'on prend e pour base , il reste
—--- ■= la . n\
et si , de plus, « = e, on a enfin
=r e" et même — ; — =. e^;
dx dx"
donc aussi
l a'^dx = ^ + C et 1 e^ dx = e^ + C.
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50. Los fonmiles relatives à la trigonométrie sont encore reiiKirquables. Nous avons les deux développements
Ces séries, frouvies |)ar INcvvton, sont toujours convergentes, et l'on sait d'ailleurs que le ternie auquel on s'arrête est la limite de l'erreur, puisque les termes sont alternativement positifs et négatils : il faut observer aussi (jue l'arc x est exprimé ici , non pas en degrés, mais en longueur de la circonférence dont le rayon est l'unité.
Ces formules font voir (jue si l'arc est très-petit, il jieut se remplacer par son sinus, mais que ce sinus est loujouis plus petit que l'arc; elles montrent aussi que le cosinus d'un arc très-petit se remplace par l'unité, niais (ju'il est \\\\ peu plus pelil (pie l'unité.
Ainsi les formules générales
sin ( rt 4- Ji- ) =r: sin ti cosx -|- sin j: cos^« et
eos(^/ -\- x) =■ cosr/ cosx — sin « sin./;
peuvent se remplacer, quand r est très-petit, par les lormules approximatives
sin(« + ,r) = sin a -\- x cosa et
cos(a + x) = cosrt — X siurt.
ôl. On développe l'arc dont la tangente est ■> , par la loruude suivante, due à Leibnitz,
arc tang x = x — — -i- — h--.-
Seulement celle formule n'est convcrgt^nte tpie pour x conq)ris
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entre H- i et — i. Nous verrons comment on l'emploie pour calculer 77.
La tangente et l'arc sont toujours très-petits en même temps, car il reste alors
arc tang x =i x;
mais la tani^ente est un peu plus grande que l'arc, car la partie négligée dans le développement est négative, comme on peut le voir. La formule
tangi <7 -{- x)
devient
tang(« H- x)
tang« + tangx
1 tang« tang.r
tang a -{- X
tang a
pour X très-petit. Effectuant la division et négligeant les puissances supérieuses de x, il reste
tang (a -+- x) =i tang a H •
On a pour les sinus et les tangentes
d . sin X
dx
= cos X ,
d . cos X dx
et aussi
d.lixu^x i
dx cos'j:
C -f- arc cotj
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On ln)iive aussi
/(Ix , f djc
■ = C -t- arc SU) x, l — =::. = C -f- arc cos-i- , V I— x^ J V c— x'
r<l-^' ,^ . • f (ix ^ , / , ^ i \ -: — =C^-/tan^-.', / =:€— /taiiL' 45" x , , sin»: "2 J cosjT ° y 2 /
/ (Ix \1 \ — x- = C H — a; V 1 — x' H — arc sin j;.
32. Comme ce ne sont pas les sinus et les tanj^enles que l'on emploie dans les calculs, mais seulement leurs logarithmes, il est indispensable dans la pratique de transformer les sommes et les différences des fonctions Irigonométriques en produits et en quotients; c'est ce qu'on aj)j)elle rendre une quantité calculable par loi^arithmes.
On a des formules pour certains cas particuliers; telles sont les suivantes :
sjn /^ + sm 7 = 2 sin - (/> -j- q ) cos -[/> — // j , siny>» — sin (j ^ i sin — {]) — «y ) cos - {/>> -f- 7 ) , cosp + cos 7 = 2 cos ~ [p -\- q ) cos ~ [p — 7 j , cosy.» — cos 7 = 2 sin -(/■>-{- 7 ; sin - ( yj — 7 j .
Mais il faut faire la transformation indiquée dans toutes les circonslances possibles.
Soit
la soinnie de deu\ quantités «luelconques, et posons
n = tang a , h = tang p ; nous aurons
r = tang y. -+- tang p, ou bien
sin a sin [i sin a cos (5-1- sin (5 cos a cos a cos [5 cos a cos p
et enfin
sin(a H- fj)
COS a cos p
quantité caltulable par logarithmes; on a d'ailleurs trouvé aussi par logarithmes les angles a et p.
Cette formule est absolument générale, car une quanlité quelconque peut être représentée par nne tangente, puisque les tangentes s'étendent depuis — co jusqu'à H- co . S'il s'agissait de la différence a — ^ de deux quantités, on trouverait
sin ( a — S )
cos y. cos [ï
Cependant on j)eut arriver au même résultat d'une manière
encore plus simple. Comme il ne s'agit que de la valeur absolue
des quantités, nous pouvons supposer que a et Z» sont positifs
dans la sonune
, /■ b \ jr ^ a -{- 0 =^ a [ i -\
Posons alors
- = tang' cp,
on calculera a par logarithmes, et l'on aura j=r«(i-+- tang-^) =
cos' 'f
ce qui se calcule aussi facilement par logarithmes. En supposant, comme on peut toujours le faire, a "^ L> , on pourrait poser encore
-= cos}.
d'où
y = (7 ( I H- cos i|/ ) ,
r = 2 a cos- -il-
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Mais la tiansfoiiiiatioii qui donno
cos^y
est préférable, parce que l'angle auxiliaire y est calculé par une tangente, tandis que ■!> se calcule par un cosinus; or on doit regarder généralement le calcul des angles comme obtenu avec plus de précision par les tangentes que par les sinus et cosinus, parce que les différences des logarithmes des tangentes sont toujours plus grandes dans le même endroit de la Table que celles des logarithmes de ces autres lignes (*] .
L'usage du sinus sera plus avantageux que celui du cosinus pour les arcs très-petits, et celui du cosinus pour les arcs très-près de c)0 degrés.
Il serait facile de rendre calculable par logarithmes une somme de trois quantités et d'un nombre plus considérable, en les ajoutant une à une.
Soit maintenant la différence j = « — b de deux quantités: puisqu'il s'agit de la valeur absolue de celte différence, nous avons fi ~^ h , ce qui donne
car on peut poser
— = sin' '-, puisque - <r i •
On aura donc
y = a cos" <)/.
?sous allons prendre des exemples très-simples pour éclaircir cette méthode. Cherchons, dans un cercle dont le rayon est égal à l'unité, la somme du cùlé du carré inscrit et du côté du triangle éciuilaterai inscrit; il faut donc poser
ri ^ v
'*) Cela suppose néanmoins ces différences assez petites pour que l'on piiissu ;i[ipli<iucr la pinporlion des Tables.
et aussi
laiië <?= -p' OU plutôt
R étant le rayon des Ta])lcs, égal à io'% on aura iloiu-
L langy — 10= j(L3 — L2) = 0,0440228 ,
ce <iui donne
en négligeant les fractions de seconde.
Ensuite
v/â . . R'v/2 r= 5 ou plutôt r =
COS^<p COS^<j)
L7 = 20H — L2 — 2L coscp = 0,4977938;
donc
On trouve , en effet ,
Calculons encore
et posons
s/i sin^(j)
ce qui donne
2 L sin«p = 20 H L2 L3.
Ainsi
L sin 9) = 9,9559772 et ^ =: 64" 38' 8".
Par conséquent
r- r- I- COS>
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donc
L (y/3 — v^) = - L 3 + 2 Lros^ — 20 = iqjSo^scjS — 20 .
Si nous écrivions 20 au lieu de 19 pour caractnislique, la différence serait positive et égale à 0,5022078; mais, comme nous avons ajouté l'unité, il Huit la retrancher, ce qui donne
ou , connue on l'écrit d'ordinaire,
On a donc
y/3 — y/2 = 0,317839 au lieu de 0,31784-
53. Parmi les formules de trigonométrie rectilignes, celles qui sont relatives aux triangles rectangles n'ont pas besoin de pareilles modifications et sont naturellement calculables par logarillimes. C'est, i\u moins, ce qui a lieu pour les formules
/i = a sinB , b = c tang B , b = \/(r — c^ = \/[a -h c][a — c); quant ;\ la formule
a — \lb- H- c-" = c k/ \ -f- — ,
on devrait poser, comme on l'a vu ,
— = tang' ^ ,
mais il est facile de reconnaître (jne cet angle » n'est autre chose qu eB.
Pour les triangles quelconques, la relation
sin A sin B sin C abc
est aussi calculable par logarithmes.
Il en est de même pour la formule
lang - ( A — B =r rot - C . -, -,
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(jui résout un irianj^lf où l'on donne l'angle C et les deux côtés a et h qui le comprennent. Si l'on chercliait à trouver direclenient le coté c, il faudrait employer un angle auxiliaire cp , qui serait précisément égal à - (A + B).
Quand on considère une série de triangles, il arrive quelquefois
que les logarithmes de ces côtés a et h sont connus d'avance ; pour
éviter de chercher dans la Table la grandeur de a et de b , voici
l'artifice (pie l'on emploie. Soit a le plus grand des deux côtés,
nous poserons
et
a I — lang y
/; ^ 1 + tang 'j)
or, puisque
on aura donc
tang^(A - B) = cot^ C. lang (45-' - <f.).
Pour trouver les angles d'un triangle dont on connaît les trois côtés, on a la formule
cos A =
2 bc
avec deux autres analogues pour les angles B et C , mais elles ne sont pas calculables par logarithmes. On les transforme de manière à obtenir
siu-A=l/^^^^ j-^ -S cos- A=t/<-^4 ■
1 \ bc 1 y bc
lang- A = 1/ -!- '^' , '•
et, par suite.
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l-.ii ((Mnplacant lang - A par — ^ — - o» emplovant les coinplc-
inolUs arithmétiques, on trouve
L tang i A = - [L (/> — /») --h L {/j — r) -+- C I. /j -+- O L {p — a)\
Ici "^.p = a ->t- h -\- c. Cette formule est préférahle aux deux autres, non-seulement parce que la tangente est plus avantageuse (pie le siinis et le cosinus , mais parce que, si Ton veut déterminer
les trois angles, le calcul des valeurs tang- A, tang-B, tang-C
n'exige que les logarithmes de/^, ]> — n , p — l> ■, p — c, tandis que le sinus et le cosinus forceraient aussi à calculer les logarithmes de rt , b et c.
Soit S la surface du triangle ; on a aussi
S = sip [p — a) {p — h) [p — r).
Cette expression est un cas particulier de celle qui donne la surface du quadrilatère inscrit dont les côtés sont n, h , c, c/ et dont le périmètre 2.p = a -\- b -\- c -\- d; on a
En revenant au triangle, nous trouvons pour expression du rayon
du cercle circonscrit
„ abc
Les rayons du cercle inscrit et des cercles ex-inscrits seront
ce (pii donne les relations
on a aussi
Soient D, D', D', D" les distances du centre ilu cercle circon-
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scrit au centre du cercle inscrit et à ceux des cercles ex -inscrits, on a les relations
D- = R=— oR,-, D'^ = R^+ 2R/', D"- = R2 + 3, R /•", D'"^ = R' + oRr'".
Enfin , soient A , B , C les trois angles d'un triangle, cest-à-dire que A 4-B + C = 180", on a
A B C ABC
cot h oot h cot - = cot- cot - cot - ,
tang A + taiig B -f- tang C = tang A tang B tang C , sin A -+- sin B + sin C = 4 cos - A cos - B cos - C ,
CCS A + cos B H- cos C — 1 = 4 sin - A sin - B sin - C ,
formules calculables par logarithmes.
ôi. Dans la trigonométrie sphérique, les formules relatives aux triangles rectangles sont encore calculables sans tranformation. Elles sont au nombre de six :
cos a = cos b cos r , sin b = sin o sin B, l.mg b = tang a cos C , tang A 3= sin c tang B , cos B = sin C cos b , cos« = cotBcotC.
sin c = sin a sinC , tang c = tang a cos B , tang c =: s\n b tang C , cos C = sin B cos c ,
Fig. 2.
On pourra donc résoudn' directement tous les cas possibles.
A moins de faire un usage fréquent de ces formules, il n'est pas toujours facile de se les rappeler. Voici, pour y parvenir, une règle mnémonique donnée par .Mauduit.
Mettez les éléments, angles et côtés, à la suite sur les côtés d'un pentagone; seulement prenez les compléments des côtés adjacents à l'aniflc droit. Alors vous aurez à combiner
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f rois tôles consécutifs du pentagone, ou l)icn doux côtés conséru tifs et le troisième opposé à l'un d'eux.
Dans le premier cas, le cosinus de Vêlement intcrmcdiaire est éf^fil au produit des cotangentcs des deux autres.
Dans le second cas, le cosinus de V clément opposé est égal au pj-oduii des sinus des deux autres.
Il est facile de vérifier cette lègle en retrouvant les six formules.
Passons maintenant aux triangles quciconqiies. On calcule par logarithmes la relation
sin A sin B sin C
sin a sin b sin c
Pour calculer les angles d'un triangle sphcrique dont on connaît les trois côtés, on a la formule
eos a — cos b cos c
y sm 0 sm c
1 ^ /sin p sin f « — a) cos - A = \ / : — -, — :
2 y sm b sm e
,n,r ' 1 — i /sin(/^— /;ysin(/p— c)
mg — A \ / ; : 5
2 y sin p sin ( p — a)
formule préférable aux deux premières.
De même, pour calculer les côtés quand on connaît les angles, on trouve
cos A -f- cos B cos C
sm B sm C avec les deux relations analogues : de là on conelut les foiniulcs
1)4 cHAi-nru-, trotsikmk,
calculables par logarithmes :
. fi /sin P sin ( A — P)
sin - =i / ; î^-. ' ■>
2 y Sin B sinC
'sin (B — P) sin(C-- P) sin B sin C
et
en posant
n / sin P sin
fanL'- = i /
""i V sin(B — P)
sin (C — P ) 2P = A + B + C — i8o".
On passe de l'un à l'autre de ces problèmes par la considération i\n triangle polaire.
En comparant les formules logarithmiques que nous avons obtenues, on trouve les résultats suivants, connus sous le nom de formules de Ddambrc :
sin|(A 4-B) _ cos -^ ( « — 6 )
CCS Y c cos I c
sin j(A — B) _sin^(rt — 6)
cos :L c sin|r
cos i ( A + B ) _ cos |( « + ^ )
sin \ C cos \ c
cos^(A — B) __ sin|(a H- ô)
sin ^C sin \ c
Ensuite , divisant la seconde de ces équations par la quatrième, la première par la troisième, la seconde par la première, et enfin la quatrième parla troisième, il vient
I , . ^^ I ^, sin I (<7 — b)
tan^ - (A — B = cot-C.-^ — '-^ ~ri
"" 2 2 Sin ^ ( rt -+- y ^
I , , I ^ cos ' ( « — b)
tang - f A -4- B r= cot - C . ';^, — , : •>
" 2 ~ ' 2 cos \[ci -\- b)
I I sin ^ (A — B)
tang - fl — (> ] = tang - c . - — — — — : ,
*'2 ^ *2 sin^-(A-t-B)
1 , , . i cos ^(A — B)
tang- (a -h b) = (ang - r . f-^ -(•
^^2^ ^ ^2 cos-(A4-B)
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Ce sont les formules ou analogies de Nt^/x-r : elles àcliôvf'nt la resokilion des triangles sphériqucs.
Nous n'avons pas fait nicnlion i.le la formule
cot a sin ù = cos /; eos C H- sin C cot A ,
qui est susceptible de six permutations. Elle n'est j)oint nécessaire pour obtenir les formules précédentes, et d'ailleurs elle est difficile à retenir et encore plus à calculer par logaiilhmcs.
Soit S la surface d'un triangle sphérique que Ton sait avoir pour vaUnir
S = A + B + C — TT = 3 P
Simon Lhuillier a trouvé la formule suivante :
tanii - =: t / taniif - taniï fanjj; tant?
Cela suppose, comme on le sait, que l'on prenne le triangle trirectangle pour unité de surface et l'angle droit pour uriitc d'angle (*).
3o. Les formules de la trigonométrie sphérique sont susceptibles de certaines simplifications approximatives quand le rayon de la sphère sur laquelle elles sont tracées est très-grand relativement à la longueur des côtés. Comme c'est ce qui a lieu pour la terre, ces considérations sont très- utiles pour la géodésie.
En effet, il faut bien distinguer le rayon R =r lo'" des Tables logarithmifiues, et le rayon r de la sphère sur laquelle se trouve le triangle. Du reste, il est facile de les rétablir; ainsi, par exemple, la formule
cos a — cos b cos c
cos A =
sin b sin c
(*) C'est-à-dire que le rapport de l'aDjjle S avec 90 degrés est égal au rapport de la surface clierchée avec celle du trianrrlc triroctniifrle de la môme phère.
doit être remplacée par celle-ci :
cos cos - • cos -
cos A = — ,
sin- • sin-
en appelant /■ le rayon de la sphère, ou même par cette antre :
cos - cos - cos -
cosA_ R R R
sm - sm -
si l'on veut faire usage des Tables.
On voit donc que les côtés a , b, c étant exprimés en mètres, iF faudra chercher, par la proportion connue, le nombre de degrés
abc auquel correspondent les rapports -5 -> -•> afin de pouvoir appliquer le calcul par logarithmes.
Mais si r est très-grand relativement à ces côtés a, b, e, on pourra poser avec une grande approximation
a i f ri\- I /rt'
cos - = 1 [-] -^ 5-7 -
et
On aura une approximation semblable pour les sinus et cosinus , b , c . a b c
de- et de -■> puisque -■, - et - ne sont autre chose «lue des /• r r r r '■
rapports numériques très-petits.
En appliquant ce qui précède à la formule
cos A =
cos cos - cos
sin - • sin -
»n arrive au théorème de LegcndrCy ainsi conçu :
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Le triangle sphcriquc très-peu courbe dont les angles sont A, B, C et les côtes opposés a, b, c, répond toujours à un triangle rectiligne qui a les côtés de même longueur a, b, c , et dont les angles opposés
sont A — ^£, B — -s, C — -£, £ étant l'crcès de la somme des
ongles du triangle sptiérique sur deux angles droits.
On trouvera la démonstration de ce tliéorème, ainsi que d'autres approximations analogues, dans l'appendice qui termine la Trigonométrie de Legendre.
50. Une des applications les plus imporlanles de ces (brmules approximalives dans lesquelles on néglige les ternies suffisamment petits consiste dans la recherche des niaxinia et minima.
Soit
et donnons à la variable .t un accroissement quelconque A.r; la fonction j recevra un accroissement correspondant Aj, qui pourra quelquefois être négatif, même si Ax est positif. D'après le développement général de /(x -\- A.r), nous aurons
y H- AJ =/(.r) +/'(.r) A.r + ^-^-1 A^r -h -^-LJ A^x +. . ..
Comme y = /< x], il reste
Aj =/ (x\\x + - — ^—^ A'x -h - — 5—^ A^7- -f-
Si A.r est infiniment petit, négligeons son carré et ses puissances supérieures, il reste à la limite
A;- =f'[x) Ax.
Cette égalité fait voir que la fonction croît avec la variable si y'(x) est positif pour la valeur que l'on considère, et décroît, au contraire, quand la variable augmente, si f'[x) est négatif. Biais dans ces deux circonstances, il n'y a ni maxinuuu ni minimum de y, car Aj change de signe avec A .r, tandis que, si la quantité x donnait pour r une valeur plus grande ou plus petite que celles qui la prétèdent et la suivent immédiatement, i croîtrait avant et
après .»:, ou bien diniimierait avant et aprùs.r, c'est-à-diie que Aj aurait le même signe pour dzA.r.
Cela est impossible, à moins que l'on n'ait
car, même sans regarder S.i- et Aj comme infiniment petits et sans né{i,liger complètement les puissances supérieures de Ax, on j)eut concevoir que li: premier terme donne son signe à tout le (léveloppcm en t.
Supposons donc
/'(.r) = o, il leste
Ay = A-x ~\ A^.T -\- . . . .
Ainsi Ay aura le même signe pour db A.r, et il y aura maxinunn ou minimum suivant le signe de /" [x). Si f"{x)<^o, A y est aussi négatif de part et d'autre de la valeur x, par conséquent y =f[x) sera maximum pour cette valeur r. Si, au contraire, y"(.r)^o, Ay est positif pour dzA^r; donc x rendra minimum la fonction y :=:/' [x).
Tout cela suppose que f" [x) n'est pas nul. Si l'on avait
en même temps que
ce serait maintenant le terme
(jui donnerait son signe à la valeur de Ay, et comme ce terme change lui-même de signe avec Ax, on verrait, en répétant les raisonnements qui précèdent, que la condition cherchée serait
f" [x) = o, et qu'il y aurait maximum ou minimum d'après le signe de
On poursuivrait ainsi jusqu'à ce qu'on trouvât une dérivée qui
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ne fût pas nulle; si elles l'étaient toutes, on ne pourrait rien conclure. Nous écartons également le cas dans lequel une ou ])lusicurs dérivc'es seraient infinies.
57. Nous venons de considérer les fonctions explicites, c'est- à-r dire celles qui sont de la forme y :=zfi^x); on peut aussi trouver le maximum ou le minimum de } quand cette fonction est implicite, ce qui veut dire qu'elle est donnée par une relation de la forme
Nous avons trouvé qu'il y avait maximum ou mininuim de y
A V . cIy
quand lim — =: o, c'est-à-dire quand ~ ■=l f ix) = o. Par A X dx
conséquent il suffira de différentier l'équation
ce qui donne ou bien
d-x^'^'-^Ty'^''^''^
^ = - \^'±l dx l df
df\ dy )
Ainsi le coefficient différentiel ~-^ est égal au rapport de la déri-
dy
dx
vée relative à r avec ht dérivée relative à y, pris en signe contraire.
La condition y (ar) = o revient donc à
(if ,.. àf
—- = o , ou bien a — = co . dx dy
Cette théorie serait en défaut si les deux dérivées —? — étaient
dx dy
à la fois nulles ou infinies ; il en serait de même si l'une des deux
se présentait sous la forme
ou
GO
co
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à moins que ces apparences indéterminées ne pussent se réduire à des résultats finis.
Le calcul différentiel montrerait sans peine ce qu'il faudrait faire s'il y avait plus de deux variables explicites ou implicites.
Soit
u=/(x, y, 2, . . .); on trouve
du = — ch dx
dj
dr
dz
dz-\-. . .,
et la condition, ou plutôt les conditions nécessaires pour que a soit maximum ou minimum, sont contenues dans les équations
df dx
'Il
dz'
58. Nous prendrons comme exemple la question suivante : Circonscrire a une sphère donnée un cône de volume mi ni ni uni. Soient CD = R le rayon de la sphère, SD = x + R la hauteur Fi(j. 3. du cône et AD le rayon de sa base. Le vo-
lume de ce cône sera
\ = -T,[x-^ R)AD ;
soit donc
WJ
il s'agit de trouver le minimum de la quantité
j= (x-hR). AD .
Soit sur SA la perpendiculaire CE = R : les triangles rectangles SAD, SCE sont semblables, puisqu'ils ont un angle commun en S, ce qui donne
SA = AD
jx-
or + R \R^
réduisant, il vient
j(j: — Rj= (^4- R)2R-^ et
y_ _ {.X + RV R^~ a: — R '
Employant la règle connue pour différentier un quotient ou pour trouver sa dérivée, ce qui revient au même, puis égalant h zéro cette dérivée , on aura pour condition du minimum
2 (x + R) (a; — R) = (j: + R)% c'est-à-dire
2X — 2R:r= ^ -f- R, OU bien
Xz=:3R.
Donc enfin la hauteur du cône sera
sd = 4r,
c'est-à-dire quadruple du rayon ou double du diamètre.
Ici la nature de la question montre suffisamment qu'il s'agit d'un minimum et non d'un maximum^ car il est facile d'imaginer un cône circonscrit d'un volume quelconque et même indéfini, s'il dégénère en cylindre.
Cherchons encore à inscrire dans une sphère donnée un cônr dont la surface convexe soit maximum.
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Nous prendrons pour inconnue la distance CD = x du centre Fig. 4- de la sphère à celui de la base du cône;
la surface convexe sera
jz=7r.SA. AD.
On a d'ailleurs
et
AD =R^— x- SÂ' = SE. SD,
SA = 2R(R
,>'=27rR . (R-+-a:)'(R — x).
La quantité qu'il faut rendre maximum est donc
(R + x^iR — x).
et la condition sera
d'où l'on tire et
Comme la nature de la question indique presque toujours s'il faut trouver un maximum ou un minimum , il est généralement inutile de chercher la seconde dérivée de la fonction : on devrait cepen-~ dant le faire si l'on soupçonnait que la même valeur qui a donné y (or) = o donne aussiy"(^) = o. Nous avons vu ce qu'il y avait alors à faire, mais quand la méthode est en défaut, c'est d'ordinaire parce que f'[x) se présente sous la forme - ou
Il faut alors chercher à lever l'indétermination ; nous en verrons des exemples dans la théorie des courbes.
59. Lorsque la fonction dont on cherche le maximum ou le minimum se trouve engagée sous un radical du second degré,
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quand on reso'.it l'rqiuition par ra|>port à la variable, on peut employer une autre méthode souvent plus expcditivc.
Cherchons la plus grande et la plus petite valeur de l'ordonnée dans l'hyperbole dont l'équalion est
.»•- -f- xy — 2 j- — ?. j' — ?, jr H- 3 =r o.
En résolvant par rapporta >•, on trouve
•^Vf^
et si Ton résout l'équation
fy' + y— 2 = o,
cette expression prend la forme
La méthode est fondée sur ce que x doit toujours être réel , et , par conséquent, la quantité soumise au radical toujours positive; il faut donc que les deux facteurs dont ce radical se compose soient de même sii^ne : c'est ce qui aura lieu si l'on donne à y des
valeurs positives plus grandes que -(v7t) — 2j, mais, pour des
valeurs positives plus petites, le premier facteur sera négatif et le
second positif. Ainsi y =r- ( y 76 — 2) est le mininmin des valeurs
positives de y.
Si l'on donne à y des valeurs négatives numériquement plus
petites que - (vT^ H- 2), le premier facteur sera négatif, et le second sera encore positif, donc x sera imaginaire. Mais x redeviendra réel pour des valeurs de r négatives et numériquement
plus grandes que — (\/76 + 2', puisque les deux facteurs seront
alors négatifs. Ainsi j = (v'7^ + '^) ^^''^ "" f»'""""^'" ""-
mérique des valeurs négatives de y, ou, si l'on veut, un maxiniiiin de ces valeurs.
On voit donc que l'hyperbole n'aiya aucun point compris entre les deux parallèles menées à l'axe des .r aux distances
X = - (V7^ — 2) el j = (v'76 + 2).
On voit que celte méthode a l'avantage de déterminer s'il s'agit d'un maximum ou d'un minimum. Ainsi, quand la variable se présente sous la forme x = \/y'- — «% il est clair que y' = a- sera un Diiniriium ; si, au contraire, on a
X = sjà' — j-,
on voit que j' = a"- sera un maximum.
L'exemple précédent aurait pu être considéré comme une application de la recherche des maxima et minima dans les fonctions implicites. Différentions l'équation
X- -\- xj — 2jy^ — iy — 2 .r; -h 3 = o par rapport à x et à y ; nous trouverons
dy IX -h y — 2 dx ^y -t- 2 — ^
ce qui donne pour condition
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iiiiniimini. On en est avoili, quelle que soit la méthode employée, pai rabsence de racines réelles; alors l'équation/' (j:) = o n'a que des racines imaginaires. C'est ce qui arriverait si l'on cherchait le maximum ou le minimum de x dans l'hyperbole dont nous avons considéré l'équation : il n'y a ni maximum ni minimum de x, parce que toutes les valeurs de x donnent des valeurs réelles pour y.
40. Dans la recherche des maxima et minima, ainsi que dans beaucoup d'autres circonstances, il est souvent utile, comme nous l'avons vu, de savoir déterminer les valeurs véritables des
expressions qui se présentent sous les formes indéterminées -
ce ou
Quelquefois, il est vrai, cette indétermination est réelle, mais cela ne se voit guère que dans la discussion des théories générales, et non dans les ({uestions particulières, du moins quand on les traite directement, car l'indétermination, lorsqu'elle existe, se manifeste alors par une identité. C'est ce que l'on remarque dans la discussion des équations du premier degré à deux ou à plusieurs inconnues : lorsque deux ou un plus grand nombre d'équations se réduisent à une seule, on reconnaît l'indétermination dans les formules générales parce que les inconnues se présentent
sous la forme - : mais quand on traite directement un problème o '
particulier qui est indéterminé, sans que l'on s'en soit aperçu
d'abord, on en est averti dans le courant du calcid parce que l'on
rencontre une identité.
Nous regarderons donc, en général, ces indéterminations comme
apparentes, et nous commencerons par montrer que la forme —
revient à -■ En effet, ———5 nui devient — i)our /'i'a-„'z=o et o I 00
F(.ro) = o, peut se mettre en yencral sous la tonne -— — ■> qm
devient alors -• o
f(x] Soient donc maintenant >'= -4 — - et x^ une valeur qui annule
/■f-r) et F(x); on demande la valeur r„= — — -^'
Pour l'obtenir, remarquons que
- +Av _/'>-+ ^■^)_ Llf^
F{Xo-\-^x] „, , x^, / N F" (^o)
ce qui se réduit, d'après l'hypothèse, à
F'(a.„) + ^-i:^Ax-f....,
après qu'on a supprimé à.r qui était devenu facteur commun au numérateur et au dénominateur; il reste
puisque Sx = o donne évidemment
Comme x est la variable indépendante, son accroissement A.r est constant; c'est pourquoi nous n'avons pas écrit A-r,,.
On voit que cette méthode est encore fondée sur la simplification que subissent les formules quand on y néglige plusieurs termes. Si la même valeur a;o qui annuley(x) et ¥ {x) , rendait aussi nulles les dérivées premières /' {x) et F'(.r), il faudrait avoir recours aux dérivées secondes, ce qui donnerait
•^"~F"(x„)' cl ainsi de suite, s'il v avait lieu.
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Cepcmlant cette niotliode serait en défaut si la valeur .r, rcndail milles ou infinies à la fois toutes les dérivées dey(x) et toutes celles de F [x). C'est ce qui peut arriver, même pour des cas trèssimples. Soit, par exemple,
it clierclioiis ce que devient j" pour :c = 2. Tontes les dérivées du niunératenr et du dénominateur deviennent infinies à la fois; il faut donc mettre en évidence le facteur commun t — 2, ce qui ic fait en posant x — 2 = z. Il jeste alors
yz. y'.r+2
ou bien
donc la vraie valeur de y pour x = 2 sera
On sait, en effet, que l'indétermination apparente lient généralement à l'existence d'un facteur commun entre le numérateur et le dénominateur de la fraction.
^ki. Quelquefois on rencontre des quantités indéterminées sous d'autres formes que
G ce
- ou
o ce
il faut alors faire usage de considérations toutes particulières. Cherchons d'abord la valeur de jr = ( i M | quand a; = co ;
il suffira, pour cela, de supposer démontrée la formule du binôme pour le cas de l'exposant entier et positif, car on peut admettre (jue /? soit un nombre entier et positif qui augmente indéfinimenl.
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Cela pose, nous aurons
j = iH h -^ — + '-\ ^ -T + • • ■
,-îU.--^W.,..
et à la limite , pour .*• = co , il reste
III I
Ainsi, la limite cherchée est le nombre e (\ue Néper a pris pour base des logarithmes hyperboliques.
Ce calcul a été employé par M. Cauchy, pour démontrer les séries logarithmiques et exponentielles.
Cherchons encore r = (cos.ry pour .r = o ; nous pouvons
regarder - connue un nomi)re entier et positit qui croîtrait jus-
qu'à l'infini , ce qui donne
-.2 tAx ■
y- = [l — sin^rj^=: i — - • Sin^r + - • ( "— '
OU bien encore
sin-.r 1 — -T sin*.r {i ■ — -t) (i — 2.r) sin".?- ^5—1 1 ^-...,
sin.r et enfin , en appelant z le rapport — — , il reste
Y^ =^1 — zsin.r H s-sin^x — ^^ r. ^z sin^r + —
Si maintenant on suppose .r infiniment petit, on sait ([ue ce rapport z devient égal à l'imité; donc enfin x ■= o donne j^ = i ,
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et par suile >= i , car pour ./■ irès-pelit cos.r^ o , t- 1 une |)uissanco quelconque de ces r serait toujours positive. La comparaison de ces deux résultats
limliH — I =c, pour .v = co ,
et
lim ( cos r)* = i , pour r :=: o ,
fait voir qu'il ne faut pas seulement considérer les valeurs extrêmes des variables, mais la nature de la fonction dont il s'agit. En effet, comme ces deux expressions, pour les valeurs limites, prennent la forme i^, on pourrait croire que leurs valeurs sont les mêmes, mais il faut observer que i'" est indéterminé aussi
bien que - et — •
o co
Considérons enfin r = -^^ quand x =. o. Posons
- 5 d ou -
Il reste alors
et comme .r = o donne zzizzo ainsi que z% il est clair que j' = o.
-52. Comme application très-importante de la recherche des maxima et minima, nous allons étudier la méthode des moindres carrés qui permet de conclure, de plusieurs observations entachées d'erreurs inévitables, les valeurs les plus exactes possible des inconnues.
Dans les questions de physique ou d'astronomie, comme l'on peut d'ordinaire multiplier suffisamment les observations, on connaît, pour déterminer certaines inconnues, des équations en nombre plus grand que celui de ces inconnues; seulement, les coeffiicients de ces équations ne sont pas tout à fait exacts, à cause des erreurs qu'entraînent toujours les expériences, maison ne suppose pas qu'il y ait plus ou moins d'exactitude dans une expérience que dans une autre.
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De plus, comme on connaît déjà des valeurs approchées pour toutes les quantités que l'on veut déterminer, nous prendrons pour inconnues les corrections de ces quantités, ce qui nous permettra de n'avoir que des équations du jiremier dej^ré , puisque les puissances des corrections seront négligeables.
D'après cela, soient x,f et z ces inconnues que nous supposerons seulement au nombre de trois; nous aurons les équations
a.v + Z»/ H- cz -]- (l := o,
le nombre n +i de ces équations étant plus grand que 3.
Si toutes ces équations étaient prises à la rigueur, il serait difficile qu'elles ne fussent pas incompatibles; mais, comme les coefficients ne sont pas exacts, on a seulement en réalilé
ax + bf -{- cz -i- d =: c,
l(n) _^_ lyin) y _^ f.{„) 2 ^_ f/(«) = tn'".
Les quantités e, e' , c",. . ., cH") sont des erreurs (pie nous savons exister, mais que nous ne connaissons pas.
Cela posé, Laplace a démontré par le calcul des probabilités que les inconnues x, y et z sont déterminées avec le moins de chances possible d'erreur, quand on fait en sorte cjue la somme des carrés de ces qua/itités e , e' , e" , . . . , e''-"-' soit minimum.
Cette somme sera
e- + e'- -i- . . . 4- e("^ = [ax-+- by + cz + dy -h{a'x-i-b'y-hcz-\-d'y+...-Jr{a'~"\7: + b("\r-\~c'<"'>z-^dW)\
Afin d'avoir le minimum de cette somme, il faut, comme on l'a vil à la fin du n° 57, différentier par rapport à x, h y et à z.
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fl cyalcr à /.cro les cocfiicienU ililf(Mcntiels , c'ost-à-ilire les dérivées du second nombre par rapport à chacune de ces inconnues. On aura donc It'S trois équations
2rt(rt.r -t hj--[-cz-h d) 4- Q. <i' [a x -ir b' y -^ c' z-\-d')-\- . . . — o, -2 b [ax + hy -\- cz -k- d) + i b' [a' x -^^ b' y -\- c' z -\- d' ) -[- . . . = o, ic (rtx-f by-ircz + d) H- i c' [a' x -\- b' y -r- c' z-k-d') H-. . . = o,
qui déterminent Us valeurs Us plus avantageuses de x, de j el
de z. Considérons, pour plus de simplicité, une seule inconnue x
et trois équations
(IX -\- b = o,
L'équation des moindres carrés sera
a {ax -\- b) -]~ n' [a X -i- b') -^ a" {-a" x -^- b" ) = o ,
d'où l'on tire
ab -\- «' b' -j- a" b"
rt' -+- a - -h a' ''
■45. On résout quelquefois le même problème par d'autres méthodes moins exactes , mais souvent plus simples pour le calcul .
Telle est la méthode des équations de condition , qui consiste à combiner de différentes manières les équations données , de sorte qu'on ait seulement autant d'équations que d'inconnues.
Supposons, par exemple, qu'on ait neuf équations à trois inconnues; en indiquant ces équations parles n'" (i), (2), (3),..., (g), on peut les disposer de la manière suivante :
(4) + (5) + (6) = o, ou bien île celte autre façon :
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On peut alors, pour clu-Kpie inconnue, prendre la moyenne enire les résultats obtenus de cette manière.
Dans l'exemple d'une seule inconnue et de trois équations, il n'y a qu'à les ajouter ensemble, ce qui donne
[a -t a' ■+- a" ) x -+- b -+- // + //' = o et
On vient de voir que la méthode des moyennes se rattache à la précédente, puisqu'elle consiste à combiner de diverses manières les équations données, en sorte qu'on ait par chaque arrangement un nombre d'équations seulement égal à celui des inconnues. Ensuite on ajoute les diverses valeurs obtenues pour l'une d'elles, X par exemjjle , et l'on divise cette somme par le nombre de ces arrangements.
Cependant cette méthode est distincte de la pri^cédente dans certains cas très-simples, tel que celui d'une seule inconnue et de trois é([uations
nx H- Z» = o, a' X -\- b' ^:= o, a" X -\- b" = o,,
qui donnent, en prenant la moyenne entre les trois valeurs de x ,
Prenons comme application les équations suivantes :
X =^ \, ] o JC = I I .
20 jr = 24»
et comparons les résultats fournis par les trois méthodes. Celle des moindres carrés donnera
I + 1 10 -h 480 oqi
I -l-ioo -h 400 00 î
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I';ir celle des rijtKitions de condition , on trouve
Kt enfin , la nieiliode tles moyennes donne
11 24 \ I io+iH-12
TO
Cette dernièie évaluation est la moins exacte, parce ({iie c'est vile qui s'écarte le plus de celle qui a été déterminée par les moindres carrés.
^4. Renversement des séries.
Pour achever ce qui a rapport aux développements des fonctions, soit que l'on considère une suite indéfinie de termes, soit que l'on n'en conserve qu'un certain nombre en négligeant les puissances supérieures de la variable, nous devons étudier encore le renversement des séries, c'est-à-dire la manière de développer inver.-^ement la variable indépendante en fonction <le la variable dépendante.
Ainsi, soit donné le développement
Y ^= ax H- ^JT- -|- rx" -|- dx^ -|- . . . ,
dans lequel a , b , c, . . . , sont des coefficients connus, il s'agit de trouver la série réciproque .r = A j -i- B j= -j- C j' -i- Dr' H- . . . , où il faut déterminer les coefficients A, B, C, . . . .
En élevant le premier développement à différentes puissances et les transportant dans le second , nous aurons une égalité qui sera vraie pour toutes les valeurs de .r, et par conséquent dans laquelle les coefficients de toutes les puissances de x seront nuls séparément. Nous aurons
r^ = a-x^ -f- inbx' -\- b- j x'' -f- abc l .r- -f- . . . , -t- lac I -H 2fl:7 I
y^ = fl'.r'' -H 3«' bx^ -f- 3 «6- x'' -h • . • ,
-t- 3«^c y'- = «' x' -\- 4 a^ bx'' .
Art
X -\- Ah
.c- -\- Ac
+ Bfl^
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Substituant et ordonnant, on trouve
^ -h Ad rt'H-
-\- Ab' -+■ 2.Bac
-h Da' ce qui donne les équations
Art — i=o, Ai + Brt' = o, Ac ■+'2.Bah -\- Ca = o, Ad -^Bh' -h 2Brtr + 3Ca'h -h Drt' = o;
d'où Ton conclut
\abc — 5 l>^ — fi^d
Cette méthode semble en défaut quand le dcvclopponienl donné est de la forme
)- = a -t- n.r -+- bjc'' -+- cx^ + . . . .
Mais si l'on pose j — a =; z, il est facile de voir que l'on développera X en fonction de z et non de j. Par exemple, soit donnée la série
qui est le développement de c^ ; posons y — 1 = z, nous trouverons, par la méthode précédente.
résultat déjà connu , car cela revient à la formule
On est aidé quelquefois dans cette recheré -• par cette considéra-
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lion, (jue ii hi scric directe ne contient que des cjpusants impairs , il en sera de nienie pour In série inverse. Ainsi , soit 7 = sin x, nous savons que
jr=z X —
Donc, quanti on chanj^'e le signe de l'une des variables x cl y , l'aulre change de signe, mais garde la même valeur numérique, ce qui donne
x= liy -\- C r-* + Ej* -H . . . ,
et , par la niéthode précédente , on obtient
arc sin x = r +
Cependant ce procédé général est d'un usage compliqué, et d'ailleurs il n'est pas facile de reconnaître la loi des coefficients. Aussi l'on parviendra plus focilenient au résultat précédent par la méthode ordinaire des coefticienls indéterminés, si l'on observe que
^=: A + 3Cj'H-5Er' -4- 7 G r'^H- . . . , dy
et que d'ailleurs
On a donc
= A + 3Cj' + 5 Ej ' + 7 G j'' • + . . . ,
ce qui donne très- facilement le résultat précédent en identifiant de part et d'autre les coefficients des diverses puissances de > . Il en sera de même pour le développement
(ang jr = A, .r -f- A;; x- -f- A5 x* -f- A; .r' -\- k.^x'' -\- . . . ,
inverse de la série du n" 51, et qui s'obtient assez facilement par les coefficients indéterminés, tandis que la méthode précédente sciait impraticable.
En différentiant de j)arl et d'autre, il vient
= A, + 3A,x-- -f- 5A5X' H- 7 A^ar" -h. . . ,
eos' X ou bien
cos' X =
A , H- SA^x- •-{- 5 A5 .r' 4- 7 A ; j:" -+- . . . et différentiant encore,
2 cos X sm j: = , ^r- 5
(A, -h 3A,x' -hSAiX' +7A,:c«-f-. . .)'
ce qui revient à
1 . 3 A3X -}- 2 . 5 A5 j." -h 3 . 7 A, x^ H- . . . cosorsin j: = -— x— ; ^- — ; : T.*
On voit que les premiers coefficients des termes du numérateur sont 1,2, 3, . . . , et les seconds sont les nombres impairs 3, 5, 7, ... . Divisant cette expression par cos^j:, on a
I .^A3X-\-2..5AiX^-hS.n A;X^ -■{- ^.qA.jx
taniz X ■= ^ z; — —
" A, -h 3A3a:= + SAsO:' 4- 7 A^o^" -H. . ,
Nous obtenons donc l'égalité
1 .3 A3 j: -t- o..5A-:,x^ -h 3.7 A, x= + 4-9A9X^ -+-■•• = (A, + 3A3a:'+5A5^* + 7A,.z:«H-. . .) (A.x+A^ jr^H-Ai-r^H- . . •) qui servira à trouver les coefficients de tang x en identifiant ceux de a:.
On sait d'abord que A, = i , puisque l'arc infiniment petit est égal à sa tangente ; nous aurons donc la suite d'égalités, dont la loi de formation est facile à saisir :
II . A,, = loAa + (7 --1- 3) A,A3 + 5A
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Ainsi l'on déterminera de pioche en proche les coefficients cherchés.
La méthode du renversement des séries n'est généralement avantageuse (|iie quand il s'agit de séries comme celles que nous considérons particulièrement dans ce chapitre, c'est-à-dire dont on ne prend qu'un nombre de termes assez limité, suivant la petitesse des variables. Ainsi , étant donnée la série approximative
V = ax -f- bx'' -f- cr',
où l'on néglige la quatrième puissance et les puissances supérieures de or, on pourra poser
x= Aj-H-Bj' + C^)-*,
en admettant la même approximation dans la série inverse : alors on déterminera sans peine A, B et C.
Formules de quadrature
On peut compter encore parmi les formules approximatives celles qui servent à trouver avec une précision plus ou moins grande une certaine portion d'une surface , quelle que soit la nature de la courbe qui termine cette surface.
On connaît donc un certain nombre d'ordonnées équidistantes, ce qui ne donne en réalité qu'un polygone plus ou moins rapproché de la courbe, et il s'agit de calculer la surface comprise entre l'axe des abscisses, les ordonnées extrêmes et la courl)e dont il s'agit.
Pour y parvenir, on a indique diverses méthodes : nous allons exposer l'une des plus employées et qui est due à Thomas Simpson.
Nous supposerons (jue la distance AG des ordonnées extrêmes
AA' = e , GG' = E est divisée en un nombre pair de parties égales , et nous appellerons // la valeur comnnme de ces divi-
sions.
Partageons AC = 2 // en trois portions égales aux points i\I et K ;
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■xh on voit que AM = ININ = ]NC = — et (jnc C est le milieu île MN.
Le premier lra|)cze AA' MM' a pour mesure
de même le sei-ond MM' NiN' est étjal à
^ (MM' -H ININ'), et enfin le troisième NIN' CC s'exprime par
ER' + 4FF' + GG
En ajoutant, on aura l'aire totale S = ^ [ A A' + 2 ( ce + EE') H- 4 ( BB' H- DD' + FF' ) + EE' j.
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En iiuliquant par ly^, la somme clos ortlonncos paires cl par Iji la somme des ordonnées imj)aires, la formule de Simpson est donc
S = -[e -r- 2 lYp + 4 2; J,- 4- E j
et s'exprime par conséquent de la manière suivante :
Faites la somme des nidonnces extrêmes, ajoutez deux fois la somme des ordonnées paires et quatre fois la somme des ordonnées impaires ; enfin multipliez le tout par le tiers de la division des abscisses.
Cette formule, qui est généralement satisfaisante, donne cependant des résultats d'une exactitude insuffisante pour les portions de courbe dont les éléments sont peu inclinés par rapport aux ordonnées, en même temps que la courbure est assez prononcée; c'est ce qui a lieu aux environs du sommet de la parabole, quand cette courbe est dans sa position ordinaire,
La formule de IM. Poncelct consiste en principe à prendre la moyenne des surfaces des polygones inscrit et circonscrit à la coui'be. En admettant encore que le nombre des divisions soit pair et égal h. in [fg- 5), voici la formule à laquelle il est con-
On voit que j, et j'3„_, sont les ordonnées voisines des ordonnées extrêmes.
Dans le cas défavorable de la parabole dont nous avons parle, cette formule donne, près du sommet, plus d'approximation que celle de Simpson, mais cette valeur est un peu trop faible ])our les courbes convexes à l'extérieur.
Enfin, si le nombre des divisions est impair, soit r, l'ordonnée
située à égale distance de c et t\ii y, , on pose encore la formule On conçoit que <rs formules, maigre les r.iisonncments par les-
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quels on cherche à en justifier l'usage, ont toujours quelque chose d'arbitraire et d'empirique; il n'en existe pas une qui ait un avantage constant sur toutes les autres dans toutes les circonstances, mais elles n'en sont pas moins utiles dans une foule de recherches de géométrie et de mécanique.
On trouvera d'autres détails et de nouvelles formules de quadratures dans un article de M. Piobert inséré dans le tome XIII des Nouvelles Annales de Mitthcnicitiqucs.
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CHAPITRE IV
APPLICATIONS MATHÉMATIQUES
^6. Dans le chapitre précèdent, nous avons passé en revue les formules et les séries les plus importantes; nous allons maintenant eu faire l'application numérique et indiquer, par exemple , comment les logarithmes des nombres et des lignes trigonométriques ont pu être calculés d'une manière praticable.
Nous commencerons par la base r des logarithmes hyperboliques. Pour cela, reprenons la série
III I I
e= IH 1 h
D'après le principe du n° 9, on reconnaîtra sans peine que celte série est convergente ; mais , de plus , nous verrons bientôt qu'il est facile de calculer l'erreur que l'on commet quand on s'arrête à un ternie quelconque.
Remarquons d'abord que e n'est pas un nombre entier; car on a évidemment
II I ^ I I î
Or cette dernière série est une progression géométrique qui a pour limite l'unité. On a donc
d'où l'on voit que c est un nombre conq:>ris entre 2 et 3.
Je dis, en second lieu, qu'aucun nombre fractionnaire exact ne peut exprimer la valeur de c.
\\n effet, soit, s'il est possible, f = — 5 /// étant un nombre
entier ainsi que n\ et poussons la série jusqu'à ce qu'on parvienne
ga CHAPITRE QUATRlliME.
aux tonnes dont les dénominateurs rcnfermenl le facteur «. On aurait alors
m II I
2.3.4'-" 2.3.4--«("+il d'où, multipliant les deux termes par 2.3.4- • •"? i' r*^^^*i 2.3,4- . •{" — ')'" = 2X2.3.4---« 4-3.4-.-«-f-4---'' +...4-
Comme le premier membre de celte égalité est un nombre entier, ainsi que la première partie du second, il faut que la deuxième partie de ce second membre soit aussi un nombre entier. Or cela est impossible , car celte deuxième partie I I I
«4-1 («-|-i)(« H- 2) (rt -hi) (« H- 2}(« 4- 3) ■'■'
a évidemment une valeur moindre que la somme de la progres-
dont la limite est-.
Donc enfin l'égalité
est impossible, et le nombre e est incninmcnsurnhlc, comnie nf)us l'avions annonce.
Le calcul précédent sert aussi à estimer la limite de l'erreur que l'on commet en prenant pour valeur de e les n premiers termes de la série.
En effet, cette erreur, que nous appellerons E, est égale à
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c'ost-à-cliro que l'on a
L'^i«+ij(«-+-2)(«-t-3y^-'J
mais nous avons vu que la série entre parenthèses est moiiulrc
que -5 on a clone
Le ealcul se fera donc de la manière suivante :
On |)rend le tiers de - = o,5, le (luart du résultat, et ainsi de
suite. INous avons calculé dix décimales, mais nous devons regarder la dernière comme incertaine , et nous posons
La disposition du calcul fait voir (ju'il n'est pas toujours nécessaire de déterminer théoriquement la lin)ite de l'erreur dans une série convergente , et que l'on reconnaît combien de termes il faut calculer pour arrivera l'approximation que l'on désire, en remarquant (]uel est le terme qui ne donne plus de décimales de cette espèce; c'est à celui-ci qu'il faut s'arrêter (*).
^i7. Pour calculer les logarithmes des nombres, nous avons donné au n" 28 les formules
et
I — JT \ 3 o /
Celte seconde formule est souvent employée, mais comme elle n'est convergente que pour .r <^ i , il faut la modifier en posant
n étant nécessairement positif , ce qui donne
2 // -I- I et l'on trouve
l{i-^^n) — ln = i\ ^- h ^- — ' T + F7 ^ T^---- M
on a donc la différence entre les logarithmes de deux nombres entiers consécutifs « et /? -i- i .
Mais nous allons faire usage de la première foj'mule dans la-
(*) On comproinl qu'il n<> faut pas se fier coniplétcnient à celte obsci'lation
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(lui'lle Us tenues sont alternativement positifs cl négatifs, et nous poserons
X = -, ri
ce qui donnera
i[i + n) — ln = -t- — — — y— + — — — . . . .
Si nous posions
il on résulterait
II II
on trouverait de même le logarithme de 3 au moyen de celui de 2, et ainsi de suite; mais les premières séries seraient très-peu convergentes. Voici par quel artifice on peut lever cette difficulté. Considérons les valeurs des trois séries :
80 2.(80)= 3.(80)' 4-(Ho;^ ^... — ,. Cela revient à poser les trois égalités a = 2 1 3 — 3 1 2 , ^ = 215 — 312 — 13, 7=413 — 15-412, d'où Ton tire, en éliminant,
13= II a— 3^ — 67, 15 = 16 a — 4P — 9 7- Nous remarquerons que le cafcul des quantités a, p et 7 sera
facile , car tout dépendra des puissances de ^ qui se trouveront,
9^ C.IIAPnr.K QITATRIÈMK.
en nrcn.iiU loiijoiirs le huitième du résultat précédeut
On foinicra ensuite, en jn-enanl ic tiers, le tinquièuie , etc., les fractions ^^-6, ' f— 5;' * * * <^1"<^ ^ ^^ ajoutera avec - : de
même on prendra la moitié de -j- 5 le quart de k; '-t ainsi de
suite , et l'on retranchera la somme de ces quantités de la somme précédente, ce <]ui donnera a. Le même calcul (hmnera en même temps les fractions qui composent 7 , et même celles <jui composent [ï ; car les puissances de r; aideront aussi à trouver celles de
—r ■> puisque 24 = 8. 3.
Ayant ainsi trouvé 1 2 et 1 5 , on les ajoutera, ce <pii donnera 1 10 = 2, 3o2585o92(:j.
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Par conséquent, ainsi (|ii'(m l'a vu au n" 20 , on divisant l'unité par I lo , on trouvera le module
|)ar lequel il laul multiplier les logarithmes hyperboliques que nous avons calculés jusqu'à présent pour obtenir les logarithmes vulgaires ; on obtiendra
en admettant que I 10 soit calculé avec dix décimales. iNous aurons ensuite
L ?. = M 1 2 , L 3 = Ml 3 , L 5 = M 1 ^ ,
et nous en ferons autant pour tous les logarithmes que donneront les séries.
Le calcul des puissances de - sera encore utile pour la déter-
mination des logarithmes de plusieurs nombres premiers. Ainsi
'49-148= 7Q-:rT7QY=-^
48 2.(48)= 3.(48)^ -^••- , et les puissances de —j , que l'on a déjà obtenues , aident à trouver celles de -7-5 : on voit d'ailleurs que
co qui détermine 1 7.
On a
et les calculs sont faits d'avance , car 64 = 8^
Comme 1 65 — 1 64 = 1 5 -1- 1 1 3 — 6 1 2 , on trouve I 1 3. De même
fct, comme 16 = ?. .8, on trouve 117.
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-Quant au loijaritlune de f i, on le Irouvera laciUMuenr, |>uis(]ue l'on a
\ lO 2.1
OO 3 . lOOO
Ce qui précède suffit pour faire voir que celte formule peut donner les logarithmes avec des séries trés-coiivergcntcs. On sait , du reste, (pi'il sera seulement nécessaire de trouver les logarithmes des non)bres premiers ; cependant il sera bon , comme vérification , de calculer directement ceux de (juekjucs nombres nuiltiples.
Quand on veut obtenir les logarithnies avec sept décimales , il est bon d'en calculer dix : ce nombre serait plus que suffisant pour une seide opération , mais les erreurs peuvent s'accumuler, parce que les logarithmes déjà trouvés servent à en déterminer d'au Ires.
•4G. Ces opérations, et beaucoup d'autres semblables , peuvent être simplifiées par quelques artifices d'arithmétique.
Quand ou doit , dans une longue suite de calculs , avoir un même facteur pour beaucoup de nombres différents , il est avantageux de faire d'avance le produit de ce facteur par les neuf chiffres, ce ([ui réduira les midliplications à ne plus être que des additions; c est ce que l'on doit faire pour le module W.
Cette simplification n'empêche nullement de faire usage de la multiplication abrégée. Cherchons , par exemple , L 3 par le calcul
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suivant , 13 ctanl vi^kû à i ,(198612281) :
Après avoir renversé le multiplicateur 13, d'après la rèyle d'Ouglitred, il faudra multiplier parc) seulement la j>artie du multiplicande qui n'est pas laissée à droite, c'est-à-dire 4342944^» et, pour cela, prendre dans le produit 9 M les chiffres qui correspondent à ce multiplicande partiel, ce qui fait 3,9o865o33. Cependant il sera généralement utile de forcer le dernier chiffre , s'il y a lieu , comme cela se rencontre ici, puisque le dernier 3 est suivi d'un 7 ; nous prendrons donc 3,9o865o34 : on opérera de même pour les autres chiffres du multiplicateur.
Si l'on doit diviser successivement beaucoup de nombres par le même diviseur, il sera encore avantageux de former les produits de ce diviseur par les neuf chiffres. De cette manière, les multiplications du diviseur par chaque chiffre du quotient seront faites d'avance dans toutes les divisions , et il ne restera plus que des soustractions à effectuer : cela n'empêchera pas non plus d'employer la division abrégée , en se bornant , dans chaque produit partiel , à la partie dont on a besoin pour le moment.
Il est bon aussi, pour faciliter ces soustractions, d'écrire d'avance les neuf produits partiels sur des, bandes minces de papier (jue l'on dispose sous le reste précédent, ce qui permet de voir d un coup d'œil si le chiffre que l'on vient de metire au quotient
IU<i <:HAP1TRK QtlATRIKMK.
esl lr*»|) consitlt r;il)!f , et d'écrire immédiatement le noiiveaci rcsle= (|ui lui correspond : on divise ainsi par un nomlire <|U('lcon(p»e aussi facilement (jiie par un nombre d'un seul chilfre.
Indépendamment de ce procédé, dont l'application n'est véritablement utile que si le même diviseur sert dans beaucoup de divisions, il est une manière très-simple et trop peu connue de diriger le tâtonnement par lequel on détermine cha(pie quotient partiel.
Soit, par exemple, à diviser 58434 par 7334, on est conduit H essayer le qtiotient H ; pour cela , prenons à vue d'œil le huitième (lu (livitlcndc , et comparons les chiffres, à mesure que nous les obtenons, avec les chiffres correspondants du diviseur: nous trouverons le huitième de 58 égal à ■; avec le leste i , le huitième de 24 égal à 3. Jus(iue-ià les chiffres obtenus sont les mêmes que ceux i\u diviseur, niais nous trouvons ensuite le huitième de 3 qui est zéro : par conséquent , le huitième du dividende sera plus petit que le diviseur ^ dnne le ehijfre 8 est trop fort , puisque le diviseur n'est pas contenu huit feus dans le dividende.
Prenons de même le septième de ce dividende, on verra dès le premier chilfre (jue ceseptil ?ne sera plus grand qiu^ le diviseur ; donc 7 sera le chiffre convenable, puistjue le diviseur est contenu sept fois dans le dividende. De celte manière, on n'a pas à écrire ni à effacer de chiffies inutiles.
Cette observation, plus iniportante qu'elle ne le semble peutêtre, est due à M. Binet, frère de l'ancien professeur du Collège de France.
Relativement aux longues additions qui se présentent quelquefois, nous observerons qu'un calculateur, peu confiant dans son habileté, pourra faciliter ro[)ération en comptant dans chaque colonne combien il y a de 2, de 3, ..., de 9, faisant chaque somme partielle et les additionnant ensuite.
Voici enfin une remarque relative aux nombres approximatifs. Après les décimales connues, celles qui viendraient à la suite sont naturellement remplacées par des zéros; mais, pour avoir une appréciation probable du premier chiffre inconnu, on peut le remplacer par la moyenne des dix chiffres depuis o jusqu'à C),
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«luiit la somme est -^-^ =45 : cette moverine sera donc .{,5 :
si l'on eu fait autant pour les ciiiiïres suivants, révaluation pio- La])le de la partie inconnue sera 4999 • ■ • = 5, c'est-à-dire une denii-nnilé du deinier ordre, comme cela était jjresque évident. Observons à ce sujet que si l'on l'ait la somme S ties c.So décimales que Ton connaît avec certitude pour le nombre tt, on trouve
S — — - = 4>5, ce qui doit être ù la limite pour un u(>nd)re incoiu-
mensurable ; à moins (pî'il n'y ait une loi pour la succession des chiffres, conime dans les périodes.
Passons maintenant aux fonctions circulaires
Pour calculer, par exenq)le, le logarithme du sinus d'un arc quelconque donné en degrés, minutes et secondes, nous supposerons d'abord que cet arc est pris dans un cercle dont le rayon est l'unité. Il faudra avant tout, dans ce cercle de i mètre de rayon, calculei' en mètres la longueur de l'arc donn<' en degrés. C'est l'inverse du problème (jue nous avons étudié dans le n" 6.
Comme on prenil toujours pour point de départ un arc trèspetit, nous chercherons la longueur de l'arc de i seconde. Il est clair que la longueur de l'arc de i degré est
-^-t et par suite arci'=— - — -^ — -^ = -—3
100 I Ho. 00. 00 04 0000
On aura ainsi cette longueur avec plus ou moins d'exactitude, suivant le nombre de décimales que l'on aura prises pour la valeur de TT.
Nous aurons donc la longueur d'un arc d'un nombre tjuelconque n de secondes, en multipliant jiar n la valeur précédente
TT
648000 Réciproquement, si l'on demande combien un arc de longueur a contient de secondes, nous verrons (ju'il en renferme au tant que la quantité x s'v trouve contenue de fois.
Posons donc
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on voit (lue
on bien
car on sait qne
à nu conlinjllièinc |)il*s; par consécjnenl
Or il fant diviser a par .»:; cela revient donc à ninlti|)lier par a : ainsi, le nojnbre de secondes contenuesdans l'arc de loniçueur a sera
Proposons-nous de chercher la différence des heures observées au même instant sur un parallèle donné de la terre à deux points situés sur deux méridiens différents.
Pour cela, observons dans la relation précéd( iitc tpic le nombre de secondes contenues dans un arc de longueur donnée diminue (piand le rayon aui^naentc. Ainsi, dans un cercle de rayon / 011 trouve
et si l'on ( herche condjien il y a de secondes dans 1 kilomètre du parallèle, il reste
Dephjs, soit R k? rayon de la terre supposée splieri(pu', on sait ipie
/• = R cos A , en appelant >. la latitude, et par suite
2 TT /■ r:^ 2 TT R . cos A =: 4oOOOOOO . COS ) .
Multipliant donc haut et bas pai 277, il vient, à cause dv
îra = 648000 ,
40000000 ros)
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v\ ciiliii
„ = hli.
cos/ ^laintonant, soit t le nombre île secondes d'iicure (jui s'écoule entre le |)assnge du soleil à chacun des méridiens, le rapport de ces secondes d'Iieurc aux secondes de de(^ré sera, comme on le sait, représenté par
On a donc
ce qui donne
1 5 1 5 cos 'k 2, i6
cos A
Pour le parallèle de Paris,
ce qui donne
pour la différence des temps sur ce parallèle à i kilomètre de dislance.
SO. Connaissant ainsi, dans un eeicle dont le layon est éi^al à l'unité, la longueur d'un are d'un nombre quelcon(jue de secondes, nous calculerons son sinus et son cosinus par les formules connues et toujours convergentes
sm .»• =- X —
X- x' cos.r = I
Il sera même plus clair et jjlus exact de considérer x comme étant, dans un cercle quelconque, le raj)port de la longueur de l'arc au rayon du cercle; de même sin x et cos.r seront les rapports des lignes prises dans ce cercle avec ce même rayon.
De cette façon les lignes trigonométriques ne sont plus que des rapports, ainsi qu'on les considère dans !'aualys<'.
On déterminera ainsi, en admeltant, par exemple, ipie l'on
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parte de l'arc de lo secondes, le sinus et le cosinus de cel arc: pour connaître ceux des multiples de lo secondes, on peut employer les formules suivantes, dues à Thomas Simpson :
sin (/« -H t)a = sin ma . i ros a — sin ( /// — i ) ^' » cos ( w + I ) « = cos ma . 2 cos a — cos (ni — i ) '' ,
et qui se déduisent facilement des valeurs connues de sin ( n "+~ />) et de cos{a±b), en faisant
b ^= ma.
On pose
a = aie lo", on fait successivement
et l'on s'élève ainsi de proche en jjroche jusqu'à 45 degrés, ce «]ui suffit pour tout le quadrant, si l'on a calculé les sinus et les cosinus. En effet,
sin ( 45 + a ) = cos (45 — a ) ,
puisque la somme de ces deux angles fait 90", (piel que soit x. l>e lUéme
cos (45 4- a) = sin (45 — a).
Les formtdes de Thomas Simpson fournissent une applicalioii remarquable de ce que nous avons dit au counnencement du n" -41). On déterminera avec plus ou moins de décin)ales, suivant l'approximation que l'on veut avoir, le sinus et le cosinus de 10 sc-^ coudes, et l'on fera le j)rodiiit du facteur commun 2 cos 1 o" par les neuf chiffres. Ces produits serviront dans toute la série des calcids.
SI. Aiin de montrer avec plus de détails quelle peut être l'approxin)ation dans ces calculs et de donner un exemj>le des grades par lesquels on avait cherché à reujplacer les degrés du cercle, nous allons chercher, d'après 31. Vincent, les sinus et cosinus relatifs à celte nouvelle division.
Au lieu de diviser le quadrant en 90 degrés, le degré en 60 minutes et la nvinute en 60 secondes, on l'avait partagé, à l'époque the rirKvention du système décimal, en 100 grades, le grade en 100 miaules centésimales ou centigrades, et le centigrade en loo sao-ndes ceni^-siniahs ou <Ii\riiilligiadcs. On xoil la diUércncc
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(|iii existe eiilro los inin(il(.'S ou les sccoiulcs ci'nti'siinalfs et les minutes ou les sccomlcs scxtigt-ii/nn/rs ou oïdinaiies (*).
Prenons donc pour a, dans les formules de Simpson, la secomie eentcsimale, c'est-à-dire la millionième j)artie du quadrant dont la valeur, (juand on fait le rayon égal à l'unité, est
L'erreur commise en employant cet arc pour son sinus sera moindre, d'après la série connue et la règle du n" 10, que
— ^(0,0000016)' ou -^(0,000000000000000004096),
ou encore
c'est à-dire l'unité décimale an di.r liuitièinc ordre. On pourra donc pousser le calcul de a jusqu'à la dix-huitième décimale et considérer le résultat comme représentant jusqu'à cette limite la valeur de sin«, ce (pii exige l'emploi des douze ])remières décimales de 77.
Oiiantà la valeur de cosa, en la supposant égale à i • on
ne commettra pas d'erreur dans les vingt-cpiatre preniiè-res décimales, car il est facile de voir tiue - — - — 7 (0,00000?. ',(iui mesure
l'erreur, est moindre que l'unité du vingt-quatrième ordre Ainsi,
les douze décimales de n, qui en ont donne dix-huit pour sinr/, en ilonneiont vingt-quatre pour cosrt.
On prendra donc, dans les formules de Th. Simpson ,
c'est-à-dire une seconde centésimale , v\ Ton fera successivement
/« = I , m = 1 , . . . , jusqu'à m =r 999999,
hypothèse finale qui reproduit le {[iiadrant. En réalité, d'ailleurs, on sait qu'il n'est pas nécessaire de dépasser le demi-quadrant;
(*) D.Tlis heaiifouj) d'ouvrages on laisse an grade lo nom île dcf;ir, cl l'on indique les di'j^;rés, iniiiules et secondes de ce syslcnic \<a\ les mêmes sii;iii's ') 'y " , 'il'*-' dans le syslcmc oïdinaire
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mais on admettant même le cas défavorablo où Ton irait jus(|M'aii quadrant entier, nous voulons faire voir que néanmoins, mu/gré rnccurnulation des rrrci/rs , on aurait encore douze décimales exactes pour les sinus et cosinus des arcs les plus rapprochés de cette limite extrême.
A cet effet, soit représentée par â la fraction d'unité du dix-huitième ordre dont sin 0^,0001 est en défaut, l'erreur de coso'^,0001 sera négligée en comparaison, comme étant bien plus faible, j)uis- <pril a 24 décimales exactes et le sinus 18 seulement.
D'après cela , la limite de l'erreur de sin o",ooo2 sera
:: 0 ; celle de sin ()'^,ooo3 sera
2rî.-... _ rj — 3rJ;
celle de sin 0^,0004 sera
'S0.2 — 2S = /\S; et génei'alement la limite de l'erreur de sin {m -\- i).()",oooi sera
/nS .2. (ni I ) rî = ( 77? + I ) (î.
Ainsi l'erreur du sinus, à la limite du quadrant, sera
ce qui réduira le nombre des décimales exactes de dix-huità douze. De même, soit s la fraction de l'unité décimale du vingt-qua- Irième ordre dont cos 0^,0001 est en défaut. L'erreur limite de coso°,ooo2 sera 4^, parce qu'ici les deux facteurs du terme
cos 0^,0001 X 2 cos 0^,0001
étant comparables, on ne d(jit plus rien négliger: on voit qu'en effet cette erreur sera double de celle du carré de ce cosinus. Or, d'après les principes posés dans le premier ch^ipitre, on a
c'est-à-dire que l'erreur de ce carré sera 2 A s ou plutôt 2 e, puisque A est un cosinus.
De même
cos ?} a —:z cos 2 n . 2 cos (i - • cos n ;
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niais rcrroiir do oos 2 <7 . 2 cos r/ s'cvaliu'ia on posant
2(B + 4e) (A+ £) pour valeur do ce produit dont l'erreur sera
rosullal inférieur à 5 e. 2, puisque A et B sonl dos oosiniis. Ainsi l'oirour de cos 3 a sera
colle de cos 4 « sera do même
ioe.2 — ^£ ^= iGe;
celle de cos5« sera
et ainsi de suite, c'est-à-dire, en généralisant, (juc cos(w -\~\)(t comporte une erreur limite de
[m- -f- 1 ) e X 2 — [ni — i)' e ^= ( «/ -H i )' e ;
ce qui montera pour l'arc de 100 grades, c'ost-à dire le (piadrant, à lo'-'e, et fera, par conséquent, perdre à la série des cosinus douze décimales sur vingt-quatre, de môme que la série des sinus en avait perdu six sur dix-huit.
On voit donc que d'un coté comme de l'autie, on cnnscrvc douze décimales exactes da/is tonte la suite des calculs.
Cette méthode s'appliquerait aussi facilement à l'ancieiuie division du cercle, c'ost-a-dirb à la division sexagésimale ordinaire ; car l'on sait {|ue la nouvelle division décimale n'a pas prévalu , quoicpTelle ait étc adoptée dans plusieurs ouvrages, tels que la Trigonométrie de Legondre. On l'a sans doute rejetéo, parce (pie le nombre 100 n'a pas autant de diviseius (|ue go et 60, mais surtout parce qu'elle aurait nécessité l'abam Ion d'une foule d'instruments dont les limbes étaient divisés suivant la méthode sexagésimale.
S2. Les constructions qui donnent en géométrie les côtés Av certains polygones réguliers permettent d'obtenir des vérifications assez nombreuses pour les sinus et cosinus de certains arcs. Voici un tableau (|ui contient les valeurs des sinus <! cosiiuis de () en C) degros (il est birn ('nt( ndii que nous icprciioiis i<i la dixision
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ordinaire) :
sin o" = o, cos" =
siii 9" = -7 V 3 -<- v/5 — 7- \/5 — v'S ,
cosq" = 7 V 3 -h v'5 + 7 S 5 — v'5 ;
sin 1 8" =r 7 ( y'S — i ), oos 1 8" = y v' 10 + 2 y/S j
sin 27" = - s 5 H- \/5 — 7 \ 3 — V'5,
cos27'"=y V5 4- V5 + 7 V3 — v/5;
sin 36" = y s 10 — 2v/5, cos 36° = -^ i y^ô + 2);.
sin45°=:y \/2, 00545°=:- V^ 2 ;
On peut ajouter au tableau les valeurs suivantes :
1 V3 sin3o"=— 5 cos3o°=: — :
sin6o°=: — t cos6o°=-; 2 2
cos I O"
Ces valeurs du sinus et du cosinus de i5° = — ont été obtenues
d'après celles du sinus et du cosinus de 3o' = -^ au moven des for-
mules <[ui permettent de prendre la moitié des arcs. On aurait de même les valeurs de ces lignes pour — r» 77^ 5 etc.
APIMITATIONS MAI 111 MA IIOliKS I 0« J
Ay.inl ol)l»'iiii par le tùti' ilii dcvMj^oiie ici;nliei' !«■ simis cl ir co-
Sinus tlf - et <lo — •> on raliiik'ia ceux de ■ -y— ■> de.
5 lo 20 40
Kn appelant x le côte du [lentédécagone, on aura
•r = 2Sin--r;5
et d'ailleurs
Sô. Après avoir calculé les sinus et cosinus naturels, il faudrait cliercher leurs logarillimes, mais comme nous avons supposé jusqu'ici le rayon égal à riinilé, tous ces lojjaritlimes seraient négatifs; on prend donc un rayon R =: lo'", ce qui revient à ajouter 10 à fous les logarithmes des lignes trigonométriques. De cette façon, il faudrait que les arcs fussent beaucoup plus petits qu'on ne les rencontre dans la pratique pour que les logarithmes de leurs sinus ou de leurs tangentes fussent négatifs. Par exemjile, pour que le logarithme d'un sinus fût alors négatif, il faudrait
que l'arc correspondant [ùt moindre que -z
C'est pour nous conformer à l'usage que nous avons p^ule du rayon des Tables; d'après ce que nous avons vu au n" oO, il serait plus naturel dédire simplement qu'on ajoute 10 aux logarithmes ])Our les rendre toujours positifs.
Du reste, on conçoit qu'on cherchera le logarithme des sinus et des cosinus naturels comme ceux des nombres ordinaires; ainsi les logarithmes des nombres étant calculés, par exemple, avec sept décimales, on aura aussi sept décimales jiour les logarithmes des lignes trigonométriques.
On peut d'ailleurs développer directement en série les logarithmes des sinus et des cosinus. Pour cela , ra])pelons-noiis que la série
1.-1.6 i .i.6.i\.o est convergente, non pas seulement (piand r esl contenu dans le
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premier quailrant, mais aussi (jiiaïul x augmente ou tlimiiuie d'une ou de plusieurs circonférences. Par conséquent , l'équation
sera résolue pour toutes les valeurs de x dont le sinus est nid ; ces valeurs sont contenues dans l'expression
X claiit un nombre entier quelconcpie.
Or le polynôme , même indélini , d'une équation, se décompose dans le produit des facteurs qui le rendent nul ; on aura donc
car il est larde de voir (pie j,- = rb / tt rendra nul un des facteurs du secoiul niendjre. On aura donc aussi, en dédoublant ces facteurs,
Il sera donc d'autant plus facile de prendre les logarithmes de part et d'antre, que la forme des séries logaritlnni(iues s'applique parfaitement aux facteurs du second membre.
Le même raisonnement s'appliquera au développement du
cosinus
cosj: = I-
On sait que l'on a
C0S.r=0 pour ,r =r dz - (4 '^ ^ 0'
ce qui donnera l'expression
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dans hKjiit'IU; les cocrficienls i\v r. au (IcnnininaU'Ui soiil les lunubix's ini|)aii'S.
Le calcul logarithmique s'api)liqiitra tic nn'-me à celte fornuile; mais, pour plus do détails, on devra consulter ravertisscment (|ui précède les Tables de Callet, paires 4^ t;t suivantes.
Enfin, quelle que soit la méthode employée, les logarithmes des tangentes et cotangentes se trouveront par soustraction au moyen des logarithmes des sinus et cosinus.
Calcul (le TT
Tous les calculs précédents, relatifs aux lignes trigonométriques, sont basés sur la connaissance du nombre rr, rap[)ort de la circonférence au diamètre. Depuis Archimède, qui l'a calculé le premier, on a proposé, pour en trouver la valeur, bien des méthodes géométriques ou analytiques, dont la discussion nous entraînerait tiop loin.
On sait que le rapport indiqué par Archimède est — •> et que
celui d'Adrien Métius, égal à — -•, est facile à retenir, parce qu'il
suffit d'écrire deux fois les trois premiers chiffres impairs, ce qui donne i i3355, et de prendre la moitié du nombre pour numérateur et l'autre moitié pour dénominateur. On trouvera facilement l'approximation respective de ces deux rapports en les réduisant en décimales et comparant les résultats à ceux (jue nous allons déterminer.
La méthode la plus simple pour trouver la valeur de ti- consiste dans l'usage des séries qui proviennent du développement
jn'^ x" x' .r'
arc lang.r = x — -\- i^ 1 -■ •••
r 1 / ; \ tangrt H- tang/-»
La fornuue tang (« + /;)= ^—r donnera
I — tangrt tang o
- = arc tany — h arc tang - -f- arc tang 3» 4 '2 "5 o
formule assez avantageuse, car les puissances de - donneront
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celles de -■, et même celles de - = — : il s'.itjira toujours de 8 5 lo ^^ •'
former les puissances de i.
On a encore
TT I I 7r I I
y = arc tang — h arc tang — et -7 = 2 arc tang — + «"ït'c tang - ■
Mais la formule dont on se sert le plus souvent est celle-ci, qui a été trouvée par Machin ,
-7=4 arc tanL' -= — arc tang -— —
Nous allons Aiirc usage de celte fornuile en poussant le calcul jusqu'à vingt décimales, comme dans la Trigonométrie de MM. Delisle et Gerono.
Calcul (le 4 «ii'c tang--
-~-rr = O , 00025 6
— 1— = o ,00000 00000 oo3o8 40470 59
J^^ = 0,00000 00000 00000 ooo53 60 25 5« •'
— -—- =r 0,00000 00000 00000 00000 on
Somme = o,8oo25 62278 07925 8987 i 81
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tr^ =: o , () I oGG 6GG66 GGG66 G6GGG G7
Somme = o ,01067 3g884 08402 86528 78 Retranchant cette somme de la précédente, on trouve
4 arc tang - = o , 78958 22898 99528 08848 o4
Calcul (le arctane— -— ■
Somme = o , oo4 1 8 4 1 oo4 1 8666 5 1 4 1 5 54
— = 0,00000 00000 00000 00820 nî
Somme = o ,00000 00244 16591 79029 09 Kn retranchant cette somme de la précédente, on obtient
arc tang -0-= 0,0041840760 02074 7288645
<;hapitke quatrième .
En relianclianl cette valeur de 4 arc lang --, il vient
TT
D'après le principe Ja n" 10, on prendi-a pour mesure de l'erreur dans clnupie série, le premier terme que l'on néglige : on reconnaît d'après cela que ce résultat, calculé avec vingt-deux décimales, en a au moins vingt qui sont exactes ; d'où l'on tire
On pourrait encore modifier ce calcul en observant ([ue
arc tang — -— = arc tan», arc tang — ^
ce qui donne
TT , I I I
-f = û arc tang - -f- arc tang arc tang — •
Relativement à cette dernière formule, nous remarquerons qu'on peut diviser par 99 comme j)ar un nombre d'un seul chiffre. Soit, par exemple, à diviser par 99 le nombre 5743256, nous dirons: en 57 j, le diviseur se trouve 5 fois, et il resterait 74 si l'on divisait par 100, mais il reste 5 de plus, ce qui fait 79, et l'on dit: en 793, on trouverait 7 fois 99 avec le reste gS-h 7:^ 100; donc il y est 8 fois avec le reste i . En 12, il n'y est pas et le quotient est o; en i25, il y est i fois et ainsi de suite.
On trouvera dans l'avertissement de Callet, page 96, les 128 décimales calculées par Lagny en 1719- Différents géomètres, M. Rutherford, M. Dahse , etc. , ont vérifié et étendu ce calcul, et M. Richter l'a pousse jusqu'à 333 décimales. Malheureusement peu de personnes sont capables de vérifier de semblables approximations, et d'ailleurs elles n'ont pas d'importance pratique, car M. Lehmann, de Postdam, a observé que si l'on cherchait le volume d'une sphère ayant pour rayon huit trillions de kilomètres, et si l'on voulait calculer avec une exactitude telle, que l'erreur fût nioindre que la plus petite grandeur microscopique, moindre
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iju'uii cube (l'un niilliunitMiic de cciiliuiùtie de lùlé, il Milliiaif dr prendre tz avec t)0 décimales (i).
Lambert a démontré que le nombre -k et son carré étaient deux nombres incommensurables; nous renverrons pour la démonstration à la Note IV de la Gcoinrtric de Legendre. Ces deux théorèmes ne suffisent point pour prouver l'impossibilité géoinétrique de la quadrature du cercle : il faudrait faire voir (jue tv ne peut être racine d'une équation telle, que cette racine se construise parla règle et le compas; mais cette proposition, quoique très- probable, n'a pu être encore démontrée.
Vu l'importance de ce nombre, on l'a présenté sous plusieurs formes différentes, et, par exemple, sous celle de fraction continue. Pour Y parvenir, on est porté naturellement à prendre r. avec un certain nombre de décimales et à réduire cette quantité en fraction continue, mais il faut observer que les réduites obtenues s'approcheront, non pas de la valeur de tt , mais seulement de la fraction que l'on a prise pour remplacer ce nombre. Pour être sûr que les quotients incomplets auxquels on parvient appartiennent effectivement à tt, il faudra prendre deux valeurs, l'une plus grande que tt, l'autre plus petite, et les réduire toutes doux en fraction continue. Il est clair que tous les quotients incomplets communs à chaque fraction continue appartiendront aussi à la valeur de 77.
En prenant, par exemple, les deux valeurs
I 0000000000 et
qui comprennent tt, et ne gardant que les quotients incomplets communs aux deux fractions continues qui résultent de ces quan-
( ") Voir Nout'clles Annales de Mathématiques, tonio XIII , i85'| , paf[cs/(i8 et siiiv.
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tilés, on Irouve
ce qui donne les réduites suivantes :
3 23. 333 355 103993 104348 208341 I 'j [06 ii3 33io2 332i5 G6317
D'après les propriétés des réduites, n° 18, on sait que chacune de
ces fractions approchera phis de la valeur de n que toute fraction
plus simple. De plus, ces réduites sont alternativement plus petites
et plus grandes que t: : ainsi, 3 est trop faible, — trop fort; et
ainsi de suite. L'erreur de ce rapport — -, qui est celui d'Archi-
mode, sera donc évaluée par la fraction
Le rapport — -■> dû à Adrien Métius, sera aussi trop considé 1 13 '
rable, mais l'erreur sera évaluée par la fraction
ii3.33io2 3740526
On trouve d'ailleurs
donc ce rapport n'est en erreur qu'à la septième décimale.
Au commencement du n" 18, nous avions réduit en fraction
continue cette même fraction — - qui nous avait donné pour
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rcduilos les (Hianlilés
ce qui tliffcre du véritable développement de rr en fraction conti-
nue, parce qu'il v manque la réduite — -r-
ICO
iîiî. Quadrature approximative du cercle.
L'impossibilité presque démontrée de résoudre le problème de la quadrature du cercle a porté, après avoir trouvé n avec une approximation arithmétique suffisante, à le chercher aussi avec une certaine approximation géometri(|ue, c'est-à-dire àconstruiredune manière plus ou moins simple et plus ou moins exacte la circonférence correspondante à un rayon donné, et réciproquement, ou bien le côté du carré équivalent à un cercle de rayon donné.
OC
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ce qui donuo
ôc' = 4Bc\
Mais aussi
Ôc'=4Bc'= BC VÔb';
il reste
OB =ri = 3 BC' et BC = ~
On a ilonc
et
GF = GB + BF = 4 + ( 3 — -y ' Kn réiluisanr, on trouve
GF=z
On sait que ce qui donne au lieu de L'erreur est donc
y/3 = 1 ,732o5, GF = 3,j4i53,
ce qui donne un dixième de millimètre pour un rayon de 5 mètres, quantité tout à fait négligeable dans les constructions géométriques.
Réciproquement, si l'on veut avoir le rayon quand on connaît la circonférence, on construira la figure précédente pour un rayon quelconque, et l'on obtiendra le rayon cherché par une quatrième proportionnelle.
II. Soit K le milieu de la corde 61 = R [^g. 6); soit M ie milieu de la demi-circonférence opposée à K ; joignez MK qui , étant prolongé, va rencontrer en S l'autre demi-circonférence : la droite MS est presque égale au côté du carre équivalent à la surface du cercle.
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Dans le triangle IMOK, on a
OM = R = I cl Olv = cos 3o" ; par conséquent
lang - ( K — I\l ) , „ tang - ( K — .M )
^ 2 ^ ' I — COS 3o« ^ ^ 2 ^ '
ta ni!- 1 5" =:
I ,,^ „, 1+ cos 30° ° tang3o"
tang-(K H- M) ^
K + M = COH = 6o".
On trouve
^(K — M) = 2° 22' 25" et M = syoS^'SS";
le rayon MO prolongé coupant la circonférence en H, l'arc HS aura pour mesure le double de l'angle M qui s'y trouve inscrit, c'est-à-dire
arcHS = 55''i5'io".
En retranchant HS de 179" 59' 60" r= 180", ou bien de la demicirconférence, on obtient
arc SBM = 1 24° 44' 5o" et - SBM =r 62° 22' 25". ^ 2
Comme il est clair que
MS = 2 sin- SBM,
on arrive à la valeur
MS= 1,77198, au lieu de
v/tt — r,77245:
ia différence est
o,ooo47-
Elle est donc très-peu importante.
Celte construction a été présentée à l'Institut, au mois de mars i856, par M. "NVillich.
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III. Soit encore [fi
Fig. 7.
o étant le centre du cercle donné. Du point î pris pour centre et d'un rayon égal au double du diamètre, décrivez un arc du cercle qui coupe en H la tangente menée au cercle au point A , ej^trémité la plus éloignée du point I dans le diamètre AB qui passe par 01; ensuite joignez BH, qui coupe la circonférence K, et enfin joignez AK , qui sera à peu près égal au côté du carré équivalent au cercle.
En effet,
ce qui donne
T^=_,fi 49 _ 527 ^« -'^-36-^
Ensuite les triangles ABK, AHK sont semblables, puisque l'angle R est droit comme inscrit dans une demi-circonfércuco ; donc
ou bien
AR
On trouvera ainsi au lieu de
AR
Cette construction, <bicàl\ï. Sonnet, est donc dune approxi-
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iiialii)ii puisque cxoi^'t rco, mais elle a rinconvcnitiU assez t;ravc, au point de vue pratique, d'exiger Teinploi de deux longueurs trèsdifférentes, le sixième du rayon et le double du diamètre.
SG. Trisection approximative de l'angle.
Soit l'angle aigu C \fig. 8) à diviser en trois parties égales : Au
Fig. 8.
point 0, pris arbitrairement sur l'un de ses côtés, décrivez avec le rayon OC une circonférence qui coupe les côtés en A et en B ; AC étant un diamètre, l'angle B sera droit. Soit OH perpendiculaire à AB ; on sait que OH divisera l'arc AE en deux parties égales, et si l'on prend encore la moitié de cette moitié, on aura le quart AD de l'arc AB ; du point D abaissons la perpendiculaire DG sur OH jusqu'à la rencontre en G de CB prolongé; enfin, du centre G et du rayon GM (la distance AM étant le tiers de AB j, décrivons une circonférence qui coupe l'arc AB en un point E, l'arc AE sera à très-peu près le tiers de AB, et l'on aur.i
AE = EF = FB,
sauf une très-petite erreur.
]\ous répétons que cette construction n'est pas tluM)ri(jucment exacte, mais seulement approximative. En effet, comme le problème de la trisection de l'angle dépend d'une équation du troisième degré, il ne pourra se résoudre par la règle et le compas, excepté dans quelques cas particuliers.
o7. Construction des polygones réguliers.
Toutes lesGéométries donrtent la construction de l'hexagone et du carré, ainsi que des j)olygoncs qui en dérivent; elles indiquent aussi celle du décagone régulier par la division du rayon en moyenne et extrême raison, mais il est plus simple d'enq)loyer la construction suivante, qui revient au même, et qui d'ailleurs est assez connue.
Menez les deux diamètres perpendiculaires AB, CK \ fig- C)'; du
l-iG- 9-
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point C comme centre ol d'une ouverture de compas égale au rayon OA , coupez la circonférence en G et H , joignez GH, qui coupe OC en D, et du poini D, milieu de OC , pris pour centre, avec le rayon DA, décrivez une circonférence (|ui coupe OD en E : la distance OE sera le côté du décagone inscrit et AE celui du pentagone.
Cela suppose démontré le théorème suivant : Le carré du côté du pentagone régulier inscrit est égal au carré du côté du décagone régulier inscrit , plus le carré du rayon ; ou , ce qui revient au même, le carré du côté de l'hexagone régulier inscrit.
Cette construction est cjTftc^f; nous allons voir quelques constructions appro.rima tives.
Pour obtenir le côté de l'heptagone régulier inscrit, d'un point quelconque C de la circonférence pris pour centre [fig. 9) , et d'un rayon égal a celui du cercle, prenez les deux points G ^f H et joignez GH qui coupe OC en D , la longueur GD =: HD est presque égale au côté du polygone régulier de sept côtés.
On voit que c'est la moitié du côté du triangle équilatéral inscrit.
En calculant par logarithmes le côté de l'heptagone régulier, on trouve 8,86776, le rayon étant i ; tandis que
GD
approximation très-suffisante.
Mais voici une construction pratique qui s'applique à tous les polygones réguliers ; elle est due à Bion, mathématicien du dernier siècle.
Divisez le diamètre AB en autant de parties qu'on veut en avoir sur la circonférence; des points A et B comme centres, et avec AB comme rayon, décrivez deux arcs de cercle qui se coupent en C, puis joignez le point C à la seconde division du diamètre, cotte
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Fig. 10.
Iii^'iic pidlonycc ira couper la circ-onfoicnce en D, et BI) sera la portion demandée de la circonférence {^g. lo).
Dans la figure on a pris n = 8, ce qui donne l'octogone régulier.
Mais il est important de savoir ({uelle approximation donne ce
procédé, et c'est ce que nous allons chercher. Posons
AMC = «, ACM = fs et DOB = 7.
Dans le triangle MCA on a la proportion
sina iK 1
sinS ~ ~~ aR"" "
car AC =1 2 R = AB ; d'ailleurs 6 = 120 — a, [iuisque A = 60", comme angle du triangle cquilatéial ABC-
Ensuite, comme DMO = r8o — a , le triangle DM0 donne
sin a R i
sin(a — v) ■j^_2 2R
On a donc
et
sin (i 20 — a]
sin ( a — 7 )
En divisant chacjue é(|uation par sin y., on a d'abord I I
sin 1 20 col y. — cos 1 20
Or
donc
Ensuite
sm I 20 =
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et COS 120 =:
V''3 . cot a + 1 _ n — 2
et cota =
COS 7 — siny cot x ce qui donne
Va\ réduisant, on a
in7 (« — 4) " — 4 «s/3 ~ «
, ,, 3/2 4- v/«'-*- 16 [n — 2) COS7 = ('^ - 4) ■ 3„,+ (,_4),.
Cette formule permet de comparer les valeurs approximatives (lu'elle procure avec les valeurs exactes.
« = 3, exact
A2 = 4 5 exact
«= 5, 7 =: 71" 57' 12' au lieu de 72°
rt = 6 , exact
rt =: 7, 7=r5i 3i, 5 au lieu de 5i° 25' 43'
nlFFEr.ENCES.
rt= f), 7 = 4o 16 4o
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Les tlifforciucs augmcnicnt , (|iioiqu(' très lontemtiit , mais il y aura iino limilo où elles diminueront, car pour /?=: co , cette tliffercnce sera evideniniont nulle. Il est remarquable que cette construction approximative donne d'une manière exacte le triangle équilatéral , le carre et l'hexagone régulier.
Le calcul a été poussé juscpi'au polygone de dix-sept côtés que l'on sait maintenant inscrire exactement; mais la construction qui résulterait des calculs de Gauss serait tellement compliauée, que cette approximation vaudrait encore mieux dans la pratique.
Pour un nombre de divisions « > 8, ce procédé a été modifié de la manière suivante par M. Tempier, sous-directeur des Écoles chrétiennes à IMontpeîlier.
Divisez le diamètre AB en autant de parties égales qu'on veut en avoir sur la circonférence ; des points A et B comme centres et avec AB comme rayon , décrivez deux arcs qui se coupent en C ; ])nis, si le nombre de divisions est égal ou supérieur à 8, joignez le point C à la seconde division du diamètre h partir du centre (cela signifie que l'on prend, à partir du centre, même si n est impair, une longueur égale à deux divisions). Menez donc par le point C deux sécantes passant, l'une CK par le centre 0, l'autre CD par cette deuxième division à partir du centre, l'arc DE = § intercepté par ces deux sécantes est l'arc demandé, égal à peu près à la n'™' partie de la circonférence.
La ^^. lo convient également aux deux constructions, car il est facile de voir que pour « = 8 elles reviennent au même, mais pour toute autre valeur de n elles seraient différentes.
Des calculs analogues à ceux que nous avons faits relativement au procédé de Bion, ont conduit M. Tempier à la formule suiva n te :
Sino rr —-
i «^ -f-iO
Voici les résultats des calculs pour diverses valeurs paires de //; mais, comme nous l'avons observe, ce procède s'applique aussi bien quand n est impair, quoique le centre ne soit pas alors un
DIFFÉRENCES
au lieu de
exact
au lieu de
point de division du diamètre.
On voit que, pour /z ^ 8, ce procédé est préférable à celui de Bion, parce que les erreurs sont plus petites; elles vont même en diminuant au delà d'une certaine limite.
S8. Construction géométrique des expressions algébriques homogènes.
On comprend combien il est important pour vérifier les calculs et concevoir nettement les questions, de construire sur le papier les résultats donnés par l'analyse. Seulement, pour qu'une expression algébrique ait une signification géométrique, il faut qu'elle soit homogène, c'est-à-dire que les quantités contenues, par exemple, dans le numérateur ou le dénominateur d'une fraction soient de même nature, telles que des lignes, des surfaces, des solides, ou, plus généralement , toutes ces quantités doivent être telles , que si dans chacune d'elles on fait la somme des exposants de toutes les lettres, toutes ces sommes soient égales.
On conçoit, en effet, que si l'on demandait d'ajouter une ligne à une surface ou une surface à un solide, cette question n'aurait pas de sens.
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Il huit encore que le (/ag/r d'uu membre de rt(iiia(iori, ohlenii , comme nous venons de le dire , en luisant la somme de tons les exposants (cenx <ji:i sont en dénominatenr étant considérés comme négatifs), soit égal au degré de l'antre membre; car il serait évidemment impossible d'égaler une ligne à une surface, une surface à un solide, etc.
Or cette condition d'homogénéité n'est pas toujours remplie en apparence dans les expressions algébriques : c'est ce qui arrive si l'on demande de construire x = sin'-a.
En effet, puisque l'on regarde le sinus comme un nombre, i! en résulterait que la longueur .r est égale à un nombre abstrait, ce qui est absurde ; mais il faut comprendre que ./• représente, non pas la longueur cherchée, mais le rapport de cette longueur à l'unité , telle que le mètre.
En général, soit « cette unité; l'équation constructible devient
- = sin^a ou bien x:=asin'a, fi
équation homogène que nous construirons bientôt.
D'après cela, nous voyons que, pour rcfablir l'Iiomngéncitc dans une formule , il suffit de remplacer chaque ligne par son rapport avec l'unité de longueur.
Tous les Traités de Géométrie enseignent à construire j:= s/a'--{-lj-
et X = y a' — b- par un triangle rectangle, x=i — par les triangles
semblables el x z= sjah par les triangles rectangles semblables inscrits dans la demi-circonférence (*). Ces expressions fondamentales permettent de construire les formules les plus compliquées, mais nous nous arrêterons à celles qui sont susceptibles de quelques simplifications particulières.
(*) Pour construire x=z\fâb [b étant la plus pelile des deux lignes), voici une nouvelle méthode, duc à M. Gouzy (de Lausanne). Sur une droite indéfinie, prenez AB =: & et, dans le même sens, AC::^fl; dans le sens opposé, prenez CD := a ; enfin des points C et D comme centres, et avec le rayon a, décrivez des arcs de cercle qui se coupent en O : vous aurez
OA = OB = y/JÎ.
I. Augmenter ou diminuer une ligne e suifunt les puissances du rapport - de deux autres lignes.
11 est d'abord facile de construire r' = <• . - au moyen d'une
quatrième proportionnelle.
^'C " Sur l'un des côtés de l'an-
gle (pielconque O {fig. 1 1 ), prenez OA = a , OB = Z» ; sur l'autre côté OC = c, joignez BC et menez AC parallèle à BC jusqu'à la rencontre de OC en C, il est clair que OC = c' .
^ B A Joignez C B et menez AC"
parallèle à C B jusqu'à la rencontre de OC en C", on aura aussi
OC" = c" = c'~ =
OC
et ainsi de suite.
Fig. M.
Dans cette pren)ière figure , nous avons supposé n'^b; si l'on avait, au contraire, a<^b la construction serait la même, seulement les valeurs c', c",..., diminueraient au lieu d'augmenter.
Si /y = I , cela revient à c/ier-^ cher les puissances de a.
II. Augmenter ou diminuer une ligne c suivant les racines du
rapport - de deux autres lignes (l'indice du radical étant une
puissance^de 2 , sans quoi la question ne pourrait être résolue par la règle et le compas).
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'"'1! ' ' Avant (le park-r ilii rapport
5 nous considérerons le
apport l> z= 0 i/ j et nous supposerons d'abord «]>> i(y?^, i3).
Soit OA = a , OB = i ; sur OA comme diamètre décrivons une demi-circonférence et élevons sur OA la perpendiculaire BD qui coupe cette circonférence en D. On voit que
OD = ah ,
d'où
OD a
—-- = - et OD i' h
Rabattons OD en OE, sur OE faisons la même construction que sur OA , nous aurons
OD, = b \/-7-' on bien OD, = h Uy
Rabattant encore OD, en OE, et continuant la même construction, on aura
OD
-^Vv
et ainsi de
suite.
Ensuite
pour
construire
observons
que
donc, en prenant OC = c , on aura
OC = c'
par une quatrième proportionnelle.
Si rt! <^ è {fig. i4), sur OB = è décrivons une demi-circonfé- ••ence etsurOB prenons OA = r/; élevons sur OB la perpcndicu-
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Fi}]. i/(. laire AI) (jiii coiipt: la cirtonlc-
j) lence en Dj on voit que
OD z= ab et — .— = t?
ou bien
OD
Rabatlon'! OD en OK et élevons sur OH la perpendiculaire ED, jusqu'à la rencontn' de la iticnic circonférence ; nous aurons
mais OE = OD, donc OD
OD, = OE
On aura de môme
Connaissant
on trouvera, comme ci-dessus,
On voit qu'en supposant ^ = i , la recherche de h' revient à celle àe% racines de la quantité a, pourvu que l'indice du ladical soit une puissance de 2.
m. Construire x = a sin" a.
Soit BA = rt {/ig. i5) ; sur BA comme diamètre décrivez une Pi„ ,5 demi-circnnférence, faites Tan-
c^,- ^ gle inscrit B =: a en prenant
l'arc AC = 2 a, vous aurez la corde
AC = (7 sin a.
^ Soit ensuite CD perpendiculaire
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sui' AB, iu»iis aiiiuiis aussi
Al) = ACsina, d'où l'on tire AD
(i sm' «
Relevons AD sur AC en AC, cl abaissons C, D, perpendiculaire sur AB , on voit que
AD, = rt sin' a.
En continuant ainsi, on trouvera les puissancessuccessives du sinus. Pour avoir celles du cosinus , il suffira de changer a en qo — a.
V. Construire x = a tang" a
Soit l'angle BOA = y. [Jig. 17); prenons OA = a , élevons AB perpendiculaire sur OA , on sait que AB = <2 tang a; soit ensuite BC perpendiculaire sur OB jusqu'à la rencontre de OA en C, il est clair que
AC = AB tang a = </ lang-^t.
Menons ensuite AJB, inirallc-le à AB el CB, |jer|>entliculaire à OA , on lio\ivera
CB, = AC tang« = a tang-' a ;
en continuant cette construction, nous aurons
ce, = CB, tanga = a tang' a , etc.
Fii;. i8.
Dans \i\ fig. 17, les tangentes décroissent, parce que a <^^S; dans la fîg. 18, elles croissent, parce que a^45'-
La similitude des triangles fait voir (|uc B , B, , B. sont en ligne droite.
On aura une construction analogue ponr la rotangente
en changeant a en ()0 — y..
Fermer un contour polygonal
Comme exemple de l'utilité des constructions graphiques pour réunir les données numéricpies de l'expérience, nous allons traiter une question qui nous ramènera à l'étude des ap})roximations successives.
Il faut lever le plan d'un polygone quelconque, c'est-à-dire
Fig- '9
dont les angles sont rentrants ou saillants. Pour plus de simplicité, nous considérerons un quadrilatère; il sera facile d'étendre ce (jue nous allons dire aux polygones Its plus compliqués.
Nous avons donc sur le terrain le quadrilatère ABCU ; pour en lever le plan, nous partons d'un sommet A, en nous dirigeant vers B, et nous mesurons la distance AB ; nous observons l'angle ABC , et nous cherchons aussi la distance BC : enfin, après avoir obtenu les angles BCD et CDA, ainsi que les distances CD et DA , nous revenons au point A.
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Mais lis mcsuros d'anylcs et de longueurs <|uc nous avons prises sont affectées île certaines erreurs; par conséquent, si nous transportons sur le papier les données de l'expérience, en faisant le tour du polygone , le point d'arrivée A' ne coïncidera pas sur te plan avec le point de départ A, comme il fait sur le terrain. Il laut donc corriger ces erreurs en altérant les ci>tés de manière à fern)er le contour [Jig. 19).
Projetons les points B, C, D en IV, C, D' sur la direction A A', nous aurons évidemment
AB' — B'C— C'D' + D'A' + A'A = o,
et nous devons fermer le contour en altérant chaque projection |jar l'addition ou la soustraction d'il ne certaine quantité. Posons donc
AA'\ ., ,, / AA'\ ^, , , AA
On voit que le contour sera fermé si les coefficients m , u , p et ry sont déterminés d'une manière convenable. Pour y parvenir, ajoutons A A' aux deux termes de cette seconde équation , effectuons les multiplications qu'elle indique et simplifions d'après la première équation; enfin supprimons A A' (jui restera comme facteur commun : nous trouverons
Cette équation de condition est la seule à laquelle soient assujetties les quantités w, //, /? et r/; elles peuvent d'ailleurs être positives ou négatives. On a donc une grande facilité pour répartir les erreurs sur ceux des côtés que l'on suppose soit trop grands, soit trop petits dans les mesures (pie l'on a prises.
Il ftiut voir maintenant comment on deterunne la quantité AA' ainsi que les angles que fait sa direction avec les côtés du polygone. Nous avons le triangle CBA dans lequel nous connaissons l'angle R et les C(')tés CB, AB ; nous j)ouvons donc <ali iilcr !<• rôié C A ainsi que
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losanglcsBCA, CAB. De même, le triangle CDA' donnera le côtéCA' et les angles DCA', CA'D; retranchant de l'angle BCD la somme des angles BCA et DCA', on trouve l'angle ACA', ce qui permet de détern)iner le triangle ACA', où l'on calcule le côté AA' et l'angle CAA' : retranchant de 180 degrés la somme des angles CAA' -+■ CAB, on trouve BAB', ce qui donne la direction de A A' par rapport à AB; on trouvera de même l'angle DA'D', ce qui achève de faire connaître les angles que font avec AA' les côtes du polygone.
Il est facile de voir (juc la correction d'un côté AB sera égale à m AA' divisé par le cosinus de l'angle que fait AB avec AA', puiscpie la correction de sa projection AB' est m AA'.
Ayant ainsi corrigé les longueurs des côlés, on s'en servira pour déterminer par le calcul les trois angles dont on doute le plus, en admettant (pu- le j)olygone soit ramené à être convexe, ce qui est toujours possible, comme on le verra bientôt (*).
Soit, par exemple, le pentagone ABCDE dans lequel on connaît les côtés el les deux angles A , R , il s'agit de trouver les trois autres B , C el D
Joignez EB, AD, vous résoudrez fa- >" eilement les triangles BAE, DAE et, par suite, BOA, DOE; on a donc le quadrilatère BCDO oTi l'on connaît les côtés et l'angle O, ce qui suffit pour le déterujiner. Quel que soit le polygone convexe , on le ramènera au cas précédent, puisque tout sera coimu, excepté h partie où se trouvent les trois angles consécutifs.
Cette méthode peut être utile dans les circonstances où l'on est
( " ) Un polygone convexe de n côtés est déterminé par in — 3 éléments : ici Fon donne les n cotés et n — 3 angles , il en reste donc trois à connaître. Ici nous les avons snpposés consécutifs; mais on les trouverait encore plus facilement si ces angles inconnus étaient, par exemple, les deux conséculifs C etD et l'aiigle opposé A. 11 suffirait de joindre AC, AD; les triangles ABC, AED ont un angle donné compris entre deux côtes aussi connus, on trouvera donc les côtés AC , AD , et comme DC est donné, on obtiendra les •ingles du triangle ACD , ce qui acliùvera de déterminer le polygone.
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ubiiyr (lo pioiulic los tlirortions avec la hoiissolo , sans pouvoir, «les deux cxtroniiiôs d'une base, viser le même [loiiit éloij^né ; c'est ee qui arrive dans les forêts et surtout dans les mines. Cependant, avant de IVniployer, il (ixut faire une première vérifieation relative à la valeur des angles.
Quand le polygone est convexe , on sait que la somme des angles intérieurs est égale à autant de fois deux angles droits qu'i] y a de côtés, moins doux. La même vérifTcation s'appliquera aussi à un polygone qui présente des angles rentranis.
Kn effet, soit (IDIi (Jig- 21 ) un angle rentrant, on pourri le faire disparaître en joignant CK. De celte manière on ramènera la question à considérer un polygone con vexe dont la somme des angles intérieurs s'obtiendra en déterminant BCE + CEF au moyen des angles observés BCD, CDE et DEF, ce qui est facile , car
et il est clair que BCE-+
180 — CDE = DCR -h CED,
CEF = BCD -H DEF + i8o - CDE.
Mais, en admettant que cette vérification de la somme des angles se fasse avec une exactitude suffisante, ce n'est pas une raison pour que le plan soit fermé sur le papier , et pour ne pas appliipicr la méthode précédente, qui d'ailleurs ne doit être enq)loyée que si l'on réclame une grande précision, car elle peut entraîner dans des calculs assez compliqués. On conçoit , en effet , que si les côtés sont mesurés d'une manière inexacte, le polygone ne sera pas fermé, quoiqu'il n'y ait pas d'erreur sur les angles; il suffît pour cela que le dernier côté soit pris trop grand ou trop pclit, même (piand tous les autres seraient bien mesurés.
Quant à l'évaluation des angles, la boussole donne une vérification partielle à l'extrémité de chaque côté AB, puisque Ks angles NAB, INBA (pio fait un même pôle iN de l'aiguille aimantée , à
chaque bout de la droite que l'on considère , ont une somme évidemment égale à i8o degrés, à cause du parallélisme de l'aiguille dans ces deux positions.
Cette vérification peut quelquefois ne pas se faire aux extrémités de tous les côtés, malgré le soin et l'adresse de l'expérimentateur; cela tient à la présence de masses ferrugineuses qui font un peu dévier la boussole : c'est alors aux angles qui avoisinent ces côtés que l'on doit a[)pliquer la correction à laquelle se rapporte lay?^. 20.
Quand ces déviations sont légères, on se contente de les corriger par la considération de la somme des angles de polygone , au moyen des directions mieux déterminées ; mais , si l'on suppose encore que la nature du terrain rende la mesure des côtés difficile et incertaine, la méthode que nous venons d'exposer, et qui se '•attache à la règle défausse position, permet d'obtenir un phm d'une exactitude suffisante, malgré toutes ces circonstances défavorables.
Réduction au centre des stations
Voici encore un exemple d'approximation qui se rapporte au levé des plans.
Dans les opérations géodéslques, il n'est pas toujours possible de se placer au sommet de l'angle cpie l'on veut mesurer; c'est ce (pii arrive si ce sommet est, par exemple, le centre d'une tour; il faut alors mettre l'instrument le plus près possible de ce somuiet. Ce n'est donc pas l'angle même du triangle que l'on a mesuré, mais un angle qui en diffère très-peu, et si l'opération doit être précise, il faut faire subir à cet angle une petite correction que l'on appelle réduction au centre de station.
Soient ABC [Jîg. 22) un des triangles du réseau, C l'angle que l'on veut mesurer, Q le ])oint où l'on a placé le cercle dans le voisinage du point C; l'angle mesuré est AOB et il faut chercher l'angle ACB. Désignons par a et (î les deux angles très-petits OAC,
C) C.p minioro est extrait des Elcmcnts drGéonwii ie, de MM,. IJriot ol Yacqiiaiil.
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OBC, <*t soit I le point d'inlfisecliuri des d<iix droites CA et OB. Dans les deux triangles CIIÎ, OIA , les angles en I o|)j)osés ])ar le soinjnet étant égaux entre eux, la somme des deux autres angles est la même ; on a donc
C -4- p = O -f- a, d'où
Ainsi, pour avoir l'angle elierclie ACB, il faut ajouter à l'angle mesuré AOB la quantité a — p que nous appellerons .r.
11 s'agit maintenant de déterminer les angles a et [ï Désignons par a , b ^ c les longueurs des côtés du triangle ABC et par /• la distance très-petile OC. Dans les triangles AOC et BOC, on a
sin y. sin AOC sin p sin BOC /• b r a
On sait que le sinus d'un arc très-petit ne diffère de l'arc que d'une •[uantité tiès-petite relativement à l'arc lui-même; on peut donc remplacer approximativement sin a et sin (i par les arcs qui mesurent les angles y. et p dans le cercle dont le rayon est l'unité. Si donc a et 3 représentaient ces arcs eux-mêmes en longueur, nous aurions
/ sin AOC , /sin BOC
Mais, en général;, les angles sont donnés, non par des longueurs d'arcs, mais en degrés, minutes et secondes, et quand il s'agit d'arcs très-jKtits, on prend pour unité la seconde. On a vu (jue
l'arc d'une seconde <i une loniiueur ei:ale à
1 W rayon
<"tant égal à Tunile. Comme d'ailleurs un arc aussi petit se confond sensihlement avec son sinus, on |)eut poser
64S000 Or il est clair (pie si un angle est «value «n sicondes , on oliiien
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tira la valeur île l'arc correspondanl on imillipliaiil ce iioinbii' de secondes parla longueui- de l'are de i", e'est-à-dire par sin i" ; et que, réciproquement, si l'on divise un arc par sin i", ou obtiendra l'unifie correspondant
Nous aurons donc, pour les angles a et [i évalués en secondes,
_ /sin AOC ^^ _ / sinBOC b sin i" ' fi sin i"
Ainsi la correction x est donnée par la formide /•sin AOC /sinBOC /; sin i" a sin i"
Les anijies AOC, BOC se mesurent avec le cercle, et il suffit d'en mesurer un, parce que leur différence est éj^ale à l'angle mesure AOB. Cela suppose que l'on puisse établir d'une manière suffisamment précise la direction OC : malgré queKpies difficultés pratiques, on y parvient sans crreui- considérable, à cause de la proximité des points 0 et C. Nous en diious autant pour la détermination de la distance /• = OC.
Enfin , la valeur de x contient aussi les côtés a et h du triangle ABC. Mais nous ferons remanpier (ju'il suffit, pour effectuer la correction, de connaître des valeurs approchées de ces côtés, l'erreur qui eu résulte dans la valeur de x est très- petite par rapport à cette quantité elle-même, et par conséquent négligeable. Or le triangle ABC, que nous considérons, fait partie d'un réseau; le calcul des triangles antérieurs a donné la langueur de l'un au moins des côtés de ce triangle ; d'autre part, deux angles au moins du triangle ont été mesurés en plaçant le cercle à une petite distance des sommets; si l'on adopte provisoirement ces angles non corrigés et si l'on résout le triangle, on en déduira des valeurs approchées des autres côtés, qui suffiront poui' effectuer la correction des angles mesurés. On reconnnencera ensuite la résolution exacte du triangle avec les angles corrigés.
Supposons, par exeuq)le , (pie le calcul des triangles antérieurs ait dunni' la longueur n du côte BC, on aura
<^/ sin B
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et, Iranspoitant dans la fonmilo pirccclinfc,
/ sin A sin \0C i sin BOC
a sin lî sin i" a sin i"
ou bien
/• /sinAsinAOC . „^^
<■/ Sin I \ sinB
On calculera donc cette valeur de x en se servant des valcnis approchéis des angles du triangle.
La correction relative à l'angle 13, c'est-à-dire la réduction au centre de station si le cercle n'a pas été placé exactement au sommet B , se fera de la même manière.
6ï. Résolution de V équation tt sin ). = 2 j: + sin ix (*\
Cette équation se présente dans la construction des cartes homalo^raphiqucs, cartes dans lesquelles les surfaces des projections de ùiiws. portions quelconques }Hises sur le globe terrestre ont entre elles le même rapport (ju(.' ces poitions elles-mêmes.
Nous allons résoudre cette équation d'une manière approximative, la quantité x étant assez petite pour cpTon puisse négliger les puissances de x au delà d'un certain ordre dans le développement de sin 2.r.
Prenons ce développement jusqu'à la cinquième puissance, ce
qui lait (lue nous ne;j|igeoiis seuleineut — > — rr— ; — i nous
* " I .2.3.4 OD. -j
aurons
, ^.ix^ ^.2>x^
ir sin À = 4 -^ — ^ -1 • .> / V y
ou bien
7r sin I. j x^
(*) Ici / représente la latitiule (l'un lioii de la terre. A l'étiuateur, / =:7 0 ^ et roi) voit qu'alors x est aussi nul. Aux environs tlu pote, 1 z= ç)0 — «7, et l'on i>eut alors poser aussi x = 90 — ï, les quantités S et s étant Irès-pclitcs, rar on a
7T cos 0' = 7t — 2 £ -I- sin 5 £ ,
l'qualion qui dcvieiU une itlunlile p<>ur <? et ; Irés-pclits
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Nous a'Ions iiiaiiiloiiant , par la iDclliodc inverse des séries , déve-
, ri 71 sin )i ,
lopper j: en lonction de z =r — - — : pour cela remarquons (pie,
si X change de signe , il en est de même pour s ; donc , réeipioquenient, le développement de .v ne doit contenir cpie les puissances impaires de z. On posera donc
.V = Az 4- B3' -1-Cz"',
en s'arrétant encore pour z à la cinquième puissances. Ou voit
,, ... TT sin X . , ,, • .
d ailleurs (jue z = — - — est toujours plus petit (juc 1 unile. Remplaçons >• par cette valeur dans l'expression de z en fonction de ./■, nous aurons
z=:Az-HB Z= + C A_^ A-''
Négligeant les termes qui dépassent z-, égalant les termes en z, et supprimant les autres, on obtient la suite d'égalités :
et
On a donc
C2. Résolution de Vcqaalion du truisièiiic dc^rë par ta trigonométrie.
Soit
yi -I- A/' -+- Bj + C = o
l'cquation |)roposée.
On fera d'ahord disparaître le second ternie en posant
ce qui donne
AB
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(■(|ii.ilH>ii (|ii(' MOUS rc|irosonl('r()iis par
f|iril s'ayit maintenant de rtsoiulre.
D'un autre côté, soit
on (lomontre en trigonométrie la relation
_, 3 sin a
Comme les angles 2 7r-f-a, ^t: -h x ont le même sinus que x , les trois racines de cette équation sont
. a . iTz -h y. . Att -\- u
sin-î sm et sin
mais
27r4-a=37r — (tt — a),
et la seconde racine devient
sm
^ = sin(6oo-|).
De même, comme
la troisième racine devient
— sin — - — = — sm I Do" 4- -
Quoi qu'il en soit, ces trois racines étant réelles, on ne pourra résoudre de cette manière que les équations du troisième degré dont toutes les racines sont réelles.
I. Posons
1^2. CUAPlTRr. gUVTRlKME.
/// clant une iiidclenninee, il resle
.r' 3 .j: sin a m^ 4 '" 4
3 m' :r m^ sin y.
relation qu'il faut identifier avec l'équation jjroposée
quand celle-ci n'a pas de racines imaginaires. Nous devons, pour cela, déterminer y. et m en fonction Ag p et de r/. On trouve
ce ([ui montre d'abord (lucy; doit être négatif; ensuite
d'où
ce qui donne
/«' sm a
suia = ^^ et sni-a = —
nf ni'
An 4 /^'
If et nf = — ^^—^ ■
On doit donc avoir, puisque sin^a<^i,
ou bien
condition nécessaire et suffisante pour que l'équalion proposée ait ses trois racines réelles.
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Celte ( omlilion étant remplir, les valeurs
sin y. = - 2/7
permettent de trouver l'écpiation en 3, et par suite les trois racines » de cette équation , ainsi que celles de la proposée. Nous prendrons pour exemple l'équation
qui esl traitée dans plusieurs Alyèbres , et nous déterminerons successivcirent les trois racines
::'=sin^, z" := sin ( 60" + ^ h 3'" = — sin | 60" -f- ^ J ,
de l'équation en z.
Nous avons toujours
ce qui donne
h m = G, 4^50184 , et Ton trouvera
L sin y.
par le calcul suivant :
et sin y. =
On a donc
d'oij l'on conclut
L. sin '/.::= 9,9921028 0L
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(]onime
.r = mz, on trouvera .r en ]>osant
L . sin - = 9 ,6475280 L.OT = o,485oi84 L..r' = o, 1325464 On retranche 10 du résultat pour avoir L .r', et l'on ohlient r' = I , 35689 ,
valeur un peu trop faible.
On trouvera aussi
r" ■= 1 ,69202 et .T.'" = — 3,04891,
valeur numériquement un peu trop faible. Du reste, on observe, comme vérification , que
comme cela doit être, puisque l'équation n'a pas de terme en x'.
II. Soit
ce qui fait que deux racines sont imaginaires. Il peut encore se présenter deux cas, suivant le signe Ae p.
Nous allons supposer que p est encore négatif.
Soit
,r = m ( tang a + cot y. ) ,
les quantités m et y. étant des indéterminées; il est facile de voir que cela revient à poser
sin 2 a
Donc la racine réelle sera calculable jjar logarithmes, si m et a sont connus.
Mais si nous élevons au cube les deux membres de l'égalité
— = tang y. H- cot a ,
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il vient, à cause de laiigacosy. = i,
— = tant,'' a -f- cot' a -+- 3 ( tang a -f- cot a ) ,
ou bien, en remplaçant tang a h- cot a par — et réduisant,
.r' — 3m-.r — w' (tang' a + cot' a) = o,
équation qu'il faut identifier avec la proposée. On trouve alors
p ^= — 3 /«% 7 = — ni (tang' a -H cot' a ) ;
ce qui montre que p doit être négatif, puisque
Pour déterminer x, posons
tang' a = tang ^ ;
ce qui est permis , puisqu'une tangente représente une quantité (pielconque, positive ou négative. Nous avons en même temps
cot' a = cot ^, et par conséquent
ce qui détermine
On doit avoir donc et d'ailleurs
— = tang S 4- cot 3 =
nv "- ' sin 2
sin 28 =
sin- 2 ^ <^ I ;
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il' où
ce qui donne
ou bien
condition nécessaire pour qu'il n'y ait qu'une racine réelle. III. Soit enfin
et posons
X z= m (cot a — tang a) ;
on a
cos^a — sin^a cos2a
cot a — tani! a = =: = 2 cot 2 a ,
sin a cos ai.
- sm 2 a
d'où
X- -\- px -\- q =z o
Nous avons donc
m = i/-, q = — rir [coi [5 — tangS) ,
en posant
tang a = tangp,
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et par suik'
<j = — 2 nr cot 2 p ,
(jnantités calculables par logarithmes.
IV. Soit pour exemple du second cas l'équation y -+- io7jr' -I- 704 j -f- 127.88 = o; si nous posons
Tcquation transformée devient
q337 2io3qio
ce qui donne
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r = ~^l et 7 = -^-
Nous ferons donc les calculs suivants :
L.w = I ,5079824 3L.w= 455239472 ] L. 2 = o ,3oio3oo \ L.27 =r 1 ,43i3639 ]
L.sin(2p
On obtient par là
et par suite
p = ii9"3i'38",2 =90-4-1]/,
ce qui donne
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Prenons ici
cot^ a -— col [î ;
puisque col p est négatif, il en sera de même pour cota : ce rpii permet de poser
3C = 90 + flp ,
ot la relation
oot' a = cot p
devient
tang' » =r tang-j,
ce qui donne
3 L tang^ =1 20 + L tang>|'.
En effet, puisque l'on ajoute 10 à chacune des trois quantités L tangip, et iode l'autre côté à L tang^i, il faut encore ajouter 20 an second membre pour conserver l'égalité.
Nous avons ainsi
20 H- L . tang -l» = 2g , 753 1 244 ?
L.2 = o,3oio3oo L.//i
1 1 , 8090 1 24 L.sin(2a — 180)= 9,9922498
La racine est donc
63. Résolution des équations du quatrième degré par la trigonométrie.
On sait qu'un polynôme du quatrième degré se décompose toitjours en facteurs réels du second degré; nous allons voir que la
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iK'tO'minatioii ili- ces facteurs doptud d'une é(juation ilu lioisièiiie degré.
Soit
l'équation |>ro[)osée, que nous supposerons, pour plus de sin)|)li> cité, privée de son second terme; nous poserons
.r'-h Qj-'-h Rj:4- S = (xM- ax -h jî) {x' + u' x -h fj'),
re qui donne les relations
a-+-a'=o, !ï+ p'-f- aa'=Q, [i«' -+- (î'a = R, pp'=S.
La première montre que ol' = — «; donc les deux suivantes de-
viennent
(i H- p' = Q + a^ et 8' — ^ = - :
ioù l'on tire
p'=i('Q + a'-)+— et [;i=i(Q + a^)_ A; ' 2 ' la. 2^ ' la.
en multipliant ces deux valeurs, on trouvera, à cause delà dernière relation ,
et l'on obtient enfin l'équation
a" + 2 Q se' + a' ( Q' — 4 S ) — R^ = O ,
(|ui ne sera que du troisième degré si l'on prend a' pour inconnue <.^t qui aura toujours une racine positive , puisque le dernier terme <?st négatif; donc aussi a aura toujours au moins deux valeurs réelles, numériquement égales et de signe contraire. Comme d'ailleurs on a trouvé ^ et ^' en fonction de a que nous pouvons maintenant supposer déterminé, on connaît les facteurs qui sont
fK
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Ces formules seraient en défaut si l'on avait
auquel cas l'équation en a donnerait aussi
Mais, pour lever cette indétermination, remarquons que nous avons trouvé en «énéral
donc, pour
les expressions des facteurs deviennent
c'est d'ailleurs ce que l'on voit directement, puis([uc rccjualion, proposée se réduit à
jr* 4- Q^-'-f- S ^ o, pour R = o.
Si deux ou trois valeurs de a' sont positives, et qu'une d'elles soit coramensurable et par suite entière, puisque le coefficient de a'' est Tunité, il faudra la préférer : de plus, si ces deux ou trois valeurs sont enlièies et positives, et que parmi elles se trouve un carré parfait, il faudra l'employer de préférence aux autres, parce que a étant alors entier, les facteurs seront coirmiensurables.
INous prendrons pour exemple l'équation
j:' — 7 X- — iS X — 8 = 0, laquelle donne
a' — i4 a' -t- Hi a — 324 ^^^ *^ '■>
on trouve donc
c'est-à-dire
Alors
a- = y et y. -^z it 3 , a = 3 et 7! = — 3.
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ft' i|iii donne
•■<^'— 7.r^ — iSx — 8 = [x' + 3x-h^){x'— 3x— 2).
Soit encore l'équation
<jMi conduit à l'équation en a ,
z' — 24 a' + 52 z^ — 16 = 0; on en conclui.
et l'on obtient la décomposition suivante : Z-' — 12 x' H- 4 .i' -f- 23
= (x-+ X v^ — 5 — s/^) (x' — jc y/2 — 5 -\- s/2).
Intersections des sections coniques
I. On peut encore ramener à la résolution d'une équation du troisième degré le calcul de l'intersection de deux coniques. Le plus simple est de chercher les équations des droites qui réunissent les points communs aux courbes pris deux à deux; mais, avant d'exposer cette méthode, nous devons faire remarquer qu'une sécante réelle peut correspondre à des points imaginaires.
Soient
Ay^ H- B .rj -f- G X- H- D j -\- E x -+- ¥ = o
A'r^+ B'rj -h C x'-h D' j -+- E'x + F' =r o
les équations des courbes données; multiplions la première par A', la seconde par A , et retranchons, il viendra
a:j(A'B — AB') + j;'(A'C— AC) + /(A'D — AD') + 2(A'E — AE') + A'F— AF' = o :
de là on peut tirer la valeur de j que l'on substituera dans l'équation de l'une des coniques, ce qui donnera une équation du quatrième degré en >»•.
l52 CHAPITRE QUATKIÈMK.
Le polynôme qui en foiir.c le premier membre peut toujours, comme on le sait, se décomposer en deux facteurs réels du second degré dont chacun donne, quand on l'égaie à zéro, deux racines réelles ou imaginaires. Si ces racines x' , x" sont réelles, il est clair qu'elles donnent aussi des quantités réelles pour j' et r', quand on les substitue dans l'équation précédemment écrite, où r n'entre qu'au premier degré; mais si elles sont imaginaires, y' et y" seront aussi imaginaires.
Cependant, il faut observer que, même dans cette circonstance, la droite qui passera par ces deux points imaginaires conjugués sera une sécante réelle. En effet, on sait que la valeur iuiaginaire x' sera de la forme
•3;' = « H- p \i— I , et que l'expression correspondante/' sera aussi représentée par
Or, comme on passe de .r' à .*" en changeant le signe du radical, ce qui donne
on obtiendra/" au moyen de j' en faisant le méuie changement, ce qui donne
Gela posé, l'équation de la droite qui passe par les deux jjoints en question, étant
ou bien
on trouvera
— 1 , y ' — y" = 2 <î sj— 1
= ?, fpY — '/<?) sj— 1,
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ce qui donnera IVciuatioii réelle de la droite
Sx -i- py — y.6
Voici donc les trois cas généraux qui peuvent se présenter :
1°. Les deux coniques n'ont aucun jjoint coninuin; cependant les points imaginaires conjugués deux à deux donnent deux sécantes communes réelles ;
2". Les coniques ont deux points communs; c'est ce qui arrive quand l'un des facteurs du second degré qui comj)osent l'équation du quatrième degré dont nous avons parlé, donne deux racines réelles, tandis que l'autre donne encore deux racines imaginaires : alors une sécante passe par les points réels, et une autre sécante réelle passe encore par les deux points imaginaires ;
3°. Enfin les coniques ont quatre points communs : dans ce cas, chacun des facteurs du second degré se décompose en deux facteurs réels du premier degré, ce qui donne quatre points réels que l'on peut grouper deux à deux de six manières différentes; on obtient donc trois couples de sécantes coninuines. Ainsi , soient M , N, P et Q les quatre points communs , on aura les couples de sécantes
MN et PQ ,
MP et NQ, MQ et NP.
IL Nous allons voir comment on trouve, dans tous les cas, les couples de sécantes communes.
Soient
(i) M = Ar" -h BxY ■+- C^- -f- Dr -h E x -h F = o
et
( 2 ) M' = A'; ■ -h B' xy -h a J-r ■+- D' j- + E' a: -+- F' = o
les équations des coniques dont on demande l'intersection. En représentant par a un coefficient arbitraire, l'équation
(3) I\M-XM'=o
sera l'équation générale de toutes les coniques qui passent par le*
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points coiiiinims aux deux courbes données, puisqu'elle sera toujours satisfaite, (juel que soit /, par les valeurs qui donnent à la l'ois
On cherchera donc à disposer de ). en sorte que l'équation (3) devienne celle d'un couple de droites passant par les points eomluuns.
Or, si nous posons
«~A + aA', b = B -h'.li', c=^C-+-lC', (l=D-h >. D', t' = E + / E', /= F -H "A F', il est clair que l'équation (3) deviendra
oj- + bxy -+■ ex- H- (l) -h cju + / = o ,
et comme elle doit se ramener à deux facteurs du premier degré , il faut poser
ar'' -\- bxf-h cx^ -{-(^y-i- ex +/"= [mx -!- ny -+- p)[in' .v-\- n' y -\- fj),
les équations m.r + //j + /^ = o , /// x + n' y -\- p' = o étant celles des deux droites qu'il faut déterminer.
Développant les calculs indiqués , nous trouverons les équations de condition
a = nn' ( 4 ) , b = mn' -+- r/i' n ( 6) , f/ = np' -+- /l' p {8 ) , c = mm'{5), f = j>p'{']), c= nip' + m' ij[^).
Les équations (8) et (9) donnent
(1 0) dm — en ■= p [mn' — m' n)
et
(il) dm' — en' = p' ( m' n — mn' ) .
Multipliant (10) et (11), on trouve, en ayant égard aux relations (4)5 (5) tt (6) qui donnent (12) ( mn' — ///' II)- =^ b- — 4 ''"■ 1
l'équation de condition
( 1 3 ) (d- -+■ aé' — bdc -|- /'( /;- — 4 "'') = '' >
qui déterminera ) .
D'après les valeurs de ^/ , b, c, . . . , il est dair que l'équation
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(i3) sera du troisième dej^ré en A , et nous allons même faire voir que cette équation ne peut jamais s'abaisser il un degré inférieur, à moins que l'une des coniques ne se décompose elle-même en un système de deux droites. En effet, dans cette équation (i3), remplaçons « par A + )>A' et les autres coefficients par leurs valeurs analogues, on verra facilement que le coefficient de a' sera
D + AE — BDE-^ F(B — 4AC
or, si l'un de ces coefficients était nul, la conique correspondante vérifierait l'équation (i 3) et se décomposerait en deux droites.
L'équation (i3) étant donc toujours du troisième degré en À, pourra avoir uneou trois racines réelles. Dans le premier cas, cette racine unique fera toujours trouver, comme nous l'avons vu, un couple de sécantes réelles dont l'une, au moins , ne donnera que des points imaginaires; l'autre pouvant correspondre, suivant l'occasion, à deux autres points imaginaires, ou à deux points réels, communs aux courbes proposées.
En général, pour reconnaître si une sécante réelle donne des points réels ou imaginaires, il faudra combiner son équation avec celle de l'une des coniques et voir si la droite et la courbe se rencontrent.
Dans le second cas, où a a trois valeurs réelles, il peut arriver, comme on l'a dit, que l'on obtienne trois couples de sécantes réelles et, par suite, quatre points communs aux deux courbes. S'il en est ainsi, ou n'aura pas besoin de combiner les droites avec les coniques; les points d'interseclion d'un couple de droites avec un autre couple seront les points communs aux courbes proposées.
ÎMais il ne faut pas croire que la réalité des trois racines de l'équation en 1 entraîne nécessairement la réalité des trois couples de sécantes. Nous savons, à la vérité, que l'un, au moins, de ces trois couples , doit être réel , mais il peut ne pas en être de même pour les deux autres, car nous serrons bientôt ([u'uue valeur réelle de 1 peut (pieNpufois donner un roupie de droites imaginaires.
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Nous savons que, s'il n'y a pas Irois conplcs de sécantes n(>llcs, il y en a nn seul. Donc celle des trois valeurs réelles de X ([ui correspond à ce couple unique donne lieu à la même discussion que nous avons déjà faite pour une seule valeur réelle de X , c'està-dire (jue les coniques ne rencontreront que l'une des sécantes et pourront même n'en rencontrer aucune.
III. Voici maintenant comment on j;eut, après avoir déterminé >. en résolvant l'équation (i3), trouver celles des cou|)les de sécantes.
Posons , pour simplifier ,
R'= ^^ — 4rtc, l'équation (12) deviendra
(i4) run' — m' n=±n ;
en ajoutant (i4) avec (6), on obtient
2 mn' = /; ±: R , et divisant par ^4^ '' vient
/;/ _b±R Il la
En combinant (lo) et (i^)» «n trouve
Mais on voit que
6dbR
ia
remplaçant — par cette valeur dans (i5), on obtient
d{h±.Rj P '
d'où l'on tire
hd — 2af±Rr/ d , 1 bd
n ± 2 rt R -Xf! ■?.(( R
Conime léqualion de la sécante con)n)iine ]>eut se nietlie sou.s
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la loriiK-
cette équation devient
, , , / rr:. 7 — ^«"^ — ?"^ \
n\ 4- hx + r/± I x \J b^ — ^ac -\ \ = o,
en chassant le dénominateur 2 rt et remplaçant R par sa valeur. Ce système de droites serait imaginaire pour une valeur de X, même réelle, qui donnerait
b'' — ^ac <^ o.
. . bd — lac Mil,. • 1-^
La quantité — est susceptible d être simplifiée. Dans
Sjb' — ^ac *
l'équation (i 3) , on remarque que les deux termes ne^ — bde font partie, sauf un l'acteur commun, du carré de bd — 2«c; nous aurons en effet
( bd — ■?. ac )- = è' d-" — 4 abdc 4- 4 « ■ e\
et , par suite,
, , [bd — 2. (te)- — b'' d-
ae""- — bde = y—^ —
4^ Donc
[bd — lae'f + ^acd'' — b'^-d-
cd' -h Clé' — bde =.
et enlin l'équation i3) devient
{bd— inef ^ {b' — /^ac){^af—d')_
on en conclut
bd — lac I 7 — V
sfbTz:
et l'équation (16) du couple de sécantes devient aussi (18) Q.ay -h bx ->r d±[x sjb^ — ^oc -tr sjd"" — ^af) = o. IV. Si les coniques sont concentriques, leurs points d'intersec-
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lion sont les soinuiets iVun parallcloifrainnie ; donc — doit èlro le
même pour les deux droites de chacun des couples qui en forment les côtés opposés. Par conséquent deux des trois valeurs de \ doivent donner
b- — ^ac = o,
et cette quantité , qui est du second degré en / , devant alors diviser le premier membre de l'équation (i 3) , considéré comme polynôme du troisième degré en > , le quotient du premier degré que Ton obtiendra ainsi sera évidemment, ainsi que le dividende
cd' -+- ac' — bdc -hf( //-' ~^ac) et le diviseur
• une fonction commensurable des coefficients A, B, C, . . . , A', B' . C, . . . , des équations données; il donnera donc pour "a une valeur commensurable qui correspondra au système de sécantes non parallèles , c'est-à-dire aux diagonales du parallélogramme.
Quant aux couples de droites parallèles, Tcqualion de chacun d'eux sera de la forme
(19) aa/ -f- Z>.rH-<-/dr y/c/'^ — 4«/= o,
puisque b^ — /^ac = o. Si les courbes sont concentriques, il vaut mieux déterminer 1 par la forme d'équation (l'y que par la forme (i3). En effet, la relation
b^ — ^ac
qui est vraie pour les trois racines de l'équation en À , fait voir que les deux valeurs de a qui annulent le dénominateur b'^ — 4'^^» donnent aussi
bd — 2 «r =^ o ;
comme ces deux expressions sont du même degré en \ , elles ne doivent différer que par un facteur constant R. Soit donc
bd — 2 rtc =r K ( b' — 4 ^^)i
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nous aurons
tic sorte (|uo I rqiiatif)n (17) prendra la forme
K^ {b' — ^ac) + ^af— d' _
après qu'on aura divisé le numérateur par b'^ — ^ac.
Il faut bien observer que, dans le cas des courbes concentriques, le numérateur de l'expression précédente doit être divisible par fl- rr= A -4- > A' : en effet, nous avons vu que, le polynôme cd^ H- ae- — bdc -{-/{ h- — 4 "^) étant divisé par b'' — ^nr, donnait un quotient du premier degré en X; or ce quotient, qui est
K''lb' — /iac)-+-Anf—dreprésente par — ^^ — — ï — -^-^^ , ne peut être du premier degré que si a divise le numérateur.
Comme exemple de ce cas particulier, nous prendrons les équations
3j^ — iqxy ■+■ 8x- -h 9-j — Sx -+- 3 = 0,
7 j' — y.Gxj ■+- 1 7 .r- H- 6j — j^x 4-3 = 0,
qui sont traitées dans l'ouvrage de MM. Delisle et Gerono. Nous aurons, dans cette circonstance,
ce qui donnera
bd — 2ae = 20 f 2 a- -|- 3 a 4- i ) et
b' — ^ac= 1 00 ( 2 >,^ -t- 3 ). -f- I ) , d'où l'on tire
(Ici l'on aurait K = -, mais il vaut mieux calculer ce qiujtienE directement.)
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On a aussi
Le quolienl cherche sera donc
Tel est ce quotient (hi premier degré qui correspond aux diagonales du parallélogramme, el qui donne
quantité commensurablc , comme elle doit l'être.
Du reste, les autres valeurs de > seront aussi commcnsurables dans cette circonstance. Elles seront données par récjuation
b'' — ^ac ^=1 o ,
(jui a pour racines
Pour la première de ces valeurs, on trouve
(*) Il s'agit ici de trouver l'expression de 4 "f— d- pour une valeur quelconque de / , car la relation
[bd — 2 ae y
n'est généralement vraie que pour les valeurs de / qui résolvent les équations (i3) ou (17).
On a vu que ces deux équations n'en faisaient qu'une : la seconde forme ]3resente un numérateur du quatrième degré , mais elle a l'avantage de mettre en évidence les facteurs qui peuvent exister entre bd — lae et les quantités 4 af — d^ ou 6' — 4 '"^- Si l'on découvre ainsi un facteur commun dans le numérateur, il donnera une racine de lequation en / , à moins qu'il ne se réduise à a := A + / A', auquel cas il supprimerait seulement le dénominateur. Si pourtant , après cette suppression , le même facteur a se présentait encore , il donnerait cette lois une racine de l'équation en /.
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et l'équation (19) devient
— 8 J -+- I7..r — ^zh \ =: n,
ce fini donne
3r- — I rh I
Pour lautre valeur 1 = , on trouve
\ d- — 4 ^/^= — ^ ^f J = — '^ — I dz ?. . Kn conjbinant ces couples de sécantes, on ironvc les points com - Duns qui ont pour cordonnées :
Le premier et le quatrième, le second et le troisième sont les sommets opposés du parallélogramme.
V. Nous indiquerons encore l'exemple suivant qui se rapporte an cas général où les courbes ont deux points communs :
(i) M = 4j^ — la.xj -h l'j x'' -{- 8 y — 28^7 — 20 = 0,
(2) M' =x- — 3 j — 5 j: H- 4 = Oî
(3) gVH- 321 V-f- 704). + 4096 = o,
ion q337 2io3qio
on trouve une seule racine réelle; les calculs trigonométriques donnent, comme on l'a vu à la fin du n°62,
r= -65,57865, et, par suite,
T,'(''(jii;tli()n (iH) dcvionl iilors
Sj — 11. r + 109,2453 = ±: (20,28 j; — 120,162).
Fn combinant ces cqualions avec récjuation (2) cjni est ici la plus simple, on reconnaît qtie lo signe — donne nne intersection réelle; donc il est inutile d'essayer le signe -+- (pii ne donnerait qne des |)oints imaginaires, pnisqne l n'a tpi'nne valeur réelle : l'équation de la corde comminie est donc
8 )- = — 8 , .îS.*' + I o , c) 1 67 .
La combinaison avec recjuation (2) donne pour coordonnées des. points cherches
.r' — i,()4, r' = — o,Hz|5<) et x" — — o,o5, j"=r 1,^137".
6iî. Usage des Tables. — Les questions précédentes nous montrent que l'on emploie souvetit les logarithmes même dans des questions qui paraissent d'abord ne pas cr» dépendre : nous croyons donc pouvoir donner sur l'usage des Tables quelques avis qui peutêtre sembleront jiuérils, mais dont l'application et, par suite, l'utilité se présentent à chaque instant.
I. Quand on cherche le logarithme d'un nombre composé de plusieurs chiffres, on sait que les Tables de Callct donnent immt diatemenl ce logarithme pour les cinq premiers chiffres, et même j)our les six premiers, quand ces chiffres sont compris entre 100000 et 108000 ; on sait aussi que l'augmentation du logarithme, due à un chiffre de plus, se trouve dans la dernière colonne, qui est celle des différences. Mais on peut souvent obtenir l'accroissement dû encore à un autre chiffre ou même à dcii\ autres chiffres.
Soit, par exemple, à chercher le logarithme de i85, 02761): la caractéristique sera 2, puisqu'il y a trois chiffres entiers; ensuite, les cinq premiers chiffres î85o2 donnent 2,2672187. La différence la plus rapprochée est 235, qui donne, pour le chiffre suivant 7, l'accroissement j65. Maintenant, pour calculer l'augmentation due au 6 qui vient après, nous remarquerons
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ijn'clle sera dix fois moindre que si ce cliiffie cxpriiimil des unités de l'ordre immédiatement supérieur, auquel cas celte augmentation serait i4i dont le dixième est 14,1; nous ajouU rons donc i4 pour tenir compte du 6. Enfin le 9 donnera un accroissement cent fois moindre que s'il exprimait des unités cent fois plus i;randes; nous prendrons donc le centième de 212, ou bien 2,12, et nous ajouterons 2 pour tenir compte de (). Les autres chiffres, s'il v en avait encore, ne pourraient influer sjir le iogaritlime ; voici donc le tableau i\u calcul :
Soit encore à chercher le logarithme de 10128,3647 ' co™»i<^ les premiers chiffres sont compris entre 1 00000 et 108000, on aura ce logarithme avec huit décimales. Le logarithme de 10128,3 étant 4>oo553656, on olitiendra, comme ci-dessus, le tableau suivant :
4 ,oo5536'")()
9J7 pour 6
i 7 pour 4
3 pour ^
IL II faut maintenant résoudre le problème inverse, c'esl-àdire : Etant donne an logarit/unr, trouver le nombre correspondant avec le plus de chiffres possible.
Soit 2,2672368 le logarithme proposé; la partie décimale qui s'approche le plus en moins de 2672368 est 2672187 qui donne le nombre i85o2, et la différence est 181, comprise entre les nombres i()5 et i88, dont le premier donne 7 et l'autre 8 : mais nous prendrons le chiffre 7 et nous retrancherons i65 de 181 , le reste est 16. Cherchons parmi les nombres de trois chiffres écrits aux différences, celui dont les deux pr< niiers s'approchent le plus
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en moins de ib; nous aurons ainsi le iiombro 14 pour lis premiers chiffres de i4i > ccqui donne lechiffreG, Enfin, retranchons i4 de i(î, il reste 2 : cherchons parmi les différences de trois chiffres celle qui commence par .> ; nous trouverons 9 pour dernier chiffre du nombre. Voici le tableau du calcul : 2, 7.67? 368
Ainsi le nombre ((uia pour logarithme 2,267?.3G8 est 185,02769. Soit encore le logarithme 3,674^295 ; celui des Tables qui s'en approche le plus en moins est 6748336 qui correspond à 4720)7. La différence est 5c) qui donne le chiffie() pour 55 : retranchons 55 de 59, il reste 4 > compris entre 3,; et 4^6; le premier de ces deux nombres donne le chiffre 4> c^ le second le chiffre 5. Donc, d'après le tableau suivant,
le nombre correspondant au logarithme cherché est 4729,764. Ici les différences n'ayant tjue deux chiffres ne peuvent donner au nombre que deux chiffres nouveaux.
III. Les logarithmes des nombres plus petits que l'unité sont négatifs, maison évite toujours l'emploi des logarithmes entièrement négatifs, et l'on cherche à faire en sorte que leur caractéristique seule soit négative et que la partie décimale soit positive : cela tient à ce que l'on ne trouve dans les Tables que les parties décimales positives des logarithmes.
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Aillai , (lKi(lit>:i> le loj^.Millmic (le ■- : iiuiis (levons icIimiicIki'
If l(t|j;.iiilliim' (lo 3 de icliii tlo 2 : mais cDiiinif le rtsuUal sciail négatif, nous (ijoulcioris ciii logarithiiic du nniiirratear assez d'unitcs pour ifuc la soiistnution j/uissc se Juin; ; (.■iisuitc nous nu't- Jions fo nombre d'unitt'S on caractéiisliiiuc nt'-j^ativc.
Dans l'cxoniplc aduol , il suflira (rajouter i, ce (iiii doiim
I 4- L 2 = I , 3o I ()3oo L 3 = 0,4771213
IV. L'extraeiiun des racines pr(}sente quelque dillicuitt', quand la caiacté'risfitiue nei^ative n'est pas divisible par l'indice de la
racine. Ainsi supposons (jue 1 on (kuuande V/ ^ ; il faudra prcn-
•> dro la moitié du logarithme de - •, ce (jui sera embarrassant , puisque — I n'est pas divisible par 2. Il faut alors ajouter assez d'unités pour que la caractéristu/ue soit divisible par l'indice du radical; puis, par compensation, on ajoutera positivement autant d'unité'S qu'on en a introduit négativement; ainsi l'on |)osera, en ajoutani et retranchant i :
o ,8iG49<J.
V. Le complément I()garithmi(pie d'iui nombre, c'est-à-dire le reste que l'on obtient en retranchant de 10 le logarithme de ce nombre, est facile à obtenir, car tous les chiffres de ce conipléincnt s'obtiennent en retranchant de t) le chiffre correspondant du logarithme , excepté le dernier à droite que l'on retranche de 10. Les com|)lémenls sont employés pour changer en additions les soustractions de logarithmes que l'on peut avoir à faire; seidemenl
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il faudra letrancher de la somme autant de fois lo que l'on a pris de compléments: c'est ce que l'on fait, par exemple, dans la formule qui dorme
en foncli(ii) des otites du triangle.
VI. Pou)- écrire promplemcnt les logarithmes sans les copier «liiffre ])ar chiffre, il est bon d'observer la manière dont ils sont <lisj)osés dans la Table : un lf)garithme de sept chiffres est divisé en deux groupes, le premier de trois chiffres, le second de quatre , <|u'il faut énoncer séparément et écrire successivement. Ainsi le logarithme de 364 12 ^^^ %^' (sauf la caractéristique) à 56 12445 : les trois premiers chiffres 56i, communs à plusieurs autres logarithmes, se trouvent au moyen des quatre premiers chiffres du nombre, et les quatre derniers 2445 se trouvent par le chiffre 2 écrit en haut et en bas de la page. On énoncera donc le lojjarithme de la manière suivante : ci/tq cent soixante et un , deux mille quatie cent quarante- cinq ; de cette façon deux lectures suffiront pour transcrire le logarithme.
Pour les lignes trigonométriques , les chiffres sont groupés d'une manière un peu différente. Si l'on cherche , par exemple, le logarithme— sinus de i()" 42' 20", remarquant que la caractéristique 9 est généralement connue d'avance, nous ne nous occuperons que de la partie décimale (pie la Table présente disposée ainsi qu'il suit : 458i4-63, et nous l'écrirons facilement au moyen d'une seule lecture, en trionçunl : quarante-cinq mille huit cent quatorze , soixante-trois.
VU. Relativement aux lignes trigonoiiiétriques, nous rappellerons encore un principe bien connu, mais qu'on est porté (juclquefois à négliger par distraction ; c'est que les corrections pour les lignes inverses, le cosinus et la cotangente, doivent se faire par soustraction , et non par addition, comme j)Our les lignes directes, le sinus et le cosinus.
VIII. Enfui , nous remarquerons que la Table donne les logarithmes de seconde en seconde pour les sinus et les tangentes de o à 5 degrés, et pour les cosinus et les cotangentes de 85 à go de-
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grés, ce qui est ncccssaire pour les arcs rap|irocli«s tlis extr<Miii- U'S du quadrant, quand on a besoin d'nnr jurande précision.
On n'a pas mis dans la Table les lojjîarithnies des tanj^entes i\r 85 à ()o deyrcs, parce qu'il est facile de les ohunir ,iu nioven des colangentes; en effet, la relation
tanij; a col y. = i doiMie
L lanj^y. = 30 — L cul y. ;
tout se réduit donc à prendie un conqjlement.
Si l'on demande le logarithme de la tangente de 86° 35' 44'? on cherchera le logarithme de sa cotangente , qui est égal à 8, 7754285, et on le retranchera de 20 , ce qui donnera
On n'aura même pas besoin d'écrire 8,7754285, on se conlentcia de lire ce logarithme dans la Table et de prendre le complément de chaque chiffre.
On trouvera de même les logarithmes des cotangentes des an • gles de o à 5 degrés au moven des logarithmes de leurs tangentes.
Quant auK logarithmes de seconde en seconde pour les cosinus de o à 5 degrés et pour les sinus de 85 à 90 degrés, on ne les trouve ]ias dans la Table; mais il aurait été inutile de les mettre, parce que les différences qui leur correspondent sont trèspetites et que les variations de ces quantités sont peu sensibles, même dans les Tables ordinaires de 10 en 10 secondes. Aussi la proportion ne peut-elle donner les angles correspondants avec la )irécision que l'on obtiendrait si ces différences étaient plus considérables : les Tables de 10 en 10 secondes suffisent parfaitement dans ces circonstances.
C'est pour cela que nous avons déjà fait observer au n"32, que l'usage des sinus était j)lus avantageux que celui des cosinus pour les arcs très-petits, et celui des cosinus pour les arcs trèsprès de 90 degrés.
IX. Voici quelques corrections à faire aux Tables de Callet; lis fautes que nous signalons ici , d'après les Nouvelles Annales de Mat/ié/iiafif/Kcs ["SIavs iS5']], sont dans l'cdition de 1827 et les
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suivantes, (juoiqii'elles ne se trouvent pas dans celle de 1795 :
Règle de Guldin
Nous terminerons les applications inalhéniatiques par l'énoncé de cette règle, qui consiste dans l'ensemble de deux théorèmes que l'on trouve démontrés dans la plupart des ouvrages de Mécanique ou de Statique, et qui permettent souvent de calculer avec une grande facilité les surfaces ou les solides de révolution.
Une surface de révolution a pour mesure le produit de la ligne génératrice par la circonférence que décrit le centre de gravité de cette ligne.
Un solide de révolution a pour mesure le produit de la surface génératrice par la circonférence que décrit le centre de gravité de cette surface.
Considérons, comme application très-simple, l'anneau engen- Fig. 23. dré par le cercle de rayon AC = R [fig. 23)
et tournant autour de l'axe A' B' situé à la distance CC = d. La surface de cet anneau sera
S=27rR.27r<i OU bien S=::47r'Rf/,
et le volume sera
V = 7rRV27rc^ ou bien V=27t-R-é^.
Quand un contour a un centre, il est clair que c'est à la fois le centre de gravité de ce contour, curviligne ou rectiligne, et aussi celui de la surface terminée par ce contour. Mais le centre de gravité d'un contour quelconque n'est pas toujours celui de la surface qui s'y trouve terminée; par exemple, le centre de gravite de la surface du triangle est au point de concours des médianes et au tiers de chacune d'elles, à partir de la base ; tandis que le centre de gravité du contour d'un triangle est le centre du
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cercle inscrit au triangle (|iie l'un obtient en joignant les milieux
des côtés du triani^lc donne.
Nous nous arrêterons sur une difiiculté qui se présente dans la
mesure des surfaces de révolution quand l'axe de rotation est un
des côtés du contour.
Considérons, par exemple, un liexagone régulier (/"o'. 24 ) tournant autour d'un de ses côtés AB, et cherchons la surface engendrée par le reste du contour BCDEFA, car AB ne touinant pas n'engendre aucune surface. On pourrait l'évaluer en cherchant le centre de gravité de ce reste de contour et y appliquant la règle de Guldin; mais je dis qu'il suffit de prendre le centre de gravité O du contour to» tal, la distance de ce point à l'axe AB étant
c i/3 OM = 5 SI nous représentons par c le côté de Ihexagone
régulier, et de multiplier le contour total 6 c par OM, de sorte que S = Stzc- s/3.
Pour le démontrer, imaginons que le contour tourne autour d'un axe A'B' parallèle à AB, à une distance MP = d. La surface engendrée parle contour total sera, d'après la règle,
mais si nous retranchons la surface engendrée par le côté AB , c'est-à-dire le cylindre c.itzd, la surface cherchée sera
bc.2.-n I h " ) — 27: cd.
Alors, si l'on suppose d =z o , pour revenir au cas que l'on considère , il reste
S = 677f^v/3, comme ci-dessus.
Il faut donc compter le côté qui est sur l'axe, couimc faisant jiartie du contour.
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CHAPITRE V
APPLICATIONS PHYSIQUES
UILATATiOXS.
07. La dilatation des corps par la clialeiir nous prcsente, ainsi (jue nous l'avons annoncé au commencement de cet ouvrage, une des applications les plus utiles et les plus fréquentes des principes (|ue nous avons posés, et surtout de la formule appro.ximalive
(jue nous avons reproduite de diverses manières.
L On sait que beaucoup de corps, tels que les métaux, le verre, etc., ont une dilatation proportionnelle, du moins entre certaines limites de température, aux degrés du thermomètre ordinaire à mercure, ou même à ceux du thermomètre à air dont les variations, qiiand elles sont corrigées des variations de la pression atmosphérique, paraissent tenir seidement à la quantité de chaleur et être indépendantes, à très-peu de chose j)rcs , delà nature du gaz dilaté.
Si l'on élève d'un degré la température de l'unité de longueur d'un corps, la quantité A dont s'allonge cette unité s'appelle le coefficient de dilatation linéaire de ce corps ; celte définition suppose , comme nous l'avons indiqué, que cet accroissement ne varie pas entre certaines limites, c'est-à-dire qu'il est le même de o à [ liegré, de i à 2 degrés, de 10 à i i degrés, etc.
Comme l'accroissement est évidemment proportionnel à la longueur initiale à xéro , que nous appellerons a , cet accroissement sera ak pour une élévation d'un degré de température ; d'après la supposition que nous avons faite, il seia aussi |)roporlionnel au nombie de degrés, en sorte que de o à ^degrés il
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sera akt. Donc, enfin, la nouvelle loni^ncur A à i (lei^r<,'S sera a -\- aht ou bien A = « (i -f- /7). On en coiiciut
at
ainsi, le coefficient de dilatation linéaire se mesure en divisant l'accroissement de la longueur par le produit de la longueur initiale et de l'accroissement de la température. Une autre température t' donnera
A'= a (i + /,t'), d'où
A' _ 1 4- fn' A i -h kt'
Mais ici appliquons les principes du premier chapitre, nous poserons
I -+- ht
= \ — /it,
car le coefficient f> est toujours une quantité très petite; <le plus ,
dans le produit
(i -\- kt') (i— ht),
négligeons encore le carré de /•, et ce produit deviendra
I Jf- k {{ — t); il'où enfin
On en conclura
ce qui rentre dans la définition précédente.
II. De même, soit c le coefficient de dilatation cubique d'un corps, c'est-à-dire l'accroissement que prend l'iinité de volume de ce corps quand la température s'élève d'un degré, soient v le volume à o degré, V le volume à t degrés; nous aurons
V = I' (i + et).
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Soil cucoïc V le voiimic à t' tlegrcs; nous iiiiions aussi V 1 H- et'
V i -\- et
ou , par apj)ioxiniation,
Nous rcinan|ucrons môme (lu'aucune de ces tleu.v formules n'étant physiquement exacte, il n'y a pas lieu de considérer l'une plutôt que l'autre comme rigoureuse ou comme approximative. Cette dernière formule, qui donne
permet de dire que le eocffieient de dilatation eubiquc a jioitr mesure l'aecroissenient de volume divisé par le produit du volume initial et de l'accroissement de température.
Considérés à ce point de vue , les coefficients de dilatation ne sont autre chose que des nombres abstraits qui représentent la fraction dont s'accioît le volume ou une dimension d'un certain corps quand la température s'élève d'un degré. Mais il est surtout important devoir que, pour un même corps, le coefficient de dilatation cubique est triple du coefficient de dilatation linéaire.
Pour le démontrer, considérons un cube formé d'une substance homogène, ou du moins se dilatant également de toutes parts, ce qui n'arrive point, en général, pour les corps cristallisés, qui n'ont pas la même densité dans toutes les directions de molécules; élevons ce cube de o à i degré; son côté, qui était égal à l'unité, deviendra i -f- / : ainsi la fraction k , considérée comme nombre abstrait, représentera le coefficient de dilatation linéaire.
Quant au coefficient de dilatation cubique, il s'exprimera, comme nous venons de le voir, par
nombre abstrait qui s'exprimera par
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mais, X fiant trôs-pttit , dii ncglii];era /' vt /', cv i\u\ donne
On venait de nu'inf <]ue lo coefficient de dilatation snperliricjlc, dont on fait peu d'usage, est donlde du cocrHric^nt de dilat.nlion linéaire.
III. Relativement à rauij;menlalion de volume d'un liquide, il faut considérer la dilatation apparente et la «lilatation absolue.
Comme un liquide est nécessairement contenu dans un vase de forme tpielconque , et qui se dilate aussi par la chaleur, il est clair que l'on observe seulement la dilatation apparente de ce liquide , c'est-à-dire l'excès de sa dilatation réelle sur celle de l'enveloppe, de telle sorte que , si toutes deux étaient égales, il semblerait que le liquide ne se dilate point. Pour observer la dilatation absolue du liquide, il faudrait un vase incapable de se dilater ; cependant Dulong et Petit sont ])arvenus à la mesurer, d'après ce principe, que les hauteurs d'un même liquide dans deux vases connnuniquants sont indépendantes du diamètre de ces vases, et tiennent seulement aux températures où l'on maintient chacun d'eux, à cause des variations de densité.
Il semble évident que la dilatation absolue est égale à la dilatation apparente , plus celle de l'enveloppe , et c'est ainsi, en effet , que Ton pose la relation entre ces quantités; mais il faut bien voir que ce n'est qu'une égalité approximative , et que Ion est conduit d'abord à une équation un peu plus compliquée.
En effet, soit i le volume initial i\u liquide à t degrés, et soit csa dilatation apparente de t degrés à t' degrés, cette augmentation de voUuKe sera mesurée au moyen des divisions du vase, auquel nous supposerons la forme d'un tube thermomélriquc; mais le volume de chacune de ces divisions se sera accru dans la proportion de
donc le volume absolu du liquide sera augmenté dans le rapport de
1 à {i -h c) [i -{- c' t' — t) = i -h c -h c' ((' — t) -h ce' {t' — t). Soit donc C la dilatation absolue; nous aurons C .— r -i-e' {(' — t).
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mais il faut pour cela négliger le prochiit ex' , d'après le principe du n° 2.
Ici c' est le coeflicient de dilatation de l'enveloppe, mais c et C ne représentent que les dilatations apparente et absolue du liquide dans l'intervalle de t degrés à /' degrés. En effet, il existe peu de liquides qui partagent avec le mercure la propriété de donner, dans une échelle thermométri((ue assez étendue, des indications proportionnelles à celles du thermomètre à air. On sait même (pie l'eau présente le phénomène bizarre d'un maximum de densité ; ainsi les liquides n'ont point, en général, de coefficient de dilatation.
On a cru longtemps que la dilatation de tous les gaz était nonseulement proportionnelle, mais encore égale à celle de l'air. IM. Regnault a vu qu'il n'en était pas tout à fait ainsi; mais la différence est si petite, que l'on ]>eut, sans erreur sensible, prendre pour tous les gaz et toutes les vapeurs le même coefficient de dilatation cubique
a =: o,oo3r)6. . . .
On a donc, de o à loo degrés, la dilatation
I oo a =: o , 366() . .. = —-■, 5o
puisqu'il s'agit d'une fraction périodique.
IV. Cherchons, d'après cela, à calculer une hauteur barométrique, en tenant compte.de la dilatation du mercure et de celle de la règle sur laquelle sont tracées les divisions. Soient /i la hauteur observée et c le coefficient de dilatation cubique absolue du mercure; afin de réduire la hauteur à ce qu'elle serait pour la température zéro, observons que h est trop grand à la température actuelle f^o, puisque la densité du mercure est plus faible qu'à zéro, et comme la hauteur varie en raison inverse de la densité et directe du volume , il faut diviser /i par i 4- et. Du reste, nous prenons la dilatation absolue, parce que le diamètre du tube ne fait rien à la hauteur.
Mais soit Â- le coefficient de dilatation linéaire de la règle, il est clair que les divisions lues à t degrés, étant plus grandes qu'à
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zpio, valeiil lin plus grand nombio de ces divis'utns à zn'o ; il faut (iouc multiplier par i 4- l<t, ce qui donne pour la véritable hauteur
I H- et
ou plutôt
Ou trouve dans les Ti-aites de Pliysicpie
f =r 0,0001802.4 de o à 5o de<.;r('s, et
eu adiiieltaut (pie la lèyle st)it en laiton; alors
Supposons que l'observation ait (hmne
h = 76'^'", 3 et t — iH",7,
nous trouvons que la eorreetion est égale à — o , 9.3 , ce qui donne
MESURE DES HAUTEURS PAR LE BAROMÈTRE
68. Soient D la ditférenee de hauteur, c'est-à-dire la distance verticale de deux endroits de la terre , T et ^ les temj)ératures à ces deux stations, H et A les hauteurs barométriques correspondantes, ramenées, comme nous venons de le faire, à zéro; on trouve, par des considérations qui ne peuvent trouver ici leur ])lace, la formule
Ici, L.H et L.// indiquent, comme d'habitude , les logarithmes ordinaires de H et de h.
Il faudrait tenir compte des latitudes des stations, mais le facteur qui en dépend est très-près de l'unité et se néglige d'ordinaire.
D'après les principes établis dans le second chapitre, nous avons simplifié cette formule d(> manière à éviter l'emploi d'une Table de logarithmes.
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Soit M ie module connu égal à 0,43429. . • ; nous savons que
le signe 1 indiquant, comme on Ta vu, les logarithmes hyperboliques.
Posons
U. -+- h = s, li — h =z d,
nous en concluons
H = — — , /t — et 1 -7- = 1 —^-—,^
2 2 n s — fi
ou encore
Prenons maintenant les formules approchées du n° 28; elles nous donneront, dans la circonstance actuelle,
et eniin
pourvu (jue - soit suffisamment petit.
?îous pouvons donc poser
ce qui donne
on trouve iiSSgS.aM égal, à peu près, à 15976, que nous remplacerons par le nombre rond 16000, et nous aurons enfin la for-
nulle simplifiée
D = iGooo'"
On peut surloiit se lier à celte formule pour les hauteurs inférieures à looo mètres, à cause de la petitesse de H — //.Si, d'ailleurs, nous avons pris le coefficient ]>ar excès en changeant 15976 en 16000, c'était pour augmenter la valeur de D, que nous avions diminuée en ne consei-^'ant que le premier ternie de la série complète
Pour vérifier notre formule simplifiée par sa comparaison avec la formule ordinaire , nous prendrons l'exemple suivant :
qui donnera, par la formule ordinaire,
et, par la formule simplifiée,
un peu en excès. L'accord est donc bien suffisant.
Quelle que soit la formule employée, l'expérience est trop délicate par elle-même pour donner les hauteurs à un mètre près.
CORRECTION DE LA DEXSITÉ DES CORPS PAR LA DEXSITÉ DE L AIR
69. Pour connaître la densité d'un corps, on cherche son poids et le poids d'un même volume d'eau, lequel sera égal , d'après le principe d'Archimède , au poids du corps dans l'air ou plutôt dans le vide, moins le poids du corps dans l'eau. Ces deux éléments étant obtenus par un procédé quelconcpie , la densité est le quotient du premier poids par le second ; mais il faut corriger ce résultat du poids de l'air déplacé.
.Soient P le poids du corps dans l'air, P' son poids dans l'eau,
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et 1) ::=: ~ — -, ; soieiit encore p le poids réel du corps, supposé
pesé dans le vide, d sa densité véritable et a celle de l'air par rapport à l'eau : nous avons
car - représente le volume du corps et -a le poids de l'air déplacé. Nous pouvons donc poser encore
a De même, P — P' sera la différence du poids réel de l'eau, -■,
et du poids d'un égal volume d'air, -a; nous avons donc
et, par consctpiont ,
On en conclut
et
On voit donc que la correction qu'il faut apporter à la densité dii corps pour tenir compte de celle de l'air est égale à
L'expérience a donne à peu près
X = o,ooi3.
Cette valeur '
a donc été obtenue sans rien négliger; mais supposons qu'on ait voulu appliquer à la formule
( * ) C'est la densité du eorps à la températuii- commune des deux posées.
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les principes du piviuier cliaijitio , on aurait (Itconiposc de la manière suivante :
Mais, a
étant
très-
petit,
et
donc
et, par
suite ,
I -h « I ;+ '^ i + y- Or
=:D I — a) et =5-. (l — a =a;
d'où enfin
rf=D(i — x)+ a = D — a(D — i).
Ainsi le résultat obtenu par deux approximations successives est celui qui avait été déjà trouvé d'une manière rigoureuse.
Nous avons indiqué ce calcul comme un fait curieux , que l'on aurait pu prévoir dans la circonstance actuelle , mais qui montre que les erreurs se compensent quelquefois de manière à donner un résultat exact ; cependant on ne doit pas espérer qu'il en soit de même dans tous les calculs d'approximation.
On peut aussi demander le poids réel p. Il est clair que le poids réel de l'eau déplacée sera la différence entre le poids du corps dans le vide et son poids dans l'eau ; il sera donc égal à /> — P'; donc
sera le poids d'un égal volume d'air, ce qui donne
/> = P-h(;^-P')a, d'où
P — P'a p {\ — a ) = P — P' a et p ~ — -
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On peut simplifier ce résultat par l'approximation, en posani
OU , a peu près ,
et enfin
/^ = P(i + a) — P'a /7= P + (P — P'ja.
Ainsi la correction est égale à
PROBLÈMES SUR LES ATTRACTIOIVS
70. I. Nous allons chercher la diminution que la lune peut apporter à la pesanteur d'un corps situé à la surface de la terre, dans les circonstances les plos favorables pour cette diminution, c'est-à-dire quand la lune L est au zénith de ce point M de la terre [fig. 25).
Soient C le centre de la terre, d la distance LC des deux centres, et représentons par L l'attraction de la masse de la lune sur la molécule M , à l'unité de distance: l'attraction à la distance LM =: r/ — '• sera, en représentant par /le rayon de la terre,
(rf-r)''
mais la diminution de la pesanteur due à cette attraction ne sera que
Fig.
V{d—rY d^\
En effet, si le point M était en C, l'attraction de la lune ne l'écarterait pas du centre de la terre, puisque les actions qui s'exercent en C tendent à entraîner la masse entière de la terre. Cette diminution s'exprime encore jiar
APPLICATIONS PHYSIQUES
Mais, comnic - est très-petit, posons
te «lui donne
en néj;ligeant f - Donc
Comparons ce résnltat avec l'attraction - qu'exerce la terre sur
cette même molécule , afin de voir dans quelle proportion le poids d'un corps sera diminué, Tétant de même l'attraction de la terre sur la molécule à l'unité de distance.
Le rapport sera
-JT ■ f ~ ^ ' T ' J'* Or
T~84 ^ ^' ./"~6o en prenant pour rie rayon maximum de la terre, c'est-à-dire le rayon équatorial. Le rapport est donc
42 216000 9072000 Ainsi le poids d'un homme, que l'on peut supposer de 90720 {grammes, sera diminué de
qo'7 2o5
ou bien d'un centigramme ; c'est à peu près /c poids d'un grain de blé.
( *) C'est le nombre le plus récemment adopté pour exprimer le rapport
Il la masse «le lit lujic à colli' di" la ferre.
II. Considérons maintenant /'(7/^rart/ort d'un pôle magnétique B sur un aimant très-petit ab (fig. 26).
Ce petit aimant, supposé mobile, se mettra en ligne droite avec Fig. 26. l'aimant B , de manière que son pôle aus-
tral a soit tourné vers le pôle boréal B. Dans cette position , les forces agissant b I g B dans la direction commune des aimants se
^ retranchent l'une de l'autre, et la résul-
tante est égale à la différence entre l'attraction de B et de « , et la répulsion de B et de è.
Soit /"l'attraction de B et de a, à l'unité de distance; soient OB = d ex Oa = Ob z=z l, quantité très-petite par rapport à f/: l'attraction de B et de «, à la distance Ba := d — /, sera
[d-lf
De même lu répulsion de B et de b , à la dislance Bb = d -\- l, sera
{d-hiy-'
parce que les deux pôles a et b ont la même force magnétique. La résultante sera donc
■^[{d-ir- (r/ + /;J d \ f_i_y
ÎVous aurons encore
d'après les principes d'approximation ; de même 1 2/
ir if^ste donc
— • -T OU bien r = — r-r/' d d-
\l>l•^u:.\•lI(l^s imiysi^hies. i83
m. Chcrclioiis oiibiiile l'action niutiicllc de deux ninuiitls trèsprtits ^rig. 27).
Ces deux aimants, stipposcs mobiles, s'cinangeront naturelle- Fig. ,-. mentdans une position telle, que deux pôles
de noms contraires se regardent et rpie les aiguilles soient sur une même ligne droite (nous admettrons, comme dans le problème " " précèdent, que les deux aimants sont si-
tués dans le même })lan , qu'on peut supposer horizontal ).
Soit donc 00' =: d {fig. 27 ) la distance des milieux de ces aiguilles, et soient nb=z9.l, a'b'=:7.l' leurs longueurs respectives, qui sont très- petites relativement à d; soit encore /l'action répulsive ou attractive d'un pôle de ah et d'un pôle de a' b', à l'unité de distance; nous indiquerons par F l'attraction résultante, car il est évident que cette résultante sera attractive, puisque les pôles rt et b' qui se regardent sont de noms contraires. Cela posé, les actions dues à b' seront
et celles de n'
[d-h i-hi'Y
{d-hl'
ce qui donne
Frf^
Pour calculer F, on est porté à remplacer, comme on la lait tout à l'heure, une quantité telle que
2(/'-hO.
mais il serait facile de voir, et d'ailleurs nous le vérifierons bientôt, que si Ton opérait de cette manière, tout ce qui a rapport à / et à /' disparaîtrait. Cela tient à ce que, dans le développement rigoureux de toutes ces quantités, les termes de première puissance en / et F se détruiraient, et qu'il faut alors, ainsi qu'on l'a vu dans le n" 1, recourir aux termes de seconde puissance.
Nous poserons donc, par la méthode des coefficients indéterminés ,
ce qui donne
i = ( I -+- 2 £ -1- s- ) ( .\ 4- B£ + Ce ou bien
= A-h Bs + C£%
n trouve
donc
où enfin
et
Si donc Ion pose successivement
on aura
3 (/' -\- ly
2 ( /' -f- /; 3 ( /' -+- ly
/) 3(1'— ly
Ou voit (jue les termes dn premier degré se détruisent , eomnie
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nous l'avions annoncé, et qu'il reste, par une première réduction,
et enfin
MOUVEMEi\T DU PENDULE.
71. Soit un pendule simple suspendu en O [fig.iQ), et que l.i„. 28. l'on écarte en OB de la verticale OA pour
le laisser ensuite osciller librement ; soient / le rayon OA de l'arc qu'il décrit , g la ;.'ravité au lieu de la terre où l'on se trouve; enfin soit AD = h la portion de la verticale interceptée par la perpendiculaire BD sur OA. Les Traités de Mécanique donnent la formule suivante pour déterminer le temps T d'une oscillalion, c'est-à-dire l'espace de
temps que met le pendule à tomber du point B pour se relever
de l'autre côté en B' à une hauteur AB' =: AB :
2/ il
Mais si l'arc AB est très-petit , la distance verticale h est elle-
inème très-petite par rapport à 2/; on néglige non-seulement
ses puissances supérieures, mais aussi le rapport — lui-même.
Alors le temps de l'oscillation est sensiblement indépendant de l'arc AB, pourvu que cet arc ne dépasse point 3 ou 4 degrés, et il reste la formule généralement connue
Pour donner un exemple de dcmonstralion .ipproximalive
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nous rappellerons le raisonnement par leqiiil on arrive à ce résultat si important.
Soit E l'écart total , c'est-à-dire la longueur de l'arc AB , il est facile de voir que
Varc AB pouvant être confondu avec sa corde : cela' tient à ce que, si l'on joint le point B à l'extrémité C du diamètrc^vertical , le triangle CBA est rectangle en B. Soit l'arc AM = c <^E; on aura, à plus forte raison,
AP = -,
«i MP est perpendiculaire sur OA.
Or, quand un mobile tombe sur un plan incliné, hypoténuse d'un triangle ABC rectangle en A (nous n'avons |)oint iiguré ce triangle qu'il est facile de se représenter ) , ce mobile possède, après être arrivé de C en B à l'extrémité de l'hypoténuse a , la même vitesse que s'il était tombé le long du côté vertical CA = ù ; en effet, on sait, par le parallélogranmie des forces, que l'accélération g' dans le mouvement sur l'hypoténuse est diminuée dans le rapport de ce côté vertical h avec a, c'est à-dire que l'on a
Mais, quand le mobile arrive suivant CA, sa vitesse en A est
c = \ligb; <iuaiid il arrive suivant CB , sa vitesse en B est
\'ig'a,
<'c qui montre que
Cela pose, comme l'arc BA et, en général, une ligne quelconcjuc peut être considérée comme une suite de j>lans inclinés , on voir fjue la vitesse du mobile tombant do B en A sera la même que s'il était Jombé de D en A.
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Donc la vitesse de B au point A, c'est-à-dire la vitesse maximum , sera
de même la vitesse de M en A sera
Vf
et celle de B en IVl sera
sriE'—e-]
Cherchons à comparer cette vitesse variable à une vitesse constante.
Soit un cercle de rayon AB = E [Jîg- 29); le mouvement os-
^ cillatoire du pendule pourra être remplacé
par une oscillation de B en B' sur le diamè-
^' tre du nouveau cercle : or je dis que ce
mouvement correspondra à nn mouvement
uniforme sur la demi- circonférence BDB',
avec la vitesse constante E
En effet, soit pris sur la tangente en un point quelconque N, une vitesse mesurée par la distance
sa projection NS sur AB se trouvera de la manière suivante; suit AM = t", M étant le pied de la perpendiculaire abaissée du point N sur AB : nous aurons
NS _MN
NR~ÂN ' re qui revient à
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d'où l'on lire
KS
^.JEs:<
c'est la vitesse trouvée au point M de la J/g. 28.
Par conséquent, le temps ï d'une oscillation sera celui (juc mettra un point mobile à parcourir la donii-oirconlVrence
BDB' = n K avec la vitesse uniforme K \/ j 1 «^e (]ui donnera
T = - ^Ji _
et enfin
Vî
MlUOIRS SPIIÉRIQLES.
1*1. La rédexion de la lumière sur les surfaces courbes, et en particulier sur les surfaces sphériques, donne encore lieu à beaucoup d'applications des formules approximatives. Nous allons en examiner quelques-unes des plus simples et des plus importantes, en joignant au calcul la construction géométrique des images, qui est indispensable pour avoir une idée nette de leur position.
I. Considérons d'abord un faisceau de rayons parallèles tom
Fig. 3o. bant sur une portion AM de miroir sphé-
rique concave [fig. 3o). Soit OA celui
de ces rayons qui passe par le centre O
de la sphère; menons arbitrairement par
OA le plan de la figure, et soit dans ce
]ilan un rayon SM qui rencontre l'arc de
grand cercle AM en un point M très-rap-
proclié de A. La normale, c'est-à-dire le layon OM, faisant avec SM
ef avec OA l'angle / d'incidence, on sait que l'angle de réflexion
OMF, conq>ris aussi dans le plan <1<' la figure, sera encore égal à i.
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Mais rot aiii^lo / ctaiU très-petit, puis(|iu' iM est très-iapproclic de A , je dis que le point F où MF rencontre OA est sensiblement le milieu de ce rayon OA do la s|)hère.
En effet , soit FP perpendiculaire sur O.M : nous remarquerons que le triangle OMF est isocèle, puisqu'il a deux angles égaux ; <lonc
OP ^ a,
la étant le rayon 0!M ; par conséquent,
n =r OF cos / :
mais l'angle / étant très-petit, son cosinus est presque égal à l'unité, et il reste
OF = a.
Aussi le milieu du rayon de la sphère parallèle à la direction commune des rayons lumineux s'appelle /"«/<?/■, parce que c'est là que se concentrent, pour les rayons voisins, la chaleur et la lumière émanées du soleil dont chaque point nous envoie des faisceaux parallèles, à cause du grand éloignement où nous en sommes.
II. Cherchons maintenant l'image d'un point lumineux quelcon-
Fig. 3i. que P (7%. 3i). Joignons PO, qui
rencontre le miroir en A, le rayon
OA de la sphère étant toujours égal
à 2«. Soit PM un rayon incident
qui rencontre le miroir en ]M de
telle façon que, dans le plan MPA
^x de la figure, l'arc AM soit très- petit.
Ce rayon incident et le rayon réfléchi MP' font avec la normale
OM le même angle /, et comme MP' est dans le plan de la figure,
cette ligne coupera l'arc POA en un point P' ; il faut prouver que
les rayons incidents qui s'écartent peu de l'axe ont des rayons
réfléchis qui passent sensiblement en P'.
Nous avons l'angle
O = / H- P et aussi P' =
donc
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Comme tous ces arcs sont très-petits, nous pouvons les remplacer par leurs tangentes : la figure nous donne
„ MN ^ MÎV , MN
en appelant MN la perpendiculaire abaissée de M en N sur l'axe PA. Mais remarquons que nous pouvons aussi négliger la quantité AN par rapport aux distances NP , NO, NP', qui sont beaucoup plus grandes; nous j>ourrons donc remplacer, dans les dénominateurs des expressions précédentes, NP par AP=:/», NO par AO = 2a et NP' par AP' = /j'; nous remarquerons même que ce changement diminue la valeur des tangentes en augmentant leurs dénominateurs, et donne, par conséquent , une erreur en sens inverse de celle que l'on commet en prenant les tangentes à la place des arcs, puisque les tangentes sont plus grandes que les arcs.
Nous aurons donc, en supprimant le facteur commun MN , la relation
1 I II , . I i :
— — =: ou bien — I ^^ = - •
Nous aurions pu trouver directement, par un raisonnement
analogue, la position du foyer principal F; mais on la retrouve
comme cas particulier de la formule précédente , en supposant
/; infini : il reste alors
Les points P et P' s'appellent /ojer^y conjugués , parce que l'un d'eux est 1 image de l'autre. En effet, la figure montre que, si P' était un point lumineux , réciproquement son image se trouverait en P; la formule indique la même symétrie entre p et p .
On peut observer que ces foyers conjugués divisent hnrmoniqucment la droite AO , c'est-à-dire que l'on a
AP.OP'= OP.AP
En effet , cette équation revient à
p. [in —p') — {p - ia)p'
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ou Incn
ap + ap = i>p , ce (jiii ncst autre chose (jue la relation déjà trouvée
III. Cherchons maintenant l'image, non j)his dun point, mais d'un objet, tel que la flèche SP [fig- Sa).
Pour cela, nous commencerons par démontrer cpie l'image Fig. 32. d'une droite est une droite parallèle à
l'objet quand l'angle w, sous lequel, du centre de la sphère, on verrait cet objet, est suffisamment petit ; nous supposerons aussi que le plan, mené par le centre de la sphère perpendiculairement à la droite, coupe cette droite sur l'objet lui-même en un point P ; alors l'axe sera POA , et soit S le sommet de la flèche, nous aurons l'angle
SOP = w ,
sous lequel nous verrons l'objet ou du moins la portion d'objet SP. .
Nous avons vu comment on déterminait sur l'axe l'image du point P, au moven de la formule
P P " INous pouvons aussi chercher directement l'image de S, enjoignant SO, prolongé jusqu'au miroir en B , et divisant harmoniquement le rayon OB, relativement au point S, ce qui se fera par la formule
dans laquelle
BS =
et
BS'
iMaintenant du point S' abaissons sur l'axe la perpendiculaire S' P', il faut prouver que le pied P' de cette perpendiculaire est l'image du point P.
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Le triangle SOP donne
OP = OScosw, on bien, puisque &j est très-petit,
II I
P // ~ rt ' donne
AP' = p'.
Ainsi r image de la droite SP est une droite parallèle S' P'.
On peut aussi comparer la grandeur de l'image a celle de l'objet. Soient
SP = h , S' P' := h' ;
les triangles semblables SOP, S'OP' donnent la proportion
/l p — 2 rt
— // 2« — p' car h et k' sont ici de signes contraires, et la figure donne 0P=/^ — 2rt, 0P'=:2rt— y/:
or la formule
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nous (loimo aussi
\ i \ p — <i , on
p' a p np p — a
«i'où
an np — xa'' a [p — 2fl)
•xa — p' =z in — - - = — =^ —^ • :
par conséquent,
Si donc p"^ on, on trouve
;\insi, quand l'objet est nu delà du centre , l'image est plus petite que l'objet.
Dans le nicme cas, nous remarquerons que l'iniage est toujours comprise entre le centre O et le foyer F. D'abord, P' ne peut être contenu entre le miroir et le foyer, car il en résulterait
p' <^ n et positif, ce qui donnerait
on aurait donc, par la formule 'oiinue,
- -C! o ou y-* <C ^ >
ce (|ui est contre riiypothèsc, puisqtie nous comptons les quantités positives de A vers 0 Ensuite
p' < 3. rt ; en effet, la formule
dans la(juelle nous supposons
pj>'}.a et.parsuile, -<i — r
p -xa
nous donne
ou bien
p' -^ la
et
//< in.
Si l'objet passe en S' P', l'image revient en SP ; ainsi, réciproquement, quand l'objet est en deçà du centre , l'image est plus grande que l'objet .
Enfin , si nous supposons p <^a , nous avons p' négatif et //' positif, c'est-à-dire que l'image est droite au lieu d'être renversée, et virtuelle ou située de l'autre côté du miroir. Alors ce ne sont que les directions des rayons lumineux et non ces rayons euxmêmes qui concourent sur cette image.
IV. Il nous reste maintenant à indiquer comment on peut construire, d'une manière très-.simple, les images réelles et virtuelles. Pour construire limage du point S 'fig- Sa), il suffit de connaître la direction de deux rayons réfléchis : nous choisirons d'abord le rayon SB qui passe par le centre O et qui est réfléchi suivant lui-même, et ensuite le rayon SM, parallèle à l'axe et qui donne, comme nous l'avons vu, un rayon réfléchi passant par le foyer principal F. Le point S', image de S, sera donc placé à la rencontre des droites SO et MF; enfin on abaissera S' P' perpendiculaire sur l'axe.
Nous avons vu que, réciproquement, si S' P' est l'objet, SP sera l'image : donc, en appliquant la construction précédente, si nous menons S' M' parallèle à l'axe, et si nous joignons M' F, celte droite devra passer au point S; nous obtenons ainsi une vérification pour reconnaître si w est trop grand.
Si l'objet est entre le foyer et le miroir, on obtient par la même construction {fig. 33) une image virtuelle S' P', droite et plus grande que l'objet , comme le prouve la comparaison des triangles OSP, OS'P'.
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KnHn, dans un niiiuir concave (yfg'. 34), le foyer F est virtuel, cl l'on n'aura jamais d'ima^'e réelle. La construction nous fait donc trouver l'image S' P' droite, virtuelle et plus petite que l'objet, comme l'indiquent les triangles OSP, OS' P'.
MILIEUX KEFRIXGEXTS ET LEXTILLES.
75. Nous allons indiquer maintenant les solutions analogues pour les problèmes relatifs à la réfraction ; mais nous aurons soin de compter toujours les quantités positives dans un même sens et les quantités négatives dans l'autre sens, à partir du changement de milieu : c'est une attention que l'on néglige d'ordinaire dans cette circonstance.
I. Considérons la surface sphérique AM {fi^. 35) dont le centre Ï^'C ^^- este, et qui sépare deux milieux
différents. Le moins réfringent, l'air par exem|jle, dans lequel se trouve le point lumineux P, est du même côte que le centre, c'està-dire du côte de la concavité. INous admettrons, pour fixer les idées, que l'autre milieu soit le verre.
Menons le rayon CP, qui lencontrc la sphère en A, et représentons le rayon CA par R; du point P imaginons un rayon lumineux (|uelconque P.M , pourvu cependant (juc l'arc AM soit suffisamment petit; ce ravon se réfractera suivant MR , en se rapprochant de la normale MC, et la direction pif)longée du rayon réfracté viendra couper l'axe en P,; nous poserons
AP=/>, AP
et les données (|uc nous avons prises ont l'avantage de rendre R , p et /?, tous trois positifs.
L ani'le d'incidence est
i — CM P
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et l'angle di; rrlVarlioii
mais comme ers angles sont liès-petits, au lieu de la formule connue
^in / = // si II /,
nous pouvons roiic
Mous avons, du reste,
P = C + / et P, = C + r.
l.n première égalité devient
P — C -I- ///■ m C + « (P, _ C) = // P, — (rt — l] C,
d'où l'on tire
Si le point luuiineux Pavait été placé au delà du centre, P, aurait toujours été compris entre C et P; cependant la figure aurait été un peu différente, mais le résultat eût été le même, conmie il serait facile de s'en assurer directement.
En remplaçant les arcs très-petits P, , P et (; par leurs tangentes ^ comme on a frîit pour les miroirs, la formule
,il\ — P — i/i — i) C
devient
II. Celte formule sciv ira généralement à passer li un milieu à wn autre, et elle sera facile à modifier suivant les circonstances. Si la surface sphéiiquc de sé|)aration tourne sa convexité vers !e point P, changez le signe de R, puisque C et P seront alors de côtés opposés du point A. Si le rayon lumineux passe du verre dans l'air, an lieu de passer de l'air dans le verre, changez n en
— : quant an signe de yj, , il seia déterminé par la formule elie-
mème.
Supposons que l'image virtuelle trouvée en P, serve elle-même
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d'objet, lo rayon rofracfi' MR soitaiit du vciit pour rintrcr dans
l'air par une nouvelle surface sphcriquo de st|)aratiou ronvoxe
vers P,; il faudra faire à la fois les deux chanf^einents (pio nous
venons d'indiquer, ce (|ui donner.i
«/? ~yÂ~ — R' "
Ici R' est le rayon delà nouvelle sphère; le point P,, (jui tout à riienre était Timage, doit être maintenant regardé comme l'objet, et la seconde image sera en P' {/îg. 36).
On voit qu'il s'agit de chercher le point P' où la ligne d( s deux
centres C et C est. coupée par la direction prolongée du rayon emer;;cnt MF. à travers une lentille biconcave. Seulement, afin ([ue les deux formules puissent coexister, il faut admettre, ainsi que pour les autres lentilles, que le point lumineux P est placé sur ce, et aussi que Ton peut né.;',liger l'épaisseur de la lentille, puisque la réunion des formules suppose (jue A et A' sont confontius en un seul point.
La seconde formule devient
ITk'
Ajoutons la première lormule
P^ afin d'c'limiuer /^,, il reste
■Ms-n-,
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On en conclut
donc p' est toujours positif, c'est-à-dire compte de A en C Ainsi, dans une lentille biconcave, l'image est toujours virtuelle. Le maximum de p' aura lieu pour j) zzzzo . Soit alors
AF = a
ce maximum de //, on trouve
et la formule devient
P' P^ " Comme les rayons lumineux peuvent venir du côte de C aussi bien que du côté de C, on conçoit qu'il existe un point analogue F' vers C, et comme les distances AF et A' F' sont égales, puisqu'elles sont données par la formule
il en résulte que les deux foyers sont à égale distance de la lentille^ même quand R et R' sont différents.
Ici la lentille biconcave étant divergente, ces deux foyers principaux sont eux-mêmes virtuels.
III. Pour passer ù la lentille biconvexe, il suffit de changer les signes de R et de R' et la formule devient
en posant toujours
( * ) Dans la plupart des Traités de Pliysique, on écrit la formule de la
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Ici j) = ce (lonnr
foyer principal réel , où se réunissent la chaleui el la luniiéic du soleil.
Cette formule
P P' ~ « tlonne
III ap
-= et // = ^
On voit que p' est négatif et réel si ti <^p^ mais positif et virtuel si a^p. Enfin, si az=zp, on trouve
résultat inverse de celui qui donne
p' =. a pour p =: ce ■
En effet, les quantités p et — // sont réciproques, c'est-à-dire que l'objet et l'image échangent leur position, comme pour les miroirs.
Si les deux centres des faces de la lentille étaient (lu même côté que le point lumineux , on aurait
La lentille serait divergente si R'^^R, et convergente si R'<^R. On sait, en général, qu'une lentille est divergente quand elle est plus épaisse aux bords qu'au milieu, et convergente dans le cas contraire.
lentille biconvexe de la manière suivante :
mais alors il faut regarder/? et p comme tous deux positifs, quand ils sont comptés de côtés opposés de la lentille. Du reste, f> el — /?' sont toujours symétriques dans noire formule.
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Pour trouver la formule dans le cas où les deux contres sont dn côté opposé au point lumineux, il sufKt de changer les signes des rayons R et R', ce qui donne
Dans la première formule, R représente le rayon de la circonférence la plus rapprochée du point lumineux. C'est le contraire dans la seconde.
Si Tune des faces était plane, le rayon correspondant, R' par exemple, serait infini , et l'on aurait
IV. Nous allons maintenant faire voir que, si l'axe delà lentille passe par l'objet, et si d'ailleurs cet objet est une ligne droite suffisamment petite et peu inclinée sur l'axe, l'image est une droite parallèle à l'objet.
Pour démontrer ce résultat, il n'est pas nécessaire de considérer la lentille elle-même, mais seulement le passage d'un milieu à un autre; car la proposition étant établie pour un indice de refraction quelconque, sera vraie pour le passage de l'air au verre, puis du verre à l'air, et se trouvera démontrée pour la lentille.
Du centre C de la surface sphérique qui sépare les milieux Fifj 3-. iJ^^- 37). menez un plan perpen-
diculaire à l'objet SP , et qui coupe cet objet lui-même en P, parce que SP étant peu incliné sur l'axe de la lentille et rencontrant cet axe, les plans menés perpendiculairement à la direction de SP par les différents points de de l'axe, tel que C, rencontrent SP, ou du moins en passent à une distance très-petite.
Soit donc SP l'objet ou la portion d'objet perpendiculaire au rayon (;A = R, soit AP = /'; nous avons trouve l'image du
M'PI.ICATIONS l'HYSIQUKS.
poiiU P j)ar la ronniik-
dans laquelle AP=ya, et n est l'indice de réfraction en ])assant de l'air, où est le point lumineux P, dans le verre terminé à la surface AM. Nous pouvons aussi chercher directement l'image de S en joignant SC prolongé jusqu'à la surface en B, et écrivant la formule
dans laquelle
BS = .? et ES, =:,v,.
3Iainlenant du point S, abaissons sur CA la perpendiculaire S, P,, il faur prouver que le pied P, de cette perpendiculaire est l'image du point P.
L'angle C des triangles CSP, CS, P, étant très-petit, on en conclura, comme dans le passage correspondant de la théorie des
miroirs,
es :^ CP , d'où .y = p ,
de même
CS, =:CP,, d'où AP, = ^, ;
donc la formule
devient
AP
ce qui, par comparaison avec
n I n — I p, /?~ R ' donne
AP, =/;,
Ainsi, l'image de la droite SP est une droite parallèle S, P. D'après ce (pie nous avons vu au commencement de cet article, cette
proposition est vraie, non-seulement pour le passage d'un milieu à un autre, mais pour l'image due à la lentille elle-même,
V. Pour reconnaître si l'image obtenue à travers une lentille est droite ou renversée, et si elle est plus grande ou plus petite que l'objet, il suffit généralement de considérer la construction géométrique de cette image telle que nous la ferons bientôt. Cependant nous allons établir ce rapport d'une manière générale.
Voyons d'abord ce qui arrive au passage d'un milieu à l'autre {fis- 37)- Les triangles semblables CSP, GSiP, donnent
h CP R — p
h, CP, R-/?,
en posant
SP = /i, SP, =//,.
De plus, la formule
donne
lu
et, par conséquent ,
donc
et l'on trouve
Prenons toujours, comme nous l'avons fait jusqu'ici, l'exemple de la lentille biconcave; l'image définitive sera h', et //, deviendra
l'objet. Nous prendrons p,, — R' et - à la place de p, R et n.
La dernière formule devient donc
h' R' \/i / nli'
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Mais nous avons
n R H- ( « — I ) ;, ' ce (|iii donne
K _ , R/^(^/ - i) _ RR^+ [n — i)/;(R 4- R')
ot enfin , puisque
on trouve
ou bien
h' ~ RR^
ce qui revient à
Cette formule fait voir que, pour la lentille biconcave, l'image sera toujours virtuelle, puisque le rapport — étant positif, cette
image sera toujours du même côté que l'objet. De plus — ^ i,
c'est-à-dire h '^ //, ce f[ui prouve que l'image est toujours plus petite que l'objet.
En changeant convenablement le signe de R ou celui de R', on aura les résultats analogues pour les lentilles convexo-concaves et concavo-ronvexes. Enfin , si on les change tous deux , on a la formule
ou bien
II' a
relative à la lentille biconvexe, et que nous dis<'iilcroiis bientôt.
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VI. ^ous devons encore nous occuper d'un point très-important dans la théorie des lentilles, et rpie Ton appelle le centre optique.
Lorsqu'un rayon lumineux tombe sur un milieu à faces parallèles, il se dévie entre ces deux faces; mais l'on sait que le rayon émergent est parallèle au rayon incident. Or il existe dans une lentille de forme quelconque un point tel, que tout rayon réfracté (pii y passe correspond à deux rayons, l'un incident, l'autre émergent, qui sont parallèles entre eux.
Pour trouver ce point , menons les rayons parallèles CM , -''Ht- ■^S- CM' (/^. 38) et joignons
Am MM', qui coupe CC en O ;
nous aurons
CO R C'0~ R
ce (pii , joint à la relation
CO4- C'0==CC', détermine le point O.
On voit (|ue ce point est le centre optique indiqué, car la direction MOM' est arbitraire, et les plans tangents en M et M' aux surfaces sphériques étant parallèles, la lentille jouera le rôle d'un milieu à faces parallèles, pour un rayon incident qui se réfractera suivantMOM' et qui émergera, par conséquent, dans une direction parallèle à celle de l'incidence.
La direction du rayon incident ne sera donc point changée par .son passage à travers la lentille, mais l'on admet encore qu'il ne sera point dévié parallèlement à lui-même, parce que l'on néglige l'épaisseur de cette lentille. Ainsi, les rayons qui passent en O suivent leur chemin en ligne droite.
Si les deux rayons de courbures sont égaux dans une lentille biconcave ou biconvexe, le centre optique est évidemment au milieu de AA'; mais il n'en est pas de même si ces layons sont inégaux : ce point O peut même être en dehors de la lentille pour certaines formes de lentilles.
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VII. Nous pouvons ii)aiiit<Miaiil construire ^fonhiiiciucnicut les iniatiies obtenues par les lentilles.
l'"'G- :*!)• SonSV{fig.5ç)j
l'image perpendiculaire à l'axe CC; soient O le centre optique , et F, F' les foyers princi- ]>au.\ (ietermiiK's de part et d autic de la lentille. On sait que
F= OF
même tjuand les rayons des deux sphères sont inégaux; mais on voit que le foyer F, relatif aux rayons lumineux vmant dans le sens PO, est de l'autre côté de la lentille converj;ente.
D'après la propriété du centre opti(jue, le rayon lumineux SO ne sera point dévié; donc l'image S' de S sera sur celte direction. Ensuite menons SM parallèle à l'axe et joignons MF (en négligeant toujours l'épaisseur de la lentille; ; nous savons que MF sera la direction du rayon émergent correspondant à SM : donc S' sera aussi sur MF et, par conséquent, se trouvera au point de rencontre de SO et de MF. De ce point S' abaissons S'P' perpendiculaire sur l'axe ; nous savons que P' sera l'image de P, et que S'P' sera l'image de SP en grandeur et en direction.
La construction précédente est parfaitement générale et s'étend à toutes les lentilles divergentes ou convergentes, et à routes les ])ositions relatives du point lumineux et de l'image. Cette fois, nous avons figuré la lentille biconvexe pour laquelle nous avons trouvé les formules
- - et -
ce (pii donne
résultat auquel on parviendrait d'ailleurs avec les autres lentilles, et qui se démontre, indépendamment du calcul, par \w comparaison des triangles semblables OSP, OS'P'.
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Mais dans l'exemple que nous avons choisi (Jig. Sg), il est clair
que/; = GO donne
/?' = — n et h' =^ o ;
c'est-à-dire que les rayons parallèles à CC et tombant sur la face MA forment leur image réelle en F, de l'autre côté de la lentille, à la distance FO = a.
Quand SP s'approche vers le point F', l'image est toujours réelle et renversée dans cet intervalle, mais elle est d'abord plus petite, et ensuite plus grande que l'objet : pour saisir l'instant où s'opère ce changement, cherchons dans quelle position l'image sera égale à l'objet; il faudra que l'on ait alors
/7 = — ' puisque les directions de // et de // sont opposées. Alors
I — - = — 1 et - = 2 , a a
ou bien
et l'on trouve aussi
IjA^g. 39 représente cette position limite.
VIII. Quand l'objet, après être arrivé en F', continue à se rapprocher de la lentille, p <^a et — est positif, ce qui prouve que
l'image est droite; mais aussi y^ <^ i , donc l'image est plus grande
que l'objet : enfin la relation
// ~ /> a donne
et l'image est virtuelle {fig. ^o). On a d'ailleurs
puisque
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Une initilli' de convergence, considérée sons ( »■ point <le vue il( verre grossissant, s'appelle qiiel(|uefois loupe , ou microscope simple. C'est ainsi que sont faites les lunettes des presbytes; l'œil qui
est placé vers A' voit l'objet SP en S' P', c'est-à-dire éloigné et ramené à la distance de la vision distincte. Cependant on n'a pas toujours conscience de cet éloigneincnt, parce que l'image est plus grande que l'objet, et que l'on est habitué à croire qu'un objet se rapproche quand ses dimensions augmentent.
On ])eut faire une observation analogue relativement aux lentilles (le divergence qui servent pour les myopes à rapprocher les
images à la distance de la vision distincte. La fig. 4i montre comment un objet SP est vu en S' P' par un œil placé du côté opposé de la lentille; comme l'image est plus petite que l'objet, on ne s'aperçoit pas qu'elle est rapprochée.
On sait que M et M' se confondent quand on néglige l'épaisseur de la lentille.
CAUSTIQUES
7-5. On appelle caustique ^t'Av réflexion ou par réfraction le lieu géométrique des points où se coupent les rayons réfléchis ou réfracies consécutifs. Ce lieu est une surface; mais quand le milieu réfringent ou le corps réflecteur sont termines par des surfaces de révolution, et que le point lumineux est situé sur l'axe de révolution , il est clair que la caustique sera elle-même une surface de révolution engendrée par la ligne caustique que détermine un méridien quelconque passant par l'axe; il suffira donc d'étudier cette causti(|ue linéaire.
Ciia(|ue point de la caustitjue recevant au moins deux rayons
Fifj
ol \ P'
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luiuineiix, est plus brillant quo 1 espace environnant , cl le foyer où la caustique passe évidemment est encore plus lumineux; ce point est le foyer conjuj^aié, c'est-à-dire l'image du point lumineux, et c'est le fover principal si les rayons incidents sont parallèles. Du reste les caustiques, de même que les foyers, peuvent être réelles ou virtuelles.
I. ]Nous considérerons seulement la caustique d'un point lumineux relativement à un miroir sphéricpie , parce que ce cas particulier donne lieu à une construction très-ingénieuse, due à Petit. Soient PA et PB [fig. 4^) deux rayons lumineux consécutifs
émanés du point P, et P' l'intersection des rayons réfléchis correspondants ; ce point P' sera un des points de la ligne cherchée , qui par sa révolution autour de l'axe PC passant par le centre C du miroir, engendre la surface caustique. Soit o la variation commune de l'angle d'incidence et de l'angle de reflexion quand le point d'incidence passe de O en I. Les angles
d'incidence POR , PIS ont pour mesure -AH et - BD , ce qui ^ 2 2
donne
AB -I- DH = KG — DH, - DH = KG — AB
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Nous remarquerons ensuite que les triangles PIO , PAB sont semblables, car il est clair que les tangentes en I et en B font le même angle avec la droite PIB; de|mème, les triangles P'IO, P'EG seront semblables, les arcs AB , 10, EG ôtant assez petits pour qu'on les considère comme des éléments rectilignes.
Cela posé, désignons par p la distance PI du point lumineux au point d'incidence, par p' la distance correspondante IP' de ce point d'incidence au point de la caustique, et par ^n \a. longueur IB ou IG ; nous aurons les proportions
AB _ ^a-hp EG _ 4»—//
Ôï ~ p ^* Ôf ~ p' '
De sorte que l'équation
2 DH = EG — AB devient
2DH = 01.^ r-^ — OI.^î—
Mais
donc
ou bien et encore
P DH
ipp' =z ^np — -xpp' — 4 np\ pp' =^ ap — ap' ;
ce qui donne enfin
p' p~ fi
Le miroir représenté dans la figure étant convexe, la caustique
est virtuelle. Si le point P était à l'intérieur, on obtiendrait
et la caustique serait réelle
II. Ce système de coordonnées permet donc de construire la • auslique pour une position quelconque du point lumineux. Si
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p = cx:> , (•'cst-à-cliie si les rayons incidents soni parallolos, il reste
Mais, sans avoir recours à ce résultat du calcul, nous démontrerons encore le théorème suivant :
Si des rayons lumineux jjarnllèles à une droite AP [/îg. /^Z) tombent sur un miroir spliérique concave dont MPN est un grand cercle, la ligne caustique correspondante à MNP est répicycloïde intérieure engendrée par un cercle dont le rayon est le quart du rayon de la sphère.
L'cpicvcloïde, conrhc que nous étudierons jdus tard, est engen- <lree par le mouvement d'un point pris sur une circonférence (piand cette circonférence roule sur une autre circonférence. Comme cette rotation peut avoir lieu à l'intérieur ou à l'extérieur de la circonférence fixe, il y a des epicydoïdes intérieiu-es et extérieures.
Considérons un rayon quelconque EB <pu se réfléchit en BG', de manière que l'angle EBA = ABG';soit F le milieu du rayon
AP de la sphère. Du centre A et du rayon AF décrivons un cercle qui coupe AB en D; du milieu C de BD comme centre et du rayon CD -^^ CB, décrivons le cercle mobile indiqué par le ihéorème, et soit G le point où il est coupé par le point lumineux EB :
l'angle DGB sera droit, puisque DB est un diamètre; par conséquent, DG est parallèle à AE ; donc soit la corde de ce cercle DG'= DG, le rayon réfléchi sera B'G, perpendiculaire à DG', puisque l'angle G'BD =: GBD.
Cela posé, le point G' sera sur répicycloïde indiquée, la circonférence mobile de centre C partant du point F que la rotation porte en G'. En effet, l'angle G' BD .=: DBG est complément de l'angle DAE, et, par suite, égal à l'angle FAD. Or, G'BD a pour nif sure, comme angle inscrit, la u)oitié de l'arc G' D, et l'angle au
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centre FAD a pour mesure l'arc FD ; donc l'arc G' D est égal en longueur à l'arc FD dont le rayon est double, ce qui prouve, en effet, que le point G' parti de F décrit l'épicycloide indiquée. On peut aussi regarder cette épicycloïde comme engendrée extérieurement par la révolution du cercle C autour du cercle AD.
Pour achever de faire voir que cette courbe est le lieu géométrique des intersections consécutives des rayons réfléchis, il faut encore prouver que la droite BG' est tangente en B' à l'épicycloide : pour cela, il suffit d'observer que le cercle C roulant sans glisser sur le cercle AD, la ligne DG' peut être considérée comme le rayon d'un cercle de centre D et avec lequel est décrit l'élément G' de la courbe; donc DG' est une normale, et, par suite, BG' une tangente à cette courbe.
On voit d'ailleurs que F est le foyer principal du miroir.
MESURE DE LA PROFONDEUR D'UN PUITS
7S. Nous terminerons ce chapitre par une nouvelle application de nos principes d'approximation à un problème relatif à la fois à la pesanteur et à l'acoustique, et dont voici l'énoncé.
On a laissé tomber une pierre au fond d'un puits; au bout de n secondes on entend le bruit de la chute : on demande la profondeur du puits.
La vitesse de propagation du son dans l'air est
/p = 333'"Vn- ^^ a étant le coefficient de dilatation de l'air que nous avons déjà exprimé par - — : ainsi, cette vitesse sera 333 mètres à o degré, et à 3oo
peu près 339 mètres à 1 o degrés. La pression atmosphérique ne figure point dans cette formule, parce que, d'après la loi de Mariette , elle fait varier la densité de l'air dans la même proportion que son élasticité.
La formule
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donne
/ae
pour le temps <lr !;• chute. D'ailleurs le son parcourant i mètie
nntle — ■> parcourr P
en une fraction de seconde -, parcourra e en -; donc
ce qui donne
et l'on obtient l'ecjuation
(•'' — 1 tip \ri-\ ) -\- "'/>' ^^^ ^•
Comme n''p'^o, on voit que les deux racines sont de même signe et, par conséquent, positives; cependant, de ces deux racines qui se présentent sous la forme
il est clair qu'une seule convient à la question , et je dis que c'est celle dans laquelle le radical est pris négativement. En effet , si l'on prenait le signe positif, on trouverait e'^pn : or, si l'on avait seulement e=pn, il en résulterait, d'après l'équation
t / — de la chu
que le temps t / — de la chute du corps devrait être nul ; donc,
à plus forte raison, l'on ne peut avoir e'^ pn, et la valeur cherchée est
D'après la formule que nous avons posée pour la vitesse de propagation du son , il est facile de voir que, dans les circonstances
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ordinaires de lenii)Oialun' , un peut [ireiidrc , sans cneui sensible ,
/?= 340 mètres.
Knsiiite on sait (jue g = 9'" ,8088 à Paris ; on pont <lonc prendre , à une nnite près ,
et la formule devient
Maintenant nous allons la simplifier par les méthodes connues d'approximation.
Nous avons trouvé (27) le développement, par le binôme de
Newton, de la quantité (i -+- e)' , où e est supposé suffisamment petit : calculons les trois premières puissances de e, et même la quatrième, afin d'avoir une évaluation de l'erreur; nous trouverons
le I / I
jriTr-
ce qui donne
* 2 8 ib 128
Nous pouvons transformer le radical de la manière suivante :
V^( 34 )' -+- 34 . 2« = 34 4/ 1 -h II = 34 y'"
en posant
Remplaçant donc c pur cette valeur, nous avons
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Effaçant donc les termes qui se détruisent , on trouve
,2.34 2.(34r ■ 8.(34)^ Si nous négligeons le dernier terme, i! reste
et nous nous arrêterons à cette formule approximative, très- facile
à calculer, car il suffit, pour avoir la correction 7ry-i de multi-
n plier 5 «^ par 5-7-
Ainsi rt = 3 donne
<' = 4' mètres; « =: 5 donne
e =: icj mètres.
Ces résultats s'approchent , à i mètre près, de ceux qui seraient donnés par la formule rigoureuse
C'est une approximation plus grande qu'on ne pourrait l'attendre du dernier terme négligé
cela tient à ce que l'erreur commise en supprimant ce terme est opposée à celle que l'on fait quand on pose
On comprend du reste que la formule rigoureuse elle-même ne peut donner qu'une appréciation grossière, à cause de la difficulté d'évaluer/;), mais surtout parce qu'il est impossible de mesurer le temps d'une manière suffisamment exacte pour connaître avec précision la profondeur cherchée.
(iiAirmi siMiMC. — iNTi ni'iii \ I IONS.
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70. Si Ton donne' n -+- i valeurs .»•„ , x, , .r. , . . . , >„ d'une variable .r, et les valeurs correspondantes )o, j) i , 72,. . ., yn d'une fonction y de cette variable, on appelle interpolation toute méthode capable de faire connaître les valeurs de y cpii correspondent à d'autres valeurs de.r, comprises entre .r^, et .i\. On conçoit, en effet, que ces /? + i données seraient insuffisantes pour déterminer y au delà oh en deçà de cet intervalle, surtout si l'on ignorait la forme analytique de la fonction , comme cela arrive dans beaucoup de questions pratiques : ainsi nous ne connaissons point la nature de la relation qui existe entre la température et la force élastique de la vapeur.
Cependant quand on ne sait point déterminer analytiquement v au moyen de jt , on peut généralement représenter cette fonction par une équation empirique. On a recours d'ordinaire à la méthode des coefficients indéterminés , c'est-à-dire que l'on pose
y :=! n -\- b X -\- ex- -I- . . . .
Les coefficients a, b, c,. . . peuvent être en nombre « -f- i , et se trouveront au moyen des n -+- i valeurs connues de > ; mais cette méthode ne sera véritablement avantageuse que si l'on peut se contenter d'un petit nombre de termes. C'est ce que l'on reconnaît «juand les coefficients décroissent rapidement , et quand on arrive promptement à un coefficient assez petit pour que l'on puisse négliger les termes suivants.
77. Nous choisirons , comme cxeniple très-simple, le calcul de la longueur de l'année.
La longueur /n de l'.mnee uif)venrie se presenleia en l'an 236o,
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c'est-à-dire 23,6 siècles après J.-C. , mais nous prendrons cette époque pour point de départ.
L'année maximum , de longueur m 4- 38", a eu lieu en 3o4o avant J.-C. , ce qui fait 54 siècles avant l'origine.
L'année minimum, de longueur m — 38", aura lieu en l'an 7600, ou bien Sa ,4 siècles après l'origine.
Donc , depuis les temps historiques, l'année est m -\- y, c'est-àdire qu'elle a un excès y sur l'année moyenne, mais cet excès va toujours en diminuant.
Pour l'époque d'Hipparque, qui vivait en i4o avant J.-C, ou bien aS siècles avant l'origine , on trouve à peu près
Pour l'an 1800, ce qui fait 5,6 siècles avant l'origine, on a trouvé
D'après cela , on demande le développement de y suivant les puissances de x , nombre de siècles.
Nous verrons bientôt que l'on peut se contenter de deux coefficients, ce qui permet de poser
r = Aor H- B x-, car il est clair que
r = o donne j = o ,
puisque la variation y est nulle à l'origine ; mais , pour déterminer A et B , nous prendrons les deux limites extrêmes , afin d'embrasser toute l'étendue de la série.
Substituant donc , dans l'équation
j>- = A .r -h B X-, les valeurs
a7o = — 54. 7o=38 et ar„:=52,4, j„= — 38, nous aurons deux équations de condition qui nous donneront
La petitesse de ce dernier coefficient nous dispense d'en calculei
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d'autres , et nous avons
r = — 0 , 7 1 4tj I .X — o , 000202 . r- .
D'ailleurs nous j)Ouvons vérifier les deux observations intermédiaires dont nous n'avons point fait usage : ainsi
x-=z — 5,6 donne j^' = 3,99 au lieu de 4» et
x=^ — 25 donne j=r 17,639 au lieu de 18.
Cherchons ce qui aura lieu en 1900 : pour cette année, .= -4,6
puisqu'il se sera écoulé un siècle depuis 1800, nous trouvons
alors
j = 3",283, ou simplement
78. Cherchons maintenant, par un développement d'une nature un peu différente, la variation du rayon de la terre suivant les diverses latitudes.
Soit R le rayon équatorial qui est maximum, comme on le sait, et soit r le rayon de la terre à une latitude quelconque >. , je dis que l'on peut, pour une première approximation, poser
r = R ( I — — !— sin'X \ 3oo
formule empirique déterminée d'après l'aplatissement connu de la
terre , qui est égal à -5 — au pôle , pour lequel X = 90" : on prend
le carré du sinus , parce que cet aplatissement est le même pour ±90°, puisque la terre est une surface de révolution.
Mais cette formule serait insuffisante , et il faut ajouter au coefficient de R (ou en retrancher, s'il y a lieu) une quantité dépendant d'une observation faite , pour plus de sûreté , à égale dislance entre o et 90 degrés, c'est-à-dire à 45 degrés. Je dis que nous pourrons tenir com[)to de l'observation faite rn ce point, si nous
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introduisons dans la formule (|ui c^t jus(prà prcsoiU /•=r R ( I — e sin-), )
( ici c = - — 1 1 un terme de la forme t' sin^a \ , car sin 2 a sera \ 3oo /
évidemment nul pour a ■= o et pour À = go", circonstances dans
lesquelles ce nouveau terme ne doit pas influer. Nous aurons
donc
R (i — à sin- A H- s' sin
Pour obtenir une troisième approximation, nous prendrons encore , à des distances égales entre o et 45 degrés , entre 45 et 90 degrés, les arcs de 22" | et de 67° | , ce qui nous conduirait à ajouter un terme de la forme e" sin^4^ H"' serait nul pour o, 90 et 45 degrés. Mais il y aurait cet inconvénient, que ce terme donnerait la même correction pour 22° y que pour 67° | : soit t'" la correction donnje par l'expérience pour 22° |; soit e'* la correction analogue pour 67° ~ : nous trouverons diverses manières d'avoir égard à la différence de e'" et de s'^.
Nous pourrons ajotiter un terme de la forme
sin'4^'£"' [1 4- I'^ sin- ( X — 22" -j)], K étant un facteur tel , que pour
le coefficient
£"'[i -f- Ksin^(> — 22"!)]
soit égal à s'^. i\ous devons donc poser
£'^- = K £'" sin- (X — 22"^) H- e'" :
alors, puisque
il reste
> — 22°i-~45° et sin=45'' = -'
d'où l'on tire
■^- = K - + :'" et K = -^ rr,
ce qui donne enfin
/•=R <i— ssin'A-+-e'sin'2A+E"'sin'4"'' H ,„ ^ sin'(X— 22°|) J-
On j3eut encore prendre une moyenne entre s'" et £'", en la re-
ardant, sauf correction, comme la valeur e" dont nous avons
parle. Cherchons donc ù ajouter à cette moyenne - ( e"'+ h'^) une
quantité qui soit égale et de signe contraire pour 22° -j- et ô-j^y. On y parviendra en ajoutant une quantité ç cos 2 > , parce que 1 = 22° Y donnera
cos 2.\ = cos 45° = -j= :
au contraire , si X = 67° | ,
Maintenant il faut déterminer le facteur if , de manière que la quantité
-(e"^ 4. £!▼)-+. «,coS2X
se réduise à e'" pour
et à e'^ pour
Nous devons donc poser
ce qui donne
ou bien
Il est facile de voir que cette valeur remplit, en effet, l'autre condition indiquée.
J\oiis aurons donc
^=R)i— £?in= ).-+-£' sin- 2), -f-sin=4)
rii^
quelle que soit la formule que l'on choisisse on se contente généralement de ces trois corrections
On déterminerait par des formules analogues les variations de la pesanteur du pôle à l'équateur.
79. Le méridien terrestre n'est pas précisément une ellipse , mais la différence est peu considérable.
Voici un problème accessoire qui peut nous éclairer sur sa forme. Cherchons en quel point M de ce méridien, suppose elliptique , l'angle S du rayon central et de la normale sera maximum. Soient MT la tangente en M (/g-. 44) > «t ON parallèle à cette tangente ; on sait que OM et ON forment un système de diamètres conjugués et le triangle MOP est rectangle. Donc le maximum de S correspond au nimimum de MOP, c'est-à-dire au maximum de l'angle obtus MON de deux diamètres conjugués, ce qui a lieu quand ces diamètres sont égaux.
Puisque le problème est résolu par les diamètres égaux , ces diamètres sont également inclinés sur le grand axe; par conséquent, langle
« = NOC = ROP, ce qui donne
f ~lr-h = 90",
^ étant l'angle du grand axe et de la normale. Alors
0 r=: \|< — ïï- == go" — 2w,
OU bien
Mais on sait que, pour les diamètres conjugués égaux ,
tang^ =: -1
rapport (lu petit axe au grand axe «lo l'ellipse, et «onimc le méridien cllipliqiu' de la terre donne
a 3oo 3oo
on trouve
tp = ^4"54'i5" et o = ii'3o".
De plus, la figure montre que o est complément de M0P=:2v; or
a inb
tang 19 = j-, = — ;- ?
ce qui donne
tang<^ =r— T'
valeur qui peut servir à vérifier la précédente (*).
80. La question que nous avons résolne relativement à la forme du méridien de la terre nous fait voir de quelle extension est susceptible la méthode des coefficients indéterminés. On ne se borne pas toujours à développer une fonction suivant les puissances successives d'une variable , on introduit souvent des lignes trigonométriques ; quelquefois même les quantités indéterminées sont des exposants. Par exemple, le méridien terrestre ne pouvant se représenter exactement par une ellipse dont l'équation serait
a' 0^ on altère légèrement l'un des exposants et l'équation
(*) 11 serait facile d'arriver au mônic résultat par le calcul, mais nous avons préféré cette démonstration géonictriquc, qui nous a été communiquée par M. G. Fourcade-Prunet.
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peut représenter suffisamment le méridien quand on détermine a et h d'une manière convenable.
Mais surtout on fait un usage fréquent des sinus et cosinus des arcs multiples, ainsi qu'on vient de le voir. Supposons, pour fixer les idées , que l'on demande de représenter par une courbe empirique la marche des températures pendant une journée. Les abscisses re|)rcsenferorit le temps, c'est-à-dire les heures de la journée depuis le moment le plus froid ( entre trois et quatre heures du matin) jusqu'à la même heure du lendemain, et les ordonnées perpendiculaires seront l'excès de la température sur cette température minimum. D'après cela, il est facile de voir que la courbe se composera d'une suite d'arceaux dont chacun aura pour base, sur Taxe des abscisses, un intervalle représentant vingt-quatre heures.
Nous sommes donc portés à chercher, pour représenter la loi des températures, une courbe formée aussi d'une série d'arceaux consécutifs et tous égaux entre eux : telle est la sinusoïde dont l'équation est
y =r sin .7- ;
maintenant il faut voir comment on pourra modifier cette equation pour qu'elle s'accorde avec l'expérience (*).
D'abord le maximum do la température ne correspondrait pas exactement, avec des coordonnées perpendiculaires, au milieu de l'intervalle compi'is entre les extrémités d'un arceau, mais à 2 heures du soir à peu près; on aura égard à cette irrégularité en convenant que, dans l'équation
y = sinjc,
les ordonnées ne seront point perpendiculaires aux abscisses,
(" ) La base qui indique 24 heures correspond à l'arc x = ;t, dans l'équation j = sinar : soit donc t le nombre d'heures; la valeur correspondante de X sera donnée par la proportion
doù l'on tire
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mais inclinées t'onvenableniciit [)oiii' satisfaire à la (.ondition énoniée(*). De plus, on donnera au seeoiul membre im eoeffîeient indélermine m , et Ion posera
r = m sin ,r ;
ici rn = -. — :, en appelant 0 Tancle des nouvelles ordon-
sin(9 — a) " ^
nées avec les abscisses, et a l'anj^lc de la tangente à l'origine. Si cela ne suflit point pour rendre compte des phénomènes, on ajoutera des termes contenant les sinus des arcs multiples, affectés d'autres coefficients, en prenant, par exemple, des multiples doubles les uns des autres, c'est-à-dire w' sin 2 ar, m"?,\n^x,. . . . Enfin , Ton peut aussi , comme on l'a fait relativement à la forme de la terre, employer les carrés de ces mêmes sinus : en un mot, on cherchera, dans toutes les questions, ;\ traduire les phénomènes physiques le plus exactement possible par la formule la plus simple possible.
8i. Si le problème est purement graphique, c'est-à-dire si l'on donne sur le papier un certain nombre de points qu'il faut réunir par une courbe continue, on y j)arviendra au moyen d'une série de circonférences convenablement tracées.
Imaginons quatre points d'une courbe O, A., B, C , il faut tracer cette courbe dans l'intervalle compris entre ces quatre points; le problème aura quelque chose d'indéterminé comme toutes les questions d'interpolation, mais il pourra néanmoins se résoudre avec une approximation suffisante, si les points donnes ne sont pas trop écartes les uns des autres (on s'est dispensé de tracer la
( " ) Il suffira de prendre Taxe des y parallèle à la droite qui joint le milieu de la base avec le sommet de l'arceau , où la tangente est parallèle à la base. Pour cela , on se guidera sur le tracé empirique de la courbe, que l'on connaît d'avance, car nous cherchons seulement une équation qui puisse reproduire cette courbe. On se rappellera cependant que les abscisses qui représentent les heures ou les arcs correspondants se rapportent aux ordonnées perpendiculaires qui servent à consUuire la courbe : cette courbe étant construite donne la valeur des ordonnées obliques (jiii servent à établir l'équation
j =z 1)1 sin X.
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figure qui n'est point nécessaire pour l'intelligence de la construction).
Faisons passer par les trois premiers points O, A, B une circonférence dont le centre est en H ; de même, par les points A, B et C, nous ferons passer une autre circonférence de centre H'. Alors nous pourrons déterminer la portion de courbe comprise entre les points A etB, communs à ces deux circonférences; en effet, soit ON une abscisse qui correspond à cet intervalle, soient NM, NM' les ordonnées correspondantes dans les cercles de centre H et H', nous prendrons pour ordonnée de la courbe la moyenne
j = - (N1\H-NM').
On déterminera de même les points compris entre O et A en comparant au cercle de centre U une autre circonférence passant par 0, A et C. Enfin, on trouvera la portion de courbe comprise entre B et C, en comparant au cercle de centre H' une autre circonférence passant par O, B et C.
82. Mais d'ordinaire la question est posée analytiquement, et Ton donne les points O, A, B, C, etc., par les valeurs numériques de leurs abscisses et de leurs ordonnées.
Alors il s'agit de faire passer par ces points une courbe qui remplace la courbe cherchée , du moins dans cet intervalle.
La nature de cette courbe approximative est essentiellement indéterminée; cependant on doit la choisir avec discernement, mais il faut surtout que son équation présente assez de coefficients indéterminés pour que l'on puisse satisfaire à toutes les conditions exigées. Aussi cette courbe a d'ordinaire une équation parabolique , c'est-à-dire de la forme suivante :
>- = « H- 6x -t- cx^ H- . . . .
Le nombre des coefficients indéterminés a, b, c, . . . est égal au nombre des points donnés, et, par conséquent, des équations de condition. Cela nous ramène à ce que nous avons vu dans les n"* 76 et 77, mais nous nous proposons maintenant de donner une méthode simple et facile pour déterminer ces inconnues, quel
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qu'en soit le iu»inl)re. >'«»iis v parviendions eu usolviint d'une manière générale les é(|uations du premier degré à un nombre quelconque d'inconnues, par la théorie des flétrn/iinnnls [*).
83. I. Une fonction de plusieurs lettres est ^r/weV/vV/wc quand elle izarde sa valeur si Ton chantre une de ces lettres en une autre, et réciproquement, comme, par exemple, « en Z» et ^ en a, sans toucher aux autres lettres.
Si cette fonction préscnle plusieurs fois la même lettre avec des accents ou des indices différents , pour indiquer des quantités distinctes, mais analogues, comme a, a', a", . . ., et 6, b', b" ,. . ., il faut comprendre que toutes les lettres a se changent dans les lettres correspondantes b, et réciproquement, en gardant leurs accents ou leurs indices.
Par exemple,
nb' -'r a' b
est une fonction symétricpie, parce <|ue , si l'on fait le changement indique, elle devient
ba' -\- b' a , et, par conséquent, n'est pas altérée.
II. Si le changement que nous venons d'indiquer laissait à la fonction sa valeur niunérique, mais changeait son signe, on dirait que la fonction est alternée.
Par exemple
ab — /?' b
est une fonction alternée, car elle devient, par cette transformation,
hn' — h' n;
elle garde donc sa valeur numérique , mais elle change de signe.
ni. Parmi les fonctions alternées, nous considérerons les Hcterminants , dont nous allons montrer la formation.
Prenons le produit de n lettres, a ^ b, c,. . ., dans lequel cha-
(*) On trouvera dans le Prcgiawme de MM. Geiono et Rognotdos notion? plus étendues sur les déterminants; mais pour approfondir celte importante théorie , il faut consulter l'ouxrage spécial de M. Brioschi.
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cune de ces lettres ait un indice différent, ce qui donnera le produit ab' c" . . . , où la dernière lettre aura l'indice n — i : dans ce produit, faisons alterner ômn-a. lettres seulement, telles que b etc; c'est-à-dire changeons b enc, et réciproquement r en ^, et en même temps changeons le signe de ce terme, ce qui donne
— ac'b".. ..
Ensuite , faisons dans le terme que nous venons d'obtenir la même opération entre deux auties lettres, en changeant encore son signe, ce qui le fera redevenir positif, de négatif qu'on l'avait rendu précédemment ; en continuant ainsi jusqu'à ce que l'on retombe nécessairement sur un terme déjà obtenu, on trouve le déterminant de n lettres.
Il est facile de voir que cela revient, sauf les changements de signe, à faire une permutation tournante entre ces n lettres. On dit qu'il y a permutation tournante entre plusieurs lettres quand on change la première dans la seconde , la seconde dans la troisième, etc., et enfin la dernière dans la première, en faisant aussi les changements. réciproques.
IT. Pour conduire l'opération avec ordre et être sur de ne négliger aucun terme, voici la méthode que l'on peut suivre- Prenons une lettre quelconques, et considérons d'abord les termes où elle figure sans accent; on les obtiendra en mettant» comme facteur d'une suite de termes où figureront les « — i autres lettres alternées deux à deiix suivant la loi précédente, ce qui donnera précisément, d'après la définition précédente, le déterminant de ces « — I lettres. Seulement, comme le facteur a n'a pas d'accent, il faut qu'il y ait des accents à toutes les lettres de ce déterminant : nous l'indiquerons par la lettre A, qui montre que a n'y entre pas, et qui, n'ayant pas d'accent, fait voir aussi qu'il y en a sur toutes les lettres qui s'y trouvent.
Nous écrirons ensuite un terme ayant a' pour coefficient du déterminant A' des n — i mêmes lettres, seulement ce sera ici l'accent prime qui ne s'y trouvera point. On aura de même le terme a"A",..., et enfin le déterminant de n lettres sera
D =:3A -j- fl'A'-F a" A." -^. . .-!-«(''-') A'"-'/.
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ISIais il rst clitir tiu"»»!! jioiirrait tout aussi bit-n ji(is<'i- U = 6B -t- b'B' -\- //'B"h-. . , D = cC + c' C -)- c" C" -h. . .,
en désignant par B, B', B", . . ., et C, C, C", . . ., des quantités analogues à A, A', A", ....
Cependant, il faut faire une observation très-importante sur la formation des quantités A, A', A", . . ., relativement aux signes des termes qui les composent. On peut écrire la première A en prenant à volonté le. signe de son premier terme, d'où l'on sait conclure celui de tous les autres , mais il faut en tirer aussi les signes des termes de A', A' , .... Pour avoir, par exemple, ceux de A', prenons \\n terme quelconque de a A et faisons dans ce terme la permutation alternée entre a et celle des lettres qui porte l'accent prime , en changeant le signe, comme il faut toujours le faire; nous aurons ainsi un ternie de a' A' avec son signe, ce qui donnera celui de tous les autres. On en fera autant pour a" A" , et ainsi de suite.
V. Les déterminants jouissent d'une propriété dont nous verrons bientôt une application très-utile : c'est que, si Ion change une première lettre dans une seconde sans faire la réciproque, c'est-à-dire sans changer aussi cette seconde lettre dansla première, tedétcrminant deviendra nul. En effet, considérons, par exemple, les deux lettres b et c; on sait ((n'en les faisant alterner dans un terme quelconque , tel que a b' c", on obtient
— ne' b" :
mais si l'on change b en c sans faire la réciproque, on obtiendra
ce qui se réduira à zéro; il en sera de même, d'après la formation
du déterminant, pour les autres termes considères deux à deux (*).
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allons cliercher celui de trois leltros, eliKuis juciulions ^/A'r' pmir
premier terme; il est clair que
\z=b'c" — c'h", ce qui conduit à poser
A' = rb" — b(" et A" = /V — cb' :
la règle que nous avons posée revient à observer qu'une même lettre avec un même accent, telle que b" , après avoir été placée dans un terme négatif, doit ensuite se trouver dans un terme positif. Le déterminant cherché sera donc
T) — ni b'c" — c' b" ) + a' [cb" — bc" ) -\- a" { bc' — cb' ) ou bien
D = ab' c." — ac' b' -\- a rb" — a bc" + a" bc' — a" cb' , valeur alternée en o, b et c
VII. Il nous reste à voir comment cette théorie s'applique à la résolution des équations du premier degré à plusieurs inconnues.
Soient
n équations du premier degié à« inconnues.
Formons le déterminant D des n coefficients des inconnues (on voit que //, A', h" . . .h'"—^^ n'y entrent point) (*). Ensuite, multiplions la première équation , où les lettres n'ont pas d'accent, par le déterminant A des n — i lettres b. c. . . formé comme nous l'avons vu : de même nous multiplierons la seconde équation par
('■ ) Ce dcterniinant serait le incme si les premiers nieivihres des éi|uatioiie »l:uenl
ax -J- a' y -+- J-" z -i- . . . , bx -+- h' y -H i"2 -H. . . , ex -+- c' ?■ -f- c" s -+- . . ,
A', la froisième [lar A", . . . , et enfin la clerniùrc par A*""" ; nous savons comment se forment toutes ces quantités.
Cela posé, faisons la somme do tous les produits precciieuts : le ■coefficient de x dans l'équation ainsi obtenue sera justement
Quant aux coefficients des autres inconnues, lisseront nuls. Km l'ffet, le coefficient de >, qui sera , con)me on le voit,
ne contiendra point les lettres «, fl',«", . . .,etil est facile de remarquer que ce sera le dét<.>rminant D dans lequel on aura changé les lettres a en lettres 6, sans faire la réciproque; donc le résultat cs'i nul, d'après ce qu'on a vu. Il en sera de même pour les coefficients <les autres inconnues, ce qui donne
D.r = A A -f- // A' + h" M' -h ... -H /iC'"'^ A^"-'' et
A A + h' A' 4- ^" A" 4- ... + AC— ) A^"-' ) . =
On aura de même
/iB -+- //'B'4- Z/'B" -H ... 4- /*("-'■ B("-'
et ainsi de suite.
84. I. Revenons maintenant au ])roblème (jue nous avons déjà traité par une méthode graphique et (jui consiste à faire passer une tourbe par quatre points donnés, les coordonnées de ces points étant (y,r'), (■î^",j"), [x"\y"') et le quatrième point étant l'origine des coordonnées.
Nous pouvons prendre pour joindre ces ([uatre points la conique qui a pour équatio^i
ce qui donne les équations de condition
y 4- M.r" 4- N/' 4- Pi-' = o, y'"' 4- M ï"- 4- N/" 4- P.r" = o ,
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entre lesquelles nous oliiiiinerons par la méthode des déterminants les quantités M, N et P.
Le déterminant D aura pour valeur
et nous trouverons M, N et P par les relations
.> V'-^' (./"- j") +y"'ï^"{y'-y") -^j"y'^"'{y"-y') + MD = o,
■r'" x" y'' [x" — x'" ) -^ x"'x'y" (x"' — x') -H x" x'y^x' — x") + ?iD = O,
r"'x"x'^{y" -y'")^y"'y'x"^ (/"-/) + j"/-^"" (j' ~ f ) + PD = O.
II. Si l'on pose
y = Mjc + ]N.r.-'+ ^x\ on trouve
D -— x'" x" x' [ x" x" ( x"' — x" ) H- x"' x'{x' — x'" ) + x" x' [x" — x')], MD=.r"'.r"'.r'-(.r" ~x') -^y" x'"' x" [x' — x'") +y' x""x"'' {x'" — x"), ND -hy'"x"x' (x"-'—x'')-\-y"x"'x'(x" — x'"') -^ y' x'" x" {x"'^—x"') = o, PD =y"'x"x' [x" — x') +y"x"'x' {x' — x'" ) -\- y' x'" x" [x"' — x").
80. Jusqu'à présent nous avons cherché par la géométrie ou le calcul le trace ou l'équation d'une courbe capable de passer par un certain nombre de points déterminés, ou bien, ce qui revient au même, de représenter une certaine série d'observations. Nousallons maintenant reprendre le problème de l'interpolation à un point de vue purement analytique, et en admettant, pour obtenir des formules plus simples, que les valeurs successives de la variable indépendante forment une progression arithmétique : nous parviendrons à des résultats très-importants pour la résolution des équations algébriques et transcendantes.
Supposons donc que la différence entre deux valeurs consécutives de la série des n -f i quanlités'ar„ , Xi, x^, . . . , Xn, soit constante et représentée par
nous aurons
X| = Xo -t- A-*', X2 =: .r, -f- A J7= ,r„+ 2 Ao;,
et ainsi de suite j enfin
.r„=r x^-\- n Ax.
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î! nous faut niaiiitfnant cliulier les variations correspondantes ilc la fonction j'.
Les rt +1 valeuis correspondantes de / seront j„, j, ,>,,..., j>„, mais les différences de deux valeurs consécutives ne seront pas égales pour la fonction comme elles l'étaient pour la variable indépendante , et nous aurons
r. — jo = A j, y 3 — .>'-'= ^y
Ar, — A ju = A' jo r, — J, = A>-, A-'j. — A'>-„= A'j„
Aj, — A r, — A'j,
J„— r„_, =r Aj„_,.
Les différences entre les valeurs consécutives de la variable sont les différences premières , celles qui existent entre ces différences premières sont les différences secondes (.[ui donnent lieu elles-mêmes aux différences troisièmes , et ainsi de suite.
Nous allons chercher d'abord à exprimer la dernière valeur j„ de la fonction au moyen de la première j„ et des différences de divers ordres de cette quantité j,.
Nous avons d'abord
.> I = Jo + à,j\ , ensuite r.= J, + Vi ; mais
comme on le voit eu prenant les différences de l'équation précédente : remplaçons donc ) , et Aj, par leurs valeurs, il reste
Jo -h 2 A.J„-h A-Jo
Nous aurons de même
y i= >':!■+■ ^Ji ■'
mais
A/j = Aj'o -l- 2 à\ra -+■ A' Jo ,
ce ([ui donnera
r,= ro-{- 3 àj„-h 3 AV,,+ A-'.),, et ainsi de suile.
On .iirivcrait donc à la formule générale
L'analogie de cette formule avec le développement du binôme permet de l'écrire sous la forme symbolitpie
j«=ro(i-+-A)«,
dans laqe.elle , après le développement, toutes les puissances de A deviendront des indices.
Si la fonction y est un polynôme de degré m, je dis (jue A^r sera une constante et que toutes les différences d'ordre supérieur seront n(dies. Remarquons d'abord que la seconde partie de cette proposition est une conséquence évidente de la première, car si les différences d'un certain ordre sont constantes, on aura des résultats égaux à zéro, en les retranchant les uns des autres.
Soit donc
jy = A .r"' ■+- A I x"''~ ' -f~ . . .
ce polynôme ordonne suivant les puissances décroissantes de x^ et considérons spécialement le terme de plus haut exposant Ax"'. La différence première de ce terme sera
a[x -\- ^x)"' — kx"' =z Pl\ uix"'~' LS.X -\ ^ x"'~' [Ax)'
ni (ni — i)ini — 2 ) _^ - Ll : -fj"
ou bien
m Ax"'~' A j; + . . . ,
en s'arrêtant au terme en A.r, qui contient la plus haute puissance de X.
La différence de cette première différence ou bien la différence seconde de A.r" sera
m A [x -\- Ax /""^ Ax — m A x"'~' A.r =z Am ( m — I ) X"'—- ( A .r )' -|- . . . ,
en s'arrêtant au terme en (Ajt)-.
De même, le terme de pins haute puissance en x dans la diffé-
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rciicc troisième sera
Ani [m — i) (/» — 2) j?™-' (Ax)',
et ainsi de suite pour les autres clifftn-ences : on voit que le calcul se fait comme pour prendre les dérivées, et que l'exposant de àx augmente d'une unité à chaque opération. On a donc en général , pour « <C '" ■>
A". Aj:"'= X/u {m — i) {m — 2). . .(m — /i -hi)x"'-" (Aj:)"-f- ...
et enfin , pour n = m , on trouve
quantité constante, comme nous l'avions annoncé, les termes suivants étant nuls.
Il est facile de voir que les termes de puissance inférieure Ax"'~' . . . cessent de donner des différences avant le terme Ax'"; c'est pour- (pioi nous ne nous sommes préoccupés que de celui-ci.
En nous arrêtant donc à cette différence constante A^j ,, quand, au contraire ,/«<[/?, nous avons
Y„ = y\-\-n A Vo ^^ — ^ '- A^r„ + . . .
Mais si nous simplifions ce résultat au moyen de h valeur déjà trouvée de A"'j„, nous obtenons enfin
:^n= Jo -+- n A j -f- — A' j„ -\-. . .
-f- n {n — i). . . (« — w -J-i) (Ax^^.A, formule dont nous tirerons bientôt parti.
80. Après avoir exprimé j„ en fonction de r« et de ses différences consécutives , on peut récipro(|uement exprimer A" > „ en fonction des n -\~ 1 valeurs j, » J 1 , .)': > • • • > .Tn-
Pour cela, remarquons que
^'Jo = (r^ — Ji ) — ( J> — Jo ) = y-i — 2.,r , + .Vo , à^fo — in — 2 J.+ r, ) — [j,— 2 j, + r„) = j3 — 3 j2+ 3 j-, — jo,
et ainsi de suite. On reconnaîtra donc par la méthode connue de généralisation pour les résultats de cette nature , que l'on a
n(n — i) n[n — 1)(« — 2) '^"j'o=jr«— «r„_, H — '^ ^ >„_,. ^ !^\ — ■ fn-, -H • . . ±7» ,
le dernier terme devant être pris positivement si // est pair et négativement si n est impair.
Ce développement peut encore se représenter par la formule symbolique suivante :
en changeant les exposants en indices, et remplaçant l'unité parju dans le dernier terme.
Cette formule nous donnera
H ■ -\x-\-(n — 2) Ax]'"— . . .±x"'.
Si nous développons et ordonnons le second membre suivant les puissances de àx, en posant pour simplifier
il viendra
A" . x'" = No 3/" H N, a;"'-' A X
mim — 0 , . , ,
H ^^ -'^,x"'-UAxy->r.. .4-N„(A.r)"'.
Mais on a vu dans le numéro précédent que la moins haute puissance de Hx dans le développement de A", x'" est(A.r)"; donc la
fonction N^ est identiquement nulle pour foutes les valeurs de a inférieures à n (*). On ;i trouve d'ailleurs , en posant m •=. n ^
i\". j;«= n {n — 1)(« — 2). ..3.2.1 (àx)",
ce qui donne
N„=:«(rt — i) (" — 2)... 3. 2.1,
puisque A", x"' se réduit à N„( Ax)" pour m = n.
ft7. Reprenons la formule
fi (n — I ) , n (n — ii in — 2 ) Jn = .)-o -1- n àf„ H '■ A= j„ + — ^ '-^ ^ A^ Vo 4- . . .
H- rt (« — i) (rt — 2). . ,(n — »/ 4-1) (A.r)'"A,
que nous avons posée à la fin du n° SS.
Cette formule, qui nous servira à séparer les racines d'une équation, et à les resserrer dans des limites suffisamment approchées, est due à Newton; mais il ne faut pas confondre ce procédé, basé sur les différences ,avec la méthode due également à Newton et que nous avons étudiée dans les approximations successives.
Nous substituerons dans l'équation
^- := G , ou bien Ax'" -\- A , .r"'~' -\- . . ,= o,
des valeurs de x équidistantes, d'abord d'une imité, c'est-à-dire que nous commencerons par prendre
Ax = I .
Si les racines ne sont pas séparées par des substitutions «le nombres entiers consécutifs, pris entre les limites inférieure et supérieure, on fait des substitutions de dixième en dixième; alors
On peut encore prendre
( * ) Par exemple,
(Voir Nouvtdlcs Annaln, tonio Xllt, paf;o ?.~:'..^
et ainsi de suite. Il est bien entendu que l'on ne doit pas s'exposer ;i chercher des racines dans un intervalle où il ne s'en trouverait pas; on est guidé à ce sujet par le théorème de Stiirm. D'ailleurs, dans la pratique, on connaît presque toujours l'ordre de grandeur de la racine que l'on cherche.
Quoi qu'il en soit, nous devons montrer qii'aj)rès avoir fait dans la fonction un nombre limité /// de substitutions directes, on peut disposer avec les difféi'ences correspondantes un tableau qui donne, par un calcul très-simple, les résultats d'autres substitutions fiiites au delà et en deçà avec la même différence Ax.
Pour fixer les idées nous supposerons, comme nous l'avons dit, qu'il s'agisse d'une équation algébrique
Ax"'-\- Ai^r"'-' = o ,
alors nous verrons que le nombre nécessaire de substitutions di rectes est le degré m de l'équation.
Nous prendrons pour exemple l'équation
jt' — 2 x^ -t- - .r' — - .r H = o ,
ou bien
70 X* — 1 4o x-^ -\- go j.' — 20 r -f- I = o ,
dont nous avons déjà cherché une racine dans le n" lo. Nous avons alors supposé, non-seulement que la séparation des racines était obtenue, mais aussi que la racine en question était connue à un centième près. Il faut voir maintenant comment ou avait pu parvenir à ces résultats.
Changeons x en — x , ce qui donne
70 a:' H- 1 4o x' -f- go a;' -I- 20 jc -|- 1 .
La règle de Descartes (*) montre que l'équation transformée n'a pas de racine positive , puisqu'elle ne présente pas de variation ; d'ailleurs il est évident qu'aucun nombre positif ne peut rendre nul le premier membre. Donc la proposée n'a pas de racine néiïative.
(*) Une équation ne peut avoir plus de racines positives que de varialinn it(^ •i'frnf rl'iiii Iprmc à l'autre.
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Nous pouvons iiu-lhc octtc cqualiori proposée sous la loi ni<'
70 a-' (x — 2 ) + 1 o x (cfx — :>. ) +1 = o.
Alors il ost facile de voir que 2 est une limite supérieure des racines positives de l'équation; en effet, pour or = 2, ]fi premier membre devient positif, et pour toute autre valeur plus grande que 2, les facteurs j: — 2, ç).».- — 2 étant évidemment positifs, ce premier nombre sera encore positif à plus forte raison.
Les racines réelles étant donc comprises entre o et 2 , il n'y a pas lieu de faire un tableau suffisant en substituant des nombres entiers, et nous allons passer immédiatement à la substitution des dixièmes.
La différence quatrième, qui doit être constante, se calculera directement par la formule
A = 70, /i = o,i et A' =1 0,0001 j donc
S z= //*A =r 0,007; puis
Ensuite, pour trouver une différence troisième, il faut faire quatre substitutions directes dans l'équation
On posera donc les valeurs de .r,
< e (jui donnera
Jo=i, j, = — 0,233, .rj = — 0,408, j3=— -o,m3.
On en conclura
Ar„= — 1,233, A'jo='5o58 et à'j„=: — o,588.
On connaît d'ailleurs
A^7„= 0,168, valeur constante.
D'après cela on forme le tableau suivant, comme nous allons le voir.
i,si4
o,if)8
o,iG8
JO
— o,ii3
Nous avons donc obtenu , par ces quatre substitutions directes, la ligne horizontale
qui correspond à
•ro, ro, Ajo, ^-'Jo, A\vo, ^'^y,,
et qui suffit pour trouver les résultats des substitutions de 0,4, 0,5, etc.; voici comment il faut faire pour les obtenir. Ajoutez
a'Jo=o»ï68 avec A\ro = — o,588,
vous aurez
que vous ajouterez encore à
((juantité connue par les substitutions), ce qui donne
Ajoutez encore
Ar .= o,9g5
INTERPOLATrONS. fSc)
(quantité également connue), ce qui donne
enfin , ajoutez
J 3 = — o , 1 I 3 , vous avez
)4 = o,?.32 pour j:, = o,4-
On ira ainsi jusqu'à
r,o = I pour .»-,o= I ,
en faisant toujours usage de la formule
-^/3+i -fî -'fi
(pii provient de la définition des différences contenues dans l'expression
La séparation des quatre racines étant obtenue entre o et i, il n'y a pas lieu de faire remonter le tableau au «lelà de a: = o ; d'ailleurs on savait d'avance qu'il n'y avait pas de racine négative. Cependant, afin de montrer comment on pourrait faire remonter le tableau, si cela était nécessaire, au delà de la première ligne horizontale, nous allons calculer >_, pour x_^ = — 0,1.
Remarquons que si l'on cfmnaissait A'j_i , on le retrancherait de A'jo pour avoir A' /_, , que l'on sait d'avance être constant et égal à o, 168 ; on aurait donc
A'7„— A''j_, = A'j_,, et réciproquement
Suivant toujours le même ordre oblique, on aura
en retranchant — 0,^56 de A'jo -— 1 ,o58, c'est-à-dire on ajoutant 0,756. De même i ,81 4 retranché de — i ,233, donne
Ar_, = — 3,047;
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et enfin, — 3, 047, letianclié de > „ = i , donne
On trouverait de proche en proche les lignes horizontales supérieures, si cela était nécessaire.
88. Pour séparer les racines, si l'on n'y était pas déjà parvenu, ou pour approcher davantage de ces racines, il faut maintenant, comme nous l'avons indiqué, faire des substitutions dont l'intervalle soit dix fois plus petit.
Nous allons reprendre l'équation
n(n — 1) , n{n — 1) (« — 2),, ,) „ =j, -+. n A jo -+- -J-^r^ ^' Jo+ -^ Y^ •^'° "^ • • •
-H « (n — I ) [n — 2 ) . . . ( « — m -\-\) ( A .r )'" A , et voir ce qu'elle devient quand on prend une nouvelle différence
A ar = j
le nombre a étant généralement égal à 10.
Nous supposons donc qu'entre les deux mêmes limites x^, et j:„ = X qui donnent les valeurs y^ et jn = Y, les substitutions soient maintenant en nombre n' =. an -^ les valeurs extrêmes X et Y de X et de j ne changeront pas ; mais les différences des divers ordres ne seront plus les mêmes, et d'abord la nouvelle différence de la variable indépendante sera
puisque l'on doit avoir
X = jc„ H- « A JT = .To 4- n' \' X , et que
n' =z rj,n.
Ainsi, en changeant, dans l'équation précédente, n en a//,
Ax en — 5 et en accentuant les différences des divers ordres,
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on aura
cunicun — i ) , Y = _) „ + ^. // A'j-, -\ Y"^ '- ù '.> „ -f . . .
'a ît"'"' -\- xn[yLri — i ) . . .{y.n — m -i- i ) '^ A .
Voici donc le problème que l'on doit se proposer : Connaissant les différences A, A-, A ,. . ., ffui cnrrcspondent h
une certaine valeur de A.r, trouver les différences A', A'-, A'', . . .,
qui correspondent a
A .r rr:
Pour y parveriir, comparons la valeur précédente de Y à la valeur déjà connue
Comme ces deux expressions de Y doivent toujours être les mêmes, quelle que soit la valeur de n, on identifiera dans ces deux développements les coefficients de toutes les puissances de n, ce qui donnera un nombre suffisant d'équations pour déterminer A',
A'% A'',..., en fonction de A, A% A',
Nous remarquerons d'abord cpie l'on trouve dans cette comparaison deux termes qui sont identiquement égaux : d'abord le terme indépendant de n, qui est >„ de part et d'autre; ensuite le terme de plus haute puissance en «, c'est-à-dire de /«""" puissance, qui est d'un côté
/?"'(A.r/". A, et de l'autre
On voit que cela revient au même.
Kn égalant de part et d'autre les coefficients ilc n à la première
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piiissaHce , on aura
A- A' A +-^—...±1.2 3. . .(/«— i) (A.rj'^A
=raA' j-_...±i2.3... ^ ^.A .
On aura en tout ni — i ('(juations do celle nature qui délei mineront A' *"-', -A' '"-%..., A", A', en fonction de A""-', A'"-%.,., A% A. D'ailleurs , il est clair que
89. Nous ferons l'application de celte méthode aux é(}uations du troisième cl du quatrième degré.
Soit d'abord l'équation du troisième degré. Les deux développements déjà posés deviennent alors
y = r„-f-«A -+■ " ^"~'^ A^-l- fi{ri —i){n — 2.)S,
c/.n(a.f/ — i) , un(u./i — i)fa« — 2) S
en représentant par 3 le produit ( Ax)'". A qui serait ici [AxY A. ^ous aurons les trois relations
A t-2^=raA' h
La seconde donnera
tt la troisième
Alais si l'on veut exprimer A' f n fonction de A et de A' seulemciif ,
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on trouve, en éliminant à'-',
aA'=.-(,~i)[^-^(.-A)
Si a = !o, on a les formules ioooA'^= A',
looA''=: A- ^- = A' — bv,
q A' 17 lô , Q A' ic>7 ioA' = A ■- h -^ — =A — -^ f- -— ^,
en posant 7
Passons à l'équation du quatrième degré , nous avons les deux développements,
H-rt(« — ])(« — 2)(« — 3)^,
Y = 7„-f xny-h
I c/.n'ya.n — i) aii[xn — ^)[^'i — 2) ,
dans lesquels
On aura les relations
6" là
A^ A^ , /A'- y ilJ\ |-H'î = aM 1 '
2 2 \l 1 rj} ]
A u _ Grî = a A' h ^ ^
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dont les trois tlcM'nières reviennent encore à
On |)oiirrait éliminer A'' et A'% afin d'avoir A'- et A' en fonetion de A, A' et A^; mais cela serait moins simple dans la pratlcjiie. Si a = 10, ces fornndes deviennent
(î. 22. qq
\' A' 10 A'' loA'^ ^.fi.qciQ
loA'=A h— + — 5 ^■— •
IMais posons encore 7 = =-— et il restera
y y ioA'= 10 A'^ 6667 loA'nrA h^H — ^ '- ■
Nons terminerons ce numéro par une observation qni s'étend aux équations de tous les degrés à coefficients rationnels, qu'il est toujours facile de ramener à n'avoir (|ue des coefficients entiers, en multipliant par le plus yrand commun diviseur de tous les coefficients. Voici cette observation , qui permettra souvent de reconnaître si l'on a commis des erreurs dans le calcul des différences.
Quand on divise une dilférence d'ordip cjiifk'on(|uo par 2,3, 4,5,..., enfin par le nombre «in'indique la formule, [U)ui' obtenir A', A'-, A'% . . . , cette division ne doit jamais donner defnictions décimales périodiques. En effet, s'il en était autrement, ces différences A', A'% . . . auraient plus de ehiffres décimaux (pie n'en comporterait la substitution de la valeur correspondante de jc dans le polynôme j à coefficients entiers.
Revenons maintenant à l'équation
70 X* — i4o.r' H- go a' — 20 .r + l =0,
dans laquelle nous avons déjà séparé les quatre racines au moyen du tableau des dixièmes, et cherchons à en approcher davantage par celui des centièmes; nous considérerons d'abord la première racine comprise entre o et o , i .
On a obtenu , pour x z= o et A o; = o, 1 , les valeurs
A^ = — 0,588 et A'=o,iG8.
Cherchons maintenant
Ici (Al-)' rzr 0,0001, A:=: 70, ce (pil douilC
Y 1=63.0,000 1 := o,eo63.
Les relations obtenues deviendront A'* = 0,0000168, I 000 A'-* = A' — o , 2268 , 1 00 A'- = A- — A • -j- 1 00 A'^ -H o , 1 5246 ,
A= A- 10 A'- ioA'3 , ^-
Ces égalités serviront pour toutes les racines de l'équation proposée , mais pour celle que nous considérons entre o et o , i , et dont nous avons posé les valeurs de A, A- et A', on trouve
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ce qui donne le tableau suivant :
o,oi6355o
Oj^S^Sgra
o,ooooiG8
o,oi4oii4
o,oi32638
La première ligne de ce tableau , en y comprenant y\ = i , suffira ])our former toules les autres; en effet, on aura
c'est-à-dire qu'on obtiendra
en ajoutant — 0,0008148 avec 0,0000618; de même, on aura
o,oi6355o
en ajoutant 0,0171698 avec — o, 0008 r 48, et ainsi de suite. On trouvera enfin que la substitution de 0,07 fait changer le signe de r, de sorte que la première racine est comprise entre 0,06 et 0,07. Nous renverrons au n° Jô pour en approcher davantage, par la méthode de IXewton.
Voici le tableau semblable pour la seconde racine, comprise entre o,3 et o,4 :
o,oooo338
— 0 , ooo3 1 08
— o,oooo3;')3
o,o36()io5
Ainsi , cette seconde racine est comprise entre o, 33 et o, 34, mais plus près de o,33.
Nous calculerons encore la troisième racine, à partir de x=r 0,6 :
0,1414927 — o,o33Goi5
— o,ooiioS6
— o,oooo353
Nous nous dispenserons de former le tableau analogue pour la quatrième racine, qui s'obtient en comparant le coefficient — 2 de x^ dans l'équation proposée
avec la somme des trois autres racines.
Mais après avoir trouvé ces quatre racines , que nous indiquerons par x', .t" , x"'y x^^, suivant leur ordre de grandeur, nous remarquerons que
ar' -|- j:" = I et cpie .z" -\- x'" = i ,
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obsorvaliun cjtii nous peimettra d'abaisser le degit; <le l'équation et (l'approcher davantage des racines.
Pour y parvenir nous poserons, comme nous l'avons fait à i;i fin du second chapitre, dans une circonstance analogue,
ce (pii nous donnera
cqiialion bicarrée, d'où l'on tirera facilement les quatre valeurs
^,iv_. 0,9305681557970246.
Nous terminerons ces considérations sur la manière de former les tableaux des différences par la remarque suivante :
Ce serait une erreur de croire qu'un nombre est limite supérieure des racines positives d'une équation par cela seul que la ligne horizontale correspondante ne contient que des nombres positifs , ce qui fiiit qu'il en est de même dans toutes les lignes inférieures pour des valeurs de x plus grandes. En effet, il pourrait exister entre deux de ces valeurs un nombre pair de racines.
Ainsi l'equalion
dans laquelle la substitution de j: = 3, avec 1 x = i, donne
j-:=î, A =12, A- = 46 et A^^6,
a deux racines plus grandes que 3, qui sont, à un centième près, 3,21 et 3,22.
91. Nous n'avons parlé jusqu'ici que des équations à coefficients rationnels, qu'il est facile de ramener à n'avoir que des coefficients entiers : dans cette circonstance A"' jo étant constant et
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Jes différences suivantes étant nulles, on exprime j„ ou Y par une série d'un nombre limité de termes. Mais il n'en est plus de même pour les équations transcendantes, auxquelles on applique d'ordinaire la méthode des différences.
Cependant , quand les différences d'ordres consécutifs vont en diminuant continuellement, on peut résoudre l'équation transcendante par le même procédé qu'une équation ordinaire. En effet, quand on aura fini par trouver une différence d'un certain ordre tellement petite, qu'on puisse la négliger sans sortir des limites de l'approximation que l'on désire, il est évident que toutes les différences suivantes seront également nulles , et que la différence précédente, à laquelle on arrêtera la séi'ie, sera constante.
Ainsi tout se passera comme dans les numéros précédents, sauf pourtant que les différences successives ne seront plus exactement divisibles par les nombres 2,3,4j5,..., qui se trouvent en dénominateurs dans les formules, comme nous l'avons vu à la fin du n° 89 ; cependant l'observation que nous avions faite subsiste dans la pratique, car il est clair qu'on ne doit pas calculer de décimales d'un ordre plus élevé que celles qui se trouvent dans la différence que l'on néglige.
Nous nous dispenserons de donner un exemple de solution pour une équation transcendante , puisque les calculs sont absolument analogues à ceux que nous avons déjà faits; mais nous appliquerons ce que nous avons dit à la construction des Tables de logarithmes , afin de montrer comment on trouve les différences négligeables.
Soient j = Lx , et h = Ax la différence constante entre deux valeurs consécutives de v ; on aura
j, = L (or 4- A ) = La: -h L ( I -H - j
= Lx -hU[ . + ___ ..,
d'où l'on tirera y-i, y^■,. ^ . , en mettant 2//, 3/^,..., au lieu
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(le //, ce qui donnera
h le II'
On poussera ces suites, suivant la grandeur du nombre x, jusqu'à ce que la dernière différence soit assez petite pour être négligée sans erreur sensible, d'après la nature de l'approximation désirée.
Si l'on avail , par exemple ,
X = loooo et // = I ,
on trouverait, en se rappelant la valeur du module des logarithmes ordinaires, M = o,434 294 4^' 9*^3 aSi 8,
Aj>= 0 ,00004 34272 ■; 6863, A'jr = — o , 00000 00043 42076 , A'j = 0,00000 00000 00868,
et il est évident que, si l'on ne voulait avoir les derniers résultats qu'avec dix chiffres seulement, on pourrait, sans crainte d'erreur sensible, négliger longtemps les différences du quatrième ordre; car il faudrait qu'elles fussent répétées un grand nombre de fois pour influer sur la différence troisième. On formera donc une première ligne horizontale avec la valeur initiale j = 4 pour ■r = loooo, et les trois différences que nous venons de calculer, et dont la dernière est vegardée comme constante. D'après cela , on sait que le tableau pourra être continué assez loin , et l'on calculera les logarithmes des nombres loooi, 10002, loooS, etc.
Il faudrait faire le calcul avec quinze décimales, afin de reconnaître quand l'accumulation des quantités négligées pourrait influer sur le dernier chiffre qu'on se propose de conserver, ce dont on s'ajBsure au moyen de quelques logarithmes calculés rigoureusement à des intervalles éloignés. Lorsque le dernier des dix chif-
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Ires (lue l'on veut conserver cesserait d'être exact, ce qui n'auraii pas encore lieu pour le nombre ioo5o, on calculerait de nouveau à priori les différences ^y, A^j, A^/, et l'on se servirait des nouvelles valeurs comme des précédentes pour obtenir les logarithmes des nombres entiers cpii suivent celui au(picl on a dû s'arrêter.
92. Jusqu'à présent nous n'avons inséré entre les limites extrêmes To et .r„ =1 X cjue des valeurs de x en progression arithmétique; nous allons maintenant chercher la valeur de y correspondant à une valeiT de x quelconque, c'est-à-dire pouvant être prise en dehors de cette jjrogression
Xo, .To + 2 // , x„ + 3 //,... , X(, -h nh ,
dans laquelle h = àx est toujours constant. Cependant r devra être généralement compris entre Xg et .r„. Reprenons le développement connu
et qui se compose nécessairement d'un nombre limité de termes, puisque « est un nombre entier; car n -\- i substitutions ne peuvent évidemment donner de différence d'un ordre supérieur à A". On a , en général ,
en appelant .r au lieu de.r,, une quelconque de ces n -f- i valeurs attribuées à la variable indépendante. En effet, cette relation
/t = '■ — sera évidente pour toutes les valeurs de .r depuis x^
jusqu'à x„, c'est-à-dire pour tontes celles de /? depuis o jusqu'à n. La série pourra donc s'écrire sous la forme suivante :
.r — .r„ (.»; — x.,) {x — x, — h) y„=J. + —j^ AJ„ + -^^ A ,„
[x Xq) [x X„ II) [ -r X„— lh\
A'Jo-h ... 4- A"/,
Puisque ce développement a été obtenu en roiniant les ilitïé-
rences Aj„ , A r» » • • • ? rclatis es aux valeurs x^, Xt, Xj, »„ , il
est clair que, réciproquement, si l'on y substitue successivement ces n -+- I valeurs (le a-, on obtiendra les /t -\- i valeurs correspondantes jo , r, , /j, . . . , f„.
Cela posé, voici comment on peut étendre la formule à <les valeurs de x non comprises dans une progression arithmétique.
Puisque cette formule est vraie pour les n + i valeurs depuis Xo jusqu'à x„ = X, o/i peut admettre ( * ) qu'elle l'est aussi pour toutes les valeurs intermédiaires de x; A i o , A^ ro, . . . , conservant toujours leurs valeurs primitives. Seulement, pour une quelconque de ces valeurs de x. le rapport ne sera plus un nombre entier; c'est pourquoi on le représenle, en i^énéral , par z.
On aura donc
j = Xo+ zAfo -h -^ A-jo 4- -^ -^ -^ /o + • • •
en appelant^ la valeur que l'on obtient quand ou pose
X =: hz + .*•,., comme cela résulte de la relation
Avant d'aller plus loin, nous devons examiner quelles restrictions on doit reconnaître à la vérité de l'énoncé relatif aux valeurs de x intermédiaires entre a^o et .r„ , et sur lequel repose la formule précédente.
Nous remarquerons d'abord que ce théorème est rigoureusement vrai, si la fonction donnée y est un polynôme entier de
(") Saut' une restiictioii une nous verrons bieiilot,
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(Irgiv /// , par rapport à x , pourvu que l'on ait n ^//i. En effet, si n = ru , la dernière différence A,,), est constante, par consé- «pient les différences suivantes sont nulles : si n'^ni, la série des difféiences s'arrête avant A„ )„. Donc la relation
doit être rei^ardee ron)ine complètement identique avec le polynùn)e proposé
et l'on vérifierait dans chaque exemple de cette nature l'identité de ces deux expressions de j>-, en substituant
et en faisant quelques réductions : ainsi une valeur quelconque de.T, même au delà ou en deçà des limites x^ et x„, donne le même résultat de part et d'autre.
Mais si les conditions précédentes ne sont plus remplies, les choses peuvent se passer autrement. L'identité de la fonction
et de la série qui développe j en fonction de z, ne sera plus évidente, comme nous l'avons dit, que pour les valeurs de 7 qui correspondent aux II -f- 1 valeurs de x en progression arithmétique, et pour toutes les autres valeurs de x l'égalité n'aura lieu qu'avec une approximation plus ou moins satisfaisante.
Pour savoir si l'on pourra, en général, se contenter de cette approximation, nous remarquerons qu'elle sera d'autant plus sûre que la smie
y = y,+ z A Xo -+- -^ A^'o + -\ ' û' r, -H . . .
se rapprochera plus de ce qu'elle aurait été pour un polynôme entier de .r; nous aurions eu alors, dans le drrnier terme, une
différence qui serait restée constante, même si l'on avait continué la série des valeurs de .r dans la progression arithmétique et cherché les valeurs de / correspondantes avec leurs différences successives. Il faut donc, pour admettre l'approximation indiquée, que le dernier terme de la série contienne aussi une différence que l'on puisse à peu près regarder comme constante, afin que les différences suivantes soient négligeables, relativement au degré de précision que l'on veut obtenir.
Ainsi , pour faire usage de cette série
dans laquelle on a toujours
r = jo + z A/o-1 — — — A'joH rv~3 — ^'^°
il faut que les n + i substitutions des valeurs primitives de x soient assez nombreuses et assez rapprochées, pour que A" j„ puisse être regardé comme constant et les différences suivantes comme nulles : c'est-à-dire que, si l'on insérait après jr„ d'autres valeurs de X suivant la même progression arithmétique et si l'on calculait les valeurs correspondantes de y avec leurs différences, A"/o demeurerait constant avec une approximation suffisante, du moins dans un certain intervalle.
Enfin, nous rappellerons que cette formule ne s'applique que pour les valeurs de x comprises entre Xo et .x„, sauf cet intervalle où l'on peut étendre la formule.
Ce procédé est généralement assez expéditif, parce qu'on ne fait que le nombre de substitutions nécessaires pour arriver à A"jo = constante, et que le nombre « n'est pas d'ordinaire bien considérable quand les substitutions sont assez rapprochées. Comme application de la formule précédente, nous allons calculer le logarithme de
TT =r 3,1415926536.
Posons
et cherchons dans la Table les logarithmes de 3,i4; 3,i5; 3, 16; 3,17; 3,18; nous aurons le tableau suivant :
— o,ooooooooo3
o,499fiS-jo826
— o,ooooo.'|32i8
Nous n'insisterons pas sur la formation des différences qui est déjà connue.
En s'arrètant aux difféi'ences quatrièmes, on a la formule
z(z — l) j = jo + z Aj„+ -^ ' A'j,
(*) Il est facite de voir pourquoi nous écrivons ici
-> — :z-^ A'r» et non pas A*/»;
de même que, dans la formule générale qui donne f en fonction de z, nous avons écrit
-i i ' — ^"Xo et non pas A"/,,
comme dans la formule du n" 03. En ellct , la loi de formation des termes donne nécessairement
mais si « = n , comme dans le numéro cité , il est elair qiie
au contraire, quand 5 a une valeur qnelconqiic, ce cocflieicnt ne se réduit point à l'uuilé.
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On a toujours
ici h =r 0,0 1, X = - ^ r^ = 3,i4, ce qui donne z =: o, 15926536.
Ensuite
Comme on connaît les valeurs déjà obtenuos
j, = 0,496929648 1 , Ajo = 0,00 1 3809057 , A'ja = — 0,0000043769, A'jo = 0,0000000277 , et
A* n, = — o,ooooooooo3, on trouvera
j = L.TT 1= 0,4971498726.
On peut donc au moyen d'une Table contenant seulement les logarithmes des nombres de trois chiffres, tels que 3i4, 3i5,..., avec dix décimales, calculer avec la même approximation le logarithme d'un nombre quelconque, tel que tt, pourvu que l'on connaisse également dix décimales de ce nombre.
On pourrait douter de cette approximation, parce que l'erreur est cent fois plus faible dans jo que dans z; mais les plus hautes unités de Ajo sont inférieures de deux rangs à celles de jo; cela fait donc compensation dans le terme z A Xoj où l'erreur est du même ordre que dans y», puisqu'elle se mesure en faisant le produit des plus hautes unités de l'un des facteurs par l'erreur de l'autre. On conçoit qu'il y aurait également compensation pour les autres termes de la série.
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95. Si // = A.r est livs-potit , il peut airivrr (|ii(' la série
y =.}„-f- zly„-\ 4—; — A-j,,
soit assez rapidement convergente pour qu'on se contente d'un très-petit nombre de termes. Si nous adn)ettons même que la différence première A^^ puisse être regardée comme constante, nous
aurons
ce qui revient à ou bien
y — y» __ ^jo
c'est-à-dire que V accroissement de la fonction est pruportionncl à
A >'o celui de ta variable, puisque ^^— est constant.
Telle est la proportion dont on fait un usage continuel dans les calculs logarithmiques, et qui sert à trouver quelques chiffres de plus des nombres ou des logarithmes.
Telle est aussi la base de la méthode que nous avons employée dans le n" 23 sous le nom Ae méthode des parties proportionnelles, ou de lègle de fausse position. Elle nous a servi pour obtenir des approximations successives, parce qu'elle ne peut généralement donner du premier coup une approximation suffisante.
9-4. Tout ce que nous avons dit sur l'interpolation au inoven des différences supposait n ■+- i substitutions faites i\ des intervalles égaux. Si, au contraire, les substitutions étaient faites à des intervalles quelconques, voici une méthode, due à Lagrange, (jui permet d'interpoler très-simplement dans ce c;is général :
Soient encore jo » J . > Jn • • •> Jn les valeurs de j qui correspondent aux n + 1 valeurs de x, cette fois non equidistantcs, -^0 > -^1 , -ï^o •• • » -^nj nous poserons
et nous chercherons à déterminer les quantités X„, X Prenons une quelconque d'entre elles X,^ ; il est clair que X^ doit se réduire à zéro pour toute valeur de x, autre que a : on peut donc poser
X,^ = A^_ (.r — Xo) {x — ,r,) . . . (.r — .r„),
produit de tous les facteurs analogues, sauf x — x^.
Mais pour que x = x^ donne y = y , il faut aussi que X^^ se réduise à l'unité pour x = x^, ce qui donne
'- {^^. — -^0 j yx^^ — x,) \x,^_ — x^).. .{x^ — ./■„ )
on a donc enfin
„ {x — Xq) [x — X^) (x — X^). . .{x Xn)
valeur générale d'où l'on tire celle de tous les coefficients : par exemple , on a
X — {^ — ^^){^ — ^2)- ■.{X- — X„) \ Xq Xfj ^Xq X2) . . . ( J'o •^11 )
Cette méthode consiste, comme on le voir, à remplacer par un polynôme de degré n la fonction dont on connaît n + i valeurs. Ainsi dans le n° 77 , la fonction j était l'accroissement de la longueur de l'année à partir de la valeur de l'année moyenne : nous savions que cet accroissement était nul à l'origine, c'est-à-dire que jTo = o donnait f^ = o; nous connaissions aussi les deux valeurs de j, 54 siècles avant l'origine, et 52,4 siècles après l'origine, ce qui nous donnait trois valeurs pour représenter y, au moyen d'un polynôme du second degré. Seulement cet exemple était tellement simple, que l'on a trouvé les coefficients par l'élimination directe, sans avoir besoin de la méthode que nous venons d'exposer.
9S. Pour bien faire voir que le problème de l'interpolation est essentiellement indéterminé, nous allons modifier la méthode précédente d'uue manière qui pourra d'ailleurs être utile dans plusieurs circonstances.
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An lien de poser
en faisant le produit de tons les factonis de celte nature, excepté X — x^ , nous pourrions écrire
X,^ = A^^ . sin . n^ ( r — Co ) sin . ù^^{x — x,}. . . sin . w,^ ( x — .r„ ) ,
produit dans lequel figureraient tous les arcs analogues, excepté X — .r^, les coefficients «y.j/^^,?- ) "h^ étant complètement arbitraires.
En effet, il est clair que X^ , ainsi détermine, sera nul pour toute valeur de a: autre que j:^. Nous déterminerons encore A par la condition que x^ cionne y^ , d'où l'on tire
sin<7,^ (.r — .Ta) sin b^ (x — xi). . sin rn^^ [x — x„)
sin a^^ {.r. — Xo) sin b^^ ( .r^ —x,]. . sin ///,^ {x^^ — .r„ ;
Dans une autre expression de la même nature, les coefficients de multiplicité dos arcs pourront différer des nouîbres «^ , b,^,. . ., puisqu'ils seront également arbitraires.
On aurait pu employer les tangentes au lieu des sinus, et l'on aurait eu des formules analogues. Toutes ces expressions de r sont nécessairement égales pour les n -f- i valeurs qui ont servi a les établir, mais elles diffèrent plus ou moins pour les valeurs intermédiaires. Cependant ces discordances ne doivent pas être trop considérables, si les « + i valeurs de t sont assez rapprochées pour que rinterpoiafion soit susceptible d'une précision suffisante.
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96. Nous avons eu déjà plusieurs occasions de reconnaître qu'une construction graphique , mettant sous les yeux la marche et les propriétés d'une fonction, était un puissant auxiliaire pour éclaircir et diriger les calculs. Quelques C!;nsidérations sur les courbes planes, dont les deux coordonnées pourront être considérées comme la variable indépendante et comme la fonction correspondante, seront donc le complément indispensable de cet ouvrage ; d'ailleurs cette étude nous donnera souvent l'occasion d'appliquer les principes déjà posés sur les approximations.
DU CENTRE
On appelle centre d'une courbe un point tel , que toute corde (]ui y passe s'y trouve divisée en deux parties égales.
Lorsque la courbe a un centre, el que ce centre est pris pour origine des coordonnées, l'équation de la courbe devra être satisfaite par — a: et — y, si elle l'est par x et y, quelle que soit la direction des axes. Par conséquent, si l'équalion est de degré pair, elle ne doit contenir que des termes de degré pair; si, au contraire, elle est de degré impair, elle ne doit contenir que des termes de degré impair. Ainsi l'origine est le centre de la courbe
qui a pour équation
xi — j' .r -h y = o .
Mais il peut se faire que la courbe ait un centre sans que l'origine des coordonnées s'y trouve placée. Soient alors a et b les coordonnées inconnues de ce centre, nous y ti-ansporterons l'origine, c'est-à-dire que nous changerons x en x -'r a el y en y-\- b , sans changer la direction des axes. Nous établirons ensuite les conditions nécessaires pour que l'équation transformée ne con-
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serve, suivant son degré, quelles termes de puissance paire, nu bien de puissance impaire, comme on vient de le voir, et les équations de condition détermineront n et h , si réellement la courbe donnée a un centre.
Dans l'équation polaire;
on reconnaît (pie l'origine est un centre si l'on a
DES DIAMÈTRES
On appelle diamètre le lieu géométrique des milieux d'une série de cordes parallèles. Il est clair, d'après cette définition, que, dans une courbe à centre , tous les diamètres passent par ce centre.
Nous savons que, dans les courbes du second degré, tous les diamètres sont rectilignes ; mais il n'en est pas ainsi pour tontes les courbes.
La recherche de l'équation générale des diamètres nous entraînerait trop loin ; mais la forme de l'équation de la courbe permet quelquefois de trouver les diamètres, rectilignes ou curvilignes, des cordes parallèles aux axes , si cette équation peut se résoudre de manière à donner
On voit alors que l'équation
est celle du diamètre qui divise en deux parties égales les cordes parallèles à Taxe des j, puisque, si l'on porte au-dessus et audessous d'un point de cette ligne, pour une valeur quelconque de X , une quantité ^ {x) dans le sens des ordonnées, on a deux points de la courbe donnée ( * ).
(*) On trouvera ainsi que l'hyperbole représentùo par r = — est un diamètre de la courbe qui a jiour équation
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On appelle axe d'une courbe toute droite qui divise la courbe en deux parties parfaitement égales et symétriques. De cette définition il résulte qu'un axe est un diamètre perpendiculaire aux cordes qui lui correspondent. On pourrait, d'ajjrès cela , déterminer les axes par le calcul, mais cela est généralement inutile, parce que les axes de lu courbe sont pris d'ordinaire pour axes des coordonnées, ou du moins parallèles à ces coordonnées.
DES TANGENTES
97, I. On nomme tangente à une courbe en un point donné , la limite vers laquelle tend la direction d'une sécante que l'on fait tourner autour de ce point , jusqu'à ce qu'un second point d'intersection, se rapprochant indéfiniment du premier, vienne coïncider avec lui.
Soit
/(•^» j) = o l'équation d'une courbe à laquelle on veut mener une tangente par un point dont les coordonnées sont x' et y' ; nous commencerons par transporter l'origine en ce point sans changer la direction des axes; il suffira pour cela de changer .r en x -\- .t.' et j en j -h/'. La nouvelle équation pourra alors se mettre sous la forme
A .X + B ^r -f- C X- -I- D .rj H- E j' H- . . , = o ,
en développant tous les termes qui la composent suivant les puissances de j; et de j. Nous ne mettons point de terme indépendant des variables, parce que l'origine est devenue un point de la courbe. Il est clair d'ailleurs que les coefficients A, B, . . . , dépendent de x' et J-' .
Cela posé, une droite quelconque, passant par cette origine, aura une équation de la forme
y — ax,
et l'on reconnaîtra que cette droite est tangente si son équation est identique avec celle de la courbe pour des valeurs très-petites de .r et de y. Négligeons donc, dans l'équation de la courbe, le produit et les puissances supérieures de ces variables, nous
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aurons
Ax -+- B/ = o, ce qui donne
'""l-=-B' tandis que l'équaiion de la droite nous donne
lini - r= rt .
En identifiant, nous trouverons
«t l'équation de la tangente sera
Cette méthode serait en défaut si l'on avait à la fois
Il faudrait alors recourir aux termes du second degré en négligeant ceux du troisième, ce qui donnerait
ou bien
jV D ) C
relation qu'il faudrait identifier avec le produit [y — ax) ( j — a'x) des équations de deux droites, ce qui donnerait
{^-)'~(a^a')'-+aa' = o;
(*) Soit
le coeflScient aiijjulaire de la taagentc, on voit que cela revient a écrire
Ici z est la valeur particulière du coefficient a quand la sécante devient (an- R*nte.
[. <:hai
on
pobciait donc
d'où l'on tirerait les équations des deux tangentes aux deux branches q;ie la courbe présenterait à ce point particulier.
Si les termes du second degré étaient nuls en même temps que ceux du premier degré , on aurait recours aux termes du troisième , et ainsi de suite.
Si le point donne était l'origine , comme on peut toujours le
supposer ainsi qu'on vient de le voir, l'indétermination de z = — —
tiendrait à ce que les valeurs z =z o, j = o mettraient z sous la
forme - : on peut alors lever cette difficulté en posant ()
- := t = tangto,
ce qui fait disparaître les facteurs communs au numérateur et au dénominateur de z, et donne l'inclinaison de la tangente pour chaque branche en particulier, suivant la valeur de w , si l'on représente par w l'angle que fait avec l'axe des x le rayon vecteur passant par l'origine, dans le cas d'axes rectangulaires.
II. On parvient d'ordinaire à l'équation de la tangente par la théorie des dérivées , c'est-à-dire par le calcul différentiel. Cette méthode ne diffère pas essentiellement de la précédente , mais elle permet de calculer plus facilement les coefficients dont nous avons parlé.
Soit T .jf v" un tenue quelconque de l'équation
il s'agit de mener une tangente à la courbe par le point dont les coordonnées sont X et y; celles du point infiniment voisin étant >• -i- /i , f -\- k , et tout se réduit encore à déterminer la limite du rapport de l'accroissement de ces variables , c'cst-à dire
lim -r-
TUKOIUE HKS COIIRBKS l'I.ANFS. aB'Ji
Nous trouverons cette limite en cherchant la différence
dans laquelle il suffira d'étudier ce que donnera le ternie quelconque
J.es termes qui contiendront les premiers degrés des accroissements seront
T X"' . ny"-'k + T j" . mx"'-'h ,
dont le premier représentera le produit de f( par la dérivée de T «"■ /" relativement à y, et le second le produit de h par la dérivée de T x'" y" relativement à x.
Comme il en serait de même pour tous les termes de l'équation
soient X et Y les dérivées de/(>r, y) prises respectivement par rapport à .r et à j-, nous aurons pour l'ensemble des termes du premier degré
ou l)ien , posant j = z , il reste
h (zY4-X).
On obtiendra de même , pour les termes du second degré ,
T.?-"' . "^^~ '^ 7"-- X--4-TWX'"-' . ny"-' ///-{-T 7" . '" ^"^~ ' ^ y"-^ h'-
L'ensemble de ces termes sera donc
X^ -f- M kh H h-, ou bien //M — z' 4- M z H |
en indiquant par X' et Y' les secondes dérivées dey(a:, y) par rapport à j: et à j", et par M la somme des produits analogues à T /n.r"'— ' . /z;^"— ' obtenus en prenant la dérivée par rapport à x , jiuis par rapport à y.
L'ensemble des ternies du troisième degré sera de même
la loi de formation des termes N et P étant facile à établir : on trouverait de même les termes de tous les degrés. Donc enfin l'équation
se réduit à
(Y" ^" — -z'-l-Nz'+PzH ) + , .. =0, 2.3 2.3/
en divisant par le facteur commun h.
Si maintenant on pose // = o, il reste pour le coefficient angulaire de la tangente
puisque l'on a
YzH-X = o(*).
Si l'on avait à la fois Y = o, X=:o, on diviserait encore toute l'équation par //, après quoi, faisant encore h = o, il resterait
ce qui donnerait les deux valeurs de z pour les tangentes aux deux branches qui se rencontrent en ce point de la courbe.
Dans ce cas, il peut se faire que les racines de cette équation du
(*) L'équation de la coiirhc étant
on a ainsi
dy
comme on le voit «l'ailleurs par la relation
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second degré soient égales : cela veut dire (jne les deux branches ont une tangente commune à leur point commun. Outre les relations
X = o, Y = 0, si l'on avait encore
il faudrait recourir aux termes du troisième degré, et poser
pour trouver les tangentes aux trois branches qui se coupent au point en question ; si les coefficients de cette équation étaient nuls en même temps que tous les précédents , on prendrait les termes du quatrième degré, et ainsi de suite (*).
III. Cependant il est toujours facile de trouver immédiatement l'équation qui donne la valeur des, au moyen de la seule expression
même quand X et Y deviennent nuls à la fois. On a vu (40) que , pour trouver la vraie valeur d'une quantité qui se présente sous
la forme de - ? on cherche à mettre un facteur commun en évio
dence an numérateur et au dénominateur. Soient donc .r et j les coordonnées du point de contact qui rendent z indéterminé : nous remplacerons x par x -\- hç\. y par y -\- k ^=. y -\- liz dans X et Y, et nous savons d'avance que le numérateur et le dénominateur deviendront ensuite divisibles par // ; nous supprimerons donc ce facteur autant de fois cju'il sera commun en haut et en bas. Après
( * ) I,es équations en z' et en r' reviennent à
d'f , dydx d-f
rfr* d\f dx*
dy-dx dy dx* dx'
On vdjl ronmionl se foi meraienl les ('i|nalioris sniv.mles
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cela, pour revenir au point de contact, nous ferons de nouveau /i := G, et il nous restera une équation en z d'un degré plus ou moins élevé.
AjH-ès qu'on a remplacé x par x -\- h et y par y -t- z/i, les expressions X et Y peuvent être regardées comme des fonctions de h, et représentées par <}» (A) et ^ {h), dont les dérivées par rapport à // seront 's/ [h] et ■^' [h], qui deviennent (^' [o) tty [o) <|uand on y fait h =: o : il faut donc poser
Si pourtant h était encore facteur commun dans v' {h) et dans 4/ ( /t) , on aurait
et ainsi de suite.
Cette méthode sera en défaut si z doit être infini, c'est-à-dire si la tangente est |jarallèle aux ordonnées. En effet, l'accroissement /• de l'ordonnée pourra encore être regardé comme nul , mais s'il se présente dans les quantités X ou Y, transformées comme on vient de le voir, un terme tel que hz^ = ^z, on voit que ce t«M'me sera indéterminé quand z sera infini.
Par conséquent, pour obtenir les tangentes parallèles à l'axe des j, et que cette méthode ne donnerait point dans le cas d'indétermination, remarquons que, si
hm-=cc,
on a nécessairement
hm y =r o.
Tout se réduit donc à répéter les calculs précédents après avoir changé/ en x et réciproquement, puis à voir si la nouvelle équation en z , dont les racines seront évidemment inverses de celles de la première, aura une racine nulle, ce qui donnera pour la tangente cherchée un coefficient angulaire égal à l'infini.
Toutes ces circonstances se présentent dans l'étude de la courbe
TiTVoniK DIS roi'UBKs pi.ANKs. 9.(iq
tlont ro(|ual;ion est
V — 3 axY + x^ =i o,
roiirbe bien connue sons le nom de Folium de Descnrtcs , parce • (u'elle présente l'apparence d'une feuille, et dont l'analyse se ironve dans la plupart des Traites de Géométrie analytique (*).
ce qui donne
aj — x^
r^ — or
Cherclions la tangente à l'origine, il reste
nous (levons donc changer x en.T -\- h et j en y -\- hz, mais ici
ainsi il faut changer .r en // et y en /iz, ce qui donne
a/iz — h- az — h
h"- z- — ah liz — a
Maintenant, faisons A :=: o; il vient
z = — z, ce qui donne
Ainsi l'axe desx est tangent à l'une des branches passant par l'origine qui est un point double.
Mais on peut croire que l'axe des y esl tangent à l'autre branche : c'est en effet ce qui a lieu, et il est facile de trouver cette autre tangente en changeant x en y, et réciproquement, pour avoir
l'équation dont les racines sont — Comme l'équation delà courbe
est symétrique en x et enj-, il n'y a pas de nouveaux calculs à faire
( *) Voir l'ouvrage de MM. Delisle et Gerono , n" 298.
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et l'on trouve
- — 5 oi\ bien - :=o
et par suite
IV. Soient ]\] et M' {fg. 45) deux points infiniment voisins Fig. 45. d'une courbe dont l'équation en coor-
données polaires est
on appelant w l'angle que fait avec l'axe OT le rayon vecteur OM = p; "t"* " soit aussi Q l'angle que fait la tangente avec l'axe, il est clair que l'angle OMÏ = 9 — w. Du centre O et du rayon OM décrivons l'arc de cercle infiniment petit MN qui coupe OM' en N; l'angle M'OMsera l'accroissement r/w, l'arc MN = pr/w, et M'N = r/js sera de même l'accroissement infiniment petit du rayon vecteur.
Cela posé, MN pourra être regardé comme perpendiculaire à la fois sur OM et sur OM' ; le triangle MM' N sera donc rectangle en N, et comme l'angle NMO est aussi droit, on a
puisque ces deux angles sont tous deux compléments de M'MIS :
par conséquent
MN tany (9 — w) =
M' N ou bien
tang(9 — w j = '— — r/p
L'accroissement de surface MOM' devient, en négligeant l'infiniment pelit du second ordre MNM', le secteur MON; donc
ds =^ - p- tl oi.
V. On démontre en mécanique que, si une courbe plane est produite par le mouvement d'un point ou d'une ligne, on peut
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toujours atlincttre que, dans un instant infiniment petit, ee mouvement a lieu autour d'un centre instantané de rotation : si donc on joint ce centre à la position correspondante d'un point mobile, il est clair que cette ligne de jonction sera normale, c'est-à-dire perpendiculaire à la tangente; il suffit donc de trouver ce centre pour construire la tangente, construction graphique souvent trèssimple.
Soit, par exemple, la droite CB de longueur constante, mobile dans l'angle donné CAB ( la figure n'est pas faite ) : soient les perpendiculaires CO, BOsurCAetBA, et joignons le point 0 où elles se coupent avec un point D pris sur CB à la distance dcterminée CD; cette droite OD sera normale à l'ellipse que décrit le point D dans le mouvement de la droite CB , car il est clair que O sera le centre instantané de rotation.
I. Soit
) =1 ex -\- d
l'équation d'une asymptote à une courbe quelconque dont l'équation est
il faudra (pie cette dernière équation puisse se mettre sous la forme
y = CX-^d~\- V,
la quantité représentée par V devant diminuer quand x augmente et devenir nulle pour a- = oo . Alors
cl l'on trouve
lun - = c
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pour jr =r ce , |iiiisqu'il reste alors ^+ V _
On aura ensuite
(i = y — ex — V,
ou bien, puisque V devient nul à la limite, on obtient
<^/ = 1 i m I ) — ex /.
On pourrait s'étonner de voir que i — r.r prenne une valeur finie pour des valeurs infinies de x et de r, mais il faut ohscrver que la différence de deux (luantités infinies peut quelquefois être une quantité finie.
II. Cela pose, il reste a calculer ces limites ])Our une courbe algébrique quelconque.
Cette équation, étant de degré m, a un certain nombre de termes de puissance m, que nous représenterons par
U = A xP j-î H- B x'r' -h . . ., de sorte que
y; -t- 7 =r r -+- .s= . . . rrr m.
On aura de même un autre groupe de termes de degré m — i ,
U, = A, xPi^}-^^ -\- B, x'-iy'' + . . . ;
un groupe de termes de degré m — 2 ,
U, = Aj xPij^i H- B^x'-î j*2 4- . . . ,
et ainsi de suite : de sorte que l'équation sera
Dans cette équation, il faut faire r = ex et chercher la valeiude c correspondante à j: ^ zt co . Or, si l'on pose
T = Ac7+ Bc^-t- . . .,
T.^A.cîi 4-B, c^i H- . ..,
T.,= A.cîM-BîC'i-i- . . ., l'équation devient
Ta'" + T; x"'-' -H T,x">-- -f- . • . = o
ce qui, pour ^=±00, donne
c'est-à-dire
équation qui s'obtient en changeant dans U x en 1 et v en c. Pour trouver d, changeons dans l'équation de la courbe
> en ex -}-r/,c étant maintenant une quantité connue. Soient T',T",... les dérivées successives de T ; soient T', , T'j , . . . , celles de T, , et ainsi de suite : on trouvera facilement
T.C" + (T' r/ -h T, ) 0;-"-' -h ( — rf- H- r, d-\-TA .j:"'-' + .. . =0.
On sait déjà que T = o , ce qui fait disparaître le premier terme : divisant donc par x"'"' et supposant z = dbco , il reste
ce qui donne une valeur de d pour chaque valeur de c.
Si pourtant on avait à la fois T' = o , T, = o, il faudrait |)oser
et ainsi de suite.
Cette méthode ne donnerait pas les asymptotes parallèles à l'axe
des j-, pour lesquelles on aurait c = 00 , mais on les obtiendra en
supposant l'équation ordonnée par rapport à > . Soit alors
Sj'' + S,j"-' 4- . ..= 0
cette équation, et divisons-la par r"; il est clair que les seules valeurs finies de x qui correspondent à y =rfc 00 sont données par
l'équation
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Si l'on applique celte métliode à la courbe (jui a pour éijiia-
tion
on trouve
pour érpiation des asymptotes, qui sont, par conséquent, les bissectrices des angles de coordonnées.
On peut aussi demander quelles sont les tangentes ])arnllè[cs nu.r asymptotes, connaissance nécessaire pour limiter certaines branches. Il sufGt, pour cela, de pojer s = c dans Tcquation
et d'éliminer entre cette relation et l'équation de la courbe. Nous aurons donc ici
La valeur :; r= i ne donnera rien (*), mais pour s = — i on trouve
En effet, en éliminant d'abord y- entre la relation
I -I- 'ij:- = Oj
mais ce facteur commun , étant éjj.ilé à zéro, ne donne aucune v.tleur réelle de X.
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on tiouve
ot la valeur
rend nul le facteur commun i — 2 x-.
Pour trouver les valeurs correspondantes de >-, nous remarquerons que l'équation de la courbe revient à
Y rz: 1
ce qui, pour 2x- = i, se réduit à
Afin de savoir quels sij^nes il faut choisir, supposons d'abord que l'on pYenne
et remarquons qu'il s'agit de la parallèle à l'asymptote dont l'équation est
et pour laquelle x ^ o donne jr <^ o. Il en sera donc de même pour la branche de la courbe dont s'approche cette droite; par conséquent_
.r = H — donnera y = —— — i ;
(" ) Ou p\ui6l il
car il serait facile de constater que la branche représentée par
fst la seule dont s'approche l'asymptote pour laquelle ^ =^ — *.
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(le mt'me
^ = — donnera JK = i p ( )•
III. On peut chercher j)ar la même méthode des asymptotes /^flrrtio//<jfKt'j d'un degré quelconque, c'est-à-dire dans lesquelles rordonnée est exprimée suivant diverses puissances de l'abscisse.
Soit, par exemple, la parabole dont l'équation est
j z=z ex- H- ilx H- e.
Ponr que cette courbe soit asymptote, on verrait, comme cidessus, que l'équation donnée peut se mettre sous la foime
1 = ex' -f- dx -r r' -f- V,
V étant une quantité qui devient infinie pour x = o. On aura, comme pour l'asymptote recliligne ,
et enfin
par conséquent
t: z= y — cx^ — dx — V ;
y y ^— cx"^
c = lim — 1 d =^ lim : c = lim ( j — ex''- — dx),
On est encore conduit quelquefois à trouver des asymptotes curvilignes par le procède employé pour celles de l'hyperbole dans la discussion générale des courbes du second degré. '
Supposons que l'équation de la courbe donnée puisse se mettre sous la forme
(*) On sait qne , dans une courbe d'un degré supérieur au second, une
tangente en un point peut couper la courbe en d'autres points; cela peut
donc arriver aussi po»rr les asymptotes : c'est ce qui a lieu pour la courbe
dont l'equalion est
y* — x' -+- inx*x = o.
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Cl comparons l'une dis hîaiulics d»' colle coiirl».' avcr la hiarulic conTspondanle de la lii^iio (|iii aura pour équation
La différence entre les deux ordonnées sera
Si nous supposons que V diminue à mesure que r augmente, ou même soit indépendant de x , et que les quantités 'f{x), }(•*") «lugmentent, au contraire, en même temps (l'une des deux pourrait aussi être indépendante de x), il est facile de voir que les lignes droites ou courbes représentées ])ar les équations
sont asymptotes de la courbe donnée.
Ainsi , la courbe représentée par l'équation
a pour asvm})totes les hyperboles dont les équations sont
et
2 jr
IV. Si r équation de la courbe
P=/(«) est donnée en coordonnées polaires, on peut trouver directement les asymptotes rectilignes. 11 est clair qu'on aura une parallèle à l'asymptote si une valeur cj' donne
On verra facilement (|ue la distance d'un point de la courbe à cette
parallèle sera
. , , , , . , sin fw' — w)
r> r:= ù sin(M — '•) I, ou bien cf = -r
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A la limite, c'est-à-dire pour
w = fc) et — = o ,
on aura la distance de l'asymptote à celte parallèle. Or, pour obtenir cette limite, on sait (40) qu'il faut prendre la dérivée de sin(w' — 6i), qui est — cos(w' — w) , on bien — i pour w' = w,
et diviser par la dérivée de -■> où l'on aura fait &» = w'. Soit
P dorkc
il reste
foir Dclisle et Gerono.)
MAXIMA ET lUINIMA DES VARIABLES.
99. On appelle /joints singuliers, les points où la courbe présente quelque particularité remarquable. Les uns tiennent d'une ' manière absolue à la nature de la courbe; les autres sont relatif'; au choix des coordonnées, et sont, par conséquent, les moins imj)ortants (*), Cependant c'est par eux que nous commencerons, parce que leur étude nous servira par la suite à trouver les autres points singuliers.
Ces points singuliers relatifs sont ceux pour lesquels les coordonnées sont maxima ou minima. Nous pourrons donc résoudre ces questions par les méthodes que nous connaissons pour la recherche des maxima ou des minima des fonctions explicites et implicites, mais nous pouvons aussi traiter directement cette (juestion en observant que, dans ces points, les tangentes sont nécessairement parallèles à l'un des axes.
Ainsi, soit un point où r est maximum ou minimum, c'est- à-
(*) Néanmoins, les sommcif des coTirI)cs, c'est-à-dire les limites dc!' toordonnées |)arallèles ans n.rrs de la «oiiihe ' 90), sont des points d'mf importance fai ilo .'i r:iii'C^"iv
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tliro plus yraiiil (iii plus pilil <(ik- k's valeurs (|ui siiivciil on (pii j)ic'cc(icnl iiniiu'dialciiunt ; il est clair (pic la lanj;cnle sera paral-
Icio à Pave dos x : on aura donc dans l'expression z =r — —i
el , par conséquent,
Si, an contraire, il s'agit du niaxinuini on <\y\ niinirnuni de x, la tangente devenant parallèle à Taxe des )•, on aura
z = a^ et Y =^ o.
Cependant cette méthode serait en défaut si la même valeur qui donnait X = o, donnait aussi Y = o. Alors il faut revenir aux méthodes qui donnent les maxima et niinima des fonctions (36 et suivants).
En général, une tangente dans une direction quelconque donne les limites de la courbe suivant cette ilirection, du moins aux environs dn point de contact.
CONCAVITÉ ET CONVEXITÉ. POINTS DTNFLEXION
iOO. On dit qu'une courbe ou plutôt une portion de courbe est concave relativement à un point de son plan, lorsque, si 1 on joint ce point à un point de cette partie de courbe et si Ton mène une tangente à ce point de la courbe, la portion de couibe est comprise entre la tangente et le point donné.
Si, au contraire, la tangente est comprise entre la portion de courbe et ce point, on dit que cette partie de courbe est convexe par rapport à ce point.
Or on trouve quelquefois des points de la courbe où la courbure change, c'est-à-dire tels, que, dans les points (jui précèdent immédiatement, la tangente est, par exemple, au-dessus de la courbe, tandis qu'elle est au-dessous pour ceux qui suivent immédiatement. Ces points, qui sont évidemment des points singuliers de nature absolue, comme tous ceux qu<" nous étudierons par la suite, s'appellent points d'inflexion.
Soient ;\I (/f^'^.zjG^ le point (rinHi-xion, NT la tangente au |)ointN
placée au-dessus de la combe comme nous l'avons supposé, K'ï' ^'*S- ^\(^- la tangente en N' située au-des-
sous de la courbe ; on voit que la tangente MP au point d'inflexion sera intermédiaire entre ces deux portions, puisqu'elle sera au-dessous de la portion de courbe MN et au dessus de MN'.
Par conséquent, si l'on imagine le mouvement de la tangente de IN en N', on voit que cette tangente en N ira rencontrer l'axe des -v en T, à gauche du point P, où MP coupe ce même axe. Quand la tangente se rapprochera du point M , le point T se rapprochera aussi du point P et finira par l'atteindre, mais ne pourra le dépasser. En effet, quand le point de contact viendra de M en N', le point T' s'éloignera de P et repassera à gauche de ce point. Donc l'angle a que fait MP avec O X est l'angle maximum entre ceux que font les tangentes aux environs du point M.
On ferait voir absolument de la même manière {fig. 47 ) fl"^ si
la tangente est placée en N au-dessus de la courbe, et au-dessous en N', l'angle a que fait avec l'axe des x la tangente au point d'inflexion, est au contraire un minimum.
Mais, dans les deux cas, cet angle a est une limite au point d'inflexion, et il en sera de même pour le coefficient z de la taui^ente. En effet.
sin ( 9 ■ 0 étant l'angle des axes : on a aussi
sin 'î rot a — ros (9
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ce fjiii montre que, si a est iiiaxininin , col x est niiiiiiiMiin , ainsi que le dénominateur; donc z sera maximum on même temps que a. Même observation pour le minimum.
Cela posé , imaginons qu'entre l'équation
de la rourbe donnée et la relation
on ait éliminé ) ; il restera une relation
que l'on pourra regarder comme l'équation d'une courbe dont x serait l'abscisse et z l'ordonnée. On trouvera donc le maximum ou le minimum de z, comme on a trouvé ceux de^: ce qui donnera les points d'inflexion. Il faudra donc chercher la dérivée de cette équation par rapport à r , et l'égaler à zéro {*).
(") Cela revient à
dz
dx = ''-
ou bien, comme on n <
l'^ja
dr
il faut poser
dx- "■
F.ii eflet -^ = o résulte dr Ivciualion dx
comme on le voit par la relation
(jui donne
Du reste, nous verrons ( {02^ '|ue l'on jieul r|iiL'i<)iicfoi> , par eel(e tlifumconfondre un pnirit d iiinc\i<.ii avec nn p'diil de nl>r(Missemenl de premicn {"^pèee
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Il est cliiir (|iic' Ton pourrait aussi bien cliiuiiicr > tt avoir l'éc|uation
sur laquelle on opérerait de la même manière; on choisira, de ces deux éliminations, celle qui donne le calcul le plus simple. On peut encore , si cela est plus avantageux , poser
ce qui fait souvent disparaître des facteurs conmiuns dans X et <lans Y .
Si la courbe est donnée en coordonnées polaires, nous savons que, 6 étant l'angle (jue fait la tangente avec l'axe, on a
tang ( 0 — 0) : = '—— ,
et nous savons aussi que 0 sera un maximum on un minimum pour les points d'inflexion. Alors il faut remplacer p par sa valeur en fonction de m, et après cette élin)ination ,
y ■=. lang 0 , x = tang w
seront les coordonnées de la courbe que l'on imagine pour trouver l'inflexion, en cherchant la limite de 1 .
Enfin, on conçoit qu'un point d'inflexion doit être regarde comme la réunion de deux éléments , appartenant à chacune des deux portions de courbe, c'est-à-dire comme la réunion de irois points. Donc, pour qu'une courbe ait un point d'inflexion, il faut au moins qu'elle soit du troisième degré.
Comme application , nous allons chercher les points d'inflexion de la courbe dont nous nous sommes déjà occupés, et qui a pour
équation
Nous remarquerons d'abord que l'origine est un point d'inflexion , car l'axe des x est tangent à l'origine, et la courbe passe au-dessus et au-dessous de cet axe. Pour trouver les autres points
d'inflexion , posons
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l\'(jii;Ui»)ii (lo li» courbe (Icvicndiii , rn divisant |»ar .< ,
ensuite
eu divisant haut et bas par a', ou bien
(2) 3 — t" = Q.tz — — ••
IMultiplions l'équation (1) par z cl Téquation (2) par l , puis ajou tons : il vient, en supprimant zt'' de part c,t d'autre et réduisant ,
3r — ;' =r r'z -I- 3, et enfin
(3) t' -\- zt'— 3t -\- z=zo.
Pour trouver la limite de z, égalons à zéro la dérivée de eelte dernière équation par rapport à t , nous aurons
(4) 3 t - -^ 7. tz — 3 = o ,
ce qui donne
Transportons cette valeur dans l'cqualion (3), on a
OU bien
zr-{r--3) -h3(i-/'):=o,
ce <pii donne encore
Donc
r '^- bt^ — .-> = o.
t- = -~ 3drv'72,
ou piiilnj, rni)i!)U- /•""> O , el 'jue V 12 ^rr. 2 \' 3 , on ;» (' =: ? V"» — 3
284 riIAlUTRK SlilTiiMK.
et l'équation (1 dunnc t
«l'où
et .r
par conséquent,
ou enfin
De là on conclura •
.r = rt 1 , 1 3 ,
à peu près, et, comme on connaît déjà t , on trouvera aussi r et z.
POINTS MULTIPLES, POINTS CONJUGUÉS
ICI. On appelle point multiple un point où se réunissent deux ou plusieurs branches de la courbe : on peut en distinguer de deux, espèces, par intersection et par contact. Quand deux branches se coupent, c'est-à-dire quand elles ont au point de rencontre des tangentes différentes, il est facile , comme nous l'avons vu , de déterminer ces tangentes, et, par suite, d'avoir la marche des deux branches; mais quand ces branches se touchent, c'est-àdire qu'elles ont la même tangente au point commun , il faut, pour suivre les directions des deux branches, donner à x el l\ j différentes valeurs aux environs du point multiple. On peut ainsi vérifier, par exemple, si les deux branches sont du même côté de la tangente au point multiple, ou de côtés opposés.
On trouve quelquefois des |)oints isolés qui font partir d'une courbe, c'est-à-dire dont les coordonnées satisfont à son équation. Ces points s'appellent àe% points conjugués; voici comment on peut concevoir leur existence.
Imaginons une courbe dont l'équalion contienne un certain nombre de coefficients , et supposons que celte courbe se corn-
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pose de (U'ux parties dont runc soit fermée ; ensuite admettons que, pour une valeur particulière donnée à un ou à plusieurs des coefficients de l'équation, cette portion fermée se réduise à un point, comme le cercle dont l'équation
qui ne représente plus qu'un point quand /=o; on obtiendra alors un point conjutjué.
Comme toute ligne passant par ce point pourra être considérée comme une tangente, on aura
et un point conjugue présente le caractère d'un point multiple ; mais ici il est clair que l'indétermination pour la direction de la tangente sera complète et réelle.
C'est ce que l'on peut observer pour la courbe dont l'équation
générale est
ay- = x' — bx-.
Faisons comme cas particulier
il reste
aj- = x^ — nx',
ce qui donne
j' = .7,M- — I et j
Admettons que n soit positif, il est clair que r ne sera réel que si l'on pose
Cependant r = o donne
donc l'origine est un point conjugué.
Dans ce cas, on a un point d'inflexion pour .r =: — •
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REBROUSSEMENTS , POIXTS D ARRET, POINTS SAILLAiXTS.
102. Les branches qui forment un point multiple proprement (lit se proîonj^ent de part et d'autre de ce point : si, au contraire, elles s'y arrêtent brusquement, on dit que c'est un point de rebroussement ; nous supposerons qu'il n'existe que deux branches.
Il peut encore arriver que les deux branches aient la même tangente ou deux tangentes différentes, mais l'on réserve plus spécialement le nom de rebroussement au cas où la tangente est commune; sinon, on dit que le point est saillant ou anguleux.
Fig. 48.
Fig 49- 11/
On dit que ce rebroussement est de première espèce quand les deux branches sont de côtes opposes de la tangente {fig. 48), et de seconde espèce quand elles sont du même côté [fig. 49)-
Les rebroussements de première espèce sont les plus ordinaires; on peut donner une formule pour les déterminer.
Soit M un point de cette nature (y?g. 5o) où s'arrêtent les brandies MA et MB , et supposons, pour fixer les idées , que OP = ^ , abscisse du point M, soit un minimum de X. Puisque le rebroussement est de première espèce, il est facile de voir que deux points N et N', pris sur une même ordonnée à droite du point M, donneront des tangentes, l'une plus inclinée, l'autre moins inclinée, que la tangente MR commune en R aux
Fig.DO.
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lieux brandies. Si donc on construit //g. 5i) une courije SUS' Fig. ji. (jiii ait les nicnics abscisses que la
;t I ly^. courbe de la Jii^.So, de sorte que
OC = OP et OD = OQ, et dont les "I I ordonnées soient les valeurs successives
^^ de l'inclinaison z de la tangente dans
^ cette prcnnière courbe , on voit que les
~ô] c~ï) T~ lieux valeurs DS, DS', qui correspon-
dent à OD, sont, l'une plus grande, l'autre i)lus petite queCH; par conséquent CH est une droite tangente à la courbe SUS' et parallèle à Oz; on la déterminera donc en égalant à zéro la dérivée (le
prise par rapport h z : 9 (z, .t) := o étant Tcquation de la coiu'be SHS', laquelle s'obtiendra en éliminant y entre l'équation
f[x,y)z=zo
de la courbe proposée , et la relation connue
On peut aussi, comme un le fait très-souvent. dans la discussion des courbes, prendre pour variable indépendante le rapport
(*) On verrait, comme dans la note du n'^ iOO , que cette relation
dz donne
dy t-n bien , puiscnic l'on a di-ià i = -— ,
dx
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Mais il est iiupurtaiit d'observer une circonstance où cette théorie peut être en défaut et faire prendre une inflexion pour un rebroussement de première espèce , ou vice versa. Il pourrait se faire que, dans \iijig. 5i, le point 11 , au lieu d'avoir sa tangente CH parallèle à Taxe des ordonnées, fût lui-même un point de rebroussement de première espèce, avec une tangente commune aux deux branches HS et HS', et parallèle à l'axe des abscisses. Dans ce cas particulier, il est clair que ce ne serait plus la dérivée par rapport à z , mais la dérivée par rapport à x , qui serait nulle, ce qui est le caractère ordinaire d'un point d'inflexion.
La cissoïde de Dioclès, dont l'équation est
x' -h /' ^' — 2 fl r^ = o , donne un rebroussement de première espèce. On trouve
2j(2rt — x) 7.t['2.a — .r)' mais l'équation de la courbe elle-même donnera
.r (i + r-) = 2fl^%
d'où
et 2a — x =
on a donc
dz t{3-h t') et 2 . — = 3 + 3^-' =: 3 (l ^ f^
Si l'on posait
on en conclurait
dt
dz
GO
dt
t = ce
ce qui serait une solution fausse; mais il faut observer que ce n'est
pas —5 mais — qui doit être égal à l'infini. Nous devons donc ' dt dx
chercher
dz dz dt
dx dt dx
Or
et
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dx 2a (i "h f').2/ — iat'.2.t ^nt
Tt ~~ (i -1-^^^' ~ fi ■+- t^y
d'où enfin
Ponr avoir
il fant poser ic qui donne on en conclut
dt
Tr
(i-hî'V-
dx
%at
dz
Tx:^
r tan
pour l'origine. L'axe des x est donc une tangente commune aux
deux branches qui forment nnrebronssement de première espèce à
l'origine, connue d'ailleurs on peut s'en assurer directement. Nous
avons voulu seulement avertir que l'emploi de t comme variable
indépendante n'est qu'un artifice de calcul , et que les valeurs de
dz . . • /> •
— ne deviennent pas toujours nulles on infinies en même temps
que celles de — -• dx
Enfin, il est certains points où la méthode précédente laisserait
encore dans l'embarras , parce que les branches de rehroussement
s'y trouveraient réunies avec une autre branche avant une autre
tangente. C'est ce que l'on voit dans la courbe dont l'équation est
j' — x' -\- ?. ni^ } = o.
Il est facile de reconnaître directement que, du coté «les ordonnées positives, on a une branche qui a l'axe des r pour tangente et l'origine pour point de contact ; tandis que, dix coté des ordonnées négatives, on a deux branches dont l'axe des y est h tan-
•JQO rHAPITRF. SEPTIEME.
yente commune el qui se réunissent à l'origine où existe par conséquent im rebroussement de première espèce. Comme exemple (le rebroussement de seconde espèce , nous citerons la courbe qui a pour équation
( f'oir Delisle et Gerono , n" 3o2.;
Si une branche de courbe s'arrête brusquement sans qu'une autre branche vienne la rencontrer en cet endroit, (m dit qu'il existe un point (Cnrrét. C'est ce qui a lieu , par exemple , pour la couibe représentée par l'équation
{Jîg. Sa), qui reviendrait à
en changeant y -+-1 en r, et x en — a:,
Fig. 52.
Cette courbe est formée de deux branches fiL, MN dont la première a pour asymptote, dans le sens des abscisses positives, l'axe même des x , et s'arrête brusquement au point B dont les coordonnées sont
tandis que la seconde a pour asymptote Taxe des ordonnées dans le sens positif et l'axe des abscisses dans le sens négatif. En effet, tant que x est positif, la fonction
va en décroissant indéfiniment pour des valeurs de x de plus en l)lus petites, et finalement s'évanouit avec x, tandis qu'elle tend à devenir égale à l'unité pour des valeurs de x de plus en plus
TUl.ORlt HKS COUninS PI.VNKS. M)I
grandes. Au toiilraiic, luisijiif .' passe par des valciiib iit'galives, le même fraction croît au delà de toules limites pour des valeurs numériques de .r de plus en plus petites, au lieu (pTelIc tend encore à devenir égale à l'unité pour des valeurs uinii(ri(|ucs de ,r de plus en plus grandes.
Comme exemple de points saillants ou anguleux , nous citerons la courbe (jui a pour équation
[Voir Delisle et Gerono.
COURBURE DES LIGNES, CERCLE OSCULATEUR , DÉVELOPPÉES
105. I, Si deux courbes ont même tangente en un point, on peut dire qu'elles sont tangentes l'une à l'autre intérieurement ou extérieurement , et d'ailleurs il est évident qu'elles ont aussi même normale en ce point. Mais si , au lieu d'avoir seulement un élément commun, les deux courbes tangentes ont deux éléments communs entre elles, c'est-à-dire trois points infiniment voisins, on dit qu'il y a oscillation au lieu d'un simple contact.
Deux coiu'bes, d'après leur degré, peuvent avoir un nombre plus ou moins grand d'éléments communs, ou bien une osculation plus ou moins complète, mais un cercle ne peut généralement avoir avec une autre courbe plus de trois points communs consécutifs, puisque l'on ne peut faire passer qu'une circonférence par trois points donnés.
Si l'on mène, pour chaque point d'une courbe, un cercle qui
jouisse de cette propriété, il s'appelle cercle oscillateur, et c'est lui
qui détermine la courbure de la ligne en ce point, puisqu'il a avec
elle un contact plus intime qu'aucun autre cercle.
Quant au cercle lui-même, sa courbure se
mesure par le rapport d'un angle MOM'
[fig. 53) à l'arc MM' correspondant, rap-
port qui est
1 R étant le ravon du cercle
(car on peut définir langie par le rapport de l'arc au rayon : alors l'angle est un nom-
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Ijie abstrait , loi (nu- y I • !Mais pour une coiirl)? qucIcoïKHie, ie
cercle oscillateur variant il'un pointa l'aiilro, la courbure seia aussi variable c4 s'exprimera d'ailleurs, d'après ce que nous avons
vu, par — 1 en appelant R le rayon de corde osoulateurau point
que l'on considère.
Ainsi soient A , B , C les trois points infiniment voisins, communs au cercle et à la courbe, et soient M et M' les milieux de ces éléments AB et BC; la courbure sera représentée par le rapport
angle MOM' arc MM'
Le rayon OM = R s'appelle rayon de rniirhif/r , et le centre O, centre de courbure.
vSi l'on mène aux points M et M' dos tangentes communes à la courbe et au cercle osculafeur, elles se coupent en un point T ; l'angle MTM, très- voisin de 180 degrés et supplément do l'angle très-petit MOM , s'appelle Vangle de contingence.
II. On a vu (pie le jioint O {fig. 53) , centre du cercle osculateur, était le point do rencontre de deux normales IMO, RI'O iutiniment voisines.
Concevons donc [fig- 54) l-i série dos cenlros de courbure O, 0', O ",..., elle représentera le lieu géométrique des intersections consécutives des normales à la courbe.
En général, (piand on a une série de droites menées suivant une loi déterminée, les intersections consécutives forment une courbe que l'on appelle V enveloppe de toutes ces droites, et qui est tangente à chacune d'elles, car une quelconque de ces droites, telle que A'0'0', a un élément O'O" commun avec la courbe enveloppe.
Ainsi la courbe PO, enveloppe do tontes les normales à la courbe MIN , sera taiigonte à chacune do cos noriDalcs; cette espèce
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j>arliculici'c (.l\iivt'lo|)|)t." s'appelle la (Icvcloppéc de la toiiihe ^IN ijui est réciproquement la développante de PQ. Voici la raison de ees dénominations. Imai^inons un fîl enroulé sur la courbe PQ et tendu suivant la direction OA; supposons maintenant qu'on déroule ce fd en le tenant toujours tendu , l'extrémité qui est en A j)assera successivement en A', A",..., et l'autre extrémité en O', O",. •■; on voit donc que la courbe PQ est déroulée ou développée <ians ce mouvement.
On voit (ju'une développante IMN ne peut avoir qu'une seule développée PQ , mais que PQ peut avoir une inûn'té de développantes, puis(pic la loni^ueur primitive AO (iu fil tendu est arbitraire.
Connaissant l'équation d'une courbe quelconque, on trouve l'équation de la développée et celle du rayon de courbure en un point quelconque.
Soit
l'équation de la couibe; nous poserons
y'=f'[x) et y" = f"[^).
On sait (|ue l'équation de la normale au point de la courbe dont l^s coordonnées sont x et j-, est
X| et ^"i étant les coordonnées du centre de courbure. On aura, en différentiant pour passer à la normale infiniment voisine,
Si Ton élimine r et y entre (1), (2) et (3), il reste
«Hjtiation de la développée.
De plus, l'ccpiation ' 3)<lonne
re qui , transporté dans Téquation (.2), donne encore
comme d'ailleurs
on trouve
()(i bien
R = fii^
Si l'équation de la courbe est donnée au moyen des coordonnées polaires p et w, soient
/-^ et ^'^%=.p^on verra par les relations connues
zr 0 sin&J, X :z= c COS
que
, p' sinw -f- p COS&) „ p^ + 2 p'^ — pp"
p' cosoj — 0 sin w ■ (o'cosw — psin&j)'
ce (jui donne
Il =
. Les équations ordinaires de la courbe et de la développée présentent des relations remarquables dues à la génération mutuelle des deux courbes. On remarque, en effet, d'après ce mode de description, que l'accroissement du rayon de courbure est égal à celui de l'arc de la développée; soit donc 5, cet arc à partir d'une position déterminée, nous aurons
flK — (Is,.
Enfin, d'aj)rés la définition même des i\eu\ courbes, les normales à la <lévelopj)ani(' sont tangentes à la développée , ce qui
nimuih, DKS couiuiKS i-i.anks.
«)ii voit pai' là (jue ccUc j)ioj)riclc est mudiclle, c"cst-a tliro ijiic IfS tangentes à la développante sont aussi normales à la développée.
La fonmile
donne lien à quehiues observations sur les relations qui existent entre les points singuliers d'tnie courbe plane et ceu\ de sa développée.
On voit que R devient infini ou cpie la courbure est nulle pour Fig- :^5. > " 1= o , ce (pii indique, comme on le sait,
un point d'inflexion de la développante. Ainsi les normales de la développante aux points d'inflexion sont en général les asymptotes de la développée, ])uis(pie R = oo {/îg- 55).
Les points dinflexion de la développée correspondent sur la développante à des points de refcronssement de seconde espèce, comme le montre la y%. 56. Cependant la réciproque n'est pas toujours Fig. 56. vraie : si le rayon de courbure est nul à ce point de rebroussement , la développée présente aussi un rcbroussement.
Quand le rayon de courbure est nid, les deux courbes se rencontrent et se coupent à angle droit, ce qui est nue consé(pience de leur génération mutuelle. On trouve
pour
ce qui correspond généralement , ainsi qu on l'a vu, aux points de rebroussement de première espèce de la dévelopj)ante.
Quant aux rebroussements de première espèce de la développée, ils correspondent d'ordinaire a»i\ inn.rimn et minitrui <lu ravon
de courbure de la développante, comme on peut le voir par la fi!!;. 57 , relative à l'ellipse.
Enfin, nous ferons observer que la développante d'une courbe fermée, telle que le cercle et l'ellipse, est une spirale indéfinie, parce que l'on peut regarder le fil comme enroulé autant de fois qu'on le voudra autour de la courbe : on peut même supposer que ce fil se déroule à droite ou à gauche; donc cette spirale est double, et les deux systèmes dont elle se compose se raccordent au point de départ en faisant un rebroussement de première espèce (/g'. 72).
IV. Le cercle osculateur d'une courbe quelconque présente une particularité remarquable, c'est qu'en général il coupe la courbe en même temps qu'il la touche. En el'fel , dans la portion de courbe où se trouve le point M que l'on considère, la courbure varie d'une manière continue {fi§- 5']) , et augnienle, par exemple, deB en A.
Donc, R étant le rayon de courbure M, M au j)oint jM,
celte courbure est <^- de
Ben M, et > - de M en A.
Mais conime elle est toujours égale à — pour tous R
les points du cei'clc, il s'ensuit que de B en M ce cercle passe au-dessous de la courbe, mais que de M' en A il jiasse au-dessus. La figure est faite pour nue ellipse, mais le raisonnement s'appliquerait à une courbe quelconque; cependant nous ferons observer, relativement à l'ellipse, que cette courbe étant du second degré, ne peut être rencontrée par un cercle qu'en ipiatre points : or, comme le point M d'osculation re[)résente déjà trois de ces points communs, le cercle osculateur ne peut plus rencontrer la courbe rpi'en un autre point D.
Il existe certains points j)our lesquels le cercle osculateur nt^ coupe plus la cnuibc : cela arrive pour les maxima et minima de
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courbure lie la ilcveloppante , c'csl-.i-iliic , daus l'exemple aclu<I , pour les soniniels tle l'ellipse, (els cpie A et B. Le cercle oscillateur en A, (le rayon A, A, est entièrement intérieur à rdlipsc, de même que le cercle osculateur en R, de rayon B, B , est complètement extérieur et embrasse l'ellipse. Chacun de ces deux cercles n'a qu'un point commun avec la courbe, parce (jue les sommets représentent quatre points ou trois éléments communs. C'est ainsi qu'une tangente , qui n'a généralement qu'un clément commun avec une courbe , en a deux dans les points d'inflexion.
Si l'on cherche l'cqualion de la développée A, B, d'une elli|)se dont l'équation est
on trouvera, en posant c' = a- — /-»',
.r et y étant les coordonnées du point M , x, et j, celles du point .M,. Cette équation , débarrassée des radicaux , est de la forme
elle est donc du quatrième degré. On voit (pi'elle rej)resente une courbe formée de quatre branches symétriques, avec des rebroussements de première es[)èce qui correspondent aux sommets : il ne faudrait pas croire que le point A, fût un des foyers de l'ellipse.
Celte développée est la car.sticjue [>ar refraction donnée par un point lumineux situé dans le milieu le plus réfringent.
Du reste, la construction graphique du cercle osculateur en un jjoint de l'ellipse se simplifie beaucoup par le tliéorème suivant, dont on trouvera la démonstration dans la Gcnmétrir niinlyti<fut de MM. Briot et Bouquet.
Quand un ccrclr coupe une clli/jsc m t/unln jxnnl', , les />ts.iiitriccs de rnnf;h' des cordes communes sorti juirnilèhs aux axes de In cdinhc.
ag8 ruAriTr.E skptième.
Cela posé, pour viiiir au cas dvt cercle osculaleur, supposons que, M et D étant deux des points de rencontre du cercle et de l'ellipse, les deux autres soient sur une corde qui se rapproche indéfiniment du point M , de manière à devenir la tanijente j\lT quand les points d'intersection de cette corde se réunissent en M; d'après la propriété précédente , la bissectrice MH sera parallèle à l'un des axes, qui se trouve ici être le grand axe.
Voici donc comment on peut construire le cercle osculaleur au point M. Menez MH parallèle à OA , et faites l'angle SMU = HMT, MT étant la tangente en M : prolongez SM jusqu'à la rencontre de l'ellipse en uri point D, et par les points D et M faites passer un cercle tangent à MT; ce sera le cercle osculateur.
V. Le calcul de la formule
qui donne le rayon de courbure, est quelquefois assez pénible; il est donc utile desavoir obtenir directement l'expression ,, quelquefois très-simple, du rayon de courbure dans certains points où cette considération est particulièrement importante , tels que les sommets des courbes, sans être obligé de passer [)ar la formule générale. Nous suivrons jiour cela une méthode analogue à celle que nous avons employée pour les tangentes au commencement du n" 97, c'est-à-dire que nous chercherons à identifier l'équation d'un cercle avec celle de la courbe, pour les premières puissances des coordonnées. Nous savons, d'ailleurs, que le centre du cercle osculateur est sur la normale au point de- contact , dont nous connaissons la direction par celle de la tangente. Considérons d'abord la parabole dont l'éfjuation est
/étant la distance du foyer au sommet. Le cercle osculateur ayant son centre sur l'axe des x, aura pour équation
négligeons .r' relativement à .r, puiscpic nous considérons des
THEORIE DES COUnnKS PLANES. 2l)<)
points très-voisins tlii sonnutt , il reste à identifier 2R r avce !\fx , ce qui donne
R = if.
De même, l'équation de l'ellipse rapportée à son sommet négatif sur le crand axe étant
ct celle tlu cercle oscuiateur en ce point étant
nous aurons, par le même raisonnement,
pour les extrémités du petit axe, on aurait
On peut souvent faire tlisparaître, par cette méthode, les indéterminations que pi'ésenterait la formule générale. Considérons la, courbe qui a pour équation
r' — a:' -f- 9. tfx'j' = O ,
et relativement à laquelle nous avons déjà reconnu (lOti) que l'origine était à la fois un rebroussement de première espèce pour deux branches situées du côté des y négatifs, et un point de contact avec l'axe des .r pour une branche placée du côté des r positifs. On sait que le rayon de courbure est nul à l'origine pour les branches de rebroussement, mais pour les branches de contact il a une valeur que nous allons chercher.
Le centre du cercle oscuiateur étant sur l'axe des y, ce cercle aura pour équation
.r'' = ■?. R > — ) -, ou plutôt
en négligeant » ■ relativemcnl à )'. Duii .iiilir c<')le, l'rqnalion de
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la courbo nous donne
x' z= aj -]- Y s/d' -h X Développons
on posant
nous savons que, pour £ très-petit, il reste
Ici nous (levons niètne négliger le deitiier terme, (pii clonne-
• f" lait — , et nous aurons
x'' = 2 ay, d'où l'on tire
R = fl.
Cette méthode s'applique à d'aiures points que les sommets jjroprement dits. Ainsi, cherchons le rayon de courbure à l'origine pour la courbe dont l'équation est
On sait que, pour x très-petit, se réduit à x\ il reste donc
Quant au cercle , son ecpiation sera
UT- = 2 Kj
rn négligeant j', ou bien
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idt'iuinant avec y -- .r', on trouve
ou bien
Ici, rorigine n'est pas un véritable sommet, carie cercle osculateur coupe la courbe.
VI. Nous avons admis, dans le paragraphe précèdent, que le point pour lequel on cherchait le rayon de courbure était l'origine elle-mètne ; c'est ce qu'il est toujours facile de supposer, en transportant les'coordonnecs parallèlement à leur direction.
Mais nous avons admis en même temps que cette direction des axes rectangulaires était celle de la tangente et de la normale à la courbe au point que l'on considère : on réalise cette supposition, si l'on changea en .rcos a — r sin a, et >• en .r siny. -f- j cosa : de cette manière, on revient aux hypothèses du paragraphe précédent , a étant Finclinaison de la tangente.
La courbe donnée étant donc tangente à l'axe des r, et son équation étant de la forme
o = Xx -\-Bj ■+- C.r' -f- Dxj H- E r' H- . . . ,
je dis d'abord qu'on devra avoir
Eu effet, divisons tout par x, il vient
G =r A + B-H-Cj: -}- D^- -4- Ej ■ - +. ... r X
Considérons l'origine où xi=o, j = o , mais cependant où l'inclinaison de la tangente à l'origine étant nulle, on doit avoir
il reste alors
Cola pose , nous remaïqut'rons encore cpic ]<• terme E; • est ne
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gligeable relativement ù J)xy, car
et si l'on divise par x la quantité entre parenthèses, on obtient
ce qui se réduit à D pour l'origine, d'après ce que l'on vient de voir. On peut donc négliger le terme en j^ devant le ternie en .rj. L'équation de la courbe près de l'origine est donc
o= r (B + D.r)H- Cx% ce qui donne
mais pour .v très-petit on sait que cela se réduit à
ce qui amène à négliger à son tour le terme en xj. On a donc
équation qu'il faut identifier avec celle du cercle oscuiateur à l'origine, qui est
x^ = nRy.
Enfin
B ^ .T. B — - := 2 R , OU bien R =
C aC
Il y à inflexion si R = co , c'est-à-dire si C = o.
DIFFÉRENTES ESPÈCES DE COURBES ALGÉBRIQUES
104. On dit qu'une courbe plane est algébrique , quand elle peut se représenter par une équation à deux variables d'un nombre fini de termes, avec des exposants entiers qui indiquent le degré de la courbe.
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Dans le cas conhaiic , ou dit (|iic la «oui lit- est transccnflanii . l.cs théories que nous avons cxposi-rs jus(iu'à présent s^l|>|>lic|iient à toute espèce de courbes, quoique nous ne les ayons encore appliquées qu'à des courbes algébriques, excepté celle qui nous a servi d'exemple pour les points d'arrêt , et dont l'équation est
mais aussi des points de cette nature ne se rencontrent jamais dans les courbes algébriques, non plus que les points saillants.
Nous avons déjà cité (97, III) le Foliuni de Descartes, dont réq\iation
j' — 3 a.ry + .r ' = o ,
i\e pouvant se résoudre par rapport à aucune des variables, se
discute en posant
— = ? = tany m.
Nous avons parlé aussi de la cissuïde de Dioclès \ *), qui a pour cquation ordinaire
et pour équation polaii'e
p := 2 a sin &) tang w.
Voici sa description géométrique :
A l'une des extrémités d'un diamètre fixé pris sur un cercle de rayon a, élevez une perpendiculaire sur ce diamètre; de l'autre extrémité menez, sous une direction arbitraire, une sécante qui détermine sur le cercle une certaine corde, et va ensuite couper la perpendiculaire : portez sur cette sécante, à partir de l'extrémité du diamètre , une longueur égale à la portion de la sécante interceptée entre l'extrémité de la corde et la perpendiculaire ,
C* ) Ce nom de cissoïdc sijjnifie que !a courbe l'essemble :i une touille de lierre.
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les points ainsi obtenus jiour différentes directions formeront une cissoïde.
Nous allons encore rappeler les noms et les équations de quelquelques courbes algébriques :
Courbe du diable. — Ainsi nommée parce qu'elle ressemble au jouet d'enfant qui porte ce nom. Son équation est
r' — 1"' — C)6a^y' + loon'-.r- = o.
CoNCHoiDE DE ISicoMÈDE. — Etant donnés un point A et une droite OD [/îg- 58), si par ce point on mène la sécante AD qui coupe OD en D, et que sur cette sécante on prenne de part et d'autre du point D la distance constante DM = DM' = b , le lieu des points M et M' s'appelle une conclwtdc. Soit OA = a la distance du point à la droite, soient l'angle DAO := w et p le rayon vecteur; la figure donne inmiediatement
■àlb.
Mais il faut observer que tous les points peuvent être donnés par la seule ibrmule
' cosw
si l'on admet, comme on peut le faire toujours pour les coordonnées polaires, que l'on donne à &> des valeurs plus grandes que i8o degrés, et qu'un rayon vecteur négatif doive se porter en sens inverse de l'angle correspondant. Cela posé, admettons, pour fixer les idées , que l'on ait a ~^ b et à plus forte raison
'^ b : nous aurons d'abord le rayon vecteur
AM
Maintenant donnons à l'angle variable la valeur f 80 -\- m, ce qui dirigera le ravon vecteur suivant A m.
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La fonmilu
jioiis donnera, pour cette nouvelle direction,
P = o : -h 0 = h ij ,
COS(lbo -f- m) COS ',>
valeur négative, et qu'il faudra par conséquent porter, non pas de A vers w, mais de A en M'; or nous voyons que
Ainsi la valeur
\ COS Oi )
AM' = b
COS w
sera donnée par la formule générale
De même la formule
donnerait aussi toute la courbe. L'équation ordinaire, en prenan-t O pour origine, sera
La courbe se composera toujours, comme on le voit par sa description même, de deux parties séparées par leur commune asymptote OD.
La portion qui a son sommet en B aura toujours on ce jioint une tangente parallèle à l'asymptote et deux points d'inflexion symétriquement placés par rapport à OB, mais la forme de l'autre branche variera suivant les grandeurs relatives de a et de b.
Si fl^Z», comme \Afig. 58 le suppose, la tangente en B' est cnrore parallèic à l'asyniptote, et cette autre branche a aussi deux
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inflexions; de plus, l'équation par les cooidonnécs montre que A est alors un point conjugué.
Si b = a, les points B' et A se réunissent et forment un rebroussement de première espèce, OA étant la tangente commune.
Enfin, si a <^b, les points B' et A échangent évidemment les positions qu'ils ont sur la ^g. 58 et il se forme entre eux une boucle qui se rattache aux branches infinies situées de ce côté de l'asymplote.
Pour observer toutes ces particidarités, il faut déduire de l'équation
la relation
tang 9 — w = ^—, = r - ■'
sinw (p_ (!,)y/(p_ ^ji_rt2
seulement , pour lever l'indétermination que donnerait p = o pour a z= b, il faut poser
tang' {B — o>) = jj- ~ ,
après avoir remarqué que le radical \/[ p — by — a% qui devient alors \Jp'' — 2 6p, ne devient pas imaginaire pour p<^2.b, parce que p peut être négatif.
Dans le cas où o <^ h, pour trouver p = o, il faut poser
o, don COS&) = y
cos w b
Alors
tang (9 — w) = o,
ce qui prouve (|ue ô est égal à l'angle &j ou bien à son supplé, ment. On trouve aussi les tangentes au point où se croise la boucle.
Nous remarquerons d'ailleurs qu'il est très-facile de construire graphiquement la tangente en un point quelconque par la consi-
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dorationdu centre instantané de rotation. Soit la sécante AM' M qui donne les points M' et M de la conrbe ; élevez AC perpendiculaire à AiM et DC perpendicnlaire à OD; ces droites se coupent en C, qui est le centre de rotation : donc CM et CM' seront normales à la courbe.
Lieu des points tels, que la produit a"^ des distances de c/iacun d'eux à deu:r points fixes F et F' soit constant.
Soit
FF'=2c,
on trouve pour équation
^.r'_l^ ^-2)'+ ic''[y'' — X') = a' — e\ L'équation polaire sera
p' 2 C-p^ COS 2 w =: a' — c',
mais il se présente diverses particularités suivant les valeurs de a et de c :
1°. a<^c; on a deux courbes séparées.
2°. a = c; on a une courbe en forme de 8 qui s'aijpeflj la lemniscate. C'est donc le lieu des points tels, que le produit des distances de chacun d'eux à deux points fixes F et F' est égal au carré a- de la moitié de FF'. Elle a donc pour équation
.r^ 4- j' + 2a^ ( ^^ — x') = o, ou bien p^ = 2^' cos aw.
3°. n^c. Ce troisième cas présente lui-même trois circonstances différentes, suivant que
a <^c ^1 , n^ csJt. ou a ^ c \'2 ;
dans cette dernière supposition, on a une ligur*? appelée ovale de Cassini.
Scarabée. — Les extrémités d'une droite de longueur constante la glissant sur deux droites rectangulaires; d'un point fixe pris sur la bissectrice de ces axes on abaisse une perpendiculaire sur la droite mobile: trouver le lieu des pieds de ces perpendiculaires.
Soit h la distance du point fixe aux i\c\\\ axes, et supposons
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les coortion liées transportées à ce point fixe comme origine, on u r(V)iialion
(j:' -f J'Y -\- }P{x H- yY (.r- -h y-) — l^a'x'y' = o.
[Voir la Géométrie analytique <leMi\l. liriot et Bouquet.)
Limaçon nE Pascal. — Nous allons encore étudier la courhc connue sous ce nom , et qui sert pour ainsi dire de transition entre les courbes alj;:ebriques et les courbes transcendantes, parce qu'elle se rattache à l'épicycloide.
Etant donnés un cercle de diamètre AO = a [Jig. Sg) et un Fig. 59. point A sur sa circonférence,
menez une corde quelconque terminée à ce cercle en P, et prenez, à partir du point P, sur cette corde , la distance constante PM=:PM'=:é, le lieu des points M et M' est le limaçon de Pascal.
On voit immédiatement que c'est aussi le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du point A sur les tangentes a une circonférence de centre O et de rayon O^^h. Cela se reconnaît, parce que le rayon ON = ON' = b est aussi égal à PM = PM'. Du reste, le triangle rectangle APO donne
AP = a cosw.
Ainsi l'équation de la courbe se présente sous la forme
p = rt cos w dz ^ ;
mais il serait facile de faire voir, par le raisonnement déjà employé pour la conchoïde, que tous les points M ou M' peuvent être représentés par une seule équation
cj =: a cos co -f- ^ , ou bien p z= a cos w — b. L'équation exprimée par les coordonnées se'ra
jf2 _|_ j2 — ax =: i \/.v'- + y'y ou jiien
ôp =s ax.
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La coiiilji' [)itMulia diverses loruies, suivant (juc l'on aura Fie- (Jo. l'ig. (il.
Fig. 6,.
Si b^ a ^ la courbe ne passe point par lorigine; cependant cette origine en fait tonjours'paKtie comme point conjugué, car l'équation par les coordonnées est toujours satisfaite pour
On tro.uve tang (G — w) =
— {a cosw-H h)
a sin w s^a- — {p — by
ce qui se réduit, pour le troisième cas où a = b, à
tani:f^^ -
:==_COt-M :rr./_jL_ 2 V p — 2rt
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ce qui lève l'indt-tcrminalion t-t fait voir que le point A [fig. 62)
est un rebroussement de première espèce, où AO est tangente.
On verra, comme pour la conclioïdc, que dans la^g'. 61,
au point A, pour lequel (3 = 0 et cosw = 5 la formule
tang (0 — w) = o
fait voir que 0 est égal ou supplémentaire de ci, c'est-à-dire que
les tangentes en ce pomt ont |)our cosinus iil-' '- a
Enfui, nous indiquerons encore la manière de mener la tangente par la considérai ion dn centre instantané de rotation. Soit C ( fig. 59) le centre du cercle de diamètre AO = a , soit S l'extrémité du diamètre dont PC est la moitié, S sera le centre instantané de rotation, car le point P est mobile sur le cercle et l'angle PAS est droit; de sorte que AS est perpendiculaire à la sécante mobile. Donc SM, SiM' seront normales à la courbe.
On a dû remarquer plusieurs analogies entre la conchoide de Nicomède et le limaçon de Pascal. En effet, il est possible de trouver une courbe dont les deux lignes indiquées ne soient que des cas particuliers.
Dit point quelconque O [fig. 63), menez au cercle de rayon Fig. G3. CA = R. et de centre C une xc-
M--^ eante OM qui coupe la circonférence en N t'? IN, , et de part et d'autre de chacun de ces points, — prenez les distances
NM = mi'= N, M, = N, M', =&,
on demande le lieu des points ainsi obtenus.
Chacun des triangles OCN , OCN, donnera, en posint OA = «,
la relation
COSw = : fT,- — -; — TT '
2 (rt -f- R)(p± Z»)
ou bien , en observant que le double signe est inutile et qu'oit peut ne garder que l'une des valeurs ±/', comme dans les deux
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courbes indicjiiccs, puis réduisant, nous aurons
2 CCS w ((? -^ R) (p -i- b) = a- -^ 2 a R + (p + b)'.
Pour tirer de celte formule générale celle de la conclioide, il faut diviser par R, puis poser R = oo , ce qui donne
p + by
2 COSw
et ensuite
2 cos 0) (o-j-b)= la , ou bien o = b ,
COS&J
ce qui est l'une des formes de l'équation de la conchoïde. Ensuite, si « = o, il reste
2Rcosw(p + ^) = (p-t- ^)'.
On a donc l'ensemble du cercle représenté jjar p= b, |)uisque le signe de b est indiffèrent , et de la courbe qui a j)our à équation
p + Z» = 2 R cos w et p = 2 R cos w — b ;
c'est l'une des équations du limaçon de Pascal.
Nousallons encore chercher la tangente à cette courbe {fig. 64). Fi|î. 6^.
Soit la sécante ONN, coupant la circonférence aux points N et N, , et ujenez au point O la perpendiculaire SOS, à OiNN, ; joignez NC
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qui coupe SOSi en S , de sorte que SM et SM' seront des normales .puisque S est le centre instantané relatif au point N. De même , joignez N, C qui coupe SOS, en S, , centre instantané relatif à N, , vous aurez les normales S, M, , S, M', .
On peut chercher quels sont les points H, h j)Our lesquels les deux portions de courbe se coupent; les points M' et M, se confondent au milieu delà corde NN, pour faire un triangle rectangle dont l'hypoténuse est
OC = fl 4- R , ce qui donne, pour H et h ,
f = (<7 + R) cos w. Si donc, sur OC := a + R comme diamètre, on décrit une circonférence, elle passera aux points H et // , quel que soit b , et aux points T et f de contact de la circonférence donnée avec les tangentes menées du point O, ce qui correspond à ^ =: o : les sécantes OH, OA au cercle de centre C donneront
p-— /^^= (rt -f- 2R)rt.
lOS. Cycloïdes et ÉpyciCLOÏDES. — Nous allons examiner maintenant quelques courbes transcendantes.
I. Une des plus importantes est la cjcloïde , dont voici la définîtion :
Un cercle de rayon CA = a {fig. 65) roule sans glisser sur une Fig. 6S.
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droite DO; un point fixe placé sur celte ciiconfcicnce et partant du contact en O, décrit la courbe nommée cycloidc [* ).
Prenons sur OD la distance 0B'=: awrt, c'est-à-dire égale à la longueur de la circonférence , il est clair que le cercle arrive à cet endroit aura fait une révolution entière, et que le point lî' sera sur la courbe, ainsi que O; après cela, la courbe continuant son mouvement, donnera une seconde courbe égale h la première, en sorte que la cycloïde sera composée d'une infinité d'arceaux égaux entre eux.
D'ailleurs, le milieu B d'un arceau sera à une distance de OD marquée par BD=: ia, puisque le point décrivant aura parcouru une demi-circonférence.
Il est facile de construire la courbe par points. Nous avons pris 0B'=: 2 ~a; divisons la circonférence et OB' en un même nombre de parties égales, en 12 par exemple. Soit H le second point de division de la circonférence , et G le second point de division de la droite CL := OB' ; du centre G et du rayon GM =: a décrivons une portion de cercle qui rencontre en M la parallèle HM à OD et à CL , je dis que M est un point de la courbe , car l'arc JIE, de centre G, est évidemment égal à l'arc HO de centre C : on trouvera de même d'autres points de la courbe.
Comme le cercle roule sans glisser, on voit que le point E de contact correspondant à M est le centre instantané de rotation; donc ME est normale et donne la tangente FM , F étant l'extrémité du diamètre EGF.
Prolongeons ME d'une quantité EM' égale à elle-même, et imaginons en dessous de OD un cercle égal au premier, roulant sur D' O' parallèle à DO à la distance 2fl , mais roulant en sens contraire, c'est-à-dire de D' vers 0' : je dis alors que , si je considère ce nouveau cercle mobile dans la position du diamètre EG'F', prolongement de FGE , et si je prends M' pour le point mobile, il arrivera en 0 quand le cercle aura roulé jusqu'en O'. En effet, l'arc EM' = EM est égal à la droite EO, ce qui prouve que M' arrivera en O en même temps que F' en 0'. On voit , d'après cela ,
(*) Pascal s'est occupé île celle coiirl)0 . qu'à roll»- épnijuc on appelait quelquefois la roulctlr.
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que l'ensemble des points INl' déterminera au-dessous de OD une autre cycloide é<^a\e k la première, puisqu'elle est engendrée par un cercle égal , mais placée inversement, comme l'indique la figure. D'ailleurs, cette nouvelle cycloide étant formée par les intersections consécutives des droites telles que EM', normales à la première courbe, sera la développée de cette première cycloide, et la droite EM' lui sera tangente.
On remarque aussi que le rayon de courbure MM' est double de ta normale EM. Donc , en supposant un fil enroulé sur la déveloi)pante OD', on voit que MM' sera la longueur de l'arc OM', et, enfin , le double diamètre BD' est égal au dcmi-arcenu OD'.
On peut encore établir un théorème remarquable relatif à la surface de l'arceau de cycloide.
Considérons les deux tangentes infiniment voisines à la développée NN', PP', qui sont en même temps normales ii la développante, et soient n et p les points où elles coupent OB'. On sait
que N'/z est la moitié de N'N et P'/7=r-P'P; or, les figures
NN' P' P, rtlN' P'/p pouvant être considérées comme des triangles qui ontlNP et np pour base, et un angle égal au sommet, seront entre elles comme les produits des côtés qui composent cet angle, c'est-à-dire (jue
D'BB' = D'DB'I
Ainsi, le demi-arceau D'B'I' est égal aux trois (jiiarts du rectangle D'DB'I', qui a pour côtés. 2 a et Tza, et dont la surface est égale a 2 7r fl- : donc
- arceau = - tz a- ,
ce qui fait voir que la surface d'un arceau de la cycloide est trois fois celle du cercle générateur.
Quant à l'équation de la cycloide, soit MGE = w, l'arc ME qui est égal à la droite OE = c/w, et soient MR = j, OR = r , on
rnEORiE nES courbes i'I.\m:s troiivi' lacilcMnont
X = a (w — sin w) et ) =: rt (i — d'où l'on tire
arc ces i
^/a nj — .
?s^oiis indiquerons encore deux propriélcs nircaniqucs de la cydoïde.
Cette courbe, en la supposant renversée de manière que le somuiet B soit au bas du diamètre su]>posé vertical, est la brnc/iistoc/(/-D«r, c'est-à-dire qu'un mobile pesant doit suivre une cydoïde pour descendre d'un point à un autre dans le plus court espace de temps.
Celte courbe est encore tautnchrone ; ainsi , cpiel que soit le point de la cycloule où l'on place un mobile pesant, il mettra le même temps pour descendre au sommet inférieur. Huyghens avait cherché à utiliser cette propriété pour régulariser le mouvement des pendules dans les horloges.
II. On peut imaginer qu'un point intérieur ou extérieur au cercle roulant , et attaché fixement à son centre, tourne en même temps que ce centre; alors il engendre une cydnïdc raccourcie , ou bien une cydoïde allongée.
Les Jîg. 66 et 67 indiquent suffisamment la forme de ces Fig. 66.
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courbes, ainsi que la manière de les construire par |)oints, et même de trouver la tani^ente par le centre instantané de rotation.
III. Épicycloïde. — Si le cercle de rayon CO = r [fig
roule sans glisser, non plus sur une droite , mais sur un cercle de rayon OA ::= R, le point mobile partant du contact en O décrit une courbe qu'on appelle épicycloïde.
La figure montre comment on peut construire cette courbe par points, et trouver la tangente par le centre instantané de rotation.
IV. Nous ne chercherons pas l'équation générale de l'épicycloïde, mais il est clair qu'elle est transcendante, car c'est ce qui a déjà lieu pour la cycloïde, qui pourtant est un cas particulier de l'épycicloïde, quand on suppose R = ce .
Cependant l'équation de l'épicycloïde est algébrique quand le
rapport
est commcnsurablc.
Par e.\emple , si ;• = R [fig. 69), soient A le point de départ et M une position du mobile , de sorte que l'arc BM = BA ; «oit donc w l'angle en O et par suite en C, il est clair que AM est parallèle à OC.
Soit aussi AM = p, on voit que cette ligne est aussi divisée en deux parties égales, de même que OC,
THEOUII'. llKs IIM r.lil>>
parla taiij^cntf IJ w. Alors
mais le
triaiij
^le BOw
donne
Ow
cos w
cl (raill
ours
V cos f.)
d'où enfin
p = 2/- (i — cos w);
on reconnaît alors que cette épicycloïde n'est autre chose que le troisième cas du limaçon de Pascal , pour lequel
Seulement, la figure est renversée, et l'angle appelé w d'un côté est i8o — w de l'autre, ce qui change le signe du cosinus.
On peut imaginer des épicycloïdes raccourcies ou allongées , comme pour les cycloïdes ; les deux premiers cas du limaçon de Pascal rentrent dans ces espèces de courbes.
V. Au lieu de faire rouler le cercle mobile à l'extérieur du cercle fixe, on peut le faire rouler à lintérieur, ce qui donnera encore d'autres espèces d'épicycloides.
Nous considérerons en particulier le cas dans lequel le cercle mobile a un rayon moitié de celui du cercle ii\e, circonstance à laquelle se rapporte un problème que nous avons traité sur les caustiques. Il s'agissait alors de î'épicycloïde extérieure; mais si
/• = -R, l'épicycloïde rntérici/re se réduit à une droite: dans le
même cas, les épicycloïdes raccourcies ou allongées intérieures deviennent des ellipses. Nous laissons au lecteur le soin de chercher la démonstration de ces énoncés.
SPIRALES
lOo. On appelle ainsi les courbes qui font un nombre indéfini de circonvolutions autour d'un |)oint lixe. Il en «.'.\iste plusieui-s espèces, mais nous n'en considérenms (piedeu.v.
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I, Spirale of. Conon ou d'Archimèdk. — Une droite tourne avec une vitesse constante à partir de la position initiale OA et du centre O [fig- 70) ; en même temps un point parti du centre O se meut sur le rayon vecteur mobile avec une vitesse aussi constante et décrit la spirale indiquée.
(On a supposé dans la figure un tel rapport entre ces deux vitesses, que le point mobile vienne en A après une révolution.)
Pour construire la courbe par points, il suffit de diviser une longueur donnée en parties proportionnelles à un même nombre de divisions prises sur une circonférence de centre O et de rayon arbitraire, sauf à établir convenablement la proportion. D'ailleurs, le rayon vecteur étant proportionnel à l'arc, l'équation de la courbe sera
p = rt w .
Dans le cas de la figure; soit OA =
fj = r pour d'où
r =z rt . 2 TT et ce qui fait que l'équation devient
on aura
L'inclinaison de la tangente est toujours donnée par la relation
tang(9 — co) =p -7-
Mais l'équation donne
«t il reste
tan-' f I? —
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ce qui montre que OA est la tangente à l'origine. L'angle 0 — o> «•tant toujours, comme on le sait, l'angle que fait la tangente avec le rayon vecteur, on a
tang(G-o,) = ^
Il faut observer «juc la courbe ne part point l)rusquenient «lu point O , |)arcc que Ton iloit aussi imaginer le m«)uvenicnt opén* dans un autre sens, ce(iui<lonne la combe ]>onctuée.
II. Spirale logaritiimiquk. — On ajipelle ainsi la courbe qui a pour e()uation
0 = (/", ou bien &> = logp,
dans un système quelconque [J/i^-. 71 ). Cette équation montre que Fig. -]!. l'origine est un poi/U (isy/n/jtotir/ue dont la
courbe s'approche ind«}finiment sans jamais le rencontrer, car ^ = o donne
fù = — co .
la construction par points est fond«'e sur ce que r accroissement de l'arc est proportionnel à celui (lu rayon vecteur, à partir d'un premier point une fois construit; en effet
dû = a" . 1 a . do) =r 1 « . p dot,
et il est clair «pie p d(^ est l'accroissement de l'arc.
Ensuite, l'angle 9 — w de la tangente avec le rayon vecteur (?tant toujours donné" par la formule
tang(0 — w ) = p
d (,> di
remarquons que ce qui donne
C^Aa
tang(0-«) = j-^; par conséquent, la tangente fait un ans;lc constant avec le rayon
vecteur, propriété très-importaqte et qui pourrait servir de définition géométrique à la courbe. ,
Nous énoncerons encore ce théorème remarquable, que la développée d'une spirale logarithmique n'est autre chose que cette même spirale qui a tourné d'un certain angle en gardant le même pôle.
Enfin la spirale logarithmique sera encore la projection sur la base d'un cône droit, d'une hélice conique tracée sur ce eône, c'est-à-dire d'une courbe à double courbure faisant le même angle avec toutes les génératrices du cône.
i07. INous allons étudier encore quelques courbes Iranscendantos qui se rencontrent assez fréquemment.
DÉVELOPPANTE DU CERCLE { fig . 72). — Ou voit , d'apiès Ic iiom
Fie- 7-
Logarithmique [Ji^ Fig. 73.
de cette ligne, que c'est la courbe obtenue en déroulant un fil à partir d'un point donné sur une circonférence.
Pour obtenir celte courbe par points, nous supposerons la circonférence divisée en un certain nombre de^parties égales, 12 par exemple, en prenant sur les tangentes correspondantes des longueurs égales aux portions de la circonférence. 70). — On appelle ainsi la courbe qui a pour équation
L'axe des j' est asymptote du côté négatif, car j: = o donne
On peut chercher le rayon de courbure au point A qui a pour coordonnées
y =z o et pour cela, remarquons que l'on a, en général,
' — f^ — i dx X
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ce (|ui , |)<iiir.r = i, donne
Ainsi , la tangente en A fait un angle de 45 degrés avec l'axe des .r. Pour trouver la position C du centre de courbure sur la normale, on pourrait laciUnient, comme on l'a vu (105, VI), transporter l'origine en A et changer la direction des axes suivant les bissectrices. Mais ici il est plus sin)ple de se reporter à la formule générale
on a déjà trouvé
ce qui donne
in-yr
et, par suite.
ensuite y" =
Ifi / = I ; ce cpii donne
R- m 2 ' = 8 et R = 2 y/â.
Soit donc
AB = OA = r ;
élevons jusqu'à la normale bissectrice la perpendiculaire BD = i, et prenons DC = AD, il est clair que AC = R. Le cercle oscnlateur passe au-dessus de la branche AR et sous la branche AS. SiNusoïnK (y?^. •j4). — C'est la courbe dont l'équation est
Fig- 74-
y- z= sma:.
On voit que .r = o donne 1=0,
donne
.r =r OC
CA = I
et
jc = 7r = 0'0 donne de nouveau j = o.
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Ensuite on a d'aulres arceaux égaux à OAO', «n qui sont alternativement placés au-dessus et au-dessous de 00'.
On trouve
-7- = J = cos.r^
donc, au point O,
ce qui montre que les tangentes en O, O', . . . , qui sont des points d'inflexion , sont inclinées à 4^ degrés: pour les construire, il suffit donc de prendre
CT = CO = CO
et de joindre OT, O'T.
On A aussi
y" =1 — sin j: ,
ce qui donne
( i-f- cos^^r)'
sin-j." valeur (jni se réduit k
pour le point A, où r = -• On arriverait très-facilement au même
résultat par la méthode employée pour trouver le raj^on de courbure aux sommets des courbes: ainsi le rayon CA du cercle osculateur en A est égal à l'unité.
COIVSTRUCTIOK DES RACINES D'UNE ÉQUATION
108. I. On peut toujours obtenir les racines réelles d'une équation du quatrième ou troisième degré par l'intersection d'une parabole donnée et d'une circonférence.
Soit l'équation du quatrième degré, privée de son second terme, comme cela peut toujours se supposer,
( I ) H -+- px^ -I- qx 4- /• = o , _
et représentons par
[1) .r^=ay
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la paraboU' tlonnce, ce qui fait que l'cquation (f) devient
(3) a^y'' -h px^-\- qx + rz= o.
En multipliant l'équation (2) par le coefficient indéterminé/., et ajoutant avec l'équation (3), on a
( 4) ^^J' -^ {P -^ ' ) ^' + q.r -\~ r =1 a Ij.
Si l'on pose
/? H- À = rt% ou >= fl- — p,
cette équation deviendra celle d'une circonférence
ay (a' — p) = a"j- -f- a' x- -h qx -\- r,
dont l'intersection avec la parabole déterminera les racines cherchées.
Quant à l'équation du troisième degré
.r^ -f- px -\- q = o,
on y introduit une racine nulle, en multipliant; par j: le premier membre , ce qui donne
.T^ -\- j)x- -\- qx = o,
et l'on rentre ainsi dans le cas précédent.
Les problèmes qui ont pour objet de trouver le côté d'un cube double d'un cube donné, de diviser un angle donné en trois parties égales, d'insérer deux moyennes géométriques entre deux droites données, se résolvent simplement par l'interseclion d'une parabole donnée et d'un cercle, parce qu'ils conduisent à des équations du troisième degré.
II. La construction des courbes facilite beaucoup la résolution
des équations transcendantes.
Soit en général
une équalion quelconque, X étant l'ensemble des termes positifs et X' celui des termes négatifs, et posons
on aura
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pour tous les points dans lesquels y = f', c'est-à-dire que les racines de l'équation
seront données par les intersections des courbes qui ont pour équations
j — X et y = X'.
Considérons, par exemple, l'équation sin j: -f- 1^ = I, que nous pouvons mettre sous la forme
\x — (i — sin.x)=o,
ce qui nous donne à construire les courbes représentées par les équations
y =: \x vl J' = 1 — sin .r:.
Ces courbes ne sont autre chose que la logarithmique et la sinusoïde, déjà traitées au n" 107 ; on voit ici combien il est important de tracer les courbes avec exactitude , au moyen des tangentes et des rayons de courbure. Seulement, pour la sinusoïde, \i faudra transporter l'origine à une distance égale à l'unité , et renverser la courbe, ce qui ne changera rien à sa forme.
La réunion de ces deux courbes (yfg'. ■jS) fait donc connaîti'e
les points A , A', A" qui correspondent aux trois racines de l'équation donnée; il n'en existe pas d'autres, car l'ordonnée de la sinusoïde ainsi placée ne peut s'élever au-dessus de y = 2., et la logarithmique s'élève au-dessus de cette bande qui contient la sinusoïde.
La première racine est donc comprise entre
r = t et x = -
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la seconde, entre
X ::= 7: et j; = — TT
et la troisiènie, entre
JT = - TT et ar:=:?. TT.
Les racines étant donc séparées, on pourra appliquer à chacune d'elles un des procédés connus pour les approximations successives; c'est ce que nous allons faire pour la j)remière. Nous poserons
:r = 1 + î- , et l'équation
sin j: -I- l r = I deviendra
sin I -f- £ COS 1 -t- £ r=: I ,
cose = I et sin s = »;
parce que de même
pour c très-petit.
Nous pourrions développer
cos = 1
mais il vaut mieux chercher l'expression a en degrés de l'angle tel, que le rapport de l'arc correspondant au rayon soit l'unité. Nous aurons donc
ce qui donne
En retranchant lo des logarithmes trouves dans la Table, on
aura
L sin I = I ,9250394 et Lcos i =r 1,7326362.
On en conclura
__o, 158528 I ,54o3o2 ou à peu près
Pour avoir une nouvelle approximation, posons
a = 1,1 et X = a + s' .
Afin d'introduire cette expression dans la formule, nous poserons
/(rt-t-e') = /.rt|i -hi\ — /n + l (i +-
ou bien, comme
puisque e' est très-petit, nous aurons enfin
Soit a' le nombre de degrés correspondant à l'angle ou à l'arc «, nous trouverons, comme ci- dessus,
«' = 63°i'3i", ce qui donne
L sin fl = I ,9499785 et L cosa = i ,6566706.
Quant à trouver la, nous remarquerons qu'il s'agit dans la formule de logarithmes hyperboliques. Il n'est pas nécessaire d'en avoir une Table, il suffit de connaître celui de 10, qui est
et l'on aura Comme
la =:: La ./ 10.
La = 0,0413927,
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On a (l'aillours troiivt'
sinrt = 0,891207 et cos« r= 0,453597 ;
d'où l'on tire
ce qui donne , à très-peu près,
On a, pour valeur de la première racine approchée à un millième près,
On trouverait de morne les autres racines.
On pourrait multiplier les exemples, mais celui-ci suffit pour montrer toute l'importance que présentent, au point de vue des calculs pratiques, certaines recherches telles que celles des points singuliers, des rayons de courbure. . ., qui ne semblent être d'abord que des objets de pure curiosité, mais qui sont indispensables pour déterminer la forme des courbes et donner une première solution graphique de certaines équations dont la discussion , purement analytique, serait assez difficile. Cette solution géométrique a surtout l'avantage de prémunir contre les fautes de calcul , en mettant sous les yeux le résultat véritable que les approximations successives doivent préciser, mais dont elles ne peuvent jamais s'écarter.
AXES PRIXCIPAUX DES SECTIOx\S CONIQUES.
109. I. Nous terminerons ces considérations sur les courbes planes en cherchant, dans le cas le plus général, la grandeur et la direction des axes principaux des courbes du second degré. Les ouvrages où l'on étudie ces courbes ne résolvent d'ordinaire cette question que dans le cas où les coordonnées primitives sont rectangulaires. 11 peut être utile d'effectuer cette transformation , même en partant de coordonnées obliques. On sait d'ailleurs que la solution de ce problème donne immédiatement tous les autres éléments des courbes, tels que foyers, asymptotes, etc.
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Prenons donc l'équation jjénerale des sections coniques
{ I ) «j' + b.ry + c.r- -H dy + ex +/= O ,
l'angle des coordonnées étant représenté par 0. Nous supposerons d'abord que la courbe a un centre dont les coordonnées sont j,', et j, ; on sait alors que, si l'on change a; en x + .r, et / en y + j, , pour transporter l'origine au centre, l'cquation devient, avec ces nouvelles cooidonnees parallèles aux premières,
(2) ay' -f- bxy -\- cjn- = H ,
en y joignant les lelations
Q.ae — bd
H= —f—l{dy, + e.x,).
II. Nous allons donc appliquer à l'équation (2) les formules qui servent à passer d'un système oblique à un système rectangulaire. Nous supposerons que l'angle 0 des anciens axes est un angle aigu; s'il en était autrement, nous changeiions y en — y, pour rentrer dans celte hypothèse. Les nouveaux axes font avec les anciens les angles a et a' = go" H- a , et nous choisirons, pour le nouvel axe des abscisses, celui dont la partie positive fait avec la partie positive de l'ancien l'angle a <^ç)0° (*).
En admettant ces suppositions, nous avons
X sin a -f- Y cos a X sin ( ô — « ) — Y cos ( Ô — a )
sin Ô sin 6
formules dans lesquelles X et Y représentent les nouvelles coordonnées.
{ * ) On prend pour parties positives des nouveaux axes les portions de ces lignes qui sont du même côté que la partie positive de l'ancien axe des ordonnées, relativement à l'ancien axe des abscisses. Par conséquent, k et a' sont toujours plus petits que 180 degrés dans toutes les trartsformations de coordonnées.
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Nous devons donc identifler avec l'équation la [)lus simple des coniques à centre ,
le développement obtenu en substituant dans l'équation (2) les valeurs précédentes de x et j; nous déteiiuinerons a ainsi que A' et B'.
Ce dévelûpj)ement sera
fl sin' z
c sin' (0 — «
b sin a sin {6 — a)
X'-i- 2rt sin a cosa
— i c sin (ô — a) cos {6 — a) i sin (6 — a) cos a
XY-T- a cos' a
-1- c cos' [ù — a)
— b cosvAO — a)
\-—H^infj
' — cos(Ô — «) sinot
D'abord, pour faire disparaître le rectangle XY, il faut égaler son coefficient à zéro , ce qui donne
( 5 ) ^ sin (5 — 2 a ) = c sin 2(0 — a) — a sin 2a;
équation que l'on peut transformer de la manière suivante : soient
2(0 — a) = (& — 2a)-f-9 et — 2 a = (9 — 2 a) — d ,
nous aurons, en divisant par sin (G — ?-«',
b = c cos <3 -\- c cot (S — 2 a -(- a cosô — a cot (9 — 2a); ■doù
cot (9 — 2 a) =
(« -h c)cos9 — b
{a — c) sin 9
relation qui est également vraie pour cot (9 — 2 a) et pour cot (9 — 2 a').
Il sera facile de calculer la valeur de y. : si cot (9 — 2 a) ])> o,
soit il vient
2 y. — rf,
si cot (9 — 2a)<^o, soit
on a
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quantité toujours plus petite que 90 degrés. En effet, on a supposé Q<^go°, et (f est aussi aigu, puisque les Tables donnent toujours pour cet angle une valeur comprise entre cet 90 degrés. D'après cela, on calculera le coefficient
dans l'equation Y = niX du nouvel axe des abscisses; on aura de même, dans l'équation Y = w' X du nouvel axe des ordonnées, le coefficient
, sin a' CCS a
sin(0 — a.') cos(0 — a)
puisque
III. Après avoir obtenu la direction des axes, il faut trouver leur grandeur. Posons
nous remarquerons d'abord que, si l'on change le signe de tous les termes de l'équation (2), on change aussi ceux de 1 et de >.', mais non ceux de A' et de B^ Si donc les valeurs que nous trouvons pour A' et B^ sont positives, la courbe sera une ellipse; si elles sont négatives, la courbe sera imaginaire; enfin, si A- et B' sont de signes contraires, nous aurons une hyperbole ( *). Seule-
( * ) Nous laissons de côté le cas où l'on aurait H :=^ o. Alors il n'y a pas besoin de calculs, et l'équation (2) devient
nih
y en posant »?:=-; il en résulte
Par conséquent, la courbe se réduit à un point, qui est l'origine, si 6' — !\ac <:i^o; à deux droites passant par l'origine si 6' — t^ac'^ 0; enfin , ces droites se réduisent à une seule si Ir — /joc =0; mais ceci rentre dans le cas des paraboles, que nous étudierons plus loin.
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ment, il n'y a pas de raison pour que les foyers se trouvent sur l'axe des abscisses pliilôt que sur celui des ordonnées.
Nous verrons bientôt que A' et B' sont de même signe ou de signe contraire, suivant que l'on a
mais nous nous contenterons d'énoncer le résultat suivant : soit
V = [b — {a -\- c)cose]'^ + (« — c)'sin^9 = [[a -f- c) — icosO]'4- (6'— ^ac) sin'O = (a — c)^ H- (A — 2a cos9) (* — 2CCOS0);
les deux valeurs de m sont
fl — czbP
et celles de ). sont
2 sin' G
en prenant de paît et d'autre le même signe pour le radical. Les valeurs de l que nous allons obtenir sont plus faciles à calculer par logarithmes.
En identifiant les équations (3) et (4), on trouve
a sin'a -+- c sin' (0 — a) -4- A sin a sin(9 — a) i
H sin^ Ô ' ~ A^'
ou bien
>sin-9 = a sin' a + csin=(9 — a) 4- & sin a sin(0— a). Mais l'équation (5) donne
r sin 2 ( 9 — a) — « sin 2 a b = 7 — rr— ^ '
sm ( 9 — 2a)
et la valeur de > sin' 9 se décomposera en deux parties, dont Tune aura le facteur a et l'autre le facteur c; la première sera
r 2 cosa sin(9 — a)"l —a sin' a sin 9 a sin' al ^ — ^ — • I = — : — 77 — r- *
I sm(9— 2 a) J sm{9— 2«)
car
De même la seconde sera
c sin^ (ô — a) sin 0
sin ( 6 — 2a) ce qui donne
, , csin'fô — a) — a sin'
sin 6 sin (6 — la.) On aura de même
a cos'a — c cos^ (Ô — a
^ ' sin G sin (9 — 2a)
soit en opérant directement sur le coefficient de Y% comme on vient de le faire sur celui de X% soit en changeant dans l'équation ("j) a en a' = 90° -}- a, et réduisant.
On peut transformer l'expression de >. en posant
c sin^(6 — oC) — a sin- a = a [sin''(6 — a) — sin- aj + (c — a)sin=(9 — a),
et en observant que
sin^ (ô ^ — a) — sin- a est égal à
[sin (9— a) — sin a] [sin(Ô — a) + sin a] = sin 9 sin (9 — 2 a).
Alors l'équation (7) devient
(c — a) sin' (9 — a) ^■^' ' sm9sm(9 — 2a)
Mais on peut aussi poser
c sin' ( 9 — « ) — il sin'- a =r f [ sin' (9 — a) — sin- a ]
-h {c — a) sin^ a,
ce qui donne
(c — a) sin' a
^ ' sm 9 sm (9 — 2 a)
De même l'équation (8) se transformera dans les expressions suivantes :
, , , (c — a) cos'(9 — a)
^ ' sin 9 sm(9 — 2«)
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uii bi(Mi
(c — a) cos'a
sin 0 sin(0 — 2«)
En résumé, on trouve a par l'équation 6), X par les équations (9) ou (10), et V par les équations (1 1) ou (12), sauf dans quelques circonstances que nous allons examiner (*).
IV. Cas particuliers. — i". Les expressions précédentes de X
pt do ),' deviennent indéterminées si l'on a
ce qui donne
sin (9 — 2a) = o ,
comme on peut le voir par l'équation (6). On a donc
ou bien
y. = - et a = Qo" H
Par conséquent
(*) En ajoutant les coefficients de X' et de Y- dans l'équation (4), on
trouve
(An-/') sin' 6 = a -(- c — cosô.
Retranchant IV'quation (i i) de l'équation (9), on a
sin 6 sin {6 — 10t.) Observant que
^—i-, ; — 1 H- cot' (6 — -îol),
sin'(e — ■la.)
substituant d'après l'équation (6) et réduisant, on trouve
' ^ ' sur 0
ce qui justifie ce que nous avons dit relativement à l'influence du sijjne de 4 rtc — h"- sur ceux de A' et de B*.
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ce qui donne
sin a
'" = .;iD(6_a) = ' ' de même
cos(6 — a)
Observons ensuite que l'équation (6) donne
c — a __b — [a -\- c) cos 9 sin (9 — 2 a) sin 9 cos (9 — 2 a)
et l'expression (9) devient
sin'(9 — a)[è — (û 4-c) cos6/] .
sm' 9 cos (9 — 2aj
Si maintenant nous avons
c = « , 9 r= 2 X et 9 — a.-z= V.,
il reste
b — la (cos^ a — sin* a ) 2a -{- b
4 cos^ a 4 ^^^ *
ou bien
•ia -r- b (•3) >=; r
4 cos' -
On aura de même
4 sin' - ^ 2
2°. La relation (6) nous fait voir encore que, si l'on a
é = (« -4- f) cos 9,
il en résulte
cos (9 — 2 a) = o.
On pourrait poser
c'est-à-dire
6 =r go" + 2 a ;
mais comme nous avons supposé, en commençant, que 9 était aigu,
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nous prendrons
ce qui donne
D" -h - et x' = 1 35"
D'ailleurs
donc
sin (0 — «) = — cosa,
d'où
tang — H tang 45
TO = — tans' y. =
tang - tang 45 — 1
Or
lang 45° = I ,
et l'on trouve
I -f- tang
TTl " —
(ang - - I
On aura de même
, cosa
tang I
ut — \\)\. ce
tang - + I
Ensuite, ajoutons les deux expressions (9) et (10); nous aurons, à cause de
sin (9 — ») = — cosa et de sin(ô — 2 a) = — i,
la relation
[c— a) ^ ' sin 9
Les expressions (1 i) et (12) donneront de même
^ ' sm9
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3". Enfin , si l'on a à la fois
n := c et b ^= [a -\- c) cos ô,
ce qui devient alors
b =: la cos 9,
la direction des axes est réellement indéterminée, parce que la courbe est une circonférence. En effet, l'équation (2) se réduit alors à
y' -\- 7.xy cos Q -t- ^- = — ,
et reoresente un cercle réel ou unaginaire, suivant que — est
positif ou négatif; le rayon est
V. Coordonnées rectangulaires. — Si maintenant les coordonnées primitives sont rectangulaires, il suffit de poser dans toutes les formules précédentes
Alors l'équation (6) devient
(in) tang 2a =
Nous avons ensuite, à cause de !a formule connue
tang a = — cot 2 a ± \/ 1 + cot^ 2 a ,
et en remarquant que m = tanga est positif, puisque l'angle a est
aigu ,
m = y I + cot^ 2 a — cot- a ,
ce qui donne
(18) m=sj'^'
On aura de même
Pour obtenir A, ajoutons les équations (9) et (10); nous avons,
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à cause de 0 = 90",
«os 2 a
Mais l'équation (1
) donne
cos 2 a 510 2 a
on a donr
sin 2 a
Les équations (i 1) et (12) font trouver de même
sin 2 a Enfin, l'égalité
-; = v/i + cot' 2 a,
sm 2 a
où sin 2 a ^ 0 puisque a <^ 9o°,donnera .
22) i\z=za + c -h h \^/ i-\-
et
(23) iV = -a-\-c—b\J y—^] -^i'
Le cas particulier où c = « donne ici
m =: \ , ni' := — i ; d'ailleurs l'égalité (17 ) montre que
« = 45°, c'est-à-dire que les nouveaux axes sont les bissectrices des anciens.
Comme alors
sin 2 a = 1,
les expressions (20) et (21) deviennent
2 A =r 2 a -H ^ et -2).' = 0. a — h ,
comme on pourrait aussi le conclure des équations (i3) et (i4).
Le second cas particulier que nous avons considéré revient à h = o pour 0 :^ qo° ;
mais alors ii n'y a pas de calcul à faire, car les axes donnés sonl jiistenient ceiiN (pic l'on cherche, pniscpic Téqualion
rtj'-}-r.r'= H,
relative à des axes rectangulaires, présente la forme que l'on veut obtenir : d'ailleurs il reste alors, d'après les équations (i5) et (i6),
VI. Paraboles. — Supposons maintenant que la courbe représentée par l'équation (i) n'ait pas décentre, ce qui arrive quand
/>' — ^ac z:^ o.
L'angle des coordonnées primitives étant quelconque et égal à 0, cherchons des cordonnées rectangulaires pour lesquelles l'équation de cette courbe soit de la forme
(24) Y'=:4FX.
Mais il faut ici changer l'origine des coordonnées et poser
X sin a + Y cosa
sin G
' * ■* L'fqualion cherchée
devient ici
c'est-à-dire qu'on a changé x en Y et^ en X. Celte permutation, qui est évidemment inutile dans ce cas particulier, tient à ce que l'on a fait usage des formules (i5) et (i6) qui supposent, comme on l'a dit en commençant, 0 <; 90°, ce qui a donné, dans cette circonstance ,
sin (ô — 2 y.) = — I .
Ici, en effet, la relation
0 — 'i a = — 90" donne
C. 2:^ (lO^ pour 0 =: l
.r — jr' H-
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X si n i 0 — a ; — y c(»s ( 0 — 5t )
sinO
Pour abrcj^er les calculs, nous rappellerons qu'on sait d'avanro que la nouvelle origine est un point de la courbe, et que le nouvel axe des abscisses est un diamètre. Seulement, comme l'angle a est déterminé par cette condition, on conçoit que cet angle, formé par la direction positive de cet axe avec la partie positive de l'ancien axe des abscisses, n'est pas toujours un angle aigu comme dans le cas des courbes à centre. Maintenant aussi l'angle 9 pourra être indifféremment aigu ou obtus. Du reste, il n'y a pas de raison pour que cette direclion posiiive de l'axe des X aille du sommet au foyer, comme dans la position ordinaire de la paj'abole , on bien en sens contraire; cela dépendra du signe do F. Il est impossible, à cause de la relation
que les coefficients des carrés des coordoniict-s soient nuls tous deux dans l'équation (i); en effet, on aurait alors à la fois
c'cst-ù-dire que la courbe ne serait plus du second degré.
Nous devons donc sup])Ost'r que l'un de ces coefficienls, a par
exemple, n'est jan)ais nul, sauf à changer, .^'il le faut, x en j et
réciproquement. Divisant alors toute i'ctjuation par a, après
avoir remplace r p.ir -y — ? cette équation deviendra
(25) IrH -h- V-F--J7-1- -z=o.
I.e nouvel axe des abscisses étant un diamèlie, son cqualion sera de la forme
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B éfant une ([nantit»' i\u'\\ faudra d(' terminer, et nous devons poser
sin a b .^
sin(Ô — a) 2r/ ^ ^'
Or les formules de transformation nous donnent
X -I x~j H X -\-~i-— sinaH sm 9 — a
2 rt 2 c/ smO ( 2rt J
H : — - eos a — — - cos (0 — al •
sinO L 2« ' J
On voit que le coefficient de X est nul : celui de Y revient à
cos a sin ( 9 — <y.) -+- sin a cos (9 — a ) i
sin 9 sin ( Ô — a ) sin ( 9 — a ) '
il reste df)nc
2 « " 2 « sin (9 — a )
Observant ensuite que
la 1 o. a a
puisque la nouvelle origine est un point de la courbe, l'équation ( 25) deviendra, après sa transformation ,
\ 'la
sin (9 — a) sin'' 9 (9— a j
■-. — f - SHi aH sin 9 — a) -h -: — -cosa cos 9 — ai =;o.
sin9|_« a 'J sinôLrt a J
( * ) De là on tire
cos 0 ~
cot K =^ :
biUi/
cette formule est plus simple, pour déterminer a, que la relation (fi),
laquelle, du reste, est toujours vraie en remplaçant c par y— ; car on
pourrait faire évanouir le rectangle xy en opérant direetement sur l'équation (i), et les termes du premier degré n'auraient aucune iniluence sur le résultat
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].v cornifuiil (If Y (k'vaiil r-trc mil, im ;i
y -\ X - c'os X — - cos (0 — a )
sin(e— a) sinO
ou bitn
, h , sin(0 — a)[t'cos(0 — a) — c/cosa]
2 rt 2 <7 sin 0
on {'oiiiiaîtia clone , dans r<'(j(ialion ( 26), la \ alfiir do riiulckrmiiifc B par la relation
__ sin (0 — al \r cos ( Q — a) — r/ oosif ] 2« sin'y
Le nuincrateiir de t'etl« expression peut s écrire ainsi
sin 2(0 — a} — d cosa sin ( 0 ~ a}.
Mais nous avons
. , 2rt .
sin( 0 — ^J ^ p-sina,
et ce numérateur devient
ad . Résina (9 — a) H- 2 oc/ sin 2 a
sm 2 t y — a j -t-
-sin 2(0 — ol) -\ — T- sin 2 se r--
donc enfin
/;€" sin 2(0 — a) -+- 2 «r/ sin 2 a
ÎVous pouvons dor.c- regarder B comme une quantité connue, et par conséquent nous aurons, pour déterminer les coordonnées x' etj'dela nouvelle origine, deux équations, dont l'une ne sera autre chose (pie l'écpiation (26) dans laquelle on aura accentué les variables, ce qui l'identifie avec l'équation (27), et dont l'autre s'obtiendra on remplaçant dans l'équation (25), également accen-
tnèe, le carre [y' ~\ j par sa valeur B', ce ([iii donnera
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L'éliminalion entre les eqiiafioiis ( 26) et (28) donnera donc les valeurs de .r' et de } ' qui seront
(29) et
,_ 2aB(rtBH-r/)4-2£// bd — 2 ne
,_ — rtB (ÂB + 2e) — 4/^ hd — "zae
, Dans l'équation ( 24 ) , le coefficient de X sera , d'après le même développement,
4F = ^T-- '\ -sinaH--sin Ô — a
sin0 [_« a ^ '
Mais
(c qui donne
ou encore
sin a =r sin (& — a),
la
sinM.6-a)/ bd\
rtsinO ^ laj
na? sinO Ces formules suffisent dans le cas général ; mais, si 0 = go", il fauï
(*) Si i = 0, l'égalité
tioiine
sin (6 — a) 2a
et l'expression (27) reste indéterminée; mais la valeur précédente défi devient alors
e cos ^ — d
l.'éqnation (3o) nous donne
r' = B; de même les équations (29) et (3i) montrent que
\'i, ( aY> -\- d) -^- f'\ ^. esin-6
x' ^z^ — ■- — ï^ ^— ^ et (luc .'i? =
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j)i)ii\uir faire les laltuls saii^ le soiouii» i!rs loyaiillimc^. Alors
2(0 — a)= 180 — 2ix; tlonc la forauile (27 ) dovifiit
sin2 a. (he -\- 2 ati)
^= ITTb '
cl cl ailleurs
_ ^' taiig y. _ — — -.
Mais sin la. ebl toiijouis tlii même signe (jiie tanga, car
sin 2 a
=r 2 tang a ;
par conse(iiiciU
sin 2 a = — , — j — 5
et l'on obtient
(ôe-l- lad)
On substituera encore cette valeur dans les cxpnssioiis (2g) et (3o) Quant au coefficient 4 1" > il se réduira à
cos' a(bei — 2 «e )
Or
et
Sa
cos' a
6= V^i»' + 4 rt'
ce qui donne
^a (bd — 2ac) b^'-h/^a-) s/b--h4~"'
Mais ici le radical a deux signes, et j)nur choisir celui qui convient, il faut se rappeler (jue le cosinus est toujours du uiè'ine signe
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que la tangente, puisque a <^i8o°; donc cosa, ainsi que ce radical, sera toujours du signe de ? c'est-à-dire de signe contraire à b, en admettant que le coefficient a du premier terme de l'équation (i) soit toujours positif (*). Enfin si l'on a en même temps
b' — /[ ac =: o et bel — 2 ae = o, la courbe se réduit à un système de deux droites parallèles, car
la
et l'équation (25) devient
"xa f a \ la J a
d'oti l'on tire deux valeurs de r H x en fonction de (luantités
la
connues. Alors les équations (29), (3o) et (3i) nous donnent,
quelle que soit la valeur de 9 , :r' et y' infinis et 4 F = o.
C) Dans le cas où t =; o, on a évidemment
ce qHÏ prouve que les nouveaux a\es sont parallèles aux anciens. De plus , puisque Q =^ 90", les résultats indiqués d^ins la note précédente deviennent
.r' =c. B = , x' = , * ■' et ', F = - - ;
•j a .'( ae a
un pourrait le voir directement en opérant sur l'équation
ar' -I- Jy -t- ex -(-/ := o,
celative à d«s axe*; rectangulaires.
CHAPITRE HUITIÈME. APPROXIMATIONS NUMERIQUES
110. Le sujet qui va nous occuper est traité dans la plupart des Arithmétiques modernes; mais souvent les auteurs de ces ouvrages se proposent de mettre les candidats à l'abri des difficultés d'un examen plutôt que de faciliter réellement les calculs, et nous croyons qu'il est possible, sans négliger la théorie, d'exposer ces questions d'une manière quelquefois plus simple.
I. Nous commencerons par rappeler un principe bien connu , mais d'une telle importance, qu'il ne faut jamais le perdre de vue. Quand on connaît un nombre avec plusieurs décimales, dont on veut seulement conserver quelques-unes, il faut avoir égard à celles que l'on efface pour savoir si l'on doit augmenter d'une unité le dernier chiffre conservé ou bien le laisser tel qu'il est.
Supposons, par exemple , qu'on demande n avec (juatre décimales. On sait que
mais, si l'on efface les chiffres 926535897932 . . ., la quantité que Ton supprime étant plus grande que o,oooo5, c'est-à-dire .yw/jelicure à la moitié de f espèce (f unités (jiie V on conserve , on fera une erreur moins grande en forçant le chiffre des dix-millièmes qu'en le laissant tel qu'il est; donc il faut poser
Au contraire, si l'on veut garder huit décimales et effacer les chiffres 35897932. . . , la portion sui)p)imée étant plus petite que o,oooooooo5, c'est-à-dire inférieure à la moitié de r espèce d'unités que l'on conserve, on fera une erreur moins grande en laissant tel qu'il est le dernier chiffre conservé que si l'on augmentait ce
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chiffre dune imite; il laul donc écrire
On pourrait être dans le doute si le premier cbilfre effacé était un 5, mais comme il est généralement suivi de quelques autres cliiffres, la partie supprimée est plus grande que la moitié de l'unité que l'on conserve, ce qui permet de poser la règle suivante :
Quand le premier chiffre supprimé est in/éricnr a 5, il faut laisser tel quil est le dernier chiure conservé.
Quand le premier chiffre supprimé est égal ou supérieur à 5, // faut forcer le dernier chiffre conservé, c est-à-dire V augmenter d'une unité.
IL Voici encore un principe que l'on doit observer dans toutes les approxinialions.
Pour compter sur le dernier chiffre, il faut en calculer un de plus , qui servira à voir, d'après la règle précédente, s'il faut augmenter ou non le dernier chiffre ; ensuite on effacera ce chiffre supplémentaire qui peut ne pas être exact, parce qu'il dépend luimême de ceux qui devaient le suivre (*).
III. Lorsqu'on donne une, deux, trois... décimales d'un nombre, on dit que ce nombre est approché à un dixième, un centième, un millième près, ce qui signifie que l'erreur est moindre qu'un centième, qu'un dixième ou qu'un millième. Ainsi, dans le nombre 24,3526 dont on ne connaît que fjualre décimales, l'er
- reur peut être représentée par 0,0001 , c'est-à-dire par une unité de V ordre du dernier cJiiffrc.
IV. Mais on peut encore indiquer l'erreur d'une autre manière aussi exacte, et plus avantageuse parce qu'elle en donne
(*) Quel que soit ce chiffre supplémentaire, si on le néglige, le nombre est trop petit, mais devient trop grand si , au contraire , on augmente d'une unité le dernier chiffre conservé. Par conséquent, pour renfennpr un nombre entre deux limites différant d'une unité d'un certain ordre, on calculera le chiffre de cet ordre, ce qui donnera la limile inférieure; ensuite on y ajoutera une unité pour obtenir la limite supérieure. Mais l'on n'emploie dans les calculs que la plus approchée de ces deux limites.
une évalualiim nioitii- moindre. Puisque o./î , 'i5'?.(^ est l.i v.iNiir approchée (en plus ou en moins, peu importe) du nombre «pie l'on considère, et cpie le dernier chiffre 6 est celui des dix-millic'mes, après qu'on l'a forcé, si cela a clr nécessaire, on conçoit, d'après ce qui précède, que la partie néglij^éc est inférieure à la moitié d'un dix- millième , et qu'on peut l'indiquer par o,oooo5. De là on conclut que Vrrrcur est encore représenter pnr une deniiunitv de l'ordre du dernier chiffre.
V. Pour montre)" si une quantité approximative est en excès ou en défaut, A'oici un usage qui commence à se répandre. On indique par un point placé sur la dernière décimale à droite que la valeur du nombre est trop forte d'une quantité moindre que la moitié de celte dernière unité décimale ; cela étant admis, l'absence du point indique que la valeur du nombre est trop faible d'une quantité moindre que cette demi-unité. D'après cela, les deux valeu.'S de t. que nous avons données précédemment pourront s'écrire de la manière suivante :
3,i4i6 et 3,14159265.
VI. D'un côté , il faut chercher toujours à rendre l'erreur aussi petite que possible; mais de l'autre côté on ne doit jamais compter sur une approximation plus grande que cela n'est permis : aussi quand plusieurs quantités font partie de V erreur, la plus grande de ces quantités doit être prise pour mesure de V erreur quant a V ordre des unités.
En général , quand on doute entre deux évaluations de l'erreur, il faut se mettre dans le cas le plus défavorable , c'est-à-dire prendre la plus grande.
CONVERSION DES ERREURS RELATIVES EN ERREURS ABSOLUES , ET RÉCIPROQUEAIENT.
111. I. On peut demander une longueur à un décimètre, à un centimètre, à un millimètre près; c'est ce qu'on appelle une approximation absolue. On peut la demander, au contraire, à un dixième, à un centième, à un millième près de «a valeur; c'est alors une approximation relative.
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L'approximation relative est souvent la i)lus inij)()rtanle, parce que la même approximation absolue serait (pieUpiefois trop minutieuse et quelquefois insuffisante, suivant la nature des quantités. Par exemple, ce serait trop exiger que de demander une précision d'un millimètre dans les dimensions d'un édifice, mais celte précision même serait très-insuffisante dans l'évaluation du diamètre d'un tube thermométrique.
Cette distinction s'applique évidemment à toute espèce de quantités autres que des longueurs.
II. Outre cela , il est bon que l'unité choisie soit en rappoit convenable avec les grandeurs que l'on mesure. Si l'unité était trop petite relativement à une quantité, cette quantité aurait dans son expression un trop grand nombre de chiffres entiers : si , au contraire, l'unité était trop grande, cette quantité aurait trop de zéros avant ses chiffres significatifs. Ainsi, il vaudra mieux exprimer le diamètre de la terre en kilomètres qu'en mètres.
III. L'arithmétique parvient à donner, comme nous le verrons bientôt, une approximation absolue en fractions décimales de l'unité que l'on a choisie ; voici donc en quoi consiste le problème que nous devons nous poser maintenant :
On demande qu'une quantité soit obtenue avec une certaine (tpproxiniation relative ; quelle sera l'approximation absolue correspondante ?
Pour résoudre ce problème , ainsi que tous les problèmes d'approximation, rappelons-nous ce principe évident :
Quand on cherche la valeur approchée d'une quantité, il faut toujours admettre que l'on connaisse la nature de ses plus liantes unités.
D'après cela, si l'on demande d'obtenir, à un dix-millième près de sa valeur, un nombre compris entre lo et loo, avec quelle approximation absolue faut-il le calculer?
L'erreur sera comprise entre le dix-millième de lo et celui
de loo, c est-a-du'C entre et , ou l)icn entre
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vt ; mais, pour mw cette erreur soit la i)liis iiciiic nossihlc ,
lOO III'
nous cherilierons rapproxiination absolue :! un niillième près.
Le raisonneuient serait le même si la (pi.inlité que l'on ronsidère était plus petite que l'unité. Par exemple, si elle est comprise entre o, i et o,oi, en exigeant toujours que rapproximation relative soit obtenue à un dix-millième près, l'erreur sera com-
o, I o,oi ... . ,
l^rise entre et > Ainsi , pour fine cette erreur soit I.i
I oooo lOOOO
Il I OiOï
plus jjelitejpossible , nous la représenterons par , c est-a-
lOOOO
dire que nous la calculerons à un millionième près.
En général, si l'on demande l'approximation relative, à de
lO '
sa valeur, d'une quantité comprise enire lo" et !o'''~', l'aj^proximation absolue sera indiquée par
Si la quantité est plus petite que l'unité, a est négatif.
IV. La quantité A, dont on cherche l'approximation relative r
à près de .'^a valeur, de sorte que r = — ; , est souvent donnée
lO'^ lo'
entre des limites plus resserrées que lo''- et lo'" '. Soient A'
et A" ces limites, de sorte que A'<[ A <^ A" ; l'erreur absolue n
devant donc être comprise entre — r et — ; , on cherchera la
quantité A avec une approximation marquée par la plus petite
A' de ces quantités, c'est-à dire par a = — j, ou bien a = A' r.
lO '
V. D'après ces préliminaires , nous supposerons toujours dorénavant que toutes les questions d'approximation relative sont ramenées à des questions d'approximation absolue. Cepen<lant, il faut aussi résoudre le problème inverse, c'est-à-dire : Connais-
sant l'approximation absolue d'une quantité, trouver l'approximation relative. D'après ce que l'on a vu, et d'après la définition même , V erreur relative r est égale à l'erreur absolue a divisée par
le nombre A. Far conséquent, r sera compris entre — et — 77»
A' et A" étant toujours deux nombres qui comprennent A. Pour ne pas supposer dans r plus de précision qu'on ne le doit, il faut prendre la plus petite expression de A, qui est A'.
112. Nous allons maintenant passer en revue les opérations élémentaires de l'arithmétique, et voir quelles simplifications les méthodes d'approximation peuvent y apporter.
ADDITION ET SOUSTRACTION
I. Si les erreurs des quantités que l'on ajoute sont dans le même .sens, elles s';;joutent clles-niênies, et c'est ce que l'on suppose généralement pour prendre le cas le plus défavorable. Nous indiquerons par 0 l'erreur de chacune des m quantités que l'on additionne, si toutes ces erreurs sont égales (ou, pour mieux dire, si elles sont du même ordre) ; mais, si elles sont d'ordres différents, 0 sera la plus grande, et la somme des erreurs ou l'erreur de la somme sera représentée par s =: m 3.
Si l'approximation s de la somme est exigée d'avance, on devra
calculer, pour chacune des quantités à ajouter, 0 ^ —
II. On a vu (110, 11) qu'il fallait calculer le résultat d'une opération quelconque avec u.n chiffre de plus qu'on n'en voulait conserver; mais il pourra se faire, s'il y a beaucoup de nombres à ajouter, qu'on doive calculer deux chiffres de plus, ou même davantage. Supposons, pour fixer les idées, qu'on demande la somme à un millième près; on devra donc calculer le chiffre des dix-millièmes dans la somme, et, par suite, dans chacun des nombres à ajouter, en négligeant seulement les cent-millièmes. Mais s'il faut additionner beaucoup de nombres, il pourra se faire que les retenues des cent-millièmes ainsi négligés affectent non-seulement le chiffre des dix-millièmes , mais celui des mil-
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liùiiios (|uc l'on veut conserver. Or, clans cliiuiin dos nonil)rfS qin Ton ;ijou(c, rcrrcur est représenléc , conuiic un l';i vu ( IIO, IV , par o,oooo5; il faudrait donc la mnltiplior par 20 pour avoir 0,001. De là, nous conclnons la rôgle suivante ;
S'il n'y (t pas jjliis de vingt nombres h ajouter^ cnlctilcz scidrtnrnt un cJiijfrc de plus qu'on n'en demande ; s'ii y a j>/i/s de vingl nombres , enlcalez deux eluffrcs de plus.
Cette relaie suffit dans la jirati(pie , car on voit sans ])eine cpic la nécessité de calcrler trois chiffres de plus ne se présenterait f|ne si l'on avait plus de deux cents non)bres à ajouter ensemble.
III. La règle est la même pour la soustraction; seulement, comme il n y que deux nombres, on aura
j = ^ 0 ou ^ - ?
en prenant le cas le plus défavorable, qui est ici celui où les approximations sont de sens contraire.
IV. Si néanmoins, dans l'addition on la soustraction, on sait que certaines quantités sont prises en excès et certaines autres en défaut; en d'autres termes, si l'on connaît le sens des erreurs, il est bon d'en profiter, parce que ces erreurs peuvent quelquefois se détruire, ou, du moins, se retrancher les unes des autres, de manière à diminuer considérablement celle du résultat. Mais cet avantage peut quelquefois se présenter dans un;- snile de calculs, mèuje avec un nombre pour lequel on ignore le sens de l'erreur S. C'est ce que nous avons vu (i>l) dans le calcul des Tables de sinus et de cosinus.
MULTIPLICATION
1!3. I. Quand on multiplie deux nombres décimaux par la niéthode ordinaire, les dernières décimales, celles qui ne doivent pas être conservées dans les calculs d'approximation , parce qu'elles sont inuiiks ou inexactes, sont celles qu on obtient les premières; on est donc forcé ain.ii d'écrire j)lusieurs chiffres qui ne servent à rien. Voici la règle due à Ouglitred pour faire la
multiplication sans écrire au produit plus de cliijfres qu'on n'en veut calculer.
Cette règle est connue sous le nom de multiplication abrégée.
Si nous cherchons à 0,000 1 près le produit des deux nombres 763 ,o54o3678()56 et 25,44^30578, pour éviter le calcul du produit exact, qui serait i ()4 16, 9063468085 1 327 1 6588 , observons d'abord qu'il faut calculer les cent-millièmes, afin d'avoir les dix-millièmes.
Ensuite, écn\>ez le chiffre des unités du multiplicateur sous celui des cJiiJfres du multiplicande (jue l'on veut calculer le dernier au produit , et renversez à droite et à gauche les chiffres du multiplicateur. Dans le produit correspondant à chaque chiffre du multiplicateur, négligez les chiffres du multiplicande restés à droite, parce qu'ils donneraient des unités d'un ordre inférieur.
Voici comment on dispose le calcul :
Do cette façon, chaque chiffre du multiplicande donnera des cent-millièmes avec le chiffre qui lui est verticalement inférieur dans le multiplicateur: voilà pourquoi, dans le produit correspondant à chaque chiffre du multiplicateur, on doit négliger les chiffres du multiplicande laissés à droite, puisqu'ils donneraient des millionièmes et des quantités plus petites.
Cependant il faudra conserver les retenues que chaque chiffre
pourra donner avec la partie négiigcc du multiplicande , cai' les retenues des millionièmes sont, des cent-inilliènies. Il faut memr forcer le chiffre de cette retenue , s'il est suivi d'un 5 ou d'un chiffre plus considérable .
Par exemple, si nous considérons le |>ren)ier chiffre y. du midtiplicateur, nous verrons facilement qu'il donne le chiffre i pour retenue avec la partie négligée 7895(> du nuilti[)licande, mais que ce chiffre serait suivi d'un autre au moins égal à 5 ; on doit donc prendre 2 pour retenue et l'ajouter au produit de 6 par 2, ce qui fait \f\. On opère toujours de même; mais il suffit d'ordinaire de considérer le premier des chiffres négligés au multiplicande pour avoir ces retenues, que l'on appelle retenues supplémentaires.
Enfin, le chiffre 8 du multiplicateur donne lui-même un produit, quoiqu'il n'ait pas de chiffre au-dessus de lui dans le multiplicande , mais sa retenue supplémentaire, qui est 6, doit figurer au produit; seulement, s'il y avait des chiffres à la gauche de 8 dans le multiplicateur renversé , on les négligerait complètement.
Le produit approche est donc 19416,90634, ou plutôt, en supprimant le dernier chiffre dont on n'est pas sûr, on trouve 19416,9063, avec l'approximation demandée, qui est 0,0001.
II. Il peut arriver que le multiplicateur n'ait pas de chiffres entiers; alors on remplace par un zéro le chiffre des unités, pour garder sa place.
La règle énoncée ci-dessus peut encore s'expiimer ainsi : Mettez les plus hautes unités de l'un des facteurs cri ligne verticale avec celui des chiffres de l'autre facteur qui, multiplié par ces unités, donne le chiffre de l'ordre qu'on veut calculer, puis renversez les chiffres du multiplicateur à droite et à gauche.
Il est clair que, si la condition pour Tordre du dernier chiffre du pi'oduit est remplie quand on considère, par exemple, les plus hautes unités du mulli|)lieande comparées au chiffre correspondant du multiplicateur, elle sera également remplie si l'on considère les plus hautes unités du multiplicateur comjjarées au chiffre correspondant du multiplicande. On conclut de là que l'on ne change rien à l'approximalion du produit en interverlissant l'ordre
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des facteurs, pourvu qu'on cherche toujours à calculer le même ordre de décimales. On pourra néanmoins trouver quelque différence dans le dernier chiffre, qui dépend de la manière dont se disposent les retenues supplémentaires, et qui , du reste, doit être effacé comme incertain, sauf à forcer, s'il y a lieu, le dernier chiffre conservé.
Voici comment on peut vérifier le produit déjà oblenu, en intervertissant l'ordre des facteurs et suivant toujours la même règlo.
Ce nouveau produit ne diffère du précédent que par le dernier chiffre, qui est un 5, au lieu d'un 4-
III. Ce dernier chiffre, que l'on calcule pour l'effacer ensuite, peut quelquefois être exact, mais souvent aussi il est trop grand ou trop petit quand les erreurs des produits partiels sont de même sens et s'ajoutent par conséquent. Après avoir forcé plusieurs retenues supplémentaires, on néglige quelquefois d'en forcer d'autres, pour ne pas avoir trop de nombres en excès.
Du reste, l'erreur de chaque produit partiel étant plus petite que o,ooooo5 (dans l'exemple précédent), il faudrait qu'elle fût multipliée par un nombre plus grand que 20, pour égaler 0,0001 et atteindre, par conséquent, le chiffre des dix-millièmes que l'on veut conserver.
On obtient donc le résultat suivant, analogue à celui que nous avons trouve pour l'addition :
VPPROXIMATIONS NUMÉRIQUES. S'ÏS
S'i{ n 'y (I i>(is /j/its fie vingt produits partie/s, il suffit dv calculer un chiffre de plus qu'on n'en vent ron^m'cr; sinon il rn Hinrlrnil deux de plus.
On voit d'ailleurs que le nombre des produits p.irlicls peut être inférieur à celui des chiffres du multiplicateur. C'est ce qui a lieu dans la dernière opération (II), où les chiffres 65g8, placés à la gauche du multiplicateur renversé, ne servent à rien dans le produit (*).
IV. Nous rappellerons encore que le procède de la multiplication abrégée n'empêche nullement l'usage de la simplification employée dans les calculs où l'on a beaucoup de nombres à multiplier successivement par un même facteur, et qui consiste à former d'avance le produit de ce multiplicande constant par les neuf chiffres : il suffira de prendre pour chaque chiffre multiplicateur la partie seule qui lui correspond d'après son rang, sauf à tenir compte du reste du produit pour la retenue supplémentaire. C'est ce que nous avons fait (48) en calculant les Tables de logarithmes; le multiplicande constant était le module.
V. On comprend que les facteurs donnés ne permettent pas toujours de trouver le produit avec toute l'approximation que l'on pourrait désirer. Il faut donc chercher à déduire du procédé même delà multiplication abrégée Tapproximation dont le produit est susceptible.
Nous commencerons par indiquer les signes auxquels on reconnaît qu'il est impossible d'obtenir toute l'approximation demandée.
Supposons qu'on veuille calculer les centièmes dans le produit de 345,6738 par 3754,8?.. D'après la règle d'Oughlred , il faudra érrin^ Ip-^ nf)rnbif<; df la manière suivante ;
(*) Le produit de deux facteurs est gtnéralement plus approche quand les erreurs de chacun d'eux sont de sens opposé, car elles Piter<"ent alors des influences contraires sur la f^randeur du produit.
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Mais l'opération étant ainsi préparée, et chaque chiffre du nmltiplicateur renversé donnant des centièmes par son produit avec celui des chiffres du multiplicande qui le surmonte, on conçoit que, si le 3 qui termine ce multiplicateur renversé avait un chiffre au-dessus de lui, leur produit donnerait aussi des centièmes, et que, ce chiffre manquant dans le multiplicande, le produit manquera aussi des centièmes qui s'y seraient trouvés si l'on avait connu dans le multiplicande le chiffre qui suit le 8. Par conséquent, on ne pourra pas calculer tous les centièmes, parce que le multiplicateur renversé dépasse à droite le multiplicande.
De plus, s'il y avait au nndtiplicateur renversé deux chiffres avant le 2, ces chiffres donneraient encore, avec le 4 et le 3 qui les surmontent, des centièmes qui manqueront au produit. Par conséquent, on ne pourra pas non plus calculer tous les centièmes, parce que le multiplicande dépasse à gauche le multiplicateur renversé.
Dans l'exemple que nous avons pris, les deux conditions d'insuccès se trouvent réunies; mais il est évident qu'une seule suffirait pour empêcher d'obtenir l'approximation demandée. De là nous concluons la règle suivante, qui ne s'applique pas aux facteurs e.racts, où il est clair qu'on peut remplacer les chiffres manquants par des zéros.
Les deux facteurs étant disposés suivant la règle d'Oughtred, il est impossible d'obtenir l'approximation demandée :
1°. Lorsque le multiplicateur renversé dépasse à droite le multiplicande, supposé inexact ;
2°. Lorsque le multiplicande dépasse à gauche le multiplicateur renversé, supposé inexact.
Quand l'une de ces deux circonstances ou toutes deux se présentent, il faut reculer vers la gauche le multiplicateur renversé jusqu'à ce qu'il n'en soit plus ainsi. La nouvelle di.sposition qui en résulte détermine l'approxiniation possible.
VI. On voit donc que la disposition la plus avantageuse parmi toutes colles qui sont permises, c'est-à-dire celle qui donne toute l'approximation que l'on peut ol)tenir, est celle qui réalise les con-
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(iitions précédentes, mais de manière (|ne, si r<in fuistiit (ivriincr d'un seul rang l'crs la droite le muUiplicnteur rc/n'crsê y V une des conditions cesserait d'être satisfaite. Ainsi, pour l'exemple déjà traité (I et II), la disposition la plus avantageuse aurait consisté à avancer d'un rang vers la droite le multiplicateur renversé, ce qui aurait permis de calculer les millionirines On priit doiir établir le principe fondamental suivant :
L'erreur du produit est le plus grand des deux produits obtenus en multipliant les plus hautes unités de l'un des facteurs jjar les plus basses unités de f autre.
Pour reconnaître X approximation que l'on doit donner au. r facteurs, connaissant celle du produit, il faut donc employer la seconde expression de la règle d'Oughtred (II) et chercher la manière la plus avantageuse de satisfaire aux conditions indiquées.
Dans l'exemple oi!i nous avons reconnu l'impossibilité de calculer les centièmes, il faut, pour obtenir toute l'approximalion possible, reculer de deux rangs le multiplicateur renversé, ce qui donne, en calculant les unités simples,
Ainsi le produit obtenu, à une di-ainc près, mais réellement exact jusqu'aux unités simples, sera 1297948, tandis (pu- l<' produit exact serait 1297942,897716.
Si nous voulions calculer les centièmes dans ce même exemple, la disposition indiquée pour cela (V) montre qu'il faudrait connaître les dix-millièmes du multiplicande et aussi les dix-millièmes du multiplicateur, pour ne plus laisser de vide ni à droite ni i
gauche. Alors le multiplicande et le multiplicateur renversé se recouvriraient exactement.
VII. On pourrait avoir quelques doutes sur les résultats que nous venons d'obtenir relativement aux erreurs des facteurs et du produit, parce qu'ils semblent dépendre du procédé de la multiplication abrégée; mais il est facile de parvenir aux mêmes résultats indépendamment de tout procédé de calcul.
Soient A et B deux valeurs approchées avec les erreurs 5 et S' qui peuvent être positives ou négatives. Le produit réel sera
(A + ,î')(B + o") = AB H-B(î-h A^'-l-^^',
tandis que le produit approché sera AB. Donc l'erreur du produit sera
en négligeant S8' qui sera évidemment d'un ordre d'unités inférieur à celui de B 5 et A 5' .
Supposons, par exemple, que B5 soit la plus grande des deux quantités B-î et A^', c'est-à-dire le plus grand des produits que fon obtient en multipliant les plus hautes unités de chaque facteur par les plus basses de l'autre. D'après ce que l'on a vu (ilO, VI), l'erreur du produit sera représentée par B<î. C'est le principe fondamental déjà établi (VI).
Il faut bien comprendre que cette relation
n'est pas une véritable égalité, mais veut seulement dire que s et B^ sont du même ordre de grandeur.
VIII. La même théorie s'étendra sans difficulté au produit de trois ou de plusieurs facteurs.
Dans le produit ( A -H ^) (B -h ^') (C -+- §") de trois facteurs dont A, B, C indiquent les valeurs approchées, et 8, §', S" les parties que l'on néglige ou que l'on ne connaît pas, l'erreur sera
représentée par
AB^"-H AC5'-+-BC
en négligeant non-seulement §S' ^", mais encore A(î"^', Biî^"et
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CSS', produits i|ui seront cvideminont d'un ordie inférieur à celui de la plus grande des trois quantités dont nous avons fait la somme. Soit, par exemple, ABiî" celte (juantité maximum; elle sera prise pour mesure de l'erreur qui sera ainsi représentée par le plus grand des trois produits que l'on obtient en nniUipliant dcu.r des facteurs approchés par i erreur de r autre.
On voit, d'après cela , comment s'obtiendrait la règle suivante pour le produit de m facteurs ;
L'erreur du produit sera représentée par /w fois le plus grand des produits que l'on obtient en multipliant//» — i facteurs par l'erreur de celui qui reste, c'est-à-dire les plus hautes unités de /// — I facteurs par les plus basses de celui qui reste.
Pour plus de sûreté nous multiplions par ///, quoicjue nous n'ayons point multiplié par 2 ou par 3, quand ii ne s'agissait qu*' de deux ou trois facteurs ; mais si /// était considérable , le nombre des produits pourrait élever l'ordre des unités que l'on néglige. En effet, les quantités dont la somme représente l'erreur sont en nombre m; cardans chacune de ces quantités il n'entre que l'erreur d'un seul fiicteur : c'est ainsi que les quantités AB<î", ACiî', BC^ étaient au nombre de trois.
IX. Comme application de ce qui vient d'être dit sur le produit de trois facteurs, nous rappellerons le problème déjà traité 67, IV ,1 sur la correction d'une hauteur barométrique.
Cette correction est donnée par le produit
Le plus grand des trois produits dont se compose l'erreur est évidemment celui de o,oooi6i458 par 76,3 et par l'erreur de 18,7. Pour plus de sûreté, nous remplacerons 76,3 par 80, et 0,000161458 par 0,0002; quant à l'erreur de 18,7, nous la supposerons égale à la moitié de la dernière unité décimale, c'est-àdire à o ,o5. Ce produit maximum est donc
Ainsi la correction cherchée sera approchée à un millième près.
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Il faut donc calculer les dix -millièmes en multipliant o, 000161458
par le produit de 76,3 et dei8,7, qui est 1426,81. Voici le tableau de la multiplication abrégée :
En effaçant le chiffre des dix-millièmes, il reste pour correction — o , 23, et la hauteur observée étant 76, 3 , la hauteur corrigée sera 76,07, valeur exacte à un centième et même à un millième près de centimètre , puisque 0,28 est suivi d'un zéro; cela fait donc i centième de millimètre (*).
X. Voici enfin une remarque qui s'applique, non-seulement à la multiplication, mais aussi à toutes les opérations approximatives.
Si un nombre entier ou fractionnaire est exactement connu, son erreur S doit être posée égale à zéro, à moins qu'on ne croie pouvoir sans inconvénient supprimer quelques chiffres à la droite
C) On peut demander l'erreur relative correspondante (IH, V). Celte
erreur sera un peu plus grande que • -— , car la valeur 76, OT est
un peu trop grande, puisque la correction négative — o,23 a été prise en défaut. Cependant , comme 76, qui conviendrait pour cette évaluation , est assez près de 100 , on a une idée un peu exagérée, mais assez juste , de l'approximation relative en la considérant comme égale à
Il ne faut pas oublier que tout cela exige une confiance complète dans la bonté des instruments, l'adresse des observateurs et la détermination des '•oefificients do dilatation.
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(le ce nombre. Mais on coiniucttrait une faute très-grave si Ton considérait comme nulles les erreurs de certains résultats qui sont donnés avec peu de décimales ou iiu'me sans décimales, car celte simplicité apparente peut bien ne tenir qu'à rimperfection nécessaire des moyens d'observation et d'expérience. Ainsi , dans l'exemple ci-dessus, en posant la température égale à iH",'^, il ne s'agissait pas d'une rigueur mathématique, mais cela voulait dire que les fractions inférieures à un dixième de degré étaient trop petites pour se lir<" sur ia règle et même sur le vfM-nier.
DIVISION
il4. I. Avant d'exposer la méthode de la division abrégée, nous devons montrer comment on peut reconnaître la nature des plus /mutes unités du quotient.
D'ordinaire cela se voit immédiatement et sans calcul ; dans tous les cas, il suffirait d'employer le procédé ordinaire. Mais quand on éprouve quelque incertitude, le plus simple est de multiplier par une puissance convenable de lo le dividende ou le d'\- \iseur Jusqu'à ce que le quotient représente des unités simples.
Quand les premiers chiffres significatifs du dividende et du diviseur sont les mêmes, il faut en prendre assez de part et d'autre pour que ces chiffres commencent à différer.
Soit, par exemple, à chercher la nature des plus hautes unités dans le quotient de o, 034245 par 3,443- Ici les deux premiers chiffres significatifs étant égaux de part et d'autre, il faudra eu
considérer trois dans chaque terme de la fraction —^ — 7-7-;^ — On
verra alors qu'il faudra multiplier le numérateur de cette fraction
34,245 par mille, ce qui fera . ? pour que le numérateur soit con-
6 , 44'^ tenu dans le dénominateur. Sous cette nouvelle forme, le premier chiffre du quotient représentera donc des unités simples; par conséquent le quotient véritable représentera des millièmes.
Cherchons à résoudre le même problème pour la fraction 50,4725 5,047
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Ici tons les chiffres du diviseur se retrouvent au dividende , mais, comme ce dividende contient d'autres chiffres à la suite, on voit qu'il faudra multiplier par di.r le dénominateur de la fraction pour qu'il donne des unités simples au quotient transformé; le quotient cherché représentera donc des dizaines. Dans cette circonstance, la multiplication porte sur la division ; dans le premier exemple , c'était sur le dividende.
II. Nous avons reconnu que , dans une multiplication où les premiers chiffres du produit sont seuls importants, plusieurs chiffres de l'un des facteurs, et quelquefois de tous les deux , ne servent à rien pour l'approximation que l'on demande , et c'est là ce qui a conduit à chercher le procédé de la multiplication abrégée. De même, si l'on tient seulement à connaître les premiers chiffres du quotient d'une division, il pourra se faire que les derniers chiffres du dividende et du diviseur n'aient pas d'influence sur les chiffres que l'on veut obtenir, et nous sommes conduits à chercher un procédé de division abrégée qui nous dispense de considérer ces chiffres inutiles au résultat.
Le procédé que nous allons exposer est déjà connu, mais la manière la plus simple et la plus naturelle de le démontrer consiste à le présenter comme l'inverse de la multiplication abrégée.
Cherchons à faire la preuve de l'opération par laquelle nous avons obtenu le produit approximatif des deux nombres
763,05403678956 et 25,4460578,
dont le produit exact est
Il faudra pour cela retrancher du produit que nous avons calculé jusqu'aux cent-millièmes, les produits des chiffres successifs du multiplicateur (qui devient ici le quotient), par une portion du multiplicande (ici le diviseur) , portion qui sera d'abord 763o54o36, mais de laquelle on supprimera un chiffre du diviseur à chaque opération partielle , ce qui correspondra à ceux qu'on laisse sur la droite du multiplicande dans la multiplication abrégée.
Chacun des chiffres du quotient s'obtiendra en divisant le reste
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ainsi obtenu par le diviseur abreyc de plus en plus. On voit même que le riotiibre des cliijf'res du quotient sera égal à celui des chiffres du premier diviseur; car ce premier diviseur "^63054036 , étant encore complet, donne d'abord un ehiffre du quotient, et l'on trouve ensuite un nor.vcau chiffre du quotient à clia()ue chiffre que l'on efface au diviseur : or f)n ))eut les effacer tous, excepte un.
Voici le tableau de l'opération : nous écrivons les produits partiels, ce dont on se dispense souvent dans la pratique; mais nous le faisons pour montrer la correspondance des deux opérations, par l'identité i!e ces produits avec ceux qu'on a obtenus dans la multiplication.
On fait usage des retenues supplémentaires, absolument comme dans la multiplication abrégée.
Le reste 7 (pic nous obtenons ici tient en partie à ce que nous
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avons pris pour dividende le produit exact et non le produit approximatif que nous avions calculé (115, I et II). Comme dans ce produit réel le dernier chiffre 4 du produit approximatif est suivi d'un 6 , il faut le forcer, ce qui fait que nous avons retranché le 4 qui termine le produit partiel 1526108074? non point de 4? «"«iis de 5 , ce qui a donné i pour reste. D'ailleurs, en renversant les facteurs ( 115, II), on avait trouvé 5 pour dernier chiffre du produit approximatif.
Mais cette observation ne donne, pour former le reste 7, qu'une seule unité de l'ordre que nous considérons, et les six autres tiennent à l'existence d'un chiffre qui doit suivre le dernier chiffre 7 du quotient, mais que l'opération précédente n'a pas déterminé; car, d'après la nature du calcul , on a vu qu'il ne pouvait y avoir au quotient plus de chiffres qu'à la partie utile du diviseur. On pourra cependant en trouver un de plus, par un artifice facile à comprendre : puisque 6 est la retenue supplémentaire jlonnée par ce chiffre avec les premiers chiffres 76 du diviseur, un tâtonnement assez simple fera reconnaître que ce chiffre est 8.
On ne pourrait obtenir d'autres chiffres du quotient, et l'on a vu en effet que , dans la multiplication abrégée correspondante (115, I), s'il y avait d'autres chiffres à la gauche du 8 dans le multiplicateur renversé, ils n'auraient aucune influence sur le ])roduit.
Du reste, il n'est pas toujours possible de déterminer ce chiffre supplémentaire.
III. D'après cette correspondance des deux opérations, on peut conclure la règle suivante pour la division abrégée:
On commence par déterminer la nature des plus hautes unités du quotient (I). D'après le nombre de décimales que l'on veut calculer, soit n le nombre déchiffres significatifs qu'il faut obtenir au quotient, on prendra aussi n chiffres au diviseur, et l'on sépa-^ rera sur la gauche du dividende un nombre capable de contenir le diviseur ainsi modifié , ce qui donnera le premier chiffre du quotient; on aura les n — 1 autres en effaçant successivement n — i chiffres au diviseur, mais il faudra à chaque opération tenir
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cominc de la retenue supplcmcntcitrc duc à la paitte ne^lif^ie ou ey'acée du diviseur.
On pourra mcmc obtenir (iii(.'1(iik l'ois un rliiffro (k- jvlus par rartilice employé dans Tarticlc précédent.
Tel est l'exposé de la règle, qui est clairement démontrée par la réciprocité des deux calculs; elle s'apj)lique sans difficulté à toute espèce de quantités décimales et aux nombres entiers euxmêmes , car il peut arriver, selon la nature des quantités j que l'on ait à négliger des chiffres entiers si les unités supérieures ont seules de l'importance.
Nous savons qu'on doit toujours calculer un chiffre de plus qu'on n'en veut garder; mais si, pour plus de sûreté, on en désire deux au lieu d'un, il faut prendre n -\~ i chiffres au diviseur et séparer aussi un chiffre de plus au dividende (*).
IV, Cette règle est soumise à une exception unique , et qui se présente très-rarement. Cette exception a lieu quand le dividende et le diviseur modifiés sont identiques, et quand, de plus, en comparant dans chaque nombre donné les chiffres de gauche à droite au delà de la partie conservée, on finit par trouver un chiffre du dividende plus petit que le chiffre correspondant du diviseur ; alors il n'y a pas de calcid à faire, et tous les chiffres demandés sont des 9.
Soit à diviser 456780?. par 456781, nous verrons d'abord (I) que le premier chiffre du (juotient sera celui des unités simples ; en effet, si l'on ajoute un zéro au diviseur, il ces.se d'être contenu dans le dividende.
Supposons maintenant que l'on demande trois chiffres au quotient; le diviseur modifié sera 4^6 (ou plutôt 457 à cause du chiffre suivant) , et le dividende modifié aura la même valeur. Il semble donc, d'après la règle, que le quotient soit égal à i, tandis que la division ordinaire donne évidemment 9 unités : cela tient à ce que, si l'on compare, comme nous l'avons dit, les chiffres
(*) Le quotient sera géncraleraenl plus approché si les erreurs du dividende et du diviseur sont de même sens; il est clair ({uc ces erreurs exerceront alors des inlluenccs contraires sur la î;randeur du nuDiioiil.
suivants du dividende et du diviseur, on trouve dans le dividende le chiffre o correspondant à i dans le diviseur, ce qui exige qu'on prenne un chiffre de plus au diviseur.
Il nous reste à démontrer que , par suite des suppositions précédentes, le quotient commence par autant de 9, moins un, et souvent même par autant de 9 qu'il y a de chiffres identiques de part et d'autre à la gauche du dividende et à celle du diviseur. Soit m la quantité qu'il faudra ajouter au dividende pour qu'on ne soit plus obligé d'y séparer qu'un nombre de chiffres égal à celui du diviseur, le premier chiffre du quotient sera 1, moins le quotient de m par le diviseur. On peut considérer m comme un certain nombre d'unités de la nature des premiers chiffres non identiques. Si donc m est plus petit que le premier chiffre du diviseur, augmenté d'une unité, le quotient de m par ce diviseur sera plus petit qu'une unité de l'ordre du premier des chiffres non identiques , et il y aura autant de 9 que de chiffres identiques ; c'est ce qui a lieu dans l'exemple actuel , où l'on peut poser TO =3 2, nombre inférieur à 5, c'est-à-dire au premier chiffre 4 du diviseur, augmenté d'une unité. Si, au contraire, m est plus grand que nous ne l'avons indiqué, cependant m ne pourra dépasser ni môme atteindre 10 unités de l'ordre du premier des chiffres non identiques , c'est-à-dire une unité de l'ordre supérieur; on pourra donc toujours compter sur autant de 9, moins un , qu'il y a de chiffres identiques.
Ainsi , dans l'exemple proposé , le quotient approché avec trois chiffres sera 9,99; cependant il .sera plus exact de prendre le quotient en excès, 10 unités. En effet, on vient devoir que, dans le quotient exact, 9,99 est encore suivi de deux 9 (*)■
V. Nous avons obtenu la règle de la division abrégée comme l'inverse delà multiplication abrégée, en remarquant que chaque chiffre laissé de côté dans le multiplicande correspond à un chiure effacé dans le diviseur. Mais il faut prémunir contre certaines difficultés qui tiennent, non à l'imperfection de cette règle, mais aux limites nécessaires de l'approximation.
(*) Cette eiception nous a été indiquée par M. Gerono.
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Si I un clos deux nombres donnes , le dividende ou le diviseur, est exact, et ne contient ])as le nombre de eliiffres exigé par la règle précédente, on doit y compléter ce nombre de chiffres par des zéros; mais supposons qu'il soit inexact et ne contienne que trois chiffres , par exemple, au lieu de cinq que réclamerait l'approximation demandée, et qu'après ces trois chiffres il doive m exister encore d'autres que Ton ne connaisse pas, il n'est plus permis de les remplacer par des zéros : cela prouve qu'on ne peut pas oblenir le quotient aussi approché qu'on !e désire, et qu'il faut alors se contenter d'une approximation plus limitée, que nous allons déterminer d'après le procédé même de la division abrégée.
Pour cela , nous avons à résoudre deux problèmes dont voici le premier :
Connaissant le dividende et le diviseur avec une certaine appro.rinintion , trouver avec quelle approximation on peut obtenir le quotient.
Si le dividende a plus de chiffres que le diviseur, il faut évidemment prendie sur la gauche du dividende une quantité capable de contenir le diviseur; au contraire, si le diviseur a plus de chiffres que le dividende, il faut pi'endre sur la gauche du diviseur autant de chiffres qu'on le peut, pourvu que le diviseur modifié soit contenu dans le dividende. L'opération ainsi préparée, le quotient aura autant de chiffres que le diviseur, modifié s'il y a lieu.
Comme exemple de ce premier problème, nous allons vérifier la multiplication abrégée relative à la hauteur barométrique (Hô, IX), en divisant o,23o4 par o,oooi6i458.
Nous allons faire le calcul en gardant le dernier chiffre L\, nonseulement pour faciliter la vérification , mais pour faire observer que Con ne doit jamais effacer le dernier chiffre que dans le résultat définitif de tous les calculs. En effet, lorsqu'on efface ce chiffre, sauf à forcer le chiffre précédent, .s'il y a lieu , c'est seulement pour empêcher qu'on ne suppose l'approximation plus grande qu'elle ne l'est en realite ; mais quand un résultat partiel doit encore entrer dans d'autres calculs, on doit le prendre tel
qiion Va obtenu, c' est-à-dire avec ce dernier chiffre , qui approche toujours de la vérité et qui même peut être exact.
Ici nous chercherons d'al)ord (I) la nature des plus hautes unités du quotient, et uous verrons qu'en multipliant le diviseur par looo, on trouve
ce qui donne des unités simples; donc le quotient contiendra des mille :
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Ainsi le quotient contiendra quatre chiffres entiers et sera égal à 1426; seulement on ne devra pas trop compter sur le dernier chiffre 6 des unités simples. Cependant on remarque que ce chiffre doit être en défaut , car le reste i montre que les deux premiers chiffres 16 du diviseur donnent avec le chiffre suivant du quotient une retenue supplémentaire égale à 1 ; donc le chiffre qui suivra 6 au quotient sera au moins égal à 5 , mais cette considération ne suffit pas pour le déterminer complètement.
On voit d'ailleurs l'application de la règle que nous avons donnée pour la solution de ce premier problème, puisque nous avons séparé au diviseur le nombre i6i4 qui est compris dans 2804, et c'est ce qui fait voir qu'on n'aura que quatre chiffres au quotient.
Voici maintenant l'énoncé du second problème , inverse du premier.
Le quotient devant être calculé avec une approximation donnée,
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trouver (ivre f^iirilc ajj/)n>.rifnnti(>'/ l'on doit pivnflrr Ir iliviilcnHr et le diviseur.
On a vu qu'il suffisait de cherclicr au diviseur autant <i« chiffres significatifs que l'on voulait en avoir au quotient, et de prendre aussi à la gauelic du dividende un noird)re capable de contenir le diviseur modifie. Ainsi l'opération de rarlicle II est ini exemple de ce problème.
On comprend néanmoinii (pi'il ne sera pas toujours possible de satisfaire aux exigences de l'énoncé. Le diviseur n'a pas toujoius autant de chiffres qu'on désire en obtenir au quotient, et si même il lésa, le dividende ne peut pas toujours contenir le diviseur modifié; or nous savons qu'il n'est pas permis de remplacer les chiffres par des zéros, excepte dans les nombres exacts. Si donc ni le dividende ni le diviseur ne sont exacts, on déterminera l'approximation /.'o.vj/Z'/^', comme il a été dit dans la solution du premier problème.
VI. La formule
établie (115, VII) entre l'erreur du produit et celles des facteurs, ou bien , ce cpii revient au même, entre l'erreur du dividende et celles du diviseur et du quotient, permet souvent de voir sans calcul la valeur et même le signe des approximations que l'on doit attendre des données de la question.
Supposons, par exemple, (lue l'on nous donne la quantité
approchée en exrès avec cinq décimal' s exactes, de sorte que l'erreur (î' de B est négative, mais niunériquement inférieure à o,ooooo5 ; on demande quelle approximation aurait la valeur A
de 77, obtenue d'après cette valeur. B de -• L'erreur de A sera ô,
Jiiais celle du produit sera
£ = o, puisque - -
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Pdiir trouver S , il faut donc poser
AS'-h E5 ^ G,
ce qui montre ((ue o' étant négatif, ô sera positif; ainsi ht sera calculé i/i défaut.
^îais, quant aux valeurs numériques,
A = 3,1 tt R=:o,3i
:Brî,
«roîi
et j
Puisque
(m peut ]>osei
Q z=: o ,oooo5,
c'est-à-dirti que l'on ne devra compter que quatre décimales exactes en divisant i par o,3i83i ; mais en réalité il y en aura une de plus, car le quotient est 3, i4 1591, résulta,t en défaut comme cela doit être, mais seulement à la sixième décimale.
VII. Afin de ne rien néglij;er sur cette question, nous allons calculer directement un exemple de division abréger?, et nous en ferons ensuite la preuve en cherchant la multiplication abrégée correspoTulante.
On demande à un dix-millième près le quotient de 229,4703568 par le diviseur 7,3594, supposé exact; il faut donc calculer les cent- millièmes.
Il est facile de voir, par la nature des premiers chiffres du dividende et du diviseur, que le quotient aura deux chiffres entiers, ce qui, avec cinq chiffres décimaux, fera sept chiffres que l'on devra aussi prendre au diviseur, qui n'en a que cinq. Mais, comme ce diviseur est ici supposé exact, on y ajoutera deux zéros , et l'on fera l'opération suivant la règle connue ;
APPKOXIMATIONS NUMKRIQUES.
229,47035 j 6i8 1 7,35fl'f<J<»
Voici le tableau de la multiplication abrégée correspondante :
7359^00 85o8ii3
La vérification se fait exactement, car on a forcé le dernier chiffre utili' du dividende, parce qu'il était suivi des chiffres 68.
On sait que c'est le diviseur qui doit scn>ir de multiplicande pour retrouver la formation des mêmes produits partiels: de plus, comme le premier chiffre du diviseur a été obtenu par le diviseur tout entier, il faut mettre le premier chiffre du quotient sous le dernier chiffre utile du diviseur; on obtient pour produit
ia partie utile du dividende.
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VIII. Outre le prot'fkié que nous venons d'exposer pour la division ahrégéo, il en existe quelques autres, un surtout, eonnu sous le nom de inéthottc de Fouricr, ou division ordonnée ; niais nous le passerons sous silence, parce que ce procède, d'ailleurs fort ingénieux , j)résenle cet inconvénient que le calcul, d'abord assez simple, se eompli(|ue à mesure ([ue l'opération avance, ce qui fatigue l'attention et est contraire à la marche naturelle de l'esprit.
u.\(;i\L cvnKLii. ilo I. On a
£ zn (>/ + rî )* — a- =ia!l -Jr S\
en représentant par 'î et par s les erreurs riespeclives d'une quantité quelcompie et de son carre; on aura donc, en négligeant 3-, la relation
z r= 2 <■/ fj ,
entre ces erreurs ou plutôt entre la nature de leurs unités.
IMais nous indiquons seulement cette relation comme pouvant servir à vérilier le principe que nous allons énoncer, et que nous démontrerons ])ar le jirocédé de la multiplication abrégée.
Une quantité ap/jroc/iée et son carré ont le même nombre de chiffres significatifs exacts.
On conclut facilement des relations établies (115, VI) entre l'erreur du produit et celles des facteurs, que, si l'on doit multiplier deux facteurs qui ont le même nombre de chiffres significatifs, la méthode la plus avantag(u<;e consiste à les disposer de manière qu'ils se recouvrent exactement , puisque alors il n'y aura pas de chiffres perdus dans les facteurs. Ainsi , on obtiendra le carré d'un nombre avec la plus grande approximation possible, par la méthode abrégée, si l'on fait en sorte que ce nombre, pris comme multiplicande, recouvre le même nombre pris comme multiplicateur et renversé.
Cela posé, il peut se présenter deux cas : dans le premier, le produit a autant de chifïres que le multiplicande , comme l'indique le principe énoncé; c'est ce qui arrive , par exemple, si l'oa
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fait le cirii- ilc a, 23, vv ()iii (liiiiiic Ir ralcni siii\.iiii
4,9^1 au lieu (if 4 )')72m
Dans le secoiul cas, le produit a un cliiHic de plus que le nudliplieande si les chillrcs snperieuis donnent une retenue; i est ei' qui arrive quand on elierehc le carré de 70,4-
5836 au lieu de 5836,96.
Mais la foi uuile
uiouire que l'erreur atteint alors un chilTre de plus. En effet, pour que e soit d'un ordre plus élevé cpie 0 , il faut que l'on ail 2 6- ^ 10 , et l'on reconnaît sans peine que c'est ce qui arrive si la racine a est de nature à donner un cUiffrc de retenue a son carré. On peut donc conclure, d'une manière générale , le principe énonce. A la vérité, le dernier ehilfre de la racine étant exact, celui du carré j)eut bien ne pas l'élre, comme on le voit dans les exemples précédents, où le dernier chiffre du produit est tantôt trop fort, tantt)t trop faible ; mais c'est ce qui [)eut avoir lieu dans tous les calcids, et il en serait de même si l'on cherchait récipro- (piement la racine carrée d'une quantité quelconque.
II. On remarquera, d'après c«; principe, que des tranches de zéros prises à la droite d'un nonibie peuvent quelquefois donner à sa racine les mêmes chiffres (pie donneraient, si on les coruiaissait, les véritables décimales du nombre propose.
C'est ce qiti a lieu quand on ilieiihe la racine carrée de
TT = 3, i4 i6 ,
donné avec quatre décimales : on trouve d'abord un chiffre entier et deux cliiffres décimaux; ensuite, pour avoir les deux chiffres suivants, il faudra abaisser encore deux tranches de zéros qui conduiront au même résultat que les véritables décimales du nombre tt , si on les avait employées. On trouve, de cette manière,
mais nous nous sonnnes dispensés d'écrire le calcul , «pii n'exij^c aucun pixtcédé particulier.
Cherchons encore la racine carrée de 0,00047806 ; on doit, avant tout, reconnaître la nature des plus hautes unités de la racine, qui seront ici des centièmes , puisque le premier chiffre du nombre est celui des dix-millièmes; on trouvera donc , pour la racine cherchée, o, 021 864 > '' "" millième près, en abaissant encore deux franches de zéros.
111. Le principe connu (I) nous permettra de résoudre le problème suivant :
Trouver l'approvrtmntion de la racine carrée quand on connaît celle du nombre.
On cherchera cette racine avec autant de chiffres qu'il y en a dans le nombre, dût-on abaisser plusieurs tranches de zéros; seulement , d'après la nature des unités supérieures , l'approximalion de la racine sera plus grande ou plus petite que celle du nombre. On résoudra de même le problème inverse, ainsi conçu :
67 ton demande la racine carrée avec une approximation donnée , avec quelle approximation faudra-t-il chercher le nombre?
On le cherchera avec autant de chiffres qu'on doit en avoir à la racine.
Si néanmoins on ne pouvait obtenir ce nombre avec autant de chiffres que celte règle l'exige, on ne pourrait trouver à la racine l'approximation demandée, et il faudrait eu revenir au premier
Ai'i'nd.MMA lions MJMriVKji i.s.
))iol)loiiit' |)()ur tli'loriiiiiicr ra|»[)iu\iiii.ili(iii j'ussibln a la i.u-.ifn , d'après colle oC» l'on s'arrOlo dans l'oxprcssiDn du nondirr.
IV. En dehors dos considérations prccédcntes , voici un ili< ,irùnu: qui porinol do simplifier rexliaction do la racine carrée :
Jprès avoir obtenu par le pmcédè ordinaire les n premiers chiffres dUine racine carrée , retranchez du nombre donné le carré de I es n premiers chiffres , et divisez ce reste par le double de ces !t chiJ/ri'S , l'ous aurez pour t/uotieni les n — i chiffres suivants de . ht racine.
Nous supposerons, comme on peut, toujours le faire, (|ue toui ces chiffres forment rensemble des chiffres enlitvs de la racine.
Cela posé, soit N le nombre dont on chercMie la racine; soient a la première partie de cette racine, et b la seconde, compqséw de // — I chiffres, de sorte que a contient n chiffres significatifs et /i — I zéros, en tout o. n — i chiffres. Nous pourrons donc poser
N.= [a 4- by 4- r = «' + y.ab -h b' -{- r.
D'après la règle qu'il faut démontrer, nous devons prendre le
reste
N — rt' = R ,
ri nous remarquerons que ce reste est connu quand o:i a opéré par le procède ordinaire. On a donc
~z=:b ^'-~' •}.a la
K-x. il S atîit devaluci la fraction •
'^ -xa
Il faut démontrer que cette fraction est toujours' inférieure a
deux unités. Pour cela, remarcpions que le cas le plus défavo-
lable, celui dans lequel r est maximum , a lien quand i + N est
le carré de a -4- ^ + i , puisque N est un nombre entier dont la
racine a pour partie entière a + b, ce qui donne pour limilc
extrême
Nous aurons alors
3^6 EHAl-lTRE HUITIEMK
et, par coiisccjiienl ,
la traction — - — deviint donc ■2 n
la
Ainsi, cette fraction |)eut être plus grande que runile, mais i( iaut prouver que l'on a toujours
Pour cela, nous remarquerons que h et ù -\~ i sont des nombres de N — I chiffres , ce qui fait que ( i -H i)' en a 2« — 2 au plus , tandis que dans rt, et à plusforle raison dans2«, on trouve 7.n — i «liiffres.
On peut iiiènic faire voir (pic
( b -\-iY— i ^ 1
En effet, dans le cas le plus défavorable où serait
maximum, il faut concevoir (jue b présente une série de 9, de
sorte que b -+- 1 soit une puissance de 10. Nous prendrons, pour
fixer les idées, // = 3 ; alors
Zi = 99 et Z* -i- I = 1 00 , ce qui donne
[b -h j)- = loooo.
Alors le minimum de a , pour prendre toujours le cas le plus défavorable, sera
ce qui est le plus petit nombre de 2« — 1 = 5 chiffres ; par consé- (juent,
pour limite extrême.
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Lu l'csuiiH-, nous voyons (pu' le (|iioticiU est «•^al .1 0
«m à b -{-i, c'est-à-dire ((n'il donncni , en effet , les « — 1 cliiffies suivants, à une unité près.
Comme application , nous cheielieions la racine carrée de 2 avec douze décimales; nous en trouverons d'abord six par U- procédé ordinaire :
^ious avons écrit ce calcul pour montrer comment se forme le reste N — fl' = I\ , qui est ici 1 59063 1 .
Maintenant , pour disposer la division le plus simplement possible, nous remarquerons que, si nous voulions avoir seulement un chiffre de plus, il faudrait, suivant la méthode ordinaire, abaisser deux chiffres (ici deux zéros) à la suite de iSgoôSi , et en séparer un, ce qui laisse le nombre 1 5906310, que l'on doit diviser par le nombre obtenu en ajoutant 3 à 2828423 ; on a ainsi
la = 2828426 ,
c'est-à-dire le double de la racine déjà obtenue , qui n'est autre
que le diviseur demandé. Ainsi, la seule différence entre le pro-
cédé ordinaire et la division de , c'est que , dans cette der-
nière opération , on cherche n — i chiffres au lieu d'un seul, mais
le dividende et le diviseur sont les mêmes dans les deux calculs.
Voici le tableau de la tlivision abréi^ee (jui donne ces n — 1
chiffres , ici au nombre de six , puisque nous en avons déjà obtenu
sept.
3'y8 CHAPITUK HUIÏIKMJ;.
• 5906310 I 28'iH.f'^(i
Nous nous SDinmes dispensés de former les produits partiels , < ( nous avous fait en même temps les multiplications et les soustractions. INous avons calculé sept chiffres^, autant (pi'il y en avait au diviseur; mais le dernier chiffre 2 du quotienl doit être effacé, et donne seulement à penser que la racine n'a pas été obtenue en excès.
On trouve donc enfin
Si l'on cherchait la racine carrée par les logarithmes , connue on le fait souvent dans la pratique, cette simplification serait beaucoup moins avantageuse, parce qiC'd faudrait alors former n' et la retrancher de N, opérations qui sont faites d'avance quand le calcul a été commencé par le procédé ordinaire.
RACINE CUBIQUE, ETC
416. On trouvera une règle semblable pour oblcnii', après les fi premiers chiffres d'une racine cubique, les n — 1 suivants. Nous devons commencer par indiquer la manière la plus sin;ple d'extraire une racine cubique, du moins au point de vue pratique; car il paraîtrait naturel , à chacun des chiffres que l'on obtient, de faire le cube de la racine déjà obtenue, et de le retrancher de l'ensemble des tranches correspondantes : mais , de celte manière, les calculs faits pour un chiffre ne serviraient point pour les suivants, et l'on aurait toujours à revenir aux plus hautes unités du nombre. Il faut donc imiter le procédé de la racine carrée en formant successivement les diverses parties du cube.
,>PPlUlXlMATI():tS MJMÉlUf^UtS. ^'^()
Soit il oxlraiic la liuinc riibitiiic du nombre
on voit d'abord en le j).irta^i'unt en tranches de trois uhiffie» di' droite à gauche, comme nous l'avons fait, que la racine aura cinq chiffres et que le premier sera la partie entière de la racine cubique de 82, c'est-à-dire 3 pour 27. La questif>n étant donc ramenée provisoirement à extraire la racine cubique de 32,977, si nous indiquons par a les dizaines et par b les unités de cette ra- , cine, nous savons déjà que a = 3o, puisque 3 est le chiffre des dizaines. Retranchons a^= 27000 de 32977, il reste 5977, nombre dans lequel il faut chercher
En divisant 6900 par Sa' =: 2700, ou 59 par 27, on a pour quotient
on sait, du reste, (|ue ce (juotient est qu«l(|uefois trop fort pour la racine.
Voici maintenant comment on peut former les autres [)arties du cube. Posons d'abonl
'6 a -\- Ij = 92 ,
et multiplions ce nombre par b ■=. 1 . ce qui fait
ajoutons 184 avec 'in'=z 2700, nous avons
in'-^onb + é- — 2884.
Imaginons que l'on multiplie encore cette somme par b =i 1 , il vient
3<7- A H- 3 ab- -f- y ,
cv. qui donne justement le reste du cube. D'ailleurs on n'est pas oblige d'écrire ce produit de 2884 par 2, et l'on jx ut, à mesure cju'on en trouve les chiffres, les rotranrlirr de '^•977. 'e qui donne pour second reste 20().
38o CHAPITRE HUITIÈME.
Il faut insuilc diviser 20g3 par le tiij>le carre de 3:.'. (jne l'on peut encore obtenir très-simplement en posaril //' .= 4 ^"l's 288/], et en faisant la somme des trois nombres 184, 2884 et 4 ; c" cflet, cette sonnne donnera
{3ah -h b') + {3(r-^ '6 ah + b)-¥h' = 3 rt' + 6 «^ -f- 3 6= = 3 (rt 4- /.< )•'.
On voit comment on conlinuera le calcul dont voici le tableau :
3o843oo3o4
Le nombre 2093 ne contenant pas le diviseur 3o-2, il a fallu abaisser immédiatement une tranche de plus, et ajouter deu.v zéros à la suite du triple carré; alors 2093402, divisé par 307200 a donné 6 pour quotient, et l'on a continué de la même manière jusqu'au dernier reste qui est nul , ce qui montre que le nombre donné est un cube parfait.
Quant aux nombres 9606 et 96188, on les forme de la même manière que
Za -\- b = 92.
On peut donc poser la règle suivante :
Jprcs avoir extrait la ravine cubique de la première Ir anche à gauche et soustrait de cette tranche le cube de cette racine , abaissez
appuommvtions MuiKniours. ."^Mi
1(1 tranche sitivanlr , sr/jtinz /rs ticux (Icniirrs clti(frts du nniului ainsi forme et ditiscz la partie restée à gauche par le triple cajn des dizaines. ]\Jitlli filiez ensuite par le (juotienl (jui représente les unités de la racine déjà obtenue, un nombre composé de trois fois les dizaines plus 1rs unités , ajoutez ce produit à trois fois le eam du nombre des dizaines, suiri rie deu.v zéros, multipliez encore cette somme par les unités rt retranchez ce nouveau produit du reste, suivi de la tranche que Cori a abaissée. Pour trouver tr diviseur suivant , (jui doit être le triple carré de la racine déjà obtenue , il suffit (f écrire le carré des unités sous les portions déjà connues idce diviseur, qui se trouvera en ajoutant ce carré avec les deux nombres supér-ieurs.
Ayant ainsi obtcnsi le triple carré des nouvelles dizi.incs relatives à la racine qui correspond à une tranche tle plus, on continue le calcul (le la même manière.
II. Voici maintenant comment on peut, connaissant les n premiers chiffres d'une racine cubique, trouver par une simple division les n — I suivants.
Nous supposerons encore que a et b représentent les deux parties de la racine, en sorte que b doit avoir n — i chiffres et a , déjà connu, a n chiffres significatifs suivis de n — i zéros, en tout -y.n — I chiffres. De cette manière « -f- ^ est la partie entière de la racine cubique du nombre ?; , de sorte que
lS=(a -^ by
on en conclut, eu |)Osant IN — r7=R, quantité connue si l'on a opéré par le procédé ordinaire ,
R , liab' -\-b- + r
Pour voir nuelle valeur peut atteindre la '^luautite — ; •>
' Sa-
]M"enons le cas le plus défavorable, celui où l'on aurait
il est cliiir cjiralors /sera maximum. On trouve, dans cette supposition ,
N =(rt + l,Y-h3{n-h by-h 3ffl 4- b), ce (]ui donne
r =3(a -h by -{- 3 [a -h b ) ^^ 3 a- -h 6 ab + 3 b- -h 3 a 4-36, et, par suite ,
3ab'-hb^-hr 3ry (/; H-ij^-f- (/^ -4-iV^ — I
On a donc enfin , au maximum ,
R ,^ _^{b-hiy . {b+i]
ce t|ui prouve (|uc l'on peut quelquefois avoir le quotient en excès b+'..
Mais, outre cela, nous avons vu, à propos de la question analogue relativement à la racine carrée (lio, V}, qu'il est possible,
a la limite extrême, d avoir = i. Cependant, comme ce
fait est tout à fait exceptionnel , nous le laisserons de côté et nous considérerons qu'en général b -\- i n'ayant que n — i chiffres, (è-f-i)'n'en a que 2 « — 2, tandis que n en a 7.n — i. A plus torte raison [b -i-i)'<!^ «% donc la dernière fraction est de beaucoup inférieure à l'unité.
On peut donc généralement admettre que les n — i premiers
chiffres du quotient - — donnent pour valeur maximum b +i, o a- '
De là on conclut la règle suivante:
Soit R le reste obtenu en retranchant du nombre le cube des n premiers chiffres de la racine^ et divisez R par le tiiple carré de cette racine déjà connue; les n — i premiers chiffres du quotient sont les n — i chiffres suivants de la racine.
Nous appliquerons cette règle à rexemplc déjà traité. \ln cher-
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cliiiiU la iMcinc cubaine do 32.1)77.340.218.432, nous av(Mis iroiivé 320 pour les trois premiers cliirfrts <!(' la racine, et le reste il , uhlenii après avoir soustrait le cube de 3 'O tle l'ensemble des trois premières tranches, était 2093402 18432. Il faut donc diviser ce nombre par le triple carre de « = 32<'00, c'est-à-dire par
On verrait facilement (jue le (p.U)tieiit donne des dizaines, comme cela doit être ; mais [)nis(iue nous ne chercluuis que ticux chiffres, ou plutôt trois, afin d'effacer le dernier, il suffira 114, V) de prendre aussi trois chiffres au diviseur, et quatre au dividende. Voici la division abre[j;ee qui donnera les deux cliiffies demamhs,
On obtient donc exactement les deux cluflres GS de la racine , mais ce procède ne fait évidemment pas connaître que le nombre est un cube parfait.
Nous avons vu qu'on trouve souvent ainsi un quotient en excès ; on pourra donc quelquefois ne j)as forcer le dernier chiffre conservé, même s'il est suivi d'un 5 ou d'un chiffre siq^érieur à 5.
Enfin on comprend comment cette msthode s'applique à des nombres décimaux.
III. Comme relation entre l'erreur i d'un cube ou ilune puissance quelcon()ue et l'erreur 0 de sa racin«, nous avons la formule
dans laquelle m représente l'indice de la puissance et qui se rétluit à z-=:mao, en supprimant les puissances supérieures de 0.
Connaissant la nature des plus hautes unités de a , on emploie cette fornmie pour trouver, dans chaque circonstance, la valeur de £ en fonction de 0, et réciproiiucment; ou, pour mieux dire,
la relation qui existe entre les espèces d'unités de ces deux erreurs. Mais il serait assez difficile d'en conclure une règle applicable à toutes les valeurs de m , pour comparer le nombre des chiffres significatifs exacts de la puissance et de sa racine , parce que, d'un côté, le nombre des chiffres s'accroît d'une manière variable suivant la valeur de w et celle des premiers chiffres (c'est ainsi que 8, cube de ?. , n'a qu'un chiffre , et que 72g, cube de g, en a trois), et que, de l'autre côté, le coefficient m dans l'expression E = jnarJ augmente l'erreur de la puissance.
IV'. Pour comparer les erreurs respectives d'une puissance et de sa racine, quant au nombre des chiffres significatifs exacts, la méthode la meilleure, quoicpie assez indirecte, consiste dans la coiîisidération des logarithmes de ces quantités; on sait, du reste, que les extractions de racines se font presque toujours, dans la pratique, à l'aide des Tables de logarithmes.
Or l'usage de ces Tables montre que le logarithme de la puissance et celui de la racine ont le même nombre de chiffres exacts, et qu'il en est de même, par conséquent, pour ces deux quantités elles-mêmes. Nous admettons , à la vérité, que les Tables soient calculées avec autant de décimales qu'il en faut pour que le derniei" chiffre du nombre donné influence le dernier chiffre du logarithme correspondant; mais c'est ce qu'il est toujours possible de supposer en théorie, quelle que soit d'ailleurs la véritable approximation des Tables. On peut donc conclure de là ([ue la puissance et sa racine ont le même nombre de chiffres significatifs exacts.
V. Nous devons cependant observer, comme restriction à ce principe, que le calcul pur logarithmes donne plus de précision quand on cherche la racine au moyen de la puissance, que si l'on cherche la puissance au moyen de sa racine. En effet, dans le premier cas, on divise le logarithme par l'indice de la puissauce, ce qui diminue Teneur, tandis que, dans le second , on multiplie par cet indice, ce qui augmente l'erreur.
VI. Dans toutes ces théories d'approximation, nous n'avons presque jamais distingué le cas où l'erreur esl , soit en défaut, soit
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•en excès; vn effet, on n'ni sait souvent rien, suiloul dans les données de la piivsiqni; et de la rliimie, et nons avons toujours voulu permettre au calculateur d'opérer dans le cas le plus général et le pins défavorable. Aussi, nos formules s'appliquent à toutes les valeurs positives on négatives des erreurs ou des approximations.
\i»lM.I(..\rl0^s
il7. Outre les exeu<ples que nous avotis donnés pour les opérations approximatives, nous allons présenter encore quelques applications des théories ])récédenles.
I. Trouver le (junticiit de lo- par o,6g3l47i8. . • avec une erreur relative moindre qu'un niilliènie.
i Dans une multiplication ou ime division l'erreur est toujours supposée relative au multiplicande ou au dividende, parce que le multiplicateur ou le diviseur sont toujours supposés abstraits.)
On reconnaît (lii,! que le quotient n—ir contient
des dizaines qui sont les plus hautes unités; la formule a = A /• ('lll, IV], dans laquelle /• = ? montre que l'erreur abso-
lue « se représente par . il faut donc (110, II) calculer le
' lOO'
quotient à un millième près et garder les centièmes.
Le calcul est lait selon le procédé de la division ahrége. ( 1 14, II) ; on s'est seulement dispensé d'écrire les produits partiels. Ainsi, le résultat cherché est {5,3::'.
ir. Obtenir - avec lo dcciinales. [On en calcule 1 1. )
lOOOOOOOOOOO
3io5836
3tiji5ga65^5 | 8979. . .
III. Cdlculcr I iZr: jusqu'aux cent-millièmes. 3,i4i5q265'3 6...
3 54,99998 Ainsi, I i37r = 35. j ,99998, ou bien ii37r=355.
IV. Calculer iott.io y 2 avec une approximation relative de un millième. — Comme les plus hautes unités du multiplicande iott sont des dizaines, on cherche l'approximation absolue à un centième près, et on calcule les millièmes. 3 1,4 I 5 9 2 6 I 2 4 ' 4 '
AI>PIIC>,\IMATI()?(S M MI.RIOUKS.
\. yérifivr la valeur y/?, z=: i ,z^i42 i 35<)?373.
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