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Calculs pratiques appliqués aux sciences d'observation par m. Babinet et m. Housel
sciences, dans les ateliers, dans l'observation des phénomènes de la nature, ont besoin continuellement du calcul algébrique, géométrique et arithmétique, comme d'un outil intellectuel.
Ce mot très-modeste d'outil rend bien exactement ma pensée. Voyez Napoléon cubant la grande pyramide d'Egypte; il ne la met pas en pouces et en lignes cubes. Il s'arrête aux chiffres utiles, et il en conclut qu'avec les matériaux de cette immense fabrique on ferait un mur d'enceinte pour toutle pays qui environne la vallée du Nil. Laplace ose attaquer de face les inextricables complication» des mouvements planétaires. Les calculs, simplifiés par des approximations convenables, le mettent en possession des plus belles lois du système du monde, dont ils lui révèlent et le passé et l'avenir. Fresnel se prend aux théories de l'optique avec le génie de l'observation et les notions mathématiques que possèdent tous nos élèves de l'École Polytechnique. Devant ses calculs pratiques, toutes les difficultés théoriques s'aplanissent. H a instinctivement le génie du bon sens. Tacite donne comme éloge à son héros de n'avoir pas outré la sagesse. On peut louer de même Fresnel de n'avoir pas ambitionné de faire des calculs trop savants. Il est bien entendu que je n'entends rien ôter au mérite de ceux qui, comme Cauchy, ont su avec Fanalyse faire de véritables miracles.
La mécanique des machines usuelles, la physique et ses nombreuses branches, la chimie théorique et pratique, l'astronomie et ses mille applications, la géodésie, la trigonométrie, la statistique, Féconomie politique, enfin les calculs 4e tête, où souvent un résultat obtenu au vingtième ou même au dixième est suffisant, toutes les sciences de faits et d'observation trouvent d'utiles et indispensables auxiliaires dans les calculs pratiques, Lagrange assistant aux leçons de Monge sur la géométrie descriptive, l'une des supériorités pratiques de l'École Polytechnique, disait assez malicieusement : « Je ne me doutais pas que je savais d'à-
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vance la géométrie descriptive. » Sans contester les utilités de détail que ce grand génie mathématique ne savait peulétre pas ou auxquelles il n'avait pas pensé déjà, on peut, sans trop de modestie, se figurer que Ton n'est pas un Lagrange.
J'ai donc cru faire une chose utile de rassembler tout ce qui, dans les approximations, dans les solutions empiriques, dans les interpolations, dans les séries, dans les applications de l'algèbre, de la géométrie, de la trigonométrie, de l'arithmétique, de la mécanique, ainsi que dans l'établissement des lois physiques, peut être d'un usage continuel, et éco- % nomiser de pénibles et inutiles recherches mathématiques. Presque toujours une petite formule d'approximation permet de calculer, avec des Tables de logarithmes à 5 ou à 7 décimales, ce qui exigerait l'emploi de Tables à 10 décimales avec une moindre certitude sur les chiffres vraiment utiles du résultat définitif. Là, comme ailleurs, du bon sens et peu de mathématiques vont plus loin et plus sûrement que les qualités opposées. En tout cas, rien n'empêche d'appeler, si Ton peut, l'analyse rigoureuse en vérification du calcul pratique et simple. « A quoi bon, disais-je à l'illustre Dulong, mettre 7 ou 8 décimales dans le rapport de réfraction relatif aux phénomènes de la double réfraction, tandis que déjà les déterminations expérimentales ne s'accordent pas entre elles dans la troisième décimale ? » Il me répondit avec une gravité ironique : « Je ne vois pas pourquoi on supprimerait les dernières décimales; oar si les premières sont fausses, peut-être les dernières sont-elles justes I »
Je répète en finissant que si l'on étudie la marche qu'ont suivie tous ceux qui ont fait faire de grands progrès aux sciences d'application, on trouvera qu'ils ont eu le talent des calculs pratiques chacun dans sa sphère. La liste des savants et des. praticiens morts ou vivants serait ici trop longue à donner et semblerait suspecte ou d'envie ou de flatterie. Ceux qui pourront dire Je savais tout cela sont priés de recevoir mes excuses, et ceux qui ont quelque
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chose à y apprendre sont priés de me savoir gré de ma bonne volonté. Les uns et les autres m'aideront sans doute à perfectionner cet emploi du bon sens mathématique.
J'avais depuis longtemps en portefeuille cette étude sur les calculs pratiques, et dans le cours de Physique de la Faculté des Sciences, où j'ai eu, plusieurs années de suite, l'honneur de suppléer M. Pouillet, je consacrais le dernier quart d'heure à l'exposé de ces simples calculs, de ces outils mathématiques, qui réunissaient un grand nombre d'auditeurs d'élite. Je pense que de longtemps encore je n'aurais eu le loisir ou, si l'on veut, la présomption de les offrir au public, si je n'avais trouvé dans M. Housel, de l'École Normale, un collaborateur ou plutôt un vrai rédacteur en chef, qui s'est chargé de coordonner, de démontrer et d'éclaircir par des exemples tout ce que ma longue expérience m'avait fait mettre en usage. L'ouvrage en ce sens lui appartient tout autant qu'à moi, et sauf mon autorité académique (si du moins il y a autorité dans les sciences), je ne prétends comme lui qu'au mérite d'avoir essayé d'être utile.
BAB1NET, de l'Institut.
TABLE DES MATIÈRES
Pages.
Avertissement de M. Babinet v
NOTIONS GÉNÉRALES
Numéros. *
f On néglige une quantité plus petite relativement à
une plus grande i
On ne conserve que le plus faible exposant d'une quantité très-petite 2
2 On néglige le produit de deux quantités très-petites. 2
3 Exemples : — 3^— = 1 zç. e , etc 3
4 Chaque correction modifie le résultat comme si elle
était seule 4
5 Distance de Tare à la tangente. ... 5
6 Relation entre les degrés et la longueur d'un arc. . 6
7 Autres exemples : \/i±î= i ± -> etc 7
8 Méthode des coefficients indéterminés 7
9 Conditions de convergence des séries 10
10 Évaluation de l'erreur dans une série composée de
termes décroissants et alternativement positifs et négatifs 1 3
X TABLE DES MATIERES
Numéros. Pages.
12 Résolution de l'équation ax 1 -h bx-\~ c= o, lors-
ac
que a, ou plutôt —> est très-petit . 16
15 Méthode de Newton : application 19
14 Cette méthode tombe quelquefois en défaut ...... 21
15 Correction de la méthode de Newton, par Fourier
et Cauchy 22
16 Comparaison de ces deux procédés 24
VÎ Application 25
18 Propriétés des fractions continues 27
19 Méthode de Lagrange 34
20 Application 35
21 Fractions continues périodiques 3f>
22 Applications 38
25 Méthode des parties proportionnelles, ou règle de
fausse position 4 ? -
24 Application 4^
215 Abaissement du degré des équations par certaines
relations entre les racines ^G
2G Binôme de Newton 49
27 Valeur de ^1 -f- « , etc 5o
28 Séries logarithmiques 5o
Formules d'intégration 5 1
29 Séries exponentielles 5i
Formules d'intégration. 5i
50 Séries et formules relatives aux sinus et cosinus. . . 53
51 Série pour développer Tare en fonction de la tan-
gente .... 53
Formules d'intégration 54
52 Rendre calculable par logarithmes une expression
quelconque 55
55 Applications à la trigonométrie rectiligne 5g
TABLE DES MATIERES. XI
Numéros. Pages.
34 Applications à la trigonométrie sphérique 6a
55 Théorème de Legendre &>
56 Maxima et minima des fonctions explicites 67
57 Maxima et minima des fonctions implicites 69
58 Applications 71
59 Autre méthode par les radicaux du second degré. . 7$
40 Vraies valeurs des expressions - et — 75
41 Autres formes de quantités indéterminées. ....... 77
42 Méthode des moindres carrés 79
45 Autres méthodes pour le même objet 81
44 Renversement des séries 83
45 Formules de quadratures de Thomas Simpson,
Poncelet , etc 87
CHAPITRE IV
46 Calcul du nombre e 91
47 Calcul des Tables de logarithmes 94
48 Artifices d'arithmétique. Calcul du module 98
Essai des chiffres d'un quotient , . . 100
49 Correspondance des heures, des longueurs et des
degrés sur un parallèle .... 101
50 Calcul des sinus et cosinus. Formules de Thomas
Simpson i o3-
81 Calcul de l'approximation appliqué aux grades». . . 104
82 Vérification des Tables par les polygones réguliers. 107 55 Logarithmes des lignes trigonométriques. . .' 109
54 Calcul de tt 1 1 1
55 Quadrature approximative du cercle 1 17
86 Trisection approximative de l'angle 1 2 1
57 Construction des polygones réguliers 121
08 Construction géométrique des expressions algébriques homogènes . 1 2&
59 Fermer un contour polygonal. . ... 1S2
XII TABLE DES MATIERES
Numéros. Pages.
60 Réduction au centre des stations. i36
61 Résolution de l'équation ?r sin a = 2 x -f- sin 2 x. . . 1 3g
62 Résolution de l'équation du troisième degré par la
trigonométrie 1 4o
65 Résolution de l'équation du quatrième degré par la
trigonométrie i4g
64 Intersections des sections coniques i5i
65 Usage des Tables 162
66 Règle de Guldin 168
CHAPITRE V
APPLICATI0i\S PHYSIQUES.
67 Dilatations 170
68 Mesure des hauteurs par le baromètre 1 75
69 Correction de la densité des corps par la densité de
l'air 177
70 Problèmes sur les attractions 180
71 Mouvement du pendule 1 85
72 Miroirs sphériques 188
75 Milieux réfringents et lentilles 195
74 Caustiques 207
75 Mesure de la profondeur d'un puits 211
CHAPITRE VI
76 Représentation d'une fonction par une série indé-
terminée 21 5
77 Calcul de la longueur de l'année 2i5
78 Forme de la terre 217
79 Angle maximum de la normale et du rayon centrai
sur le méridien elliptique 220
80 Température des différentes heures de la journée.
Emploi des courbes pour représenter la marche
des phénomènes 221
TABLE DES MATIERES. XIII
Numéros. Pages.
81 Interpolations graphiques 223
82 Calcul de la courbe qui passe par les points donnés. 224. 85 Notions sur les déterminants 225
Résolution des équations du premier degré 228
84 Application de ces méthodes à quatre points donnés. 229
85 Exprimer une fonction au moyen de ses différences
consécutives 23o
80 Exprimer A" y* au moyen des valeurs y* y yu /»>•••> y n > ^33
Cas où jzrx™ - a34
87 Méthode d'interpolation de Newtou, quand A.r est
constant 235
Application 236
Tableau des différences 238
88 Second tableau de substitutions plus rapprochées,
déduit du premier 240
89 Application aux équations générales du troisième et
du quatrième degré 242
90 Application à l'équation
91 Application aux fonctions transcendantes 248
Formation des Tables de logarithmes 249
92 Extension de la méthode à des nombres non compris
dans la progression arithmétique 25 r
Calcul du logarithme de tt . . . 254
95 Simplifications de la formule des différences 257
94 Interpolation de Lagrange, à des intervalles inégaux. 257
9$ Modifications de la méthode précédente 259
96 Du centre, 260
Des diamètres 26 1
97 Des tangentes 262
Méthode des dérivées. . 264
XVI TABLE DKS MATIERES
Numéros. Pages.
115 Racine carrée 372
Une quantité approchée et son carré ont le même
nombre de chiffres significatifs exacts 372
Limites de l'approximation 374
Connaissant n chiffres d'une racine carrée, trouver
les n — 1 suivants par la division 375
116 Racine, cubique, etc 378
Extraire une racine cubique en formant les diverses
parties du cube 379
Connaissant n chiffres d'une racine cubique, trouver
les n — 1 suivants par la division 38 1
Une quantité approchée et sa racine d'un ordre quelconque ont le même nombre de chiffres significatifs exacts 384
117 Applications 385
ERRATA
Page 22, ligne i3, au lieudef(x) t lisez y=f(x). Page 37, lignes 1 et l\, au lieu de p etp\ lises P et P\
Page 60, ligne 4; au lieu de -(X-hB) } lisez -(A— B).
Page 81, ligne 2, au lieu de nombre, lisez membre. Page 118, ligne 1 1 en remontant, au lieu de 5, lisez G. Page 296, ligne 10 en remontant, au lieu de M', lisez M. Page 297, à la suite delà ligne 8 en remontant, ajoutez la surface de séparation étant plane.
Page 329, ligne \l\ en remontant, au lieu de
b = c cos B-*-c cot ( — 2 a ) -H a cot — a cot ( 6 — i a ), Usez
b — c cosO -f c coi{0 — 2a)sin0 -4- n cosO — a cot ( — 2 a) sine'.
NOTIONS GÉNÉRALES
I. Le principe fondamental des approximations consiste en ce que, 5i une quantité est très -petite , on peut négliger son carré et les puissances supérieures; cela revient à négliger une quantité plus petite^ par comparaison avec une plus grande ( * }.
Cependant cette règle est soumise à une exception , dont il est bien nécessaire de tenir compte, et qui se présente quand la première puissance de la petite quantité que Ton considère ne se trouve pas dans la formule rigoureuse..
Pour comprendre cela , rappelons-nous qu'une fonction quelconque d'une quantité peut, en général , se développer suivant les puissances ascendantes de cette quantité. A la vérité, cette assertion est soumise à certaines difficultés théoriques ; mais, comme il s'agit de quantités, très-petites, et dont les puissances diminuent considérablement de valeur à mesure que leur exposant augmente, nous concevons que Ton pçut négliger les puissances supérieures , même quand la série ne serait pas naturellement convergente.
Cela posé, il peut arriver que dans un développement de cette nature, le coefficient de la première puissance de la variable soit nul naturellement et quelle que soit la valeur de cette variable,
(*) Ce principe général doit néanmoins être appliqué avec discernement; ainsi, dans l'expression a , quoique « soit très-petit par rapport à m, on ne peut le négliger, car a " = a a , et a n'est pas très-petit en même
temps que «.
comme dans la série suivante :
COS X — I — — ~+~ _ / o / tf /» •" • .* • •
Quand Tare est extrêmement petit, on peut regarder son cosinus comme égal à l'unité ; mais si Ton veut cependant , pour plus d'exactitude , tenir compte de la valeur particulière de cet arc, on voit qu'il faut en garder la seconde puissance.
Si le coefficient de la seconde puissance était aussi nul, naturellement on passerait à la troisième, et ainsi de suite. Donc renoncé que nous avons donné ci-dessus peut se remplacer par le suivant :
Dans le développement d'une quantité très-petite , on ne conserve que le plus faible exposant.
S. Par la même raison , si deux quantités très-petites figurent dans la même formule, on pourra négliger, non-seulement les puissances supérieures de chacune d'elles, mais encore le produit de ces deux quantités, La même observation s'étendra à trois, on à un plus grand nombre de quantités.
Prenons, pour premier exemple, l'expression 9 où e
représente une quantité très-petite. On sait qu'il est pénible d'avoir à diviser par une quantité approximative et incommensurable; cherchons donc à éviter la nécessité de cette division. Notts
remarquerons que, e étant très-petit, est plus petit que l'u-
nité, mais que la différence est peu considérable; nous pourrons
donc poser
= I Xy
x étant encore une quantité très- petite. Chassant le dénominateur, on trouve
1 = (i -4- e) (1 — jr) = n-g — x — zx.
Réduisant et négligeant, d'après l'observation du n°2 , le produit
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ex qui est du second ordre de petitesse , il reste
et enfin
On aura de même
Vu l'importance de cette formule approximative , nous allons la démontrer par la méthode, moins simple peut-être, mais plus connue , de la division algébrique, qui donne le résultat suivant :
On voit qu'en supprimant les puissances supérieures de s , il reste pour quotient î — e.
De même
•_i_ = .L,_!_ = l( I _l\ = .L_JL.
Si le numérateur était lui-même une quantité très-petite $ , on verrait que
ou approximativement
puisque Ton néglige #s.
4. Les considérations précédentes conduisent à un résultat d'une grande importance, le théorème de Bernoulli sur la superposition des petits mouvements, ou bien , ce qui revient au même , la proportionnalité des petites causes aux petits effets. Ce principe consiste en ce que, pour tenir compte de chaque espèce de correction , il faut ajouter à la quantité observée (ou bien en retrancher,
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suivant le signe de Terreur) une correction prise à la simple puissance. Ainsi , A étant la quantité observée , pour tenir compte d'une première cause d'erreur il faut multiplier A par i-f- 1, cette quantité s étant très-petite; puisque si elle était nulle , la valeur A serait exacte : de même, pour avoir égard a une autre correction , il faudra multiplier par i + 6* ; donc la vraie valeur sera
Développant et négligeant sô*, il reste
ce qui revient à ajouter à la quantité A les corrections As et A J, chacune prise en son signe.
Il en serait évidemment de même s'il y avait plus de deux causes d'erreur, ce qui permet de poser le principe suivant :
Chaque correction modifie le résultat comme si elle était seule (*\
8. Nous appliquerons par la suite ces formules à différentes considérations de physique et surtout à la théorie des dilatalious ; mais lions allons , comme exemple très-simple de l'utilité des principes précédents , chercher la distance entre le cercle et la tangente à l'extrémité d'un arc très- petit.
Soient AB=a lu longueur d'un arc [fig, i) très-petit sur un cercle de rayon r, BC Je diamètre passant par l'une des extrémités de cet arc, et BE la tangente à cette extrémité B ; enfin du point A abaissons les perpendiculaires AD et AE sur le diamètre et la tangente : il s'agit de mesurer la distance AE , qui est évidemment égale à BD.
On sait que
or
AB = BC.BD; BC = 2r,
(*) Cette conclusion serait toujours vraie, même quand une correction serait représentée par le carré, le cube,, . . de la cause d'erreur correspondante, comme on Fa vu dans le n° I.
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ci comme l'arc AB est très- petit, on peut le regarder comme égal à sa corde , ce qui donne
ir Ici l'approximation consiste à remplacer Tare a par sa corde
AB = 2rsin — •
Or, d'après le développement du sinus en fonction de l'arc, on
sait que
ce qui fait voir qu'on peut faire la substitution indiquée en négligeant' seulement le cube de la moitié de Tare.
S'il s'agit de la terre dont la circonférence est représentée par 4o ooo ooo de mètres, on trouve
sin — =
r 4° °°° °°° et
AE = a 2 . 0,000 000 07854 (*) .
Soit, par exemple, AB = 1 kilomètre; oh obtient à peu près
AE = o m ,078.
La petitesse de cette quantité fait comprendre comment on peut voir des nuages bien plus éloignés qu'on ne le pense d'ordinaire ; mais il est impossible d'en préciser les distances à cause de leur élévation très-variable.
6. Cette question nous engage à rappeler un problème qui se présente souvent dans les calculs et qui consiste à trouver la valeur d'un arc en degrés quand on donne la longueur île cet arc
(*) A propos de l'évaluation du coefficient de a", nous ferons observer que le mot billion fait confusion dans la numération parlée, parce qu'en français il veut dire dix fois cent millions, et en anglais cent fois cent millions.
sur une circonférence de rayon connu , ou , réciproquement , connaissant la valeur d'un angle en degrés, trouver la longueur de tare qui lui correspond sur une circonférence de rayon donné.
Ce problème se résout par une simple proporlion.
Supposons, par exemple, que Ton demande le nombre de degrés de l'arc représenté en grandeur par le nombre 1 7, le rayon étant 1 .
Nous remarquerons que la circonférence entière, composée de 36o degrés , a pour longueur 2 *■ , ce qui donne
Or
2tt 17 180. 1 n _ = -/ et * = '■
OOO x 1Z
ce qui donne
ou bien deux circonférences et demie, plus 74° i'43"- S'il s'agissait d'un cercle de rayon quelconque R , on aurait évidemment
27rR 17
7. Nous considérerons encore l'expression y/i+aqu'il est difficile de calculer sous cette forme. Observons que, si < est une quantité
très-petite, ^14- s diffère peu de l'unité et que l'on peut poser
x étant aussi une quantité très- petite.
En élevant au carré , on trouve
Développant et négligeant jp 2 , il reste
i = - et vi+i = H
(*) On a calculé quatre décimales, parce que, dans la valeur de -♦ l'erreur n'est que du huitième ordre dte décimales.
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En changeant le signe de e, on aura
On ramènera à Tune de ces deux formes l'expression
V'idz
soit en multipliant haut et bas par ^izhs, car il est utile , en général, de faire disparaître les radicaux du dénominateur, soit en posant, d'après ce qu'on vient de voir,
comme on Ta déjà démontré.
Si le radical se présente sous la forme ^a -+- s , on remarquera qu'il est égal à
\/«.\/i4-- = sja. I H- — ) =sfâ -h — •==.
V « \ 2«/ 2 Ja
De même
2 Sja
Supposons, par exemple, qu'on cherche le cosinus de l'arc dont
le sinus est égal à • La formule ordinaire donne
c IOO
cosx = \/i — sin 2 -r;
mais on peut éviter cette pénible extraction de racine carrée in
posant
sin 2 .r . . sin 2 a: i cos x = î ? et ici = 1
2 2 2UOOO
ce qui rend le calcul beaucoup plus facile.
8. On voit que toutes ces simplifications sont fondées sur ce fait dont nous avons déjà parlé, qu'une fonction se développe suivant les puissances ascendantes de la variable. Cela conduit à la méthode des coefficients indéterminés , qui consiste, étant donnée
une fonction / =/(x) 9 à poser
y = A 4- Bx -f- Cx 2 -h D-r* 4- . . .,
et à déterminer, d'après la nature de la question , les coefficients A, B, C, D, etc.
Les séries de Taylor et de Maclaurin établissent , en général , la forme de ces coefficients d'après celle de la fonction donnée, mais, sans y avoir recours, il est souvent facile de déterminer directement ces coefficients. Ainsi nous pouvons retrouver, par cette méthode , les formules approximatives que nous avons déjà obtenues.
Posons
= A -4- Be 4- Ce 2 4- Ds 3 4- . . . ,
ce qui donne
Faisant passer dans le second membre et observant que, si une fonction d'une variable est nulle pour toutes les valeurs de cette variable , les coefficients de toutes les puissances seront nuls séparément , on posera les égalités
ce qui donnera
A = i, B = — i, C = i, D= — 1>...* et enfin
comme on l'avait déjà trouvé par la division.
Ce développement convient à une valeur quelconque de s> mais si e est très-petit, on retrouve la formule connue
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Revenons encore à l'expression
V 7 ! -f- s = A -h Be + Cs 2 H- De 3 -+- E s* -4- . .. .
On trouve, en élevant au carré ,
i-f-s = A 2 -f-2AB s + B 2
AC
s 2 +2BC 4- 2 AD
sM-C 2 -f-2AE + 2BD |
D'où Ton tire les équations
A 2 — i=o, 2AB— i=o, B 2 4-4AC = o, 2BC4- 2AD = o, C 2 -t-2AE-+- 2BD = o, etc.,
ce qui donne, eu prenant la valeur positive du radical,
et enfin
Cela ne suffit pas pour reconnaître la loi que suivent les coefficients; mais si s est très-petit, on retrouve la relation
Jl+6 = 1+-
On y serait arrivé directement en posant* simplement
^i -H e = A -f- Bs.
. Nous allons encore montrer la fécondité de cette méthode en cherchant les développements du sinus et du cosinus, dont nous avons déjà fait usage ; mais nous devons prévenir que ce procédé, remarquable pour sa simplicité, est insuffisant comme démonstration rigoureuse.
Soit
sinx=: A-f-Ba; -+-Gx 2 -t- D ** -h E .»* -f- Fa? 4 +. . .y. il vient, en différen liant,
çosa; = B+ 2C*+ 3Da? 2 -f- 4E* 3 ■+• 5F* 1 -*-. . .*
et diftércntiant une seconde fois,
— sinx = 2C+2.3D.r-f 3.4 ?* 7 H- 4-5Fj: 3 -f-
Les deux développements du sinus devant être identiques, on a' les égalités
Or, si
.r = o , sin x =. o , donc aussi
A = o, . si x =r o, cos.r = i, donc
D=i; d'où l'on tire
et Ton a les séries
sin x — x -f-
j?» jf*
cos x = i — -f-
9. Nous avons dit que cette méthode, si précieuse dans une foule de recherches, n'est pas d'une exactitude absolue : en effet, il n'est pas tout à fait évident qu'une fonction quelconque puisse se développer suivant les puissances de la variable dont elle dépend , et il y a même certaines fonctions particulières pour le»quelles ce développement est impossible. Telle est la fonction
y = log.r;
car x =; donne
jr = — 00 ,
et Ton est obligé d'éluder la difficulté en développant log (x -h 1). Mais nous devons surtout, au point de vue des calculs pratiques, nous préoccuper d'une autre espèce de difficulté qui se présente bien plus souvent et qui consiste dans la divergence des séries. Quand les termes vont en croissant, il est évidemment impossible que leur somme converge vers une quantité finie ; c'est
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ce qui arrive, par exemple, dans les progressions géométriques dont la raison est plus grande que l'unité. Mais quand même les termes vont en diminuant , de manière que le terme de rang n devienne infiniment petit pour 72 = 00, cette condition ne su Ait pas toujours pour établir la convergence.
Une série dont tous les termes sont de même signe est convergente quand le rapport d'un terme au terme qui le précède tend vers une limite plus petite que l'unité»
En effet , soit h une quantité plus grande que le rapport d'un terme.quelconque à celui qui le précède, on peut néanmoins supposer /fr<i. Or la somme des termes ,' depuis le premier jusqu'au /?4- \ ième étant
on aura la suite d'inégalités
Multipliant ces inégalités, il reste
et comme £<0, on sait que k n devient plus petit que toute grandeur donnée quand n augmente indéfiniment. Il en sera donc de même pour w„. Cela tient à ce que les puissances d'une quantité plus grande que l'unité croissent indéfiniment. En effet,.
(l + a) 3 >(i + 2a) (i + «)>l + 3aj
et ainsi de suite. Donc
qui peut croître indéfiniment pour une valeur suffisante de/*. Par
conséquent, K n =5 -» décroît indéfiniment.
12 CHAP1TEE PREMIER.
On aura ensuite, en ajoutant,
d'où
S(i — X)< tt0 — U a et s<"*"" Xl1 "
Mais, comme nous venons de le voir, u n devient infiniment petit à mesure que n augmente, et i! reste
On voit que ce raisonnement ne pourrait s'appliquer si A était égal à l'unité.
Du reste, il faut bien observer que cette valeur S, quand elle est
finie pour £ < i , donne bien une quantité — 9 —z supérieure à
la somme indéfinie des termes de la série, ce qui prouve que cette série est convergente; mais il ne faudrait pas croire que cette valeur — ^-j fût la limite vers laquelle converge cette suite de termes. C'est pourtant ce qui a lieu pour les progressions géométriques dont la raison est plus petite que l'unité, k étant cette raison - r mais il n'en est pas toujours ainsi, puisque, du reste, k n'est point complètement déterminé.
Nous devons donc conclure que la série est divergente si k^> i , puisque les termes vont en augmentant et qu'elle est convergente si k < i ; mais si k = i , on reste dans l'indécision, et, en effet, les séries de cette nature sont tantôt divergentes, tantôt convergentes.
Ainsi la série
quoique ses termes aillent constamment en diminuant, est divergente, c'est-à-dire que la somme de ses termes n'a point de limite finie. Mais la série
(ïMiMiMi)'
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dans laquelle on a aussi k=i> converge vers une limite finie (*).
10. Nous avons considéré des séries dont tous les termes étaient .de même signe; souvent aussi les termes sont alternativement positifs et négatifs, et d'ordinaire le calcul de l'approximation en devient pins facile. Tels sont les développements du sinus et du cosinus en fonction de Tare.
Quand une série est composée de termes constamment décroissants et alternativement positifs et négatifs, cette série est convergente; r erreur est inférieure au premier terme que l'on néglige et de même signe que ce terme.
En effet, considérons la suite de termes
En s'arrêtant après trois termes, on peut poser la série sous la forme
c'est-à-dire que les termes conservés a — i + c seront suivis d'une quantité négative, car toutes les quantités négligées — (d~~ e), — (f — g) 9 . . . sont effectivement négatives, puisque les termes vont toujours en diminuant. Ainsi la valeur a — b -f- c sera approchée en excès.
Prenons maintenant un terme de plus, la série deviendra
et ici les quantités négligées e — f 9 g — /*,.. seront évidemment positives. Donc la valeur a — b -f- c — d sera approchée par défaut. Or la différence de ces deux sommes est — d; on voit donc que, dans la première circonstance, Terreur était numériquement inférieure à d, mais du même signe que — d , c'est-à-dire négative.
^»l ■ 1 T.^^ l_M_J ■! — ■ I ■- ■ ~ ' Il II 1 ^ ■— m m
( * ) On démontre aussi la condition de convergence yju m < i .
Prenons encore pour exemple l'équation
.r* -h iooj: — i = o,
et remarquons que Tune de ses racines diffère très-peu de >
car, par x = * le premier membre se réduit à > qui
diffère peu de zéro. Nous pouvons donc, en modifiant un peu la méthode pour simplifier le calcul , remplacer x par o ,01 , seulement dans le carré x % % ce qui donne
0,OOOI -+- IOOJF = I,
et Ton a pour seconde valeur
x = o,oi — 0,000001 =0,009999;
mais la première valeur x-=. 0,01 était déjà suffisamment exacte. On trouvera l'autre racine en observant que la somme des deux racines est égale à — 100.
12. Une question qui se présente souvent consiste à calculer les racines d'une équation du second degré quand le coefficient de x % est très-petit.
Soit donc a très>petit dans l'équation
ax 1 -H bx -f- c = o ; on en conclut
c ax 7 o b
ce qui donnerait
pour première valeur de l'inconnue, si a était tout à fait nul. Transportons donc cette valeur dans le second membre; on trouve pour seconde valeur '
c ac l
L'autre racine se calculera encore en retranchant cette pre-
nucre racine de •
Cette méthode, déjà employée clans l'exemple précéaent, conduit à des calculs très- simples; maïs comme on substitue la première valeur de l'inconnue dans le carré de.r et non dans la simple puissance, on pourrait craindre qu'elle ne fût pas suffisamment exacte : il est donc utile de la contrôler par les procédés déjà connus (*).
On sait que
— ézfcv 7 * 2 — 4<w
ou bien
(V**— 4<rc— b) {\lb* — /iac+<b) x s= * . y
ia{yb* -T- t±ac -+- b)
en prenant seulement le signe positif du radical.
En réduisant, on a
jn
\jb* — 4 oe -+- b
(*) Le calcul qui va suivre fait seulement voir que cette méthode est exacte dans les mêmes limites que celle vie Newton, qui n'en diffère pas essentiellement et que nous développerons bientôt ; mais il se présente des circonstances où elle tombe en défaut , c'est-à-dire que les valeurs successives ne s'approchent point de la racine. C'est ce qui arrive pour les équations
— rx'-i-iojc — io* = o et — = *••+- 10 x— io* c= o
I0 f JO*
que nous a communiquées M. Harant. Selon M. Gerono, cette méthode n'est applicable que si ac est très-petit par rapport à b*. En effet, dans l'expression
c ac* _ c f ac\
ac
il faut que =■ < i pour que la correction soit plus petite que la première valeur.
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On évaluera ^b* — ^ac par la formule connue
qui donne
d'où Ton tire
fr — ac
Pour identifier cette valeur avec celle qne nous avons déjà trouvée, il faut diviser bc par b 2 — ac, ce qui donne, en ne conservant que les deux premiers termes du quotient, et supprimant ceux qui contiennent a* et les puissances supérieures, la valeur
c ac 1
que tfous avions obtenue d'une autre manière. . Du reste, on arrivera au même résultat en posant
y étant très-petit, on négligera y 7 , et il reste
ac % 7.acy ,
mais ay est négligeable, puisque a est aussi très-petit, ce qui
donne
ac*
comme ci-dessus.
Les extractions successives de racines carrées de la forme
\j a -f. \J'b peuvent quelquefois se ramener à des extractions simples. Soit
élevant au carré, on trouve
Égalant de part et d'autre la partie rationnelle et la partie irrationnelle, il vient
« + p = rt et «P = y*,
donc a et p sont les racines de l'équation
x* — fl,r + 7 ~ o,
qui donne
m = - ± - \Ia 2 — b.
La transformation n'est donc utile que si a 7 — b =«* est «n carré parfait; alors
. / a rr . / a "*-* x /<* — c
Par exemple
15. Les approximations successives s'obtiennent d'ordinaire par la méthode de Newton , qui est fondée sur le développement des fonctions en série.
le théorème de Taylor donne
/(a + h) =/(„) +/' (,) . i +/*(«) • JL
les coefficients de h sont les dérivées successives de f(x) 9 où x est remplacé par /i.
Soit donc y=zf(x) une fonction quelconque, et supposons que a soit une valeur de x assez approchée d'une racine de l'équation /(x) = o, h étant la quantité qu'il faut ajouter à a pour avoir cette racine. Gela revient à supposer
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d'où, il résulte
Comme A est suffisamment peut , on posera, du moins pour une première approximation ,
ce qui donne
On obtiendra ainsi une valeur de la racine, généralement plus approchée que la première. Soit donc
on substituera cette valeur a t9 comme on a fait pour a> te qui donnera pour seconde approximation
et ainsi de suite. C'est en cela que consiste la méthode de Newton.
Prenons comme exemple l'équation
70^ — iijo.r 3 -f- 90 x* — 2G.r -f- 1 = o,
et cherchons celle des racines qui est comprise entre 0,06 et 0,07. La première de ces valeurs étant substituée dans le polynôme donne
et la seconde
/(o,o7) = — o,oo53393.
La seconde valeur étant évidemment plus approchée que la première, nous poserons a = 0,07 et en la substituant aussi dans/ 7 (x), on aura
. o,oo533q3 «
h =r 7 — —=: -— o,OOo5o.
On trouve ainsi
<ï, =r o,o6g4 2 7 ensuite
ce qui donne
jûr 2 = 0,069431845.
14. On peut croire d'abord que l'approximation croît rapidement quand on emploie cette méthode : en effet, supposons, pour fixer les idées, que h soit plus petit qu'un centième, comme dans l'exemple précédent, le carré h* qu'on négligera dans la première approximation sera plus petit qu'un dix-millième, et il semble qu'une approximation doive toujours s'exprimer ainsi par le carré de la précédente. C'est ce qui a lieu quelquefois, et le calcul précédent en offre un exemple, comme on pourrait s'en assurer; mais le coefficient qui multiplie A 2 , et les termes qui le suivent , ne permettent pas toujours que l'approximation soit aussi considérable.
Quelquefois même l'importance des termes que l'on néglige va au point de donner des eorrecrions qui éloignent de la racine au lieu d'eu rapprocher : ainsi, une racine étant comprise entre deux limites, il peut se faire que la méthode de Newton donne une valeur qui ne soit pas comprise entre ces limites; dans ce cas la correction devient évidemment illusoire.
Il faut donc, en général, vérifier chaque approximation aprè* l'avoir obtenue, c'est-à-dire reconnaître par des substitutions convenables si la racine est comprise dans les nouvelles limites, que l'on a déterminées : ce qui altère beaucoup la simplicité de la méthode ; mais l'habitude du calcul peut faire éviter ces substitutions en dirigeant convenablement les approximations, et observant que les corrections sont, tantôt positives, tantôt négatives.
i&. Cependant comme la méthode de Newton tombe quelquefois en défaut dl manière que le calculateur ne puisse en faire usage qu'avec de longs tâtonnements, il est important de la perfectionner de telle façon , que, sans rien. perdre de la simplicité, elle:
donne une approximation certaine, et que l'on parvienne même ù resserrer la racine entre deux valeurs, Tune supérieure et toujours décroissante , l'autre inférieure et toujours croissante. Cette question a longtemps exercé les mathématiciens , mais on peut la résoudre complètement en combinant les travaux de Fourier avec ceux de M. Cauchy.
Nous supposerons d'abord que la séparation des racines a été obtenue, soit par le théorème de Sturm, soit par tout autre moyen (*). Ainsi, l'équation donnée f(x) = o n'a qu'une racine comprise entre a et À.
- De plus, nous pouvons supposer que cette racine est positive, ear cela revient à changer, s'il le faut, x en — x, c'est-à-dire à changer le sens des abscisses dans la courbe dont l'équation est /*{*).
Nous pourrons alors supposer a _ o , car rien n'empêche de
commencer les substitutions par x=o; à plus forte raison ^ A sera positif.
Enfin, nous pouvons aussi imaginer que /(a) est positif: cela revient, s'il y a lieu, à changer le signe de tous les termes de /(*), ou bien le sens des ordonnées dans la courbe dont nous avons parlé. Ces hypothèses sont faites pour fixer les idées; 6Î la question n'y rentrait pas, il serait facile de l'y ramener.
Cela posé , décomposons la fonction et ses deux premières dérivées chacune en deux groupes, l'un positif, l'autre négatif: nous aurons donc
(*} Nou&nippelleroDS ici l'énoncé de ee théorème. Soient X on polynôme ordonné suivant les puissances de x f et X' sa dérivée; cherchons le plus grand commun diviseur entre X et X', et changeons le signe de chaque reste. Soient X t , X^, X,, . . ., X r , ces restes ainsi changés de signe, le dernier X r
étant numérique , puisque X = o n'a pas de moines égales. Si l'on substituedans la série X , X', X, , X, , . . . , X r deux nombres a et A, ^A > a), le nombre de racines de X = o comprises entre a et A est égal à l'excès du nombre de variations obtenues pour a sur le nombre de variations obtenues. pour A.
Maintenant substituons alternativement a et À dans la partie positive et dans la partie négative de/"(x), ce qui donnera les deux résultats
>"(*)— {/'(A) et r(À)-fi"(*):
il pourra se présenter trois cas différents : i°. Ces résultats sont tous deux positifs.
Prenez alors a x = a — "l,. , et À, = A — „, \ : la racine
sera comprise entre «, et A,, car il faut observer que f [a) et /(A) sont de signes contraires, puisque a et A ne contiennent qu'une racine de l'équation.
Qn posera, pour seconde approximation,
La racine sera donc resserrée, comme noijs l'avons djt, entre deux valeurs, Tune supérieure et toujours décroissante, l'autre inférieure et toujours croissante.
2°. Les résultats sont tous deux négatifs.
Prenez
La seconde approximation donnera de même
a ' ~ a> ~ /W Aî - A, ~/'(À7f
et ainsi de suite.
(*) Siy(x) est un polynôme, les termes positifs et négatifs de /'(*) et de /"" (a) seront les dérivées successives des termes correspondants def(x), comme nous l'indiquons ici; mais pour beaucoup de fonctions transcendantes et même algébriques, il pourrait ne plus en être de même. Du reste cela ne changerait rien aux résultats que nous allons énoncer.
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3°. Les résultats sont de signes différents.
Il faut alors substituer a dans le groupe positif de/' (x), et À dans le groupe négatif, ce qui donne
. m = V(a) — ft'(A),
quantité qui sera toujours négative , d'après les hypothèses que nous avons faites. Nous aurons alors
de même •
en posant
et ainsi de suite ( *).
16. Ce procédé , qui convient au cas où la méthode de Newton est complètement en défaut , a été indiqué depuis longtemps par M. Cauchy ; on peut s'étonner qu'il ne soit pas plus répandu et qu'aucun ouvrage élémentaire n'en fasse mention. Il est général , c'est-à-dire qu'il s'étend à. tous les cas possibles; mais il est d'ordinaire moins avantageux que les autres procédés, quand ceux-ci sont applicables.
En effet y si le premier cas se présente et qu'on puisse employer
la formule a, = a — j7j\i il faut que f (a) = V (a ) — p! (a)
soit négatif, ainsi que m = V (a) — p* ( A). Mais il est' clair que m est numériquement plus grand que/' (a), puisque le groupe négatif p'( A) est plus considérable que f*'(«), en supposant que p'(x) augmente avec x : donc le plus grand dénominateur donnant la plus petite fraction , on voit que la correction — „}, \
sera plus avantageuse que — ■ •
( * ) Pour la démonstration de cette théorie , voir les Nouvelles Annales de MJMU Terquem- et Gerouo, tome XV, pages 244 et Sl *iv. (Juillet i856.)
De même, dans le second cas, si l'on compare les deux valeurs négatives /'(A) = V(A) — p'(A) et m = V (a) — p'(A), U seconde sera numériquement plus grande que la première, parce que la partie positive V {a) est plus petite que)/ (A), en admettant encore que a (.r) augmente avec x.
La correction de M. Cauchy, a t = a -, approche de la
plus petite racine comprise entre a et A; elle peut donc servir même quand les racines ne sont pas séparées. On aura pour seconde correction
- — "'-*•(«.) -f»'(A)* et ainsi de suite.
Il sera facile de transformer la méthode de manière à revenir de A à a pour se rapprocher de la plus grande racine comprise dans cet intervalle.
Considérons l'équation
dont les racines sont comprises, l'une entre o et — i, l'autre entre o et i, et enfin la troisième entre 2 et 3.
Cherchons la seconde racine pour laquelle a = o , A = 1 , ce
qui donne
/(«)=i et /(A) = -i, on trouve
/'(j?)=3.r a — 4* — 1 et /"(.r) = 6x — 4;
donc/" (.r) prenant des signes différents pour les limites qui comprennent la racine, on ne pourra pas compter sur la méthode de Newton, et il faut prendre avec M. Cauchy
i* = y(*)-ft'(A),
m = — 5, a t = 0,2 et A, = 0,8.
Ensuite
d'où l'on tire
a 2 = o,38 et A 2 = 0,66 y
ou trouver* de même
Une fois arrivé à ce point, on peut employer la méthode de Newton, si l'on étend cette expression à l'ensemble des deux premiers cas examinés dans le n° 18.
En effet, la quantité/" (x) = 6x — 4 devenant nulle pour
x ='— = o,6666. . . , on voit qu'elle ne change pas de signe
depuis 47 = 0,5 jusqu'à .r — 0,584- Comme/" (x) est négatif
pour ces deux valeurs , on se trouve dans le second cas , c'est-à -
dire que Ton devra poser
ce qui donnera
a k = o,554 et, A 4 = o,555.
En continuant ainsi, Ton trouvera
Cette méthode ne s'applique pas seulement aux équations ordinaires, c'est-à-dire aux polynômes, mais à des fonctions quelconques, même transcendantes. Ainsi, considérons encore l'équation
Il est clair qu'il n'y a pas de racine négative, car cette équation revient à x. 2* = 3o, et Ton voit que la substitution d'un nombre négatif quelconque donne pour x.i x un résultat négatif qui ne peut être égal à 3o ; de plus, il n'y aura qu'une seule racine positive, car a*. 2* croît indéfiniment à partir de x = o.
On reconnaît que cette racine est comprise entre a = 3, qui
donne
/(«) = 6 et A = 4,
pour lequel /(A) = — 34, ensuite
/'(*) = — a'(i -H*l2) et /"(.*):= — 2*1 2 (a 4- *i2),
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en indiquant par 1?. le logarithme népérien de 2, c'est-à-dire 0,69314718. On reconnaît facilement €\uef"(x) est toujours négatif, par conséquent,
On a
/'(4) = -6o,36i4, ce qui donne
a t = 3, 1 et A, = 3,4.
On calculera 2* par logarithmes, et Ton parviendra bientôt à la valeur
qui est suffisamment approchée, car
18. Frappé de l'incertitude qui accompagne la méthode de Newton, telle qu'elle avait été exposée jusqu'alors, Lagrange en avait imaginé une autre qui n'offre pas le même inconvénient et qui même permet, à chacune des approximations successives, de calculer la valeur et le sens de l'erreur. Seulement , comme cette méthode est fondée sur l'usage des fractions continues, nous devons rappeler ici leur nature et leurs propriétés..
On appelle fraction continue toute expression de la forme
<z,6,c,...,a,p,7..., étant des nombres entiers positifs ou né* gatifs; mais nous ne considérons que les fractions continues de la
forme
où les entiers a, b, r, . . . sont positifs, c'est-à-dire des expressions composées d'un entier plus l'unité, divisée elle-même par un entier plus l'unité, et ainsi de suite. Le premier, a, de ces nombres entiers, peut seul être nul.
On appelle fractions intégrantes les fractions T * - 9 - 9 • • • ?
et quotients incomplets les nombres b f c 9 d 9 ... ; on appelle quotient complet une quantité telle que
prolongée jusqu'à la fin de la fraction continue, qui peut être in* définie dans bien des circonstances, c'est-à-dire quand la valeur de cette fraction est incommensurable.
Enfin/ on appelle réduites les quantités
ai 1 1
-> tf-t-Tî «H H
qui s'arrêtent à chaque quotient incomplet.
Il est facile de réduire en fraction continue une fraction ordinaire telle que
d'abord
ensuite
«re qui donne
Ta
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et l'on obtient
. îb
On voit que cela revient au procédé du plus grand commun diviseur.
D'après Adrien Métius ,
Formation des réduites. — La première réduite est
la seconde
i flô + i
la troisième
On voit que jusqu'à présent le quotient incomplet correspondant à la réduite que Ton considère n'entre qu'au premier degré au numérateur et au dénominateur de cette réduite. Pour voir que celte propriété est générale , il suffit de prouver que, si elle est vraie pour une réduite
P __ Mp + N
P' — M'yU-N''
dont le quotient incomplet est p, elle est vraie aussi pour la réduite suivante dont le quotient incomplet est q. En effet,
q " x [ P + f/ ) + N (M/;-hW) 7 H- M _ P<g4-M
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mais de plus la réduite suivante --7 sera
et cette valeur
R Qr
démontre le théorème suivant :
Le numérateur d'une réduite s'obtient en multipliant le quotient incomplet qui lui correspond par le numérateur de la réduite précé- .dente et ajoutant le numérateur de la réduite qui précède de deux rangs. Le dénominateur se forme de même au moyen des dénominateurs de ces réduites.
Ainsi, dans l'exemple que nous avons pris, la première réduite est
la seconde
et la troisième, ayant pour quotient incomplet le nombre 16, a
pour valeur
ce qui donne la fraction elle-même.
Propriétés des réduites. — I. Dans la fraction continue
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p7 > ^7 > — - f étant les réduites qui s'arrêtent aux quotients incomplets/?, 9, r, on a vu que
R __ Qr-f-P
Mais soit
le quotient complet qui commence à r, il est clair que
x - Qr + P Q'r-hP''
ce qui donne
ou bien
On voit par là que x — ~ et <— — x sont de même signe; donc
la valeur de la fraction continue est comprise entre deux réduites consécutives.
II. Dans cette même relation
«•'(-IH'(p-)
où nous avons considéré les signes des facteurs, considérons main* tenant leur grandeur. Il est clair que y > i ; de plus , comme les termes des réduites vont évidemment en augmentant, on a
donc, à pins forte raison,
il faut donc , par compensation , que l'on ait numériquement
c'est-à-dire qu'une réduite quelconque approche plus de la valeur de la fraction que la réduite précédente.
III. La différence
Q P-_QP f — PQ'.
Q'' P'~~ QP' '
ensuite
R Q __ Qr •+ P Q __ PQ' — QP' R' Q' — QfM-P' Q'""Q'(Q'r-hP')
ce qui montre que le numérateur de cette différence est égal et de ' signe contraire à celui de la différence précédente , en retranchant toujours chaque réduite de celle qui la suit ; il suffit donc de connaître la première différence. Or
ab -f- 1 a i
par conséquent, pour la seconde différence, le numérateur serait — i, pour la troisième -h i, et ainsi de suite. Ainsi, le numérateur de la différence de deux réduites est ± i , suivant qu'on retranche une réduite de rang impair d'une réduite de rang pair 9 ou inversement : on prend toujours pour première réduite la quantité
— > même quand a = o.
IV. On conclut de là qiï une réduite quelconque est toujours un nombre fractionnaire irréductible. En effet, puisque l'on a numériquement
QP' — Q'P = i,
un facteur commun à P et à P' diviserait aussi le second membre, ce qui est impossible puisque ce second membre est l'unité.
V. On a vu que toute réduite de rang pair est plus grande que la réduite de rang impair qui la précède, et comme elles comprennent la valeur x de la fraction continue, il en résulte que toute réduite de rang pair est plus grande que x, et toute réduite de rang impair est plus petite que x. Comme d'ailleurs elles s'approchent toujours de .r , on voit que les réduites paires vont en décroissant et les réduites impaires en croissant.
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VI. On peut d'après cela calculer l'erreur que Ton commet
quand on prend pour valeur de x une réduite quelconque — f -
Cette erreur est évidemment moindre que la différence entre — ,
et la réduite qui la suit, ~ Or on a vu que cette différence,
MX
abstraction faite du signe, est égale à
R'Q' (Q'r-f.p')Q' 'Souvent on ne connaît pas r, mais comme on sait que r est au moins
égal à l'unité, l'erreur cherchée se représente par - — -
(Q' -h F) Q' Quelquefois on néglige P', et l'on représente Terreur par — •
VII. Enfin , j^ approche de la valeur de x , non-seulement plus que la réduite précédente, mais plus que toute autre fraction — 9 exprimée en termes plus simples. En effet, supposons que
— approche plus de x que —, et, à plus forte raison, que — :
comme .r-est compris entre —, et — , il en sera de même pour
— 5 et Ton devra avoir, abstraction faite du signe, m'
ou bien , à cause de QP' — PQ' = i, cela revient à
pm' — P'/w i
Mais Pm' — P'/w est au moins égal à l'unité, et Ton a supposé /w'<lQ' ; donc l'inégalité précédente est impossible, ce qui démontre le théorème.
19. Maintenant il sera facile de concevoir le parti que Lagrange a pu tirer de ces propriétés.
Soit f[x ) = o une équation dans laquelle les racines sont séparées; nous considérerons seulement les racines positives, car, pour trouver les racines négatives , il suffira de changer x en — x et de calculer les racines positives de la transformée qui seront les racines négatives de la proposée.
Il faut maintenant faire en sorte que les deux nombres qui comprennent la racine cherchée soient deux nombres entiers qui diffèrent entre eux d'une unité. Supposons, pour -fixer les idées, qu'ils diffèrent d'un centième, et que la racine x soit comprise, par exemple, entre
.r, = 3,25 et x 7 = 3,24*
Posons dans l'équation donnée -
x = > d ou » =1000:,
nous aurons une équation transformée /( z ) = o dans laquelle la valeur correspondante à celle de x que Ton cherche sera comprise entre
z, = 325 et Zt = 3^4 ,
et ces deux limites satisferont aux conditions posées, tandis que 3 et 4 pourraient contenir d'autres racines, outre celle que l'on considère.
Nous pouvons donc admettre dorénavant que la racine est seule comprise entre a et a -f- 1 , le nombre a étant entier. Posons donc
x =z a -\- - \ on obtiendra une équation tranformée en j- qui n'aura
qu'une seule racine réelle et positive, puisque l'équation proposée n'avait qu'une seule racine entre a et a -+- 1 . On cherchera les deux nombres entiers b et b -f- 1 qui comprennent cette valeur de jr J
et posant y = b H — 9 . on obtiendra une équation en z sur
laquelle on répétera les raisonnements précédents, ce qui don-
nera
et ainsi de suite. On aura donc
et l'approximation pourra être poussée aussi loin qu'on voudra. De plus , leâ propriétés des réduites permettront d'avoir le signe et la limite de l'erreur.
Cette méthode n'est pas d'ordinaire très-expéditive; cependant, si les quotients incomplets sont considérables , on voit, d'après la formation des réduites et la mesure de Terreur, que l'approximation peut croître assez rapidement.
Prenons pour exemple l'équation
x* — ix — 5 == o
qui n'a qu'une seule racine réelle , comprise entre 2 et 3.
Posant
on a l'équation transformée
y 3 — 1 o y 2 — 6y — 1=0 qui donne
r =io + -,
et, par suite,
On en conclut
d'où l'on tire
équation dont la racine sera encore comprise entre 1 et 2.
En continuant ainsi, on trouve
ro
ce qui donne les réduites suivantes :
i io ii 21 53 74 2 7$ 349
t3i Ainsi ~- est plus grand que la racine, et l'erreur est moindre que
£ ; on peut donc poser
21. Il peut se présenter dans l'emploi de cette méthode un fait remarquable et qui abaisse le degré de l'équation. S'il se trouve, parmi les équations transformées que l'on obtient dans ces approximations successives, une équation identique avec une de celles qu'on a déjà obtenues, il est clair que les mêmes quotients incomplets se répéteront périodiquement , ce qui permettra d'arriver à une approximation indéfinie. Mais de plus on obtiendra la forme même des racines , grâce à ce théorème :
Une fraction continue périodique a pour valeur une racine tTunc\ équation du second degré. *
Considérons d'abord une période simple, c'est-à-dire qui commence au premier quotient incomplet , nous aurons
a+ TT—.
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On sait que — = — — - — , et comme le résultat sera exact en R Q r -h p
remplaçant r par r-h -, puisque la fraction se répète après r, nous aurons
ou bien
X = OL
fl+ ï+^T'
et soit
En représentant par — la partie non périodique
et par — la réduite précédente, nous aurons
valeur dans laquelle y est connu par un radical du second degré, ainsi qu'on vient de le voir.
On fera disparaître facilement le radical du dénominateur ; car
ce dénominateur étant de la forme ^m •+■ *, il suffira de multiplier haut et bas par ^m — n; donc x résultera aussi d'une équation du second degré.
Ainsi , le théorème étant démontré d'une manière générale, la fraction continue périodique conduira à une équation du second degré dont les coefficients sont rationnels. Cette équation et la proposée ayant une racine commune, leurs premiers membres ont un commun diviseur : or, ce commun diviseur ne peut être qu'un facteur rationnel, puisque les coefficients de l'équation proposée sont commensurables, et d'un autre côté les deux facteurs de l'équation du second degré qu'on a obtenue sont irrationnels, puisqu'on suppose toujours que l'équation proposée est débarrassée de ses racines commensurables; il faut donc que le premier membre de cette équation du second degré soit lui-même un facteur de l'équation proposée. Ainsi, on connaîtra immédiatement une seconde racine, et, en effectuant la division, on n'aura plus à considérer qu'une équation dont le degré sera inférieur de deux unités au degré de la proposée.
22. Nous ne pouvons nous arrêter à discuter les deux racines «le l'équation à laquelle conduit une fraction continue périodique, ni à démontrer le théorème inverse du précédent, qui consiste en - ce que toute racine d'une équation du second degré à coefficients commensurables se développe en fraction continue périodique , mais nous énoncerons quelques résultats très- simples de cette nature, et qui pourront être utiles dans certains calculs.
I. Soit
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on a
« , <fl î + i<(a+i) 1 , d'où
<*<^a 2 H-i <•« 4-1 et « = a + -,
y étant plus petit que 1 : de là
et
Donc
d'où
y = ~ zr^= 7== — =vWi-h«.
2/1 <C J<C 2 tf +i cl jr = 2 a H — ,
et
.y — la y/at + j^e
On voit le quotient 2 « se répéter indéfiniment, ce qui donne
2fl+# ..
Comme application de cette formule , on obtiendra avec une approximation assez rapide
II. Soit encore
x = \l à 1 + 2 a ; on a encore
d'où
a <C ^« a -+- 2 a < « 4- 1 et j? = «-|-r-^
' - = x — a = i/fl* -+- 2 o — a
et
i sJ a 2 -+- 2 a 4- û
ya'-f- 2fl — a 2û
Or
d'où
ce qui donne
On a donc
I _ \Ja*-h * a -ha __ sjaï + za — «
3 2flf """ """" 20
et
ya 2 -Haa — a qui se réduit à •
Donc
2fl<Z<2fl+I et Z=2fl+-)
ce qui donne
-=2 — 2a=V fl M-2« — a et " = -7 —
11 ya 2 -h2a — a
On a donc
Cette même formule permet de développer ^b 7 — i , car il suffit de poser
b =z a -h i , ou bien a = b — i ,
ce qui donne
Par exemple,
III- Enfin 9 soit à développer x = ^z'-t- 2; on a
a s O a 4- 2<(<T-M)% puisque a ^>i. Donc
« < si à 1 4- 2 < a 4- 1 et ^û , -|-2 = ûH
Par conséquent
et
D'ailleurs
\/tf a 4- 2 — * 2
ou bien
ce qui donne
1 i da* 4-24-/1 i/«*4- 2 — « = <H — et - = a = : •
On a donc
■ ; = V fl '+ 2 4-«
cl , par suite ,
u d'où Ton tire
- = z — 2fl= y a* -f- 2 — a = —
La valeur cherchée est donc
Nous prendrons comme exemple
25. Nous avons déjà exposé les méthodes de Newton et de Lagrange pour obtenir par approximations successives les racine% d'une équation algébrique ou même transcendante. On parvient au même résultat parla méthode des parties proportionnelles que Ton appelle encore règle de fausse position, et ce procédé est même un de ceux que Ton emploie le plus dans la pratique.
Cette méthode consiste à supposer que les accroissements de la fonction sont proportionnels à ceux de la variable. Soit
et cherchons la "racine x 9 telle que y % —f(xi) = o; en admettant <Jue cette racine soit la seule comprise entre x t et .r,. Posons
j ( =r/(.r ( ) et jr, =/(*,);
nous devons admettre , du moins pour une première approximation , que Ton a
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ou bien , puisque j = o ,
On en tire
et enfin
Xi X 7 •— Xç
•^0 (.Xl y?) == #3 Y\ "" " '^1^3 >
Cette valeur peut s'écrire encore sous les deux formes suivantes :
•* o — — jt | ~ ~* - ei JCo î » jtj ^~" —~ ~ *- ■— ~~ -~~ ~ — •
Oh voit que cette méthode tient à la règle de Bernoulli, c'est-àdire aux principes fondamentaux énoncés dans le chapitre I er .
Il est clair que cette première approximation ne donne pas pour x la valeur exacte de la racine ; la substitution de x donnera la valeur y qui ne sera pas nulle, comme nous l'avions supposé tout à l'heure; par conséquent on resserrera la racine entre x Q et celle des deux valeurs x t et x 2 qui comprend la racine avec x . En continuant de la même manière, on arrivera à une approximation rapide et facile, car les calculs seront plus simples que par la méthode de Newton, puisqu'il n'est pas nécessaire de faire de substitutions dans la première dérivée (*).
24. Nous prendrons pour exemple l'équation suivante, traitée parfiauss,
3432 xi — 1 20 1 2 x H -f- 1 6632 x* — 11 55o x* -+- 4200 x 3 — 756 x 3 4- 56*r — 1 = 0. *
I. La première racine, c'est-à-dire la plus petite, est comprise
( * ) La racine cherchée est comprise entre la valeur que donne cette méthode et celle qu'on obtient par la méthode ordinaire de Newton , telle qu'elle a été exposée dans le n° 15. Voir YAlgèbrc de M. Briot.
entre x = o , qui donne
y = — i et x = o, i , qui donne
Mais ces premières valeurs de x étant encore trop éloignées pour appliquer la formule avec avantage, on arrivera, après quelques substitutions, à trouver
x x = o,025 et * a =o,o3, d'où Ton tire
y t = — 0,0112272 et j, = o,io4o4> ce qui donne
x , ou plutôt J? 3 = o,02547* Il vient
on doit donc resserrer la racine entre x, et x à \ on aura
x k = 0,0254462 et y A = 0,00000507.
Comme cette valeur de y k est très-petite, on peut regarder x K comme suffisamment approché et poser
II. La seconde racine est comprise entre 0,1 et 0,2. En prenant ces valeurs pour x { et x, , on trouve
En substituant o, 1 3 , on a
x K = o, 1 292 et y K = 0,0002743.
On trouvera ensuite
III. La troisième racine est comprise entre 0,2 et o,3. Ensuite
x 3 = 0,295 et jr 3 =r — 0,0104236,
x 4 = 0,29708 et ^4 = 0,0000129,
et enfin
VI. x, = 0,8 et x
x h = 0,89074» Th = 0,0002041 , x e = 0,8707656
et
VII. Le calcul de cette dernière racine, comprise entre 0,9 et 1, présente quelques difficultés, parce que y varie moins dans cet intervalle que dans ceux des autres racines. Dans cette circonstance, le principe de la méthode conduit à. faire des substitutions également espacées. On obtiendra donc les résultats suivants :
on doit poser
x x = 0,96 et x 2 = 0,98.
Ces deux dernières valeurs donnent
x, = 0,9743 , x* = — o,oo63o7t3 , #
et enfin ,
25, Les. calculs précédents ont été faits par M. Koralek ; on
peut les vérifier au moyen des relations connues entre les racines
d'une équation et les coefficients de cette équation , c'est-à-dire
que la somme des racines est égale et de signe contraire au coeffi-
cient z ■ du second terme de l'équation ; que la somme de
16632 leurs produits deux à deux est égale au coefficient -57-0— du
troisième , et ainsi de suite ; enfin , que le produit de ces racines
est numériquement égal au dernier ternie — oTô~» ma ' s de signe
contraire, parce que le degré de l'équation est impair.
Toutes ces vérifications se font avec une grande exactitude.
Du reste, quand on s'aperçoit que x = o,5 est racine exacte
de F équation , on peut diviser le premier membre par ix — 1 , ce
qui donne pour quotient exact
équation qui a maintenant pour racines les quantités déjà connues
En comparant ces valeurs, on remarque les relations suivantes :
X, 4- Xi = X 2 -f- X, = X 3 4- X 6 = i .
Si Ton n'avait qu'une seule de ces relations, on pourrait s'en servir pour abaisser le degré de l'équation proposée.
En effet, l'égalité x -f- x' = i-, établie entre deux racines, permet de substituer x 9 = 1 — x dans l'équation donnée /(x) = o. La substitution se fera sans peine au moyen de la formule
c'est-à-dire en remplaçant dans les dérivées successives de y f(x) 9 la variable x par h = 1 ; seulement il faudra remplacer x par — x : on obtiendra donc, pour équation transformée, une nouvelle équation en .r, qui aura une racine commune avec la proposée, à cause de la relation x -+- x' = i , et les deux fonctions de x auront un plus grand commun diviseur qui permettra d'abaisser le degré de l'équation donnée.
Mais, dans l'exemple que nous considérons, le nombre même et la similitude des trois relations indiquées empêcheront d'obtenir cette simplification ; car, les racines de l'équation proposée étant
^^^9 Xj, X3, X 6 , X 6 , X},
les racines correspondantes de la transformée seront
X7, X$, X s , X 3 , Xj, X| ,
de sorte que la somme de deux racines correspondantes soit égale à l'unité, comme cela doit être ; seulement, cette relation existant pour tous les couples de racines, on voit que l'équation transformée sera identique avec l'équation proposée du sixième degré : ce calcul n'avancerait donc à rien pour obtenir les racines.
Cependant on peut utiliser les relations indiquées, en posant, dans l'équation du septième degré,
XT= t-h-y
ce qui donnera
puisque
En effet, on trouve
Divisant par *, et posant tj = z, il reste
Cette simplification pouvait être prévue, car f=x ; et,
soit X, une des racines de l'équation proposée , d'où l'on tire
on sait que
X,+X, = i et # X ? = 1 — X, :
par conséquent,
Ainsi les racines de la transformée , après qu'on a divisé par t » sont égales et de signe contraire , ce qui réduit l'équation au troisième degré.
En commençant une recherche de cette nature, on n'aperçoit pas d'abord les relations qui peuvent exister entre les racines ; mais s'il s'en présente qui n'aient pas été prévues d'avance, on en * profite pour abaisser le degré de l'équation , vérifier les résultats déjà obtenus et continuer le calcul avec plus d'assurance et de facilité.
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26. En suivant toujours les principes établis au commencement de cet ouvrage, nous allons passer en revue plusieurs des formules les plus importantes, et observer les modifications qu'elles subissent quand on suppose qu'une ou plusieurs des quantités qu'elles contiennent sont assez petites pour qu'on puisse négliger leurs puissances supérieures.
Parmi tous les développements en_ série , le plus connu est le binôme de Newton, qui permet d'écrire immédiatement une puissance quelconque d'un binôme.
On a la formule
ma m ~ x m (m — i) (a -h x) m = a m H JT-+- — '-a*-* . x*
Quant aux exposants, celui de a diminue d'une unité à chaque
terme en même temps que celui de x augmente d'une unité.
Quant aux coefficients , celui d'un terme quelconque se forme
en multipliant le terme précèdent par l'exposant de a dans ce
terme et divisant par le nombre des termes qui précèdent,
Posant - = z, on trouve
fl + i=fl(i+z) et (rt 4- x) m =za m (1 -+- z) m ' y
on a d'ailleurs
tnz m (m — 1) „ m [m— ri) (m — 3) (, -j-*/»=n h -i J -z* -+- — * J -\ ; z* -*-....
Maintenant, si x est très-petit, il reste
(/? 4- on y = a m -\-*na'"- x x\
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c'est-à-dire que, si Ton augmente la quantité a d'une quantité très-petite x , l'accroissement de a m aura pour coefficient.de x la dérivée ma m ~ x de a m .
27. Comme la formule du binôme est vraie, non-seulement pour m entier et positif, mais aussi pour les exposants fractionnaires et négatifs, on peut en conclure les développements de
_J = (i + e )-' et de \/i -r e = (i + s) 2 » te,s c I u ' i,s ont ^ le
trouvés dans le chapitre I er .
En effet , cette formule donne
développement déjà connu et qu'il est facile de vérifier par celte autre méthode.
On trouve ensuite
ce qui ramène à un développement déjà connu par les coefficients indéterminés ; mais ici on voit plus facilement la loi des termes. Enfin, on retrouve les résultats approximatifs,
(!-#-!)-■= i — « et (i-hg) a = i— -■•
S8. Nous indiquerons le logarithme d'un nombre quelconque x, par /x, La? ou logar, suivant que la base du système est le nombre e dans le système de Néper, le nombre io dans celui de Briggs ou des logarithmes ordinaires, ou bien un nombre quelconque a dans un système arbitraire.
D'après cela, nous aurons
et , par suite ,
Ce> séries sont convergentes quand x est compris enfcre -h i et — i .
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Changeons x en — x ; il vient
log(i
-^)=-log^x4---h T + T +5+...j
Ajoutant les deux valeurs précédentes
log(n-x) et — log(i— *), on obtient
u *T=l, = alo * e '\* + '5 + J + ï + ' i -)'
Si x est très-petit , il reste
log ( i -h x) = x log e.
Enfin, pour donner quelques formules relatives au calcul différentiel et au calcul intégral , nous observerons que
d.logx _^ loge d.lx^ l
dx >t, dx x
Réciproquemen t ,
I — = Ix -h C.
On a aussi
et
Ç dx _
J sj^— \ ""
Ç . dx ==/(*+ V* a -*"0 + c -
De même
/ dx)/x* — I =C-i--V x2 — l " -'(* + V / ** — *)
Pour les fonctions exponentielles
Si a t= e,
et pour x = 1 ,
iii 1
On trouve que cette base des logarithmes hyperboliques, que Ton appelle quelquefois aussi népériens, est un nombre incommensurable égal à.2,71 8281 828. . . .
Soit M le module par lequel il faut multiplier les logarithmes hyperboliques pour obtenir les logarithmes vulgaires; on a vu dans le numéro précédent que M = 1*e. Or, si Ton multiplie / 10 par ce module, on doit avoir l'unité , puisque L 10 = 1, ce qui donnera
/io.L*=i et M=: — •
On trouve
/ 10 = 2, 3o2 585092g et M = he = 0,434*9448 1 9.
Les séries a* ou e* sont toujours convergentes , quel que soit x 9 parce que les facteurs qui s'accumulent au dénominateur finissent toujours par l'emporter sur le facteur constant dont s'accroît le numérateur.
On a en générai
d.a* logfl
dx log e Mais si Ton prend e pour base , il reste
dx et si , de plus, a = e, on a enfin
= la . a* 9
= e* et même — - — = e*:
dx dx n
donc aussi
I a*dx = i Ç- + C et / e* dx = ***+- C.
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50. Les formules relatives à la trigonométrie 6ont encore remarquables. Nous avons les deux développements
Ces séries, trouvées par Newton, sont toujours convergentes, et l'on sait d'ailleurs que le terme auquel on s'arrête est la limite de l'erreur, puisque les termes sont alternativement positifs et négatifs : il faut observer aussi que l'arc x est exprimé ici , non pas en degrés, mais en longueur de la circonférence dont le rayon est l'unité.
Ces formules font voir que si l s arc est très-petit, il peut se remplacer par son sinus, mais que ce sinus est toujours plus petit que l'arc; elles moatrent aussi que te cosinus d'un arc très -petit se remplace par l'unité, mais qu'il est un peu plus petit que l'unité.
Ainsi les formules générales
sin ( a -f- x ) = sin a cos x -+- sin x -cos a et
cos (a -h x) = costf cosx — sin a siau;
peuvent se remplacer, quand x est très-petit, par les formules approximatives
sin(« -f- x) = sin a -h x cosa et
cos (a -+-#) = cosa — xsina.
51. Cri développe l'arc dont la tangente est .r, par la formule suivante , due à Leibnitz,
arc tang x = x — -~- -f- -=- h-..
Seulement celte formule n'est convergente que pour x compris
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et enfin
Y ^ZZ ■» y
cos a cos p
quantité cafculable par logarithmes ; on a d'ailleurs trouvé aussi par logarithmes les angles a et {L
Cette formule est absolument générale, car une quantité quelconque peut être représentée par une tangente , puisque les tangentes s'étendent depuis — oo jusqu'à + oo . S'il s'agissait de la différence a — b de deux quantités , on trouverait
sin(a — 'fi) y r^: - ' --.
COS % COS
Cependant on peut arriver au même résultat d'une manière encore plus simple. Comme il ne s'agit que de la valeur absolue des quantités, nous pouvons supposer que a et b sont positifs dans la somme
/ b Y=£a + o=za[i-} —
\ a Posons alors
- == taug 7 <p,
on calculera <p par logarithmes, et Ton aura
j = «(i-h tang 2 <p) = — --> v ° T ' cos' y
ce qui se calcule aussi facilement par logarithmes. En supposant , comme on peut toujours le faire , a > b , on pourrait poser encore
d'où ou bien
— = cos ^,
jr = fl(H-cos^),
Y = la cos 2 - û>
Mais la transformation qui donne
a cos* ?
est préférable, parce que l'angle auxiliaire? est calculé par une tangente, tandis que \fc se calcule par un cosinus; or on doit regarder généralement le calcul des angles comme obtenu avec plus de précision par les tangentes que par les sinus et cosinus , parce que les différences des logarithmes des tangentes sont toujours plus grandes dans le même endroit de la Table que celles des logarithmes de ces autres lignes (*) .
L'usage du sinus sera plus avantageux que celui du cosinus pour les arcs très-petits, et celui du cosinus pour les arcs très-près de 90 degrés.
Il serait facile de rendre calculable par logarithmes une somme de trois quantités et d'un nombre plus considérable, en les ajoutant une à une.
Soit maintenant la différence y = a — b de deux quantités : puisqu'il s'agit de la valeur absolue de cette différence, nous avons a > b , ce qui donne
/ = fl(i--J=fl(i- sin'y); car on peut poser
- = sin a *, puisque - <T i . a a
On aura donc
y = a cos 2 ?.
Nous allons prendre des exemples très-simples pour éclaircir cette méthode. Cherchons, dans un cercle dont le rayon est égal à l'unité , la somme du côté du carré inscrit et du côté du triangle équilatéral inscrit; il faut donc poser
. (*) Cela suppose néanmoins ces différences assez petites pour que l'on -puisse appliquer la proportion des Tables.
et aussi
ou p'utôt
tang' ? = ï— ,
Va
/tangyX* ^/3
R étant le rayon «tes Tables, égal à io l % on aura donc
Ltaogf — 10 = ~(L3 — L2) = 0,0440228,
ce qui donne
en négligeant les fractions de seconde.
Ensuite
r = — -- 9 ott plutôt r = — - —
cos 2 <p r ^ cos 2 <p
et
L/ = 2o + -Lî~ 2 Lcos? = 0,4977938; donc
On trouve , en effet ,
Calculons encore
et posons
V 2 sin 2 <j>
Vf à 1 "'
ce qui donne
2 L sm = 20 -i — L2 L3.
Ainsi
L sin.f = 9,9559772 et 7 = 64° 38' 8".
Par conséquent
V5-V5 = VÎ.Sg! 5
donc L(v^3 — ^2) = - L .3 -h 2Lcosy — 20 = 19,5022078 — 20..
Si nous écrivions 20 au lieu de 19 pour caractéristique, la différence serait positive et égale à 0,5022078; mais, comme nous avons ajouté l'unité, il faut la retrancher, ce qui donne
ou , comme on l'écrit d'ordinaire ,
L{fë — fîi) = i ,5022078.
On a donc
y3 — ^2 = 0,317839 au lieu de 0,31784.
35* Parmi les formules de trigonométrie reclilignes, celles qui sont relatives aux triangles rectangles -n'ont pas besoin de pareilles modifications et sont naturellement calculables par logarithmes. C'est, du moins 9 ce qui a lieu pour les formules
6 = asinBj £ = ctangB, b = ^a* — c 2 = ^{a -j- c) [a — c);
quant à la formule
a = \Jb 2 + c 2 = ci/ 1 + —,
on devrait poser, comme on l'a vu ,
- = tang' y ,
mais il est facile de reconnaître que cet angle <p n'est autre chose que 8.
Pour les triangles quelconques, la relation
sin A sin B sin C
est aussi calculable par logarithmes.
Il en est de même pour la formule
tang - (A — B)=r cot-C. . ,
2 v ' 2 a-hb
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qui résout un triangle où Ton donne l'angle C et les deux côtés a et b qui le comprennent. Si Ton cherchait à trouver directement le côté c y il faudrait employer un angle auxiliaire y , qui serait préci-
sèment égal à - (A -h B).
jà
Quand on considère une série de triangles, il arrive quelquefois que les logarithmes de ces côtés a et b sont connus d'avance; pour éviter de chercher dans la Table la grandeur de a et de b , voici l'artifice que Ton emploie. Soit a le plus grand des deux côtés, nous poserons
-=tang ?
et
a i — tang ©
= r = — = tanc (45° — 9 ) ;
b i-f-tanc» 6V4 ^ h
a -h b b •! + tang <p
or, puisque
-<'> *<45°, on aura donc
tang-(A — B) = cot-C.tang(45° — y).
Pour trouver les angles d'un triangle dont on connaît les trois cô tés, on a la formule
b 2 -hc 2 — a 7
cos A =
bc
avec deux autres analogues pour les angles B et C, mais elles ne sont pas calculables par logarithmes. On les transforme de manière à obtenir
sm-A=y Tc , cos- A -SJ hc
et , par suite ,
tang A — A ' ' w '
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. i . tang 4- A
En remplaçant tang - A par — ~ — > et employant les comple-
ments arithmétiques, on trouve .
L tang - A = - [L (p — b) 4- L {p — c) -+- C l L p -+- C* L (p — a) ].
Ici ip = a -+- b -+- c. Cette formule est préférable aux deux autres, non-seulement parce que la tangente est plus avantageuse que le sinus et le cosinus , mais parce que, si Ton veut déterminer
les trois angles , le calcul des valeurs tang - A , tang - B , tang - C
n'exige que les logarithmes de/?, p — a, p — b y p — c y tandis que le sinus et le cosinus forceraient aussi à calculer les logarithmes de a , b et c.
Soit S la surface du triangle ; on a aussi
Cette expression est un cas particulier de celle qui donne la surface du quadrilatère inscrit dont les côtés sont a y b, c y d et dont le périmètre ip = a -h £*+- c -+- d; on a
S == iïp-a)(p-b)(p-c)( P -d).
En revenant au triangle, nous trouvons pour expression du rayon
du cercle circonscrit
Rabc
"~4S" Les rayons du cercle inscrit et des cercles ex-inscrits seront S , S „ S m S
ce qui donne les relations
I '+JL+.1 et 9r=V^^; on a aussi
Soient'D, D', D", D'" les distances du centre du cercle circon-
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scritau centre du cercle inscrit et à ceux des cercles ex -inscrits, on a les relations
D' = R J — 2Rr, . D' , = R , + 2Rr',
D' ,3 =R , 4-2Rr", D** = R'-haRr"'.
Enfin, soient A, B, C les trois angles d'un triangle, c'est-à-dire que A-f B + C= i8o°, on a
ABC ABC
cot j- cot — h cot - = cot - cot - cot - >
tang A + tang B -f- tang C = tang A tang B tang C , sin A -f- sin B -+- sin C = £ cos - A cos - B cos - C ,
cos A -f- cosB -f- cos C — î = 4 sin - A sin - B sin - C ,
formules calculables par logarithmes.
34. Dans la trigonométrie sphérique, les formules relatives aux triangles rectangles sont encore calculables sans tranformation. Elles sont au nombre de six :
VI. costf = cot B cotC
On pourra donc résoudre directement tous les cas possibles.
A moins de faire un usage fréquent de ces formules, il n'est pas toujours facile de se les rappeler. Voici, pour y parvenir, une règle mnémonique donnée par Mauduit.
Mettez les éléments, angles et côtés, à la suite sur les côtés d'un pentagone; seulement prenez les compléments des côtés adjacents à l'angle droit. Alors vous aurez à combiner
(rois côtés consécutifs du pentagone , ou bien deux côtés consécutifs et le troisième opposé k l'un d'eux.
Dans le premier cas , le cosinus de l'élément intermédiaire est égal au produit des cotangentes des deux autres.
Dans le second cas, le cosinus de Vêlement opposé est égal au produit des sinus des deux, autres.
Il est facile de vérifier cette règle en retrouvant les six formules.
Passons maintenant aux triangles quelconques. On calcule par logarithmes la relation
sin A sin B sin C
sin a sin b sin c
Pour calculer les angles d'un triangle sphérique dont on connaît les trois côtés, on a la formule
cos a — cos b cos c
COS A = — : — i — -. j
sin psinc
ainsi que les deux équations analogues.
Mais comme elles ne sont pas calculables par logarithmes, on leur substitue les suivantes, en posant toujours 7.p = a -h b -\- c:
i . /si
sin (p — b) s\n(p — c)
sin - A ■= \ / : — j— -. »
sin b sin c
i * a Am/> sin (p — a)
COS - A = i / : — : — :
2 y sin b sin c
et enfin
1 a . / sm (P— bjsin (p — c) tang-A = i/ f r- 1 -. J — - — >
2 y sin/j sin ( p — a)
formule préférable aux deux premières.
De môme, pour calculer les côtés quand on connaît les angles,
on trouve
cos A -+- cos B cos C
cos a =
sin B sin C
avec les deux relations analogues : de là on conclut les formules
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calculables par logarithmes :
sin(A-P)
et
. a /sinP
iin r=V/ :
2 y si
sm B sin G
-,. _ i : sin(B-P)sin(C-P)
sin B sin G
en posant
^ a I sin P sin (A — P) tang- = i / - i - —
°2 y sin(B — P)sin(C — P)
2P = A-hB-+-C — 180 .
Oh passe de l'un à l'autre de ces problèmes par la considération du triangle polaire.
En comparant les formules logarithmiques que nous avons obtenues, on trouve les résultats suivants, connus sous le nom àe formules de Delambre:
sin j(A-f-B) _ cos|(a — 6 )
cosjC cosjt '
& j n i(A — B) _ sini(a — &)
cos^C sin je •
cgsj-(AH-B) __cos|(aH- b) sin jC ~~ COS7C '
cosi(A — B) _ sin\(a + b) sin^C *~ sio±c
Ensuite , divisant la seconde de ces* équations par la quatrième, la première par la troisième , la seconde par la première , et enfin la quatrième par la troisième, il vient
1 / 1 ^x 1 ^ sin 7 (a — b)
tang - (A — B) = cot- G. -^—7-7 771
D 2^ ' 2 sin 7 (a H- é)
tang- (A -h B) = cot-C. \-± .-S
N 1 cos ^ (A — B
& 2 V y ■ b 2 cos-;-(A + B)
Ce sont les formules ou analogies de Nêper : elles achèvent la résolution des triangles sphériques.
Nous n'avons pas fait mention de la formule
cot a sin b = cos b cos C -h sin C cot A ,
qui est susceptible de six permutations. Elle n'est point nécessaire pour obtenir les formules précédentes, et d'ailleurs elle est difficile à retenir et encore plus à calculer par logarithmes.
Soit S la surface d'un triangle sphérique que Ton sait avoir pour valeur
S=A + B + C-ff=2P,
Simon Lhuillier a trouvé la formule suivante :
tang 7 = 1/ tang- tang - tang - tang^
Cela suppose, comme on le sait, que Ton prenne le triangle tri- .rectangle pour unité de surface et l'angle droit pour unité d'angle f).
38. Les formules de la trigonométrie sphérique sont susceptibles de certaines simplifications approximatives quand le rayon de là sphère sur laquelle elles sont tracées est très-grand relativement à la longueur des côtés. Comme c'est ce qui a lieu pour la terre, ces considérations sont très- utiles pour la géodésie.
En effet, il faut bien distinguer le rayon R = io 10 des Tables logarithmiques, et le rayon r de la sphère sur laquelle se trouve le triangle. Du reste, il est facile de les rétablir; ainsi, par exemple, la formule
cos» — cos b cosv
cos A =
sin b sin c
(*) C'est-à-dire que le rapport de Vangle S avec 90 degrés est égal au rapport de la surface cherchée avec celle du triangle trirectangle de la même sphère»
doit être remplacée par celle-ci :
CQS COS - • COS -
cos A =
sin
sin-
e la
sphère,
ou même
cos
coa
\ - cos -
sin
. e sm-
cos A R
si Ton veut faire usage des Tables.
On voit donc que les côtés a , b, c étant exprimés en mètres, if faudra chercher, par la proportion connue, le nombre de degré»
auquel correspondent les rapports -5 -> -> afin de pouvoir appliquer le calcul par logarithmes.
Mais si r est très-grand relativement à ces côtés a, b,c 9 on pourra poser avec une grande approximation
a i fa\* i fa\*
cos - = i ( - ) -i x— 7 - )
r 1.2 \rj i .2.3-4 \ r /
et
. a sin- =
On aura une approximation semblable pour les sinus et cosinus
de- et de -» puisque -? - et - ne sont autre chose que de»
rapports numériques très-petits.
En appliquant ce qui précède à la formule
cos cos - cos -
cos A = ;
sin -«sin -
en arrive au théorème de Legcndrc, ainsi conçu :
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Le triangle sphérique très-peu courbe dont les angles sont A, B, G et les côtés opposés a, b, c, répond toujours à un triangle rectiligne qui a les côtés de même longueur a, b, c, et dont les angles opposés
sont A — ^ e , B — ■=€, C — ô e > e étant l'excès de la somme des
angles du triangle sphérique sur deux angles droits.
On trouvera la démonstration de ce théorème, ainsi que d autres approximations analogues* dans l'appendice qui termine la * Trigonométrie de Legendre.
56. Une des applications les plus importantes de ces formules approximatives dans lesquelles on néglige les termes suffisamment petits consiste dans la recherche des maxima et minima.
Soit
et donnons à la variable .r un accroissement quelconque A a?; la fonction y recevra un accroissement correspondant Aj, qui pourra quelquefois être négatif, même si A x est positif. D'après le développement général de f[x + A.r), nous aurons
r -+- Aj =/(.r) +/'(•*) A* 4- ^-A-i A'.* -+- £-LJ A»* -H /.. X ' v ' 1.2 1.2.3
Comme y =/(.*), il reste
Ly =/' (x) A* + — A - 1 A»* •+■ ±-_W A a .r + . . . .
Si A.r est infiniment petit, négligeons son carré et ses puissances supérieures, il reste à la limite
A/ r=y / (.r) àx.
Cette égalité fait voir que la fonction croît avec la variable si f (x) est positif pour la valeur que Ton considère, et décroît, au contraire, quand la variable augmente, si /' (x) est négatif. Mais dans ces deux circonstances, il n'y a ni maximum ni minimum de y* car ày change de signe avec A x y tandis que, si la quantité* donnait pour y une valeur plus grande ou plus petite que celles qui la précèdent et la suivent immédiatement, y croîtrait avant et
après x 9 ou bien diminuerait avant et après x, c'est-à-dire que Ax aurait le même signe pour ±Aar.
Cela est impossible, à moins que Ton n'ait
car, même sans regarder à x et A y comme infiniment petits et sans négliger complètement les puissances supérieures de Ax> on peut concevoir que le premier terme donne son signe à tout le développement.
Supposons donc
il reste N
Ar = ^— U &?x+ J — 4^ +
Ainsi ày aura le même signe pour ±Ax, et il y aura maximum ou minimum suivant le signe de /"(*). Si /" '(*)<o, ày est aussi négatif de part et d'autre de la valeur x> par conséquent y i=f(x) sera maximum pour cette valeur x. Si, au contraire, f" [x) ^> o, ày est positif pour dzàx; donc x rendra minimum la fonction y=f (x).
Tout cela suppose que /" (x) n'est pas nul. Si Ton avait
en même temps que
ce serait maintenant le terme
À a ar -
qui donnerait son signe à la valeur de A/, et comme ce terme change lui-même de signe avec àx, on verrait, en répétant les raisonnements qui précèdent, que la condition cherchée serait
et qu'il y aurait maximum ou minimum d'après le signe de On poursuivrait ainsi jusqu'à ce qu'on trouvât une dérivée qui
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ne fat pas nulle; si elles l'étaient toutes, on ne pourrait rien conclure. Nous écartons également le cas dans lequel une ou plusieurs dérivées seraient infinies.
57. Nous venons de considérer les fonctions explicites, c'est-àdire celles qui sont de la forme /=/(x); on peut aussi trouver le maximum ou le minimum de y quand cette fonction est implicite, ce qui veut dire qu'elle est donnée par une relation de la forme
Nous avons trouvé- qu'il y avait maximum ou minimum âej quand lim — = o, c'est-à-dire quand -f- = /' [x) = o. Par
QkX eue
conséquent il suffira de différentier l'équation
/(*>J") = o> ce qui donne
d f rLr . d f rlv -. n
-dx + -dy-0,
ou bien
dy \dx )
GO
dy Ainsi le coefficient différentiel -j- est égal au rapport de la déri-
dx
vée relative à x avec la dérivée relative à y, pris en signe contraire.
La condition f 1 (x) = o revient donc à
— = 0, ou bien à -f- = oo .
dx dy
Cette théorie serait en défaut si les deux dérivées — » -7- étaient
dx dy
à la fois nulles ou infinies ; il en serait de même si Tune des deux
se présentait sous la forme
- ou —, o oo
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à moins que ces apparences indéterminées ne pussent se réduire à des résultats finis.
Le calcul différentiel montrerait sans peine ce qu'il faudrait faire s'il y avait plus de deux variables explicites ou implicites.
Soit
on trouve
du = -f- dx -f- -r- dr -+- 4 dz -4- • - • , dx dy dz
et la condition , ou plutôt les conditions nécessaires pour que u soit maximum ou minimum , sont contenues dans les équations
dx
dz
58. Nous prendrons comme exemple la question suivante : Circonscrire à une sphère donnée un cône de volume minimum. Soient CD = R le rayon de la sphère, SD = x -h R la hauteur Fig. 3. du cône et AD le rayon de sa base. Le vo-
lume de ce cône sera
soit donc
V = j7r(j;4-R)ÀD ;
il s'agit de trouver le minimum de la quantité
y=z (x+R). AD .
Soit sur SA la perpendiculaire CE = R : les triangles rectangles SAD, SCE sont semblables, puisqu'ils ont un angle commun en S, ce qui donne
x SA
de plus , on a
SA =AD
R* R ! (jf + R)
ou bien
réduisant,' il vient
R(£- I ) sa( * +a, ' î
r (*_R):r=(.r4-R)*R> et
Employant la règle connue pour difïérentier un quotient ou pour trouver sa dérivée, ce qui revient au même, puis égalant à zéro cette dérivée , on aura pour condition du minimum
2(x + R)(*-R)=(j;+ R) J , c'^st-à-dire
ou bien '
Donc enfin la hauteur du cône sera
SD = 4R
c'est-à-dire quadruple du rayon ou double du diamètre.
Ici la nature de la question montre suffisamment qu'il s'agit d'un minimum et non d'un maximum, car il est Facile d'imaginer un cône circonscrit d'un volume quelconque et même indéfini , s'il dégénère en cylindre.
Cherchons encore à inscrire dans une sphère donnée un c6nc dont lu surface convexe soit maximum.
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Nous prendrons pour inconnue la distance CD = x du centre Fig* <• de la sphère à celui de la hase du cône;
la surface convexe sera
jr= ?r .SA . AD.
On a d'ailleurs
et
SA = SE.SD
ou bien
ce qui donne
SA =2R(R-f-x),
La quantité qu'il faut rendre maximum est donc
(R-H*)»(R-*), et la condition sera
d'où l'on tire et
Comme la nature de la question indique presque toujours s'il faut trouver un maximum ou un minimum, il est généralement inutile de chercher la seconde dérivée de la fonction : on devrait cependant le faire si Ton soupçonnait que la même valeur qui a donné f (x) = o donne aussi f (x) = o. Nous avons vu ce qu'il y avait alors à faire, mais quand la méthode est en défaut, c'est d'or-
dinaire parce que f'(x) se présente sous la forme — ou — •
Il faut alors chercher à lever l'indétermination ; nous en verrons des exemples dans la théorie des courbes.
59. Lorsque la fonction dont on cherche le maximum ou le minimum se trouve engagée sous un radical du second degré,
quand on résout l'équation par rapport à la variable, on peut employer une autre méthode souvent plus expéditive.
Cherchons la plus grande et la plus petite valeur de l'ordonnée dans l'hyperbole dont l'équation est
x* -f- xy — 2/* — iy — 2 x -+- 3 = o.
En résolvant par rapport à x , on trouve
et si Ton résout l'équation
l^-r-r— 2 = 0, cette expression prend la forme
La méthode est fondée sur ce que x doit toujours être réel , et , par conséquent , la quantité soumise au radical toujours positive ; il faut donc que les deux facteurs dont ce radical se compose soient de même signe : c'est ce qui aura lieu si l'on donne à y des
valeurs positives plus grandes que i(v^6 _ \\ nuus, pour des
valeurs positives plus petites, le premier facteur sera négatif et le
second .positif. Ainsi y=- (v76 — ^ 2 ) ^ I e minimum des valeurs
"9 positives de y.
Si l'on donne à y des valeurs négatives numériquement plus petites que - (V76 -+• 2), le premier facteur sera négatif, et le se-
cond sera encore positif, donc x sera imaginaire. Mais x redeviendra réel pour des valeurs de y négatives et numériquement
plus grandes que -(^76 -h 2), puisque les deux facteurs seront
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alors négatifs. Ainsi y = (V?6 *+" 2 ) sera un minimum nu-
mérique des valeurs négatives de y, ou, si Ton veut, un maximum de ces valeurs.
On voit donc que l'hyperbole n'aura aucun point compris entre les deux parallèles menées à l'axe des x aux distances
On voit que cette méthode a l'avantage de déterminer s'il s'agit d'un maximum ou d'un minimum. Ainsi, quand la variable se
présente sous la forme x = ^y 7 — * % il est clair que y 7 = a 7 sera un minimum ; si , au contraire , on a
on voit que y 7 = a 7 sera un maximum.
L'exemple précédent aurait pu être considéré comme une application de la recherche des maxima et minima dans les fonctions implicites. Différentions l'équation
x 7 -+- xy — 2.y 7 — 27* — 2x + 3i:o
par rapport à x et à y ; nous trouverons
* dy nx -4- y — 2 dx I\y -i- 2 — x
ce qui donne pour condition
d'Où
Transportant cette valeur dans l'équation de la courbe, et réduisant, il reste
fj r " + J r -" 2 = 0,
ce qui donne les limites déjà connues.
Il arrive souvent que la fonction n'ait pas de maximum ni de
minimum. On en est averti, quelle que soit la méthode employée, par l'absence de racines réelles; alors l'équation/' (j?) = o n'a que des racines imaginaires. C'est ce qui arriverait si Ton cherchait le maximum ou le minimum de x dans l'hyperbole dont nous avons considéré l'équation : il n'y a ni maximum ni minimum de x, parce que toutes les valeurs de x donnent des valeurs réelles pour y.
40. Dans la recherche des maxima et minima, ainsi que dans beaucoup d'autres circonstances, il est souvent utile, comme nous l'avons vu , de savoir déterminer les valeurs véritables dçs
expressions qui se présentent sous les formes indéterminées -
oo ou •
Quelquefois, il est vrai, cette indétermination est réelle, mais cela ne se voit guère que dans la discussion des théories générales, et non dans les questions particulières, du moins quand on les traite directement, car l'indétermination, lorsqu'elle existe, se manifeste alors par une identité. C'est ce que l'on remarque dans la discussion des équations du premier degré à deux ou à plusieurs inconnues : lorsque deux ou un plus grand nombre d'équations se réduisent à une seule, on reconnaît l'indétermination dans les formules générales parce que les inconnues se présentent
sous la forme -; mais quand on traite directement un problème
particulier qui est indéterminé, sans que l'on s'en soit aperçu d'abord, on en est averti dans le courant du calcul parce que l'on rencontre une identité.
Nous regarderons donc, en général, ces indéterminations comme
apparentes, et nous commencerons par montrer que la forme —
oo
revient à -• En effet, * ? qui devient — pour/(x ) =. o et o i oo
De plus, comme on connaît déjà des valeurs approchées pour tontes les quantités que l'on veut déterminer, nous prendrons pour inconnues les corrections de ces quantités , ce qui nous permettra de n'avoir que des équations do premier degré , puisque, les puissances des corrections seront négligeables.
D'après cela, soient x , y et z ces inconnues que nous supposerons seulement au nombre de trois; nous aurons les équations
a& x -f- bWy -h c» z -f- d& == o,
le nombre n -h i de ces équations étant plus grand que 3.
Si toutes ces équations étaient prises à la rigueur, il set ait difficile qu'elles ne fussent pas incompatibles; mais, comme les coefficients ne sont pas exacts, on a seulement en réalité
ax-^by + cz-hdzzze, a'x-i-b'y-i-c'z + d'z=:e', a" x 4- b"y + c«z + d" = e"',
I^es quantités e, e 9 , *",. . ., et"> sont des erreurs que nous savons exister, mais que nous ne connaissons pas.
Gela posé , Laplace a démontré par le calcul des probabilités que les inconnues x 9 y et z sont déterminées avec le moins de chances possible d'erreur, quand on fait en sorte que la somme des carrés de ces quantités e , e'> e", . . . , e(") soit minimum.
Cette somme sera
<?*-+. <?'*-f- . . .4- e W = (ax +by + cz+ d)*
^-(û / Jr+^>^-c , 2+rf / ) , +...+(fl^J:+^J+^+^" ) )^
Afin d'avoir le minimum de cette somme, il faut, comme on l'a vu à la fin du n°57, différentier par rapport à jt, ù jet à 2,
. ÏFOBMtitES APPROXIMATIVES. 8l
et égaler à eéro les coefficients différentiels -, c'est-à-dire les dérivées du second nombre par rapport à chacune de ces inconnues. On aura donc les trois équations
2 a (ax -+- by'-\- cz -f- d) -+- 2 a' [a' x -h b' y -+- c' z + d f ) -+- . . . = o, 2 b (ax + by -h cz -f-rf) + 2è'(fl'jt+^ + c / z + rf')4-...=o, 2c(ax-h by + cz -H d) -f ne' (a' x-{-b'y-h c'z + d') -f-, . . = o,
qui déterminent les valeurs les plus avantageuses de x, de y et
de z. Considérons, pour plus de simplicité , une seule inconnue x
et trois équations
ax -+• b = o,
L'équation des moindres carrés sera
a(ax + b) + a' [a x + b') -f- a" («"* -K 6") =u,
d'où Ton tire
_ ab\+ a* b' + a" b*
43. On résout quelquefois le même problème par d'autres méthodes moins exactes , mais souvent plus simples pour le calcul.
Telle est la méthode des équations de condition, qui consiste à combiner de différentes manières les équations données > de sorte qu'on ait seulement autant d'équations que d'inconnues.
Supposons, par exemple, qu'on ait neuf équations à trois inconnues; en indiquant ces équations parles n°* (i), (2), (3),..., (9% on peut les disposer de la manière suivante :
(i) + (a) + (3) = o, (7) + (8)+(9) = o; ou bien de cette autre façon :
On peut alors, pour chaque inconnue, prendre la moyenne entre les résultats obtenus de cette manière.
Dans l'exemple d'une seule inconnue et de trois équations, il n'y a qu'à les ajouter ensemble, ce qui donne
(tf -h a' -\-a")x + i-f- b' -h b" z= o et
On vient de voir que la méthode des moyennes se rattache à la précédente, puisqu'elle consiste à combiner de diverses manières les équations données , en sorte qu'on ait par chaque arrangement un nombre d'équations seulement égal à celui des inconnues. Ensuite on ajoute les diverses valeurs obtenues pour Tune d'elles, x par exemple , et Ton divise cette somme par le nombre de ces arrangements.
Cependant cette méthode est distincte de la précédente dans certains cas très-simples, te! que celui d'une seule inconnue et de trois équations
ax -f- b = o,
qui donnent, en prenant la moyenne entre les trois valeurs de x ,
Ut 3\«
Prenons comme application les* équations suivantes :
IOX =11, 20 X = 24,
et comparons les résultats fournis par les trois méthodes. Celle des moindres carrés donnera
i-M 10 -+- i8o. ♦Soi
x = j— = ^- = i 9 in,
FORMULES APPROXIMATIVES. Ifô
Par celle des équations de condition , on trouve
Et enfin , la méthode des moyennes donne
i/ II 2A I IO-hlI-f-12 33 II
Cette dernière évaluation est la moins exacte, parce que c'est elle qnî s'écarte le plus de celle qui a été déterminée par les moindres carrés.
Renversement des séries
Pour achever ce qui a rapport aux développements des fonctions , soit que Ton considère une suite indéfinie de termes , soit que l'on n'en conserve qu'un certain nombre en négligeant les puissances supérieures de la variable, nous devons étudier encore le renversement des séries, c'est-à-dire la manière de développer inversement la variable indépendante en fonction de la variable dépendante.
Ainsi, soit donné le développement
y = ax -+■ bx 1 H- cx s -f- dx* -h . . . ,
dans lequel a, b y c y . . ., sont des coefficients connus, il s'agit de trouver la série réciproque x = A y -t- B y 7 -h Cy* -j- Dy* -+• . . . , où il faut déterminer les coefficients A, B, C, . . . .
En élevant le premier développement à différentes puissances et les transportant dans le second , nous aurons une égalité qui sera vraie pour toutes les valeurs de x> et par conséquent dans laquelle les coefficients de toutes les puissances de x seront nuls séparément. Nous aurons
y* = a 2 x* -f- T.abx 2 -+- b 2 x* -+- abc
-hzac +nad
y 3 = aKrf -f- 3a 7 bx* -f- Zab 7 x h -+- . . . ,
y* = a* x* -f- 4 fl3 oxh \ y* = a h x b -I-. . . .
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inverse de la série dû n° 51 , et qui s'obtient assez facilement par les coefficients indéterminés , tandis que la méthode précédente serait impraticable.
En différentiant de part et d'autre, il vient
— - = A, 4-3A 3 .r* 4- SA & x* 4- n A 7 x* 4-. . . »
cos * X '
ou bien
cos' X -~~ — — ^-^— — — — — —— — ^—^— — — — ^^^—^^—— •
et différentiant encore,
__ 2.3A 3 x -h 4 5A 5 .r 3 -f-6.7A;X & 4-. . . 2 cos xsinx- ( A| + 3 k,x> + 5A & *< + 7 A,*< +. . .)' ' ce qui revient à
cos x sm x =r - = - .
On voit que les premiers coefficients des termes du numérateur sont ï, 2, 3, . . . , et les seconds sont les nombres impairs 3, 5, 7, ... . Divisant cette expression par cos 3 4?, on a
1 . 3A 3 x4-2.5A i .r 3 4- 3.7 A 7 .r 5 4- 4*9 A 9 .r 7 -f-. . . tang *""" A, -h 3 A 3 x- 4- 5 A & x* 4- 7 A,*' 4- . . .
Nous obtenons donc l'égalité
i.3A s x4-2.5A 5 x 3 4-3.7A 7 .r & 4- 4-9A,x* 4-. . . = (A,4-3A 3 x a 4-5A s x 4 4-7A 7 xM-. . .)(A,*H-A,Jc , -r-A»ar*+. . .}
qui servira à trouver les coefficients de tang x en identifiant ceux dex.
On sait d'abord que A, = 1 , puisque Tare infiniment petit est égal à sa tangente : nous aurons donc la suite d'égalités, dont la loi de formation est facile à saisir :
A 7 = 6A S H-3AJ
4.9 A, = 8 A, 4- (5 H- 3) A 5 A 3 , 5. 1 1 . An = 10 A 9 -h (7 4- 3) A 7 A 3 4- 5 A] ,
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Ainsi l'on déterminera de proche en proche les coefficients cherchés.
La méthode du renversement des séries n'est généralement avantageuse que quand il s'agit de séries comme celles que nous considérons particulièrement dans ce chapitre, c'est-à-dire dont on ne prend qu'un nombre de termes assez limité, suivant la petitesse des variables. Ainsi , étant donnée la série approximative
y = ax -f- bx* -+- ex 9 ,
où l'on néglige la quatrième puissance et les puissances supérieures de x, on pourra poser
xz= Ay -h By 7 -f- C j 3 ,
en admettant la même approximation dans la série inverse : alors on déterminera sans peine A, B et C. '
Formules de quadrature
On peut compter encore parmi les formules approximatives celles qui servent à trouver avec une précision plus ou moins grande une certaine portion d'une surface , quelle que soit la nature de la courbe qui termine cette surface.
On connaît donc un certain nombre d'ordonnées équidistantes, ce qui ne donne en réalité qu'un polygone plus ou moins rapproché de la courbe , et il s'agit de calculer la surface comprise entre Taxe des abscisses, les ordonnées extrêmes et la courbe dont il s'agit.
Pour y parvenir, on a indiqué diverses méthodes : nous allons exposer l'une des plus employées et qui est due à Thomas Simpson.
Nous supposerons que la distance AG des ordonnées extrêmes
Fig. 5.
Mi
AhUhChDhEhFhG
AA' = £, GG' = E est divisée en un nombre pair de parties égales , et nous appellerons h la valeur commune de ces divisions.
Partageons AC = ih en trois portions égales aux points M et N j
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. on voit que ÀM = MN = NC = — et que B est le milieu dé MN. lie premier trapèze AA' MM' a pour mesure
kXM AA'+MM' h kkt m „ AM . =: - AA' -h MM' :
de même le second MM' NN' est égal à
jfMM'-t-NN'),el enfin le troisième NN' CC s'exprime par
j (NJV' + CC).
Us auront donc pour somme
| [ AA' H- a (MM' -+- NN') + CC'].
Mais 2 (MM' -h NN') =s 4 OB > te point O étant celui où l'ordonnée BB' rencontre la corde M' N' ; or on peut remplacer 40B par 4BB', car la différence est très-petite et Von se rapproche de la courbe : ainsi l'aire A A' CC a pour mesure approximative
|(AA'-j-4BB'-hCC).
On verrait de même que l'aire CC DD' des deux parties suivantes a pour mesure
^(CC-t-4DD'-hEE'), et celle qui vient à la suite s'exprime par
^(ËE'-h4FF'-hGG').
En ajoutant, on aura Uaire totale
S — \[ AA' 4- 2 (CC + EE') -h 4 (BB' -h DD' + FF) -+- EE'].
En. indiquant par ly p la £omme des. ordonnées paires et par Ifi la somme des ordonnées impaires , la formule de Simpson est donc
et s'exprime par conséquent de la manière suivante :
Faites la somme des ordonnées extrêmes, ajoutez deux fois la somme des ordonnées paires et quatre fois la somme des ordonnées impaires; enfin multipliez le tout par le tiers de la division des abscisses.
Cette formule, qui est généralement satisfaisante, donne cependant des résultats d'une exactitude insuffisante pour les portions de courbe dont les éléments sont peu inclinés par rapport aux ordonnées , en même temps que la courbure est assez prononcée ; c'est ce qui a lieu aux environs du sommet de la parabole, quand cette courbe est dans sa position ordinaire.
La formule de M. Poncelet consiste en principe à prendre la moyenne des surfaces des polygones inscrit et circonscrit à la courbe. En admettant encore que le nombre des divisions soit pair et égal à un [fig. 5), voici la formule à laquelle il est conduit :
On voit quejr*! et.y în _i sont les ordonnées voisines des ordonnées extrêmes.
Dans le cas défavorable de la parabole dont nous avons parlé, cette formule donne, près du sommet, plus d'approximation que celle de Simpson , mais cette valeur est un peu trop faible pour les courbes convexes à l'extérieur.
Enfin, si le nombre des divisions estjmpair, soit j, l'ordonnée
située à égale distance de e et de jr, , on pose encore la formule
S = *( J i +a 2*>)' On conçoit que ces formules, malgré les raisonnements par les-
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quels on cherche à en justifier l'usage, ont toujours quelque chose d'arbitraire et d'empirique ; il n'en existe pas une qui ait un avantage constant sur toutes les autres dans toutes les circonstances, mais elles n'en sont pas moins utiles dans une foule de recherches de géométrie et de mécanique.
On trouvera d'autres détails et de nouvelles formules de quadratures dans un article de M. Piobert inséré dans le tome XIII des Nouvelles Annales de Mathématiques,
CHAPITRE IV
46. Dans le chapitre précédent , nous avons passé en revue les formules et les séries les plus importantes ; nous allons maintenant en faire l'application numérique et indiquer, par exemple , comment les logarithmes des nombres et des lignes trigonométriques ont pu être calculés d'une manière praticable.
Nous commencerons par la base e des logarithmes hyperboliques. Pour cela , reprenons la série
iii i i
t = H 1 h « "1 5~7 ^ oie H- • • • •
D'après le principe du n° 9, on reconnaîtra sans peine que cette série est convergente ; mais , de plus , nous verrons bientôt qu'il est facile de calculer l'erreur que Ton commet quand on s'arrête à un terme quelconque.
Remarquons d'abord que e n'est pas un nombre entier; car on a évidemment
Or cette dernière série est une progression géométrique qui a pour limite l'unité. On a donc
d'où l'on voit que e est un nombre compris entre 2 et 3.
Je dis, en second lieu, qu'aucun nombre fractionnaire exact ne peut exprimer la valeur de e.
En effet , soit , s'il est possible , «f = — > m étant un nombre
entier ainsi que n \ et poussons la série jusqu'à ce qu'on parvienne
aux termes dont lef dénominateurs renferment le facteur n. On aurait alors
2.3.4*-." 2.3.4» ••" (rt -f-l) d'où, multipliant les deux termes par 2. 3. 4» • •«> il reste 2.3*4* • '(^ — 1)01 = 2 X 2.3.4'-» 11 H- 3.4. ../*-+- 4* -* 71 +•••+!
Gomme le premier membre de cette égalité est un nombre entier, ainsi que la première partie du second , il faut que la deuxième partie de ce second membre soit aussi un nombre entier. Or cela est impossible , car cette deuxième partie
/2-f-I (fl+l)(/l + 2J (/?+l)(yî + 2)(/l+3)
a évidemment une valeur moindre que la somme de la progres-
sion
dont la limite est —
Donc enfin l'égalité
est impossible, et le nombre e est incommensurable, comme nous l'avions annoncé.
Le calcul précédent sert aussi à estimer la limite de l'erreur que Ton commet en prenant pour valeur de e les n premiers termes de la série.
En effet , cette erreur, que nous appellerons E , est égale à
c'est-à-dire que l'on a
E _ * 1 r«"HM)"*"(« -r-i)(*-ha)
L H "(/i4-0(«4-2)(/i-h3"j" h " mais nous avons vu que la série entre parenthèses est moindre
que -9 on a donc n
n 2 . 3. 4» • •" Le calcul se fera donc de la manière suivante :
Vwvvv/vwJ
IO
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On prend le tiers de - = o,5, le quart du résultat, et ainsi de
suite. Nous avons calculé dix décimales , mais nous devons regarder la çlernière comme incertaine , et nous posons
La disposition du calcul fait voir qu'il n'est pas toujours nécessaire de déterminer théoriquement la limite de Terreur dans une série convergente, et que l'on reconnaît combien de termes il faut calculer pour arriver à l'approximation que Ton désire, en remarquant quel est le terme qui ne donne plus de décimales de cette espèce; c'est à celui-ci qu'il faut s'arrêter (*).
47. Pour calculer les logarithmes des nombres , nous avons donné au n° 28 les formules
et
Celte seconde formule est souvent employée, mais comme elle n'est convergente que pour x <^ 1 , il faut 2a modifier en posant
n étant nécessairement positif , ce qui donne
2 n -\- 1 et l'on trouve
on a donc la différence entre les logarithmes de deux nombres entiers consécutifs n et n -h 1 .
Mais nous allons faire usage de la première formule dans la-
( * ) On comprend qu'il ne faut pas- se fier complètement à cette observation.
quelle les termes sont alternativement positifs et négatifs, et nous poserons
ce qui donnera
Si nous posions il en résulterait
on trouverait de même le logarithme de 3 au moyen de celui de 2, et ainsi de suite ; mais les premières séries seraient très-peu convergentes. Voici par quel artifice on peut lever cette difficulté. Considérons les valeurs des trois séries :
ttI — 80 "~ 2.(8o) 2 + 3.(8o) 3 ~ 4. (80 )<
Cela revient à poser les trois égalités
d'où Ton tire, en éliminant,
13=: lia — 3^ — 67, 15=i6a — 4P"~97»
Nous remarquerons que le calcul des quantités a , p et y ser*
facile , car tout dépendra des puissances de ^ qui se trouveront,
en prenant toujours le huitième du résultat précédent
ÏP
On formera ensuite, en prenant le tiers, le cinquième, etc.,
les fractions
ô-sp é~*~qS' * ' " < I ue lon ajoutera avec ^ 5 de
même on prendra la moitié de ^ ? le quart de ^ et ainsi de
suite, et l'on retranchera la somme de ces quantités de la somme précédente, ce qui donnera a. Le même calcul donnera en même temps les fractions qui composent 7 , et même celles qui composent p ; car les puissances de ~ aideront aussi à trouver celles de
-7 ? puisque 24 = 8. 3.
Ayant ainsi trouvé 1 2 et 1 5 , on les ajoutera , ce qui donnera
Par conséquent, ainsi qu'on l'a vu au n° 29 , en divisant l'unité par 1 10 , on trouvera le module
par lequel il faut multiplier les logarithmes hyperboliques que nous avons calculés jusqu'à présent pour obtenir les logarithmes vulgaires; on obtiendra
en admettant que 1 10 soit calculé avec dix décimales. Nous aurons ensuite
L2 = Mlà, L3 = M13, L5 = MiS,
et nous en ferons autant pour tous les logarithmes que donneront
les séries.
Le calcul des puissances de ^ sera encore utile pour la détermination des logarithmes de plusieurs nombres premiers. Ainsi
et les puissances de —7 9 que Ton à déjà obtenues > aident à trouver celles de 75 : on voit d'ailleurs que
ce qui détermine 1 7.
On a
et les calculs sont faits d'avance , car 64 = 8*.
Comme Ï65 — 1 64 — 1 5 H* 1 1 3 — 6I2, on trouve 1 1 3. De même
et, comme 16 = 2.8, on trouve 1 17.
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Quant au logarithme de 1 1 , on le trouvera facilement, puisque Ton a
L ii = i -h M ( h . . . ).
\io 2.100 3.1OÛ0 /
Ce qui précède suffit pour faire voir que cette formule peut donner les logarithmes avec des séries très-convergentes. On sait , du reste , qu'il sera seulement nécessaire de trouver les logarithmes des nombres premiers ; cependant il sera bon , comme vérification , de calculer directement ceux de quelques nombres multiples.
Quand on veut obtenir les logarithmes avec sept décimales , il est bon d'en calculer dix : ce nombre serait plus que suffisant pour une seule opération , mais les erreurs peuvent s'accumuler, parce que les logarithmes déjà trouvés servent à en déterminer d'autres.
48. Ces opérations, et beaucoup d'autres semblables , peuvent être simplifiées par quelques artifices d'arithmétique.
Quand on doit , dans une longue suite de calculs , avoir un même facteur pour beaucoup de nombres différents , il est avantageux de faire d'avance le produit de ce facteur par les neuf chiffres, ce qui réduira les multiplications à ne plus être que des additions; c'est ccque l'on doit faire pour le module M.
3 lï = 1 ,3028834457
611 = 2,6057668914 7 M = 3,o4oo6i3733 8M = 3,4 7 43558552 9 M = 3,9o865o337 1
Cette simplification n'empêche nullement de faire usage de la multiplication abrégée. Cherchons , par exemple , L 3 par le calcul
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suivant , 1 3 étant égal à i ,09861 2289 :
Après avoir renversé le multiplicateur 13, d'après la règle d'Ougbtred , il faudra multiplier par 9 seulement la partie du multiplicande qui n'est pas laissée à droite , c'est-à-dire 434^944^ > et, pour cela, prendre dans le produit 9 M les chiffres qui correspondent à ce multiplicande partiel, ce qui fait 3,9o865o33. Cependant il sera généralement utile de forcer le dernier chiffre , s'il y a lieu , comme cela se rencontre ici , puisque le dernier 3 est suivi d'un 7 ; nous prendrons donc 3,9o865o34 : on opérera de même pour les autres chiffres du multiplicateur.
Si Ton doit diviser successivement beaucoup de nombres par le même diviseur , il sera encore avantageux de former les produits de ce diviseur par les neuf chiffres. De cette manière , les multiplications du diviseur par chaque chiffre du quotient seront faites d'avance dans toutes les divisions , et il ne restera plus que des sdustractions à effectuer : cela n'empêchera pas non plus d'employer la division abrégée , en se bornant , dans chaque produit partiel , à la partie dont on a besoin pour le moment.
Il est bon aussi , pour faciliter ces soustractions , d'écrire d'avance les .neuf produits partiels sur des bandes minces de papier que l'on dispose sous Je reste précédent , ce qui permet de voir d'un coup d'oeil si le chiffre que l'on vient de mettre au quotient
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est trop considérable , et d'écrire immédiatement le nouveau reste qui lui correspond : on divise ainsi par un nombre quelconque aussi facilement que par un nombre d'un seul chiffre.
Indépendamment de ce procédé, dont l'application n'est véritablement utile que si le même diviseur sert dans beaucoup de divisions , il est une manière très-simple et trop peu connue de diriger le tâtonnement par lequel on détermine chaque quotient partiel.
Soit, par exemple, à diviser 58434 par 7334» on est conduit à essayer le quotient 8 ; pour cela , prenons à vue et œil le huitième du dividende y et comparons les chiffres, à mesure que nous les obtenons , avec les chiffres correspondants du diviseur : nous trouverons le huitième de 58 égal à 7 avec le reste 2 , le huitième de 24 égal à 3. Jusque-là les chiffres obtenus sont les mêmes que ceux du diviseur , mais nous trouvons ensuite le huitième de 3 qui est zéro : par conséquent , le huitième du dividende sera plus petit que le diviseur , donc le chiffre 8 est trop fort, puisque le diviseur n'est pas contenu huit fois dans le dividende.
Prenons de même le septième de ce dividende , on verra dès le premier chiffre que ce septième sera plus grand que le diviseur ; donc 7 sera le chiffre convenable, puisque le diviseur est contenu sept fois dans le dividende. De cette manière, on n'a pas à écrire ni à effacer de chiffres inutiles.
Cette observation ,„ pi us importante qu'elle ne le semble peutêtre, est due à M. Binet , frère de l'ancien professeur du Collège de France.
Relativement aux longues additions qui se présentent quelquefois» nous observerons qu'un calculateur, peu confiant dans son habileté, pourra faciliter l'opération en comptant dans chaque colonne combien il y a de 2, de 3, ... ., de 9, faisant chaque somme partielle et les additionnant ensuite.
Voici enfin une remarque relative aux nombres approximatifs. Après les décimales connues, celles qui viendraient à la suite sont naturellement remplacées par des zéros; mais, pour avoir une appréciation probable du premier chiffre inconnu, on peut le remplacer par la moyenne des dix chiffres depuis o jusqu'à 9,
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dont la somme est 8li2 1 = 45 : cette moyenne sera donc 4,5 :
si l'on en fait autant pour les chiffres suivants , l'évaluation probable de la partie inconnue sera 4999* • • = 5 , c'est-à-dire une demi-unité dit dernier ordre , comme cela était presque évident. Observons à ce sujet que si Ton fait la somme S des ?.5o décimales que Ton connaît avec certitude pour le nombre ir, on trouve'
-— = 4 ,5, ce qui doit être à la limite pour un nombre incommensurable ; à moins qu'il n'y ait une loi pour la succession des chiffres, comme dans les périodes.
Passons maintenant aux fonctions circulaires
Pour calculer, par exemple, le logarithme du sinus d'un, arc quelconque donné en degrés, minutes et secondes, nous supposerons d'abord que cet arc est pris dans un cercle dont le rayon est l'unité. Il faudra avant tout, dans ce cercle de i mètre de rayon, calculer en mètres la longueur de Tare donné en degrés. C'est l'inverse du problème que nous avons étudié dans le n° 6.
Comme on prend toujours pour point de départ un arc trèspetit , nous chercherons la longueur de l'arc de î seconde. Il est clair que la longueur de l'arc de i degré est
-3-1 et par suite arc 1" = -— — - — ^- = ^73 .
On aura ainsi cette longueur avec plus ou moins d'exactitude, suivant le nombre de décimales que l'on aura prises pour la valeur de ir.
Nous aurons donc la longueur d'un arc d'un, nombre que]? conque n de secondes, en multipliant par n la valeur précédente
Xz
Réciproquement, si l'on demande combien un arc de longueur a contient de secondes, nous verrons qu'il en renferme autant que la quantité x s'y trouve contenue de fois.
Posons donc
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on voit que
ou bien
car on sait que
64&>oo
à un cent-millième près; par conséquent
Or il faut diviser a par x\ cela revient donc à multiplier par a : ainsi, le nombre de secondes contenues dans Tare de longueur a sera
Proposons-nous de chercher la différence des heures observées au même instant sur un parallèle donné de -la terre à deux points situés sur deux méridiens différents.
Pour cela, observons dans la relation précédente que le nombre
de secondes contenues dans un arc de longueur donnée diminue
quand le rayon augmente. Ainsi* dans un cercle de rayon r on
trouve
et si Ton cherche combien il v a de secondes dans 1 kilomètre du parallèle, il reste
De plus, soit R le rayon de la, terre supposée -sphérique, on sait que
r=Rcos>,
en appelant >. la latitude, et par suite
awr = 2ttR.cosX = 4 ooaooo ° • cos ^ •
Multipliant donc haut et bas par 2tt, il vient, à cause dv tt« = 648000
40000000 cos).
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et enfin
cosX
Maintenant , soit t le nombre de secondes d'heure qui s'écoule entre le passage du soleil à chacun des méridiens, le rapport de ces secondes d'iicurc aux secondes de degré sera, comme on le sait, représenté par
On a donc
ce qui donne
i5 i5cos> 2, 16
cos).
Pour le parallèle de Paris ,
pour la différence des temps sur ce parallèle à i kilomètre de distance.
80. Connaissant ainsi , dans un cercle dont le rayon est égal à l'unité, la longueur d'un arc d'un nombre quelconque de secondes» nous calculerons son sinus et son cosinus par les formules connues et toujours convergentes
COS X = I
Il sera même plus clair et plus exact de considérer x comme étant, dans un cercle quelconque, le rapport de la longueur de l'arc au rayon du cercle; de même sinx et cosx seront les rapports des lignes prises dans ce cercle avec ce même rayon.
De cette façon les lignes trigonométriques ne sont plus que des rapports, ainsi qu'on les considère dans l'analyse.
On déterminera ainsi, en admettant, par exemple, que l'on
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parte de Tare de 10 secondes, le sinus et le cosinus de cet arc : pour connaître ceux des multiples de 10 secondes, on peut employer les formules suivantes, ducs, à Thomas Simpson :
sin (m -f- i)a= sin ma , 2 cos a — sin(w — 1) a y cos (m -+• i)a =z cos ma . 2 cos a — cos(/w — i)*,
et qui se déduisent facilement des valeurs connues de sin (a ± fy
et de ços(*±b), en faisant
b = ma.
On pose
a = arc \o",
on fait successivement
et Ton s'élève ainsi de proche en proche jusqu'à 45 degrés, ce qui suffit pour tout le quadrant, si Ton a calculé les sinus et les cosinus. En effet,
sin (45 +a) = cos (45 — a),
puisque la somme de ces deux angles fait 90 , quel que soit a. De
njênie
cos (45 -J- a) = sin (45 — a).
JjCS formules de Thomas Simpson fournissent une application remarquable de ce que nous avons dit au commencement du n° 48. On déterminera avec plus ou moins de décimales, suivant l'approximation que Ton veut avoir, le sinus et le cosinus de 10 secondes, et Ton fera le produit du facteur commun 2 cos 10" par les neuf chiffres. Ces produits serviront dans toute la série des calculs.
81. Afin de montrer avec plus de détails quelle peut être l'approximation dans ces calculs et de donner un exemple des grades par lesquels on avait cherché à remplacer les degrés du cercle, nous allons chercher, d'après M. Vincent, les sinus et cosinus relatifs à celte nouvelle division.
Au lieu de diviser le quadrant en 90 degrés, le degré en 60 minutes et la minute en 60 secondes, on l'avait partagé, à ('époque de l'invention du système décimal, en 100 grades, le grade en 100 minutes centésimales on centigrades, et le centigrade en \ 00 secondes centésimales ou dix-milligrades. On voit la différence
qui existe entre les minutes ou les secondes centésimales et les minutes ou les secondes sexagésimales ou ordinaires (*).
Prenons donc pour a, dans les formules de Simpson, la seconde centésimale, c'est-à-dire la millionième partie du quadrant dont la valeur, quand on fait le rayon égal à l'unité, est
=r o , ooo oo i 570 796 326 795.
L'erreur commise en employant cet arc pour son sinus sera moindre, d'après la série connue et la règle du n° 10, que '
— 5(0,0000016)* ou ^ (0,000 000 ooo* 000 000 004 096),
ou encore
c'est-à-dire l'unité décimale du dix huitième ordre. On pourra donc pousser le calcul de a jusqu'à la dix-huitième décimale et considérer le résultat comme représentant jusqu'à cette limite la valeur de sin a , ce qui exige l'emploi des douze premières décimales de ir.
Quant à la valeur de cosa, en la supposant égale à 1 9 on
ne commettra pas d'erreur dans les vingt-quatre premières décimales, car il est facile de voir que — =— y (0,000002)% qui mesure
2 • ô . Il
Terreur, est moindre que l'unité du vingt- quatrième ordre. Ainsi, les douze décimales de «r, qui en ont donné dix-huit pour sin a, en donneront vingt-quatre pour cosn.
On prendra donc, dans les formules de Th. Simpson ,
a = o',ooo 1 ,
c'est-à-dire une féconde centésimale , et l'on fera successivement
m = ï, m = 2, . . . , jusqu'à m =r 999999,
hypothèse finale qui reproduit le quadrant. En réalité, d'ailleurs, on sait qu'il n'est pas nécessaire de dépasser le demi-quadrant;
( * ) Dans beaucoup d'ouvrages on laisse au grade le nom de degré, et l'on indique les degrés, minutes et secondes de ce système par les mêmes signes °* '» "t <l u e dans le système ordinaire.
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mais en admettant mërne le cas défavorable où Ton irait jusqu'au quadrant entier, nous voulons faire voir que néanmoins, malgré V accumulation des erreurs, on aurait encore douze décimales exactes pour les sinus et cosinus des arcs les plus rapprochés de cette limite extrême.
A cet effet j soit représentée par £ la fraction d'unité du dix-huitième ordre dont sin o',ooo i est en défaut, Terreur de cos o',oooi sera négligée en comparaison, comme étant bien plus faible, puisqu'il a 24 décimales exactes et le sinus 18 seulement. • D'après cela , la limite de l'erreur de sin o*,ooo2 sera
2<î; celle de sin o',ooo3 sera
celle de sin o',ooo4 sera
et généralement la limite de l'erreur de sin (m -f i).o",oooi sera
mè.l — {m — i)d = (j?i+i)£.
Ainsi Terreur du sinus, à la limite du quadrant , sera
ïoooooo(Î,
ce qui réduira le nombre des décimales exactes de dix-huit à douze. De même, soit e la fraction de Tunité 'décimale du vingt-quatrième ordre dont cos o 1 , 000 ï est en défaut. L'erreur limite de coso g ,ooo2 sera 4* 9 parce qu'ici les deux facteurs du terme
cos o f , 0001 X 2 COSO g ,OOOÎ
étant comparables, on ne doit plus rien négliger : on voit qu'en effet cette erreur sera double de celle du carré de ce cosinus. Or, d'après les principes posés dans le premier chapitre, on a
(A + eJ'nA' + aAc,
c'est-à-dire que Terreur de ce carré sera 2 A s ou plutôt 21, puisque A est un cosinus.
De même
cos 3 a = cos 2 a , 2 cos a — cos a ;
mais l'erreur de cos za.zco&a s'évaluera en posant
a(B + 4i)(A + i) pour valeur de ce produit dont Terreur sera
résultat inférieur à 5 c . 2 , puisque À et B sont des cosinus. Ainsi Terreur, de cos 3 a sera
celle de cos 4 « sera de même
celle de cos 5 a sera
et ainsi de suite, c'est-à-dire, en généralisant, que cos(//i +1)" comporte une erreur limite de
ce qui montera pour Tare de 100 grades, c'est-à-dire le quadrant, à io t3 t, et fera, par conséquent, perdre à la série des cosinus, douze décimales sur vingt-quatre, de même que la série des sinus en avait perdu six sur dix-huit.
On voit donc que d'un coté comme de l'autre, on conserve douze décimales exactes dans toute la sur te des calculs.
Cette méthode s'appliquerait aussi facilement à l'ancienne division du cercle , c'est-à-dire à la division sexagésimale ordinaire ; car Ton sait que la nouvelle division décimale n'a pas prévalu , quoiqu'elle ait été adoptée dans plusieurs ouvrages , tels que la Trigonométrie de Legendre. On Ta sans doute rejetée, parce que le nombre 100 n'a pas autant de diviseurs que go et 60, mais surtout parce qu'elle aurait nécessité l'abandon d'une foule d'instruments dont les limbes étaient divisés suivant la méthode sexagésimale.
82. Les constructions qui donnent en géométrie les côtés de certains polygones réguliers permettent d'obtenir des vérifications assez nombreuses pour les .sinus et cosinus de certains arcs. Voici un tableau qui contient les valeurs des sinus et cosinus de 9 en 9 degrés (il est bien entendu que nous reprenons ici la division
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linaire):
sin o° = o, cas* = i ;
cosg° = ^ V3 -h V5 -H j V5— ^5;
sin i8*:= -j (^5— i), cosi8° = -t\/io-|- 2^5;
an27° = i \^5 + v^ — 4 V3— V^>
COS27" = 4 V 7 5 + ^5 -h t V^ — ^5 ;
sin36" = 4v'io — 2^5, co§36p = -i ( ^5 4- a) ;
sin 45° = -r V^â , cos45° = - V*2 ; On peut ajouter au tableau les valeurs suivantes :
sin-3o°=— y cos3o° = — ;
sin6o° = — » cos6o° = -;
sin
ï^-JÎ + lJI.
Ces valeurs du sinus et du cosinus de i5* = — ont été obtenues
d'après celles du sinus et du cosinus de 3o* — ^ au moyen des for-
mules qui permettent de prendre la moitié des arcs. On aurait de
même les valeurs de ces lignes pour -r? 75? etc.
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Ayant obtenu par le côté du décagone régulier le sinus et le cosinus de ■= et de — » on calculera ceux de — % -7—» etc. 5 10 20 4°
En appelant x le côté du pentédécagone , on aura .
et d'ailleurs
x r= 2sin— =9 i5
« = 7^10 + 2^5 — 7 fë{fô — 0-
85. Après avoir calculé les sinus et cosinus naturels, il faudrait chercher leurs logarithmes , mais comme nous avons supposé jusqu'ici le rayon égal à l'unité, tous ces logarithmes seraient négatifs; on prend donc un rayon R = io'°, ce qui revient à ajouter 10 a tous les logarithmes des lignes trigonométriqnes. De cette façon , il faudrait que les arcs fussent beaucoup plus petits qu'on ne les rencontre dans la pratique pour que les logarithmes de leurs sinus ou de leurs tangentes fussent négatifs. Par exemple , pour que le logarithme d'un sinus fût alors négatif, il faudrait
que Tare correspondant fût moindre que -7-
C'est pour nous conformer à l'usage que nous avons parlé du rayon des Tables; d'après ce que nous avons vu au n° 80, il serait plus naturel de dire simplement qu'on ajoute 10 aux logarithmes pour les rendre toujours positifs.
Du reste , on conçoit qu'on cherchera le logarithme des sinus et des cosinus naturels comme ceux des nombres ordinaires ; ainsi les logarithmes des nombres étant calculés, par exemple, avec sept décimales, on aura aussi sept décimales pour les logarithmes des lignes trigonométriques.
On peut d'ailleurs développer directement en série les logarithmes des sinus et des cosinus. Pour cela, rappelons-nous que la série
sin x =. x =- -+-
1.2.3 1 .2.3.4>5 est convergente, non pas seulement quand x est contenu dans le
premier quadrant, mais aussi quand x augmente ou diminue d'une ou de plusieurs circonférences. Par conséquent, l'équation
jr 3 o? s
sera résolue pour toutes les valeurs de x dont le sinus est nul ; ces valeurs sont contenues dans l'expression
h étant un nombre entier quelconque.
Or le polynôme , même indéfini , d'une équation, se décompose dans le produit des facteurs qui le rendent nul ; on aura donc
car il est facile de voir que x = ± kit rendra nul un des facteurs du second membre. On aura donc aussi, en dédoublant ces facteurs,
*« = ,(.+*) (.-ï) (.+£) (,_£.) ( I+ £) (,_JL) . .
Il sera donc d'autant plus facile de prendre les logarithmes de part et d'autre , que la forme des séries logarithmiques s'applique parfaitement aux facteurs du second membre.
Le même raisonnement s'appliquera au développement du cosinus
cosa: = 1 h
cos
On sait que Ton a
cosx=o pour x = ±- (4A-± 1), ce qui donnera l'expression
(2jA / 2,r\ / 2X\ / 2J?\ / 2jA / 2J?\
dans laquelle les coefficients de n au dénominateur sont les nombres impairs.
Le calcul logarithmique s'appliquera de même à cette formule ; mais, pour plus de détails, on devra consulter l'avertissement qui précède les Tables de Callet, pages 48 et suivantes.
Enfin , quelle que soit la méthode employée , les logarithme» des tangentes et cotangentes se trouveront par soustraction au moyen des logarithmes des sinus et cosinus.
Calcul de ir
Tous les calculs précédents, relatifs aux lignes trigonométriques, sont basés sur la connaissance du nombre n, rapport de la circonférence au diamètre. Depuis Archimède, qui Ta calculé le premier, on a proposé, pour^en trouver la valeur, bien des méthodes géométriques ou analytiques, dont la discussion nous entraînerait trop loin.
On sait que le rapport indiqué f>ar Archimède est — > et que
celui d'Adrien Métius, égal à — r> est facile à retenir, parce qu'il
suffit d'écrire deux fois les trois, premiers chiffres impairs, ce qui donne 1 1 3355, et de prendre la moitié du nombre pour numérateur et l'autre moitié pour dénominateur. On trouvera facilement l'approximation respective de ces deux rapports en les réduisant en décimales et comparant les résultats à ceux que nous allons déterminer.
La méthode la plus simple pour trouver la valeur de n consiste dans l'usage des séries qui proviennent du développement
arc tansx = x — •v-H-z- — — H- .•••
La formule tang ( a -f- b ) = - £— r donnera
' i — tang a tang b
it
j = arc tang — h arc tang ^ -f- arc tang ~* formule assez avantageuse, car les puissances de - donneront
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celles de ~> et même celles de ■= = — ; il s'agira toujours de
former les puissances de 2.
On a encore
7 = arc tang--harc tang- et -= = 2 arc tang- -harctang—
Mais la formule dont on se sert le plus souvent est celle-ci, qui a été trouvée par Machin ,
ir , 1 1
-y = 4 arc tong^ — arc twig— =-•
Nous allons faire usage de cette formule en poussant le calcul jusqu'à vingt décimales , comme dans la Trigonométrie de MM. Delisïe et Gerono.
Calcul de 4arctang£-
^ =o,ooo256
— 2— = o ,00000 00000 oo3o8 404*70 5a.
■ J*-. ■ r= o ,00000 00000 00000 ooo53 60 25 5" ^*
=r o ,00000 OOOOO OOOOO OOOOO 07
Somme = o ,80026 62278 07925 8987 1 8t
Somme = o ,01067 39884 08402 86528 78 Retranchant cette somme de la précédente, on trouve
4 arc tang 7=0, 78958 22393 99523 o3348 o4
Calcul de arc tang —5— = 0,0041841004 1 8410 04184 10
Somme = 0,00418 4ioo4 18666 5 1 4^5 54 - — — = 0,00000 00244 16691 78708 38
3 • 2«jQ
ç— = o ,00000 oooao 00000 oo32o 7 t
Somme = o ,00000 00244 *65gi 79029 09 En retranchant cette somme de la précédente, on obtient
arc tang -5-= 0,004184076002074723864s
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En retranchant cette valeur de 4 arc tang ? > il vient
j=z o , 78539 8i633 97448 3og6i 58.
D'après le principe du n° 10, on prendra pour mesure de l'erreur dans chaque série, le premier terme que Ton néglige : on reconnaît d'après cela que ce résultat, calculé avec vingt- deux décimales, en a au moins vingt qui sont exactes ; d'où l'on tire
On pourrait encore modifier ce calcul en observant que
arc tang —=— =r arc tans arc tane — y
ce qui donne %
iz . 1 i i
y = 4 arc tang -= ■+- arc tang arc tanc — •
Relativement à cette dernière formule, nous remarquerons qu'on peut diviser par 99 comme par un nombre d'un seul chiffre. Soit, par exemple, à diviser par 99 le nombre 5743256, nous dirons: en 574, le diviseur se trouve 5 fois, et il resterait 74 si l'on divisait par 100, mais il reste 5 de plus, ce qui fait 79, et l'on dit : en 793, on trouverait 7 fois 99 avec le reste 93 H- 7 = 100; donc il y est 8 fois avec le reste 1 . En 1 2 , il n'y est pas et le quotient est o ; en 125, il y est 1 fois et ainsi de suite.
On trouvera dans l'avertissement de Cal 1er, page 96, les 1 28 décimales calculées par Lagny en 1719. Différents géomètres, M. Rutherford, M. Dahse, etc., ont vérifié et étendu ce calcul, et M. Richter l'a poussé jusqu'à 333 décimales. Malheureusement peu de personnes sont capables de vérifier de semblables approximations, et d'ailleurs elles n'ont pas d'importance pratique, car M. Lehmann, de Postdam, a observé que si l'on cherchait le volume d'une sphère ayant pour rayon huit trillions de kilomètres, et si l'on voulait calculer avec une exactitude telle, que l'erreur fût moindre que la plus petite grandeur microscopique, moindre
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qu'un cube d'un millionième de centimètre de côté , il suffirait de prendre ir avec 90 décimales (1).
Lambert a démontré que le nombre n et son carré étaient deux nombres incommensurables; nous renverrons pour la démonstration à la Note IV de la Géométrie de Legendre* Ces deux théorèmes ne suffisent point pour prouver l'impossibilité géométrique de la quadrature du cercle : il faudrait faire voir que * ne peut être racine d'une équation telle, que cette racine se construise par la règle et le compas; mais cette proposition, quoique très-probable , n'a pu être encore démontrée.
Vu l'importance de ce nombre, on l'a présenté sous plusieurs formes différentes, et, par exemple, sous celle de fraction continue. Pour y parvenir, on est porté naturellement à prendre r avec un certain nombre de décimales et à réduire cette quantité en fraction continue , mais il faut observer que les réduites obtenues s'approcheront , non pas de la valeur de ir , mais seulement de la fraction que Ton a prise pour remplacer ce nombre. Pour être sûr que les quotients incomplets auxquels on parvient appartiennent effectivement à tt, il faudra prendre deux valeurs, Tune plus grande que ir, l'autre plus petite, et les réduire toutes deux en fraction continue. Il est clair que tous les quotients incomplets communs à chaque fraction continue appartiendront aussi à la valeur de *r.
En prenant, par exemple, les deux valeurs
et
qui comprennent 7r, et ne gardant que les quotients incomplets communs aux deux fractions continues qui résultent de ces quan-
( *) Voir Nouvelles Annales de Mathématiques, tome XIII , i854 » pages 4i 8 et suiv.
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tités, on trouve
tt== 3 H 1
ce qui donne les réduites suivantes :
3 22 333 355 103993 104348 208341 1 7 106 n3 33io2 332i 5 66317
D'après les propriétés des réduites, n° 18, on sait que chacune de
ces fractions approchera plus de la valeur de ?r que toute fraction
plus simple. De plus, ces réduites sont alternativement plus petites
et plus grandes que . : ainsi, 3 est trop faible, - trop for,; et
ainsi de suite. L'erreur de ce rapport — , qui est celui d'Archimède, sera donc évaluée par la fraction
Le rapport — 5? dû à Adrien Métius, sera aussi trop considérable, mais Terreur sera évaluée par la fraction
11 3. 33 102 3740526 On trouve d'ailleurs
donc ce rapport n'est en erreur qu'à la septième décimale.
Au commencement du n° 18, nous avions réduit en fraction
continue cette même fraction — ^ qui nous avait donné pour
réduites les quantités
ce qui diffère du véritable développement de re en fraction conti-
nue, parce qu'il y manque la réduite — ^*
Quadrature approximative du cercle
L'impossibilité presque démontrée de résoudre le problème de la quadrature du cercle a porté, après avoir trouvé n avec une approximation arithmétique suffisante, à le chercher aussi avec une certaine approximation géométrique, c'est-à-dire à construire d'une manière plus ou moins simple et plus ou moins exacte la circonférence correspondante à un rayon donné, et réciproquement, ou bien le côté du carré équivalent à un cercle de rayon donné.
GF
GF = 3,i4i5,3,
On sait que
ce qui donne
au lieu de
L'erreur est donc
ce qui donne un dixième de millimètre pour un rayon de 5 mètres, quantité tout à fait négligeable dans les constructions géométriques.
Réciproquement , si Ton veut avoir le rayon quand on connaît la circonférence, on construira la figure précédente pour un rayon quelconque, et l'on obtiendra le rayon cherché par une quatrième proportionnelle.
II. Soit K le milieu de la corde BI = R [fig. 6); soit M le milieu de la demi-circonférence opposée à K; joignez MK qui , étant prolongé, va rencontrer en S l'autre demi-circonférence : la droite MS est presque égale au côté du carré équivalent à la surface du cercle.
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Dans le triangle MOK, on a ;
OM — R = i et OK = cos 3o°; par conséquent
ten ^( K - M ). .-co,3o<- ... •"«ïC*-») = — = tang* i5° = = ,
1 / w - »#>* i-J-cos3o° tang3o°
tang-(K-4-M) b
Je
car
K + M = COH == 6o<\
On trouve
~ (K — M ) = i° 22' 25" et M = 27 37'35" ;
le rayon MO prolongé coupant la circonférence en H, l'arc HS aura pour mesure le double de l'angle M qui s'y trouve inscrit , c'est-à-dire
arcHS = 55°i5'io".
En retranchant HS de 179 5g' 60" = 180 , ou bien de la demicirconférence, on obtient
arc SBM = 1 24° 44' 5o" et - SBM = 62 22' 25".
Gomme il est clair que
MS== 2SU1-SBM,
on arrive à la valeur
MS= 1,77198, au lieu de
la différence est
Elle est donc très-peu importante.
Cette construction a été présentée à l'Institut, au mois de mars i856, par M. Willtch.
OI = ^R
O étant le centre du cercle donné. Du point I pris pour centre et d'un rayon égal au double du diamètre, décrivez un arc du cercle qui coupe en H la tangente menée au cercle au point A , extrémité la plus éloignée du point I dans le diamètre AB qui passe par 01; ensuite joignez BH, qui coupe la circonférence R, et enfin joignez AK , qui sera à peu près égal au côté du carré équivalent au cercle.
En effet,
OB = i, 0I = g> IH = 4,
ce qui donne
AH - ,6 -3Ç-l6'
Ensuite les triangles ABK, AHK, sont semblables* puisque l'angle K, est droit comme inscrit dans une demi- circonférence ; donc
ou bien
Trisection approximative de V angle
Soit l'angle aigu C [fi g. 8) à diviser en trois parties égales : du Fjg. 8. point 0, pris arbitrairement sur l'un de
ses cptés, décrivez avec le rayon OC une circonférence qui coupe les côtés en A et en B ; AG étant un diamètre, l'angle B sera droit. Soit OH perpendiculaire à AB ; on sait que OH divisera l'arc AB en deux par* ties égales, et si Ton prend encore la moitié de cette moitié , on aura le quart AD de l'arc AB ; du point D abaissons la perpendiculaire DG sur OH jusqu'à la rencontre en G de CB prolongé; enfin, du centre G et du rayon GM (la distance AM étant le tiers de AB), décrivons une circonférence qui coupe Tare AB en un point £ , Tare AE sera à très-peu près le tiers de AB, et l'on aura
AE = EF = FB,
sauf une très-petite erreur.
Nous répétons que cette construction n'est pas théoriquement exacte, mais seulement approximative. En effet, comme le problème de la trisection de l'angle dépend d'une équation du troisième degré, il ne pourra se résoudre par la règle et le compas, excepté dans quelques cas particuliers.
Construction des polygones réguliers
Toutes lesGéométries donnent la construction de l'hexagone et du carré, ainsi que des polygones qui en dérivent ; elles indiquent aussi celle du décagone régulier par la division du rayon en moyenne et extrême raison , mais il est plus simple d'employer la construction suivante, qui revient au même, ci qui d'ailleurs est assez connue.
Menez les deux diamètres perpendiculaires AB, CF [fig. 9); du
point C comme centre et d'une ou ver tnre de compas égale au rayon OA , coupez la circonférence en G et H , joignez GH , qui coupe OC en D, et du poinl D, milieu de OC , pris pour centre, avec le rayon DÀ, décrivez une circonférence qui coupe OD en E : la distance OE sera le côté du décagone inscrit et AE celui du pentagone. Cela suppose démontré le théorème suivant :
Le carré du côté du pentagone régulier inscrit est égal au carré du côté du décagone régulier inscrit; plus le carré du rayon ; ou , ce qui revient au même, le carré du côté de l'hexagone régulier inscrit.
Cette construction est exacte; nous allons voir quelques constructions approximatives.
Pour obtenir le côté de l'heptagone régulier inscrit , d'un point quelconque C de la circonférence pris pour centre {fîg. 9) , et a* un rayon égal à celui du cercle, prenez les deux points G et H et joignez GH qui coupe OC en D , la longueur GD = HD est presque égale au côté du polygone régulier de sept côtés.
On voit que c'est la moitié du côté du triangle équilatéral inscrit. ê
En calculant par logarithmes le côté de l'heptagone régulier, on trouve 8,86775, le rayon étant 1 ; tandis que
i/3 GD = " = 0,86602 ,
approximation très-suffisante.
Mais voici une construction pratique qui s'applique à tous les polygones réguliers ; elle est dueàBion, mathématicien du dernier siècle.
Divisez le diamètre AB en autant de parties qu'on veut en avoir sur la circonférence ; des points A et B comme centres, et avec AB comme rayon, décrivez deux arcs de cercle qui se coupent en C, puis joignez le point C à la seconde division du diamètre, cette
Fig. 10.
ligne prolongée ira couper la circonférence en D, et Bl) sera la portion demandée de la circonférence {fig. 10).
Dans la figure on a pris n = 8, ce qui donne l'octogone régulier.
Mais il est important de savoir quelle approximation donne ce
procédé, et c'est ce que nous allons chercher. Posons
AMC == a, ACM = p et DOB = 7.
Dans le triangle MCA on a la proportion
sina sin{3
car AC = 2 R = AB ; d'ailleurs p = 1 20 — a , puisque A = 6o°, comme angle du triangle équilatéral ABC.
Ensuite, comme DMÛ = 180 — a , le triangle DMO donne
sina
sin(« — 7) R _
On a donc
sina
sin(i20 — a)
et
sina
sin(a — 7)
En divisant chaque équation par sina, on a d'abord
sin 1 20 cot a — cos 1 20 2
Or
^3 i sm 1 20 = — et cos 1 20 = ;
donc
V^3.cota-t-i « — 2
I = et cot a =
Ensuite
cos 7 — sin 7 cot a 1
cos 7 —
sin 7 (/z — 4) n — 4
nfi
En réduisant, on a
COS7 = (/i — A) • s-t ; V; -•
Cette formule permet de comparer les valeurs approximative* qu'elle procure avec les valeurs exactes.
DIFFERENCES
nz= 3,
exact
exact
au lieu de
exact
au lieu de 5i° 25' 43"
Les différences augmentent , quoique très-lentement , niais il y atira une limite où elles diminueront, car pour /i=oo, cette différence sera évidemment nulle. Il est remarquable que cette construction approximative donne d'une manière exacte le triangle éqiiilatéral , le carré et l'hexagone régulier.
Le calcul a été poussé jusqu'au polygone de dix-sept côtés que Ton sait maintenant inscrire exactement; mais la construction qui résulterait des calculs de Gauss serait tellement compliquée, que cette approximation vaudrait encore mieux dans la pratique.
Pour un nombre de divisions n > 8, ce procédé a été modifié de la manière suivante par M. Tempier, sous -directeur des Écoles chrétiennes à Montpellier.
Divisez le diamètre AB en autant de parties égales qu'on veut en avoir sur la circonférence; des points A et B comme centres et avec AB comme rayon , décrivez deux arcs qui se coupent en C ; puis, si le nombre de divisions est égal ou supérieur à 8, joignez le point € à la seconde division du diamètre à partir du centre (cela signifie que Ton prend, à partir du centre, même si n est impair ', une longueur égale à deux divisions). Menez donc par le pointG deux sécantes passant, l'une CE par le centre^O, l'autre CD par cette deuxième division à partir du centre , Tare DE = £ intercepté par ces deux sécantes est l'arc demandé, égal à peu près à la n iim * partie de Ta circonférence.
La fig* 10 convient également aux deux constructions, car il est facile de voir que pour n =£ 8 elles reviennent au même, mais pour toute autre valeur de n elles seraient différentes,
Des calculs analogues à ceux que nous avons faits relativement au procédé de Bion, ont conduit M. Tempier à la formule suivante:
12/ï 4- slfàn 1 — 5ï2
smo =
Voici les résultats des calculs pour diverses valeurs paires de n ; maïs, comme nous l'avons observé, ce procédé s'applique aussi bien quand n est impair, quoique le centre ne soit pas alors un
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point de division du diamètre.
•ivrciracEs
au lieu de
exact
au lieu de
ia
7 ta
/î=IOO,
On voit que , pour n > 8, ce procédé est préférable à celui de Bion, parce que les erreurs sont plus petites; elles vont même en diminuant au delà d'une certaine limite.
58. Construction géométrique des expressions algébriques homogènes.
On comprend combien il est important pour vérifier les calculs et concevoir nettement les questions, de construire sur le papier les résultats donnés par l'analyse. Seulement, pour qu'une expression algébrique ait une signification géométrique, il faut qu'elle soit homogène, c'est-à-dire que les quantités contenues, par exemple, dans le numérateur ou le dénominateur d'une fraction soient de même nature, telles que des lignes, des surfaces, des solides, ou, plus généralement, toutes ces quantités doivent être telles , que si dans chacune d'elles on fait la somme des exposants de toutes les lettres, toutes ces sommes soient égales.
On eonçoit, en effet, que si l'on demandait d'ajouter une ligne à une surface ou une surface à un solide, cette question n'aurait pas de sens.
11 faut encore que le degré d'un membre de l'équation, obtenu , comme nous venons de le dire , en faisant la somme de tous les exposants (ceux qui sont en dénominateur étant considérés comme négatifs), soit égal au degré de l'autre membre; car il serait évidemment impossible d'égaler une ligne à une surface, une surface à un solide, etc.
Or cette condition d'homogénéité n 1 est pas toujours remplie en apparence dans les expressions algébriques : c'est ce qui arrive si l'on demande de construire x = sin 3 a.
En effet, puisque Ton regarde le sinus comme un nombre, il en résulterait que la longueur x est égale à un nombre abstrait, ce qui est absurde ; mais il faut comprendre que x représente , non pas la longueur cherchée, mais le rapport de cette longueur à l'unité , telle que le mètre.
En général, soit a cette unité; l'équation constructible devient
- = sin 2 a ou bien jr = asin'a, a
équation homogène que nous construirons bientôt.
D'après cela, nous voyons que, pour rétablir l'homogénéité dans une formule, il suffit de remplacer chaque ligne par son rapport avec l'unité de longueur.
Tous les Traités de Géométrie enseignent à construire x= ^a 2 -\-6*
et x = ^a* — 6* par un triangle rectangle, x = — par les triangles
semblables et xz=z sjab par les triangles rectangles semblables inscrits dans la demi-circonférence (*). Ces expressions fondamentales permettent de construire les formules les plus compliquées, mais nous nous arrêterons à celles qui sont susceptibles de quelques simplifications particulières.
(*) Pour construire xz^yfâb (b étant la plus petite des deux lignes), voici une nouvelle méthode, due à M. Gouzy (de Lausanne). Sur une droite indéfinie, prenez AB = b et, dans le même sens, AC =. a\ dans le sensopposé, prenez CD = a ; enfin des points C et D comme centres, et avec le rayon a, décrivez des arcs de cercle qui se coupent en : voua aurez
OA = OB = sl^b.
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I. Augmenter ou diminuer une ligne c suivant les puissances
a du rapport -j de deujc autres lignes»
Il est d'abord facile de construire c = c . j au moyen d'une
quatrième proportionnelle.
Fi G- »• Sur l'un des côtés de l'an-
gle quelconque O {fig, 1 1 ), prenez OÀ = a , OB == b ; sur l'autre côté OC = c, joignez BC et menez AC parallèle à BC jusqu'à la rencontre de OC en C, il est clair que OC' = c'.
B A Joignez C'B et menez AC*
parallèle à C B jusqu'à la rencontre de OC en C", on aura aussi
de •même
et ainsi de suite.
Fig- 12. Dans cette première figure,
nous avons supposé a^>b; si l'on avait, au contraire, a<^b la construction serait la même, seulement les valeurs c\ c", ..., diminueraient au lieu d'augmenter.
Si b = i , cela revient à chercher les puissances de a.
II. Augmenter ou diminuer une ligne c suivant les racines du
rapport - de deux autres lignes (l'indice du radical étant une
puissance^de a , sans quoi la question ne pourrait être résolue par la règle et le compas).
$'*$' l3 - Avant de parler du rapport
c = c w -) nous considérerons le
rapport b' = b i/ - et nous sup-
BE . CÏ A poserons d'abord a > b {fig. 1 3).
Soit OA = a 9 OB = b; sur OA comme diamètre décrivons une demi-circonférence et élevons sur OA la perpendiculaire BD qui coupe cette circonférence en D. On voit que
OD = ab ,
d'où
OD a
Rabattons OD en OE , sur OE faisons la même construction que sur OA , nous aurons
OD
OD,=r&
ou bien OD
Rabattant encore OD, en-OE, et continuant la même construction, on aura
OD
et ainsi de suite.
Ensuite, pour construire
observons que
donc, en prenant OC = c, on aura
par une quatrième proportionnelle.
Si a <^ b [fig. i4), sur OB = b décrivons une demi-circonférence et sur OB prenons OA=/z; élevons sur OB la perpendicu-
laire AD qui coupe la eirconfélence en D ; on voit que
III. Construire x = a sin 11 a
Soit BA = a {fig. i5) ; sur BA comme diamètre décrivez une Fi l5 demi-circonférence, faites l'an-
gle inscrit B = a en prenant l'arc AG = 2a, vous aurez la
corde
AC = rtsina.
Soit ensuite CD perpendiculaire
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sur ÀB, nous aurons aussi
AD = AG sin a , d'où Ton tire AD = a sin* a.
Relevons AD sur AC en AC, et abaissons C, D, perpendiculaire
sur AB , on voit que
AD| = a sin 3 a.
En continuant ainsi, on trouvera les puissances successives du sinus. Pour avoir celles du cosinus , il suffira de changer a en 90 — a.
Vf\ Construire x = -z
sin" a
Soit l'angle BOA = 90 — a [fig. 16), OA = a et AB perpen- Fig. iG. diculaire sur OA ; on voit que
a r= OB cos ,
d'où
sina
aurons de même
Ensuite, rabattons OB en OA, et soit encore A, B, perpendiculaire sur AB jusqu'à la rencontre de OB en B, ; nous
ein m» einl
sin a sin* a
La figure montre comment on continuerait la même constniction pour avoir
sin* a sin 4 a
On trouvera de même éh changeant a en 00 — - a.
cos* a c u
V. Construire x = a taog" a
Soit l'angle BOA = a (Jig. 17); prenons OA = a , élevons AB Fi 6- ! 7- perpendiculaire sur OA, on sait que
AB=a tanga ; sait ensuite BC perpendiculaire sur OB jusqu'à la rencontre de OA en G, il est clair que
AG =r AB tang a=:« tang 2 a.
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Menons ensuite AB, parallèle à AB el CB, perpendiculaire à OA , on trouvera
CB, = AC tang a = a tang 3 a ;
en continuant cette construction, nous aurons
CC, = CB, tang a = a tang 4 a , etc.
Fig. 18.
en changeant a en 90 — a.
Dans la fig. 1 7, les tangentes décroissent, parce que a < 4^ > dans la fig, 18, elles croissent, parce que a> 4$*
La similitude des triangles fait voir que B , B, , B 5 sont en ligne droite.
On aura une construction analogue pour la co tangente
Fermer un contour polygonal
Comme exemple de Futilité des constructions graphiques pour réunir les données numériques de l'expérience , nous allons traiter une question qui nous ramènera à l'étude des approximations successives.
Il faut lever le plan d'un polygone quelconque, c'est-à-dire
Fig. 19.
dont les angles sont rentrants ou saillants. Pour plus de simplicité , nous considérerons un quadrilatère; il sera facile d'étendre ce que nous allons dire 'aux polygones les plus compliqués.
Nous avons donc sur le terrain le quadrilatère ABCD ; pour en lever le plan, nous partons d'un sommet A, en nous dirigeant vers B, et nous mesurons la distance AB; nous observons l'angle ABC , et nous cherchons aussi la distance BC : enfin , après avoir obtenu les angles BCD et CDA , ainsi que les distances CD et DA, nous revenons au point A.
Mais les mesures d'angles et de longueurs que nous avons prises sont affectées de certaines erreurs ; par conséquent , si nous transportons sur le papier les données de l'expérience, en faisant le tour du polygone t le point d'arrivée A' ne coïncidera pas sur le plan avec le point de départ A , comme il fait sur le terrain* 11 faut donc corriger ces erreurs en altérant les côtés de manière à fermer le contour (Jfg. 19).
Projetons les points B, C, D en B', C, D' sur la direction À A', nous aurons évidemment
AB' — B'C — CD' -h D'A' + A' A = o,
et nous devons fermer le contour en altérant chaque projection par l'addition ou la soustraction d'une certaine quantité. Posons donc
AB '( ,+m ^ : )- B ' c '( ,+ "^)~ c ' D '
On voit que le contour sera fermé si les coefficients m,n,petq sont déterminés d'une manière convenable. Pour y parvenir, ajoutons A A' aux deux termes de cette seconde équation , effectuons les multiplications qu'elle indique et simplifions d'après la première équation; enfin supprimons A A' qui restera comme facteur commun : nous trouverons
Cette équation de condition est la seule à laquelle soient assujetties les quantités w, /?, p et q; elles peuvent d'ailleurs être positives ou négatives. On a donc une grande facilité pour répartir les erreurs sur ceux des côtés que l'on suppose soit Irop grands, soit trop petits dans les mesures que l'on a prises.
Il faut voir maintenant comment on détermine la quantité A A' ainsi que les angles que fait sa direction avec les côtés du polygone. Nous avons le triangle CBA dans lequel nous connaissons l'angle B et les côtes CB, AB ; nous pouvons donc calculer le côté CA ainsi que
les angles BCÀ , C AB. De même, le triangle CDA' donnera le coté CA' et les angles DCA', CA'D ; retranchant de l'angle BCD la somme des angles BCA et DCA', on trouve l'angle ACA', ce qui permet de déterminer le triangle ACA', où l'on calcule le côté AA' et l'angle CAA' : retranchant de 180 degrés la. somme des angles CAA' + CAB , on trouve BAB', ce qui donne la direction de AA' par rapport à AB; on trouvera de même l'angle DA'D', ce qui achève de faire connaître les angles que font avec AA 7 les côtés du polygone.
Il est facile de voir que la correction d'un côté AB sera égale à m AA' divisé par le cosinus de l'angle que fait AB avec AA', puisque la correction de sa projection AB' est m AA'.
Ayant ainsi corrigé les longueurs des côtés , on s'en servira
pour déterminer par le calcul les trois angles dont on doute le
plus, en admettant que le polygone soit ramené à être convexe,
ce qui est toujours possible, comme on le verra bientôt (*)..
Soit, par exemple, le pentagone ABCDR dans lequel on connaît
les côtés et les deux angles A , E ; il s'agit de trouver les trois autres B , C et D {fig. 20 ).
Joignez EB, AD, vous résoudre* facilement les triangles BAE , DAE et, par suite, BOA, DOE; on a donc le quadrilatère BCDO où l'on connaît les côtés et l'angle 0}, ce qui suffit pour le déterminer. Quel que soit le polygone convexe , on le ramènera au cas précédent, puisque tout sera connu, excepté la partie où se trouvent les trois angles consécutifs.
Cette méthode peut être utile dans les circonstances où l'on est
(" ) Un polygone convexe de n côtés est déterminé par 2 * — 3 éléments : ici Ton donne les n côtés et n — 3 angles , il en reste donc trois à connaître. Ici nous les avons sa p posés consécutifs^ mais on les. trouverait encore plus facilement si ces angles inconnus étaient , par exemple , les deux consécutifs C et D. et l'angle opposé A. 11 suffirait de joindre AG , AD ; les triangles ABC, AED ont un angle donné compris entre deux côtés aussi connus, 00 trouvera donc les côtés AC, AD , et comme DC est donné, on obtiendra les angles du triangle ACD, ce qui achèvera de déterminer le polygone.
obligé de prendre les directions avec la boussole , sans pouvoir , des deux extrémités d'une base , viser le même point éloigné ; c'est ce qui arrive dans les forêts et surtout dans les mines. Cependant, avant de l'employer, il faut faire une première vérification relative à la valeur des angles.
Quand le polygone est convexe , on sait que la somme des angles intérieurs est égale à autant de fois deux angles droits qu'il y a de côtés, inoins deux. La même vérification s'appliquera aussi à un polygone qui présente des angles rentrants. •
En effet, soit CDE [fig, ai ) un angle rentrant, on pourra le
faire disparaître en joignant CE. De cette manière on ramènera la question à considérer un polygone convexe dont la somme des angles intérieurs s'obtiendra en déterminant BCE + CEF au moyen des angles observés BCD, CDE et DEF, ce qui est facile, car
180 — CDE = DCE + CED,
et il est clair que
BCE -f- CEF =s BCD -f- DEF -+- 180 - CDE.
Mais, en admettant que cette vérification de la somme des an- . gles se fasse avec une exactitude suffisante , ce n'est pas une raison pour que le plan soit fermé sur le papier , et pour ne pas appliquer la méthode précédente , qui d'ailleurs ne doit être employée que si l'on réclame une grande précision, car elle peut entraîner dans des calculs assez compliqués. On conçoit , en effet, que si les côtés sont mesurés d'une manière inexacte, le polygone ne sera pas fermé , quoiqu'il n'y ait pas d'erreur sur les angles ; il suffit pour cela que le dernier côté soit pris trop grand ou trop pelit, même quand tous les autres seraient bien mesurés.
Quant à l'évaluation des angles , la boussole donne une vérification partielle à l'extrémité de chaque côté AB, puisque les angles NAB , NBA que fait un même pôle N de l'aiguille aimantée , à
chaque bout de la droite que Ton considère , ont une somme évidemment égale à 180 degrés, à cause du parallélisme de l'aiguille dans ces deux positions.
Cette vérification peut quelquefois ne pas se faire aux extrémités de ' tons les côtés , malgré le soin et l'adresse de l'expérimentateur; cela tient à la présence de masses ferrugineuses qui font un peu dévier la boussole : c'est alors aux angles qui avoisinent ces côtés que Ton doit appliquer la correction à laquelle se rapporte la^, 20.
Quand ces déviations sont légères , on se contente de les corriger par la considération de la somme des angles de polygone, au moyen des directions mieux déterminées ; mais , si Ton suppose encore que la nature du terrain rende la mesure des cotés difficile et incertaine, la méthode que nous venons d'exposer, et qui se rattache à la règle de fausse position , permet d'obtenir un plan d'une exactitude suffisante , malgré toutes ces circonstances dé favorables.
Réduction au centre des stations
Voici encore un exemple d'approximation qui se rapporte au levé des plans.
Dans les opérations géodésiques , il n'est pas toujours possible de se placer au sommet de l'angle que l'on veut mesurer; c'est ce qui arrive si ce sommet est, par exemple, le centre d'une tour; il faut alors mettre l'instrument le plus près possible de ce sommet. Ce n'est donc pas l'angle même du triangle que l'on a mesuré, mais un angle qui en diffère très-peu, et si l'opération doit être pré* cise, il faut faire subir à cet angle une petite correction que l'on appelle réduction au centre de station.
Soient ABC (fig. 22) un des triangles du réseau, C l'angle que l'on veut mesurer, 6 le point où l'on a placé le cercle dans le voisinage du point C; l'angle mesuré est'AOB et il faut chercher l'angle ACB. Désignons par a et p les deux angles très-petits OAC,
(*) Ce numéro est extrait des Éléments de Géométrie, de MAf. flriot-et Vacquant.
Fig. 32.
OBG, et soit I le point d'intersection des deux droites CA et OB. Dans les deux triangles CIB, OIÂ , les angles en I opposes par le sommet étant égaux entre eux, la somme des deux antres angles est la même ; on a donc
d'où
C -+- p = 0-Ha, C = 0-f-(a — p
Ainsi, pour avoir l'angle cherché ACB, il faut ajouter à l'angle mesuré AOB la quantité a — p que nous appellerons x.
Il s'agit maintenant de déterminer les angles a et p Désignons par a , b , c les longueurs des côtés du triangle ABC et par r la distance très-petite OC. Dans les triangles AOC et BOC , on a
sin a sin AOC sin p sin BOC
On sait que le sinus d'un arc très-petit ne diffère de Parc que d'une quantité très-petite relativement à Tare lui-même; on peut donc remplacer approximativement sin a et sin p par les arcs qui mesurent les angles a et p dans le cercle dont le rayon est l'unité. Si donc a et p représentaient ces arcs eux-mêmes en longueur, nous
aurions
r sin AOC _ r sin BOC
Mais, en général, les angles sont donnés, non par des longueurs d'arcs, mais en degrés, minutes et secondes, et quand il s'agit d'arcs très-petits, on prend pour unité la seconde. On a vu que
l'arc u"une seconde a une longueur égale à rryrz > le rayon
étant égal à l'unité. Comme d'ailleurs un arc aussi petit se confond sensiblement avec son sinus, on peut poser
sin î
Or il, est clair que si un angle est évalué en secondes, on ohtien-
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dra la valeur de Tare correspondant en multipliant ce nombre de secondes par la longueur de l'arc de i", c'est-à-dire par sin 1" ; et que, réciproquement, si l'on divise un arc par sin i", on obtiendra l'angle correspondant
Nous aurons donc, pour les angles a et p évalués en secondes,
_ r sin AOC __ r sin BOC
b sm i r a sin i '
Ainsi la correction x est donnée par la formule
r sin AOC r sin BOC
b sin i " a sin 1 "
Les angles AOC , BOC se mesurent avec le cercle , et il suffit d en mesurer un, parce que leur différence est égale à l'angle mesuré AOB. Cela suppose que Ton puisse établir d'une manière suffisamment précise la direction OC : malgré quelques difficultés pratiques, on y parvient sans erreur considérable, à cause de la proximité des points O et C. Nous en dirons autant pour la détermination de la distance r = OC.
Enfin , la valeur de x contient aussi les côtés a et b du triangle ABC. Mais nous ferons remarquer qu'il suffit, pour effectuer la correction , de connaître des valeurs approchées de ces côtés , l'erreur qui en résulte dans la valeur de x est très- petite par rapport à cette quantité elle-même, et par conséquent négligeable. Or le triangle ABC, que nous considérons, fait partie d'un réseau ; le calcul des triangles antérieurs a donné la longueur de l'un au moins des côtés de ce triangle ; d'autre part, deux angles au moins du triangle ont été mesurés en plaçant le cercle à une petite distance des sommets ; si l'on adopte provisoirement ces angles non corriges et si l'on résout le triangle, on en déduira des valeurs approchées des autres côtés, qui suffiront pour effectuer la correction des angles mesurés. On recommencera ensuite la résolution exacte du triangle avec les angles corrigés.
Supposons, par exemple , que le calcul des triangles antérieurs ait donné la longueur a du côté BC , on aura
, a sin B
b — — — — , sm A
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et, transportant dans la formule précédente,
r sin A sin AOC r sin BOC
a sin B sin 1 " a sin i "
ou bien
r /sin A sin AOC . „^\ a sin i \ sm B /
On calculera donc cette valeur de -r en se servant des valeurs approchées des angles du triangle.
La correction relative à l'angle B , c'est-à-dire la réduction au centre de station si le cercle n'a pas été placé exactement au sommet B , se fera de la même manière.
Résolution de V équation ir sin À = 2 x -4- sin 2 x (*J
Cette équation se présente dans la construction des cartes homalographiquesy cartes dans lesquelles les surfaces des projections de deux portions quelconques prises sur le globe terrestre ont entre elles le même rapport que ces portions elles-mêmes.
Nous allons résoudre cette équation d'une manière approximative, la quantité x étant assez petite j>our qu'on puisse négliger les puissances de x au delà d'un certain ordre dans le développement de sin 2 x.
Prenons ce développement jusqu'à la cinquième puissance, ce
qui fait que nous négligeons seulement . ^ fi —
aurons
tt sm \ = 4 x — — ^ -f-
? nous
on bien
it sin \ x* x*
(*) Ici X représente la latitude d'un lieu de la terre. A l'équateur, X = o , et l'on voit qu'alors x est aussi nul. Aux environs du pôle, X = 90 — tf , et Von peut alors poser aussi * = 90 — e , les quantités tf et e étant très-petites, car on a
ÎT COS tf = TT — 2 € +- SÎn 2 S ,
équation qui devient une identité pour tf et « très-petits.
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Nous allons maintenant, par la méthode inverse des séries , déve-
lopperx en fonction de z = — - — : pour cela remarquons que,
si x change de signe , il en est de même pour z ; donc , réciproquement, le développement de x ne doit contenir que les puissances impaires de z. On posera donc
x = Az-f-Bz 3 H-Cz 5 ,
en s'arrêta nt encore pour z à la cinquième puissances. On voit
d'ailleurs que z = — - — est toujours plus petit que l'unité.
Remplaçons x par cette valeur dans l'expression de z en fonction de x, nous aurons
z = Àz-r-B
Négligeant les termes qui dépassent z s , égalant les termes en z, et supprimant les autres, on obtient la suite d'égalités :
et C = -4-
On a donc
62. Résolution de V équation du troisième degré par la trigonométrie.
Soit
l'équation proposée.
On fera d'abord disparaître le second terme en posant
ce qui donne
^ 2 A 3 ÀB
équation que nous représenterons par
x 3 -h px -f- q = o ,
qu'il s'agit maintenant de résoudre.
D'un autre côté, soit
z = sm^>
on démontre en trigonométrie la relation
3 sin a
Comme les angles 2 w -h a , 4 * -H a ont le même sinus que a , les trois racines de cette équation sont
. . a . 2tt -h a . 4^ 4- a
sin - > sm r — et sm - — - — - y
mais
2tt + a = 3w — (w — a),
et la seconde racine devient
sin — 5 — = sin ( 6o° — - j
De même, comme
4ît -ha 7T -ha
la troisième racine devient
. ït -h a . l a a
— sin — 5 — .= — sin ( 6o° -h x > •
Quoi qu'il en soit, ces trois racines étant réelles, on ne pourra résoudre de cette manière que les équations du troisième degré dont toutes les racines sont réelles.
I. Posons
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m étant une indéterminée, il reste
sma
ou bien
'3 m 1 x m 3 sin a ** 7 1 ? — =ro
relation qu'il faut identifier avec l'équation proposée
x* -{- px -\-q = o,
quand celle-ci n'a pas de racines imaginaires. Nous devons, pour cela, déterminer a et m en fonction de/? et de q. On trouve
ce qui montre d'abord que/; doit être négatif; ensuite
/ii 3 sin a
d'où
4v 4 1 tf a
sina = z ^ et sin* a = ?—Z- :
mais
ce qui donne
* = — -^- et m 6 = — -±-£- ,
sin'a = — '-7— • On doit donc avoir, puisque sin* a < 1 ,
ou
bien
condition nécessaire et suffisante pour que l'équation proposée ait ses trois racines réelles.
Cette condition étant remplie, les valeurs
-iq
sm a = —
permettent de trouver l'équation en z, et par suite les trois racines de cette équation , ainsi que celles de la proposée. Nous prendrons pour exemple l'équation
qui est traitée dans plusieurs Algèbres, et nous déterminerons successivement les trois racines
z' = sin - 9
s" = sin 6o° -4-
, z m = — sin ( 6o<
de l'équation en z.
Nous avons toujours
et Sinarr^
ce qui donne
et l'on trouvera
par le calcul suivant :
/> = — 7t <7 = 7> L/ti = o,485oi84,
L sin a
On a donc
d'où Ton conclut
L . sin -ç
L./w = o,485oi84 L ..1/ = o , 1 325464 On retranche 10 du résultat pour a voir L x', et Ton obtient
valeur un peu trop faible.
On trouvera aussi
.r" = 1 ,69202 et x* = — 3,04891,
valeur numériquement un peu trop faible. Du reste, on observe, comme vérification , que
j + j: +ar 3=0,
comme cela doit être, puisque l'équation n'a pas de terme en x 7 . IL Soit
ce qui fait que deux racines sont imaginaires. Il peut encore se présenter deux cas, suivant le signe de p.
Nous allons supposer que p est encore négatif.
Soit
x = m ( tang a -h cot a ) ,
les quantités meta étant des indéterminées; il est facile de voir que cela revient à poser
sin2a
Donc la racine réelle sera calculable par logarithmes, si m et a sont connus.
Mais si nous élevons au cube les deux membres de l'égalité
— = tang a -h cot a ,
il vient , à cause de tang a cos a = i ,
•^-j = tang 3 a -+- cot 3 a -h 3(tanga -+- cot a),
ou bien, en remplaçant tang a + cot a par — et réduisant,
.r 3 — Zm>x — /w 3 {tang 3 a -h cot 3 a) = o,
équation qu'il faut identifier avec la proposée. On trouve alors
p = — 3#w% y =; -— /^(tang 3 » -f- cot 3 a);
ce qui montre que p doit être négatif, puisque
Pour déterminer a, posons
tang 3 a = tang p ;
ce qui est permis , puisqu'une tangente représente une quantité quelconque, positive ou négative. Nous avons en même temps
cot 3 a = cot p , et par conséquent
X = tang p+ cota = - 2
m* c " ' * sinsp'
ce qui détermine
sm 2 p = •
On doit avoir
sin 2 ?.p<[i;
donc
et d'ailleurs
IO
d'où
ce qui donne
ou bien
condition nécessaire pour qu'il n'y ait qu'une racine réelle. III. Soit enfin
P>o, et posons
x = m (cota — tança);
on a
cos 2 a — sin'a cos2a
cot a — tang a = — : — = — 2 cot 2a.
sin a cos ai. *
- sm 2 a
d'où
x = 2 m cot 2 a.
On a aussi
—^ = cot 3 a — 3 cot 2 a tang a -f- 3 cota tang 3 a — tang 3 a
= cot 3 a — tang 3 a — 3 (cot a — tang a ) ,
à cause de
tang a cot a = 1 ,
par conséquent
x 3 -f- 3 m 1 x — - /w 3 (cot 3 a — tang 3 a") = o; équation qu'il faut identifier avec
jc 3 -h -/m: + 9 = 0.
Nous avons donc
m = y j* 7 = — iw 3 (.cotp — tangp),
en posant
tang 3 a == tang (3 ,
et par suite
q = — 2w : cot 2 p ,
quantités calculables par logarithmes.
L.sin(2p
On obtient par là
et par suite
p = ii9°3i'38",2:= 9o-h+,
ce qui donne
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Prenons ici
cot s a = cot 8 ;
puisque cotjJ est négatif, il en sera de même pour cota : ce qui
permet de poser
et la relation
cot 3 a = cot p
devient
tang 3 y = tang $ ,
ce qui donne
3 L tang? = 20 4- L tang 4'-
En effet, puisque l'on ajoute 10 à chacune des trois quantités L tang?, et 10 de l'autre côté à L tang^, il faut encore ajouter 20 au second membre pour conserver l'égalité.
Nous avons ainsi
20 + L. tang i|/ = 29,7531244»
L.2 = o,3oio3oo L.ot
I 1,8090124 L.sin(2a — 180)= 9,9922498
La racine est donc
63. Résolution des équations du quatrième degré par la trigonométrie.
On sait qu'un polynôme du quatrième degré se décompose tou* jours en facteurs réels du second degré; nous allons voir que la
détermination de ces facteurs dépend d'une équation du troisième degré .
Soit
x* + Qx* 4- R x -+- S = o
l'équation proposée, que nous supposerons, pour plus de simplicité,, privée de son second terme; nous poserons
x* -4- Qx a -+- Rx -f- S = (x 1 -*- ax 4- P) (•** 4- «'* H~ P')> ce qui donne les relations
« + a'=û, p+ p'4- aa'=Q, pa'-hp'a = R, pp'=S.
La première montre que a' = — a; donc les deux suivantes deviennent
p + P' = Q-r-a 2 et p'-p = 5;
d'où l'on tire
en multipliant ces deux valeurs , on trouvera, à cause de la dernière relation ,
et Ton obtient enfin l'équation
a 6 +2Qa'+ «'(Q*— 4^)— R 3 =O r
qui ne sera que du troisième degré si Ton prend a' pour inconnue et qui aura toujours une racine positive, puisque le dernier terme est négatif; donc aussi « aura toujours au moins deux valeurs réelles, numériquement égales et de signe contraire. Comme d'ailleurs on a trouvé p et p' en fonction de a que nous pouvons maintenant supposer déterminé, on connaît les facteurs qui sont
et
x 3 — ax-+--(Q-+-a 2 )H
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Ces formules seraient en défaut'si l'on avait
R = o, auquel cas l'équation en a donnerait aussi
Mais, pour lever cette indétermination, remarquons que nous avons trouvé en général
donc, pour
les expressions des facteurs deviennent
c'est d'ailleurs ce que Ton voit directement, puisque l'équation proposée se réduit à
a* 4- Qx 2 -f- S = o, pour R = o.
Si deux ou trois valeurs de a 9 sont positives, et qu'une d'elles, soit comme nsurable et par suite entière, puisque le coefficient de a 6 est T unité, il faudra la préférer : de plus, si ces deux ou trois valeurs sont entières et positives, et que parmi elles se trouve un carré parfait, il faudra remployer de préférence aux autres, parce que a étant alors entier, les facteurs seront commensurables.
Nous prendrons pour exemple l'équation
x} — 7 x 1 — 1 & x — 8 = o , laquelle donne
a* — i4a* 4- 8l ar— 324 = °î
on trouve donc
a* = 9 et a =z ± 3 , c'est-à-dire
Alors
= 3 cl *' = — 3.
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Ct
P'=-(9-7)--6=- 2 , ce qui donne
Soit encore l'équation
qui conduit à l'équation en a ,
a* — 24 a' ■+• 52 a* — 16 = o; on en conclut
et Ton obtient la décomposition suivante :
JT* — I 2 X* H- 4 * "h 23
= (x'-f-x^â — 5 — Vâ)(* a — x^â~ 5 -h V 2 )-
Intersections des sections coniques
I. On peut encore ramener à la résolution d'une équation du troisième degré le calcul de l'intersection de deux coniques. Le plus simple est de chercher les équations des droites qui réunissent les points communs aux courbes pris deux à deux; mais, avant d'exposer cette méthode, nous devons faire remarquer qu'une sécante réelle peut correspondre à des points imaginaires.
Soient
À/*+ Bxy -4- Cx 3 -F Djr + Ex -h F =o
et
A'jr'-h B'xj + C'x'+ D'/ -h E' x -h F' = o
les équations des courbes données; multiplions la première par A', la seconde par A , et retranchons, il viendra
xy (A'B — AB') -+- «'(A 7 C — AC) -h y (A'D — AD') 4- 2 (A'E — AE') 4- A'F — AF' = o :
de là on peut tirer la valeur de y que l'on substituera dans, l'équation de Tune des coniques, ce qui donnera une équation du quatrième degré en .r.
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Le polynôme qui en forme le premier membre peut toujours , comme on le sait, se décomposer en deux facteurs réels du second degré dont chacun donne , quand on l'égale à zéro , deux racines réelles ou imaginaires. Si ces racines x\ x" sont réelles, il est clair qu'elles donnent aussi des quantités réelles pour y* et y" y quand on les substitue dans l'équation précédemment écrite, oh y n'entre qu'au premier degré; mais si elles sont imaginaires, y' et y seront aussi imaginaires.
Cependant, il faut observer que, même dans cette circonstance, la droite qui passera par ces deux points imaginaires conjugués sera une sécante réelle. En effet, on sait que la valeur imaginaire a* sera de la forme
x' = a -f- p ^— i, et que l'expression correspondante y sera aussi représentée par
Or, comme on passe de x' à x" en changeant le signe du radical, ce qui donne
x" = a — p sf^T,
on obtiendra y" au moyen àe y' en faisant le même changement, ce qui donne
Gela posé , l'équation de la droite qui passe par les deux points* en question, étant
ou bien
on trouvera
ce qui donnera l'équation réelle de la droite
Voici donc les trois cas généraux qui peuvent se présenter :
i°. Les deux coniques n'ont aucun point commun; cependant les points imaginaires conjugués deux à deux donnent deux sécantes communes réelles ;
2 . Les coniques ont deux points communs; c'est ce qui arrive quand l'un des facteurs du second degré qui composent l'équation du quatrième degré dont nous avons parlé , donne deux racines réelles, tandis que l'autre donne encore deux racines imaginaires : alors une sécante passe par les points réels, et une autre sécante réelle passe encore par les deux points imaginaires;
3°. Enfin les coniques ont quatre points communs : dans ce cas, chacun des facteurs du second degré se décompose en deux facteurs réels du premier degré, ce qui donne quatre points réels que l'on peut grouper deux à deux de six manières différentes ; on obtient donc trois couples de sécantes communes. Ainsi , soient M , N, p et Q les quatre points communs , on aura les couples de
sécantes
MN et PQ ,
MP et NQ ,
MQ et NP.
II. Nous allons voir comment on trouve , dans tous les cas, les couples de sécantes communes.
Soient
(0 MirA^ + B^+C^ + Dj+Ei + Fs:»
et
(2) M'= A' y -h B'jcï -h Cx'+iyy -f- E' x -f- F' = o
les équations des coniques dont on demande l'intersection. En représentant par \ un coefficient arbitraire , l'équation
(3) M + XM' = o
sera l'équation générale de toutes les coniques qui passent par le*
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points communs aux deux courbes données, puisqu'elle sera toujours satisfaite, quel que soit >, par lés valeurs qui donnent à la fois
On cherchera donc à disposer de X en sorte que l'équation (3) devienne celle d'un couple de droites passant par les points communs.
Or, si nous posons
rf=D+XD', tf = E-+->E', /=F-4-*AF',
il est clair que l'équation (3) deviendra
ay 2 -f. bxjr -h ex 2 -+- dy -f- ex -j-/ = o ,
et comme elle doit se ramener à deux facteurs du premier degré, il faut poser
a y* _|_ bxy+cx^+dy+cx -+-/*= (mx H- ny -h p){m r X -f- n f y-+-p')>
les équations mx -f-/?j-f-/? = o, m' x-\- n' y -|- p' = o étant celles des deux droites qu'il faut déterminer.
Développant les calculs indiqués, nous trouverons les équations de condition
a =nn' (4), b = mn' -J-/w'«(6), d = np' H-*'/» (8), c = mm'(5), /=/>// (7), e =: mp' + m' p (g).
Les équations (8 ) et (9) donnent
(10) dm — en = p (mn' — m' /*) et
(11) dm' — en' = p' [m' n — mn').
Multipliant (10) et (11), on trouve, en ayant, égard aux relations (4)> (5) et (6) qui donnent
(12) (mn' — m r n) 7 = b 7 — 4 rtc > l 'équation de condition
(i3) rd 7 -+- aé 1 — bde -+-/( ?> 7 — ^ac) == o,
qui déterminera a.
D'après les valeurs de «, b, c, . . . , il est clair que l'équation
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(i 3) sera du troisième degré en À , et nous allons même faire voir que cette équation ne peut jamais s'abaisser à un degré inférieur, à moins que l'une des coniques ne se décompose elle-même en un système de deux droites. En effet, dans cette équation (i3), remplaçons a par A H- XA' et les autres coefficients par leurs valeurs analogues, on verra facilement que le coefficient de V sera
CD" + A'E" — B'D'E' -+- F' (B" — 4A'C
de même le terme indépendant de X sera .
CD* -t- AE 2 — BDE + F(B'-- 4 AC) :
or, si l'un de ces coefficients était nul , la conique correspondante vérifierait l'équation (i 3) et se décomposerait en deux droites.
L'équation (i3) étant donc toujours du troisième degré en X, pourra avoir une ou trois racines réelles. Dans le premier cas , cette racine unique fera toujours trouver, comme nous l'avons vu, un couple de sécantes réelles dont l'une, au moins, ne donnera que des points imaginaires; l'autre pouvant correspondre, suivant l'occasion, à deux autres points imaginaires, ou à deux points réels, communs aux courbes proposées.
En général, pour reconnaître si une sécante réelle donnedes points réels ou imaginaires, il faudra combiner son équation avec celle de l'une des coniques et voir si la droite et la courbe se rencontrent.
Dans le second cas, où > a trois valeurs réelles, il peut arriver,, comme on l'a dit, que l'on obtienne trois couples de sécantes réelles et, par suite, quatre points communs aux deux courbes. S'il en est ainsi, on n'aura pas besoin de combiner les droites avec les coniques ; les points d'intersection d'un couple de droites avec un autre couple seront les points communs aux courbes proposées.
Mais il ne faut pas croire que la réalité des trois racines de l'équation en \ entraîne nécessairement la réalité des trois couples de sécantes. Nous savons, à la vérité, que l'un, au moins, de ces trois couples , doit être réel , mais il peut ne pas en être de même pour les deux autres, car nous verrons bientôt qu'une valeur réelle de \ peut quelquefois donner un couple de droites imaginaires.
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Nous savons que, s'il n'y a pas trois couples de sécantes réelles, il y en a un seul. Donc celle des trois valeurs réelles de a qui correspond à ce couple unique donne lieu à la même discussion que nous avons déjà faite pour une seule valeur réelle de a , c'està-dire que les coniques ne rencontreront que l'une des sécantes et pourront même n'en rencontrer aucune.
III. Voici maintenant comment on peut, après avoir déterminé a en résolvant F équation (i3), trouver celles des couples de sécantes.
Posons, pour simplifier,
l'équation (12) deviendra
en ajoutant (i4) avec (6) , on obtient
2/WJl' =r b±K f et divisant par f 4) , il vient
n la
En combinant (10) et (14 ), on trouve
Mais on voit que
p n p p ia '
remplaçant — par cette valeur dans (i5), on obtient
P d'où l'on tire
PL 2 " J
p __ bd — 2flur±Rf/ d \ bd — nae
n~~ ±2drR la 2fl R
Comme l'équation de la sécante coin mu ne peut se mettre sou*
la forme
cette équation devient
2tfj-t- k+rf± ( x\jb* — ^ac-\- — ) = o,
\ y/b 2 — 4 ac )
en chassant le dénominateur 2 a et remplaçant R par sa valeur. Ce système de droites serait imaginaire pour une valeur de a, même réelle , qui donnerait
La quantité - est susceptible d'être simplifiée. Dans
l'équation (i3), on remarque que les deux termes ne 7 — bde font partie, sauf un facteur commun, du carré de bd — iae\ nous aurons en effet
( bd — 2 ae )' = b* d* — 4 «£«fe -4- 4 fl ' *%
et, par suite,
(bd—zaeY — b'd 2
Donc
(bd— lae? -J- Aacd* — b*d* cet* -+- ae 2 — £<te = V — ,— 9
et enfin l'équation (i3) devient
, . . {bd—*ae)* + {& — &€)(&/—#) («7> • V ■ "fa = = oi
on en conclut
bd — 2#tf
v& 2 — 4 flc
et l'équation (16) du couple de sécantes devient aussi (18) iay -f- bx -h ddt{x ^b* — £ac -+- \/<f 2 — 4 fl /) ^ °- IV. Si les coniques sont concentriques, leurs points d'intersec-
tion sont les sommets d'un parallélogramme ; donc — doit être le
même pour les deux droites de chacun des couples qui en forment les côtés opposés. Par conséquent deux des trois valeurs de À doivent donner
b 7 — ^acz=z o,
et cette quantité , qui est du second degré en À , devant alors diviser le premier membre de l'équation (i 3) , considéré comme polynôme du troisième degré en a , le quotient du premier degré que Ton obtiendra ainsi sera évidemment, ainsi qne le dividende
cd 1 -f- ae 7 — bde H-/( b 7 — 4 ac ) et le diviseur
b 7 — 4 flrc >
une fonction commensurable des coefficients A, B, C, . . . , A', B'. C, . . . , des équations données; il donnera donc pour > une valeur commensurable qui correspondra au système de sécantes non parallèles , c'est-à-dire aux diagonales du parallélogramme.
Quant aux couples de droites parallèles, l'équation de chacun d'eux sera de la forme
(19) 2û/4- bx-\-d±^d 7 — 4qf=o J
puisque b 7 — !±ac = o. Si les courbes sont concentriques, il vaut mieux déterminer X par la forme d'équation (17) que par la forme (i # 3). En effet, la relation
{bd—iae) 7 ,
—Tr 7 " ==H — 4*/>
b 7 — 4 ac
qui est vraie pour les trois racines de l'équation en a , fait voir que les deux valeurs de a qui annulent le dénominateur b 7 — ^ac,
donnent aussi
bd — 2û? = o;
comme ces deux expressions sont du même degré en a, elles ne doivent différer que par un facteur constant K. Soit donc
bd — 2 ae = K ( b 7 — 4 ac ) >
nous aurons
(bd — -zae)* V9fL , , N — ; 7 = K f (fc* — bac),
de sorte que l'équation (17) prendra la forme
K* ( b* — /jac) -h 4o/— d 2 _
Ta ~°'
après qu'on aura divisé le numérateur par b 7 — /±ac.
Il faut bien observer que, dans le cas des courbes concentriques, le numérateur de l'expression précédente doit être divisible par a = A -f- a à' : en effet, nous avons vu que, le polynôme cd 1 -f- ae 2 — bde -hf{b 2 — 4 ac ) étant divisé par b 7 — 4* r » donnait un quotient du premier degré en \ ; or ce quotient , qui est
représente par — - ^— ç ^-^ ? ne peut être du premier degré que si a divise le numérateur.
Gomme exemple de ce cas particulier, nous prendrons les équations
7/ a ~— 2&xy -f- 17 x 1 -+-6j — \^x 4- 3 = o,
qui sont traitées dans l'ouvrage de MM. Delisle et Gerono. Nous aurons , dans cette circonstance ,
a = 3-f-7A, b = — 2(7 -+- i3a), c=.8-h 17)., rf=a(H-3X), i? = — 2(4-h7A), /=3(i+a),
ce qui donnera *
bd— iae = io (aV+ 3a -h 1)
et
* 2 — 4<œ= ioo(3tX 1 -+- 3 a 4- i),
d'où Ton tire
(Ici Ton aurait K = -zi mais il vaut mieux calculer ce quotient directement.)
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On a aussi
Le quotient cherché sera donc
4(2aM- 3a 4-i)4-i6(3 a M-6a-|-2) _ i4aM- 27 a4-9 _ .
Tel est ce quotient du premier degré qui correspond aux diagonales du parallélogramme , et qui donne
quantité commensurablc , comme elle doit Terre.
Du reste, les autres valeurs de a seront aussi co m mensu râbles dans cette circonstance. Elles seront données par l'équation
b* — ^ac z= o , ou bien
qui a pour racines
i * ' a = — 1 et a =
Pour la première de ces valeurs, on trouve
( * ) 11 s'agit ici de trouver l'expression de 4 «/"— <P pour une valeur quelconque de / , car la relation
n'est généralement vraie que pour les valeurs de / qui résolvent les équations (i3) ou (-17).
On a vu que ces deux équations n'en fanaient qu'une : la seconde forme présente un numérateur du quatrième degré , mais elle a l'avantage de mettre en évidence les facteurs qui peuvent exister entre bd — aae et les quantités 4 a f — d* ou b* — h ac Si Ton découvre ainsi un facteur commun dans le numérateur, il donnera une racine de l'équation en X , à moins qu'il ne se réduise à a = A + iA', auquel cas il supprimerait seulement le dénominateur. Si pourtant , après cette suppression , le même facteur a se présentait encore , il donnerait cette fois une racine de l'équation en X.
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et l'équation (19) devient
ce qui donne
Pour l'autre valeur \ = 1 on trouve
yjd* — 4 */= iî «t y = — * — 1 ± 2.
En combinant ces couples de sécantes, on trouve les points communs qui ont pour coordonnées :
Le premier et le quatrième, le second et le troisième sont les sommets opposés du parallélogramme.
V. Nous indiquerons encore l'exemple suivant qui se rapporte au cas général où les courbes ont deux points communs :
(1) M = 4/* — I2JC/ -+- 17.»*-+- 8jr — 28a: — 20 = 0,
(2) M' =s * 3 — Zy — Sx -+- 4 =? o,
L = 3a, L s -f- io7L 2 -f-7o4L-f- 12288 = 0, T _, I0 7 * 9 33 7 , , 2103910
on trouve une seule racine* réelle; les calculs trigonométriques donnent, comme on Pa vu à la fin du n° 62,
t— -65,57865, et, par suite,
L = — ioi ,2453i 9 a = — 33,74844*
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L'équation (18) devient alors
En combinant ces • équations avec l'équation (2) qui est ici la plus simple, on reconnaît que le signe — donne une intersection réelle-; donc il est inutile d'essayer le signe -+• qui ne donnerait que des points imaginaires , puisque \ n'a qu'une valeur réelle : l'équation de la corde commune est donc
Sx = — 8,28.r-+- 10,9167.
La combinaison avec l'équation (2) donne pour coordonnées dt*s points cherchés
£' = 1,5)4, r' = — 0,6459 et x"=z — o,o5, y" =1,41 37%
68. Usage des Tables. — Les questions précédentes nous montrent que l'on emploie souvent les logarithmes même dans des questions qui paraissent d'abord ne pas en dépendre : nous croyons donc pouvoir donner sur l'usage des Tables quelques avis qui peutêtre sembleront puérils, mais dont l'application et, par suite, l'utilité se présentent à chaque instant.
I. Quand on cherche le logarithme d'un nombre composé de plusieurs chiffres, on sait que les Tables de Callet donnent immédiatement ce logarithme pour les cinq premiers chiffres, et même pour les six premiers, quand ces chiffres sont compris entre 1 00000 et 108000 : on sait aussi que l'augmentation du logarithme, due à un -chiffre de plus, se trouve dans la dernière colonne , qui est celle des différences. Mais on peut souvent obtenir l'accroissement dû encore à un autre chiffre ou même à deux autres chiffres.
Soit, par exemple, à chercher le logarithme de 185,02769: la caractéristique sera 2, puisqu'il * y a trois chiffres entiers; ensuite, les cinq premiers chiffres i85o2 donnent 2,2672187. La différence la plus rapprochée est 235, qui donne, pour le chiffre suivant 7, l'accroissement i65. Maintenant, pour calculer l'augmentation due au 6 qui vient après, nous remarquerons
qu'elle sera dix fois moindre que si ce chiffre exprimait des unités de Tordre immédiatement supérieur, auquel cas cette augmentation serait i4 ' dont le dixième est i4? 1 ; nous ajouterons donc 14 pour tenir compte du 6. Enfin le 9 donnera un accroissement cent fois moindre que s'il exprimait des unités cent fois plus grandes ; nous prendrons donc le centième de 212, ou bien 2 , 12, et nous ajouterons 2 pour tenir compte de 9. Les autres chiffres, s'il y en avait encore, ne pourraient influer sur le logarithme; voici donc le tableau du calcul :
Soit encore à chercher le logarithme de 10128,3647 ; comme
les premiers chiffres sont compris entre 1 00000 et 108000, on
aura ce logarithme avec huit décimales. Le logarithme de 10128,3
étant 4>°°553656, on obtiendra, comme ci-dessus, le tableau
suivant :
4,oo553656
pour
17 pour 4
3 pour 7
II. II faut maintenant résoudre le problème inverse, c'est-àdire : Étant donné un logarithme, trouver le nombre correspondant avec le plus de chiffres possible.
Soit 2,2672368 le logarithme proposé; la partie décimale qui s'approche le plus en moins de 2672368 est 2672187 qui donne le nombre i85o2, et la différence est 181, comprise entre les nombres i65 et 188, dont le premier donne 7 et l'autre 8 : mais nous prendrons le chiffre 7 et nous retrancherons i65 de 181 , le reste est 16. Cherchons parmi les nombres de trois chiffres écrits aux différences, celui dont les deux premiers s'approchent le plus
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en moins de 16; nous aurons ainsi le nombre 14 pour les premiers chiffres de 1 4 1 9 ce qui donne le chiffre 6. Enfin , retranchons i4 de 16 9 il reste 2 : cherchons parmi les différences de trois chiffres celle qui commence par 2 ; nous trouverons 9 pour dernier chiffre du nombre. Voici le tableau du calcul :
Ainsi le nombre qui a pour logarithme 2,2672368 est 183,02769. Soit encore le logarithme 3 ,674839$ ; celui des Tables qui s'en approche le plus en moins est 6748336 qui correspond à 47297. La différence est 59 qui donne le chiffre 6 pour 55 : retranchons 55 de 59, il reste 4 > compris entre 3,7 et 4,6; le premier de ces deux nombres donne le chiffre 4 > et le second le chiffre 5. Donc, d'après le tableau suivant ,
le nombre correspondant au logarithme cherché est 4729,764* Ici les différences n'ayant que deux chiffres ne peuvent donner au nombre que deux chiffres nouveaux.
III. Les logarithmes des nombres plus petits que l'unité sont négatifs, maison évite toujours l'emploi des logarithmes entièrement négatifs, et Ton cherche à faire en sorte que leur caractéristique seule soit négative et que la partie décimale soit positive : cela tient à ce que Ton ne trouve dans les Tables que les parties décimales positives des logarithmes.
APPLICATIONS MATHEMATIQUES. l65
Ainsi, cherchons le logarithme de— ; nous devons retrancher
le logarithme de 3 de celui de 2 : mais comme le résultat serait négatif, nous ajouterons au logarithme du numérateur assez d'unités pour que la soustraction puisse se faire ; ensuite nous mettrons ce nombre d'unités en caractéristique négative* Dans l'exemple actuel , il suffira d'ajouter 1, ce qui donne
h L 2 = 1 ,3oio3oo L 3 = o
Lr=J ,8239087
IV. L'extraction des racines présente quelque diHiculté, quand la caractéristique négative n'est pas divisible par l'indice de la
racine. Ainsi supposons que Ton demande i/- ; il faudra pren-
dre la moitié du logarithme de - 5 ce qui sera embarrassant, puisque — 1 n'est pas divisible par 2. 11 faut alors ajouter assez d'unités pour que la caractéristique soit divisible par l'indice du radical; puis, par compensation, on ajoutera positivement autant d'unités qu'on en a introduit négativement ; ainsi l'on posera, en ajoutant et retranchant 1 :
,91 19543 = Ly|
et 1/ ~ = 0,816496.
V. Le complément logarithmique d'un nombre, c'est-à-dire le reste que Ton obtient en retranchant de to le logarithme de ce nombre, est facile à obtenir, car tous les chiffres de ce complément s'obtiennent en retranchant de 9 le chiffre correspondant du logarithme y excepte le dernier à droite que l'on retranche de io. Les compléments sont employés pour changer en additions les soustractions de logarithmes que l'on peut avoir 11 faire ; seulement
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il faudra retrancher de la somme autant de fois 10 que l'on a pris de compléments: c'est ce que Ton fait, par exemple, dans la formule qui donne
L tang - A
en fonction des côtés du triangle.
VI. Pour écrire promptement les logarithmes sans les copier chiffre par chiffre , il est bon d'observer la manière dont ils sont disposés dans la Table : un logarithme de sept chiffres est divisé en deux groupes, le premier de trois chiffres, le second de quatre, qu'il faut énoncer séparément et écrire successivement. Ainsi le logarithme de 364 12 est égal (sauf la caractéristique) à 56 12445 : les trois premiers chiffres 56i, communs à plusieurs autres logarithmes, se trouvent au moyen des quatre premiers chiffres du nombre, et les quatre derniers 2445 se trouvent par le chiffre 2 écrit en haut et en bas de la page. On énoncera donc le logarithme de la manière suivante : cinq cent soixante et un, deux mille quatre cent quarante- cinq; de cette façon deux lectures suffiront pour transcrire le logarithme.
Pour les lignes trigonométriques , les chiffres sont groupés d'une manière un peu différente. Si l'on cherche , par exemple , le logarithme — sinus de 16 ^1' 20" , remarquant que la caractéristique 9 est généralement connue d'avance, nous ne nous occuperons que de la partie décimale que la Table présente disposée ainsi qu'il suit : 458i4-63, et nous l'écrirons facilement au moyen d'une seule lecture, en énonçant : quarante-cinq mille huit cent quatorze , soixante-trois.
VII. Relativement aux lignes trigonométriques , nous rappellerons encore un principe bien connu , mais qu'on est porté quelquefois à négliger par distraction : c'est que les corrections pour les lignes inverses, le cosinus et la cotangente, doivent se faire par soustraction, et non par addition, comme pour les lignes directes, le sinus et le cosinus.
VIII. Enfin , nous remarquerons que la Table donne les logarithmes de seconde en seconde pour les sinus et les tangentes de o à 5 degrés, et pour les cosinus et les co tangentes de 85 à go de-
grés, ce qui est nécessaire pour les arcs rapprochés des extrémités du quadrant, quand on a besoin d'une grande précision.
On n'a pas mis dans la Table les logarithmes des tangentes de 85 à 90 degrés, parce qu'il est facile do les obtenir au moyen des cotangentes ; en effet , la relation
tanga cota z= i donne
L tang a = 30 — L cot a ;
tout se réduit donc à prendre un complément.
Si Ton demande le logarithme de la tangente de 86 e 35' 44"> on cherchera le logarithme de sa cotangente, qui est égal à 8, 7754^85, et on le retranchera de 20 , ce qui donnera
On n'aura même pas besoin d'écrire 8,7754285, on se contentera de lire ce logarithme dans la Table et de prendre le complément de chaque chiffre.
On trouvera de même les logarithmes des cotangentes des an • gles de o à 5 degrés au moyen des logarithmes de leurs tangentes.
Quant aux logarithmes de seconde en seconde pour les cosinus de o à 5 degrés et pour les sinus de 85 à' 90 degrés, on ne les trouve pas dans la Table; mais il aurait été inutile de les mettre, parce que les différences qui leur correspondent sont très- }>etites et que les variations de ces quantités sont peu sensibles , même dans les Tables ordinaires de 10 en 10 secondes. Aussi la proportion ne peut-elle donner les angles correspondants avec la précision que Ton obtiendrait si ces différences étaient plus considérables : les Tables de 10 en 10 secondes suffisent parfaitement dans ces circonstances.
C'est pour cela que nous avons déjà fait observer au n°S2, que l'usage des sinus était plus avantageux que celui des cosinus pour les arcs très-petits, et celui des cosinus pour les arcs trèsprès de 90 degrés.
IX. Voici quelques corrections à faire aux Tables de Callet; les fautes que nous signalons ici, d'après les Nouvelles Annales de Mathématiques (Mars 1857), sont dans l'édition de 1827 et les
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suivantes , quoiqu'elles ne se trouvent pas dans celle de 1 79$ :
Lsin i°4 7 '54" L sin 4 • 38 . 1 L cot 1 3 . 3o . 5o Lcot 4^.25. o
lisez :
Règle de Guldin
Nous terminerons les applications mathématiques par l'énoncé de cette règle , qui consiste dans l'ensemble de deux théorèmes que l'on trouve démontrés dans la plupart des ouvrages de Mécanique ou de Statique , et qui permettent souvent de calculer avec une grande facilité les surfaces ou les solides de révolntion.
Une surface de révolution a pour mesure le produit de la ligne génératrice par la circonférence que décrit le centre de gravité de cette ligne.
Un solide de révolution a pour mesure le produit de la surface génératrice par la circonférence que décrit le centre de gravité de cette surface.
Considérons, comme application très-simple , l'anneau 1 engen- Fig. a3. dré par le cercle de rayon AC = R [fi g» 23)
et tournant autour de l'axe A' B' situé à la distance CC — d. La surface de cet anneau sera
S= 2 7rR.27r<i ou bien S = 4w*R^
et le volume sera
V = ttR j znd ou bien V=2tt 2 R j </.
Quand un contour a un centre , il est clair que c'est à la fois le centré de gravité de ce contour, curviligne ou rectiligne, et aussi celui de la surface terminée par ce contour. Mais le centre de gravité d'un contour quelconque n'est pas toujours celui de la surface qui s'y trouve terminée ; par exemple , le centre de gravité de la surface du triangle est au point de concours des médianes et au tiers de chacune d'elles, à partir de la base ; tandis que le centre de gravité du contour d'un triangle est le centre du
cercle inscrit au triangle que Ton obtient en joignant les milieux
des côtés du triangle donné.
Nous nous arrêterons sur une difficulté qui se présente dans la
mesure des surfaces de révolution quand Taxe de rotation est un
des côtés du contour.
Considérons, par exemple, un hexagone régulier [fig. 24 )
tournant autour d'un de ses côtés AB, et cherchons la surface engendrée par le reste du contour BCDEFA, car AB ne tournant pas n'engendre aucune surface. On pourrait l'évaluer en cherchant le centre de gravité de ce reste de contour et y appliquant la règle de Guldin ; mais je dis qu'il suffît de prendre le centre de gravité O du contour to* tal , la distance de ce point à Taxe AB étant
OM = - Y ^ , si nous représentons par c le côté de l'hexagone
régulier, et de multiplier le contour total 6 c par OM, de sorte que
S = 6ttc* ^3.
Pour le démontrer, imaginons que le contour tourne autour d'un axe A' B' parallèle à AB , à une distance MP = d. La surface engendrée par le contour total sera, d'après la règle,
a ( c fi J\
OC.2.7T I — h« 1 ?
mais si nous retranchons la surface engendrée par le côté AB , c'est-à-dire le cylindre cind, la surface cherchée sera
.2ir f -
Alors, si l'on suppose d = o, pour revenir au cas que l'on considère, il reste
comme ci-dessus.
Il faut donc compter le côté qui est sur l'axe, comme faisant partie du contour.
DILATATIONS
67. La dilatation des corps par la chaleur nous présente, ainsi que nous l'avons annoncé au commencement de cet ouvrage, une des applications les plus utiles et les plus fréquentes des principes que nous avons posés , et surtout de la formule approximative
que nous avons reproduite de diverses manières.
I. On sait que beaucoup de corps , tels que les métaux , le verre, etc., ont une dilatation proportionnelle, du moins entre certaines-limites de température , aux degrés du thermomètre ordinaire à mercure , ou même à ceux du thermomètre à air dont les variations, quand elles sont corrigées des variations de la pression atmosphérique, paraissent tenir seulement à la quantité de chaleur et être indépendantes, à très-peu de chose près , delà nature du gaz dilaté.
Si l'on élève d'un degré la température de l'unité de longueur d'un corps, la quantité k dont s'allonge cette unité s'appelle le coefficient de dilatation linéaire de ce corps ; cette définition suppose, comme nous l'avons indiqué, que cet accroissement ne varie pas entre certaines limites , c'est-à-dire qu'il est le même de o à i degré, de c à 2 degrés, de 10 à 1 1 degrés, etc.
Comme l'accroissement est évidemment proportionnel à la longueur initiale à zéro , que nous appellerons a , cet accroissement sera ak pour une élévation d'un degré de température; d'après la supposition que nous avons faite , il sera aussi proportionnel au nombre de degrés , en sorte que de o à t degrés il
sera aht. Donc , enfin , la nouvelle longueur A à t degrés sera a -f- aht ou bien A = â(i-f-£f).
On en conclut
at
ainsi, le coefficient de dilatation linéaire se mesure en divisant V accroissement de la longueur par le produit de la longueur initiale et de l'accroissement de la température* Une autre température t* donnera
A'=a(i-+-*f')> d'où
A' _ 1 -f- M K """ I -f- ht '
Mais ici appliquons les principes du premier chapitre, nous poserons
ht
= 1 — ht,
car le coefficient h est toujours une quantité très petite ; de plus , dans le produit
(h-aO(i-*0>
négligeons encore le carré de h , et ce produit deviendra
d'où enfin
On en conclura
ce qui rentre dans la définition précédente.
II. De même , soit c le coefficient de dilatation cubique d'un corps, c'est-à-dire l'accroissement que prend l'unité de volume de ce corps quand la température s'élève d'un degré, soient c le volume à o degré, V le volume à t degrés; nous aurons
Soit encore V le volume à tf degrés; nous aurons aussi
v _ 1 -+- ce
V ~~ 1 4- et ' ou , par approximation ,
Nous remarquerons même qu'aucune de ces deux, formules n'étant physiquement exacte, il n'y a pas lieu de considérer l'une plutôt que l'autre comme rigoureuse ou comme approximative. Cette dernière formule, qui donne
permet de dire que le coefficient de dilatation cubique a pour mesure l'accroissement de volume divisé par le produit du -volume initial et de l'accroissement de température.
Considérés à ce point de vue , les coefficients de dilatation ne sont autre chose que des nombres abstraits qui représentent la fraction dont s'accroît le volume ou une dimension d'un certain corps quand la température s'élève d'un degré. Mais il est surtout important devoir que, pour un même corps, le coefficient de dilatation cubique est triple du coefficient de dilatation linéaire.
Pour le démontrer, considérons un cube formé d'une substance homogène, ou du moins se dilatant également de toutes parts, ce qui n'arrive point , en général , pour les corps cristallisés , qui n'ont pas la même densité dans toutes les directions de molécules ; élevons ce cube de o à 1 degré; son côté, qui était égal à l'unité, deviendra 1 -4- / : ainsi la fraction k , considérée comme nombre abstrait, représentera le coefficient de dilatation linéaire.
Quant au coefficient de dilatation cubique, il s'exprimera, comme nous venons de le voir, par
nombre abstrait qui s'exprimera par
(! + /.)*_ 1 = 3* + 3*'-r-Jr 3 ,
mais, h étant très-petit, on négligera k l et X- 3 , ce qui donne
On verrait de même que le coefficient de dilatation superficielle, dont on fait peu d'usage, est double du coefficient de dilatation linéaire.
III. Relativement à l'augmentation de volume d'un liquide , il faut considérer la dilatation apparente et la dilatation absolue.
Comme un liquide est nécessairement contenu dans un vase de forme quelconque , et qui se dilate aussi par la chaleur, il est clair que Ton observe seulement la dilatation apparente de ce liquide, c'est-à-dire l'excès de sa dilatation réelle sur celle de l'enveloppe, de telle sorte que , si toutes deux étaient égales, il semblerait que le liquide ne se dilate point. Pour observer la dilatation absolue du liquide, il faudrait un vase incapable de se dilater ; cependant Dulong et Petit sont parvenus à la mesurer, d'après ce principe, que les hauteurs d'un même liquide dans deux vases communiquants sont indépendantes du diamètre de ces vases, et tiennent seulement aux températures où l'on maintient chacun d'eux, à cause des variations de densité.
Il semble évident que la dilatation absolue est égale à la dilatation apparente , plus celle de l'enveloppe , et c'est ainsi, en effet , que l'on pose la relation entre ces quantités ; mais il faut bien voir que.ee n'est qu'une égalité approximative , et que l'on est conduit d'abord à une équation un peu plus compliquée.
En effet, soit i le volume initial du liquide à t degrés, et soit c sa dilatation apparente de t degrés à t' degrés , cette augmentation de volume sera mesurée au moyen des divisions du vase, auquel nous supposerons la forme d'un tube thermométrique; mais le volume de chacune de ces divisions se sera accru dans la proportion de
donc le volume absolu du liquide sera augmenté dans le rapport de
i à (i + c)(i-fc'r'-/)=i+c+c'(f / -r)+cc'(^--r). Soit donc G la dilatation absolue; nous aurons
mais il faut pour cela négliger le produit ec f 9 d'après le principe du n° 2.
Ici <? est le coefficient de dilatation de l'enveloppe, mais c etC ne représentent que les dilatations apparente et absolue du liquide dans l'intervalle de t degrés à /' degrés. En effet, il existe peu de liquides qui partagent avec le mercure la propriété de donner, dans une échelle thermométrique assez étendue, des indications proportionnelles à celles du thermomètre à air. On sait même que l'eau présente le phénomène bizarre d'un maximum de densité ; ainsi les liquides n'ont point, en général , de coefficient de dilatation.
On a cru longtemps que la dilatation de tous les gaz était nonseulement proportionnelle, mais encore égale à celle de l'air. M. Regnault a vu qu'il n'en était pas tout à fait ainsi; mais la différence est si petite, que Ton peut, sans erreur sensible, prendre pour tous les gaz et toutes les vapeurs le même coefficient de dilatation cnbique
a = o,oo366. . . .
On a donc, de o à 100 degrés, la dilatation
i oo a = o , 3666 , . . = — - 5
puisqu'il s'agit d'une fraction périodique.
IV. Cherchons, d'après cela, à calculer une hauteur barométrique , en tenant compte de la dilatation du mercure et de celle de la règle sur laquelle sont tracées les divisions. Soient h la hauteur observée et c le coefficient de dilatation cubique absolue dit mercure ; afin de réduire la hauteur à ce qu'elle serait pour la température zéro, observons que h est trop grand à la température actuelle f^>o, puisque la densité du mercure est plus faible qu'à zéro, et comme la hauteur varie en raison inverse de ia densité et directe du volume , il faut diviser h par i -+• et. Du reste, nous prenons la dilatation absolue, parce que le diamètre du tube ne fait rien à la hauteur.
Mais soit k le coefficient de dilatation linéaire de la règle, il est clair que les divisions lues à t degrés, étant plus grandes qu'à
zéro, valent un plus grand nombre de ces divisions à zéro ; il faut donc multiplier par i -h ht, ce qui donne pour la véritable hauteur
ï -f- et ou plutôt
On trouve dans les Traités de Physique-
c = 0,00018024 de o à 5o degrés , et
en admettant que la règle soit en laiton ; alors
Supposons que l'observation ait donné
à = 76 cm > 3 et f = i8°,7,
nous trouvons que la correction est égale à — o ,23 , ce qui donne
À'=76 cm ,o7.
MESURE DES HAUTEURS PAR LE BAROMÈTRE
68. Soient D la différence de hauteur, c'est-à-dire la distance verticale de deux endroits de la terre , T et t les températures à ces deux stations , H et h les hauteurs barométriques correspondantes, ramenées, comme nous venons de le faire, à zéro; on trouve, par des considérations qui ne peuvent trouver ici leur place, la formule
D = i83 9 3 m .ri^2iI_±i.n(L.H-- # L.^).
Ici, L.H et h. h indiquent, comme d'habitude , les logarithmes ordinaires de H et de A.
Il faudrait tenir compte des latitudes des stations , mais le facteur qui en dépend est très-près de l'unité et se néglige d'ordinaire.
D'après les principes établis dans le second chapitre, nous avons simplifié cette formule de manière à éviter l'emploi d'une Table de logarithmes.
. Soit M le module connu égal à o,434 2 9» • • > nous savons que
• L.H — LJi = L~ = M.l5.,
le signe 1 indiquant, comme on Ta vu, les logarithmes hyperboliques.
Posons
nous en concluons
*4-rf 5 — d H .s + d H ±= ? A = et 1 — = 1 ,t
ou encore
Prenons maintenant les for mules, approchées du n° 28; elles nous donneront , dans la circonstance actuelle ,
et enfin
d pourvu que - soit suffisamment petit.
Nous pouvons donc poser
ce qui donne
on trouve 18393 . 2 M égal , à peu près, à 15976 , que nous remplacerons par le nombre rond 16000, et nous aurons enfin la for*
APPLlCAfiOWS PHYSIQUES. 1 77
mule simplifiée
D =,6ooo-r,+ 2 { T+ 'n.fc^y
On peut surtout se fier à cette formule pour les hauteurs inférieures à 1000 mètres, à cause de la petitesse de H — h. Si, d'ailleurs, nous avons pris le coefficient par excès en changeant 18976 en 16000, c'était pour augmenter la valeur de D, que nous avions diminuée en ne conservant que le premier terme de la série complète
-;^=>[7-4(?HC-)'-y
Pour vérifier notre formule simplifiée par sa comparaison avec la formule ordinaire , nous prendrons l'exemple suivant :
qui donnera, par la formule ordinaire,
D = 696 ra ,33 ,
et, par la formule simplifiée,
un peu en excès. L'accord est donc bien suffisant.
Quelle que soit la v formule employée * l'expérience est trop délicate par elle-même pour donner les hauteurs à un mètre près.
DE L AIR
69. Pour connaître la densité d'un corps, on cherche son poids et le poids d'un même volume d'eau , lequel sera égal , d'après le principe d'Archimède , au poids du corps dans l'air ou plutôt dans le vide, moins le poids du corps dané l'eau. Ces deux éléments étant obtenus par un procédé quelconque , la densité est le quotient du premier poids par le second ; mais il faut corriger ce résultat du poids de l'air déplacé.
Soient P le poids du corps dans l'air, P' son .poids dans l'eau ,
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et D = - — =p î soient encore p le poids réel du corps, supposé
pesé dans le vide, d sa densité véritable et a celle de l'air par rapport à l'eau : nous avons
car £ représente le volume du corps et -a le poids de l'air déplacé. Nous pouvons donc poser encore
De même , P — P' sera la différence du poids réel de l'eau , ^ r
et du poidf d'un égal volume d'air, ^a ; nous avons donc
et , par conséquent ,
On en conclut
D(l — «) = d— a et
rf=D(i-a)-f-a = D-a(D-r) (*).
On voit donc que la correction qu'il faut apporter à la densité du corps pour tenir compte de celle de l'air est égale à
L'expérience a donné à peu près
a = o,ooi3.
Cette valeur
rf=D — a(D — i)
a donc été obtenue sans rien négliger ; mais supposons qu'on ait voulu appliquer à la formule
( * ) C'est la densité du corps à la température commune de t deux pesées.
les principes du premier chapitre , on aurait décomposé de la ma* nière suivante :
I' — a 1 — a Mais , a étant très-petit ,
= <*(H-a) et = a (i + *) = *:
donc
D =d(x -ha) — a
et, par suite,
I-t-tf l -h a i-f-a Or
— — =Dfi — a) et __==«(,_-*—«; I -t~ a I -+- a
d'où enfin
Ainsi le résultat obtenu par deux approximations successives est celui qui avait été déjà trouvé d'une manière rigoureuse.
Nous avons indiqué ce calcul comme un fait curieux , que l'on aurait pu prévoir dans la circonstance actuelle , mais qui montre que les erreurs se compensent quelquefois de manière à donner un résultat exact ; cependant on ne doit pas espérer qu'il en soit de même dans tous les calculs d'approximation.
On peut aussi demander le poids réel p. Il est clair que le poids réel de l'eau déplacée sera la différence entre le poids du corps dans le vide et son poids dans l'eau ; il sera donc égal à p — P'; donc
sera le poids d'un égal volume d'air, ce qui donne
d'où
/>(i — «) = P — P'« et p -=
is
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On peut simplifier ce résultat par l'approximation, en posant
I — a i — a ou , à peu près ,
/> = P(H-a) — P'« et enfin
Ainsi la correction est égale à
I' Nous allons chercher la diminution que la lune peut
apporter à la pesanteur d'un corps situé à la surface de la terre,
dans les circonstances les plus favorables pour* cette diminution,
c'est-à-dire quand la lune L est au zénith de ce
point M de la terre [fig. 25).
Soient C le centre de la terre f d la distance LC
de» deux centres , et représentons par L l'attraction
de la masse de la lune sur la molécule M , à l'unité
^ de distance : l'attraction à la distance LM = d — r
sera, en représentant par rie rayon de la terre t
(d-rf
mais la diminution de la pesanteur doe à cette attraction ne sera que
L [(rf-r)' d>\
En effet, si fe point M était en C, l'attraction de la lune ne l'écarterait pas du centre de la terre , puisque les actions qui s'exercent en C tendent à entraîner ta masse entière de la terre, Cette diminution s'exprime encore par
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r Mais, comme - est très-petit, posons
ce qui donne
en négligeant ( -? 1
Donc
_ L 2r \ irh
o = — • — z- on o =
rf> rf rf 3
Comparons ce résultat avec l'attraction - qu'exerce la terre sur
cette même molécule , afin de voir dans quelle proportion le poids
d'un corps sera diminué , T étant de même l'attraction de la terre
sur la molécule à l'unité de distance.
Le rapport sera
2rL r 2 L r 3
rf 3 T T d*
Or
T~"84 l ; ' </~~6o' en prenant pour rie rayon maximum de la terre, c'est-à-dire le rayon équatorial. Le rapport est donc
Ainsi le poids d'un homme, que l'on peut supposer de 90720 grammes, sera diminué de
ou bien d'un centigramme ; c'est à peu près le poids d'jrn grain de blé.
( * XjC'estf le nombre le plus récemment adopté pour exprimer le rapport de la masse de la lune à celle de la terre.
II. Considérons maintenant l'attraction d'un pôle magnétique B sur un aimant très-petit ab (fig. 26).
Ce petit aimant , supposé mobile, se mettra en ligne droite avec Fig. 26. l'aimant B , de manière que son pôle aus-
! tral a soit tourné vers le pôle boréal B.
I Dans cette . position , les forces agissant
b I a B dans la direction commune des aimants se
retranchent l'une de l'autre, et la résul-
tante est égale à la différence entre l'attraction de B et de a , et la répulsion de B et de &.
Soit /l'attraction de B et de a> à l'unité de distance; soient OB = d et Oa = Ob = /, quantité très-petite par rapport à d: l'attraction de B et de a, à la distance Ba =r d — /, sera
{d-iy'
De même la répulsion de B et de b > à la distance Bb — d+l t sera
(d-hiy
parce que les deux pôles a etb ont la même force magnétique. La résultante sera donc
~ f u*-iy (<*+';•] <* 2 \ ll\
Nous aurons encore
HT (,+r ' )=,+7
d'après les principes d'approximation ; de même
IV d
1\ reste donc
,+ rf
I=LM nubien r = ^'.
III. Cherchons ensuite l * action mutuelle de deux aimants trèspetits ( fig. 27 ).
Ces deux aimants, supposés mobiles, s'arrangeront naturelle- Fig. 27. ment dans une position telle, que deux pôles
de noms contraires se regardent et que les aiguilles soient sur une même ligne droite a> (nous admettrons, comme dans le problème °' précédent, que les deux aimants sont si'
tués dans le même plan , qu'on peut supposer horizontal ).
Soit donc 00' = d {fig* 27 ) la distance des milieux de ces aiguilles, et soient ab = 2/, a' b' — il' leurs longueurs respectives , qui sont très- petites relativement à d; soit encore / l'action répulsive ou attractive d'un pôle de ab et d'un pôle de a' b\ à l'unité de distance; nous indiquerons par F l'attraction résultante, car il est évident que cette résultante sera attractive, puisque les pôles a et b' qui se regardent sont de noms contraires. Cela posé , les actions dues à b' seront
et celles de a'
ce qui donne ¥d 2
Pour calculer F, on est porté à remplacer, comme on l'a fait tout à l'heure, une quantité telle que
\-_ry
par 1 -+-
mais il serait facile de voir, et d'ailleurs nous le vérifierons bientôt, qae si Ton opérait de cette manière, tout ce qui a rapport à / et a t disparaîtrait. Cela tient à ce que , dans le développement rigoureux de toutes ces quantités, les termes de première puissance en / et V se détruiraient, et qu'il faut alors, ainsi qu'on l'a vu dans le n° 1 , recourir aux termes de seconde puissance.
Nous poserons donc , par la méthode des coefficients indéter-
minés
ce qui donne
ou bien
—1— = A + Bi + Ci",
i = (i + 2s + s*) (À + B« + Ce*)
e-f- C + 2B -h A On trouve donc
A = i, B = — 2, C — 4 + I = ° d'où enfin
Si donc Ton pose successivement
et C = 3,
et
If
on aura
Fd? »(/'-+-/) 3 (/* + /)*
2(/'-o 3 {v - ly ~ l 2 #—'
On voit que les termes du premier degré se détruisent , comme
nous l'avions annoncé, et qu'il reste, par une première réduction,
et enfin
Soit un pendule simple suspendu en O (./?£. 28), et que
Ton écarte en OB de la verticale OA pour le laisser ensuite osciller librement ; soient / le rayon OA de Tare qu'il décrit , g la gravité au lieu de la terre où Ton se trouve ; enfin soit AD = h la portion de la verticale interceptée par la perpendiculaire BD sur OA. Les Traités deMécanique donnent la formule suivante pour déterminer le temps T d'une oscillation, c'est-à-dire l'espace de
temps que met le pendule à tomber du point B pour se relever
de l'autre côté en B' à une hauteur AB' = AB :
/ i.3.5 \» (hy
Mais si l'arc AB est très-petit , la distance verticale h est ellemême très-petite par rapport à 7.1; on néglige non-seulement
ses puissances supérieures, mais aussi le rapport — - lui-même.
Alors le temps de l'oscillation est sensiblement indépendant de l'arc AB, pourvu que cet arc ne dépasse point 3 ou 4 degrés, et il reste la formule généralement connue
t =Vf
Pour donner un exemple de démonstration approximative,
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nous rappellerons le raisonnement par lequel on arrive à ce .résultat si important.
Soit E l'écart total , c'est-à-dire la longueur de Tare AB , il est
facile de voir que
AD
Tare AB pouvant être confondu avec sa corde : cela tient à ce que, si Ton joint le point B à l'extrémité G du diamètre^vertical , le triangle GBA est rectangle en B. Soit l'arc AM = e < E; on aura, à plus forte raison,
AP = —
si MP est perpendiculaire sur OA.
Or, quand un mobile tombe sur un plan incliné, hypoténuse d'un triangle ABC rectangle en A (nous n'avons point ligure ce triangle qu'il est facile de se représenter ) , ce mobile possède , après être arrivé de C en B à l'extrémité de l'hypoténuse a, la môme. vitesse que s'il était tombé le long du côté vertical CA = b ; en effet, on sait, par le parallélogramme des forces, que l'accélération g' dans le mouvement sur l'hypoténuse est diminuée dans le rapport de ce côté vertical b avec a, c'est-à-dire que l'on a
Mais, quand le mobile arrive suivant CA, sa vitesse en A est
i> = )[2gb; quand il arrive suivant CB , sa vitesse en B est
ce qui montre que
S)' = if.
Cela posé, comme l'arc BA et, en général, une ligne quelconque peut être considérée comme une suite de plans inclinés , on voit que la vitesse du mobile tombant de B en A sera la même que s'il était tombé de D en A.
Donc la vitesse de B au point A, c'est-à-dire la vitesse maximum , sera
V^'-s-Vf'
de même la vitesse de M en A sera
et celle de B en M sera
Cherchons à comparer cette vitesse variable à une vitesse constante.
Soit un cercle de rayon AB = E (Jig. 29); le mouvement os- Fi cillatoire du pendule pourra être remplacé
par une oscillation de B en B' sur lé diamè- M K 7 tre du nouveau cercle : or je dis que ce
mouvement correspondra à tin mouvement uniforme sur la demi- circonférence BDB',
avec la vitesse constante £
yfi-
En effet, soit pris sur la tangente en un point quelconque N, une vitesse mesurée par la distance
NR
sa projection NS sur AB se trouvera de la manière suivante ; soit AM a=r c, M étant le pied de la perpendiculaire abaissée du point N sur AB : nous aurons ,
JSS MN
NR AN
ce qui revient à
NS
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d'où l'on tire
NS
= J*1£_zl£).
c'est la vitesse trouvée au point M de la fig. 28.
Par conséquent, le temps T d'une oscillation sera celui que mettra un point mobile à parcourir la demi-circonférence
BDB' = 7T E avec la vitesse uniforme E \J j » ce qui donnera
et enfin
MIROIRS SPHÉRIQUES
72. La réflexion de la lumière sur les surfaces courbes, et en particulier sur les surfaces sphériques , donne encore lieu à beaucoup d'applications des formules approximatives. Nous allons en examiner quelques-unes des plus simples et des plus importantes, en joignant au calcul la construction géométrique des images, qui est indispensable pour avoir une idée nette de leur position.
I. Considérons d'abord un faisceau de rayons parallèles tom- Fig. 3o. bant sur une portion AM de miroir sphé-
rique concave (Jig. 3o). Soit OA celai de ces rayons qui passe par le centre O de la sphère ; menons arbitrairement par OA le plan de la figure , et soit dans ce plan un rayon SM qui rencontre l'arc de grand cercle AM en un point M très-rapproché de A. La normale, c'est-à-dire le rayon OM, faisant avec SM et avec OA l'angle / d'incidence , on sait que l'angle de réflexion OMF, compris aussi dans le plan de la figure, sera encore égal à i .
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Mais cet angle i étant très-petit, puisque M est irès-rapproctié
de A , je dis que le point F où MF rencontre OÀ est sensiblement
le milieu de ce rayon OA de la sphère.
En effet , soit FP perpendiculaire sur OM : nous remarquerons
que le triangle OMF est isocèle, puisqu'il a deux angles égaux >
donc
OP^a,
ia étant le rayon OM; par conséquent,
a = OFcos/ :
mais l'angle i étant très-petit , son cosinus est presque égal à l'unité , et il reste
OF = flr.
Aussi le milieu dû rayon de la Sphère parallèle à la direction commune des rayons lumineux s'appel le /oyer, parce que c'est là que se concentrent , pour les rayons voisins , la chaleur et la lumière émanées du soleil dont chaque point nous envoie des faisceaux parallèles, à cause du grand éloignement où nous en sommes.
II. Cherchons maintenant l'iihage d'un point lumineux quelcon- Fig. 3i. que P [fig. 3i). Joignons PO, qui
rencontre le miroir en A, le rayon OA de la sphère étant toujours égal à 2 a. Soit PM un rayon incident qui rencontre le miroir en M de telle façon que , dans le plan MPA de la figure, l'arc AM soit très- petit.
Ce rayon incident et le rayon réfléchi MP' font avec la normale OM le même angle i , et comme MP' est dans le plan de la figure , cette ligne coupera l'arc POA en un point P' ; il faut prouver que les rayons incidents qui s'écartent peu de l'axe ont des rayons réfléchis qui passent sensiblement en P'.
Nous avons l'angle
0=r/ + P et aussi P'=/-j-0,
donc
Comme tous ces arcs sont très-petits, nous pouvons les remplacer par leurs tangentes : la figure nous donne
n MN ^ MN . MN
ungP== Np' Uu ^ 0=z m' ^^np'
en appelant MN la perpendiculaire abaissée de M en N sur l'axe PA. Mais remarquons que nous pouvons aussi négliger la quantité AN par rapport aux distances NP , NO , NP', qui sont beaucoup plus grandes; nous pourrons donc remplacer, dans les dénominateurs des expressions précédentes, NP par AP=/?, NO par AO = 2a et NP' par AP' = /?'; nous remarquerons même que ce changement diminue la valeur des tangentes en augmentant leurs dénominateurs , et donne, par conséquent , une erreur en sens inverse de celle que Ton commet en prenant les tangentes à la place des arcs, puisque les tangentes sont plus grandes que les arcs.
Nous aurons donc, en supprimant le facteur commun MN, la
relation
— = ou bien — \ — = —
p r la la p p p' a
Nous aurions pu trouver directement, par un raisonnement
analogue, la position du foyer principal F; mais on la retrouve
comme cas particulier de la formule précédente , en supposant
p infini : il reste alors
Les points P et P' s'appellent foyers conjugués, parce que l'un d'eux est l'image de l'autre. En effet, la figure montre que, si V était un point lumineux , réciproquement son image se trouverait en P; la formule indique la même symétrie entre p et p\
On peut observer que ces foyers conjugués divisent fiarmomquement la droite AO, c'est-à-dire que l'on a
AP.OP' = OP.AP
En effet , cette équation revient à
ou bien
ap + ap' = pp\
ce qui n'est autre chose que la relation déjà trouvée
III. Cherchons maintenant l'image, non plus d'un point, mais d'un objet, tel que la flèche SP (Jig. 32).
Pour cela, nous commencerons ,par démontrer que l'image
Fig. 32. d'une droite est une droite parallèle à
/ l'objet quand l'angle &> , sous lequel ,
/ du centre de la sphère, on verrait cet
objet, est suffisamment petit ; nous sup-
poserons aussi que le plan, mené par
\^^ le centre de la sphère perpendiculai-
\ rement à la droite, coupe cette droite
sur l'objet lui-même en un point P ; alors l'axe sera POA , et soit S
le sommet de la flèche, nous aurons l'angle
SOP =
sous lequel nous verrons l'objet ou du moins la portion d'objet SP. Nous avons vu comment on déterminait sur l'axe l'image du point P, au moyen de la formule
Nous pouvons aussi chercher directement l'image de S , en joignant SO, prolongé jusqu'au miroir en B, et divisant harmoniquement le rayon OB , relativement au point S , ce qui se fera par
la formule
-4--T = -> s sr a
dans laquelle
BS=\y et BS' = j'.
Maintenant du point S' abaissons sur l'axe la perpendiculaire S' P 7 , il faut prouver que le pied P' de cette perpendiculaire est l'image du point P.
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/ Le triangle SOP donne . * y OP = OScosoi,
ou bien 9 puisque « est très-petit,
OP = OS
c'est-à-dire
p — sta = s — 7.a ou encore p = s.
De même le triangle OP 7 S' donnera
OP' = OS', ce qui revient à
AP'=r/.
Par conséquent, la formule
devient
ce qui , par comparaison avec
p p' a donne
AP' = /
Ainsi r image de la droite SP est une droite parallèle S' P'.
On peut aussi comparer la grandeur de l'image à celle de Fob*
jet. Soient
SP = A, S'P'=A
les triangles semblables SOP, S'OP' donnent la proportion
p — 2tf
car h et h' sont ici de signes contraires , et la figure donne
OP=/> — au, OP' = za—p':
ot la formule
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nous donne aussi
i i i p — a . ap
- = = £ et p' ——£—,
p' a p ap p — a
d'où
2a — p » — : 2fl — = =
par conséquent ,
Si donc /> > 2a, on trouve
ainsi, quand l'objet est au delà du centre, l'image est plus petite que l'objet.
Dans le même cas , nous remarquerons que l'image est toujours comprise entre le centre O et le foyer F. D'abord, P' ne peut être contenu entre le miroir et le foyer, car il en résulterait
p' <C^a et positif, ce qui donnerait
P a on aurait donc, par la formule connue,
- <" o ou /?<o,
ce qui est contre l'hypothèse , puisque nous comptons les quantités positives de A vers O. Ensuite
en effet, la formule
dans laquelle nous supposons
o> 2 a et, par suite, -<" — ,
p za
nous donne
ou bien
p' la
et
p' <^ia.
Si l'objet passe en S' P', l'image revient en SP ; ainsi, réciproquement, quand V objet est en deçà du centre, l'image est plus grande que l'objet.
Enfin , si nous supposons p < a , nous avons p' négatif et h' positif, c'est-à-dire que l'image est droite au lieu d'être renversée, et virtuelle ou située de l'autre côté du miroir. Alors ce ne sont que les directions des rayons lumineux et non ces rayons euxmêmes qui concourent sur cette image.
IV. Il nous reste maintenant à indiquer comment on peut construire, d'une manière très-simple, les images i celles et virtuelles. Pour construire l'image du point S [fi g- 32), il suffit de connaître la direction de deux rayons réfléchis : nous choisirons d'abord le rayon SB qui passe par le centre et qui est réfléchi suivant lui-même, et ensuite le rayon SM, parallèle à Taxe et qui donne, comme nous l'avons vu, un rayon réfléchi passant par le foyer principal F. Le point S', image de S , sera donc placé à la rencontre des droites SO et MF; enfin on abaissera S'P' perpendiculaire sur l'axe.
Nous avons vu que, réciproquement, si S' P' est l'objet, SP sera l'image : donc, en appliquant la construction précédente, si nous menons S' M' parallèle à Taxe, et si nous joignons M' F, cette droite devra passer au point S ; nous obtenons ainsi une vérification pour reconnaître si w est trop grand.
Si l'objet est entre le foyer et le miroir, on obtient par la même construction (fig. 33) une image virtuelle S'P', droite et plus grande que l'objet , - comme le prouve la comparaison des triangles OS P, OS'P'.
Fig. 34.
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Enfin, dans un miroir concave [fis- 34) y te foyer F est virtuel, et l'on n'aura jamais d'image réelle. La construction nous fait donc trouver l'image S' P' droite, virtuelle et plus petite que l'objet, comme l'indiquent les triangles OSP, OS' P'.
MILIEUX RÉFRINGENTS ET LENTILLES
73. Nous allons indiquer maintenant les solutions analogues pour les problèmes relatifs à la réfraction ; mais nous aurons soin de compter toujours les quantités positives dans un même sens et les quantités négatives dans l'autre sens, à partir du changement de milieu : c'est une attention que l'on néglige d'ordinaire dans cette circonstance.
I. Considérons la surface sphérique AM (fig. 35 ) dont le centre FÛT 3^>- estC, et qui sépare deux milieux
différents. Le moins réfringent, Pair par exemple, dans lequel se trouve le point lumineux P, est du même côté que le centre, c'està-dire du côté de la concavité. Nous admettrons , pour fixer les idées , que l'autre milieu soit le verre.
Menons le rayon CP, qui rencontre la sphère en A, et représentons le rayon CA par R ; du point P imaginons un rayon lumineux quelconque PM, pourvu cependant que l'arc AM soit suffisamment petit; ce rayon se réfractera suivant MR , en se rapprochant de la normale MC, et la direction prolongée du rayon réfracté viendra couper l'axe en P,; nous poserons
AP=/>, AP l =/>,,
et les données que nous avons prises ont l'avantage de rendre R, p et fi tous trois positifs.
L'angle d'incidence est
; = cmp
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et l'angle de réfraction
/ = CMP, ;
mais comme ces angles sont très-petits, au lien de la formule
connue
sin i = n sin r,
nous pouvons écrire
i = nr,
Nous avons, du reste,
P = C -+■ i et P, = C -+■ r.
La première égalité devient
P = C-4- /?/- = C-f- *(Pi — C) = iïP, — (« — i)C,
d'où Ton tire
Si le point lumineux P avait été placé au delà du centre, P, aurait toujours été compris entre C et P ; cependant la figure aurait été un peu différente, mais le résultat eût été le même, comme il serait facile de s'en assurer directement.
En remplaçant les arcs très-petits P, , P et C par leurs tangentes, comme on a fait pour les miroirs, la formule
devient
Pi P R
II. Cette formule servira généralement à passer d'un milieu à un autre, et elle sera facile à modifier suivant les circonstances. Si la surface sphérique de séparation tourne sa convexité vers le point P, changez le signe de R, puisque C et P seront alors de côtés opposés du point A. Si le rayon lumineux passe du verre dans l'air, au lieu de passer de Fair dans le verre, changez n en
-} quant au signe de/?,, il sera déterminé par la formule ellen
même.
Supposons que l'image virtuelle trouvée en P, serve elle-même
d'objet , le rayon réfracte MR sortant du verre pour rentrer dans
l'air par une nouvelle surface sphérique de séparation convexe
vers P, ; il faudra faire à la fois les deux changements que nous
venons d'indiquer, ce qui donnera
Ici R' est le rayon delà nouvelle sphère; le point P,, qui tout à l'heure était l'image, doit être maintenant regardé comme l'objet, et la seconde image sera en P' (/îg. 36).
On voit qu'il s'agit de chercher le point P' où la ligne des deux
Fiv. 36. centres C et (Y est cou-
pée par la direction prolongée du rayon
émergent M'E à travers une lentille biconcave. Seulement, afin que les deux formules puissent coexister, il faut admettre, ainsi que pour les autres lentilles, que le point lumineux P est placé sur CC, et aussi que l'on peut négliger l'épaisseur de la lentille, puisque la réunion des formules suppose que A et A' sont confondus en un seul point.
La seconde formule devient
ou bien
Pi
n Pi
Ajoutons
la p remit»
re formule
n Pi
afin d'éliminer p t ,
il reste
On en conclut
donc p' est toujours positif, c'est-à-dire compte de A en C. Ainsi, dans une lentille biconcave, V image est toujours virtuelle. Le maximum de p' aura lien pour p =00 . Soit alors
AF = /i
ce maximum de //, on trouve
et la formule devient
Comme les rayons lumineux peuvent venir du côté de C' aussi bien que du côté de G, on conçoit qu'il existe un point analogue F' vers C, et comme les distances AF et A' F' sont égales, puisqu'elles sont données par la formule
H en résulte que les deux foyers sont à égale distance de la len~ tille, même quand R et R' sont différents.
Ici la lentille biconcave étant divergente, ces deux foyers principaux sont eux-mêmes virtuels.
ni. Pour passer à la lentille biconvexe, il suffît de changer les signes de R et de R' et la formule devient
en posant toujours (*) Dans la plupart des Traités de Physique, on écrit la formule de la
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Ici p = oo donne
foyer principal réel, où se réunissent la chaleur et la lumière du
soleil. '
Cette formule
donne
— ==- — - et / = ap p' p a a — p
On voit que p' est négatif et réel si a <^p, mais positif et virtuel si a^> p. Enfin , si az=z p, on trouve
résultat inverse de celui qui donne
p' z=z a pour p = oo •
En effet , les quantités p et — p' sont réciproques , c'est-à-dire que l'objet et l'image échangent leur position, comme pour les miroirs.
Si les deux centras des faces de la lentille étaient du même côté que le point lumineux , on aurait
La lentille serait divergente si R/> R , et convergente si R'< R. On sait, en général, qu'une lentille est divergente quand elle est • plus épaisse aux bords qu'au milieu, et convergente dans le cas contraire.
lentille biconvexe de la manière suivante :
mais alors il faut regarder p et p comme tous deux positifs , quand ils sont comptés de côtés opposés de la lentille, Du reste, p et — p' sont toujours symétriques dans notre formule.
Pour trouver la formule dans le cas où les deux centres sont du côté opposé au point lumineux, il suffit de changer les signes des rayons R et R', ce qui donne
Dans la première formule, R représente le rayon de la circonférence la plus rapprochée du point lumineux. C'est le contraire dans la seconde.
Si Tune des faces était plane, le rayon correspondant, R 7 par exemple, serait infini , et Ton aurait
ÏT = -
IV. Nous allons maintenant faire voir que, si Taxe de la lentille passe par l'objet, et si d'ailleurs cet objet est une ligne droite suffisamment petite et peu inclinée sur Taxe, l'image est une droite parallèle à l'objet.
Pour démontrer ce résultat, il n'est pas nécessaire de considérer la lentille elle-même, mais seulement le passage d'un milieu à un autre ; car la proposition étant établie pour un indice de réfraction quelconque, sera vraie pour le passage de Pair au verre , puis du verre à l'air, et se trouvera démontrée pour la lentille.
Du centre C de la surface sphérique qui sépare les milieux Fig. 37. [fig* 37), 'menez un plan perpen-
diculaire à l'objet SP, et ^qui coupe cet objet lui-même en P, parce que SP étant peu incliné sur l'axe de la lentille et rencontrant cet axe, les plans menés perpendiculairement à la direction de SP par les différents points de de l'axe, tel que C, rencontrent SP, ou du moins en passent à une distance très-petite.
Soit donc SP l'objet ou la portion d'objet perpendiculaire au rayon CA. = R, soit AP = /?; nous avons trouvé l'image du
point P par la formule
Pi P~~ R
dans laquelle ÀP = p, et n est l'indice de réfraction en passant de l'air, où est le point lumineux P, dans le verre terminé à la surface AM. Nous pouvons aussi chercher directement l'image de S en joignant SC prolongé jusqu'à la surface en B, et écrivant la formule
dans laquelle
BS = 5 et BS, = y,.
Maintenant du point S, abaissons sur CA la perpendiculaire S,P, ? il faut prouver que le pied P, de cette perpendiculaire est l'image du point P.
L'angle C des triangles CSP, CS, P, étant très-petit, on en conclura, comme dans le passage correspondant de Ja théorie des
miroirs,
CS = CP, d'où sz=p,
de même
CS, = CP, , d'où AP, = s t ;
donc la formule
devient
AP, p R
ce qui, par comparaison avec
donne
Ainsi, l'image de la droite SP est une droite parallèle Si P. D'après ce que nous avons vu au commencement de cet article, cette
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proposition est vraie , non-seulement pour le passage d'un milieu à un autre, mais pour l'image due à la lentille elle-même.
V. Pour reconnaître si l'image obtenue à travers une lentille est droite ou renversée, et si elle est plus grande ou plus petite que l'objet, il suffit généralement de considérer la construction géométrique de cette image telle que nous la ferons bientôt. Cependant nous allons établir ce rapport d'une manière générale.
Voyons d'abord ce qui arrive au passage d'un milieu à l'autre {fig. 37). Les triangles semblables CSP, CS,P, donnent
h_ __ CP __ R—p
SP = £, SP, = A
De plus, la formule
Pi P R
donne
Pi ~~ R P ~~ &P
et, par conséquent,
Pl ~BT+(n — i)p'
donc
R 2 — pK
* K R-h(/i — \)p et l'on trouve
Prenons toujours, comme nous l'avons fait jusqu'ici, l'exemple de la lentille biconcave ; l'image définitive sera A', et h x deviendra
l'objet. Nous prendrons /?,, — R' et - à la place de p, R et n.
La dernière formule devient donc
ht p x (\ \
Mais nous avons
Pi = *P
ce qui donne
h. — Hp[n- i) __ RR'-r-(*— i)/>(R + R')
h' - ' + [R -h (if - i) p] R' ~ R'[R -h (/* - i) P ]
et enfin , puisque
h _R + (/i- i)p hi" R '
on trouve
h _ RR'-h(/f— i)p(R + R') £' "" RR' '
ou bien
ce qui revient à
Cette formule fait voir que , pour la lentille biconcave , l'image sera toujours virtuelle, puisque le rapport 77 étant positif, cette
image sera toujours du même côté que l'objet. De plus p > 1 ,
c'est-à-dire h > A', ce qui prouve que l'image est toujours plus petite que l'objet.
En changeant convenablement le signe de R ou celui de R', on aura les résultats analogues pour les lentilles convexo-concaves et concavo-convexes. Enfin , si on les change tous deux , on a la formule
on bien
relative à la lentille biconvexe, et que nous discuterons bientôt.
VI. Nous devons encore nous occuper d'un point très- important dans la théorie des lentilles, et que Ton appelle le centre optique.
Lorsqu'un rayon lumineux tombe sur un milieu à faces parailèles, il se dévie entre ces deux faces ; mais Ton sait que le rayon émergent est parallèle au rayon incident. Or il existe dans une lentille de forme quelconque un point tel, que tout rayon réfracté qui y passe correspond à deux rayons, l'un incident, l'autre émergent, qui sont parallèles entre eux.
Pour trouver ce point , menons les rayons parallèles CM , Fi e 38 - CM' [fig. 38) et joignons
iM MM', qui coupe CC en ;
nous aurons -•c
CO C'O
ce qui, joint à la relation
CO-h C'O = CC,
détermine le point 0.
On voit (pie ce point est le centre optique indiqué, car la direction MOM' est arbitraire, et les plans tangents en M et M' aux surfaces spbériques étant parallèles, la lentille jouera le rôle d'un milieu à faces parallèles, pour un rayon incident qui se réfractera suivant MOM' et qui émergera, par conséquent, dans une direction parallèle à celle de l'incidence.
La direction du rayon incident ne sera donc point changée par son passage à travers la lentille, mais Ton admet encore qu'il ne sera point dévié parallèlement à lui-même, parce que Ton néglige l'épaisseur de cette lentille. Ainsi, les rayons qui passent en suivent leur chemin en ligne droite.
Si les deux rayons de courbures sont égaux dans une lentille biconcave ou biconvexe, le centre optique est évidemment au milieu de AA'; mais il n'en est pas de même si ces rayons sont inégaux : ce point O peut même être en dehors de la lentille pour certaines formes de lentilles.
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VII. Nous pouvons maintenant construire géométriquement les images obtenues par les lentilles.
Fi&. 3 9 . SoitSP(^.39)
l'image perpendiculaire à Taxe CC; soient le centre optique , et F, F' les foyers principaux déterminés de part et d'autre de la lentille. On sait que
OF = OF
même quand les rayons des deux sphères sont inégaux; mais on voit que le foyer F, relatif aux rayons lumineux venant dans le sens PO, est de l'autre côté de la lentille convergente.
D'après la propriété du centre optique, le rayon lumineux SO ne sera point dévié; donc l'image S' de S sera sur cette direction. Ensuite menons SM parallèle à Taxe et joignons MF (en négligeant toujours l'épaisseur de la lentille) ; nous savons que MF sera la direction du rayon émergent correspondant à SM : donc S' sera aussi sur MF et, par conséquent, se trouvera au point de rencontre de SOet de MF. De ce point S' abaissons S'P' perpendiculaire sur Taxe ; nous savons que P' sera l'image de P, et que S'P' sera l'image de SP en grandeur et en direction.
La construction précédente est parfaitement générale et s'étend à toutes les lentilles divergentes ou convergentes, et à toutes les positions relatives du point lumineux et de l'image. Cette fois, nous avons figuré la lentille biconvexe pour laquelle nous avons trouvé les formules
ce qui donne
résultat auquel on parviendrait d'ailleurs avec les autres lentilles, et qui se démontre, indépendamment du calcul, par la comparaison des triangles semblables OSP, OS' P'.
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Mais dans l'exemple que nous avons choisi (fig. 39) , il est clair
que/? = 00 donne
p' = — a et h' = o ;
c'est-à-dire que les rayons parallèles à CC et tombant sur la face MA forment leur image réelle en F, de l'autre côté de la lentille, à la distance FO = a.
Quand SP s'approche vers le point F', l'image est toujoursjréelle et renversée dans cet intervalle , mais elle est d'abord plus petite, et ensuite plus grande que l'objet : pour saisir l'instant où s'opère ce changement , cherchons dans quelle position l'image sera égale à l'objet ; il faudra que l'on ait alors
puisque les directions de h et de h' sont opposées. Alors
1— - = — 1 et ~=2, a a
ou bien
et Ton trouve aussi
lafig. 39 représente cette position limite.
VIII. Quand l'objet, après être arrivé en F', continue à se rapprocher de la lentille , p < a et — est positif, ce qui prouve que
l'image est droite; mais aussi T7 <C * > donc l'image est plus grande
que l'objet : enfin la relation
p'~ p~ a donne
et l'image est virtuelle (fig. 4o ). On a d'ailleurs
puisque
Une lentille de convergence, considérée sous ce point de vue de verre grossissant , s'appelle quelquefois loupe, ou microscope simple. C'est ainsi que sont faites les lunettes des presbytes ; l'œil qui
Fig. 40. est placé vers A' voit l'ob-
jet SP enS'P', c'est-à-dire éloigné et ramené à la distance de la vision distincte. Cependant on n'a pas toujours conscience de cet éloigne raent, parce que l'image est plus grande que l'objet, et que l'on est habitué à croire qu'un objet se rapproche quand ses dimensions augmentent.
On peut faire une observation analogue relativement aux lentilles de divergence qui servent pour les myopes a rapprocher les
Fig. [\\ . images à la distance de
la vision distincte. La fig. 4 1 montre comment un objet SPest vu en S' P' par un œil placé du côté opposé de la lentille; comme l'image est plus petite que l'objet, on ne s'aperçoit pas qu'elle est rapprochée.
On sait que M et M' se confondent quand on néglige l'épaisseur de la lentille.
CAUSTIQUES
74. On appelle caustique par réflexion ou par réfraction le lieu géométrique des points où se coupent les rayons réfléchis ou réfractés consécutifs. Ce lieu est une surface; mais quand le milieu réfringent ou le corps réflecteur sont terminés par des surfaces de révolution, et que le point lumineux est situé sur Taxe de révolution , il est clair que la caustique sera elle-même une surface de révolution engendrée par la ligne caustique que détermine un méridien quelconque passant par Taxe; il suffira donc d'étudier cette caustique linéaire.
Chaque point de la caustique recevant au moins deux rayons
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lumineux, est plus brillant que l'espace environnant, et le foyer où la caustique passe évidemment est encore plus lumineux; ce point est le foyer conjugué, c'est-à-dire l'image du point lumineux, et c'est le foyer principal si les rayons incidents sont parallèles. Du reste les caustiques, de même que les foyers, peuvent être réelles ou virtuelles.
I. Nous considérerons seulement la caustique d'un point lumineux relativement à un miroir sphérique , parce que ce cas particulier donne lieu à une construction très-ingénieuse, due à Petit.
Soient PA et PB (fi g. 4 2 ) deux rayons lumineux consécutifs
Fig. l\i.
émanés du point P, et P 7 l'intersection des rayons réfléchis correspondants ; ce point P' sera un des points de la ligne cherchée , qui par sa révolution autour de l'axe PC passant par le centre C du miroir, engendre la surface caustique. Soit $ la variation commune de l'angle d'incidence et de l'angle de réflexion quand le point d'incidence passe de O en I. Les angles
d'incidence POR, PIS ont pour mesure -AH et -BD, ce qui donne
DH = EG — AB
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Nous remarquerons ensuite que les triangles PIO , PAB sont semblables, car il est clair que les tangentes en I et en B font le même angle avec la droite PIB ; de k même , les triangles P' 10 , P'EG seront semblables, les arcs AB, 10, EG étant assez petits pour qu'on les considère comme des éléments rectilignes.
Gela posé, désignons par/? la distance PI du point lumineux au point d'incidence, par p' la distance correspondante IP' de ce point d'incidence au point de la caustique, et par 4 a la longueur IB ou IG ; nous aurons les proportions
AB _ 4 a +P EG __ 4rt--//
oi -" P et Ôf ~~ J'
De sorte que l'équation
P P OH
donc ou bien
ipp' = ^ap — ipp' — 4 a P' •>
et encore
pp'=2 ap — ap'\ ce qui donne enfin
Le miroir représenté dans la figure étant convexe, la caustique est virtuelle. Si le point P était à l'intérieur, on obtiendrait
et la caustique serait réelle.
II. Ce système de coordonnées permet donc de construire la caustique pour une position quelconque du point lumineux. Si
p =00 , c'est-à-dire si les rayons incidents sont parallèles, H reste
Mais, sans avoir recours à ce résultat du calcul, nous démon-* trerons encore le théorème suivant :
Si des rayons lumineux parallèles à une droite AP (fig. 4^ ) tombent sur un miroir sp hé ri que concave dont MPN est un grand cercle , la ligne caustique correspondante à MNP est Vèpicycloïdc intérieure engendrée par un cercle dont le rayon est le quart du. rayon de la sphère.
L'épicycloïde, courbe que nous étudierons plus tard, est engendrée par le mouvement d'un point pris sur une circonférence quand cette circonférence roule sur une autre circonférence. Gomme cette rotation peut avoir Heu à l'intérieur ou à l'extérieur de la circonférence fixe, il y a des épicycloïdes intérieures et extérieures.
Considérons un rayon quelconque EB qui se réfléchit en BG', de manière que l'angle EBA = ABG'; soit F le milieu du rayon
Fig. 43. A P de la sphère. Du centre A
P et du rayon AF décrivons un
cercle qui coupe AB en D ; du milieu G de BD comme centre et du rayon CD = CB, décrivons le cercle mobile N indiqué par le théorème, et soit G le point où il est coupé par le point lumineux EB:
l'angle DGB sera droit, puisque DB est un diamètre; par conséquent, DG est parallèle à AE ; donc soit la corde de ce cercle DG' = DG, le rayon réfléchi sera B'G, perpendiculaire à DG', puisque l'angle G'BD = GBD.
Cela posé, le point G' sera sur l'épicycloïde indiquée, la circonférence mobile de centre C partant du point F que la rotation porte en G'. En effet, l'angle G' BD = DBG est complément de l'angle DAE, et, par suite, égal à l'angle FAD. Or, G'BD a pour mesure, comme angle inscrit, la moitié de Tare G' D, et l'angle au
centre FAD a pour mesure Tare FD ; donc Tare G' D est égal en longueur à l'arc FD dont le rayon est double, ce qui prouve, en effet , que le point G' parti de F décrit l'épicycloïde indiquée. On peut aussi regarder cette épicycloïde comme engendrée extérieurement par la révolution du cercle C autour du cercle AD.
Pour achever de faire voir que cette courbe est le Heu géométrique des intersections consécutives des rayons réfléchis , il faut encore prouver que la droite BG' est tangente en B' à l'épicycloïde : pour cela , il suffit d'observer que le cercle C roulant sans glisser sur le cercle AD, la ligne DG' peut être considérée comme le rayon d'un cercle de centre D et avec lequel est décrit l'élément G' de la courbe; donc DG' est une normale, et, par suite, BG' une tangente à cette courbe.
On voit d'ailleurs que F est le foyer principal du miroir.
MESURE DE LA PROFONDEUR D'UN PUITS
78. Nous terminerons ce chapitre par une nouvelle application de nos principes d'approximation à un problème relatif à la fois à la pesanteur et à l'acoustique , et dont voici l'énoncé.
On a laissé tomber une pierre au fond d'un puits ; au bout de n secondes on entend le bruit de la chute : on demande la profondeur du puits.
La vitesse de propagation du son dans l'air est
a. étant le coefficient de dilatation de l'air que nous avons déjà exprimé par - — \ ainsi, cette vitesse sera 333 mètres à o degré, et à 3oo
peu près 339 mètres à 10 degrés. La pression atmosphérique ne figure point dans cette formule, parce que, d'après la loi de Mariotte , elle fait varier la densité de l'air dans la même proportion que son élasticité.
La formule
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donne
lie
pour le temps de la chute. D'ailleurs le son parcourant i mètre
en une fraction de seconde -» parcourra e en -; donc
ce qui donne
le
et Ton obtient l'équation
e 1 — 2 ep ( /î -h - j -+- /*'/>' = °-
Gomme n*p*^>o, on voit que les deux racines sont de même signe et, par conséquent, positives; cependant, de ces deux racines qui se présentent sous la forme
«*(«+5)±iVç+»;-
il est clair qu'une seule convient à la question, et je dis que c'est celle dans laquelle le radical est pris négativement. En effet , si l'on prenait le signe positif, on trouverait e>/wi : or, si l'on avait seulement e=zpn, il en résulterait, d'après l'équation
e /ac
n =ï + VJ
que le temps 4 / — de la chute du corps devrait être nul ; donc,
à plus forte raison , l'on ne peut avoir e ^>pn , et la valeur cherchée est
D'après la formule que nous avons posée pour la vitesse de propagation du son , il est facile de voir que, dans les circonstances
ordinaires de température , on peut prendre , sans erreur sensible ,
p = 34o mètres.
Ensuite on sait que g = g ra ,8088 à Paris ; on peut donc prendre, à une unité près ,
et la formule devient
Maintenant nous allons la simplifier par les méthodes connues d'approximation .
Nous avons trouvé (27) le développement, par le binôme de
Newton, de la quantité (1 -f- s)* , où s est supposé suffisamment petit : calculons les trois premières puissances de s , et même la quatrième, afin d'avoir une évaluation de Terreur; nous trouverons
ce qui donne
Nous pouvons transformer le radical de la manière suivante :
^(34)' -h 34.2/1 = 34 i/ 1 4- H == 34 vThm en posant
Remplaçant donc e par cette valeur, nous avons ♦ 3j ^1 + 6 = 34 -+-«-— 57 +
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Effaçant donc les termes qui se détruisent , on trouve
Si nous négligeons le dernier terme , il reste
et nous nous arrêterons à cette formule approximative, très-facile
à calculer, car il suffit, pour avoir la correction r-7-> de multi-
plier 5 n 2 par -^f
Ainsi * — 3 donne
e = 4 1 mètres ; « *= 5 donne
usa 107 mètres.
Ces résultats s'approchent , à 1 mètre près , de ceux qui seraient donnés par la formule rigoureuse
C'est une approximation plus grande qu'on ne pourrait l'attendre du dernier terme négligé
cela tient à ce que Terreur commise en supprimant ce terme est opposée à celle que l'on fait quand on pose
On comprend du reste que la formule rigoureuse elle-même ne peut donner qu'une appréciation grossière , à cause de la difficulté d'évaluer p , mais surtout parce qu'il est impossible de mesurer le temps d'une manière suffisamment exacte pour connaître avec précision la profondeur cherchée.
CH4PITRE VI
70. Si Ton donne n •+■ i valeurs x , x x , .r 2 , . . . , .r n d'une variable .r, et les valeurs correspondantes /„, y n /a,..., y n d'une fonction j* de cette variable, on appelle interpolation loute méthode capable de faire connaître les valeurs de y qui correspondent à d'autres valeurs de.r, comprises entre .r et .*v On conçoit, en effet, que ces n •+- i données seraient insuffisantes pour déterminer y au delà ou en deçà de cet intervalle, surtout si Ton ignorait la forme analytique de la fonction , comme cela arrive dans beaucoup de questions pratiques : ainsi nous ne connaissons point la nature de la relation qui existe entre la température et la force élastique de la vapeur.
Cependant quand on ne sait point déterminer analytiquement y au moyen de x , on peut généralement représenter cette fonction par une équation empirique. On a recours d'ordinaire à la méthode des coefficients indéterminés , c'est-à-dire que Ton pose
y = a -+- bx -f- ex 7 4- ....
Les coefficients a, b, c,. . . peuvent être en nombre n -f- i , et se trouveront au moyen des n -f- i valeurs connues de y; mais cette méthode ne sera véritablement avantageuse que si l'on peut se contenter d'un petit nombre de termes. C'est ce que l'on reconnaît quand les coefficients décroissent rapidement , et quand on arrive promptement à un coefficient assez petit pour que Ton puisse négliger les termes suivants.
77. Nous choisirons , comme exemple très-simple, le calcul de la longueur de Tannée.
La longueur m de Tannée moyenne se présentera en Tan 236o,
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c'est-à-dire 23 ,6 siècles après J.-C. , mais nous prendrons cette époque pour point de départ.
L'année maximum , de longueur m -*- 38", a eu lieu en 3o4o avant J.-G. , ce qui fait 54 siècles avant l'origine.
L'année minimum, de longueur m — 38", aura lieu en Fan 7600, ou bien 52 ,4 siècles après l'origine.
Donc , depuis les temps historiques , l'année est /w -f- j, c'est-àdire qu'elle a un excès y sur l'année moyenne , maïs cet excès va toujours en diminuant.
Pour l'époque d'Hipparqae, qui vivait en \!\o avant J.-C, ou bien a5 siècles avant l'origine , on trouve à peu près
Pour Tan 1800, ce qui fait 5,6 siècles avant l'origine, on a trouvé
D r après cela , on demande le développement de y suivant les puissances de x , nombre de siècles.
Nous verrons bientôt que l'on peut se contenter de deux coefficients , ce qui permet de poser
y = A x -h B jt 2 ,
car il est clair que
a: = o donne y = o ,
puisque la variation y est nulle à l'origine ; mais , pour déterminer A et B , nous prendrons les deux limites extrêmes , afin d'embrasser toute l'étendue de la série.
Substituant donc , dans l'équation
y = A x -+- B x 2 T les valeurs
# =r— -54, .To=38 et J7„ = 52,4, r«=~ 38 r nous aurons deux équations de condition qui nous donneront
La petitesse de ce dernier coefficient nous dispense d'en calculer
d'autres , et nous avons
D'ailleurs nous pouvons vérifier les deux observations intermédiaires dont nous n'avons point fait usage : ainsi
x = — 5 ,6 donne y = 3 ,99 au lieu de 4 >
et
x = — 25 donne y = 17 ,639 au lieu de 18.
Cherchons ce qui aura lieu en 1900 : pour cette année,
puisqu'il se sera écoulé un siècle depuis 1800, nous trouvons
alors
ou simplement
78. Cherchons maintenant, par un développement d'une nature un peu différente, la variation du rayon de la terre suivant les diverses latitudes.
Soit R le rayon équatorial qui est maximum, comme on le sait, et soit r le rayon de la terre à une latitude quelconque \ , je dis que l'on peut , pour une première approximation , poser
=R ( , -^ sinn )
formule empirique déterminée d'après l'aplatissement connu de la
terre , qui est égal à ? — au pôle , pour lequel \ = 90 : on prend
le carré du sinus , parce que cet aplatissement est le même pour ± go°, puisque la terre est une surface de révolution.
Mais cette formule serait insuffisante , et il faut ajouter au coefficient de R (ou en retrancher, s'il y a lieu) une quantité dépendant d'une observation faite , pour plus de sûreté , à égale dislance entre o et 90 degrés, c'est-à-dire à 45 degrés. Je dis que nous pourrons tenir compte de l'observation faite en ce point, si nous
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introduisons dans la formule qui est jusqu'à présent
r=R(i — ifin'l)
ici s =s ~ — ) î un terme de la forme t' sin 1 2 > , car sin i \ sera
évidemment nul pour \ = o et pour a = go°, circonstances dans
lesquelles ce nouveau terme ne doit pas influer. Nous aurons
donc
r = R ( i — - * sïn*> -h c ' sin 2 2 À ) .
Pour obtenir une troisième approximation, nous prendrons encore , à des distances égales entre o et 45 degrés , entre 45 et 90 degrés, les arcs de 22 1 et de 67 7 , ce qui nous conduirait à ajouter un terme de la forme e" sin 2 4* qui serait nul pour o, 90 et 45 degrés. Mais il y aurait cet inconvénient, que ce terme donnerait la même correction pour 22°| que pour 67°^ : soit \" la correction donnée par l'expérience pour 22 \ ; soit s ,T la correction analogue pour 67 ° y : nous trouverons diverses manières d'avoir égnrd à la différence de « w et de «**.
Nous pourrons ajouter un terme de la forme
sin'4X.e w [i + K sin 2 (X — 22 {)], K étant un facteur tel , que pour
le coefficient
g'"[i +Ksin 2 (X — 22 !)]
soit égal ài ,? . Nous devons donc poser
5 "rr: K s* sin 2 (A — 22°-^) -f- fi'" :
alors, puisque
il reste
a — 22 { = 45° et sin 2 45° = - >
d'où Ton tire
et K = ■ ?
ce qui donne enfin r=RJi— Ésin a ^«'Mn'a^i ,// sin*4^^
On peut encore prendre une moyenne entre t w et e ,T , en la regardant, sauf correction, comme la valeur •" dont nous avons
parlé. Cherchons donc à ajouter à cette moyenne - ( •"+ e") une
quantité qui soit égale et de signe contraire pour 22° T et 67°y. On y parviendra en ajoutant une quantité ? cos2>, parce que \ = 22 T donnera
cos 2 \ = cos45° = -*st ; au contraire , si \ = 67 T ,
CO*2À
Maintenant il faut déterminer le facteur <p , de manière que la quantité
-(•"-M^jH-acosaX
se réduise à % m pour
et à s" pour
Nous devons donc poser
ce qui donne
ou bien
Il est facile de voir que cette valeur remplit, en effet, l'autre condition indiquée.
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Nous aurons donc
'=RJi-s?inU+e'sin 2 2>4-s^
quelle que soit la formule que Ton choisisse on se contente généralement de ces trois corrections.
On déterminerait par des formules analogues les variations de la pesanteur du pôle à l'équateur.
79. Le méridien terrestre n'est pas précisément une ellipse , mais la différence est peu considérable.
Voici un problème accessoire qui peut nous éclairer sur sa forme. Cherchons en quel point M de ce méridien, supposé elliptique , l'angle £ du rayon central et de la normale sera maximum. Soient MT la tangente en M {fig* 44) > et 0N parallèle à cette tangente ; on sait que OM et ON forment un système de diamètres conjugués et le triangle HOP est rectangle. Donc le maximum de £ correspond au minimum ' de MOP, c'est-à-dire au maximum de l'angle obtus MON de deux diamètres conjugués, ce qui a lieu quand ces diamètres sont égaux.
Puisque le problème est résolu par les diamètres égaux, ces diamètres sont également inclinés sur le grand axe; par conséquent, l'angle
? = NOC = ROP, ce qui donne
+ étant l'angle du grand axe et de la normale. Alors
ou bien
S = + — ? = go° — 2 f ,
$ -+- 2 ^ = pyO°.
Mais on sait que, pour les diamètres conjugués égaux ,
rapport du petit axe au grand axe de l'ellipse, et comme le méridien elliptique de la terre donne
a 3oo 3oo
on trouve
T = 44»54' i5" et a=n'3o".
De plus, la figure montre que £ est complément de MOP= 2<p ; or
a lab
tang2 ? = £ = — '
ce qui donne
valeur qui peut servir à vérifier la précédente (*).
80. La question que nous avons résolue relativement à la forme du méridien de la terre nous fait voir de quelle extension est susceptible la méthode des coefficients indéterminés. On ne se borne pas toujours à développer une fonction suivant les puissances successives d'une variable , on introduit souvent des lignes trigonométriques ; quelquefois même les quantités indéterminées sont des exposants. Par exemple , le méridien terrestre ne pouvant se représenter exactement par une ellipse dont l'équation serait
à 1 b 2 ' on altère légèrement Pun des exposants et l'équation
-r "SOQ «/-a
(*) 11 serait facile d'arriver au même résultat par le calcul, mais nous avons préféré cette démonstration géométrique, qui nous a été communiquée par M. 6. Fourcade-Prunet.
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peut représenter suffisamment le méridien quand on détermine a et b d'une manière convenable.
Mais surtout on fait un usage fréquent des sinus et cosinus des arcs multiples, ainsi qu'on vient de le voir. Supposons, pour fixer les idées , que l'on demande de représenter par une courbe empirique la marche des températures pendant une journée. Les abscisses représenteront le temps, c'est-à-dire les heures de la journée depuis le moment le plus froid ( entre trots et quatre heures du matin ) jusqu'à la même heure du lendemain, et les ordonnées perpendiculaires seront l'excès de la température sur cette température minimum. D'après cela, il est facile de voir que la courbe se composera d'une suite d'arceaux dont chacun aura pour base , sur l'axe des abscisses, un intervalle représentant vingt-quatre heures.
Nous sommes donc portés à chercher, pour représenter la loi des températures, une courbe formée aussi d'une série d'arceaux consécutifs et tous égaux entre eux : telle est la sinusoïde dont l'équation est
y = sin .x ;
maintenant il faut voir comment on pourra modifier cette équa» tion pour qu'elle s'accorde avec l'expérience (*).
D'abord le maximum de la température ne correspondrait pas exactement, avec des coordonnées perpendiculaires, au milieu de l'intervalle compris entre les extrémités d'un arceau, mais à o. heures du soir à peu près; on aura égard à cette irrégularité en convenant que, dans l'équation
7 = sinx,
les ordonnées ne seront point perpendiculaires aux abscisses,
( * ) La base qui indique 24 heures correspond à Tare * = tt, dans l'équation y = sinx : soit donc t le nombre d'heures; la valeur correspondante de x sera donnée par la proportion
t _ x d'où l'on tire
mais inclinées convenablement pour satisfaire à la condition énoncée (*). De plus, on donnera au second membre un coefficient indéterminé m , et Ton posera
y •=. m sin x ;
ici m =z . ■ v , en appelant ô l'angle des nouvelles ordon-
sm(0 — a) Ir ^
nées avec les abscisses, et a l'angle de la tangente à l'origine. Si cela ne suffit point pour rendre compte des phénomènes, on ajoutera des termes contenant les sinus des arcs multiples ; affectés d'antres coefficients, en prenant, par exemple, des multiples doubles les uns des autres, c'est-à-dire /w'sin 2 x, m" sin 4 *, . . . . Enfin , l'on peut aussi , comme on Ta fait relativement à la forme de la terre, employer les carrés de ces mêmes sinus : en un mot, on cherchera, dans toutes les questions, à traduire les phénomènes physiques le plus exactement possible par la formule la plus simple possible.
81. Si le problème est purement graphique, c'est-à-dire si Ton donne sur le papier un certain nombre de points qu'il faut réunir par une courbe continue, on y parviendra au moyen d'une série de circonférences convenablement tracées.
Imaginons quatre points d'une courbe O, A, B, C, il faut tracer cette courbe dans l'intervalle compris entre ces quatre points; le problème aura quelque chose d'indéterminé comme toutes les questions d'interpolation, mais il pourra néanmoins se résoudre avec une approximation suffisante, si les points donnés ne sont pas trop écartés les uns des autres (on s'est dispensé de tracer la
( * ) 11 suffira de prendre Taxe des y parallèle à la droite qui joint le milieu de la base avec le sommet de l'arceau , où la tangente est parallèle à la base. Pour cela , on se guidera sur le tracé empirique de la courbe, que Ton connaît d'avance , car nous cherchons seulement une équation qui puisse reproduire cette courbe. On se rappellera cependant que les abscisses qui représentant les heures ou les arcs correspondants se rapportent aux ordon-> nées perpendiculaires qui servent à construire la courbe : cette courbe étant construite donne la valeur des ordonnées obliques qui servent à établir l'équation
j s= m sin x.
figure qui n'est point nécessaire pour l'intelligence de la construction).
Faisons passer par les trois premiers points O , A , B une circonférence dont le centre est en H ; de même , par les points A, B et C , nous ferons passer une autre circonférence de centre H'. Alors nous pourrons déterminer la portion de courbe comprise entre les points A etB, communs à ces deux circonférences; en effet, soit ON une abscisse qui correspond à cet intervalle, soient NM , NM' les ordonnées correspondantes dans les cercles de centre H et H', nous prendrons pour ordonnée de la courbe la moyenne
j = -(NMh-NM').
On déterminera de même les points compris entre O et A en comparant au cercle de centre H une autre circonférence passant par O, A et G. Enfin , on trouvera la portion de courbe comprise entre B et C, en comparant au cercle de centre H' une autre circonférence passant par O, B et C.
82. Mais d'ordinaire la question est posée analytiquement , et Ton donne les points O, A, B, G, etc., par les valeurs numériques de leurs abscisses et de leurs ordonnées.
Alors il s'agit de faire passer par ces points une courbe qui remplace la courbe cherchée , du moins dans cet intervalle.
La nature de cette courbe approximative est essentiellement indéterminée; cependant on doit la choisir avec discernement, mais il faut surtout que son équation présente assez de coefficients indéterminés pour que Ton puisse satisfaire a toutes les conditions exigées. Aussi cette courbe a d'ordinaire une équation parabolique , c'est-à-dire de la forme suivante :
y = a -+- bx -h ex 1 -+- . . . .
Le nombre des coefficients indéterminés a , b , c , . . . est égal au nombre des points donnés, et, par conséquent, des équations de condition. Gela nous ramène à ce que nous avons vu dans les n" 76 et 77, mais nous nous proposons maintenant de donner une méthode simple et facile pour déterminer ces inconnues, quel
qu'en soit le nombre. Nous y parviendrons en résolvant d'une manière générale les équations du premier degré à un nombre quelconque d'inconnues, par la théorie des déterminants (*).
85. I. Une fonction de plusieurs lettres est symétrique quand elle garde sa valeur si Ton change une de ces lettres en une autre, et réciproquement, comme, par exemple, a en b et b en a, sans toucher aux autres lettres.
Si cette fonction présente plusieurs fois la même lettre avec des
accents ou des indices différents , pour indiquer des quantités
distinctes, mais analogues, comme a y a', a", . . ., et 6, b\ b" ,. . .,
il faut comprendre que toutes les lettres a se changent dans les
lettres correspondantes b y et réciproquement, en gardant leurs
accents ou leurs indices.
Par exemple ,
ab' + a'b
est une fonction symétrique , parce que, si l'on (ait le change* ment indiqué, elle devient
ba' + b'a %
et, par conséquent, n'est pas altérée.
II. Si le changement que nous venons d'indiquer laissait à la fonction sa valeur numérique, mais changeait son signe , on dirait que la fonction est alternée.
Par exemple
ab' -a'b
est une fonction alternée, car elle devient, par cette transformation ,
ba' — b'a;
elle garde donc sa valeur numérique , mais elle change de signe.
III. Parmi les fonctions alternées, nous considérerons les déterminants , dont nous allons montrer la formation.
Prenons le produit de n lettres, a, b y c, . . ., dans lequel cha-
(*) On trouvera dans le Programme de MM. Gerono et Rngiietdcs notions plus étendues sur les déterminants; mais pour approfondir cette importante théorie , il faut consulter l'ouvrage spécial de M. Rrioschi.
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cime de ces lettres ait un indice différent, ce qui donnera le produit atfc". . . y où la dernière lettre aura Pindice n — i : dans ce produit, faisons alterner deux lettres seulement, telles que b etc; c'est-à-dire changeons b enc, et réciproquement c en b 9 et en même temps changeons le signe de ce terme, ce qui donne
— ac 1 o '. . . .
Ensuite , faisons dans le terme que nous venons d'obtenir la même opération entre deux autres lettres, en changeant encore son signe, ce qui le fera redevenir positif, de négatif qu'on Pavait rendu précédemment ; en continuant ainsi jusqu'à ce que Pon retombe nécessairement sur un terme déjà obtenu , on trouve le déterminant de n lettres.
Il est facile de voir que cela revient, sauf les changements de signe, à faire une permutation tournante entre ces n lettres. On dit qu'il y a permutation tournante entre plusieurs lettres quand on change la première dans la seconde , la seconde dans la troisième , etc., et enfin la dernière dans la première , en faisant aussi tes changements réciproques.
IV. Pour conduire l'opération avec ordre et être sur de ne négliger aucun terme, voici la méthode que Pon peut suivre. Prenons une lettre quelconque a, et considérons d'abord les termes où elle figure sans accent; on les obtiendra en mettant a comme facteur d'une suite de termes où figureront les n — i autres lettres alternées deux à deux suivant la loi précédente, ce qui donnera précisément, d'après la définition précédente, le déterminant de ces n — i lettres. Seulement, comme le facteur a n'a pas d'accent, il faut qu'il y ait des accents à toutes les lettres de ce déterminant: nous l'indiquerons par la lettre A, qui montre que a n'y entre pas, et qui, n'ayant pas d'accent, fait voir aussi qu'il y en a sur toutes les lettres qui s'y trouvent.
Nous écrirons ensuite un terme ayant a' pour coefficient du déterminant A' des n — i mêmes lettres , seulement ce sera ici l'accent prime qui ne s'y trouvera point. On aura de même le terme «"A",..., et enfin le déterminant de n lettres sera
D = aA + *'A'+ a" A" -+-. . .-+-*<— '> A'— '>.
Mais il est clair qu'on pourrait tout aussi bien poser
D = 6Bh- £'B'-h b*W + ... 9
D = cC-r-c'C'-4-c"C"-h..., • >
en désignant par B, B', B", . . ., et C, C, C", . . ., des quantités analogues à A , A', A", ....
Cependant, il faut faire une observation très-importante sur la formation des quantités A, A', A",. . ., relativement aux signes des ternies qui les composent. On peut écrire la première A en prenant à volonté le signe de son premier terme, d'où l'on sait conclure celui de tous les autres , mais il faut en tirer aussi les signes des termes de A', A", .... Pour avoir, par exemple, ceux de A', prenons un terme quelconque de a A et faisons dans ce terme la permutation alternée entre a et celle des lettres qui porte l'accent prime, en changeant le signe, comme il faut toujours le faire ; nous aurons ainsi un terme de a' A' avec son signe, ce qui donnera celui de tous les autres. On en fera autant pour a!* A", et ainsi de suite.
V. Les déterminants jouissent d'une propriété dont nous verrons bientôt une application très-utile : c'est que, si l'on change une première lettre dans une seconde sans faire la réciproque, c'est-à-dire sans changer aussi cette seconde lettre dans la première, le déterminant deviendra nul. En effet, considérons, par exemple, les deux lettres b et c; on sait qu'en les faisant alterner dans un terme quelconque , tel que a b' c", on obtient
— ad b" :
mais si l'on change b en c sans faire la réciproque , on obtiendra
ac c" — ac* c'\
ce qui se réduira à zéro ; il en sera de même , d'après la formation du déterminant, pour les autres termes considérés deux k deux (*).
VI. Comme exemple de la formation des déterminants, nous
(*) Le déterminant serait encore nul si Ton changeait, par exemple, les accents prime en accents seconde, sans faire la réciproque.
allons chercher celui de trois lettres , et nous prendrons ad' c" pour premier ternie ; il est clair que
ce qui conduit a poser
A' = cb" — bc" et A" = W — cb' :
la règle que nous avons posée revient à observer qu'une même lettre avec un même accent, telle que b ¥ 9 après avoir été placée dans un terme négatif, doit ensuite se trouver dans un terme positif. Le déterminant cherché sera donc
D = a ( b'c" —c'b n )-ha' (cb" —bc") + a" ( bc' — cb' ) mi bien
D r= ab'd' — aff b n H- a cb" — a' bc" -+- a" bc' — a" cb\
valeur alternée en a 9 b et c.
VII. Il nous reste à voir comment cette théorie s'applique à la résolution des équations du premier degré à plusieurs inconnues. Soient
a x -\- b y +cz . +.,. =/j,
a' x -f- b' y + c' z -f- . . „ z=zh' y
n équations du premier degré à/z inconnues.
Formons le déterminant D des n coefficients des inconnues (on voit que h y h 1 \ A". . .h(*- 1 ) n'y entrent point) (*). Ensuite, multiplions la première équation , où les lettres n'ont pas d'accent , par le déterminant A des n — i lettres b } c. . . formé comme nous l'avons vu : de même nous multiplierons la seconde équation par
(* ) Ce déterminant serait le même si les premiers membres des équation»
étaient
«* -h «' y -h y" s -+- . . ., bx-i-b'y -+. b"z -h. ..,
car -h c'y +c"«+ . .,
A', la troisième par A", . . . , et enfin la dernière par A<*"~'> ; nous savons comment se forment toutes ces quantités.
Cela posé, faisons la somme de tous les produits précédents ; le coefficient de x dans l'équation ainsi obtenue sera justement
D = ûA + a' M -H a" A" -H . . . -+• aC-O A(— ■>.
Quant aux coefficients des autres inconnues , ils seront nuls. En effet, le coefficient de y f qui sera , comme on le voit,
fie contiendra point les lettres a 9 a\ a" y . . . , et il est facile de remarquer que ce sera le déterminant D dans lequel on aura changé les lettres a en lettres b> sans faire la réciproque; donc le résultat est nul , d'après ce qu'on a vu. Il en sera de même pour les coefficients «les autres inconnues, ce qui donne
D* = h A -H A' A' + A" A" -H ... -h A<—') A<»- ! ) et
AA-M'A'-hA"A"-f- ... H-AC-Oà**"- 1 )
On aura de même
__ AB + A'B'-H A"B" -j- . . . -f- A(— BC-'J
* — [ D ' et ainsi de suite.
84. I. Revenons maintenant au problème que nous avons déjà traité par une méthode graphique et qui consiste à faire passer une courbe par quatre points donnés , les coordonnées de ces points étant («Sy), (•*"»/" )> (■* â %y r ) et le quatrième point étant l'origine des coordonnées.
Nous pouvons prendre pour joindre «es quatre points la conique qui a pour équation
j , H-Ma? , -f.N,r+ Px = o,
<ce qui donne les équations de condition
y 2 -+- M^ 1 -h N/ 8 -H P*' = o, y" 2 + Mr" 2 -h N/ ,a -+- P*"=:o, /'" -h Mx** -f- Nr Wa +P/=o f
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entre lesquelles nous éliminerons par la méthode des déterminants les quantités M , N et P.
Le déterminant D aura pour valeur
et nous trouverons M , N et P par les relations
yyjiï'-ï') +s'/*"(/-y") +/'/**(/'-/) +md=o,
arary* (*" — x m ) + /x'/ 1 (x — *') + /y/^'-/) + nd = o, yy*"^ — y) +y"y'x"* [y m - /) + /y*** (r' -r") -t- pd = o.
II . Si Ton pose
y = Ma: -H N.r a -f- Px 4 , on trouve
D = ***'V|>'''.r'' (*"'-- x")-*-*"*^*' — x")-hx"x'(x" — x 7 )],
ND +//X' (x'" — x'') +/^*'(^ - x w ') -h.r'x"x"(x*>— x") = o, PD =/"*"*' (x" - *') -^/'x^x' — x") + /X"'*" (x* — x").
88. Jusqu'à présent nous avons cherché par la géométrie ou le calcul le tracé ou l'équation d'une courbe capable de passer par un certain nombre de points déterminés, ou bien, ce qui revient au même, de représenter une certaine série d'observations. Nous allons maintenant reprendre le problème de l'interpolation à un point de vue purement analytique, et en admettant, pour obtenir des formules plus simples, que les valeurs successives de la variable in-» dépendante forment une progression arithmétique : nous parviendrons à des résultats très-importants pour la résolution des équations algébriques et transcendantes.
Supposons donc que la différence entre deux valeurs consécutives de la série des n -+- 1 quantités^ , x, , x 2 , . . . , x„ , soit con*
stante et représentée par
h = Ax, nous aurons
x l = Xt-t-Ax> x 2 =:x, -h Ax = x -f- 2 Ax,
et ainsi de suite ; enfin
x„ = x # -f- n bx.
INTERPOLATIONS. s3l
Il nous faut maintenant étudier les variations correspondantes de la fonction y,
Les« 4-1 valeurs correspondantes de y serontj >7t, yw^Xny mais les différences de deux valeurs consécutives ne seront pas égales pour la fonction comme elles l'étaient pour la variable indépendante , et nous aurons
A/, — Ar, = tfy 9 r t — y x = A/, A 3 j,— A a f.= A 3 j # ...
Ajr,— Ajr, = A 1 jr,
Les différences entre les valeurs consécutives de la variable sont les différences premières, celles qui existent entre ces différences premières sont les différences secondes qui donnent lieu elles-mêmes aux différences troisièmes, et ainsi de suite.
Nous allons chercher d'abord à exprimer la dernière valeur y m de la fonction au moyen de la première y et des différences de divers ordres de cette quantité jv
Nous avons d'abord
y « = y% -r- A/o » ensuite ^=r,+ A/, ; mais
A y x = Ajr -H ts*y 9
comme on le voit en prenant les différences de l'équation précédente : remplaçons donc y , et A/, par leurs valeurs, il reste
y* = /• ■+- 2 byo -+- a\)v
Nous aurons de même
7*= Jt+ ày t ; mais
A.T» = A.?-. H- 2 A 1 j -+- tfy 9 ,
ce qui donnera
y, = y,+ 3 A.r«-T- 3 A s j -+- A 2 j # , et ainsi de suile.
On arriverait donc à la formule générale
L'analogie de cette formule avec le développement du binôme permet de l'écrire sous la forme symbolique
jr.= r# (i-r-A)%
dans laquelle , après le développement, toutes les puissances de A deviendront des indices.
Si la fonction y est un polynôme de degré m, je dis que A"/ sera une constante et que toutes les différences d'ordre supérieur seront nulles. Remarquons d'abord que la seconde partie de cette proposition est une conséquence évidente de la première, car si les différences d'un certain ordre sont constantes , on aura des résultats égaux à zéro , en les retranchant les uns des autres.
Soit donc
ce polynôme ordonné suivant les puissances décroissantes de x 9 et considérons spécialement le terme de plus haut exposant Ax". La différence première de ce terme sera
À(4?-H Ax) w — Ax w, = À| imj^-'AxH ^ -,* , "- 1 (A.r) ,
ou bien
mAx™" 1 Ax + . . • ,
en s'arrétant au terme en àx 9 qui contient la plus haute puissance de x.
La différence de cette première différence ou bien la différence seconde de Ax m sera
wA(jr+ A*)* -1 Ax — mAx*— 1 àx = Am(m —i)x" , - 2 (Ax) , -H . . . ,
en s'arrétant au terme en ( Ax) 2 .
De même, le terme de plus haute puissance en x dans la difte-
rence troisième sera
et ainsi de suite pour les autres différences : on voit que le calcul se fait comme pour prendre les dérivées, et que l'exposant de Ax augmente d'une unité à chaque opération.
On a donc en général , pour n <[ m ,
A b .Aj"= km (m — i)(m — 2). . .(m — n -M)x*~"(Ax)' , -H ...
et enfin , pour « = w,on trouve
A m .Aaf t =:Am (m — 1) (m — 2) . . . 3.2. 1 .(Ax)" = A w j,
quantité constante, comme nous l'avions annoncé, les termes suivants étant nuls.
Il est facile de voir que les termes de puissance inférieure Ax m ~ i . . . cessent de donner des différences avant le terme Kaf* ; c'est pourquoi nous ne nous sommes préoccupés que de celui-ci.
En nous arrêtant donc à cette différence constante b m y 9 quand, au contraire , m < /* , nous avons
.Tu = .To-)-«A.r # -*---> A 2 j -h . . .'
n(n — \)..An — //*-r-i) M 1 .2.3... m
Mais si nous simplifions ce résultat au moyen de la valeur déjà trouvée de A'" j, , nous obtenons enfin
n (n — 1) „ ïn=y. H- n Ay o + v A'/, -h . . .
-h n (n — 1). . . (n — m 4-1) (Ax) m .A\ formule dont nous tirerons bientôt parti.
86. Après avoir exprimé y n en fonction de f et de ses différences consécutives , on peut réciproquement exprimer A"/ en fonction des n -+- 1 valeurs y , /, ,/:,«.., j w .
- Pour cela , remarquons que
à 2 y.=z (/»— r«) — (ri— *) =r>— *it +r#» a\t.= (r»— 2r 2 -Hr.)— .(r»— 2/,-hj,) =j 3 -3r,-h 37,-7,,
et ainsi de suite. On reconnaîtra donc par la méthode connue de généralisation pour les résultats de cette nature , que l'on a
A»7,=rn—^rn-»-H \ o V ^» — ' * — 'r— * -h —±r.»
le dernier terme devant être pris positivement si « est pair et négativement si n est impair.
Ce développement peut encore se représenter par la formule symbolique suivante :
A B rt = (r — 0".
en changeant les exposants en indices, et remplaçant l'unité par/, dans le dernier terme.
Cette formule nous donnera
^.^—(x + nAxy* — n[x + (n — i) Ax}" n(n — 1)
[j;-f(« — 2) Ax] m — . . . ± «*.
Si nous développons et ordonnons le second membre suivant les puissances de à& 9 en posant pour simplifier
il viendra
' â*.x m =zlt ê x m -4-~W l x m - i Ax
+ 5j^Lz2Îif 1 j--»(A*3«-»-.. . + n.(a*)".
I • jL
Mais on a vu dans le numéro. précédent que la moins haute puissance de Ax dans le développement de A", x" est(Ax)' 1 ; donc la
fonction N a est identiquement nulle pour toutes les valeurs de a inférieures à n (*). On a trouvé d'ailleurs, en posant m z= /i ,
A w .^»= 7?(/ï — l)(/l — 2). . .3.2.l(Ax)",
ce qui donne
puisque A", j" se réduit à N„( Ax) n pour /w = /?. 87. Reprenons la formule
-+-»(«— 1) (« — 2). . .(/i — ifi -f-i)(A.r) m A,
que nous avons posée à la fin du n° 88.
Cette formule, qui nous servira à séparer les racines d'une équation , et à les resserrer dans des limites suffisamment approchées, est due à Newton; mais il ne faut pas confondre ce procédé , basé sur les différences , avec la méthode due également à Newton et que nous avons étudiée dans les approximations successives.
Nous substituerons dans l'équation
^ = 0, ou bien A.z m -f- A,**" -1 -H- . .= o,
des valeurs de x équidistantes, d'abord d'une unité, c'est-à-dire que nous commencerons par prendre
àx = 1.
Si les racines ne sont pas séparées par des substitutions de nom* bres entiers consécutifs, pris entre les limites inférieure et supé-* rieure, on fait des substitutions de dixième en dixième ; alors
On peut encore prendre
— —————— »^ — — ■ ■■■■»». ■ 1 ■■■■■■— ■ ■ ■ ■■!■■ »■■■ ■ ■ 1— ^— — — ^— mç
( * ) Par exemple ,
(Voir Nouvelles Annales, tome XI 11 , page 57a. )
et ainsi de suite. Il est bien entends que Ton ne doit pas s'exposer à chercher des racines dans nn intervalle où il ne s'en trouverait pas ; on est guidé à ce sujet par le théorème de Sturm. D'ailleurs , dans la pratique , on connaît presque toujours l'ordre de grandeur de la racine que l'on cherche.
Quoi qu'il en soit, nous devons montrer qu'après avoir fait dans la fonction un nombre limité m de substitutions directes, on peut disposer avec les différences correspondantes un tableau qui donne , par un calcul très -simple , les résultats d'autres substitutions faites au delà et en deçà avec la même différence Ax.
Pour fixer les idées nous supposerons, comme nous Pavons dit, qu'il s'agisse d'une équation algébrique
Àx"-hÀ 1 x~- | :=o,
alors nous verrons que le nombre nécessaire de substitutions directes est le degré m de l'équation.
Nous prendrons pour exemple l'équation
ou bien
70 x* — 140 jt 3 -+- 900:* — 20X -f-I = O,
dont nous avons déjà cherché une racine dans le n° 15. Mous avons alors supposé, non-seulement que la séparation des racines était obtenue, mais aussi que la racine en question était connue à un centième près. Il faut voir maintenant comment on avait pu parvenir à ces résultats.
Changeons x en — x , ce qui donne
r* -H i4<> x 3 -!- go x 1 H- 20X
La règle de Descartes (*) montre que l'équation transformée n'a pas de racine positive , puisqu'elle ne présente pas de variation ; d'ailleurs il est évident qu'aucun nombre positif ne peut rendre nul le premier membre. Donc la proposée n'a pas de racine négative.
( * ) Une équation ne peut avoir plus de racines positives que de varia* > tion de signe d'un terme à l'autre.
Nous pouvons mettre cette équation proposée sous la forme
70 x*[x — 2) -Mo a: (9* — 2) -f-i = o.
Alors il est facile de voir que 2 est une limite supérieure des racines positives de l'équation; en effet, pour x = 2, le premier membre devient positif, et pour toute autre valeur plus grande que 2, les facteurs a: — 2,9 a: — 2 étant évidemment positifs, ce premier nombre sera encore positif à plus forte raison.
Les racines réelles étant donc comprises entre o et 2 , il n'y a pas lieu de faire un tableau suffisant en substituant des nombres entiers, et nous allons passer immédiatement à la substitution des dixièmes.
La différence quatrième, qui doit être constante , se calculera directement par la formule
A = 70, h = 0,1 et /i* = 0,0001; donc
puis
et A* = 0,l
Ensuite, pour trouver une différence troisième, il faut faire quatre substitutions directes dans l'équation
On posera donc les valeurs de x,
ce qui donnera
jro= l > jr, = — o,233, ^= — 0,408, 73= — o,n3.
On en conclura
Ajo = — 1 , a33 , A' y\ = 1 , o58 et ù?y 9 = — o ,588.
On connaît d'ailleurs
A 4 7o= 0,168, valeur constante.
D'après cela on forme le tableau suivant, comme nous allons le
voir.
0,1ÔÎ , 0,l68
Nous avons donc obtenu , par ces qnatre substitutions directes, la ligne horizontale
qui correspond à
x 99 r», Aj t , A 2 _r„, A*r„ à*J*,~
et qui suffit pour trouver les résultats des substitutions de 0,4, o,5, etc.; voici comment il faut faire pour les obtenir. Ajoutez
a*j% = o , 168 avec a 3 > t = — o ,588,
vous aurez
que vous ajouterez encore à
1 quantité connue par les substitu lions v , ce qui donne
Ajoutez encore
(quantité également connue), ce qui donne
Ara = o,345; enfin , ajoutez
^3= —o,n3, vous avez
Xa = o,232 pour x 4 = o,4-
On ira ainsi jusqu'à
y l9 z=zi pour .r, =i,
en faisant toujours usage de la formule
qui provient de la définition des différences contenues dans l'expression
La séparation des quatre racines étant obtenue entre o et i , il n'y a pas lieu de faire remonter le tableau au delà de x = o ; d'ailleurs on savait d'avance qu'il n'y avait pas de racine négative. Cependant, afin de montrer comment on pourrait faire remonter le tableau , si cela était nécessaire , au delà de la première ligne horizontale, nous allons calculer /_, pour #_, = — o , i .
Remarquons que si l'on connaissait A 3 j_, , on le retrancherait de A 3 j pour avoir A 4 /_, , que l'on sait d'avance être constant et égal à o, 168 ; on aurait donc
et réciproquement
Suivant toujours le même ordre oblique, on aura
en retranchant — 0,756 de A 7 jr = 1 ,o58, c'est-à-dire en ajoutant 0,756. De même 1 ,8i4 retranché de — 1 ,233, donne
Aj_, = — 3,o47;
et enfin , — 3 , <>47 , retranché de r # = i , donne
On trouverait de proche en proche les lignes horizontales supérieures , si cela était nécessaire.
88. Pour séparer les racines, si Ton n'y était pas déjà parvenu, ou pour approcher davantage de ces racines, il faut maintenant, comme nous l'avons indiqué , faire des substitutions dont l'intervalle soit dix fois plus petit.
Nous allons reprendre l'équation
n(n — i),, /» (« — i) (/» — a) A , y u =y. + này 9 + - V — — iA\r.+ -^ ;-^5 A\r.-h. . .
-+-n(n — i) (n — a). . .(/i — m +\) (±x) m A 9 et voir ce qu'elle devient quand on prend une nouvelle différence
Ax
le nombre a étant généralement égal à io.
Nous supposons donc qu'entre les deux mêmes limites x 9 et x n = X qui donnent les valeurs y % et y n = Y, les substitutions soient maintenant en nombre n' = a n ; les valeurs extrêmes X et Y de a: et de y ne changeront pas ; mais les différences des divers ordres ne seront plus les mêmes, et d'abord la nouvelle différence de la variable indépendante sera
Ax
puisque Ton doit avoir
X = x t -h nAx = x -+- /t'A'x,
et que
n' — otti.
Ainsi, en changeant, dans l'équation précédente, n en a/i,
Ax en —5 et en accentuant les différences des divers ordres,
on aura
an (an — i) ,
-+- a/i ( a « — i ) . • . ( « « — iw + i ) — — • A.
'àx} m
Voici donc le problème que l'on doit se proposer :
Connaissant les différences A , A% A% . . . , grtcf correspondent à une certaine valeur de A.r , trouver les différences A', A /2 , A' 3 , . . . , ^«/ correspondent à
Aj:
Pour y parvenir, comparons la valeur précédente de Y à la valeur déjà connue
Y=r +/iAj 4- -i y A' j -+-...
-+•«(/*— i). . .(// — m -hi){Ao:)". A.
Comme ces deux expressions de Y doivent toujours être les mêmes, quelle que soit la valeur de n, on identifiera dans ces deux développements les coefficients de toutes les puissances de n , ce qui donnera un nombre suffisant d'équations pour déterminer A', A'*, A' 3 ,..., en fonction de A, A% A 3 ,....
Nous remarquerons d'abord que Ton trouve dans cette comparaison deux termes qui sont identiquement égaux: d'abord le terme indépendant de n, qui est y 9 de part et d'autre; ensuite le terme (le plus haute puissance en n 7 c'est-à-dire de m iime puissance, qui est d'un côté
et de l'autre
(A*)" A <x.'".n my ~ -A.
On voit que cela revient au même.
En égalant de part et d'autre' les coefficients de n à la première
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puissance , ob aura
A h-=- — ...± 1.2.3. ..(m — i)fAxj"A
On aura en tout m — t équations de cette nature qui détermineront A'»-», A' - *-»,. •• f A'% A', en fonction de A*- 1 , A"-%..., A% A. D'ailleurs , il est clair qne
89. Noos ferons l'application de cette méthode aux équations du troisième et du quatrième degré.
Soit d'abord l'équation dn troisième degré. Les deux développements déjà posés deviennent alors
_ ait(aff — i) a*. 'a» — i* f a» — a) J
en représentant par J le produit ; Ax)". A qui serait ici ( A*) 3 A. Nous aurons les trois relations
A ha* = alA' 1 |.
la seconde donnera
et la troisième
r*A*=A*— 6* il — -),
Mais si PonTent exprimer A' en fonction de A et de A* sentonent
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on trouve, en éliminant A' 2 ,
•*— (-Mî-'H)]-
Si a = i o , on a les formules
i ooo A' 3 = A 3 ,
iooA"==A a Î- = A »_6 7
a/ o A* \ni$ 4 o a.» iqv
10 A'=A 2- . 1 — £ — =A il . -L -f-i-il,
io i ioo io 2 io
en posant 7 = ^--
Passons à l'équation du quatrième degré , nous avons les deux développements ,
dans lesquels
On aura les relations
dont les trois dernières reviennent encore à
A 2 A 3 aA' 2 aA' 3 ,. . / I \
On pourrait éliminer A' 3 et A' 7 , afin d'avoir A' 2 et A' en fonction de A, A 1 et A 3 ; mais cela serait moins simple dans la pratique. Si a = 10, ces formules deviennent
IOO A' 3 = A 2 — A 3 4- joo A' 3 -f-
IOO
A 2 A 3 10 A' 2 10 A' 3 tf. 6.000
Mais posons encore 7 = — , et il restera
roooo A ;< = A 4 ,
100 A' 2 = A 1 — A 3 -h iooA' 3 -f- iii?,
Nous terminerons ce numéro par une observation qui s'étend aux équations de tous les degrés à coefficients rationnels, qu'il est toujours facile de ramener à n'avoir que des coefficients entiers , en multipliant par le plus grand commun diviseur de tous les coefficients. Voici cette observation , qui permettra souvent de reconnaître si Ton a commis des erreurs dans le calcul des différences.
Quand on divise une différence d'ordre quelconque par 2,3, 4,5,..., enfin par le nombre qu'indique la formule , pour obtenir A', A'% A' 3 , . . . , cette division ne doit jamais donner de fractions décimales périodiques. En effet, s'il en était autrement, ces différences A'» A' 2 , . • . auraient plus de chiffres décimaux que n'en comporterait la substitution de la valeur correspondante de x dans le polynôme y à coefficients entiers.
Revenons maintenant à l'équation
70 x* — 140^ 4- gox* — 20X 4-1=0,
dans laquelle nous avons déjà séparé les quatre racines au moyen du tableau des dixièmes, et cherchons à en approcher davantage par celui des centièmes ; nous considérerons d'abord la première racine comprise entre o et o , 1 .
On a obtenu , pour x = o et A x = o, 1 , les valeurs
y=i y A = — i,233, A 1 =ri,o58, A 3 = — o,588 et A* = 0,168.
Cherchons maintenant
IO IO
Ici (Ax) 4 = 0,0001, A =70, ce qui donne
7 =63.o,oooi = o,oo63.
Les relations obtenues deviendront
Ces égalités serviront pour toutes les racines de l'équation proposée, mais pour celle que nous considérons entre o et 0,1, et dont nous avons posé les valeurs de A, A 3 et A 3 , on trouve
ce qui donne le tableau suivant :
o,oi6355o
—o,oo53393
La première ligne de ce tableau , en y comprenant y 9 rc 1 , suffira pour former toutes les autres; en effet, on aura
c'est-à-dire qu'on obtiendra
en ajoutant — 0,0008148 avec 0,0000618; de même, on aura
o,oi6355o
en ajoutant 0,0171698 avec — 0,0008148, et ainsi de suite. On trouvera en un que la substitution de 0,07 fait changer le signe de y, de sorte que la première racine est comprise entre 0,06 et o ,07. Nous renverrons au n° 15 pour en approcher davantage, par la méthode de Newton.
Voici le tableau semblable pour la seconde racine , comprise entre o, 3 et 0,4 i
0, oooo338
— o,ooo3io8
—0, oooo353
Ainsi , cette seconde racine est comprise entre o, 33 et o, 34, mais plus près de o,33.
Nous calculerons encore la troisième racine, à partir de x = 0,6 :
OylZl
— o,o336oi5
— o,oooo353
Nous nous dispenserons de former le tableau analogue pour la quatrième racine , qui s'obtient en comparant le coefficient — 2 de x 3 dans l'équation proposée
X* — 2JC'-f-^X a < x -A ~ = o,
avec la somme des trois autres racines.
Mais après avoir trouvé ces quatre racines , que nous indiquerons par a/, x" y x"\ x XT , suivant leur ordre de grandeur, nous remarquerons que
x* + x ir =zi et que x" -+- x"' = 1 ,
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observation qui nous permettra d'abaisser le degré de l'équation et d'approcher davantage des racines.
Pour y parvenir nous poserons , comme nous l'avons fait à la fin du second chapitre, dans une circonstance analogue,
ce qui nous donnera
70^ — Io5*'4- 3 =r O,
équation bicarrée , d'où l'on tirera facilement les quatre valeurs
x ir = o,93o568i557970246.
Nous terminerons ces considérations sur la manière de former les tableaux des différences par la remarque suivante :
Ce serait une erreur de croire qu'un nombre est limite supérîeure des racines positives d'une équation par cela seul que la ligne horizontale correspondante ne contient que des nombres positifs , ce qui fait qu'il en est de même dans toutes les lignes inférieures pour des valeurs de x plus grandes. En effet, il pourrait exister entre deux de ces valeurs un nombre pair de racines.
Ainsi l'équation
dans laquelle la substitution de x = 3, avec A x = 1, donne
y = 1 , A = 1 2 , A 2 = 46 et A 3 = 6 ,
a deux racines plus grandes que 3, qui sont, à un centième près , 3,2i et 3,22.
91. Nous n'avons parlé jusqu'ici que des équations à coefficients rationnels, qu'il est facile de ramener à n'avoir que des coefficients entiers : dans cette circonstance A m ^ étant constant et
les différences suivantes étant nulles, on exprime y n ou Y par une série d'un nombre limité de termes. Mais il n'en est plus de même pour les équations transcendantes, auxquelles on applique d'ordinaire la méthode des différences.
Cependant, quand les différences d'ordres consécutifs vont en diminuant continuellement, on peut résoudre l'équation transcendante par le même procédé qu'une équation ordinaire. En effet, quand on aura fini par trouver une différence d'un certain ordre tellement petite , qu'on puisse la négliger sans sortir des limites de l'approximation que l'on désire, il est évident que toutes les différences suivantes seront également nulles , et que la différence précédente, à laquelle on arrêtera la série, sera constante.
Ainsi tout se passera comme dans les numéros précédents, sauf pourtant que les différences successives ne seront plus exactement divisibles par les nombres 2, 3,4» 5,..., qui se trouvent en dénominateurs dans les formules, comme nous l'avons vu à la fin du n° 89 ; cependant l'observation que nous avions faite subsiste dans la pratique, car il est clair qu'on ne doit pas calculer de décimales d'un ordre plus élevé que celles qui se trouvent dans la différence que l'on néglige.
Nous nous dispenserons de donner un exemple de solution pour une équation transcendante , puisque les calculs sont absolument analogues à ceux que nous avons déjà faits ; mais nous appliquerons ce que nous avons dit à la construction des Tables de logarithmes , afin de montrer comment on trouve les différences négligeables.
Soient y = Lx, et // = àx la différence constante entre deux valeurs consécutives de x ; on aura
y { = L (x H- h) = Lar -h L ( 1 4- - J
= Lx -h M (
d'où l'on tirera 72, /»,♦ • »> en mettant 2 h, 3h,... f au lieu
Puisque ce développement a été obtenu en formant les différences by , à y , . . . , relatives aux valeurs x , x x , x a , . . . . x a , il est clair que , réciproquement , si Ton y substitue successivement ces n -+- i valeurs de a:, on obtiendra les n -+- i valeurs correspondantes y , y x , /a, • • • , Xn-
Cela posé, voici comment on peut étendre la formule à des valeurs de x non comprises dans une progression arithmétique.
Puisque cette formule est vraie pour les n + i valeurs depuis x a jusqu'à x n = X , on peut admettre ( * ) qu'elle l'est aussi pour toutes les valeurs intermédiaires de x\ Ay , A 3 ^" e , . . . , conservant toujours leurs valeurs primitives. Seulement, pour une quelcon-
que de ces valeurs de x, le rapport — - — ne sera plus un nombre entier; c'est pourquoi on le représente, en général , par z. On aura donc
1 .2.0. . .n en appelant y la valeur que Ton obtient quand on pose
x = hz 4- x 9 , comme cela résulte de la relation
X ■"— Xq Z =r : •
Avant d'aller plus loin , nous devons examiner quelles restrictions on doit reconnaître à la vérité de Ténoncé relatif aux valeurs de x intermédiaires entre x 9 et x n , et sur lequel repose la formule précédente.
Nous remarquerons d'abord que ce théorème est rigoureusement vrai, si la fonction donnée y est un polynôme entier de
(*) Sauf une restriction que nous verrons bientôt.
degré /w, par rapport à x, pourvu que Ton ait nÇ_m. En effet, si w = m y la dernière différence à„y 9 est constante, par conséquent les différences suivantes sont nulles : si /i^>w, la série des différences s'arrête avant A„ r - Donc la relation
z(z — i) . z(z — i) (z — 2) j=r *,+ z ày -h -2 Vjr ê -h ^-= ' A 3 ro 4- . . .
doit être regardée comme complètement identique avec le polynôme proposé
y = Ax m -H A,^""" 1 -h Aa-r" 1 "* 2 -+-...,
et Ton vérifierait dans chaque exemple de cette nature l'identité de ces deux expressions de y 9 en substituant
et en faisant quelques réductions : ainsi une valeur quelconque de x y même au delà ou en deçà des limites x a et x„, donne le même résultat de part et d'autre.
Mais si les conditions précédentes ne sont plus remplies, les choses peuvent se passer autrement. L'identité de la fonction
et de la série qui développe y en fonction de z, ne sera plus évidente, comme nous l'avons dit, que pour les valeurs dey qui correspondent aux n+i valeurs de x en progression arithmétique, et pour toutes les autres valeurs de x l'égalité n'aura lieu qu'avec une approximation plus ou moins satisfaisante.
Pour savoir si Ton pourra, en général, se contenter de cette approximation, nous remarquerons qu'elle sera d'autant plus sûre que la série
z (z — 1) zlz — 1) (z — 2) ,
y =/•-«- z Ar, -+- — a 5 /. + -i '-\ i tfy, -+-. . .
se rapprochera plus de ce qu'elle aurait été pour un polynôme entier de .r; nous aurions eu alors, dans le dernier terme, une
différence qui serait restée constante, même si Ton avait continué la série des valeurs de x dans la progression arithmétique et cherché les valeurs de y correspondantes avec leurs différences successives. Il faut donc, pour admettre l'approximation indiquée, que le dernier terme de la série contienne aussi une différence que Ton puisse à peu près regarder comme constante, afin que les différences suivantes soient négligeables , relativement au degré de précision que Ton veut obtenir.
Ainsi, pour faire usage de cette série
z(z — i) , ziz — i) (z — 2) „ y = y. -4- z by + \ J à?y ê + -* -^ ' à 2 y +- . . ,
dans laquelle on a toujours
X ~^ JCq
il faut que les /i -4- 1 substitutions des valeurs primitives de x soient assez nombreuses et assez rapprochées, pour que à n y 9 puisse être regardé comme constant et les différences suivantes comme nulles : c'est-à-dire que , si Ton insérait après x n d'autres valeurs de x suivant la même progression arithmétique et si Ton calculait les valeurs correspondantes de y avec leurs différences, à n y 9 demeurerait constant avec une approximation suffisante, du moins dans un certain intervalle.
Enfin, nous rappellerons que cette formule ne s'applique que pour les valeurs de x comprises entre x et x ny sauf cet intervalle où Ton peut étendre la formule.
Ce procédé est généralemen t assez expéditif , parce qu'on ne fait que le nombre de substitutions nécessaires pour arriver à b n y = constante, et que le nombre n n'est pas d'ordinaire bien considérable quand les substitutions sont assez rapprochées. Comme application de la formule précédente, nous allons calculer le logarithme de
Posons
et cherchons dans la Table les logarithmes de 3,i4; 3,i5 -, 3, 16; 3,17 ; 3, 18; nous aurons le tableau suivant :
—0, ooooooooo3
o } 4983io5538
— o,ooooo43492
— o,ooooo/j32i8
Nous n'insisterons pas sur la formation des différences qui est déjà connue.
En s'arrètant aux différences quatrièmes, on a la formule
( * ) Il est facile de voir pourquoi nous écrivons ici
1 2 3 ^ A*r, et non pas A 4 / î
de même que, dans la formule générale qui donne y en fonction de x, nous avons écrit
comme dans la formule du n° 8«$. En effet, la loi de formation des termes donne nécessairement
*(*-l)(l-!l)...(s — H-hl)
mais si s = » , comme dans le numéro cité , il est elftir que
au contraire, quand b a une valeur qnelconque, ce coefficient ne se réduit point à l'unité.
On a toujours
ici A = 0,0 1, x = ir, x 9 = 3,i4, ce qui donne
Ensuite
Gomme on connaît les valeurs déjà obtenues
A 3 J 6 = — 0,0000043769, A 3 / = 0,0000000277 , et
on trouvera
y = L.ir = 0,4971498726.
On peut donc au moyen d'une Table contenant seulement les logarithmes des nombres de trois chiffres, tels que 3i4 ? 3i 5,.. . , avec dix décimales, calculer avec la même approximation le logarithme d'un nombre quelconque, tel que tt, pourvu que Ton connaisse également dix décimales de ce nombre.
On pourrait douter de cette approximation , parce que Terreur est cent fois plus faible dans y que dans z\ mais les plus hautes unités de Ay 9 sont inférieures de deux rangs à celles de y 9 \ cela fait donc compensation dans le terme zAy 9 > où Terreur est du même ordre que dans y 9 , puisqu'elle se mesure en faisant le produit des plus hautes unités de l'un des facteurs par Terreur de Tautre. On conçoit qu'il y aurait également compensation pour les autres termes de la série.
Si // = A x est très-petit, il peut arriver que la série
y = y,+ Zày,-h \ J Vf* -h • . .
soit assez rapidement convergente pour qu'on se contente d'un très-petit nombre de termes. Si nous admettons même que la différence première A 7o puisse être regardée comme constante, nous
aurons
ce qui revient à
y = jo-h (x — x») — ,
ou bien
X — x bx ' c'est-à-dire que Y accroissement de la fonction est proportionnel à
celui de la variable, puisque est constant.
Ajp
Telle est la proportion dont on fait un usage continuel dans les calculs logarithmiques , et qui sert à trouver quelques chiffres de plus des nombres ou des logarithmes.
Telle est aussi la base de la méthode que nous avons employée dans le n° 25 sous le nom de méthode des parties proportionnelles, ou de règle de fausse position. Elle nous a servi pour obtenir des approximations successives, parce qu'elle ne peut généralement donner du premier coup une approximation suffisante.
94. Tout ce que nous avons dit sur l'interpolation au moyen des différences supposait /j+i substitutions faites à des intervalles égaux. Si, au contraire, les substitutions étaient faites à des intervalles quelconques, voici une méthode, due à Lagrange, qui permet d'interpoler très-simplement dans ce cas général :
Soient encore y , j, , y t , . . . , y n les valeurs de y qui correspondent aux n -h i valeurs de x, cette fois non équidistantes , •*o » - T \ > x i t • • • 9 x n » nous poserons
y = X 0% To -r- X, r, -f- X 2 y* -f- . . . -+- K« y u -f- . . . -f- X^,, ,
et nous chercherons à déterminer les quantités X 0> X, . . . . Prenons une quelconque d'entre elles X a ; il est clair que X a doit se
réduire à zéro pour toute valeur de x, autre que a : on peut doue poser
produit de tous les facteurs analogues , sauf x — x a .
Mais pour que x = x a donne y = y , il faut aussi que X a se réduise à l'unité pour x = x a , ce qui donne
on a donc enfin
__ (g — J?q) (jt — Xi) (x — x 7 ). . .(x — x n ) """(*« — *•)(*« — *>)(*« — *»)■ ••(*« — X »)'
valeur générale d'où Von tire celle de tous les coefficients : par exemple, on a
Cette méthode consiste, comme on le voit, à remplacer par un polynôme de degré n la fonction dont on connaît n -h î valeurs. Ainsi dans le n° 77 , la fonction y était l'accroissement de la longueur de Tannée à partir de la valeur de Tannée moyenne : nous savions que cet accroissement était nul à l'origine, c'est-à-dire que x = o donnait y = o ; nous connaissions aussi les deux valeurs dey, 54 siècles avant l'origine, et 52,4 siècles après l'origine, ce qui nous donnait trois valeurs pour représenter y f au moyen d'un polynôme du second degré. Seulement cet exemple était tellement simple, que l'on a trouvé les coefficients par l'élimination directe, sans avoir besoin de la méthode que nous venons d'exposer.
98. Pour bien faire voir que le problème de l'interpolation est essentiellement indéterminé, nous allons modifier la méthode précédente d'une manière qui pourra d'ailleurs être utile dans plusieurs circonstances.
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Au lieu de poser
en faisant le produit de tous les facteurs de cette nature, excepté x — x a , nous pourrions écrire
X a = A a . sin . « a ( x — x ) sin . b^ (x — x x ) . . . sin . m a {x — x n ) ,
produit dans lequel figureraient tous les arcs analogues, excepté x — j? a , les coefficients « a >^ a >«- y m K étant complètement arbitraires.
En effet , il est clair que X a , ainsi déterminé , sera nul pour
toute valeur de x autre que x a . Nous déterminerons encore A a par la condition que x a donne j a , d'où l'on tire
sin*/ (x — x ) sin b QL {x — x x ). . sin/w K (x — x H )
* a s\\\a ai {x — *q) sin 6 a (x a — x,). . sinw a (x a — x a )
Dans une autre expression de la même nature, les coefficients de multiplicité des arcs pourront différer des nombres a a , b x9 . . ., puisqu'ils seront également arbitraires.
On aurait pu employer les tangentes au lieu des sinus , et Ton aurait eu des formules analogues. Toutes ces expressions de y sont nécessairement égales pour les n -f- i valeurs qui ont servi à les établir, mais elles diffèrent plus ou moins pour les valeurs intermédiaires. Cependant ces discordances ne doivent pas être trop considérables, si les n -f- ï valeurs de x sont assez rapprochées pour que l'interpolation soit susceptible d'une précision suffisante.
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96. Nous avons eu déjà plusieurs occasions de reconnaître qu'une construction graphique , mettant sous les yeux la marche et les propriétés d'une fonction, était un puissant auxiliaire pour éclaircir et diriger les calculs. Quelques considérations sur les courbes planes , dont les deux coordonnées pourront être considérées comme la variable indépendante et comme la fonction correspondante, seront donc le complément indispensable de cet ouvrage ; d'ailleurs cette étude nous donnera souvent l'occasion d'appliquer les principes déjà posés sur les approximations.
DU CENTRE
On appelle centre d'une courbe un point tel , que toute corde qui y passe s'y trouve divisée en deux parties égales.
Lorsque la courbe a un centre , et que ce centre est pris pour origine des coordonnées, l'équation de la courbe devra être satisfaite par — x et — /, si elle l'est par jt et/, quelle que soit la direction des axes. Par conséquent, si l'équation est de degré pair, elle ne doit contenir que des termes de degré pair; si, au contraire, elle est de degré impair, elle ne doit contenir que des termes de degré impair. Ainsi l'origine est le centre de la courbe qui a pour équation
j.3 — jr 7 .t -\- jr = o.
Mais il peut se faire que la courbe ait un centre sans que l'origine des coordonnées s'y trouve placée. Soient alors a et b les coordonnées inconnues de ce centre , nous y transporterons l'origine, c'est-à-dire que nous changerons x en x •+• a et y en j-\- b 7 sans changer la direction des axes. Nous établirons ensuite les conditions nécessaires pour que l'équation transformée ne con-
serve, suivant son degré, que des termes de puissance paire, ou bien de puissance impaire, comme on vient de le voir, et les équations de condition détermineront a et b, si réellement la courbe donnée a un centre.
Dans l'équation polaire
on reconnaît que l'origine est un centre si Ton a
DE& DIAMÈTRES
On appelle diamètre le lieu géométrique des milieux d'une série de cordes parallèles. Il est clair, d'après cette définition , que , dans une courbe à centre, tous les * diamètres passent par ce centre.
Nous savons que , dans les courbes du second degré , tous les diamètres sont rectilîgnes ; mais il n'en est pas ainsi pour toutes les courbes.
La recherche de l'équation générale des diamètres nous entraînerait trop loin ; mais la forme de l'équation de la courbe permet quelquefois de trouver les diamètres , rectilignes ou curvilignes , des cordes parallèles aux axes, si cette équation peut se résoudre de manière à donner
On voit alors que l'équation
est celle du diamètre qui divise en deux parties égales les cordes parallèles à Taxe des j, puisque, si l'on porte au-dessus et audessous d'un point de cette ligne, pour une valeur quelconque de x, une quantité y (x) dans le sens des ordonnées, on a deux points de la courbe donnée ( * ).
(*) On trouvera ainsi que l'hyperbole représentée par j = — est un diamètre de la courbe qui a pour équation
:ii'rj. <:if*PiTRK skptième.
Ou appelle axe d'une courbe toute droite qui divise la courbe en deux parties parfaitement égales et symétriques. De cette définition il résulte qu'un axe est un diamètre perpendiculaire aux cordes qui lui correspondent. On pourrait , d'après cela , déterminer les axes par le calcul , mais cela est généralement inutile , parce que les axes de la courbe sont pris d'ordinaire pour axes des coordonnées, ou du moins parallèles à ces coordonnées.
DES TANGENTES
97. I. On nomme tangente à une courbe en un point donné , la limite vers laquelle tend la direction d'une sécante que Ton fait tourner autour de ce point , jusqu'à ce qu'un second point d'intersection, se rapprochant indéfiniment du premier, vienne coïncider avec lui.
Soit
l'équation d'une courbe à laquelle on veut mener une tangente par un point dont les coordonnées sont x' et /'; nous commencerons par transporter l'origine en ce point sans changer la direction des axes ; il suffira pour cela de changer x en x -f- x 1 et y en y -+- y' . La nouvelle équation pourra alors se mettre sous la forme
À.r -f- Bjr -h Cx 2 -f-Dxj +E/ J -f- . . . =o,
en développant tous les termes qui la composent suivant les puissances de x et de y . Nous ne mettons point de terme indépendant des variables, parce que l'origine est devenue un point de la courbe. Il est clair d'ailleurs que les coefficients A, B, . . . , dépendent de x' et y'.
Cela posé, une droite quelconque, passant par cette origine, aura une équation de la forme
y=sax 9
et Ton reconnaîtra que cette droite est tangente si son équation est identique avec celle de la courbe pour des valeurs très-petites de./; et de y. Négligeons donc, dans l'équation de la courbe, le produit et les puissances supérieures de ces variables, nous
aurons
Ax + Bjr = o, ce qui donne
tandis que l'équation de la droite nous donne
lim - = a .
En identifiant, nous trouverons
et l'équation de la tangente sera
Cette méthode serait en défaut si l'on avait à la fois
Il faudrait alors recourir aux ternies du second degré en négligeant ceux du troisième , ce qui donnerait
ou bien
SH
relation qu'il faudrait identifier avec le produit (y — ax) (y — afx) des équations de deux droites, ce qui donnerait
(sy -(•+«')£+-'=•»
{•) Soit
te coefficient angulaire de la tangente , on voit que cela revient à écrire
ày ' = £•
Ici m est la valeur particulière du coefficient a quand la sécante devient tangente.
on poserait donc
aa! =r — » a -+- u' = — — 5 E E
d'où l'on tirerait les équations des deux tangentes aux deux branches que la courbe présenterait à ce point particulier.
Si les termes du second degré étaient nuls en même temps que ceux du premier degré , on aurait recours aux termes du troisième , et ainsi de suite.
Si le point donné était l'origine , comme on peut toujours le
supposer ainsi qu'on vient de le voir, l'indétermination de z= — -
tiendrait à ce que les valeurs * = o, y = o mettraient z sous la
forme - : on peut alors lever cette? difficulté en posant
- = t = tango»,
ce qui fait disparaître les facteurs communs au numérateur et au dénominateur de z, et donne l'inclinaison de la tangente pour chaque branche en particulier, suivant la valeur de w, si Ton représente par e* l'angle que fait avec Taxe des x le rayon vecteur passant par l'origine , dans le cas d'axes rectangulaires.
II. On parvient d'ordinaire à l'équation de la tangente par la théorie des dérivées , c'est-à-dire par le calcul différentiel. Cette méthode ne diffère pas essentiellement de la précédente , mais elle permet de calculer plus facilement les coefficients dont nous avons parlé.
Soit T af y* un terme quelconque de l'équation
il s'agit de mener une tangente à la courbe par le point dont les coordonnées sont x et y ; celles du point infiniment voisin étant .r -f- h , y -fr- k , et tout se réduit encore à déterminer la limite du rapport de l'accroissement de ces variables , c'est-à dire
hm 7h
Nous trouverons cette limite en cherchant la différence
dans laquelle il suffira d'étudier ce que donnera le terme quelconque
T(x-i- à) m (x -+- *)" — Tx" y tt .
Les termes qui contiendront les premiers degrés des accroissements seront
dont le premier représentera le produit de k par la dérivée de T x m y* relativement à j, et le second le produit de h par la dérivée de T X™ jr n relativement à x.
Comme il en serait de même pour tous les termes de l'équation
soient Xet Y les dérivées de/(x, r) prises respectivement par rapport à x et à y, nous aurons pour l'ensemble des termes du premier degré
Y*-bX/i
ou bien , posant — = z , il reste
A(zY-t-X).
On obtiendra de même , pour les termes du second degré ,
L'ensemble de ces termes sera donc
Y' X' /Y' X'\ — k 2 -+• M kh H A 2 , ou bien A 2 — z' + MH 1 1
en indiquant par X' et Y' les secondes dérivées def(x 9 y) par rapport à x et à y, et par M la somme des produits analogues à, T mx™— 1 . ny*~ x obtenus en prenant la dérivée par rapport à x , puis par rapport à jr.
L'ensemble des termes du troisième degré sera de même
la loi de formation des termes N et P étant facile à établir : on trouverait de même les termes de tous les degrés. Donc enfin l'équation
f(x + h) ( r -M)-/(x f/ ) = o se réduit à
Y«-bX-M ( — z J -4-M*H
— - 2 *-l-Ns»-+-Ps4-— 5) -h • . . =o,
en divisant par le facteur commun à.
Si maintenant on pose h = o, il reste pour le coefficient angulaire de la tangente
uni T =z= — — ?
puisque Ton a
Si Ton avait à la fois Y = o , X = o , on diviserait encore toute l'équation par h , après quoi , faisant encore h = o , il resterait
-2 2 + MH = 0,
ce qui donnerait les deux valeurs de z pour les tangentes aux deux branches qui se rencontrent en ce point de la courbe.
Dans ce cas, il peut se faire que les racines de cette équation du
(*) L'équation de la courbe étant
on a ainsi
dr \dx)
comme on le voil d'ailleurs par la relation
second degré soient égales : cela veut dire que les deux branches
ont une tangente commune à leur point commun.
Outre les relations
X = o, Y = o, si Ton avait encore
Y'z=r.o, M = o, X' = o, il faudrait recourir aux termes du troisième degré, et poser
— - 2 » + Nz' + PH x = o ,
pour trouver les tangentes aux trois branches qui se coupent au point en question ; si les coefficients de cette équation étaient nuls en même temps que tous les précédents , on prendrait les termes du quatrième degré, et ainsi de suite (*).
III. Cependant il est toujours facile de trouver immédiatement l'équation qui donne la valeur dez, au moyen de la seule expression
même quand X et Y deviennent nnls à la fois. On a vu (40) que , pour trouver la vraie valeur d'une quantité qui se présente sous
la forme de — > on cherche à mettre un facteur commun en évio
clence au numérateur et au dénominateur. Soient donc x et y les coordonnées du point de contact qui rendent z indéterminé : nous remplacerons x par x -+- h et y par y -\- k z=. y -^ hz dans X et Y, et nous savons d'avance que le numérateur et le dénominateur deviendront ensuite divisibles par h ; nous supprimerons donc ce facteur autant de fois qu'il sera commun en haut et en bas. Après
( * ) Les équations en t x et en z 3 reviennent à
dr'
dydx
dy " "
dy * doc
dr dr*
dx* On voit comment se InitiioraiiMil les équations suhantos.
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cela 9 pour revenir au point de contact , nous ferons de nouveau h = o , et il nous restera une équation en z d'un degré plus ou moins élevé.
Après qu'on a remplacé x par x -f- h et j- par j- + zh 9 les expressions X et Y peuvent être regardées comme des fonctions de //, et représentées par y (h) et \ (h], dont les dérivées par rapportât seront f [h] et -{/ (A), qui deviennent f'(o) eti|/ (o) quand on y lait h = o : il faut donc poser
Si pourtant h était encore facteur commun dans f ' ( h) et dans $'(à) f on aurait
et ainsi de suite.
Cette méthode sera en défaut si z doit être infini , c'est-à-dire si la tangente est parallèle aux ordonnées. En effet , l'accroissement h de l'ordonnée pourra encore être regardé comme nul , mais s'il se présente dans les quantités X ou Y, transformées comme on vient de le voir, un terme tel que hz* = Az, on voit que ce terme sera indéterminé quand z sera infini.
Par conséquent, pour obtenir les tangentes parallèles à Taxe des y, et que cette méthode ne donnerait point dans le cas d'indétermination, remarquons que , si
uni - = oc ,
h on a nécessairement
Tout se réduit donc à répéter les calculs précédents après avoir changé y en x et réciproquement, puis à voir si la nouvelle équation en z , dont les racines seront évidemment inverses de celles de la première, aura une racine nulle, ce qui donnera pour la tangente cherchée un coefficient angulaire égal à l'infini.
Tontes ces circonstances se présentent dans l'étude de la courbe
dont l'équation est
y 3 — 3 axy -f- x 3 =: o ,
courbe bien connue sous le nom de Folium de Descartes , parce
qu'elle présente l'apparence d'une feuille , et dont l'analyse se
trouve dans la plupart des Traités de Géométrie analytique (*).
X = 3 x 7 — 3tf/, Y=3/ 3 — 3ax 9
ce qui donne
ay — x 2
y 1 — ax
Cherchons la tangente à l'origine, il reste
nous devons donc changer x en x -f- h et y en y -+- hz , mais ici
ainsi il faut changer x en h et y en hz , ce qui donne
ahz — h 2 nz — h
h 7 z 2 — ah hz — a
Maintenant, faisons h r= o; il vient
ce qui donne
Ainsi Taxe des x est tangent à l'une des branches passant par l'origine qui est un point double.
Mais on peut croire que Taxe des y est tangent à l'autre branche i
c'est en effet ce qui a lieu, et il est facile de trouver cette autre tangente en changeant x en y, et réciproquement, pour avoir
l'équation dont les racines sont— Comme l'équation de la courbe
est symétrique en x et en j, il n'y a pas de nouveaux calculs à faire
(*) Voir l'ouvrage de MM. Delisle et Gcrono , n° 298,
et Ton trouve
- = * on bien - =0
et par suite
Z =: OO
IV. Soient M et M' (fig. 45) deux points infiniment voisins Fig. 45. d'une courbe dont l'équation en coordonnées polaires est
en appelant w l'angle que fait avec l'axe OT le rayon vecteur OM = p; Y^ soit aussi l'angle que fait la tangente
avec Taxe , il est clair que l'angle OMT = Ô — «. Du centre O et du rayon OM décrivons l'arc de cercle infiniment petit MN qui coupe OM' en N ; l'angle M' OM sera l'accroissement </« , l'arc MN — pdv, et M'N = dp sera de même l'accroissement infiniment-petit du rayon vecteur.
Cela posé, MN pourra être regardé comme perpendiculaire à la fois sur OM et sur OM' ; le triangle MM' N sera donc rectangle en N, et comme l'angle NMO est aussi droit, on a
puisque ces deux angles sont tous deux compléments de M'MN : par conséquent
^ MN . tan ^ 9 - w)= M^N
ou bien
tang(ô — w ) — L_ -.
dp
L'accroissement de surface MOM' devient, en négligeant l'infiniment petit du second ordre MNM', le secteur MON j donc
ds :rr - p ? dtù.
V. On démontre en mécanique que, si une courbe plane est produite par le mouvement d'un point ou d'une ligne, on peut
toujours admettre que , dans un instant infiniment petit, ce mouvement a lieu autour d'un centre instantané de rotation : si donc on joint ce centre à la position correspondante d'un point mobile, il est clair que cette ligne de jonction sera normale, c'est-à-dire perpendiculaire à la tangente ; il suffit donc de trouver ce centre pour construire la tangente, construction graphique souvent trèssimple.
Soit, par exemple, la droite GB de longueur constante, mobile dans l'angle donné CAB ( la figure n'est pas faite ) : soient les perpendiculaires CO , BO sur CA et BA, et joignons le point O où elles se coupent avec un point D pris sur GB à la distance déterminée CD ; cette droite OD sera normale à l'ellipse que décrit le point D dans le mouvement de la droite GB , car il est clair que O sera le centre instantané de rotation .
I. Soit
l'équation d'une asymptote à une courbe quelconque dont l'équation est
il faudra que cette dernière équation puisse se mettre sous la forme
y = ex -h d -h V,
la quantité représentée par V devant diminuer quand x augmente et devenir nulle pour x = oo . Alors
et l'on trouve
lim r - = ,
pour x r= oo , puisqu'il reste alors
On aura ensuite
d = y — ex — V,
ou bien, puisque V devient nul à la limite, on obtient
d~\\m (y — ex).
On pourrait s'étonner de voir que y — ex. prenne une valeur finie pour des valeurs infinies de x et de y, mais il faut observer que la différence de deux quantités infinies peut quelquefois être une quantité finie.
II. Cela posé, il reste à calculer ces limites pour une courbe algébrique quelconque.
Cette équation, étant de degré *w, a un certain nombre de termes de puissance 177, que nous représenterons par
U = A xPy* 4- B afy> H- . . . , de sorte que
On aura de même un autre groupe de termes de degré m — 1 , U, = A, xP\ y*\ -h B, x r t y>\ H- . . . ;
un groupe de termes de degré m — 2 ,
U, = A 2 xP*yi* -+- Bixfty*! 4- . . . ,
et ainsi de suite : de sorte que l'équation sera
Dans cette équation, il faut faire y = ex et chercher la valeur de c correspondante à x = rt 00 . Or, si Ton pose
T = Atf-+- Bc*4- . . .,
T 3 = A, <fi% 4- B a <r*i •+-..., l'équation devient
TV -+- T, «*-' 4- T 2 .r"'~ 2 -h . . . — o
ou bien
ce qui, pour x r= ± oo , donne
T=o, c'est-à-dire
Àc?+ Bc»H- . . . = o,
équation qui s'obtient en changeant dans U x en i et y en c. Pour trouver d, changeons dans l'équation de la courbe
U -hU.-l-Ua -+- . . .z=z O,
j en c-r -+-<*, c étant main tenant une quantité connue. Soient T" , T",. .. les dérivées successives de T ; soient T f l , T* a , . . . , celles de T, , et ainsi de suite : on trouvera' facilement
Tx m -h(Trt + T l )x m ~ l + /!-d»+r i rf + T,yT»- ï + ... =o.
On sait déjà que T = o , ce qui fait disparaître le premier terme : divisant donc par «r 1 " - ' et supposant x = zhoo , il reste
ce qui donne une valeur de d pour chaque valeur de c.
Si pourtant on avait à la fois V = o , T, = o, il faudrait poser
— rf î -t-T l rf + T a =o,
et ainsi de suite.
Cette méthode ne donnerait pas les asymptotes parallèles à Taxe des j, pour lesquelles on aurait c == oo , mais on les obtiendra en supposant l'équation ordonnée par rapport à y. Soit alors
Sjr" +• S, j"-' -h . ..= o
cette équation, et divisons-la parj"; il est clair que les seules valeurs finies de x qui correspondent à y =rrfc oo sont données par
l'équation
Si l'on applique cette méthode à la courbe qui a pour équation
on trouve
pour équation des asymptotes, qui sont, par conséquent, les bissectrices des angles de coordonnées.
On peut aussi demander quelles sont les tangentes parallèles aux asymptotes, connaissance nécessaire pour limiter certaines branches. Il suffit, pour cela, de poser zz^c dans l'équation
et d'éliminer entre cette relation et l'équation de la courbe. Nous aurons donc ici
La valeur ï=:i ne donnera rien (*), mais pour z = — i on
trouve
En effet, en éliminant d'abord y 2 entre la relation
__ ___ 3 x 2 — y* ' ixy — ï
et l'équation de la courbe
or 5 — y 7 x-+- y = o,
(*) On trouverait
/(H-îi'Jsxfi + n 1 ),
ce qui donnerait l'asymptote dont l'équation est v *
comme on devait s'y attendre , et aussi N
ï -+- 2Jc' = o;
mais ce facteur commun , étant égalé à zéro, ne donne aucune valeur réelle de x.
on trouve
y (i — 2.r a ) -f- # (i — 2i J )=:o, et la valeur '
2 x 2 = i ou bien • .r = ± -7=
rend nul le facteur commun 1 — zx 2 .
Pour trouver les valeurs correspondantes de y, nous remarquerons que F équation de la courbe revient à
2JC
ce qui , pour 2 x 1 = 1 , se réduit à
Afin de savoir quels signes il faut choisir, supposons d'abord
que Ton prenne
et remarquons qu'il s'agit de la parallèle à l'asymptote dont l'équation est
et pour laquelle x > o donne y < o. Il en sera donc de même pour la branche de la courbe dont s'approche cette droke; par conséquent]
x = -\ — -r donnera y = — : — 1 5
(*) Ou plutôt à
car il serait facile de constater que la branche représentée par
1 — yT+TP y — 1 —
est la seule dont s'approche l'asymptote pour laquelle ?=. — £.
de même
•r = r= donnera j = i •=. (*).
III. On peut chercher par la même méthode des asymptotes paraboliques d'un degré quelconque , c'est-à-dire dans lesquelles l'ordonnée est exprimée suivant diverses puissances de l'abscisse.
Soit , par exemple, la parabole dont l'équation esf
y = ex 2 -f- dx -f- e.
Pour que cette courbe soit asymptote, on verrait, comme cidessus, que l'équation donnée peut se mettre sous la forme
y = cx l -f- dx -f- c -f- V,
V étant une quantité qui devient infinie pour x = o. On aura, comme pour l'asymptote rectiligne ,
y (de V\ , y — ex 2 (e V <•=-— -H- -r-r--: 1> d=- I 1 l »
et enfin
e = y — ex 2 — dx — V ;
par conséquent c = lim — ? d = lim -> e = lim ( y — ex 2 — dx).
On est encore conduit quelquefois à trouver des asymptotes curvilignes par le procédé employé pour celles de l'hyperbole dans la discussion générale des courbes du second degré.
Supposons que l'équation de la courbe donnée puisse se mettre sous la forme
( * ) On sait que , dans une courbe d'un degré supérieur au second , une
tangente en un point peut couper la courbe en d'autres points; cela peut
donc arriver aussi pour les asymptotes : c'est ce qui a lieu pour la courbe
dont l'équation est
y* — x* -+- iax t y.=. o.
et comparons Tune des branches de cette courbe avec la branche correspondante de la ligne qui aura pour équation
La différence entre les deux ordonnées sera
Si nous supposons que Y diminue à mesure que x augmente, ou même soit indépendant de.?, et que les quantités ?(•*), + (#) augmentent, au contraire, en même temps (l'une des deux pourrait aussi être indépendante de x), il est facile de voir que les lignes droites ou courbes représentées par les équations
sont asymptotes de la courbe donnée.
Ainsi , la courbe représentée par l'équation
.r 3 — y* x ■+■ y zn o a pour asymptotes les hyperboles dont les équations sont
y = \- x et y = x.
IV. Si l'équation de la courbe
est donnée en coordonnées polaires, on peut trouver directement les asymptotes rectilignes. Il est clair qu'on aura une parallèle à l'asymptote si une valeur w' donne
p = QO.
On verra facilement que la distance d'un point de la courbe à cette parallèle sera
3 - 1 < \ w * sin («'-—&>) = p sm ( « — w ) , ou bien o = -, — r •
A la limite, c'est-à-dire pour
b> = */ et — = o ,
on aura la distance de l'asymptote à cette parallèle. Or, pour obtenir cette limite, on sait ( 40} qu'il faut prendre la dérivée de sin (»' — m), qui est — cos (»' — w) , ou bien — i pour w' = w,
et diviser par la dérivée de -\ où Ton aura fait *> = «'. Soit
donc
il reste
( fo/> Delisle et Gerono.)
MAXIMA ET MINIMA DES VARIABLES
09. On appelle points singuliers, les points où la courbe présente quelque particularité remarquable. Les uns tiennent d'une manière absolue à la nature de la courbe; les autres sont relatifs au choix des coordonnées, et sont, par conséquent, les moins importants (*). Cependant c'est par eux que nous commencerons, parce que leur étude nous servira par la suite à trouver les autres points singuliers.
Ces points singuliers relatifs sont ceux pour lesquels les coordonnées sont maxima ou minima. Nous pourrons donc résoudre ces questions par les méthodes que nous connaissons pour la recherche des maxima ou des minima des fonctions explicites et implicites, mais nous pouvons aussi traiter directement cette question en observant que, dans ces points, les tangentes sont nécessairement parallèles à l'un des axes.
Ainsi, soit un point où y est maximum ou minimum, c'est -à-
( * ) JNeanmoins, les sommets des courbes, c'est-à-dire les limites de* coordonnées parallèles aux arcs de la courbe (90), sont des poinls d'une importance facile à concevoir.
dire plus grand ou plus petit que les vajeurs qui suivent ou qui précèdent immédiatement ; il est clair que la tangente sera paral-
lèle à Taxe des x : on aura donc dans l'expression z = — — *
et, par conséquent,
Si, au contraire, il s'agit du maximum ou du minimum de jc, la tangente devenant parallèle à Taxe des y, on aura
« = oo et Y =r o.
Cependant cette méthode serait en défaut si la même valeur qui donnait X = o, donnait aussi Y = o. Alors il faut revenir aux méthodes qui donnent les maxima et minima des fonctions (36 et suivants).
En général, une tangente dans une direction quelconque donne les limites de la courbe suivant cette direction, du moins aux environs du point de contact.
CONCAVITÉ ET CONVEXITÉ. POINTS D'INFLEXION
100. On dit qu'une courbe ou plutôt une portion de courbe est concave relativement à un point de son plan , lorsque, si l'on joint ce point à un point de cette partie de courbe et si Ton mène une tangente à ce point de la courbe, la portion de courbe est comprise entre la tangente et le point donné. ..-■...
Si, au contraire, la tangente est comprise entre. Ja,. portion de courbe et ce point, on dit que cette partie de courbe çst convexe par rapport à ce point. . v
Or on trouve quelquefois des points de, la çou^b.e^^ la courbure change, c'est-à-dire tels, que, dans les points qui précèdent immédiatement, la tangente est, par exemple, au-dessus de la courbe, tandis qu'elle est au-dessous pour ceux qui suivent immédiatement. Ces points, qui sont évidemment des points singuliers de nature absolue, comme tous ceux que nous étudierons par la suite, s'appellent points d'inflexion.
Soient M (fig.lfô) le point d'inflexion, NT la tangente au point N
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placée au-dessus de la courbe comme nous l'avons supposé , K'T' *Mî' 46. la tangente en N' située au-des-
sous de la courbe ; on voit que la tangente MP au point d'inflexion sera intermédiaire entre ces deux portions, puisqu'elle sera au-dessous de la portion de courbe MN et au- dessus de MN'.
Par conséquent , si Ton imagine le mouvement de la tangente de N en Tï', on voit que cette tangente en N ira rencontrer Taxe des x en T, à gauche du point P, où MP coupe ce même axe. Quand la tangente se rapprochera du point M , le point T se rapprochera aussi du point P et finira par l'atteindre, mais ne pourra le dépasser. En effet, quand le point de contact viendra de M en N', le point T' s'éloignera de P et repassera à gauche de ce point. Donc l'angle a que fait MP avec O x est l'angle maximum entre ceux que font les tangentes aux environs du point M.
On ferait voir absolument de la même manière {fig. 47 ) que si Fig. 47. la tangente est placée en N
au-dessus de la courbe , et au-dessous en N', l'angle a que fait avec [l'axe h des x la tangente au point d'inflexion, est au contraire un minimum.
Mais, dans les deux cas, cet angle a est une limite au point d'inflexion, et il en sera de même pour le coefficient z de la tangente. En effet,
sina
sin ( ô étant l'angle des axes : ou a aussi
sin rot a — cosO
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ce qui montre que, si a est maximum , cot a est minimum , ainsi que le dénominateur; donc z sera maximum en même temps que a. Même observation pour le minimum.
Cela posé , imaginons qu'entre l'équation
de la courbe donnée et la relation
on ait éliminé y \ il restera une relation
que Ton pourra regarder comme l'équation d'une courbe dont x serait l'abscisse et z l'ordonnée. On trouvera donc le maximum ou le minimum de z, comme on a trouvé ceux de y : ce qui donnera les peints d'inflexion. Il faudra donc chercher la dérivée de cette équation par rapport a x , et V égaler à zéro ( *).
( * ) Cela revient à
ou bien, comme on a déjà
il faut poser
dz _ dx
dy
dz En effet — = o résulte de l'équation dx
comme on le voit par la relation qui donne
Du reste, nous verrons ( 102) que l'on peut quelquefois, par cette théorie, confondre un point d'inflexion avec un point de rebroussement de première espèce.
Il est clair que Ton pourrait aussi bien éliminer/ tt avoir l'équation
sur laquelle ou opérerait de la même manière ; on choisira , de ces deux éliminations, celle qui donne le calcul le plus simple. On peut encore , si cela est plus avantageux , poser
ce qui fait souvent disparaître des facteurs communs dans X et dans Y.
Si la courbe est donnée en coordonnées polaires , nous savons que , G étant l'angle que fait la tangente avec l'axe , on a
pd w tang(0 — w) = *--— ,
et nous savons aussi que sera un maximum ou un minimum pour les points d'inflexion. Alors il faut remplacer f> par sa valeur en fonction de &>, et après cette élimination ,
y = lang , x = tang &>
seront les coordonnées de la courbe que l'on imagine pour trouver l'inflexion , en cherchant la limite de j.
Enfin, on conçoit qu'un point d'inflexion doit être regardé comme la réunion de deux éléments , appartenant à chacune des deux portions de courbe, c'est-à-dire comme la réunion de trois points. Donc, pour qu'une courbe ait un point d'inflexion, il faut au moins qu'elle soit du troisième degré.
Comme application , nous allons chercher les points d'inflexion de la courbe dont nous nous sommes déjà occupés, et qui a pour
équation
Nous remarquerons d'abord que l'origine est un point d'inflexion, car l'axe des x est tangent à l'origine, et la courbe passe au-dessus et au-dessous de cet axe. Pour trouver les autres points d'inflexion , posons
l'équation de ta courbe deviendra , en divisant par x\
ensuite
XY — I I
en divisant haut
et bas par x 7 , ou bien
3 — t 7 = 2 tz -
Multiplions l'équation (i) par z et l'équation (2) par / , puis ajoutons : il vient, en supprimant zt 7 de part et d'autre et réduisant ,
3f — f 3 = t 7 Zr\- 2,
et enfin .
Pour trouver la limite de z , égalons à zéro la dérivée de cette dernière équation par rapport à t , nous aurons
ce qui donne
Transportons cette valeur dans l'équation (3) , on a
ou bien
zt 7 [t 7 — 3) -h3(x — / 4 ) = o,
ce qui donne encore
Donc
ou plutôt, comme /*> o, et que >/>2 ~ 2 ^3, on a
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et l'équation (1) donne
d'où
x 1 = — et x s =
par conséquent ,
ou enfin
De là on conclura
à peu près, et, comme on connaît déjà t> on trouvera aussi y et z.
POINTS MULTIPLES, POINTS CONJUGUÉS
101. On appelle point multiple un point où se réunissent deux ou plusieurs branches de la courbe : on peut en distinguer de deux espèces, par intersection et par contact. Quand deux branches se coupent, c'est-à-dire quand elles ont au point de rencontre des tangentes différentes , il est facile , comme nous l'avons vu , de déterminer ces tangentes, et, par suite, d'avoir la marche des deux branches; mais quand ces branches se touchent, c'est-àdire qu'elles ont la même tangente au point commun, il faut, pour suivre les directions des deux branches, donner à & et kj différentes valeurs aux environs du point multiple. On peut ainsi vérifier, par exemple, si les deux branches sont du même côté de la tangente au point multiple , ou de côtés opposés.
On trouve quelquefois des points isolés qui font partie d'une courbe, c'est-à-dire dont les coordonnées satisfont à son équation. Ces points s'appellent des points conjugués; voici comment on peut concevoir leur existence.
Imaginons une courbe dont l'équation contienne un certain nombre de coefficients, et supposons que cette courbe se corn-
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pose de deux parties dont l'une soit fermée; ensuite admettons que, pour une valeur particulière donnée à un ou à plusieurs des coefficients de l'équation, cette portion fermée se réduise à un point, comme le cercle dont l'équation
qui ne représente plus qu'un point quand r = o; on obtiendra alors un point conjugué.
Gomme toute ligne passant par ce point pourra être considérée comme une tangente, on aura
et un point conjugué présente le caractère d'un point multiple ;
mais ici il rat clair que l'indétermination pour la direction de la
tangente sera complète et réelle.
C'est ce que l'on peut observer pour la courbe dont l'équation
générale, est
ay 7 = x 3 — bx-.
Faisons comme cas particulier
il reste
ay* = x* — - ax 7 ,
ce qui donne
'"(ï- 1 ) et J r = ± *v/=" 1
Admettons que a soit positif, il est clair que y ne sera réel que
si l'on pose
i > o ou x^> a.
Cependant x = o donne
donc l'origine est un point conjugué.
Dans ce cas, on a un point d'inflexion pour x = — •
REBROUSSEMENTS, POINTS D'ARRET, POINTS SAILLANTS
iOÎ. Les branches qui forment un point multiple proprement dit se prolongent de part et d'autre de ce point : si , au contraire, elles s'y arrêtent brusquement, on dit que c'est un point de rebroussement ; nous supposerons qu'il n'existe que deux branches.
Il peut encore arriver. que les deux branches aient la même tangente ou deux tangentes différentes, mais l'on réserve plus spécialement le nom de rebroussement au cas où la tangente est commune; sinon, on dit que le point est saillant ou anguleux.
On dit que ce rebroussement est de première espèce quand les deux branches sont de côtés opposés de la tangente (fig» fô)i et de seconde espèce quand elles sont du même côté [fig. 49).
Les rebroussements de première espèce sont les plus ordinaires; on peut donner une formule pour les déterminer.
Soit M un point de cette nature (y£g. 5o) où s'arrêtent les branches MA et MB, et supposons , poqr fixer les idées , que OP = x> abscisse du point M, soit un minimum de x. Puisque le rebroussement est de première espèce, il est facile de voir que deux points N et N', pris sur une même ordonnée à droite du point M, donneront des tangentes, l'une plus inclinée, l'autre moins inclinée, que la tangente MR commune en R aux
Fig. 49.
Fig. 5o.
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deux branches. Si donc on construit (fig. 5i) une courbe SUS' Fig. 5i. qui ait les mêmes abscisses que la
courbe de la fig. 5o , de sorte que OC=OP et OD = OQ, et dont les ordonnées soient les valeurs successives de l'inclinaison z de la tangente dans cette première courbe , on voit que les ~ô] c^ x~ deux valeurs DS, DS', qui correspon-
dent à OD, sont, Tune plus grande, l'autre plus petite que CH; par conséquent CH est une droite tangente à la courbe SHS' et parallèle à Os; on la déterminera donc en égalant à zéro la dérivée de
prise par rapport à z : y (*, x) = o étant l'équation de la courbe SHS', laquelle s'obtiendra en éliminant y entre l 'équation
de la courbe proposée , et la relation connue
On peut aussi , comme on le fait très-souvent dans la discussion des courbes, prendre pour variable indépendante le rapport
( * ) On verrait, comme dans la note du n° 100 , que cette relation
do
donne
dt __
ou bien , puisque Ton a déjà i = — *
■ — or .
dx*
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Mais il est important d'observer une circonstance où cette théorie peut être en défaut et faire prendre une inflexion pour un rebroussement de première espèce , ou vice versa. Il pourrait se faire que, dans \*fig* 5i, le point H , au lieu d'avoir sa tangente CH parallèle à Taxe des ordonnées, rut lui-même un point de rebroussement de première espèce , avec une tangente commune aux deux branches HS et HS', et parallèle à l'axe des abscisses. Dans ce cas particulier, il est clair que ce ne serait plus la dérivée par rapport à z , mais la dérivée par rapport à/, qui serait nulle, ce qui est le caractère ordinaire d'un point d'inflexion.
La cissoïde de Dioclès, dont l'équation est
x 3 + X 7 x — lay* = o ,
donne un rebroussement de première espèce. On trouve
_ 3^+r 1 __ jp(3+r a ) iy ( 2 a — x) 2 f ( a a — x ) '
mais l'équation de la courbe elle-même donnera
*(!■+- * 2 ) = 2at* y
(Tofi
iaO la
x ±= et la — x r=
on a donc
2z = f(3 + /') et 2.^=3 + 3f'=3(i 4- *').
Si Ton posait
on en conclurait
dt
dz
dt '
* =.oo ,
ce qui serait une solution fausse; mais il faut observer que ce n'est
p as _ , mais — qui doit être égal à l'infini. Nous devons donc r ,dt dx.
chercher
dz dz dt
dx dt dx
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Or
dx __. ia (1 -f- f J ).2f — 2<i* 2 .2/ 4 rt *
et
d'où enfin
Pour avoir
il faut poser ce qui donne on en conclut
dt _(i + t 2 )\ dx~~ ~\at '
jfc _ 3(iH-^) s r/jp 8flf
dx t = tangw =r'Oj
pour l'origine. L'axe des x est donc une tangente commune aux
deux branches qui forment un rebroussement de première espèce à
l'origine, comme d'ailleurs on peut s'en assurer directement. Nous
avons voulu seulement avertir que l'emploi de t comme variable
indépendante n'est qu'un artifice de caFcul , et que les valeurs de
dz
— ne deviennent pas toujours nulles on infinies en même temps
dt
que celles de -—•
dx ^
Enfin, il est certains points où la méthode précédente laisserait encore dans l'embarras , parce que les branches de rebroussement s'y trouveraient réunies avec une autre branche Ayant une autre tangente. C'est ce que l'on voit dans la courbe dont l'équation est
Il est facile de reconnaître directement que, du côté des ordonnées positives, on a une branche qui a l'axe des x pour tangente et l'origine pour point de contact ; tandis que, du côté des ordon^ nées négatives , on a deux branches dont l'axe des y est la tan*~
gente commune et qui se réunissent à l'origine où existe par conséquent un rebroussement de première espèce. Gomme exemple de rebroussement de seconde espèce, nous citerons la courbe qui a pour équation
( Voir Delisle et Gerono , n° 3o2.)
Si une branche de courbe s'arrête brusquement sans qu'une autre branche vienne la rencontrer en cet endroit, on dit qu'il existe un point cT arrêt. C'est ce qui a lieu , par exemple , pour la courbe représentée par l'équation
y -hi= —
e (fig» 52), qui reviendrait à
Ar.
en changeant y -f-i en y x et x en — x,.
Fig. 52. Cette courbe est formée de deux
branches BL, MN dont la première a pour asymptote, dans le sejas des abscisses positives, Taxe même des x , et s'arrête brusquement au point B dont ^^ les coordonnées sont
tandis que la seconde a pour asymptote Taxe des ordonnées dans le sens positif et Taxe des abscisses dans le sens négatif. En effet, tant que x est positif, la fonction
va en décroissant indéfiniment pour des valeurs de x de plus en plus petites, et finalement s'évanouit avec x, tandis quelle tend à devenir égale à l'unité pour des valeurs de x de plus en plus
grandes. Au contraire, lorsque x passe par des valeurs négatives, le même fraction croît au delà de toutes limites pour des valeurs numériques de or de plus en plus petites , au lieu qu'elle tend en* core à devenir égale à l'unité pour des valeurs numériques de x de plus en plus grandes.
Comme exemple de points saillants ou anguleux , nous citerons la courbe qui a pour équation
( Voir Delisle et Gerono.)
COURBURE DES LIGNES, CERCLE OSCULATEUR, DÉVELOPPÉES
105. I. Si deux courbes ont même tangente en un point, on peut dire qu'elles sont tangentes Tune à l'autre intérieurement ou extérieurement , et d'ailleurs il est évident qu'elles ont aussi même normale en ce point. Mais si, au lieu d ? avoir seulement un élément commun , les deux courbes tangentes ont deux éléments communs entre elles, c'est-à-dire trois points infiniment voisins , on dit qu'il y a oscillation au lieu d'un simple contact.
Deux courbes , d'après leur degré , peuvent avoir un nombre plus ou moins grand d'éléments communs , ou bien une oscillation plus ou moins complète, mais un cercle ne peut généralement avoir avec une autre courbe plus de trois points communs consécutifs, puisque l'on ne peut faire passer qu'une circonférence par trois points donnés.
Si l'on mène, pour chaque point d'une courbe, un cercle qui jouisse de cette propriété, il s'appelle cercle oscillateur, et c'est lui qui détermine la courbure de la ligne en ce point, puisqu'il a avec elle un contact plus intime qu'aucun autre cercle.
Quant au cercle lui-même, sa courbure se mesure par le rapport d'un angle M0M f {fie* 53) à l'arc MM' correspondant, rapport qui est -=r-i R étant le rayon du cercle R
(car on peut définir l'angle par le rapport de Tare au rayon : alors l'angle est un nom.
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bre abstrait , tel que -j)* Mais pour une courbe quelconque, fe
cercle oscillateur variant d'un pointa l'autre, la courbure sera aussi variable et s'exprimera d'ailleurs, d'après ce que nous avons
vu, par —9 en appelant R le rayon de cercle oscillateur an point R
que Ton considère.
Ainsi soient A, B, Clés trois points infiniment voisins, communs au cercle et à la courbe , et soient M et M' les milieux de ces éléments AB et BC; la courbure sera représentée par le rapport
angle MOM' _ i arc MM' ~~ R "
Le rayon OM = R s'appelle rayon de courbure , et le centre O , centre de courbure.
Si l'on mène aux points M et M' des tangentes communes à la courbe et au cercle oscillateur, elles se coupent en un point T ; l'angle MTM, très- voisin de 180 degrés et supplément de l'angle très-petit MOM , s'appelle X angle de contingence.
IL On a vu que le point O {fig. 53) , centre du cercle oscillateur, était le point de rencontre de deux normales MO, Bi'O in-. Uniment voisines.
Concevons donc [fig. 54) la série des centres de courbure O, Fîç. 5 \ . O' , O" , . . . , elle représentera le lieu géométrique
des intersections consécutives des normales à la courbe.
En général , quand on a une série de droites menées suivant une loi déterminée, les intersections consécutives forment une courbe que Ton appelle Y enveloppe de toutes ces droites, et qui est tangente à chacune d'elles, car une quelconque de ces droites, telle que A'CO", a un élément O'O" commun avec la courbe enveloppe.
Ainsi la courbe PQ , enveloppe de toutes les normales à la courbe M>", sera tangente à chacune de ces normales; cette espèce
particulière d'enveloppe s'appelle la développée de la courbe MN qui est réciproquement la développante de PQ. Voici la raison de ces dénominations. Imaginons un fil enroulé sur la courbe PQ et tendu suivant la direction OÀ; supposons maintenant qu'on déroule ce fil en le tenant toujours tendu , l'extrémité qui est en A passera successivement en A', A",..., et l'autre extrémité en O', O",...; on voit donc que la courbe PQ est déroulée ou développée dans ce mouvement.
On voit qu'une développante MN ne peut avoir qu'une seule développée PQ , mais que PQ peut avoir une infinité de développantes, puisque la longueur primitive AO du fil tendu est arbitraire.
Connaissant l'équation d'une courbe quelconque, on trouve l'équation de la développée et celle du rayon de courbure en un point quelconque.
Soit
l'équation de la courbe; nous poserons
r ' =/'(*) et X " = f( x ).
On sait que l'équation de la normale au point de la courbe dont les coordonnées sont x et y y est
( 2 ) r'(ji — /) + *!— * = o,
x, et y x étant les coordonnées du centre de courbure. On aura, en difFérentiant pour passer à la normale infiniment voisine,
Si Ton élimine .r et y entre (i), (2) et (3), il reste
équation de la développée.
De plus, l'équation (3) donne
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ce qui , transporté dans l'équation (2 ), donne encore
comme d'ailleurs
on trouve
v=i l+ FK
ou bien
Si l'équation de la courbe est donnée au moyen des coordonnées polaires p et w, soient
o'= d J- et B '=^=ll£;
on verra par les relations connues
y = p sinw, x = p cosw,
que
p^inco-t-pcoso) r/ p.' -f- 2 p" — po"
p'cosw — p sin « " (p'cosw *— p sinw) s
R = -Jf!±-£>
pt 4. 2 p" — pp"
Les équations ordinaires de la courbe et de la développée présentent des relations remarquables dues à la génération mutuelle des deux courbes. On remarque, en effet, d'après ce mode de description, que l'accroissement du rayon de courbure est égal à celui de Tare de la développée; soit donc $, cet arc à partir d'une position déterminée , nous aurons
dK = ds k .
Enfin, d'après la définition même des deux courbes, les normales à la développante sont tangentes à la développée, ce qui
donne
on voit parla que cette propriété est mutuelle, c'est-à-dire que les tangentes à la développante sont aussi normales à la développée.
III. La formule
donne lieu à quelques observations sur les relations qui existent entre les points singuliers d'une courbe plane et ceux de sa développée.
On voit que R devient infini ou que la courbure est nulle pour Fig. 55. j r/ z=o, ce qui indique, comme on le sait,
un point d'inflexion de la développante. Ainsi les normales de la développante aux points d'inflexion sont en général les asymptotes de la développée, puisque R = oo {fig. 55).
Les points d'inflexion de la développée correspondent sur la développante à des points de rebroussement de seconde espèce, comme le montre la fig. 56. Cependant la réciproque n'est pas toujours Fig. 56. vraie : si le rayon de courbure est nul à ce point de rebroussement , la développée présente aussi un rebroussement.
Quand le rayon de courbure est nul , les deux courbes se rencontrent et se coupent à angle droit, ce qui est une conséquence de leur génération mutuelle. On trouve
R = o pour y" = o ,
ce qui correspond généralement, ainsi qu'on Ta vu, aux points de rebroussement de première espère de la développante.
Quant aux rebroussements de première espèce de la développée, ils correspondent d'ordinaire aux maxima et minima du rayon
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de courbure de la développante, comme on peut le voir par ta fig. 57, relative à l'ellipse.
Enfin, nous ferons observer que la développante d'une courbe fermée, telle que le cercle et l'ellipse, est une spirale indéfinie, parce que Ton peut regarder le fil comme enroulé autant de fois qu'on le voudra autour de la courbe : on peut même supposer que ce fil se déroule à droite ou à gauche; donc cette spirale est double, et les deux systèmes dont elle se compose se raccordent au point de départ en faisant un rebroussement de première espèce (Jig. 72).
IV. Le cercle osculateur d'une courbe quelconque présente une particularité remarquable, c'est qu'en général il coupe la courbe en même temps qu'il la touche. En effet , dans la portion de courbe où se trouve îe point M que Ton considère, la courbure varie d'une manière continue ( fig. S 9 ] ) , et augmente , par exemple, de B en A.
Fig. 57. Donc, R étant le rayon de
courbure M, M au point Al,
cette courbure est <- de
B en M , et > - de M en A.
Mais comme elle est toujours égale à — pour tous
les points du cercle, il s'ensuit que de B en M ce cercle- passe au-dessous de la courbe, mais que de M' en À il passe au-dessus. La figure est faite pour une ellipse, mais le raisonnement s'appliquerait à une courbe quelconque; cependant nous ferons observer, relativement à l'ellipse, que cette courbe étant du second degré, ne peut être rencontrée par un cercle qu'en quatre points : or, comme le point M d'osculation représente déjà trois de ces points communs , le cercle osculateur ne peut plus rencontrer la courbe qu'en un autre point D.
Il existe certains points pour lesquels le cercle osculateur ne coupe plus la courbe : cela arrive pour les maxima et miniiua de
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courbure de la développante , c'est-à-dire , dans l'exempte actuel , pour les sommets de l'ellipse , tels que A et B. Le cercle oscillateur en A, de rayon A, A , est entièrement intérieur à l'ellipse, de même que le cercle oscillateur en B, de rayon B,B , est complètement extérieur et embrasse l'ellipse. Chacun de ces deux cercles n'a qu'un point commun avec la courbe, parce que les sommets représentent quatre points ou trois éléments communs. C'est ainsi qu'une tangente , qui n'a généralement qu'un élément commun avec une courbe, en a deux dans les points d'inflexion.
Si Ton cherche l'équation de la développée A, B,. d'une ellipse dont l'équation est
on trouvera, en posant c*=r ci 1 — b\
x et y étant les coordonnées du point M , x { et/, celles du point M t . Cette équation , débarrassée des radicaux , est de la forme
elle est donc du quatrième degré. On voit qu'elle représente une courbe formée de quatre branches symétriques , avec des rehaussements de première espèce qui correspondent aux so minets : il ne faudrait pas croire que le point A, fût un des foyers deTellipse.'
Cette développée est la caustique par réfraction donnée par un point lumineux situé dans le milieu le plus réfringent.
Du reste, la construction graphique du cercle oscillateur en un point de l'ellipse se simplifie beaucoup par le théorème suivant, dont on trouvera la démonstration dans la Géométrie analytique de MM. Briot et Bouquet.
Quand un cercle coupe une ellipse en quatre points , les bissectrices de l'angle fias cordes communes sont parallèles aux axes de la courbe.
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Gela posé , pour venir au cas du cercle oscillateur, supposons que , M et D étant deux des points de rencontre du cercle et de l'ellipse, les deux autres soient sur une corde qui se rapproche indéfiniment du point M , de manière à devenir la tangente MT quand les points d'intersection de cette corde se réunissent en M; d'après la propriété précédente , la bissectrice MH sera parallèle à l'un des axes, qui se trouve ici être le grand axe.
Voici donc comment on peut construire le cercle osculateur au point M. Menez MH parallèle à OA , et faites l'angle SMB = HMT, MT étant la tangente en M : prolongez SM jusqu'à la rencontre de l'ellipse en un point D, et par les points D et M faites passer un cercle tangent à MT ; ce sera le cercle osculateur.
V. Le calcul de la formule
R = — -pi '
qui donne le rayon de courbure, est quelquefois assez pénible; il est donc utile desavoir obtenir directement l'expression , quelquefois très-simple, du rayon de courbure dans certains points où cette considération est particulièrement importante , tels que les sommets des courbes, sans être obligé de passer par la formule générale. Nous suivrons pour cela une méthode analogue à celle que nous avons employée pour les tangentes au commencement du n° 97, c'est-à-dire que nous chercherons à identifier l'équation d*un cercle avec celle de la courbe, pour les premières puissances des coordonnées, Nous savons, d'ailleurs, que le centre du cercle osculateur est sur la normale au point de contact , dont nous connaissons la direction par celle de la tangente. Considérons d'abord la parabole dont l'équation est
y étant la distance du foyer au sommet. Le cercle osculateur ayant son centre sur Taxe des x, aura pour équation
y 5 = iKx — X* ;
négligeons x" 1 relativement à x, puisque nous considérons des
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points très-voisins du sommet , il reste à identifier 2R x avec (\fx , ce qui donne
De même , l'équation de l'ellipse rapportée à son sommet négatif sur le grand axe étant
et celle du cercle osculateur en ce point étant
nous aurons, par le même raisonnement,
pour les extrémités du petit axe, on aurait
On peut souvent faire disparaître, par cette méthode, les indéterminations que présenterait la formule générale. Considérons la courbe qui a pour équation
y K — j:' + 2 ax*y = o ,
et relativement à laquelle nous avons déjà reconnu (102) que l'origine était à la fois un rebroussement de première espèce pour deux branches situées du côté des y négatifs, et un point de contact avec Taxe des x pour une branche placée du côté des y positifs. On sait que le rayon de courbure est nul à l'origine pour les branches de rebroussement, mais pour les branches de contact il a une valeur que nous allons chercher.
Le centre du cercle osculateur étant sur Taxe des y, ce cercle aura pour équation
x 7 = 2 Ry — y\
ou plutôt
en négligeant y* relativement à y . D'un autre côté, l'équation de
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la courbe nous donne
x 7 = ay -+- y ^<P -h y 1 .
Développons
en j>osant
yV ■+- y 7 =za i/ i -f- ( - j = a ^t -4- e
nous savons que , pour s très-petit , il reste
i là 1
Ici nous devons même négliger le dernier terme , qui donne*
rait — , et nous aurons 2a
x 1 = 2 ay 9
d'où l'on tire
Cette méthode s'applique à d'autres points que les sommets proprement dits. Ainsi , cherchons le rayon de courbure à l'origine pour la courbe dont l'équation est
On sait que, pour x très-petit, se réduit à «r; il reste donc
Quant au cercle , son équation sera
jc 7 = 2 R y
vi\ négligeant y 7 , ou bien
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identifiant avec y = a?\ on trouve
ou bien
Ici, l'origine n'est pas un véritable sommet, car le cercle osculateur coupe la courbe.
VI. Nous avons admis , dans le paragraphe précédent , que le point pour lequel on cherchait le rayon de courbure était l'origine elle-même; c'est ce qu'il est toujours facile de supposer, en transportant les coordonnées parallèlement à leur direction.
Mais nous avons admis en même temps que cette direction des axes rectangulaires était celle de la tangente et de la normale à la courbe au point que l'on considère : on réalise cette supposition, si l'on changer en x cos a — jsina, etjen.rsina -hjcosa: de cette manière , on revient aux hypothèses du paragraphe précédent , a étant l'inclinaison de la tangente.
La courbe donnée étant donc tangente à l'axe des x y et son équation étant de la forme
o = kx 4- By -+- Gr 5 4- Dxy 4- E/ a 4- . . . ,
je dis d'abord qu'on devra avoir
En effet , divisons tout par x , il vient
o = A 4- B - + Cx 4- D y H- Rr • - 4- . . . .
Considérons l'origine où x = o , y = o , mais cependant où l'inclinaison de la tangente à l'origine étant nulle, on doit avoir
il reste alors
Cela posé , nous remarquerons encore que le terme Ey 2 est né-
302 CHAPITRE SEPT1ÈMK.
gligeable relativement à Day, car
D xy + Ey> = y (Dar -h Ey) , et si Ton divise par x la quantité entre parenthèses, on obtient
ce qui se réduit à D pour l'origine, d'après ce que Ton vient de voir. On peut donc négliger le terme en/ 1 devant le terme en xy. L'équation de la courbe près de l'origine est donc
o= r (B -f- Dx)-hCr\ ce qui donne
B-hDx
mais pour x très-petit on sait que cela se réduit à
Cx*
ce qui amène à négliger à son tour le terme en xy.
On a donc
équation qu'il faut identifier avec celle du cercle osculateur à l*origine , qui est
Enfin
— - = 2R, ou bien R = -•
Il y a inflexion si R = oo , c'est-à-dire si C = o.
DIFFÉRENTES ESPÈCES DE COURBES ALGÉBRIQUES
104. On dit qu'une courbe plane est algébrique, quand elle peut se représenter par une équation à deux variables d'un nombre Uni de termes, avec des exposants entiers qui indiquent le degré de la courbe.
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Dans le cas contraire, on dit que la courbe est transcendante.
Les théories que nous avons exposées jusqu'à présent s'appliquent à toute espèce de courbes, quoique nous ne les ayons encore appliquées qu'à des courbes algébriques, excepté celle qui nous a servi d'exemple pour les points d'arrêt , et dont l'équation est
mais aussi des points de cette nature ne se rencontrent jamais dans les courbes algébriques, non plus que les points saillants.
Nous avons déjà cité (97, III) le Folium de Descartes, dont l'équation
jr 2 — 3 axy -h .r 3 = o ,
ne pouvant se résoudre par rapport à aucune des variables, se discute en posant
- = t z=. tang w.
Nous avons parlé aussi de la cissoïde de Dioclès (*), qui a pour équation ordinaire
la — X
et pour équation polaire
p = 2 a sin w tang w.
Voici sa description géométrique :
A l'une des extrémités d'un diamètre fixé pris sur un cercle de rayon a 9 élevez une perpendiculaire sur ce diamètre; de l'autre extrémité menez, sous une direction arbitraire, une sécante qui détermine sur le cercle une certaine corde , et va ensuite couper la perpendiculaire : portez sur cette sécante , à partir de l'extrémité du diamètre , une longueur égale à la portion de la sécante interceptée entre l'extrémité de la corde et la perpendiculaire ,
(*) Ce nom de cissoïde signifie que la courbe ressemble à une feuille de lierre.
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re S* ™*«e à négliger,^,, On a donc
équation qu'il faut iiW ' •"'gJne.ijuiest
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COS W
i.ouvcllo direction, #-
v^O 4- w) COS W
! « * il faudra par conséquent porter, non pas «••* de A en M'; or nous voyons crue
\cosw y
AM' = — b
cosw
la formule générale
formule
COSto
aussi toute la courbe. L'équation ordinaire, en prenant . iij;ine, sera
ourbe se composera toujours, comme on le voit par sa ntion même, de deux parties séparées par leur commune ptote OD.
t portion iqui a son sommet en B aura toujours en ce point > tangente parallèle à l'asymptote et deux points d'inflexion syiriquement placés par rapport à OB, mais la forme de l'autre • anche variera suivant les grandeurs relatives de a et de b. Si a> b> comme la fig. 58 le suppose, la tangente en B' est encore parallèle à l'asymptote, et cette autre branche a aussi deux
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inflexions; de plus, l'équation par les coordonnées montre que À est alors un point conjugué.
Si b =r a, les points B' et A se réunissent et forment un rebroussement de première espèce, OA étant la tangente commune.
Enfin, si a<^b 9 les points B' et A échangent évidemment les positions qu'ils ont sur la fig. 58 et il se forme entre eux une boucle qui se rattache aux branches infinies situées de ce côté de l'asymptote.
Pour observer toutes ces particularités, il faut déduire de l'équation x
' cos « ta relation
tang(0 — ») = t_ — / ' =;
sinw (p-.b)\J{p — bf — a *
seulement , pour lever l'indétermination que donnerait o = a pour a = b, il faut poser
tanc* (0 -— » ) = - rf-; - »
après avqir remarqué que le radical )/( p — b) 7 — a 3 9 qui devient
alors vV — 2 ^P> ne devient pas imaginaire pour p < 2 b 9 parce que p peut être négatif.
Dans le cas où a<^b 9 pour trouver p = o, il faut poser
b- t=z o, d'où cosw = — y
cos w b
Alors
tang(0 — w) = o,
ce qui prouve que est égal à l'angle w ou bien à son supplé. ment. On trouve aussi les tangentes an point où se croise la boucle.
Nous remarquerons dTailleurs qu'il est très-facile de construire graphiquement la tangente en un point quelconque par la consi-
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aération du centre instantané de rotation. Soit la sécante ÀM' M qui donne les points M' et M de la courbe ; élevez AC perpendiculaire à AM et DC perpendiculaire à OD ; ces droites se coupent en C, qui *st le centre de rotation : donc CM et CM' seront normales à la courbe.
Lieu des points tels, que le produit a 1 des distances de chacun d'eux à deux points fixes F et F' s oit constant.
Soit
FF'=2c,
on trouve pour équation
(.rM-,r , ) , + 2c , (r , -* ï ) = «< — r«.
L'équation polaire sera
p 4 — 2 c 2 p 7 cos 2 w = *** — c%
mais il se présente diverses particularités suivant les valeurs de a et de c :
i°. a < c ; on a deux courbes séparées.
2°. a = c; on a une courbe en forme de 8 qui s'appelle la lemniscate. C'est donc le lieu des points tels, que le produit des distances de chacun d'eux à deux points fixes F et F' est égal au carré a 2 de la moitié de FF'. Elle a donc pour équation
x* -f- y* H- 2a 2 (x 2 — 4r*)=o, ou bien p*"b= 2«* cos2w.
3°. a^>c. Ce troisième cas présente lui-même trois circonstances différentes, suivant que
a < c y/2 , a^> c v^2 ou a = cfa;
dans cette dernière supposition, on a une figure appelée opale de -Cassini,
Scarabée. — lies extrémités d'une droite de longueur constante ia glissant sur deux droites rectangulaires; d'un point fixe pris sur la bissectrice de ces axes on abaisse une perpendiculaire sur la droite mobile : trouver le lieu des pieds de ces perpendiculaires.
Soit b la distance du point fixe aux deux axes, et supposons
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les coordonnées transportées à ce point fixe comme origine, on a l'équation
(** H- y 7 )* -h b'(x -+ J'Y [** + y') — ia'x'jr* = o.
( Voir la Géométrie analytique de MM. Briot et Bouquet.)
Limaçon de Pascal. — Nous allons encore étudier la courbe connue sous ce nom , et qui sert pour ainsi dire de transition entre les courbes algébriques et les courbes transcendantes, parce qu'elle se rattache à l'épicycloïde.
Étant donnés un cercle de diamètre AO = a (fig. 5g) et un Fig.. 59. point A sur sa circonférence ,
menez une corde quelconque terminée h ce cercle en P, et prenez, h partir du point P, sur cette corde, la distance constante PM = PM'=6, le lieu des points M et M' est le limaçon de Pascal.
On voit immédiatement que c'est aussi le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du point A sur les tangentes à une circonférence de centre O et de rayon 0B = b. Cela se reconnaît, parce que le rayon ON = ON' = b est aussi égal à PM = PM'. Du reste, le triangle rectangle APO donne
AP = acoso».
Ainsi l'équation de la courbe se présente sous la forme
p = â cos«± b\
mais il serait facile de faire voir,, par le raisonnement déjà employé pour la conchoïde, que tous les points M ou M' peuvent être représentés par une seule équation
p = a cos ai -+■ b , ou bien p = a cos *> — b. L'équation exprimée par les coordonnées sera x* -f- y 7 — ax= b ^x 1 -+- y* f ou bien p 1 — bp =r ax.
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La courbe prendra diverses formes, suivant que Ton aura
Fig. 60. Fig. 61.
Fig. 61.
Si b^>a 9 la courbe ne passe point par l'origine; cependant cette origine en fait toujours partie comme point conjugué , car l'équation par les coordonnées est toujours satisfaite pour
jr = o.
On trouve
, m x — (a cbsw-1- b) tang (0 — 0») = — i -. — ?—± = —
a sin w ^2 — ( p — yy
ce qui se réduit, pour le troisième cas où a = b, à
tang (9 — m) =r — cot- w = 4 / t 5
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ce qui lève l'indétermination et fait voir que le point A (/%. 62)
est un rebroussement de première espèce, où AO est tangente.
Oh verra, comme pour la conchoïde, que dans \& Jîg. 61,
au point A, pour lequel p = o et cosw = ? la formule
tang ( — w ) = o
fait voir que & est égal ou supplémentaire de », c'est-à-dire que
tes tangentes en ce point ont pour cosinus riz —
Enfin, nous indiquerons encore la manière de mener la tangente par la considération du centre instantané de rotation. Soit € ( fig. 59) le centre du cercle de diamètre ÀO = a , soit S Pextrémité du diamètre dont PC est la moitié, S sera le centre instantané de rotation , car le point P est mobile sur le cercle et l'angle PAS est droit; de sorte que AS est perpendiculaire à la sécante mobile. Donc SM , SM' seront normales à la courbe.
On a dû remarquer plusieurs analogies entre la conchoïde de Nicomède et le limaçon de Pascal. En effet, il est possible de trouver une courbe dont les deux lignes indiquées ne soient que des eas particuliers.
Du point quelconque O (fig. 63), menez au cercle de rayon Fi 8« 63. CA = R et de centre C une se-
tante OM qui coupe la circonférence en N et N, , et de part et d'autre de chacun de ces points, prenez les distances
NM = NM'= N, M, = N, M' t =b,
on demande te lieu des points ainsi obtenus.
Chacun des triangles OCN, OCN, donnera, en posant OA = a, la relation
ou bien, en observant que le double signe est inutile et qu'on peut ne garder que Tune des valeurs ± b y comme dans les deux
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courbes indiquées, puis réduisant, nous aurons
2 cos» (û -f R) (p + ^) = ^4- 2ûR + (p + b)\
Pour tirer de celte formule générale celle de la conchoïde, il faut diviser par R, puis poser R = oo , ce qui donne
2 COSw
ut ensuite
a \ a} (p + by
ï i + i)(i> + à) = ïr + * a +
2 cosw (p -+• b) = 2 a, ou bien p =
cos*>
ce qui est Tune des formes de l'équation de la conchoïde. Ensuite, si a = o, il reste
aRcoswfp -4- b) = (p-+- b)\
On a donc l'ensemble du cercle représenté par p = b, puisque te signe de b est indifférent , et de la courbe qui a pour à équation
p -f- b = 2 R cos w et p = 2 R cos o> — b ;
c'est Tune des équations du limaçon de Pascal.
Nous allons encore chercher la tangente à cette courbe (fig. 64 ).
Fig. 64-
Soit la sécante ONIS, coupant la circonférence aux points N et N, , et menez au point O la perpendiculaire SOS, à ONN, ; joignez NC
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qui coupe SOS, en S , de sorte que SM et SM' seront des normales, puisque S est le centre instantané relatif au point N. De même r joignez N, G qui coupe SOS, en S, , centre instantané relatif à N, , yous aurez les normales S, M, , S, M' t »
On peut chercher quels sont les points H, h pour lesquels les deux portions de courbe se coupent; les points M' et M, se confondent au milieu delà corde NN, pour faire un triangle rectangle «dont Thypoténuse est
OC = a 4- R ,
ce qui donne , pour H et /* ,
p = (a 4- R) cos«.
Si donc, sur OC = a -h R comme diamètre , on décrit une circonférence, elle passera aux points H et h , quel que soit b , et aux points T et t de contact de la circonférence donnée avec les tangentéS menées du point O , ce qui correspond à b = o : les sécantes OH, OA au cercle de centre C donneront
405. Cycloïdes et épycicloïdes. — Nous allons examiner maintenant quelques courbes transcendantes.
I. Une des plus importantes est la cycloïde , dont voici la définition :
Un cercle de rayon CA = a [fig. 65) roule sans glisser sur iîne
Fig. 65.
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droite DO ; un point fixe placé sur cette circonférence et partant du contact en 0, décrit la courbe nommée cycloïde (* ).
Prenons sur OD la distance 08'= 2 tta , c'est-à-dire égale à la longueur de la circonférence , il est clair que le cercle arrivé à cet endroit aura fait une révolution entière, et que le point B'sera sur la courbe , ainsi que ; après cela , la courbe continuant son mouvement, donnera une seconde courbe égale à la première, en sorte que la cycloïde sera composée d'une infinité d'arceaux égaux entre eux.
D'ailleurs, le milieu B d'un arceau sera à une distance de OD marquée par BD = 2a, puisque le point décrivant aura parcouru une demi-circonférence.
Il est facile de construire la courbe par points. Nous avons pris OB' t= 2 ira ; divisons la circonférence et OB' en un même nombre de parties égales, en 12 par exemple. Soit H le second point de division de la circonférence , et G le second point de division de la droite CL = OB' ; du centre G et du rayon GM = a décrivons une portion de cercle qui rencontre en M la parallèle HM à OD et à CL , je dis que M est un point de la courbe , car l'arc ME , de centre G, est évidemment égal à l'arc HO de centre G : on trouvera de même d'autres points de la courbe.
Comme le cercle roule sans glisser, on voit que le point £ de contact correspondant à M est le centre instantané de rotation; donc ME est normale et donne la tangente FM , F étant l'extrémité du diamètre EGF.
Prolongeons ME d'une quantité EM' égale à elle-même, et imaginons en dessous de OD un cercle égal au premier, roulant sur D' 0' parallèle à DO à la distance ia , mais roulant en sens contraire, c'est-à-dire de D' vers 0' : je dis alors que , si je consfdère ce nouveau cercle mobile dans la position du diamètre EG'F', prolongement de FGE, et si je prends M' pour le point mobile, il arrivera en O quand le cercle aura roulé jusqu'en 0\ En effet, Tare EM' = EM est égal à la droite EO, ce qui prouve que M' arrivera en en même temps que F' en O'. On voit , d'après cela ,
(*) Pascal s'est occupé de cette courbe, qu'à cette époque 011 appelait quelquefois la roulette.
que l'ensemble des points M' déterminera au-dessous de OD une autre cycloïde égale à la première , puisqu'elle est engendrée par un cercle égal, mais placée inversement , comme l'indique la figure. D'ailleurs, cette nouvelle cycloïde étant formée par les intersections consécutives des droites telles que EM', normales à la première courbe , sera la développée de cette première cycloïde , et la droite EM' lui sera tangente.
On remarque aussi que le rayon de courbure MM' est double de (a normale EM. Donc , en supposant un fil enroulé sur la développante OD', on voit que MM' sera la longueur de Tare OM', et, enfin , le double diamètre BD' est égal au demi-arceau OD'.
On peut encore établir un théorème remarquable relatif à la surface de l'arceau de cycloïde. {
Considérons les deux tangentes infiniment voisines à la développée NN', PP', qui sont en même temps normales à la développante, et soient n et p les points où elles coupent OB'. On sait
que N'/i est la moitié de N'N et P'/? = -P'P; or, les figures
NN' P' P , «N' P'/? pouvant être considérées comme des triangles
qui ont NP et np pour base , et un angle égal au sommet , seront
entre elles comme les produits des côtés qui composent cet angle ,
c'est-à-dire que
D'BB' = 4.D'DB
mais, en transposant le demi- arceau DBB' dans la partie inférieure, on voit que
D'BB' = D'DBT.
Ainsi , le demi-arceau D'B'I' est égal aux trois quarts du rectangle D'DB'I', qui a pour côtés t. a et 7c<z, et dont la surface est égale à 2. va* : donc
- arceau = - tz a 2 ,
ce qui fait voir que la surface d'an arceau de la cycloïde est trois fois celle du cercle générateur.
Quant à l'équation de la cycloïde , soit MGE = w , l'arc ME qui est égal à la droite OE = « w, et soient MR = y, OR = x y on
trouve facilement
x =r a (w — sin w) et /r=û(i — cosw);
d'où l'on tire
\liay— y 2
— = arc cos ( i — - 1 —
Nous indiquerons encore deux propriétés mécaniques de la cycloïde.
Cette courbe , en la supposant renversée de manière que le sommet B soit au bas du diamètre supposé vertical, est la brachistochrvnéy c'est-à-dire qu'un mobile pesant doitsuivre une cycloïde pour descendre d'un point à un autre dans le plus court espace de temps.
Cette courbe est encore tautochrone ; ainsi , quel que soit le point de la cycloïde où Ton place un mobile pesant , il mettra le même temps pour descendre au sommet inférieur. Huyghens avait cherché à utiliser cette propriété pour régulariser le mouvement des pendules dans les horloges.
H. On peut imaginer qu'un point intérieur ou extérieur au cercle roulant, et attaché fixement à son centre, tourne en même temps que ce centre; alors il engendre une cycloïde raccourcie, ou bien une cycloïde allongée.
Les fig. 66 et 67 indiquent suffisamment la forme de ces
Fig. 60. .
Fig. 67.
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courbes , ainsi que la manière de les construire par points, et même de trouver la tangente par le centre instantané de rotation.
III. Épicycloïde. — Si le cercle de rayon CO = r (fig
roule sans glisser» non plus sur une droite , mais sur un cercle de rayon OA = R, le point mobile partant du contact en O décrit une courbe qu'on appelle épicycloïde.
La figure montre comment on peut construire cette courbe par points, et trouver la tangente par le centre instantané de rotation.
IV. Nous ne chercherons pas l'équation générale de l'épicycloïde, mais il est clair qu'elle est transcendante, car c'est ce qui a déjà lieu pour la cycloïde, qui pourtant est un cas particulier de Pépycicloïde , quand on suppose R = oo .
Cependant l'équation de l'cpicycloïde est algébrique quand le rapport — est commcnsurable.
Far exemple , si r= R [fig- 69), soient A le point de départ
Fig. 69.
et M une position du mobile, de sorte que l'arc BM = BA ; soit donc co l'angle en O et par suite en C, il est clair que AM est parallèle à OC.
Soit aussi AM = p , on voit que cette ligne est aussi divisée en deux parties égales, de même que OC,
par la tangente B m. Alors
p km
2r Om ' •mais le triangle BO/n donne
COS W
et d'ailleurs
\cosw /
d'où enfin
p = 2r(i — cosw);
on reconnaît alors que cette épicycloïde n'est autre chose que le troisième cas du limaçon de Pascal , pour lequel m
Seulement, la figure est renversée, et l'angle appelé w d'un côte est 180 — w de l'autre, ce qui change le signe du cosinus.
On peut imaginer des épicycloïdes raccourcies ou allongées , comme pour les cycloïdes ; les deux premiers cas du limaçon de Pascal rentrent dans ces espèces de courbes.
V. Au lieu de faire rouler le cercle mobile à l'extérieur du cercle fixe, on peut le faire rouler à l'intérieur, ce qui. donnera encore d'autres espèces d'épicycloïdes.
Nous considérerons en particulier le cas dans lequel le cercle mobile a un rayon moitié de celui du cercle fixe, circonstance à laquelle se rapporte un problème que nous avons traité sur les caustiques. Il s'agissait alors de l'épicycloïde extérieure ; mais si
r = -R, l'épicycloïde intérieure se réduit à une droite: dans le
même cas, les épicycloïdes raccourcies ou allongées intérieures deviennent des ellipses. Nous laissons au lecteur le soin de chercher la démonstration de ces énoncés.
I. Spirale de Coîioîi ou d'Archimede. — Une droite tourne
avec une vitesse constante à partir de la position initiale OA et
du centre O {Jig. 70 ) ; en même temps un point parti du centre
Fig. 70. se meut sur le rayon vecteur mobile avec
une vitesse aussi constante et décrit la spirale indiquée.
(On a supposé dans la figure un tel rapport entre ces deux vitesses , que le point mobile vienne en À après une révolution.)
Pour construire la courbe par points, il suffit de diviser une longueur donnée en parties proportionnelles à un même nombre de divisions prises sur une circonférence de centre O et de rayon arbitraire , sauf à établir convenablement la proportion. D'ailleurs, le rayon vecteur étant proportionnel à Tare, l'équation de la courbe sera
Dans le cas de la figure; soit OA = r, on aura
d'où
a = r pour w = 2 7r ,
r = fl.2îr et «= — 9
ce qui (ait que l'équation devient
L'inclinaison de la tangente est toujours donnée par la relation
tang(ô — w ) =p _.
Mais l'équation donne
ZU
et il restr
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ce qui montre que OA est la tangente à l'origine. L'angle ô — w étant toujours, comme on le sait, l'angle que fait la tangente avec le rayon vecteur, on a
,tang(Ô — •>) = £-.
Il faut observer que la courbe ne part point brusquement du point O, parce que Ton doit aussi imaginer le mouvement opéré dans un autre sens, ce qui donne la courbe ponctuée.
II. Spirale logarithmique. — On appelle ainsi la courbe qui a pour équation
p = «**, ou bien &> = logp,
dans un système quelconque^*. 71 ). Cette équation montre que Fie 7 1 - l'origine est un point asymptotique dont la
courbe s'approche indéfiniment sans jamais le rencontrer, car p = o donne
/"p) / ï ,a construction par points est fondée sur ce
V / que V accroissement de l'arc est proportionnel à
celui du rayon vecteur, à partir d'un premier
point une fois construit; en effet
dp = « w . \a.dv = 1 a,pd&,
et il est clair que pcfw est l'accroissement de Tare.
Ensuite, l'angle — w de la tangente avec le rayon vecteur étant toujours donné par la formule
remarquons que
ce qui donne
tang(0 — o>) = p. — 7
dp p.ltf
tang(Ô — w) = — ;
par conséquent, la tangente fait un angle constant avec le rayon
vecteur y propriété très-importante et qui pourrait servir de définition géométrique à la courbe.
Nous énoncerons encore ce théorème remarquable, que la développée d'une spirale logarithmique n'est autre chose que cette même spirale qui a tourné d'un certain angle en gardant le même pôle.
Enfin la spirale logarithmique sera encore la projection sur la base d'un cône droit, d'une hélice conique tracée sur ce cône, c'est-à-dire d'une courbe à double courbure faisant le même angle avec toutes les génératrices du cône.
107. Nous allons étudier encore quelques courbes transcendantes qui se rencontrent assez fréquemment.
Développante du cercle (fig. 72). — On voit, d'après le nom Fig. 72. de cette ligne, que c'est la courbe ob-
tenue en déroulant un fil à partir d'un point donné sur une circonférence.
Pour obtenir celte courbe .par points, * nous supposerons la circonférence divisée en un certain nombre de parties égales, 1 2 par exemple, en prenant sur les tangentes correspondantes des longueurs égales aux portions de la circonférence.
Logarithmique [fig- 73). — On appelle ainsi la courbe qui a
Fig. 73.
pour équation
L'axe des y est asymptote du côté négatif, car x = o donne
jr= — GO.
On peut chercher le rayon de courbure au point À qui a pour coordonnées
y = O et x = 1 ;
pour cela , remarquons que Ton a , en général ,
-*' = J ~~ dx
ce qui , pour x = i , donne
Ainsi, la tangente en A fait un angle de 45 degrés avec l'axe des .r. Pour trouver la position C du centre* de courbure sur la normale, on pourrait facilement, comme on Ta vu (105, VI), transporter l'origine en A et changer la direction des axes suivant les bissectrices. Mais ici il est plus simple de se reporter à la formule générale
on a déjà trouvé
ce qui donne
(H-/ 2 ) 3 = - — -r 1 - \ ensuite y" = j9
et , par suite ,
Ici x = i \ ce qui donne
R 2 = a 3 = 8 et R = i y/â.
Soit donc
AB 5= OA = i ;
élevons jusqu'à la normale bissectrice la perpendiculaire BD = i , et prenons DC = AD, il est clair que AC = R. Le cercle oscillateur passe au-dessus de la branche AR et sous la branche AS.
Sinusoïde (fi g. 74)- — C'est la courbe dont l'équation est
Fi 0- 74* y =r sin.r.
y T On voit que
x = o donne y = o ,
r — OC = -
donne
r~CA = i,
et
.r = 7r = 0'0 donne de nouveau y = o.
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Ensuite on a d'antres arceaux égaux à OAO', et qui sont alternativement placés au-dessus et au-dessous de OO'. t On trouve
-=y=co SJ r; donc, au point O,
ce qui montre que les tangentes en O, O 7 , . . . , qui sont des points d'inflexion , sont inclinées à 45 degrés : pour les construire, il suffit donc de prendre
CT = CO = CC
et de joindre OT, O'T.
On a aussi
/' = — sin-r,
ce qui donne
(iH-cos^) 3
sin'x valeur qui se réduit à
pour le point À, où x = — . On arriverait très-facilement au même
résultat par la méthode employée pour trouver le rayon de courbure aux sommets des courbes : ainsi le rayon CA du cercle oscillateur en À est égal à l'unité.
CONSTRUCTION DES RACINES DUNE ÉQUATION
108. I. On peut toujours obtenir les racines réelles d'une équation du quatrième ou troisième degré par l'intersection d'une parabole donnée et d'une circonférence.
Soit l'équation du quatrième degré, privée de son second terme, comme cela peut toujours se supposer,
(i) x* -\- px* +■ qx •+■ r= o,
et représentons par
(s) .r*=zay
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la parabole donnée, ce qui fait que l'équation (t) devient
(3) tf 3 / a 4- /mt'H- qx H- *•= o.
En multipliant l'équation (2) par le coefficient indéterminé X , et ajoutant avec l'équation (3), on a
(4) «\r'-f- (/?-*->) ** *f- qx + r=a\y.
Si l'on pose
/? -|- X = a*, du \ = a 2 — /? ,
cette équation deviendra celle d'une circonférence
ay {à 1 — p) = a'j* +• A* *' -h #x -h r,
dont l'intersection avec la parabole déterminera les racines cherchées.
Quant à l'équation du troisième degré
.r 3 •+- px ■+- q = o , '
on y introduit une racine nulle, en multipliant par x le premier membre , ce qui donne
X* + /WC'-b 0# = O,
et l'on rentre ainsi dans le cas précédent.
Les problèmes qui ont pour objet de trouver le côté d'un cube double d'un cube donné, de diviser un angle donné en troià parties égales, d'insérer deux moyennes géométriques entre deux droites données, se résolvent simplement par l'intersection d'une parabole donnée et d'un cercle, parce qu'ils conduisent à des équations du troisième degré.
II. La construetiota des courbes facilite beaucoup la résolution
des équations transcendantes.
Soit en général
une équation quelconque, X étant l'ensemble des termes positifs et X' celui des termes négatifs, et posons
on aura
ai .
pour tous les points dans lesquels y = y' 9 c'est-à-dire que les racines de l'équation
seront données par les intersections des courbes qui ont pour équations
j = X et y = X\
Considérons, par exemple, l'équation
sinx -+- \x = i,
que nous pouvons mettre sous la forme
\x — (i — sina:) ==o,
ce qui nous donne à construire les courbes représentées par les équations
y = \x et y = 1 — sinx.
« Ces courbes ne sont autre chose que la logarithmique et la sinusoïde, déjà traitées au n° 107 ; on voit ici combien il est important de tracer les courbes avec exactitude , au moyen des tangentes et des rayons de courbure. Seulement, pour la sinusoïde, \\ faudra transporter l'origine à une distance égale à l'unité, et renverser la courbe, ce qui ne changera rien à sa forme.
La réunion de ces deux courbes {fig. ^5) fait donc connaître
les points À, A', À" qui correspondent aux trois racines de l'équation donnée; il n'en existe pas d'autres, car l'ordonnée de la sinusoïde ainsi placée ne peut s'élever au-dessus de y = 2 , et la logarithmique s'élève au-dessus de cette bande
Fig.
\ji/^/
ir *
qui contient la sinusoïde.
La première racine est donc comprise entre
x = i et x = - ;
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la seconde , entre
et la troisième, entre
Les racines étant donc séparées , on pourra appliquer à chacune d'elles un des procédés connus pour les approximations successives; c'est ce que nous allons faire pour la première.
Nous poserons
x = i-h 6, et l'équation
deviendra
parce que de même
sin x -+- 1 x = i
sin i ■+- c cos i -+- • = i ,
coss = i et sin s = <;
pour c très-petit.
Nous pourrions développer
sin i = i =: -+-..., cos = i 1 r— 7 — .... ;
mais il vaut mieux chercher l'expression a en degrés de l'angle tel , que le rapport de l'arc correspondant au rayon soit l'unité. Nous aurons donc
En retranchant 10 des logarithmes trouvés dans la Table, on aura
L sin 1 = 1 ,9250394 et Lcos i = i ,7326362.
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On en conclura
ou à peu près
Pour avoir une nouvelle approximation , posons
a = |,i et x == a ■+- i / .
Afin d'introduire cette expression dans la formule, nous poserons
l(a + t') = l.a(i -hÇ\ =te + /(i + î^ f ou bien , comme
puisque *' est très-petit , nous aurons enfin
/(a + i') = /flH
Soit a le nombre de degrés correspondant à l'angle ou à l'arc a, nous trouverons, comme ci- dessus,
a' s 63° i' 3i", ce qui donne
L sin a = i ,9499785 et L cosa = \ ,6566706.
Quant à trouver la, nous remarquerons qu'il s'agit dans la formule de logarithmes hyperboliques. Il n'est pas nécessaire d'en avoir une Table, il suffit de connaître celui de 10, qui est
et Ton aura
la s= La./ 10.
Comme
La = 0,0413927,
on a
la = 0,095311.
On a d'ailleurs trouvé
sin a =0,891207 et cos a = 0,453597 ;
d'où Ton tire
, o t oi3482
ce qui donne, à très-peu près
On a, pour valeur de la première racine approchée à un millième
près ,
On trouverait de même les autres racines.
On pourrait multiplier les exemples, mais celui-ci suffit pour montrer toute l'importance que présentent, au point de vue des calculs pratiques , certaines recherches telles que celles des points singuliers, des rayons de courbure. . ., qui ne semblent être d'abord que des objets de pure curiosité, mais qui sont indispensables pour déterminer la forme des courbes et donner une première solution graphique de certaines équations dont la discussion , purement analytique, serait assez difficile. Cette solution géométrique a surtout l'avantage de prémunir contre les fautes de calcul , en mettant sous les yeux le résultat véritable que les approximations successives doivent préciser, mais dont elles ne peuvent jamais s'écarter.
AXES PRINCIPAUX DBS SECTIONS CONIQUES
109. I. Nous terminerons ces considérations sur les courbes planes en cherchant, dans le cas le plus général, la grandeur et la direction des axes principaux des courbes du second degré. Les ouvrages où l'on étudie ces courbes ne résolvent d'ordinaire cette question que dans le cas où les coordonnées primitives sont rectangulaires. 11 peut être utile d'effectuer cette transformation, même en partant de coordonnées obliques. On sait d'ailleurs que la solution de ce problème donne immédiatement tous les autres éléments des courbes , tels que foyers, asymptotes, etc.
Prenons donc l'équation générale des sections coniques
( i ) ay* •+- bxy -+- ex 1 -+- dy -f- ex -k-fz= o ,
l'angle des coordonnées étant représenté par 0. Nous supposerons d'abord que la courbe a un centre dont les coordonnées sont x x ety t ; on sait alors que, si l'on change x en x-\- x t et y en y H-ji, pour transporter l'origine au centre, l'équation devient , avec ces nouvelles coordonnées parallèles aux premières,
(2) ay 7 -h bxy H- ex 7 = H ,
en y joignant les relations
2 ae — bd 0* — 4 ac led — be
H = — / — ±(dy t H- car,).
II. Nous allons donc appliquer à l'équation (2) les formules qui servent à passer d'un système oblique à un système rectangulaire. Nous supposerons que l'angle ô des anciens axes est un angle aigu; s'il en était autrement, nous changerions y en — y, pour rentrer dans celte hypothèse. Les nouveaux axes font avec les anciens les angles a et a' = go° -h a , et nous choisirons, pour le nouvel axe des abscisses, celui dont la partie positive fait avec la partie positive de l'ancien l'angle a <90° (*).
En admettant ces suppositions, nous avons
X sinn -f- Ycosa Xsin(0 — a) — Ycos(0 — a)
sm ô sm G
formules dans lesquelles X et Y représentent les nouvelles coordonnées.
( * ) On prend pour parties positives des nouveaux axes les portions de ces lignes qui sont du même .côté que la partie positive de l'ancien axe des ordonnées , relativement à l'ancien axe des abscisses. Par conséquent, a et a' sont toujours plus petits que 180 degrés dans toutes les transformations de coordonnées.
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Nous devons donc identifier avec l'équation la plus simple des coniques à centre ,
(3) ÎJ + B^ 1 '
le développement obtenu en substituant dans l'équation (2) les valeurs précédentes de x et j; nous déterminerons a ainsi que A* et B'.
Ce développement sera
a sin 3 a ■+■ c sin* (0 — oc
-+- b sin a sin (6 — a)
X'+3rt sin a cos a
— 3csin(0-— a)cos(0 — a)
, { sin (0 — - a) cos a ( — cos (0 — a) sin a
X Y 4- a cos' a
c cos* (6 — a)
— b cos a (0 — a)
Y'=Hsin*0.
D'abord , pour faire disparaître le rectangle XY, il faut égaler son coefficient à zéro, ce qui donne
(5) b sin(0 — 2 a) = c sin 2 (0 — a) — a sin 2a;
équation que l'on peut transformer de la manière suivante : soient
2(ô — «)=(© — 2a) -f-Ô et — 2a = (0 — 2<x) — 0,
nous aurons, en divisant par sin (0 — a a),
b = c cos -4- c cot (0 — 2 a) -f- a cos 8 — a cot (0 — 2a) ;
d'où
(a -h c)cos0 — 6
*cot(0 — 2 a) =
(a — c) sinO
relation qui est également vraie pour cot(0 — 2 a) et pour cot(0 — 2 a').
Il sera facile de calculer la valeur de a : si cot (6 — 2«)>o, soit
il vient
si cot(0 — 2a)<^o, soit
on a
quantité toujours pins petite que go degrés. En effet, on a supposé d<go # , et ? est aussi aigu, puisque les Tables donnent toujours pour cet angle une valeur comprise entre o et 90 degrés. D'après cela , on calculera le coefficient
sina m :
sin(Ô — a)
dans Téquation Y = j»X du nouvel axe des abscisses; on aura de même, dans l'équation Y = ui'X du nouvel axe des ordonnées, le coefficient
, sin a! cos a
sin(ô — a') cos(ô — a)
puisque
a = go° -h a.
ni. Après avoir obtenu la direction des axes , il faut trouver leur grandeur. Posons
nous remarquerons d'abord que, si Ton change le signe de tons les ternies de l'équation (2), on change aussi ceux de \ et de V, mais non ceux de A* et de B*. Si donc les valeurs que nous trouvons pour A? et B 3 sont positives, la courbe sera une ellipse ; si elles sont négatives, la courbe sera imaginaire ; enfin , si A 1 et B' sont de signes contraires, nous aurons une hyperbole ( *). Seule-
( *) Nous laissons de côté le cas où Ton aurait H = o. Alors il n'y a pas besoin de calculs, et l'équation (2) devient
am* -+- mb -+■ c = o,
y en posant m = - ; il en résulte
— b±:^b* — t+ac m =■ — •
la
Par conséquent, la courbe se réduit à un point, qui est l'origine, si b x — 4 ac <£ o ; à deux droites passant par l'origine si b* — 4 ac > ° î enfin , ces droites se réduisent à une seule si b % — l\ac = o; mais ceci rentre dans |c cas des paraboles' que nous étudierons plus loin.
ment, il n'y a pas de raison pour que les foyers se trouvent sur l'axe des abscisses plutôt que sur celui des ordonnées.
Nous verrons bientôt que A 3 et B 2 sont de même signe ou de signe contraire, suivant que Ton a
mais nous nous contenterons d'énoncer le résultat suivant : soit
P* == [ b — (a +■ c) cos 0]» ■+• {a - cf sin'0 = [(* + c ) — £cos0]*H-(&* — 4<w)sin'0 = (a — c) 2 + (b — la cos0)(£ — 2ccos0);
les deux valeurs de m sont
a — c±V b — 2 « cos et celles de a sont
a -f- c — b cos ïfc P
2 sin*
en prenant de part et d'autre le même signe pour le radical. Les valeurs de a que nous allons obtenir sont plus faciles à calculer par logarithmes.
Çn identifiant les équations (3) et (4), on trçuve
a sin'a -f- c sin* (0 -a) + è sin asin(0 — a) i
Hsin 3 ~A*'
ou bien
Asin'0 = a sin* a -+- csin'(0 — a) -h b sinasin(0 — a).
Mais l'équation (5) donne
, csin2(0^fl) — «sin 2 a
sm(0 — 2 a)
et la valeur de a sin 2 se décomposera en deux parties, dont l'une aura le facteur a et l'autre le facteur c ; la première sera
. . f 2 cos a sin (0 — a)l — a sin' a sin
a Sin» ai r—rz — * ■ I = . ,_ r- »
I sin(0— 2a) J sin (0 — 2a)
car
De même la seconde sera
c sin- (© — a) sin© sin ( G — 2a) ce qui donne
.» c sin*( ô — a) — a sin'a
*'' sin©sin(G — 2a)
On aura de même
Q . , flCOS'a — ccos*(G — a)
sin ô sin (ô — 2a)
soit en opérant directement sur le coefficient de Y 1 , comme on vient de le faire sur celui de X', soit en changeant dans P équation (7) a en a' = 90 -f- a, et réduisant.
On peut transformer l'expression de a en posant
<rsin'(Ô — a) — a sin 3 a = a [sin'fG — a) — sin* a]
-h (c — a) sin*(G -»- a),
et en observant que
sin* (6 — a) — sin 3 a est égal à
[sin (G — a) — sin a] [sin(G — a) ■+- sin a] = sin G sin (G — 2 a).
Alors l'équation (7) devient
, x . (c — a) sin* (6 — a)
KW sinGsin(G — 2a)
Mais on peut aussi poser
csin*(G — a) — /isin'a = c[sin* (G — a) — sin' a] -+-(c — a) sin* a,
ce qui donne
t \ 1 (c — ii)sin a a
sin ô sin (G — 2 a)
De même l'équation (8) se transformera dans les expressions suivantes :
y8s< _ (c-«)cy(»-,) ' sin© sin (Ô — 2 a)
ou bien
(c— fl)cOS 3 a
1 ' sinô sm(ô — 2 a)
En résumé, on trouve a par l'équation ;6), X par les équations (9) ou (10), et V par les équations (il) ou (12), sauf dans quelques circonstances que nous allons examiner (*).
IV. Cas particuliers. — i°. Les expressions précédentes de a et de y deviennent indéterminées si Ton a
ce qui donne
sip (9 — 2a) = o,
comme on peut le voir par l'équation (6). On a donc
= 2a, ou bien
a = - et a'=rQO°H
Par conséquent
(*) En ajoutant les coefficients de X' et de Y 1 dans l'équation (4), on
trouve
(AH- À')sin'0 = a -+- c — cos0.
Retranchant l'équation (1 1) de l'équation (9), on a
sin $ sin (0 — 2 a) Observant que
. %ttt ; = l ■+■ cot* (0 — 2 a ) ,
sin' (0 — 2 a) N '
substituant d'après l'équation (6) et réduisant, on trouve
v ' sin*
ce qui justifie ce que nous avons dit relativement à l'influence du signe de \ae — & s Mir ceux de A' et de B*.
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ce qui donne
de même
sina sm(0 — a) '
cosat m' = — , . r = — i .
C0*(*— Cl)
Observons ensuite que l'équation (6) donne
c — a b — (fl4-r)cos0
sin(0 — 2 a) sin0cos(0 — 2 a)
et l'expression (9) devient
sin 3 (0 — a)[b — (a-+-c) cos0l sin a 0cos(0 — 2 a)
Si maintenant nous avons
c = a, = 2a et 9 — a =r a ,
i! reste
b — 2, a (cos* a — sin* a ) la -\- b
4 cos 7 a 4 COS 3 a
ou bien
la -f- £
4 cos 3 -
On aura de même
4 sin 3 - ^ 2
La relation (6) nous fait voir encore que, si Ton a
b = (a -f- c) cos ,
il en résulte
cos (0 — 2a) = o.
On pourrait poser
— 2a = go°,
c'est-à-dire
= go° -4- 2 a ;
mais comme nous avons supposé, en commençant, que était aigu,
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nous prendrons
ce qui donne
a = 45°-t-- et a'=i35°H
D'ailleurs
donc
Mn(ô — a) = — cosa,
d'où
tang — h tang 4^ m = — tang a = —
tang - tang 45 — i
Or
et l'on trouve
tang 45° = i ,
i -f- tang -
tang i
On aura de même
tang i
cos a ° 2
m'= r - = — cota= •
CO3(0 — a) ô
v ' tang - H- 1
Ensuite, ajoutons les deux expressions (9) et (10); nous aurons, à cause de
sin(ô — a) = — cosa et de sin(Ô — 2 a) = — 1,
la relation
(i5) aX = g +c~ > , L
Les expressions (1 1) et (12) donneront de même
(16 aV=fl +C + -T-
* ' sm »
3°. Enfin , si Ton a à la fois
a = c et b = (a -f- c) cos G,
ce qui devient alors
b = na cos G,
la direction des axes est réellement indéterminée, parce que la courbe est une circonférence. En effet, l'équation (2) se réduit
alors à
y 7 -+- 2 xy cos G -f- x 1 = — ?
et représente un cercle réel ou imaginaire, suivant que — est
positif ou négatif; le rayon est
V. Coordonnées rectangulaires. — Si maintenant les coordonnées primitives sont rectangulaires, il suffit de poser dans toutes les formules précédentes
Alors l'équation (6) devient
(17) ttn g 2a = -— .
Nous avons ensuite, à cause de la formule connue
tang a = — cot 2 a rt ^1 -h cot 2 2 a ,
et en remarquant que m = tang a est positif, puisque l'angle a est
aigu ,
m = y i -f- cot* 2 a — cot 2 a ,
ce qui donne On aura de même
Pour obtenir X , ajoutons les équations (9) et (10); nous avons,
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à cause de
cos2a
Mais l'équation (
17) donne
COS 2 a
sin2a
on a donc
2X = a -f- tf
sin 2 a Les équations (1 1) et (12) font trouver de même
sin 2 a
Enfin, l'égalité
— = y 1 + cot J 2 a.
sin 2 a
ou sin 2 a > o puisque a < go°,donnera
Le cas particulier où c = a donne ici
m = 1, i7i' = — 1; d'ailleurs l'égalité (17) montre que
c'est-à-dire que les nouveaux axes sont les bissectrices des anciens.
Comme alors
sin 2 a = 1 ,
les expressions ( 20 ) et ( 2 1 ) deviennen t
2)l=2fl + ^ et 2 V = 2 fl — b,
comme on pourrait aussi le conclure des équations (i3) et (i4).
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Le second cas particulier que dous avons considéré revient à
b = o pour 9 = 90 ;
mais alors il n'y a pas de calcul à faire, car les axes donnés sont justement ceux que Ton cherche, puisque l'équation
aj 7 -\- ex 1 = H,
relative à des axes rectangulaires , présente la forme que l'on veut obtenir : d'ailleurs il reste alors, d'après les équations (i5) et (16),
VI. Pababoles. — Supposons maintenant que la courbe représentée par r équation ( 1 ) n'ait pas de centre , ce qui arrive quand
L'angle des coordonnées primitives étant quelconque et égal à 9, cherchons des cordonnées rectangulaires pour lesquelles l'équation de cette courbe soit de la forme
(24) Y*=4FX.
Mais il faut ici changer l'origine des coordonnées et poser
X sin a -f- Y cosa
sinô
(*) L'équation cherchée
A* ^ B s devient ici
flX'-4-cY» = H,
c'est-à-dire qu'on a changé x en Y et.r en X. Cette permutation , qui est évidemment inutile dans ce cas particulier, tient à ce que Ton a fait usage des formules (i5) et (16) qui supposent, comme on l'a dit en commençant, $ < 90 , ce qui a donné, dans cette circonstance ,
sin (0 — 2a) = - 1.
Ici, en effet, la relation
$ — 2 ec = — 90 donne
ot = 90^ pour = 90*.
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et
Xsin(0 — a) — Ycos(ô — a)
x=zx H : — •
sm9
Pour abréger les calculs, nous rappellerons qu'on sait d'avance que la nouvelle origine est un point de la courbe, et que le nouvel axe des abscisses est un diamètre. Seulement , comme l'angle a est déterminé par cette condition, on conçoit que cet angle, formé par la direction positive de cet axe avec la partie positive de l'ancien axe des abscisses, n'est pas toujours un angle aigu comme dans le cas des courbes à centre. Maintenant aussi l'angle pourra être indifféremment aigu ou obtus. Du reste, il n'y a pas de raison pour que cette direction positive de Taxe des X aille du sommet au foyer, comme dans la position ordinaire de la parabole , ou bien en sens contraire; cela dépendra du signe de F.
Il -est impossible, à cause de la relation
b* — 4 ac == ° »
que les coefficients des carrés des coordonnées soient nuls tous deux dans l'équation (i); en effet, on aurait alors à la fois
c'est-à-dire que la courbe ne serait plus du second degré.
Nous devons donc supposer que l'un de ces coefficients, a par exemple, n'est jamais nul , sauf à changer, s'il le faut, x en y et réciproquement. Divisant alors toute l'équation par a y après
avoir remplacé cpar y— ? cette équation deviendra
/ ~\ f bx\* d e f
• y la) a J a a
Le nouvel axe des abscisses étant un diamètre, son équation sera de la forme
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B étant une quantité qu'il faudra déterminer, et nous devons poser
sina b
sin(0 — a) un
Or les formules de transformation nous donnent
/H *=jr H x H--t-t I sin a H smfô — a) |
2 a la sin (_ 2 a ' J
[cosa cos ( ô — a) I • 2a J
On voit que le coefficient de X est nul : celui de Y revient à
cos a sin (ô — a) -+- sina cos(ô — a) i
sin0sin(9 — a) sin(ô — a) 7
il reste donc
sinO
2 a 2 a sin(0 — a)
Observant ensuite que
2fl / a a a
puisque la nouvelle origine est un point de la courbe, l'équation (25) deviendra, après sa transformation ,
sin (Ô — a) sin'ô (ô — a)
x \ d . . * • m vi Y r rf * /* xi
t— r - sin aH — sin (9 — a) -r--^-;| -cosa cosfô — a) |=o.
in 6 [a a v 'J sin9 La a v 'J
( * ) De là on tire
cos —
cot a = :
cette formule est plus simple, pour déterminer a, que la relation (6),
b x laquelle , du reste , est toujours vraie en remplaçant c par 1 — ; car on
pourrait faire évanouir le rectangle xy en opérant direetement sur l'équation (i), et les termes du premier degré n'auraient aucune influence sur le résultat.
Le coefficient de Y devant être nul, on a
2 fH x - cosa - cos ( — a )
Y la ) a a K '
sm(0 — a) sinO
ou bien
, t b , sin(0 — a)[ccos(0 — a) — rfcosa]
ia 2 a sin
on connaîtra donc, dans l'équation ( 26), la valeur de l'indéterminée B par la relation
sin(0 — a)[<?cos(0 — a) — ^/cosa]
2 a sin
Le numérateur de cette expression peut s'écrire ainsi
- sin 2 (0 — a) — t/ cosa sin (0 — a).
Mais nous avons
sm(0 — a) = 7- sm a
et ce numérateur devient
e . . ad , be sin 2(0 — a) -f-"2 ar/ sin 2 a
-sui2(0 — a) 4-- r sin2a = T :
2 v ' b ib
donc enfin
àe* sin 2(0 — a) -+- 2 ik/ sin 2 a
4 a£ sin
Nous pouvons donc regarder B comme une quantité connue, et
par conséquent nous aurons, pour déterminer les coordonnées x f
et y de la nouvelle origine, deux équations, dont Pune ne sera
autre chose que l'équation (26) dans laquelle on aura accentué les
variables, ce qui l'identifie avec l'équation (27), et dont l'autre
s'obtiendra en remplaçant dans l'équation (25), également accen-
, / ba/V tuée, le carré ly H ) par sa valeur B% ce qui donnera
(28) *B 2 -f- dy'-+ £r'-H/= °.
L'élimination entre les équations ( 26) et (28). donnera donc le» valeurs de x' et de r' qui seront
et
{ } J bd—zae
Dans l'équation (24) , le coefficient de X sera, d'après le même développement ,
,_ sin 7 (9 — <x.)Vd . e . , '1
4F== ST5— L«* m ""*" = " n( } J"
Mais
ce qui donne
sina = sm(& — a),
2fl '
4 F = - sin ' (a - tt) ( g -^V
asinô \ la)
ou encore
(3i) 4F = sin3 ( Q — *)(*<* ~ 2^) /*,
2 rt* sin 9 '"
Ces formules suffisent dans le cas général ; mais, si ô = 90 , il faut
(*) Si fc = o, l'égalité
sin a h
sin ( 6 — a ) ia
donne
et l'expression (27) reste indéterminée; mais la valeur précédente de B devient alors
„ e cos 6 — d
D rr. ■ ■■■ •
'la L'équation (3o) nous donne
de même les équations (29) et (3i) montrent que
a-' =3 — L — î '- '—^ et que L¥ = ♦
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pouvoir faire les calculs sans le secours des logarithmes. Alors
2(0 — <*)= 180 — 2a; donc la formule ( 27 ) devient
sin 2 a ( be -f- 2 «ïrf)
B= ça '
et d'ailleurs
tança = •
Mais sin 2 a est toujours du même signe que tanga, car
sin 2 a
= 2 tanga;
cos 1 a b '
par conséquent
4 ob
sin 2a = — r, , / ; >
et l'on obtient
{be~+- lad)
On substituera encore cette valeur dans les expressions (29) et (3o)» Quant au coefficient 4 F, il se réduira à
cos 3 a ( bd — lae)
Or
cos a =
2fl 2
vA
vV-+-4û*
: — rrr: — r= — 1
et
cos 3 a = -y
ce qui donne
Mais ici le radical a deux signes, et pour choisir celui qui convient, il faut se rappeler que le cosinus est toujours du même signe
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que la tangente, puisque a < 180 ; donc cosa, ainsi que ce radical, sera toujours du signe de » c'est-à-dire de signe con-
Jt a
traire à b , en admettant que le coefficient a du premier terme de réquation (i) soit toujours positif (*).
Enfin si Ton a en même temps
b 2 — 4 ac == ° et M — 2 «* = o , la courbe se réduit à un système de deux droites parallèles, car
e = d. — 9 la
et l'équation (25) devient
\* %a l a y ia
d 1 dti Ton tire deux valeur» de y -f a: en fonction de quantités
connues. Alors les équations (29), (3o) et (3i) nous donnent, quelle que soit la valeur de , x' et y' infinis et 4F = o.
( * ) Dana le cas où iao, on a évidemment
se qui prouve que les nouveaux axes sont parallèles aux anciens. De plus f puisque 6 — 90 , los résultats indiqués dans la note précédente deviennent
^_r_ d -1 — *** ~ 4*/ at /v ' e .
; =B= r jt = — -. et h r = :
•à a fyae a
on pourrait le voir directement en opérant sur l'équation
ar* -h djr -f- ex -+ j = o, relative à des axes rectangulaires.
CHAPITRE HUITIÈME. — APPROXIMATIONS NUMERIQUES
1 10. Le sujet qui va nous occuper est traité dans la plupart des Arithmétiques modernes; mais souvent les auteurs de ces ouvrages se proposent de mettre les candidats à l'abri des difficultés d'un examen plutôt que de faciliter réellement les calculs, et nous croyons qu'il est possible , sans négliger la théorie , d'exposer ces questions d'une manière quelquefois plus simple.
I. Nous commencerons par rappeler un principe bien connu , mais d'une telle importance, qu'il ne faut jamais le perdre de vuç. Quand on connaît un nombre avec plusieurs décimales, dont on veut seulement conserver quelques-unes, il faut avoir égard à celles que l'on efface pour savoir si l'on doit augmenter d'une unité le dernier chiffre conservé ou bien le laisser tel qu'il est.
Supposons, par exemple, qu'on demande 71 avec quatre décimales. On sait que
mais, si l'on efface les chiffres 926535897932 . . ., la quantité que Ton supprime étant plus grande que o , ooooS , c'est-à-dire supérieure à la moitié de V espèce cC unités que Von conserve , on fera une erreur moins grande en forçant le chiffre des dix-millièmes qu'en le laissant tel qu'il est; donc il faut poser
ir = 3,i4i6.
Au contraire , si l'on veut garder huit décimales et effacer les chiffres 35897932 . . . , la portion supprimée étant plus petite que o,oooooooo5, c'est-à-dire inférieure à la moitié de V espèce d'unités que Von conserve, on fera une erreur moins grande en laissant tel qu'il est le dernier chiffre conservé que si l'on augmentait ce
chiffre d'une unité; il faut donc e'crire
On pourrait être dans le doute si le premier chiffre effacé était un 5, mais comme il est généralement suivi de quelques autres chiffres, la partie supprimée est plus grande que la moitié de l'unité que l'on conserve , ce qui permet de poser la règle suivante :
Quand le premier chiffre supprimé est inférieur à 5, il faut laisser tel qu'il est le dernier chiffre conservé'
Quand le premier chiffre supprimé est égal ou supérieur à 5, il faut forcer le dernier chiffre conservé, c'est-à-dire V augmenter (Vune unité.
II. Voici encore un principe que Ton doit observer dans toutes les approximations.
Pour compter sur le dernier chiffre, il faut en calculer un de plus, qui servira à voir, d'après la règle précédente, s'il faut augmenter ou non le dernier chiffre ; ensuite on effacera ce chiffre supplémentaire qui peut ne pas être exact, parce qu'il dépend luimême de ceux qui devaient le suivre (*).
III. Lorsqu'on donne une , deux , trois . . . décimales d'un nombre, on dit que ce nombre est approché à un dixième, un centième , un millième près, ce qui signifie que l'erreur est moindre qu'un centième, qu'un dixième ou qu'un millième. Ainsi, dans le nombre 24,3526 dont on ne connaît que quatre décimales, l'erreur peut être représentée par 0,0001, c'est-à-dire par une unité de V ordre du dernier chiffre.
IV. Mais on peut encore indiquer l'erreur d'une autre manière aussi exacte, et plus avantageuse parce qu'elle en donne
(*) Quel que soit ce chiffre supplémentaire, si 011 le néglige, le nombre est trop petit, mais devient trop grand si , au contraire, on augmente d'une unité le dernier chiffre conservé. Par conséquent, pour renfermer un nombre entre deux limites différant d'une unité d'un certain ordre, on calculera le chiffre de cet ordre, ce qui donnera la limite inférieure; ensuit* on y ajoutera une unité pour obtenir la limite supérieure. Mais l'on n'emploie dan* les calculs que la plus approchée de ces deux limites.
une évaluation moitié moindre. Puisque 24,3520 est la valeur approchée (en plus ou en moins, peu importe) du nombre que Ton considère , et que le dernier chiffre 6 est celui des dix-millièmes, après qu'on Ta forcé, si cela a été nécessaire, on conçoit, d'après ce qui précède, que la partie négligée est inférieure à la moitié d'un dix-millième, et qu'on peut l'indiquer par o,oooo5. De là on conclut que Y erreur est encore représentée par une demiunité de V ordre du dernier chiffre \
V. Pour montrer si une quantité approximative est en excès ou en défaut, voici un usage qui commence à se répandre. On indique par un point placé sur la dernière décimale à droite que la valeur du nombre est trop forte d'une quantité moindre que la moitié de cette dernière unité décimale ; cela étant admis, l'absence du point indique que la valeur du nombre est trop faible d'une quantité moindre que cette demi-unité. D'après cela, les deux valeurs de n que nous avons données précédemment pourront s'écrire de la manière suivante :
3,?4i6 et 3,!4i59265.
VI. D'un côté , il faut chercher toujours à rendre l'erreur aussi petite que possible; mais de l'autre côté on ne doit jamais compter sur une approximation plus grande que cela n'est permis : aussi quand plusieurs quantités font partie de C erreur 9 la plus grande de ces quantités doit être prise pour mesure de V erreur quant à C ordre des unités.
En général , quand on doute entre deux évaluations de l'erreur, il faut se mettre dans le cas le plus défavorable , c'est-à-dire prendre la plus grande.
ET RÉCIPROQUEMENT
111. I. On peut demander une longueur à un décimètre, à un centimètre, à un millimètre près; c'est ce qu'on appelle une approximation absolue. On peut la demander, au contraire, à un dixième, à un centième, à un millième près de sa valeur; c'est alors une approximation relative.
L'approximation relative est souvent la plus importante , parce que la même approximation absolue serait quelquefois trop minutieuse et quelquefois insuffisante , suivant la nature des quantités. Par exemple, ce serait trop exiger que de demander une précision d'un millimètre dans les dimensions d'un édifice , mais cette précision même serait très-insuffisante dans l'évaluation du diamètre d'un tube thermométrique.
Cette distinction s'applique évidemment à toute espèce de quantités autres que des longueurs.
II. Outre cela , il est bon que l'unité choisie soit en rapport convenable avec les grandeurs que l'on mesure. Si l'unité était trop petite relativement à une quantité, cette quantité aurait dans son expression un trop grand nombre de chiffres entiers : si , au contraire, l'unité était trop grande, cette quantité aurait trop de zéros avant ses chiffres significatifs. Ainsi, il vaudra mieux exprimer le diamètre de la terre en kilomètres qu'en mètres.
III. L'arithmétique parvient à donner, comme nous le verrons bientôt, une approximation absolue en fractions décimales de l'unité que l'on a choisie ; voici donc en quoi consiste le problème que nous devons nous poser maintenant :
On demande qu'une quantité soit obtenue 'avec une certaine approximation relative ; quelle sera l'approximation absolue correspondante ?
Pour résoudre ce problème , ainsi que tous les problèmes d'approximation , rappelons-nous ce principe évident :
Quand on cherche la valeur approchée d'une quantité, il faut toujours admettre que l'on connaisse la nature de ses plus hautes unités.
D'après cela, si Ton demande d'obtenir, à un dix-millième près de sa valeur, un nombre compris entre 10 et 100, avec quelle approximation absolue faut-il le calculer?
L'erreur sera comprise entre le dix-millième de 10 et celui
i » » t. IO I0 ° i . *
de ioo, cest-a-dire entre et , ou bien entre
i oooo i oooo i ooo
et j mais, pour que cette erreur soit la plus petite possible,
nous chercherons l'approximation absolue à un millième près.
Le raisonnement serait le même si la quantité que l'on considère était plus petite que l'unité. Par exemple, si elle est comprise entre o , i et o ,01 , en exigeant toujours que l'approximation relative soit obtenue à un dix-millième près , Terreur sera com-
. Ainsi , pour que cei
prise entre et . Ainsi , pour que cette erreur soit la
ioooo roooo
plus petite-possible, nous la représenterons par — , c'est-àdire que nous la calculerons à un millionième près.
En général , si l'on demande l'approximation relative, à — r de
ÎO'"
sa valeur, d'une quantité comprise entre io a et io a4_l , l'approximation absolue sera indiquée par
,0 " = io«-' =
io/ 3 IO^~ a
Si la quantité est plus petite que l'unité, a est négatif.
IV. La quantité A , dont on cherche l'approximation relative r
à près de sa valeur, de sorte que r = — - , est souvent donnée
i oP 1 0'
entre des limites plus resserrées que io a et io"" 4-1 . Soient A'
et A" ces limites, de sorte que A'<1 A<1 A" ; l'erreur absolue a
devant donc être comprise entre — - et — - » on cherchera la
io° i o "
quantité A avec une approximation marquée par la plus petite
A' de ces quantités, c'est-à-dire par a = — -, ou bien a = A'/*.
io^
V. D'après ces préliminaires , nous supposerons toujours dorénavant que toutes les questions d'approximation relative sont ramenées à des questions d'approximation absolue. Cependant , il faut aussi résoudre le problème inverse, c'est-à-dire : Connais-
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sant l'approximation absolue d'une quantité, trouver l'approximation relative. D'après ce que Ton a vu, et d'après la définition même , Y erreur relative r est égale à l'erreur absolue a divisée par
le nombre A. Par conséquent, r sera compris entre — - et — ->
A' et A" étant toujours deux nombres qui comprennent A. Pour
ne pas supposer dans r plus de précision qu'on ne le doit, il faut
prendre la plus petite expression de A, qui est A'. ,
112. Nous allons maintenant passer en revue les opérations élémentaires de l'arithmétique, et voir quelles simplifications les méthodes d'approximation peuvent y apporter.
ADDITION ET SOUSTRACTION
I. Si les erreurs des quantités que l'on ajoute sont dans le même sens, elles s'ajoutent elles-mêmes, et c'est ce que Ton suppose généralement pour prendre le cas le plus défavorable. Nous indiquerons par d Terreur de chacune des m quantités que l'on additionne, si toutes ces erreurs sont égales (ou, pour mieux dire, si elles sont du même ordre) ; mais, si elles sont d'ordres différents, S sera la plus grande, et la somme des erreurs ou l'erreur de la somme sera représentée par e = m S.
Si l'approximation s de la somme est exigée d'avance, on devra
calculer, pour chacune des quantités à ajouter, S < — •
IL On a vu (ilO, II) qu'il fallait calculer le résultat d'une opération quelconque avec un chiffre de plus qu'on n'en voulait conserver ; mais il pourra se faire, s'il y a beaucoup de nombres à ajouter, qu'on doive calculer deux chiffres de plus, ou même davantage. Supposons, pour fixer les idées, qu'on demande la somme à un millième près ; on devra donc calculer le chiffre des dix-millièmes dans la somme, et, par suite, dans chacun des nombres à ajouter, en négligeant seulement les cent-millièmes. Mais s'il faut additionner beaucoup de nombres, il pourra se faire que les retenues des cent-millièmes ainsi négligés affectent non-seulement le chiffre des dix-millièmes , mais celui des mil-
lièmes que Ton veut conserver. Or, dans chacun des nombres que l'on ajoute, l'erreur est représentée, comme on Ta vu ( HO, IV), par o,oooo5; il faudrait donc la multiplier par 20 pour avoir 0,001 . De là, nous concluons la règle suivante :
S'il n'y a pas plus de vingt nombres à ajouter, calculez seulement un chiffre de plus qu'on n'en demande; s'il y a plus de vingt nombres, calculez deux chiffres de plus.
Cette règle suffit dans la pratique , car on voit sans peine que la nécessité de calculer trois chiffres de plus ne se présenterait que si l'on avait plus de deux cents nombres à ajouter ensemble.
III. La règle est la même pour la soustraction; seulement, comme il n'y que deux nombres, on aura
s = 2 ou à - >
en prenant le cas le plus défavorable, qui est ici celui où les approximations sont de sens contraire.
IV. Si néanmoins, dans l'addition ou la soustraction, on sait que certaines quantités sont prises en excès et certaines autres en défaut; en d'autres termes, si l'on connaît le sens des erreurs, il est bon d'en profiter, parce que ces erreurs peuvent quelquefois se détruire, ou, du moins, se retrancher les unes des autres, de manière à diminuer considérablement celle du résultat. Mais cet avantage peut quelquefois se présenter dans une suite de calculs, même avec un nombre pour lequel on ignore le sens de Terreur $. C'est ce que nous avons vu ( 51) dans le calcul des Tables de sinus et de cosinus.
MULTIPLICATION
115. I. Quand on multiplie deux nombres décimaux par la méthode ordinaire , les dernières décimales, celles qui ne doivent pas être conservées dans les calculs d'approximation , parce qu'elles sont inutiles ou inexactes , sont celtes qu'on obtient les premières ; on est donc forcé ainsi d'écrire plusieurs chiffres qui ne servent à rien. Voici la règle due à Oughtred pour faire la
multiplication sans écrire au produit plus de chiffres qu'on n'en veut calculer.
Cette règle est connue sous le nom de multiplication abrégée.
Si nous cherchons à o , ooo i près le produit des deux nombres 763,05403678956 et 25,4463o578, pour éviter le calcul du produit exact, qui serait 19416,9063468085132716588, observons d'abord qu'il faut calculer les cent-millièmes, afin d'avoir les dix-millièmes.
Ensuite, écrivez le chiffre des unités du multiplicateur sous celui des chiffres du multiplicande que l'on veut calculer le dernier au produit , et renversez à droite et à gauche les chiffres du multiplicateur. Dans le produit correspondant à chaque chiffre du multiplicateur, négligez les chiffres du multiplicande restés à droite, parce qu'ils donneraient des unités d'un ordre inférieur.
Voici comment on dispose le calcul :
De cette façon, chaque chiffre du multiplicande donnera des cent-millièmes avec le chiffre qui lui est verticalement inférieur dans le multiplicateur: voilà pourquoi, dans le produit correspondant à chaque chiffre du multiplicateur, on doit négliger les chiffres du multiplicande laissés à droite, puisqu'ils donneraient des millionièmes et des quantités plus petites.
Cependant il faudra conserver les retenues que chaque chiffre
pourra donner avec la partie négligée du multiplicande, car les retenues des millionièmes sont des cent-millièmes. Il faut même forcer le chiffre de cette retenue, s'il est suivi d'un 5 ou d'un chiffre plus considérable.
Par exemple, si nous considérons le premier chiffre 2 du multiplicateur, nous verrons facilement qu'il donne le chiffre 1 pour retenue avec la partie négligée 78956 du multiplicande, mais que ce chiffre serait suivi d'un autre au moins égal à 5 ; on doit donc prendre 2 pour retenue et l'ajouter au produit de 6 par 2, ce qui fait i4- On opère toujours de même; mais il suffit d'ordinaire de considérer le premier des chiffres négligés au multiplicande pour avoir ces retenues , que l'on appelle retenues supplémentaires.
Enfin, le chiffre 8 du multiplicateur donne lui-même un produit, quoiqu'il n'ait pas de chiffre au-dessus de lui dans le multiplicande, mais sa retenue supplémentaire, qui est 6, doit figurer -au produit ; seulement , s'il y avait des chiffres à la gauche de 8 dans le multiplicateur renversé , on les négligerait complètement.
Le produit approché est donc i ç/\ 1 6 , 90634 , ou plutôt, en supprimant le dernier chiffre dont on n'est pas sûr, on trouve 19416,9063, avec l'approximation demandée, qui est 0,0001.
II. Il peut arriver que le multiplicateur n'ait pas de chiffres entiers; alors on remplace par un zéro le chiffre des unités, pour garder sa place.
La règle énoncée ci-dessus peut encore s'exprimer ainsi :
Mettez les plus hantes unités de l'un des facteurs en ligne verticale avec celui des chiffres de V autre facteur qui, multiplié par ces unités, donne le chiffre de l'ordre qu'on veut calculer, puis renversez les chiffres du multiplicateur à droite et à gauche.
Il est clair que, si la condition pour l'ordre du dernier chiffre du produit est remplie quand on considère, par exemple, les plus hautes unités du multiplicande comparées au chiffre correspondant du multiplicateur, elle sera également remplie si Ton considère les plus hautes unités du multiplicateur comparées au chiffre correspondant du multiplicande. On conclut de là que l'on ne change rien à l'approximation du produiten interverlissant l'ordre
des facteurs, pourvu qu'on cherche toujours à calculer le même ordre de décimales. On pourra néanmoins trouver quelque différence dans le dernier chiffre, qui dépend de la manière dont se disposent les retenues supplémentaires, et qui , du reste, doit être effacé comme incertain, sauf à forcer, s'il y a lien, le dernier chiffre conservé.
Voici comment on peut vérifier le produit déjà obtenu , en intervertissant Tordre des facteurs et suivant toujours la même règle.
Ce nouveau produit ne diffère du précédent que par le dernier chiffre, qui est un 5, au lieu d'un 4»
III. Ce dernier chiffre , que l'on calcule pour l'effacer ensuite, peut quelquefois être exact, mais souvent aussi il est trop grand ou trop petit quand les erreurs des produits partiels sont de même sens et s'ajoutent par conséquent. Après avoir forcé plusieurs retenues supplémentaires, on néglige quelquefois d'en forcer d'autres, pour ne pas avoir trop de nombres en excès.
Du reste, Terreur de chaque produit partiel élant plus petite que o,ooooo5 (dans Texemple précédent), il faudrait qu'elle fût multipliée par un nombre plus grand que 20, pour égaler 0,000.1 et atteindre, par conséquent , le chiffre des dix-millièmes que Ton veut conserver.
On obtient donc le résultat suivant, analogue à celui que nous avons trouvé pour l'addition :
S'il n'y a pas plus de vingt produits partiels, il suffit de calculer un chiffre de plus qu'un n*en vent conserver; sinon il en faudrait deux de plus.
On voit d'ailleurs que le nombre des produits partiels peut être inférieur à celui des chiffres du multiplicateur. C'est ce qui a lieu dans la dernière opération (II), où les chiffres 65g8, placés à la gauche du multiplicateur renversé, ne servent à rien dans le produit (*).
IV. Nous rappellerons encore que le procédé de la multiplication abrégée n'empêche nullement l'usage de la simplification em* ployée dans les calculs où Ton a beaucoup de nombres à multiplier successivement par un même facteur, et qui consiste à former d'avance le produit de ce multiplicande constant par les neuf chiffres ; il suffira de prendre pour chaque chiffre multiplicateur la partie seule qui lui correspond d'après son rang, sauf à tenir compte du reste du produit pour la retenue supplémentaire. C'est ce que nous avons fait (48) en calculant les Tables de logarithmes; le multiplicande constant était le module.
V. On comprend que les facteurs donnés ne permettent pas toujours de trouver le produit avec toute l'approximation que l'on pourrait désirer. Il faut donc chercher à déduire du procédé même de la multiplication abrégée l'approximation dont le produit est susceptible.
Nous commencerons par indiquer les signes auxquels on reconnaît qu'il est impossible d'obtenir toute l'approximation demandée.
Supposons qu'on veuille calculer les centièmes dans le produit de 345,6738 par 3754 >82. D'après la règle d'Oughtred, il faudra écrire les nombres de la manière suivante :
( * ) Le produit de deux facteurs est généralement plus approché quand les erreurs de chacun d'eux sont de sens opposé , car elles exercent alors des influences contraires sur la grandeur du produit. *
Mais l'opération étant ainsi préparée, et chaque chiffre du multiplicateur renversé donnant des centièmes par son produit avec celui des chiffres du multiplicande qui le surmonte , on conçoit que, si le 3 qui termine ce multiplicateur renversé avait un chiffre au-dessus de lui, leur produit donnerait aussi des centièmes, et que, ce chiffre manquant dans le multiplicande, le produit manquera aussi des centièmes qui s'y seraient trouvés si l'on avait connu dans le multiplicande le chiffre qui suit le 8. Par conséquent, on ne pourra pas calculer tous les centièmes, parce que le multiplicateur renversé dépasse à droite le multiplicande.
De plus, s'il y avait au multiplicateur renversé deux chiffres avant le i , ces chiffres donneraient encore , avec le 4 et le 3 qui les surmontent, des centièmes qui manqueront au produit. Par conséquent, on ne pourra pas non plus calculer tous les centièmes, parce que le multiplicande dépasse à gauche le multiplicateur renversé.
Dans l'exemple que nous avons pris , les deux conditions d'insuccès se trouvent réunies; mais il est évident qu'une seule suffirait pour empêcher d'obtenir l'approximation demandée. De là nous concluons la règle suivante, qui ne s'applique pas aux facteurs exacts, où il est clair qu'on peut remplacer les chiffres manquants par des zéros.
Les deux facteurs étant disposés suivant la règle d'Oughtred, il est impossible d'obtenir l'approximation demandée : ♦
i°. Lorsque le multiplicateur renversé dépasse à droite le multiplicande, supposé inexact ;
2°. Lorsque le multiplicande dépasse à gauche le multiplicateur renversé, supposé inexact.
Quand l'une de ces deux circonstances ou toutes deux se présentent, il faut reculer vers la gauche le multiplicateur renversé jusqu'à ce qu'il n'en soit plus ainsi. La nouvelle disposition qui en résulte détermine l'approximation possible.
VI. On voit donc que la disposition la plus avantageuse parmi toutes celles qui sont permises, c'est-à-dire celle qui donne toute l'approximation, que l'on peut obtenir, est celle qui réalise les con-
dirions précédentes, mais de manière que, si Von faisait avancer d'un seul rang vers la droite le multiplicateur renversé, tune des conditions cesserait d'étte satisfaite. Ainsi , pour l'exemple déjà traité (I et II), la disposition la plus avantageuse aurait consisté à avancer d'un rang vers la droite le multiplicateur renversé , ce qui aurait permis de calculer les millionièmes. On peut donc établir le principe fondamental suivant :
V erreur du produit est le plus grand des deux produits obtenus en multipliant les plus hautes unités de l'un des facteurs par les plus basses unités de Vautre.
Pour reconnaître Y approximation que Von doit donner aux facteurs, connaissant celle du produit, il faut donc employer la seconde expression de la règle d'Oughtred (II) et chercher la manière la plus avantageuse de satisfaire aux conditions indiquées.
Dans l'exemple où nous avons reconnu l'impossibilité de calculer les centièmes, il faut, pour obtenir toute l'approximation possible, reculer de deux rangs le multiplicateur renversé, ce qui donne, en calculant les unités simples,
Ainsi le produit obtenu, a une dizaine près, mais réellement exact jusqu'aux unités simples , sera 1297943, tandis que le produit exact serait 1 297942 , 897 7 1 6.
Si nous voulions calculer les centièmes dans ce même exemple, la disposition indiquée pour cela (V) montre qu'il faudrait connaître les dix-millièmes du multiplicande ei aussi les dix-millièmes du multiplicateur, pour ne plus laisser de vide ni à droite ni à
gauche. Alors le multiplicande et le multiplicateur renversé se recouvriraient exactement.
VII. On pourrait avoir quelques doutes sur les résultats que nous venons d'obtenir relativement aux erreurs des facteurs et du produit , parce qu'ils semblent dépendre du procédé de la multiplication abrégée; mais il est facile de parvenir aux mêmes résultats indépendamment de tout procédé de calcul.
Soient A et B deux valeurs approchées avec les erreurs S et ^ qui peuvent être positives ou négatives. Le produit réel sera
(A -h $') (B -+- 8) = AB -h BS -f- A<î'-h 88',
tandis que le produit approché sera AB. Donc Terreur du produit sera
en négligeant 88' qui sera évidemment d'un ordre d'unités inférieur à celui de B8 et A 8'.
Supposons, par exemple, que B8 soit la plus grande des deux quantités B8 et A8\ c'est-à-dire le plus grand des produits que Von obtient en multipliant les plus hautes unités de chaque facteur par les plus basses de Vautre' D'après ce que Ton a vu (tiO, VI), Terreur du produit sera représentée par B8. C'est le principe fondamental déjà établi (VI).
Il faut bien comprendre que cette relation
n'est pas une véritable égalité, mais veut seulement dire que s et B8 sont du même ordre de grandeur.
VIII. La même théorie s'étendra sans difficulté au produit de trois ou de plusieurs facteurs.
Dans le produit (A + ^)(B + *') (C -+- 8") de trois facteurs dont A, B, C indiquent les valeurs approchées, et £, 8', 8" les parties que l'on néglige ou que Ton ne connaît pas, Terreur sera
représentée par
AB*"-+- AC<T-4-BC<î,
en négligeant non-seulement 88' 8", mais encore AS" 8', B88" et
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C W, produits qui seront évidemment d'un ordre inférieur à celui de la plus grande des trois quantités dont nous avons fait la somme. Soit, par exemple, AB£" celte quantité maximum; elle sera prise pour mesure de Terreur qui sera ainsi représentée par le plus grand des trois produits que Von obtient en multipliant deux des facteurs approchés par V erreur de Vautre.
On voit, d'après cela, comment s'obtiendrait la règle suivante . pour le produit de m facteurs :
L'erreur du produit sera représentée par m fois le plus grand des produits que l'on obtient en multipliant m — i facteurs par l'erreur de celui qui reste, c'est-à-dire les plus hautes unités de m — i facteurs par les plus basses de celui qui reste.
Pour plus de sûreté nous multiplions par m, quoique nous n'ayons point multiplié par 2 ou par 3 , quand il ne s'agissait que de deux ou trois facteurs; mais si m était considérable, le nombre des produits pourrait élever Tordre des unités que Ton néglige. En effet, les quantités dont la somme représente Terreur sont en nombre m ; car dans chacune de ces quantités il n'entre que Terreur d'un seul facteur : c'est ainsi que les quantités AB<î", AC à', BC<? étaient au nombre de trois.
IX. Comme application de ce qui vient d'être dit sur le -produit de trois facteurs, nous rappellerons le problème déjà traité (67, IV) sur la correction d'une hauteur barométrique.
Cette correction est donnée par le produit
Le plus grand des trois produits dont se compose Terreur est évidemment celui de o,oooi6i458 par 76,3 et par l'erreur de 18,7. Pour plus de sûreté, nous remplacerons 76,3 par 80, et o,oooi6i458 par 0,0002; quant à Terreur de 18,7, nous la supposerons égale à la moitié de la dernière unité décimale, c'est-àdire à o,o5. Ce produit maximum est donc
Ainsi la correction cherchée sera approchée à un millième près.
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It faut donc calculer les dix -millièmes en multipliant
o,oooi6i458
par le produit de 76,3 et dei8,7, qui est 1426,81. Voici le tableau de. la multiplication abrégée :
o,oooi6i458 1 86241
En effaçant le chiffre des dix -millièmes , il reste pour correction — o , 23, et la hauteur observée étant 76, 3 , la hauteur corrigée sera 76,07, valeur exacte à un centième et même à un millième près de centimètre , puisque o,a3 est suivi d'un zéro; cela fait donc 1 centième de millimètre (*).
X. Voici enfin une remarque qui s'applique , non-seulement à la multiplication , mais aussi à toutes les opérations approximatives.
Si un nombre entier ou fractionnaire est exactement connu, son erreur S doit être posée égale à zéro, à moins qu'on ne croie pouvoir sans inconvénient supprimer quelques chiffres à la droite
(") On peut demander l'erreur relative correspondante (|H, V). Cette
erreur sera un peu plus grande que • -^ > car la valeur 76,07 est
un peu trop grande, puisque la correction négative — o,?3 a été prise en défaut. Cependant , comme 76 , qui conviendrait pour cette évaluation , est assez près de 100 , on a une idée un peu exagérée , mais assez juste , de l'approximation relative en la considérant comme éffale à •
11 ne faut pas oublier que tout cela exige une confiance complète dans la bonté des instruments, l'adresse des observateurs et la détermination des coefficients de dilatation.
de ce nombre. Mais on commettrait une faute très-grave si Ton considérait comme nulles les erreurs de certains résultats qui sont donnés avec peu de décimales ou même sans décimales , car cette simplicité apparente peut bien ne tenir qu'à l'imperfection nécessaire des moyens d'observation et d'expérience. Ainsi, dans l'exemple ci-dessus , en posant la température égale à i8°,7, il ne s'agissait pas d'une rigueur mathématique, mais cela voulait dire que les fractions inférieures à un dixième de degré étaient trop petites pour se lire sur la règle et même sur le vernier.
DIVISION
ii4. I. Avant d'exposer la méthode de la division abrégée, nous devons montrer comment on peut reconnaître la nature des plus hautes unités du quotient.
D'ordinaire cela se voit immédiatement et sans calcul; dans tous les cas , il suffirait d'employer le procédé ordinaire. Mais quand on éprouve quelque incertitude , le plus simple est de multiplier par une puissance convenable de 10 le dividende ou le diviseur jusqu'à ce que le quotient représente des unités simples.
Quand les premiers chiffres significatifs du dividende et du diviseur sont les mêmes , il faut en prendre assez de part et d'autre pour que ces chiffres commencent à différer.
Soit, par exemple, à chercher la nature des plus hautes unités dans le quotient de 0,034^45 P ar 3,44^- * c * * es deux premiers chiffres significatifs étant égaux de part et d'autre, il faudra en
0,034^45 considérer trois dans chaque terme de la fraction — /ro — • On
verra alors qu'il faudra multiplier le numérateur de cette fraction
34,2i5 par mille y ce qui fera ?\Z> ? pour que le numérateur soit con-
tenu dans le dénominateur. Sous cette nouvelle forme, le premier chiffre du quotient représentera donc des unités simples; par conséquent le quotient véritable représentera des millièmes.
Cherchons à résoudre le même problème pour la fraction 5o,4725 5, 047
Ici tous les chiffres du diviseur se retrouvent au dividende , mais, comme ce dividende contient d'autres chiffres à la suite, on voit qu'il faudra multiplier par dix le dénominateur de la fraction pour qu'il donne des unités simples au quotient transformé ; le quotient cherché représentera donc des dizaines. Dans cette circonstance, la multiplication porte sur la division ; dans le premier exemple , c'était sur le dividende.
II. Nous avons reconnu que , dans une multiplication où les premiers chiffres du produit sont seuls importants, plusieurs chiffres de l'un des facteurs , et quelquefois de tous les deux , ne servent à rien pour l'approximation que Ton demande , et c'est là ce qui a conduit à chercher le procédé de la multiplication abrégée. De même , si l'on tient seulement à connaître les premiers chiffres du quotient d'une division , il pourra se faire que les derniers chiffres du dividende et du diviseur n'aient pas d'influence sur les chiffres que l'on veut obtenir, et nous sommes conduits à chercher un procédé de division abrégée qui nous dispense de considérer ces chiffres inutiles au résultat.
Le procédé que nous allons exposer est déjà connu , mais la manière la plus simple et la plus naturelle de le démontrer consiste à le présenter comme l'inverse de la multiplication abrégée.
Cherchons à faire la preuve de l'opération par laquelle nous avons obtenu le produit approximatif des deux nombres
763,05403678956 et 25,4460578,
dont le produit exact est
Il faudra pour cela retrancher du produit que nous avons calculé jusqu'aux cent-millièmes, les produits des chiffres successifs du multiplicateur (qui devient ici le quotient ), par une portion du multiplicande (ici le diviseur ) , portion qui sera d'abord 763o54o36, mais de laquelle on supprimera un chiffre du diviseur à chaque opération partielle , ce qui correspondra à ceux qu'on laisse sur la droite du multiplicande dans la multiplication abrégée.
Chacun des chiffres du quotient s'obtiendra en divisant le reste
ainsi obtenu par le diviseur abrégé de plus en plus. On voit même que le nombre des chiffres du quotient sera égal à celui des chiffres du premier diviseur; car ce premier diviseur 7Ô3o54o36 , étant encore complet , donne d'abord un chiffre du quotient , et Ton trouve ensuite un nouveau chiffre du quotient à chaque chiffre que l'on efface au diviseur : or on peut les effacer tous , excepté un.
Voici le tableau de l'opération : nous écrivons les produits partiels, ce dont on se dispense souvent dans la pratique; mais nous le faisons pour montrer la correspondance des deux opérations, par l'identité de ces produits avec ceux qu'on a obtenus dans la multiplication.
ig4i6,go634 15261 08074
On fait usage des retenues supplémentaires, absolument comme dans la multiplication abrégée.
Le reste 7 que nous obtenons ici tient en partie à ce que nous
avons pris pour dividende le produit exact et non le produit approximatif que nous avions calculé (115, I et II}. Comme dans ce produit réel le dernier chiffre 4 du produit approximatif est suivi d'un 6 , il faut le forcer, ce qui fait que nous avons retranché le 4 qui termine le produit partiel 1 526 108074, non point de 4 9 mais de 5, ce qui a donné 1 pour reste. D'ailleurs, en renversant les facteurs ( 115, II), on avait trouvé 5 pour dernier chiffre du produit approximatif.
Mais cette observation ne donne, pour former le reste 7, qu'une seule unité de Tordre que nous considérons, et les six autres tiennent à l'existence d'un chiffre qui doit suivre le dernier chiffre 7 du quotient, mais que l'opération précédente n'a pas déterminé ; car, d'après la nature du calcul , on a vu qu'il ne pouvait y avoir au quotient plus de chiffres qu'à la partie utile du diviseur. On pourra cependant en trouver un de plus, par un artifice facile à comprendre : puisque 6 est la retenue supplémentaire donnée par ce chiffre avec les premiers chiffres 76 du diviseur, un tâtonnement assez simple fera reconnaître que ce chiffre est 8.
On ne pourrait obtenir d'autres chiffres du quotient, et l'on a vu en effet que , dans la multiplication abrégée correspondante (115, I), s'il y avait d'autres chiffres à la gauche du 8 dans le multiplicateur renversé, ils n'auraient aucune influence sur le produit.
Du reste, il n'est pas toujours possible de déterminer ce chiffre supplémentaire.
III. D'après cette correspondance des deux opérations, on peut conclure la règle suivante pour la division abrégée :
On commence par déterminer la nature des plus hautes unités du quotient (I). D'après le nombre de décimales que Von veut calculer, soit n le nombre déchiffres significatifs qu'il faut obtenir au quotient , on prendra aussi n chiffres au diviseur, et l'on séparera sur la gauche du dividende un nombre capable de contenir le diviseur ainsi modifié , ce qui donnera le premier chiffre du quotient; on aura les n — 1 autres en effaçant successivement n — 1 chiffres au diviseur, mais il faudra à chaque opération tenir
compte de la retenue supplémentaire due à la partie négligée ou effacée du diviseur..
On pourra même obtenir quelquefois un chiffre de plus par l'artifice employé dans l'article précédent.
Tel est l'exposé de la règle, qui est clairement démontrée par la réciprocité des deux calculs; elle s'applique sans difficulté à toute espèce de quantités décimales et aux nombres entiers euxmêmes, car il peut arriver, selon la nature des quantités, que Ton ait à négliger des chiffres entiers si les unités supérieures ont seules de l'importance.
Nous savons qu'on doit toujours calculer un chiffre de plus qu'on n'en veut garder ; mais si , pour plus de sûreté , on en désire deux au lieu d'un , il faut prendre n -h i chiffres au diviseur et séparer aussi un chiffre de plus au dividende (*).
IV. Cette règle est soumise a une exception unique , et qui se présente très-rarement. Cette exception a lieu quand le dividende et le diviseur modifiés sont identiques, et quand, de plus, en comparant dans chaque nombre donné les chiffres de gauche à droite au delà de la partie conservée, on finit par trouver un chiffre du dividende plus petit que le chiffre correspondant du diviseur; alors il n'y a pas de calcul à faire, et tous les chiffres demandés sont des 9.
Soit à diviser 4567802 par 456781, nous verrons d'abord (I) que le premier chiffre du quotient sera celui des unités simples ; en effet, si l'on ajoute un zéro au diviseur, il cesse d'être contenu dans le dividende.
Supposons maintenant que l'on demande trois chiffres au quotient; le diviseur modifié sera 4^6 (ou plutôt 4^7 à cause du chiffre suivant ) , et le dividende modifié aura la même valeur. Il semble donc, d'après la règle , que le quotient soit égal à 1, tandis que la division ordinaire donne évidemment 9 unités : cela tient à ce que , si l'on compare, comme nous l'avons dit, les chiffres
(*) Le quotient sera généralement plus approché si les erreurs du dividende et du diviseur sont de même sens ; il est clair que ces erreurs exerceront alors des influences contraires sur la grandeur du quotient.
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suivants du dividende et du diviseur, on trouve dans le dividende le chiffre o correspondant à i dans le diviseur, ce qui exige qu'on prenne un chiffre de plus au diviseur.
Il nous reste à démontrer que , par suite des suppositions précédentes, le quotient commence par autant de 9, moins un, et souvent même par autant de 9 qu'il y a de chiffres identiques de part et d'autre à la gauche du dividende et à celle du diviseur. Soit m la quantité qu'il faudra ajouter au dividende pour qu'on ne soit plus obligé d'y séparer qu'on nombre de chiffres égal à celui du diviseur, le premier chiffre du quotient sera 1 , moins le quotient de m par le diviseur. On peut considérer m comme un certain nombre d'unités de la nature des premiers chiffres non identiques. Si donc m est plus petit que le premier chiffre du diviseur, augmenté d'une unité , le quotient de m par ce diviseur sera plus petit qu'une unité de Tordre du premier des chiffres non identiques , et il y aura autant de 9 que de chiffres identiques ; c'est ce qui a lieu dans l'exemple actuel , où l'on peut poser m = 2, nombre inférieur à 5, c'est-à-dire au premier chiffre 4 du diviseur, augmenté d'une unité. Si, au contraire, m est plus grand que nous ne l'avons indiqué , cependant m ne pourra dépasser ni même atteindre 10 unités de l'ordre du premier des chiffres non identiques , c'est-à-dire une unité de Tordre supérieur; on pourra donc toujours compter sur autant de 9, moins un , qu'il y a de cfiiffres identiques.
Ainsi , dans l'exemple proposé , le quotient approché avec trois chiffres sera 9,99; cependant il sera plus exact de prendre le quotient en excès, 10 unités. En effet, on vient devoir que, dans le quotient exact, 9,99 est encore suivi de deux 9 (*).
Y. Nous avons obtenu la règle de la division abrégée comme l'inverse de la multiplication 'abrégée , en remarquant que chaque chiffre laissé de côté dans le multiplicande correspond à un chiffre effacé dans le diviseur. Mais il faut prémunir contre certaines difficultés qui tiennent, non à ^imperfection de cette règle, mais aux limites nécessaires de l'approximation.
(*) Cette exception nous a été indiquée par M. Gerono.
Si l'un des deux nombres donnés , le dividende ou le diviseur, est exact 9 et ne contient pas le nombre de chiffres exigé par la règle précédente , on doit y compléter ce nombre de chiffres par des zéros ; mais supposons qu'il soit inexact et ne contienne que trois chiffres , par exemple, au lieu de cinq que réclamerait l'approximation demandée , et qu'après ces trois chiffres il doive en exister encore d'autres que l'on ne connaisse pas , il n'est plus permis de les remplacer par des zéros : cela prouve qu'on ne peut pas obtenir le quotient aussi approché qu'on le désire, et qu'il faut alors se contenter d'une approximation plus limitée, que nous allons déterminer d'après le procédé même de la division abrégée.
Pour cela , nous avons à résoudre deux problèmes dont voici le premier :
Connaissant le dividende et le diviseur avec une certaine approximation, trouver avec quelle approximation on peut obtenir le quotient.
Si le dividende a plus de chiffres que le diviseur, il faut évidemment prendre sur la gauche du dividende une quantité capable de contenir le diviseur; au contraire, si le diviseur a plus de chiffres que le dividende; il faut prendre sur la gauche du diviseur autant de chiffres qu'on le peut, pourvu que le diviseur modifié soit contenu dans le dividende. L'opération ainsi préparée, le quotient aura autant de chiffres que le diviseur, modifié s'il y a lieu.
Comme exemple de ce premier problème, nous allons vérifier la multiplication abrégée relative à la hauteur barométrique (115, IX), en divisant o,23o4 par o,oooi6i458.
Nous allons faire le calcul en gardant le dernier chiffre 4, nonseulement pour faciliter la vérification , mais pour faire observer que Von ne doit jamais effacer le dernier chiffre que dans le résultat définitif de tous les calculs. En effet , lorsqu'on efface ce chiffre, sauf à forcer le chiffre précédent, s'il y a lieu, c'est seulement pour empêcher qu'on ne suppose l'approximation phi» grande qu'elle ne l'est en réalité ; mais quand un résultat partiel doit encore entrer dans d % autres calculs, on doit le prendre tel
quon ta obtenu , J est-à-dire avec ce dernier chiffre , qui approche toujours de la vérité et qui même peut être exact.
Ici nous chercherons d'abord (I) la nature des plus hautes unités du quotient, et nous verrons qu'en multipliant le diviseur par iooo, on trouve
ce qui donne des unités simples; donc le quotient contiendra des mille :
a3o4 i6iif | 58
Ainsi le quotient contiendra quatre chiffres entiers et sera égal à 1426; seulement on ne devra pas trop compter sur le dernier chiffre 6 des unités simples. Cependant on remarque que ce chiffre doit être en défaut, car le reste 1 montre que les deux premiers chiffres 16 du diviseur donnent avec le chiffre suivant du quotient une retenue supplémentaire égale à 1 ; donc le chiffre qui suivra 6 au quotient sera au moins égal à 5 , mais cette considération ne suffit pas pour le déterminer complètement.
On voit d'ailleurs l'application de la règle que nous avons donnée pour la solution de ce premier problème , puisque nous avons séparé au diviseur le nombre 1614 <l in est compris dans 23o4, et c'est ce qui fait voir qu'on n'aura que quatre chiffres au quotient.
Voici maintenant l'énoncé du second problème, inverse du premier.
Le quotient devant être calculé avec une approximation donnée,
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trouver avec quelle approximation Von doit prendre le dividende et le diviseur.
On a vu qu'il suffisait de chercher au diviseur autant de chiffres significatifs que l'on voulait en avoir aifquotient, et de prendre aussi à la gauche du dividende un nombre capable de contenir le diviseur modifié. Ainsi l'opération de l'article II est un exemple de ce problème.
On comprend néanmoins qu'il ne sera pas toujours possible de satisfaire aux exigences de l'énoncé. Le diviseur n'a pas toujours autant de chiffres qu'on désire en obtenir au quotient , et si même il lésa, le dividende ne peut pas toujours contenir le diviseur modifié ; or nous savons qu'il n'est pas permis de remplacer les chiffres par des zéros, excepté dans les nombres exacts. Si donc ni le dividende ni le diviseur ne sont exacts , on déterminera l'approximation possible, comme il a été dit dans la solution du premier problème.
VI. La formule
établie (113, VII) entre l'erreur du produit et celles des facteurs, ou bien , ce qui revient au même, entre l'erreur du dividende et celles du diviseur et du quotient, permet souvent de voir sans calcul la valeur et même le signe des approximations que Ton doit attendre des données de la question .
Supposons, par exemple , que l'on nous donne la quantité
approchée en excès avec cinq décimal* «s exactes, de sorte que l'erreur ^' de B est négative, mais numériquement inférieure à o,ooooo5; on demande quelle approximation aurait la valeur A
de 7r, obtenue d'après cette valeur B de — L'erreur de A sera tf ,
mais celle du produit sera
s = o , puisque n . - = 1 .
Pour trouver 8 , il faut donc poser
ce qui montre que S' étant négatif, S sera positif; ainsi n sera calculé en défaut.
Mais, quant aux valeurs numériques,
Ao*'*=B<î, d'où rî = 3'.~
Puisque
A = 3,i... et B = o.3i...,
on peut poser
donc
— = io
ê = o,oooo5,
c'est-à-dire que Ton ne devra compter que quatre décimales exactes en divisant i par o,3i83i ; mais en réalité il y en aura une de plus, car le quotient est 3, ]4i5<)i> résultat en défaut comme cela doit être, mais seulement à la sixième décimale.
VII. Afin de ne rien négliger sur cette question , nous allons calculer directement un exemple de division abrégée, et nous en ferons ensuite la preuve en cherchant la multiplication abrégée correspondante.
On demande à un dix-millième près le quotient de 229,4703568 par le diviseur 7,3594» supposé exact; il faut donc calculer les cent- millièmes.
Il est facile de voir, par la nature des premiers chiffres du dividende et du diviseur, que le quotient aura deux chiffres entiers, ce qui, avec cinq chiffres décimaux, fera sept chiffres que Ton devra aussi prendre au diviseur, qui n'en a que cinq. Mais, comme ce diviseur est ici supposé exact, on y ajoutera deux zéros, et Ton fera l'opération suivant la règle connue :
OO
7,35gzfaei 3i,i8o58
Voici le tableau de la multiplication abrégée correspondante :
La vérification se fait exactement , car on a forcé le dernier chiffre utile du dividende, parce qu'il était suivi des chiffres 68.
On sait que c'est le diviseur qui doit servir de multiplicande
pour retrouver la formation des mêmes produits partiels: de
plus, comme le premier chiffre du diviseur a été obtenu par le
diviseur tout entier, il faut mettre le premier chiffre du quotient
sous le dernier chiffre utile du diviseur; on obtient pour produit
la partie utile du dividende.
3^2 GHAPITEE HUITIEME.
VIII. Outre le procédé que nous venons d'exposer pour la division abrégée, il en existe quelques autres, un surtout, connu sous le nom de méthode de Fourier, ou division ordonnée; mais nous le passerons sous silence , parce que ce procédé , d 'ailleurs fort ingénieux , présente cet inconvénient que le calcul, d'abord assez simple, se complique à mesure que l'opération avance, ce qui fatigue l'attention et est contraire à la marche naturelle de l'esprit.
RACIXE CARREE.
I. On a
t = (a -J- S) 2 — à 1 = i ao -+- S*j
en représentant par S et par e les erreurs respectives d'une quantité quelconque et de son carré ; on aura donc , en négligeant S 7 , la relation
i = zad,
entre ces erreurs ou plutôt entre la nature de leurs unités.
Mais nous indiquons seulement cette relation comme pouvant servir à vérifier le principe que nous allons énoncer, et que nous démontrerons par le procédé de la multiplication abrégée.
Une quantité approchée et son carré ont le même nombre de chiffres significatifs exacts.
On conclut facilement des relations établies (115, VI) entre l'erreur du produit et celles des facteurs, que, si l'on doit multiplier deux facteurs qui ont le même nombre de chiffres significatifs, la méthode la plus avantageuse consiste à les disposer de manière qu'ils se recouvrent exactement , puisque alors il n'y aura pas de chiffres perdus dans les facteurs. Ainsi , on obtiendra le carré d'un nombre avec la plus grande approximation possible , par la méthode abrégée, si Ton fait en sorte que ce nombre, pris comme «multiplicande, recouvre le même nombre pris comme multiplicateur et renversé.
Cela posé, il peut se présenter deux cas : dans le premier, le produit a autant de chiffres que le multiplicande , comme l'indique le principe énoncé ; c'est ce qui arrive , par exemple, si Ton
fait le carré de 2 ,23, ce qui donne te calcul suivant :
4,98 au lieu de 4*9729
Dans le second cas , le produit a un chiffre de plus que le multiplicande si les chiffres supérieurs donnent une retenue; c'est ce qui arrive quand on cherche le carré de 76,4*
' 5836 au lieu de 5836,96.
Mais la formule
montre que Terreur atteint alors un chiffre de plus. En effot , pour que 6 soit d'un ordre plus élevé que S , il faut que Ton ait 2 a ^> 10 , et Ton reconnaît sans peine que c'est ce qui arrive si la racine a est de nature à donner un chiffre de retenue à son carré. On peut donc conclure, d'une manière générale , le principe énoncé. A la vérité, le dernier chiffre de la racine étant exact, celui du carré peut bien ne pas l'être, comme on le voit dans les exemples précédents, on le dernier chiffre du produit est tantôt trop fort, tantôt trop faible ; mais c'est ce qui peut avoir lieu dans tous les calculs, et il en serait de même si Ton cherchait réciproquement la racine carrée d'une quantité quelconque.
II. On remarquera , d'après ce principe , que des tranches de zéros prises à la droite d'un nombre peuvent quelquefois donner à sa racine les mêmes chiffres que donneraient , si on les connaissait , les véritables décimales du nombre proposé.
3^4 CHAMTBE HUITIÉITE.
C'est ce qui a Heu quand on cherche la racine carrée de
donné avec quatre décimales : on trouve d'abord un chiffre entier et deux chiffres décimaux; ensuite, pour avoir les deux chiffres suivants , il faudra abaisser encore deux tranches de zéros qui conduiront au même résultat que les véritables décimales du nombre ir , si on les avait employées.
On trouve, de cette manière,
yÇ = 1,7724;
mais nous nous sommes dispensés d'écrire le calcul , qui n'exige aucun procédé particulier.
Cherchons encore la racine carrée de o, 00047805 ; on doit, avant tout, reconnaître la nature des plus hautes unités de la racine , qui seront ici des centièmes , puisque le premier chiffre du nombre est celui des dix-millièmes; on trouvera donc , pour la racine cherchée, 0,021864% à un millième près, en abaissant encore deux tranches de zéros.
III. Le principe connu (I) nous permettra de résoudre le problème suivant :
Trouver l'approximation de la racine carrée quand on connaît telle du nombre.
On cherchera cette racine avec autant de chiffres qu'il y en a dans le nombre , dut- on abaisser plusieurs tranches de zéros ; seulement , d'après la nature des unités supérieures , l'approximation de la racine sera plus grande ou plus petite que celle du nombre. On résoudra de même le problème inverse , ainsi conçu :
Si ton demande la racine carrée avec une approximation donnée , avec quelle approximation faudra-t-il chercher le nombre?
On le cherchera avec autant de chiffres qu'on doit en avoir à la racine.
Si néanmoins on ne pouvait obtenir ce nombre avec autant de chiffres que cette règle l'exige , on ne pourrait trouver à la racine l'approximation demandée , et il faudrait en revenir au premier
APPROXIMATIONS NUMKRIQUES. 3^5
problème pour déterminer l'approximation possible à la racine , d'après celle où Ton s'arrête dans l'expression du nombre.
IV. En dehors des considérations précédentes , voici un théorème qui permet de simplifier l'extraction de la racine carrée :
Après avoir obtenu par le procédé ordinaire les n premiers chiffres d'une racine carrée , retranchez du nombre donné le carré de ces n premiers chiffres , et divisez ce reste par le double de ces n chiffres, vous aurez pour quotient les n — i chiffres suivants de la racine.
Nous supposerons, comme on peut toujours le faire, que tous ces chiffres forment l'ensemble des chiffres entiers de la racine.
Cela posé, soit N le nombre dont on cherche la racine; soient a la première partie de cette racine , et b la seconde , composée de /i — i chiffres, de sorte que a contient n chiffres significatifs et n — i zéros, en tout 2 n — 1 chiffres. Nous pourrons donc poser
N = (« -f- bY -h r = a} + iab -f- b 7 -+- r.
D'après la règle qu'il faut démontrer, nous devons prendre le
reste
et nous remarquerons que ce reste est connu quand on a opéré p aile procédé ordinaire. On a donc
z=zb-\ ,
la 7.a
et il s'agit d'évaluer la fraction •
ia
Il faut démontrer que cette fraction est toujours inférieure à deux unités. Pour cela, remarquons que le cas le plus défavorable, celui dans lequel r est maximum , a lieu quand 1 + N est le carré de a -+- b -+- 1, puisque N est un nombre entier dont la racine a pour partie entière a -f- b, ce qui donne pour limite extrême
Nous aurons alors
Nacjfl -h b)*-h2(a-+ b),
et, par conséquent,
r = ia -f- 2 b ;
la fraction devient donc
ia
la
Ainsi , cette fraction peut être plus grande que l'unité , mais if faut prouver que l'on a toujours
Pour cela , nous remarquerons que b et b •+- i sont des nombres de n — i chiffres , ce qui fait que ( b -*- i) a en a 2 n — 2 au plus , tandis que dansa , et à plus forte raison dans 2 a, on trouve in — i chiffres.
On peut même faire voir que
2tf 2
En effet, dans le cas le plus défavorable où serait
r 2fl
maximum, il faut concevoir que b présente une série de 9, de sorte que b -f- 1 soit une puissance de 10. Nous prendrons, pour fixer les idées, n = 3 ; alors
b = 99 et & -+- 1 = 1 00 , ce qui donne
(4+l)'= IOOOO.
Alors le minimum de a , pour prendre toujours le cas le plus défavorable, sera
ce qui est le plus petit nombre de 2/1 — 1 = 5 chiffres ; par conséquent ,
(±±2Ï =l , et C + O'-^l a 2« 2
potir limite extrême.
Eu résumé, nous voyons que le quotient est égal à b
JL Cm
ou à b -f- 1 , c'est-à-dire qu'il donnera , en'effet , les n — - 1 chiffres suivants, à une unité près.
Comme application , nous chercherons la racine carrée de 2 avec douze décimales; nous en trouverons d'abord six par le procédé ordinaire :
Nous avons écrit ce calcul pour montrer comment se forme le reste N — fl'=:R, qui est ici 1 59063 1 .
Maintenant , pour disposer la division le plus simplement possible, nous remarquerons que, si nous voulions avoir seulement un chiffre de plus, il faudrait, suivant la méthode ordinaire, abaisser deux chiffres (ici deux zéros) à la suite de 1 59063 1 , et en séparer un, ce qui laisse le nombre 1 5906310, que l'on- doit diviser par le nombre obtenu en ajoutant 3 à 2828423 ; on a ainsi
ia = 2828426,
c'est-à-dire le double de la racine déjà obtenue , qui n'est autre que le diviseur demandé. Ainsi, la seule différence entre le pro-
cédé ordinaire et la division de
la
, c'est que , dans cette der-
nière opération , on cherche n — 1 chiffres au lieu d'un seul , mais le dividende et le diviseur sont les mêmes dans les deux calculs.
Voici le tableau de la division abrégée qui donne ces n — 1 chiffres , ici au nombre de six , puisque nous en avons déjà obtenu sept.
io556
Nous nous.sommes dispensés de former les produits partiels , et nous ayons fait en même temps les multiplications et les soustractions. Nous avons calculé sept chiffres , autant qu'il y en avait au diviseur; mais le dernier chiffre 2 du quotient doit être effacé, et donne seulement à penser que la racine n'a pas été obtenue en excès.
On trouve donc enfin
Si l'on cherchait la racine carrée par les logarithmes , comme on le fait souvent dans la pratique, cette simplification serait beaucoup moins avantageuse, parce qu'il faudrait alors former a* et la retrancher de N, opérations qui sont faites d'avance quand le calcul a été commencé par le procédé ordinaire.
RACINE CUBIQUE, ETC
116. On trouvera une règle semblable pour obtenir, après les n premiers chiffres d'une racine cubique , les n — 1 suivants. Nous devons commencer par indiquer la manière la plus simple d'extraire une racine cubique , dif moins au point de vue pratique; car il paraîtrait naturel, à chacun des chiffres que Ton obtient , de faire le cube de la racine déjà obtenue , et de le retrancher de l'ensemble des tranches correspondantes : mais , de cette manière, les calculs faits pour un chiffre ne serviraient point pour les suivants, et l'on aurait toujours à revenir aux plus hautes unités du nombre. Il faut donc imiter le procédé de la racine carrée en formant successivement les diverses parties du cube.
Soit à extraire la racine cubique du nombre
on yoit d'abord en le partageant en tranches de trois chiffres de droite à gauche, comme nous l'ayons fait, que la racine aura cinq chiffres et que le premier sera la partie entière de la racine cubique de 32, c'est-à-dire 3 pour 27. La question étant donc ramenée provisoirement à extraire la racine cubique de 32,977, si nous indiquons par a les dizaines et par b les unités de cette racine , nous savons déjà que a = 3o, puisque 3 est le chiffre des dizaines. Retranchons a 3 = 27000 de 32977, il reste 5977, nombre dans lequel il faut chercher
3a'b + 3ab 7 -h b A .
En divisant 5900 par 3« a = 2700, ou 59 par 27, on a pour quotient
on sait, du reste, que ce quotient est quelquefois trop fort pour la racine.
Voici maintenant comment on peut former les autres parties du cube. Posons d'abord
et multiplions ce nombre par b = 2 , ce qui fait
3aft-|-^=i84;
ajoutons 184 avec 3û 2 = 2700, nous avons
3a*+3ab -t-& 2 = 2 884.
Imaginons que l'on multiplie encore cette somme par b = 2, il vient
3a 2 b + 3ab 7 -t- b\
ce qui donne justement le reste du cube. D'ailleurs on n'est pas obligé d'écrire ce produit de 2884 par 2, et Ton peut, à mesure qu'on en trouve les chiffres, les retrancher d« 5977, ce qui donne pour second reste 209.
il est clair qu'alors rsera maximum. On trouve, dans cette supposition ,
N=(a + 6) 3 4-3(«4-^) a + 3(fl + b), ce qui donne
r=3(* -h b)'-h 3(a + b) = 3a*-h6ab + 3b*+-3a -f-3£, et, par suite,
Zab*+b*+r 3a(^ -fi) 2 -»- (^ -hiV — f
On a donc enfin , au maximum ,
<'e qui prouve que Ton peut quelquefois avoir le quotient en excès b -f-i.
Mais, outre cela, nous avons vu, à propos de la question analogue relativement à la racine carrée (145, V}, qu'il est possible,
à la limite extrême, d'avoir = i . Cependant, comme ce
fait est tout à fait exceptionnel , nous le laisserons de côté et nous considérerons qu'en général A + i n'ayant que n — i chiffres, [b -H i) 3 n'en a que in — 2 , tandis que a en a %n — i . A plus forte raison {b H-i) 3 <^ «% donc la dernière fraction est de beaucoup inférieure à l'unité.
On peut donc généralement admettre que les n — i premiers
chiffres du quotient - — 2 donnent pour valeur maximum A-f-i.
De là on conclut la règle suivante:
Soit R le reste obtenu en retranchant du nombre le cube des n premiers chiffres de la racine , et divisez R par le triple carré de cette racine déjà connue; les n — i premiers chiffres du quotient sont les n — i chiffres suivants de la racine.
Nous appliquerons cette règle à l'exemple déjà traité. En cher-
chant la racine cubique de 32. 97 7.340. 21 8. 4^ 2 > nous avons trouvé 320 pour les trois premiers chiffres île la racine, et le reste R, obtenu après avoir soustrait le cube de 3 20 de l'ensemble des trois premières tranches, était 2093402 1 8432. Il faut donc diviser ce nombre par le triple carré de a = 3aooo, c'est-à- dire par 3072000000.
On verrait facilement que le quotient donne des dizaines, comme cela doit être ; mais puisque nous ne cherchons que deux chiffres, ou plutôt trois, afin d'effacer le dernier, il suffira (114, V) de prendre aussi trois chiffres au diviseur, et quatre au dividende. Voici la division abrégée qui donnera les deux chiffres demandés,
On obtient donc exactement les deux chiffres 68 de la racine , mais ce procédé ne fait évidemment pas connaître que le nombre est un cube parfait.
Nous avons vu qu'on trouve souvent ainsi un quotient en excès; on pourra donc quelquefois ne pas forcer le dernier chiffre conservé, même s'il est suivi d'un 5 ou d'un chiffre supérieur à 5.
Enfin on comprend comment cette méthode s'applique à des nombres décimaux.
III. Comme relation entre Terreur s d'un cube ou "d'une puissance quelconque et l'erreur â de sa racine, nous avons la formule
«=(« + tf) 01 — a m ,
dans laquelle m représente l'indice de la puissance et qui se réduit à e = ma8, en supprimant les puissances supérieures de tf.
Connaissant la nature des plus hautes unités de a, on emploie cette formule pour trouver, dans chaque circonstance, la valeur de e en fonction de 9, et réciproquement; ou, pour mieux dire,
la relation qui existé entre lés espèces d'unités de ces deux erreurs. Mais il serait assez difficile d'en conclure une règle applicable à toutes les valeurs de m , pour comparer le nombre des chiffres significatifs exacts de la puissance et de sa racine, parce que, d'un côté, le nombre des chiffres s'accroît d'une manière variable suivant la valeur de m et celle des premiers chiffres (c'est ainsi que 8, cube de % , n'a qu'un chiffre , et que 729, cube de 9, en a trois), et que, de l'autre côté, le coefficient m dans l'expression z = maS augmente l'erreur de la puissance.
IV. Pour comparer les erreurs respectives d'une puissance et de sa racine, quant au nombre des chiffres significatifs exacts, la méthode la meilleure, quoique assez indirecte, consiste dans la considération des logarithmes de ces quantités; on sait, du reste, que les extractions de racines se font presque toujours, dans la pratique , à l'aide des Tables de logarithmes.
Or l'usage de ces Tables montre que le logarithme de la puissance et celui de la racine ont le même nombre de chiffres exacts, et qu'il en est de même , par conséquent, pour ces deux Quantités elles-mêmes. Nous admettons , à la vérité, que les Tables soient calculées avec autant de décimales qu'il en faut pour que le dernier chiffre du nombre donné influence le dernier chiffre du logarithme correspondant ; mais c'est ce qu'il est toujours possible de supposer en théorie, quelle que soit d'ailleurs la véritable approximation des Tables. On peut donc conclure de là que la puissance et sa racine ont le même nombre de chiffres significatifs exacts.
V. Nous devons cependant observer, comme restriction à ce principe, que le calcul par logarithmes donne plus de précision quand on cherche la racine au moyen de la puissance , que si l'on cherche la puissance au moyen de sa racine. En effet , dans le premier cas, on divise le logarithme par l'indice de la puissauce, ce qui diminue l'erreur, tandis que, dans le second, on multiplie par cet indice, ce qui augmente l'erreur.
VI. Dans toutes ces théories d'approximation, nous n'avons presque jamais distingué le cas où l'erreur est , soit en défaut , soit
«n excès; en effet, on n'en sait souvent rien, surtout dans les données de la physique et de la chimie, et nous avons toujours voulu permettre au calculateur d'opérer dans le cas le plus général et le plus défavorable. Aussi, nos formules s'appliquent à toutes les valeurs positives ou négatives des erreurs ou des approximations.
APPLICATIONS
117. Outre les exemples que nous avons donnés pour les opérations approximatives, nous allons présenter encore quelques applications des théories précédentes.
I. Trouver le quotient de I0 7r par 0,69314718. . . avec une erreur relative moindre qu'un millième.
(Dans une multiplication ou une division Terreur est toujours supposée relative au multiplicande ou au dividende, parce que le multiplicateur ou le diviseur sont toujours supposés abstraits. )
On reconnaît (114, I) que le quotient — 7?-=-- contient
des dizaines qui sont les plus hautes unités; la formule a ■= Ar
(111, IV), dans laquelle r = ? montre que l'erreur abso-
lue « se représente par , il faut donc (110, II) calculer le
quotient à un millième près et garder les centièmes.
Le calcul est fait selon le procédé de la division abrégée ( 1 14, II) ; on s'est seulement dispensé d'écrire les produits partiels.
Ainsi, le résultat cherché est 45,3s.
III. Calculer 1 i3ir Jiiti/u
■aux cent-millièmes.
bien h3jt = 355.
approximation relative de
354,99998 Ainsi, 1 i3ic = 354,99998, o , IV. Calculer iojt.IO i/ï avec 1 un millième. — Comme les plus hautes uuités du multiplicande ioit soat des dizaines , on cherche l'approximation absolue à un centième près, et on calcule les millièmes.
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/calculspratique00housgoog. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
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