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DES
ÉLÉMENTS D’ARITHMÉTIQUE
DÉFINITIONS
1 . Le signe a® représente un nombre égal à l'unité. Pour montrer comment on est conduit à cette convention , proposons-nous de diviser, par exemple, 8’ par 8^. En supprimant dans le dividende tous les facteurs du diviseur (ar. liv.l, pr. 15, cor.2), cequi revient à soustraire l’exposant A de 8 au diviseur de l’exposant 7 de 8 au dividende, on obtient le quotient 8’"* ou 8*. En observant la même règle pour diviser 8* par 8*, on trouve le résultat 8*"^ où 8* ; donc , pour diviser l’une par l’autre deux puissances d'un même nombre, on peut opérer de la même manière, lorsque les exposants de ce nombre sont égaux, au dividende et au diviseur, que lorsque l’exposant est moindre au diviseur qu’au dividende, pourvu que le signe o* représente un nombre égal à l’unité.
Le signe a'" représente un nombre égal au quotient de
la division de l'unilé par a". Supposons, par exemple, qu’on ait à diviser 8® par 8’. Divisant d’abord le dividende et le diviseur par 8\ on a -|r = *) '■> ™ais en effec-
tuant la division de 8° par 8% comme si l’exposant de 8
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au diviseur n’excédait pas l’exposant de 8 au dividende, on obtient le résultat 8®"’ ou 8‘® ; ce qui conduit à considérer 8"’ comme le quotient de la division de l’unité par 8“ ou, plus généralement, o-“ comme le quotient de la division de l’unité par a", n étant un nombre entier.
Un nombre négatif est un nombre précédé du signe
moins. Tels sont les nombres — 3, — — 8,6.
4. Un nombre positif est un nombre précédé du signe plus. Tels sont les nombres +3, +i, +8,6.
Remarque. Ordinairement on se dispense d’écrire le signe d’un nombre positif. Ainsi 3, y, 8,6 sont des nombres i positifs.
;* 8. Deux nombres ont des signes contraires, lorsque l’un
^ de ces nombres étant positif, l’aulre est négatif. Tels sont
les nombres 8 et — 6. *
6. La valeur absolue d’un nombre est ce nombre abstraction faite de son signe. Ainsi les nombres +3 et —3 ont la même valeur absolue 3.
7. Deux nombres sont égaux , lorsqu’ils ont le même signe et la même valeur absolue.
La somme de deux nombres de même signe est la
somme de leurs valeurs absolues (déf.6) préeédée du signe commun aux deux nombres. Pour montrer comment on est conduit à cette déGnition, observons d’abord qu’elle se vériGe immédiatement, lorsque les deux nombres sont positifs: ainsi on a ( + 3) + (+7) = +{3 + 7) = +10. Cela étant, supposons qu’il s’agisse de multiplier 8"’ par 8'’ ou — par ^ (déf.2). On aura = = 8-»-' ou 8-«
(ar. liv.5, pr.2.etliv.^»,pr.8, rem.2) ; donc le produit de
LIVRE I
deux nombres égaux et afTectés chacun d'un exposant négatif s’efTectuera en observant la même règle que si les exposants étaient positifs (ar. liv.i', pr.8, rem.2], pourvu qu’on appelle somme de deux nombres négatifs, —8 et —7, la somme (3+7) de leurs valeurs absolues, précédée du signe moins.
9. La somme de deux nombres de signes contraires est la différence de leurs valeurs absolues, précédée du signe de celui des deux nombres qui a la plus grande valeur absolue.
En effectuant les produits 8 •'’xS’ et8’x8*’, ou a
x8’ = ix S
et 8> x8->=8*xl = |-^,-8-‘;
donc le produit de deux nombres égaux et affectés d’exposants de signes contraires s’effectuera en observant la même règle que si las exposants étaient tous deux positifs {ar.liv.4,pr.8,rem 2), pourvu qu’on appelle somme de deux nombres —3 et 7 ou 3 et— 7, de signes contraires, la différence k de leurs valeurs absolues, précédée du signe de celui des deux nombres qui a la plus grande valeur absolue.
Ri marque. Il résulte de ces définitions (8 et 9) que 1° la somme de deux nombres ne change pas, lorsqu’on intervertit tordre de ces nombres; 2“ la somme de deux nombres de signes contraires ne change pas, lorsqu'on augmente ou qu'on diminue leurs valeurs absolues d’un même nombre (ar. liv. 1,déf.2,6°).
10. La somme de tant de nombres qu’on voudra, positifs ou négatifs , est le résultat qu’on obtient en ajoutant le second au premier, le troisième à la somme des deux premiers, et ainsi de suite jusqu’à ce qu'on ait ajouté le dernier des nombres proposés, .\insi la somme des nombres 7, —3, —6, —8 s’effectue en faisant successivement la
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somme 4 de 7 et — 3 (déf. 9), la somme — 2 de 4 et - 6 (déf.9), et la somme —10 de —2 et —8 (déf. 8).
Un^n'nomeestunpolynomecomposé de trois termes
PROPOSITION PREMIÈRE
Un binôme A+B change de signe en conservant la même valeur absolue , lorsqu'on change le signe de chacun de ses termes.
Deux cas peuvent se présenter, suivant que A et B sont de même signe ou de signes contraires.
1® a et 6 étant les valeurs absolues de A et B, les deux sommes ( + a) + ( + 6) et (— a) + (— b) ont la môme valeur absolue a+6 et des signes contraires (déf. 8).
2® En supposant a >6, les deux sommes {+«) + (— 6) et (— o)+(4-6) ont la môme valeur absolue a — b (déf.9); la première a le signe de + a et la seconde le signe de —a; donc elles sont de signes contraires.
Corollaire. Un polynôme A + B + C + D. . . change de signe en conservant la même valeur absolue, lorsqu'on change le signe de chacun de ses termes. Car A et B ayant changé de signe, leur somme A+B a changé de signe en conservant la même valeur absolue ; pareillement, (A+B) et C ayant changé de signe, leur somme A + B+C a changé de signe en conservant la même valeur absolue, et ainsi de suite.
PROPOSITION II
f/n tnnome A+B+C ne change pas de valeur, lorsqu'on intervertit l’ordre des deux derniers termes.
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En désignant par a, b, c les valeurs absolues de A, B, C et supposant d'abord A positif, il s’agira de démontrer les égalités
* (I) a+6-rc = o+c+6
Cela étant, si l’on change , dans ces égalités, le signe de chaque terme, on aura trois nouvelles égalités (pr. 1 cor. et déf.7), relatives au cas où A serait négatif; de sorte qu’en définitive, il suffit de démontrer les égalités (0, (*), ( 3 ).
1” L’égalité C) existe en vertu de l’axiome 3 (ar. princ.).
2° En supposant d’abord c<o, on a (déf.lOetO)
a+6 + (— c) = (a+6)— c = (a— c) + 6 (ar.liv.l, déf.2, 3”)
et n + (— c) + 6 =(a— c) + 6,-
donc o+6 + {— c) = a +(— c)+ô.
En supposant c>a et posant c=a + c', on a (déf.9, rem.2") 0 + 6+ ( — c) =(<i +6) 4- [ — (a + c^)]=ù-(-( — c')
et o-l-(— c) + ô=a +[— (a+e')]-l- b=(—</)+b;
* donc (déf.9, rem.l“) a + ft + (— c)=a+(— c) + 6.
3° En supposant d’abord 6+c<o, on aura ô<a — c et v<a—b; donc (ar . liv. 1 , déf. 2, rem 2”)
et a+{—c) + {—b) = (a— c) + (— ô)= [o— c)— ô=a— (c + 6); donc a+(— 6) + (— c)=a+(— c)4-(— 6).
En supposant 6 + c>a , on distinguera les trois cas
6>aetc>a, 6<«etc<o, 6>o et c<o.
Dans le premier cas, on a (ar.liv. l,déf.2, rem.i”)
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a + (— 6)4-(— c) = — {b—a) + (—c) = — (* + c— o) et n + (— <r) + (— 6) =— («—«) + (— 6) = — (c + 6— a);
donc a + (— 6) +(—c) =« + (—<?) + (— 6).
Dans le second cas, on aura a = b+b' el a = c+c',f>' cl c' étant des nombres positifs ; donc
et a + (— c) + (— 6) = {c+c^ + (— c) + (— 6) =c' + (— 6) ;
mais a = b + b'=>c+(/- donc, en ajoutant — [6+c) de part et d’autre, on aura b' + {—c) = c' + [—b) ; donc
Dans le troisième cas, on a 6 = a+6' et a = c+c', 6' et c' étant des nombres positifs ; donc
et a+(— c) + {— i>) —[c + c') + (—c) + (—è)=c' +(—&);
mais 6 = a + = c + c' + è' ; donc si l’on ajoute — c' de part et d’autre, on aura — c' + è = et, par suite, c'+(—b) = -{b' + c) (pr.l);
donc a+(— i>) + (— c) = a+(— f) + (— 6).
CoROLLAiBE 1. Uu polt/tioine ne change pas de valeur, lorsqu’on interverlil C ordre de ses termes. La démonstration est analogue à celle de la proposition 3 [ar. liv. 1). Ainsi , on démontrera qu’un polynôme ne change pas de valeur, lorsqu’on intervertit l'ordre ; 1° des deux premiers termes ; 2" des deux derniers; 3° de deux termes consécutifs quelconques; 4° de plusieurs termes pris comme on voudra.
Corollaire 2. Pour ajouter un polynôme (a-l-b + c) à un nionome m, il suffit d’ajouter le premier terme du polynôme à ce monome , le second terme au résultat ainsi obtenu , et ainsi de suite, jusqu’à ce qu'on ait ajouté le dernier terme.
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(-ar ona»H-(o + ô + c)=(a + 6 + <î) + m = a + 6 + c+m = tn + a + b-\-c.
Corollaire 3. Pour ajouter un monome m à un polynôme a + b + c, il suffit (Rajouter ce monome à l’un des termes du polynôme. Car on a, par exemple, a + (é+»») + c = a+^+m + c = a->rb + c + m.
Corollaire 4. Pour additionner plusieurs nombres positifs ou négatifs, on peut additionner d’une part tous les nombres positifs, et d’autre part tous tes nombres négatifs , puis les deux sommes ainsi obtenues. Kn additionnant ainsi les nombres 8,-7, 12,-20, 30,-80, on trouve 50 + (-107) ou -57.
SOUSTRACTION
DÉFINITIONS
Id. Soustraire, d’un nombre -positif ou négatif, un autre nombre positif ou négatif, c’est trouver un troisième nombre qui ajouté au second (déf.SetO) reproduise le premier. Le résultat se nomme reste ou différence; les deux nombres sur lesquels on opère sont les deux termes de la différence.
PROPOSITION III
Pour soustraire, d'un nombre a positif ou négatif, un autre nombre h positif ou négatif, il suffit d’ajouter (m premier le second changé de signe.
Soit b' le nombre qui a la même valeur absolue que b et un signe contraire. Pour démontrer l’égalité a— 5 = a+5', il suffit de faire voir qu’en ajoutant le second terme b de la différence a— b au résultat a + 6', on reproduira le premier terme a (déf. 15) . Or, pour ajouter 6 à a + ê', il suffit d’ajou-
ter b h b' (pr.2,cor.3); donc on a a+b'+b = a+{b'+b] = a, car la somme 6'+ô de deux nombres qui ont la môme valeur absolue et des signes contraires est égale à zéro (déf.9).
Il en résulte qu’on aura, par exemple,
OiBOLLAiRE 1 . Une différence a — b change de signe en conservant ta même valeur absolue, lorsqu'on change lesigne de chacun de ses termes. Car la somme a+b', égale à la différence a — b, change de signe en conservant la même valeur absolue , lorsqu’on change le signe de chacun de ses termes (pr.l).
Corollaire 2. Quel que soit le signe du nombre désigné par une lettre a, o— o ou — a désigne un nombre qui a la même valeur absolue que a et un signe contraire. On voit de même que a—b — e = a + (—b) + {—c).
PROPOSITION IV
Pour soustraire un polynôme (a + b + c) d'un monôme in, il suffit de soustraire de ce monome le premier terme a du polynôme, du résultat obtenu le second terme b, et ainsi de suite jusqu’à ce qu'on ait soustrait le dernier terme du polynôme.
Il s’agit de démontrer l’égalité »n — (a + 6+c) = w — o — 6 — c ; ce qui revient à faire voir qu’en ajoutant le second terme (« + é + c) de la différence au résultat [m— a — b—c), on reproduira le premier terme m (déf.15). Or, pourajou-
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ter {a+b + c) à (»i — a — 6 — c) , il suffit d’ajouter cbm — a
— b — c, ensuite b au résultat m — a — b, et enfin a au résultat m —a, ce qui reproduit m (pr.2,cor.2); donc
Reuabqce. Pour soustraire un monome m d'un polynôme a +h+c, il suffit de soustraire ce monome de l’un des termes du polynôme , kmi\ on aura a+6+c — m = a-l- [b — m) + c; car, en ajoutant le second terme m de la différence (a+ô+c) — ffiau résultat a + (i> — >n) + c, on a (pr. 2, cor, 3) a-t-(6 — = a + ô4-c.
Corollaire 1. En ajoutant un nombrem, positif ou négatif, au premier terme a d'une différence a — b ou en le retranchant de ce terme, on ajoute ce nombre à la différence ou on le retranche de cette différence. Car, en posant a—b=c, on a a = 6+c et, par suite, a±»M = 6-|-(c± »i) (pr.2,cor,3 etpr.t, rem.); donc (a±»n) —b = c±m.
Corollaire 2. En ajoutant un nombre in, positif ou négatif, au second terme b d’une différence a — h ou en le retranchant de ce terme, on retranche ce nombre de la différence ou on l'ajoute à cette différence. Car, en posant a — b = c, ^ on a a=é+c et, par suite, a = b + c±mz^m = [b±m)
+ cz^m= [b±m] + [ez+:m); donc a — (ô±»«) = cz^m.
Corollaires. On n'altère pas une différence a — b, en ajoutant un même nombre m à ses deux termes ou en le retranchant de ses deux termes. Car, en posant a — b = c, on a a = 6-t-c et, par suite, a±m = (b±m)+c; donc (a±m)
MULTIPLICATION
DÉFINITIONS
16. Le produit de deux nombres de même signe est le produit de leurs valeurs absolues précédé du signe plus. Pour montrer comment on est conduit à cette définition, observons d’abord qu’elle se vérifie immédiatement, lorsque les
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nombres proposés sont positifs. Ainsi on a , par exemple, ( + À) X ( + 3) = + (4. X 3) = + 12. Cela étant, supposons qu’il s’agisse d’élever 8'^ à une puissance dont l’exposant soit —3. Oïl aura (déf.2)
donc, pour élever un nombre 8'* affecté d’un exposant négatif à une puissance dont le degré —3 est un nombre négatif, il suffira, comme en arithmétique (liv.4, pr.8, rem. 3), de multiplier l’exposant —4 par le degré —3 de la puissance, pourvu qu’on regarde 4 x 3 ou 12 comme le produit de —4 par —3.
Le premier nombre —4 se nomme multiplicande, le second —3 multiplicateur, et ces deux nombres .sont les facteurs du produit.
17. Le produit de deux nombres de signes contraires est le produit de leurs valeurs absolues, précédé du signe moins. Four montrer comment on est conduit à cette définition, observons qu’on a (déf. 2)
et [8-r = ( gV)* = = 8-'^‘»'= 8-'*;
donc, pour élever un nombre affecté^’un exposant positif ou négatif à une puissance dont le degré est un nombre négatif ou positif, il suffira, comme en arithmétique (liv. 4, pr.8, rem.3), de multiplier l'expo.sant parle degré de la puissance, pourvu qu’on regarde —(4x3) ou —12 comme le produit de 4 par (—3) ou de (—4) par 3.
Kkmarqite. Il résulte de ces définitions (16 et 17) que le produit de deux nombres est positif ou négatif, selon que ces nombres sont de même signe ou de signes contraires.
Digilized by Coogle
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18. \ji produit de tant de nombres qu'on voudra, positifs ou négatifs , est le résultat qu’on obtient en multipliant le pmnier parle second, le produit obtenu par le troisième , et ainsi de suite , jusqu'à ce qu’on ait multiplié par le dernier des nombres proposés.
Chacun de ces nombres est un facteur du produit.
Remarque. Pour exprimer un produit de plusieurs nombres représentés par des lettres , on écrit ces lettres les unes à la suite des autres, sans interposition des signes plus on moins, .\insi abc^d a la même signification que ax6xc®xc/.
PROPOSITION V
Le produit de plusieurs monomes est égal au produit de leurs valeurs absolues , précédé du signe plus ou du signe moins, suivant que le nombre des facteurs négatifs est pair ou impair.
1° Im valeur absolue du produit de deux facteurs étant le produit des valeurs absolues de ces facteurs (déf. 16 et 17), il en sera de même de la valeur absolue du produit de tant de facteurs qu’on voudra (déf. 18).
2* En supposant que les deux premiers facteurs soient positifs, leur produit sera positif (déf. 16) et restera positif tant qu’on n’aura pas employé de facteur négatif; le premier multiplicateur négatif rendra le produit négatif (déf. 17), et ce produit restera négatif tant qu’on n’aura pas employé un second facteur négatif; le second multiplicateur négatif rendra le produit positif (déf. 16), et ce produit restera positif tant qu’on n’aura pas employé un troisième facteur négatif; le troisième facteur négatif rendra le pro-, doit négatif , et ainsi de suite ; de sorte que , en définitive, on obtiendra un produit positif ou négatif, suivant que le nombre des facteurs négatifs sera pair ou impair.
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La démonstration est la même, lorsque les deux premiers facteurs sont négatifs ou de signes contraires.
Corollaire 1. Toute puissance d’un nombre négatif est positive ou négative, suivant que le degré de la puissance est pair ou impair. Car suivant que le degré est pair ou impair la puissance est le produit d’un nombre pair ou impair de facteurs négatifs.
Corollaire 2. Le produit de plusieurs monomes ne change pas de valeur, lorsqu’on intervertit l’ordre de ses facteurs. Car le signe du produit ne dépend que du nombre des facteurs négatifs , et sa valeur absolue ne varie pas avec l’ordre des facteurs (ar. liv. 1 et 3).
Corollaire 3. Pour multiplier un nombre m par un produit, il suffit de multiplier ce nombre par le premier facteur, le résultat obtenu parde i^econd fadeur, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on ait multiplié par le dernier fadeur. Car on a m X abc = abc x m = abcm = mabc.
Corollaire 4.. Lorsqu'on multiplie un facteur d'un produit par un nombre m, le produit est multiplié par ce nombre. Car on a axbm x c = abmc = abcm.
PUOPOSITION VI.
Un produit ± P change ou non de signe , lorsqu’on change les signes d’un nombre impair ou pair de ses facteurs.
Selon qu’un produit ± P est positif ou négatif, le nombre de ses facteurs négatifs est pair ou impair (pr. 5). Cela étant, si l’on change le signe d’un seul facteur positif ou négatif , on aura un facteur négatif de plus ou de moins et, par suite , un nombre impair ou pair de facteurs négatifs au lieu d’un nombre pair ou impair qu’on avait précédemment; donc le produit sera ^:P au lieu de ±P. Par la même raison, le produit P changera de signe et deviendra ± P, si l’on
LIVRE
change le signe d’un second facteur, et ainsi de suite ; donc, en définitive, le produit e P aura changé ou non de signe, suivant qu'on aura changé les signes d’un nombre impair ou pair de ses facteurs.
Corollaire, a et b désignant des nombres positifs ou négatifs, on a a y. {— b) = — ab. Car b et —b étant des nombres de même valeur absolue et de signes contraires (pr. 3, cor. 2), en remplaçant —6 par 6 on a changé le signe du multiplicateur et, par suite, celui du produit. On voit de même que (— a)xé = — aé et que (— o) x (— é) = aô; donc un produit de deux et, en général, de tant de nombres qu'on voudra, positif s ou négatifs et représentés par des lettres précédées de l'un des signes plus et moins, peut s'effectuer en faisant abstraction de tous les signes et en affectant le résultat du signe plus ou du signe moins selon que le nombre des fadeurs précédés du signe moins est pair ou impair (pr. 5).
PROPOSITION Vil.
Pour multiplier un binôme A. + Bpar un nombre M, il suffit de multiplier chaque terme du binôme par ce nombre.
En supposant d'abord M positif et désignant par a,b,m les valeurs absolues de Â, B, M, on aura à démontrer les égalités
{•) (a + 6)x»i = aXw + éX wi
(2) [( —a) + {— ô)] X w = (— o) X m + {— é) Xffi
(5) [( + o)-f(— é)] X»i = ( + a) X wi + (— é)x»« é<a
(4) [(+«) + (— é)]x JW = ( + «) X »î + (— é)xw é>a .
1° L’égalité (i) a été démontrée en arithmétique (liv.l el3j.
2° On a [( — a) + ( — 6)] X m =[ — (o + é)] X m =
— (a + ô) X m = — [am + é >«) = (— n) X w + [—b] y m.
3° On a é)]x»» = (a — ô)xin = am— éwi
(ar. liv. 1 et 3) =aXM + (— 6)xm.
COUPLÉMENT d’aRITHUÉTIQOE.
4® On a [« + (— 6 )]x»m = [— (6— a)] xm=
— [bm—am)=—bm+am = ax«i + ( — ô)Xm.
Lorsque M est négatif, on a (pr.6) (A+B)x( — *») = — (A+B)x»i= — (Affi + Bffi) = Ax { — m) + Bx[— «)-
Corollaire i. Pour multiplier un polynôme par un monôme, il tvfJH de multiplier chaque terme du polynôme par lemonome. Caron a (A4-B+C)xM= [(A4-B)+C] xM= (A + B)xM + CM = AM + BM + CM; (A+B+C+D)x M = [{A+B+C) + D]x M=(A+B+C)xM + DxM = AM + BM +C M + DM, et ainsi de suite.
Corollaire 2. Pour multiplier un polynôme P par un autre ( A + B+C) , i7 suffit de multiplier le premier suecessivemenl par chaque terme du second, puis de faire la somme des produits ainsi obtenus. Car on a (déf.l6etl7)
Px(A + B+C) = (A+B+C) XP = AP + BP + CP = PA + PB+PC.
Corollaire 3. Lorsqu’on multiplie les deux termes d'une différence A — B pur un nombre M, la différence est multipliée par ce nombre. Car, en posant A — B = C, on a A = B+C , AM = BM+CM et AM- BM = CM.
proposition VIII.
Le carré d un binôme a + b se compose du carré du premier terme , du double produit du premier par le second et du carré du second.
Car, pour élever le binôme a+6 an carré, il suffit de le multiplier successivement par a et par 6 , puis de faire la ■somme des produits ainsi obtenus (pr.7,cor.2) ; or(pr.7, cor. 1)
(a+b)'X.a = ay.a + bx.a = +ab et (a + 6)x6 =nxô + 6x<» = o6+6“,
donc [a+bY = a^+^ab+tfi.
Corollaire. Le carré d’une différence (a — b) est égal ««
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carré du premier terme, moins le double produit du premier par le second, plus le carré du second. Car si , dans i’égaiité précédente, qui a lieu quel que soit le nombre b, on change b «n — b (pr.3,cor.2), on aura
(a — 6)“ =a* — 2a6 + 6’ (pr.6).
PROPOSITION IX
Le produit de la somme a + b rfe deux nombres par leur différence a — b est égal au carré du premier nombre, moins le carré du second.
Car, pour multiplier a + b par a — 6 ou (pr.8) pur « + (—6), il suffit de multiplier n+6 successivement paru et par — b, puis de faire la somme des produits ainsi obtenus (pr.7, cor. 2) ; or
[a + é)xa =: a' + ab,
(a-\-b]y.[—b) — — ab — b^; donc {o + 6)x(a — 6) = a^—b^.
PROPOSITION X
Le cube d'un binôme a+b se compose du cube du premier terme , du triple produit du curré du premier terme par le second, du triple produit du premier terme par le carré du second, et du cube du second.
Car, pour élever a + 6 au cube, il suffit de multipficr le carré (o* + 2aô + 6*) de n + 6 (pr.8) par « + ô ou successivement par a et par b, puis de faire In somme des produits ainsi obtenus (pr.7, cor. 2); or
(a*-r2oé + 6^) X« = a’ + 2a*i + ai*
et (a* + 2a6 + 6*) X 6 = a^b + + b^,
donc (a+è)’ = + Za^b + 3ab^+b^,
i 6 COilPLÉUENT d'aRITHHÉTIQDE.
CoHOLLAiRE. Le cvbe d'une différence a — b est égal au cube du premier terme ^ moins le triple carré du premier terme par le second, plus le triple du premier terme par le carré du second, moins le cube du second. Car si, dans l’égalité précédente , qui a lieu quel que soit le signe de b , on change b m — b (pr. 3, cor. 2), on aura
(o— 6)’=a“— 3a*ô+3aô*— 6* (pr.6).
DIVISION
DÉFINITIONS
i9. Diviser un nombre par un autre , c’est trouver un troisième nombre qui multiplié par le second reproduise le premier.
Le premier des deux nombres proposés se nomme dividende, le second diviseur et le résultat quotient. Ainsi — 3 est le quotient de la division de 12 par —k, parce qu’on a (-3)x(-4) = 12(déf.l6).
PROPOSITION XI
Pour diviser un nombre par un autre, il suffît de diviser la valeur absolue du dividende par celle du diviseur, et d'affecter le quotient du signe plus ou du signe moins, selon que le dividende et le diviseur sont de même signe ou de signes contraires.
D’après la définition de la division (déf. 19}, la valeur absolue du quotient doit être telle que multipliée par la valeur absolue du diviseur, elle reproduise celle du dividende (déf. 16etl7); donc la valeur absolue du quotient est égale à la valeur absolue du dividende divisée par celle du diviseur (ar.liv.3,déf. 11). Quant au signe du quotient, le dividende et le diviseur pouvant être positifs ou négatifs, il y aura quatre cas à considérer. Ainsi, en supposant que 12 et
UTHE I. . <7
soient les valeurs absolues du dividende et du diviseur, il faudra démontrer les égalités
+ -r ou
— p- ou
r- ou
+ -T- ou
1® Le dividende + 12 étant positif, le quotient et le diviseur auront le môme signe (déf.l7,rem.2); or le diviseur + 4 est positif, donc le quotient aura le signe plus.
2” Comme précédemment , le quotient et le diviseur auront le môme signe; or le diviseur —4 est négatif, donc le quotient aura le signe moins.
3® Le dividende —12 étant négatif, le quotient et le diviseur auront des signes contraires (déf.17, rem. 2] ; or le diviseur +4 est positif, donc le quotient aura le signe moins.
4® Comme précédemment (3®), le quotient et le diviseur aui'ont des signes contraires ; or le diviseur — 4 est négatif, donc le quotient aura le signe plus.
PROPOSITION XII
'Pour diviser un nombre m par un produit abc , il suffit de diviser ce nombre par le premier facteur ‘d, le quotient par le second facteur b, et ainsi de suite jmqu'à ce qu'on ait divisé par le dernier facteur.
Soit a' le quotient de la division de m par a , b' celui de a' par ô et celui de b' par c. On aura c' x c = b', b' x a''X.a = m; donc ot =c'xc6a ou tn = c'y.abc (pr.5, cor.3);
;|8 œMPI.ÉMENT d’ ARITHMÉTIQUE.
donc est le quotient de la division de m par aéc(ëéf. 19).
Remarque. Lorsqu'on divise un facteur b d'un produit abc par un nombre m, le produit est divisé par ce nombre. Car on a
(aX — xc]xm=o X { — X»!) Xc^abc.
paOPOSITION XIII.
Pour diviser un polynôme a +b+c par un monome m, il suffit de diviser chaque terme du polynôme par ce monome.
Il s’agit de prouver que •
a + b + e abc
m m mm
c’est-à-dire que est le quotient de la divi-
sion de a+Z»+c par « ou , autrement, que si l’on multiplie J — -* — h — par le diviseur m , on reproduira le
dividende o+A+c. Or, pour multiplier un polynôme par un nombre m, il suffit de multiplier par m chaque terme du polynôme (pr, 7, oor. 1) ; donc
abc. a b c ,
'mmm m m m
Remarque. On prouverait de même que pour diviser une différence a — b par un nombre m , il suffit de diviser chacun de ses termes, a e< b, par ce nombre (pr. 7, cor. 3).
PROPOSITION XIV
Pour diviser l'une par l’autre deux puissances, a"’ et a”, d’un même nombre, il suffit de soustraire F exposant n de ce nombre au diviseur de V exposant m de ce même nombre au dividende.
On désigne généralement sous le nom de fraction le
quotient d’une division à effectuer (ar. liv. 3, pr. 1). Ainsi T’ fractions.
21. Le dividende est numérateur de la fraction; le diviseur en est le dénominateur.
22. Le numérateur et le dénominateur d’une fraction sont les deux termes de la fraction.
Remarque. Il résulte de ces déflnitions que 1° le numérateur d’une fraction est égal au produit de cette fraction par son dénominateur (déf. 19); 2“ une fraction est positive ou négative selon que ses deux termes ont le même signe <m des signes contraires (pr.ll).
PAOPOSITION XV.
Une fraction change ou non de signe , suimnt gu’ on change de signe un seul de ses termes ou ses deux termes à la fois.
1" En supposant d’abord que la fraction soit positive
COMPLÉMEKT d'aRITHMÉTIQUE.
OU que ses deux termes aient le même signe (déf.22,rem.2“), si l’on change le signe d’un seul terme , la fraction résultante aura ses deux termes de signes contraires , et , par suite , sera négative. On voit de même que, la fraction étant supposée négative , si l'on change le signe d’un seul terme, la fraction résultante sera positive.
2“ Les deux termes o et 6 , de la fraction étant supposés de même signe ou de signes contraires, les termes
— O et —b de la fraction résultante seront pareillement de même signe ou de signes contraires; donc la fraction
— aura le même signe que
PROPOSITION XVI
Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise le numérateur d'une fraction par un nombre m, la fraction est multipliée ou divisée par ce nombre.
1° En désignant par q le quotient de la division de a par b, on a a = q'X,b (déf.22, rem. 1°). Multipliant le produit a par m, il vient am = qm y. b (pr. 5, cor. 4-) ; donc
— — = gm= -ÿ- X w (def.20).
2“ On prouverait de même que
M=.X = (zl(pr.t2,rem.).
Remarque. Cette démonstration est la même que celle de la proposition 16 (ar. liv. I). On démontrerait aussi comme en arithmétique les principes suivants; 1° lorsqu'on multiplie ou qu'on divise le dénominateur d'une fraction par un nombre, la fraction est divisée ou multipliée parce nombre (liv. l,pr. 17); 2" lorsqu'on mulliplie ou qu’on divise les
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deux termes (Tune fraction par un même notnbre , la fraction ne change pas (liv. l,pr. 18).
Corollaire 1. Pour réduire plusieurs fractions au même
dénominateur, il suffit de multiplier les deux termes de chaque fraction par le produit des dénominateurs de toutes les autres. Ainsi les fractions -y deviennent , par
• .. ob'c' ba'c" co'b'
cette transformation, — , , — tttt, , .
Corollaire 2. Pour additionner plusieurs fractions, il
suffit de les réduire au même dénominateur (cor. 1), puis de
diviser la somme des numérateurs par te dénominateur ... a b c a-\-b-\-c
commun. Ainsi on a — H 1 = — --- ; car, pour
tn m tn fn *
diviser le polynôme a + 6+c par le monome m , il sufût de diviser chaque terme du polynôme par le monome (pr. 13).
Corollaire 3. Pour avoir la différence de deux fractions, il suffit de les réduire au même dénominateur, puis de diviser la différence des numérateurs par le dénominateur commun.
Ainsi on a : car, pour diviser une différence
a — b par un nombre m, il suffit de diviser ses deux termes par ce nombre (pr. 13, rem.).
proposition XVII.
Le produit de plusieurs fractions ^ est égal
'If r
a la fraction ^ qui a pour numérateur le produit des numérateurs des fractions proposées, et pour dénominateur le produit de leurs dénominateurs.
En effet, pour diviser abc par a'6V, il suffit de diviser a par a', b par b', c par c' et de faire le produit des quotients ainsi obtenus (pr.l2); donc on a
a b c _ abc a' ^ b' ^ a'b'c'"
COMPLÉMENT f>' ARITHMÉTIQUE.
COROLLAIRE 1 . Le quotient de (a division i une fraction ~ par une autre fraction est égal à la fraction gui a pour numérateur le numérateur de la première divisé par celui de la seconde, et pour dénominateur le dénominateur de la première divisé par celui de la seconde. Car en multipliant la fraction résultante par la fraction diviseur on reproduit la fraction dividende
Corollaire 2. Pour élever une fraction à la puis-
sance, il suffit d' élever ses deux termes à la m*’»r puissance. Car le produit de m facteurs égaux à est égal à uae fraction qui a pour numérateur le produit de m facteurs égaux à a , ou a»* , et pour dénominateur le produit de m facteurs égaux à 6 , ou
PROPOSITION XVIII
Pour diviser une quantité m par une fraction-^, il suffit de multiplier cette quantité par la fraction diviseur renversée.
En désignant par q le quotient de la division de m par on a (déf. 19) 9 x d’où l’on déduitax 4 -= »ix —
(pr.lGetpr. 12 , rem.) et g-=OTX-^ (pr. 5 ,cor. 4 ).
Corollaire 1. Le quotient de ta division de C unité pur une fraction est égal à cette fraction renversée.
Car on a = 1 X — = — .
Corollaire 2. Le quotient de la division de deux fractions de même dénominateur est égal à une fraction qui a, pour numérateur celui de la fraction dividende, et pour dénominateur, le numérateur de la fraction diviseur.
Car on a
INÉGALITÉS
DÉFINITIONS
S5. Un nombre a positif ou négatif est plus grand ( 7 a’un autre nombre b positif ou négatif, lorsque le premier est égal au second plus un nombre positif. On dit , dans le même cas , que le second est plus petit que le premier. Ainsi les inégalités a>b, 6 < a signifient a = 6 + iw , m étant un nombre positif.
Remarque, V Pour qu’un nombre b soit plus petit qu’un autre nombre a, il faut et il suffit que le premier soit égal an second moins un nombre positif . Car la relation ô<a donne « = 6 + »net 6 = a — m,w étant positif; et réciproquement, /i=a—m donne 0=6 + »» et 6 <o.
2° Un nombre positif ou nul est plus grand qu'un nombre négatif. Ainsi on a , par exemple , 3 > — V et 0> —1; car 3=-4+7 etO = -l + l.
3" De deux nombres négatifs celui-là est le plus grand qui a la plus petite valeur absolue. Ain» on a, par exemple, — 3>— 4, car — 3 = — 4+1.
COMPLÉMENT d’aRITHMÉTIQUE.
PHOPOSITION XIX.
Lorsqu’on change les signes de deux nombres inégaux , l’inégalité subsiste encore , mais en sens contraire.
L’inégalité a > ô donne a = b + m , m étant positif (déf.23). Changeant les signes de a, 6, m , il vient — a = — b — m (pr. 1) ; donc —a< — b (déf.23,rem. 1°).
PROPOSITION XX
Lorsqu’on ajoute on qu’on retranche unmême nombre c à deux nombres inégaux, l’inégalité subsiste encore da7is le même sens.
L’inégalité a> b donne a = b + m,/n étant positif; donc a±c= (é±c) + m (pr. 2, cor. 3 et pr. 4, rem.); donc o ± c> b±c.
PROPOSITION XXI
Lorsqu’on multiplie ou qu'on divise deux nombres inégaux par un nombre positif c, l'inégalité subsiste encore dans le même sens.
1 " L’inégalité o >6 donne o = ô + »n, m étant positif; donc ac=be-\-mc (pr.7); or wi et r étant positifs, le produit me est positif; donc acybe.
2" La relation a = b-\-m donne "7 = "7 + (pr.l3);
or m et c étant positifs, la fraction ~ est positive (déf. 22 , rem. 2 °); donc -7 > - 7 -
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PROPOSITION XXII
Lorsqu’on multiplie ou qu'on divise deu-v nombres inégaux par un nombre négatif —c, l’inégalité subsiste encore , mais en sens contraire.
1° L’inégalité a> 6 donneac>i»c(pr.2l);changeantles signes de ces deux produits (pr. 6), on a a x (— c)< X {— c) (piM9).
2“ L’inégalité «> 6 donne > -- (pr. 21) ; changeant les signes de ces deux fractions (pr. 15], on a (pr.l9).
PROPOSITION XXIII
Lorsque plusieurs inégalités ont lieu dans le même sens, la somme des premiers nombres et celle de tous les autres forment une inégalité qui subsiste dans le même sens.
Les inégalités rt > 6, a' >5^, a"'^b" donnent o = 6+ m, a' = b' + m', a" — h" ,m , m', m" étant des nombres positifs; donc (a + a' + a") =(ô + ô' + 6") + (m + m' + wi"); or, m,m' . m" étant positifs , leur somme m + w'+»»"est positive; donc o+a'+o">6 + 5' + 5".
PROBLÈMES ET THÉORÈMES DIVERS
SUR LES NOMBRES COMME.NSURA.BLKS.
SYSTÈMK DK NUMÉRATION DONT LA BASR EST b.
Dans le système de nmnéi'ation dont la base est b (princ. dèf.7), le nombre un est Vunilé du premier ordre ou \ unité simple; b unités simples valent une unité du second ordre; b unités du second ordre ou b^ unités simples valent une unité du troisième ordre et, en général, b unités du («— 1)^ ordre ou 6»-' unités simples raient une unité du neme ordre.
l’our simplifier l’écriture des nombres, on emploie les (è— 1) caractères ou chiffres significatifs
qui représentent respectivement les (6—1) premiers nombres entiers m«, deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf, dix, onze... et l’on fait cette convention que, lorsque plusieurs chiffres sont écrits sur une même ligne horizontale, le premier chiffre à droite représente des unités simples, le second des unités du second ordre, le troisième des unités du troisième ordre , et , en général , le des unités du ordre; d’où il résulte que dans un nombre écrit en chiffres chaque chiffre indique, par sa forme particulière, un certain nombre d’unités et, par son rang , à partir de la droite, l’ordre de ces unités.
Au moyen de ces conventions, on peut écrire en chiffres tous les nombres entiers, excepté ceux qui ne contiennent
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pas au moins one unité de chacun des ordres inférieurs à l’ordre le plus élevé. C’est pourquoi on fait usage d’un 6^ caractère 0 , nommé zéro, qu’on écrit à la place des unités qui manquent , pour conserver à chaque chiffre significatif placé à sa gauche le rang qui convient à l’ordre des unités qu’il représente. Il en résulte que l’unité du second ordre s’écrira 10; celle du troisième, 100; celle du quatrième, 1000; et ainsi de suite, comme dans le système décimal.
PROPOSITION PREMIÈRE
Etant donné un nombre N^em7 dans le système dont la base est b, écrire ce nombre dans le système décimal.
Désignant par A^,Aj, A^... les chiffres successifs du nombre proposé à partir de la droite, et observant que A, représente des unités simples, A^ des unités du second ordre dont chacune vaut b unités simples, des unités du troisième ordre dont chacune vaut b' unités simples, et ainsi de suite jusqu’à A^ qui représente des unités du ordre dont chacune vaut à”-* unités simples , on a
ou N^ = A,+A/ + A36* + A/*-l-Ajà',
en supposant que 5 soit le nombre des chiffres de N^. Cela étant, puisqu’une unité d’un ordre quelconque vaut 6 unités de l’ordre immédiatement inférieur, si l’on multiplie par b le nombre A ^ des unités du cinquième ordre et qu’on ajoute au produit le nombre A^ des unités du quatrième ordre, on obtiendra le nombre total kj)-\-k^ des unités du quatrième ordre : en multipliant ce nombre par b et ajoutant A^ au produit, on aura de même le nombre total des unités du troisième ordre, et ainsi de suite jusqu’à ce qu’on ait obtenu le nombre total des unités simples, qui sera le nombre demandé.
COMPLÉMENT D’aRITHMÉTIQÜE.
En général, étant donné un nombre écrit dans le système dont la base est b , pour écrire ce nombre dans le système décimal, on multiplie son premier chiffre à gauche par la base b en ajoutant le second chiffre au produit; on multiplie le résultat par b en ajoutant le troisième chiffre au produit, et ainsi de suite jusqu’au chiffre des unités simples; le dernier résultat est te nombre demandé. En appliquant cette règle au nombre Slj-GSS, écrit dans le système dont la base est 7, on a 3x7 + 4=25, 20 x 7 + 6=181, 181x7 + 5=1272, 1272 x 7 + 3 = 8907; donc 34653, = 8907,^.
enoposiTiON ii.
Réciproquement , étant donné un nombre écrit dans le système décimal , écrire ce nombre dans le système dont la base est b.
A,, Aj, Ag...A^désignantleschiffresdunombredemandé,
on a N,p = A, + Aj 6 + A 3 è’ + ... + A^ 6 »-‘;
donc le nombre donné est égal à un multiple de b, augmenté de A^ ; or A, est moindre que b ; donc A^ est le reste de la division de par 6 et, en désignant par Q, le quotient de cette division , on a
Q, = Aj + Aj^ + A^ô’ + .-. + A^ô»-*;
d’où l’on conclut, comme précédemment, que A^ est le reste de la division de Q, par b. Le deuxième quotient
Qj = A3 + A/ + Ajô * + . . . +
ce qui montre encore que A 3 est le reste de la division deQ^ par b, et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’on ait obtenu un dernier quotient ^ résulte cette règle générale :
étant donné un nombre écrit dans le système décimal , pour
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écrire ce nombre dans le système dont la base est b, on divise successivement, par la base b, le nombre proposé, le quotient de cette première division , celui de Ut deuxième division , et ainsi de suite jusqu’à ce qu’on ait obtenu un dernier quotient moindre ywe b; ce quotient et les restes précédents sont les chiffres successifs du nombre demandé, à partir de la gauche.
Ed appliquant cette règle au nombre 62351 qu'on veut écrire dans le système dont la base est 7 , on divise 62351 par 7, ce qui donne le quotient 8907 et le reste 2; divisant 8907 par 7, on a le quotient 1272 et le reste 3; divisant 1272 par 7, on a le quotient 181 et le reste 5; divisant 181 par 7, on a le quotient 25 et le reste 6; divisant 25 par 7, on a le quotient 3<7 et le reste 4 ; donc les chiffres demandés sont, à partir de la gauche, 3, 4, 6, 5, 3, 2, et on a 62351,^=346532^.
PROPOSITION III
Additionner des nombres entiers écrits dans le sys- Ihne dont la base est b.
Soit proposé, par eiemple, d’additionner les nombres ^58, 7^6, 6<'>9 , écrits dans le système dont la base est douze.
En raisonnant comme pour l'addition des nombres entiers dans le système décimal (liv.l,pr. 1], on dira : 9 unités simples et 6 unités simples donnent 15 unités simples; 15 et 8 donnent 23 unités simples ou w unités simples, qu’on écrit sous le chiffre 9 des unités simples du nombre 6“9, et 1 unité du second ordre qu'on reporte à la colonne suivante , en
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disant 1 et 11 donnent 12, 12 et 10 donnent 22, 22 et 5 donnent 27 unités du second ordre ou 3 unités du second ordre, qu’on écrit sous le chiffre » de 6»9, et 2 unités du troisième ordre qu’on reporte à la colonne suivante , en disant 2 et 6 donnent 8 , 8 et 7 donnent 15, 15 et 10 donnent 25 unités du troisième ordre ou 1 unité du troisième ordre , qu’on écrit sous le chiffre 6 de 6&>9, et 2 unités du quatrième ordre qu’on place à la gauche du chiffre 1 des unités du troisième ordre. Le résultat est 213».
En général, pour additionner des nombres entiers écrits dans le système dofit la base est b, on dispose tes nombres proposés et on opère comme dans le système décimal (liv.l, pr. 1}, en écrivant les unités de chaque somme partielle sous la colonne correspondante et reportant les unités de l'ordre immédiatement supérieur à la colonne suivante.
PROPOSITION IV
Trouver la différence de deux nombres entiers écrits dans le système dont la base est b.
Soit proposé de trouver la différence des nombres »4S, 658 écrits dans le système dont la base est 12.
En raisonnant comme pour la soustraction des nombres entiers dans le système décimal (liv. l,pr.2), on dira 8 unités simples ôtées de 10 unités simples, il reste 2 unités simples, qu'on écrit sous le chiffre 8 du plus petit nombre ; ôter 5 unités du secoiul oi’dre de 4 unités du second ordre, cela est impossible; alors on augmente le chiffre 4 du nombre supérieur de 12 unités du second ordre , ce qui
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doBne 16 unités du second ordre , et l’on dit : 5 nnités du second ordre dlées de 16 unités du second ordre , il reste a unités du second ordre , qu’on écrit sous le chifi're 5 du plus petit nombre : pour ne pos altérer la diflfêrence , on augmente le plus petit nombre de i-2 unités du second ordre ou d’une unité du troisième ordre, et on dit : 7 étées de 11, il poste 4 unités du troisième ordre qu’on écrit sons le chilTre 6 du plus petit nombre. On obtient ainsi le résnitat qui, ajouté au plus petit des nombres proposés, reproduit le plus grand.
En général, pour trouver la différence de deux nombres entiers, écrits dans te système dont la hase est b, on dispose tes nombres proposés et on opère comme dans le système décimal (liv. 1 , pr. 2) , en ayant soin, lorsqu’un chiffre inférieur excède le chiffre supérieur correspondant , d’augmenter celui-ci de b unités de son ordre , puis d'ajouter une unité au chiffre inférieur suivant,
PROPOSITION V
Faire le produit de deux nombres entiers écrits dans le systhne dont la base est b.
1° Lorsque les facteurs sont formés d’un seul chiffre , on peut faire usage d’une table analogue à celle de Pythagore (Wv. l,déf.4), qui contient tous les produits de deux nombres d’un seul chiffre dans le système dont la base est b, et qu'on forme par des additions successives.
2" Soit proposé de multiplier le nombre entier 743, écrit dans le système dont ta base est 8 , pur le nombre 7. En raisonnant comme ponr la multiplicatton d’un nombre de phistears chiffres par un nombre d’un seul chiffre dans le système décimal (liv.l, pi\6) , on dira : 7 fois 3 unités simples donnent 2t unités simples ou 5 unités simples, qu’ofi écrit sous le chiffre 3 du multiplicande , et 2 unités du second ordre qu’on reporte au produit suivant ; 7 fois
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k donnent 28 , qui , augmentées de 2 , font 30 unités du second ordre ou 6 unités du second ordre, qu'on écrit sous le chiffre ï du multiplicande, et 3 unités du troisième ordre qu’on reporte au produit suivant ; 7 fois 7 donnent k9 , qui , augmentées de 3 , font 52 unités du troisième ordre ou ï unités du troisième ordre , qu’on écrit sous le chiffre 7 du multiplicande , et 6 unités du quatrième ordre qu’on place à la gauche du chiffre 4.
En général, pour multiplier un nombre de plusieurs chiffres, écrit dans le système dont la base est b, par un nombre d'un seul chiffre , on opère comme dans le système décimal (liv. 1, pr.Gj en écrivant les unités de chaque produit partiel sous le chiffre correspondant du multiplicande et reportant les unités de l'ordre immédiatement supérieur au produit suivant.
3» Soit proposé de faire le produit 6743 x 567 de deux nombres de plusieurs chiffres, écrits dans le système dont la base est 8.
En raisonnant comme pour la multiplication de deux nombres de plusieurs chiffres dans le système décimal (liv. l,pr.7), on multiplie d’abord 6743 par 7 (2°), ce qui donne le premier produit partiel 60465, qu’on écrit de manière que son premier chiffre à droite soit au-dessous du chiffre 7 du multiplicateur. Pour multiplier 6743 par 60 ou par 6 X 10, on le multiplie par 6 , ce qui donne le second produit partiel 51522 qu'on multiplie par 10, en l’écrivan^ de manière que son premier chiffre à droite soit au-dessous du chiffre 6 du multiplicateur; enOn , pour multiplier 6743 par 500 ou par 5 x 100 , on le multiplie par 5, ce qui doune
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le troisième produit partiel ^2557 qu’on multiplie par 100 en récrivant de manière que son premier chiffre à droite soit au-dessous du chiffre 5 du multiplicateur. Faisant la somme de ces trois produits partiels (pr. 3), on obtient le produit demandé 5053605.
En général, pour faire le produit de deux nombres de plusieurs chiffres écrits dans le système dont la base est b, on observe la même règle que pour deux nombres écrits dans le système décimal (liv.l, pr.7).
PROPOSITION VI
Diviser, l'un par l'autre, deux nombres entiers écrits dans le systhne dont la base est b.
Soit proposé de diviser 7253^ par 12^. En raisonnant comme si les nombres étaient écrits dans le système décimal (liv. 1, pr. 13), on est conduit à former une table des 7 premiers multiples du diviseur 12, et à opérer de la manière suivante :
on sépare 72 sur la gauche du dividende ; on cherche dans la table le plus grand multiple 62 du diviseur 12, contenu dans 72, ce qui détermine le chiffre 5 des plus grandes unités du quotient ; on soustrait 62 de 72 (pr. 4), ce qui donne le reste 10 à la droite duquel on écrit le chiffre 5 du dividende; on cherche le plus grand multiple 74 de 12 contenu dans 105 , ce qui détermine le second chiffre 6 du quotient ; on soustrait 74 de 105 ce qui donne le reste 11 à la droite duquel
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on écrit le chiffre 3 du dividende ; on cherche le plus grand multiple 106 de 12 contenu dans 113, ce qui détermine le chiffre 7 des unités simples du quotient demandé 567. Retranchant 106 de 113, on a le reste 5 qui, ajouté au produit du quotient 567 par le diviseur 12, reproduit le dividende 7253 (liv. 1, pr.l3, rem. 1).
En général ,’pour diviser, Fun par l’autre, deux nombres entiers écrits dans le système dont la base est b, on observe la même règle que pour deux nombres entiers écrits dans le système décimal (Iiv.l,pr.l3).
PROPOSITION VII
Étant donné tm nomlrre entier N, écrit dans le système dont la base est a , écrire ce nombre dans le système dont la base est b.
En désignant par A,, A^, A^... A^ les chiffres du nombre demandé, on a
N = A, + Ajô + A36» + ... + A^ ô«-' ;
d’où l’on conclut, comme précédemment (pr. 2), que les chiffres A,, A J, A J... A^ sont les restes successifs et le dernier quotient moindre que b qu’on obtient en divisant par la base b (pr.6), écrite dans le système dont la base est a (pr.2), le nombre proposé N, le quotient de cette division, celui de la deuxième division, et ainsi de suite.
On parvient au même résultat , en écrivant d’abord le nombre proposé dans le système décimal (pr. 1), puis en écrivant le nombre qui en résulte dans le système dont la base est b (pr.2).
Appliquant chacune de ces deux méthodes au nombre 63452.3^ qu’on veut écrire dans le système dont la base est 12, on trouve 63452 = 9098|,j^.
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PROPOSITION VIII
Le nombre des chiffres d’un produit de plusieurs nombres entiers a, b, c est au plus égal au nombre total des chiffres de ses facteurs , et au moins égal au nombre total des chiffres de ses facteurs moins le nombre de ces facteurs diminué d'une unité.
1° Supposons que a contienne a chiffres, que b en contienne ^ et que c en contienne Quelle que soit la base du système de numération , le facteur a, contenant a chiffres, est moindre que l'unité suivie de « zéros; pareillement, b est moindre que l’unité suivie de 3 zéros, et c moindre que l’unité suivie de ^ zéros; donc le produit abc est moindre que l’unité suivie de (“+3+7) zéros ou que le plus petit nombre de (*+3+7 + 1) chiffres; donc ce produit contient au plus (a +3 +7) chiffres.
2° Le facteur a, contenant * chiffres, est au moins égal à i’unité suivie de (*— 1) zéros; pareillement, b est au moins égal à l’unité suivie de (3—1) zéros, et c au moins égal à l'unité suivie de (7— 1) zéros; donc le produit abc est au moins égal à l’unité suivie de [(*—1) + (3—1) + (7— 1)] ou (*+3+7—3) zéros; donc ce produit contient au moins (a+3+7— 3+1) ou (a+3+7-2) chiffres, et, en général, au moins [*+3+7— (n—1)] chiffres, n étant le nombre des facteurs du produit.
PROPOSITION IX
Lorsqu’un nombre a est égal à un multiple bq d’un autre nombre b, augmenté d’un troisième nombre r, le premier nombre est aussi égal à un multiple du second, diminué de l'excès b — r du second sur le troisième.
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On a, par hypothèse , a=bq+r. Ajoutant, puis retranchant b au produit bq, on a encore a=bq-\-b — 6 + r ou a=by.{q+l) — (6— r), (liv. l,déf.2,rem.3°).
Réciproquehent. Lorsqu'un nombre a est égal à un multiple bq d’un autre nombre b, diminué d'un troisième nombre r, le premier nombre est aussi égal à un multiple du second, augmenté de (excès b— r du second sur le troisième. Car on a a=bq — r et, par suite, a=bq — b + b—r = 6x (y — 1) + (6 — r).
Corollaire. Lorsque , dans la recherche du plus grand commun diviseur de deux nombres entiers (liv. 2, pr. 10) , un reste r excède la moitié du diviseur correspondant , on peut substituer à ce reste un nombre moindre que la moitié de ce diviseur. Car, a et ô étant le dividende et le diviseur correspondants au reste r, a est égal à un multiple de 6 augmenté de r, donc a est aussi égal à un multiple de b, diminué de b—r, de sorte qu’en posant 6 — r = r' on a a = bq — r' et r'^bq — a, q étant un nombre entier; donc les nombres a et b ont les mômes diviseurs communs que les nombres 6 et / et, par conséquent, le môme plus grand commun diviseur; d’où il résulte qu’on pourra, dans la suite des opérations , remplacer r par r', qui est moindre que iô, puisqu’on a r-l-;^=ù et r>
PROPOSITION X
Trouver le reste de la division d'un nombre entier N, écrit dans le système dont la base est b, par un nombre d égal d b— 1 ou à b + 1.
1” En désignantpar A,, A^, A,... A„ les chiffres du nombre proposé à partir de la droite, on a
N=A, + A2é + Aj6^4-...4-A^6'*-< ; or, le diviseur d étant égal à 6-1 , on a b=d+i-, donc 6x6 ou 6" est égal à un multiple de d, augmenté de 6 ou à
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un multiple de , plus un ; par la même raison 6“x 6 ou ô’ est égal à un multiple de d, augmenté de 6, ou à un multiple de d, plus un , et ainsi de suite jusqu’à b"-* ; donc N est égal à un multiple de d, augmenté de la somme +Aj + Aj+... + A^ de ses chiffres considérés comme exprimant des unités simples; d’où l’on conclut, comme dans le cas où 6=10 (liv.2, pr.3), celte règle générale : pour avoir le reste de la division d'un nombre écrit dans le système dont la base est b, par b— 1, o» fait la somme de ses chiffres considérés comme exprimant des unités simples; on opère sur celte somme comme sur le nombre proposé, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on obtienne un résultat qui n'excède pas b— 1 ; lorsque ce résultat est égal à b— 1 , le reste demandé est nul; lorsque ce résultat est moindre que b— 1, il exprime le reste demandé.
2° Le diviseur d étant égal à 6+1, on a d— 6=1, 6=d— 1 et, par suite, 6x6 ou 6“=d6— 6; donc 6* étant égal à un multiple de d, diminué de 6 , est aussi égal à un multiple de d, augmenté de d— 6(pr. 9) ou d’une unité, . donc 6* X 6 ou 6’ est égal à un multiple de d, augmenté de 6 ou diminué de d— 6 (pr.9) ou à un multiple de d, diminué d’une unité, et ainsi de suite; donc chacune des puissances 6®, 6*, 6‘... de degré pair est égale à un multiple de d, augmenté d’une unité, tandis que chacune des puissances 6, 6®, 6‘... de degré impair est égale à un multiple de d, diminué d’une unité. Il en résulte que N est égal à un multiple de d, +A^— Aj+A^— A^..., ou à un multiple de d, augmenté de l’excès (Aj + Aj+Aj^...)— (A^+A^ + A^j...) de la somme des chiffres de rang impair à partir de la droite sur celle des chiffres de rang pair, en supposant qu’on augmente, si cela est nécessaire, la première somme d’un multiple de d, pour la rendre au moins égale à la seconde; donc le reste de la division de cette différence , par d , est égala celui de la division de N par d (ar. liv. 1, pr.21, cor.l), ce qui conduit à cette règle générale : pour avoir le reste de la division dun nombre écrit dans le système dont la base est
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b, par b + 1 , 0 » fait la somme de ses chiffres de rang impair, puis celle de ses chiffres de rang pair, à partir de la droite; on soustrait la seconde somme de la première augmentée , si cela est nécessaire, d’un multiple de (b + 1) ; on opère sut' le reste comme sur le nombre proposé, et ainsi de suite jusqu à ce qu'on obtienne un reste moindre çue b + 1.
Remarque 1. Cette dernière règle est applicable à la recherche du reste de la division, par 11, d’un nombre entier écrit dans le système décimal. Des raisonnements, analogues à ceux qu’on vient de faire pour l’établir, conduiraient à des méthodes particulières pour trouver le reste de la division d’un nombre entier écrit dans le système décimal, par un des nombres 6, 7, 12, 13...; mais ces méthodes, moins simples que le procédé direct de la division , ne sont d’aucune utilité.
Remarque 2. Les preuves, par b—i et par b + \, des quatre opérations sur les nombres entiers écrits dans le système dont la base est b (pr. 3, 4.,5,6) s’effectuent comme les preuves par 9 et par 11, dans le système décimal (liv.2, pr. 6,7, 8, 9).
PROPOSITION XI
Mettre une fraction écrite dans le système dont la base est b sous la forme d’un nombre entier et départies aliquoles de l’unité de h en h fois plus petites que l’unité.
Soit, par exemple , la fraction ^ écrite dans le système dont la base est 6.
En divisant 45 par 20 (pr. 6), on obtient le quotient 2 qui exprime des unités, et le reste 5 unités ou 50 sixièmes; divisant 50 par 20, on obtient le quotient 2 qui exprime
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des sixièmes et le reste 10 sixièmes ou 100 trente sixièmes ; divisant 100 par 20 , on obtient le quotient 3 qui exprime des trente sixièmes et un reste nul; de sorte que le quotient demandé est 2,23 ou 2+|+^.
On voit qu’en général, la règle à suivre pour résoudre le problème proposé, est analogue à celle qu’on a donnée pour réduire une fraction en décimales (ar.liv. 3).
Remarque. Lorsque le dénominateur de la fraction proposée ne contient que les facteurs premiers de la base b, le quotient se termine , ainsi que cela a lieu dans l’exemple proposé où le dénominateur 20 ne contient que les facteurs premiers 2 et 3 de 6 (ar. liv. 3, pr.29). Lorsque, la fraction étant irréductible, son dénominateur est premier avec la base, le quotient est périodique simple (ar.liv. 3, pr.31). Enfin , lorsque le dénominateur contient des facteurs premiei’s de la base avec d’autres facteurs premiers , le quotient est périodique mixte (ar.liv. 3, pr. 32).
PROPOSITION XII
Le nombre des divisions à faire pour trouver le plus grand commun diviseur de deux nombres entiers ne peut excéder cinq fois le nombre des chiffres du plus petit des deux nombres proposés.
Soient Â et B les deux nombres proposés , t) leur plus grand commun diviseur. Si l’on divise Â et B par I) et qu’on cherche le plus grand commun diviseur des quotients ainsi obtenus, on effectuera le môme nombre de divisions que pour trouver celui des nombres A et B (liv. 2, pr. 12); or ces quotients sont premiers entre eux (liv. 2,pr. 16); donc dans la recherche d’une limite du nombre de ces divisions, on peut supposer que le plus grand commun diviseur D est égal à l’unité. Cela posé, soient
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tous les nombres qui ont servi successivement de diviseur. Si l’on considère trois diviseurs consécutifs tels que D^,
Dj, le troisième sera le reste de la division du premier par le second ; donc le premier est au moins égal à la somme des deux autres : mais est au moins égal à 2, donc 1)^ est au moins égal à 3 ; pareillement, est au moins égal à 5, Dj au moins égal à 8, au moins égal à 13 et au moins égal à 21 ; donc on a
0) D>10 et I)>10x2;
d’où l’on déduit
Dg>10x3, Dg>10x5, 1)^,>10X8,
et, à plus forte raison,
Or, de même que les inégalités (i) ont conduit aux inégalités (3), celles-ci conduiront à
ou à
et ainsi de suite, en supposant que le nombre des diviseurs intermédiaires soit constamment égal à 3; donc on a généralement
n étant un nombre entier. Mais, 10 étant la base du système dans lequel on opère, 10" contient n + 1 chiffres; d’ailleurs 5>H- 1 est le nombre total des divisions effectuées, lorsqu'on prend Dsn+i pour premier diviseur ou pour le plus petit B des deux nombres proposés; donc, lorsqu’on
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eflectue plus de 5n divisions, B contient plus de n chifrres, ou , autrement , le nombre des divisions effectuées ne peut excéder cinq fois le nombre des chiffres de B.
PROPOSITION XIII
Trouver la plus petite limite du nombre des divisions O faire, pour trouver le plus yrand commun diviseur de deux nombres entiers A et B, parmi celles qui ne diminuent pas, lorsque le plus petit B des nombres proposés augmente.
Considérons la suite des nombres
Chacun de ces nombres , à partir du troisième, étant égal à la somme des deux qui le précèdent immédiatement, si l'on cherche le plus grand commun diviseur de deux termes consécutifs, tels que 34 et 21, on obtiendra successivement pour restes les nombres précédents 13, 8, 5, 3, 2, 1 et le dernier reste 0 ; d’où il résulte que le nombre des divisions effectuées est égal au nombre des termes qui précèdent le plus grand 34 des deux nombres qu’on a pris dans la série.
Pour obtenir la limite précédente (pr.l2), nous avons supposé seulement que les sixième et septième termes de cette série contiennent l’un la base 10 et l’autre le double de cette base, sans tenir aucun compte de l’excès 3 de 13 sur 10 ni de l’excès 1 de 21 sur 10x2 ; il est donc présumable qu’en ayant égard à ces différences nous pourrons trouver une limite plus approchée.
On a vu (pr. 12) que est au moins égal à 2 ou, autre; ment, que lorsqu’on fait deux divisions pour trouver le plus grand commun diviseur des nombres A et B, le plus petit nombre B est au moins égal à 2 ; pareillement , quand on
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fait trois divisions, B est au moins égal à 3; quand on fait quatre divisions , B est au moins égal à 5 , et , en général , quand on fait n divisiçns, B est au moins égal au terme de la série (i). Cela étant, supposons qu’on ait B = 17 : si l’on cherche dans la série C) le premier terme 21>17, le nombre 6 des termes précédents sera une limite du nombre des divisions à faire pour trouver le plus grand commun diviseur de A et 17; car, s’il fallait faire plus de six divisions, B serait au moins égal à 21, ce qui est contraire à l’hypothèse. De plus, aucune autre limite, parmi celles qui ne diminuent pas lorsque B augmente, ne donnera pour maximum du nombre des divisions un nombre inférieur à 6; car, si cela était, cette même limite appliquée au nombre 13<17 donnerait encore un maximum inférieur à 6, et l’on vient de voir qu’en supposant A =21 et B=13 le nombre des divisions à faire était égal à 6. Donc, en général , pour avoir la limite demandée, il suffit d'écrire les termes de la série {K)jusqu'a%i premier terme supérieur à B, et de compter le nombre des termes précédents.
PROPOSITION XIV
Le nombre des divisions à faire, pour trouver le plus grand commun diviseur de deux nombres entiers A et B, ne peut excéder trois fois le nombre des chiffres du plus petit B des nombres proposés, lorsqu'on fait en sorte qu’aucun des restes n excède la moitié du diviseur correspondant.
Chaque fois qu’une division conduirait à un reste plus grand que la moitié du diviseur correspondant, on peut ajouter une unité au quotient et soustraire le dividende du produit du diviseur par le quotient, ce qui conduit à un reste moindre que la moitié du diviseur (pr.9, cor.). En réduisant ainsi deux divisions à une seule, on conçoit qu’on
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puisse trouver des limites moindres que celles qu’on vient d’obtenir. Supposons donc qu’on apporte cette modification à la recherche du plus grand commun diviseur des nombres Â et B, et soient, comme précédemment,
tous les nombres qui ont servi de diviseur. Si l’on considère trois diviseurs consécutifs tels que D^, 1)^, le troisième sera le reste de la division du premier par le second; donc, suivant qu’on aura pris le quotient par excès ou par défaut, afin d’obtenir un reste D’ < i I)^, on aura
D, = ou>3D— D. ou D,= Ôu>2I).4-D„.
5 4 5 5 4 tf
Désignant par K l’excès de 1)^ sur 2Dj, on trouve 3 I)^-Dj= 5D3+3K et 2D^+D,=5Dj + 2K, d’où l'on conclut
Donc, quel que soit le mode de division, on aura toujours U = ou>2D^ + D3î
mais D3 est au moins égal à 2, donc D3 est au moins égal à 5; pareillement, est au moins égal à 12, au moins égal à 29, et ainsi de suite ; donc on a
(*) D,>10 et D3>10 x 2.
Or, de môme que les inégalités [(<) pr. 12] ont conduit à
Dü»+i > 10*
les inégalités (*) conduiront , par des raisonnements analogues, à
Dsd+i > 10",
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d’où l’on conclut que le nombre des divisions à faire ne peut excéder trois fois le nombre des chiffres de B.
Remarque t. En admettant ce nouveau mode de division, on peut facilement déduire de la série w 1, 2, 5, 12, 29..., dans laquelle trois termes consécutifs sont tels que le 3“ est égal au double du 2' augmenté du 1", un principe analogue à celui qu’on a déduit de la série 1, 2, 3, 5, 8... (pr. 13). Aussi nous contenterons-nous de l’énoncer : pour avoir ta limite la plus approchée du nombre de divisions à faire , dans la recherche du plus grand commun diviseur de deux nombres entiers A et B, parmi celles qui ne diminuent pas lorsque B augmente, il suffit d’écrire les termes de la série (*) Jusqu'au premier terme supérieur à B, et de compter le nombre des termes précédents.
Remarque 2. Lorsqu’on connaît le plus grand commun diviseur de A et B ou , plus généralement , un facteur D commun à ces deux nombres , on substitue à B , dans le calcul des limites précédentes (pr. 12, 13, 14.), le quotient de la division de B par P, ou seulement au nombre des chiffres de B celui des chiffres de ce quotient, ce qui donne ordinairement des limites plus approchées.
Preuons pour exemple les nombres 2904 et 1122 écrits dans le système décimal , et dont le plus grand commun diviseur s’obtient en effectuant 5 ou 4. divisions selon la manière d’opérer. En désignant par c le nombre des chiffres de B, par l et l ' les limites qu'on déduit des séries (i) et ( 2 ), les limites 5e (pr. 12) et 3e(pr.l4) appliquées à 1122 donnent 5c=20, 3c=12 : les séries (P et (a) donnent les limites plus approchées ^ = 15, î'=9. Mais les nombres 2904 et 1122, étant divisibles par 2, par 3, et par 11, sont divisibles par le produit 2x3x11 =66 (ar. liv. 2,pr.20, cor.l) et , sans effectuer la division de 1122 par 66, on voit que le quotient de cette division contient deux chiffres; ce qui réduit les limites 5c et 3c à 5c=10, 3c=6. Enfin si l’on divise 1122 par 66 et qu’on emploie les séries C> et ( 2 ) en substituant le
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quotient 17 à H2% on aura les limites encore plus approchées /=6, l'=\.
PROPOSITION XV
Trouver le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres entiers A, B, C, D.
Supposons qu’on ait A<B<C<D. Le plus grand commun diviseur de A, B, C, D ne peut excéder le plus petit A des nombres proposés ; or A se divise lui-même, donc s’il divisait aussi B, C, D, il serait le plus grand commun diviseur demandé : on est ainsi conduit à diviser B, C, D par A; supposons qu'en effectuant ces divisions, on obtienne des restes B', C', D' ; le plus grand commun diviseur de A , B , C, I) est le même que celui des nombres A, B', C', IV : en effet, tout divisem" commun à A, B", C, ü, divisant le diviseur A et les dividendes B, G , I), divise les restes B', C', D' (ar. liv.l,pr. 19) et, par conséquent, est un diviseur commun à A , B', C', D' ; réciproquement , tout diviseur commun à A, B', G', 1)', divisant le diviseur A et les restes B', G', D', divise les dividendes B, G, D (ar. liv.l, pr. 19) et, par conséquent, est un diviseur commun à A, B,G, D; donc les nombres proposés A, B, G, 1) ont les mêmes diviseurs communs que les nombres A, B', G', D'; donc ils ont le même plus grand commun diviseur. En supposant qu’on ait B'<G'<iy , on divisera A , G' , D’ par B' , ce qui conduira à des restes A', G", D" tels que le plus grand commun diviseur de A, B', G', D' sera le même que celui des nombres A', B', G", D", et ainsi de suite ; d’où I on conclut cette règle générale : pour trouver le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres entiers, on divise les nombres proposés, excepté le plus petit, par ce plus petit nombre; le nombre qu'on vient d'employer comme diviseur et tous les restes , excepté le plus petit, par ce plus petit reste; et ainsi de
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suite, jusqu'à ce qu’on trouve un reste qui divise exactement tous les autres, ainsi que le diviseur correspondant ; ce reste est le plus grand commun diviseur demandé.
En appliquant cette règle aux nombres 432, 162, 36, 30, on trouve le môme plus grand commun diviseur 6 que par la méthode ordinaire (ar. liv. 2, pr. 13).
PROPOSITION XVI
Trouver la plus grande commune mesure de deux quantités, A et B, commensurables entre elles.
En supposant Â>B, la plus grande commune mesure demandée ne peut excéder B ; donc si B était contenue exactement dans A, elle serait la plus grande commune mesure demandée ; on est ainsi conduit h chercher combien de fois B est contenue dans A ; supposons qu'elle y soit contenue 2 fois avec un reste R < B ; la plus grande commune mcsui'e de A et B sera la môme que celle de B et R ; en effet , on a A=Bx2-(-R et R=A— Bx2; d’où il résulte que toute commune mesure de A et B est contenue exactement dans R, et que toute commune mesure de B et R est contenue exactement dans A ; donc les quantités A et B ont les mômes communes mesures que les quantités B et R et , par conséquent, la môme plus grande commune mesure ; ce qui conduit, comme précédemment, à chercher combien de fois R est contenue dans B ; en supposant qu’elle y soit contenue 3 fois avec un reste R'< R , on prouvera , comme précédemment, que la plus grande commune mesure de B et R est la même que celle de R et R', et ainsi de suite; d’où l’on conclut cette règle générale : pour trouver la plus grande commune mesure de deux quantités commensurables entre elles, on cherche combien de fois la plus petite est contenue dans la plus grande, combien de fois le reste est contenu dans la plus petite, combien de fois le second reste est contenu dans le premier, et ainsi de suite jusqu'à ce qu’on trouve un reste qui soit contenu exactement dans le reste
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précédent; ce reste est la plus grande commune mesure demandée.
Corollaire 1. Pour en déduire le rapport de A à B, supposons qu’on ait A=Bx2+R, B=Rx3+R', R=R'x5.
On en conclut B = R'x5 x 3 + R' = 16R', A = 16R' x 2 + 5R''=37R''; donc A: B::37: 16; de plus, ces deux nombres 37 et 16 sont premiers entre eux ; car, la plus grande commune mesure des quantités 37R' et 16R' étant R', le plus grand commun diviseur des nombres 37 et 16 est l’unité.
Corollaire 2. Pour trouver la plus grande commune mesure de plusieurs quantités A, B, C, D commensurables entre elles, on cherche la plus grande commune mesure des deux premières , la plus grande commune mesure de cette plus grande commune mesure et delà troisième quantité, et ainsi de suite; la dernière plus grande commune mesure obtenue est celle des quantités proposées. La démonstration est analogue à celle qu’on a donnée pour le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres entiers (ar. liv.2, pr. 13). On pourrait aussi procéder d’une autre manière, en cherchant combien de fois la plus petite des quantités proposées est contenue dans chacune des autres, etc. (pr. 15).
Ca>rollaire3. La plus grande commune mesure de plusieui-s nombres n’étant autre chose que leur plus grand commun diviseur, on peut appliquer la règle précédente à la recherche du plus grand commun diviseur de plusieurs fractions En divisant d’abord par on trouve
le quotient 1 +^; donc ^ est contenu 1 fois dans ^ avec un reste divisant ^ par ||, on trouve
le quotient 8+^; donc est contenu 8 fois dans^ avec un reste. ffxi=^<|i; divisant ff par ^ ou 36 par 12, on trouve le quotient entier 3 ; donc est le plus grand commun diviseur de ^ et en opérant de la même manière, on trouvera le plus grand commun diviseur de et donc est le plus grand commun diviseur des fractions proposées.
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PROPOSITION XVII
Tout commun multiple M de deux quantités, A et B, commensurables entre elles, est un multiple du produit DA'B' qui a pour fadeurs leur plus grande commune mesure D et les rapports A', B' de ces quantités à leur plus grande commune mesure; et réciproquement, tout multiple de ce produit est un commun multiple des deux quantités proposées.
1“ On a A=DA', B=DB'. Mais, M étant un multiple de A ou de DA', le rapport (M: D) est divisible par A'; on prouverait de' môme que ce rapport est divisible par B' ; or A' et B' sont premiers entre eux, donc le rapport (M : D) est divisible par A'B' ou , autrement , M est un multiple du produit DA'B'.
2° Tout multiple du produit DA'B' est aussi un multiple de DA' et de DB'; or DA' = A et DB'=B, donc tout multiple de DA'B' est un commun multiple de A et B.
Corollaire 1. On en conclut, comme pour le plus petit commun multiple de deux nombres entiers (ar.liv. 2, pr. 21, cor. 1) que le plus petit commun multiple de deux guaritités commensurables entre elles est égal au produit qui a pour facteurs la plus grande commune mesure de ces quantités et leurs rapports à cette plus grande commune mesure.
Corollaire 2. La règle pour trouver le plus petit commun multiple de plusieurs quantités A, B, C, D commcnsurables entre elles, est la môme que dans le cas particulier où ces quantités sont des nombres entiers (ar.liv.2,pr.23), et elle se démontre de la môme manière. En l’appliquant aux fractions on trouve , comme par la méthode
indiquée précédemment (ar.liv.3, pr.21),que leur plus petit commun multiple est
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PROPOSITION XVIII
Trouver la somme des diviseurs entiers d’un nombre A.
Soit A = , a, b, c étant des nombres premiers
inégaux et plus grands que l’unité. On a vu (liv.2,pr.35,
rem.) qu’en multipliant les nombres 1 , o, o*, a’ o*
successivement par chacun des nombres 1, b, 6’... b^, puis chacun des produits par chacun des nombres 1, c, c’, c^.. cf, les résultats ainsi obtenus sont les diviseui's de A ; donc la somme S de tous ces diviseurs est égale au produit
(1 +« + «» + . ..+a“)x(t+/^ + 6* + ... + 6'^) xll+c+c^+.-.+c"^);
or
et l + 6 + 6'‘ + ...+6P = ~— , etc. (liv.5,pr.35);
donc S = ;; — X — r j- X J— •
En prenant pour exemple le nombre 360, on a (liv. 2, pr. 32) 0=2, 6=3, c=5, a=3, P=2, 7=1 et, par suite, 8=15x13x6=1170.
PROPOSITION XIX
De combien de manières un nombre entier A peut-il être décomposé en deux facteurs entiers?
Lorsque deux nombres entiers p et q sont tels que pq = A, chacun de ces nombres est un diviseur de A; donc à chaque produit pq de deux facteurs, égal à A, correspondent deux diviseurs et ? de ce nombre, excepté dans le cas particulier où , A étant un carré , les deux facteurs sont égaux à l/A; donc, lorsque A n’est pas un carré, le nombre
B des manières dont A peut être décomposé en deux facteurs entiers est égal à la moitié du nombre des diviseurs de A, et lorsque A est un carré, n est égal à la moitié du nombre plus un des diviseurs de A; donc, en supposant a, b, c, etc., étant des nombres premiers inégaux, on aura (liv.2, pr.35,rem.) n = i[(«+l)x (P+1) x(t+1)... + 1] ou B=i(a + l)x(3 + 1)x(i+l)..., selon que A est ou n’est pas un carré.
Corollaire. Pour en déduire le nombre b' des manières dont A peut être décomposé en deux facteurs premiers entre eux, il suffit de supposer «=1, P=1, , ce qui
donne
B'=i(l + l)x(l + l)x(l + l)... ou b'=2*-',
k étant le nombre des facteurs premiers o, b, c... de A. Lorsque A=360, le nombre A=3, et on trouve n'=h.
PROPOSITION XX
Tout nombre impair est égal â un multiple de 4 , augmenté ou diminué d'une unité.
En divisant un nombre entier par 4, on obtient pour reste un des nombres 0, 1, 2, 3; donc tout nombre entier est susceptible de l’une des formes 4b, 4n + l, 4«+2, 4b + 3 : mais 4n et 4 b + 2 sont des nombres pairs, et 4b + 3, étant un multiple de 4, augmenté de 3, est aussi égal à un multiple de 4, diminué de (4—3) ou d’une unité (pr.9); donc tout nombre impair est susceptible de l’une des formes 4b + 1,4b— 1.
Remarque. On prouverait de môme que tout nombre entier, non divisible par 'i, est égal à un multiple de^ augmente ou diminué d'une unité; et que tout nombre entier, premier avec 6, est égal à un multiple de G, augmenté ou diminué d'une unité.
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PROPOSITION XXI
Trouver la plus grande puissance d’un nombre premier p>1 , (jui divise le produit des n premiers nombres entiers.
Soit n' la partie entière du quotient de la division de n par p. Les seuls facteurs du produit 1x2x3... Xn, divisibles par P, sont p, 2p, 3^... n'p; donc la plus grande puissance de p, qui divise ce produit, est égale à p"’ multiplié par la plus grande puissance de p, qui divise le produit 1x2x3, ..Xn'; désignant par n" la partie entière du quotient de la division de n' parp, on prouverait de même que la plus grande puissance de p, qui divise le produit 1x2 X 3. .. X n', est égale à p"" multiplié par la plus grande puissance de p, qui divise le produit 1x2x3... xn", et ainsi de suite jusqu’à ce qu’on ait obtenu un quotient n'" , par exemple, moindre que p ; alors p, ne divisant aucun des facteurs du produit Ix2x3...xn'", est premier avec ce produit ; donc la plus grande puissance de p, qui divise le produit 1x2x3. ..xn", est p""'; donc celle qui divise le produit 1x2x3... xn' est p*"p"'" ou p'‘"+""', et enfin celle qui divise le produit 1x2x3... xn est p'‘'p" ou pn'+n"+n"\ En général , pour trouver la plus grande puissance d’un nombre premier p>l, qui divise te produit des n premiers nombres entiers, on divise successivement par p le plus grand facteur n, la partie entière n' du quotient, la partie entière n" du second quotient , et ainsi de suite jusqu'à ce qu’on ait trouvé un quotient moindre que p; la somme de tous les quotients n', n"... , ainsi obtenus, est le degré de ta puissance demandée.
On trouve, par exemple, que la plus grande puissance de 7, qui divise le produit des 100 premiers nombres entiers, est égale à 7'“.
PROPOSITION XXII
Le produit 1 X2 X 3.. . X a es< divisible par le produit (1 x2x3... xp) X (1 x2x3...xy)x (1 x2x3... xS) X..., lorsque le dernier facteur a du premier produit est au moins égal à la somme (p+y + ^ + ... ) des derniers facteurs de tous les autres.
Soit P un nombre premier plus grand que l’unité , la
partie entière du quotient de la division de « par p, *" celle du quotient de la division de a' par p, et a'" celle du quotient de la division de «" par p. En supposant et
désignant par p", p'", •/, •/', S', B", B'"... les quo-
tients analogues à «■", a'", auxquels conduisent les derniers facteurs P, i, ^..., on aura, à plus forte raison, ■/"<p, S'" ; mais »'+«"+«'" est le degré de la plus grande puissance de p, qui divise le produit 1x2x3. ..X» (pr.21); pareillement, P' + p"+p'" est le degré de la plus grande puissance de p, qui divise 1x2 X3...XP; l'+y'+l'" est le degré de la plus grande puissance de p, qui divise 1x2x3... Xf, et ainsi de suite ; donc (P' + P"+ P'") + (•r'+y'+T'")+-" est te degré de la plus grande puissance de p, qui divise le produit (1x2x3... xP) X (1x2x3... X-j) X (1x2x3... X ) X,..;
de plus, la relation a=ou>P+ 1 + S + ... donne successivement «' = OU>P' + y' + S'+...,a" =OU>P"4-ï"-|-î"+..., a!" = OU >P'"+'ï'"+^'"-t- ... , et , par suite,
«' + »" + = ou >(P' + P" + P"') + (-r' + y' + y")
donc la plus grande puissance de p , qui divise le produit 1 x2x3... x« est au moins égale à la plus grande puissance de p, qui divise le produit
(1x2x3.. .xp) X (1x2x3.. .XTf)x(lx2x3... xî)x...;
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donc le premier produit contient tous les facteurs premiers du second, donc il est divisible par le second.
PROPOSITION XXIII
Le produit (m + 1) x (m+2) x (m+3)...x(in + n) de n nombres entiers consécutifs est divisible par le produit 1 x2x3...xn des n premiers nombres entiers.
.Multipliant ces deux produits par 1 x2x3...x»i, ce qui n’altère pas le quotient de leur division , le premier devient
1x2x3... X)»x{m + l)x(m+2)x (w + 3)...x (»n + n), et le second (1x2x3... xm)x(1x2x3...'Xm);
or le dernier facteur t« + n du premier produit est égal à la somme des derniers facteurs m et n du second, donc le premier est divisible par le second (pr. 22).
PROPOSITION XXIV
Trouver combien il y a d’entiers premiers avec un nombre N et moindres que ce nombre.
SoitN==aN', a étant un facteur premier de N. Cherchons combien il y a dénombrés premiers avec a et moindres que N.
a étant premier, tout nombre non multiple de a est premier avec a ; donc le nombre N des termes de la suite 1,2, 3... N -se compose de x nombres premiers avec a et des N' termes de la suite a, 2a, 3a... N'a; donc N ou N'o = x + N', et , par suite,
2“ Soit N = ai N" a et i étant des facteurs premiers dif-
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férents. Cherchotis combien il y a de nombres premiers avec ab et moindres que N'.
Le nombre N"6 (a— 1) des termes de la suite 1, 2, 3... N, premiers avec a (1"), se compose de y termes premiers avec at) et des termes de la suite 6, 26, 36... N"aô, non divisibles par rt; or , a étant premier avec b, les termes de cette suite non divisibles para sont en même nombre N"(a— 1) que ceux de la suite 1, 2, 3... N"a, qui sont premiers avec a; donc N"6(a— 1) = y+N" (n— 1) et, par suite,
3” Soit N = abc N'", a, b, c étant des nombres pi'emiers différents. Cherchons combien il y a de nombres premiers avec abcel moindres que N.
Le nombre N"'c(a— 1)(6— 1) des termes de la suite 1, 2, 3... N, premiers avec ab (2°), se compose de z termes premiers avec abc et des termes de la suite c, 2c, 3c...N'"aôc, premiers avec ab ; or, c étant premier avec ab , les termes de cette suite premiers avec ab sont en même nombre N"'(a— 1)(6— 1) que ceux de la suite 1, 2, 3... N"'«6, premiers avec ab; donc
N'"c [o— 1)(6— 1) =s + N'" (a— 1) (6—1) cl, par suite, (a--l) (6-1) (c-1) =* (a-1) (6-1) (c-1),
et ainsi de suite.
4° Cela (Hant , supposons N décomposé en facteurs pi-cmiers plus grands que Tunité, de sorte qu’on ait, par exemple, N = a“6^c^* Tout nombre, premier avec N, est premier avec abc, et réciproquement, tout nombre premier avec a6e est premier avec N (ar. liv.2, pr. 19); donc le nombre des entiers premiers avec N et moindres que N est
(a— 1)(6— l)(e— 1) ou a“"'6^~'c'’f'''(a— 1)(6— l)(c— 1).
UVRB U.
PROPOSITION XXV
Lorsqu’on divise les b— 1 premiers multiples d’un nombre a par un nombre b premier avec a , on obtient pour restes les b— 1 premiers nombres entiers.
Désignant par ma l’un quelconque des 6—1 multiples de a, on aura m<6; or 6 est premier avec a, donc si 6 divisait le produit ma, il diviserait le facteur m , ce qui est impossible, puisqu'on a >n<6; de plus , si deux multiples différents ma et m'a donnaient des restes égaux lorsqu’on les divise par 6, la différence [m—m')a serait un multiple de 6 (ar.liv. l,pr. 21,cor.2) et, par conséquent, divisible par 6, ce qui est impossible, puisque [m—m']a est un des 6—1 premiers multiples de a; donc les 6—1 restes, qu’on obtient en divisant par 6 chacun des nombres a, 2a, 3a.. (6— l)a sont inégaux et différents de zéro; donc ces restes sont, dans un ordre quelconque, les 6—1 nombres 1, 2, 3...6— 1.
Remarqde I. Si l’on prenait ensuite pour dividendes les multiples successifs (6 + l)a, (6 + 2)o, (6 + 3)a...(2ô— l)a, on obtiendrait les restes 1,2, 3. ..6—1 dans le même ordre que précédemment ; car ces nouveaux dividendes se déduisent des dividendes primitifs en les augmentant du multiple ba du diviseur 6, ce qui n’altère le reste d’aucune division: il en serait de môme si l’on divisait par 6 chacun des multiples (26-t-l)a, (26-1-2)0, (26-l-3)o... (36— 1)a, et ainsi de suite, en continuant d’ajouter ba à chacun des nombres précédemment employés comme dividendes.
Remarqde 2. Supposons que parmi les multiples a, 2a, 3a... (6— l)a on ne prenne pour dividendes que ceux qui sont premiers avec 6, ou dans lesquels le multiplicateur de a est premier avec 6. Alors le nombre des dividendes est égal au nombre des entiers premiers avec 6 et moindres que 6; et ces entiers sont les restes des divisions, car si l’on obtenait un reste qui eût avec le diviseur 6 un facteur commun plus
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grand que l’unité, ce facteur diviserait aussi le dividende, ce qui est impossible, puisque tous les dividendes sont premiers avec b.
PROPOSITION XXVI
Lorsque les restes qu’on obtient, en divisant deuja puissances a“‘ et a”’+" d’un même nombre a par un nombre et premier avec a, sont égaux entre eux, le quotient a" de la plus grande puissance par la plus petite, divisé par h, donne un reste égal à l'unité.
F>es restes qu’on obtient, en divisant a“eta”>+» par b, étant égaux, la différence a”’+»— a"* ou a" (a*— 1) est divisible par 6 (ar. liv . 1 , pr. 21 , cor. 2) ; or ô est premier avec a et, par suite, avec a"; donc il divise a"— 1, donc le reste de la division de a“ par b est égal à l’unité.
PROPOSITION XXVII
Lorsqu’on divise les puissances successives a, a*, a*... d’un nombre a par un nombre b>1 et premier avec a, l'un au moins des restes est égal à l'unité.
Le nombre b, premier avec a, est premier avec une puissance quelconque de a; donc aucun des 6—1 restes n’est égal à 0; donc, s’ils sont tous différents, l’un d’eux est égal à l’unité, et si deux puissances a’" et a”*+'> donnent des restes égaux, la puissance a”, moindre que a*-' donnera un reste égal à l’unité (pr. 26).
Corollaire 1 . En supposant que a* soit la plus petite des puissances a, a*, a’... a*-' qui, divisée par b, donne le reste 1 , les » premiers restes r,, r, , r,... seront différents. Car si deux puissances a* et a*+* moindres que «*+' donnaient
LIVRE II
des restes égaux, la puissance a* moindre que o" donnerait le reste 1 (pr. 26), ce qui serait contre la supposition.
Corollaire 2. On a m étant un multiple de b
(cor. 1); donc a" xn ou a*+'=ma+a, fl"Xo* ou o"+* = ma* +a®, «"Xa’ ou a"+’=»ia’+o’, et ainsi de suite indéfiniment; or, ma, ma*, ma*.,, sont des multiples de b, donc (ar. liv. 1, pr. 21, cor. 1) les n premiers restes 1 , r, , r,. r,.... Cd-i correspondants aux puissances a”, a, a“, a**.. . a”—' se reproduisent périodiquement à partir de la plus petite puissance a”, autre que a®, qui donne un reste égal à l’unité , et les seules puissances de a, qui donnent le reste 1 , sont celtes dont le degré est un multiple de n.
Corollaire 3. 11 en résulte que pour trouver le reste de la division d’une puissance quelconque a“ dont le degré est plus grand que n , on pourra substituer à l'exposant ale reste de la division de a par ». Ainsi , par exemple, pour trouver le reste de la division de par 9 , on cherche la plus petite puissance A’ de k qui , divisée par 9, donne le reste 1, en écrivant 4*=16=9+7, 4’=9x4+28 = »n-f-l , m étant un multiple de 9, puis on cherche le reste 2 de la division de 86 par 3, et enfin le reste 7 de la division de 4* par 9.
PROPOSITION XXVIll.
a étant un nombre entier non divisible par un nombre premier p, la différence 1 est divisible par p.
Soient r,, r„ r^... rp_\ les restes successifs qu’on obtient en divisant par p chacun des multiples a, 2a, 3a... (p— 1)«. Le nombre a est égal à un multiple de p, augmenté du reste r, de sa division par p; pareillement, 2a est égal à un multiple dep, augmenté de r,, 3a est égal à un multiple de p, augmenté der,, et ainsi de suite jusqu’à (p— l)a qui est égal à un multiple de p, augmenté de rp-K ; donc le produit ax2ax3ax...x(p— 1^1 ou a?"' xl x2x3... X (p— 1) est
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égal à un multiple de augmenté du produit r^r^r,...rp-\ qui est égal (pr.25) à 1x2x3.. .x(p—l), puisque p est premier avec a ; donc on a
ar"'Xl x2x3...x(p— 1) =wi + lx2x3...x(p— 1),
m étant un multiple de p. Retranchant de part et d'autre 1 X'2x3...x(p— 1), il vient
Ix2x3...x(p— l)x(a'’"'— 1) =m; doncp divise le produit 1x2x3. .. x[p— l)x(aP“'—l) ; or p ne divise aucun des facteurs 1, 2, 3... p— 1, donc il divise le dernier facteur ar '— 1.
Ce principe est connu sous le nom de Théorème de Fermât.
Corollaire, p étant un nombre premier el a un nombre entier quelconque, la différence SP — S est divisible par p. Car aP— a = ax(«»' 1), et si p ne divise pas le facteur»,
il divise l’autre facteur
Remarque. Soit , plus généralement , b un nombre premier avec a et r„ r„ r,... r» les restes qu’on obtient en divisant par b ceux des multiples «, 2a, 3a... (6— l)a qui sont premiers avec b. On prouvera, comme précédemment, que b divise le produit /•,r/j...r„(a«— 1); or b est premier avec chacun des restes r,, r„ r,... r« (pr.25, rem. 2) et, par suite, avec leur produit ; donc b divise a"— 1 ; donc a étant un nombre premier avec b, et n le nombre des entiers premiers avec b et inférieurs à h, la différence a"—! est divisible par b.
Lorsque b est égal à un nombre premier p, n =p— 1 et on retombe sur le théorème de Fermât.
PROPOSITION XXIX
Lorsque le dénominateur d’une fraction irréductible -- est un nombre premier qui ne divise pas 10, le nombre des chiffres de la période à laquelle conduit la réduction de — en décimales est uti diviseur de p— 1.
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Soit 10" une puissaiice de 10, qui, divisée parp, donne le reste 1 (pr.27). Cette puissance étant un multiple de , augmenté d’une unité, le produit a X 10" est égal à un multiple de P, augmenté de a; donc les restes qu’on obtient en divisant a et axlO" par p sont égaux entre eux (ar. liv.l, pr. 21 , cor. 1) . Réciproquement , si les nombres a et a x 10" donnent des restes égaux, la différence ax(10*— 1) sera un multiple de p (ar. liv. 1 , pr. 21 , cor. 2) ; or p ne divise pas a, donc il divise 10"— 1 ou, autrement, 10" divisé par p donne le reste 1. Cela étant, supposons que axlO® soit le premier dividende qui divisé par p reproduit le reste de la première division : 10» sera la plus petite puissance de 10, autre que 10°, qui divisée par p donne le reste 1, et n le nombre des chiffres de la période; or p divise 10^"'— 1 (pr.28) ou, autrement, lOJ'"' divisé par p donne un reste égal à l’unité; donc n est un diviseur de p— 1 (pr.27, cor. 2).
Remarque 1. Soit, plus généralement, une fraction irréductible dont le dénominateur b est premier avec 10. On prouvera, comme précédemment, que 10» étant la plus petite puissance de 10, autre que 10°, qui divisée par b donne le reste 1 , le nombre des chiffres de la période est égal à n; or b divise 10*— 1, a étant le nombre des entiers premiers avec b et inférieurs à b (pr. 28, rem.) , donc n est un diviseur de a; donc lorsque le dénominateur d'une fraction irréductible est premier avec 10, le nombre des chiffres de la période, à laquelle conduit la réduction de en décimales , est un diviseur du nombre des entiers premiers avec b et inférieurs à b.
Remarque 2. Le nombre des chiffres de la période étant égal au degré n de la plus petite puissance de 10, autre que 10°, qui divisée par 6 donne le reste 1, est indépendant du numérateur a premier avec b ; donc les périodes auxquelles conduit la réduction en décimales des fractions irréductibles, dont le dénominateur commun contient un ou plusieurs facteurs premiers autres que 2e< 5, o?it toutes le même nombre de chiffres,.
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PROPOSITION XXX
Pour qu’un nombre premier p divise la différence a’— b* des carrés de deux nombres entiers, a e< b, il faut et il suffit qu’il divise leur somme a + b ou leur différence a— b.
On a o^— 6*=(rt+6)x(a— 6) (Uv. 1, pr.9). Cela étant, si le nombre premier p divise il divisera au moins l’un
des facteurs a + b, a— b (ar.liv.2, pr. 18); et réciproquement, si p divise a+é ou a—b, il divisera leur produit a^—b^ (ar.liv.l, pr. ll,cor ).
PROPOSITION XXXI
p étant un nombre premier plus grand que l’unité, la somme 1 x2x3...x(p_1)+1 est divisible par p.
Ce principe se vériüe immédiatement, lorsque p=2. Supposons que p soit impair et considérons le produit
qui contient un nombre pair de facteurs. En divisant par p chacun des multiples a, 2a, 3a... (p— l)a d’un facteur a compris entre les facteurs extrêmes 1 et p— 1, on obtiendra un seul reste égal à l’unité (pr.25) ; mais , a étant compris entre 1 etp— 1, les multiples a et (p— l)a divisés par p donneront des restes a et p— o plus grands que l’unité ; pareillement, le carré a“ divisé par p donnera un reste plus grand que l’unité ; car si o* était égal à un multiple de p , augmenté d’une unité , a^— I serait divisible par p , ce qui est impossible (pr. 30), puisque la somme o-l-l et la différence a— 1 sont comprises entre 0 et p— 1; donc, a étant un des facteurs intermédiaires 2, 3, 4...p— 2, il existe
LIVRE II
parmi ces facteurs un nombre a' différent de a et tel que le produit aa' est égal à un multiple de p augmenté d’une unité. En faisant abstraction des facteure a et a', on voit qu’il existera de môme, pour tout autre facteur b, compris entre 1 et p—i, un facteur b' différent de a (pr.25) et de b et tel que le produit bb' sera un multiple de p , augmenté d’une unité, et ainsi de suite ; donc
2x3x4...x(p— 2)=«î + l, m étant un multiple de p; donc
1 x2x3...x(p— l)=(p— l)x(fft + l)=px(w + l)— »j— 1 et Ix2x3...x(p— 1) + 1 = px(»/H-l)— »n;
donc 1x2x3.. .x(p—l) + l est égal à un multiple de p et, par conséquent, divisible parp.
Ce principe est connu sous le nom de Théorème de Wilson.
Remarque. Réciproquement, un nombre entier p est premier, lorsqu il divise 1 x2x3...x(p— 1) + 1. Car tout diviseur d de p, moindre que p, étant égal à l’un des facteurs du produit 1 x2x3... x (p—1), divise ce produit; de plus, d, étant diviseur de p, divise aussi le nombre 1x2x3... X(p— 1) + 1 qu’on suppose égal à un multiple de p; donc d=\ (ar.liv.2, pr. 10, rem.l); donc le nombre p n’est divisible que par lui-mème et par l’unité ; donc il est premier.
PROPOSITION XXXII
a^, a^, a^... a_^ étant les entiers premiers avec un nombre b et inférieurs à b, la différence (a^a^a^...a^)’ — 1 est divisible par h.
En supprimant dans le produit », 0,03... successivement chacun des facteurs, on obtient n produits «,0,0,. ., a ^. . ., a, «3 a,., .fln-i qui sont premiers avec b (ar. liv. 2 , pr. 19), et qui divisés par b donnent des restes premiers
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avecii (ar.liv.l,pr.l9). De plus, ces n restes sont différents: car si deux dividendes a, o, a,. a^a,a^.,.a^ donnaient des restes égaux, leur différence a,o,a,...a^ (a,— a,) serait divisible par b; or b est premier avec a,n,a^..,a^, donc il diviserait a,— O,, ce qui est impossible, puisque a, et a, sont inférieurs à b. Donc les n restes ainsi obtenus sont tous les entiers premiers avec b et inférieurs à 6; de sorte que chaque dividende est égal à un multiple de b , augmenté de l’un des restes a,,a„ a,... a^; donc le produit(a, a,a 3 ...aj"“* de tous ces dividendes est égal à un multiple de b, augmenté du produit a, a, a^... a^ ou, autrement, on a l’égalité
7/1 étant un multiple de b. On en déduit
(«, «, C'a- «„)"=»»«, a.- • • a„ + («. O. a." • aj* î
or ma,a^ay..a^ est un multiple de b, donc le reste de la division de (a, a^... aj* par b est égal au reste 1 de la division de {a,a,aj... aj" par b (pr.28,rem.) ou, autrement, la différence (a,ajaj...aJ“— 1 est divisible parft.
RÉSIDUS QUADRATIQUES.
DÉFINITIONS
1 . Le reste qu’on obtient en divisant, par un nombre premier p, le carré d’un nombre non divisible par p, est un résidu quadratique de p. Ainsi 9 est un résidu quadratique de 11, parce qu’en divisant le carré de 8 par 11 , on obtient le reste 9.
Remarque. Le nombre premier 1 n’a point de résidu quadratique, et l’unité est le seul résidu quadratique du nombre premier 2.
LIVRE H
P et qui n’est pas un résidu quadratique de p, est un rétiâu non qtiadratic/ue de ce nombre premier.
Remarque. Les nombres première 1 et 2 n’ont aucun résidu non quadratique.
PROPOSITION XXXIII
Tout 7 'ésidu quadratique d'un nombre premier p peut être considéré comme le reste de la division par p, du carré d'un nombre inférieur à p.
Car, en supposant a>p et a = pq+r, q et r étant le quotient et le reste de la division de a par p, oij a (ar.liv.4, pr.CetS)
+ 2pgr + r* ;
donc la différence des carrés a* et r* est égale à un multiple de p; donc les restes de leur division par p sont égaur entre eux (ar.liv. l,pr.21,cor.l).
PROPOSITION XXXIV
Tout nombre premier p>2 a y(P“0 f^sidus quadratiques et -^p—1) résidus non quadratiques.
!<- Chacun des nombres 1,2, 3...(p— 1) étant premier avec p, leurs carrés divisés par p donnent pour restes des résidus quadratiques de p (déf. 1). De plus, les restes provenant de la division des carrés a* et />* de deux nombres a et 6, compris entre o et sont inégaux; car si o“
et divisés par p donnaient un même reste , leur différence a’— é* serait un multiple de p, ce qui est impossible (pr.30), puisque le plus grand des nombres a et 6, étant au plus égal à {{p— 1), la somme a + b et la différence
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a— b sont moindres que p— 1 ; donc le nombre p a au moins i(p— 1) résidus quadratiques, qui sont les restes de la division par P des carrés des nombres 1, 2, 3...{(p— !)• •
2° Considérons, dans la suite des nombres
en progression arithmétique , deux termes quelconques a et a' également distants des extrêmes; la somme o + a' de ces nombres étant égale à la somme p des extrêmes t et p— 1 (liv. 5, pr.31), la différence a^—a'^ de leurs carrés est divisible par p (pr.30) ; donc les restes , qu’on obtient en divisant et a'^ par p, sont égaux entre eux ; donc le nombre premier p n’a que ^(p— 1) résidus quadratiques (pr. 33); donc il a ï(p— 1) résidus non quadratiques (déf. 2).
Prenant pour exemple le nombre premier 11 et divisant par 11 les carrés des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, on obtient les restes 1, 4, 9, 5, 3, 3, 5, 9, 4, 1 ; donc 1, 4, 9, 5, 3 sont les 5 résidus quadratiques de 11 et, par suite, 2, 6, 7, 8, 10 sont ses résidus non quadratiques.
Re.uarque. En posant p— 1=2», on a |(p— 1) =»; donc tout nombre premier p , plus grand que 2 , a n résidus quadratiques a„ a„ Oj... et n résidus non quadratiques 6,, b„ by.. b^.
PROPOSITION XXXV
Lorsqu’on multiplie les n résidus quadratiques d’un nombre premier p, par un résidu quadratique a de ce nombre, et qu’on divise chacun des produits aà<, aaj, aaj... aa„ par p, on obtient des restes qui sont les n résidus quadratiques de p.
Considérons l’un quelconque de ces produits, aa, par exemple. Les nombres a et a„ étant des résidus quadratiques de p, sont les restes de la division par p des carrés
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et de deux nombres » et compris entre o et p (pr. 33) ; donc est un multiple de p, augmenté de a , et P un multiple de P , augmenté de a, ; donc ou ( 3 ^?)^ est égal à un multiple de p, augmenté du produit aa, ; donc le reste de la division de aa, par p est égal au reste de la division du carré de op par p, c'est-à-dire à un résidu quadratique de p (déf.l), puisque p, ne divisant ni a ni P, ne divise pas le produit aP. Il en résulte qu’en divisant par p chacun des produits a.7„ o»,, aa,... aa«, on obtient n restes qui sont des résidus quadratiques dep; de plus, ces n restes sont différents; car si deux produits m, et donnaient des restes égaux , leur différence «x(«, — «,) serait un multiple de p, ce qui est impossible, puisque a et (a,— aj sont moindres que p; donc les n restes, ainsi obtenus, sont les n résidus quadratiques de p.
PKOPOSITIOPi xxxvi.
Lorsqu’on multiplie les n résidus quadratiques d’un nombre premier p , par un résidu non quadratique b de ce nombre , et qu’on divise chacun des produits ba,, ba^, bas... ba* par p, on obtient des restes qui sont les n résidus non quadratiques île p.
En effet, chacun des facteurs de ces produits étant moindre que p, un reste quelconque est différent de zéro, et, par suite, égal à un résidu quadratique ou non quadratique de p; mais, si un produit ba^ divisé par p donnait un résidu quadratique de p, un des produits a, a,, aja„ a,a,... ano,, a, a, par exemple, divisé par p, donnerait le même reste (pr. 35); et, par suite, la différence a 3 X(ô — 0 ,) serait un multiple de p, ce qui est impossible , puisque a, et b— a, sont moindres que p ; donc les n restes ainsi obtenus sont des résidus non quadratiques dep; on prouverait d'ailleurs comme précédemment (pr. 35) que ces n restes sont diffé-
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rents ; donc ils représentent tous les résidus non quadratiques de p.
Remarque. On démontre de la même manière , en s’appuyant sur ce principe ou sur le précédent (pr. 35), que :
1° Lorsqu’on multiplie les n résidus non quadratiques d'un nombre premier p, par un résidu non quadratique b de ce nombre, et qu'on divise chacun des produits bb„ bb,, bb,... bbn par p, on obtient des restes qui sont les n résidus quadratiques de p.
2* Lorsqu’on multiplie les n résidus non quadratiques d’un nombre premier p, par un résidu quadratique a de ce nombre, et qu’on divise chacun des produits ab,, ab„ ab,... abii par p, on obtient des restes qui sont les n résidus non quadratiques de p.
PROBLÈMES A RÉSOUDRE
LIVRE II. Ç
V. Trouver la somme des nombres 3958w5 ; 873^2w; 79^8(o3; 8439^w; 58^9io7, écrits dans le système dont la base est 12.
Réponse : 2S44.001^j.
VI. Trouver la différence des nombres 873528 ; .397865, écrits dans le système dont la base est 9.
Réponse : WiW.'iSg.
vil. Trouver le produit des nombres 345621 ; 26453, écrits dans le système dont la base est 7.
Réponse: 13623300513^.
VIII. Trouver le rpiotient de. lu division du nombre 1 36233005437 yiar le nombre 26453t.
Réponse: 345621.J.
IX. Trouver les restes de la division du nombre 989w5^8i 2 par 11 et par 13.
Réponse : 5 et 2.
XI. Quelle est la somme des diviseurs entiers de
Réponse : 15748.
XII. De combien de manières le nombre UiiOO peut il être décomposé en deux facteurs entiers?
Réponse ; 21 .
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fis
XIII. De combien de maniérés le nombre \ 6ii0 peut-il être décomposé en deux facteurs premiers entre eux?
Réponse : 8.
XIV. Quelle est la plus grande puissance de 2 , gui divise le produit 1 x2x3... x30 ?
Réponse : 2^*.
XV. Décomposer le produit 1 x2x3...x30 en facteurs premiers plus grands r/ue C imité.
Réponse ; 2^* X 3'^ X 5’ x7^ X U* X 1 3“ X 17 X 19 x 23 X 29.
XVI. Trouver combien il g a d’entiers premiers avec ô 'iOO et moindres qim ce nombre.
Réponse : li40.
xvii. Trouver le reste de la division de par 15.
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ARRANGEMENTS ET COMBINAISONS
DÉFINITIONS
1 . Les permutations de n lettres sont les résultats qu’on obtient en écrivant ces « lettres les unes à la suite des autres, de toutes les manières possibles. Ainsi les permutations des 3 lettres a, b, c sont abc, acb, cab, bac, bca, cba.
2. arrangements de m lettres n à n sont les résultats qu’on obtient en écrivant n quelconques de ces m lettres les unes à la suite des autres, et en les disposant de toutes les manières possibles. Ainsi, les arrangements des 3 lettres a, b,c2h2 sont ab, ba, ae, ca, bc, cb.
Reharqde. Les permutations de n lettres peuvent être considérées comme les arrangements de ces n lettres n à n (déf.l).
3. Les combinaisons ou produits différents de m lettres n à n sont les résultats qu’on obtient en écrivant « quelconques de ces m lettres les unes à la suite des autres, de manière que deux produits quelconques diffèrent entre eux au moins par une lettre. Ainsi, les combinaisons des 3 lettres a, 6, c 2 à 2 sont ab, ac, bc.
Reh.aeque. Le nombre des combinaisons de m lettres n à n est égal au nombre des combinaisons de ces m lettres m — nhm—n. Car à chaque combinaison de w lettres correspond évidemment une combinaison de jw — n lettres, et
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réciproquement. Ainsi, par exemple, aux 10 combinaisons ab, ac, ad, ae, bc, bd, be, cd, ce, de
des 5 lettres a, b, c, d,e,2h 2, correspondent les 10 combinaisons
cde, bde, bce, bed, ade, ace, acd, abe, abd, abc de ces mêmes lettres, 3 à 3.
PROPOSITION I
Trouver toutes les permutations de n lettres et le nombre P„ de ces permutations.
La lettre a ne produisant qu’une seule permutation, on a P, = 1 : pour en déduire toutes les permutations de 2 lettres a et b, on écrit b successivement à la droite et à la gauche de a, ce qui donne ab, ba; donc P, = lx2. En écrivant la troisième lettre c successivement au troisième rang, au second et au premier dans les permutations ab, ba, on obtient 3 permutations de 3 lettres pour chaque permutation de 2 lettres, ce qui donne en tout 2x3 permutations de 3 lettres. On a, d’ailleurs, formé de cette manière toutes les permutations de 3 lettres ; car, étant donnée arbitrairement une permutation cba de 3 lettres, si l’on y supprime la lettre e, on obtiendra la permutation ba de 2 lettres dans laquelle on vient de faire occuper à la lettre c toutes les places possibles et , par conséquent , la première place ; donc la permutation cba est comprise dans les 2x3 permutations pbtenues précédemment; donc
Pa=lx2x3.
En introduisant la quatrième lettre d dans chaque permutation de 3 lettres successivement à la quatrième, à la troisième, à la seconde et à la première place, on obtiendra
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de même toutes les permutations de 4 lettres; donc le nombre P*=lx2x3x4, et ainsi de suite; de sorte qu’on a généralement
P« = l x2x 3...xn;
donc le nombre des permutations de n lettres est égal au produit qui a pour facteurs les n premiers nombres entiers.
PROPOSITION II
Trouver tous les arrangements dé m lettres n à n et le nombre Am,n de ces arrangements.
Les arrangements de m lettres 1 à 1 sont évidemment au nombre de m : pour en déduire les arrangements de m lettres 2 à 2, on écrit à la droite de chaque lettre successivement chacune des »n — 1 autres lettres, ce qui donne lieu é wi(»i — 1) arrangements de 2 lettres; on a, d’ailleurs, formé de cette manière tous les arrangements de 2 lettres; car, étant donné arbitrairement un arrangement be de 2 lettres, si l’on supprime à sa droite la lettre e, on obtiendra la lettre 6 à la droite de laquelle on vient d’écrire successivement chacune des m — i autres lettres et, par conséquent, la lettre e; donc l’arrangement 6e est compris dans les ?n {m — i) arrangements obtenus précédemment; donc Am,i = rn{m — i). En écrivant à la droite de chaque arrangement de 2 lettres successivement chacune des »m-2 autres lettres, on obtiendra de môme tous les arrangements de 3 lettres, dont le nombre = 1) (»i— 2), et
ainsi de suite ; de sorte qu’on a généralement
donc le nombre des arrangements de m lettres n à n est égal au produit qui a pour facteurs n nombres entiers consécutifs dont le plus grand est égal à m.
Corollaire. En supposant m=n dans la valeur de Âin,ii, on trouve comme précédemment (pr. 1 ]
P«=lx2x3...xn.
proposition III.
Trouver touS les arrangements de m lettres nà n, et le nojnbre de ces arrangements, en supposant que chaque lettre puisse entrer plusieurs fois dans le même arrangement.
Les arrangements de m lettres 1 à 1 sont évidemment au nombre de m; pour en déduire les arrangements de m lettres 2 à 2 , on écrit à la droite de chaque lettre successivement chacune des m lettres, ce qui donne lieu à mxm ou m® arrangements de 2 lettres, qui comprennent les arrangements aa, bb, ce... dans lesquels une même lettre entre deux fois : on a , d’ailleurs , formé de cette manière tous les arrangements de 2 lettres; car, étant donné arbitrairement un arrangement 6 e de 2 lettres, si l’on supprime à sa droite la lettre e, on obtiendra la lettre 6 à la droite de laquelle on vient d’écrire successivement chacune des w lettres et, par conséquent, la lettre e; donc l’arrangement be est compris dans les arrangements obtenus précédemment; donc Ara , 2 = >n*. En écrivant à la droite de chaque arrangement de 2 lettres successivement chacune des m lettres, on obtient de même tous les arrangements de 3 lettres, dont le nombre A »,, 3 = »i“Xffi ou vr', et ainsi de suite; de sorte qu’on a généralement A»,,» = »i".
PROPOSITION IV
Trouver toutes les combinaiso7is de m lettres n à n, et le nombre de ces combinaisons.
UVRE III
1“ Les m lettres a, b, c, d, e... k, l étant toutes les combinaisons de m lettres 1 à 1, si l’on écrit à la droite de chaque lettre successivement chacune des lettres suivantes, on aura toutes les combinaisons de 2 lettres ; car, étant donnée une combinaison quelconque be de 2 lettres, si l’on supprime à la droite la seconde lettre e , on obtiendra la lettre é à la droite de laquelle on a écrit successivement chacune des lettres suivantes, et, par conséquent, la lettre e. En écrivant, à la droite de chaque combinaison de 2 lettres, successivement chacune des lettres suivantes, on obtiendra de même toutes les combinaisons de 3 lettres, et ainsi de suite. On trouve de cette manière que les combinaisons des 4 lettres a, b, c, d, 2 à 2, sont ab, ac, ad, bc, bd, cd, et que les combinaisons de ces mêmes lettres, 3 à 3, sont abc, abd, acd, bcd.
2° Chaque combinaison contenant n lettres, le nombre total des lettres contenues dans les Cm,ii combinaisons est n Cm,n. Mais le nombre des combinaisons contenant la lettre a est égal au nombre des combinaisons des
m—\ autres lettres b,c,d... n— 1 à n — 1; donc la lettre a entre Cm— i,i>— i fois dans les combinaisons de m lettres n à n; il en est de même de chacune des autres lettres b,c,d...; donc le nombre total des lettres contenues dans les combinaisons de m lettres n à n est m Cm-i,tt-i , et on a
(1) wCm,n=IwCm— 1,«— I
Remplaçant m et n successivement par w— 1 et n — 1 ,»i— 2 et n — 2.,.,m — n + 2 et 2, et observant que Cm-«+i.i = w— w+1, on a
(2) (jl — 1) Cm— l,»— l = (wi — 1) Cm— S,n— 3
(3) (n — 2) Cm— 3,*— S=(wi — 2) Cm— 3, n— 3
(« — 1) 2Cm-n4-3,3 — (wî — B + 2) (.m » + I,I
(n) Cm-B+i.i=w— n + 1.
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Faisant le produit de ces n égalités et supprimant les facteurs communs Cm-a.B-î ... , on a
lx2x3...xnxC,«,n=wi (»î— 1) (m— 2).., (»i— n + 1)
et, par suite ,
donc le nombre des combinaisons de in lettres n à n égal au nombre des arrangements de m lettres non divisé par le nombre des permutations de n lettres (pr.2etl).
Remarque 1. Lorsqu’on a n>YOU m— n<Y» etqu’ona obtenu toutes les combinaisons des m lettres m — n à m — n, on en déduit immédiatement les combinaisons n à n, en supprimant successivement les m—n lettres de chaque combinaison dans le produit des m lettres (déf.3, rem.).
Remarque 2. On peut aussi trouver le nombre Cm,« d’une manière plus simple, mais indirecte. Supposons formées toutes les combinaisons de m lettres n à n; pour en déduire les arrangements de ces m lettres » à n , il suffira de former toutes les permutations des n lettres de chaque combinaison ; d’où il résulte que le nombre Am,n des arrangements de m lettres n à n est égal au nombre Ctn,n des combinaisons de ces m lettres n à » multiplié par le nombre Pn des permutations de n lettres; d’où l’on déduit, comme précédemment,
Am,« 1) (m— 2),..(»i— n + 1)
U,»- - ix2x3X... Xn
Remarque 3. Le quotient Cm,» est, par sa nature, un nombre entier , ce qui résulte d’ailleurs de ce que le produit de n nombres entiers consécutifs est divisible par le produit des n premiers nombres entiers (liv.2,pr. 23).
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PROPOSITION V
Trouver toutes les combinaisons de ni lettres n à n et le nombre de ces combinaisons , en supposant que chaque Jettre puisse entrer plusieurs fois dans la même combinaison.
1® Les J» lettres a,b,c...k,l étant toutes les combinaisons de m lettres 1 à 1 , si l'on écrit à la droite de chaque lettre successivement cette même lettre et chacune des suivantes, on aura toutes les combinaisons de 2 lettres; car, étant donnée une combinaison quelconque be de 2 lettres , si l’on supprime à la droite la seconde lettre e, on obtiendra la lettre ê à la droite de laquelle on a écrit successivement chacune des lettres a,b,c...k,l et par conséquent la lettre e. En écrivant, à la droite de chaque combinaison de 2 lettres, successivement la dernière lettre de cette combinaison et chacune des lettres suivantes, on obtiendra de même toutes les combinaisons de m lettres 3 à 3, et ainsi de suite. On trouve de cette manière que les combinaisons des 4 lettres a, b, c, d 2 à 2 sont a*, ab, ac, ad, b^, bc, bd, c®, cd, (P, et que les combinaisons de ces mêmes lettres 3 à 3 sonë a*, a^c, a^d, ab^, abc, abd, ac*, acd, ad*, b*, b*c, b*d, bc*, bed, bd*, c*, c*d, cd*, d*.
2® Le nombre total des lettres contenues dans les Cm,n combinaisons de m lettres n à n est nCm,»; or chacune des m lettres y entre le même nombre de fois ; donc le nombre de fois que la lettre a entre dans ces combinaisons est^Cw,n. Cela étant, si l'on supprime une fois la lettre a dans toutes les combinaisons qui contiennent cette lettre , on aura toutes les combinaisons des m lettres n— 1 i\ »— 1 ; combinaisons dans lesquelles la lettre a entre un nombre de fois
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égal à-^Cw,»_) ; or on a supprimé Ci»,n-t fois la lettre o, donc
— -Ci»,ii — Cm,R— I H — ~ Cm,n— I !
d’où l’on déduit
(1) nC«i,«=(»i+n— 1)
Remplaçant n successivement par n— 1, »— 2, »— 3...2 et observant que C«,i=wï, on a
(2) (n — l)Cm,n— t=(>W+W — 2) Cl», R— s
(3) [n — 2)Ci»,«_2=(wt+Ji— 3) Cm,»— 3
(b — 1) 2 Cm, 3 — (w + 1) Cm,l
(n) Crn,\=m .
Multipliant entre elles ces n égalités, et supprimant de part et d’autre les facteurs Cm,»-i , Cm,»_ 3 , Cm,»- 3 ..., Cm,i, il vient
lx2x3x...XnCm,»=>«(»i + 1) (m4-2)...(m+n— 1) et, par suite,
Ix2x3x...xn ’
donc le nombre des combinaisons de m lettres n à n , sous la condition que chaque lettre puisse entrer plusieurs fois dans la même combinaison , est égal au nombre des combinaisons ordinaires {\tr. k) de m+n- 1 lettres n à n.
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PROPOSITION VI
Trouver combien on peut former de mots composés de 3 consonnes et de 2 voyelles, avec les 5 consonnes b, c, d, f, g et les 3 voyelles a, e, i.
Proposons-nous d’abord de trouver combien on peut former de mots composés de 3 consonnes et de 2 voyelles, sans avoir égard à l’ordre des lettres, et tels que deux quelconques de ces mots diffèrent entre eux au moins par une lettre. Chacun de ces mots, contenant 3 des 5 consonnes b, c, d,f, ÿ et 2 des 3 voyelles a, e, i, sera formé d’une combinaison de 5 lettres 3 à 3 et d’une combinaison de 3 lettres 2 à 2; or le nombre des combinaisons des 5 lettres 3 à 3 ou 2 à 2 (déf. 3, rem.) est égal à ou 10 (pr. 4), et le nombre des combinaisons de 3 lettres 2 à 2 ou 1 à 1 est égal à 3; donc le nombre des mots ainsi formés sera 10 x 3 ou 30. Cela étant, pour en déduire tous les mots possibles, composés de 3 des consonnes b, c, d, /, ^ et de 2 des voyelles a, e, i, il suffira de former, dans chacun des 30 mots précédemment obtenus, toutes les permutations des 5 lettres qui le composent, ce qui fournira 1 x2x3x4x5ou 120 permutations (pr . 1 ) ; donc le nombre total des mots définitifs sera 120 x 30 ou 3600.
BINOME DE NEWTON
DÉFINITION
4. Le coefficient d’une quantité est un nombre placé à la gauche de cette quantité et qui lui sert de multiplicateur. Ainsi, dans les monomes— 3o et | a, — 3 et | sont les coefficients de a.
Remarque. On supprime le coefficient lorsqu’il est égal à l’unité.
COMPLÉMENT d’aUITHUiItIQUE.
PROPOSITION VII
Effectuer le produit (x + a) (x + b) (x + c)... (x+k) (x+1) de m binômes qui ont le même premier terme x et dont les seconds termes a, b, c... k, i sont tous différents.
Le terme du produit demandé , qui contient x avec le plus grand exposant, provient évidemment de la multiplication des m premiers termes égaux à x ; donc en écrivant les termes de ce produit suivant l’ordre décroissant des exposants de x, il aura la forme
xm + A a:’"-* + + A,a:™-3 + ... A„ . a: + A„
désignant la somme des multiplicateurs de a:™-', A^ celle des multiplicateurs de a;™-*, et ainsi de suite. Or, en faisant abstraction du premier facteur a: + a, le premier terme du produit des »! - 1 autres facteurs est x”>-*; donc le produit demande contiendra le terme ax"'-' ; on voit de même qu’il contiendra les termes bx"-', ex""-*... /x”^' ; donc
Aj=a+6-l-c-t-... + & + /.
Faisant abstraction des deux premiers facteurs x + a, X + b, le produit des m-2 autres aura pour premier terme x™-*, et en multipliant x”"-* par le produit ab des seconds termes des binômes x + a, x + 6, on obtiendra le terme abx”'-^ du produit demandé. On voit de môme que ce produit contiendra les termes aex®»-*, odx™-®... alx”^^, bex”^^, bdx”'-*... 6/x™-®... klx”^^, donc on aura
A^ ~ab + flc + ... + ttl + bc + 6d+6/+... +4/.
En raisonnant de la même manière, on voit que Aj = abc + abd + ... + abi + ... + ikl,
et ainsi de suite ; donc en débnitive le produit demandé se
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compose de m + 1 termes dont le premier est x™ ; t exposant de X décroît d'une unité en passant d'un terme au suivant, depuis le premier terme où il est égal à m jusqu'au dernier où il est nul; le multiplicateur de x*"** est égal à la somme des seconds termes des binômes; celui de x“** est égal à la somme des combinaisons ’i à 1 des m seconds termes; celui de x'^-3 est égal à la somme des combinaisons 3 à 3 dei m seconds termes, et ainsi de suite jusqu’au dernier terme qui est égal au produit de tous les seconds termes.
En appliquant cette règle aux cas particuliers où m = 2, m = 3, m = k, et écrivant à la gauche de chaque puissance de X, dans une môme colonne verticale, tous les multiplicateurs de cette puissance, on a
(j;+o) {x+b)=x^+a x+ab,
(x + a) (x + b)(x + c)=x^ + a x* + ab x + abc,
+ b +ac
+ c +bc
x^-\-ab x'* + ubc'^x + abcd.
+ ac + abd
+ad ->,-acd ■i-bc +bcd + bd +cd
PHOPOSITION Vlll.
Effectuer la puissance (T un binôme x + a.
Si, dans l’égalité (pr. 7}
(x + «)(-* + ^) (j;+c)(x+d)=x*+rt
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Aj a;"*-» + ... + , x + A^, on suppose que chacun des
seconds termes b, c,d..,k,l soit égal à a, on aura
(a:+o)(a:+ô)(a!+c)... [x+k] (x+l) = (a? + o)“ A, = a + O + O + ... =C«,ia =ma
Ajj = oa+o* + o*+... = C^
Am = aaa . . . = Cm,» a" = a”
Cm,i, Cm,3, Cm.3 ... étant les nombres des combinaisons de m lettres làl,2à2, 3à3, etc. (pr. 4) ; d’où l’on déduit
(aj+a)" = a:™ + maX^-' +
ni (m-1) 1x2
ar"-* + ... + a™;
donc la m^“® puissance d'un binôme x + a se compose de m + 1 termes dont le premier est x" ; V exposant de x décroit d'une unité en passant d'un terme au suivant, depuis le premier terme où il est égal à m jusqu’au dernier où il est nul, tandis que celui de a augmente dCune unité depuis le premier terme où il est nul jusqu'au dernier terme où il est égal à m ; /a coefficient du second terme est égal au nombre des combinaisons de m lettres 1 à 1 ; celui du troisième terme, au nombre des combinaisons de m lettres 2 à 2 , en géné-
ral, celui du nii"'® terme, au nombre des combinaisons de m lettres n-1 à n-1 ; tf oà F on conclut celte règle générale: pour passer (Vun terme au suivant, on augmente Fexposant de a cFune unité, on diminue celui de x éFune unité, on multiplie le coefficient du terme proposé par {exposant de x dans ce
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termt et on divise le produit par [exposant de a dans le terme qu'on veut obtenir ou par le nombre des termes qui le précèdent. On trouve de cette manière
(a: + a)s = a;® + 2 aa: + o*
(a?+a)3= a:’ + 3ax^ + 3o*a: + a®
(a; + a)* = a:* + 4 ox® + 6a*x* + 4a!>x + a*
(x+a)s = a^ + 5ax* + 10a*a^ + lOa^x* + 5 o*x + a'*.
Corollaire 1. En désignant par T +i le + terme de la m^ puissance de x+ a, on a
Cette valeur de Tn 4 1 se nomme le terme général de la puissance de x+a, parce qu’on en déduit tous les termes de cette puis.«ance à partir du second, en y remplaçant n successivement par les nombres 1 , 2, 3, 4... Ainsi, pour obtenir le septième terme de (x + a)*», on fait n = 6 et m = 10 , ce qui donne
1 0x9x8x7x 6 Ix2x3x4x5x6
Corollaire 2. Les termes de (x+a)®» également distants des extrêmes ont les mêmes coefficients. Car le coefficient qui en a n avant lui, étant égal au nombre des combinaisons de m lettres n à h, celui qui en a n après lui ou m — n avant lui, est égal au nombre des combinaisons de m lettres m—n bm—n; et l’on a vu (déf. 3 , rem.) que ces deux nombres de combinaisons sont égaux entre eux.
Corollaire 3. Pour déduire la m^ puissance de x— a de celle de x+a, il suffit de changer a en — a, ce qui revient à donner le signe moins aux termes de rang pair, lesquels contiennent la lettre a élevée à des puissances d’un degré impair ; donc on aura
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(x — a)“ = £c»> — max<”-* H ; — o* x"-*
Corollaire Les paissances (x + a)" et [x — o)»* deviennent 2® et 0 pour x = 1 et o = 1 ; donc 1° la somme des coefficients de la m^““ puissance de \+ a est égale ô 2*; 2° la somme des coefficients des termes de rang pair, dans la iQène puissance de x -f a, est égale à celle des coefficients des termes de rang impair.
PROPOSITION IX
Déterminer le plus grand coefficient de la m*“* puissance du binôme x -t- a.
En désignant par et le n*®® et le (»+l]‘"“ coefficient , on a (pr. 8)
Cn+i = CnX-^ — ou C/i+r.Cn::(ffî— « + !):«; n
donc, pour comparer Cn+i à Cn, il suffit de comparer »i— n + 1 à n ou ?n + l à 2n. Cela étant, on distingue deux cas, suivant que m est pair ou impair.
1" Soit »i = 2p ou »n + 1 = 2p + 1. Pour qu’on ait m + 1 > 2ra ou 2p + 1 >2n, il faut et il suffit que n soit égal ou inférieur à p; donc les coefficients 1, Cs, Cs... vont en augmentant jusqu’à Cp.f t, et en diminuant à partir de Cp+i; donc le coefficient Cp 4 ^i du terme du milieu est un maximum.
2® Soit »n = 2p + l ou »«4-l = 2p+2. Pour qu’on ait »î-1-1>27i, ou 2p+2>2n, ou p-|-l>n, il faut et il suffit que n soit égal ou inférieur à p ; donc les coefficients 1, Cs, C3... vont en augmentant jusqu’à Cp+i = Gp+s, et en dé-
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cruissont à partir de Cp+s ; donc les coefficients Cp+i, Cp+s des deux termes consécutifs, également distants des extrêmes , sont des maximum.
PROPOSITION X
Extraire la racine m^"** d un nombre entier à moins dune unité.
En supposant que a désigne les dizaines d’un nombre entier et b ses unités, la m^ puissance de ce nombre ou du binôme a+bse composera de la m^ puissance des dizaines, de m fois la puissance des dizaines multipliée
par les unités, de fois la (m— a)*”"® puissance des
dizaines multipliée par le carré des unités , et ainsi de suite jusqu'à la m*»™ puissance des unités (pr.8). Cela étant, on prouve comme en arithmétique (liv.4, pr. 13 et 14) que la racine de la plus grande m®"» puissance entière contenue dans le nombre total des unités du (m + 1)®®® ordre d'un nombre est égale au nombre total des dizaines de la racine m*^ du nombre proposé, à moins d’une unité. Au moyen de ces deux principes, et en raisonnant comme pour l’extraction de la racine carrée ou cubique d’un nombre entier à moins d’une unité (liv.4, pr. 15 et 16), on est conduit à cette règle générale, qui suppose connues les puissances des nombres entiers 1 , 2, 3... 9 : pour extraire ta racine m^* dun nombre entier à moins dune unité, on sépare ce nombre en tranches de m chiffres à partir de la droite, sauf à ne laisser que 1, 2, 3, m— 1 chiffres à la première tranche à gauche; on extrait la racine m^*"* de laplus grande puissance entière contenue dgns cette tranche, ce qui détermine le premier chiffre à gauche de la racine demandée ; on soustrait la m^« puissance de ce chiffre de la première tranche, ce qui donne un reste à la droite duquel on
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écrit la deuxième tranche; on sépare m — 1 chiffres sur la droite du nombre qui en résulte, et on divise la partie à gauche par m fois la (m — puissance du chiffre obtenu à la racine; la partie entière de ce quotient détermine le second chiffre de la racine demandée ou un nombre trop grand. Pour le vérifier, on forme les m dernières parties de la puissance du nombre composé des deux premiers chiffres de la racine, et on voit si leur somme n'excède pas le nombre formé en écrivant la deuxième tranche à la droite du reste précédemment obtenu ; dans le cas où cette somme est plus grande que ce nombre, on diminue le second chiffre de la racine d’une unité, puis on vérifie le chiffre qui en résulte comme le précédent , et ainsi de suite, jusqu' à ce qu’on ait obtenu une somme qui n’excède pas le nombre auquel on la compare; alors on soustrait celte somme de ce nombre,, ce qui donne un reste à la droite duquel on écrit la troisième tranche; on sépare m — 1 chiffres sur la droite du nombre qui en résulte, et on divise la partie à gauche par m fois la (m— 1)^® pMWitince du nombre formé des deux premiers chiffres de la racine; la partie entière de ce quotient donne le troisième chiffre de la racine ou un nombre trop grand; on le vérifie comme le second chiffre, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu’on ait employé la dernière tranche du nombre proposé.
Remarque li Le reste r, qu’on obtient en extrayant la racine a d’un nombre entier A à moins d’une unité, ne peut excéder ma ”'-' + — +...+»««. Car, a étant la racine de la plus grande puissance entière contenue dans A, on a a™= ou <A<(a+l)'" et, par suite, A— o™<[a+l)'"— a*” ou r<,ma”'-'+ a”*-* + etc.,
+ mo+l(pr. 8).
Remarque 2. Lorsqu’on sait extraire la racine d’un nombre entier à moins d’une unité, on obtient celle d’un nombre entier, décimal ou fractionnaire à moins d’un nombre donné, en opérant comme dans l’extraction de la racine carrée ou cubique (ar. liv. h, pr. 23, 2i, 25}.
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PROPOSITION XI
Trouver la somme S„ des puissances, d’un même degré m, de plusieurs nombres a, b, c... k, 1 en progression arithmétique.
Désignant par r la raison de la progression, on a les relations
d’où l'on déduit (pr. 8]
ftm+irrio'n+t-f- — T — ra”«-|-...-| — r”'a-l-r™+*,
, , , , . ffi + 1 , »j -f- 1
c»i-Fi = Jm-f-i -I ri»*" -1- ... H
/m-H = A:'n+'-l- rA^-F.-.-t- — ; r”>A-fr™+<.
On a de même
(/-l-r j — rt'" -1-...-I ^
Ajoutant ces égalités, et supprimant les termes 6™+', c“+’... ?"+•, communs aux deux membres de l’égalité résultante, il vient
(/+r)™+i = a”>+’ -1--^^ rS,„ + ... -h + r»”-HSo, et, par suite,
" (mi 1) r m-H"
Au moyen de cette égalité, on calculera suci'essivement les sommes S^, S^, ... en partant de Soqui est égale
au nombre des termes de la progression (liv. l,déf.l). CoHOLLAiRE 1. Pour appliquer la formule précédente au
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cas particulier des termes de la progression arithmétique f 1 .2.3... n, il suffit d’y faire a = l, r = 1, f = n, ce qui donne
— Sm— 4 — ... — S .
C0R01.1.AIRE 2. En faisant »i = 2 (cor. 1), il vient
C _ »M» + 1) (2ra + l)
PROPOSITION XII
P étant un nombre premier plus grand que 2 et in un nombre entier compris entre 0 et p— 1 , la somme des puissances, du degré m, des nombres 1, 2, 3... p— 1 est divisible par p.
En remplaçant n par p — l dans l’égalité précédente (pr.ll, cor.l], on a
" iw + 1 2 2x3 ■" *'
Multipliant ces deux nombres égaux par 1x2x3... x»n{m + l), il vient
1 X 2 X 3 ... X >n (m + 1) = 1 X 2 X 3 ... mplp”— I)
A 4 , A 2 ... Ara_i étant des nombres entiers. On voit par là que, si l’on suppose chacune des sommes S 4 , Sj...S»i _4 divisible par p, il en sera de môme du produitlx2x3... «(jn + l)S»i; mais, par hypothèse, on a»i<p — 1 ou jn + 1 < p; donc le nombre premier p ne divise aucun des facteurs du produit 1x2x3... m (ot + 1); donc il divise Sm. D’ailleurs, puisqu’on suppose p>2, la somme Si ou
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est divisible parp; donc, en vertu de ce qui précède, Sî est aussi divisible par p; Si et Sa étant divisibles par' P, il en est de même de S3, et ainsi de suite jusqu’à Sp_s inclusivement.
PROPOSITION XIII
Former une table qui contienne les coefficients des puissances successives du binôme x + a.
La puissance de étant
a:™ + + k^a^ x”'-^ + etc.,
si l’on multiplie cette puissance par x+a, on aura (x + a)’" + «=x“ + <+A^ ax™+AJaSx"'-i +Aj a3x'»-2+etc.
+ 1 +aJ +Aj
On voit que le coefficient du n^rae terme, dans la (m + l<™«) puissance de x + a, est égal au coefficient du n*“'® terme, dans la mi^™ puissance rfe x + a, augmenté du coefficient du (n— l)tme terme de cette puissance. Cela étant, considérons le tableau suivant :
dans lequel le terme 1 de la première colonne verlicale est égal au coefficient de (x + a)“; les deux termes 1, 1 de la deuxième colonne sont les coefficients de (x+aj‘; les trois . termes 1, 2, 1 de la troisième colonne sont les coefficients de (x+a)2 et, en général, les w + 1 termes de la (ot + 1)®“® colonne verticale sont les coefficients de (x+a)'". Pour former celte table, on écrit le terme \ de la première colonne verlicale, puis les termes successifs de chaque colonne verti-
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cale, en ajoutant à chacun des termes de la colonne précédente celui qui le précède immédiatement dans cette colonne. Ainsi, par exemple , les termes de la quatrième colonne verticale sont 1+0 ou 1, 2+1 ou 3, 1+2 ou 3, 0 + 1 ou 1.
On donne à cette table le nom de triangle arithmétique de Pascal.
Corollaire. Le terme d'une colonne horizontale, à partir de la seconde, est la somme desn premiers termes de la colonne précédente. Car, en considérant, par exemple, le quatrième terme 10 de la troisième colonne horizontale , on a 10 = 6 + 4, 6 = 3+3, 3 = 1 +2 et, par suite, 10 = 4 +3+2+1.
PROPOSITION XIV
Trouver le nombre des boulets contenus dans une pile triangulaire.
La pile triangulaire a la forme d’un tétraèdre régulier. Elle se compose d'un nombre de tranches horizontales égal au nombre n des boulets contenus dans l’un de ses côtés; chaque tranche a la fome d'un triangle équilatéral, en exceptant la première qui contient un seul boulet ; la seconde en contient 1+2; la troisième, 1+2 + 3, et ainsi de suite jusqu'à la qui en contient l + 2+3 + ... + w. Ces nombres étant les termes de la troisième colonne horizontale du triangle arithmétique (pr. 13), leur somme'est égale au terme de la quatrième colonne horizontale (pr. 13, cor.) ou au quatrième terme de la (n + 3)^“« colonne verticale; or ce terme est le quatrième coefficient de (x+a)»+*; donc il est égal au nombre des combinaisons de ra + 2 lettres 3 à 3 (pr. 8) ; donc le nombre des boulets contenus dans la pile triangulaire est
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PROPOSITION XV
Trouver le nombre des boulets contenus dam une pile quadr angulaire.
La pile quadrangulaire a la forme d'une pyramide régulière dont la base est un carré. Elle se compose d’un nombre de tranches horizontales égal au nombre n des boulets contenus dans l’un des côtés de la ba.se ; chaque tranche a la forme d’un carré, à l’exception de la première qui contient un seul boulet ; la seconde en contient 2* ; la troisième, 3’ ; et ainsi de suite jusqu’à la qui en contient
; donc le nombre des boulets contenus dans la pile est
l-l-2»+3='+... + n* Oü
PROPOSITION XVI
Trouver le nombre des boulets contenus dam une pile rectangulaire.
La pile rectangulaire a la forme d’un pentaèdre dont la base est rectangulaire et dont les autres faces adjacentes à cette base sont deux trapèzes isoscèles égaux entre eux et deux triangles équilatéraux égaux entre eux. Elle se compose d’un nombre de tranches horizontales égal au nombre n des boulets contenus dans la plus petite dimension de la base ; chaque tranche a la forme d’un rectangle, en exceptant la première qui contient une seule file de boulets dont le nombre est égal à la différence d des nombres de boulets, contenus dans les deux dimensions de la base, augmentée d’une unité; la deuxième tranche en contient 2 x(</-H 2); la troisième, 3x(rf+3) et ainsi de suite
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jusqu’à la qui en contient n(rf+n); donc le nombre des boulets contenus dans la pile est
d(l+2+3+... + n)+l+2“+3*+... + n® ou (pr. 11, cor.2)
dn(n+l) n(n + l) (27 î 4-1) _ n(n + l) (3d+2n+l)
PROBABILITÉS
DÉFINITIONS
R. La probabilité mathématique d’un événement est le rapport du nombre des cas favorables à cet événement au nombre des cas possibles.
6. Lorsqu’un événement est une conséquence nécessaire de plusieurs autres événements, successifs ou simultanés , on donne au premier le nom ^'événement composé, et à chacun des autres le nom ^érénemerit simple. Ainsi , par exemple, gagner deux parties de suite, à un jeu quelconque, est un événement composé de deux événements simples dont l’un est le gain de la première partie et l’autre le gain de la seconde.
7. Vespérance mathématique d’un joueur est le produit d’une somme par la probabilité qu’il a de la gagner.
PKOPOSITION XVII.
Une urne contient 5 boules égales , 2 blanches et 3 noires; trouver la probabilité que, en tirant au hasard une seule boule de l’urne, cette boule sera blanche; puis, le rapport des enjeux x et y de deux joueurs qui parient, l’un pour la sortie d’une blanche, et l’autre pour la sortie d’une noire.
UVRE
1° En tirant une seule boule de l’urne, on peut amener indifTéremment une quelconque des 5 boules qu’elle contient ; donc 5 est le nombre des cas possibles ; mais on ne peut amener une boule blanche qu’en prenant l’une ou l’autre des 2 boules blanches contenues dans l’urne ; donc 2 est le nombre des cas favorables à la sortie d’une blanche et, par conséquent, la probabilité qu’on amènera une blanche est 5 {déf. 6 ).
2° On voit de même que | est la probabilité qu’on amènera une boule noire. Cela étant, le joueur qui parie pour la sortie d’une blanche a moins de chance de gagner que celui qui parie pour la sortie d’une noire ; donc l’enjeu x du premier doit être moindre que l’enjeu y du second d’une quantité telle que, après avoir joué un certain nombre de parties dans lesquelles le hasard n’aura favorisé aucun des joueurs, il y ait pour chacun d'eux égalité entre la somme des gains et celle des pertes. Supposons, par exemple, qu’en jouant 5 parties de suite, les 5 cas possibles se soient produits dans un ordre quelconque, c’est-à-dire qu’on ait tiré 2 fois une boule blanche et 3 fois une boule noire. Le premier joueur aura gagné deux fois l’enjeu du second ou 2y et perdu 3 fois son propre enjeu ou 3 j; ; donc pour que, en définitive, il n'ait ni gagné ni perdu, il faudra qu’on ait2y = 3x ou a;:y::2:3 ou enfin x :y donc let enjeux des joueurs doivent être en raison directe des probabilités qu’ils ont de gagner la partie ou, autrement, l’en-» jeu de chaque joueur doit être égal à son espérance mathématique (déf. 7). Ainsi, dans l'exemple proposé, le premier joueur devra parier 2 contre 3, ou a x | contre a x qu’on amènera une blanche, a désignant la somme des enjeux.
Remarque. En général, b étant le nombre des boules blanches et n celui des boules noires contenues dans l’ume, la probabilité qu’en tirant une seule boule on amènera une blanche est et la probabilité contraire, ou celle d’amener une noire, est Lorsque « = 0, 4 ^ 7=1 et —O;
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alors l’arne ne contenant que des boules blanches, on est certain d’amener une boule blanche, tandis qu’il est impossible de tirer une boule noire ; on a d’ailleurs, dans tous les cas, ~ 1 ^ probabilité mathématique
d’un événement certain est l’unité; celle d’un événement impossible est nulle ; celle d’un événement, qui n’est ni certain ni impossible, est comprise entre zéro et Funité, et la somme des probabilités de deux événements contraires, dont l’un doit arriver nécessairement, est égale à Lorsque
b = n, et alors il n’y a pas plus de raison de
croire à la sortie d’une blanche qu’à celle d’une noire.
PROPOSITION XVIII
La prohabilité d'un événement composé de plusieurs événements simples est égale au produit des probabilités partielles de tous les événements simples.
On a, par exemple, deux urnes différentes; la première contient 2 boules blanches et 3 boules noires; la seconde, 6 boules blanches et 7 boules noires ; on tire une boule de chaque Urne, et on demande la probabilité qu’elles seront toutes deux blanches.
Chacune des 5 boules de la première urne pouvant sortir avec chacune des 13 boules de la seconde, le nombre des cas possibles est 5 x 13 ; chacune des 2 boules blanches de la première urne pouvant sortir avec chacune des 6 boules blanches de la seconde , le nombre des cas favorables à la sortie de deux blanches est 2 x 6 ; donc la probabilité qu’on amènera deux blanches est ou | x c’est-à-dire le produit de la probabilité qu’une blanche sortira de la première urne par celle qu’une blanche sortira de la -seconde (pr.l7).
Corollaire. Lorsqu’on a n urnes différentes contenant chacune une houle blanche et une boule noire et qu’on tire
LIVRE III
une boule de chaque urne ou, ce qui revient au même, lorsqu’on tire n fois de suite une boule d’une seule urne, en remettant chaque boule dans l’urne après l’avoir tirée , la probabilité qu’on amènera toutes les boules blanches des n urnes, ou n fois de suite la boule blanche de l'une des urnes, est j... ou (j)*; donc la probabilité
qu’une personne gagnera n parties de suite à un jeu de hasard où la chance de gagner et celle de perdre sont les mêmes à chaque partie , est égale à la fraction j élevée à une puissance dont le degré est le nombre des parties.
PROPOSITION XIX
La probabilité d’un événement qui peut avoir lieu de plusieurs manières distinctes est égale à la somme de ses probabilités relatives aux diverses manières dont il peut arriver.
On a, par exemple, trois urnes différentes ; la 1" contient 13 boules, ^ blanches et 9 noires ; la 2° 13 boules, 5 blanches et 8 noires; la 3' 13 boules, 7 blanches et 6 noires; on porte au hasard la main dans l’une quelconque des trois urnes pour en tirer une boule, et on demande la probabilité que cette boule sera blanche.
La main pouvant être portée indifféremment dans l’une quelconque des trois urnes, la probabilité qu’on la portera dans la 1” est | ; mais la probabilité qu’une boule , tirée de la l«î urne, sera blanche est (pr.l7) ; donc la probabilité définitive qu’on tirera une boule blanche de la 1” urne est ^X^ (pr. 18); on trouvera de même jX-^ et iX pour les probabilités qu’on tirera une boule blanche de la 2' urne et de la 3'. Cela étant, si l’on réunit les 13x3 boules que contiennent les trois urnes en une seule et même urne, la probabilité de tirer une boule blanche de leur en-
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semble n’aura pas changé ; car on peut concevoir les 13x3 boules, contenues dans une seule urne, séparées en trois groupes, dont chacun se compose des 18 boules provenant de l’une des urnes primitives, de sorte que la chance de porter la main sur l’un des trois groupes sera la même que lorsqu’ils étaient placés dans des urnes différentes ; mais l’urne totale contient 13x3 boules dont (4 +5+7) blanches, donc la probabilité d'en extraire une boule blanche est ■7^ c’est-à-dire la somme des
probabilités qu’on avait d’extraire une boule blanche de la 1" urne, de la 2* et de la 3‘ en portant au hasard la main dans l’une de ces urnes.
Remarque. Cette démonstration suppose que toutes les urnes contiennent le même nombre de boules : lorsqu’il en est autrement, on peut réduire au même dénominateur les fractions qui expriment les probabilités d’extraire une boule blanche de chaque urne considérée isolément, et supposer que l’une quelconque des urnes contient un nombre total de boules égal au dénominateur commun et un nombre de boules blanches égal au numérateur de la nouvelle fraction relative à cette urne. De cette manière, on n’altère pas la probabilité d’extraire mie boule blanche de l’une quelconque des urnes ou de leur ensemble; ainsi, par exemple, la probabilité | d’extraire une boule blanche, d’une urne qui contient 2 boules blanches et 3 boules noires, est égale à la probabilité ^ d’extraire une boule blanche d’une urne qui contiendrait 8 boules blanches et 12 boules noires.
PROPOSITION XX
Deux joueurs veulent interrompre une partie au moment oh le premier a encore un point à faire et le second deux pour la gagner; on suppose que, à chai/ue coup , ils ont la même chance de faire un point, et on demande comment ils doivent se partager la somme des enjeux.
LITBE III.
On voit d’abord que si ia partie continue, elle se terminera après un nombre de coups au plus égal à 2. Cela étant, admettons que les joueurs conviennent de jouer encore deux coups, ce qui ne change rien à leurs chances de gagner la partie : le premier peut indifféremment gagner le 1" coup et perdre le 2', perdre le 1" et gagner le 2”, gagner les deux coups ou les perdre ; dans les trois premiers cas, il gagne la partie, et la perd seulement dans le quatrième ; donc la probabilité que le premier joueur gagnera la partie est la probabilité contraire est j, et la somme des enjeux doit être partagée entre le premier et le second en deux parties qui soient entre elles dans le rapport de 3 à 1 (pr. 17). Ainsi, en supposant que cette somme soit V, le premier joueur prendra 3' et le second 1'.
En général , lorsque plusieurs joueurs conviennent d’interrompre une partie, la somme des enjeux doit être partagée de manière que chacun d’eux prenne une somme égaie à son espérance mathématique (déf.7).
PROPOSITION XXI
Une urne contient les 90 numéros 1 , 2 , 3 ... 90 ; on en tire cinq au hasard; trouver la probabilité que les numéros 30 et 47 seront compris datis les numéros sortants.
En supposant qu’on tire successivement chacun des 90 numéros contenus dans l’urne, la probabilité demandée sera la même que celle de la sortie des numéros 30 et 47 dans les 5 premiers qu’on aura tirés. Or, le nombre des manières dont peuvent sortir les numéros 30 et 47 est égal au nombre 90x2 des arrangements de 90 lettres 2 à 2, et le nombre des manières dont ils peuvent sortir dans les 5 premiers est égal au nombre 5x4 des arrangements de 5 lettres 2 à 2 ; donc le nombre des cas favorables est 5x4 ;
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celui des cas possibles, 90x89; et la probabilité demandée — ou
En général, soit m le nombre des numéros contenus dans l’urne, n celui des numéros qu’on tire, et p la probabilité que n' numéros désignés d’avance seront compris dans les n numéros sortants ; on aura
Remarque. En faisant m = 90, n = 5, et successivement n'=l, 2, 3, 4, 5, on trouve les probabilités qu’on avait de gagner à l’ancienne loterie de France, en jouant \ extrait simple, \'ambe simple, le terne, le quaterne et le quine.
Lorsque n'=l, on a /? = ^= 1 ^; donc la loterie devait payer au joueur qui gagnait un extrait simple 18 fois sa mise ; elle ne donnait que 15 fois la mise.
Lorsque »'=2, on a = ^ = donc celui qui gagnait un ambe simple aurait dû toucher 400', 5 pour une mise égale à 1'; il ne touchait que 270'.
Lorsque n'= 3, on a p= 7777 -^; donc celui qui gagnait un terne aurait dû toucher 11748' pour la mise 1'; il ne touchait que 5500'.
Lorsque n'=4, on donc celui qui gagnait
un quaterne aurait dû toucher 511038' pour la mise 1'; il ne touchait que 75000'.
Lorsque rt'=5, on a donc celui qui gagnait
un quine aurait dû toucher 43949268' pour la mise 1 '; il ne touchait que lüOOOOO'.
L’extrait déterminé était un numéro sortant dans un ordre déterminé, le 3' par exemple. Chacun des 90 numéros pouvant sortir le 3% la probabilité qu’on gagnerait était ^ et la loterie aurait dû payer au gagnant 90 fois sa mise ; elle ne la payait que 70 fois.
Uambe déterminé consistait à désigner d’avance deux
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numéros o et 6 qui devaient sortir dans un ordre déterminé; par exemple, a le S"" et b le 5'. Or la probabilité que a sortirait le 3^ était et en admettant que a fût sorti le 3«, chacun des 89 autres numéros pouvait sortir le 5'; donc la probabilité que b sortirait le 5® était donc la probabilité que a et 6 sortiraient dans l’ordre indiqué était (pr. 18) ou et la loterie aurait dû payer au gagnant 8010' pour la mise 1'; elle ne donnait que 5100'.
PROPOSITION XXII
Quelle est la probabilité d’ amenai' m moins une fois le numéro 6 avec un dé, en a épreuves successives?
La probabilité, à chaque épreuve, qu’on amènera le numéro 6 étant celle de ne pas l'amener sera 1 — i ou f ; donc la probabilité de ne pas amener ce numéro en n épreuves successives est (pr. 18) | x|x| ...ou(f)" ; donc la probabilité de l’événement contraire on celle de l’amener au moins une fois sera 1 — (f)*-
Remarque. Pour que la probabilité d’amener le numéro 6 fût égale à celle de ne pas l’amener, il faudrait pouvoir jouer un nombre n de coups tel qu’on eût 1 — (|)" = i ou = i ou enfin (^)" = 2. Or on a (f)® <2 donc il
y aura avantage à parier que le numéro 6 n’arrivera pas en 3 coups et qu’on l’amènera au moins une fois en k coups.
PROPOSITION XXIII
Quelle est la probabilité que deux nombres A et B, formés chacun de n chiffres pris au hasard, seront tels que l’on puisse soustraire le second du premier sans être obligé d’augmenter aucun chiffre supérieur?
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Soient a et 6 deux chiffres correspondants de A et B. Les seules combinaisons favorables sont :
dont le nombre est (1+2+3+ ... +10) ou 55. De plus, chacun des chiffres o et 6 étant susceptible des 10 valeurs 0, 1, 2, 3 ... 9 , le nombre des cas possibles est 10 x 10 ou 100 ; donc la probabilité que 6 n’excède pas o est ou ^ ; donc enfin la probabilité demandée est (pr. 18)|lx^ X H ... ou
PROPOSITION XXIV
Une ume contient n boules dont l’une au moins est blanche; trouver la probabilité quen tirant au hasard une seule boule 'de l’urne, cette boule sera blanche ?
L’urne pouvant contenir indifféremment 1 boule blanche ctn— 1 noires, 2 blanches et n— 2 noires, Sblanches et n— 3 noires, etc., jusqu’à n blanches, on peut supposer qu’on a n urnes distinctes dont la première contient 1 boule blanche et n— 1 noires, la deuxième 2 blanches et n— 2 noires, etc., et chercher la probabilité qu'on aura d’amener une boule blanche, en portant au hasard la main dans l’une quelconque de ces urnes. Or la probabilité de porter la main dans la première est et celle d’en extraire une blanche est ; donc la probabilité d’extraire une boule blanche de la première urne est ; on trouve de môme que les probabili-
tés d’extraire uue blanche des urnes suivantes sont respectivement -rX-^, -^x-r-'-vX-r; donc en définitive la
n ft'ii fl R R'
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probabilité d'citraire une boule blanche de leur ensemble ou de l’urne proposée est (pr. 19)
(t+4+t+---+t)xtou4-+^'
PROPOSITION XXV
Une ume contient un nombre pair 2n de boules blanches ou noires; le nombre des blanches excède celui des noires au moins (f une unité ; trouver la probabilité qu'en portant la main dans l’urne pour en extraire une seule boule, cette boule sera blanche.
En raisonnant comme dans le problème précédent, on est conduit à considérer n urnes dont la première contient n + 1 blanches etn— 1 noires, la deuxième n +2 blanches et n— 2 noires, etc., jusqu’à la qui contiendra 2» blanches. On trouve alors que la probabilité demandée est (pr. 18 et 19 ]
2» 2n 2» 2n / n k kn
PROPOSITION XXVI
Une ume contient n boules; trouver les probabilités P OM q d'en extraire un nombre pair ou un nombre impair.
Le nombre P des cas favorables à la sortie d'un nombre pair de boules est la somme des nombres de combinaisons de n lettres 2 à 2, 4 à 6 à 6, etc. ; le nombre I des cas favorables à la sortie d'un nombre impair de boules est la somme des nombres de combinaisons de n lettres 1 à 1, 3 à 3, 5 à 5, etc. ; donc
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n(n— 1) («— 2) n(n— 1) (»— 2) (n— 3) (n— 4) 1x2x3 ^ Ix2x3x4x5
etc
n(»-l) «(w-1)(n-2](w-3) «(»t-l)(ra-2)(«-3)(?t-4)(ra-5) 1x2^ Ix2x3x4- Ix2x3x4x5x6
On voit par là que 1 + 1 + P est la somme des coefficients de (a;+rt)" et que 1— I + P est celle des coefficients de (x—a)”‘ (pr. 8) ; donc
1+H-P=2" et 1— I+P=o (pr. 8, cor. 4) ou ...i-.i.i.i I + P=2" — leti— P=l;
d’où l’on déduit I=2“-< et P=2"-* —1. Or le nombre des cas possibles est I + P ou 2" — 1 ; donc
PROPOSITION XXVII
Une urne contient n houles, blanches et noires, dans un rapport inconnu; une première houle tirée de cette urne est blanche ; quelle est la probabilité qu’une seconde boule, tirée de la même urne, sera blanche ?
L’urne peut contenir avant le premier tirage 1 boule blanche et n— 1 noires, 2 blanches et n— 2 noires, 3 blanches et n— 3 noires, etc., jusqu’à n blanches. Le nombre des cas favorables à la sortie de 2 blanches est nul dans la première hypothèse, 2x1 dans la deuxième, 3x2 dans la troisième, etc., n(n— 1) dans la n*!""®; or 2xl=l*+l, 3x2 = 2*+2... n(n— 1) = (n— l)*+n— 1 ; donc le nombre total des cas favorables à la sortie de deux blanches est
- '- 1x2x3 — ^'(pr.ll.eor.S);
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On voit de même que le nombre des cas possibles est, en supposant la sortie d'une blanche an premier tirage,
(n— l)+2(n— 1) + 3(n— 1) + ... + w(n— 1) ou
donc la probabilité qu’on pmënera une blanche au second tirage est
DÉFINITIONS
8. On appelle Table de mortalité une table qui contient, sur un grand nombre V d’individus, un million par exemple, nés aune certaine époque, les nombres Vi, Vj, Va... de ceux qui vivent après un an, deux ans, trois ans, etc.
Remarque. Vm et Vn étant les nombres d'individus dgés de m et de n années, la probabilité qu’a un individu âgé de m années d’atteindre ou de dépasser l’âge de n années est -- — ; car sur Vm cas possibles, il y a V» cas favorables.
Vwi
9. LdiVie probable à' un individu est l’âge qu’il a autant de chance d’atteindre que de ne pas atteindre. Ainsi, lorsqu’on a = |, n est la vie probable d’un individu âgé de m années.
• Remarque. En France, la vie probable d'un individu h sa naissance est comprise entre 20 ans et 21 ans ; la vie probable d’une personne de 20 ans est comprise entre 55 ans et 56 ans, et celle d’une personne de 40 ans est environ 63 ans.
10. La vie moyenne est la moyenne (ar.liv. 3, déf.28) des temps pendant lesquels ont vécu un grand nombre de personnes.
11. ‘ Un placement à fonds perdu est un placement par lequel l’emprunteur s’engage à rembourser un capital avec ses intérêts , au moyen d’un certain nombre de paiements effectués à des époques convenues jusqu’à la mort du
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créancier. Chaque paiement est une rente viagère qu’on suppose ordinairement constante et annuelle.
PROPOSITION XXVIII
Trouver une valeur approchée V de la vie moyenne, en faisant usage d’tine table de mortalité.
V étant le nombre des individus nés à une certaine époque, et V) le nombre de ceux qui vivent encore au bout d’uneannée (déf.8),ilen estmortV— qui ont vécu moyennement la moitié d’une année; de sorte que la somme des temps, pendant lesquels ils ont vécu, est à peu près égale à j(V— Vi). On voit de même que |(Vi— Va), |(Va— Vs) etc., sont respectivement les sommes des temps pendant lesquels ont vécu les individus morts à des âges compris entre un an et deux ans, entre deux ans et trois ans, etc.; donc on a (déf.10)
ï(V-V,)+|(V,-Va) + |(V,-V5)+etc.
, , Vi + Vj+Vs+etc.
ou 0 = 1 + .
PROPOSITION XXIX
Trouver la rente viagère a tïun capital A placé par une personne âgée dv m années.
Concevons que V» personnes Agées de m années aient placé chacune un capital égal à A et aux mêmes conditions que la première. En admettant (déf.8) que Vm+i de ces personnes vivent encore à la fin de la première année, l’emprunteur devra payer aV„,+i au bout de celte année; on voit de même qu’il devra payer aA'm+ 2 , nVm+a, etc., dans
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deux ans, trois ans, etc. Mais aVm+i, payable dans un an, vaut actuellement r étant l’intérêt d’un franc
placé pendant une année (ar.liv.5, prob. 13) ; pareillement, aVm+ 2 , payable dans deux ans, vaut actuellement etc.; donc on aura l’égalité
AV„= ^^V„+2 + -^^Vm+5+...
d’où l’on déduit la valeur de a, ou celle de A en supposant qu’étant donnée la rente viagère, on demande la valeur du capital.
PROBLÈMES A RÉSOUDRE
I. Combien peut-on foi-mer de mots composés de 4 des 7 consonnes b, c, d, f, g, h, k, et de 3 des 5 voyelles a, e, i, o, u?
Réponse : 1764000.
n. Trouver le nombre des arrangements de 5628 lettres, 3 o 3, en supposant que chaque lettre puisse entrer plusieurs fois dans le même arrangement.
Réponse: 178263433152.
III. Trouver le nombre des combinaisons de 5628 lettres, 3 à 3, en supposant que chaque lettre puisse entrer plusieurs fois dans la même combinaison.
Répoaje.- 29726411260.
IV. Trouver la somme des coefficients de la 15^'"* puissance de x+ a.
Réponse: 32768.
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V. Quel est le plus grand coefficienl de la 12*"® puissance de x+a?
Réponse : 92 ^.
VI. On a trois urnes différentes; /al" contient 2 boules blanches et 3 boules noires; la 2®, 3 boules blanches et 5 boules noires; la 3®, 5 boules blanches et 7 boules noires; quelle est la probabilité qu’en tirant au hasard tine boule de chaque urne, ces 3 boules seront blanches ?
VII. Une urne contient 2 boules blanches et 5 boules noires; on en tire une boule qu’on remet dans l’urne; on fait de même un second tirage , puis un troisième; quelle est la probabilité que les 3 boules tirées de cette manière seront blanches?
Réponse :
VIII. Une urne contient 3 boules blanches et 5 boules noires; on en tire 3 boules au hasard; quelle est la probabilité qu'elles seront toutes blanches?
Réponse :
IX. On a trois urnes différentes; /al" contient 2 boules blanches et 3 boules noires; la 2®, 3 boules blanches et 5 boules noires ; la 3°, 5 boules blanches et 7 boules noires; on porte au hasard la main dans l’une des trois urnes pour en tirer une boule, et on demande quelle est la probabilité que cette boule sera blanche?
UVRE III
X. On jette 5 dés à jouer sur une table; quelle est la probabilité que 30 sera la somme des points marqués sur les faces supér ieures ?
Réponse ■:
XI. Quelle est la probabilité qu'on amènera sonnez 3 fois de suite au jeu de trictrac?
Réponse :
XII. Quelle est la probabilité que 4 caries, prises au hasard dans un jeu composé de 52 cartes, seront les
4 as?
XIII. Deux joueurs veulent interrompre une partie au moment où le premier a encore un point à faire et le second trois pour la gagner; on suppose que, à chaque coup, ils ont la même chance de faire un point, et on demande comment ils doivent se partager la somme des enjeux ?
Réponse : dans le rapport de 7 à 1.
XIV. Un cadenas à secret de forme cylindrique se compose rfe 10 cylindres partiels égaux entre eux et mobiles autour de l’axe commun du cylindre total; la surface latérale de chaque cylindre partiel est partagée également en 8 fuseaux, sur lesquels sont écrits les nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 dans un ordre quelconque ; un point de repère, marqué sur une garniture fixée à l'axe , est tel que le cadenas peut s'ouvrir, lorsqu'on dispose les cylindres partiels de manière que les chiffres situés sur r arête qui aboutit au point fixe
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f'ormenl le nombre 3456738215; quelle est la probabilité que le cadenas pourra s’ouvrir, en disposant au hasard les cylindres partiels de manière que \ 0 chiffres soient en ligne droite avec le point de repère?
XV. Quelle est la probabilité que deux nombres formés chacun de 3 chiffres pris au hasard soient tels que l’on puisse les additionner sans faire île retenue?
x\i. Une urne contient ] 00 boules, dont l’une au moins est blanche; trouver la probabilité quen tirant au hasard une seule boule de l’ume , celte boule sera la blanche?
XVII. Une urne contient 100 boules blanches et noires; le nombre des blanches excède celui des noires au moins d'une unité; trouver la probabilité qu’en portant la main dans l’urne pour en extraire une seule boule, cette boule sera blanche.
XVIII. Une urne contient 15 boules; trouver les probabilités P ou q d’en extraire un nombre pair ou un nombre impair.
INCOMMENSURABLES
DÉFINITIONS
1 . Une quantité constante est limite d'une quantité variable , lorsque leur différence peut devenir aussi petite qu'on voudra sans être nulle. Ainsi l'unité est la limite du nombre variable 0,999 . . . dont les valeurs successives sont 0,9; 0,99; 0,999 .... car on peut prendre assez de chiffres 9 pour que l’excès de l’unité sur le nombre qui en résulte soit moindre qu'une partie aliquote de l’unité aussi petite qu’on voudra.
Une quantité variable est peO'/e, lorsqu’elle
a pour limite zéro (déf. 1). Tel est le nombre (1—0,999 ...) dont les valeurs successives sont (1—0,9) ou 0, 1 ; (1 —0,99) ou 0,01, etc.
Reuarqde. Lorsqu’une quantité constante est limite d'une quantité variable (déf. 1), la différence de ces quantités est infiniment petite, et réciproquement.
3. Une quantité varie d'une manière continue, lorsqu’elle passe d’une valeur à une autre par toutes les valeurs intermédiaires.
Le temps croît d’une manière continue. La longueur d’une ligne décrite par le mouvement d'un point mathématique croît d’une manière continue.
4. Deux rapports incommensurables (ar. liv. 3, déf. 27) sont égaux, lorsque l’antécédent du premier rapport contient une partie aliquote de son conséquent, aussi petite qu’on voudra, autant de fois que l’antécédent du second rapport contient la même partie aliquote de son conséquent.
COMPLÉMENT D’AlUTUMÉTigUE.
AXIOME
Lorsque deux quantités, susceptibles de varier d'une manière continue (déf. 3), sont telles que l'une augmente et que l'autre diminue suivant une loi déterminée, et de manière que leur différence soit infiniment petite (déf. 2), ces deux quantités ont une limite commune.
PROPOSITION PREMIÈRE
Lorsqu’on multiplie ou quon divise une quantité a infiniment petite par un nombre constant m, le produit am et le quotient sont infiniment petits.
1“ Car pour qu’on ait am<C.h, h étant une quantité donnée aussi petite qu’on voudra, il suffit d’attribuer ti a une valeur moindre que donc a»i a pour limite zéro (déf. 2).
2° Car pour qu’on ait A, il suffit de donner à a une valeur moindre que hm.
PROPOSITION II
La somme a+p+y de plusieurs quantités infiniment petites est infiniment petite.
Car pour qu’on aita-t-P+Tf<A, A étant une quantité donnée aussi petite qu’on voudra, il suffit d’attribuer à chacune des quantités a, p, t une valeur moindre que | A ; donc a+p-t-f a pour limite zéro (déf.2).
Remarque. La différence a — p de deux quantités infiniment petites est aussi infiniment petite ou égale à zéro. Car pour qu’on ait a — p<A, il suffit de donner à o et à p des valeurs moindres que A; et dans le cas particulier où l’on a constamment «=P, la différence «— p=o.
LIVlt£ IV.
PROPOSITION III
Le produit a p y de plusieurs nombres infiniment petits est infiniment petit.
Car pour qu’on ait h étant un nombre donné
aussi petit qu’on voudra, il suffit d'attribuer à chacun des facteurs «, P, ^ une valeur moindre que ph; donc le produit a pour limite zéro.
Corollaire. Toute puissance «’* (T un nombre infiniment petit est infiniment petite. Car o“ est un produit de m facteurs égaux à O. ^
Remarque. Toute racine v'a dCun nombre infiniment petit est infiniment petite. Car pour qu'on ait ’î/'a < A, il suffit dé donner à a une valeur moindre que .
PROPOSITION IV
Deux quantités constantes a et b sont égales, lorsque leur différence peut être supposée aussi petite qu'on voudra.
Car si ces quantités constantes étaient inégales , leur différence serait elle-même une quantité constante qu’il serait absurde de supposer moindre qu’une quantité donnée aussi petite qu’on voudra.
PROPOSITION V
Une quantité variable ne peut avoir plus d'une limite ou , autrement , deux quantités variables x et y dont les valeurs sont constamment égales ont la mêmelimite.
COMPIÆMENT D’aRITHMÉTIOUE.
Soient « et^» les limites dex et y. On a par hypothèse x=y, a=x+a, 6=y +p, a et P étant des quantités infiniment petites (déf. 2). On en déduit a — è=(x+»)— (y+p) = a — P; or la différence «—P est nulle ou infiniment petite (pr.2, rem.); donc a =6 (pr. 4.),
PROPOSITION VI
Deux quantités variables x et y dont la différence est infiniment petite ont la même limite.
Soient a et ô les limites de x et y. On a par hypothèse a—x+a,b=y+^,x — y — a, p, ^ étant des quantités in-
finiment petites. On en déduit a— è=(x— y)+ (a— p) = 7+“— P; or y + a — P est une quantité nulle ou infiniment petite (pr.2); donc a=b (pr. 4).
PROPOSITION VII
Toute quantité constante A, comprise entre deux quantités variables \ et y dont la différence x — y estinfiniment petite, est la limite commune de ces deux quantités.
Supposons qu’on ait x> A>y et .x — y = «, a étant une quantité infiniment petite. On en déduit x — A<x— y — aetA — y<x — y = a; donc A est la limite commune des quantités x et y.
PROPOSITION VIII
Lorsqu’on augmente ou qu’on diminue une quantité variable xld’unc quantité constante m , sa limite a augmente on diminue de cette quantité.
Soit rt— x=«,a étant une quantité infiniment petite. On
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aura «±:»rt — (x±w/) = *; donc a±m est la limite de x±m. (déf.2,rem.)
PfiOPOSlTlON IX.
Lorsqu’on muUiplie ou quon divise uné quantité variable x par un nombre constant ui, la limite a de celle quantité est multipliée ou divisée par ce nombre.
Soit a—x= X, a étant une ijuantité inGniment petite.
On aura am — xm = a.m et — — — = — ; or a»i et — sont
m m m tn
des quantités infiniment petites (pr. 1), donc am est limite
de xm et — limite de — . m m
PROPOSITION X
La limite de la somme de plusieurs quantités variables X, y, Z est égale à la somme des limites a, b, c de ces quantités.
Soit a — x — et, b— y — ?, <. — 5 = 7, a, p, 7 étant des quantités in&niraent petites. On aura {a+b + c)—{x+y + z) = a + P + 7 ; or la somme a + p + 7 est inGniment petite (pr. 2) ; donc a + ô + e est la limite de a;+y + s.
Remauoue. On voit de même par l’égalité (n—b]—(x—y) = a — Pque la limite de la différence de deux quantités variables \ et y est égale à la différence a~b de leurs limites.
PROPOSITION XI
La limite du produit de plusieurs nombres variables est égale au produit des limites de tous ces nombres.
COHPLÉUENT d’aRITHMÉTIQUE>
1" Considérons d'abord un produit xy de deui facteurs variables; et soient a et 6 leurs limites respectives. On aura x=a + a, y=&+P, a et P étant inGniment petits. On en déduit .ry=ai»+ap + ôa+aP; or les produits op, »p et la somme aP + 6«+ap sont inGniment petits (pr. 1,2,3); donc ab est la limite deary (déf.2,rem.).
2“ Soient a, b, c les limites de x, y, z. En vertu de ce qui précède, on aura lim. a;ys = lim.a;yx lim.s; or lim.xy = ab etlim.3 = c, donc lim.ajys — abc; et ainsi de suite, quel que soit le nombre des facteurs du produit.
CottOLLAiRE 1. La limite b de la m^““ puissance dun nombre variable % est égale à la puissance de lu limite n de ce nombre. Car x™ étant un produit de m facteurs égaux à x, on a 6 = axaxa... =a'".
Corollaire 2, La limite b de la racine m*>"'® dun nombre variable x est égale à la racine de la limite a de ce nombre. Car x étant la puissance de v'a:, on a a = ô" (cor.l) et, par suite, b = ^a.
PROPOSITION Xll.
La limite c du rapport x : \ de deux quantités variables, non infiniment petites, est égale au rapport a : b de la limite de l’antécédent x à la limite du conséquent y.
Car, en supposant que z soit le rapport variable de x à y, on aura x=yz et, par suite (pr.5etll) a = 6c etc = y.
PROPOSITION XIII
Trouver la limite de la fraction - — - dans laquelle
X est une variable qui a pour limite l'unité.
UVIIE IV,
£n faisant o;=:l dans la fraction proposée, elle prend la forme Mais on a (liv.l,pr.9)
a;-l ic-t
et, par suite,
Or, X étant un nombre variable qui a pour limite Tunité, la différence 1 — x est infiniment petite; donc 2 est la limite de la fraction
En général, pour trouver la limite cC une fraction variable qui prend la forme y en vertu d’une seule hypothèse, on met en évidence dans les deux termes un facteur commun qui devient nul par cette hypothèse, on supprime ce facteur, puis on fait la même hypothèse dans le résultat ainsi obtenu.
Remarque 1. On dit que cette limite 2 est la maie valeur de la fraction proposée, pour x = l. Mais, en général, l’expression est un signe d’indétermination ; car il existe une inGnité de nombres qui, multipliés par le diviseur zéro, reproduisent le dividende zéro.
Remarque 2. Si dans la fraction on suppose que le nombre x est inüniment petit, le dénominateur sera positif et infiniment petit. Or, à mesure que x* diminue, la fraction augmente, et on peut prendre x assez grand pour que excède un nombre donné aussi grand qu’on voudra ; c’est pourquoi on dit que la fraction est infiniment grande pour x = 0. Elle prend alors la forme qu’on remplace aussi par le signe oo qui s’énonce X infini positif ou pltis l’infini. La fraction — ^ conduit de même à l’expression — y qu’on remplace aussi par le signe — oo qui s’énonce Yinfini négatif ou moins l’infini. Enfin, lorsqu’on suppose le dénominateur x de la fraction infiniment grand , la fraction est infiniment petite, et a pour limite zéro, ce qu’on exprime en écrivant ± — = 0.
COMPLÉMENT d’aUITHMÉTIQUE.
PROPOSITION XIV
a et b désignant les valeurs du nombre incommensurable A , approchées l'une par défaut et Vautre par excès à moins de si Von fait croître le nombre n indéfiniment, les puissances variables a” et b“ auront une limite commune A,
En effet, on a par hypothèse a™<C.h‘<Cb’” et * = « + »
d’où l’on déduit (liv. 3, pr.8j
bm — a”‘= a’"-*+ ' ■-^ a’”-i‘+etc.+ — ;
or on peut prendre n assez grand pour que chacun des nombres qui contiennent n en dénominateur soit aussi petit qu’on voudra ; donc la somme ù™ —a" de ces nombres est infiniment petite (pr. 2) ; donc À est la limite commune des puissances variables a”> et b’” (pr.7).
Remarque 1. La différence b — a étant égale à —, si l’on désigne par t une longueur arbitraire, on aura Ib—la =— . Or, 1e nombre n étant aussi grand qu’on voudra , la différence — des produits la, U> variables avec n est infiniment petite ; donc il existe entre ces produits une iongueuj' constante L qui est leur limite commune (ax.). Gela étant, on dit que le rapport incommensurable de L à / est égal à ✓Â, CG qui signifie que L est la limite du produit qu'on obtient en multipliant 1 par ta valeur a ou b de^rS. approchée par défaut ou par excès à moins de n étant un nombre entier qui augmente indéfiniment. On exprime encore la même chose en d’autres termes , lorsqu’on dit que v/A ou T est la limite commune des nombres variables a et b,
qui sont les valeurs approchées de \/A et de -j-à moins de—.
Remarque 2. En substituant à l une autre longueur /',
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on verrait de mCme que les produits variables l'a, l'b ont une limite commune V dont le rapport à V est aussi égal à v/A (rcm.l); ce qui s'accorde avec la dédnition h \ car, en supposant que a= on aura ô= ^X-^<L< et ^'x-^< L'<^'x-^; d’où il résulte que L contient une partie aliquote quelconque de / autant de fois
que V contient la même partie aliquote de V.
Remarque 3. En générai , toute expression qui contient plusieurs nombres on rapports incommensurables a, p, •r, etc., est égale (rem.l) au rapport (L:?) de deux longueurs. Car on pourra toujours remplacer les nombres a, p; 7, etc., succesivement par des nombres commensurables a!, P', Tf', etc., a", P", 7 ", etc., tels qu’on obtienne deux résultats variables H et r dont la différence soit aussi petite qu’on voudra; et, par conséquent, une longueur L sera la limite commune des produits variables /R, Ir, l étant une longueur constante et arbitraire. On dit alors que Texpression proposée ou le rapport (L:/) est la limite commune des nombres variables K et r.
PROPOSITION XV
Toutes les égalités relatives à des nombres cojnmensurables quelconques s'étendent aux nombres incommensurables.
Proposons-nous, par exemple, de démontrer qu’un produit \/2xi/3 de deux nombres incommensurables (pr. 14, rem. 3) ne change pas <je valeur, lorsqu’on intervertit l’ordre des facteurs ; c’est-à-dire que
En désignant par a et à les valeurs approchées de V/2 et 1^3 à moins de n étant aussi grand qu’on voudra , on aura ab = ba; ces produits variables avec n étant cons-
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tamment égaux, leurs limites sont égales (pr. 5); or 1/2 X t/3 est la limite du produit a b, et i/3 x l/2 est
celle du produit ba (pr. 14, rem. 3); donc l/2 x »/3 = v^3x ^2.
PROPOSITION XVI
I^s puissances successives d’un nombre A, plus grand que [‘unité, sont de plus en plus grandes; et on peut prendre l’exposant m assez grand pour qu’on ait la relation A™ > B, B étant un nombre donné, aussi grand qu’on voudra.
1° En posant A=l + a, on a A’"'*'‘=A'"x(l + a)=A'” +
«A’";doncA'"+'>A’".
2" On a (liv.3, pr. 8) (l + a)"'=l + »Ma+etc.,et, par suite, (1 + «)”’> 1 +m« ou a”> 1 +wia; donc toute valeur entière de m, qui rendra l + donnera à plus forte raison A”>B. Mais la relation l + »ia>B donne
OU J
donc toute valeur entière de plus grande que
rendra A’">B.
PROPOSITION XVII
Les puissances successives d’un nombre a, moindre que l’unité, sont de plus en plus petites; et on peut prendre l’exposant in assez grand pour qu’on ait la relation a'"<b, b étant tm nombre positif aussi petit qu’on voudra.
1® En posant a = l— «, on a «’"+' = a" x (1— *) = a"*— oa™; donc a™ +*<«’".
LIVRE IV
2“ L’inégalité «'"<é peut s’écrire mais, n étant
moindre que l’unité ,-^est plus grand que l'unité ; donc toute valeur entière de m, plus grande que ' ■
, rendra v (pr. 16) ou a™ <6.
PROPOSITION XVIIl.
Im somme (les termes d'une progression géométrique H a aq ; aq^ ;aq’... indéfiniment décroissante a une limite qui est égale au premier terme a de la progression, divisé par l'excès de l’unité sur la raison.
Car on a généralement s ■
ou s=-
aq
(arJiv.5,pr. 35, rem. 2)
, -, ou enfin •5 — -tV=t^x 9” ’> ^^9
étant moindre que l’unité, on peut prendre n assez grand
pour que q” et, par suite, x q” soit moindre qu’un
nombre positif aussi petit qu’on voudra (pr. 17), donc
est la limite de s (déf. 1).
On peut faire usage de ce principe pour trouver la fraction génératrice d’un nombre décimal périodique 0.3G8368368...; car cette fraction étant la limite de la
somme variable 0,368 + 0,000368 + 0,000000368.... des termes d’une progression géométrique dont la raison est 0,001 , on a
PROPOSITION
Les racines successives d'un nombre A , plus grand que funité, sont de plus en plus petites; et on peut prendre l 'indice ni assez grand pour quon a/il la relation +^,'î étant un nombre positif aussi petit
qu’on voudra
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tn m+i
l'i En posant l/"Â= “ et J^Â = P, on a a" = A,p™+' = A et, par suite, «'" = &'"+• = pm p. étant la racine ( m + 1 d’un nombre A > 1 , est elle-même plus grande
que l’unité, donc a»>i>pn>; d’où l’on déduit a>P ou
2» L’inégalité l/Â<l+ J peut s’écrire (1+S)™>A; or 1 est un nombre plus grand que l’unité, donc toute valeur entière de m, plus grande que , rendra (1 + ^)"*>A
tn O
(pr. 16) ou l^Â<l+î.
PROPOSITION XX
Les racines successives d’un nombre a moindre que l unité sont de plus en plus grandes; et on peut prendre l indice m assez grand pour qu’on ait la relation
in
5 étant un nombre positif aussi petit
qu’on voudra.
m _ ni+l
1“ En posant!^ o=« et l^o = P, on a «,"1 = 0 , =a
et, par suite, a™ = p">+« =pm x P; or P, étant la racine (to + 1)®'"® d’un nombre a<t, est elle-même moindre que
l’unité, donc d’où l’on déduit a<P ou
2 ° L’inégalité ^ o>l— ^ peut s’écrire (1 — ^)’»<a,- or 1—5 est un nombre plus petit que l’unité, donc toute valeur entière de m , plus grande que -! 1
, rendra (1— ^)'"<a (pr.l7) ou L^a>l— 5.
I. On appelle fraction continue une expression de la forme
c+etc.
dans laquelle on suppose ordinairement les nombres »», n, p, etc., égaux à Tunité et les nombi es a, b, c, etc., entiers et positifs. Telle est, par exemple, l'expression
qui se réduit à en effectuant les opérations indiquées. Chacun des nombres a, b, c, etc., se nomme quotient entier.
2. La fraction qu’on obtient, en s’arrêtant à un quolipnt entier et en effectuant les o])érations indiquées, s’appelle réduite. Ainsi les réduites successives de la fraction continue
c + etc.
sont
a aô + 1 abc + c + a 1 ’ b ’ bc+\
3. Une fcacliou continue est périodique, lorsqu'un ou plusieurs quotients entiers se reproduisent dans le même ordi'e et indéfliiiment. Telle est la fraction
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4 + etc.
4. Les quotients entiers 2 et 4 qui se reproduisent dans le même ordre et indéfiniment forment la période de la fraction continue.
5. Une fraction continue est périodique simple om périodique mixte, suivant que la période commence ou non au premier quotient entier.
PROPOSITION PREMIÈRE
Convertir une fraction ordinaire tinue ; et réciproquement.
en fraction con-
1° Désignant par a et G le quotient et le reste de la division de A par B, on a
Désignant par 6 et D le quotient et le reste de la division de B par G, on a
on aurait de môme
et ainsi de suite : or, en opérant sur les nombres A et B comme pour trouver leur plus grand commun diviseur, on est certain de parvenir à deux restes consécutifs, D et E par
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exemple, tels que la division du premier par le second donnera un quotient entier d et un reste nul ; donc on aura
En général, pour convertir une fraction ordinaire en fraction continue, on détermine les quotients entiers a, b, C, etc., en oprrnnt comme pour trouver le plus grand commun diviseur des deux termes de la fraction, et divisant ([abord le numérateur par le dénominateur.
2“ Réciproquement, pour convertir la fraction continue,
en fraction ordinaire, il suGt d'ajouter à c , ce qui donne dont l’inverse ajouté à b donne dont
l’inverse , i ajouté à a donne la fraction demandée
obed ttb + ad * cd + i bed + b + d
Corollaire. Tout nombre commensurable peut être exprimé par une fraction continue qui se termine; et réciproquement, toute fraction continue qui se termine est égale à un nombre commensurable.
PROPOSITION II
Tout nombre incommensurable de la forme |/o*±l, dans lequel a est un nombre entier, peut être exprimé par une fraction continue périodique.
1° a étant le plus grand nombre entier contenu dans 1/ a*-|-l, posons
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(1) ka“ + l = fl + -,
y désignant un nombre plus grand que l’unité. On en déduit
V' a^+l — O et y = ■ .
Multipliant les deux termes de la valeur de y par 1/ a®+l +a, et observant qu’on a généralement (a +6) X (a— 6) = a*— 6* (liv.l,pr,9), il vient
y = ^ o’ + ï+ a = 2ffl+i.
Remplaçant y par sa valeur dans l’égalité (1), dans celle qui en résulte , et ainsi de suite, on a
2a + etc.
2" 0 — 1 étant le plus grand nombre entier contenu dans t^o*— 1, posons
y désignant un nombre plus grand que l’unité. On en déduit
— = y 0*— 1 — (o — 1) et y = - ^ .
Multipliant les deux termes de la valeur de y par 1 + {«—!)» il vient (liv.l,pr.9)
ou
Remplaçant y par sa valeur dans l’égalité (2), dans celle qui en résulte, et ainsi 4e suite, on a
ek
Remarque. En général, pour réduire un nombre quelconque X en fraction continue, on cherche le plus grand nombre entier a contenu dans x , et l’on pose x=a+-j, y étant plus grand que l’unité ; on cherche le plus grand nombre entier b contenu dans y, et l’on pose y=b+-^, 2 étant plus grand que l’unité, et ainsi de suite; ce qui conduit à la fraction continue
c + etc.,
qui se termine ou non suivant que x est commensurable ou incommensurable (pr. 1, cor.).
PROPOSITION III
La valeur d’une fraction continue est comprise entre deux réduites consécutives quelconques.
Désignant par x la valeur de la fraction continue
e+etc ,
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on voit immédiatement que toute première réduite a est moindre que x ou trop petite ; donc b est un dénominateur trop petit et, par suite, toute seconde réduite a+ -^est trop grande ; donc 6 + -^ est un dénominateur trop grand et, par suite, toute troisième réduite
est trop petite ; donc
est un dénominateur trop petit et, par suite, toute quatrième réduite
aA I
est trop grande, et ainsi de suite. »
Corollaire. Toutes les réduites de rang impair sont plus petites et toutes les réduites de rang pair plus grandes que la fraction continue.
PROPOSITION IV
Les réduites successives de rang impair augmentent, et celles de rang pair diminuent.
1“ La troisième réduite (pr. 3) est évidemment plus grande que la première. Mais la troisième réduite est moindre que X parce que le dénominateur c est trop petit ; ilonc on augmente cette réduite en ajoutant à c le nombre
ce qui donne la cinquième réduite. On voit de même que la
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septième réduite est plus grande que la cinquième, et ainsi de suite.
2“ La deuxième réduite est plus grande que x (pr.3), parce que le dénominateur 6 est trop petit ; donc on diminue cette réduite en ajoutant à 6 le nombre ce qui donne la quatrième réduite. On voit de même que la sixième rédùite est moindre que la quatrième, et ainsi de suite.
PEOPOSITION V.
Former les réduites successives d'une fraction continue.
On voit immédiatement que la troisième réduite (déf. 2) se déduit des deux premières-^, en multipliant les deux termes de la seconde par le quotient entier f correspondant à la troisième et en augmentant les produits ainsi obtenus respectivement des deux termes a et 1 de la première. Cela étant, pour démontrer que cette règle est applicable à deux réduites consécutives quelconques, il suffit de prouver que si elle convient à trois réduites consécutives, elle convient aussi aux deux dernières et à la suivante. Soit donc
JL * JL J
p, . Q/. -gr
quatre réduites consécutives, r et « les quotients entiers correspondants à la troisième et à la quatrième. On a, par hypothèse,
R = Q,-+P, R'=Q'r+P', et il s'agit de démontrer que
S Rs+0
S' “ R's-hQ'"
Or, pour déduire la réduite -gr de il suffit d’y remplacer r par donc on a
S Q(^+T^+P (Qr + P)« + Q Rs+Q ~S' “ Q/(, + J.) + p/ “Tô';tp> + q'“'k'*+“o' '
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On en conclut cette règle générale : étant donnés les quotients entiers a, b,c, etc., d'une fraction continue, pour former les réduites successives de cette fraction, on écrit d'abord les deux premières réduites et, â partir
de la troisième , on forme chaque réduite des deux précédentes, en multipliant les deux termes de la seconde par le quotient entier correspondant à Celle qu'on veut obtenir, et en ajoutant aux produits obtenus, respectivement, les deux termes de la première.
Corollaire. Les numérateurs et les dénominateurs des réduites successives sont des nombres croissants, à l’exception du troisième numérateur abc + c + a qui est égal au second dans le cas particulier où a = 0 et c == 1, et du second dénominateur b qui peut être égal au premier.
PROPOSITION VI
La différence de deux réduites consécutives est égale O i unité divisée par le produit de leurs dénominateurs.
On reconnaît immédiatement que ce principe est applicable aux deux premières réduites ^ dont la différence est donc pour faire voir qu’il convient à deux réduites consécutives quelconques, il suffit de prouver que s’il estapplicable à deux réduites consécutives^, il convient aussi à la réduite et à la réduite suivante Or on a (pr. 5)
R Qr-hP R' “ QV-t-P' ’
donc R Q Qr+P Q PQ^-QF •
R' CK Q'r + P' Q' CKR' ■
Mais, par hypothèse, _ A = ±
donc PQ' — QP' = ± 1
et =
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PROPOSITION VII
Toute réduite -p- est une fraction irréductible.
En effet, si l'on considère la réduite suivante-^, on aura
(pr.6).
et, par suite, PQ'—QP'=± 1 . Il en résulte que tout divi- . seur S commun à Pet P' divise l’unité; donc S = 1 , P et P' sont premiers entre eux et la fraction ^ est irréductible.
PROPOSITION VIII
Une réduite quelconque approche plus de la frac-
tion continue que la réduite précédente -p-.
En désignant par la réduite suivante et par r le quotient entier correspondant à celte réduite, on a (pr. 5 )
R _ Qr + P R' “ Q'r+P' ’
Pour déduire de la valeur exacte x de la fraction continue, il suffit d’y remplacer r par '■+777^; donc, en désignant par y ce dernier nombre, on aura
Qÿ-FP .
CKy + F ’
d’où l’on déduit
P Qy+P P (OP'-PO')y
Pt X - -2- = Qy+P _ _9_ = PQ -QP' y' Q'y + P' Q' Wy+F)-
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Or y est plus grand que l’unité et (y au moins égal à P' (pr.5,cor.); donc la seconde différence a une valeur absolue plus petite que la première ou, autrement, la réduite diffère moins de la fraction continue que la réduite précédente
Corollaire. Les différences x — ^et x — pétant de signes contraires, et la réduite -^approchant plus dex que-p, , on voit, comme précédemment (pr.Seti), que 1° la valeur de X est comprise entre deux réduites consécutives quelconques; 2® les réduites successives de rang impair augmentent, et celles de rang pair diminuent.
PROPOSITION I X
L’erreur que l’on commet, en prenant une réduite-^ pour valeur approchée d’une fraction continue, est moindre que l’unité divisée par le produit îles dénominateurs de cette réduite et de la suivante , et plus grande que l’unité divisée par le double de ce même produit.
1“ La valeur exacte x de la fraction continue étant comprise entre la réduite et la réduite suivante ■%, l’erreur commise en prenant pour valeur approcliée de x, est moindre que la différence de ces deux réduites (pr.6).
2® La valeur de x étant moins approchée de que de (pr.8), la moyenne arithmétique ^ -^) de ces deux
fractions est comprise entre x et-^; donc la différence entre X et ^ est plus grande que la différence entre cette moyenne et-^; donc l’erreur commise en prenant -|r au lieu de x est plus grande que .
Remaroüe. Ces deux limites de l’erreur que l’on commet en prenant une réduite pour valeur approchée d’une fraction continue, peuvent aussi se déduire de la valeur ~qW »+p') différence entre et (pr-S), en obsc*r-
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vant que PQ'— QP'= ± 1 et que le nombre y étant compris entre r et r + 1 , on a (j'y + P' > Q'r + P', Q'(Q'y + P')>Q'R' et Q' (O'y + P') < (R' + Q') < 2Q'R'.
Corollaire. L'erreur que Con cûtnmel en prenant une réduite pour valeur approchée d’une fraction continue est moindre que (unité divisée par te carré du dénominateur de cette réduite. Car le dénominateur Q' étant au moins égal à P' (pr.5,cor.), on a = ou <
PROPOSITION X
On peut obtenir exactement ou avec autant d'approximation qu'on voudra la valeur cT un nombre exprimé par une fraction continue.
1° Lorsque le nombre dont il s’agit est commensurable, la fraction continue se termine (pr. 1) et on peut exprimer sa valeur exacte par une fraction ordinaire.
2' Le nombre dont il s’agit étant incommensurable, supposons qu’on en demande une valeur approchée à moins di’un nombre donné ^ aussi petit qu’on voudra. Désignant par ;; le dénominateur de ia réduite qui exprimera la valeur demandée, il suffit de déterminer:; de manière que l’on ait ( pr. 9, cor. ) ^ = ou < « ; d’où l’on déduit z — ou > v/-^ ; or les dénominateurs des réduites successives sont des nombres entiers qui augmentent indéGniment, donc on pourra toujours obtenir une réJuite dont le dénominateur Z soit égal ou supérieur à .
PROPOSITION XI
Lorsqu’une fraction — apjyroche plus de la valeur \ d'une fraction continue qu une réduite le dénominateur de la fraction est plus grand que celui de cette réduite.
COMPLEMENT D AHITHMETIQUE.
La fraction^, approchant plus de x que-^, et -Rapprochant plus de X que la réduite précédente R (pr. 8), Aapproche plus de x que ~ . Or a; est compris entre — et -® 7 -; donc, à plus forte raison , “,est compris entre ces deux réduites, et on a
<x P Q aP'-Pa' ^ 4
en ne considérant que les valeurs absolues des différences que l’on compare. Or, les fractions -pétant inégales , le numérateur a P' — P a' n’est pas nul ; donc sa. valeur absolue est au moins égale à l’unité, et la relation précédente exige qu’on ait P'a'>P'(y ou a'xy.
Remarque. On prouverait de même que le numérateur a delà fraction Rst plus grand que le numérateur Q de R en observant que “étant compris entre ^et ^ , l’inverse-de la première fraction est compris entre les inverses^ et ^ des deux autres.
PROPOSITION XII
Lorsqu'une fraction approche plus de la valeur x d’une fraction continue qu'une réduite ^ et dans le même sens, le dénominateur de cette fraction est plus grand que celui de la réduite suivante — .
La fraction approchant plus de ar que |r et danÿ le même sens, est comprise entre a; et ; donc on a
en ne considérant que les valeurs absolues des diflférences que l’on compare. Or
Qy+p
Q'y-éF’
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y étant un nombi'e plus grand que le quotient entier r correspundaut à (pr. 8) ; donc
^ ^ Qy+P _ . - 1 .
d’où l’on conclut »' > Q'y+F; or on a Q'y+P'>R', donc a'>R'.
Remarque. On prouverait de même que le numérateur « de la fraction ^est plus grand que le numérateur R de-^, , en observant que ~ est compris entre 7 •
PROPOSITION XIII
Lorsq-ue trois nombres x, y, z dont le second est compris entre les deux autres, sont exprimés par des fractions continues, tous les quotients entiers communs aux deux fractions extrêmes appartiennent aussi à la fraction intermédiaire.
Supposons qu’on ait a;<y<3 et
y étant plus grand que x, la partie entière b Ae y est au moins égale à la partie entièi’e a de x; pareillement, y étant moindre que s, b est au piqs égal à c; donc en supposant a = c , on aura b = a = c. Cela étant, les relations X <iy<z donnent
donc, en supposant
œSIPLÉMENT D'ARITiniÉTIQnE.
el a' — <r', on prouvera , comme précédemment, que // = a' = {/, et ainsi de suite, quel que soit le nombre des quotients entiers communs aux deux fractions extrêmes.
CoRocLAiRE. On en déduit le moyen d’exprimer approximativement par une fraction continue un nombre dont on a deux valeurs approchées 3,1^15926 et 3,1415927 l’une par défaut et l’autre par excès, A cet effet, on cherche les quotients entiers 3, 7, 15, 1, 243 et 3, 7, 15, 1, 354 des fractions continues auxquelles conduisent les fractions ■ (ookkxx) '’ ' (iooiobo et en s arrêtant au quotient 1, on a
On dit qu’un radical dont l’indice est n est du
degré. Ainsi 7l/2 est un radical du troisième degré.
8. Deux radicaux sont semblables, lorsqu’étant du même degré, les nombres placés sous ces radicaux sont les mêmes
Tels sont les radicaux 4i/7 et— 2v/7.
Deux radicaux qui ne remplissent pas à la fois ces deux conditions sont dissemblables.
D. Kedaire plusieurs radicaux au même indice, c’est trouver des l'adicaux respectivement égaux aux radicaux proposés, et qui aient le même indice.
LIVBE V.
PROPOSITION XIV
Faire entrer un facteur sous un radical; et réciproquement.
On a b'>c = aV^ c = abV^ c ,
en observant que la racine d’un produit est égale au produit des racines de ses facteurs (ar.liv.4,pr.22); d’où l’on conclut 1° pour faire entrer un facteur sous un radical du n*-’”® degré, on divise le coefficient du radical par ce facteur et on multiplie la quantité placée sous le radical par la n^“® puissance de ce même facteur; 2" pour faire sortir d’un radical du n*^™ degré un facteur élevé à ta puissance,
on divise par ce facteur la quantité placée sous le radical, et on multiplie le coefficient du radical par la racine n^“ de ce même facteur.
Remarque. Au moyen de ces transformations , on peut quelquefois rendre semblables des radicaux dissemblables (déf. 8). Tels sont par exemple les radicaux f/20 et car on a 1/20 = ^ 5x4 = 2t/5ett/45=V/5x9«= 3V/5 .
PROPOSITION XV
Faire la somme de deux radicaux semblables, et prendre la différence de deux radicaux semblables.
1“ On a aVm-\- bv^m + c\/m= [a + b + c]\/m ,
en observant^ que pour multiplier une somme a+b+c par un nombre Vm, il suffit de multiplier chaque partie de la somme par ce nombre; donc la somme de plusieurs radicaux semblables est égale à un radical de même degré, qui a pour eoefficienl la somme des coefficients des radieaux proposés.
2“ On a a\/m — bVm = {a—b)\/m,
COMPLÉMEST D’aRITHMÉTIQÜE.
en observant^ que pour multiplier une différence a— b par un nombre Vm, il suffit de multiplier chacun de ses termes par ce nombre ; donc la différence de deux radicaux semblables est égale à un radical de même degré, qui a pour coefficienl la différence des coefficients des radicaux proposés.
PROPOSITION XVI
Effectuer le produit de plusieurs radicaux de même degré; et diviser run par l'autre deux radicaux de même degré.
1° On a aVbY. cVd=^acy.VbVd=acV''%d,
en observant que pour multiplier un nombre par un produit, il suffit de multiplier ce nombre par le premier facteur, le résultat obtenu par le second facteur, et ainsi de suite; que pour multiplier un produit par un nombre, il suffit de multiplier un facteur du produit par ce nombre, et que la racine d’un produit est égale au produit des racines n^'' de ses facteurs; donc le produit de plusieurs radicaux du même degré est égal à un radical de même degré, qui a pour coefficient le produit des coefficients des radicaux proposés , et dans lequel le nombre 2 >lacé sous le radical est égal au produit des nombres placés sous les radicaux des facteurs.
aVb a Vb a
2“Ona 1/ — .
cVd Vd d
en obseivant que le produit de deux fractions est égal à
une fraction qui a pour numérateur le produit des numé-
rateurs des fractions proposées et, pour dénominateur, le produit de leurs dénominateurs (liv.l,pr. l7); et que, pour extraire la racine »«"•« d’une fraction, il suffit d’extraire la racine de chacun de.ses termes (ar. liv.4,pr.21); donc pour diviser l’un par l’autre deux radicaux du même degré.
uvnE V.
U suffit de diviser le coefficient du radical dividende par relui du radical diviseur, et la quantité placée sous le radical dividende par la quantité placée sous le radical diviseur.
PROPOSITION XVII
Élever un nombre a à une puissance dont le degré mnp est un produit de plusieurs facteurs; et extraire d’un nombre a une racine dont le degré est un produit mnp de plusieurs facteurs.
1“ On a (ar.Uv.4, pr.8,rem.3)
(a")“ = a™» et (a"*)P = a*"i’;
donc, pour élever un nombre a « une puissance dont le dcgrc est un produit mnp, il suffit d'élever cc nombre à la puissance, le résultat obtenu à la n^“* puissance, et ainsi de suite.
mnp
2» Soit Va = b,Vb = c; Vc= d. On aura df— c et, en vertu de ce qui précède, = c" = b, d""»' = 6» = a; donc d est la racine mnp^ de a; et, pour extraire d’un nombre la racine dont le degré est un produit mnp, il suffit éC extraire la racine de ce nombre, la racine n^® du ré-
sultat, et ainsi de suite.
Remarque. L'ordre dans lequel on élève aux puissances ou dans lequel on extrait les racines dont les degrés sont m, n, P est entièrement arbitraire.
Corollaire. Pour extraire la racine »“"*« d’une puissance a"P dont l’exposant est un multiple de n, il suffit de diviser l’exposant de la puissance par le degré de la racine. Car en élevant le résultat a? à la puissance, on reproduit a”f.
Lorsque l’exposant m de la puissance n’est pas un multiple de n, on indique la racine à extraire en affectant a de
l'exposant fractionnaire-^, de sorte que a ’* a la même signification que K a»i. On verra bientôt l'utilité de cette nouvelle nutation.
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PROPOSITION XVIII
Un radical ne change pas de valeur, lorsqu’on multiplie ou qu’on divise par un même nombre l’indice du radical et l’exposant de la quantité placée sous le radical.
Il s’agit de démontrer l’égalité
mp m
mp CT /
Ona(pr. 17) v ^ a"P
et (pr.l7,cor.) \/ = a»;
mp CT
donc = I^a".
PROPOSITION XIX
Elever un radical à la n*’’"® puissance; et extraire la racine n^"‘® (fwn radical.
CT
1' Considérons le radical yüf, dont le coefficient est égal à l'unité. La puissance de I^op étant un produit de n facteurs égaux à ce radical , on a (pr.l6)
CT CT CT
( V' afY = a"P.
nm CTM CT
On a de même (L^ap)" = (pr. 18);
donc, pour élever un radical à la n^“® puissance, il suffit de multiplier par n l'exposant de la quantilé placée sous le radical ou, lorsque cela est possible, de diviser paru l'indice du radical.
2" On a (pr. 17)
LIVBE V.
et |/ \/ Q«v ~ n»p ~ t^ôF;
donc, ‘pour extraire la racine n*'“e d'un radical, il svjfil de multiplier par n l'indice du radical, ou, lorsque cela est possible, de diviser par n l'exposant de la quantité placée sous le radical.
PROPOSITION XX
Réduire des radicaux au même indice.
Le nombre 2k étant le plus petit commun multiple des indices 8 et 12, si on divise 2k par l’indice 8 on aura un quotient entier 3, et en multipliant par 3 l’indice 8 et l’exposant 3 de o, on obtiendra un radical P' a» égal à »^o* (pr.l8) et dont l’indice sera 21; on a de môme un radical égal à et dont l’indice est 24. , en multipliant l’indice 12 et l’exposant 5 de 6 par le quotient 2 de la division de 2k par 12 ; de sorte que les radicaux «» qt 6*'' satisfont à l’énoncé (déf. 9). En général, pour réduire des radicaux au même indice, on prend pour indice commun le plus petit commun multiple de tous les indices, et l'on multiplie C exposant de la quantité placée sous chaque radical par le nombre de fois que t indice de ce radical est contenu dans t indice commun.
Remarque. Lorsque les indices des radicaux proposés sont premiers entre eux deux à deux, leur plus petit commun multiple est égal à leur produit, et alors la règle précédente se transforme en celles-ci : 1° pour réduire au même indice deux radicaux dont les indices sont premiers entre eux , on multiplie l'indice de chaque radical et l'exposant de la quantité placée sous ce radical par l'indice de t autre radical; 2? pour réduire au même indice plusieurs
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radicaux dont les indices sont premiers entre eux deux à deux, on multiplie l'indice de chaque radical et f exposant de la quantité placée sous ce radical par le produit des indices des autres radicaux.
CoiioixAiRK. Au moyen de cette règle, on ramène la multiplication et la division des radicaux d’indices différents aux mômes opérations sur des radicaux de même indice (pr.16). Ainsi on a
et
4 ii 13
Tï
PROPOSITION XXI
Les régies pour les ojrérations sur les nombres affectés d’exposants entiers sont applicables aux opérations sur les nombres affectés (T exposants fractionnaires.
Car, en s’appuyant sur la relation a" = (pr. 17, cor.), dans laquelle on peut supposer le nombre entier m positif ou négatif, on a par les principes précédents
m P n q nq nq nq
a y.a 1 ~ ~ yfëm ^ ÿ a™i+’'P
mq np ^ ^ P = 0 = 0 ” 9 '
m P n q nq nq
a~» : a 1 = ya">: yâp =
nq mq — np m p
\ a'»' — V y a” = ÿâ» = a ^ .
LIMIE V.
LOGAIUTHMES.
PROPOSITION XXII
Lorsque V exposant x d'un nombre b positif cl différent de runité varie d’une manihre continue, ce nombre varie lui-même d'une manière continue.
Lorsque x est un nombre entier positif, b-'' est un produit de X facteurs égaux ^6; lorsque x est un nombre fractionnaire^, = «/ô™; enfin lorsque x est incommensurable, est la limite commune des résultats qu’on obtient en remplaçant x par des valeurs commensurables approchées par défaut ou par excès et qui diffèrent de x aussi peu qu’on voudra. Cela étant, il s’agit de prouver que si l’on fait varier x d’une manière continue (liv.4,déf.3),
variera d’une manière continue; ou, autrement, que si l’on remplace x ^sr x + h, on pourra prendre A assez petit pour que la différence — b^ ou b^ — 6-’^+* soit moindre qu’un nombre donné aussi petit qu’on voudra., Or, en supposant 6 > 1 et A = .^, on a b^+i>—b^= b^ ( b'«- 1) = A-'X (v/A — 1 ). En supposant A < 1 , on aura de môme A^ — frt + * = frr (1 _ Mais, A étant un nombre plus grand ou plus petit que 1 on peut prendre A assez petit ou n assez grand pour que i/A diffère de^l’unité aussi peu qu’on voudra (Iiv.4,pr.l9et20); doncl/A — 1 eti—Vb sont aussi petits qu’on voudra, et il en est de même des produits de ces différences par b^; donc lorsque x varie d’une manière continue, A-^ varie d’une manière continue.
PROPOSITION XXIII
Les puissances d’un nombre constant b positif et différent de l’unité peuvent reproduire tous les nombres positifs.
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1° Supposons d’abord 6>t, et considérons les puissances successives 6° ou 1, b', b^, b^ etc. ; qui croissent au delà de toute limite (liv.4, pr. 16). En faisant varier l’exposant x de b^ d’une manière continue de 0 à 1, de 1 à 2, de 2 à 3, etc.; b^ croîtra d’une manière continue de 1 à 6, de 6 à de à* à b^, etc. (pr. 22) ; donc b^ peut représenter tous les nombres plus grands que l’unité. Do plus, si l’on considère les puissances ¥ ou 1, 6-' ou ÿ, 6-^ ou (-^)“, etc.; qui ont zéro pour limite (liv. 4, pr. 17) et qu’on fasse varier x d’une manière continue de zéro à —1, de —1 à —2, de — 2à .r-3, etc.; ¥ décroîtra d’une manière continue de 1 à 6-*, de 6-’ à 6-*, de b~^ à b~^, etc. (pr.22) ; donc b^ peut représenter tous les nombres positifs moindres que l’unité.
2° En supposant é<l, les puissances 6', etc., auront pour limite zéro , tandis que les puissances 6®, 6-*, 6-=*, etc.; ou 1, , (y)^, etc. , croîtront au delà de toute
limite; donc en faisant varier x d’une manière continue de zéro à 1, de 1 à 2, etc.; puis de 0 à —1, de —1 à —2, etc. on obtiendra comme précédemment pour b^ tous les nombres positifs plus petits et plus grands que l’unité.
DÉFINITION
10. Le logarithme d’un nombre est l’exposant de la puissance à laquelle il faut élever un nombre constant, positif et différent de l’unité, pour obtenir le nombre proposé. Ce nombre constant est la base du systèfne de logarithmes. Ainsi, dans le système dont la base est 2, les nombres 5 et — 3 sont les logarithmes des nombres 32 et ^ ; car on a 2^=32 et2-5 = i.
Reuarqck. Quel que soitô, on a b'— b et 6®=1 ; lorsqu’on a 6>1, à^est plusgrapd ou plus petit que l’unité suivant que X est positif ou négatif et l’on a = = 0
(liv. 4, pr. 16); lorsqu’on a 6<1, b^ est plus grand ou plus petit que l’unité suivant que x est négatif ou positif et l’on a à+® = 0 (liv. 4, pr. 17) ; enOn b étant positif, 6^ est essen-
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liellcmcnt positif; donc dans tout srjstème, 1° le logarithme de la base est [unité et le logarithme de [unité est zéro; 2“ lorsque la base est plus grande que l’unité, les logarithmes des nombres plus grands que l'unité sont positifs , ceux des nombres moindres que [unité sont négatifs, et le logarithme de zéro est [infini négatif; 3“ lorsque la base est moindre que l’unité, les logarithmes des nombres plus grands que l’unité sont négatifs, ceux des nombres moindres que [unité sont positifs et le logarithme de zéro est [infini positif; 4° les nombres négatifs n’ont point de logarithmes.
PROPOSITION XXIV
Trouver V le logarithme d’un produit au moyen des logarithmes de ses facteurs; 2° le logarithme d’un quotient au moyen des logarithmes du dividende et du diviseur ; 3° le logarithme de la puissance ou de la racine m*''“ d’un nombre au moxjen du logarithme de ce nombre.
Soient y, y', y" plusieurs nombres dont les logarithmes sont X, xf x" dans le système dont la base est b : on aura (déf. tO)
y=b^, tf=b^', y"=b^"
et, par suite, (pr.21)
yy'yfi = b^b^' Ij^" +•*”
ou logyyY'=logy + log/ + logy";
^ = =frr-T' ou log Y=\o%y-\ogy';
ym = ^gTjm—/,mx qq log ÿ" = TO lOg y ;
logy .
m m JL m
Vy = Vb’^ = i ou log \/y =
TO
donc 1° le logarilhmc d’un produit est égal à la somme des logarithmes de ses facteurs; 2“ le logarithme d’un quotient
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est égal au logarithme du dividende moins le logarithme du diviseur; 3° te logarithme de ta puissance d'un nombre est égal à m fois le logarithme de ce nombre; h'" le logarithme de la racine d’un nombre est égal à la partie du logarithme de ce nombre.
Corollaire 1 . Le logarithme d’une fraction est égal au logarithme du numérateur moins le logarithme du dénominateur. Car toute fraction peut être considérée comme le quotient de la division de son numérateur par son dénominateur.
Corollaire 2. Le logarithme d’ un rapport géométrique est égal au rapport arithmétique qui a pour antécédent le logarithme de l’antécédent du premier rapport et, pour conséquent, le logarithme de son conséquent. Car le rapport géométrique de deux nombres est égal au quotient de la division du premier par le second, et le rapport arithmétique de deux nombres est égal au premier moins le second.
Corollaire 3. Dans tout système, le logarithme d’une puissance de la base est égal au degré de cette puissance. Car on a log b”'— m log 6 = wi (déf. 1 0, rem. 1°. )
PROPOSITION XXV
Trouver une valeur approchée du logarithme d'un nombre a dans le système dont la base est b.
En désignant par x le logarithme de a dans le système dont la base est b, on aura 6^=0. Cela étant, nous distinguerons les quatre cas: 1° è>l et a>l ; 2“ è>l eta<t ; 3° 6<1 et a>l; 4“ 6<1 et o<l.
1° è>l et a>l. Remplaçant x successivement par chacun des nombres 0, 1, 2, 3, etc.; on trouvera deux puissances consécutives b", entre lesquelles sera compris le nombre a (liv. 4, pr.l6), de sorte qu’on aura 6<‘<a<6“+* et, par suite, a<a:<a+l; donc en posant a:= a+-^, y sera plus grand que l’unité , et l’égalité IP = a deviendra b'^*-—a. On en déduit
MVllE V.
' Lu tj
6*Xôÿ=a, b y — —=-c , c =6.
Le nombre a étant compris entre 6 * et 6 *+’, c est compris entre 1 et 6 donc en remplaçant y successivement par chacun des nombres 1 , 2 , 3, etc., on trouvera deux puissances consécutives c?, 6 f>+* entre lesquelles sera compris le nombre 6 , de sorte qu’on aura c? < 6 <cP+*, et, par suite, ?<y<P+l ; donc en posant y = p + -r. s sera plus grand que l’unité. On trouvera de môme s = 7 et ainsi de suite ; donc
hetc
L’inconnue x étant ainsi exprimée par une fraction continue, on obtiendra une valeur de ce logarithme aussi approctiée qu’on voudra (pr. lUj. De plus, la valeur de x étant comprise entre deux réduites consécutives quelconques (pr. 3) , si l’on pousse le calcul assez loin pour que deux réduites consécutives , converties en décimales , aient la même partie entière et le môme chiffre des dixièmes , on aura la valeur de X approchée à moins d’un dixième ; on pourra de même en obtenir la valeur approchée à moins d’un centième, à moins d’un millième, et, en générai, à moins d’une unité décimale aussi petite qu’on voudra.
2° 6>1 eta<l. L’égalité a exige que a:; soit un nombre négatif ; donc , en désignant par y la valeur absolue de x , on aura 6 -» = a et, par suite ,
1 , 1 - - — a ou év=— .
fc» a
Or, a étant moindre que l’unité,^ est plus grand que l’unité; donc on pourra trouver une valeur de y aussi approchée qu’on voudra (t“).
3" 6 < 1 et a> 1 . L’égalité = a exige que x soit égal à
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un nombre négatif — y; de sorte qu’on a b~* = a et, par suite ,
Or, b étant moindre que 1, -^est plus > grand que l’unitc; donc on pourra trouver une valeur de y aussi approchée qu’on voudra (1°).
4° 6<1 et a < 1 . L’égalité b^ = a donne
Or y et sont des nombres plus grands que l’unité , donc on pourra trouver une voleur de x aussi approchée qu’on voudra (1").
PaOPOSITION XXVI.
Lorsque des nombres sont en proportion géométrique, leurs logarithmes soîit en proportion arithmétique ; et réciproquement.
1“ Supposons qu’on ait la proportion a:b::c\d.Le rapport a: 6 étant égal au rapport c:d, le logarithme (log a . logô) du premier rapport (pr. 24, cor. 2) est égal au logarithme ( log c . log d ) du second rapport ; donc on a la proportion log a .logé : loge : logrf.
2" Supposons qu’on ait la proportion log a. log loge .logd. Le rapport foga.log b étant égal au rapport loge . log d , le nombre a : b correspondant au premier rapport (pr. 24, cor. 2) est égal au nombre c : d correspondant au second rapport ; donc on a la proportion a: b y.c-.d.
Corollaire. Dans toute proportion géométrique 1° le logarithme (T un extrême est égal à la somme des logarithmes des moyens moins le logarithme de Vautre extrême; 2° le logarithme d'un moyen est égal à la somme des logarithmes des extrêmes moins le logarithme de l'autre moyen (ar. liv.5, pr. 9).
UVBE V.
PROPOSITION XXVII
Lorsque plusieurs nombres sont en progression géométrique, leurs logarithmes sont en progression arithmétique; et réciproquement.
1° Supposons qu’on ait la progression ^ a:b:c:d:e. Les rapports géométriques 6 : a, c:b, d:c, e:d étant égaux, leurs logarithmes logô.loga, logc.Iogt», logd. loge, loge' .loge! (pr.S^., cor. 2] sont aussi égaux entre eux; donc on a la progression log a . log b . loge.logd. loge.
2° Supposons qu’on ait la progression-!- log a. log 6. loge . log. d . loge. Les rapports arithmétiques log b . log«, loge . logd», log d. loge, loge . logd étant égaux, les nombres b: a, e:b, d:e, e:d dont ils sont les logarithmes ( pr. 24 , cor. 2) sont aussi égaux entre eux ; donc on a la progression ~a:b:c:d:e.
PROPOSITION XXVIII
Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un nombre a , entier ou fractionnaire , ait un logarithme commensurable dans un système dont la base b est un nombre entier.
Désignons parole logarithme de o, m étant un nombre entier positif, nul^ou négatif, et n un nombre entier positif. On aura a = Ôb et, par suite, o" = 6'". Cela étant, distinguons deux cas suivant que a est entier ou fractionnaire.
1° a étant un nombre entier l'égalité a”=b'» exige que m soit un nombre positif, et que tout nombre premier, diviseur de 0 , soit aussi diviseur de b et réciproquement (ar. liv.2,pr. 18, cor.) ; donc, en posant b=c''d^, c et d étant des nombres premiers inégaux et plus grands que l’unité , on aura a = c^'d^' et, par suite, c<‘^' = c“r d™*; donc nrf
= »n-ï,nî'=»iS et, par suite, ^ donc, pour
qu'un nombre entier a ait un logarithme commensurable .
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dans un système dont la base b est un nombre entier, il faut que a e/ b soient composés des mêmes facteurs premiers , et que les exposants de ces facteurs soient proportionnels.
Ces conditious nécessaires sont sufOsantes. Car, en supposant b = cTd^, a — ct'd^' et y 17 S': 5, on a = cn'di^, bT=crt' d^t' et ^S'=Sf (ar. liv. 5, pr. 8) ; donc ai = 6i' , a=b~ et , par suite , log a = — .
2° Lorsque a est fractionnaire, la relation a" = 6™ exip que m soit un nombre négatif : alors on a a» = 6-r =— , p étant un nombre positif ; donc a est égal à une fraction de la forme et on a ou »* = ; d’où l’on conclut ,
comme précédemment, que a et 6 sont composés des mêmes facteurs premiers, et que les exposants de ces facteurs sont proportionnels ; on prouverait de même que ces conditions nécessaires sont suffisantes; donc, powr qu’un nombre fractionnaire a ait un logarithme commensurable dans un système dont la base b est un nombre entier, il faut et il suffit que a soit égal à C unité divisée par un nombre entier a composé des mêmes facteurs premiers que la base b, et que les exposants de ces facteurs soient proportionnels.
Corollaire. Lorsque 6=10, on a c=2, d—b et 7=^=1 ; doncy = et le nombre entier a =2^' x 5^’ = (2x5) ’’=! 0’’ . Lorsque a est fractionnaire, on a 0= — ;; donc, dans le
système de logarithmes dont la base est 10, 1° les seuls nombres entiers dont les logarithmes soient commensurables sont les puissances 10 , 10 , 10 , 10 ... de /a base du système; 2* les seuls nombres fractionnaires dont les logarithmes soient commensurables sont les puissances (0,1) , (0,1) , (0,1) .. .. de Uinverse 0,1 de la base du système.
PROPOSITION XXIX
Les logarithmes l et \' diun nombre a, dans deux systèmes dont les bases sont b et b', sont en raison inverse des logarithmes de ces bases, pris dans un système quelconque.
LIVRE V
On a, par hypothèse, a=b‘ Prenant les logarithmes de b^ et b'‘' dans un même système, on a l \og b=l' logé' et, par suite, l : l':: logé': logé.
CoRULLAiRK. La pi'oportion 1:1' :: logé' : logé donne l'=l y. ou on supposant que les loga-
rithmes de é et é' soient pris dans le système dont la base est é; donc , pour passer du logarithme d'un nombre dans le système dont la base est b au logarithme du même nombre dans le système dont la hase esth', il suffit de multiplier le premier logarithme par l’inverse du logarithme de la nouvelle base pris dans le premier système. Ainsi , pour passer du logarithme 3 du nombre 1000 dans le système dont la base est 10, au logarithme de 1000 dans le système dont la base est 10 , on multiple 3 par l'inverse 2 du logarithme ï de 10 dans le premier système , de sorte qu'on a log 1000=6 dans le système dont la base est V 10.
Remarque 1. L'inverse du logarithme de la nouvelle base é', pris dans le premier système , est appelé le module de é' par rapport à é.
Remarque 2. Les logarithmes dont la base est 10 sont appelés logarithmes vulgaires ou logarithmes de Briggs, parce que Briggs est le premier qui ait publié des tables de logarithmes pour cette base.
DÉFINITION
11. La caractéristique d’un logarithme est la partie entière , positive , nulle ou négative, de ce logarithme. Ainsi 3 est la caractéristique du logarithme positif 3,ii569864'; — 6 est la caractéristique du logarithme entièrement négatif -6,86W782 qui est égal à - 6 - 0, 8619782; - 5 est la caractéristique seule négative du logarithme 5,2689317 qui est égal à -54- 0,2689317.
Remarque 1 , On a — 6,8649782 — — 7 -h 1 — 0,8649782 = -7-1- (1 — 0,8649782) =7,1350218. En général, pour convertir un logarithme entièrement négatif en un logarithme dont la caractéristique soit seule négative, on ajoute
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—1 à la caractéristique et on prend , pour la partie décimale du logarithme demandé , l’excès de l'unité sur la partie décimale du logarithme proposé.
Remarque 2. On a 7,1350218 = — 6 — 1 + 0,1350218 =— 6-(l -0,1350218) = -6,8649782. En général, pour convertir un logarithme dont la caractéristique est seule négative en un logarithme entièrement négatif, on ajoute + 1 à la caractéristique et on prend, pour la partie décimale du logarithme demandé, I excès de V unité sur la partie décimale du logarithme proposé.
Remarque 3. L’excès de l’unité sur un nombre décimal peut s’obtenir en retranchant, à partir de la gauche, chaque chiffre décimal de 9 unités de son ordre, à l’exception du dernier chiffre décimal significatif qu’on retranche de 10 unités.
PROPOSITION XXX
Dans le système dont la base csH 0 , 1 ® la caractéristique du logarithme d’un nombre plus grand que Funité contient autant d’unités moins une qu’il y a de chiffres dans la partie entière de ce nombre; 2“ la caractéristique seule négative du logarithme et un nombre décimal moindre que l'unité est égal à — 1 multiplié par le nombre qui marque le rang du premier chiffre significatif.
En considérant les deux progressions
ff ... 0,001 : 0,01 : 0,1 : 1 : 10 : 100 : 1000 ...
relatives au système dont la base est 10 , on reconnaît immédiatement que le principe énoncé se vérifie pour chacun des termes de la progression géométrique ; donc il suffit de démontrer qu’il est applicable à tous les nombres intermédiaires.
LIVRE V
1“ Les logarithmes des nombres 10«-' et 10" étant n— 1 et n (pr. 24, cor. 3), tout nombre compris entre 10»-' et 10", ou dont la partie entière se compose de n chiffres, a son logarithme compris entre n — 1 et « , et par conséquent n—i pour caractéristique de son logarithme.
Ainsi un nombre , dont la partie entière est composée de 9 chiffres , a 8 unités à la caractéristique de son logarithme.
2° Les logarithmes des nombres 10~'>+< et 10-» étant — n + 1 et — n (pr. 24, cor. 3), tout nombre décimal compris entre 10-»+' et 10-», ou dont le premier chiffre significatif exprime des unités du n'"“ ordre, a son logarithme compris entre —n + 1 et — n, et par conséquent — n pour caractéristique seule négative de son logarithme.
Ainsi un nombre décimal , dont le premier chiffre significatif exprime des millionièmes, a 6 pour caractéristique seule négative de son logarithme.
PROPOSITION XXXI
Les logarithmes de deux nombres A et B, dont le rapport est égal à une puissance t/e 10, ont la'même partie décimale.
Soit A = BxlO», n étant un nombre entier positif. On a ( pr. 24 ) log A = log B + log 10» = log B + n ; ce qui montre qu’on obtient log A en ajoutant n unités à la caractéristique de log B ; donc log A et log B ont la même partie décimale, en supposant que, si log B est négatif, sa caractéristique soit seule négative (déf. 11, rem. 1).
Ainsi les logarithmes des nombres 18547, 18,547, 0,018547, 1854700 ont la même partie (jécimale , et ils ne diffèrent entre eux que par leurs caractéristiques , qui sont respectivement égales aux nombres 4 , 1 , 2, 6 (pr. 30).
UÉcipuoQDEMEWT , lorsquc deux logarithmes ne diffèrent entre eux que par la caractéristique , le rapport des nombres correspondants à ces logarithmes est égal à une puissance de
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10. Car, en supposant log A> log B, on a log A = log B + , n étant un nombre entier positif ; or iog B + n= log B + log 10" = log (B X 10") ; donc log A = log ( B x 10») et , par suite , A=Bxl0«.
PROPOSITION XXXII
Trouver, dans le système dont la hase est 1 0, le logarithme d’un nombre à moins d’une fraction
1” Supposons d’abord le nombre donné A> 1 ou log A>0. On a log A» = n log A et , par suite , log A= -^log A"; donc, en désignant par c la caractéristique de log A» (pr. 17), on aura log A> et log A < ; donc ^ est le logarithme de-
mandé. En général , pour trouver, dans le système dont la base est 10, le logarithme d'un nombre plus grand que t unité à moins d'une fraction^, on élève ce nombre à la nèm* puissance, on cherche la caractéristique du logarithme de cette puissance (pr. 30), pats on divise cette caractéristique par le nombre n.
Ainsi , pour trouver log 2 à moins de -j^, on élève 2 à la IQème puissance, ce qui donne 1024; on cherche la caractéristique 3 du logarithme de 1024, et on divise 3 par 10, ce qui donne 0,3 pour le logarithme demandé.
2" En supposant le nombre donné a<l ou loga<0, proposons-nous d’obtenir la valeur absolue de log a , à moins de J . On a — log a = 0 — log a = log 1 — log a = log-^ ; donc log J est la valeur absolue de log a, ce qui ramène le problème à la recherche du logarithme d’un nombre plus grand que l’unité à moins de-^(l°).
Ainsi , pour obtenir la valeur absolue de log | à moins de 4 * 9 , on cherche la valeur de log 2 à moins de 4 * 5 , ce qui donne 0,3 (1°) pour le nombre demandé.
Remarque. On pourrait aussi obtenir le même résultat à l’aide des fractions continues (pr. 25); mais cette méthode et celle qu’on vient d’indiquer ont .seulement pour objet de
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faire concevoir comment, étant donné un nombre quelconque, on peut obtenir une valeur de son logarithme aussi approchée qu’on voudra. Lorsqu’il s’agit en réalité d'effectuer le calcul pour une valeur de A ou de n un peu considérable, on a recours à des procédés moins élémentaires, mais plus expéditifs.
PROPOSITION XXXIII
Former une table de logarithmes dans le système dont la base est i 0.
Le logarithme d’une fraction étant égal au logarithme du numérateur moins le logarithme du dénominateur (pr. 24, cor. 1), on voit que les logarithmes des nombres entiers feront connaître ceux des nombres fractionnaires. Gela étant , proposons-nous de former une table qui contienne les logarithmes de tous les nombres entiers depuis l’unité jusqu’à une limite donnée, 100000 par exemple. Tout nombre entier, qui n’est pas une puissance de 10 , ayant un logarithme incommensurable (pr.28,cor.), nous prendrons seulement la valeur la plus approchée de ces logarithmes en ne conservant que 7 chiffres décimaux (ar. liv. 3,prob.2) , de sorte que l’erreur commise sur chaque logarithme soit moindre qu’un demi-dix millionième. Ainsi , par exemple , pour avoir une valeur approchée de log2 en décimales, on cherche la valeur 0,30102999 de log 2 à moins d’un cent millionième (pr.32,rcm.), puis on supprime le huitième chiffre décimal en augmentant le septième d’une unité de son ordre, ce qui donne log 2 = 0,3010300. Cela étant, on écrit dans une première colonne intitulée N les nombres entiers 1 , 2, 3, 4, 5... 100000, et dans une deuxième colonne intitulée L , à la droite de chacun des nombres de la première colonne , les sept premières décimales de son logarithme ; on se dispense d’écrire les caractéristiques, parce qu’elles se déduisent immédiatement des nombres correspondants (pr..30) ; enfin, dans une troisième colonne inti-
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lulée D , on écrit les différences des logarithmes de deux nombres consécutifs à partir de 10000 ; ces différences servent à calculer les logarithmes des nombres entiers ou décimaux qui, abstraction faite de la virgule, excèdent la limite lOOOOO de la table.
PROPOSITION XXXIV
Trouver une valeur approchée du logarithme d’un nombre entier ou décimal, qui, abstraction faite de la virgule, n excède pas la limite des Tables.
Soit proposé de trouver le logarithme de 3^5,67. partie entière de ce nombre étant composée de trois chiffres , la caractéristique de son logarithme est égale à 2 (pr. 30) ; de plus, le logarithme de 3^5,67 a la même partie décimale que celui du nombre 34567 qui en résulte en faisant abstraction de la virgule (pr. 31) ; donc , si l’on cherche 34567 dans la colonne intitulée N , le nombre 5386617, placé à sa droite , formera la partie décimale du logarithme demandé, de sorte qu’on aura log 345,67 =2,5386617. On trouverait de même log 34567 = 4,5386617 et log0,0034567 = 3,5386617 (pr.30).
En général , pour trouver une valeur approchée du logarithme d’un nombre entier ou décimal, qui, abstraction faite de la virgule, n'excède pas la limite des tables, on écrit la caractéristique du logarithme demandé, puis , faisant abstraction de la virgule dans le nombre proposé, on cherche le nombre qui en résulte dans la colonne intitulée N (pr. 33), et on trouve à sa droite , dans la colonne intitulée L, la partie décimale du logarithme demandé.
PROPOSITION XXXV
Trouver une valeur approchée du logarithme d'un nombre entier ou décimal, qui, abstraction faite de la virgule, excède la limite des Tables.
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Soit proposé de trouver le logarithme de 345,6785. La partie entière de ce nombre étant composée de 3 chiffres , la caractéristique de son logarithme est égale à 2 (pr. 30) ; de plus , le logarithme de 345,6785 a la même partie décimale que celui du nombre 34567,85 qui en résulte en plaçant la virgule de manière que la partie entière approche le plus possible de la limite des tables sans la surpasser (pr. 31) . Pour trouver une valeur approchée de cette partie décimale , cherchons le logarithme tabulaire 5386617 dix millionièmes de 34567 (pr. 34), et l’excès 126 dix millionièmes du logarithme de 34568 sur celui de 34567. T.^s relations
34567<34567,85 <34568 donnent log 34567 <log 34567,85 <log 34568 ;
cela étant, pour déterminer le nombre x de dix millionièmes qu’il faut ajouter au logarithme de 34567 afin d’obtenir celui de 34567,85, on écrira (34668 - 34567) : (34567,85- 34567);:(log34568-log 34567)
: (log 34567 ,85- log 34567) ou 1 : 0,85 :: 126 : x ,
proportion inexacte , mais qui conduit en général à une valeur de x d’autant plus approchée que les nombres entiers 34567 et 34568 entre lesquels est compris 34567,85 diffèrent moins de la limite des tables. On en déduit x = 126x0,85 =107,1 = 107 dix millionièmes, en négligeant le chiffre 1 < 5. Cette valeur de x ajoutée à la partie décimale 5386617 dix millionièmes du logarithme de 34567 donne la partie décimale 0,5386724 du logarithme de 34567,85 et, par conséquent, celle du logarithme de 345,6785; donc on a log 345,6785 = 2,5386724. On trouverait de même log 3456785 = 6, .5386724 et log 0,03456785 = 2,5386724 (pr.31).
En général , pour trouver une valeur approchée du logarithme d'un nombre entier ou décimal, qui, abstraction faite de la virgule , excède la limite des tables, on écrit la carao-
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térislique du logarithme demandé, et, pour avoir sa partie décimale, on substitue au nombre proposé celui qu'on obtient en plaçant la virgule de manière que la partie entière approche le plus possible de la limite des tables sans la surpasser; on cherche le logarithme tabulaire correspondant à celte partie entière , et on l’augmente du quatrième terme de la proportion ; l'unité est à la partie décimale du nombre qu’on a substitué au nombre proposé comme la différence des tables est à TL.
Remarque. Dans les tables de Gallet , on trouve écrites , 126 au - dessous de chaque différence des tables , les
1 13 valeurs les plus approchées des produits de cette
2 25 différence par les 9 premiers multiples de 0,1 en
3 38 ne conservant que 7 chiffres décimaux (ar. liv. 3
4 50 prob. 2) , ce qui permet d’abréger le calcul de la
5 63 valeur de x. Ainsi , pour obtenir le produit de 126
6 70 dix millionièmes par 0,85, on observe que 126
7 88 x 0,85 = 126 x 0,8+ 126 X 0,5x ^ ; on cherche,
8 101 au-dessous de 126 et à la droite du chiffre 8, le
9 113 produit 101 dix millionièmes de 126 dix millionièmes par 0,8 ; puis, à la droite du chiffre 5, le produit 63 dix millionièmes de 126 dix millionièmes par 0,5 ; enfin , divisant 63 dix millionièmes par 10, on obtient le quotient 6 dix millionièmes (ar.liv.3, prob. 2) qui, ajouté à 101 dix millionièmes , donne , comme précédemment, x = 107 dix millionièmes.
PROPOSITION XXXVI
Trouver une valeur approchée du nombre correspondant à un logarithme positif ou dont la caractéristique est seule négative.
Soit proposé de trouver une valeur approchée du nombre dont 2,5386724 est le logarithme. La caractéristique 2 montre que la partie entière du nombre demandé se compose de 3 chiffres (pr.30). Cela étant, supposons que la
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caractéristique 2 soit remplacée par ^ , ce qui revient à multiplier par 100 le nombre correspondant au logarithme proposé [pr. 31, réc.), et cherchons, dans les logarithmes tabulaires correspondants aux nombres de 5 chiffres , celui qui approche le plus de 0,5386724 sans le surpasser; nous trouvons 0,5386617 qui correspond au nombre 34567 et 0,0000126 pour l’excès du logarithme de 34568 sur celui de 34567; on a d’ailleurs 0,5386724 - 0,5386617=0,0000107; donc, en désignant par x ce qu’il faut ajouter à 34567 pour avoir le nombre correspondant au logarithme 4,5386724, la proportion dont on a fait usage pour résoudre le problème précédent (pr.35) donnera 126 : 107::1 :x, d’où l’on déduit a;=f|^=0,85 (ar.liv. 3,prob. 2); donc 34567,85 est le nombre correspondant au logarithme 4,5386724 et , par conséquent, 345,6785 est le nombre correspondant au logarithme proposé 2,5386724. On trouverait de même que le nombre correspondant au logarithme 6,5386724 est égal à 3456785 et que le nombre correspondant au logarithme 3,5386724 est égal à 0,003456785 (pr.31, réc.).
En général , pour trouver une valeur approchée du nombre correspondant à un logarithme positif ou dont la caractéristique est seule négative , on cherche dans les logarithmes tabulaires correspondants aux nombres de 5 chiffres, celui qui approche le plus de la partie décimale du logarithme proposé sans la surpasser; on prend le nombre correspondant à ce logarithme, puis la différence des tables et l’excès de la partie décimale du logarithme proposé sur celui qu’on a trouvé dans les tables; on ajoute au nombre entier correspondant au logarithme tabulaire le quatrième terme de la proportion ; la différence des tables est à V excès de la partie décimale du logarithme proposé sur le logarithme tabulaire , comme l’unité est à x; ensuite on dispose la virgule, dans le nombre décimal qui en résulte , de manière que le premier chiffre significatif exprime des unités de l’ordre indiqué par la caractéristique du logarithme proposé.
Remarque 1. En faisant usage des tables de Gallet, on
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126 abrège le calcul de la valeur de x au moyen des
1 13 produits de la différence des tables par les 9 pre-
2 25 miers multiples de 0,1 (pr. 35, rem.). Ainsi , pour
3 38 trouver ce qu’il faut ajouter à 34567 afin d’avoir le
4 50 nombre correspondant au logarithme 4,5386724,
5 63 on cherche le produit 101 dix millionièmes qui
6 76 approche le plus de 107 dix millionièmes, et on
7 88 trouve à sa gauche le chiffre 8 qui exprimera des
8 101 dixièmes dans le nombre demandé; on soustrait
9 113 101 dix millionièmes de 107 dix millionièmes, ce qui donne 6 dix millionièmes qu’on multiplie par 10; on cherche dans la table le produit 63 dix millionièmes , et on trouve à sa gauche le chiffre 5 qui exprimera des centièmes dans le nombre demandé ; de sorte que ce nombre est , comme précédemment, 34567,85.
Remarque 2. Lorsque le logarithme proposé est entièrement négatif, on lui substitue un logarithme dont la caractéristique soit seule négative (déf. 11, rem. 1).
DÉFINITIONS
12. Le complément d’un nombre positif est le résultat qu’on obtient en retranchant ce nombre de l’unité suivie d’autant de xéros qu’il a de chiffres à sa partie entière. Ainsi , le complément du nombre 345, 6789 est ( 1000 — 345,6789) ou 654,3211.
Remarque. On voit que pour obtenir le complément d’un nombre positif, il suffit de soustraire chaque chiffre, à partir de la gauche, de 9 unités de son ordre, à l’exception du dernier chiffre significatif qu’on soustrait de 10 unités.
lîS. Le complément d’un logarithme positif est le résultat qu’on obtient en retranchant ce logarithme de 10 unités. Ainsi le complément du logarithme 3,5386724 est (10 — 3,.5386724) ou 6,4613276.
Remarque 1. Cette définition suppose que les caractéristiques des logarithmes positifs dont on fait usage n’excèdent pas 9 unités.
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Remarque 2. Au lieu de soustraire un logarithme positif, on peut ajouter son complément en diminuant la somme ainsi obtenuede 10 unités. Car o— logi=a+(10— logé) — 10 =a+C' logé— 10.
PROPOSITION XXXVII
Trouver le logarithme d'une fraction ■— moindre que
otyj
l’unité.
i” On a logî^Y = — log567 (pr,24, cor.l) ; orlog 2
=0,3010300et log567=2, 7535831: donclogç|7=0, 3010300
- 2,7535831 = - (2,7535831 - 0,3010300) =* - 2,4525531 =3,5WU69 (déf. 11, rem. 1),
2° On a log sfy = log2— log567 = log2 + C'Iog567 — 10 (déf. 13, rem. 2); or log2 = 0,3010300 et C‘ log 567 = 7,2464169 ; donc log glj = 0,3010300 + 7,2464169 - 10 = 7,5474469-10=3,5474469 = -2,4525531 (déf. 11, rem. 2).
Remarque. En cherchant le nombre correspondant à 3,5474469 , on trouve (pr. 36) 0,003527336 qui exprime la valeur de ^ à moins d’un billionième.
PROPOSITION XXXVIII
Trouver une valeur approchée de la racine septième du cube de
En posant x = V^ ’
on a (pr . 24 ) log a; = } log (V/»)’ = f log ih ;
or log^ = logl8 + C'log 569- 10=1,2^2725 + 7, 2448877
- 10 = 2, 5001602 ; donc log a; = t (2, 5001602 x 3 ) = 7 (5,5004806). Avant d’effectuer la division de 5,5004806 par 7, augmentons la caractéristique 5 du plus petit multiple de 7 qui la rende positive , c’est-à-dire de 7 unités ; nous aurons log x = \ (2,5004806 — 7) = 0,3572115 — 1 = 1,3572115 et, par suite (pr.36), x =0,2276206.
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En général , pour obtenir le logarithme de la racine m«"'® d'un nombre moindre que l’unité , on ajoute au logarithme de ce nombre le plus petit multiple de m qui le rende positif; on divise la somme ainsi obtenue par m , puis on retranche du quotient autant d’unités qu'on a ajouté de fois le nombre m.
PROPOSITION XXXIX
La valeur d’un capital a placé pendant n années à intérêt composé est égale à A à la fin de la n^ année ; T désigne l’intérêt d'un franc placé pendant une année; et on propose, étant données trois quelconques des quantités a, r, n, A, de calculer la quatrième par logarithmes.
La valeur d’un franc au bout de la année étant (1 + r)",
on a la relation
A=(l +r)»xa (ar. Iiv.5, prob. 12).
1° a, r, n étant données, on détermine A par l’égalité log A=n log (1 +r) +log a ;
2° r, n, A étant données , on détermine a par l’égalité log a=log A— n log (1 + r) ;
3* a, n, A étant données , on a
log (1 +r) =-^( log A -log a),
relation qui détermine 1 + r et, par suite , r. Connaissant r, on en déduit le taux rxlOO.
k’ a, r, A étant données , on a
log A - log a log(l+r)
Lorsque la valeur de n n’est pas un nombre entier , on prend la partie entière n' de cette valeur pour le nombre
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des années ; ensuite, pour avoir le temps pendant lequel a été placé le capital a pour devenir égal à Â, on ajoute à n' années le nombre des jours pendant lesquels il faut placer (1 +r)»' xa pour que ce capital devienne égal à A (ar. liv.5, prob. 10).
PROPOSITION XL
Une personne emprunte un capital A, qu'elle rembourse ensuite avec l’intérêt composé, au moyen de n paiements égaux à a, effectués successivement à la fin de chaque année; r désigne l'intérêt dun franc placé pendant une année ; et on propose de calculer n par logarithmes.
On a {ar. liv. 5, prob. 16)
ax[l + (l+r)2 + ... + (l + r)»-']=A(l+r)*
ou (ar.liv.5,pr. 35) ox ■ - ~ — î-=A(l+r)";
d’où l’on déduit (1 + r)«= — — ,
nlog(l + r)=logrt + C* log (a— Ar)-10, loga + C'log(a— Ar) — 10 ® ” log{l+r) ■
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PROBLÈMES A RÉSOUDRE
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VI. Étant données les relations 1,4142<a3<1,4'l43, trouver une valeur approchée dey;, en fraction continue. Réponse ; a: = 1 + 1
xrr 2 + 1 2 + 1
vu. Réduire ^ ^ fraction continue.
Réponse: a; = 1 +1
1+etc.
VIII. Réduire en fraction continue le logarithme de 2 pris dans le système dont la base est 10.
Réponse: x = ■
9+ etc.
XII. Trouver, au moyen des Tables , une valeur ap
prochée des logarithmes des nombres 879,64; 68,93465; 0,005862431 . _
Réponse: 2,9443050; 1,8384376 ; 3^7680778.
XIII. Trouver, au moyen des Tables , une valeur approchée des nombres correspondants aux logarithmes 2,9443050; 1,8384376; 3,7680778.
Réponse : 879,64; 68,93465 ; 0,005862431.
XIV. Trouver le temps pendant lequel il faut placer un capital à 5 pour 1 00 ei o intérêt composé, pour qu’il acquière une vale%sr double de sa valeur primitive.
Réponse : 14 ans 73 jours.
APPROXIMATIONS NUMÉRIQUES
DÉFINITIONS
1 . Une quantité b est une valeur approchée d’une autre quantité a, à moins d’une troisième quantité c, lorsque la dilTérence a — b ou b — a entre o et 6 est moindre que c.
La quantité b est approchée par defaut ou par excès, suivant qu’elle est plus petite ou plus grande que a. Ainsi, les nombres 8 et 12 sont des valeurs approchées du nombre 10 , l’une par défaut et l’autre par excès, à moins de 3 unités, parce que les différences 10—8 et 12 — 10 sont moindres que 3.
â. Toute quantité comprise entre a et a—c ou entre a et a+ c étant une valeur approchée de a à moins de la quantité <r (déf. 1), on voit qu’il existe une infinité de valeurs d’une quantité a , approchées par défaut' ou par excès à moins d’une quantité c. Mais lorsqu’on dit qu’une quantité b est la valeur approchée d'une autre quantité a , à moins d'une troisième quantité c, on entend que b est égale au plus grand multiple de c contenu dans a. Ainsi 3,1 est la valeur approchée de 3,141 à moins de 0,1, parce que 3,1 ou 0,1x31 est le plus grand multiple de 0,1 contenu dans 3,141.
5. Une quantité b est la valeur d’une autre quantité a approchée par excès, à moins d’une troisième quantité c, lorsque b est égale au plus petit multiple de c, qui excède a. Ainsi 3,2 est la valeur de 3,141 approchée par excès à moins de 0,1 ; parce que 3,2 ou 0,1x32 est le plus petit multiple de 01, qui excède 3,141.
Remarque. Ces définitions étant applicables aux nombres
incommensurables, on dira que b est la valeur de v'a, ap-
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prochée à moins d’un nombre c, en supposant que b soit le
plusgrand ngultiple de c contenu dans ya, ou dont la tn^ puissance soit contenue dans a (ar. liv. 4, déf. 6*7, 8).
ADDITION
PROPOSITION PREMIÈRE
Étant donnée une limite B des erreurs commises sur les parties d’une somme a+b + c+etc., trouver une limite de l'erreur e commise sur la somme ; et réciproquement.
Soient a',b',d, etc., les valeurs de a, 6, c, etc., approchées par défaut ou par excès à moins de la quantité $ (déf. 1). En remplaçant a par a', on a augmenté ou diminué a et, par suite, la somme a+è+c-l-etc. d’une quantité moindre que $ ; pareillement, en remplaçant b par V dans la somme a'-f-è+cH-etc. , on a augmenté ou diminué cette somme d'une quantité moindre que et ainsi de suite ; donc, en supposant le cas le plus défavorable, c’est-à-dire celui où les erreurs successives sont toutes produites dans le même sens, l’erreur définitive e produite sur la somme proposée sera moindre que ^n, n étant le nombre des parties modifiées ; donc l'erreur commise sur la somme de plusieurs quantités est moindre que la limite des erreurs commises sur les parties modifiées, multipliée par le nombre de ces parties.
Réciproquement. Supposons qu’on demande avec quel degré d’approximation il suffit de prendre chacune des parties d’une somme a-l-6-l-c-i-etc. pour que l’erreur e commise sur cette sonune soit moindre qu’une quantité donnée e. En désignant par $ la limite demandée, l’erreur commise sur la somme sera moindre que$n; donc, en posant Jn = e ou S=-i, cette valeur de î répondra à l’énoncé , donc pour que l'erreur commise sur une somme
SOUSTRACTION
PROPOSITION II
Etant donnée une limite è des erreurs commises sur les termes d'une différence a— b, trouver une limite de l'erreur e commise sur la différence; et réciproquement.
Soient a' et b' les valeurs de a et 6 approchées par excès ou par défaut à moins de la quantité En reiiiplaçaiit a par a' un a augmenté ou diminué a et, par suite, a— b d’une quantité moindre que mais en remplaçant b par 6' dans a'— b, on a augmenté ou diminué b et , par suite, diminué ou augmenté a'— b d’une quantité moindre que î; donc, en supposant le cas le plus défavorable, c’est-à-dire celui où les erreurs successives sont produites dans le môme sens , l’erreur définitive produite sur la différence proposée sera moindre que 2^ ; donc l’erreur commise sur la différence de deux quantités est moindre que le double de la limite des erreurs commises sur les termes de cette différence.
Lorsqu’on modifie un seul des termes a et à , ou lorsque leurs valeurs a' et b' sont approchées dans le même sens , l’erreur commise sur a— b est moindre que
Réciproquement, si l’on veut déterminer S de manière que l’erreur e soit moindre qu’une quantité donnée s, on posera 2S = e ou S = et cette valeur de * sera la limite demandée ; donc pour que l'erreur commise sur une différence soit moindre qu’une quantité e, il suffit de prendre chaque terme de la différence avec une erreur moindre que la moitié de cette quantité.
is
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MULTIPLICATION
PROPOSITION III
Étant donnée une limite S des erreurs commises sur les facteurs d’un produit abc...kl, trouver îtne limite de l’erreur e commise sur le produit; et réciproquement.
Il y a plusieurs cas à considérer suivant qu’on modifle 1“ un seul facteur du produit ; 2“ tous les facteurs du produit en leur substituant des valeurs approchées par défaut; 3° tous les facteurs du pi'oduit en leur substituant des valeurs approchées par excès; tous les facteurs du produit en leur substituant des valeurs approchées les unes par défaut et les autres par excès ; 5° plusieurs des facteurs du produit.
1" L’égalité a{b±S)c...kl= abc...kl±Sac.,.kl montre que lorsqu'un facteur d’un produit augmente ou diminue d'un nombre S , le produit augmente ou diminue de ce nombre multiplié par le produit des autres facteurs ; d’où il résulte que Lorsqu'un facteur d'un produit augmente ou diminue d^n nombre moindre que B, le produit augmente ou diminue d’un nombre e moindre que ^ multiplié par le produit des autres facteurs.
récipkoquement, supposons qu’on demande avec quel degré d’approximation il sufiit de prendre un des facteurs d'un produit pour que l’erreur e commise sur le produit soit moindre qu’un nombre donné t. En désignant par $ la limite demandée et par p le produit des autres facteurs, l’erreur e sera moindre que ^p; donc en posant Sp—e. ou y» valeur de S répondra à l’énoncé; donc, pour que l’erreur commise sur un produit dont on modifie un seul facteur soit moindre qu’un nombre e, il suffit de
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prendre ce fadeur avec une erreur moindre que e divisé par le produit des autres facteurs.
2” Soient a', b', c', etc., les valeurs de a, b,c, etc., approchées par défaut à moins de S. En remplaçant a par a', on a diminué le fadeur a d’un nombre moindre que S, et le produit abc. ..kl d’un nombre moindre que ^bc...kl [V]', pareillement, en remplaçant b par b' dans le produit a'bc...kl, on a diminué ce produit d’un nombre moindre que Sa'c...kl et, à plus forte; raison, d’un nombre moindre Sac. ..kl; et ainsi de suite jusqu’à ce qu’en remplaçant l par l' dans le produit a'b'c'...k'l, on ait diminué ce produit d’un nombre moindre que Sab...k; donc, en définitive, on aura e<Ss»-i, Sn-i désignant la somme des produits »*— 1 à n— 1 des» facteurs a,b,e...k,l; donc l'erreur commise sur un produit de n facteurs, auxquels on subslitue des valeurs approchées par défaut, est moindre que la limite des erreurs commises sur les facteurs multipliée par la somme des produits n—i à n— 1 de ces mêmes facteurs.
RÉcipnoguEME.NT, $i l’on veut déterminer S de manière que l’erreur e soit moindre que e, on posera e ou
= et cette valeur de S sera la limite demandée ; donc,
pour que l’erreur commise sur un produit, dont on veut modifier les n facteurs, en leur substituant des valeurs approchées par défaut, soit moindre qu’un nombre donné e, il suffit que l’erreur commise sur chaque facteur soit moindre que e divisé parla somme des produits n— 1 à n— 1 de ces mêmes facteurs.
3° Lorsque les valeurs a', b', c', etc., sont toutes approchées par excès, on trouve, en raisonnant comme précédemment (2°), que l’erreur e commise sur le produit est moindre que ^sn-i, Sn-t désignant la somme des produits n— 1 à n—\ des nombres a',6',c',etc. ; donc terreur commise sur un produit de n facteurs, auxquels on substitue des valeurs approchées par excès, est moindre que la limite des erreurs commises sur les facteurs multipliée par la somme
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des produits n— 1 à n— 1 des n valeurs approchées par excès.
Réciproquement, pour déterminer ^ de manière que l’erreur e commise sur le produit soit moindre qu’un nombre donnée, on posera ou J=— î— .
Mais les nombres a', b', e', etc. , n’étant pas connus , on déterminera la valeur de S en les remplaçant par des valeui’s quelconques de a, è,e, etc., approchées par excès ; ensuite on effectuera le produit demandé en substituant aux facteurs a, 6,c,etc. , des valeurs qui non-seulement soient approchées par excès à moins de S, mais qui, de plus, n’excèdent pas les valeurs données précédemment à a',b',c', etc.
4" Lorsque les nombres a', etc., sont des valeurs de n,6,f,etc., approchées les unes par défaut et les autres par excès, l’erreur commise est moindie que si toutes les erreurs successives étaient produites dans le même sens (2* et 3“) ; donc on aura, à plus forte raison, e<Ss„_i, s#-» désijiînant la somme des produits »— 1 à n — 1 des facteui’S 0 , 6, c, etc., dans lesquels chaque facteur b par exemple, modifié par voie d’augmentation, est remplacé par sa valeur b' approchée par excès ; donc l'erreur commise sur un produit de n facteurs, auxquels on substitue des valeurs approchées par défaut ou par excès, est moindre que la limite des erreurs commises sur les facteurs multipliée parla somme des produits n— t à n — 1 de ces mêmes fadeurs, en supposant que chaque fadeur modifié par voie d’augmentation soit remplacé pur sa valeur approchée par excès.
Réciproquement, si l’on veut déterminer S de manière que l’erreur e soit moindre que t, ou posera îs«_t=e ou S = et cette valeur de S sera la limite demandée (3°,
•’ii-i
réc.).
ô* En désignant par p le produit des facteurs non modifiés, l’erreur commise sur le produit des n facteurs modifiés étant moindre que (2“, 3", 4°), l’erreur commise sur le produit de tous les facteurs sera moindre que Spsn^t , donc
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terreur commise sur un produit est moindre que la limite des erreurs commises sur les facteurs multipliée pur le produit des facteurs non modifiés et par la somme des produits n— 1 à I) — 1 des n facteurs modifiés, dans lesquels chaque facteur modifié par voie d! augmentation est remplacé par une valeur approchée par excès.
Réciproquement, si l’on veut déterminer î de manière que l’erreur e soit moindre que e, on posera ou
^ , et cette valeur de ^ sera la limite demandée (3", P-u-i réc.)
DIVISION
PROPOSITION IV
Étant donnée une limite è des erreurs commises sur le dividende et le diviseur, trouver une limite de l'erreur e commise sur le quotient ; et réciproquement.
■ Il y a plusieurs cas à considérer, suivant qu’on modifie 1" le dividende seul; 2° le diviseur seul en le remplaçant par une valeur approchée par excès ; 3” le diviseur seul en le remplaçant par une valeur approchée par défaut; 4“ le dividende et le diviseur, en les remplaçant par des valeurs approchées, l’une par défaut et l’autre par excès; 5” le dividende et le diviseur, en les remplaçant par des valeurs approchées, l’une par excès et l’autre par défaut; 6° le dividende et le diviseur, en les remplaçant par des valeurs approchées par excès; 7° le dividende et le diviseur, en les remplaçant par des valeurs approchées par défaut.
i” La relation ±: montre que lorsqu’on aug-
mente ou qu!on diminue le dividende a d’une quantité , le quotient augmente ou diminue de cette même quantité divisée par le diviseur; donc l'erreur commise sur un quotient est moindre que la limite de l'erreur commise sur le dividende divisée par le diviseur.
oo
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Réciproqüement , supposons qu’on demande avec quel degré d’approximation il suffit de prendre le dividende pour que l’erreur commise sur le quotient soit moindre qu’une quantité donnée g. En désignant par î la limite demandée, l’erreur commise sur sera moindre que
donc en posant -^ = £OuS = ex*, cette valeur de S répondra à l’énoncé; donc pour que l’erreur commise sur un quotient soit moindre qu'une quantité t , il suffit de prendre le dividende avec une erreur moindre que le produit de cette quantité par le diviseur.
2“ Soit b' la valeur de b approchée par excès à mojns de î. L’erreur y — commise sur le quotient S(>ra moindre que
a a aî ^ » v. ® .
T ~ ôTî “ b{b+ ) ^
donc l'erreur commise sur un quotient, en remplaçant le diviseur par une valeur approchée par excès, est moindre que la limite de l'erreur commise sur le diviseur multipliée par le quotient qu’on obtient en divisant le dividende par le carré du diviseur.
Réciproquement, pour déterminer i de manière que l’erreur commise sur le quotient soit moindre que e , on posera
«XTr=£ ou S=ex— ,
et cette valeur de S sera la limite demandée ; donc pour que l’erreur commise sur un quotient, en remplaçant le diviseur par une valeur approchée par excès, soit moindre qu'un nombre donné t , il suffit que l’erreur commise sur le diviseur soit moindre que t multiplié par le quotient qu’on obtient en divisant le carré du diviseur par le dividende.
3“ Soit b' la valeur de b approchée par défaut à moins de î. L’erreur y — y commise sur le quotient sera moindre que
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donc l'erreur commise sur un quotient, en remplaçant le diviseur par une valeur approchée par défaut, est moindre que la limite de l'erreur commise sur le diviseur multipliée par le quotient qu'on obtient en divisant le dividende par le produit qui a pour facteurs le diviseur et l'excès du diviseur »ur cette limite.
Réciproqdehe.nt, si l’on veut déterminer ^ de manière que l’erreur e soit moindre que e , on posera
-7- — Tv = s OU a^ = b^t — bSt, b[b — s)
d’où l’on déduit
S(a + be) = bh et * = — — ra + bt
4* Soient a' et b' les valeurs de a et b approchÔÆS l’une par défaut et l’autre par excès à moins de L’erreur commise sur le quotient sera moindre que
donc l'erreur commise sur un quotient, en remplaçant le dividende et le diviseur par des valeurs approchées l'une par défaut et l'autre par excès à moins de S, est moindre que S multiplié par le quotient qu’on obtient en divisant la somme du dividende et du diviseur par le carré du diviseur.
Réciproqüement, si l’on veut déterminer S do manière que l’erreur e commise sur le quotient soit moindre qu’un nombre donné : , on posera -
SX— 77- = e ou S=£X— — ,
et cette valeur de S sera la limite demandée; donc pimr que l’erreur commise sur un quotient, en remplaçant le dividende et le diviseur par des valeurs approchées l’une par défaut et l’autre par excès, soit moindre qu’un nombre
donné e, il xufflt que la limite des erreurs commises sur le diridende et le diviseur soit éqale à e multiplié par le quotient qu’on obtient en divisant le carré du dvnseur par la somme du dividende et du diviseur.
5” Soient a' et b' les valeurs de a et approchées l’une par excès et l’autre par défaut à moins de î. L’erreur Y — J commise sur le quotient sera moindre que
'b^~T~ ^b{b-sy
donc terreur commise sur un quotient, en remplaçant le dividende et le diviseur par des valeurs approchées tune par excès et l’autre par déjaut à moins d'un nombre donné J , est moindre que S multiplié par le quotient qu’on obtient en divisant la somme du dividende et du diviseur par le produit qui a pour facteurs le diviseur et l’excès du diviseur sur h.
Réciproquement, si l'on veut déterminer j de manière que l'erreur e soit moindre que e, on posera
d’où l’on déduit
OU
J {a + b) = b’‘e — bSt
J( O + è + éï) = 6*e et S =
a + b + be
6® Soient o' et b' les valeurs de a et è approchées par excès à moins de J. En remplaçant b par b' dans , on a diminué d’un nombre moindre que ^ (2®); mais en remplaçant O par a' dans , on a augmenté y d’un nombre moindre que y (1®) et, à plus forte raison, moindre que y; donc, en définitive, l’erreur commise sur le quotient y est moindre que le plus grand des nombres
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c'est-à-dire que celui de ces produits où le plus grand des nombres a et 6 est employé comme dividende; donc l'erreur commise sur un quotient en remplaçant le dividende et le diviseur par des valeurs approchées par excès à moins d’un nombre donné J, est moindre que ce nombre multiplié par le quotient qu'on obtient en divisant le plus grand des nombres a et b par le carré du diviseur.
Réciproqüeme.nt, si l’on veut déterminer J de manière que l’erreur e soit moindre que e, on posera a* bS
selon qu’on aura a > 6 ou à > a ; et l’on en déduira
T Soient a' et b' les valeurs de a et Z» approchées par défaut à moins de ÿ. En remplaçant b par b' dans on a augmenté d’un nombre moindre que ^y (3°); mais en remplaçant a par a' dans on a diminué d’un nombre moindre que (1«) et, à plus forte raison , moindre que ^ ; donc , en définitive , l’erreur commise sur le quotient est moindre que le plus grand des nombres
c’est-à-dire que celui de ces produits où le plus grand des nombres a et ô est employé comme dividende ; donc l’erreur commise sur un quotient y , en remplaçant le dividende et le diviseur par des valeurs approchées par défaut à moins dun nombre donné S, est moindre que S multiplié par le quotient qu’on obtient en divisant le plus grand des nombres a <■< b par le produit qui a pour facteurs le diviseur et l’excès du diviseur sur S.
Récipruquevient , si l’on veut déterminer * de manière que l’erreur e soit (noindre que e , on posera
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aS /)ÿ
selon qu’on aura a > 6 ou 6 > a; et l’on en déduira . ô’e , b'i bi
a + bi b + bt l+£
PUISSANCES
PROPOSITION V
Étant donnée une limite ^ de V erreur commise sur un nombre a, trouver une limite de l'erreur e commise sur la puissance de ce nombre; et réciproquement.
Il y a deux cas à considérer, suivant qu’on remplace le nombre a par une valeur approchée par défaut ou par excès.
1° Soit a la valeur de a approchée par défaut à moins de S. La puissance a"» étant un produit de m facteurs égaux à a, l’erreur e commise sur ce produit en remplaçant a par « est moindre que ism-t (pr.3,2") ; or on a
Sm-i = a"»-< + a"-< + a"-' + etc. = m o™-' , et, par suite,
e < Swia*"-' ,
donc l'erreur commise sur la m^“« puissance d’un nombre a, çu’on remplace par une valeur approchée par défaut, est moindre que la limite de l’erreur commise sur le nombre a multipliée par m fois la (m — 1)^ puissance de ce nombre.
Réciproquement , supposons qu’on demande le degré d’approximation avec lequel il suffit de prendre un nombre a pour que l’erreur e commise sur la puissance de ce nombre soit moindre qu’un nombre donné e. En désignant par * la limite demandée , l’erreur commise sur a" sera moindre que ; donc en posant >
Digilizcd by C
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cette valeur de S répondra à l’énoncé; donc pour que F erreur commise sur la puissance d'un, nombre a , qu'on remplace par une valeur approchée par défaut, soit moindre qu'un nombre donné e, il suffit que l’erreur commise sur a soit moindre que e divisé par m fois la (tn— puissance de a.
2* Soit a la valeur de a approchée par excès ô moins de S. En raisonnant comme dans le cas précédent (1®) , on aura (pr. 3, 3”)
e < Sjw a™-' ;
donc C erreur commise sur la m®“® puissance d'un nombre a, qu’on remplace par une valeur a approchée par excès, est moindre que la limite de l’erreur commise sur a multipliée par m fois la (m— 1)^”'® puissance de a.
RÉciPRogcEMENT, si l’on veut déterminer S de manière que l’erreur e commise sur o™ soit moindre que e, on posera
S»ia’"-^=e ou i = — ^ — .
tWa”»-'
Mais cette valeur de a étant inconnue, on déterminera S en remplaçant a par une valeur quelconque de a approchée par excès; ensuite on formera la puissance a”> en donnant à a une valeui* qui non-seulement soit approchée par excès h moins de S, mais qui de plus n’excède pas la valeur donnée précédemment à «.
RACINES
PROPOSITION VI
Étant donnée une limite 8 de l erreur commise stir un nombre a, trouver une limite de l'erreur commise sur la racine de ce nombre; et réciproquement.
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Il y a deux ras à considérer, selon qu’on remplace a par une valeur approchée par excès ou par défaut.
1 ” Soit a la valeur de a approchée par excès à moins de î.
En remplaçant a par o dans v/a, l’erreur e commise sur
mm m
cette racine est Va — v'a ~ x — y, ex\ posant Va=^x et
Va=y. Or on a
- _ (x”'—* + r"*— * y + X”'- ^ y* + etc. + y"”*) (-r — y)
e — X y— ^ ^ +ëtc. + y'»-‘
ou
+a;'"-Sy + a;'"— ®y“ + etc. +y”*— • ’
en observant que x^-*y.x = x”', que y*»-' x(— y) = — y" et que le produit d'un terme quelconque du multiplicande, autre quear™-*, par x, et celui du terme précédent par— y se détruisent. Or le dividende — y"» = a— a<S; de plus,
la relation a > a donne l/ a > l/a ou a: > y; donc en remplaçant X par y au diviseur, qui devient alors y"-^ +y’"~* 4 -y“-< etc. ou >wy™-<, on diminuera ce diviseur et on aura
niy»—*
ou
0) e < — ÏT3II m V' a’"~*
donc l’erreur commise sur ta racine m^“« d’un nombre a, auquel on substitue une valeur approchée par excès à moins de S, est moindre que S divisé par m fois la racine m^“« de la (m — 1)*“® puissance de a.
Réciproquement, si l’on veut déterminer ^ de manière que l’erreur e soit moindre que e , on posera
— 5; ^ — = e ou S = e -K m a”-* ;
donc pour que ü erreur commise sur la racine m^"'* d'un nombre a, auquel on substitue une valeur approchée par excès, soit moindre qu’un nombre donné e, il suffit de prendre a avec une erreur tnoindre que e multiplié par m fois la racine m*“® de la (m— 1)*®* puissance de a.
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2" Soit * la valeur (le a approi'hée par défaut à moin.s de î.
m mm
En remplaçant u par * dans Va, on aura e=Va—V<>-; d’où l’on conclura, comme précédemment (1°),
donc l’errewr commise sur la racine m*“* «fitn nombre à, auquel on substitue une valeur » approchée par défaut à moins de S, est moindre que S divisé par in fois la racine id (fj|_ ijèmc puissance de *.
Réciproquement, si l’on veut déterminer * de manière qu’on ait e<e, on posera
— = e ou 5 = 2x»n VoL’s—t,
Mais cette valeur de % étant inconnue, on déterminera î en remplaçant * par une valeur quelconque de a approchée
par défaut: ensuite on remplacera a dans Va par une valeur qui non-seulement soit approchée par défaut à moins de S, mais qui, de plus, ne soit pas moindre que la valeur donnée précédemment à ».
Corollaire. Les relations (i) et [a) montrent que si a est un nombre décimal plus grand que l’unité et que ^ on aura e< ; donc, pour obtenir la racine m^“« d'un nombre décimal plus grand que l'unilé à moins d’une unité décimale du n®"*® ordre, il suffit d’opérer sur une valeur du nombre proposé approchée à moins de la même unité décimale.
PROPOSITION VII
Pour extraire la racine d'un nombre N à moins d’une unité, il suffit d’extraire la racine m^“‘ a de la partie entière A de N à moins d'une unité.
En effet , a étant la racine m^®>® de A à moins d’une
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unité, la puissance de a est contenue dans A et, à plus forte raison, dans N, tandis que la puissance de a + 1 excède A au moins d’une unité et, par suite, excède N; donc a est le plus grand nombre entier dont la puissance soit contenue dans N ou, autrement, a est la racine de N à moins d’une unité [déf. 3, rem.].
PROPOSITION VIII
Extraire la racine m*”“® d'un nombre N à moins d'un nombre S.
En désignant par ^ x a; la racine demandée (déf. 3, rem.), la puissance de^xx sera contenue dans N, tandis que
la puissance de ^x(x + l) excédera N ; donc on aura
J» X X» = ou< N < 5“ X (a; + 1)”
et, par suite , ar™ =ou <-^ <(x+ 1)”» ;
donc le nombre entier x est la racine tn^ du quotient ^ à moins d’une unité (déf. 3, rem.). On en déduit celte règle générale ; pour extraire la racine m®“‘® d’wi nombre N à moins (T un autre nombre S, on divise le premier par la m^“® puissance du second, on extrait la racine m**"® du quotient à moins d’une unité, et l'on multiplie le second nombre par cette racine.
PROPOSITION IX
Pour extraire la racine mn®"“ d’un nombre N à moins de à', il suffit d extraire succcessivement, à moins de 8, la racine m®“® âa rfe N et la racine de 5a.
En effet, Sb étant la racine de Sa à moins de on a (Sè)*= ou <îa et, par suite, (S6)’**= ou< (Sa)“.Mais, étant la racine w'*'»® de N à moins de S, on a (S«)’“ = ou <N ; donc, à plus forte raison, {Sb)”>’‘— ou <N. De plus, Sb étant
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le plus grand multiple de ^ dont la n*'^ puissance soit contenue dans ^a, on a
et, par suite, [^(6 + 1 )]’"■> (^«)*; d’où l’on déduit [S(ù-l-l)]»“ = ou>[*(a+l)]“; mais étant la racine de N à moins de on a [ÿ(a+l)]">N;
donc, ù plus forte raison, [s(ù + !)]“« >N.
Il en résulte que est le jHus grand multiple de i dont la puissance soit contenue dans N, ou, autrement, que est la racine de N à moins de ^ (déf. 3, rem.).
PROPOSITION X
Pour extraire la racine (T un nombre entier a
avec une erreur moindre que l'unité, il suffit de connaître plus de la m*“® partie du nombre de ses chiffres O partir de la gauche.
En supposant que n soit le nombre des chiffres de «, nous démontrerons d’abord que si l’on prend sur 1a gauche de a un nombre de chiffres plus grand que ou au moins égal à en remplaçant tous les chiffres suivants par des zéros, l’erreur e commise sur i/o sera moindre qu’une unité. En effet, le nombre » qu’on substitue à a dans Va contenant n chiffres est au moins égal à 10*-' ; de plus, le nombre des chiffres pris sur la gauche de n étant au moins égal à la partie négligée contient au plus n — ou
chiffres; donc cette partie est moindre que
Or on a la relation
e<— ou e< — ^(pr.6,2«)
dans laquelle e désigne l’erreur commise sur Va en rem-
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plaçant a par ane valeur k approchée par défaut à moins de
nfw—
J ; donc, si l’on fait 10 m et a=iO"-', on aura , à plus forte raison.
tn
Remplaçant m successivement; par chacun des nombres 2,
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, on reconnaît immédiatement que est moindre que m ; il en est de même pour une valeur
quelconque de m supérieure à 9, puisque 10^“ est constamment moindre que 10; donc, quel que soit le degré m de lu racine à extraire, on aura e <1. 11 en résulte que pour extraire la racine m*“® d’un nombre entier composé de n chiffres, avec une erreur moindre qu’une unité, il suffit de prendre sur la gauche de ce nombre au moins chiffres en remplaçant tous les autres par des zéros, puis d’extraire la racine m*^“® du nombre ainsi obtenu, par excès à moins d'une unité. Car les deux erreurs produites successivement
et en sens contraire, l’une sur Va et l’autre sur Va. étant moindres que l’unité, l’erreur définitive est elle-même moindre que l’unité.
Ainsi, par exemple , pour extraire la racine 12^“>e d’un nombre de 23 chiffres, avec une erreur moindre qu’une unité, il suffira de connaître ses deux premiers chiffres à gauche, et pour extraire la racine 12™' de avec une erreur moindre qu’un centième, il suffira de connaître la partie entière de
PROPOSITION XI
Lorsqu’ en extrayant la racine carrée d’un nombre entier à moins d’une unité, on a obtenu plus de la moitié des chiffres de cette racine, on peut obtenir tous les autres par une seule division.
Soit N le nombre proposé, n le nombre des chiffres de sa
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racine carrée à moins d’une unité , a la première partie de cette racine et b le nombre commensurabl»; ou incommensurable qu’il faut ajouter à a pour obtenir V^N. On a v/N=o+6 et, par suite,
N=o^+2ad»+6* et (1) ^ ^ =6+
Mais , par hypothèse , la partie entière de b contient un nombre déchiffrés moindre que et, par conséquent, celle de b'^ en contient un nombre moindre que n (liv. 2, pr . 8); de plus, a en contient n, donc 6*<a, <1 et ; donc la
fraction est une valeur de b approchée par excès à moins d’une demi-unité. Cela étant, si l’on remplace cette fraction par la partie entière q du quotient de la division de N— O* par 2 a en négligeant le reste r de cette division, on aura diminué d’une fraction moindre que l’unité et, par conséquent, le quotient q exprimera la valeur de b soit exactement, soit par défaut ou par excès à moins d’une unité. Pour distinguer ces trois cas, remplaçons pai’ dans l’égalité (1), ce qui donne
et supposons successivement 7=6, 7 <6, 7>6.
1 " Lorsqu’on a 7=6 ou 7®=6*, l’égalité ( 2 ) donne r=b'^ ou r=7* ; 2 " lorsqu’on a 7 < 6 ou 7^<6^, l’égalité (2) donne r>6* et, à plus forte raison, r>7*; 3 ° lorsqu’on a 7>ô ou 7^>ô^, l’égalité (2) donne r <6* et, à plus forte raison, r < 7*; donc, réciproquement , suivant qu’on aura r = 7*, r> 7*, r <7^ le quotient 7 sera la valeur de 6, et a +7 la valeur de VN, exacte, approchée par défaut ou par excès à moins d’une unité.
PROPOSITION XII
Lorsqu’ en extrayant la racine cubique d’un nombre entier à moins d’une unité, on a obtenu au moins la moitié plus un des chiffres de celte racine, on peut obtenir tous les autres par une seule division.
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En supposant que les lettres N, n, a, b aient une signification analogue à celle qu'on leur a donnée dans la démonstration précédente (pr. 11), on aura
N=aH3a'‘6 + 3û6H6’
et, par suite,
ou(2)\j?-=6 + ^(3+4).
Or on a obtenu au moins + 1 ou chiffres à la racine, donc la partie entière de b en contient au plus n — — ou ^ ; d’ailleurs a contient n chiffres, donc on a
fl— 9
ô<10“F et a = ou>10"-<, d'où l'on déduit
6»<10»-», 3a = ou >3X10»-', ~^<^-
Enfin, b étant moindre que n, on a 3-1- — <i ; donc
d’où il résulte que la fraction est une valeur de b approchée par excès à moins de Cela étant, si l'on rem-
place cette fraction par la partie entière q du quotient de la division de N— a’ par 3a* en négligeant le reste r de cette division, on aura diminué d’une fraction moindre que l'unité, et, par conséquent, le quotient q exprimera la valeur de b soit exactement, soit par défaut ou par excès à moins d’une unité. Pour distinguer ces trois cas, remplaçons par q+-^ dans l’égalité (1), ce qui donne
et supposons successivement ÿ = è, q<,ù, y>è.
1* Lorsqu’on a q = b ou = l'égalité (3). donpe
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r=(3a+6)6® ou r = (3a +9)51’; 2° lorsqu’on a ^<6 ou l’égalité (3) donne r>(3a + i)ft^, et, à plus forte raison, rXlla+f/jÿ*; 3“ lorsqu’on a ou l’éga-
lité (3) donne r<(3a - 1-6)6* et, à plus forte raison, r<(3a-l-g)9*; donc, réciproquement, suivant qu’on aura
r=(3a-i-5r)g'*, r>(3a -1-9)5*, ^<(3a-l-ç)5*, le quotient g sera
la valeur de 6, et a -P 5 la valeur de v^N, exacte, approchée par défaut ou par excès à moins d’une unité.
PROPOSITION YIII.
Lorsgu’en extrayant la racine carrée d’un nombre entier N à moins dune unité, on a obtenu le nombre total a des dizaines de cette racine, de combien d’unités au plus la partie entière du guolient de la division qu'on effectue pour avoir le chiffre b des unités peutelle excéder ce chiffre?
Désignons par R l’excès de N sur le carré 100a* des dizaines de la racine. Pour trouver le chiffre 6 des unités, on divise par 2a le nombre total des dizaines de R ; donc, pour que l’excès de la partie entière de ce quotient sur 6 soit le plus grand possible, il faut que R et, par suRe, N soit le plus grand possible parmi tous les nombres entiers dont 10a -1-6 est la racine carrée à moins d’une unité. Or le plus grand de ces nombres est(i0o-t-6-f 1)*— 1 ou (lOa-flO)*— 1 en donnant à 6 sa plus grande valeur 9 unités ; donc on aura N = ( 1 Oa -1- 1 0)* - 1 = 100a* -(- 200a -I- 99 ; d’où l’on déduit
Le nombre des dizaines contenues dans R étant 20a -1- 9, on divise ce nombre par 2a, ce qui donne le quotient - 10-t-^ dont la partie entière maximum 10-f4 ou licorrespond à la valeur ininimun 1 du nombre a. Mais on a supposé 6=9, donc 14—9 ou 5 est le plus grand excès possible de la partie entière du quotient su r le chiffre des unités.
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Remarqde. Lorsqu’on a a = ou > 5 , la fraction — est moindre que l’unité; donc, lorsqu en extrayant la racine carrée d'un nombre entier à moins d'xine unité, on a obtenu plusieurs chiffres à la racine ou un premier chiffre au moins égal à 5, la partie entière du quotient de la division qu’on effectue pour trouver l’un quelconque des chiffres suivants, ne peut excéder ce chiffre déplus d’une unité.
PROPOSITION XIV
Lorsqu' en extrayant la racine cubique d’un nombre entier N à moins d'une unité, on a obtenu le nombre total a des dizaines de celte racine, de combien di unités au plus la partie entière du quotient de la division qu’on effectue pour avoir le chiffre b des unités, peut-elle excéder ce chiffre?
En raisonnant comme dans la démonstration précédente (pr. 13), on est conduit à la relation
N= (10a + 10)’ - 1 = 1000a’ + 3000a’ + 3000a + 999, d’où l’on déduit
Le nombre des centaines contenues dans R étant 30a’ + 30a f 9, on divise ce nombre par 3a*, ce qui donne le quotient
dont la partie entière maximum 10+10 + 3 ou 23 correspond à la valeur minimum 1 du nombre a. Mais on a supposé è=9, donc 23— 9 ou 14 est le plus grand excès possible de la partie entière du quotient sur le chiffre des unités.
Remarqle. Lorsqu’on a a>10, la somme ~+-fr moindre que l’unité; donc, lorsqu’ en extrayant la racine cubique d’un nombre entier à moins d'une unité, on a obtenu plus deiOà la racine, la partie entière du quotient de
PROBLÈMES DIVERS
PROPOSITION XV
Étant donnée la valeur d’un nombre tt incommensurable, approchée à moins (Tune unité décimale aussi petite qu’on voudra, trouver le plus (jrand nombre (t unités contenues dans le produit de ir par un nombre entier.
Supposons qu’on ait 3,1^15926 etc., et qu’on demande le plus gi'and nombre entier contenu dans 12:r ou, autrement , la valeur de 12tc approchée à moins d'une unité. En multipliant 3,14 par 12, on a 37,68 < 12::; multipliant ensuite 3,15 par 12, ce qui revient à augmenter 37,68 de 0,12, on a 37,80 > 12 tc ; donc 37 est le plus grand nombre entier contenu dans 12tt.
Proposons-nous encore de trouver le plus grand nombre entier contenu dans 113??. En multipliant 3,141 par 113, on obtient un produit 354,933 < 113ir ; et l'on voit immédiatement qu'en ajoutant 0,113 à ce produit, on augmenterait sa partie entière d’une unité. C’est pourquoi on emploiera une décimale de plus dansla valeur deir, en ajoutant à 354,9.33 le produit 0,0005 x 113 ou 0,0113 X 5, ce qui donne le nouveau produit 354,9895 < 113 iï. On voit encore qu’en ajoutant 0,0113 à ce produit, on augmenterait sa partie entière d’une unité, ce qui conduit à employer une décimale de plus dans la valeur de w; et ainsi de suite, jusqu’à ce qu'on ait obtenu le produit 354,9999638 de 3,1415926 par 113. L’addition de 0,0000113 à ce produit ne modiGant pas la partie entière 354, on en conclut que 113iv est compris entre 354 et 355 ou que 354 est le plus grand nombre entier contenu dans 113 tc
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En général, étant donnée la valeur d!un nombre A t«commensurahle approchée à moins d'une unité décimale aussi petite qu'on voudra, pour trouver le plus grand nombre d'unités contenues dans le produit de A par un nombre entier N, on prend sur la gauche de A la partie entière et autant de décimales qu'il y a de chiffres dans N; on tnuUiplie le nombre qui en résulte par N; on ajoute au résultat le produit de N par le premier des chiffres décimaux qu’on a négligés, ce qui donne un nouveau produit auquel on ajoute le produit de N par la décimale suivante; et ainsi de suite, jusqu’à ce qu'on ait obtenu iin produit dont la partie entière ne soit pas modifiée par l’addition du multiplicateur N considéré comme exprimant des unités décimales du dernier ordre employé ; cette partie entière est le nombre demandé.
En observant cette règle, on est certain d’obtenir un produit dont la partie entière remplira la condition énoncée. Car, pour que la partie entière 354 des produits obtenus en cherchant le plus grand nombre entier contenu dans HStt fût constamment modifiée par l’addition de ■ 113 unités décimales du dernier ordre, il faudrait que la
partie décimale de 113 tc fût composée d’un nombre indéfini de chiffres 9; de sorte qu’on aurait 113ir = lim. 354,999... = 355 et, par suite, tc = fj|, ce qui est impossible, puisque le nombre est incommensurable.
CoHOLLAiHE. Pour obteiur le plus grand nombre de dixièmes, de centièmes, de millièmes, etc., contenus dans le produit d’un nombre incommensurable A par un nombre entier N , par exemple le plus grand nombre de centièmes contenus dans 4 iî , on observe que ce nombre de centièmes est égal au plus grand nombre d’unités contenues dans 4it X 100 ou dans ir x 100x4 ou dans 314,15926etc. x 4; de sorte que la question est ramenée à trouver le plus grand nombre entier contenu dans le produit d’un nombre incommensurable par un nombre entier. On trouve que le plus grand nombre entier contenu daus 314,15926 etc. x 4
U VUE VI
est 1256; donc 0,01 x 1256 ou 12,56 est la valeur de 'i.r approchée à moins d’un centième.
Remarque. Les relations 35V, 9999 < 1 13 ir < 355, trouvées précédemment, donnent 355 — 113 ir< 0,0001 ou — — 1T < - et, par suite, 777 — < 0,000001 ; donc
Ifl est une valeur de ir approchée par excès a moins d’un millionième.
PROPOSITION XVI
Trouver une valeur approchée du produit ir v/‘i lo(j 3 à moins d'un centième de ce produit; puis déterminer les chiffres du résultat sur l’exactitude desfjucls on peut compter.
On donne ir = 3,lVl... ; 1/2 = 1,414...;
log3 = 0,477...
1“ Les relations > 3, \/2 > 1, log3>0,4 donnent TîV/21og 3 > 1,2; et, par suite, r\/2log3 ^ 1,2
donc, pour ti’ouver une valeur approi hée de i:V/2log3 à moins d’un centième de ce produit, il suflit d’en trouver une valeur approchée à moins de 0,012. Cela étant, on remplacera cliaque facteur par une valeur approchée par défaut à moins de
r \/2 X TC log 3 -t- \/2 log 3
(pr.3,2»)
ou à moins d’un nombre plus petit. Or on a tc <3,2; v'2< 1,5 ; log. 3 < 0,5; donc le dénominateur est moindre que (3,2 X 1,5+ 3,2 X 0,5 + 1.5 X 0,5) =7,15; et, par suite, la fraction est plus grande que 0,012 12 1 7,15 ~7150^ 1000’ donc il suflira de prendre
TC = 3,141; v/2= I,4t4; log.3 = 0,477; ce qui donne le produit 2,118535398 qui est la valeur
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demandée. En général, pour trouver une valeur approchée du résultat x d’une ou de plusieurs opérations à moins dune partie aliquote de ce résultat, on détermine un nombre a < X, puis on cherche une valeur approchée de % à moins
2“ Le nombre 2,118535398 étant une valeur de Tt\/21og3 approchée par défaut à moins de 0,012, on a
2,1 1853.5398 <xV/21og 3
et (2,118535398 + 0,012) ou 2,130535398 > xV/ 2 log 3; donc 2,1 est la valeur approchée de xV/2 log3 à moins d’un dixième ou, autrement, les premiers chiffres à gauche 2 et 1 sont ceux sur l'exactitude desquels on peut compter dans la valeur de x\/21og3 converti en décimales. En général, lorsqu’un nombre b entier ou décimal est une valeur approchée d'un autre nombre a moins d'un troisième nombre S, pour déterminer les chiffres de b sur l’exactitude desquels on peut compter, on augmente et on diminue successivement h de S; on convertit la somme b + J et la différence b — S e« décimales, et tous les chiffres communs aux nombres qui en résultent, à partir de la gauche , appartiennent à ta valeur de a converti en décimales.
Lorsqu’on connaît le sens de l’approximation, on abrège le calcul en substituant le nombre b h l’un des nombres b-\-8 et b-— S.
PROPOSITION XVU.
Trouver une valeur approchée du produit de plusieurs nombres entiers ou décimaux.
Soit proposé de trouver une valeur du produit 3514,231789618 x 327,8654
approchée par défaut à moins d’un dixième. En faisant la somme des chiffres du multiplicateur, on a
3+2+7+8+6+5+4.35 el^ = + > , 4 .
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Cela étant, on écrira, dans un ordre inverse, chaque chiffre du multiplicateur sous le multiplicande de manière que le chiffre 3 des mille du multiplicateur corresponde au chiffre 8 du multiplicande, tel que le produit 100 x 0,00001 des
unités exprimées par ces deux chiffres soit égal à un millième. Ensuite on multipliera la partie 3514,23478 du multiplicande par le chiffre 3 des centaines du multiplicateur, ce qui donne le premier produit partiel 1054270,434; on multipliera de même la partie 3514,2347 du multiplicande par le chiffre 2 des dizaines du multiplicateur, ce qui donnera le second produit partiel 70284,694 ; et ainsi de suite, jusqu'à ce qu’en multipliant le nombre 351 des dizaines du multiplicande par le chiffre 4 des dix-millièmes du multiplicateur, on ait obtenu le dernier produit partiel 1,404. En faisant la somme de tous ces produits partiels, on aura le produit demandé 1152195,976. Car, en négligeant dans le multiplicande la partie 0,000009648, on a commis sur le multiplicande une erreur moindre que 0,00001 et sur le premier produit partiel une erreur moindre que 0,00001 x 300 = 0,003 : on voit de même que l’erreur commise sur le second produit partiel est moindre que 0,002 etc., de sorte que l’erreur totale commise sur le produit est moindre que 0,035 <0,1. En généra^ •pour obtenir une valeur du produit de deux nombres entiers ou décimaux, approchée par défaut à moins d'un nombre donné 5, on divise ^ par la
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somme des chiffres du multiplicateur, considérés comme
I JJ
exprimant des unités simples; on détermine l'unité 10~ immédiatement inférieure au quotient obtenu ; on écrit, dans un ordre inverse, les chiffres du multiplicateur sous te multiplicande de manière que le premier chiffre à droite du multiplicateur corresponde à un chiffre du multiplicande, tel que le produit des deux unités exprimées par ces chiffres soit égal à tO*"; on multiplie ensuite le multiplicande par chaque chiffre du multiplicateur à partir de la droite, en négligeant dans le multiplicande tous les chiffres écrits à la droite du chiffre employé comme multiplicateur, cl en disposant les produits partiels ainsi obtenus de manière que leurs premiers chiffres à droite soient situés dans la même ligne verticale ; la somme de tous ces produits considérés comme exprimant des unités égales à 10 est le produit demandé.
PROPOSITION XVIII
Étant donnés deux nombres entiers ou décimaux composés (T un grand nombre de chiffres, trouver d’une maniéré abrégée un ou plusieurs chiffres du quotient lie leur division, à partir de la gauche.
Fourrier a résolu ce problème d’une manière ingénieuse en donnant sans démonstration la règle suivante que nous reproduisons textuellement (1).
a On marquera dans le diviseur quelques-uns des pre- « miers chiffres seulement, par exemple les deux premiers, « ou les trois premiers, ou les quatre premiers ; nous appe- « Ions diviseur désigné celui qui est ainsi formé des chiffres a que l’on a marqués. Cela étant, on divisera le dividende « proposé par le diviseur désigné, en effectuant cette opé- « ration selon une règle qui ne diffère de la règle commune O qu’en un seul point. Voici en quoi cette différence contt siste : toutes les fois qu’on abaisse un chiffre du dividende tt à la suite du reste donné par une opération précédente,
(1) Ao>l;se des Équations déleriuiaées, Uv. 11.
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« et que l’on forme ainsi un dividende partiel, il faut cor- « riger ce dernier dividende en en retranchant une certaine « quantité; ou obtient ainsi un dividende partiel corrigé, a Alors on cherche combien de fois ce dernier dividende « contient le diviseur désigné et l’on écrit au quotient le « chiffre qui exprime ce nombre de fois. On multiplie donc a le diviseur désigné par le chiffre écrit au quotient et l’on a retranche le produit du dividende partiel corrigé. On a abaisse à la suite du reste un nouveau chiffre du divi- « dende, et l’on continue l’opération suivant la même règle.
« Pour trouver la correction qui doit être faite à un di- « vidende partiel, c’est-à-dire la quantité qu’on en doit a retrancher, il faut comparer comme il suit tous les m « chiffres déjà écrits au quotient avec un pareil nombre m « de chiffres pris à la suite du diviseur désigné. On suppose a que les m chiffres du quotient sont écrits dans Yordre « inverse et placés respectivement au-dessous des m chiffres a pris à la suite du diviseur désigné. On multiplie chacun a de ces chiffres’par celui qui est placé au-dessous de lui, a et ajoutant les m produits, on connaît ce qui doit être « retranché du dividende partiel et on effectue la correction.
« Toutes les fois qu’en suivant cetté règle on doit abaisser « un chiffre du dividende à la suite d’un reste donné par « l’opération précédente, on examine si ce reste surpasse, « ou du moins égale la somme des chiffres déjà écrits au tt quotient, et que l’on ajoute ensemble comme s’ils expri- « niaient des unités. Lorsque cette condition a lieu, on est a assuré que le chiffre qui a été écrit précédemment au « quotient est exact.
a Si l’on n’a marqué pour former le diviseur désigné qu’un a chiffre ou deux, ou en général un trop petit nombre de chifa fres, il arrivera que la condition ci-dessus énoncée n’aura O pas lieu; c’est-à-dire que le reste d’une opération précé- « dente sera moindre que la somme des chiffres déjà écrits t< au quotient : alors le dernier de ces chiffres est encore « incertain, et l’on est averti qu’on n’u pas marqué un assez
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« grand nombre de chiffres pour former le diviseur désigné. « Dans ce cas, on continuera d’abord d’appliquer la règle « précédente, en abaissant un chiffre du dividende et en « effectuant la correction prescrite. Si elle ne pouvait être « faite, on en conclurait que le chiffre écrit au quotient est a trop fort: il faudrait donc le diminuer d’une unité. Mais « si la correction peut être faite, on abaisse à la suite du « résultat de cette dernière soustraction un nouveau chiffre « du dividende, ce qui donnera un nouveau dividende par- « tiel. En même temps on marquera un chiffre de plus à la a suite du diviseur déjà désigné, ce qui donnera un nouveau « diviseur désigné. On procédera, selon la règle énoncée, à « la correction du nouveau dividende partiel, c’est-à-dire « que l’on comparera les m chiffres déjà écrits au quotient « à un pareil nombre m de chiffres pris à la suite du nou- « veau diviseur désigné. Ayant formé par cette correction tt le nouveau dividende partiel corrigé, on continuera l’ap- « plication de la présente règle en faisant usage du nouveau a diviseur désigné. On pourrait aussi revenir au premier « diviseur désigné : en général on peut, dans le cours de « l’opération, augmenter ou diminuer à volonté le nombre « des chiffres que l’on désigne au diviseur ; il suffit d’augu menter en même temps ou de diminuer le nombre des « corrections; ces détails se présentent d’eux-mêmes.
a Le procédé de la division ordonnée fait connaître avec O certitude les chiffres exacts du quotient, et l’on n’a em- <1 ployé de nouveaux chiffres du diviseur que lorsqu’il est « nécessaire de les introduire pour trouver de nouvelles « parties du quotient. Cette règle a l’avantage de prévenir « tous les calculs superflus, et surtout de pouvoir être pm- « longée autant qu’il est nécessaire jusqu’à ce que l’on ait « trouvé le nombre de chiffres exacts que l’on veut obtenir. « On doit en faire usage toutes les fois que le diviseur con- « tenant un grand nombre de chiffres, il s’agit de déter- « miner seulement quelques-uns des premiers chiffres du t( quotient. »
EXEMPLE
Premier dividende partiel, 24; diviseur désigné, 9.
66 (6> 2 : le chiffre 2 est bon) 14 = 7x2
2” divid. part. cor. . 52
78 (7 = 2+5: le chiffre 5est bon)
45 = 7x5+5x2 3' divid. part. cor. . . 33
ZL
63 (6 <2 + 5 + 3 : le chiff. 3 est incer-
^ = 7x3+5x5+3x2 tain)
115 [la correction pouvant être faite, le chiffre 3 est bon : mais on abaisse immédiatement le chiffre suivant 5 du dividende et l'on prend 97 pour nouveau diviseur désigné.)
_46 = 5x3 + 3x5 + 8x2 4* divid . part, cor 69
5* divid. part, cor 636
54 (54>2+5 + 3+0 + 6: le chiffre 6 est bon)
DÉMONSTRATION
Le premier chiffre 2 du quotient exprimant le plus grand nombre de fois que 9 est contenu dans 24 ou que 9 x 10* est contenu dans 24x10*, n’est pas trop petit; car, si on l’augmentait d’une unité, le produit 9xl0*x3 des plus grandes unités du diviseur par le chiffre 3 excéderait 24x10* au moins de 10* et, par suite, excéderait le dividende partiel 2468357924 : donc , à plus forte raison , le produit du diviseur total par le chiffre 3 excéderait ce
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dividende. De plus, le reste 6 étant au moins égal à 2, ou, autrement, le reste 6x10* étant au moins égal à 2x10®, on voit que la partie à gauche 2ixl0* du dividende partiel est décornposable en deux parties 18x10“ et6xl0“ dont 1a première contient deux fois la partie à gauche 9x10“ du diviseur et la seconde contient au moins deux fois la partie à droite 75386457 <10*; donc le diviseur total est contenu au moins deux fois dans 24 x 10“ et, à plus forte raison, dans le vrai dividende partiel ; donc le chiffre 2 est hon.
Le second dividende partiel 5283579246 étant trop grand d’un nombre égal au produit 5386457 x 20 qui n’a pas été retranché du premier dividende partiel , on voit, comme précédemment, que le second chiffre 5 du quotient n’est pas trop petit. De plus, le reste 7 étant au moins égal à 2 + 5, le chiffre 5 n’est pas trop grand. Car le produit 5386457 X 20 étant moindre que 10“x2, si l’on retranche 10* X 2 de 52 X 10“, on obtiendra un reste 50 x 10“ ou 45x10“+ 5x10* moindre que le vrai dividende partiel correspondant au second chiffre du quotient; d’ailleurs 45x10* contient cinq fois la partie à gauche 9 x 10® du diviseur, et 5 X 10* contient au moins cinq fois la partie à droite 7538G457<10“; donc, à plus forte raison, le vrai dividende partiel correspondant au chiffre 5 contient au moins cinq fois le diviseur; donc le chiffre 5 est hon ; et ainsi de suite.
PROPOSITION XIX
Trouver une valeur approchée du résultat de la combinaison de plusieurs nombres incommensurables par voie d’addition, de soustraction, de multiplication, de division, d’élévation à une puissance et d’ extraction de racine.
Supposons qu’on ait
_'7c“ + 2l^ log3+ V/2 ^ itV/ 2— 41og3 ’
tc= 3,1415... ; log3 = 0,477121... ; 1/2 = 1,4142...; et
LIVRE VI
qu’il s’agisse de trouver une valeur de x approchée à moins d’un dixième.
Clierchons d’abord deux limites de chacun des termes du dividende et du diviseur. En élevant au cube chacun des nombres 3,1 et 3,2, on trouve 29,791 <ir^<32,768et, à plus forte raison, 29 <tc^< 33; on a d’ailleurs l<2f^log3<2; l<\/2<2; S.<Tti/2<5; l<4log3<2. Cela étant, nous emploierons la relation
(1) (pr.4,4‘),
dans laquelle ^ désigne la limite des erreurs qu’on peut commettre sur le dividende a et le diviseur b pour que l’erreur commise sur le quotient soit moindre que s. Or on a
£ = ^, 6='ic\/2-41og3>i-2 = 2,
6<5-t = 4, a="= + 2l/|ci3-h\/2<33 + 2 + 2 = 37,
rt + 6<37 + 4 = M et e X — ^-j-> ^ X -7^
donc on pourra prendre ^ Mais le dividende a est
une somme composée de trois parties ; donc, pour que l’erreur commise sur le dividende soit moindre que jfj, il suffit que l’erreur commise sur chacune des parties ir’, 2i^log3, \/2 soit moindre que îf5x|=jfj (pr.l). Or, pour que l’erreur commise sur t:’ soit moindre que il suffit que la valeur de r soit approchée par défaut à moins X ^ (pr. 5, 1”) ou à moins de x =Wr5> r»^o î on pourra donc prendre = (3,1415)® : pour que l’erreur commise sur 2 \/ log3 soit moindre que ^77, il suffit que la valeur de log 3 soit approchée par défaut à moins de ^i=?fs>T?ro 1”) ; extrayant la racine carrée de 0,477121 à moins de 0,001, on trouve 0,690; donc on pourra prendre 2 = 0,69 x 2 = 1 ,38 : pour que l’er-
reur commise sur \/2 soit moindre que ^>75^0, il suffit de prendre VI = 1,414; de sorte que la valeur du divi dende, approchée par défaut, sera
(3,1415)® + !, 38 -hl, 414.
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Le diviseur b étant une différence, pour que l’erreur commise sur le diviseur soit moindre que il suffit que l’erreur commise sur chacun des termes TiVIei ilogSsoit moindre que (pr. 2 ) ; mais, pour que l’erreur
commise sur le produit TrV /2 soit moindre que 5 ^, il suffit que l’erreur commise sur chacun des facteurs soit moindre înX 7 !ï= 7 iVïï>îô^ (pr-3. 3") et que les valeurs approchées qu’on substituera à tc et v /2 n’excèdent pas leurs limites 4 et 2 qu’on vient d’employer; on pourra donc prendre r = 3,141G et 1/2= 1,4143. Enfin, pour que l’erreur commise sur 41og3 soit moindre que il suffit que l’erreur commise sur log3 soit moindre que î-nXT = ?iï>T^ (pr.3,l“); donc on pourra prendre 41og3 = 0,477 x 4 = 1,908 ; de sorte que la valeur du diviseur, approchée par excès, sera
est une valeur de x approchée par défaut à moins d’un dixième.
On voit immédiatement que le premier chiffre à gauche de cette valeur de x convertie en décimales exprimera des dizaines ; de sorte qu'on pourra supprimer la virgule au dividende et au diviseur, puis calculer les trois premiers chiffres du quotient par la méthode de Fourrier (pr. 18), ce qui exigera seulement l'emploi des quatre premiers chiffres du dividende et du diviseur. On trouve ainsi le nombre 133 et, en augmentant d’une unité le dernier chiffre 3 qui doit exprimer des, dixièmes, le nombre décimal 13,4 sera une valeur approchée de x à moins d’un dixième.
PRINCIPES
l . L'erreur absolue d’une quantité, remplacée par une valeur approchée par excès ou par défaut, est la dillércncc entre cette quantité et sa valeur approchée. Ainsi l’erreur absolue du nombre 967 , remplacé par 960 ou par 954 , est égale à 3 unités.
II. L’erreur relative d’une quantité, remplacée par une valeur approchée par excès ou par défaut, est le rapport de l’erreur absolue de cette quantité à cette même quantité. Ainsi l’erreur relative du nombre güj , remplacé par
960 ou par 954 , est égale à
m. L 'erreur relative d’un nombre entier ou décimal sur la droite duquel on supprime un ou plusieurs chiffres , qu’on remplace par des zéros s'ils sont à gauche de la virgule , est moindre que l’unité décimale dont l’ordre est marqué par le nombre moins un des chiffres conservés à partir du premier chiffre significatif .
Ainsi l’erreur relative du nombre o,o3i4i59, qu’on remplace par o ,o 3 i 4 1 est moindre que 0,01 . (’.ar l’erreur absolue du nombre proposé est moindre qu'un dix-millième, tandis que le nombre proposé lui -même excède
* Celte théorie, de» approximations répond anx n'” iG et dn programme d’arithmétique de» lycées (sciences, classe de troisième). Kllc suHil aux candidats aux Kcf>les du Gouvernement.
3oo tlix-millièmes, c!l , à plus forte raison, loo dix-millièmes; donc l’erreur relative de ce nombre (II) est moindre que i dix-millième divisé par 3oo dix-millièmes
ou que 2 ^’ ® forte raison, moindre que o,oi.
On voit de même que l’erreur relative du nombre 3 1 i Sp, remplacé par 3i4> t) est moindre que o,ooi , et que l’erreur relative du nombre 3 1 41^9; remplacé par 3ioooo, est moindre que o , i .
Corollaire. Il en résulte que , pour obtenir une valeur approchée par défaut d’un nombre entier ou décimal avec une erreur relative moindre qu'une unité décimale d’un ordre énoncé j il suffit de conserver sur la gauche de ce nombre, à partir du premier chiffre significatif, un nombre de chiffres égal au nombre plus un qui marque l'ordre énoncé.
Remarque I. Lorsque le premier chiffre significatif à gauche du nombre proposé est autre que i , l 'erreur relative de ce nombre est moindre qu’une demi-unité décimale de l’ordre marqué par le nombre moins un des chiffres conservés. Ainsi l’erreur relative du nombre o,o3i4i59,
remplacé par o,o3 1 4 , étant moindre que > est , à plus
forte raison , moindre qu’un demi-centième. Il en est encore de même lorsque le premier chiffre significatif, à gauche du nombre proposé, étant i , le premier des chiffres négligés, exprime moins de 5 unités ou lorsque ce chiffre est un 5 non suivi d’autres chiffres significatifs. Ainsi l’erreur relative du nombre i4ii4^'"> remplacé par i4 , i4 5 moindre qu’un demi-millième.
Car l’erreur absolue du nombre proposé étant moindre qu’un demi-centième et ce nombre excédant mille centièmes , son erreur relative est moindre qu’un demi-centième divisé par mille centièmes ou qu’un demi-millième.
Donc, dans la plupart dos cas (17 environ sur 18), pour obtenir une valeur approchée d’un nombre entier ou décimal avec une erreur relative moindre quune demiunité décimale d'un ordre énoncé, il suffit de conserver, à partir du premier chiffre significatif à gauche, autant de chiffres plus un qu’il est marqué par l 'ordre de l 'unité décimale énoncée.
RemarqueW. Le inôme principe (III) et ses conséquences sont applicables à un nombre entier ou décimal sur la droite duquel on supprime un ou plusieurs chiflres en augmentant d’une unité le dernier cbill're conservé. Ainsi, pour obtenir une valeur du nombre i4,i4^t') approchée par excès avec une erreur relative moindre que 0,001, on le remplacera par i4. i 5 ; et pour obtenir une valeur du nombre 27,1828..., approchée par excès avec une erreur relative moindre qu’un demi-millième , on le remplacera par 27,19.
IV. L’erreur absolue d 'un produit 9 x 5 deux fac
teurs, dont on modifie un seul facteur 9, en le remplaçant par une valeur 9 -f- 2 oft 9 — 2 , approchée par excès ou par défaut, est égale au facteur 5 non modifié, multiplié par l'erreur absolue 2 de l’autre facteur j et l’erreur relative du même produit est égale à celle du facteur modifié.
i“. En multipliant le nouveau multiplicande 9 -f- 2 ou 9 — 2 par le mcine multiplicateur 5,ona9X5-f-2X5 ou 9 X 3 — 2 X 5 ; donc , dans l’un et l’autre cas , l’erreur absolue du protluit 9 X 5 est 2 X 5 ou 5X2(1).
2“. Pour obtenir l’erreur relative du produit 9 X 3 , on divise son erreur absolue 5X2 par 9X5 (II) , ce qui
donne - ou l’erreur relative du facteur g modifié.
V . L’erreur absolue d’un produit 9 X 5 //e deux facteurs , qu’on remplace par des valeurs 9 — 2 e/ 5 — 3
approchées par tléjaul , est moindre que la somme des produits qu'on obtient en multipliant chacun des facteurs par l’erreur absolue de l’autre facteur;, et l'erreur relative du même produit est moindre que la somme des erreurs relatives des deux facteurs. '■
i“. En supposant d’abord qu’on modifie le seul facteur 9 eu le. rcmjilaçant par 9 — 2 , ce qui revient à remplacer 9 X 5 par (9 — 2) X 5 , l’erreur absolue du produit 9X 5 sera 5 Xa (IV ); ensuite, si l’on remplace,^ dans le produit (9 — 2) X 5 , le facteur 5 par 5 — 3 , on obtiendra le produit (9 — c)x(5 — 3 ) en commettant une nouvelle erreur absolue égale à (9 — 2) X 3 (IV^), et, par conséquent, moindre que 9 X 3 ; donc’ l’erreur absolue totale du produit 9 X 5 sera moindre que 9X 3 -f- 5 X 2.
2". L’erreur absolue du produit 9X5 étant moindre cjuc 9 X 3 -t- 5 X 2 , son erreur relative (II) sera moindre , que
• gX3-t-5X2 9 X 3 5X2 3 2
9X5 gX5^9X5'~5~*^g’
c’est-à-dire moindre que la somme des erreurs relatives des facteurs 5 et 9.
Corollaire I. L'erreur relative d'un produit de plusieurs facteurs, qu’on remplace par des valeurs approchées par défaut, est moindre que la somme des erreurs relatives de tous les facteurs.
Corollaire IL L’erreur relative de la puissance d'un nombre, qu’on remplace par une valeur approchée par défaut , est moindre que l’erreur relative de ce nombre multipliée par le degré de la puissance.
VI. L 'erreur absolue d’un quotient §1 dans lequel
on remplace le dividende 9 par une valeur 9 -t- 2 ou
9 — 2 approchée par excès ou par défaut, est égale à l’erreur absolue du dividende divisée par le diviseur; et l’erreur relative du même quotient est égale à celle du dividende.
1 °. En divisant le nouveau dividende g + a ou 9 — 2 par le même diviseur 5, on a le nouveau quotient
donc, dans l’un et dans l’autre cas, l’erreur absolue du quotient ^ est égale à c est-à-dire à l’erreur absolue du
dividende divisée par le diviseur.
2 “. Pour obtenir l'erreur relative du ([uotient ou
divise son erreur absolue^ par ce qui donne ^ ou l’erreur relative du dividende.
MI. L erreur absolue d'un quotient g» dans lequel
on remplace le diviseur 5 par une valeur 5 - 4 - 3 o« 5 — 3 approchée par excès ou par défaut, est égale à ce quotient multiplié par le rapport de l 'erreur absolue 3 du diviseur à sa valeur approchée 5-f-3o«5 — 3; et l 'erreur relative du même quotient est égale h l'erreur absolue du diviseur divisé par sa valeur approchée.
1 ”. Eu supposant qu’on rcmplaee le diviseur fi par
l’erreur absolue du quotient
sera
réduisant les quotients entre parcntlièscs au même diviseur 5 X (5 -f- 3), et prenant la diHéreuee des deux ipiotieiits qui en résultent, on trouve que l’erreur absolue du
quotient est
En supposant qu’on remplace 5 par 5 — 3 ou par 2 , on trouve, de la même manière, que l’erreur absolue du quotient
ou , ce qui revient au même,
2 ". L’erreur absolue du quotient ^ étant
pu 4 X
si on la divise par on aura, pour l’erreur relative de ce quotient ,
Corollaire I. Scion que le nombre qui remplace le dwiseur est une valeur approchée par excès ou par défaut, l’erreur relative du quotient est plus petite ou plus grande que celle du diviseur.
Corollaire II. Lorsque le diviseur 7,8 étant un nombre décimal dont la partie entière 7 excède m fois le quotient, on remplace ce diviseur par sa punie entière,
l’erreur absolue du quotient est moindre que — •
Car, en supposant que 9 soit le dividende , l’erreur absolue du quotient sera ( 1 °)
mais, par hypothèse, 7 excètlc m fois le quoliciil (loue, le cinquième du quotient est un nombre moindre ‘ que — î et il en est de meme, à plus forte raison, du
produit . !
VIII. L' erreur relative d'un quotient dans lequel oji remplace le dividende par une valeur p — 2 approchée par défaut j et le diviseur par une valeur 5 H- 3 approchée par excès, est moindre que la sofnnie des erreurs relatives du dividende et du diviseur.
Le quotient proposé et celui qui le remplace étant égaux respectivement aux produits
;,Xg, (9-2)x^,
on voit que chacun des facteurs 9 et g du premier produit a été remplacé par une valeur approchée par défaut; donc l’erreur relative de ce produit ou du quotient proposé est moindre que la somme des erreurs relatives de scs deux facteurs (V); or rerreur relative du facteur 9
remplacé par 9 — 2 est l’erreur relative du facteur ^ remplacé par ^ — 5 est moindre que -z ( VII , co-
rollaire I) ; donc l’erreur relative du quotient proposé est moindre que
MULTIPLICATION ABRKXiKl’..
IX. Pour trouver, à moins d’une unité entière ou décimale d’un ordre énoncé, le produit de deux noin-
hres entiers ou décimaux , on écrit , dans un ordre inverse, les chiffres du multiplicateur sous le multiplicande, de manière que le chiffre des unités simples corresponde à celui du multiplicande qui exprime des unités cent fois plus petites que celles de l'ordre énoncé^ on multiplie le multiplicande successivement par chacun des chiffres du multiplicateur, à partir de la droite, en faisant abstraction des chiffres du multiplicande placés à la droite de celui qui sert de multiplicateur : on écrit chacun de ces produits partiels au-dessous du multiplicande , de manière que leurs premiers chiffres à droite soient dans la même colonne verticale; enfin, on additionne tous ces produits, considérés comme exprimant des unités cent fois plus petites que celles de l'ordre énoncé, et l’on supprime deux chiffres sur la droite du résultat, en augmentant d'une unité le dernier chiffre conservé.
F!ii appliquant cette règle au produit
dont on demande
une valeur approchée à moins d’un dixième, on trouve 85,4 pour le
produit demandé.
Démonstration. La partie du
multiplicande écrite à la droite du
premier cliinVe 2 employé comme
multiplicateur, étant moindre
qu’un dix-millième, en omettantde
la multiplier par 90, on a diminué
le produit proposé d’un nombre
moindre que 2 millièmes ; la partie du multiplicande écrite à droite
du deuxième thillrc 7 employé comme multiplicateur, étant moindre <[u’itn millième, en omettant de la muiti--
plier par 7, on a ciiiulimé le produit d un nombre moindre que 7 millièmes. Raisonnant de la même manière à l'égard des chiirres suivants employés comme multiplicateurs, on voit qu’on a successivement diminué le produit de trois nombres formant une somme moindre que (i-l-8-t-a) millièmes. Enfin, le multiplicande étant moindre que 10 , et la partie du multiplicateur écrite à sa gauche étant moindre que (84-1) dix-millièmes, eu omettant de multiplier le multiplicande par cette partie du multiplicateur, on a diminué le produit d’un nombre moindre que (8 1) millièmes; donc, en définitive, si
l’on remplaçait le produit proposé par le produit 85,385 obtenu précédemment , on aurait diminué le premier produit d’un nombre moindre que ( 2 -I-7-4- 1 -1-8-)- 2 -)-8-t- 1 ) millièmes, ou, plus généralement, d’un nombre moindre que 101 millièmes, en supposant que 2-+-7-)-i-f-8-|-2-|-8 n’excède pas le nombre 100. De plus, si après avoir supprimé les deux premiers chifiies à droite du nombre 85 , 385 , on le remplaçait par le nombre 85 , 3 , on diminuerait encore le produit proposé de 85 millièmes, c’est-à-dire d’un nombre qui ne peut excéder 99 millièmes; donc , la diminution totale du produit proposé serait moindre que (toi -h 99) millièmes ou que 2 dixièmes ; donc, enfin, si l’on ajoute 1 dixième à 85 , 3 , le résultat 85,4 et le produit proposé diiléreront entre eux d’une quantité égale à la difl’érencc entre i dixième et un nombre moindre que 2 dixièmes, c’est-à-dire d’un nombre moindre qu’un dixième.
Remarque. La règle précédente, connue sous le nom de règle d’Onghtred, suppose le cas très-général où la somme des chi lires employés au multiplicateur, augmentée du premier des chiffres négligés, n’cxcèdc pas 100. Dans le cas où cette somme serait comprise entre 100 et 1001, on verrait facilement qu'il sullirait de modifier
la règle cl’Onghlred , en écrivant le cliiflre des unités simples du multiplicateur sous celui qui exprime des unités raille fois plus petites que celles de l’ordre énoncé , puis en supprimant trois chiffres au lieu de deux, sur la droite du produit obtenu. Mais si cette même somme n’excédait pas i o , il suffirait de placer le chiffre des unités simples du multiplicateur sous celui qui exprimerait des unités dix fois moindres que celles de l’ordre énoncé , et alors on supprimerait un seul chiffre à la droite du produit obtenu. Enfin, il est utile d’observer qu’en intervertissant l’ordre des deux facteurs proposés , on obtiendrait la même valeur approchée, d’où il résulte qu’on pourra substituer à la limite précédente la somme des chiffres du multiplicande, jusqu’à celui qui suit immédiatement le premier chiffre à droite du multiplicateur renversé.
DIVISION ABRÉGÉE
X. Pour trouver, à moins d’une unité entière ou décimale d’un ordre énoncé , Je quotient de la division de deux nombres entiers ou décimaux , on commence par déterminer l’ordre des plus grandes unités, et, par suite, le nombre n des chères du quotient demandé. Faisant ensuite abstraction de la virgule dans les nombres proposés , on prend sur la gauche du diviseur le plus petit nombre au moins égal à n-, ce nombre, à la droite duquel on prend encore n chiffres du diviseur, forme le premier diviseur partiel; pour former le premier dividende partiel, on prend sur la gauche du dividende le plus petit nombre tel qu’en plaçant une virgule à sa droite et une virgule à la droite du premier diviseur partiel, le premier des deux nombres décimaux ainsi formés soit au moins égal au second; divisant ce pi'emier dividende par le premier diviseur, on obtient le nombre des plus grandes unités du quotient; on prend
pour second dividende partiel le reste de la division précédente, et, pour second diviseur, le diviseur précédent privé de son dernier chiffre; et ainsi de suite jusqu'à ce qu’on ait effectué n divisions partielles ; alors on fait en sorte que le dernier chiffre du quotient exprime des unités de l 'ordre énoncé.
Soit proposé de trouver lequotientde 3,i4i5926535... par 0,69314718..., à moins de 0,001. On reconnaît immédiatement que, le quotient étant compris entre i et 10, son premier chiffre significatifexprimera des unités simples , et comme le dernier doit exprimer des millièmes, le quotient aura quatre chillVes; donc on prendra 6 p 3 i 4 pour premier diviseur, 3 i 4 i ^9 pour premier dividende , et en observant la règle précédente, on trouvera 4» 53 a pour le quotient demandé :
Démonstration. En multipliant le dividende proposé par 1 000 , on ramène la question à la recherche du quotient de 3 i 41)59... par 0,6931... à moins d’une unité; et en multipliant le nouveau dividende et le diviseur proposé par looooo , ce qui ne change pas le quotient, on est conduit à chercher, à moins d’une unité, le quotient
de 314159265, 3 ... par 69314,7 Or ce diviseur, ayant
cinq chiffres à sa partie entière et 6 pour premier chiffre, vaut au moins 60000, tandis que le quotient, n’ayant que quatre chiffres à sa partie entière, est moindre que 10000 ; donc la partie entière du diviseur excède six fois le quotient, et en prenant 69314 pour premier divi-
seur, on a augmenlé le quoliciit d’une quantité moindre que i (VII , cor. n) . La première division partielle donne
le premier chiffre 4 des mille du quotient et un reste 36903265, 3 ... qu’il faudrait diviser par 69314 pour compléter ce quotient ;maisendivisantcesdeuxnombres par 10, on ramène l’opération à la division de 3690326,5... par 6931 ,4. On voit, comme précédemment, que la partie entière 6931 de ce diviseur excède six fois le quotient; donc, en prenant 6931 pour second diviseur, on a augmenté le quotient d’une quantité moindre que g> et ainsi
de suite, jusqu’à ce qu’ayant obtenu le quotient 4532 cl le reste 3 1 ,26... , on ait augmenté le quotient d’une quantité moindre que c’est-à-dire moindre qu’une unité.
Mais, en négligeant de diviser le dernier reste 3 i ,26... par 69 , on a diminué le quotient d’une quantité moindre que l’unité; donc, en définitive, l’erreur commise sur le quotient est moindre que l’unité; et, en divisant lenombrc entier 4532 par 1000, le quotient 4, 532 sera une valeur approchée du quotient proposé à moins de 0,001.
Remarque I. La règle et la démonstration précédentes n’exigent aucune modification dans le cas particulier où un dividende partiel contient dix fois le diviseur qui lui correspond. Alors on prend 10 pour quotient partiel ; et si l’on continue d’observer la règle de la division abrégée, on reconnaît immédiatement que tous les quotients partiels suivants sont nuis. De plus, on est certain que le quotient ainsi obtenu est approché par excès ; car aucun quotient partiel ne peut exprimer plus de 9 unités dans le quotient exact, et d’aillenrs le nombre formé par les chiffres déjà écrits au quotient, avant que ce cas particulier SC soit présenté, ne peut être trop petit, puisqu’on a constamment employé des diviseurs trop petits.
Ilemarque 11. LYrrcur commise par excès sur le quotient, eu remplaçant le diviseur 6931/1,7... par sa partie entière, est égale (VII )à
oq 3 1 4
Or le quotient 453 -i,. . . est moindre que ( 4 -t- i) X looo, et la partie décimale 0,7. . . du diviseur est moindre que plus, la partie en-
tière du diviseur est au moins égale à 69000; donc l’erreur absolue du quotient est moindre que
l’erreur commise par excès sur le quotient, en remplaçant le diviseur
69 Îi ,4 par sa partie entière, est 53 a,... X on a
= ou
On voit de mémo que la troisième erreur par excès commise sur le quotient est moindre que
• X ^ = ou < •
et que la quatrième erreur par excès est moindre que
ou <
donc la somme des erreurs par excès commises sur le quotient est moindre que
et, pour que cette somme soit moindre que l’unité, il suHira que le dernier diviseur 69 soit au moins égal à la somme 3 H- i 4- /| de.s n — 1 chiilrcs suivants, augraeiitéc du dixiéme du produit (c-h 1) x (c'-+- 1), c étant le n*'^* chilVre qui suit le dernier diviseur 69, et c* le premier chiflre du quotient. On pourra donc moditicr lu règle de la division abrégée en formant le premier diviseur partiel de la manière suivante : Faisont ahstraction de la virgule dans le nombre proposé^ on marque sur la gauche du nombre qui en résulic le plus petit nombre au moias égal à lu somme des n — 1 chiffres suivanlSy augmentée du dixième du produit [c ( c' -f- i), c étant le chiffre qui suit le nombre marqué sur la gauche du diviseur, et c' le premier chiffre du quotient ; le nombre formé par les chiffres
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pri$ sur h gauche du diviseur et les n — i chij/rcs suivants sera le premier diviseur partiel. Cette tleuxû^mc rt^îlo de division abrégée, qui ne diffère de la pronnère que par la manière de former le premier diviseur partiel, a sur celle-ci l’avantage de simplifier quelquefois les divisions partielles en permettant d’employer un ou deux chiffres de moins dans chaque diviseur partiel. Ainsi , par exemple, pour obtenir, h moins de o,oi , le quotient de la division du nombre ;r = 3,1/(159. . . par log a = 0,3010299. . . , il suffira de prendre 3 oio (au lieu de $01029) pour premier diviseur (*)., Enfin la seconde règle a aussi sur la première l'avantage de faire connaitre (rem. 111 ) presque toujours le sens de rapproximation , et , par suite, les chiffres exacts du quotient demande. Mais renoncé plus simple de la pre« mière règle et sa démonstration plus élémentaire la mettant plus à la portée des élèves peu exercés, nous avons dû la préférer à la seconde*
Remarque lll. La somme des erreurs par excès commises sur le quotient est {rem. II ) moindre que ,
ou que
4 o a/| -F 4 -H 9 _ _ 77 _ (igo , ~
On trouve de la même manière que cette somme d’erreurs est plus grande que
7X4 + 4x5- t- I x3-i-3 xa _ 37
De plus, l'erreur commise par défaut, en omettant do diviser le dernier
reste 3 i , j... par 69, est comprise entre ~~ et ou entre — et
Or on a ^ < — ; donc /( 53 a est une valeur approchée par defaut à moins d'une unité, et, par suite, a est le chilTre exact des unités simples.
RACINES CARRÉES ET CUBIQUES
\I. Pour trouver la racine carrée d'un nomhrc entier a à moins dune unitét il sujjit d'employer plus de la moitié de ses chiffres à partir de la ÿauchCf en remplaçant tous les autres par des zéros; puis d'extraire, à moins d'une unité par excès, la racine carrée du nombre a' ainsi obtenu.
Désignant par e l’erreur absolue de la racine carrée de a , remplacée par
(*) La méthode de .M. Guy exigerait l’emploi des huit premiers chiffres de log? pour bi première division.
celle de on a el, par suite, (roù l'on tire
TT
Mais R étant le nombre des cbifTres do a ou de a\ les nombres r et a ^ ont, par hypothèse, plus de ^ chiffres communs a partir de la çauche; donc U
différence a — contient un nombre déchiffrés moindre que tandis
que la partie entière de V" en contient - ou — ^ — » suivant que n est pair
ou impair; donc on a
et, par suite,
> rt — a\
Cela étant, si l’on extrait la racine carrée de a' à moins d’une unité par excès, l’erreur définitive de la racine carrée de a sera moindre qu’une unité.
XII. Pour trouver la racine cubique d’un nombre entier a à mt)ins d’une unité, il suffit d’employer plus du tiers de ses chiffres a partir de la pauche, en remplaçant tous les autres par des zéros; puis d’extraire , à moins d’une unité par excès, la racine cubique du nombre a' ainsi obtenu.
Dési(;nant par e l’erreur absolue de la racine cubique de a, remplacée par celle de a\ on a \
y a = y il 4- c ,
et, par suite,
rt > a' 4- 3 c ( V )*;
d’où l’on tire
Mais le nombre des chiffres de a ou a* étant exprimé j>ar 3 r, 3 r n- i , ou 3 R 4~ 3 , le nombre des chiffres communs à a et a\ à partir de la (jauche , est R 4- 1 ; donc le nombre des chiffres de r — a' ser.a an — i dans le premier cas, 3 R dans le deuxième, et 3 r-i 1 dans le troisième. Dc]dus,a' ronienant 3r, 3r i i ou 3«4-i chiffres, la partie entière de sa racine
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cubique en contient n dans le premier cas, avec un premier chinVc au moins éj^al à 4 ; cette partie cntièi^e en contient n -f- 1 dans le deuxième cas, et n-h I dans le troisième avec un premier cbilTre au moins égal à 3; donc celle racine excède 4 X dans le premier cas, elle est au moins égale à lo" dans le deux'ème, et elle excède ax lo' dans le troisième; donc le carré de cette racine excède 16 X et, h plus forte raison,
ïo’^“' dans le premier cas; ce carréjcst au moins égal à îo*'' dans le deuxième cas, il excède 4 X dans le troisième, son triple excède 12X 10^, et, h plus forte raison, donc, dans les doux premiers
cas, le cube de la racine cubique de a' excède a — a', et, par suite, on a
c < J ; dans le troisième cas , le triple carré de cette racine excède a — a%
et l'on a e<^ 1. Cela étant, si Ton extrait la racine cubique de a' à moins d'une unité par excès, l’orreur définitive de la racine cubique de a sera moindre qu'une unité.
Remarque. Ces deux principes (XI et XII) que nous avons généralisés dans nos Compléments d’arithmétique (* ), permettent souvent d’abréger d'une manière sensible la recherche d’une valeur approchée de la racine carrée ou cubique d’un nombre qui n’est pas donné expUcilement. 8 ’il s'agissait, par exemple, d’extraire la racine cubique du carré de t à moins ' d’un centième, au lieu de calculer d’abord la valeur de 71’ approchée avec six décimales exactes, U suflirait d’en calculer la partie onlicro et les deux premières décimales, en remplaçant les quatre autres par des zéros.
EXERCICES
1 . Trouver une valeur approchée du produit 1 1 3 r « moins d’un dix-millième.
Réponse ; 355 , On en conclut nue — r est une valeur
de n approchée par excès à moins d’un millionième.
2. Trouver une valeur approchée du produit lojTX to v/a (qui exprime la longueur de la circonférence dont le rayon, est le côté du carré inscrit dans le cercle d’un diamètre égal à cent mètres) avec une erreur relative moindre qu’un millième.
1 °. On multiplie 3i ,4i par i4» i4 i cl l’cn conserve les
( * ) r.hez Dfzobry, rue «lu Cloître Sainl-Itonoit , JO,
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quatre premiers cliinVes à gaïulte du prodiiil 444? ‘374, eu augnientanl le dernier d’une unité, ce t|ui donne 444 , 2 .
2°, On multiplie 3 i, 4 ‘ 5 g par i 4 ,i 42 ‘ en plaçant le multiplicateur renversé sous le multiplicande de manière que leurs cliiirres extrêmes se correspondent , et l’on
trouve 444 , 3 .
3 . Trouver l’inverse du nombre n avec sept chiffres décimaux exacts et en déduire une valeur approchée , à moins d’un mètre, du rayon de la Terre supposée sphérique.
1°. On divise l’unité par xr en prenant 3i4‘59a6 pour premier diviseur partiel (X, remarques II et III), ce qui donne 0,3183098.
2“. On double l’inverse de tt, abstraction faite de la virgule, et l’on augmente le résultat d’une unité, ce qui donne 6366 tg J mètres.
i. Trouver une valeur approchée du quotient de la division du nombre loxc par 0,693147*8. . . avec une erreur relative moindre qu’un millième.
i”. On divise 3 i, 4 ‘ par 0,6982 en s’arrêtant au quatrijème chifl're du quotient qu’on augmente de 0,01 , et l’on trouve 45,32.
2". On cherche les quatre premiers chill’res à gauche du quotient
ion : 0,69314718. .
en observant la règle de la division abrégée, et l’on trouve 45,32.
5 . Trouver, h moins d'une unité, le rapport du rayon d’un cercle à l’arc d’une seconde.
Réponse: 206266 (IX).
Trouver, h moins d’un millième de seconde, la
vu/eur (le l’angle un centre correspondant à l'arc équivalent au rayon.
Réponse: 57** 17' 44 806 (X).
7 . Quelle est la plus petite unité, entière ou décimale, à moins de laquelle on puisse obtenir le produit 27,1828. . . X 3 i 4 ,i^ 9 - • • de deux nombres dont les chères donnés sont exacts?
Réponse : Un dixième (V).
8 . Quelle est la plus petite unité, entière ou décimale, à moins de laquelle on puisse obtenir le quo-
tient —
sont exacts ?
Réponse: Un millième (X, rem. II).
Trouver la racine cubique de tt* à moins d'un centième
Réponse: 2,1 5 (XII, rem.).
10 . Trouver, à moins d'un millimètre, la hauteur du cylindre équilatéral équivalent au décimètre cube (litre en usage dans le commerce pour mesurer les grains).-
Réponse : 109 millimètres (XII, rem.).
H. Trouver, à moins d’un millimètre, la hauteur et le diamètre, moitié moindre, de la base du cylindre équivalent au décimètre cube (litre employé dans le commerce pour mesurer les liquides).
Répo'nse ; H =. 1 76 millimètres ; D = 88 millimètres (XII , rem.).
12 . Trouver, à moins d’un kilomètre, le rayon de la Terre, supposée sphérique , sachant que le plus grand nombre de myriamèlres carrés contenus dans sa surface est 5099508.
de deux nombres dont les chiffres donnés
lié.ponse : 6371 kilomètres (X et XI).
13 . Trouver, à moins d’un kilomètre , le rayon de la Terre, supposée sphérique, sachant que le plus grand nombre de millions de kilomètres cubes contenus dans son volume est i 082 84 1 .
Réponse : Gdji kilomètres (X et XII).
iA. Trouver le quotient de pnt' 987,53...
à moins d’un dixième.
Réponse : 10 (X).
Trouver le quotient de ptir
à moins d’un dixième.
Réponse : 10 (X, rem. I),
16 . Trouver le quotient de 2316646806,1749 par 538 765,327 à moins d’une unité.
Réponse : 43 oo (X, rem. I).
17 . Trouver l’inverse de 9,8088... à moins d’un demi-millième.
Réponse : 102 millièmes.
(l;^xtrat( îles î'iouvelles Annales de Mathèmaiitiues, tonie XU.)
— IMPBIMBRIB DE B4CHEL1BR,
rue du Jardinet) tQ.
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