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PRÉFACE
Lorsque je publiai (en 18/iâ) les Développements de géométrie descriptive , j'annonçai , dans Tavant-propos qui précédait cet ouvrage , que plus tard je réunirais en un volume les divers mémoires de géométrie descriptive que j'avais publiés isolément dans plusieurs Recueils scientifiques , et que ce nouveau volume formerait la suite des Développements.
Je remplis aujourd'hui cet engagement. J'ai classé les mémoires, non suivant l'ordre de leur date de publication , mais par ordre de matières , et j'ai été amené ainsi à former cinq chapitres.
J'ai dû revoir chacun des mémoires qui composent les Compléments de géométrie descriptive que je publie aujourd'hui ; et si l'on compare leur publication actuelle avec celle qui a eu lieu dans les divers Recueils scientifiques , on remarquera plusieurs corrections et quelques additions. Toutefois , je me suis astreint à ne pas changer la forme primitive de chaque mémoire et à n'y faire que les corrections indispensables et les additions nécessaires , parce que , comme dans le Cours de géométrie descriptive et dans les Développements de géométrie descriptive , j'ai eu très-souvent l'occasion de renvoyer le lecteur à mes mémoires déjà publiés dans divers Recueils scientifiques , j'ai pensé qu'il fallait que ceux qui consulteraient les Recueils et que ceux qui consulteraient les Compléments eussent sous les yeux, autant que possible , le même texte.
BHHATA.
Page 1 , en remontant , ligne 1 : a"; G rencontrera ; lûez : a,"; G...
— — ligne 2 : a en un point a' ; lisez : a^ en un point a/.
Page 1 3 f ligne 1 9 : on ne pourra construire que deux sections coniques ; lisez : on pourra toujours
construire huit sections coniques.
Page 13, ligne 21 : seront sur une seule droite ; lisez : seront distribués 3 à 3 sur 4 droites.
Page 14 , ligne 1 (à la fin de la ligne) : par les cônes prolongés; lisez : par les côtés prolongés.
Page 14 , ligne 4 : qui seront tous situés sur une seule et même droite; lisez : qui seront distribués 3 d 3 sur 4 droites
Page 64 , avant- dernière ligne : octobre 1827 ; lisez : octobre 1826 ; et ajoutez : Tai écrit ce mémoire à Stockholm , pendant que j'étais au service de Suède.
Page 99 , dernière ligne : ou à l'analyse infinitésimale ; lisez : soit qu'elles appartiennent à Pana"
lyse infinitésimale.
Page 216, en remontant, ligne 3 : par I — 5 — 1 ; lisez : par I — ^ — 1.
DE
SUR LEIS PROPRIÉTÉS POLAIRES DE DEUX COURBES DU SECOND DEGRÉ
CONSIDÉRÉES DANS l'eSPACE {*).
1 . ÊUmt données deux courbes jplanes a et ol' du 2* degré » et servant de bases à deux cônes C et C" du second degré y ayant leurs sommets respectifs aux points c et c" ; étant de plus donné un cône C, ayant son sommet c à une distance finie ou infinie et passant par les deux sections coniques a et J^ ; si les trois points c , c^ c^\ sont sur tme même ligne droite D, Railleurs arbitraire de direction , les deux cônes C et C" se couperont toujours suivant une courbe formée de deux branches planes.
En effet, si par la droite D Ton fait passer un plan sécant quelconque , Ion obtiendra pour sections : dans le cône C, les deux génératrices G, et G*, dans le cône G', les deux génératrices G/ et G ; dans le cône C'^ , les deux génératrices G", et C. Les quatre droites G',, G', Q'\^ Qt'\ se couperont deux à deux en quatre points qui appartiendront à la courbe d'intersection des cônes C' et C/' ; la gé« nératrice G, rencontrera la courbe J en un point ol et la cpurbe a en un point a^^ ; G rencontrera la courbe al en un point d et la courbe a' en un point a'; sup*
(*) Extrait de la Gorrespondaace matbénptiqae et phjriqne des Pays-Bas , pabliée par M. Quetelet , roi. ni , n* 3 (18Î7),
posons que la droite G', passe par le point a^, el que la droite G", passe par le point a'\i que 6' passe par a\ et G'' par a"; que G\ soit coupé par G", en m, et par G" en m; que G' soit coupé par Gf\ ^n n et par 6'' en n,.
Si Ton construit la tangente à la courbe d'intersection au point m« ou n. , elle passera par la droite L istersectira despbns des courbes a et a'* . ISxk effet, cette tangente i pour le point m, , par exemple , sera Tintersection des deux plans tangents, l'un T' au cône G', suivant la génératrice G', et l'autre V au cône G", s«HVft&t la génératrice G'^.
Or , le plan T' passe par la tangente i menée à la courbe J au point a , ; le plan T' passe par la tangente f menée à la courbe </' au point a^\.
Mais ces deux tangenles ^ et t" sont cocvtenuei dans le plan tangent T au cône
G, suivant la génératrice G; elles se coupent donc au point où la droite L est
rencontrée par le plan T ; par conséquent la série des tangentes passe toujours
parla droite L.
Il est facile de voir quela tangente au point m ou n, ne passe pas pac la droite L.
Ainsi la courbe d'intersection est composée de deux branches distinctes, pour
l'une desquelles toutes les tangentes forment une surface développable , qui ne
peut être autre qu'un plan, puisque ces tangentess'appuient toutes sur la droite L.
Si donc le cône G est du 2' ordre, les cônes C et C seront du même ordre,
et leur intersection devant être du 4*, sera formée dès lors de deux courbes
planes du 2* degré*
On conclut de ce qui précède, que si l'on a un cône 2 du degré n et qu'on le coupe par deux plans P et I^ suivant les courbes a et a qui seront chacune du dogréti, si par le sommet m du cône 2 on mène une droite D arbitraire, et que l'on prenne sur cette droite deux points arbitraires ^^ ( sommet d'un cône t ayant la courbe a pour base ) et xi' ( sommet d'un cône 2^ ajant la courbe tt" pour base ), les deux cônes 2' et 2''.se couperont toujours suivant une courbe composée de deux branches, et l'une { de ces branches sera toujours plane, et son plan passera par la droite L intersection ^es deux plans P et P^, et il est évident que la courbe ^ sera du n' degré.
2. Par me courbe pkme adu V degré ei 3 pomU a\ a'', a'"', situés arbitrairement dans Cespace , et détertmumi un plan autre tfue celui de la courbe a , Con peut toujours faire passer deux surfaces couiques , et ton nCen peut faire passer que deux.
Je suppose que a' soit le sommet d'un cône C^ ayant la courbe a pour base; que a" soit le sommet d'un cône C'i a" celui d'un cône G'" : G' et G", ayant même base a , se couperont suivant une courbe du 2* degré |3'„ ; et G'" se coupera avec C', suivant 6',,, ; et avec G", suivant ^"„.^ les trois courbes j3'«, (3".», p'» , ne pourront évidemment se couper qu'en deux points m et n , qui seront les som-
mets des. deux oôoes oberabés, puisque la<soiulîon duj problème doit être donnée par les pcnots d'intersection; àsB eounbes ^» et|3''»., tout auasii bien que; par ceux des courbes ^'. et |3'o. ou des courber j3^.. et»^';», etc«
3. ÊUmi données^ sur taie surface du 2^ ordre ly deux o&urbm ptanes^a eta\ l'en pourra totgours envelùpper ces.deux courbes par deux surfaces coniques.
En effet» je prends sur a" trois points arbitraires- et, par la constructUm pré* cédente, j'obtiens les sommets de deux cônes G' et G'', ayant a- pour base et passant par les trois poims aii>itraires.
Ges.deux cônes G' et G'\ ayant môme base a , se coupent suivant une courbe plane j^f située dans le plan des trois points arl>itraires ; mais a" ne peut être autre que J\ puisque » lorsque deux surfaoes du 2* ordre se conpent suivant une courbe plane , il existe toujours une 2* oourbe plane qui complète Tintersectioo; donc, etc.
4. <Sî Con a deux courbes planes ( du 2' degré ) J et a'', Aidées sur un cône G , ayant pour sommet un peint o, il existe toujours^ un second cône S qui enveloppe à la fais ses deux courbes.
Si fon prend les sommets c et c' des deux oônes G' et G" (art. i. ), sur la droite c<, il est facile de se convaincre, par la construction géométrique des tangentes, que ce qui arrivait pour lesfpoints oit ou n, , se reproduira dans ce cas pour les points m ou n ; et que, par conséquent, les plans des deux courbes d'intersection des cônes G' et G'' passeront à la fois par la droite L.
L'on peut donc énoncer le tbéorème suivant : deux cônes qui ont deux plans tan-gents communs 9 se coupent tov^ours suxeant deux courbes planes; mais , deux cônes qui se coupent subant deux courbes planes ^ n'ont pas toujours deuxpbms tangents communs.
5. Par deux courbes du 2* degré ^ situées arbitrairement dans C espace ^ fon ne peut pas taugmirs faire paàserdeux surfaces coniques; mais cela est toujours possible ^ si ces deux -courbes se coupeni en dmx points ^ ou, en (S autres termes ^ ont une corde commune; et il n'existe qu'un cône , si les deux courbes ont un seul point commun et une même tangente en ce pçint.
En effet, considérons deux courbes J et a' du 2* degré, ayant deux points communs m et it. Je puis prendre sur a!\ par exemple, trois points arbitraires, et déterminer les deux cônes qui passent par la courbe J et ces trois points. Ces deux cônes se couperont suivant une courbe plane , située dans le plan de la courbe J\ et qui ne pourra évidemment être autre que celle passant par les trois points arbitraires et les deux points m et n, puisque cinq points détermi* nent une section conique.
Supposons maintenant que les deux courbes J et J^ ont un pdint commun m, et en ce point une tangente commune T.
^m ■■■« L| ■ I |l iiap
Si 9 sur la courbé oe'\ Ton prend trois points arbitraires pour sommets respectifs de trois cônes , ayant la courbe a pour base commune, et que Ton cherche les points qui sont communs à ces trois cônes , Ton voit de suite que le point m en sera un , puisque chacun de ces trois cônes aura une génératrice dans le plan de la courbe a^; par conséquent , le point m représente dans ce cas Ton des sommets des deux cônes qui doivent envelopper les courbes a el a!'. ' Il n'existera donc dans ce cas qu'un seul cône enveloppe , et la génératrice de ce cône, passant au pointm, jouera, avec la tangente T en ce point, le même rôle, soiîs le rapport des propriétés polaires, que la droite L et la ligne es (art. 1).
6. Longue trois courbes du second degré a^ a\ a"' ont^ deux à deux^ une corde commune , ettes ne peuvent pas toujours être enveloppées par une surface du second ordre.
En eflTet , l'on sait que si , par neuf points, Ton peut faire passer une surface du second ordre, l'on n'en peut faire passer qu'une, puisque l'on a autant d'équations de condition que d'inconnues. Je suppose donc cinq points arbitraires sur la courbe ol\ trois sur la courbe <x'^ et un sur la courbe /''; par ces neuf points ne passera pas toujours une surface du 2* degré, parce que cinq des neuf points étant assujettis à être sur un plan et sur une section conique; on a plus d'équations de condition que d'inconnues.
Il est aussi très*facile de démontrer que par deux courbes J et a" du ^ degré, situées sur un cône, passent une infinité de surfaces du 2* ordre. En effet, je prends cinq points sur J^ et trois sur ol'\ si je coupe ces detR courbes par un plan arbitraire, j'aurai quatre points qui détermineront une troisième courbe ( du V degré) qui variei'a de nature et de position dans ce plan avec le cinquième point que j'y choisirai.
L'on peut encore de ce qui précède, déduire le théorème suivant : C on peut toujours faire passer une surface du 2* ordre, par trois courbes du 2^ degré , envelappées deux à deux par troiê surfaces coniques ayant leurs trois sommets en ligne droite (*).
7. L'on sait que si, par chacun des points d'une droite P, tracée arbitrairement dans le plan d'une courbe du 2^ degré, l'on mène deux tangentes à cette courbe, toutes les cordes de contact se coupent en un point p. Le point p est nommé pôle , et la droite P est nommée polaire de la courbe.
Je nomme la droite L, intersection des plans des deux courbes planes a et 0c^ situées sur un cône du 2* degré, la polaire commune de ces deux courbes. La droite csj qui unit les sommets c et «, des deux cônes C etS qui envelop-
(*) Nous donnerons U dëmonstrfttion de ce théorème ci-après dans le numéro où nous nous occuperons des huit sections coniques tangentes à (rois sections planes d^ine surface du 2* ordre.
XJf""^
peni les courbes J et a , formera avec la droite L un système que je désigne par le nom de potahres réciproques.
La droite Ts perce les plans des courbes a et a" en deux points, t et T qui sont les pôles de ces courbes, la droite L étant la polaire commune. En effet, si par un point arbitraire pris sur la droite L, je mène deux tangentes à la courbe a et deux tangentes à la courbe a'"; et si je nomme p' et q' les points de contact sur la courbe a\ et p" et 9" les points de contact sur la courbe a!\ et / le point pris sur la droite L, il est évident que les points pS q\ p'\ q'\ formeront un quadrilatère, dont les côtés oppos^ p^p" et </Y' seront des génératrices du cône C, et dont les diagonales pV et p'qf seront des génératrices du cône S; puisque par la droite c/ Ton pourra menjer deux plans tangents au cône G, et que Ton pourra aussi par la droite si mener deux plans tangents au cône S. Les quatre points p^ p\ q\ q"i seront donc dans un plan passant par la droite csj qui unit les deux sommets c et « des cônes G et S.
Les côtés pV ^^ P V' du quadrilatère, qui sont les cordes de contact par rapport aux courbes <x' et a'', passeront donc toujours, le premier par le point H intersection de la droite es et du plan de la courbe J^ le second par le point (' intersection de la droite es et du plan de la courbe ol'j donc etc.
Maintenant, il est évident que si, par la droite L, l'on fait passer une série de plans coupants, Ton obtiendra pour sections dans le cône G ou S, une série de courbes planes |3, ^\ ^'\ etc., qui pourront être unies deux à deux par des cônes dont les sommets seront tous distribués sur la droite es.
L'on a vu plus haut que si les deux cônes G' et C!\ qui ont pour bases les courbes a' et ol' qui sont situées sur les deux cônes G et S (ayant pour sommets c et j) , avaient leurs sommets c et d' sur une droite D, passant par le point c ou le point «, ils se coupaient suivant deux courbes planes |3 et 7; et que le plan de Tune de ces courbes S, par exemple, passait toujours par la droite L intersection des plans des courbes J et J\ et que celui de Fautre courbe 7 ne passait par cette droite L que dans le cas où la droite D se confondait avec la droite es.
DoBC, en général, le plan de la seconde courbe 7 coupe le plan de la courbe a! suivant une droite L', et le plan de la courbe J^ suivant une droite L". Les trois droites L, L', L'' se couperont toujours en un point /, qui sera celui par lequel passe la droite, intersection des deux plansdescourbes|3et7 ; le point /et les droites L', L" variant d'ailleurs de position dans l'espace avec la position de la droite D.
Si, par le point /, Ton mène deux plans tangents aux cônes G' et G'^ les quatre génératrices droites de contact seront dans un plan R, passant par la droite D et par la droite cs\ alors, le point / sera : pôle commun, et le plan R sera : plan polaire co^nmun du sysicme composé des deux cônes G' et G".
Il est évident que si, sur la droite L, Ton prend un point a arbitraire; et que, par ce point, l'on mène deux Ungentes à la courbe J et à la oourbe ol", les deux cordes de contact étant prolongées se couperont en un point situé sur la droite L.
8. Si» maintenant, nous supposons que les deux courbes du 3' degré «'et a" sont situées sur un plan , au lieu d'être sur un c6ne, toutes les propriétés qui existaient dans Fespace vont apparaître, mais avec des modifications.
Nous devons d'abord supposer que les deux courbes sont situées sur le même plan, et l'une par rapport à l'autre, ainsi qu'elles le sont ordinairement dans l'espace, lorsqu'elles sont enveloppées par un cône; dès lors nous devons établir que ces deux courbes ne sont point intérieures l'une par rapport à l'autre, c'est-à^ dire , que l'on peut leur mener deux ou trois ou quatre tangentes communes ; ou bien qu'elles nese coupentqu'en deux points, ou ne se touchent qu'en un seul point, ou sont extérieures Tune à Tautreet n'ayant dans ce cas aucun point commun.
Supposons que l'on ait deux courbes a et a (du* 2* degré) et situées sur un plan ^ et telles que l'on puisse leur mener quatre tangentes communes , savoir :
T et T', tangentes intérieures, qui se coupent en un point c, de manière que T touche les courbes a et J^ aux points m et m", et que T' touche les mêmes courbes aux points n' et n^i
T, et T', , tangentes extérieures , qui se coupent en un point <, de manière que T, touche les courbes a! et a" aux pointa m\ et m'',, et que T', touche les mêmes courbes aux points n\ et n",.
Si l'on suppose que la courbe a est is^ base d' un cône C ; et a" la courbe d'un cône C" ; et de plus , que le point c^, sommet du cône G , et le point c'' sommet du cône C sont sur une droite passant par les points s ou c, ces deux cônes se couperont suivant deux courbes planes p, 7, puisqu'ils auront deux plans tangents communs^
De là résultent les propriétés suivantes :
l*" Si, par le point < ouc, l'on mène une sécante quelconque, l'on obtient quatre points p", q sur la courbe a\ et p", q" sur la courbe a', tels que les tangentes à la courbe J aux points p' et q\ sont coupées par les tai^(entes menées à la courbe «" aux points p" et q'\ en quatre points, qui, deux à deux , déterminent deux droites invariables qui jouent dans le 'plan des deux sections coniques a' et a", le rôle que jouaient dans l'espace les droites L, !/, L"; c'est-A-dire que ces deux droites invariables sont les traces des plans des courbes |3 et y , intersections (les cônes C et C\
2* La droite es coupera chacune des deux courbes a! et a" en deux points, et les quatre tangentes en ces points se croiseront en un seul point, qui sera l'analogue du point /de l'espace où se croisaient les trois droites L,L', V\ Ce point sera le pôl^cammun , et la droite c< sera la polaire eanimune des courbes a et a" : la droite
c« contiendra tes dewc pôles de la droite qui correspond à la droite L de l'e^ce , c'est-à-dire le pôle par rapport à la couti)e J, et celui par rapport à la courbe a".
3* Si, sur la droite qui corirespond à la droite L , Ton prend un point arbitraire, et qaè de ce point VoA tiaène âenu tangente^ à la courbera", et deux à la courbe a"; la corde de contact de a\ viendra couper celle de u' en un point situé sur celte même droite, analogue de L.
4* Enfin Ton pourra évidemment déduire toutes les propriétés des points de coieieeurs eonnw jusqu'à présent :
Ainsi^ksdroites m'n^ m'n^m'.n , ,m'',n'', se croisent au point analogue du point /.
Ainsi, q^andpar le point e ou 9, Ton mène une droite arbitraire x^ coupant la courbe a4iux points t\ y\ et la courbe a" aux points %'\ y'\ si, par le point ana* logue du point /, Ton mène des droites, passant par ces quatre points %\ y, &"', y\ elles couperont respectivement les courbes a' et «''en quatre points s^, y'r, s''., y"., qui seront 8«ir une ligne droite paasMt par le point c ou « (^).
Imaginons un cône du second dfgré 2 ayant pour sommet un point <, et cou^» pons ce cône par deux plans P et P' smvant deux courbes (sections coniques) G et G. Désignons par I la droite intersection des plans P et P'.
Nous savons que les deux courbes C et G' étant supposées n'avoir aucun point cemmÉn , seront enveloppées, par un second cône 2' dont nous désignerons le somlmet par s'.
Supposant que le sommet s est extérieur aux courbes G et G', le sommet ^ sera intérieur à des courbes ; en d'autres termes » les plans P et P' seront ^tués tous deux à droite ou à gaudie du sommet <, et Fun à droite et l'autre à gauche par rapport au sommet /.
Cela posé :
Menons par le sommet iméirieur s' une draite de direction arbitraire D; elle cou«« pera les platis P et P' en les points d et d\ et nous pourrons toujours supposer que cette droite D soit exiérieure au cône 2' et tellement placée dès lors dans Tes* [Nice, que l'on puisse faire passer par elle deux plans T et T' tangents au cône 2'. Le plan T coupera les pHmtâ P et P' suivant tes droites 9 et B' tangentes, Tune à la section conique C, et l'autre à la section conique G^ et ces deux droites 6 et 9' passeront , la première par le point d, et )a seconde par le point cf, et elles cou-^ peroM h' droite 1 en un même point t Le plan T' coupera de même les plans P et
C) Voyes le Cours de géométrie descriptive | chap. XII, p. 364.
P' suivant les droites fl' et 6\. 9' passera par le point d et 9', par le point <f , et ces deux droites couperont la droite I en un même point t'.
Mais ii est évident, en vertu de ce qui a été dit § I, que les points de contact I , £, , £', t\ des courbes C et C avec les tangentes 6,9., 9', 9', ne seront point deux à deux sur des droites passant par le point s, sommet du cône extérieur 2; car cela ne peut avoir lieu qu'autant que les points t et i' se confondent en un seul point ; en d'autres termes, qu'autant que la droite D s'appuiera sur la droite l.
Dès lors si l'on projetait q/lindriquemeni le système formé des courbes G et C, des plans tangents T et T^ du cône 1 et du cône 2^ sur un plan quelconque et par des droites parallèles à la droite D, il arriverait que les droites 9* et 9'\ 9\ et 9'^, ne seraient point en ligne droite , et que dès lors on aurait bien en chacune de ces droites , projetées , des tangentes aux courbes C* et G'^, mais non point les deux tangentes communes et intérieures de ces courbes.
Mais si , au contraire, on mène par le sommet «' une droite D s'appuyant sur la droite I^ les quatre points </, <f, t , t' se confondent en un seul; et lorsque Ton projettera tout le système sur un plan Q perpendiculaire ou oblique à la droite D , par des lignes projetantes parallèles à cette droite D , il arrivera que les droites 9* et 9'* formeront une seule droite tangente intérieurement aux qpurbes G* et C'^, et il en sera de même pour 9*. et 9'\ , etces droites 9^ et 9*, se croiseront en un point $'*, projection du sommet s^, et la droite I\ projection de la droite I , passera évidemment par le point s'^y et alors les quatre points i^, ^, t i'\ i^, seront deux à deux sur six droites se croisant, savoir : deux au point a^y deux au point $\ et deux sur la droite I*.
On peut donc énoncer le théorème suivant :
Étant données sur un plan Q deux sections coniques G" et C'^ ayant quatre tangenies communes , dont deux ( les intérieures ) se coupent en un point s^, et dont deux ( les extérieures ) se coupent en un point s^.
5t par le point s^ on mène une droite quelconque \^ coupant la courbe C aux points y^ et y\ et la courbe G^ aux peints y^ et y'*",, les tangentes en ces points aux sections coniques C^ et C^ se couperont deux à deux en quatre points y dont deux seront situés sur une droite I" passant par le point s'^ (^),
(*) Dans le Cour$ de géométrie descriptive ^ je sais parrean , en considérant les deux courbes C^ et C* comme les bases de deux cônes du second degré , ces o6nes étant placés de telle manière dans Pespace qu^ils se coapaient suivant deux courbes planes, k démontrer que le plan de l^me de ses deux sections passait par la droite I*, mais je n^ai pu démontrer que la droite I^ passait tonjonrs par le point s\ parce que les considérations géométriques que j^employai , savoir : deux Cânes se coupent suivant deux seciUm$ planes^ en vertu de ee quHle ont deux plam tamgewte communs, n^ont pu et ne pouvaient me conduire à démontrer cette propriété importante et existant pour deux sections coniquei fracées sur un même plan et n^ayant aucun point commun.
Les deux autres poibtsseroot toujours ^tués sur une droite R, mais qui -ne passera pas, en général, par le point /.; ce qui deviendra évident par ce qui suit ; .
Menons par le sommet «' du cône 1' ( intérieur }, et qui unit les deux sections CQniqi|es G et G' situées sur le cône (extérieur) 2, une droite D s'appuyant sur la droite I idtersection des plans P et P' de ces courbes G et C\
Menons par le sommet s du cône extérieur 2 une droite D, parallèle 4 la
droite D.
Concevons deux cylindres 9 el^' ayant respectivement pour directrice courbe les sections coniques G et G', et ayant leurs génératrices droites parallèles aux droites D et D,.
Le cylindre $ coupera le cône 2 suivant deux sd^tions coniques G et G, , et le cylindre $' coupera aussi le même cône 1 suivant deux sections coniques G et G',.
Si par la droite D. on mène deux plans tangents au cône 2 , ces plans T et T' loupberont ce cône 2 suivant deux génératrices droites O et 9', qui couperont les courbes G jst G, ( situées sur le cylindre 4) , la première en un point % et la seconde en un point x. qui seront communs àc^ deux.courbes G et G., qui seront les extrémités de la corde compaune de ces deux. courbes» car le plan T, comme le plan T'» sera un plan tangent commua aux deux .cylindres $ et 9' et au cône 2.
On aura de même un point z' et un point z\ , et ces deux points seront ceux en lesquels se croisent les* deux sections coniques^ C' et G',.
Si main^tenant Ton coupe les cylindres <b et ^' par un plan Q pecpendiculaire ou oblique aux droites D et B, , on aura en tes courbes G* et C'* les projections orthogonales ou obliques sur ce plan Q dfi$ courbes G et G, , G' et G',.
Les sections coniques G el G, se projetteront donc en une seule et même courbe G*, et de même les «ections coniques G' et G', se projetteront en une seule et même courbe G'^. .
Gela posé:
Si Ton mène par la droite D. un plan M, il coupera le cône 2 suivant deux génératrices droites Y et Y,, et Ton aura :
La génératrice Y coupant la section conique G au point y
Et la jéoératrice Y, coupant la section conique G au point X
Or les points y et X„ y' et X'., y. et X, y\ et X', seront deux à deux sur des génératrices droites des cylindres $et $'; dès lors les points y et X,, se projetteront sur le plan Q en un seul et même point j^ situé sur la courbe C\ les droites Y et Y, se projetant sur ce même plan Q en une seule et même droite Y*.
Dès lors , les tangentes 9 au point y à la courbe C et 9, au point X, à la courbe G, , se projetteront sur le plan Q, suivant une droite S* tangente à C* au point /, et il en sera de même pour les tangentes aux points j' et X'. , y. et X, y\ et X'.
Cela posé i
Désignant par P, P', P., P'. les plans des sections coniques C, C, C. et C'., et par R le plan qui contient les deux génératrices droites G et 0' du cône extérieur 2. , on aura cinq plans qui se couperont deux à deux suivant «ir droites, savoir :
Les plans P et P' se couperont suivant la droite I
— P. et P^ - — I.
— p et P'. — — V
— P'et P. — — V
Et les trois plans R, P et P. se couperont suivant une droite Z passant par les points 2 et z..
Et les trois plans R , P^ et P', se couperont suivant une droite Z' passant par les points z' et z\.
Or il est évident que les six droites 1, 1., I', 1',, Z et Z' se coupent en un même point que je désignerai par k.
Cela posé :
En vertu de ce qui a été dit § 11, lés tangentes 6 au point y de la courbe C et i au point y' de la courbe G'^ se couperont en un même point t de la droite 1.
De même , les tangentes S, ^u point X, de la courbe C, et t, au point X'. de la courbe G', se couperont en un même point t. de la droite I.. Et comme, en vertu de ce qui vient d'être dit § Il , les tangentes 9 et 9. , ^ et i, se projettent sur le plan Q, les premières en une même droite 9^ et les secondes en une même droite t^, il s'ensuivra que le point t\ intersection des droites i* et 9^, sera la projection commune des points t et i, ; et dès lors il se trouve démontré que les droites 1 et I. ont sur le plan Q pour projection commune la droite I^.
On démontrerait de même que les droites V et F, se projettent sur le plan Q en une seule et même droite- 1'\ et comme les six droites 1,1,, T, I',, Z et Z' se coupent au point k , leurs projections I*", 1'*, Z^ et Z'^ se couperont en un seul et même point 1^.
Et si nous remarquons que les tangentes aux courbes G , G', G., G', pour les points en lesquels la génératrice droite Y du cône 2 les coupent, se croisent deux
à deux en les points i el t' situés sur les droites I et \\ nous pourrons énoncer le théorème suivant :
Étant données deux sections coniques G^ et C'^ tracées sur un même plan , ces deux courbes ayant quatre tangentes communes y dont les deux intérieures se coupent en un point s"" et les deux extérieures en tm point s*", les droites Z^ et Z^ qui unissent les points de contact des courbes avec les tangentes extérieures se couperont en un point k**, et si du point s^ on mène une droite Y^ coupant la courbe C^ en deux points y^ et y^, et la courbe C^ en deux points y^^ et y/*", tes quatre tangentes en ces points se coupent deux à deux en quatre points, dont deux sont sur une droite P passant par les points s'^ et k^, et deux sorti sur une droite l'^ passant par le point ]s^.
Ces droites I* et 1'^ sont celles que nous avons désignées, planche 92]du Cours de Géométrie descriptive ^ par I et E.
D'après ce qui précède on peut énoncer les deux théorèmes suivants sur les
transversales.
Étant donné ( fig. A ) tm quadrilatère aba'b', dont les côtés prolongés et les diagonales se coupent deux à deux en les trois points i, s, s'. St l^on mène par le point s' ( intersection des diagonales ) et par te point i une droite D ^ et si tan mène par chacun des quatre sommets du quadrilatère aa'bb' des parallèles à la droite D, ces parallèles couperont les côtés du quadrilatère qui se croisent au point s , en quatre points a^ , b. , a', , b'. qui détermmerotU un nouveau quadrilatère dont les côtés prolongés se couperont en les points i, et 8 , et dont les dàagonales se croiseront en un point s'..
Les quatre points i, i., s', s', seront situés sur la droite D.
Les côtés a.b. et a'b' se couperont en un point V et les côtés ab et 2i\>\ se couperont en un pmnt I , et ces ptrints I et V seront sur une droite D, parallèle à la droite D> et cette droite D, en général ne passera pas par le point s.
Au lieu de mener par les sommets du quadrilatère aba/V des parallèles à la droite D, on prendra (Jig. B) sur cette droite D un point x, 9t Ton fera passer par ce point x et chacun des sommets du quadrilatère atHx!b^ des droites, lesquelles couperont les côtés du quadrilatère se croisant au point s en quatre points a„ 6,, a\ f b\ , alors :
Les quatre points i , s', s',, i. seront sur la droite D.
Et la droite D. qm unira les points I et V passera par le point x.
Con$trmre le$ huit courbes planes tangentes à trois sections coniques situées sur une surface du 2* ortbre (*).
I. Trois circonférences quelconques de grands ou de petits cercles , étant tracées sur la surface d'une sphère^ trouver une qucUrième circonférence tangente aux trois premières.
Carnot a donné, de ce problème, une solution analytique dans sa Géométrie de position , page 415.
La solution géométrique consiste en ce que Tqu peut toujours unir, deux à deux les trois cercles donnéa C\ C"^ Cf" par six oônes. Et en ne considérant d'à* bord que les trois cônes dont les sommets sont au delà des plans des cercles donnés 9 on remarque de suite que le plan tangent à deux de ces cônes est nécessairement tangent au troisième cône , et qu'il coupe la sphère suivant un quatrième cercle tangent aux trois cercles donnés*
Ayant donc déterminé le premier cône et le sommet du second cône , on mène par ce sommet deux plans tangents au premier cône , et chacun de ces plans contient un des cercles cherchés. Ces deux plans tangents se coupent suivant 4me droite qui contient les sommets des trois cônes.
Les sommets des cônes obliques qui joignent, deux à deux , trois cercles d'une sphère, sont distribués sur quatre droites situées dans un même «plan* ^ *
Par chacune de ces droites, on peut mener deux plans tangents è l'un quelconque des trois cônes qui ont leurs sommets sur cette droite; d'où il suit que trois cercles d'une sphère peuvent, en général, être touchés par un quatrième cercle de cette sphère ^ de huit manières différentes.
n. Étant données trois courbes planes d'une surface du second ordre, on détermine, par des considérations semblables, la quatrième courbe qui les touche. En effet, il est évident que lorsque deux surfaces du second degré se coupeni, la
n Extrait de la GoiTespondaiice de l'Éeole polytechnique , pubUée par Hachette. Janrier 1814. — Nota. Cette solution futoemmnniquée par Hachette » profeweur de géométrie detcriptiTe à l*École Polytechnique, de la'part de l'auteur, à la Société philnmathiqne de Paria, dans sa séance du 22 mat 1813.
eourbe d'intersection est , en général , composée de deux branches, et si Tune de ces branches est plane y Tautre branche l'est nécessairement.
D'où il suit que, par deux sections coniques d'une surface du second degré, on peut toujours , en général {*) , mener une surface conique du second degré.
Ayant déterminé les sommets des cônes qui passent par les trois courbes planes données , on achève la solution comme pour les sphères, en menant des plans tangents à ces cônes.
§ II
m. Deux sections coniques , situées sur une surface du second ordre et qui ont un point de contact , ne peuvent être enveloppées que par un seul cône. Si l'on a donc trois sections coniques tangentes deux à deux et tracées sur une surface du second ordre, on n'aura plus que trois cônes enveloppant deux à deux ces sections coniques, on n'aura plus qu'une seule droite contenant les trois sommets de ces cônes , et l'on ne-pourra construire que deux sections coniques tangentes aux. trois courbes planes données.
ÏV. Lorsque deux sections coniques situées sur une surface du second ordre se coupent en deux points, on peut les envelopper par (teux cônes; mais les sommeis sont tous les deux extérieurs.
Si l'on a trois sections coniques se coupant deux à deux eh deux points et situées sur une surface du second ordre , on ne pourra construire que deux sections coniques tangentes à ces trois courbes données ; dès lors les six sommets des six cônes enveloppant deux à deux les coniques données seront sur une seule droite , laquelle sera située dans le plan de la courbe de contact d'un cône tangent à la surface du second ordre, ce cône tangent ayant pour sommet le* point en lequel se coupent les plans des trois coniques données.
V. Ce qui précède nous conduit au théorème suivant
Étant donnés une section conique et un triangle , les côtés prolongés du triangle couperont chaeun la section conique en deux points* On aura donc six points ; chaque sommet du triangle sera le point en lequel se crcnseront les diagonales du quadrilatère dont
{*) Notis disons que le théorème est yrai en général , car poar certaines surfaces du second ordre , il n^a pas toujours Heti. .
Ainsi, quelle.que soil la direction des plans des deux sections coniques tracées sur nn ellipêoide ou un paraboloide ellipiiçws ou un hyperbolàtde à éieux nappes , le théorème est toujours vrai ; mais il n'a pas toujours lieu pour un paraboloide hyperbolique ou un hyperboUnie à wm nappe^
En effet : deiii hyperboles ne peuvent être situées sur nn cône si elles sont tournées en sens inverse .Une hyperbole et une ellipse ou une hyperbole et une parabole qui se coupent en deux points ne peuvent être situées snr un cône si les points d'intersection ne sont pas situés sur une seule des deux branches de Phyperbole.
— iA —
les sommets sont les points en lesquels la section conique est coupée par les cônes prolongés du triangle qui passent par le sommet considéré»
On aura donc trois quadrilatères ^ dont les côtés opposés et prolongés (tonneront six points de concours^ qui seront tous situés sur une seule et même droite. ( Voyez fig. C, PI. I".)
SUR LES PROPRIÉTÉS POLAIRES DE TROIS COURBES PLANES 9 SITUÉES SUR UNE SURFACE
DU SECOND ORDRE
i . J<e désigne la surface du second ordre par 2 ;
, , . / P' le plan coupant la surface 1, suivant une courbe C Je désigne \ j^r ç,t,
Les trois plans P\ P", P'", se coupent en un point que je désigne par p.
Je suppose que les trois courbes n'ont aucuns points communs , et que le point p est extérieur, par rapport à la surface 1, c'est-i-dire tellement situé dans l'espace que l'on puisse y faire passer un plan tangent à la surface 2.
J'ai démontré ci-dessus (page i3) que» par deux sections planes d^une surface fie second ordre j l'on pouvait faire passer deux surfaces coniques (.excepté dans certains cas qui ont été indiqués).
Par conséquent^ Ton pourra en général envelopper deux à deux , les trois courbes C, C", C" par six cônes.
!e\, eif,, les sommets des deux cônes enveloppant les courbes C et C" <„el/„, - -, - - C'etC"
*"„,et/',„ - - - ■ - C'elC"
Désignant par la lettre e, accentuée diversement, le sommet d'un cône extérieur, et par la lettre j\ accentuée aussi diversement, le sommet d'un cône intérieur.
Par les deux sommets e\^ et e',,, , je pourrai mener deux plans tangents communs aux deux cônes , ayant pour base commune la courbe C
(*) Extrait de la Correspondance mathématique «t frfiysiqae des PayaBaa , publiée par M. ÇUêUM , Yol. IV, n' 1, année 1828.
Chacun de ces deux plans tangents coupera évidemment la surface 2, suivant deux courbes tangentes, à la foîsi aux trois courbes C\ C'y G'".
Les trois sommets e'ny e,,., e'.n, seront donc sur une ligne droite, que je dési* gne par E.
On démontrerait de la même manière que
f'f'n e.„ sont sur une droite T Les trois sommets l jn.j'l,. e., — — I"
V„ la droite intersection des deux plans P' et P" Je désigne par \ L'... — — — P' et P'"
L",. — — — P" et P"'
Cela posé : de ce que les sommets des six cônes-enveloppes sont, trois à trois, en ligne droite, j'en conclus que ces six sommets sont situés sur un plan unique ; et, dès lors , je puis énoncer le théorème suivant :
Trois sections planes et arbitraires, dune surface du second ordre , peuvent en général être enveloppées y deux à deux y par six cônes y dont les sommets sont distribués trois à trois , sur quatre droites situées dans un plan unique , et l'une de ces droites contiendra les trois sommets des cônes extérieurs.
Je désigne par P le plan qui contient les sommets des six cônes-enveloppes.
2. J'ai démontré, dans le Mémoire n"" i publié au commencement de ce chapitre, que si , par un point arbitrairement choisi sur la droite \J,. , l'on menait deux plans tangents au cône el, (désignant le cône par son sommet ), et deux plans tangents au cône/» , les quatre points de contact , situés savoir : deux sur la courbe C, et deux sur la courbe C^, déterminaient un quadrilatère pian, dont les diagonales se croisaient au sommet /., dont deux côtés opposés et prolongés, se coupaient en lé point e,.y et dont les deux autres côtés opposés et prolongés, allaient se couper sur la droite V.. .
Si donc du point p je mène :
ÎC, désignant par m* et ft^ les points de contact, C" — — m"etn" — —
C'' — — m'"elit'" — —
les quatre points m', n\ m'', n", formeront un quadrilatère plan, dans lequel deux côtés opposés passeront par le sommet e',\ les diagonales se croiseront au sommet/., et les deux autres côtés opposés se couperont sur la droite L'.. , en un point que je désigne par V...
Les quatre points m\n\ m"\n''\ formeront aussi un quadrilatère plan dans lequel :
- Deux côtés opposés passeront par le sommet e'...
Les diagonales se croiseront au sommet /,,,.
Et les deux autres côtés opposés^se couperont sur la droile L\^, en un point l'^,.
Enfin 9 les quatre points m", n", m'", n'\ formeront un quadrilatère plan , dans lequel :
Deux côtés opposés passeroiH par le sommet e'\^^.
Les diagonales se croiseront au sommet j%,.
Et les deux autres côtés opposés se couperont sur la droite L",,, en un point (\^,.
Il est évident que les trois points T,,, t^^^y P\^^ sont situés sur le plan P, et. sont les sommets du triangle formé par les trois cordes m'n\ rn'n\ tn"'n"'f prolongées ; et que les quatre points, m', m'^ n\ n\ sont sur la courbe G, «eclion de la surface 2 > par le plan P.
Le plan tangent à la surface 2, au point m', passera par les tangentes à deux sections faites, en ce point, dans cjette surface 2.
Ainsi le plan tangent en m\ sera déterminé par la'droite mp, tangente en m' à la courbe G', et par la tangente en m' à la courbe G.
On aura de même :
n' passant par n'p tangente à la courbe G'.
Le plan tangent à la surface £ ) ,, ir \ • C*
au point
Par le point p, je pourrai mener un plan arbitraire P^, tangetitiellement à la section conique a, qui est Tune des huit sections coniques ^ngent^s à la fois aux trois courbes G', G", G'".
Je désigne par G^ la section faite dans k surface 2 ^r le plan P^ ; la courbe m sera donc aussi tangente à la courbe G^ ; par conséquent, les courbes G' et C^, G" et G^, G"' et G^, seront enveloppées par un cône dont )e sommet sera situé sur la droite E.
Si du point p, l'on mène deux tangentes à la courbe G^, les deux points de contact seront situés sur la courbe G , je désigne par m^ et n^, ces deux points. Le plan tangent à la surface 2 au point m^ passera par la droite m^, tangente à
la courbe G^, et le plan tangenvà la surface 2 au point it^, passera par la droite n^p , tangente à la courbe G^« Les tangentes tnpf m"pf m'^p, m% n'p, etc., seront les génératrices d'une surface développable ; et conoime le plan P^ est arbitraire , je pourrai conclure de ce qui précède le théorème suivant :
Veipace parcouru par un plan qui ie meui tangendellemeni â une surface du second ordre f et qtà passe toujours par unjnnnifixe p , a pour enveloppe une surface conique^
iiont le sommet est le point fixe p, et dont la courbe de contact ^ avec la surface Ij est une courbe plane.
Et il est évident que le théorème inverse a aussi lieu :
Si ton fait mouvoir un plan tangetUiellement à une surface du second ordre 2, f^e manière que ie point de contact soit en chaque position du plan tangent y Cun des points dune section plane de cette surface 1 , C enveloppe de l'espace parcouru par ce plan sera une surface conique.
3. On donne au plan de la courbe de conlact d'un cône tangent à une surface du second ordre, le nom de plan polaire j el au sommet du cône» celui de pôle de la surface.
Mais il faut bien observer qu'un plan n'est plan polaire d'une surface, que par rapport à un seul pôle; comme un point n'est pôle d'une surface que par rapport à un seul plan polaire.
Ainsi, je pourrai dire que le plan P est plan polaire de la surface 2, par rapport au pôle p.
4. La courbe C sera la courbe de contact d'un cône tangent à la surface 2, et aura pour sommet un point que je désigne par p\
Je désigne par p" le sommet du cône tangent à la surface 2 suivant la courbe C", el par p'" le sommet du cône tangent à la surface 2 suivant la courbe C". D'après les définitions précédentes :
fp' sera le pôle de la surface 2 par rapport au plan polaire P ' p" ~ — — — P"
5. Par la droite L'.. je fais passer un plan arbitraire Q', coupant la surface 2, suivant une courbe que je désigne par $.
Par le point p, je mène deux tangentes à la courbe $, et je désigne par c^' et 9" les deux points de contact, qui seront évidemment sur la courbe C.
Les trois courbes Cj C\ $ pourront être enveloppées deux à deux par des cônes dont tes sommets seront distribués sur la droite f,. é,, , unissant les sotnmetsfn et e'.. ; en effet : les quadrilatères plans ^ m' m'' n n", m' m" 9' ç", n n ^ f^'\ auront chacun deux côtés opposés , qui prolongés passent par le point l'„\ leurs deux autres côtés opposés et prolongés se coupent respectivement en chacun des trois sommets des cônes extérieurs , et les diagonales se croisent respectivement en chacun des trois sommets des cônes intérieurs, qui enveloppent deux à deux les trois courbes C, C ', 4>.
Les six sommets de ces cônes enveloppes seront donc sur le plan P.
Cela posé :
Si je prends sur la droite L'.. un autre point 'q et que je le regarde comme le'
sommet d'un c6ne langent à la surface 2, j'aurai pour eourbe de contact une courbe C. , située dans un plan que je désigne par Q.
Je puis raisonner par rapport au système polaire, composé du pôle q ei du plan polaire Q, comme je l'ai fait poux le système peiaire Sormé d^ pâle p et du plan polaire P.
Par conséquent 9 je trouverai que les six sommets des cônes enveloppant deux à deux les trois courbes C\ C, $, sont situés sur le plan Q.
Ces six sommets sont donc sur la droite intersection des deux plans P et Q ;
mais comme la droite j'.. el, contient déjà deux de ces six-sommets, on en conclut : que les trois courbes C, G'", C", 9 , dont les plans se coupent smvant une même droite V., , peuvent être enveloppées deux à deux par six cônes dùnê les sommets sont tous situés sur une droite unique.
Et comme le plan Q' est arbitraire, il s'ensuit que l'on peut foncer le théorème suivant :
Si l'on a n sections , faitei dans une surface du second ordre par n plans passant tous par une même droite , ces n sections pourront être enveloppées deux à deux par 2n cônes, dont les sommets seront tous situés sur une droite unique,
6. Pour mener par la droite V,,, deux plans tangents ^ la surface 1, Ton n'aura qu'à prendre sur cette droite deux points arbitraires p et q; regarder ces points comme les sommets de deux cônes tangents à la surface 2, le premier suivant une conique C , le second suivant une conique G, ; et les deux plans tangents communs à ces cônes, seront les plans tangents demandés.
Les points h et hf, intersections des deux courbes C et G. , qui seront les courbes de contact des deux cônes tangents à la surface 2, seront les points de contact des deux plans tangents et dé la surface 2.
Et comme les points de contact h et h' seront les intersections limites de la surface 2, par les divers plans sécants que Ton peut faire passer par la droite V..,
l'on pourra en conclure , que la droite/., e'n perce la sur&ce 2 aux points h eihf.
De ce qui préeède, Ton peut déduire le théorème suivait
Si par une droite L'u artntrmrement située par rapport à une surface du second ordre
2, ton mène deux plans tangent» à cette surface, la droite }'» ef,. qid unira les deux points de contact, jouira avec V.. de la propriété suivante, savoir : Cune de ces deux droites contenant les sommets des cônes tangents à la surface 2 , les plans des courbes de contact passeront par Cautre droite.
8. En vertu de cette propriété, je donne aux deux droites Vu et/» e'.. le nom de polaires réciproques de la surface 2.
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Par la même raison les couples de droites
seront des polaires réeiproques de la surfaoe 2.
9. Les trois droites L'., Vf. , V,r, , se eoupent en un point p qui est pôle de la surlace 2, par rapport au plan polaire P, qiii 'cootient leurs polaires réciproques ,
ntm
10. Tout plan qui passera par le point p, coupera la surface 2 suivant une courbe qui sera enveloppée avec Tùne des trois courbes C, C!\ C", par deux cônes dont les sommets seront situés sur le plan P.
Je puis donc énoncer le théorème aui^vani :
Lorsque n droites se coupent en un point p , et sont (taitteurs disposées dans t espace dune manière arbitraire par rapport à une surface du second ordre 2, leurs n polaires réciproques y sùnt situées sur un plan unique P , qui est plan polaire de la surface 1 , par rapport au Pdtis p.
11. Par ce qui précède. Ton voit de suite que la droite L'. qui unit deux pôles p et 9» est la polaire réciproque de la droite intersection des deux plans polaires P et Q.
Ainsi lé^ trois pôles p\ p", p'^' détermiaeroat un plan qui sera le pUm polaire de la s«irface*2 par rapport au pôle p, qui eftt Tintersection de leurs trois plans po- /oîwP'^P^P'".
Ainsi les trois pôles p\ p"y p'*^, sont situés sur le plan P.
Les deux plans P' et P" se coupant suivant ta droite L'», cette droite sera la polaire réciproque de .çôlle qui unit les deux pôles p et p".
Par conséquent) les pôles p et p" saroqt situés sur la droite j'.. -é,, que nous avons déjà vu être la polaire réciproque de la droite V... *
De même, les pôles p' et p"* seront sur la droite/,. eV., et les pôles p" et p" seront sur la droite j".., V,.,.
12. J*ai démontré oi*-dessus dans le mémoire n*" 1 de ce chapitre , que lorsqu'on avait deux courbes du second degré C et C", enveloppées par deux cônes, si l'on prenait deux points arbitraires p' et p" sur la ligne des sommets, et si Ton regardait ces deux points comme les sommets de deux nouveaux cônes , ayant pour base , Tun la courbe C et l'autre la courbe C^, ces deux cônes se coupaient suivant deux courbes du second degré, dont les plans passaient par la droite L'm, intersection des plans P' et P" qui étaient les plans des courbes G et C.
Jo puis donc, d'après cela, énoncer lethéorème suivant :
Sr Pan a deux courbes du second degré C et C^ , situées sur une surface du second ordre 2 , les sommets p' et p" des deux cônes tangents à la surface 2 , Pun , suivant C et
f autre , suivant C", sont situés sur la droite j',, e'„ polaire réciproque de la droite L'„, intersection des deux plans V et P", qui sont les plans des deux courbes C et C".
Et les deux cônes p' et p" ( désignant le cône par son sommet ) se couperont suivant deux courbes du second degré , dont les plans passeront Cun et F autre par la droite L\^.
AS. Je fais passer par la droite f^^e\^ y un plan arbitraire V ; ce plan coupera la courbe C'aux deux points o:'^ y\ et la courbe G" aux deux points x", y"] Ce plan V coupera en outre :
La droite L'^^ en un point v ; Le cône p' suivant deux génératrices p'x' et p'y'
- p" — — — p V et p Y
- /. _ _ _ xYeiy'xT
- e„ — — — xxetyy.
et la surface 2 suivant une courbe p , qui passera par les quatre points x\ y\ od\ y", et qui aura pour tangentes en ces points les quatre génératrices pV, pV, pV, pY*
Cela posé :
En .vertu des propriétés des quadrilatères inscrit et circonscrit :
Les deux droites, pV et p"x", py' et p'y se couperont sur la droite vj\ .
Les deux droites, p'x^ et pV'» P^\f ^^ P^^^' ^^ couperont sur la droite ve^,,.
Et comme le plan Y est arbitraire, l'on peut conclure de ce qui précède, que les deux cônes p' et p'^ se couperont suivant deux courbes du second degré , dont les plans ne seront autres que les plans V^J\^ et L'^^e'j^.
La droite vj\^ est la polaire de la courbe p , par rapport au pôle e\^ \ de même la droite ve\^ est la polaire de la courbe p , par rapport au pôle jf^.
i4. Le plan Y étant arbitraire, l'on peut conclure que le plan V^^j\^ est le plan polaire de la surface 1 par rapport au pôle'e*^ , et que le plan \J^^e\| est aussi le plan polaire de la surface 2, par rapport au p6le}\^.
Deux plans polaires ^ qui sont tels que, réciproquement, l'un contient le pôle de l'autre, sont dits plans polaires conjugués ou réciproques.
Les deux plans V,j„ et L',,e'„ sont donc deux plans polaires conjugués ou réciproques.
15. J'ai dit ci-dessus, que les géomètres avaient donné le nom de pôle au sommet du cône tangent à une surface du second ordre, et celui de plan polaire j au plan de la courbe de contact.
Mais cette définition du pôle et du plan polaire n'est pas complète, car elle suppose que leplanpolaire coupe toujours la surface du second ordre suivant une courbe.
En vertu des théorèmes précédemment démontrés, je puis donner une défipition complète du plan polaire et de son pôle.
En effet :
Étant donnés une surface du second ordre 2 et un plan P arbitrairement situé dans Tespace par rapport à celte surface 2 , si je prends n points arbitraires sur le plan P (mais lels que je puisse regarder chacun d'eux comme le sommet d'un cône tangent à la surface 2 ) , les plans des n courbes de contact de la surface 2, avec les n cônes tangents , passeront tous par un point p. Le plan sera dit plan polaire de la surface 2, le point p en étant le pôle.
16. Si le plan P coupe la surface 1 suivant une courbe a , il sera dit plan polaire intérieur 9 et son pôle p sera dit pôle extérieur , parce que , dans ce cas , il sera le sommet d'un cône tangent .à la surface 1 suivant la courbe a.
.17. Si le plan P ne coupe pas la surface 1, il sera dit plan polaire extérieur, et son pôle p sera dit pôle intérieur , parce que dans ce cas Ton ne pourra pas faire passer par ce point p, un plan tangent à la surface 2.
18. Il est évident que si le plan P était tangent à la surface 2 , le pôle p ne serait autre que le point de contact.
Sur lés propriétés polaires qui existent entre les huit courbes tangentes
A TROIS SECTIONS PLANES d'uNE SURFACE DU SECOND ORDRE (*).
1. Je désigne par a et a' les deux courbes tangentes aux trois courbes G', G", C', et dont les plans passent par la droite E ; par 6 et S' les deux courbes tangentes aux trois courbes G', G", G"^ et dont les plans passent par la droite T; par y et y les deux courbes tangentes aux trois courbes G^ G'^ G'", et doot les plans passent par la droite F', et par d etd' les deux courbes tangentes aux trois courbes G', G'S C"\ et dont les plans passent par la droite F'' ( les trois courbes G', G'^ C^"y sont situées sur une surface du second ordre 2).
Je désigne ensuite :
Par a' le point de contact des courbes a et G'; par a'' le point de contact des courbes « et G'' ; par a"' le point de contact des courbes a et G"' ;
(*) Extrait de la Ckiirespondance mathématique et physique des Pays-Baa , publiée par M. Quetelet , Tol. IV, n* 2, année 1828.
Par a. le point de contact des courbes ol et Q! \ par a, le point de contact des courbes a et C'^ ; par a, le point de contact des courbes J et C' ;
Par y le point de contact des courbes 6 et G'; par V^ le point de contact des courbes 6 et G" ; par b'" le point de contact des courbes Set G''';
Par b, le point de contact des courbes S' et G"; par b^ le point de contact des courbes 6' et G'' ; par b^ le point de contact des courbes € et ^" ;
Par g^ le point de contact des courbes y et G' ; par ^^ le point de contact des courbea y et G" ; par jf'" le point de contact des courbes y et G'^' ;
Par g, le point de contact des cotirt^es y' et G^; par^, le point de contact des courbes y' et G'' ; par g^ le point de contact des courbes y et G'" ;
Par d' le point de contact des courbes id et G'; par d" le point de contact des courbes d et G" ; par <f'' le point de contact des eourbes d et G'^';
Par (/, le point de contact des courbes j' et G' ; par d. le point de contact des courbes d' et G" ; par d, le point de contact des courbes d' et G'''.
Gela posé :
2. le suppose trois cônes S', S'", S''', ayant respectivement pour bases les courbes G', G", G!^\ leurs sommets étant dans un plan passant par Tune des quatre droites E, \^\\ V\ et tellement disposés entre eux que les cônes S', S'', S"', se coupent deux à deux suivant deux courbes planes.
Je désigne les deux courbes-intersections des cônes S' et S'' par ol,, et g'. -, des cônes S' et S'" par J.,, et 6'.» ; et des cônes S" et S'" par J\^^ et 6"», ; Gela posé :
3. J'ai démontré, dans le mémoire n"" 3, que le plan de Tune des courbes planes a!ny 6^ passait parla droite L'.r intersection des plans P^ P", contenant les bases G', G^', des cônes S', S".
Ainsi je puis supposer que le plan de la courbe a^^ passe par la droite L'.; que le plan de la courbe J^,,. passe par la droite VI. , et que le plan de la courbe «',,, liasse par la droite L'...
Le plan de la courbe g'.r coupera le plan P' suivant une droite que je désigne par P'6'.; le plan P^ suivant une droite que je désigne par P"ê^; et le plan P"' suivant une droite que je désigne par P'^g". ;
Le plan de la courbe g^. coupera le plan P' suivant une droite que je désigne par P'ê',»; le plan P" suivant une droite que je désigne par P'6'»., et le plan P"' suivant une droite que je désigne parP^'/g'., \
Le plan de la courbe g"», coupera'le plan P' suivant une droite que je désigne par P'g"».; le plan P'' suivant une droite que je désigne par P"g'', ., et le plan P'"
suivant une droite que je désigne par P"'g''m ; Les plans des deux courbes Jn et ^\, se couperont suivant une droite, que je
désigne par M'» ; les plans des deux coorbes aP,., et S'^M se couperont suivant une droite que je désigne par W,,. , et les plans des denx courbes J.., et 6". se couperont suivant une droite que je désigne par W,n ;
Les trois droites M'.., P'S'», P"S'i., se couperont en un point m'., situé sur la droite V„ ; les trois droites M'», , P'S'.i P'^'S'.. , se couperont en un point m,,, situé sur la droite L'«», et les trois droites M".., P"6'^», P"^6'r», se couperont en un point m^ln situé sur la droite L'',..
Les trois points m'», m^., vrtl,,^ varient de position sur les trois droites L'. , \J,u^ \J\.,^ en même temps que Ton fait varier de position le plan qui contient les sommets des trois cônes S', S", S"".
4. Les trois cônes S^ S'', S''', se couperont en huit points ; car l'intersection des deux cônes S', S'^ étant formée des deux courbes planes â^^ et 6',,, ces deux coorbes seront coupées chacune en deux points, par chacune des deux courbes «'/// ^^ ^\n intersection des deux cônes S', S'".
Lés huit points communs aux trois cônes S', S"» S''', seront distribués de la manière suivante :
Les trois courbes a!,, , a^< , a''." , auront deux points communs , en d autres termes, leurs trois plans se couperont suivant une droite H passant par le point p, puisque ces plans passent respectivement par les trois droites M., , L',.. , L"...
Les trois courbes a^., J,» , JK, , se combineront avec les trois courbes 6'., 6'.. , &',., et formeront trois groupes :
Premier groupe, 6'« , 6'.», od'n,.
Deuxième groupe, 6",. , ff'.n , a^',„.
Troisième groupe , 6".», 6'..., «',..
Chacun de ces groupes aura deux points communs, en d*aulres termes, les plans des trois courbes de chaque groupe se couperont suivant une même droite.
5. Je désigne par H' la droite appartenant au premier groupe; par H'" la droite appartenant au deuxième groupe , et par H''' la droite appartenant au troisième groupe ;
Par a',, a^, les deux points situés sur la droite H ; par fr'., b/\ , les deux points situés sur la droite H'; par fr',, 6",, les deux points situés sur la droite H''^ et parfr',, 6"„ les deux points situés sur la droite H''^
Cela posé :
6. le dis que : si par chacun de ces huit points et les trois sooimets des cônes S', S", S''', l'on fait passer des droites, Ton aura :
V Huit génératrices du cône S' donnant huit points sur la courbe C ; huit
génératricies du cône S" donnant huit points sur la courbe C, et huit génératrices du cône S'^' donnant huit points sur ia courbe C".
2* Chacun des huit points situés sur les courbes C\ G\ C'\ sera celui de contact de Tune des huit courbes tangentes à ia fois à ces trois courbes C", C\ C"] et chacune des huit courbes tangentes, sera la base d'un cône, ayant pour sommet Tun des huit points communs aux trois cônes S', S", S'", et tangent à la fois à ces trois cônes. -
Je donnerai à la fin de ce mémoire, la démonstration des divers résultats que je \iens d'énoncer.
' 7. Le plan de la courbe a coupera le plan P' suivant une droite ta'\ le plan P'^ suivant une droite ta'\ et le plan P^^' suivant une droite ta'"]
Le plan de la courbe a coupera le plan P^ suivant une droite ta, ; le plan P'' suivant une droite ta,, et le plan P'^' suivant une droite ta,.
Les deux j[)]ans contenant les courbes a et a' se coupent suivant la droite E, par conséquent les droites ta et ta, se couperont sur la droite E en un point r"; les droites ta^ et to, en un point t"* et les droites ta'" et ta, en un point t'^".
La di*oitè a'a, sera la polaire de la courbe C par rapport au pôle i"; la droite a'a^ sera la polaire de la courbe C par rapport au pôle tf'*, et la droite a"a, sera la poUàre de la courbe C" par rapport au pôle i"*\
La droite mV est la polaire de la courbe G^ par rapport au pôle p; la droite m"n' est la polaire de la courbe C par rapport au pôle p, et la droite tn^'n'^' est la polaire de la courbe C" par rapport au pôle p.
Il est évident que la droite m'n' passe par le point t'* ; que la droite m' n" passe par le point i"", et que la droite m"V passe par le point i'''.
8. Mais, en vertu des propriétés des quadrilatères inscrits et circonscrits , si , par un point t'', Ton mène deux tangentes ta et ta^k une section conique G'; et si, par un second point p, Ton mène à cette même courbe deux secondes tangentes pm' et pit, telles que les trois points f", m', n\ soient en ligne droite, l'on sait que les trois points a', a,, p, seront aussi en ligne droite. Par conséquent, les deux droites m'n' et a^a^ seront dites les polaires conjuguées ou réciproques de la courbe G', parce que l'une contient le pôle de l'autre.
. Ainsi Ton peut conclure de ce qui précède , que les deux courbes « et a^ seront enveloppées par un cône ayant pour sommet le point p.
9. Mais puisque le point p est le pôle de la surface 2 par rapport au plan polaire P, il s'ensuit que le sommet r du second cône enveloppant les courbes a et »' sera situé sur le plan P : -
Et comme les plans des deux courbes a et a se coupent suivant la droite E, le sommet r sera h pôle de la surface 1 par rapport au plan polaire R , passant par le
point p et la droite E , et sera Tintersection de la polaire réciproque de la droite E
et du plan P.
Ainsi y si par la droite E, je mène deux plans tangents à la surface 2 , les deux points de contact seront sur une droite passant par le point p et qui percera le plan P en un point r, sommet du second cône enveloppant les deux courbes a
et a'.
10. Si je considère les deux courbes 6 et 6' dont les plans passent par la droite 1', j'aurai les résultats suivants :
Le plan de la courbe 6 coupera le plan P' suivant une droite tb\ le plan P'^ suivant une droite tb'\ le plan P"' suivant une droite tb'"] le plan de la courbe g' coupera le plan P' suivant une droite /6., le plan P"' suivant une droite tb^^ et le plan P'" suivant une droite {6,.
Les droites tb' et tb, se couperont sur la droite l' en un point t'^' ; les droites tV* et f6. se couperont sur la droite V en un point £'"*, et les droites tV" et 0, se couperont sur la droite V en un point t"- '' ;
La droite 6'6, sera la polaire de la courbe C par rapport au pôle t'''\ la droite l/b^ sera la polaire de la courbe C" par rapport au pôle ("'', et la droite b'^b, sera la polaire de la courbe CJ" par rapport au pôle t'" ^ ;
La droite m'n' passera par le point t"' ; la droite mV passera par le point f^\ et la .droite m'V passera par le point £"' ''.
11. Avec un peu de réflexion, Ton verra que tout ce que j'ai. dit, par rapport aux courbes » et a, pourra se répéter, mot pour mot 9 par rapport aux courbes 6 et 6'.
Ainsi les droites b'b, , Vb^^ b"\ passeront par le point p :
12. Les deux courbes 6 et 6' seront enveloppées par deux cônes , dont Tun aura pour sommet le point p ; et Tautre aura pour sommet le point d'intersection du plan P et de la polaire réciproque de la droite T.
Cette polaire réciproque sera la droite intersection des deux plans tangents à la surface 2 , ayant pour points de contact ceux où la droite V coupe la courbe C.
13. On obtiendrait des résultats analogues en opérant sur les deux courbes y et y' ou 3 et y.
14. Ainsi, désignant par R la polaire réciproque de la droite E; par R' la po/oire réciproque de la droite ï ; par R'' la polaire réciproque de la droite 1", et par R"' la polaire réciproque de la droite l"',
je pourrai énoncer le théorème suivant :
Les huit courbes planes tangentes à trois sections planes C, G", C", d'une surface du second ordre , peuvent être enveloppées deux à deux par huit cônes , dont quatre ont pour sommet cotnmun le point p , intersection des plans des trois sections planes ; et les quatre
autres sommets sont les intersections du plan polaibe P de la surface 2 ^ aj/ant le poini p pour PÔLE , et des quatre polaires réciproques R , R', R", R'" des quatre droites E, Vy \"y r', qui unissent trois à trois les sommets des six cônes enveloppant deux à deux les trois sections planes C, C", C".
15. Je désigne par r le point de rencontre de la droite R et du plan P ; par r' ie ix)int de rencontre de la droite R' et du plan P ; par r" le point de rencontre de la droite R" et du plan P , et par r " le point de rencontre de la droite R'" et du plan P. Je désigne par a' la courbe de section du plan P et du cône qui , eoveloppûnt les courbes a et a', a pour sommet le point p ; par €' la courbe de section du plan P et du cône qui , enveloppant les courbes € et S'y a pour sommet le point p ; par y' la courbe de section du plan P et du cône qui , enveloppant les courbes y et y\ a pour sommet ie point p, et par d' la courbe de section du plan P et du oône qui , enveloppant les courbes d et d", a pour sommet le point p. . Cela posé :
i6. Il est évident que tout plan passant par le point p et tangent à la courbe a% coupera la sarfoce 2 suivant une courbe yi qui pourra être enveloppée avec la courbe C ou C* ou C^ par un cône dont le sommet sera sur la droite E ; puisque cette courbe /ut sera tangente en même temps aux deux courbes a et J.
17. Il est évident qu'il en sera d6 même pour la courbe rl^ donnée par la section de la surface 1 par un plan arbitraire passant par le point p et tangent à la courbe 6*; c'est-à-dire, que cette courbe r! pourra être enveloppée avec la courbe C ou G" ou C", par un oône dont le sommet sera situé sur la droite T.
Ainsi je puis énoncer le théorème suivant :
Tout cône qtd , ayant pour base F une des trois courbes C\ C", C"^ et pour sommet un point situé sur la droite E, ou la droite I\ ou la droite ï\ ou la droite V", coupera la surface 1 suivant une courbe plane dont le plan passera par le point p^et ce plan sera tangent ou à la courbe a% ou à la courbe 6% ou à la courbe y% ou à la courbe i*.
18. Mais la propriété que je viens de trouver pour les cônes qui, enveloppant les courbes a ot a, $ et 6', y et y\ d et d^, ont pour sommet commun le point p, ne subsiste pas pour le cône qui , enveloppant les courbes a et a\ a pour sommet le point r; ni pour le cône qui, enveloppant les courbes 6 et 6', a pour sommet le point r' ; ni pour le cône qui , enveloppant les courbes y et y, a pour sommet le l>oint r" ; ni pour celui qui ^ enveloppant les courbes 3 et d', a pour sommet le point r'".
19* J^ suppose que les sommeu des trois cônes S', $", y sont «ur un plan passant par la droite £ : pour que ces trois cônes se coupont deui; à dew suivant deux courbes ptoiies , il fout que leurs sommets soient deux & deux sur (cois
droites passant par les trois sommets e',, , e',,^, e''^^, des cônes extérieurs enveloppant deox à deux les trois courbes C, C, G'".
Ainsi , désignant par p le sommet du cône S' ; par p" le sommet du cône S", et par p" le sommet du cône S"' ; l'on aura les trois points p', p", e',, en ligne droite , droite que je désigne par S'^^ ; les trois points p', p"', e,,^ seront sur une droite, que je désigne par S',,^ , et les trois points p", p", é\^^ seront en ligne droite, et je désigne cette droite par S",,^.
20. V Les deux points ci et a", contacts de la courbe a avec les courbes C et C", seront en ligne droite avec le sommet e",. ^
Par conséquent, le plan qui passera par la droite rfa" et la droite S',,, coupera le cône S' suivant une génératrice a'p, et le cône S" suivant une génératrice ay.
Les deux génératrices ap' et a'p" se couperont en un point a\^.
2* Les deux points a' et a'", contacts de la courbe a avec les courbes C et C" seront en ligne droite avec le sommet t^^^. _
Par conséquent , le plan qui passera par la droite da^' et la droite S'^^ coupera le cône S' suivant une génératrice a'p', et le cône S'" suivant une génératrice a^ p'".
Les deux génératrices a'p' et a" p'" se couperont en un point a',,,.
3* Les deux points a" et a\ contacts de la courbe a avec les courbes Cet C", seront en ligne droite avec le sommet e",,,.
Par conséquent, le plan qui passera par la droite aV" et la droite S",,, coupera le cône S" suivant une génératrice «"p" et le cône S'", suivant une génératrice a"^*".
Les deux génératrices a'p" et a'"p"' se couperont en un point a",,,.
21. Lestroispointsa',^,a',,,, a!\,, se confondent en un seul: en effet, si par la droite fa' tangente commune aux courbes C et a au point a' (contact de ces deux courbes) , je fais passer un plan tangent au cône S', ce phrn coupera celui qui contient les trois sommets p', p", p'" suivant une droite passant par les points i'* et p' ; je désigne ce plan par (Ta'). J^btiendrai de même les deux autres plans analogues (Ta") et (Ta"').
Les deux plans (Ta') et (Ta") se couperont suivant une droite passant par le point a„ et par le point i^',, où les deux droites ta et fa" se croisent sur la droite L',,. Je désigne cette droite par ta\,,.
De même, les plans (Ta") et (Ta'") se couperont suivant une droite passant par les points a"„, et t' „^. Je désigne cette droite par to',„.
De même les plans (Ta") et (Ta'") se couperont suivant une droite passant par les points a",„ et t'\„. Je désigne cette droite par fa" „.
Les trois plans (Ta ) , (Ta") , (Ta"') se couperont en un point par lequel devront, passer les trois droites ia\, , ia',„, to",„ \ ce qui ne peut avoir Heu qu'autant que les trois points a',,, a',„ , a",„ se confondent en un seul point , que je désigne par o. Donc , etc.
22. Je puis opérer pour la courbe a', comme je viens de le faire pour la courbé a, et j'obtiendrai le point o', qui sera un des huil points communs aux trois cônes S', S", S'".
23. Les deux points o et o' sont sur une droite qui passé par le point p. El en effet , les trois points a\ a,^ p, les trois points a'\ a^,p, et les trois points a", a^ , p sont en ligne droite.
Le plan qui passe par la droite aa^ et le sommet p contient les deux points o et o'. Je désignece plan'^ar O'.
Le plan qui passe par la droite a\ et le sommet p" contient les deux points o et 0. Je désigne. ce plan par 0".
Le plan qui passe par la droite a\ et le sommet p'" contient les deux points o et o'. Je désigne ce plan par 0'".
Les trois plans 0', 0", 0'" passent par le point p; ils se coupent donc suivant une droite oo', passant par ce point p. (La droite qui passe par les deux points o et o' est celle que j'ai désignée précédemment par H.)
24. Je puis opérer par rapport aux courbes 6 et &, y et y\ i et i'^ comme je viens de le faire pour les courbes a et a , et j'obtiendrai des résultats analogues.
25. Ainsi , considérant les deux courba S et 6' dont les plans se coupent suivant la droite l\ Ton remarquera que les points de contact b^ et b'" de la courbe S avec les courbes C et C\ seront en ligne droite avec le point t„, ; que les points de contact^' et b" de la courbe 6 avec les courbes C et C" sont en ligne droite avec le point t\, , et que les points de contact b" et b"^' de la courbe S avec les courbes C" et C" sont en ligne droite avec le point t",„.
Les deux droites tb' et tb" tangentes à la fois , Tune aux courbes C et S au point b'y l'autre aiix courbes C" et 6' au point b", se couperont sur la droite L\, en un point que je désigne par t''-',,.
De même les deux droites tb' et t'b'" se couperont sur la droite L\^^ en un poiùt
^''' m9 ^^ ^^^ ^^^^ droites t6" et tb'" se couperont sur la droite V\,^ en un point ft'"
La génératrice b'p du cône S' coupera la génératrice b"p" du cône S" en un point que je désigne par 6',,.
La génératrice b'p du cône S' coupera la génératrice b"'p' du cône S"' en un point que je désigne par b\„.
La génératrice 6'p" du cône S" coupera la génératrice *" p'" du cône S"' en un point que je désigne par ^",,,.
Je désigne par (Jb') le plan passant. par le point p' et la droite tb' ; ps(r (T6") le plan passant par le point p" et la droite tb"] et par (T6"% le plan passant jiar le point p'" et la droite tb"\
Les deux plans (Tfr') et (W) se couperont suivant une droite lb\^^ passant par ie point 6',, et le point t"'\,.
Les deux plans (T6') et (T6'") se couperont suivant une droite tb'„, passant par le point 6',„ et le point <"•',„.
Les deux plans (T6") et (Té'") se couperont suivlsint une droite ffr",„ , passant par le point*",,, et le point i"^',„.
Les trois plans (T^'), (T6"), ÇTb"') se couperont en un point par lequel devront nécessairement passer les trois droites tb\,, tb';,,y tb'\^,\ par conséquent , les trois points A'„ , 6',,, , 6"„, se conrondent en un seul, que je nommez.
26. En considérant la courbe è\ j'obtiendrai un point %\ qui sera Tanalôgue du point z.
Les deux points % et % seront sur une droite que j'ai désignée précédemment par H' ; mais les trois points b\ b,^p^ ainsi que les trois points b*\ 6,, p et b"\ 6,, p , sont en ligne droite ; par conséquent, comme pour les courbes a et a y la droite H' passera par le point p.
27. Nous pouvons donc conclure de tout ce qui précède, que les huit points communs aux trois cônes S', S^, S'" sont deux à deux sur quatre droites il , H', H", H"' qui passent par le point p ; que les trois cônes S', S", S"' se coupent en huit points qui sont les sommets de huit cônes ayant respectivement pour base l'une des huit courbes tangentes à la fois aux trois courbes C, C", C", et ces huit cônes seront tangents à la fois aux trois cônes S\ S'^, S"'.
28. Si, au lieu de faire passer le plan, des sommets des trois cônes S', S", S"' par la droite E , on le faisait passer par l'une des trois droites \\ 1", T", l'on obtiendrait des résultats analogues aux précédents; donc, etc.
29. Si l'on projette orthogonalemcnt ou obliquement sur un plan X le système composé des trois sections coniques tracées sur la surface du second ordre , et les huit coniques tangentes et de toutes les lignes que nous avons vu précédemment entrer dans le système général , il sera facilede reconnaître les diverses propriétés dont doit jouir lé système pUm^ qui sera la projection, du système total de l'espace, sur le plan X.
30. Si Ton se donne trois sections coniques sur un plan X , pourra-t-on toujours leur construire hmi sections coniques tangentes? Pour que lé problème soit possible , il faudra que les trois coniques données soient situées sur le plan X , comme elles le seraient sur une surface du second ordre; en d'autres termes^ il faut que le plan X joue , par rapport à ^es trois coniques , le rôle de surface du
ucond ùré^e; dés lors, Goaime trois coniques tracées sur une swrboe du second ordre jouissent de la propriété d'être enveloppées deux à deux par trois cAnes (au moins) dont les somoiets sont en ligne droite y il faudra que si l'on mène des tangentes communes aux trois coniques tracées sur le plan X, on ait trois couples de tangentes communes reliant deux à deux ces trois coniques et donnant trois points de concours en ligne droite.
31. Ainsi , en supposant que les trois coniques données sur le plan X soient C, C\ C'\ il faudra que ces courbes (ayant ou non des points communs, et si elles ont des points communs , ces points étant des points de contact ou d'intersection) soient telles et tellement placées les unes par rapport aux autres sur le plan X , que les deux tangentes communes extérieures menées aux deux courbes G et C\ C et C'\ G et G" se coupent en trois points s, s\ s'' qui soient en ligne droite. Alors le plan X jouera, par rapport aux trms coniques G , G', G'', le r6\e d'une surface du second ordre; abrs les courbes G , G^ G'' données sur le plan X pçurront et devront être regardées comme les projections orthogonales ou obliques sur le plan X de trois coniques G, , G". , G", , situées sur une surface du second ordre 2; alors tout le système polaire de l'espace se projettera sur le plan X suivant un système polaire'plan dont il sera facile d'énoncer une à une les diverses pro* priétés, et par suite on sera conduit à la solution graphique de ce problème.
Étant donnéeê trois coniques sur mn pian X , construire les hmt sections coniques qui leur sont tangentes.
Et l'on reconnaît que ce problème ne sera possible qu'autant que le plan X jouera , par rapport aux tr<M8 coniques données , le rôle de surface du second ordre.
32. Nous savons que deux sections coniques situées dans des plans différents, et qui ont un point de contact , peuvent toujours être enveloppées par un cône , et ne peuvent être enveloppées que par un cône.
Nous savons que deux sections coniques situées dans des plans différents, et qui ont deux points communs ou d'intersection ^ sont toujours enveloppées par deux cônes.
Gela posé :
Trois sections coniques données dans Tespace et ayant deux à deux lin point de contact ou deux points d'intersection , seront-elles situées sur une sur&ce du second degréf
Ges trois courbes ne seront situées sur une surface du second ordre qu'autant que les sommets des trois cônes extérieurs qui les enveloppent deux è deux seront en ligne droite.
Or cette propriété n'existera pas évidemment pour trois coniques quelconques
(loDûées dans Tespace, et ayaot ou non deux à deux des points communs (et ainsi un point de contact ou deux pointa d'intersection ).
33. Nous n'entrerons pas dans plus de détaîla au au jet du proUème :
. CoMimire une $ectiem cctâqu/e tangente à trm eectàoni coniques iracfeè sur nn plan La solution complète de ce problème a été donnée par M. Poncblet dans Touvrage qu'il a publié sous le titre de Théorie des prepriéiés profe^^es; mais il s'est servi de la méthode géométrique qui a pour base les rapperis kamumiques; nous avons cru devoir indiquer comment noua pouvions arrivera la solution complète du même problème en ne noua servant que des méthodes basées réellement sur le principe de9 prçjectiona, ce qu'aucun auteur n'a fgdt avant nous (*).
34. Si les sectiona coniques sont trcMS cercles tracéd sur un plan X , le problème du cercle tangent aux trois cercles donnés est toujours possible , parce que le plan X jone toij^oura» par rapport aux troia cercles donnés et quelles que soient leurs positions respectives, le rôle d'une surface du second ordre; et en effet : un plan est rigoureusement une sphère de rayon infini.
SUR tM PROPRIÉTÉS POLAIRES ^^Ul BXIStBNT BIKm LSS TROIS SECTIONS FLANES d'uNE aiHiPACB 9U 8BC0NP ORnRBy BN VBRfU BEB RBL*ATI0N8 BE POSmON TOUTES PARTt- CCLIÈRES y QUI PEUVENT EXISTER ENTRE CES TROIS SECTIONS (^^j.
Il peut exister entre les trois sections planes C, C'^ G"' d'une surface du second ordre 2, trdne relations de position.
i . Les plans respectifa P', P", P'" des trois courbes C', G", G", se couperont en un point p qui pourra être :
!1* Extérieur par rapport à la surface 2. %"" Inêérieur par rapport à la surfoce 2. 3*" Situé sur la surface 2- % l^et troia plans P', P", P'" peuvent recouper tous les trois suivant une même droite D , qui sera :
(•) Voye* ce «jue f ai dit k ce fojet 4aq9 1« Cwr« ds a4Qmétri§ iefcrifti^û , f egee S78 et J7>. (**) Extrait de la Gorrespondanee mathématique et physique des Paya-Bai, pnWiée par M. Qnetelet , tome IV, a* 4, amëe ISBS.
4'' Extérieure par rapport à la surface I. Droite D. \ S"" Intérieure par rapport à la surface 1.
& Tangente à la surface 2.
3. Les trois plans P', P'^ P'" peuvent se couper deux à deux suivant (rois droites D',,, ^"n,y ^'ni 9 Parallèles entre elles, et qui seront :
V Toutes les trois extérieures par rapport à la surface 1.
8* Toutes les trois intérieures par rapport a la surface 2.
9** Une intérieure et deux extérieures par rapport à la surface 2.
\(y Une extérieure ^i deux intérieures par rapport à la surface 2.
\ V Une tangente à la surface 2 et deux intérieures ou deux extérieures à la àurface 2.
42'' Une tangente h la surface 2 et une extérieure et une intérieure par rapport à la surface 2.
d3* Deux tangentes à la surface 2 et la troisième étant intérieure ou extérieure à la surface 2.
Je n'entreprendrai point l'examen détaillé de ces divers cas, car» d'après tout ce qui a été dit précédemment il est facile de voir tout ce qui doit exister en chacun de ces cas particuliers, lorsque Ton devra construire les sections coniques tangentes aux trois courbes planes C, C", G"'.
Je ferai seulement observer que la construction d'une courbe plane tangente aux trois sections données G', C", G'", sera possible touies les fois que Ton pourra mener par Tune des droites qui contiennent trois à trois les sommets des six cônes enveloppant deux à deux les trois courbes C\ C'\ C"\ un plan tangent à la surface 2; et qu'il y aura autant de courbes tangentes que l'on pourra construire de semblables plans tangents.
Gela posé :
Examinons plusieurs cas particuliers entre ceux énoncés ci-dessus.
4. Supposons que les trois plans P', P", P'" se coupent deux à deux suivant trois droites L'„, L\,,, L"„,, parallèles entre elles; alors le point p en lequel les trois plans P', P", P"' se coupent, est situé à l'infini.
Dans ce cas particulier :
La courbe G , intersection de la surface 2 par le plan P, plan polmre de la surface 2 par rapport au pôlep situé ( dans ce cas ) à l'infini , sera la courbe de contact d'un cylindre tangent à la eurface 2, et ayant ses génératrices droites parallèles aux trois droites L'„, L',„, L"„,.
Dans ce cas le plan P sera un plan diamétral de la surface 2, et la courbe G sera une section diamétrale de cette surface 2 (et en effet le pôle p étant à l'infini, est aussi bien situé en dessus qu'en dessous du plan polaire V y la surface 2 doit donc être coupée diamétralement par le plan P). .
Ainsi Ton peut dire :
Le plan P, ayant son pôle à rinfmi , passe par le centre de la surface I. .
Cela posé :
Se rappelant , que par deux sections planes d'un cône du second degré, on peut toujours faire passer une infinité de surfaces du second ordre 2, 2', 2", etc., on peut démontrer que toutes ces surfaces 2> 2\ 2'\ etc., auront leurs centres situés sur un plan unique.
Et en effet:
V Désignant par C et G" les deux sections coniques par lesquelles passent la série des surfaces du second ordre 2, 2', 2^', etc.
2* Désignant par S et S' les deux cônes qui enveloppent les courbes C et C;
3* Désignant par G la courl>e de contact de la surface 2 avec le cylindre dont les génératrices droites sont parallèles à la droite L'^,; par G, la courbe de contact de la surface 2' avec le cylindre dont les génératrices droites sont parallèles à la même droite L ,, ; par G, la courbe de contact de la surface 2" avec le cylindre dont les génératrices droites sont encore parallèles à la même droite L\, , laquelle est rintersection des plans des deux courbes G' et G", etc.
On voit que :
1* Le plan de la courbe G sera un plan diamétral de la surface 2;
2* Le plan de la courbe G, sera un plan diamétral de la surface 2';
3'^ Le plan de la courbe G, sera un plan diamétral de la surface 2"; etc.
Et il est évident que tous ces plans diamétraux se confondront en un seul et m6me plan , puisqu'ils passent chacun par les quatre points de contact des tangentes menées aux deux courbes G' et G" et parallèlement à la droite L\^.
Et comme ces quatre points de contact sont dans un même plan P passant par les sommets s et s des deux cônes S et S', Ton peut énoncer le théorème suivant :
Par deux sections planei G' et G" (tune surface du second ordre 2, fon peut faire passer une infinUé de surfaces du second ordre ^ qui aurumt toutes leurs centres situés sur un plan unique , lequel passera par la droite qui unit les sommets des deux cônes envelappani deux à deux les courbes données G' et G".
5. Si les plans des deux courbes G' et G" étaient parallèles, alors leur intersection L',, serait située à T infini , et dans ce cas les centres des surfaces du second ordre 2, 2'^ l'\ etc.^ qui enveloppent deux à deux les deux courbes G' et C" données, seront tous situés sur la droite ss* qui unit les sommets des deux cônes
qui enveloppent ces courbes G' et G".
Et en effet :
Il est évident, par ce qui précède , que daas oe cas tout particulier je pourrai construire une infinité de cylindres tangents à la surface 2, dont les féaér«trices droites seront parallèles ft la fois et au plan de b courbe G' et au plan de la courbe G". II est encore évident que les plans des courbes de contact de tous ces cylin*dres et4le la sur&ce 2 passeront par la droite 9$'y laquelle passera par les centres des courbes G' et C.
Je puis donc énoncer le théorème sujvant :
Par deux Mectiom parallèles C et G" d'une surface de second ordre ( lesquelles sections sont deux courbes semblables et semblablement placées )> Con peui faire passer une infinité de surfaces du second ordre qui auront toutes leurs centres situés sur une droite unique , qui ne sera autre que celle qui unit les sommets des deux cônes enve* loppant deux à deux les courbes données C et G".
6. Étant données trois sections planes G\ G", G''' d'une surface du second ordre 2, il est facile de construire leoeaire de celte surftioe 1.
Et en effet : .
Se rappelant que les plans P', P", P'" de ces trois courbes C\ C\ C" se eou pant en un point p, je mènerai à cliacune des deux courbes C' et C" deux tangentes parallèles à la droite h\, intersection des plans P' ^ P"; les quatre points de contact seront sur un plan diamétral D'„ de la surface £.
J'obtiendrai de la même manière par rapport aux courbes G" et G'" le pian D"^ et par rapport aux courbes G' et G'" le plan O',,,.
Les trois plans diamétraux D',„, D"„,, D',,, se couperont en un point qui sera le centre de la surface 2.
Si les trois plans D',„ D'„„ D"„, se coupent suivant une seule droite ou suivant trois droites parallèles entre elles, alors la surfece 2 sera l'un des deux porafrolotdes elliptique ou hy.perbolique.
7. Étaat donnée «ne surface du second ordre 2 et une section plane G de cette surface 2 et le sommet p d'un cdoe A tan^OBt à la surfooe 2 suivant la ^mirbe G, j'inscris un triangle arbitraire abc dans la courbe G, et je construis les trois génératrices droites 4f), Ap, ^p du o6ne A, aboiilîssant aux sommets a, S^ c du triangle.
Gela fait :
Je construis V dans le plan {b, a^p) une section conique C\ tangente à Ja
fois à la droite ap au point a , et à- la droite 6p au point 6 ; et je pourrai construire une infinité de courbes telles que C» et ainsi C',, C'., C',, etc.
2* Dans le plan ( bjC,p) une section conique G" tangente à la fois à la droite bp au point 6 et à la droite cp au point c ; et je pourrai construire une io&nité de courbes telles que C", et ainsi G",, C., C"„ etc.
3* Dans le plan ( a^ c^ p) une section conique G'" tangente à la fois à la droite ap au point a et à la droite cp au point c; et je pourrai construire une infinité de courbes telles que G'", et ainsi G'". , G'"„ G"', etc.
Gela posé :
l"" On sah que les trois couii>es C, C", G'", ayant deux à deux une tangente commune, seront enveloppées deux à deux par trois surfaces coniques A',,,
Mais :
3* 0& saMt encore que brsqoe trois sections coniques sont enveloppées deux à deux par trois cônes dont les sommets sont en ligne droite, ces trois sections coniques sont (ûluées soir one surface du second ordre et déterminent une seule surface du second ordre.
Gela posé :
Désignant i"" pat a , a' les points sueeessifs el infiniment voisins qui donnent l'élément reetiligne aa\ contact des deux courbes G' et G'" ;
2* Par 6, b' les points successifs et infiniment voisins qui donnent Télément reetiligne bb\ contact des deux courbes G' ef G" ;
3* Par c,c' les points successifs et infiniment voisins qui donnent Télément reetiliffne ce\ contact des deux courbes G" et G"^.
On a déjà six points a, a', b^ b\ c, c' de la surface du second ordre 2.
Or : on conn^M d^ quatre points {0, a\ b, b') de la courbe G' et quatre points ( *, é', c, e' ) de la oaurhe G" , et quatre points ( *, é', c^ {/)ieh courbe C'"; un cinfuièipe pcônt x' de la courbe C, x" de la courbe C" et x'" de la courbe G'", détermÎMra done diaeune d'elles.
Par eonséquent tes neuf points ( a , e', ^ , 6', e, c\ x', x'\ x'*' ) détermineront une surface du second ordre (et une seule surface du second ordre), si les trois aeclions coniques C\ C, G'", tangentes deux à deux , satisfont, quoique arbîtraireoMem tracées , ja )a pondilk^n d*ètre enveloppées deux à deux par trois cônes dont les sommets seront en ligne droite.
8. El connie Toa ppul oeimdérer n<w-seuiement les courbes G', C", G'", mais toutttleaceiurbesC'., G'., C'3, etc., et G",, G"., G",, etc., elG'^, G'"., G'\, été./ el combiner entre elles trois de ces courbes , en en prenant une dans chacune de cesirck séries, on peut énoncer les deux théorèmes suivants.
Deux surfaces du second ordre 1 et il ont toujours pour ligne de contact une courbe du second degré.
Par une section plane G dlune surface du second ordre 2 1 Con peut faire passer une infinité de surfaces du second ordre 2', 1", etc. y tangentes entre elles et à la surface 2, suivant cette courbe G .
9. Deux surfaces du second ordre tangentes entre elles suivant une courbe piane, doivent ( rigoureusement ) être considérées comme se coupant suivant deux courbes du second degré, dont les plans sont infiniment voisins et parallèles entre eux.
En vertu de cette considération infinitésimale et de tout ce qui précède, on peut énoncer ce qui suit :
Étant donnée une surface du second ordre 2 et une droite L arbitrairement située dans l'espace par rapport à la surfaoe 2; si par cette droite L je fais passer une infinité de plans sécants, donnant pour sections dans la surface 2, les sections coniques a, a', a\ etc.
Désignant par R la polaire réciproque de la droite L :
l"" Toutes les surfaces du second ordre, tangentes entre elles et à la surface 2, suivant l'une des courbes a, a\ a\ etc., auront leurs centres situés sur un plan unique passant par la droite R; '
2* Toutes les surfaces du second ordre, tangentes entre elles et à la surface 2 , suivant une courbe a, auront ainsi que la surface 1, leurs centres situés sur une droite D passant par le centre de la courbe a et le sommet p du cône A tangent à la surface 2 suivant la courbe plane a ; ou en d'autres termes : sur la droite D , passant par le centre de la courbe a et le pôle p de la surface 2 par rapport au plan polaire P qui n'est autre que celui de la courbe a.
Ainsi : toutes les surfaces du second ordre tangentes entre elles et à la surface 2 suivant une section conique a, auront toutes même pôle p et même plan polaire 9.
3* Toutes les surfaces du second ordre passant par deux quelconques des courbes ai a', a\ etc., auront leurs centres situés sur un plan unique passant par la droite R.
Si les plans des courbes a, a y a\ etc., sont parallèles entre eux (et si dès lors
la droite L est située tout entière à l'infini ) la droite R deviendra un diamètre de la surface 2.
4* Toutes les surfaces du second ordre passant par deux sections parallèles a et a de la surface! auront leurs centres situés sur le diamètre R de la surface 2, lequel unit les centres des courbes a et a .
5"" Toutes les surfaces du second ordre tangentes l'une à l'autre par une section conique (X d'une surface du 2' ordre 2» auront leurs centres situés sur un diamètre R de cette suriUce 2, passant par le centre de la courbe de contact a.
Ètani données trois droites A, B, C, sur un plan, ton detnande le lieu des pôles des divers cercles tangents à la droite B, aytmt leurs centres sur la droite ky et ayant la droite C pour polaire commune (*)•
Je désigne par a l'angle que font entre elles les droites B et A , et par g l'angle que font entre elles les droites C et C.
Par un point p, pris arbitrairement sur la droite A, je mène pm, perpendiculaire à la droite B, et pq perpendiculaire à la droite C (fig. 1 ).
Du poipt p, comme centre et avec un rayon z:=:.pm y je décris le cercle y, qui sera un des cercles ayant leurs centres sur la droite A et ayant la droite B pour tangente commune.
Du point q^ je mène la droite qn tangente au cercle y, et du point n, j'abaisse la perpendiculaire nr sur pq.
Le point r sera le pôle du cercle y, par rapport à la polaire C.
Le point 0, intersection des droites A et C, sera pris pour origine des coordonnées, et les deux droites A et OQ, perpendiculaire à la droite C, pour ^es des coordonnées obliques ; la droite A étant l'axe des x et la droite OQ étant celui des y.
Dans le triangle rectangle pnq^ l'on a :
prxpq=jn
(*) Extrait de la GorreipQiidAnoe matfaématiqaa et physique det Payf-Bas , publiée par M. Qnetelet , ▼cd. rv, n* 2, année 182S.
Dana le triangle raetaftgle pqO , l'on a :
pq=zpO,An€
ençuile
pfi ssr/Hfi =pOf. sina =s {pO-^ OO) sin x 0(y s- une quantité oonâtante h
Les coordonnées do point r seront prisz^ et pOr=ra;. Nous obtiendrons dés lors Féquation :
xy={x + b)\
8in€
qui appartient à une section conique, rapportée à des axes obliques.
1* Sans discuter cette équation, il est fecile de reconnaître qu'elle est celle d'une hyperbole ayant pour asymptote la droite OQ.
Et en effet , si do point 0» comme centre, l'on décrit un cercle y tangent à la droite B, la droite G sera un diamètre de ce cercle et aura par conséquent son ^le situé i l'infini sur la droite OQ.
2^ Si la droite B est parallèle à la droite C , alors l'angle «^rFangleS, et Téquation devient a:y= {x + by sin a.
9* Si la droite B passe par le point 0 , c'est-à-dire , si les trois droites A ^ B , C
se coupent au même point 0; dés lors ^=:=0> et l'équation devient y=x -r-^ ,
qui appartient à une ligne droite passant par le point O.
4* Si l'on prend le point 0' pour origine des coordonnées au lieu do point 0 , et que l'on suppose que la droile G soit parallèle à la droite A y alors pq est une quantité constante =a^ et l'on a :
|)r = ^— , et pf»=:pm = pO'8iiis
MM
d'oà yss ; équation d'une parabole rapportée à des axes rectangulaires.
S"" 4Si la droite B est parallèle à la droite A , alors Tangle a est nul , et l'on a :
pr =^9 pn 3s une quantité confUnte r ^ et pg =|iO. Bin6
par conséquent, l'équation devient a;j/ = -r-g, et appartient à une hyperbole rapportée à ses asymptotes OA et OQ.
6* Si les trois droites A, B, C sont parallèles entre elles, alors pr ^ss une quan-
tiié constante, et fe lieu deB pôles «t une droite parallèle aux trois droites données. T Si la droite Best perpendiculaire à la droite A , supposant l'origine des coordonnées en O 9 alors
l'équation devient dans ce cas ity:= . « .
8* Si en «aètne temps la droite G deyient parallèle à la droite A , l'angle €=0,
pq (est alors constant) =: a, «t Téquation ^▼iént y =g*
équation d'une parabole rapportée à des axes rectangulaires, et dont le sommet est au point Ô'.
IL Étant données deux surfaces développables D'et D"^ je suppose que le centre d'une sphère S , variable de position et de rayon suivaxU une loiidonnée , se meut sur une génératrice K' de la surface D'.
Les pôles de la surface S , dans une de ses positions, par rapport aux divers plans tangents de la surface D'\ formeront une courbe y.
Les pôles de la surface S , dans une posiiîoo infiniment voisine de la précédente, par rapport aux divers plans tangents de la surface D", formeront une courbe y.
Et la série des courbes y , y, etc., formera une surface G.
Si je suppose que le centre de la sphère S se meut sur une génératrice K" de la surface D", infiniment voisine de la génératrice K'; la sphère S étant variable de posilioin etdeira^fi suiwantk mâme loi qoe pnécédemment :
Les pàfe» de la sphène S , daas ees divenaes positions^ pèJt rapport aux plans tangents de la «Ur&ce D'', formeront une suifaeeiG' ^
Et les surfaces G , G', etc. , seront les enveloppées d'une surface enveloppe £.
La surface E contiendra les pôles de la sphère S, dans les diverses positions de son centre sur la siurfaee D^, par rapport à la surlàee D*".
De ce <fiî précède, t'on peut déduire les théorèmes -suivants :
i^ Ayant deux cAnes droits G et C\ normaux entre eux, c'est-à-dire, tels que la génératrice de l'un soit normale à Tautre ; toutes les sphères de rayons constant R, ayant leuirs •centres 'Sur le cône C , auront ieure pSies, par rapporté la surface conique G', sur un hyperboloide à une nappe et de rotation , et ayant le cône C pour surface asymptotique ;
2' Toutes les sphères ayant leurs centres sur un plan P , et tangentes à une
surface conique droite , dont le sommet est sur le plan P et dont l'axe A est perpendiculaire à ce plan , auront leurs pdle$ , par rapport à un plan R parallèle au plan P, sur un paraboioide elliptique, ayant pour axe de révolution la droite A ;
S"" Toutes les sphères ayant leurs centres sur un plan P et passant par un point r, situé sur le plan P, auront leurs pôles , par rapport à un plan R parallèle au plan Py sur un paraboioide elliptique , ayant pour axe de révolution une droite perpendiculaire au plan P, et passant par le point r ; .
4"" Si Ton a trois cônes droits G, G', G", ayant même sommet a et même axe A , toutes les sphères tangentes au cône G' et ayant leurs centres sur le cône G , auront leurs pôtes^ par rapport à la surface conique G, sur un quatrième cône droit, ayant son sommet en a et pour axe la droite A.
L'un quelconque des cônes G , G', G" peut être une surface plane , et la surface , lieu des pôles , sera toujours un cône droit ;
5* Si l'on a deux cônes droits G\ G", ayant même sommet a et même axe 'A , toutes les sphères tangentes au cône G', et dont les pôles j par rapport à la surface conique G", seront sur un plan passant par le point a et perpendiculaire à la droite A, auront leurs centres sur un troisième cône droit, ayant son sommet en a et pour axe la droite A.
Sur les propriétés des htberboles et des paraboles considérées comme
ÉTANF LE LIEU DES PÔLES d'uN CERCLE MOBILE ET VARIABLE DE RAYON, ASSU- JETTI A PASSER PAR UN POINT FIXE, ET DONT LE CENTRE SE MEUT EN LIGNE DROITE (*).
Etant donnés un cercle y et deux droites A et B, situés sur un plan ; trouver la courbe , lieu des pôles d^un cercle mobile d, dont le centre se meut sur la droite B ; le cercle 8 étant, dans ses diverses positions , taugent au cercle y et ayant la droite A pour polaire commune.
I. Par le centre o'du cercle y, je m:}ne la droite o'G perpendiculaire à la droite
{*) Extrait de la Coiretpondance mathëmatiqae et physique des Pays-Bai , publiée par M. Qaetelet , n« 1, tome V, 1829*
A. Le point o en lequel se coupent les droites A et o'C, sera l'origine des coordonnées; h droite A sera Taxe des y et la droite oC sera celui des x {fig. 2).
Par le centre o" du cercle mobile d» je mène la droite o"M parallèle à la droite oC; ensuite, menant du point M une tangente Mn au cercle d, et abaissant du point de contact n sur la droite Mo" la perpendiculaire wp, le point p sera le pôle de la droite A par rapport au cercle d.
Ce point p sera donc un des points de la courbe cherchée. . Les coordonnées du point p seront pp' et ap'. Le triangle rectangle o"Mn, donne : .
- o"n^o"Hxo"p (I)
Mais
Joignant les centres des cercles 3 et y, et désignant par R le rayon du cercle y l'on aura : . '^*
ô^=ô'^=:ÔV— R Le triangle rectangle o'o"N donne, en désignant par a la distance : ^,
Substituant dans l'équation (1) les valeurs de o'ti et de o"N, l'on aura :
LV »*+(«— a+©";»)'_Rj'=P^(a,+'^>
Les deux triangles rectangles o"pg et CNo" donnent, en désignant par m la tangente trigonométrique de l'angle « et par * la distance 7c.
? - = S a: _ ft+g— g-^
'^ 'pg »
d'où l'on tire :
valeur qui, substituée dans l'équatiod (2), donne :
équation qui sera celle de la courbe lieu des pâles. 2. Si l'on suppose que R = o , c'est-à-dire , que le cercle mobile d passe
dans ses diverses, positions, par le point fixe o\ l'équation (3), se réduit à:
y*— mopy + 2aftiy-f (a+6)a:— («"+2«fc) « o (4)
équation qui appartient à une section conique.
On peut démontrer que cette équation est celle d'une hyperbole, sans avoir besoin de la discuter; il suffit pour cela de faire voir que la droite CD parallèle à la droite oC et passant par le point où les deux droites À et B se coupent , est une asymptote.
Et, en effet , si du point C, intersection des deux droites A et B, comme centre, je décris un cercle 3 avec le rayon Co\ la droite A sera un diamètre de d' et son pôle par rapport à ce cercle d' sera situé à T infini sur la droite CD.
Si je prends sur la droite B et à part^ du point C, une suite de points A, h', h"j etc, qui s'éloignent successivement du point C, et si je décris des cercles ayant respectivement ces points pour centres et ayant respectivement pour rayons les droites ho^ lildy h!W, etc., la droite A deviendra pour chaque position du cercle mobile , une corde qui s'éloignera de plus en plus du centre du cercle mobile à mesure que ce centre s'éloignera du point C, et le pôle de la droite A, par rapport au cercle mobile, se rapprochera, au contraire, de plus en plus de la droite A.
Ainsi, en supposant que l'origine des coordonné^ fût transportée au point C» l'on voit que les ordonnées croissent à mesure que les abscisses diminuent; e^ Ton voit aussi que lorsque l'abscisse est infinie, Tordonnée est nulle ; tandis que lorsque l'abscisse est nulle, l'ordonnée est une ligne finie, et correspondant aux deux points q et q' situés sur la droite A ; ces points q et q' sont tels que l'on a : qk" = h"'o et q'h!^z=Ji'^o , et ainsi ils correspondent aux deux points ou le cercle mobile est tangent i la pobàre commune A.
Ainsi la ligne CD est une asymptote de la section conique représentée par réquation (4), donc, etc.
Cela posé :
Il est facile de démontrer que la droite B est perpendiculaire à la seconde asymptote de la courbe lieu des pôles , et que par conséquent Tangle a est précisément égal à celui que les deux asymptotes comprennent entre elles.
En effet , si par le point o je mène la droite o'G , parallèle à la droite B , et la droite o'H perpendiculaire à la même droite B, cette dernière droite o'H sera précisément le cercle mobile, dont le centre est situé à l'infini sur la droite B.
Le pôle du cercle o'H de rayon infini, pris par rapport à la polaire A, sera évidemment situé sur la droite oH et à l'infini ; car, pour déterminer ce pôle^ il faudrait du point q", intersection du cercle o'H de rayon infini et de la poUnre A,
mener une tangente à ce cercle^ et cette tdogeate , qui n'est autre que la droite o'H , irait couper la droite perpendiculaire à la droiie À et menée par ie centre du cercle a'H (lequel centre est situé à l'infini sur ta droite B) ea un point qui serait le pôle demandé.
La droite o'H sera donc parallèle à la seconde asymptote; donc, etc.
3. Si Ton suppose quea=sO, alors le point fixe est situé sur la polaire commune Al.
Par cette supposition, l'équation (4) se réduit ii :
y*— mâpy4-to=0 (5)
L'équation (5) nous montre que dans ce cas le point fixe est situé sur la courbe lieu des pôles.
On peut démontrer comme précédemment :
l"" La droite^ qui passe par le point d'intersection des deux droites A et B et qui est perpendiculaire à la polaire commune A*^ est une asymptote de la courbe lieu des pôles.
2'* L'angle <x, compris entre les deux droites A et B, est précisément celui que font entre elles les deux asymptotes de la courbe lieu des pâles. ,
Ainsi l'équation (5) est celle d'une hyperbole.
Il est facile de démontrer que^ dans ce cas, la polaire A est une tangente à la courbe lieu des pôles.
En effet {fig. 2 bis) y si du point fixe o on abaisse une perpendiculaire oH sur la droite B, le cercle qui aura pour centre le point H et pour rayon la droite oH sera tangent à la polaire A au point o ; et tous les cercles qui ayant leurs centres sur la droite B passeront par le point fixe o, couperont la droite A ; par conséquent , les pôles' des diirerses positions du cercle mobile , par rapport à la polaire A,
seront situés dans Tangle AG'D ou dans Tangle A'C'D' ; et il est évident que le point o sera le seul pôle situé sur la droite A ; donc , etc. Ce qui précède conduit à la^ution des problèmes suivants:
i*' PROBLÈME.
Construire une hyperbole ay(mi pour asymptote une droite CD, ayant pour tangente en un point o une droite A perpendiculaire à tasymptote CD, et passant de plus par
un point p' situé dans l'angle AG'D ou par un point p'^ situé dans t angle opposé par le
sommet AX/ÏÎ.
Solution. — On construira le triangle oh'p ou oh'^^ rectangle en o et ayant son hypothénuse parallèle à l'asymptote donnée CD*
On joindra le point G' (intersection de la droite donnée À et de l'asynrptote donnée CD ) avec le point A' ou h\ et la droite G'B sera la ligne des centrés du cercle mobile.
Cela posé :
Si du point o, Ton mène les droites oh^ oh\ oh", etc., et leurs perpendiculaires op, op\ op\ etc., la droite Ap, parallèle à la droite G'D, coupera la droite op en un point p qui appartiendra à V hyperbole demandée.
Les points p\ p'; p\ etc. (obtenus par une construction semblable ) seront situés sur la même courbe.
Construire une hyperbole passant par deux points p et p', situés du même côté , ou p et p'^ situés de côtés différents par rapport à la droite donnée A ; ayant pour tangente en un pmnt o cette même droite A ; et ayant pour asymptote une droite perpendiculaire à la droite A.
Solution. — On construira les deux triangles oh'p' et ohp, ou oh'p et oh'y\ rectangles en o et ayant leurs hypothénuses perpendiculaires à la droite donnée A.
Gela fait :
On joindra les points h et h\ ou h' et7t'% et Ton aura la droite BB', ligne des centres du cercle mobile, laquelle coupera la droite donnée A au point G'.
Gela fait :
Menant par le point G' la droite G'D perpendiculaire à la droite A , l'on aqra l'asymptote de la courbe cherchée. (Les divers points de V hyperbole j lieu des pôles 9 s'obtiendront par la construction ci-dessus indiquée au Problème V. )
Je me contenterai d'énoncer les deux problèmes suivants :
Construire une hyperbole ayant pour tangente en un point o une droite donnée A ; ayant pour asymptote une droite donnée G'D, perpendiculaire à la droite A ; et dont les asymptotes comprennent entre elles un angle donné a plus petit quun angle droit.
Construire une hyperbole assujettie à passer par un point p' ; ayant pour tangente en un point o une droite A donnée de position; ayant pour lune de ses asymptotes une per-
pendiculaire à la droite kf et les astfmptotes comprenant entre elles un angle donné a , plus petit quun angle droit.
4. Si ToQ suppose (ji^. 2) que 6=0, alors réquation (4) se réduit à :
y* — mxy -f- Smay + a ( ap — a ) = 0
La droite B , ligne des centres du cercle mobile , passe alors par le point fixe. Si Ton transporte Torigine des coordonnées en ce point fixe, en faisant : X ^=:x — a y réquation de la courbe lieu des pôles y deviendra :
y* — mx'y -|- may + aa?' = 0
Ainsi cette courbe passe par le point fixe.
Il est facile de démontrer que, dans ce cas, la droite B est tangente à la courbe lieu des pâles ( qui est toujours une hyperbole ) et que le point de contact n'est autre que le point fixé.
Et en effet : à mesure que le centre du cercle mobile se rapprochera du point fixe, le rayon de ce cercle diminuera de grandeur, et son pôle par rapport à la polaire A, se rapprochera de la droite B ; de plus, lorsque le rayon du cercle mobile sera nul ( ou égal à zéro ), le pôle et le centre de ce cercle mobile se confondront en un seul et même point , qui ne sera autre que le point fixe.
Ensuite : Si Ton considère deux positions du cercle mobile ( que je désignerai par $' et S" ) ; le centre du cercle d' étant sur la droite B, à droite du point fixe, et celui du cercle d" étant aussi sur la droite B, mais à gauche du point fixe), il est évident que le pôle du cercle d' et celui du cercle d", par rapport à la polaire A, seront placés du même côté, par rapport à la droite B, et ne pourront être situés sur cette droite B, qu'autant que le cercle mobile aurait un rayon nul; donc, etc.
Cela posé :
Remarquons : l"" que le mode employé pour la construction des points de la courbe lieu des pôles j montre que quelle que soit la position du point fixe par rapport aux droites A et B , cette courbe ne peut jamais couper la droite B, lieu des centres des cercles mobiles.
S"* Que tant que le point fixe.n'est pas situé sur la droite B, il existe toujours un second point fixe par lequel passent les diverses positions du cercle mobile ( ces deux points fixes étant situés sur une droite perpendiculaire à la droite B, l'un à droite et l'autre à gauche de cette droite B et également distants de cette droite B).
En vertu de ce qui précède , Ton peut très-faeilement résoudre les problèmes suivants, dont jeme contenterai de donner ies énoncés.
* Étant donné» m angle obtus BG'D {fig. 2 bis) et sur l'm des côtés C^ un point h'; construire une htfperbole tangente à ta droite C'B au point W et ayant ta droite CD pour asytnptote.
r PROBLÈME.
Étant donnés un angle obtus BC'D (fig. 2 bis), un p(nni p arbitraire et un point h' situé sur te côté C'B; construire une hyperbole passant par le point p, étant tangente à la droite BC au point h', et ayant fune de ses asytnpttkes paraUète à la droke DG\
Faisons remarquer :
1* Que la construction de V hyperbole (2* problème) ne sera possible qu'autant que la portion ph delà droite parallèle à la droite CD sera : >ou = M';
2' Que dans les deux problèmes précédents^ Tangie des deux asymptotes de Yhyiperbole est implicitement donné , car il est égal au complément de Tangle ob*
tus BC'D qui est donné.
5. Si je suppose {fig. 2) que les deux droites A et B sont parallèles, alors Tangle a étant nul 9 la tangente trigonométrique m sera égala zéro; faisant donc m =z 0 dans Téquation (4) on a :
y«4.(a + 6)«— a(a+a6)=rO (7)
équation qui appartient à une parabole.
Si Ton fait a :=0, Téquation (7) devient
y«-|.te = 0 (8)
équation qui appartient à une parabole dont le sommet n'est autre que le point
fixe.
Et dans ce cas, la polaire commune A coupe la courbe (parabole) lieu des pôles ; la droite B ligne des centres du cercle mobile est tangente à cette parabole et à s6n sommet, et les deux droites A et B sont distantes Tune de l'autre d'une quantité égale au paramètre de la parabole Heu des pôles.
7 . Au moyen du mode dit de transfortnation cylindrique (*) , on pourra transe former la suite des cercles positions diverses du cercle mobile en des ellipses semblables et semblablement placées, ayant leurs centres sur une droite B' et
■ II
C) Voyes le Coun es géométrie dsscrlpH^êy i~ purtie, çlisp.YI^ i«g. 1 M , «i2« piftie, le «bip* XIl.
pour polaire canmime une droite A' et passant par un poiot fixe ( les droites B' et A' étant les transformées cylindriques des droites A et fi ) ; et le même mode de transfarmiOion ^ transformera V hyperbole ou la parabcte lieu des païen du cercle mobile en une autre hyperbole ou en une autre parabole lieu des pôles Ae Tellipse mobile ayant son centre sur la droite B' ^ pissant par un point fixe et restant semblable à elle-même et toujours semblablement placée par rapport à la po* Unre commune A'.
8. Si nous passons an plan dans V espace^ nous pourrons énoncer les trois théorèmes sui^nts :
i" THÉORÈME.
Le lieu Am pôles d'une sphère mobile S dont le centre parcourt une drdite B et qui passe constamment par un point fixe m, est par rapport à un plan (A) perpendiculaire au plan Q (déterminé par lepoint met la droite B ) l"" une hyperbole^ si le plan (A) coupe la droite B, et 2'' une parabole y si le plan (A) est parallèle à la droite B.
Si l'on conçoit 1* un dlipsotde à trms axes inégaux A » dont le centre parcourt une droite B, cet ellipsoïde restant toujours semblable à lui-même et semblablement placé par rapport à Tune quelconque de ses positions et passant en toutes ses positions par un point fixe m, le lieu des pôles par rapport à un plan ( A ) parallèle à une corde Z conjuguée d'un plan Q (déterminé par la droite B et le point fixe m ) sera une courbe située dans le plan Q , et cette courbe sera 1* une hyper-bole si le plan (A) coupe la droite B , et 2* une parabole si le plan ( A ) est parallèle à la droite B.
Et 2'' si Ton conçoit un paraboloîde elliptique A, se mou\ânt parallèlement à lui-même^ ce paraboloîde restant toujours semblable à lui-même et passant en toutes ses positions par un point fixe m et ayant en toutes ses positions une droite B pour axe infini, te Jieu des pôles par rajf^rt à un plan (A) parallèle à une corde Z conjuguée du plan diamétral Q (déterminé par ta droite B et le point m) sera une courbe située dans le plan Q, et cette courbe phne sera 1* une A^perbole si le plan (A) coupe la droite B, et 2"" une parabole située tout entière à l'infini si le plan ( A ) est parallèle à la droite B. ^
y THÉORÈME.
Si Ton prend dans l'espace un point arbitraires et qu'on le regarde comme le sommet commun de divers cônes ayant pour bases respectives les diverses posi-
lions d'uû cercle mobile , ou d'une etUpse mobile , ou d'une parabole mobile ayant son centre sur une droite B et passant en ses diverses positions par un point fixe m (cette courbe mobile étant toujours semblable et semblablement placée par rapport à elle-même) le lieu des pôles ou des draUes polaires de ces divers cônes par rapport à un plan P passant par le point s, sera un cône ayant le point s pour sommet et ayant pour base sur le plan Q (déterminé par la droite Bet le point m) V une hyperbole si le plan P coupe la droite B, et 2"" une parabole si le plan P est parallèle à la droite B.
Remarque. — Si le points est supposé situé à l'infini, les cônes deviendront des cylindres dont les génératrices droites seront parallèles entre elles et au plan P.
9. On peut se proposer \9r solution des problèmes suivants dont nous ne donnons que les énoncés.
Quel est le lieu des pôles d'une sphère mobile dont le centre est situé sur une droite B et qui passe par un point fixe arbiirmre m , par rapport à un plan ( A ) oblique au plan Q ( déterminé par la droite B et le point m ).
Nota. Il est évident que le lieu demandé sera une courbe plane située dans un plan R mené par la droite B perpendiculairement au plan ( A ).
Étant données trois droites A , B , D , non situées dans un même plan , trouver le lieu des pôles dun cercle mobile i ayant son centre en un point x mobile sur la droite B ; le plan du cercle i étant déterminé par la droite A et son centre x , et ce cercle d s'appuyant sur la droite D.
Nota. Il est évident que le lieu des pôles sera une courbe située sur une surface gauche 1 engendrée par une droite 6 s'appuyant sur les deux droites B ( lieu des centres du cercle mobile) et A polaire commune des diverses* positions du cercle mobile, cette droite G étant en outre perpendiculaire à la d/bite A; la surface 2 sera donc un paraboknde hyperbolique rectangulaire dont le sommet sera situé sur la droite A.
SUR LES PROPRIÉTÉS POLAIRES DE DIVERS POLYÈDRES
1 . Étant données trais droites A , B , G , œncourant en un point d , si Con prend à volonté deux points sur chacune de ces trois droites , et ainsi :
les points a' et a" sur la droite A ,
— b'eib" — B,
— c'ctc" — C,
et qu'on unisse deux à deux ces six points et dans un ordre arbitraire y on obtiendra six points de concours distribués trois à trois , l"" sur une droite unique ^ si les six points a\ a", b'y b", c', c" sont situés sur une section conique , et ^ sur quatre droites , si les six points a\ a", b', b", c', c" ne sont pas situés sur une section conique.
2. Lé théorème suivant est un cas particulier de celui que je viens d'énoncer.
Si dans le plan (Cun triangle, F on prend un point arbitraire par lequel on fasse passer trm droites contenant chacune un des sommets du triangle , elles couperont les trois côtés du triangle , chacune en un points et de telle sorte que les trois droites unissant deux à deux ces trais points d^ intersection détermineront avec les trois côtés du triangle supposés prolangés , trois nouveaux points qui seront en ligne droite.
3. On peut encore énoncer comme théorème un cas particulier du théorème général précédent :
Étant données sur un plan trois droites A, B , G parallèles entre elles ou divergeant (tun point à , et ayant pris sur chacune de ces droites trois longueurs arbitraires^ savoir :
a'a" sur la droite A , b V sur la droite B , et c'c" sur la droite G f les points, a', b', c' étant situés à droite et les points a", b", c" étant situés à gauche (comme C indique la
(*) Extrait de la Gorrespondanoe mathématiqae et physique des Pays-Bas » pnbliëe par M. Quetélêty ▼ol.UI, n. 4^ année 1827.
fig. 3), les droites a'b', a"b" se couperont en un point p', les droites a'c' et a"c" se couperont en un point p", et les droites b'c' et b"c" se couperont en un point p'" : les trois points p', p", p'" seront en ligne drmte.
Démontrons d'abord ce 3* théorème :
Par les trois points a, h\ d {fig. 3), je fais passer une section conique arbitraire a , et je considère cette courbe a comme la base d'un cône A ayant son sommet en un point s de Tespace : je suppose la droite D , qui unit le sommet s du cône A avec le point d concours des trois droites données A, B, G , supposées situées toutes les trois dans un même plan P.
Je prends sur la droite D un point s* arbitraire , et je mène les droites s*a!\ s'b", s c'y lesquelles perceront respectivement le cône A en les points m', m", m'" ; ces trois points détermineront un plan Q qui coupera le plan P suivant une droite M qui contiendra les trois points p\ p", p"\ et en effet :
Le plan R , contenant les génératrices droites sa' et sb' du cône A, coupera le plan R' contenant les deux droites sa' et s'b" suivant le côté mm" du triangle
/ n fil
mm m •
Les traces ab' et a"b" de ces deux plans R et R' sur le plan P se couperont donc au point en lequel le côté m'm" prolongé viendra percer le plan P; en d'autres termes 9 au point où ce côté mW coupera la droite M, trace du plan Q (ou du plan du triangle m'm"m"') sur le plan P.
Et il en sera évidemment de même pour les autres droites, a'c et a'c'] b'c et b"c". Par conséquent, les trois points de concours p\ p", p'" sont en ligne droite.
4. Pour démontrer le théorème général énoncé ci-dessus , d'une manière complète et dans toute sa généralité , nous examinerons ce qui a lieu dans l'espace et nous redescendrons sur le plan.
Supposons donc trois droites A , B , G , non plus situées dans un plan P, mais formant les arêtes d'un angle trièdre dont je désigne le sommet par d. Goupons cet angle par deux plans non parallèles entre eux , et nous aurons une pyramide triangulaire tronquée.
Les six sommets du tronc pyramidal détermineront , savoir : trois a, b'^ c un triangle dont je désigne le plan par V, et les trois autres sommets a", b"^ c" un second triangle dont je désigne le plan par V"; les deux plans T' et Y" se coupent suivant une droite L sur laquelle viendront se rencontrer deux à deux les côtés des deux faces triangulaires qui sont situés sur une même face quadrangulaire de la pyramide.
Ainsi l'on voit que les six sommets du tronc pyramidal sont deux à deux situés sur trois droites divergeant d'un même point , et que le problème ainsi posé dans l'csPACE est bien Vanatogue de celui énoncé ci-dessus dans le plan.
Gela posé :
On peut toujours , par quatre points situés sur un plan , faire passer une infinité de sections coniques ; on pourra donc , par les quatre sommets a! y a\ b\ b" de Tune des faces quadrangulaires du tronc pyramidal , £siire passer une section conique a , et regarder cette courbe a comme la base d'un cône S ayant son sommet en un certain point s situé sur la droite L.
Déterminons la position que ce point s doit avoir sur la droite R ,. pour être le sommet d'un cône S passant par les six sommets du tronc pyramidal.
Et d'abord prolongeons les côtés opposés a!b\ ol'b"y et a V, ac'\ et 6V, b"c' des deux faces triangulaires du tronc pyramidal/ Ces côtés iront se couper, les premiers en un point s^ les seconds en un point s et les troisièmes en un point s'\ et les trois points $j s\ $" seront situés sur la droite L.
Il est évident que si l'on désigne par F la face quadrangulaire db'd'b'\ par F' la face quadrangulaire cic'a!'c\ et par F" la face quadrangulaire cb'c%'\ les points s' et s" seront opposés à la face F, les points s" et s seront opposés à la face F', et les points s et s' seront opposés à la face F".
Il est encore évident que si l'on trace dans la face F une section conique arbitraire a passant par les quatre points a'j b\ a"j b'\ l'on ne pourra prendre pour sommet du cône S ayant la courbe a pour base, que l'un des points s' et s"j si l'on veut que le sommet de ce cône soit situé sur la droite L , et si l'on a préalablement établi que les deux points c et c" sont arbitrairement situés sur l'arête G de l'angle trièdre.
Mais si l'on ne donne sur l'arête G qu'un seul point c , on pourra dans ce cas prendre sur la droite L un point arbitraire z , et mener par ce point z et le point c une droite Z qui viendra percer la face F en un point/, et les cinq points (/, a', 6', a", b") détermineront alors une section conique particulière a,.
Cela posé :
Menant par le point z une droite G s'appuyant à la fois sur l'arête G de l'angle trièdre et sur la courbe a, , cette droite G coupera la droite G en un point c",.
Et en considérant le point z comme le sommet d'un cône S ayaiit la courbe a, pour base , ce cône passera par les cinq points arbitraires a', b', a!\ b'\ c' et par le sixième point c" qui n'est plus arbitraire.
Ainsi , il est bien évident que lorsque l'on prend sur chacune des trois arêtes A, B, G d'un angle trièdre, deux points arbitraires, le cône S, qui aura son sommet en les points $' et $" de la droite L , pourra avoir pour base une section conique a quelconque (cette courbe a étant seulement assujettie à passer par les quatre points a', b'y a\ b" situés sur la face quadrangulaire F du tronc pyramidal ) , et passera par les six sommets a , 6', a", b'\ c\ c" du tronc pyramidal*
Gela posé :
ConsidéroDS le cône S ayant pour sommet le point s. La face F" coupera ce cône suivant une section conique a", et la face F' coupera ce cône suivant deux génératrices droites qui ne seront autres que les côtés de et a V prolongés. Ces deux côtés prolongés, ou génératrices du cône S , pourront être considérés comme étant une section conique a ; mais dans ce qui va suivre, nous nous rappellerons que cette section conique a est formée.de deux droites qui se coupent.
Cela posé :
Désignons par o, o\ o" les points en lesquels se croisent les diagonales des quadrilatères a'b'dT, a'cVc", c'b'c'V.
Je dis que les trois points o, o\ o" et la droite L sont dans un plan unique , et en effet :
En vertu des propriétés des quadrilatères inscrits à une section conique, nous savons que pour le quadrilatère db'a"b" auquel est circonscrit la courbe a> si Ton mène du point rf, sommet de l'angle trièdre, deux tangentes 0 et 9. à la courbe a , le point $ et le point o et les deux points de contact seront en ligne droite ; et de plus , si du point t nous menons deux tangentes d et d. à la courbe a » le point d et le point o et les deux points de contact seront en ligne droite.
Il en sera de même pour la courbe a".
Or , comme l"" par la droite L on peut mener deux plans T et T' tangents au cône S , et qu'il est évident que ces plaps contiendront les tangentes d et d. à la courbe a émanant du point «, et les tangentes i" et d". à la courbe a émanant du point s'\ on doit en conclure que les droites do et dd et le sommet s du cône S sont dans un même plan , que je désignerai par Q.
La droite L sera la polaire du cône S par rapport au plan polaire Q.
(Ce qui veut dire : que si l'on coupe le système par un plan quelconque M, ce plan coupera la polaire L en un point / , le cône S suivant une section conique 6, et le plan polaire Q suivant une droite D. De telle sorte que le point / sera le pôle de la section g par rapport à la polaire D. )
Or , comme 2!* l'on peut mener par la droite cb deux plans 0 et 0' tangents au
cône S y et qu'il est évident que ces plans contiendront les tangentes 0 et 0. à la courbe a, et O" et S", à la courbe <t\ on doit en conclure que les deux points o et d! et la droite L sont dans un même plan que je désignerai par R , la droite ds sera la polaire du cône S par rapport au plan polaire R.
. Or , comme S"" nous pourrons considérer successivement trois cônes ayant leurs bases re^ectives situées sur les faces F, F', F" et ayant respectivement pour sommets les points s y s\ s" en lesquels ces faces F, F', F'' coupent la droite L, nous voyons que nous pouvons établir d'une manière rigoureuse que la droite L et
— sales trois points o, o\ o" sont dans un même plan , plan que nous avons désigné par R.
Cela posé :
Si sur le plan R on prend un point arbitraire i , et que de ce point on mène des divergentes aux six sommets a> al\ Vy b'\ c\ c" du tronc de pyramide et au sommet d de la pyramide complète ou de l'angle trièdre et aussi aux trois points o, o\ o" en lesquels se croisent les diagonales des quatre faces quadrangulaires du tronc pyramidal» en coupant le système formé par ces dix divergentes , par un plan X de direction arbitraire, l'on voit de suite que les six points de concours que l'on obtient en combinant deux à deux les six côtés de l'hexagone ayant pour sommets les points intersection du plan X et des six divergentes passant par les sommets du tronc pyramidal , seront tous distribués sur la droite M , intersection du plan R et du plan X.
Mais si , au lieu de prendre le centre i des divergentes sur le plan R , on le prend hors de ce plan , alors on obtient , sur le plan sécant X , six points de concours distribués trois à trois sur quatre droites.
De ce qui précède on doit donc conclure que
Lorsque Can considère trois droites A , B , G divergeant d'un point d , il doit exister, dans le cas où elles sont situées dans un même plan , une relation de position entre les six points a', a", et b', b", et c', c", pour que les six points de contours obtenus en corn-binant deux à deux les côtés et les diagonales de t hexagone , soient situés sur une droite unique.
Cherchons maintenant cette relation :
6. Si dans l'espace on prend un point arbitraire /, par lequel on mène six droites A', A", B', B", C, C passant respectivement par les six points a, a", b', b'\ c\ c"y arbitrairement placés sur les trois droites A ^ B, G situées dans un même plan R et divergeant d'un point d] si ensuite l'on mène par le point d trois droites arbitraires, savoir : A'" dans le plan (A,/), B'" dans le plan (B,/), et C" dans le plan (C , /) , Ton aura six points : ces trois droites A'", B'", C" couperont les six droites A', A", B', B", C, C", chacune en un point , et l'on aura ainsi six points ; savoir :
a\ sur la droite A' a", sur la droite A"
c . sur la droite C c", sur la droite C"
b\ sur la droite B' b", sur la droite B"
et ces six points a\, a",, b\ , b'\ , c',, c\ seront les sommets d'un tronc pyramidal d'une pyramide triangulaire ayant le point / pour sommet.
H faudra donc , en vertu de ce qui a été dit plus haut , que le plan des six points de concours obtenus par l'intersection deux à deux des droites unissant deux à
deux les sommets du trQnc pyramidal (sommets que nous avons désignés ci-dessus par«, s' 9 s'\ 0, o\ o'') passe par le point /(qui était ci-dessus désigné par t), pour que les six points de concours obtenus par T intersection deux à deux des côtés et des diagonales de l'hexagone plan a'a!'b'b"cc" soient sur une droite unique.
Et c'est ce qui aura lieu si les six points situés sur les droites A , B, G sont sur une section conique a, car alors les six droites A', A", B\ B", G', G" divergeant du point / seront les génératrices droites d'un cône S , qui sera coupé par un plan déterminé par les trois points a\ , b\ , c\ (choisi^ arbitrairement parmi les six points situés sur les trois droites A"', B"', *C" ) suivant une section conique, et par suite sera aussi coupé par Je plan des trois points restants a",, b'\ , c'\ suivant une autre section conique.
7. Il es( facile de voir que si les trois points a\ b\ c sont en ligne droite ainsi que les trois points a!\ b"y c\ et qu'ainsi on n'ait que deux droites D' et D" contenant chacune trois des six points , l'on n'aura plus que quatre points de concours , lesquels seront forcément en ligne droite, parce que les deux droites D' et D" jouent ensemble le rôle d'une courbe du second ordre.
8. Au lieu de ne considérer qu'un cône du second ordre passant par les six sommets du tronc pyramidal , on pourrait considérer une surface du second ordre 2; ce qui serait plus général.
Par six points on peut faire passer une infinité de surfaces du second ordre , mais il n'y aura que certaines de ces surfaces qui jouiront de la propriété , savoir : que les sections a , a^ a\ faites dans la surface par les faces F, F', F" de l'angle trièdre, seront enveloppées deux à deux par six cônes dont trois auront leurs sommets situés sur la droite L ^ intersection des faces triangulaires {db'd) et {ab"c") du tronc pyramidal.
Gonstruisons donc une surface du second ordre ;s jouissant de cette propriété.
Pour cela , inscrivons au quadrilatère plan db'a!*b"j situé dans la face F, une section conique arbitraire a. Prenons le point s en lequel se coupent sur la droite L les côtés ad et ac'\ pour le sommet d'un cône S' ayant la courbe a pour base.
Goupons le cône S' parla face F" de l'angle trièdre, nous aurons une section conique a circonscrite au quadrilatère b'cb"d^ situé dans la face F".
Gonsidérons le point b^\ en lequel se croisent sur la droite L les côtés prolongés b^c' et V^c^j comme le sommet d'un cône S'' ayant la courbe a pour base ; ce cône sera coupé par la face F' de l'angle trièdre suivant une section conique ol\ circonscrite au quadrilatère a!da"c" situé dans cette face F\
Gela posé :
Par les trois courbes a » « , d' nous pourrons toujours faire passer une surface du second ordre 2 » parce que ces trois courbes seront enveloppées deux à deux
par trois cônes ayant leurs sommets situés en ligne droite, et en effet : par construction on a déjà les deux cônes S' et S" enveloppant deux à deux ces trois courbes et dont les sommets s' et s" sont sur la droite L ; les courbes a et a" ayant une corde commune e'c'\ pourront être enveloppées deux à deux par deux cônes^ dont Fun S aura nécessairement pour plan tangent le plan mené tangentiellement aux cônes S' et S" par la droite L qui contient leurs sommets. Le cône S aura donc son sommet $ situé sur la droite L; de plus, il est évident que ce sommet $ sera le point en lequel se croisent sur la droite L les côtés opposés ab\ a"b" du quadrilatère situé sur la face F.
Cela posé :
Nous pourrons appliquer à la surface du second ordre 2 tout ce que nous avons dit ci-dessus, lorsque nous ne considérions qu'un cône passant par .les six sommets du tronc pyramidal.
9. J'ai supposé , dans tout ce qui précède , que les six points situés dans Tespace étaient les sommets <f un tronc de pyramide triangulaire; mais cette relation de position ne donne qu'un cas particulier du théorème général , qui peut être énoncé ainsi qu'il suit :
THÉORÈME GÉNÉRAL
Étant données les trois arêtes A, B, G d*un angle trièdre , de quelque manière que l'on choisisse sur chacune délies deux points : a' et a" sur la droite A , b' 61 b" sur ta droite By c' et c" sur la droite G , le plan déterminé par trois de ces six points (le choix étant arbitraire , ô condition que sur les trois points employés , il ny en aura pas deux appartenant à la même arête ) coupera le plan déterminé par les trois points restants , suivant une droOe î)\et les combinaisons possiMes^ trois àtràis^ des mx points , seront au nombre de quatre. On obtiendra donc quatre droites D, D', D", D'", qid seront toutes les quatre situées dans un plan unique*
10. La démonstration que j'ai donnée pour le tronc de pyramide triangulaire s'applique mot à mot à ce théorème général, et il est facile de reconnaître quels seront les divers polyèdres à six sommets qui naîtront de la différence de relation de position que l'on établira entre les six points situés, deux à deux , sur les trois arêtes de l'angle trièdre.
il. J'ai énoncé au commencement de ce mémoire un théorème relatif au trian* gle, lequel n'était évidemment qu'un cas particulier de celui qui existait pour six points distribués deux à deux sur trois droites situées sur un plan et concourant en un même point.
Mais lorsque l'on suppose que les trois droites sont les arêtes d'un angle trièdre,
Ton ne trouve aucun cas particulier qui corresponde dans Y espace , à ce qui est sur le plan par rapport au triangle.
Ce h*est que lorsque l'on considère quatre droites concourant en un point et situées deux à deux dans six plans, que l'on obtient dans V espace ^ le théorème analogue à celui énoncé sur le plan pour le triangle.
Ce théorème peut être énoncé ainsi qu'il suit :
Sait un tétraèdre A dont les sommets m , n , p^ q , seront opposés respectivement aux faces triangulaires VL^ N, P, Q.
Soit un point r dans C espace , et duquel partent quatre droites mr, nr, pr, qr, conunant chacune un des quatre sommets du tétraèdre.
Chacune de ces quatre droites percera en un point la face du tétraèdre opposée ausommet par lequel elle passe , ainsi :
La droite mr percera la face U enun point m'
— nr — N — n'
— pr — P — p'
— qr — Q — q'
Le plan déterminé par les trois points m\ ïk\ p' coupera la face Q suivant une droite
Q'', de même :
Le pktn Tûf^'if coupera te plan N suivant une droite N^^
Les quatre droites P'^ Q", M'', N'' seront toutes situées sur un plan unique R.
Et le théorème que je viens d'énoncer n'est qu'un cas particulier du théorème plus général et que l'on peut énoncer ainsi qu'il suit :
THÉORÈME GÉNÉRAL
Si sur chacune des quatre droites A, B, C, D, concourant en un point unique f , et situées deux à deux dans des plans différents , on prend deux points arbitraires ^ savoir : a' et a'' sur la droHe k,y et b" sur la droite B, c' el c'' «tir la drcite C , A' et A" sur la droite Df les diagonales et les côtés des quadrilatères plans j ayant pour sommets quatre des huit points donnés j et ces quatre points étant situés sur deux quelconques des quatre droites données , se couperont , deux à deux , en des points qui seront distribués sur un plan unique R.
Ou en d'autres termes :
Six des hidt points donnés et appartenant à trois quelconques des quatre droites données , détermineront huit plans qui se couperont deux à deux suivant quatre droites qui seront situées sur un plan unique R. Et quel que soit le quadrilatère plan considéré^ ou les six pwnts employés ^ le plan obtenu sera toujours le même plan B.
Les huit points pris, deux à deux, sur les quatre droites données et concourant en un point/, peuvent être situés sur chaque droite, ou d'un même côté du point/, ou l'un à droite et l'autre à gauche de ce point/; et cela peut avoir lieu pour les deux points d'une droite ou de deux droites, ou de trois droites ou des quatre droites.
Et quelle que soit la relation de position entre les huit points, ils jouiront toujours des propriétés polaires coniques ci-dessus.
11 est facile de reconnaître combien il y a de polyèdres différents et à huit sommets, qui naissent de la variété que l'on peut établir dans la relation de position des huit points.
12. Le tronc de pyramide quadrangulaire est un cas particulier du théorème général précédent, et il jouit des propriétés polaires suivantes :
1"* Il est la partie commune à trois pyramides quadrangulaires dont je désigne les sommets par «^ s", s"'.
S"" Les quatre diagonales de ce tronc se croisent en un point que je désigne par s.
3"" Par les huit commets du tronc pyramidal on peut farre passer une infmité de surfaces du second ordre ; je désigne l'une d'elles par 2.
4^ Les quatre points «, s'^ s", s'", seront les sommets d'un tétraèdre A dont je désigne les faces par S , S', S"'^ S'"'; la face S étant opposée au sommet s , la face S' au sommet s', ainsi de suite; le tétraèdre A sera tel que chacune de ses feces
S, S^ sera un plan polaire de la surface I par rapport au sommet opposé s,
#', qui sera le pôle de cette même surface 2.
Il suffît de se rappeler ce que nous avons dit au sujet des huit sections coniques tangentes à trois sections coniques d'une surface du second ordre, pour voir sur-lechamp que tout ce que je viens dédire n'est qu'une conséquence ou déduction des diverses propriétés polaires qui ont été alors reconnues exister et démontrées.
13. Nous pouvons encore énoncer un théorème plus général et de la manière suivante :
THÉORÈME FONDAMENTAL
Étant données n droites^ lesquelles concourent toutes en un point unique f, et une surface du second ordre 1\ les (2n) points d^ intersection des droites données et de la surface
donnée 2, seront quatre à quatre les sommets de quadribtèreS'plans y dans chacun des-
quels les deux diagonales se couperont ainsi que les deux côtés opposés prolongés respectivement en trois points ^ et tous les points , ainsi obtenus dans chaque face quadrilatère , seront situés sur un plan unique R qui sera le plan polaire de la surface 2 , le point f étant le pôle .
Et vice versa :
Si l'on a (2n) points , situés deux à deux sur n droites concourant en un point f et donnant un plan unique R pour lieu des points de concours des diagonales et des côtés opposés des quadrilatères-flans, ces (2d) points seront tous situés sur une surface du second ordre 2, ayant le plan R pour plan polaire , le pôle étant le point f.
Et si Ton passe de V espace sur le plan , le théorème plan s'énoncera en remplaçant dans renoncé précédent la surface 1 par une sectîoit conique, et le plan K par une droite.
ÉNONCÉS DE DIVERS THÉORÈMES SUR LES POLAIRES
D*après tout ce qui a été dit dans les mémoires précédents, on peut énoncer les
théorèmes suivants.
1" THÉORÈME (connu).
Étant donnés une surface du second ordre 1 et un plan arbitraire M, les plans des courbes de contact des cônes tangents à la sur/ace 1 et ayant leurs sommets situés sur le plan M , passeront tous par un même point m.
On énonce cette propriété polaire , en disant :
Le point m est le pôle de la surface 1 par rapport au plan polaire M.
Le point m est dit intérieur par rapport à la surface 2, s'il ne peut être le sommet d'un cône tangent à cette surface ; il est dit extérieur par rapport à la surface 2, s'il peut, au contraire, être le sommet d'un cône tangent à cette surface.
Si le plan M est tangent à la surlace 2, le pôle m est alors le point de contact
du plan M et de la surface 2.
2< THÉORÈME (connu).
Étant données ane. surface du 2' ordre 2 et une droite arbitraire D, les plans
(') Extrait du Bulletin des sciences mathématiques , publie par H. Férussac , n« 1 ; janvier 1829. — tes dirers théorèmes ont éfé donnés à la Société philomatique , en décembre 1835.
des courbes de contact des cônes tangents à la surface 1 et ayant leurs sommets situés sur la droite D , passeront tous par une même droite D".
Et réciproquement : les plans des courbes de contact des cônes tangents à la surface 1 et dont les sommets sont situés sur la droite D', passeront tous par la droite D.
On énonce cette propriété polaire en disant :
Les deux droites D ei D' sont polaires réciproques de la surface 1 du 2'' ordre.
Une droite D est dite intérieure par rapport à la surface 2, lorsqu'on ne peut mener par cette droite deux plans tangents à cette surface 1 ; elle est dite extérieure par rapport à la surface 2, si Ton peut au contraire mener par cette droite deux plans tangents à la surface 1.
Si par le centre de la surface I Ton fait passer une droite B , s'appuyant à la fois sur les deux polaires réciproques D et D' de la surface 1 et coupant cette surface 1 en deux points b et b'y les plans tangents à la surface 1 en ces deux points 6 et b' seront parallèles entre eux et aux droites D et.D".
Si au point b ou au point b' l'on mène deux droites Q et 9' respectivement parallèles aux polaires réciproques D et D', ces droites 9 et 0' seront précisément les droites que Monge a désignées par le nom de. tangentes conjuguées.
3' THÉORÈME (énoncé pour la première fois dans le tome IIl de la Correspondance
de P École polytechnique).
Trois courbes planes, situées sur une surface du 2' ordre, peuvent ext général être enveloppées deux à deux par six cônes dont les sommets sont tous situés sur un plan unique M et distribués 3 à 3 sur quatre droites.
Le point m, intersection des plans des trois courbes, est le pôle de la surface du second ordre 2, le plan M en étant le pUm polaire.
Si le point m est extérieur par rapport à la surface 2 , l'on aura trois sommets extérieurs et trois sommets intérieurs , pour les six cônes enveloppant deux à deux les trois sections coniques données.
Si le point m est intérieur^ l'on aura nx sommets tous extérieurs.
Enûn y si le point m est sur la surface 2 , il n'existera que trois cônes enveloppant deux à deux les ^rot« sections coniques données, et les trois sommets seront extérieurs par rapport à la surface 1.
Les 4 polaires réciproques des 4 droites sur lesquelles sont distribués Si à 3 les sommets des & cônes enveloppant 2 à 2 les trois sections coniques données , passeront toutes par le point m.
A* THÉORÈME (nouveau).
A sections coniques 9 situées sur une surface du second ordre , peuvent en général être enveloppées 2 à 2 par i2 cônes^ dont les sommets sont distribués 3 à 3 sur 16 droites.
Les 12 sommets seront 6 à 6 et les 16 droites seront AkA situés sur 9 plans.
Les plans dos 4 sections coniques se couperont 3 à 3 en 4 points et détermineront un tétraèdre T.
Si les 4 sommets du tétraèdre T sont tous extérieurs par rapport à la surface du second ordre , il y aura 6 cônes intérieurs et 6 cônes extérieurs enveloppant deux à deux les quatre sections coniques, et les 9 plans se composeront de :
4 plans contenant 3 sommets intérieurs et 3 sommets extérieurs.
4 plans contenant 4 sommets intérieurs et 2 sommets extérieurs.
Et 1 plan contenant les 6 sommets extérieurs.
Si les 4 sommets du tétraèdre T sont intérieurs par rapport à la surface du second ordre, les 12 sommets des cônes seront extérieurs, etc., etc.
Les 16 polaires réciproques dés 16 droites qui contiennent 3 à 3 les'sommets des 12 cônes , se couperont 4 à 4 en 9 points qui seront les pôles respectifs des 9 plans dont il a été parlé ci-dessus.
4 de ces 9 pôles seront précisément les sommets du tétraèdre T.
5' THÉORÈME (nouveau).
Étant données une surface du second ordre 1 et trois droites A , B, C arbitraires de direction, mais concourant en un point p, et chacune de ces trois droites perçant la surface 1 en deux points, Ton aura 6 points d'intersection qui détermineront :
1* Un tronc de pyramide triangulaire , inscrit à la surface du second ordre , si le point p est extérieur à celte surface 2.
2"" Un octaèdre inscrit à cette surface 2, si le point p est intérieur par rapport à cette même surface 2.
3"" Un tétraèdre inscrit à la Surface du second ordre 1 , si le point p est situé sur cette surface 1.
Dans te premier cas.
Le^ trois courbes sections de la surface 2 par les plans des faces de l'angle trièdre ayant le point p pour sommet , pourront être enveloppées deux à deux par
6 cônes , dont les sommets seront 3 intérieurs et 3 extérieurs par rapport à la surface 2 et situés tous les six sur un plan unique M.
Ce plan M sera plan polaire , le point p étant pôle par rapport à la surface 1.
Les plans des deux faces triangulaires du tronc pyramidal se couperont suivant une droite L contenant les sommets des 3 cônes extérieurs enveloppant deux à deux les trois sections coniques situées sur la surface du second ordre 2.
Les plans de ces deux faces triangulaires couperont la surface 2 suivant deux courbes qui pourront être enveloppées par deux cônes ayant leurs sommets situés, Tun au point p et Tautre en un point q , qui sera sur le plan M.
Le point q sera pôle de la surface 1 par rapport à un plan Q passant par le point p et la droite L , lequel sera plan polaire.
Les deux plans M et Q sont dits : plans polaires corgugués.
Les points p et 9 sont dits : pôles conjugués.
Les 6 sommets du tronc pyramidal pourront être unis 3 à 3 par 6 plans qui se couperont tous au point p.
La droite qui unira les deux sommets p et 9 des deux cônes enveloppant les deux sections faites dans la surface 1 par les plans des faces triangulaires du tronc pyramidal, sera la po^re réciproque de la droite L, suivant laquelle les plans de ces faces triangulaires se coupent.
Cette dernière propriété polaire s'énonce, en disant :
Les deux faces trianguUdres sont polaircment opposées. Dans le tronc pyramidal que nous venons de déterminer, il n'y a que deux faces qui soient polairenient opposées.
Dans le deuxième cas.
Les 6 sommets de Voctaèdre inscrit pourront être unis 3 à 3 par 8 plans qui donneront quatre couples de faces polairement opposées.
Les 4 droites intersections de chaque couple ne seront autres que les À droites sur lesquelles seront distribués 3 à 3 les 6 sommets des cônes enveloppant deux à deux les trois sections faites dans la surface du second ordre par les. plans des trois faces de l'angle trièdre.
Dans le troisième cas.
Il n'existe pas, évidemment, de couple de faces polairement opposées.
6' THÉORÈME (nouneau).
Si l'on construit :
V 3 plans G , G\ G" tangents à la surfoce du second ordre 2 aux trois sommets
d'une des faces triangulaires du tronc pyramidal à 6 sommets inscrit à la surface ^, ces trois plans se couperont en un point g.
2° 3 plans H , H', H" tangents à la même surface I en les 3 sommets de la seconde face triangulaire du tronc pyramidal , ces trois plans se couperont en un point h.
Les deux points g et h seront sur la droite passant par les points désignés dans le 5' théorème par peiq.
Les 6 plans Ungents G, G-, G", U, H', H'' se couperont 4 à 4 en 3 poinis qui seront les pôles respectifs des 3 faces quadrilatères du tronc pyramidal inscrit.
El les points 9 et A seront les pôles respectifs des deux faces triangulaires du même tronc pyramidal.
Si Ton construit 6 plans tangents à la surface du second ordre 1 , les points de contact étant les 6 sommets de V octaèdre inscrit (tel qu'il a été désigné dans le 5' théorème) , ces 6 plans se coupent 3 à 3 en 8 points qui seront les pôles respec* tifs des 8 faces triangulaires de Toctaèdre inscrit , et ces S points formeront A couples de sommets polairement opposés.
T THÉORÈME {nouveau).
Étant donnés une surface du second ordre 1 et un tétraèdre T dont les six arêtes coupent chacune la surface 2 en deux points, l'on aura i2 points d'intersection, déterminant les sommets d'un polyèdre P Inscrit à la surface 2.
1* Si les 4 sommets du tétraèdre T sont extérieurs à la surface 2, le polyèdre inscrit P aura 4 couples de faces polairement opposées et se coupant suivant 4 droites situées dans un même plan.
Ces 4 droites ne seront autres que celles qui contiennent 3 à 3 les 6 sommets extérieurs des cônes enveloppant deux à deux les i sections faites dans la surface 2 par les plans des faces du tétraèdre T.
2* Si les 4 sommets du tétraèdre T sont intérieurs à la surface 2, le polyèdre inscrit P aura 16 couples de faces polairement opposées et se coupant suivant 16 droites situées 4 à 4 dans 4 plans.
Ces 16 droites ne sont autres que celles qui unissent 3 à 3 les sommets des 12 cônes extérieurs enveloppant deux à deux les quatre sections faites dans la surface 1 par les plans des faces du tétraèdre T.
Et il sera facile d'énoncer dans chaque cas les résultats polaires qui doivent avoir lieu, si le tétraèdre T a tin ou dkux ou trois sommets intérieurs par rapport à la surface 2 , ou si ce tétraèdre T a tm ou deux ou trois sommets situés sur cette surface 2.
8' THÉORÈME {nouveau).
Si FoD construit 12 plans tangents à une surface du second ordre 1 , les points de contact étant les 12 sommets du polyèdre P inscrite cette surfece ( et tel qu'il a été désigné dans le 7* théorème), l'on formera un polyèdre circonscrit P, , qui jouira des propriétés polaires suivantes :
1"" Si les 4 sommets du tétraèdre T sont extérieurs par rapport à la surface 2 , le polyèdre circonscrit P. aura 4 couples de sommets polairement opposés , et ces 8 sommets seront unis deux à deux par 4 droites se coupant en un point unique qui sera le pôle de la surface 1 par rapport à un plan polaire qui ne sera autre que celui qui contiendra les 6 sommets des cônes extérieurs enveloppant deux à deux les 4 sections faites dans la surface 1 par les 4 faces du tétraèdre T.
2" Si les 4 sommets du tétraèdre T sont intérieurs par rapport à la surface 1 , le polyèdre circonscrit P, aura 16 couples de sommets polairement opposés ^ et ces 32 sommets seront unis deux à deux par 16 droites se coupant 4 à 4 en 4 points qui seront les pâles respectifs des 4 plans contenant «û; àsix les 12 sommets des cônes enveloppant deux à deux les 4 sections faites dans la surface 1 par les faces du tétraèdre T.
D'après ce qui précède, il sera facile d'énoncer les divers résultats polaires qui auront lieu, suivant que le tétraèdre T aura l"" un ou deux ou trois sommets intérieurs par rapport à la surface 2 , et 2"" un ou deux ou trois sommets situés sur celte surface 2.9 ^Ic., etc.
Si de V espace on descend sur le plan , on pourra déduire très-facilement les deux théorèmes suivants {*).
V' THÉORÈME PLAN {nouvel énoncé et plus complet du théorème de Pascal
conuu sous le nom cf hexagramme ).
Étant donnés une section conique a et un triangle arbitraire A, dont chacun des côtés coupe la courbe a en deux points, l'on aura 6 points d'intersection déterminant un hexagone inscrit à la courbe a et qui jouira des propriétés polaires suivantes :
Les 3 sommets du triangle A. étant l"" tous extérieurs ou 2"" tous intérieurs on 31" en partie intérieurs et en partie extérieurs à la courbe a , les 6 «ommets de l'hexagone sont unis deux à deux par 12 droites formant 6 couples de côtés polaire^ ment opposés.
Chacun de ces 6 couples donnera un point de concours ; on aura donc 6 points de concours , lesquels seront distribués 3 à 3 sur 4 droites.
(*) Nous aurons roccanon de rereair sur les théortaies 7* et S* dans le mémoire snivant (n* 10).
2* THÉORÈME 9Lkîf (nouvel énoncé et plus complet du théorime de M. Brianchor).
ff •
Si Ton construit 6 tangentes à la section conique a , les points de contact étant les sommets de Thexagone inscrit précédent , Ton formera un hexagone circonscrit à la courbe oc et qui jouira des propriétés polaires suivantes.
Les 6 côtés de l'hexagone circonscrit se couperont deux à deux en i2 pointe qui seront les pôles respectifs des 12 droites unissant deux à deux les sommets de l'hexagone inscrit , ces 42 droites formant 6 couples de côtés polmrement opposés.
Ces 42 pœnts formeront 6 couples de sommets poUàtement opposés et seront unis deux à deux par 6 droUes qui se couperont 3 à 3 en 4 pointe qui seront les pôUs respectifs des 4 droites contenant 3 à 3 les 6 points de concours des côtés polairement opposés de l'hexagone inscrit.
1 . ÊUmi donnés 9 points, construire un iO* point de la surface du second ordre déterminée par les 9 pointe donnés.
2. Étant donnés 9 pkms , construire im 10* plan tangent à la surface du second ordre qui a les 9 plans donnés pour plans tangents (^).
II fmt apprendre à se représenter, en idée» des surùioef et des eoorbes, dont les formes, d'âne complioetlon pins on moins grtnde, sont Ttriées i llnflni. Il fiut les voir par les yens de l'esprit, se eoaper, se toncher, s'envelopper, sniyant des conditions données.
0UFiai — Cùmtidérûtiont prUimùurire$ $wr U$ appiieaUon$ d$ fo géométrie.
Je me propose, dans ce mémoire , de chercher quels sont les polyèdres inscrits et circonscrits à une surface du second ordre , qui jouissent dans C espace de propriétés polaires analogues à celles qui existent, dans le plan, pour les hexagones inscrit et circonscrit à une section conique.
Pascal a démontré /le premier, que dans tout hexagone inscrite une section
(*) Ce mémoire a été adreiw à TAcadémie royale dei tciences de Bmzellef , a||octobre 1827, et nn extrait a été publié en atril 1831 , dan* le BnUetin des sciencee mathématiques de Férussoe.
conique, les 3 points de eoncours des c6t^ opposés étaient sur une droite.
Ce théorème a conduite la solution du problème suivant :
Construire un sixième point, d'une section conique déterminée par la condition de passer par cinq points donnés.
Depuis, M. Brianchon, ancien élève de l'école' polytechnique et capitaine d'artîHerie, a démontré : que, dans tout hexagone circonscrit à une section conique, les 3 droites qui unissaient les sommets opposés se coupaient en un point.
Et ce théorème a donné la solution du problème suivant :
Construire une sixième tangente à la section conique déterminée par la condi* tion d*ètre tangenteà cinq droites données.
Il est évident que les problèmes analogues dans C espace ^ et dont on doit chercher la solution , sont :
i"" Construire un dixième point de la surface du second ordre , déterminée par neuf points donnés.
2* Construire un dixième plan tangent à la surface du second ordre déterminée par la condition d'être tangente à neuf plans donnés.
SI
Des tétraèdres polairem^t conjugués et inscrits à une surface du second ordre.
Première partie. Je suppose 6 points i, 2, 3 et 4', 2^, 3\ situés sur une surface du second ordriB ^.
i . Je regarde le triangle 423 comme la base commune à 3 tétraèdres inscrits è i, savoir T^ T'', T'".
le désigne ie sommet du tétraèdre T' par a' — — T" — a''
Je regarde aussi le triangle i'2'3' comme la base commune de 3 tétraèdres inscrits à ta surface 2, savoir i', i", i"'. Je désigne le sommet du tétraèdre i* par 6'
— — fil — y"
Je désigne par a! la section frite dans la surface 2 par le pbn 12a'
r— par «'. ï- — ■ — — 126'
Chacune des 3^ courbes aî^ S\ y', sera enveloppée avec Tune des 3 courbes «', , 6'. > 7^ > paï* deux cônes.
Amsi les 6. courbes « , 6', y', « , , 6', , y', , seront enveloppées deux à deux par 18 cônes.
2. Je désigBé par le nom At faces polairement opposées celles dont les courbes de sections sent enveloppées par un même c6ne.
Les 6 courbes de sections donneront 3 combinaisons on relations polaires,
savoir :
a polairement opposée de a,
€ — &\ \ i^ combinaison,
6' — y', J 2* combinaison.
oL — y^
6' — a\ \ 3* combinaison.
Pour chaque relation polaire l'on aura les 6 sommets des cônes enveloppes , situés* trois à trois sur 8 plans ( ayant soin dans chaque combinaison trois à trois db n'employer qu'un des sommets des deux cônes enveloppant à la fois deux courbes polairement opposées ).
Ainsi les 18 sommets, donnés par Teidsemble des 3 combinaisons polaires, détermineront trois à trois 24 plans.
. 3. Les plans de deux courbes polairement opposées se couperoÂt suivant une droite qui sera la polaire réciproque de celle qui unit les deux sommets des cônes enveloppant ces deux courbes;
Nous aurons donc pour la l'* combinaison les 3 droites G\ G", G'" — pour la 2* combinaison ~ H', H'\ H"'
_ pour la 3* combinaison — K', K'', K'^'
Chacun des 8 plans contenant trois à trois les 6 sommets de la 1'* combinaison, coupera en un point chacune des trois droites G'^ G", G'".
Je désigne par g\ g'\ g^" les 3 points de section de ces 3 droites, par Tun des 8 plans.
On aura donc', dans la 1" combinaison ,
8 groupes, de 3 points qui seront les anatogues du groupe de points g\ g\ g^^^ et distribués 4e la manière suivante , savoir :
8 sur la droite G', 8 sur G^', et 8 sur G"'^
Même ciiose aura lieu pour les V et 3* oombÎDaiaoos.
Je désigne pour la 2' combinaison, F un des 8 groupes de 3 points par /l^7i'^ h"\ et pour la 3^ combinaison par k!, &'^ k!".
4. Tout ce <|ue je ^iens de dire par rapport aux den tétraèdres T' et l' existera par rapport aux deux tétraèdres T'^ et t^\ et aussi pour T"' et £'".
5. Les 18 sommets que Ton obtiendra pour T^' et t" seront distincts des i8 obtenus pour T' et t\ et des 18 que donneront T'" et t''^
6. Mais, si Tun des8 groupes de3 points, tels que gg^g\ ou \iU'ti^\ ou kWii'\ ' se confond avec Tun des groupes de poiots analogues, donnés soit par la coit^ugaxifm polaire des tétraèdres T" et ^\ «oit par celle de T'" et if'\ alors :
3 des 18 sommets trouvés pour T' et f' seront dans un même plan, que je désigne par Q , avec 3 des 18 sommets donnés pour T'' et t", et 3 des 18 sommets dennés pour T'" et i'".
Je suppose que ce soit le groupe g^gg' qui soit commun aux 3 couples de tétraèdres conjugués.
Dés lors les 3 faces de l'angle trièdre dont le sonunet est en a' passeront Tune par le point g\ l'autre par le point 9'' et la troisième par le point g"\
Il en sera de même pour les 3 faces des angles trièdres dont les sommets sont respectivement en a", d'\ b\ b'\ b'"; de sorte que chacun des six tétraèdres T', T'', T'^^ (", fj i"y aura Tune de ses 3 faces, réunies au sommet, passant pas^', Tautre par g" et la troisième par 9'".
Si Ton a 3 tétraèdres T', T", T'", inscrits à une surface du second ordre Z et ayant une base commune , et que sur un triangle dont les sommets seront 3 points pris arbitrairement sur cette surface 2, l'on construise 3 tétraèdres i\ ï\. t"\ qui satisfassent avec T', T", T'', aux diverses conditions précédentes, l'on pourra affirmer qu'ils ont leurs sommets situés sur la surface ;&, en d'autres termes, qu'ils sont aussi inscrits à 2.
Deuxième partie. Je suppose sur la surface du second ordre 2^ deux coui&bes planes y et y*'.
'7. Je prends sur la courbe y' les trois points arbitraires a , a', a'
— y, — OfbfO
Les deux sections coniques y et y' seront enveloppées par deux cônes dont je désigne les sommets par 9 et r.
Les plans des deux eourbes / et y'^ se coupent suivant une droite D ; par la • droite D et le point r passe un plan Q, et par la droite D et le point q passç unpkm R .
Le plan 0 est plan polaire de la surface 2 par rapport au pâte q — R — — — — r.
r jfi
8. On sait que lout pUm polaire de la surface 2 , doatJe pôle sera situé sur ie plan Q , passçra par le potnt^ , pâlcdu plan Q.
Dès lors , si je prends arbitrairement sur le plan Q , 3 points p\ p'\ p'" chacun d'eux sera le pâte d*un certain pbn polaire de la surfece 2, lequel plan passera par le point q.
Je désigne par P' le plan polaire de la surface 2 ayant p pour pôle
Les 3 plans P^ P'", P'" se couperont au point q.
9. Je puis regarder le point p eomme le sommet d'un cônequi couperait la surface 2 suivant deux courbes planes, dont les plans se couperaient sur le plan B' et qui passeraient Tun par le point a! et Tautre par le point b\
En effet , je puis mener les deux droites j J «i «o«ï«»»^«"rf»«e ^au point a', j
iO. Les quatre points a% b\ a\, b\^ déterminent un quadrilatère-plan.
i 1 . Supposant que le point p' soit celui où les diagonales se croisent , Ton sait
,-..,, ( m', des côtés opposés db' et a'Jif\ i - .
que les 2 peints de concours \ , ^^ ,., ^ /., I détermineront
^ s ^ \n\ — ab\ et a\b \
' avec le point q^ le plan PV
. 42. Je puis par le point m' mener dans le plan P' une droite arbitraire G', faire
passer par cette droite et le point a' un plan coupant 2 suivant une courbe a\ faire
passer par cette droite et le point b' un plan coupant 2 suivant une courbe S^.
13. Les deux courbes dt et 8' seront enveloppées par un cône dont le seul sommet sera le point p\ car Ton sait que les plans de deux courbes situées sur une surface du second ordre et enveloppées par un cône, se coupent suivant une droite située sur le plan polaire de la surface qui a pour pôle le sommet du cône enveloppe.
14. Dans le plan P" j'aurai une droite arbitraire G" analogue de G'
Les droites G' couperont le plan Q au point 9'
Si maintenant je prends sur te {.lan^}, 3 autres points arbitraires y,, p"., p"'., et que j'opère par rapport à eux et aux deux points a" et fr", comme je viens de le faire par rapport aux points p', p'\ p'" et a', b\ j'aurai :
i6. Les 3 plans P'., plan polairede 2 par rapport au pdlep\ \ fit .ces 3 plans se
— P", , — p\ > couperont au point
'9 ^^ P ri 9-
— eo —
Dans le plan P', j'aurai -la droite G'^
Le pkiD Q sera coupé par la droite G', en dd point ^'.
G ut m "•
\%. EnGoi si je prends sur le plan Q encore 3 points arbitraires p\t p"., Tp"\ :
On aura par les mêmes considérations que ct-dessus , eii les combinant avec les points al" et b"\ les 3 plans
P', ptan, polaire de 2 par rapport au pd/e p\ \ Ces 3 j^lans se P". — p\ > couperoBt aussi au
P"'. - p'". ) point q.
Et Ton aura dans le plan P'. la droite G'. -. p'^ _ g",
Le plan Q sera ooupé par la droite G', en un point g\
Git n
Gin tn
17. Maintenant je puis supposer que les 9 points g^ g" g" g\ g",g"\g\g\fi'\ se réduisent aux 3 points g' g' g"'.
Alors par les points g et g passeront (es 3 plans P', P'., P', ~ jr" et q - P", P'., P".
- g'" et ç -^ P'", P"'„ P'".
Et par le point g passeront les trois droites G', G',, G'.
J' r»" r»" r*" g -^ i» » vr „ u ,
III r%nt g^ni fyifi
18. L*angle trièdre dont le sommet est en a'^ et qui est déterminé par les3 plans qG\ a G',, a'G'. sera le polairement conjugué de l'angle trièdrè, dont le sommet est en b\ et qui est déterminé par les 3 plans b*(j\ 6'G'., 6'G',, ainsi que cela avait lieu pour les deux tétraèdres T' et {.
Il en sera de même pour les deux angles trièdres ayant leur sommet : L'un en a et déterminé par les 3 plans aO", a"G". , a"G".
- L'autre en 6" — A"G", 6"G", , 6"G",
ainsi que cela avait lieu pour les deux tétraèdres T" et t'\ Et de même pour les deux angles trièdres ayant leur sommet : L'un en ci" et déterminé par les 3 plans a'"G ', a'"G'"., à"Ù"\
♦ l-'autre en b"' - 6"'G'", 6 "G/", b"'Q"\
aipsi que cela avait lieu pour les deux tétraèdres T"' et t!".
19. On peutdonc conclure de tout ce qui précède : V que les six soromets des 3 couples de tétraèdres polairement conjugués T' et t' — T" et T — T"' et £'" sont situés sur une surface conique dont le sommet est le pôle du plan Q ; 2'' que cette surface conique coupe la surface 2 suivant deux courbes planes, le plan de l'une de ces courbes étant déterminé par les 3 sommets a\ a'\ a" des tétraèdres T', T", T'", et le plan de l'autre courbe étant déterminé par Tes 3 sommets b\ b'\ 6'" des tétraèdres i', i", i"'; 3* que Jes deux plans aWa'" et b'b"b'" se coupent suivant une droite située sur le plan Q. *
Des relations polaires qui existent entre les parties communes à 3 groupes composés chacun de 8 sections coùiques {ces courbes 'étant situées sur une surface du second ordre , et polairement conjuguées entre elles) , et les parties communes aux 3 systèmes polaires conjuguant ces 3 groupes.
20. On sait que par une courbe plane située sur une surface du second ordre et 3 points, situés aussi sur la même surface , Ton peut toujours faire passer deux surfaces coniques, et que l'on ne peut en faire passer que deux.
2i . Si j'ai 6 points a , a", a"' et b\ b'\ b'" situés sur une surface du second ordre 1 et un plan polaire Q de la surface 1 ayant pour pôle un point q ; je dirai que les 6 points donnés sont polairement conjugués entre eux par le plan Q et le point 9, ou sont conjugués entre eux sur la surface 1 par le système polaire composé du plan polcdre Q et de son pôle 9, si : 1* les deux courbes intersections de la surfece 2 par les deux plans aW et b'b%"' sont enveloppées par un cône ayant le f)oint q pour sommet , et si 2* les deux plans aa"a" et bVb'" se coupent suivant une droite située sur le plan Q.
22. Je suppose maintenant les 6 points 1, 2, 3 et «r', a", a"' situés sur la surface 2. Les 3 plans 12a', '23a", 13a"' se couperont en un point 9'
Le point g sera le pôle d*un plan polaire V
Les 3 points g y g\ 9'" détermineront un plan Q qui sera ptoi polaire de la sur* face 2 et aura pour pôle le point q intersection des 3 plans V', V", V"'.
23. Ensuite, je prends sur la surface 2, 3 points arbitraires 1', ^, 3\ et je construis sur le triangle l'2'S', comme base commune , 3 tétraèdres f', l", t"\ qui seront les polairement conjugués des tétraèdres 123a', 123a", 123a"\
Nous avons VU qu'alors Tune des faces de chacun dfi ces tétraèdres passait par le point g\ Tautre par g" et la 3* par g".
24. On sak que 3 courbes planes sHuées sur une surface du second ordre 2» peuvent être enveloppées 2 à 2 par 6 cônes dont tes sommets sont dirtribués 3 à 3 sur quatredroites situées dans un plan uniquequi estf>(an po^ra de la surface 2, et que ce plana pour pâle le point d'intersection des plans des 3 courbes; nous aurons donc «
Le plan V' plan polaire de la surface 2 et ayant pour pôle le point g conjuguant les 3 sections faites dans la surface 2 , par les plans :
Le plan V" plan polaire de la surface 2 et ayant pour pôU le point g^' conjuguant les 3 sections faites dans la surface 2, p^r les pl^ans :
Le plan V"' plan pdaire de la surface 2 et ayant pour pôle le point g'" conjuguant les trois sections faites dans la sur^ce -2 par les plans :
25. Les 3 points a , a", a"' serontchacun Tinterseciion de 3 courbes appartenant Tune au système polaire V et g\ l'autre au système polaire V'' et g\ et la troisième au système polaire V"' et g".
26. Les 3 sommets b\ b", b'" des tétraèdres r',i", t'" serom aussi chaciio Tintersection de 3 courbes appartenant l'une au sy^ttème polaire V et g^ l'autre au système polaire V"et 9", et la troisième au système polaire V"' et g"'. Et comme nous avons démontré que les six points a', a", a"' et b\ b", è"'sont situ^ sur un cône ayant lé point q pour sommet, et que les deux plans aWa" et b'b"b"' se coupent suivant une droite située sur le plan Q ,
Dès lors nous pourrons énoncer le tbéorème suivant :
27. Si l'on a i8 coprbes planes situées sur uncsurface dusecond ordre, formant 6 groupes de 3 couibes chacune, dans chaque groupe les 3 courbes ayant un point commun ; si ces 6 groupes sont divisés en,3 S3'slèmes de 2 groupes chacun , tels que les 6 courbes qui composent chaque système peuvent être enveloppées 2 à 2 par des cônes dont les sommets seront tous distribués sur un plan unique , ou en d'autres termes , tels que les plans des 6 courbes qui composent chaque système passent tous par un même point ; alors les six points communs seront polairenient conjugués entre eux par le point intersection des 3 plans uniques, qui sont chacun le plan polaire d'un des 3 systèmes.
28. Nous pourroi^ dire encore plus brièvement, que le groupe des tétraèdres T\ T", T"' est polairement conjugué avec le groupe des tétraèdres i\ 1", t'" par le système polaire , composé du plan polaire Q et de son pôle q.
S MI
CmstrucUon éua éuâème potnf de ta twfaee tfii tectmi ordre déterminée par 0 poi'iiK titués, dans CestMce , de teUe manière que 3 «f entre eux, pris arbitrairement, détet-
mineni un plan qui ne pagse far aucun des 6 autres joints.
29. La construction du dixième point devient facile, en vertu de ce qui précède. En effet :
Je désigne par 1 , 2 , 3 , et i\ 2', 3', et a\ a", a"\ les 9 points donnés.
Je regarde le triangle 123 comme la base commune i 3 tétraèdres ayant respectiveinent pour sonmet Tun des points a', a\ a'".
Dès lors, par chacun des côtés du triangle 123, passeront 3 plans contenant chacun un des points a', a", a*'.
Les 9 plans que Ton obtient ainsi se couperont 3 à 3 suivant 9 points qui seront divisés en 3 groupes d^ 3 points ckaeun.
Ainsi les 3 plans i2a' , 23a^, 13a''' se couperont en un point que je désigne par 9' ,
rrr 12fll" , 23a'", 13fl' -^ — g\
T- 12a"', 23a' , 13ii" ~ — g"\
Les 3 pfans 12a' , 'l3a", 23 a'" se couperont en un point que je désigne par 9' ,
^es 3 groupes de points intersections des 9 plans combinés 3 à 3 seront donc :
i* les 3 points o', a", a'"; 2* les 3 points g', g", g'"; 3" les 3 points 9', q", q""-
Les 3 points g\ y'[j g'" déterminent pin plan Q, et cbacuQ de ces points est le jf>âle d'un plan poudre de la surface 2 du second ordre, et déterminée par les 9 points donnés.
"Ainsi , le point ^' sera le pôle d'un plan polaire \',
Les trois plans V, V", V" se couperont en un point q^ qui sera le piAe du p&m pçkttre Q. ' '
De même, le poipt ^'seralejkfied'unptoipofatreU',
Les 3 points q\ ç", <y'" détermineront un plan P qui aura pour pôle le point p, intersection des 3 plans 13', U", U'"-
30. Je regarde les 3 points y, g\ g' comme sommets respectifs de 3 pyramides triangulaires ayant pour base commune le triangle l'2'3'.
On aura donc encore 9 plans qui se couperoQt 3 à 3 suivant 9 points , dont 3 seront évidemment les points g^ g", g"\
Les 6 autres seront obtenus de la manière suivante :
Les 3 plans \'^'g\ l'sy, 2'3y^ se couperonten un point que je désigne par 6'
— 2'3'jy', l'2V; l'S'/' — — b"
Les 3 plans l'2V, 2'3y', X'Z'g" — — b*
Les 6 points 6', b", 6'", 6^, b\ b^ sont les conjugués des 6 points a', a", a'\ q\ q\ q"\ Mais les 3 points a' y a!\ a" sont situés sur la surface 2 et les 3 points q\ q"f q" ne sont pas sur cette surface.
Des 6 points b\ 6", 6'", etc., 3 seront donc placés sur la surface 2, et 3 n'y seront pas placés. Reste donc à déterminer à quel signe Ton reconnaîtra les 3 points situés sur la surface 2.
31. Je puis regarder les 3 côtés du triangle 4 2 3, comme les polairement conjugués des 3 côtés du triangle l'2'3' , de 6 manières différentes, savoir :
i"" 12 conjugués de i'2'
ou k" 42 conjugués de 1 '2 23 — l'3'
tr%i
OU 2* 12 conjugués de 2'3 23 — 4 '3'
fO/
OU 5' 12 conjugués de 2'3 23 — l'2'
ou 3* 12 conjugués de l'3' 23 — l'2'
ou G"* 1 2 conjugués de 1 '3' 23 — 2'3'
Dans le premier cas , le tétraèdre 123.a aura pour conjugué celui dont les faces de l'angle trièdre qui de coupent au sommet de cet angle seront les 3 plans :
que noift avons supposé se couper au point V.
Mais en même temps le tétraèdre 12 3.a'' aura pour conjugué celui dont les faces de Tangle trièdre qui se coupent au sommet de cet angle seront les 3 plans :
que noue avons supposé se couper au point 6".
Et dans ce mémo mode de conjugaison ^ le iélraèdre 123.a"aura pour conjugué celui dont les faces de Tangle trièdre qui se coupent au sommet de cet angle seront les trois plans :
Sg, S2g , I2g ,
^ue nous avons supposé se couper au point b'".
Dans le deuxième cas, Ton trouvera que le sommet conjugué
de a sera 6", ,de a" sera b"\ de a"' sera b'. Dans le troisième cas , Ton trouvera que le sommet conjugué
de a sera 6'", de a ' sera b\ de a'" sera b". Dans le quatrième cas , Ton trouvera :
a' conjugué de b\ a" de 6% a" de *^ Dans le cinquième cas , Fon trouvera :
a conjugué de b\ a" de 6^ à" de 6^. Dans le sixième cas j l'on trouvera :
a conjugué de *S a" de b\ a'" de A^.
Ainsi les 3 points a', a", a" ont pour conjugués les 3 points b\ b", b"\ ou bien les trois points b^, b^^ b^ ; et quand l'un de ces deux groupes est le conjugué de a y d\ çl'\ Taulre est le conjugué du groupe 7 , 9", </'".
32. La construction des 6 points 6', é", é'",é^, b^^ 6^ étant exécutée, Ton pourra reconnaître facilement quel est le groupe de 3 points choisis parmi eux qui est le polairement conjugué du groupe â\ d'^ a 'y et par conséquent quels sont les 3 points qui sont situés sur la surface 1.
En effet :
On n'aura qu'à construire la droite intersection du plan aW" et du plan Q , lequel est déterminé par les 3 points g y g" y g'".
Et les 3 points d'entre les 6 points 6', é", b'"yb\b\ b% qui détermineront un plan passant par cette droite , seront ceux cherchés , seront ceux qui sont situés sur la surface 1.
S IV
Parmi les hexagones inscrits à une section conique , lequel sera l* analogue dt^polyèdre inscrit à une surface du second ordre y et dont tes 42 sommets sont liés entre eux par les relations polaires précédentes ?
•33. En examinant la construction précédente, l'^n voit que l'on peut obtenir séparément chacun des 6 points 6', b'\ V^\ M, 6S b^ ; mais pour reconnaître si le
point construit est un dixième point de la surface 1 , Ton est obligé de construire en même temps les 6 points 6', 6", b"\ 6"', b\ b\ b^^ pour chercher ensuite quels sont les 3 d'entre eux qui sont sur la surface 1.
On voit aussi que la construction des 3 dixièmes points n*est autre chose que la solution du problème suivant :
Étant donnés 3 trétraèdres inscrits à une surface dn second ordre 1 et ayant une base commune , construire sur un triangle , dont les sommets sont situés sur la surface 1 , 3 tétraèdres inscrits à cette surface et polairement conjugués avec les 3 premiers tétraèdres.
34. Si Ton examine ce qui doit être , dans le plan y Tanalogue de ce problème de V espace f l'enverra évidemment que ^ 5 points déterminant une section conique, Ton devra construire un sixième point par la solution du problème suivant :
Trois des cinq points formant un triangle inscrit, construire sur le côté qui unit les deux autres points et considéré comme base , un triangle inscrit, polairement conjugué avec le premier.
35. Ainsi , désignant par i , 2, 3, 4, 5 les 5 points donnés (Jig. 4) , l'on regardera les 3 points i y 2 , 3 comme formant un triangle inscrit. Les 4 points 1,294,5 détermineront un quadrilatère inscrit, dont les deux diagonales 44 et 25 se croiseront en un point p. Les deux côtés opposés
12 et 45 se couperont en un point q.
15 et 24 - q\
La droite q'q" sera la polaire de la section conique déterminée par les 5 points donnés , et aura pour pôle le point p.
Par les points 3 et p\ je mènerai une droite qui contiendra le sommet du triangle cherché. .
Si je prolonge le côté 23 , il coupera la droite q'q" ^a un point p ; et le côté 13 prolongé coupera la droite </Y' en un point p".
Les trois droites 5p', 4p" et 3p se couperont en un point 6, qui sera le sixième point cherché.
Les deux triangles 123 et 456 seront évidemment polairement conjugués entre eux par la polaire q'q" et son pâle p.
36. Le polyèdre à 12 sommets et inscrit , que j'ai construit précédemment , ne jouit pas, dans t espace j d'une propriété analogue à celle qui existe, dans le plan, pour l'hexagone inscrit, propriété énoncée au commencement de ce^'mémoîre, et trouvée par Pascal.
37. Si l'on examine attentivement le théorème de Pascal , l'on verra qu'il peut être présenté sous un autre point de vue , et énoncé de la manière suivante :
Ëlant donnés une section conique et 3 points pris arbitrairement sur son plan , ces 3 points déterminent un triangle, dont chacun des côtés , prolongé, coupe en général la section conique en deux points.
Les 6 points d'intersection. déterminent, 4 à 4, 3 quadrilatères inscrits (en ayant soin déconsidérer, dans chacune des combinaisons de 4 points, ceux qui appartiennent à deux côtés du triangle), chaque quadrilatère donnant 3 points de concours, Ton aura en tout 9 points de concours, dont 3 seront en ligne droite.
38. Par analogie, le théorème qui devrait être dans l'espace l'analogue de celui que je viens d'énoncer , pour le plan , serait celui-ci :
Étant donnés une surface du second ordre ^ et un tétraèdre arbitrairement situé dans l'espace, chacune des 6 arêtes de ce tétraèdre, étant prolongée, coupera en général la surface en deux points.
Les douze points d'intersection déterminent , 6 à 6, quatre troncs de pyramides triangulaires, inscrits à la surface du second ordre (en ayant soin de considérer, dans chacune des combinaisons de 6 points, ceux qui appartiennent à 3 arêtes du tétraèdre )« Dans chaque tronc pyramidal , les 6 sommets , combinés 3 à 3 , déter-
mineront 8 plans qui se couperont 2 à 2 suivant 4 droites situées dans un plan unique qui sera plan polaire de la surface du second ordre, et aura pour pôle le sommet de la pyramide à laquelle appartient le tronc considéré. Et il existera toujours un plan M , qui coupera chacun des 4 plans polaires , ayant respectivement pour pôles les sommets du tétraèdre, suivant Tune des 4 droites qu'il contient. En sorte que le plan M passera par 4 des 46 droites d'intersection.
39. La démonstration de ce théorème exige l'examen de deux questions préliminaires.
1"* Des relations qui' existent entre les tétraèdres polairement réciproques d'une
surface du second ordre.
2"" Des relations polaires qui lient entre elles 4 sections planes faites arbitrairement dans une surface du second ordre.
Des tétraèdres polairetnent réciproques dtune surface du second ordre.
/40. i^Étant donnée une surface du second ordre 2, je suppose un plan P coupant cette surface suivant une courbe y; je suppose ensuite, dans le plan P, une droite arbitraire D, qui î^o\i polaire de la courbe y, par rapport à un pôle rf; et je sup-
pose encore que le plan P soil plan polaire de la surface I par rapport à un pâle p. L'on sait que les deux droites D etpd seront polaires réciproques de la surface 2. C'est-à-dire que tout cône , ayant son sommet sur la droite D , sera tangent à la surface 2 suivant une courbe dont le plan passera par la droite pd. Et réciproquement, tout cône ayant son sommet sur la droite pd sera langent à la surface 1 suivant une courbe dont le plan passera par la droite D.
Par le point d et dans le plan P je mène une droite arbitraire D', qui coupera la courbe y en deux points df", d"'', et la droite D en un point d'. L'on sait que les deux tangentes à la courbe y, aux points d'" et d"", se couperont en un point d" situé sur la droite D. Je mène la droite dd".
Il est évident que les deux droites dd" et D' sont deux polaires réciproques de la courbe y, chacune d'elles contenant le pôle de l'autre.
Les 4 points d, d'^ d" eip sont les sommets d'un tétraèdre, que je désigne par le nom de tétraèdre polaire de la surface du second ordre 2, parce que chacun de ses sommets est pôle de la surface 2, la face de ce tétraèdre opposée au sommet considéré comme pôlcj étant plan polaire de cette même surface 2.
4i. 2"* Étant donnée une surface du second ordre 1 , je prends dans l'espace 4 points arbitraires, p, p\ p", p'\ formant un tétraèdre que je désigne par T^ Chacun de ces points sera le pôle de la surface 2 par rapport à un plan polaire.
Je désigne par P le plan polaire de 2 ayant p pour pôle.
Les 4 plans P, P', P", P'" se couperont 3 à 3 en 4 points que je désigne par 9i q'f 9"t 9 '9 m^^ seront les sommets d'un tétraèdre que je nomme T'. Les deux tétraèdres T et T' seront dits tétraèdres polairement réciproques de la surface du second ordre 2 , parce que évidemment les sommets de l'un sont respectivement pôles des faces de l'autre et réciproquement.
42. 11 est encore facile dereconnaitre la propriété suivante dans les deux tétraèdres T et T'.
Les 3 arêtes qui se réunissent en un sommet quelconque p du tétraèdre T , sont respectivement les polaires réciproques des 3 arêtes du tétraèdre T', contenus dans le plan P (plan polaire ayant p pour pôle), et déterminant par leui;^s intersections deux à deux , une des faces triangulaires de ce tétraèdre T'.
Et réciproquement les 3 arêtes qui se croisent en un quelconque 9 des sommets du tétraèdre T\ sont respectivement les polaires réciproques .des 3 arêtes du tétraèdre T, qui forment la face triangulaire dont le'plan est plan polaire de la surface 2 ayant le point q pour pôle.
Jf
43. 3"" D'dprèsce qui précède , je forme le tableau suivant : Les sommets du tétraèdre T seront :
p, Tpôle du Tplan polaire P qpi détermine une des faces du tétraèdre T'.
Les plans des faces du tétraèdre T seront :
Q ayant pour pôle le sommet q du tétraèdre T . Q' - 7'
q sera l'intersection des 3 plans : P\ P" P' q' — P, P", P'
p sera l'intersection des 3 plans : Q', Q", Q'
Les sommets tels que p et </, ou p' et ç', etc., seront dits : sommets polairetnent opposés j ou pôles opposés.
Et les faces telles que P et Q ( désignant les faces triangulaires des tétraèdres T et T', par les plans qui les contiennent) , seront dites : faces poUdrement opposées ou plans polaires opposés.
AA. 4" Étant donnés une surface du second ordre 1 , deux tétraèdres T et T' polairemeni réciproques de cette surface , et 4 courbes planes a, 6, y, d, situées sur cette même surface.
Le plan de la courbe a coupant la face P du tétraèdre T' suivant une droite A
Si Ton, suppose que la courbe a est la base d'un cône ayant le point p pour sommet (ce point p étant le pôle de la surface 2 par rapport au plan polaire P) , ce cône coupera la surface 2 suivant une seconde courbe plane a-
L'on sait que les deux courbes a et a! pourront être enveloppées par. un second cône dont je désigne le sommet par r, ce point sera situé sur le plan P et sera le pôle d'un plan polaire de la surface 2 que je désigne par R.
^nt
Les deux plans P el R se couperont suivant la droite A. Opérant de même pour les courbes 6, y, iy Ton aura , pour résultats ceux présentés dans le tableau suivant :
, I situés sur ( G, ayant pour sommet le point p pôle du plan Pcontenant k pointr jdeuzcônesi C, —
Les 4 points r, r\ r", r'" déterminent un tétraèdre que je désigne par t.
Les 4 plans R, R', R", R"' déterminent aussi un tétraèdre que je désigne par t\
Les deux tétraèdres l et l' seront des tétraèdres po/atremmf réciproques de la surface 1.
Les quatre tétraèdres T, T', i et l'seront'liés entre eux parles relations suivantes.
Le tétraèdre î ayant ses sommets situés sur les plans des faces du tétraèdre T', sera inscrite ce tétraèdre.
Et par la même raison , le tétraèdre T sera inscrit dans le tétraèdre i'.
45. Si les plans des 4 courbes a, 6» y, d, passent respectivement par les 4 sommets du tétraèdre T', alors les deux tétraèdres T et T' seront inscrits dans le tétraèdre t'.
En sorte que le plan de chaque face du tétraèdre t! contiendra l'un des sommets soit du tétraèdre T, soit du tétraèdre T'.
Et chaque sommet du tétraèdre t sera sur la droite iatersection des plans de la face du tétraèdre T' et de celle du tétraèdre T, qui ont pour pôles respectifs les sommets de ces mêmes tétraèdres T et T', par lesquels passe la face du tétraèdre i\ ayant pour pôle le sommet considéré et appartenant au tétraèdre i.
S VL
Des relations polaires qui lient entre elles 4 courbes polaires situées sur une surface
du second ordre.
46. En se rappelant l"" que n droites , situées dans un plan P^ ont par rapporta une surface du second ordre, n polaires réciproques qui se coupent en un point p, pàUAvL plan polaire P, et2* que 3 courbes planes situées sur une surface du second ordre, peuvent, en général, être enveloppées deux à deux par 6 cônes , dont les sommets seront distribués 3 à 3 sur 4 droites situées dans un plan unique , et que le point , intersection des plans des 3 courbes est le pôle du plan qui contient les sommets; il est facile de vérifier Texistenoe des propriétés suivantes :
Si Ton a A courbes planes G', CyC" et C^ tracées sur une surface du second ordre 2, on pourra les unir 2 ù 2 par des surfaces coniques , qui seront, en gé« néral , au nombre de 12, et dont les somnoets seront distribuésS à 3 sur i6 droites.
Les i2 sommets seront 6 à 6 et les 16 droites seront 4 à 4 sur 9 plans.
47. Pour mettre en évidence les résultats énoncés , je -suppose que les 4 courbes puissent être enveloppées 2 à 2 par un cône intérieur et un cône extérieur. La figure (5®) est dès lors composée de la manière suivante :
La notation z\,j par exemple, indique que ce point est le sommet du cône extérieur enveloppant les deux courbes C et C".
La notation J'^,, par exemple, indique que ce point est le sommet du cône intérieur enveloppant les deux courbes G' et G".
Les parties de la figure oii se trouvent les indices ( ', ", ^ ) et ( ", "', ^ ) et ( V', '" ) et (', '", ^) sont sur des plans ayant pour pd/es respectifs les points intersections des plans des groupes de courbes (G', G",G4) et (G", G'", G^) et (G', G", G"') et (G', G'", G*) .
[Chacun de ces plans polaires ayant tourné respectivement autour de la droite ( e'„J'„)et(e"„,J"^,,) et ( e,J',„) , axe commun aux deux cônes intérieur et extérieur, enveloppant deux à deux les courbes (G', G") et (G", G'") et (G', G"') pour se recoucher sur le plan où les sommets sont annotés ( ', '", '" ). ]
48. Parmi les 9 plans (dits plans des sommets), il y en aura en général : 4 qui contiendront chacun 3 sommets extérieurs et 3 intérieurs ;
4 qui contiendront chacun 4 sommets intérieurs et 2 extérieurs; Et 1 qui contiendra tous les sommets extérieurs.
Je désigne par Q le plsHi de la courbe G
51. Ces 4 plans se coupent 3 à 3 en 4 points que je désigne par p, p\ p'\ p"\ et se coupent 2 à 2 suivant 6 droites qui seront respectivement Xe^poluires réciproques des 6 axes des cônes enveloppant 2 à 2 les 4 courbes.
• 52. Par chacun des points p, p', p\ p" passent 4 droites po&itre^ réciproques des 4 droites qui unissent 3 à 3 les sommets des cônes enveloppes, et situées sur le plan dont le pôle est le point considéré.
53. Ces 16 polaires réciproques se couperont 4 à 4 en 9 points qui seront les pd/e» respectifs des 9 plans contenant 6 à 6 les sommets des 12 cônes enveloppes.
54. Les pointsp,p',p",p'" seront 4 de ces 9 pôles^Qi auront respectivement pourp^on^ polaireê\e&A plans qui contiennent 3 sommets extérieurs et 3 sommets intérieurs.
Les résultats précédents n'ont encore été énoncés par aucun géomètre.
Ils sont identiquement les mêmes que ceux que Ton obtiendrait par rapport à 4 surfaces du second ordre , pouvant être enveloppées deux à deux par une surface conique.
Celte identité ne doit pas surprendre , puisque l'on peut considérer rigoureusement une section conique, comme étant une surface du second ordre i dans laquelle l'un des 3 axes principaux, ou Tun des 3 diamètres conjugués s'est anéanti.
S VIL
Quel est le polyèdre inscrii à une mrface du second ordre , qui est dans Tespace C analogue de C hexagone inscrit à une section conique ?
55. Étant donnés une surface du second ordre 2, et un tétraèdre arbitrairement placé dans l'espace par rapport à cette surface > si Ton prolonge les 6 côtés de ce tétraèdre, chacun d'eux rencontrera la surface 2, en général, en deux points; Ton aura, dès lors, 12 points, qui seront les sommets d'un polyèdre inscrit à la surface 2, et ayant 20 faces triangulaires.
Il pourra arriver que le polyèdre inscrit, au lieu d'avoir 20 faces triangulaires, soit terminé par 14 &ces dont 8 seront des triangles et Odes quadrilatères-plans.
50. Tel est le polyèdre qui dans Cespace jouit des propriétés énoncées dans le pldoty pour l'hexagone inscrit , puisque :
Les plans des faces opposées de ce polyèdre se couperont suivant des droites qui seront toutes situées sur un plan unique,
57. Pour démontrer ce théorème , nous nous appuierons sur les propriétés polaires démontrées précédemment, et en même temps nous expliquerons ce que nous entendons par faces opposées ; explication indispensable pour comprepdre l'énoncé du théorème précédent , et qui ne peut être donnée tout d'abord, parce que ce n'est que la j|émonstration elle-même de ce théorème , qui fera voir clairement ce que l'on doit entendre par faces opposées du polyèdre inscrit.
Je désigne par p, p\ p'', p"' les quatre sommets du tétraèdre.
Je suppose que les 3 côtés pp', pp", pp'" qui se croisent au sommet p, étant prolongés, coupent chacun en deux points la surface 2-
Je désigne par n'^ m' les points de rencontre de la surikce 2 par le côté pp'
- n'S m" - - pf
— «"Vm"' — — pp'\ Ces 6 points déterminent un tronc de pyramide triangulaire , inscrit à la surface 2, le sommet de la pyramide étant le point p.
Leplandéterminépar les arêtes pp' et pp" coupe lasurface2suivantunecourbea
pp'elpp'" - 6
- PP"etpp"' - y
Ainsi à h section conique a se trouve inscrit le quadrilatère n\ m\ n" tti!' •
et I in ni
— Il) iR ) n f tw
— y — ft y fil y H y tu •
Je désigne par A le quadrilatère inscrit dans la courbe «
Les côtés opposés du quadrilatère A se couperont au point p, et en un second point que je désigne par a, et les deux diagonales se croisent en un point que je désigne par a!.
Les côtés opposés du quadrilatère B se couperont au point p, et en un second point que je désigne par b , et les deux diagonales se croiseront en un point que je désigne par b'.-
Les côtés opposés du quadrilatère G se couperont au point p, et en un second point que je désigne par 9, et les deux diagonales se croiseront en un point que je désigne par g.
Les deux courbes a et 6 seront enveloppées par deux cônes dont les sommets seront situés sur la droite intersection des deux plans tangents à la surface 2, l'un au point n\ Tautre au point m\
Les deux courbes a et y seront enveloppées par deux cônes dont les sommets seront situés sur la droite intersection des deux plans tangents à la suriace 2, Tun au point n'\ Tautre au point m".
Enfin, les deux courbes 6 et y seront enveloppées par deux cônes dont les sommets seront situés sur la droite intersection des deux plans tangents à la surface 1 y l'un au point n'^ l'autre au point m'".
Et les 6 sommets des cônes enveloppes seront tous situés sur un plan unique , plan polaire de la surface 1 et ayant le point p pour pâh. Je désigne ce plan par P.
58. Les 6 points m\ m", m'", n\ n\ n"\ sommets du iroWt pyramidal, peuvent être unis 3 à 3 , de 8 manières différentes , et donner par conséquent 4 groupes de combinaisons ; ainsi :
qui se coupent suivant une droite \>.t
nt , tu
déterminent un
plan
tu y n
59. Il est évident que la droite jit contient les 3 points a, 6 et 9
/i, — b\ g' et a
p, . — a', g' et b
|st, — • a\ b' et. g.
60. Les 6 points a, b, g, et a', b', g, sont situés dans le plan P ; car la droite aa' est polaire de la courbe a par rapport au pôle p
bb' — 6 — p
6i. Les deux courbes intersections de la surface 2 par les plans M, et N. seront enveloppées par deux cônes dont l'un aura pour sommet le point p. II en sera de même pour les courbes intersections de 1 par les couples de plans
M. et N, M, et N,
'M^ et N^
Ainsi les 8 courbes intersections de la surface 1 par les 8 plans combinant 3 à 3 les 6 sommets du tronc pyramidal , seront 2 à 2 sur 3 cônes dont 4 auront pour sommet commun le point p.
62. On peut mener 8 courbes tangentes à la fois aux 3 courbes a, 6 et y. Mais il est facile de vérifier que parmi les plans de ces 8 courbes tangentes, il n'y en aura que deux qui se couperont suivant Tune des 4 droites fi,, ft,, /x., /x^. Je suppose que ce soit la droite [i, , elle contiendra dès lors 2 des sommets des 6 .cônes enve-loppant 2 à 2 les 3 courbes ccy Seiy.
63. Si l'on répète tout ce qui précède, en examinant les 3 arêtes pp', p'p', p'"p\ qui se croisent au point p' (désignant par 3 la courbe intersection de la surface 1 * par le plan p'pY')^ parmi les 8 plans déterminés par les combinaisons 3 à 3 des 6 points de rencontre de la surface 1 par les 3 arêtes , Ton aura deux plans qui passeront par l'une des 4 droites qui contiennent 3 à 3 les 6 sommets des cônes enveloppant 2 à 2 les 3 courbes a, 6 et d.
Même chose aura Keu en considérant les deux sommets p" et p'" du tétraèdre arbitrairement situé dans l'espace.
641 On peut supposer que le sommet p du tétraèdre soit intérieur ou extérieur par rapport à la surface 2.
Le point p sera dit intérieur , si les 3 arêtes qui s'y croisent coupent la surface 2 y chacune en deux points placés l'un à droite et l'autre h, gauche du point p.
Et le point p sera dit extérieur , si chacune des arêtes coupe la sur&ce en deux points placés d'un même côté par rapport au point p. (Dans ce qui précède , j'ai supposé que le point p était extérieur.)
65. Que le point p soiCintérieur ou extérieur par rapport à la surface 2 , il est facile de se convaincre que la droite jli, , que nous avons supposée être celle qui contenait 3 des 6 sommets enveloppant 2 à 2 les 3 courbes a , € et y , contient précisément les 3 sommets que Ton nomme extérieurs, lorsque l'on suppose que les
3 courbes a, 6 et y, n'ont 2 à 2 aucun point commun.
11 suffit de construire la figure , et de se rappeler les propriétés polaires du quadrilatère inscrit à une section conique, et celles du triangle polaire d'une courbe du second degré, pour voir sur-le-champ que le fait énoncé est vrai.
On peut conclure de tout ce qui précède
Que si Ton a un tétraèdre arbitrairement situé dans l'espace par rapport à une surface du second ordre 2 , les 6 arêtes prolongées étant supposées couper chacune la surface en deux points, donneront 12 points situés sur la surface 2, qui, unis3 à 3, détermineront 8 faces triangulaires qui se couperont 2 à 2 suivant 4 droites qui seront toutes situées sur un plan unique, qui sera celui qui contient les 6 sommets des cônes extérieurs enveloppant 2 à 2 les 4 courbes , sections de la surface du second ordre, par les plans des 4 faces du tétraèdre. Et nous nommerons /aces apposées, dans le polyèdre qui a pour sommets les 12 points précédents, deux faces dont les plans coupent la surface 1 suivant deux courbes qui seront enveloppées par deux cônes dont l'un aura son sommet en l'un des 4 sommets du tétraèdre.
Dans ce polyèdre , il existe encore d'autres faces que les 8 que nous avons déterminées ; ces faces restantes donneront encore des couples de faces apposées , mais ces nouvelles faces apposées ne satisferont pas à la condition précédemment trouvée ; seulement leurs plans se couperont sur le plan unique qui contient les
4 droites des sommets des 6 cônes extérieurs.
67. En opérant sur un cas particulier, je ferai mieux concevoir qu'il existe en effet, dans le polyèdre précédent, deux espèces de faces apposées : V celles dont les plans se coupent sur le plan qui contient les sommets des cônes extérieurs, et dont les plans coupent la surface du second ordre suivant des courbes enveloppées par un cône ayant pour sommet l'un des 4 sommets du tétraèdre ; et 2* celles dont les plans se coupent seulement sur le plan qui contient les sommets des cônes extérieurs.
Je suppose que la surface du second ordre soit un ellipsoïde , et que les 4 sommets du tétraèdre soient situés dans l'intérieur de cette surfece (fig. 6 ).
Soient p, p\ p", p'" les sommets du tétraèdre.
Les 8 triangles trouvés précédemment et donnant Aes faces apposées du premier genre seront :
AA'A"— BB'B"; AgY-Bgg'i
An K A ¥>// / ff rr — ^99'
68 . Examinons les groupes de points tels que MM'g^y et cherchons à déterminer de quelle manière ils doivent être liés entre eux pour achever le polyèdre inscrit.
Ces 4 points ne peuvent être dans un même plan qu'autant que le plan de la face p p V" ^^ tétraèdre passera par la droite » intersection des plans des triangles opposés AA'A" et BB'B", et que les côtés opposés de l'hexagone gg*g*g"*g^g^ se couperont sur cette droite.
Et lorsque cette condition sera satisfaite pour ce groupe de points^ les autres groupes analogues de 4 points détermineront aussi des quadrilatères-plans.
Mais, en général^ les groupes de 4 points, tels que k'k^gg^y déterminent des quadrilatères-gauches.
Ainsi j en général, nous pourrons former avec les 4 points k'k"gg^ deux triangles ayant pour côté commun, ou la droite A'^^ ou la droite A"^. Dans le cas où le côté commun est A^, les 4 points B", g\ g\ B', qui formeront le groupe opposé, détermineront aussi deux triangles qui auront pour côté commun la droite ^"B', parce qu'alors les plans des triangles A'A'y et B'B'y, k'gg^ et Byy se couperont sur le plan M contenant les sommets des cônes extérieurs, puisque les côtés prolongés A" A' et B"B', A"^* et B'9'' se coupent sur ce plan.
Si le côté commun était ÈL*g^ alors les 4 points B", g\ g'" y B' donneront deux triangles ayant pour base commune la droite g'"l^".
69. En faisant pour les 5 autres groupes la même remarque, Ton voit que Ion pourra composer le polyèdre inscrit, d'abord des 8 faces triangulaires trouvées précédemment et qui seront invariables, et de 12 autres faces triangulaires qui seront deux à deux opposées, et dont le tableau sera :
ou
Mg^ opposé de
B'jrV"
A"Ay -
kg' g" opposé de
AAy
BBy
Ap'V opposé de
A"Aj^ -
ou
^ W opposé de
À.'g'g"' opposé de
AAy
BBy
A."g"Y opposé de
BV
OU
70. On pourra donc varier le polyèdre inscrit, suivant le choix que l'on fera parmi les triangles opposés, dans le tableau précédent, pour le fermer, pour l'achever.
Les triangles précédents détermineront des faces opposées du second genre.
71. J'ai supposé dans ce qui précède que les sommets du tétraèdre étaient inté^
rieurs; l'on obtiendrait des résultats analogues, s^ils étaient tous extérieurs ou partie Intérieurs et partie extérieurs.
C'est- à-dira que le polyèdre inscrit aura toujours 12 sommets, chaque arête perçant la surface en deux points.
72. Nous pouvons supposer, chaque arête perçant la surfaceen deux points, que l'un des sommets du tétraèdre, ou deux, ou trois, ou tous les quatre, soient situés sur la surface du second ordre :
i*" L'un des sommets étant sur la surface (le sommet p par exemple), le polyèdre inscrit aura 10 sommets, et sera terminé par 10 faces -triangles et 3 faces-quadrilatères-plans {fig. 7) , ou 10 faces-triangles et 3 faces-quadrilatères-gauches.
Il est évident que si , iMe plan tangent à la surface au sommet p ; 2"" le plan delà base pVV du tétraèdre, et 3"" le plan du triangle déterminé par les 3 points intersections de la surface et des 3 arêtes du tétraèdre qui se croisent au point p ; si ces 3 plans , dis-jé , se coupent suivant une même droite, les 3 quadrilatères 6' W6"', yy^ééj dab"b' seront plans. Mais cette condition peut n'être pas remplie , et dès lors ces 3 quadrilatères sont gauches.
Ce polyèdre nous présente un cas remarquable. La face b'b"b'" a pour opposée le point p. Lorsque le pointp n'était pas sur la surface du second ordre, les 3 arêtes qui s'y croisent coupaient cette surface suivant 3 points âad'\ dont le plan coupait celui de la face b'b"b'"y suivant une droite située sur le plan M. Il est évident que le plan da'ôf^ lorsque le point p arrive sur la surface et que par conséquent les 3 points a'd'a!" se confonâent en un seul point p, ne devient autre que le plan tangent à la surface du second ordre , au point p. Par conséquent, le plan du triangle b'b"b"' coupe le plan tangent au point p , suivant une droite située sur le plan M*
2"* Si l'on suppose que le tétraèdre a deux sommets p et p' situés sur la surface du second ordre {fig. 8).
On obtiendra un polyèdre ayaïit 8 sommets et terminé par 10 fistces-triangles , et un quadrilatère-plan ou un quadrilatère-gauche ad'bb".
Le quadrilatère od^W^ sera plan^ si les 3 arêtes du polyèdre W\ pp, ad'f prolongées , se coupent en un point unique.
9" Si Ton suppose que le tétraèdre a 3 sommets p, p', p'^ situés sur la surface du second ordre, alors on obtiendra un tronc de pyramide triangulaire , si le 4' sommet p"' est extérieur^ par rapporta la surface, et un octaèd^, si ce A' sommet est intérieur.
Â"" Enfin, si l'on suppose que les 4 sommets du tétraèdre sont situés sur la surfiaice du second ordre, l'on aura le tétraèdre inscrit; et Ton déduit de ce qui précède la propriété suivante , qui est remarquable.
Le plan tangeot & la surface du second ordre en Tun des sommets du tétraèdre inscrit, coupe le plan de la face opposée, suivant une droite située sur le plan M qui contient les 6 sommets des cônes extérieurs enveloppant 2 à 2 les 4 courbes, sections faites dans la surface par les plans des 4 faces du tétraèdre inscrit.
Par conséquent , les 4 droites intersections des 4 plans tangents aux 4 sommets du tétraèdre inscrit, avec les plans des 4 faces respectivement opposées, sont situés sur un plan unique.
S VIII
Des propriétés polaires dont jouissent les polygones inscrits à une section conique,
73. Dans l'examen des propriétés polaires des polyèdres précédents, je n'ai point employé les propriétés connues des polygones inscrits à une section conique, et ayant plus de 4 sommets.
Je ne me suis appuyé que sur les propriétés polaires du quadrilatère inscrit.
Je puis donc descendre de Vespace sur le p&m, et déduire des propriétés polaires des polyèdres examinés précédemment , celles des polygones analogues et inscrits à une section conique.
74. Le théorème qui sur le plan sera Tanalogue de celui que je viens de démontrer dans f espace , par rapport au tétraèdre arbitraire , sera évidemment le suivant :
. Étant donné sur le plan d'une section conique, un triangle arbitrairement situé, ses côtés prolongés couperont en général la courbe en 6 points.
€es 6 points formeront 3 grouppes de 4 points chaque , et <kns chaque groupe les 4 points seront unis 2 à 2 par 6 droites, se coupant 2 à 2 en 3 points.
On aura par conséquent, pour les 3 groupes, 18 droites se coupant 2 à 2 en
9 points, dont 3 seront les sommets du triangle arbitraire, et les 6 autres seront distribuées 2 à 2 sur les polaires de la section conique, ayant pour pôles respectifs les 3 sommets du triangle arbitraire.
l"* Si aucun des sommets do triangle arbitraire n'est situé sur la section conique, l'on aura l'hexagone inscrit^ pour polygone déterminé par les 6 points intersections de la courbe et des 3 côtés du triangle arbitraire.
L'hexagone inscrit sera dans le plan l'analogue du polyèdre à 12 sommets.
2"* Si l'un des sommets du triangle est sur la section conique, le polygone que l'on obtiendra sera le pentagone qui dans le plan sera l'analogue du polyèdre à
10 sommets.
S'^Sideux des sommets du triaDgle sont situés sur la section conique, le polygone obtenu sera le quadrilatère qui dans le plan sera l'analogue du tronc de pyramide
triangulaire ou de l'octaèdre , ou plus simplement , du polyèdre à 6 sommets.
4" Si les 3 sommets du triangle sont situés sur la section conique, Ton a le triangle inscrit, qui sera dans le plan, l'analogue du tétraèdre inscrit.
75. J'ai montré précédemment que le polyèdre à 12 sommets pouvait être de deux espèces, suivant que les quadrilatères tels que MM'gg* {fig. 6) étaient gauches ou plans.
Il existera aussi deux espèces d'hexagones inscrits, qui seront les analogues de ces deux espèces de polyèdres.
Supposant que pp'p" est le triangle arbitraire , si les côtés opposés b^b"' et bb' se coupent sur pp' (supposé prolongé) , au point m {fig. 9) ; si en même temps les côtés opposés b'^b"' et bb* se coupent sur p'p" (prolongé) en m'; alors les côtés opposés b^b et b'b" se couperont sur pp" (prolongé) en un point m\ et tel que les 3 points m, m et m" seront en ligne droite.
Ce polygone sera 4'analogue du polyèdre à 12 sommets dans lequel les quadrilatères tels que h!A''gg* sont plans.
Mais si les côtés opposés b^b'" et bb' ne se coupent pas sur pp' prolongé, alors l'hexagone sera l'analogue du polyèdre à 12 sommets, dans lequel les quadrilatères tels que k!h!'gg* sont gauches.
76. Des propriélésdu polyèdre à 10 sommets, l'on déduit une propriété remarquable du pentagone inscrit {fig. 7), et qui fournit un procédé très-simple pour construire une tangente en un point cf , d'une section conique donnée p^r json tracé.
Étant donnés 5 points arbitraires p, 6, b\ b'\ b"\ j'unis p et 6, p et b\ 6" et<6'", par des droites : les deux droites
b*'b'" et p6 se coupent en p' 0 fr et p6 — p
Je regarde pp'p'' comme le triangle arbitraire; dès lors
b'b" et pb"* prolongés se couperont en w! Afr"'etp6" — m
La droite mw! coupera bb' prolongé en m'^
La droite pw!' sera tangente au point p , à la section conique déterminée par les 5 points donnés {*).
(*) Ban; le poljèclTe à 10 sommets , |^ quadrilatères tels ({ue àa^b'b" ( fig. 7 ) pouTaient être plaas on gauches, un. peut ainsi aroir deux espèees de pentagones qui seront les analogues des deux espèces de polyèdres à 10 sommets. Si la droite h''b'" prolongée passe par le point m", le pentagone sera Tanalogue du polyèdre à 10 sommets dans lequel les quadrilatères tels que a^a^t'h" sont plans. Si la droite 6''6"' prolongée ne passe pas par Iç point m", alors le pentagone sera Tanalogue du polyèdre dans Jle^ quel les quadrilatères tels'que a'a"6'd'' sont gaudies.
77. Des propriétés du tétraèdre inscrit, Ton déduit aussi la propriété suivante pour le triangle inscrit {fig. iA ).
Les trois tangentes aux 3 sommets du triangle inscrit à une section conique, coupent les côtés opposés prolongés en 3 points qui sont en ligne droite (^).
S ÏX.
Étant donnés 9 plam , dont 3 arbitrhïretnent choisis se coupent en un point par lequel ne passe aucun des 6 autres plans , construire un dixième plan tangent à la surface du second degré , déterminée par la condition iêtre tangente à la fois aux 9 plans donnés.
78. Ce problème est Tinverse, polairement parlant., de celui où Ton demandait àla construction d'un dixième point de la surface du second ordre, assujettie à passer par 9 points donnés.
Je désigne par 2 la surface du second ordre, tangente aux neuf plans donnés. .Je désigne par i.2.3 et i'.2'.3'. et a\ d\ a"\ les 9 points de contact des 9 plans tangents.
Je désigne par T' le plan tangent à 2 au point 1
— etc. — — etc.
Les 3 plans Via\ 23a'^ 13a''^ se coupent en un point désigné par g. Le plan Yîd coupera la surface 2 suivant une courbe a
Le cône tangent à la surface 2 suivant la courbe a aura pour sommet un point h
Le point h sera pôle de 2 par rapport au plan polaire 12a'
On sait que les 3 points A , A' et h" détermineront un plan V qui sera plan polaire de la surface 2 par rapport au pôle g. Les 3 plans tangents T' , T% T*' se couperont au point h — T', T% T« — h'
— ^■^■^ ■! ■" ■' ■ ■ wm^^^mm i ■ i. xm^m^Êtm^ l— >— ^^^»»^— — i— — — IM^^^
(*) Nous derons faire remarquer que les propriétés polaires dont jouit Thexagone inscrit doirent tou> •nrs faire considérer ce polygone comme étant sur le ptan Fanalogue du seul polyèdre à 12 sommets et complètement polaire , ou en d'autres termes, ayant des faces qnad?ilatères-plans. Il en est de même du pentagone inscrit.
Aiofii , au moyen des 6 plans Uogents T', T', T^ T*^, T*", T'", l'on «iéterminera le plan V, pUm polaire de la surface 2.
Les 3 plans 12a", 23a'^, ida' se coupent en un point 9".
Par conséquent, en suivant la marche précédente, nous aurons :
Les 3 plans tangents T, T*, T*" se coupant en un point k
et les 3 points ky k\ k" détermineront un plan V", plan polaire de la surface 2; par rapport au pôle g". Les 3 plans 12a"^ 23a', ÎSa" se couperont en un point g". On aura donc : Les 3 plans T', T% T"* ' se coupant en un point t
et les 3 points i, t', t" détermineront un plan V", plan poUàre de la surface 2 par rapport au pôle g".
Les 3 plans V, V, V" se couperont en un point'f , qui sera pôle de la syrface 2 par rapport au plan déterminé par les 3 points g\ g\ g*\ et que nous avons précédemment désigné par Q.
Lès 3 plans l'sy, M2!g\ 2'3y" se coupent en un point y.
Leplan l'2yestp/anpo/éitredela surface 2par rapporta unpd/€ qui doit se trouver sur le plan polaire de 1 ayant le point 9' pour pôle ; il sera situé ainsi sur le plan V.
Ce pôle doit être le sommet d'un cône tangent à 1 suivant la courbe de section donnée par le plan i'2y; par conséquent, les deux plans tangents T*' et T*' se couperont suivant une droite qui percera le plan Y' au point cherché.
Je désigne ce point par n.
Le pôle du plan i*Z*g" sera Tintersection du plan V" par la droite intersection des deux plans T'' et T^'.
Je désigne ce point par n'.
Le p^e du plan ^'^g''* sera l'intersection du plan V" par la droite intersection des deux plans T*' et T*'.
Je désigne ce point par n'.
Les 3 points n\ n'\ n'" détermineront un plan T^', qui sera plan polaire de la surface 1 par rapport au pôle b\
Si le pointa' est sur la surface 2, le plan T^' sera un plan tangent de cette surface^.
Les 3 plans 2'3y, l'2y', l'3y" se coupent en un point 6".
Isera la ren- ) I par la droite intor- ) t <. • ^ * • J
contre du W \ secUon des deax T"' et r'^l^* ^f/S!! 1 phin S 1 pla» «angeiHa \ \ ^ i»"**' par \
r^Y — y" — r'etr' — m'
l'3^'" _ V'" — r'etT^' — m'
Les trois points m, m'j m" détermineni un plan T^', ptot Tj^oUAve d« là surface!, et ayant le point b" pour pste.
Nous aurons par la même raiâon :
{p^/edttplan l'Sy, intersection du plan V parladi*oite intersection des deux plans T" et T^'
— — T-'etT*'
— - T'etT*'
— — T" et T**
— — T' et 'P
— — T"ctT^
— — T' et T»'
— — T'ctT^
— -- T" et T"
— — T' et T»' -, _ T" et T*'
— — T" et T3'
pUm pohirt ayant b'" pour pôle,
79. Mais comment reconnaître, parmi les 6 plans T*', T*', T* ', i*!, T**, T*\ les 3qui seront plans tangents de la surface 2?
Les 3 plans tangents seront ceux qui se couperont en un point situé sur la droite passant par le point q et celui où se croisent les 3 plans T^', T''", T"*'" .
Car Vùn se rappelle que les 3 points b\ b", b'" étant supposée sur la surface 2, les deux courbes de section ftiites dans la surface 1 par les deux plans vl^'e!*' e^ b'b"b'^' doivent être enveloppées par deux cônes dont les. sommets étaient pour Tun le point ç, pôle du plan polaire Q , et l'autre situé sur ce plan polaire Q.
Et Ton sait que si Ton a deux courbes planes situées sur une surface du second ordre, elles sont les courbes de contact de deux cônes tangents à la surface, tels que leurs sommets sont situés sur la droite qui contient les. deux sommets des cônes enveloppant les deux courbes planes.
80. Dans le problème où il s'agissait de trouver le iO* point d'une surface du seeond ordre £, l'on déterminait le plan Q, plam polaire de 1 par rapport à làupâle q , pôle que l'on ne pouvait déterminer puisque la surface 2 est iééale dans ces sortes de questions.
rig"
et
vsy
l'sy"
yw
et
l'ay
et
rsg»
rvg"
Les 3 points / ,
r déterminent un plan T^"'
,ai
El dans le problème où il s'agit de trouver le 10" plan tangent , Ton détermine le point 9 pôle d'un pUm polaire Q de la surfaee 2, plan polaire que l'on ne peut déterminer , puisque la surface est encore idéale.
Ainsi» polai rement parlant, ces deux problèmes sont inverses ou réciproques Tun de l'autr'e.
SX.
Étant données 5 tangentes d'une section conique , construire une 6* tangente par une méthode qui sait dans le plan Canalogue de celle employée dans Tespace pour la construction d'un sixième plan tangent.
84. Je suppose (fig. 12) que les cinq droites ndy dm^ abj ac, bc sont cinq tangentes d'une section conique.
11 faudra construire la sixième tangente nm, de. telle manière que le triangle ndm soit polairement conjugué avec le triangle abc.
On obtiendra évidemment ce résultat par la construction suivante. Je joindrai les points d et c par une droite , ainsi-que les points eei f. Les deux droites de et e/* se couperont en un point p, qui sera le pôle qui devra conjuguer entre eux les deux triangles circonscrits à la section conique.
Puis je mènerai la droite gp ooupant ac en q
— bp — i6i en n
— ap — dm en m
— kp — o6 en r.
Les quatre points n^q^r et m seront en ligne droite, et cette droite sera la sixième tangente demandée.
S XL
Quel est le polyèdre circonscrit à une surface du second ordre^ qui^ dans l'espace , est l'analogue de t hexagone circonscrit à une section conique ?
82. Si en chacun desl2 sommets du polyèdre inscrit et précédemment construit, je mène un plan tangent à la surface du second ordre 2, je formerai un polyèdre circonscrit ayant 12 faces , et qui jouira de la propriété polaire suivante :
Les droites unissant les sommets opposés se coupent en un point unique.
83. On se rappelle la définition que j'ai donnée, de deux faces opposées , dans le polyèdre à 12 sommets et inscrit à une surface du second ordre.
Ainsi, Ton se rappelle que, pour les couples de faces opposées, soit de première, soit de seconde espèce, les plans des deux faces opposées se coupent sur un plan unique.
Je désigne par D la droite intersection des plans d'un couple de faces opposées ,
et par R , la droite qui unit les deux sommets dès cônes enveloppant les deux sections faites dans la surface du second ordre par les plans de ces faces opposées.
Les deux droites D et R sont deux po^ire« réciproques de la surface dn second ordre.
Toutes les droites D étant dans un plan unique M , toutes les polaires réciproques R se couperont en un point unique m, pâle de la surface 2, par rapport au plan polaire M.
On sait que les pôles de deux faces opposées du polyèdre inscrit seront situés sur la droite R , axe des deux côqes enveloppant les sections faites dans la surface 2 par les plans de ces faces.
Par conséquent
Appehni sommets opposés du polyèdre circonscrit, ceux qui sont les pôles de deux faces opposées dans le polyèdre inscrit, nous pourrons énoncer le théorème suivant :
Dans le polyèdre circonscrit ayant 12 faces tangentes à la surface du second ordre et aux 12 sommets du polyèdre inscrit et provenant (Cun tétraèdre arbitraire^ les droites qui unissent les sommets opposés se coupent en un point unique*
85. Et l'on peut , en passant dé Yespace sur le plan » conclure de ce qui précède, que : dans tout hexagone circonscrit à une section conique » les droites unissant les sommets opposés se coupent en un point unique. •
86. Je désigne par tétraèdre-noyau celui dont les sommets sont p, p\ p'\ p"\ et dont les arêtes prolongées , coupant la surface du second ordre 2 chacune en deux ponts, donnent naissance au polyèdre inscrit à 12 sommets.
87. Je vais discuter les propriétés polaires qui existent pour les divers polyèdres que Ton obtient en supposant successivement que le tétraèdre^noyau a 1 ^ ou 2, ou 3, ou 4 sommets situés sur la surface 2.
88. Si Ton suppose que les i sommets sont sur 2, alors le polyèdre inscrit n'est autre que le tétraèdreHooyau.
Désignant dans ce cas par P le plan tangent à la surface! au sommet p
La face polaireraent opposée au plan P sera p'p"p"
PI .»«."^' — W P
— ppp
— PPP , Le plan P coupera le plan p'p"p"' suivant une droite A
P' - pp"p"' - A'
P" — pp'p'" — A"
P'" _ pp'p" — A'"
80. Si les À droites A, A', k'\ A"', sont dans un plan unique > alors le télraédre inscrit jouira de la propriété polaire , savoir ()ue lea faces polairement opposées se coupent sur un plan unique, ce plan étant oeiui qui contient les 6 sommets des cônes extérieurs, enveloppant deux à deux les A sections fiiitesdans la surface 2 par les plans des A faces du tétraèdre-noyau.
Et comme les 8 courbes de sections faites dans la surface 2 par les faces de l'angle trièdre ayant son sommet en p, par exemple, sont enveloppées deux à deux par 6 cônes dont les sommets sont situés sur le plan P, il iaudra, pour que la propriété polaire subsiste, que les droites A, A', A", A'", contiennent chacune 3 des 6 sommets des cônes extérieurs enveloppant 2 à 2 les 4 sections faites dans la surface 1 par les laces du tétraèdre inscrit.
Or cela n'a pas toujours lieu. Ainsi un tétraèdre inscrit ne sera pas toujours polaire p^iV rapport â la surface du second d^ré qui le circonscrit.
Cela posé :
90. Étant donné un triangle abc inscrit à une surface du second ordre, je dis qu'il sera toujours possible de construire deux tétraèdres inscrits , ayant ii6(? pour base commune, et tels quMls jouissent Tun et l'autre de la propriété polaire, fit en effet :
Je suppose que le plan du triangle cr^c coupe la surface du second ordre 2 suivant une courbe tp » je mène au point e une tangente à. la courbe op que je dé-^ signe par f ; je désigne aussi par l'fo tangente à la courbe 9 au pointa.
La langenle f coupera le côté ab prolongé en un point m — I* — bc — n.
Par la droite fti» je mène deux plans tangents i la surface 2; les deux points de contact d et d! seront les sommets des deux tétraèdres demandés.
Si je nomme a la courbe de section de la surface 2 par le plan dac et a celle donnée par le plan dbc , les courbes a et a seront enveloppées par un cône qui aura son sommet en m; car je puis regarder le point m comme le sommet d'un cône ayant la courbe a, pour base, et il est évident que ce cône coupera la surface 2 suivant une seconde courbe plane qui passera par les 3 points c et 6 et df et qui sera tangente en d k la ligne md, courbe qui ne peut être autre
que a.
De même , si je désigne par a" la section de la surface 2 par le plan dab , les deux courbes a et a" seront enveloppées par un cône ayant son sommet en n.
Maintenant les 3 courbes a, a , a" pouvant être enveloppées 2 à 2 par six cônes dont les sommets sont 3 à 3sur 4 droites, il s'ensuit que les deux courbes a et a" pourront être enveloppées par un cône ayant son sommet situé sur la droite mn.
Et d'après ce qoi précède, Ton voit que ce sommet sera em o, intersection de la tangente i^ à la courbe ç au point fr , et do côté ae prolongé.
91 . Ceci démontre déjà que le triangle inscri t à une section conique jouit 4c la propriété polaire , savoir : que ses côtés polairement opposés étant proton^ , se coupent en 3 points qui sont en ligne droite.
92. Si au point a je mène un plan langent à la surface 2, il coopéra le plan tipposé dbc suivant une droite G passant par le point tt; et nous pourrons , pour le triangle d6c, raisonner comme pour le triangle abc; ainsi les 3 courbes a'V <3c et tf seront enveloppées par 6eônes dont 2 aurcMSt leurs sommets sur- la droite G. Menant un plan tangent à la surface S, au point 6, il coupera le plan opposé doc suivant une droite H passant par le point o. Et les 3 courbes ^", « et ^ seront enveloppées par 6 cônes dont 3 auront leurs sommets sur la droite H.
On obtiendrait des résultats analogues pour le plan tangent à la sur£ice 1 au point c, ainsi ce plan tangent coupera le plan dab suivant une droite K contenant 3 des sommets des 6 cônes enveloppant 2 ^ 2 les 3 courbes »f a et <; .
Les 4 droites mn et G, H , K^ contepant chacune 3 des-6 sommets des cônes extérieurs enveloppant 2 à 2 les 4 courbes a, <x\ a" et t^y seront dans un plan unique. Donc^ etc.
93. Ce que nous venons de dire pour le tétraèdre abçd aurait lieu évidemment pour le tétraèdre abcd\ donc, etc.
94. Examinons maintenant le. cas où le létraèdrcf-noyau aura son sommet p situé sur la surface du second ordre 2.
Le polyèdre que l'on obtiendra aura iO sommets , en supposant que les arêtes du tétraèdre-noyau pp'p'p"^ perçut chacune la surface 2 en deux points.
D'après ce que j'ai dit dans le cas |[énéral , Ton voit que les faces polairement
opposées 9 par rapport aux 3 angles trièdres dont les sommets sont respectivement
en p', p^', p"\ se couperont suivant des droites situées sur un plan unique, qui
contiendra les sommets des cônes extérieurs enveloppant deux à deux les courbes
sections de la surface 2 par les faces du tetraèdre-noyau; mais Ton doit remarquer
que si Ton désigne par
(X la section faite par la face pp'p" dans la surface 1
J .Hf
« — ppp
a — ppp
6 1 Iftf
Les cônes extérieurs que l'on doit considérer seront ceux qui envdopperont les courbes a et ê, « et €, «' et S.
95. Si eneuite Ton examine les cônes extérieurs enveloppant deui^ à deux les 3 courbes a, a , a", Ton voit de suite, en vertu de ce que j'ai dit sur le tétraèdre
inscrit, que le plan tangent à la surface 1 au point p , ne coupera pas toujours le plan R (déterminé par les 3 points intersections de 2 par les arêtes pp' et pp^' et pp"') suivant une droite contenant les 3 sommets des cônes extérieurs enveloppant deux à deux les trois courbes a, a\ a".
Dans ce cas , nous dirons que le polyèdre, inscrit et ayant 10 sommets, ne sera pas complètement polaire.
96. Mais si au contraire le plan tangent à la surface 2 au point p coupe le plan R, suivant une droite située sur le plan qui contient tous les sommets des cônes extérieurs enveloppant deux à deux les 4 sections a, a^ a" et 6, nous dirons que le polyèdre inscrit et ayant 10 sommets, est complètement polaire.
97. Lorsque le polyèdre est incomplètement polaire, il a toujours 3 faces quadrilatères-gauches; si le plan est complètement polaire, il a 3 faces quadrilatères-plans.
98. Au reste, le polyèdre étant incomplètement ou complètement polaire , le plan pV p'" pourra passer ou ne pas passer par la droite intersection du plan R et du plan tangent à la surface 2 au point p.
99. Mais quoique le polyèdre, inscrit et à 10 sommets, provenant d'un tétraédre-noyau , ne jouisse pas toujours de la propriété polaire^ cependant un pentagone inscrit à une section conique jouira toujours de cette propriété.
Et en effet :
Désignant par 1, 2, 3, 4, 5 les 5 sommets d'un pentagone inscrit à une section conique (fig^ 13 ), je puis joindre ces points deux à deux par des cordes 14, 13, 25, et ces cordes détermineront par leurs intersections un triangle (1 , m, n), ayant un de ses sommets sur la section conique.
Je suppose que ce pentagone-plan soit inscrit dans une surface du second ordre 2; en vertu de ce que j'ai dit sur le tétraèdre inscrit, il sera toujours possible de construire sur le triangle 143, un tétraèdre inscrit à la surface 2, et tel que ( en désignant par 8 son 4"" sommet ), les 3 sections faites dans 2, par les 3 faces de l'angle trièdre dont le sommet est au point 1 , soient enveloppées deux à deux par 3 cônes dont les sommets seront situés sur la droite intersection du plan 438, et dû plan tangent à la surface 2 au point 1.
Par la droite 25, faisant passer un plan arbitraire P coupant l'arête 18 en un point p, Ton aura un tétraèdre-noyau (1, p, m, n) donnant un polyèdre inscrit à 10 sommets, lequel sera complètement polaire; par conséquent, le pentagone inscrit jouira toujours de la propriété polaire suivante : si Ton détermine les points de rencontre des cordes 12 et 53, 12 et 54, 15 et 23, 15 et 24, 2 de ces 4 points seront en ligne droite ayec le point de concours, de la tangente menée au j[)oint I ^ la section conique et du côté 34 prolongé. '
100. Si Ton suppose que le létraèdre-noyau a 2 soramels p et p' situés sur la surface 2, l'on pourra obtenir deux espèces de polyèdres inscrits ayant 8 sontmets.
L'un sera incomplètement-polaire et aura pour une de ses faces un quadrilatère-gauche.
L'autre sera compléiement-palaire et aura pour une de ses faces un quadrilatère-plan.
Et dans ce dernier cas^ Farèle pp' passera par le point où deux côtés opposés du quadrilatère-plan se coupent; et ce point sera sur le plan qui est le lieu des sommets des cônes extérieurs enveloppant 2 à 2 les 4 sections faites dans la sur* face 2 par les A faces du tétraèdre-noyau. L'on pourra aussi s'assurer que l'arête py^ du tétraèdre-noyau étant prolongée , ira couper le plan, lieu des sommets des cônes extérieurs, au point où les deux autres côtés du quadrilatère-plan se coupent.
iOl. La discussion des deux espèces de polyèdres inscrits à 8 sommets sera facile, en se rappelant ce que nous avons démontré devoir arriver ^Jorsque l'une des deux faces polairement opposées est un plan tangent à la surface 2.
102. Si Ton suppose que le tétraèdre-noyau a 3 sommets situés sur Fa surface 2» alors on aura, ou un tronc de pyramide triangulaire , si le 4* sommet est extérieur par rapport à la surface 2, ou un octaèdre dont les 3 diagonales se croisent en un point, si le 4"" sommet est intérieur par rapporta la surface 2.
103. Dans le cas de l'octaèdre, la propriété polaire subsiste toujours, c'est-à-dire que les faces polairement opposées se coupent sur un plan unique. Mais dans le cas du tronc de pyramide triangulaire, Ton doit faire une remarque , savoir : les deux faces triangulaires sont polairement opposées, mais chacune des faces quadrilatère-plan, a pour face polairement opposée le plan passant par l'àrète opposée et par la tangente à la section a faite dans la surface2 par Tune des faces triangulaires, cette tangente passant par le point où l'arête opposée rencontre la courbe a.
104. Or, il n'arrivera pas toujours que la droite intersection des deux faces triangulaires sera celle qui est* le lieu des points de concours des tangentes aux sommets de la face triangulaire inscrite dans la courbe a , avec les côtés de cette face. En sorte qu'un tronc de pyramide triangulaire inscrit dans une surface du second ordre 2, n'est pas toujours complètement-polaire par rapport à cette surface 2.
105. Mais comme par 6 points situés dans l'espace l'on peut toujours faire passer une infinité de surfaces du second ordre, et que l'on peut toujours construire une section conique qui passe par un point et qui soit tangente à deux droites
et à chacune d'elles en un point désigné, Ton voit que Ton pourra toujours , étant donné un tronc de pyramide triangulaire , conatruire une surface du second ordre 2' telle que le tronc de pyramide soit complétement-polairë par rappbrt à cette surface 2'.
106. Il en sera de môme par rapport à un tétraèdre inscrit à une surface du second ordre, c'est-à-dire qu'il sera toujours possible de construire une surface du second ordre If y telle que le tétraèdre inscrit soit complélement-polaire par rapport à elle.
:ssaESS3i
RESUME
La théorie de rosculation des courbes de tous les degrés a été établie par l'analyse infinitésimale ; et les diverses constructions géométriques du rayon du cercle osculateur ont toujours été déduites des résultats fi3urnis par Tanalyse.
Dans ces derniers temps , M. Plucher a établi la théorie de l'osculation des courbes du deuxième degré , en se servant de Tanalyse de Descartes. Mais jusqu'à présent on n'avait point songé à établir cette théorie en faisant usage de la géométrie descriptive.
Cependant , si l'on remarque que la géométrie s'occupe de deux grandes classes de problèmes : l"" ceux de relations de position ; et T ceux de relations métriques; et que la solution des premiers^ en général, s'obtient par les méthodes graphiques dont l'ensemble forme une science qui a reçu le nom de géométrie descriptive^ et que la solution des ^conds, en général, s'obtient par les méthodes analytiques^ soit que ces méthodes appartiennent à l'analyse de Descartes ou à
{*) Extrait du BnUetin de la Société philoinati<{ne , séance du 5 mai 1B38.
l'analyse infinitésimale , on concevra sans peine que la tJiéorie de rosculaiion des courbes du deuxième degré devait très^probablement pouvoir être établie , sans difficulté réelle, par la méthode des projections, puisque les divers pr(^lèmes que Ton se propose, dans ce cas, ne sont évidemment que des problèmes de relations de position. En effet, dans ces sortes de problèmes, Ton ne cherche pas autre chose que les relations de position que doivent avoir entre elles deux courbes du deuxième degré , pour que l'osculation du deuxième ou du troisième ordre existe au point par .lequel elles sont en contact.
Je suis parvenu à la solution du problème de Toscuiatiod des sections coniques, en cherchant d* abord quelles relations de position et de forme devaient exister entre deux cônes du deuxième degré, ayant même sommet et une génératrice de contact, pour que tout le long de cette génératrice les deux surfaces eussent une osculation du deuxième ou du troisième ordre.
En introduisant dans la géométrie descriptive les idées des infiniment petits ; en se rappelant la méthode qui sert à reconnaître si la courbe d'intersection des deux cônes aura des branches infinies paraboliques ou hyperboliques ; en s'appuyant sur ce théorème, savoir : que-deux sections coniques ne peuvent se couper, au pluS) qu'en quatre points, et. que des lors deux sections ooniques ne peuvent avoir, au plus , que quatre points successifs et infiniment voisins , communs ; on démontre rigoureusement, sans avoir besoin de recourir à V analyse :
i* Que si sur le plan horizontal on a deux paraboles P et P' égales et ayant même axe infini, et tournées dans le même sens, deux cônes, ayant même sommet, et pour base, le premier la courbe P, et le deuxième la courbe P', seront en contact suivant une génératrice G parallèle au plan horizontal , et que ces deux cônes auront tout le long de la droite G un contact du troisième ordre ;
2" Que si sur le plan horizontal on a deux paraboles égales P et P', tournées dans le même sens et ayant leurs axes infinis parallèles , deux cônes , ayant même sommet, et, pour base, le premier la courbe P, et le deuxième la courbe P', seront en contact suivant une génératrice G parallèle au plan horizontal, et que ces deux cônes auront tout le long de la droite G un contact du deuxième ordre.
Il est évident que si Ton coupe les deux cônes par un plan, on obtiendra deux sections coniques, ayant dans le premier cas une osculation du troisième ordre, et dans le deuxième cas une osculation du deuxième ordre. Le problème du cercle osculateur sera donc résolu , si le premier cône peut être coupé par un plan R donné de direction, suivant une section conique donnée E, et si le deuxième cône peut être coupé par le même plan R suivant un cercle C.
On est, par suite, conduit à une solution graphique du problème du cercle osculateur, laquelle est entièrement déduite de la théorie établie sur Tosculation
des sections cooiques , uniquement par la géométrie descriptive. Cette eonstruction graphique exige une règle ou clierche découpée suivant une demi-parabole .
d'un nftpAm^iPA arhîti^AÎrP.
d'un paramétre arbitraire
A ce sujet, nous ferons les réflexions suivantes.
Là construction àJaquello nous conduit la géoméine descriptive ne sera pas, dans tous. les cas, préférable aux diverses constructions déduites des résultats fournis par Vanalyse. Mais nous pensons que souvent elle méritera d'être préférée, surtout lorsque l'on donnera seulement un arc dû section conique et que l'on voudra en un point de cet arc construire le cercle osculateur, ne connaissant ni la grandeur ni la direction des axes; car, par notre méthode, il sodira de connaître les tangentes en deux points de l'arc donné, pour que l'on puisse construire le rayon de courbure en un point quelconque de cet arc. De plus, par la comparaison de certains triangles semblables, on parvient, sans peine, aux expressions ana/j^* tiques connues du rayon de courbure : V pour le sommet d'une section conique , expression analytique qui est dans ce cas fonction des deux axes ou du paramètre de la section conique ; 2"* pour un point quelconque , expression apuilytique qui est dans ce cas fonction des diamètres conjugués» qui correspondent à ce point, et des directions de ces diamètres par rapport aux axes de la section conique donnée.
Jusqu'à préseot c'est par l'ana/t^^e que l'on a été conduit à des constructions géométriques du rayon de courbure, constructions, dont plusieurs sont très*élégantes; et maintenant, par la géométrie descriptive , on obtient une construction géométrique y qui conduit, par réciprocité^ à l'expression analytique du rayon de courbure^ pour un point quelconque d'une section conique. Je ne présente point la construction géométrique à laquelle je suis conduit comme devant toujours être préférée; mais comme étant de quelque intérêt parce qu'elle est fournie par une théorie établie par la géométrie descriptive seule, théorie qui n'avait jusqu'à présent été établie que par Y analyse^ et parce que l'on était disposé à croire assez généralement , que les questions de ce genre n'étaient point abordables par la géométrie descriptive.
Je terminerai ce résumé en disant : Les géomètres ne regardent une solution comme vraiment géométrique « qu'autant qu'elle conduit à des constructions qui n'exigent que la ligne droite et le cercle ; en d'autreis termes, qui n'exigent que la règle et le compas. Mais si Ton veut que la géométrie descriptive puisse se développer, on ne doit pas restreindre ainsi les instruments qu'elle peut et doit employer. Je crois que l'on doit reconnaître, en géométrie descriptive , qu'une construction graphique est admissible toutes les fois que l'on emploiera un instrument simple et facile à manier, et au moyen duquel on pourra tracer toutes les courbes
du même genre sertunt à résoudre tous les problèmes composant une même famille et quelles que soient les données du problème proposé.
Ainsi : si pour résoudre le problème du cercle osculateur en un point arbitraire d'une section conique et quel que soit le paramétre de cette courbe Je n'emploie pour instrument qu'une règle découpée suivant une parabole, on doit, je pense, admettre cette construction en géométrie descriptive. Si, poyr résoudre certains problèmes, on était conduit à employer une spirale logarithmique, variant suivant les données, on pourrait encore admettre cette construction , puisque Ton peut construire un compas simple çt permettant de tracer toutes les spirales logarithmiques et même une quelconque de leurs développantes {*). Mais, si Ton était conduite employer une développante de cercle, et que cette développante dût varier de rayon y suivant les données particulières du problème , on devrait rejeter, en géométrie descriptive , ce mode de construction , parce que l'on ne peut pas construire un compas donnant les développantes de cercle de tous les rayons.
(*) Tracé mécafiique àe la extraie logarUhmique, Les propriétés dont jouit la spirale logarithmique conique permettent de tracer par une mouvement continue et mécaniquement la spirale -logarithmique plane. Pour cela , on prend un cône de révolution en bois , on place son sommet S au point origine de la courbe, et on le fixe invariablement dans une position telle que son axe A soit perpendiculaire au plan de la feuille de papier sur laquelle dn doit tracer la coube.
On prend ensuite une petite planchette rectangulaire que Pon applique tangentiellement au c^ne. Dans cette position , Taréte inférieure B de la planchette passe par le sommet s , et Faréte supérieure B' parallèle à B et dès lors horizontale , se trouve tangente an cercle C , base du c6ne immobile.
On fixe au sommet $ un fil de soie , qui se trouve fixé par son autre ej(trémité en un point m de Tarête B' de la planchette.
Le fil de soie étant tendu et appliqué en toute sa longueur sur la planchette , le sommet $ correspond à un point p de Paréte B.
Et Ton voit que le fil de soie se projette orthogonal ement sur le plan du papier, suivant une ligne D qui fait avec B un angle, complément de celui que D fait avec la ligne passant par le point s et menée perpendiculairement à B.
Gela établi , on fait glisser la planchette de manière qu'elle reste tangente au cône , que son arête passe toujours par le point $ , et que le fil de soie , en s'enroulant sur le cdne , reste toujours tendu en sa partie non enroulée^ en sorte quêtant placé sur la planchette, il y fait toujours le même angle avec Taréte horizontale B.
Dans ce mouvement, le point p décrira sur le papier une spirale logarithmique coupant ses rayons vecteurs sons un angle égal au complément de Tangle que fon( entre elles les droites D et B.
En changeant la position du point m sur B', on fera varier Tangle (D , B) , et il sera facile de diviser la droite B' , de manière que Ton puisse fixer la position du point m , de façon à avoir pour Tangle (D, B) toute valeur assignée.
Par ce procédé simple et rigoureux , on pourra tracer toutes les spirales logarithmiques planes.
On voit sur-le-champ que le fil de soie s^enroule sur le cône suivant une spirale logarithmique conique dont la courbe tracée par le point p est la projection orthogonale. — Extrait du Bulletin de la Société philomatique ; séance du 12 janvier 1S33.
MEMOIRE O
Étant donnés deux cônes ayant l'un pour sommet un point s et pour base sur le plan horizontal une courbe B, l'autre pour sommet un point ^'et pour base sur le plan horizontal une courbe B'; si Ton veut connaître la nature de la courbe intersection de ces deux surfaces , on fait mouvoir le cône {s\ B') parallèlement à lui*mème, son sommet s glissant le long de la droite D qui nnit les sommets s et s', jusqu'à ce que le sommet s' se superpose sur le sommet «; en cette position le cône mobile se trouve coupé par le plan horizontal , suivant une courbe B'^ semblable et semblablement placée par rapport à la base primitive B', le pSte de similitude étant le point en lequel la droite D perce le plan horizontal. Gela posé :
Autant ily a de points communs entre les courbes B et B", autant il doit y avoir de branches infinies , dans la eourbe intersection des deux cônes donnés O, B) et {8\ W).
Et ces branches infinies se divisent en deu classes, tes unes ayant uae asymptote, les autres n'ayant pas d'asymptote; on xeeonnatt l'existence des unes et des autres aux caractères suivants :
Chaque point de contact existant ehtre les deux courbes B et B" indique une branche infinie sans asymptote , une courbe parabolique;
Chaque point (t intersection existant entre les deux courbes B et B", indique une branche infinie ayant une asymptote , une courbe hyperbolique.
Ces résultats sont rigoureusement démontrés par la Géoméêrie éeêeriptive sans avoir besoin de recourir à Vimalyse.
Étant donnés deux cônes ayant pour sommet l'un un point js (^i l'autre un pomt ê\ et pour base commune sur le plan horizontal une sectiojo conique C (ellipse 9 parabole ou hyperbole); ces deux cônes se coupent suivant uoje seconde section conique C\
Ce résultat fieut encore Hre démaotré par Ui Géçmétrie é^$crip^v0 «aos sToir besoin de recourir à ïmMlyie.
C) Extrait dn journal des mathématiques pures appliquées , publié par H. LiouviUe.
Si l'on veut reconnattre la nature de la courbe C, il faudra faire mouvoir le c6ne{s\ C) parallèlement à lui-même , son sommet glissant le long de la droite D, qui unit les sommets « et ^ jusqu'à ce que le sommet s' se superpose sur le sommet «; en cette position le c6ne nlobile sera coupé par le plan horizontal suivant une section conique C^', qui sera semblable et semblablement placée pat rapport à la courbe C , le pôle de similitude étant la trace horizontale de la droite D.
En vertu des propriétés de Fhexagone inscrit 9 propriétés que l'on peut établir et démontrer rigoureusement par la Géométrie descriptive sans avoir besoin de recourir à Vanalyse y on sait : Que ^ par cinq points on ne peut faire passer qu'une section conique; et que dès lors deux sections coniques ne peuvent, en général, se couper qu'en quatre points. Gela posé :
l"" Deux de ces quatre points peuvent être juxtaposés, auquel cas les deux courbes sont tangentes l'une à l'autre; puisqu'elles ont un élément rectiligne commun, en d'autres termes, deux points successifs et infiniment voisins, communs.
Si G et G" ont un point de contact m et deu3( points d'intersection p et^, la courbe intersection des deux cônes (s , G) et {s\ G) sera composée d'une parabole indiquée par le point de contact m , et d'une lufperbolè indiquée par les deux points d'intersection p et 9.
2^ Trois de ces quatre points peuvent être juxtaposés, auquel cas les deux courbes ont un contact du second ordre, puisqu'elles ont deux éléments rectilignes communs, en d'autres termes trois points successifs et infiniment voisins, communs.
Si G et G" ont un contact du second ordre en un point m, elles se couperont nécessairement suivant un point p situé à distance finie du point m.
Gar puisque l'intersection des deux cônes {s , G) et («', G) est nécessairement composée de deux sections coniques , le point m étaiit composé de trois points successifs et infiniment voisins, indique que cette intersection sera composée de deux branches infinies dont l'une sera une parabole courbe sans asymptote, et l'autre une branche d'hyperbole courbe ayant une asymptote; et comme Vhyper^ bole est composée de deux branches infinies, il faudra nécessairement que les deux courbes G et G" se coupent encore en un point p, situé à distance finie par rapport au point m.
3* Les quatre points peuvent être juxtaposés, auquel cas les deux courbes ont un contact du troisième ordre, puisqu'elles ont trois éléments rectilignes communs, en d'autres termes, quatre points successifs et infiniment voisins , pommunst
Si C et C" ont un contact du troisième ordre en un point m, elles n^auront aucun autre point d'intersection; car le contact du troisième ordre indique que les deux cônes (« » C) et « , G") ont quatre génératrices successives et inGniment voisines y communes^ lesquelles indiquent que les deux cônes donnés («, C)et {$\ C) se coupent suivant deux paraboles.
Supposons, maintenant^ deux cônes ayant pour leur base commune C une parabole. Les deux courbes G et G" seront deux paraboles égales et parallèles ; car un cône ne peut être coupé par un plan P suivant une parabole G, qu'autant que ce plan P est parallèle à un plan T tangent au cône suivant une génératrice droite G, et l'on sait que cette génératrice G est parallèle à Taxe inOni de la parabole de section.
Ainsi, les deux cônes ayant pour base' commune une parabole auront néeessairement leurs sommets s et s situés sur une droite G parallèle à l'axe inflni de la courbe base G, et ces deux cônes auront, nécessairement^ cette droite G pour génératrice de contact. *
Et il est évident que la courbe intersection des deux cônes donnés (s, G) et {s G) se composera seulement de la parabole G et de la génératrice G.
Rappelons-nous qu'une parabole peut dégénérer en une droite, et que la génératrice de contact de deux cônes doit être rigoureusetnent considérée comme une parabole d'intersection , puisque le plan tangent commun remplace dans ce cas le plan sécant contenant une courbe d'intersection.
Les deux cônes {s, C)et («, G") devant indiquer la nature de l'intersection, doivent indiquer que cette courbe est composée de deux paraboles. Or, il est évident que les deux cônes («, G) et Sy G") n'ont en commun que la génératrice G ; par conséquent, si on les coupe par un plan Q y ce plan coupera la droite G en un point m et les deux cônes (« , G) et (« , C") suivant deux sections coniques E et E' qui n'auront qu'un point commun m; il faudra donc que ces deux courbes E et E' aient en m un contact du troisième ordre, pour indiquer que la courbe intersection des deux cônes primitifs (5, G) et {s'y C) est composée de deux paraboles.
Ge qui précède nous permet de résoudre graphiquement le problème suivant :
Étant donnée une section conique E j. construire toutes les sections coniques qm
auront avec la courbe E en un point m de cette courbe un contact du troisième ordre^
En effet :
Supposons que Ton donne une MClion conique E (eilipee, parabole on hyperbole) et un point m de cette courbe , et que Ton yeullle construire une «ection conique E' telle que E et £' aient en m un contact du troisième ordre.
Ayant mené : l** la tangente T en m à la courbe E;
2* Le diamètre D conjugué de la tangente T, et coupant E en les points m et m';
3* Ayant mené une corde B parallèle à T et coupant E en les points b et 6' et le diamètre D au point o;
4* Ayant pris une parabole P, d'un paramètre arbitraire, et ayant pour axe infini une droite A; on mènera une perpendiculaire à A telle que la corde interceptée B' par la parabole P soit égale à la corde B.
On supposera ensuite que le plan Q de la courbe E passe par la droite B' et que ce plan a par rapport au plan de la parabole P (regardé comme plan horizontal) uno inclinaison arbitraire, et de plus que le point o soit placé sur Taxe A, la tangente T étant parallèle à la corde B'.
Les courbes E et P étant en cette position , on mènera par le point m , une droite G parallèle à la droite A; on unira le sommet p de la parabole P avec le point m' par une droite H, laquelle coupera G en un point «; ce point s sera le sommet du cône enveloppant les deux courbes P et E.
Cela posé :
On prendra sur la droite G un point arbitraire s' comme sommet d'un second c6ne ayant la parabole P pour base; on fera glisser le cône {s\ P), parallèlement à lui-même jusqu'à ce que son sommet s' se superpose sur le sommet s du cône fixo, et en cette position (que je désigne par S'') le cône mobile sera coupé par le plan de la courbe E suivant une section conique E' ayant en m un contact du troisième ordre avec la courbe donnée E.
Il sera toujours (acile de construire par painis la courbe E\ m moyen d'une épuré; mais pour faciliter les constructions , on pourra toujours supposer qw le plan Q est perpendiculaire au plan de la parabole P«
Dés lors le plan Q devra être pris pour pJan vertical de projaelion €t le plan de la parabolo P pour plan horiaontal de projection.
Cela posé :
Supposons, V que la courbe donnée 6 est une etftpie.
La droite pn' çera toujours obUque par rapport au plan liorixontaiV le point ê sera toujours situé» par rapport au pbn 0, au delà du pcdnt x^ interjection de la droite G et de la verticale menée par le sommet p de la parabole P.
Dés lors :
i* Tant que le point «' sera au dolà du point s par rapport au plan vertical
Q , le cône S" sera coupé par le plu 0 » suivant une eHipse E' enveloppée par l'ellipse E.
2"* Si le point s' est situé entre les points xel s^ le cône S" sera encore coupé par le plan Q, suivant une ellipse E'; mais cette courbe E' dans ce cas, enveloppara l'ellipse E.
3* Lorsque le point s ne sera autre que le point x^ la courbe E' sera une para« Me enveloppant l'ellipse donnée E.
Â'' Si le point s est placé entre le point x et le plan Q , la courbe E' sera une hyperbole.
Nous pouvons donc conclure ce qui suit :
Il existe : l"" une infinité d^elUpses ayant un contact du troisième ordre en un point d'une ellipse donnée : et ces ellipses osculatrices sont divisées en deux groupes^ les unes étant enveloppées par la courbe donnée, les autres envelop^ pant au contraire cette courbe;
2^ Une seule parabole ayant un contact du troisième ordre en un point d'une ellipse donnée , et cette parabole enveloppe la courbe donnée ;
3^ Une infinité d'hyperboles ayant un contact du troisiènae ordre en un point d'une eUipse donnée , et la branche osculatrice envdoppant toujours la courbe donnée.
Supposas, 2"" que la courbe donnée E est une parabole.
Le point m' sera situé i l'infini sur le diamètre D conjugué de la tangente T ; dès lors le point s sera le pœnt x.
Par conséquent, nous pouvons conclure ce qui suit :
Il existe une infinité é'eUipzes et d'hyperboles ayant un contact du troisième ordre en un point d'une parabole donnée , et toutes les ellipses osculatrices sont enveloppées par la courbe donnée, et toutes les branches d'hyperboles osculatrices enveloppent la courbe donnée.
Supposons, 2f que la courbe donnée E est une hyperbole.
Alors la droite pm' coupera la droite 6 en un point s situé entre le plan vertical Q et le point x.
On peut conclure ee qui smt i
Il existe : 1* Une infinité d'eUxpnes ayant un contact du troisième ordre en un petnt d'une hyperbole et tout^ ces ellipses sont enveloppées par la branche de l'byperbok donnée;
2"" Une seule parabiAe enveloppée par la branche d^hyperbole ; 3^ Une infinité d! hyperboles ^ divisées en deux groupes, Tun composé d'hyperboles dont la branche osculatrice est enveloppée par la branche de la courbe
donnée, Taiitre composé d'hyperboles dont la branche osçulatrice enveloppe, au contraire, la branche de la courbe donnée.
Lorsque deux sections coniques E et E' ont en un point m une osculation du troisième ordre, leurs centres et le point m sont en ligne droite; en d'autres termes, les diamètres correspondants au point de* contact m se superposent en direction.
En effet :
Étant donné un cône du deuxième ordre (5, C) dont le sommet est en un point 8 et qui a pour base une section conique C; si nous supposons que la base C est une parabole, alors il existe une génératrice G parallèle à l'axé inOni de la parabole G et le plan tangent T au cône suivant la génératrice G est parallèle, au plan de fa courbe C.
Si donc nous désignons par d le sommet de la parabole C, la tangente 9 en d de cette courbe G sera perpendiculaire, en direction, à la droite G, et si nous désignons par G, la génératrice du cône passant par le point cf, le plan {s, B) coupera le plan T suivant une droite 9 , passant par le sommet s et parallèle à la tangente 9.
Si donc on suppose deux cônes ayant même sommet « et pour base Tun une parabole G et l'autre une parabole C' ( les deux courbes G et G' étant égales et parallèles, ayant dès lors même axe infini et même paramètre^ les sommets de ces paraboles étant le point d pour G et d' pour G^ ); les deux cônes auront une génératrice de contact G; cela posé : désignons par 9 la tangente en d k C, par 9' la tangente en cT à C et par G, la génératrice correspondant au point d et par G', la génératrice correspondant au point cT.
Il est évident : l"" Que les trois plans tangents menés respectivement le long de G, G., G", se couperont suivant la droite 9; S"* Que les trois génératrices G, G,, G', seront dans un même plan X.
Si donc on coupe les deux cônes par un plan Y parallèle à la droite 9 ( ce plan sera perpendiculaire à la droite G ), on obtiendra deux sections coniques E et E' qui auront un contact du troisième ordre au point m ( intersection de la génératrice G et.du plan Y ). De plus, le plan Y coupera le plan X suivant une droite qui passera par le centre de chacune des courbes E et E', car ce j^an Y coupera les trois génératrices G, G. et G", aux points respectifs m, m,, m'., lesquels seront en ligne droite, et ces points seront situés sur la droite intersection des deux plans X et Y et aussi ce plan Y coupera les plans tangents menés le long de G, G^ et G', suivant des droites parallèles à 9.
Ainsi , la droite qui unit les points m et m. sera un diamètre de la courbe E ; ainsi , la droite qui unit les points m et m\ sera un diamètre de la courbe E".
Or , si Ton se donne deux courbes £ et E' ayant en un point m un contact du troisième ordre ^ on pourra par le point m mener une droite G perpendiculaire au plan des deux courbes, prendre sur G un point s arbitraire et regarder ce point s comme le sommet commun de deux cônes ayant»pour base respective les courbes E et E\
Et tout plan parallèle au plan tangent commun aux deux cônes et mené suivant la génératrice droite et commune G, devra couper ces cônes suivant deux paraboles ayant même axe inOni et même paramètre.
Ainsi deux courbes do deuxième degré qui ont un contact du troisième ordre, ont nécessairenieni leurs centres et le point d'oscuhtion en ligue droite. De ce qui précède , on conclut :
d"" Qu'un cercle ne peut avoir une osculation du troisième ordre en un point quelconque d'une section conique ;
2* Qu'un cercle ne peut avoir une osculation du troisième ordre qu'en un point sommet d'une section conique.
En effet :
Pour un point quelconque m d'nne section conique E, la normale ne passe par le centre de la courbe E, qu'autant que le point m est un sommet de cette courbe^ donc, etc.
Par ce qui précède, on peut découvrir une propriété remarquable qui n'existe Éotgours que pour deux sections coniques ayant en un point une osculation du troisième ordre. Cette propriété est la suivante :
Concevons deux courbes E et E' ayant en un point m une osculation du troisième ; menons en m la tangente i commune aux deux courbes ; prenons sur i un point arbitraire x.
Menons parte point x deux, tangentes , runei<.à Eet l'autre i\ à E' ; désignons par n. et it', les points de contact respectifs, les trois points m, n, et vl, seront toujours en ligne droite quelle que soit la position du point x sur la tangente u
En effet :
Imaginons les deux cônes («^C), («, C) précédents; si on les coupe par un plan Y' oblique à leur génératrice de contact G , on aura deux sections coniques E et E' ayant au point m une osculation du troisième ordre (m désignant le point intersection de la droite G et du plan Y').
Or, les droites xn^ et xn\ seront : la première, tangente au point n. de E et la deuxième, tangente au point n\ de E', et les trois points m^ n, et n\ sont évidém*^ ment en ligne droite, car ils sont sur la droite intersection des plans Y' et X. Donc, etc.
Rem>rqu€tts en termniaiit qae : deux seotiens eeniques qui ont en un pomt m un contact du premier oodre y peuvent bien (en certains cas) i^veir leurs centrés et ce point de contact en ligne droite , et qu'alors elles jouissent de la propriété remarqwAle qui existe tomjaur$ , ainsi qne nous Tavons démontré pour denx seC"* lions coniques ayant un contact du troisième ordre*
En eSet ;
Concevons deux sections coniques B et B' ayant en un point m nn contact en premier ordre; nous pourrons toujours considérer la courbe B conune la base d'un cône S qui serait coupé par un plan P (ayant pour trace sur le plan de la courbe B^ la tangente t au point m) suivant une courbe B" dont la pro|ection sw le plan de la courbe B ne serait autre que la courbe B',; et cda a lieu, parce que deux sections coniques situées dans des plans différents et lesquels se coupent suivant une tangente commune aux deux courbes, sont toujours enveloppées par un cône et que dans ce cas il n'existe qu'un seul cône enveloppant. ( Voir le Mémoire n* t, chapitre premier de cet ouvrage.)
Gela posé :
Le sommet « du cône sera situé sur une droite G passant par le point m. Cette droite G pourra être, 1* perpendiculaire au plan de la courbe B, ou 3* oblique à ce plan.
Dans le premier cas , les deux courbes B et B' jouiront de la propriété qui existe iaigours entre deux sections coniques ayant un contact du troisième ordre.
Dans le deuxième cas , les deux courbes B et B' ne jouiront pas de cette propriété j mais d'une propriété analogue et qui est la suivante :
Puisque les courbes B et B" sont sur un cône S , tout plan tangent à ce cône suivant une génératrice G , coupera le plan de B" suivant une droite B", et le plan de B suivant une droite 0 ; ces droites seront les tangentes respectives à ces courbes et iront se couper en un point p situé sur la droite t.
La droite 6" se projettera sur le plan de la courbe B suivant une droite tangente à B'.
Et comme il en sera de même , quel que soit le plan tangent au cône S , et quelle que soit , dès lors , la génératrice de contact 6, on voit que les droites qui unirent les points de contact des tangentes menées aux courbes B et B' des divers points p de leur tangente commune t, iront se couper en un point qui sera la projection sur le plan B du sommet du cône S.
Et dans ce deuxième cas., il est évident que les deux eœirbes B et B' ne peuvent avoir leurs centres et leur point de contact en ligne droite.
Il serait facile de démontrer, en s'appuyant sur les résultats précédents ;
1* Que lorsque deux surfaces du deuxième ordre ont y en un point , un oontSkct du premier ordre^ ce point et les centres des surfiices peuvent être ou non en ligne droite.
2"" Que lorsque deux surfaces du deuxième ordre ont, en un point , un contacf do detaième ordre, le point d'osculation et les centres de ces surfaces ne sont fimm^ en ligne droite ;
3* Que lorsque deux surfaces du deuxième ordre ont, en uo point , un contact du troisième ordre, le point d'osculation el les centres de ces surfaces sont toujmar$ en ligne droite»
Supposons sur un plan P deux paraboles G et G' égales (ayant même paramètre) dont les axes infinis A et A' soient parallèles; ces deux paraboles étant d'ailleurs tournées dans le m6me sens et se coupant , dès lors, en un seul point p.
Supposons dans l'espace une droite G parallèle au plan P et aux axes A et A', et prenons sur cette droite G deux points arbitraires s et s\
Le point $ étant le sommet d'un cône ayant pour Base la courbe C et le point $' étant le sommet d'un cône ayant pour base la courbe G'.
- Supposons que le cône («^ G) reste fixe et que le cône (#', C) se meu^e parallèlement à lui-même, son sommet d parcourant la droite G, et désignons par S'' la nouvelle position du cône mobile lorsque son sommet 0' se sera placé sur le sommet % du cône fixe ; désignons aussi par G" la base qui , située ^r le plan P, appartiendra au otoe S''.
Il est évident que la courbe C sera une parabole ayant même paramètre que la courbe G' et même axe infini A' que cette courbe ; dès lors G et G" ne se couperont qu'en un seul point et toujours en un seul point que je désigne par f/»
lies deux cônes (s, G) et (t , C) ayant même sommet, auront donc la génératrice G pour génératrice de contact et la droite «p' pour génératrice d'intersection.
Gela posé :
Coupons ces deux cônes par un plan Q , on obtiendra deux sections coniques E et E' ayant un contact en un point m intersection du plan Q et de la génératrice G , et qui se couperont en un point q intersection du plan Q et de la génératrice «p'.
Les deux courbes E et E' ayant un contact en m et un point d'intersection en 9, le point de contact m indique que les deux cônes («, C) et (*'. C) se coupent sui-
vant une courbe ayant une branche infinie sans asymptote ; or cette branche infinie n'est autre que la droite G qui , étant une génératrice de contact, représente ri^U" reusement une parabole; les deux cônes (s, C) et («', C') doivent donc se couper suivant une seconde courbe du second degré ;
Mais le point d'intersection q indique que la seconde courbe a une branche infinie ayant une asymptote ; la seconde courbe étant du deuxième degré doit donc être une hyperbole, et comme une hyperbole est composée de deux branches infinies ayant chacune une asymptote, il faut, impérieusement, qu'au point de contact ^, se trouvent juxtaposés trois points successifs et infiniment voisins et communs entre les deux courbes E et E'.
Les deux courbes Ë et E' ont donc au point m un contact du deuxième ordre , et ce qui précède montre bien que les deux courbes E et E' se touchent et se coupent au point d'osculation du deuxième ordre.
Ce qui précède nous permettra de résoudre graphiquement le problème suivant :
Étant donnée une section conique E , comtruire toutes les sections coniques qtd auront^ avec la courbe E et en un point m de cette courbe , un contact du deuxième ordre.
En efiet :
Supposons que Ton donne une section conique E (ellipse, parabole ou hyperbole ) et un point m de cette courbe , et que Ton veuille construire une section conique E' telle que E et E' aient en m un contact du deuxième ordre.
Ayant mené : 1* la tangente T en m à la courbe E ;
2* Le diamètre D conjugué de T et coupant E en les points m et m'.
3"" Ayant mené une corde B parallèle à T et coupant E en les points b et b' et le diamètre D au point o ;
A"" Ayant pris une parabole P d'un paramètre ai*bitraire et ayant pour axe infini une droite A.
On construira pour la parabole P une corde 1^' perpendiculaire à A et égale à B.
On fera passer le plan Q de la courbe E par B', les cordes B et B' se superposant.
En cette position, les courbes E et P seront enveloppées par un cône dont le sommet sera facilement déterminé.
En effet :
Par le point m de E on mènera la droite G parallèle à l'axe A.
On unira le sommet p de la parabole P avec le point m' de la courbe E , et la droite mp coupera G en un point s qui sera le sommet demandé.
Cela posé :
On tracera sur le plan de la parabole P une seconde parabole P' ayant même paramètre que. P et dont l'axe infini A' sera parallèle à l'axe A.
Ces deux paraboles P et P' se couperont dès lors en un certain point que je dé-
•signerai par p.
On regardera le point s comme le sommet d'un cône ayant P' pour base, et <5e cône («, P') sera coupé par le plan Q suivant une section conique E' qui aura un contact du deuxième ordre en m avec la courbe E et qui coupera cette courbe E au point 9, intersection du plan Q et de la droite $p\
Si donc étant donnée une section conique E et deux points m et 9 situés sur cette courbe , on voulait construire une section conique E^ coupant E au point q et ayant avec E et au point m un contact du deuxième ordre, on devrait exécuter la construction suivante :
Après avoir déterminé, comme précédemment, le cône («, P), on joindrait les points sel q par une droite qui couperait la parabole P au point p , et Ton ferait glissçr parallèlement à elle-même la courbe P, et on la ferait glisser dans son plan , jusqu'à ce qu'elle passât par le point p', et cette nouvelle position P' de P serait regardée comme la base d'un second cône («, P') qui serait coupé par le plan Q suivant la courbe osculatrice E' demandée.
On voit de suite , en se rappelant ce qui a été dit lorsqu'on s'est occupé du contact du troisième ordre, que Ton pourra toujours construire une infinité d'ellipses et d'hyperboles et une seule parabole ayant un -contact du deuxième ordre en un point m d'une ellipse ou d'une hyperbole donnée E et coupant cette courbe E en un point q ;. et que Ton ne pourra construire que des ellipses ou des hyperboles osculatrices du deuxième ordre à une parabole donnée E , et coupant cette courbe E en un point situé à distance finie du point d'osculation.
Au lieu d'employer des paraboles pour résoudre le problème qui fait le sujet du § IV, on pourrait se servir de deux hyperboles.
Cela posé :
Concevons deux hyperboles H et H' égales, tournées dans le même sens, et ayant pour asymptote commune une droite A , les deux autres asymptotes étant deux droites B et B' parallèles entre elles.
Ces deux courbes se couperont en un seul point p.
Si l'on prend un point « dans l'espace, pour le sommet «ommun de deux cônes
aysint pour bases respectives les courbes H et H', ces deux cônes («, H) et {s. H')
se couperont suivant une génératrice droite $p' et seront tangents l'un à Fautre
suivant une génératrice G parallèle à l'asymptote A#
Et il faudra , en vertu de ce que nous avons dit § IV, que les deux cônes aient un contact , du deuxième ordre , tout le long de G , ou en d'autres termes, que les deux cônes aient en commun trois génératrices successiveft et infiniment voisines et juxtaposées, en la position G«
Donc r etc. y etc.
Puisque Ton peut toujours construire une infinité d'ellipses ayant en un point m d'une section conique Ë (ellipse, parabole ou hyperbole) un contact du deuxième ordre avec cette courbe E , on conçoit que l'on pourra toujours trouver un cercle parmi ces ellipses , et dès lors la solution du problème suivant :
Construire en un point dune section conique ,. le cercle osculateur du deuxième ardre à cette courbe :
Doit être possible parla Géométrie descriptwe.
En efiet :
Il suffira que le cône (s, P' ) , § IV, soit coupé par le plan Q, suivant un cercle. . Or, on peut toujours s'arranger de manière à ce que le cône {s , P') soit de révolution , car Ton sait que tous les cônes de révolution qui ont pour base une parabole^ ont leurs sommets situés sur la focale de la parabole-base \ et Ton sait que cette focaU n'est autre qu'une parabole P, égale à la parabole-base P, ei ayant pour som** met le foyer de P ; les plans des deux courbes étant perpendiculaires entre eux et se coupant suivant l'axe infini et commun aux courbes Pet P,, cea courbes étant d'ailleurs tournées en sens contraires.
La solution du problème précédent sera donnée par la construction suivante :
(Fig. lA eifig. 14 bis). Étant donnés une ellipse E et un point m de cette courbe, pour lequel on veut construire le cercle osculateur.
4* On prendra une parabole P d'un paramètre arbitraire dont on connaîtra le sommet s et le foyer /, et par suite. Taxe infini Â« ;
^ On tracera la focale P. ( qui ne sera autre que la parabole P renversée ).
3* On construira la normale n^ à la parabole P, ;
4* On prendra sur la normale en m à la courbe E , nur = n^ , et par le point x on mènera la corde dd' conjuguée de la tangente t en m ;
5* On construira pour la parabole P, la demi-corde </,jf.=:la demi-corde dy ;
6* On mènera yM parallèle à ng et Ton prendra Mt^.t=ntxet MM':= mq ;
7"" On joindra les points M' et «, et la droite M'^ viendra couper en s' la droKe Un parallèle à A^ }
S"* Par le point s on mènera- une perpendiculaire à la droite ng^ laquelle viendra
couper en L la droite MM', et ML sera la longueur du rayon du cercle osculateur demandé.
Pour Vhyperbole^ les fig. 16 et 16 bis, et pour la parabole^ les/^. 15 et 15 bis, indiquent très-nettement la conslruction à exécuter (Il suffit.de remarquer que lorsque la section conique est une parabole , MM' ou mq est infini , et que dès lors la droite ss' est parallèle à n^ ou à sa parallèle Mt/,).
Pour obtenir le rayon de cercle osculateur, au sommet d'une section conique, la construction sera identiquement la même.
Remarque. Il pourrait arriver que l'on fût conduit, dans certains cas, à placer sur la parabok p, une normale telle que sa partie comprise entre le point de la courbe et Taxe infini fût égale à une longueur prise sur la normale de la courbe E; et qu'ainsi on fût conduit à construire une normale telle que ng {fig. 14 bis ) fût égale à mx {fig. 14).
Ce problème est d'une construction facile en s' appuyant sur la propriété des focales, savoir : que h focale est le lieu des sommets des cônes de révolution ayant pour base la section conique donnée.
Ainsi {fig. 14 quater), étant données la parabole P et la focale ?, , pour déterminer le point n de P. pour lequel la normale ii^=: D, on fera la construction suivante :
On prendra Tordonnée a6 :=^D de la parabole P; on construira la tangente^» à la courbe P, , ce qui est facile, puisque la sous-tangente est double de l'abscisse; donc on prendra y&'= 6/, et l'ordonnée ftn coupera la courbe P. en n, point pour lequel la droite ng perpendiculaire à nb satisfera à la condition posée ;
Et en effet :
Si du point b on mène la tangente bn à la courbe P,, le plan passant par ab et perpendiculaire à bn coupera le cône ayant son sommet en^ et pour base la parabole P suivant un cercle ayant le point b pour centre et ab pour rayon , puisque ce cône est de révolution et que son axe n'est autre que la tangente bn.
Si donc je mène^=a6 et perpendiculairement à bn^ la droite pn sera parallèle à l'axe infini Ks de la parabole P ;
Si donc en fi, je mène ng perpendiculaire à 6}t , on aura ng:=zbp ==iab.
Car les deux triangles rectangles pbn et bng sont égaux, puisque pn et bg sont parallèles.
Ainsi , Ton peut dire :
Le point d'une parabole pour lequel la normale est égale à une droite D a pour demi-sous-langente la différence existant entre l"" la distance du foyer au sommet de la courbe et 2* Tabscisse du point pour lequel Tordonnée est égale à la droite D.
8 Vil.
La construction précédente peut être simplifiée si Ton remarque que le lieu des sommets des cônes ayant pour base une parabole P, n'est autre que la parabole focale, transportée parallèlement à elle-même, jusqu'à ce que son sommet se superpose sur le sommet de la courbe P, lorsque ces cônes satisfont à la condition d'être coupés chacun suivant un cercle par un plan perpendiculaire à Taxe fnfini de la base P.
En effet :
( Fig. 17 ). Soit donnée la parabole P, ayant son sommet en s et pour axe infini la droite s A \ supposons que le point x soit son foyer, et menons la corde mxm perpendiculaire à sk .
Supposons ensuite que Ton mène par le point x une droite nxn perpendiculaire au plan de la courbe P, et construisons dans le plan nxm un cercle G ayant mm! pour corde et nn pour diamètre.
Unissons les points n' et s par une droite, venant couper en s la droite ns' parallèle à sk. Le point «' sera le sommet d'un cône enveloppant les deux courbes G et P , et ce cône sera coupé par tout plan parallèle au plan nxm suivant un cercle.
Cela posé :
Les deux triangles semblables sps' et sxn^ donnent :
1^ :7p :: 7x: nï^ (i)
et désignant
«ppary, s'ps nx par z, sa? par p,
( p étant le paramètre de la courbe P ) ,
Et remarquant , l"" que mxz=z2xs ( puisque le point x est le foyer de la courbe P) , et 2** que dans le cercle G on a :
mx =twî.naT; dou ttj:=:-i--
la proportion (1) deviendra :
d'où
ou
Donc, etc.
En vertu de ce qui précède , la construction du cercte osculateur en un point d'une section conique devient assez simple.
En effet :
Étant donnée une ellipse ( E^/^. 14),
l"" On tracera {fig. 14 fer), deux paraboles P et P. égales et opposées par le sommet et ayant même axe infini sA ;
2* On prendra dans la parabole P la demi-corde d,t/. :=:la moitié de la corde dd';
S"" On prendra VLy,z^mxeX MM' ^^ fnq-j
4** On mènera Ms' parallèle à sX ;
5"" On élèvera la droite 9v perpendiculaire à «A ; et coupant au point v la droite tts^ ;
6* On unira le point y de la parabole P, avec le point K miKeu de svi
T On unira Tes points M' et s et Ton aura le point Q ;
8" Par le point Q, on mènera QL parallèle à K/et coupant le droite MM'^au point L , et LM sera la longueur du rayon du cercle osculateur demandé.
I^es fig. 16 et 16 ter pour Y hyperbole , et 1 5 et 15 ter pour la parabole , indiquen-t très nettement les constructions à exécuter pour obtenir le rayon de courbure de ces courbes.
11 faut cependant remarquer que pour la parabole ^ les points t; et Q se confondent.
Les constructions seront identiquement les mêmes, lorsque l'on voudra con'struire le cercle osculateur au sommet d'une section conique.
§ viii.
Remarquons que les constructions précédentes s'appliqueront, lorsque Ton ne donnera qu'un arc de section conique et' sans qu'il soit nécessaire de savoir à quelle espèce de courbe cet arc appartient; ainsi sans savoir si l'arc donné est un arc d'ellipse ou de parabole ou d'hyperbole.
Mais pour pouvoir employer les constructions précédentes, il faut que Ion connaisse la tangente en un point de l'arc donné, connaissant d'ailleurs la tangente au point pour lequel on veut construire le rayon de courbure.
En effet :
Soit donné un arc aè (fig. 13), et nous savons que cet arc est une portiou de section conique*
En un point K, nous avons fa tangente Kr,et au point m, point pour lequel on veùl construire le rayon du cercle osculateur , on connaît la tangente ml. Cela posé : *
— us -.
T^ous mènerons la corde KK' parallèle à la tangente mi] noas joindrons le milieu o de cette corde a^ec le point m , et le diamètre mo viendra cooper h tangente en K au point r y en sorte que la droite rK sera tangente au point K' de l'arc donné.
Gela posé :
Pious pourrons , ayant mené la normale mf au point m donné, laquelle cou* pera la corde KK' au point q et ayant abaissé du point r une perpendiculaire sur KK', et coupant cette corde au point p, achever la construction ainsi que nous l'avons donnée précédemment; ainsi :
( Fig 18 bis ). Ayant tracé les deux pars^les égales P et P. et opposées par le sommet, nous placerons dans la parabole P, la corde K,K^c=: la corde KK'«
Puis , par le point o milieu de K.K'., nous élèverons là droite oV perpendiculaire à l'axe infini AS de la parabole P» prenant oW = 9m et o^cspr.
Nous mènerons tn^s parallèle à Taxe A^ et coupant là parabole P, en ê' ; en K,, nous mènerons une tangente à la parabole P et coupant Taxe infini ks au point a;(*).
Nous joindrons r' et x par une droite coupant la ligne mV eo Q.
Ce point Q sera le sommet du cône oblique enveloppant la parabole P et la sec* tion conique dont l'arc nous est donné.
11 suffira donc de mener la tangente s^v en s' à la parabole P. , et du point Q une parallèle à cette tangente, laquelle coupera mW en u, et m'u sera la longueur du rayon de courbure demandé.
Et remarquons qu'au moyen de cette construction^ on peut reconnaître la nature de l'arc donné a6.
En efiet :
Ayant, au sommet s de la parabole f(fig* 18 6û), élevé la perpendiculaire sv à l'axe infini A5, et coupant la droite mV au point t^;
Si l"" le point Q est au delà du point v , l'arc appartiendra à une hyperbole ;
Si 2'' le point Q n'est autre que le point v, l'arc appartiendra à une pars^le;
Si 3* le point Q est situé entre les points v et s% l'arc appartiendra à une ellipse.
I IX
Les constructions géométriques précédentes nous permettent de parvenir, d'une manière fort simple, aux expressions analytiques connues du rayon de cour* bure, pour un point quelconque d'une section conique.
n Et le point x est facileà construire, puisque pour la parabole , la sou*-tangente est double de Tabscisse; ainsi êx=sa o's'.
En effet :
l^Pour Vhyperbole : le diamètre réel ou transverse pour Wpoint m! {fig. i9) étant mm!\ le centre de la courbe étant en o; a étant Tangle que les deux diamètres conjugués font entre eux; mp étant la normale au point w! de la courbe pour lequel on veut calculer le rayon de courbure; on voit de suite qu'il faut comparer entre eux les deux triangles semblables m'r^et LrK, lesquels donnent :
fn!i : m's :: ho : LR
Et d'abord écrivons m'<= ps le rayon de courbure cherché vn!s.
Pour calculer m's^ remarquons que les deux triangles semblables mm's et mga donnent
m'< : mun! :: ga \ mg
Écrivons mm':=^2d^ c/ étant le demi-diamètre transverse correspondant au point m' de la courbe
mg = mo-\-og = d + x^ gq' = y
Les deux paraboles P et P' qui servent à la construction étant égales, leur équation sera la même pour Tune et l'autre ; ainsi A' = 2p . k {hei k représentant les coordonnées d'un point quelconque de ces courbes ).
Cela posé,, nous aurons :
55'' «^.^, d'où 5« = 0 IL Tient donc :
— r mm' xoâ d .y
mg p{d'\-œ)
Pour calculer Lv , nous savons que
- — Lb m!p —7- m'a x — d , , x — d Lv = -7^= -r^ et que m'p = -r^= —. j do»c Lv =
Pour calculer LK^ on remarque que LKc=3 6u, et que Ktt = m'p : en vertu de réquation de la parabole P', on a :
^ ^ , _ ^ ç_ (x-^dV
Kl» =%i.*U5 donc lA = ^-jrjjr;
ABin,.coBMn0
,, m'« X ho **'= LK
on a :
p(x+d) 2.8ina d.y* .sina d.yMioa
2/1 . sin* ot
et comme en vertu de Téquation de Thyperboie
on a :
y' = Ç(x'-iF)
on trouve :
A = -^. 8in a.
Si Tangle a est droit , les diamètres conjugués d et d' deviennent les axes a et 6 de la courbe.
Et puisque dans ce cas sina:=3 1 , on obtient :
2* Pour VelRpse.
Le diamètre étant mW, le sommet du cône enveloppant l'ellipse donnée et la parabole P sera en s'\
Il faudra donc calculer M'«" au lieu de m's^ le rayon de courbure étant d'ailleurs ni!f au lieu de mt ; or , pour ce calcul , il suffit de remarquer qu'en désignant m'm'^ par Sd, on aura m'!g=^ rf — >a;, en sorte que les calculs précédents seront les mêmes, et il suffira de changer x — dend — j; pour avoir le résultat; on aura donc :
d.y'sin a
et comme l'équation de l'ellipse rapportée à son centre et à ses diamètres conjugués est ^ + ^ = ^ ' ^^ ^^^^ encore :
(*) Et rappeloiu-noiu queâPet y, coordonaées obliques, sont. liées entre elles pir Téqnation
-| — ^ 8 1 qui est celle de Phyperbole donnée; Torigine des coordonnées étant au point o , centre
de la courbe; d et d' étant les diamètres conjugués, qui prolongés sont pris pour axes des cooordonnées obliques ; Tangle de ces axes coordonnées étsnt «.
p = -j- • sin a.
3' Pour la parabole.
Le sommet du cône envelop(>ant la parabole donnée et la parabole P, sera «n s\ et l'on voit de suite que m! s' =^^a.
Gda posé :
L'équation de la parabole donnée étant y* = 2p' . a;, et les axes des xK>ordon* nées obliques faisant entre eux un angle a, on trouvera:
sina
Rappelons-nous que p' = -r^ , dès-lors , pour un point m' de la parabole , le
rayon de courbure aura pour expression p =-r^
Et si le point m' est le sommet de la parabole dont le paramètre est 2p , on aura P=Pj puisque, daos ce cas, sina = l.
Remarque. Considérons deux diamètres conjugués d'une ellipse. Désignonapar det (f ces demi-diamètres ; par a l'angle qu'ils font entre eux ; par p le rayon de courbure au point m extrémité du demi-diamètre d, et par p' le rayon de courbure au point m' extrémité du demi-diamètre d\
Les rayons de courbure p et p' feront aussi entre eux un angle égal j^ a et l'on aura:
d^où
p=-=-8uiit et p's=--58inot
pp'^dcT .siii'a, d'où -^add'.ûna
Or , désignant par a et ^ les demi-axes de l'ellipse , on a :
ab ssddl . njk «
donc
sm a
Pour deux autres diamètres conJ4igués , on aura encore-
donc
#^ = 4^ s= constante, sin a am «
Il est à remarquer que les constructions indiquées § VII, pour trouver la longueur du rayon de courbure pour un point quelconque d'une section conique, n'exigent pas à la rigueur l'emploi de deux paraboles égales et d'un paramétre arbitraire. -
En effet :
L'équation de la parabole P ou P (fig, il ter) , étant y';=:2px, et 2p étant
arbitraire, il suffira de construire y^ au moyen d'une droite d'une longueur arbitraire L et de la droite ym ( voir /{^. i4 ) , et Ton aura yj = ^ ; ainsi y^s se
construira comme Iroisième-proporlionnelle.
De même, pour placer le point s sur la parabole P., il suffira de construire
l'abscisse sg; sachant que l'ordounée 8'gs=iy,M.j etqueyiM (^fig. Hter):=xm;
on aura donc s'gzzz --— . Ainsi, a g se construira comme troisième-proportionnelle.
Toutes nos constructions n'exigeront donc à la rigueur que Temploi de la règle
et du compas; mais si l'on avait à construire une suite de rayons de courbure, ainsi , si Ton voulait déterminer les divers points de la développée d'une section conique donnée, l'emploi d'une règle découpée en demi-parabole, telle qu'elle est indiquée Gg. 20, serait préférable, parce que les constructions seraient plus promptes qu'en cherchant, pour chaque points les deux troisièmes-proportionnelles.
Jusqu'à présent on n'avait établi la théorie de Tosculation des sections coniques entre elles, qu'au moyen de VanalyêCt et les constructions géométriques données pour le i^yon de courbure, étaient le résultat de recherches spéciales sur le cercle osculateur; il me semble que les constructions que je donne pour le rayon de courbure, offrent au moins cet avantage , lors même qu'elles seraient un peu plus longues que celles connues et employées, d'être une déduction ou corollaire de la théorie géométrique exposée dans ce Mémoire, touchant l'oseulation des courbes du second degré.
Construction 1* des centres de courbure des épictcloides planes et sphéri- QUES; 2° DES rayons de courbure des sections coniques et des surfaces du
SECOND ORDRE
Jean Bernouilli a écrit un Mémoire sur les épicycloîdes sphériques, ayant pour but principal de rechercher les courbes de cette famille qui étaient rectifiables.
Il a démontré que la courbe engendrée par un cercle mobile dont le rayon se projetait orthogonalement sur le plan du cercle fixe suivant le rayon de ce cercle, était la seule entre les épicycloîdes sphériques qui fût rectifiable«
Hachette, employant les procédés graphiques delà Géométrie descriptive , a construit la tangente en un point de Tépicycloîde sphérique, après avoir construit préalablement les projections de cette courbe. Il a étendu ses recherches et en a fait des applications heureuses et utiles aux engrenages coniques, que Camus avantluin*avaitpu construire rigoureusement (sous le point de vue géométrique), parce que les méthodes ingénieuses et fécondes de la Géométrie descriptive lui étaient peu familières.
Les recherches tentées, ^n Géométrie pt<re,.sur les épicycloîdes sphériques se bornent donc, jusqu'à présent, à la construction graphique de la tangente , soit par les méthodes rigoureuses de la Géométrie descriptive , soit par la méthode de Roberval, qui, dans certains cas, peut être diflScile à appliquer ( Voir la Onrrespondance de l'École polytechnique, tome II },
Personne n'a encore cherché à déterminer le lieu des centres de courbure de ces courbes remarquables, par des méthodes purement géométriques.
Je me propose , dans ce Mémoire , de construire les centres de courbure des épicycloîdes planes et sphériques et de la développante sphérique (^).
{*) Lu à la société philomatique dans 4a séance du !•' mars 1834 , publié dans le 23« cahier du Jouir^ nalde V École Polytechnique.
(*) Dans PouTrage qui aura pour titre : ApplicaHonê de la géométrie deicriptive aux engrenages, aux ombres et à la perspective, it montrerai quelles utiles applications aux arts on peut faire de la développante sphérique y pour la construction des engrenages coniques extérieurs et intérieurs, «n la substituant aux Épicycloîdes sphériques.
.Vf^'^iT'*^' " -■»«»- — •»-. i. • ,. ^ £4,^apf- ï»"^.jr '^
ËpicyctcUdes planes.
Les épicycloides planes sont de deux espèces : les épiq/cloides extérieures ^ engendrées par un cercle mobile roulant sur un cercle fixe, ce cercle mobile étant
extérieur au cercle fixe» ou enveloppant le cercle fixe; ensuite les épîcyelcïdes intérieures f le cercle mobile étant alors intérieur au cercle fixe, en d'autres termes, étant enveloppé par le cercle fixe.
Parmi les épicycloides intérieures on doit remarquer celle qui est engendrée par un cercle mobile dont le diamètre est égal au rayon du cercle fixe. La courbe devient, dans ce cas , une ligne droite qui n'est autre qu'un rayon du cercle fixe.
Cette droite joue un grand rôle dans les engrenages coniques. (On doit consulter, à ce sujet, le Traité des Machines de Hachette, les Méfnoires de Lahire et le Traité de Mécanique de Camus. }
Construction des centres de courbure de Cépicyclotde plane:.
Nous examinerons quatre cas : 1* celui où le cercle mobile est extérieur au cercle fixe ; 2** celui où le cercle mobile est enveloppé par le cercle fixe, le diamètre du cercle mobile étant plus petit que le rayon du cercle fixe; 3^ celui où le cercle mobile est enveloppé par le cercle fixe , le diamètre du cercle mobile étant plus grand que le rayon du cercle fixe ; A"" enfin le cas où le cercle mobile enveloppe le cercle fixe.
Premier cas. Le cercle mobile étant exiétieur au cercle fixe.
Soit un cercle du rayon Sa fixe et immobile (fig. 21 ); soit un cercle du rayon aqj tangent en a au cercle fixe et mobile.
Je suppose que le cercle aq ( désignant le cercle par son rayon ) roule sur le cercle Sa ; le point n décrira une épicyclotde extérieure i.
Je suppose que le cercle aq soit arrivé en la position aV» ^^ que le point h!
soit un point de l'épicycloîde i décrite par le point n du cercle mobile. Alors on
aura :
arc n' A' = arc aa\
et la normale au point h' de i sera h! a. Je suppose ensuite que l'on trace les deux cercles S6 et frp , de telle manière
qae le cercïe bp soit tangent en a aux cercles Sa et aq^ et de plus, que le cercle bp roule sur le cercle Sfr; alors le point b décrira Pépicycloide extérieure d.
Je suppose enfin que le cercle mobile bp arrive en la position b' p\ en laquelle il sera tangent en a! et au cercle Sa' et au cercle aq\ de sorte que le point h sera un point de l'épicycloîde ^.
Alors on aura r
arc fr' A = arc V b.
Et la droite a'h sera tangente au point h de la courbe d'.
Gela fait, je prolonge hcîy cette droite viendra couper le cercle a'q au point k.
Cela posé :
Il est évident que pour que Fa normale a'h! au point h! de d soit tangente au
point h de d'y il faut que les deux droites a'A'et a'h se confondent; en d'autres
termes, il faut que les deux points A' et k se superposent, ou enfin, il faut que
l'on ait :
arc fik ss are nW r
ce qui revient à dire, puisque : arc n%' = arc aa, qu'il faut que les deux cercles bp eiaqj en roulant l'un sur le cercle Sfr , l'autre sur le cercle Sa, parcourent des arcs mesurant des angles égaux sur les cercles fixes.
Or, comme les arcs bb' et oa' mesurent des akigles égaux sur les cercles fixes , il faudra que l'on ait i
'SbiSa::^ :aq,
ou, en désignant Sb par B, Sa par R', bp par r et aq par r\ il faudra que Ton ait :
et ce qui vient d'être établi ayant lieu pour Tare parcouru aa\ aura- lieu pour tous les autres arcs parcourus par le cercle mobile , sur le cercle fixe. Ainsi l'on peut énoncer le théorème suivant :
La développée (tune épiajcldide extérieure est une autre épicyctcide extérieure.
Et l'on doit se rappeler , en même temps^ que les cercles mobiles, générateurs des épicycloîdes développante et développée^ sont tangents Tun à l'autre, et que les cercles fixes ont même centre , et enfiB que les rayons des cercles fixes et mobiles sont proportionnels entre eux.
D'après ce qui précède, on voit que pour obtenir la développée de l'épicycloîde extérieure, il faudra exécuter la constructioa suivante.
Mener en à la tangente commune av aux cercles Sa et aq ; puis , pur le centre S la tangente Sm' au cercle mobile aq; ces deux tangentes se couperont en v. On divisera Tangle Sva en deux parties égales par la droite vp, laquelle coupera Sa en py centre du cercle ^^ qui par sa rotation autour du cercle fixeS^, décrira par le point b la développée demandée.
On pourra opérer par rapport à la courbe if, comme on Ta fait par rapport à la courbe d, et Ton arrivera à ce résultat , savoir : que la développée y de d' est une épicycloide extérieure engendrée par un cercle il^ tangent en b au cercle Sb, et ayant même tangente Sm que le cercle bp.
De sorte que les cercles mobiles générateurs des épicycloides développée et développée de développée d'une épicycloide extérieure, sont tous tangents les uns aux autres, et ont tous deux tangentes communes passant par le point S, centre commun des cercles fixes; et les courbes obtenues ainsi sont disposées les unes par rapport aux autres de telle sorte que l'origine b d'une développée ^ correspond au sommet n de sa développante d; et cette disposition a lieu pour toutes les développées de développées des développées, lorsque l'on examine deux courbes successives.
Deuxième cas. Le cercle mobile est enveloppé par le cercle fixe ( le dwmèire du cercle mobile étant plus petit que le rayon du cercle fixe).
H sufiit de jeter les yeux sur les figures 22 et 23 pour être convaincu que les résultats sont identiquement les mêmes que ceux obtenus pour l'épicydoide extérieure, en remarquant toutefois que pour Tépicycloide extérieure les développées des développées tendent toutes vers le centre S commun aux cercles fixes, tandis que pour les épicycloides intérieures, les développées des développées s'éloignent constamment de ce centre S. De sorte que pour les épicycloides extérieures, la développante enveloppe sa développée, tandis que pour les épicycloides intérieures , la développante est enveloppée par sa développée.
Ainsi :
La développée d^une épicycloide intérieure est une autre épicycloide intérieure.
Troisième cas. Le cercle fnobile est enveloppé par le cercle fixe ( le diamètre du cercle mobile étant plus grand que le rayon du cercle fixe ).
Soit G le cercle fixe et o son centre (fig. 24 ); soit C le cercle mobile tangent en m au cercle G.
On sait que si l'on construit le cercle G'" tangent en m et ayant son diamètre égal à la droite p^, l'épicycloide intérieure E engendrée parle cercle G' roulant
sur G» de droite à gauche , sera aussi engendrée par le cercle C'^' roulant sur G de gauche à droite; en d'autres ternies, on sait que les cercles G' et G'" tangents en m au cercle fixe G et dont les diamètres sont , en somme, égaux au diamètre du cercle G, engendrent la même courbe E en roulant en sens inverse sur le cercle G. On pourra donc, dans ce cas, regarder Tépicycloide intérieure E comme engendrée par un cercle mobile dont ie diamètre est plus petit que le rayon du cercle fixe, et Ton retombe ainsi dans le deuxième cas.
Quatrième CAS. Lecerclemobile enveloppe le cercle fixe.
Soit G le cercle fixe et G' le cercle mobile (fig. 25), ces deux cercles étant tangents Fun à l'autre au point m.
Dans ce cas, si l'on construit deux cercles D et D', l'un, D, fixe, ayant son centre en o, centre du cercle fixe G; l'autre, D', tangent en n au cercle D et en
m aux cercles G et G'; et que l'on ait la proportion suivante :
Le rayon du cercle G ; au rayon du cercle G' :: le rayon du cercle D : au layon du cercle D'.
La courbe £' engendrée par le point m du cercle D' roulant sur D, sera la développée de la courbe E engendrée par le cercle G' roulant sur G.
Il est inutile d'entrer à ce sujet dans de plus grands détails. Je ne regarde point le mode de démonstration au moyen duquel je suis parvenu aux solutions géométriques précédentes comme nouveau; il est si simple qu'il est impossible qu'il n'ait pas déjà été employé, et qu'il ne soit pas dès lors connu dq[>uis longtemps. Cependant j'ai dû l'exposer, mais aussi brièvement que possible, puisque c'est par une méthode analogue que je vais être conduit à la détermination des centres de courbure des épicycloides sphériques(^).
Êpicyclddes sphériques.
Il existe aussi deux espèces d'épicycloidessphériques, les intérieures et les^a;iérieures. L'épieycloide sphérique est engendrée par un point d'un cône mobile de révolution roulant sur un cône fixe aussi de révolution , ces deux cônes ayant même sommet.
(*) La rectification de rëpicycloïde plane a été démontrée pour la première fois par Newton ( Prin' ctpei mathématique$ de la Philoêophie naturelle ).
Les épieyckfidei extérieures s'obtiennent lorsque le cône mobile est extérieur aa cône fixe ou lorsqu'il enveloppe ce cône.
Les épicyclaides intérieures s'obtiennent lorsque le cône mobile est enveloppé par le cône fixe.
Parmi les épicycloides sphériques, il en est une très-remarquable , c'est celle à laquelle on a donné le nom de développante sphérique; elle est engendrée par le point d'un plan roulant tangentiellement sur un cône fixe et de révolution. Les propriétés géométriques de ces développantes sphériques deviennent intéressantes à étudier depuis que Ton a remarqué que ces courbes pouvaient remplacer avec avantage les -épicycloides sphériques ordinairement employées dans le tracé des engrenages coniques.
{Construction des centres de courbure de f éjUcycUfide sphérique.
Comme pour les épicycloides planes , nous aurons quatre cas k discuter : i* celui où le cône mobile est extérieur par rapport au cône fixe; 2* celui où le cône mobile est enveloppé par le cône fixe; 3' celui où le cône mobile enveloppe le cône fixe ; 4* enfin , celui où le <sône mobile est remplacé par un plan tangent mobile.
Premier cas. Le cône mobile étant extérieur au cane fixe.
Concevons {fig. 26 ) dans un plan vertical trois droites SX , So et Sa , se coupant en S. La droite Sa, en tournant autour de SX comme axe, engendrera un cône de révolution ; on obtiendra un second cône par le mouvement de rotation de cette même droite Sa autour de l'axe So.
De sorte que les deux cercles engendrés par le point a rouleront l'un sur Fautre, en supposant que le cône SX reste fixe et que le cône So soit mobile (nous désignerons chaque cône par son axe de révolution); et pendant la rotation, un point du cercle mobile ao engendrera une épicycUnde sphérique extérieure.
Supposons que le point m soit un point de l'épicycloîde sphérique d:
i'' On sait que le plan tangent en m , à la sphère mobile et variable de rayon , ayant le point a pour centre et am pour rayon, contient la tangente à la courbe d pour le point m ;
2" On sait que ce plan a pour (race sur le plan du cercle mobile aOf la droite md passant par l'extrémité d du diamètre aod;
3"" On sait aussi que la trace de ce plan sur celui qui contient les axes des cônes dans la position assignée, celle où le cercle mobile passe par le point m considéré
sur l*épicycloïde d^ est une droite dP parallèle à Taxe So du côoe mobile , et par conséquent perpendiculaire au plan du cercle générateur oo;
4* on sait encore que le point P en lequel le plan mdP coupe l'axe Sa; du cône fixe, est le sommet du cône ayant pour base la courbe d, et auquel on a donné le nom de cane épicyckndal ; de sorte que tous les plans tangents aux diverses sphères mobiles et variables de rayon sont tangents à ce cône. ( Voir dans (e Traité des Machines de Hachette le chapitre sur les Engrenages coniques.)
Gela posé :
Puisque dP est, perpendiculaire au cercle aoy on voit de suite que l'angle plan
adm mesure l'angle dièdre formé par le plan des axes (SX^ So ) et le plan mdP tangen t au cône épicy cloîdal .
Si y maintenant , au point m on conçoit la tangente à la courbe d , et si l'on se rappelle qu'elle est l'intersection des deux plans tangents menés, l'un au point m de la sphère mobile ayant son centre en a et pour rayon am^ l'autre au même point m de la sphère fixe ayant son centre en S et pour rayon Sm, on voit sur-lechamp que cette tangente sera perpendiculaire au plan passant par les deux rayons Sm et am. Ce plan (Sm, am) sera donc le plan normal de l'épicycloîde sphérique pour le point m.
Remarquons que ce plan normal passe par les centres S et a des deux sphères; par conséquent on peut énoncer le théorème suivant : ' .
L'enveloppe des divers plans normaux (Tune épicycloide sphérique est une surface conique ayant même sommet que le cône fixe.
Cherchons maintenant [fig. 27 ) la nature de cette surface conique. Pour y parvenir, supposons que dans un plan vertical on prenne deux points S et S' et qu'on les regarde, le point S comme le sommet commun à deux cônes de révolution (S, E) et (S, C) [en désignant ces cônes par leur sommet et le cercle base], et le point S' comme le sommet commun de deux autres cônes aussi de révolution (S^ E') et (S', B).
Le système de ce^ quatre cônes sera tellement disposé que :
l"" Les axes SX, SX', So, S'p des quatre cônes seront dans un même plan.
2"" Les cônes (S, E) et (S, E') auront même axe de rotation.
3* Les bases B et C des cônes mobiles seront tangentes l'une à l'autre au point a et auront aussi même tangente en ce point a avec le cercle fixe E.
Ainsi l'axe SS' commun aux deux cônes fixes, et les deux points b contact des cercles B et E', et a contact des cercles C et E sont dans un même plan, auquel on donne le nom de plan méridien.
Si maintenant je suppose que le cercle B roule sur le cercle E', le point b
engendrera une épicycloide d" et en supposant que le eerde G roule en même temps sur le cercle E, le point d extrémité du diamètre aod engendrera une seconde épicyqloîde à.
Si je suppose ensuite que le eerde B arrive en B'^ le cercle G arrivant en G' et de telle manière que l'axe SS' et les deux points b'^ contact des cercles B' et E\ et a' contact des cercles G' et E^ soient dans un nouveau plan méridiemy on voit de suite que le cercle B' coupera répicycloide ï en un point n tel que Tare nb' sera égal à Tare bb' et que le cercle G' coupera Tépicycloîde den un point m, tel que l'arc étm sera égal à l'arc aa'.
De sorte que les angles aXa' et bX'b' seront égaux ; on aura donc :
arc aa! : arc W :: aX : bX';
et en désignant le rayon du cercle E par R, et celui du cercle E' par R\ on aura :
axcaà : arc 66' :: R : K.
Cela posé :
Si au point n de la courbe d\ je voulais construire la tangente, il faudrait d'abord construire le plan tangent à la sphère mobile ayant son centre en b' et pour rayon b'n.
Ce plan serait tangent au cône épicycloîdal qui aurait pour base la courbe d\ et son sommet s'obtiendrait en menant dans le plan méridien qui contient les trois axes S'p\ Sa' et SS', la droite a'P' parallèle à l'axe S'p du cône mobile. Cette droite couperait l'axe des cônes fixes en P' et ce point serait le sommet cherché.
Mais SI l'on voulait que le plan tangent au cône épicycloîdal (P', i') fût normal à la courbe i, au point m, il faudrait d'abord qu'il passât par la droite Sa'.
Ainsi, pour première cooditioa, les pointe P' et S doivent se confondre, ou, en d'auires termes , le plan du cercle B' doit être perpendiculaire à la génératrice de contact Sa' des deux cônes (S, E) et (S, G').
Cette condition étant remplie, le plan tangent au cône épicycloîdal (S, d') pour le point n de d^, pourrait biei^ ne pas: couper la courbe d en m, mais en un autre point k , à moins que l'en n'ait :
aspc ki avare oa',
auquel cas les àwx points m et ft se confondront en un seul.
Or, poiir satisfaire à cette seconde condition, il faudra évidemment que l'on ait
la proportion suivante :
R:R' :: rW
( en désignant par r le rayon du cercle B et par r' celui du cercle G')«
— iâi —
Pour Satisfaire aux deux conditions qui viennent d'être établies, la construction à employer sera la suivante :
Dans le plan vertical {fig. 28 ) on tracera Taxe SY qui doit Être commnn aux deux cônes fixes. D'un point S comme centre on décrira le cercle C qui repré* sentera le grand cercle de la sphère sur laquelle doit être tracée répicycloïde sphérique.
ad et adj cordes de ce cercle, seront sur le plan vertical les projections dès cercles bases des cônes ayant pour axe, l'un SX et l'autre $o; les centres des cercles bases des deux cônes fixe et mobile seront ainsi sur le plan vertical, Tun en X , l'autre en o.
Gela posé :
On tracera la droite ai tangente en a au cercle C ; cette droite sera, sur le plan vertical , la projection du plan du cercle qui doit engendrer Tépicycloide sphérique base du cône épicycloidal qui, ayant son sommet en S, sera l'enveloppe des plans normaux de l'épicycloîde tracée sur la sphère (S, G).
Il faudra ensuite déterminer sur at un point b tel que l'on ait en abaissant de ce point une perpendiculaire b\' sur la droitç SX,
(X' : ia :: oX : ad,
car b\' représente R, ba représente 2r', aX représente R et ad représente 2r' :
R R' et alors la condition -=--r se trouvera satisfaite.
Or , pour déterminer ce point b , il suffit de construire une droite S6 divisant
Fangle XSa en deux autres angles XS^ et éSa, tels que Ton ait :
wnYSfr _ R^
sin ISa
la ligne Sb étant tracée et le point b déterminé, on n'aura plus qu'à mener par le point <> , milieu de aby une perpendiculaire à la droite ofr, laquelle coupera la droite SY au point S^
Et dès lors :
i* Le cerele ad roulant sur le c^cle fixe at^, le point d engendrera une épicycloîde sphérique i, tracée sur la sphère (S, G) ayant son centre en S et pour rayon Sa (le point (f sera le sommet de la courbe i).
2* Le cercle ab roulant sur le cercle fixe bb'y le point b engendrera une épicycloîde sphérique d^, tracée sur la sphère (S^ C') ayant son centre en S' et pour rayon S'a ( le point 6 sera le point de rebroussement ou Torigine de la courbe ^),
Tous les plans normaux à la courbe i seront tangents au cône épicycloïdal a^ant son sommet en S et pour base ia courbe d\
Construisons maintenant le centre de courbure de l*épicycloide sphérique , pour un de ses points.
Rappelons-nous que le plan md!f ( fig. 27 ) tangent au cône épicycloïdal qui avait son sommet en P et pour base Tépicycloîde sphérique d, était perpendiculaire au plan du cercle mobile C\ ce cercle passant en cette position par le point m de la courbe 3 et ayant en a! son contact avec )e cercle fixe E.
Le plan normal Sa!n au point m de la courbe i sera tangent au cône épicycloïdal ayant son sommet en S et pour base Tépicycloide sphérique d'. Il sera donc perpendiculaire au plan du cercle mobile B', ce cercle passant en cette position par le point n de la courbe ^ et ayant son contact avec le cercle fixe E' en b\ Et l'on se rappelle que l'axe des cônes fixe SX et les deux contacts b' et a' sont dans un même plan méridien.
Dès lors la droite b'n située dans le cercle B' et perpendiculaire à la droite na, sera perpendiculaire au plan normal Sa n ; elle sera donc parallèle à la tangente en m à la courbe à.
Ceci montre que la tangente en m à la courbe d se projette sur le plan méridien ( Sy a, a' ) suivant une perpendiculaire à la droite Sa', contact des deux cônes
(S, E)et(S,C').
Pour avoir le centre de courbure correspondant au point m de la courbe d, il faudrait abaisser du point m une perpendiculaire sur la génératrice Sn du cône épicycloïdal enveloppe des plans normaux. On voit par ce qui précède que la construction sera facile à exécuter graphiquement; car le plan normal étant construit pour le point m, on connaîtra le point 6' situé dans le plan méridien correspondant au point m; il sufiira donc de mener du point b' une parallèle à la tangente en m, ou une perpendiculaire.au plan normal ; son pied n étant déterminé , enjoindra les points S etn par une droite et l'on abaissera du point m une perpendiculaire sur Sn; la longueur de cette perpendiculaire sera le rayon de courbure pour le point m de dy et son pied sur la droite Sn sera le centre de courbure cherché.
Lorsque Ton exécutera graphiquement la construction que je viens d'indiquer^ la remarque précédente, savoir : que la tangente en m de d se projette sur le plan méridien correspondant au point m, perpendiculairemeat à la droite de contact Sa', servira à simplifier les constructions.
Deuxième cas. Le cône mobile étant enveloppé par le cône fixe.
Tout ce qui précède s'applique, mot à mot, à la disposition particulière de»
cônes (yi^. 29) que nous examinons maintenanl. Les deux conditions auxquelles il faudra satîsfaireWont les mêmes. La construction graphique qui conduira à la détermination du cône épicycloidal /enveloppe des plans normaux de Tépicycloidesphérique intérieure, sera donc la suivante.
Chercher sur at, perpendiculaire à Sa, un point b tel que Ton ait :
sin YS6 aX R^
*<> ad ~" 2r
sin bSa
On voit que, pour les épicycloides extérieures , la projection de la courbe sur le plan du cercle base du cône fixe de Tépicycloide donnée, enveloppait la projection de répicycloide base du cône épicycloîdal enveloppe des plans normaux , tandis que, dans le cas des épicycloides intérieures, ie conlraire a lieu.
Troisième cas. Le cône fixe étant enveloppé par le cône mobile.
La construction à employer sera la suivante (/y. 30 ) : Trouver sur la droite at perpendiculaire à la droite Sa, un point b tel que Ton ait :
sin YSb aX R
. .« ad 2r ain boa
Quatrième cas. Développante sphérique.
Parmi les épicycloides sphériques il en est une remarquable et à laquelle les géomètres ont donné le nom de développante sphérique] cette courbe est engendrée par un point de la circonférence d'un cercle roulant sur un autre cercle fixe; le plan du cercle mobile faisant un angle constant avec le plan du cercle ûxe^ et le rayon du cercle mobile se projetant orihogonalement sur le plan du cône fixe, suivant le rayon de ce dernier.
En d'autres termes : Supposons un cône (S) droit et fixe, un plan tangent P à ce cône; du sommet du cône (S), comme centre, décrivons dans le plan P un cercle C avec un rayon arbitraire; supposons ensuite que le plan P roule sur le cône (S); pendant ce mouvement de rotation un point du cercle C décrira une développante sphérique.
On peut donner un énoncé plus simple encore.
Soit un plan P tangent à un cône (S) de révolution ; un point du plan P décrira une développante sphérique^ lorsque ce plan roulera sur le cône.
Je suppose que Ton a présente à l'esprit l'épure que Ton construit ordinaire^»
ment pour déterminer les projections de répicydoide spbérique et de la tangente en un de ses points. ( Voir à ce sujet le Traité de Géoméine descriptive de Hachette. ) Alors ) il sera facile de voir que» si Ton projette la développante sphérique sur le plan du cercle base du cane fixe^ on obtiendra les résultats suivants, que je vais construire graphiquement, par les méthodes de la Géométrie descriptive, sans entrer dans tous les détails qui seraient superflus, l'épure sur Tépicycioîde étant bien présente à l'esprit.
Supposons (fig. 31 ) le cercle générateur ou mobile G' rabattu en G"", le cercle fixe étant G; le point s sommet du cône fixe et en même temps centre du cercle mobile G', ayant pour projections («, «^); supposons que le point m*" soit le rabattement sur le plan horizontal d'un point m delà développante sphérique, les projections de ce point m étant ( m*', m^).
Tous les points tels que m'' seront sur une courbe ^ projectk)n horizontale de la développante sphérique i.
Gela posé :
Je dis que la tangente au point m* de d^ ne sera autre que la droite m^m*' parallèle à la droite ^s**.
En efiet :
Si pour le point m de la courbe i on construit les normales des deux sphères qui passent par ce point. Tune fixe, ayant son centre en s et pour rayon sm, l'autre mobile, ayant son centre en b"" et pour rayon frm, on aura, 1"" la normale sm dont les projections sont ( «m*, ^m^), et 2* la normale bm dont les projections sont (A^m'^, Am*).
Le plan passant par ces deux normales sera perpendiculaire à la tangente Tau point m de la courbe d ; la projectioa horizontate de T sera donc perpendiculaire à la trace horizontale de ce plan.
Or, il est évident que le plan normal a pour trace horizontale la droite bd perpendiculaire à la droite ^s"" ^ puisque la normale bm perce le plan horizontal au point b et que la normale sm le perce au point d
Ainsi T^ projection horizontale de la tangente T sera perpendiculaire à la tangente commune aux deux cercles G et G' placés de telle façon, Tun par rapport à l'autre, que le cerqle G' passe par le point m de la développante sphérique.
Ainsi, désignant le pian, qui oontienATaxe da cône fixe et le point de contact b des deux cercles G et G', par plan méridien correspondant an point m, on peut énoncer ce qui suit :
l'' La tangetHe en un point de ta dévehpptmte sphérique eêiparaUéle mi plan méridien correspondant à ce pomi ;
S*" Tous les plans normaux de la développante sphérique sont tangents au cône fixe ;
Ou I en d'autres termes , Centêloppe âei ptanê normaux de la développante sphérique nest autre que le cône fixe.
3^ Toutes les développées de la développante sphérique sont des hélices tracées sur un cône de révolution ;
4* Toutes les tangentes à la développante sphérique font un angle constant avec le plan du cercle base du cône fixe , lequel est le complément de celui que les génératrices du cône fixe font avec ce fhéme plan , par conséquent la développante sphérique coupe sous un angle constant les génératrices du cylindre qui la projette sur le plan du cercle base du cône fixe \ elle est donc une hélice sur ce cylindre projetant.
Construisons maintenant le centre de courbure de la développante sphérique pour le point m.
Il est évident que ce centre sera le pied de la perpendiculaire abaissée du point m sur la génératrice sb , contact du cône fixe et du plan normal dbs mené au point 9n de ladéveîoppante.On voit sur-le-champ que cette perpendiculaire sera horizontale et aura pour projections , savoir : sur le plan méridien le point m et sur le plan horizontal la droite m*p, la ligne droite m^p étant perpendiculaire à la droite s^ s\
Ainsi le centre de courbure pour le point m se projettera en m"" sur le plan méridien et enp sur le plan du cercle base du cône fixe.
Le ra^on de courbure sera égal en longueur à rri'p (*).
Développons maintenant fe cône fixe enveloppe des plans normaux , et cher clions la forme que prendra, dans le développement, la courbe lieu des centres de courbure.
Suivant Tune des génératrices ^, concevons le plan tangent e( développons le cône sur ce plan tangent.
La base C se transformera suivant un arc du cercle C" tracé, sur le plan tangent, du sommet s comme centre et avec l'apothème du cône pour rayon.
De sorte que si Ton prend un point m âur le cercle C', et abaissant de ce point
(^) La propriété d<mt jouit la dévieloppanla spliériqne d*étre n&e hélice «or le oylnidiie qui la pro<jette orUiogonalement sur le plan du cercle fixe , montre que cette courbe est rectifiable , ainsi que Jean Bemouilli Payait démontré en employant un autre mode de démonstration.
Bt eomme la- tangente à la développante sphérique pour \é point iH est parallèle an plan méridien conreqxmdaint k ce point m,, on aura en m^k la longnenr de Târo reoliâé eoihpris entre le point m et le point d'onze de la ooorbe situé sur le cercle base dn cône fixe.
On bien, désignant par h la hauteur du point m au-dessus du plan du cercle fixe , et par « l'angle que le plan du cercle mobile fait arec le plan du cercle fixe , ovt aura :
arc rectifié =*• — *
COS et
une perpendiculaire sur la génératrice êb^ on aura en son pied un point de la courbe lieu des centres de courbure.
Le cercle C en roulant sur le cercle C parcourra des arcs égaux sar ce cercle, lesquels, développés, se transformeront (fig. 32 ) en les arcs égaux Wj yb\ b"b"\ etc., sur le cercle C.
Les rayons sb^ $b\ sb'\ sb"\ etc., seront dès lors les positions que les génératrices successives de contact prendront dans le développement, ^e sorte qu'en abaissant du point m du cercle G' des perpendiculaires sur ces divers rayons, on aura les points p, p', p", p'", etc., qui seront les positions affectées sur le développement par les divers centres de courbure. Il est évident que tous ces points sont sur un cercle ayant sm pour diamètre.
Ainsi Ton peut énoncer ce qui suit :
La courbe lieu des centres de courbure de la développante sphérique se transforme , lorsque ton planifie le cône fixe sur Vun de ses plans tangents , en un cercle ayant pour diamètre C apothème de ce cône.
Si l'on regarde la développante sphérique (fig. 31 ) comme la base d'une surface conique ayant son sommet en «, on peut très-facilement obtenir la courbe intersection de cette surface par le plan du cercle base du cône fixe.
Car, remarquons que le cercle mobile G' étant rabattu en G'% le point m de la développante étant alors rabattu en m**, la droite «*'m*' sera le rabattement de la génératrice sm du cône, et cette droite «** m** rencontrera la tangente 6(f en un point d, qui est précisément celui en lequel la génératrice sm perce le plan horizontal.
Il sera donc facile de construire la courbe 9 , trace du cône épicycloîdal sur le plan du cercle base du cône fixe, sans avoir besoin de construire les projections de la développante sphérique. ( Gette remarque sera très-utile pour simplifier le tracé des engrenages coniques, pour lesquels les surfaces des^ dents sont des cônes ayant pour bases des développantes sphériques. )
Gonstruisons maintenant la tangente au point 1^ de la courbe ^ , et rappelonsnous, 1% que les tangentes de la développante sphérique font un angle constant avec le plan du cercle base du cône fixe ; T que cet angle est égal à l'angle que la génératrice du cône fixe fait avec l'axe de ce cône.
Si donc par le sommet s du cône fixe je mène sq perpendiculaire à la génératrice sb^ et que du point ^ comme centre et avec tf'q pour rayon , je décrive le cercle D, le cône («. D) aura ses diverses génératrices respectivement parallèles aux diverses tangentes de la développante sphérique.
Et comme la tangente au point m de la développante est parallèle au plan mértdien qui, contenant l'axe du cône fixe et le point 6, correspond au point m, il
s'ensuit que le plan langent au cône ( ayant pour sommet le point s et pour base la développante ) suivant la génératrice «m, passera par la droite sq; la trace de ce plan sur le plan horizontal sera donc qd tangente en d à la courbe <f, trace du cône sur le même plan horizontal.
Ainsi, supposant que la courbe 9 soit tracée, ainsi que les deux cercles C et D, pour construire la tangente en un point d de la courbe 9, il suffira de mener db tangent en b au cercle. C, puisôç perpendiculaire à db et coupant le cercle D au point q ; la droite qd sera la tangente demandée.
On peut construire très-facilement une section conique osculatrice à la courbe 9 en un de ses points d.
En effet :
Le cône {fig. 33) qui a pour sommet lé point s, sommet du cône fixe, et pour base la développante sphérique, aura pour cône osculateur celui qui, ayant son sommet en s, aura pour base le cercle osculateur de la développante sphérique.
Ainsi, pour le point m de la développante sphérique, le cône osculateur tout le long de la génératrice sm , aura pour base le cercle qui a pour centre le point projeté verticalement en m''^ et horizontalement en p , son rayon étant égal en longueur à la droite pm!". Le plan du cercle osculateur est perpendiculaire à la droite sb; la trace verticale de ce plan sera donc V perpendiculaire à «A , et passant par le point m% et sa trace horizontale sera H perpendiculaire à la ligne de terre LT.
Si donc on porte sur V à partir de m% à droite et à^ gauche, my=m>"z=mp* on aura en sp'x et syp" les génératrices extrêmes du cône osculateur son axe étant «A. (On voit que le cône osculateur est de révolution. ) Il suffira donc de chercher l'intersection de ce cône par le plan horizontal, et l'on aura une section conique osculatrice au point d de la courbe 9.
Dans le cas représenté par la figure , la section conique sera une ellipse dont Tun des axes sera xy] le point v, milieu de xy, sera le centre; et il sera facile de déterminer le second axe.
On voit sur-le-champ que la section conique aura toujours Tun de ses axes dirigé suivant la ligne de terre LT, et que cette courbe sera :
Une ellipse, si Ton a- angle Ax < un angle droit.
Une parabole, si Ton a: angle s'^sx = un angle droit. Une hyperbole , si l'on a : angle sf*sx > un angle droit.
La construction de la section conique osculatrice en un point d de la courbe 9, permet de construire le centre de courbure, et par suite d'avoir la
longueur du rayon de courbure pour un point d de cette courbe op , puisque le problème est ramené à celui-ci : construire le centre de courbure d*une section conique don( les axes et le centre sont connus en position et en grandeur. Ainsi , l'on pourra substituer à un arc de la courbe 9, ou un arc de section conique osculatrice et facile à construire, ou un arc de cercle osculateur. Cette remarque peut être utile dans les applications aux engrenages coniques.
§ in.
Il existe une infînité de courbes qui jouissent des mêmes propriétés que la développante sphérique.
En effet :
Supposons une courbe plane A {Jig. 34) et sa développée B ; concevons un cylindre G perpendiculaire au plan de la courbe A et ayant pour base ou section droite la courbe B. Toutes les développées à double courbure de A seront des hélices tracées sur ce cylindre G ; concevons une de ces hélices H , toiïtes ses tangentes feront avec le plan de la courbe A des angles égaux, et formeront une surface développable D ayant la courbe H pour arête de rebroussement.
Menons le plan P langent à la surface D suivant la génératrice se projetant sur le plan de la courbe A en mp.
Le plan P roulant sur la surface D, le point p de c? plan décrira une courbe à double courbure X qui jouira, identiquement, de toutes les propriétés qui appartiennent à une développante sphérique; et comme toutes les tangentes à la courbe X font des angles égaux avec Je plan de la courbe A, parce que toutes les génératrices de la surface D font des angles égaux avec ce même plan, la courbe X coupera sous un angle constant les génératrices du cylindre qui la projette sur le plan de la courbe A. Ainsi cette courbe X est une hélice tracée sur ce cylindre projetant.
Ainsi , Ton peut énoncer le théorème général suivant :
Tout point (fun plan , roulant tangentietlemerït sur une surface développable dont Caréte de rebroussement a pour développante une courbe plane , décrit une courbe qui est une hélice sur le cylindre qui la projette orthogonalement sur le plan de la développante de C arête de rebroussetnenU
On peut généraliser (yi^. 35) tout ce qui a été dit touchant les épicycloides planes et sphériques, en substituant aux cercles fixe et mobile des courbes planes quelconques.
Ainsi , en supposant deux courbes planes situées dans un même plan , Tune G
Gxe, Tautre D mobile et roulanl sur la courbe G; un des points de la courbe mobile engendrera une courbe à laquelle on peut donner le nom A' épicurvoloide plane.
Si Ton suppose que les deux courbes G et D ne soient pas dans un même plan, mais que leurs plans fassent toujours le^même angle enlre eux pen* dant révolution de la courbe mobile , un des points de la courbe mobile engendrera une courbe'à laquelle on peut donner le nom d' épicurvoloide à double courbure.
On peut se proposer de construire les centres decourbure de ces courbes générales. Pour arriver à la solution de ce problème , remarquons que, si Ton considère deux courbes D et D' osculatrices, l'une à Tautre, en un point a qui soit précisément celui en lequel a lieu le contact simple des courbes D et G, et que Tosculation des deux courbes D et D' soit du second ordre, c'est-à-dire qu'elles aient deux éléments rectilignes successifs communs , am^ mm ; en supposant que Det D' roulent ensemble sur G, l'élément am viendra se superposer sur l'élément an de la courbe G, puis l'élément mm' viendra se superposer sur l'élément un' de la courbe G. Pendant l'évolution des courbes D et D'sur la courbe fixe G , un point p du plan des courbes, supposé lié aux deux courbes D et D' et entraîné par elles pendant révolution, décrira un élément du cercle pp', ayant son centre en a, pendantle temps que l'élément am mettra à venir se superposer sur l'élément an; puis, pendant le temps que l'élément mm'^mettra à se superposer sur l'élément un', le point p décrira l'élément de cercle pp" ayant son centre en n y de sorte que le point/) décrira, comme lié à la courbe D', une courbe cf', et comme lié à la courbe D, une courbe d, ces deux courbes d et d' ayant deux éléments com- ' muns pp'y pp"; ces deux courbes auront donc un contact du second ordre, dès lors elles auront même centre decourbure, même cercle osculateur, même rayon de courbure.
On voit sur-le-champ q^ue ce qui vient d'être démontré dans le cas où les trois courbes G, D et D' sont dans un même plan, existera dans le cas où les deux courbes D et D' seront dans un même plan , faisant avec le plan de la courbe G un angle constant pendant l'évolution des courbes mobiles.
Ainsi , l'on peut énoncer .le théorème suivant :
Lorsque l'on, a deux courbes planes osculatrices Cime à t autre ^ si l'on suppose que la première roule sur une troisième courbe plane en entraînant la seconde , et que la seconde roule ensuite sur la troisième courbe en entraînant la première , un point du plan des courbes osculatrices décrira^ pendant C évolution de la première courbe oscula^ trice, et ensuite pendant Cévolution delà seconde courbe osculatrice y deux épicurvo-
loïdës qui seront osculatrices l'une à t autre ^ et l'osculalion entre les épicur^oloïdes sera du même ordre que celle qui existait entre tes courbes osculatrices mobiles.
Cela posé :
Concevons deux courbes planes D elD' ( fig. 36) ayant pour développées, la première la courbe Ë, la seconde la courbe E'. Je suppose ces deux courbes situées dans un même plan et en contact au point a; par conséquent leurs centres de courbure respectifs o et o seront sur la normale au point a.
Je suppose ensuite que la courbe D ait roulé sur la courbe D', et qu'un point m de cette courbe D ait décrit V épicurvololde d.
On sait que la droite am sera normale à la courbe d au point m et que, par conséquent y le centre de courbure de la courbe d pour le point m sera situé sur la droite am.
Traçons le cercle C oscillateur à la courbe D et au point a , et le cercle C osculateur à ia courbe D' et au même point a. D'après ce qui précède on voit que si l'on suppose que le cercle C roule sur le cercle CV le point m décrira une épicycloïde d' rallougée ou raccourcie, suivant qu'il sera situé hors du cercle C ou dans Tintérieur de ce cercle, et telle, qu'elle aura un contact du second ordre en m avec Y épicurvolmde cf ; ainsi ces deux courbes d et d' auront même centre de courbure.
Ce qui vient d'être dit dans le cas où les courbes D et D' étaient dans un même plan, pourra se dire de la môme manière, dans le cas où le plan de la courbe D fera avec le plan de la courbe D'^ un angle constant pendant l'évolution de D sur D'.
Ainsi , si Ton savait construire graphiquement le centre de courbure d'une épicycloïde rallongée ou raccourcie, plane ou sphérique, on saurait construire le centre de courbure d'une ^icurvo/oïde p/aize ou à double courbure f en supposant que l'on connaisse les développées, ou autrement le lieu des centres de courbure des deux courbes fixe et mobile.
Et l'on voit que l'on peut supposer. que ce soit un point quelconque n du plan de la courbe mobile, et non un point m de cette courbe qui engendre Vépicurvo^ loïde, et que la solution sera toujours la même.
§iv.
C'est par induction qvLS Ton est conduit à déterminer, par la Géométrie, la nature de la développée d'une épicycloïde plane, et par suite celle du côiie épicycloîdal enveloppe des plans normaux de Tépicycloîde sphérique.
En effet, on remarque que la développée d'une courbe offre toujours un point singulier correspondant à un point singulier delà développante; qu'ainsi, à un point nommer delà développante correspond , sur la développée, un point de
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rebroussement de prenUère espèce; qu'ainsi, pour un point de rebraussemeni de première eipèce de la développante, la développée passe toujours par ce point. De plus, on remarque sur-le-champ que Tépicycloïde étant syméCriquement placée par rapport au cercle fixe et certains rayons du cercle, sa développée devra auàsi être symétrique par rapport à un cercle ayant même centre , et par rapport aux rayons qui, prolongés, passent par les sotnmets et les points de rebraussemeni des diverses branches de Tépicycloîde développante.
On est donc tout naturellement conduit à penser que la développée de l'épicycloîdeest une autre épicycloide, puisque cette développée doit présenter dans sa forme les mêmes particularités que la développante.
Ainsi, ayant construit une épicycloide dont lessommets sont situés sur les points de rebroussement de la développante , et dont les points de rebroussement correspondent aux sommets de la développante, il faut vérifier si, en efiet, les tangentes à cette épicycloide sont normales à la développante; et en cherchant s'il existe une condition à laquelle doit satisfaire la tangente à lepicycloide développée pour être normale à Tépicycloide développante , on voit que cette condition existe en effet et
qu*elle est établie par Téquation — = -?.
On sait que poor tracer un engrenage cylindrique intérieur ou extérieur, on trace d'abord les deux cercles primitifs A et B tangents l'un à l'autre et ayant des rayons dans le rapport inverse de celui des vitesses des axes.
Puis on engendre l'épicycloide extérieure ou intérieure, qui doit terminer la dent fixée sur le cercle A, an moyen d'un cercle D dont le rayon est la moitié de celui du cercle B; de sorte que le cercle t) donne une épicycloide intérieure au cercle IB ^ et qui n'est autre qu'Hun diamètre de ce cercle B, et ce diamètre forme le flanc de la dent fixée sur le cercle B.
Pour un engrenage conique, on sait aussi que le cône épicycloidal a pour base répicycloîde sphérique engendrée par le cercle d'un rayon moitié de celui du cercle base du cône mobile et ayant pour sommet celui qui est commun aux cônes fixe et mobile ;
Et que ce cône épicycloidal conduit un plan méridien du cône mobile. ( Voir le Traité des Machines de Hachette. )
Ces propriétés peuvent être présentées sous un autre point de vue et énoncées de la manière suivante :
1" Si un cercle B roule sur un cercle A, l'enveloppe de Tun de ses diamètres est une épicycloïde engendrée par un cercle D, d'un rayon moitié, roulant sur le cercle A .
. 2^ La même propriété a lieu pour la cycloïde.
. 3° Si un cône de révolution roule sur un autre cône de révolution (les deux cônes ayant même sommet ), l'enveloppe d'un plan diamétral du cône mobile est un cône épicycloidal ayant pour base l'épicyclolde sphérique engendrée par un cercle de rayon moitié de celui du cercle base du cône mobile et situé dans le plan de ce dernier cercle, le sommet du cône épicycloidal étant celui des deux cônes de révolution.
Le plan tangent en m au cône épicycloidal, ji^. 26, qui a son sommet en P, et pour base l'épicycloide sphérique d, fait avec le plan méridien correspondant au point m un angle qui est mesuré par l'angle des deux droites ad et dm ; parce que le plan tangent est perpendiculaire au plan du cercle mobile. Il est facile, d'après ce qui précède , de voir sur la figure 27 que le plan normal à l'épicycloide sphérique pour le point m fera avec le plan méridien correspondant à ce point, un angle complément de celui que le plan tangent en m au cône épicycloidal dont le sommet est en P , fait avec ce même plan méridien.
En effet, l'angle nab mesure l'angle du plan normal avec le plan méridien Sab'd'\ l'angle a'd'm mesure l'angle du plan tangent au cône épicycloidal dont le sommet est en Pavec le même plan Sab'd' ; et l'on sait que les arcs d!mei b'n contiennent le même nombre de degrés*
Cette propriété est, dans l'espace, l'analogue de celle qui existe pour les épicycloides planes, savoir, que la tangente et la normale en un point de la courbe épicycloidale font des angles compléments l'un de l'aulre avec la ligne des centres des cercles fixe et mobile, ce dernier cercle passant par le point considéré sur la courbe épicycloidale.
VIL
CanstrucUan graphique du rayon de courbure en un point d^une section conique
dont on ne connaît quun certain nombre de points (*).
Dans les applications de géométrie descriptive, presque toujours les sections coniques obtenues ne sont connues que par leur périmètre ou un certain
(*) Dans le mémoire n** 1 de ce second chapitre , j'ai déjà résolu ce problème , mais la solution que j'en donne ici est différente , et repose sur d'autres considérations géométriques.
nombre de points du'périfnètre , les axes, le centre, les foyers, etc., étant ordinairement inconnus de grandeur, dé direction ou de position.
Une courbe étant donc connue, seulement, par son tracé j on demande de construire en un de ses points le rayon de courbure, en supposant toutefois que Ton connaisse la tangente en ce point, et par conséquent la direction du rayon de courbure.
Pour résoudre cette question, je m'appuierai sur les propriétés suivantes qui sont connues :
l"" Par deux sections coniques dont les plans se coupent suivant nne corde commune aux deux courbes, on peut toujours faire passerdeux cônes.
2"" Si Ton a un cône non de révolution , et que par un point de Tune des quatre génératrices situées deux à deux dans les deux plans principaux , on mène un plan perpendiculaire à cette génératrice, on obtiendra une section conique ayant pour sommet le point choisi sur la génératrice.
3"* Désignant par A et B les demi-axes d'une ellipse, on a pour la valeur du rayon de courbure au sommet situé à l'extrémité du demi-axe A :
4*" Le cylindre qui a pour section droite le cercle osculateur de la section conique obtenue par un plan perpendiculaire à la génératrice d'un cône du second ordre, est osculateur au cône tout autour du point de contact du cercle et de la section conique (ce point étant situé sur la génératrice considérée).
Cela posé, j'établis comme condition que le périmètre de la courbe est complètement donné.
Dès lôrs , je suppose (fig. 37) une section conique e (ellipse, parabole ou hyperbole, la construction graphique sera identiquement la même pour Tune quelconque de ces courbes), un point m sur cette courbe e et la tangente mr en ce point; par conséquent la normale et par suite la corde mm seront connues.
Je suppose que je connaisse ou que je construise la tangente m V en un autre point m' de la courbe e. (Ce que Ton pourra toujours faire , car en menant une seconde corde M'M parallèle à la corde mm\ les points milieux o et o' de ces cordes sont sur Te diamètre conjugué de la corde mm\ lequel passe par le point r de concours des deux tangentes mr et mV. )
Je prends pour plan horizontal de projection le plan de la courbe et une ligne de terre LT parallèle à la droite mr.
Je fais psjsser par la droite mr un plan vertical H', et dans ce plan je trace une droite G arbitraire^ mais passant par le point m.
On aura dès lors en (G\ G") les projections de la droite G, et en (m, m*') les projections de son pied m sur le plan horizontal.
Par la corde mm, je fai^passer un plan P perpendiculaire à la droite G. Dès lors le cône C qui aura son sommet sur la droite G, et pour base la courbe e^ sera coupé par ce plan P suivant une ellipse ayant son sommet en m et son centre en 0 milieu de mm\ si ce plan P coupe le plan tangent au cône G et ayant pour trace horizontale la tangente mV^ suivant une droite perpendiculaire à mm\
Donc, si par le point m' je mène une droite parallèle au plan vertical H' et perpendiculaire àia droite G, le plan passant par cette droite et par mV, et dont les traces sont (V, H) coupera la droite G au sommet S cherché.
Effectuant ces constructions, on obtient (S^^ S'') pour les projections d h sommet S.
Maintenant, si par le sommet S et par une droite D menée par le point o, dans le plan Pet parallèlement au plan vertical il', on fait passer un plan Q, ce plan coupera le cône G suivant deux génératrices qui couperont la droite D en des points sommets de Tellipse intersection du plan P et du cône G ayant son sommet en S.
(D^, D") sont les projections de la droite D ; or sera la trace horizontale du Plan Q ; cette trace coupera la courbe e en les deux points K et K'; dès lors S*K' et S*K seront les projections horizontales des deux génératrices d'intersection du cône G par le plan Q , lesquelles couperont la droite D en deux points a et a ayant pour projections, le premier (a*, a""),, le second (a*, a'*). Ainsi les axes de l'ellipse située dans le plan P sont en longueur, A=om, B=oV.
Donc pour le somn^et m de cette ellipse le rayon de courbure a pour valeur
^ "" A "" om
Si donc (fig. 38 ) je prends oa = oV, puis om=^om{om et oa étant perpendiculaires entre eux), traçant an perpendiculaire àam, on aura onc=3 p. Portant on sur D* à partir du point o% on aura en np parallèle à G'' ou perpendiculaire à D*" la projection verticale de la génératrice extrême du cylindre osculateur. Ge cylindre sera coupé par le plan horizontal suivant une ellipse ayant pour axe p et o^'p, et cette ellipse sera osculatrice par son sommet au point m de la courbe e.
Son rayon de courbure sera donc p' &=? L-Ll ^ expression facile à construire ,
et p' sera le rayon de courbure de la courbe donnée pour le point m.
Si l'on prend pour ligne de terre {fig. 39 ) la tangente mt , les constructions graphiques sont de beaucoup simplifiées , et l'on voit de suite qu'il suffit d'exécuter ce qui suit :
Tracer MM' parallèle à mm'i unir les milieux o et o' de ces deux cordes, on aura le diamètre qui, prolongé, coupera la courbe e en K, et mr en r ;
Tracer mG arbitraire ; du point r abaisser rS*' perpendiculaire à mG ; de S*' abaisser S*S^ perpendiculaire à mt) joindre les deux points K et S^ par une droite qui coupera en o* la droite menée par o parallèlement à mr ;
Par 0, mener oa parallèle à rS* ou perpendiculaire à mG; du point c^ élever cta perpendiculaire à oo^ ;
Du point o comme centre, ramener oa en o6 ; tracer f?i6, et M perpendiculaire à mfr , on aura od s=: p.
Puis du point o comme centre, ramener od sur an, et mener np perpendiculaire à oit ; joindre c/ et p , et mener pq perpendiculaire à c^ ; on aura oqf c=3 p';
Porter p' ou 09 de m en 9', on aura en q' le centre de courbure de la courbe e pour le point m.
Si le point m était voisin d'un sommet de l'ellipse ou de la parabole ou de l'hyperbole , en un mot de la section conique donnée , le diamètre et ferait un angle très-aigu avec la tangente mr^ et dès lors le point r serait à une grande distance.
Il faudrait donc pouvoir obtenir le point S*" sans avoir besoin de connaître le point r.
Or , si Ton mène xy parallèle à mmlj et zy parallèle k or^ les deux triangles
semblables zmu et mor donnent : mr = ^f.
^ mx
Abaissant du point y la droite y\] perpendiculaire à mG , les deux triangles
semblables mUi/ et mSV donnent : mS' = ^ —. De sorte que mS* = ^ — —.
•^ fujf mz
On pourra donc toujours construire le point S** sans connaître le point r.
Remarquons que l'on peut donner à la droite mG une direction arbitraire , que par conséquent l'on peut, en employant une nouvelle direction mG', construire le rayon de courbure correspondant au point m , et que l'on aura dès lors un moyen de vérification.
On pourrait ainsi construire, en employant diverses positions de la droite mG, la longueur du rayon de courbure et prendre la moyenne des longueurs trouvées.
Sous le point de vue graphique^ la méthode que je viens d'exposer, quoiqu'elle
soit un peu longue; offre des avantages que ne possèdent pas d'autres méthodes qui sont trés*élégantes et très-simples sous le point de vue géométrique.
Ainsi , la méthode donnée par M. Plucker dans les Annales de Mathématiques ^ publiées par M. Gergonne^ est d'une élégance et d'une simplicité remarquables som le point de vue géométrique; mais il me sera permis de dire que sms le paisa de vue graphique, elle ne pourrait être acceptée.
Et en effet ,
La construction de M, Pluoker est la suivante :
Étant donnés (fig, AO ) une section coaique e, un point m et la tangente mt , par suite la normale rnn; tous les cercles tels que G tangent en m à la courbe e , la couperont sous des cordes parallèles kab] si donc on mène mp parallèle à ab, le cercle ôsculateur passera par le point p.
Or il est facile de voir que cette solution n'est simple que parce que l'on suppose que le périmètre de la courbe e est connu; car si de cette courbe g on ne connaissait qu'un certain nombre de points^ il faudrait exécuter des constructions assez longues pour obtenir les points d'intersection a et 6 du cercle G et de cette courbe e ; et ces constructions seraient plus longues que celles que l'on serait obligé de faire pour obtenir dans le même cas le point K intersection de la droite or avec la courbée; attendu que or est un diamètre conjugué de la corde mm' y et que , pour le point K ( à chercher ) , on sait que la tangente est parallèle à mm.
Ainsi , toutes les constructions exigées pour obtenir définitivement le rayon de courbure par la méthode que j'ai exposée, ne seraient guère plus longues que celles qu'il faudrait exécuter en employant la méthode de M. Plucker , si l'on suppose que l'on ne connaît qu'un certain nombre de points de la section conique.
Mais en supposant connu le périmètre entier de la section conique , on doit remarquer que pour les points voisins du sommet aplati d'une ellipse , la droite mp coupera sous un angle très-aigu le périmètre de la courbe ; dès lors il y aura indécision sur la position du point p ; en outre, l'angle nmp sera très-approchant de l'angle droit si la différence entre les axes de l'ellipse est considérable, par conséquent le centre du cercle ôsculateur sera donné par l'intersection de deux droites se coupant sous un angle très-aigu.
Si l'on opère sur des paraboles ou des hyperboles , on verra de suite qu'à mesure que le point m s'éloignera du sommet, la droite mp tendra à couper la courbe en un point de plus en plus éloigné , et sous un angle de plus en plus aigu ; de sorte que la construction proposée est élégante et simple sous le point de vue géométrique, mais ne peut être acceptée comme construction graphique, puisque, en Géométrie descriptive, il faut construire rigoureusement, et de plus, pouvoir
vérifier par de nouvelles constructions les résultats graphiques obtenus ; car, en définitive , Tépure tracée par l'ingénieur doit servir à construire sur le terrain y et il faut dès lors que les erreurs , forcément commises sur le papier en vertu de Timperfection des outils, ne soient pas asâez grandes pour que, multipliées par le rapport de l'échelle au mètre , on puisse craindre des erreurs graves lors de l'exécution sur le terrain.
2. On peut obtenir une solution graphique plus simple que celle que je viens d'exposer ci^lessus , au moyen des considérations géométriques suivantes.
Supposons un cône ayant pour sommet un point S : en un point m d'une de ses génératrices G , concevons la normale N à ce cône ; par cette normale, faisons passer deux plans P et P' &isant entre eux un. angle arbitraire 6 ; le premier plan coupera lé cône suivant une courbe A , le second plan coupant le même cône suivant une courbe A' ; supposons que l'on connaisse le cercle osculateur G de la courbe A pour le point m.
Gela posé :
Si l'on regarde le cercle G comme la base d'un cylindre ayant ses génératrices parallèles à la droite G , il sera osculateur au cône donné pour le point m ; dès lors , le plan P' coupera ce cylindre suivant une ellipse E ayant un de ses sommets au point m , et ayant pour l'un de ses demi*axes le rayon du cercle G : il sera facile de construire l'autre demi-axe. Gette ellipse E sera osculatrice à la courbe A' au point m ; son rayon de courbure en m sera donc le rayon de courbure de la courbe A' pour ce même point m.
On peut facilement appliquer ce qui précède au problème proposé. En effet , la section conique F étant connue par plusieurs points ou par son tracé, la tan* gente T et par suite la normale N en un de ses points étant aussi connues, on construira dans un plan passant par la normale N ( et faisant avec le plan de la section conique F un angle arbitraire 6), un cercle G ayant pour diamètre la portion de la normale N interceptée comme corde par la section conique F.
Deux courbes du second degré qui ont une corde commune sont toujours situées sur deux cônes, dont les sommets sont feciles à déterminer : en effet, par un point a de N on mènera deux tangentes T et T' à la courbe F , les points de contact étant désignés par t et i' ; par le même point a on mènera deux tangentes T, et T', au cercle G, les points de contact étant désignés par r, et t\.
Les quatre points I, ^, u » t\ , seront unis deux à deux par quatre droites dont deux {i, i,)y (r', i',), se couperont en un point S, et deux (î\ l,), (t, t\) se couperont en un points'* Les deux pointsS et S' seront les sommets des deux cônes.
D'après ce qui précède , si Ton regarde le cercle G comme la based'un cylindre
Y ayant ses génératrices parallèles à la droite (S, m)» ce cylindre sera coupé par le plan de la section conique F suivant une ellipse E osculatrice de la courbe F au point m.
On pourra aussi regarder le cercle C comme la base d'un cylindre Y', ayant ses génératrices parallèles à la droite (S', m), lequel sera coupé par le plan de la section conique F suivant une ellipse E"; mais comme les deux ellipses E et E' auront un de leurs sommets au point m, et un axe commun ^al au diamètre du cercle C, et comme le rayon de courbure F au point m sera celui de E ou de E\ il s'ensuit que les deux ellipses E et E' se confondront en une seule et même courbe.
Ce qui précède permet d'énoncer le théorème suivant :
Si ton a deux droites ab , cd ( fig. 98 bis ) , se coupant en tm point m , tel que ton ait me £= dm ; si ton mène les droites ac , bd , se coupant «it S ; bc , ad , se coupant en S'; st par les points cet d on mène cg j dg', parallèles à Sm ; ch , dh', parallèles à S'm ; ces quatre droites viendront se couper deux à deux en les points p etq situés sur ta droite ab.
La construction graphique du rayon de courbure de la section conique donnée F, se réduira à ce qui suit ( en considérant la tangente comme ligne de terre) :
Ayant la tangente mt au point m de la courbe F (fig. 39 bis), on mènera deux tangentes np et np' à la courbe F et perpendiculairement à la droite mt. Par le point m on mènera une droite arbitraire sur laquelle on prendra deux points q et q' également distants du point m, et tels que qq' sera égal à la partie de la normale mm' interceptée par la courbe F.
Les droites pq^ p'q'y se couperont en S ; on mènera les droites qg et q^g' parallèles à la droite Sm, lesquelles couperont la tangente mc.en les points r et /; Tellipse E , osculatrice de la section conique F, au point m , aura pour ses demiaxes , savoir : mçet iitr; donc le rayon de courbure en m de la courbe F sera
donné par p =s — (*).
Construction du rayon de courbure en un point d*une courbe dont t équation
est inconnue.
3. Ce problème a été résolu de plusieurs manières. M. Bergery en a donné une
(*) Cette coDstraction pourra permettre de reconnaître graphiquement n deux sections coniques en contact par nn point sont on non oscnlatrices en ce point.
Cette constroelîon permet de tracer autant de sections coniqaes que l'on Toodra, oscolatrioes en on point d*nne section conique donnée ; car l'on sait tracer une section conique satisfaisant aux conditions d^étre tangente à trois droites, et de passer par deux points.
solulion au moyen d'uoe courbe d'erreur; dans le Bulletin de ta Société phUoma^ tMque^ j'ai aussi proposé une solution par les surfaces gauches.
Ce qui précède permet d'obtenir une solution de ce problème > en employant une surface développable.
En effet :
Soit tracée une courbe plane A ; soient donnés un point m de cette courbe et sa tangente en ce point m , et par suite ^a normale N en ce même point m. Par la droite N on fera passer un plan P faisant avec le plan de la courbe Â un angle arbitraire 6 ; dans le plan P on construira un cercle C ayant son centre en un point arbitraire a de la droite N, et ayant pour rayon la droite om.
Des divers points 6, b\ b*\ etc., de la droite N, on mènera des tangentes au cercle C et à la courbe A, et l'on unira les points de contact homologues par des droites B, B', B", etc. , qui formeront les génératrices d'une surface développable D. On projettera ces diverses génératrices sur le plan Q vertical et ayant pour trace sur le plan de la courbe A la tangente en m de cette courbe , et leurs projections détermineront, par leurs intersections successives , un polygone auquel on inscrira une courbe d qui sera la projection approximative de l'arête de rebroussement de la surface D. Dès lors, ayant mené par le point m une tangente T à la courbe d, le cylindre Y ayant pour base le cercle G et ayant ses génératrices parallèles à la droite T, qui est une des génératrices delà surface développable D, sera osculateur à la surface développable D au point m. Ce cylindre Y sera donc coupé par le plan de la courbe A suivant une ellipse osculatrice , par l'un de ses sommets , au point m delà courbe A.
La construction graphique sera donc la suivante ( en considérant la tangente comme ligne de terre ) :
Soit donnée une courbe A {fig. 40 frta) , dont l'équation est inconnue ; mais on connaît sa tangente ml pour le point m, et par suite sa normale N pour ce même point m.
D'un point o arbitrairement situé sur N, et avec un rayon om , on décrira le cercle C tangent en m à la courbe A.
' Des points a 9 bj etc., arbitrairement pris sur N , on mènera les tangentes au cercle C et à la courbe A.
Des points de contact p, f, etc., sur le cercle , et des points de contact p', q\ etc., sur la courbe A, on abaissera des perpendiculaires sur la tangente mt.
Par le point m, on mènera une droite arbitraire mR sur laquelle on ramènerla du point m , comme centre et au moyen d'arcs de cercle , les pieds r, S , etc. des perpendiculaires abaissées sur mt des points p, 4, etc.
On joindra les points U, r — U, S'—*- etc. , par des droites qui formeront un polygone auquel on inscrira une courbe d» Du point m on mènera mg tangen* tiellement à la courbe d; ensuite sur la droite mR, on prendra mR~-mR'=:om, on mènera par R et R' des parallèles à la tangente mg^ lesquelles couperont nU en k et k\
Le rayon de courbure en m de la courbe A sera ;
mk
On doit remarquer que puisque l'on peut prendre la direction de mR arbitraire, on pourra 9 pour plusieurs directions différentes données à mR, calculer le rayon de courbure; et comme il y aura, vu l'imperfection des instruments, vu aussi que l'on aura toujours une indécision , quoique faible, sur la position des points de contact p', q', etc. ; comme, dis-je, il y aura dès lors toujours une erreur sur la longueur de p pour chacune des directions de mR , on pourra prendre la moyenne entre les longueurs différentes obtenues pour p et obtenir ainsi une valeur, très-*approximative et suffisante dans la prcuique^ du rayon de courbure de la courbe A.
En examinant de plus près les constructions précédentes, on pourrait obtenir quelques théorèmes nouveaux ; je me propose de revenir plus tard sur ce sujet.
i. Précédemment, nous avons supposé que la normale N au point m de la section conique donnée coupait cette courbe en deux points , et tout ce que nous avons dit, lorsque cette condition était satisfaite , ne peut s'appliquer à l'hyperbole qu'autant que les deux points d'intersection sont situés sur une même branche de la courbe; car, s'il en était autrement, le cercle construit sur la corde D et la section conique donnée ne pourraient être enveloppés par une même surface conique.
Deux cas peuvent se présenter :
l"" La normale N peut couper en deux points l'ellipse , la parabole, ou une des branches de l'hyperbole.
2!^ La normale N peut ne couper qu'en un point la parabole , ou une des branches de l'hyperbole.
Daiule premier cas, on pourra employer la construction indiquée précédemment; mais on pourra , si Ton veut , remplacer le cercle par une ellipse arbitraire E ayant son sommet en m et ayant pour l'un de ses axes la corde D ; et le plan R de cette ellipse pourra faire avec le plan de la courbe donnée un angle arbitraire.
On connaîtra ie rayon de courbure p de cette ellipse E^ pour le sommet m, car ses axes seront 26 et D , et l'on aura :
Maintenant, si dans le plan R on trace un cercle C ayant son centre au centre de courbure de l'ellipse E pour le point m, et ayant son rayon c=; p; si l'on construit l^s sommets y 9 tf\ des deux cônes enveloppant la section conique donnée et Fellipse E; si Ton trace les deux droites my, mif ; si l'on considère le cercle G comme la base de deux cylindres dont les génératrices seront respectivement parallèles aux droites my^ my'\ ces deux cylindres se couperont suivant une ellipse ty dont le plan ne sera autre que celui de la section conique donnée , et laquelle sera osculatrice par son sommet au point m de la section conique donnée.
Il sera facile de construire graphiquement , au moyen de la Géométrie descriptive ^ les axes de cette ellipse e, et par suite la longueur de son rayon de courbure p' pour son sommet m, et le rayon p' sera le rayon de courbure démandé, pour le point m de la section conique donnée.
Remarquons que si l'on suppose que l'ellipse £ est la base commune de deux cylindres dont les génératrices seront respectivement parallèles aux droites my, my\ ces deux cylindres se couperont suivant une ellipse B^ ayant son sommet en m j laquelle sera dans le plan de la section conique donnée, et qui sera osculatrice en m à cette section conique.
Remarquons encore que : Le plan R peut faire des angles différents avec le plan de la section eoniquedonnée ; que l'ellipse E peut varier, l'un de ses axes 26 variant ( car l'axe D qui est la partie de la normale N interceptée par la section conique donnée ne peut varier) ; et que l'on obtiendra toujours la même ellipse B.
Dans le deuxième cas, on tracera dans le plan R arbitraire, mais qui passe toujours parb normale N, une parabole Payant son sommet au point m de la section conique donnée. On connaîtra le rayon de courbure p pour le sommet de cette parabole (dont le paramètre sera toutefois arbitraire). Mais cette parabole devra être située du même o6té que h branche de la section conique proposée, par rapport au plan passant par les tangentes menées au point m , soit à la courbe P , soit à la section conique donnée.
Car ce n'est qu'autant que cette condition est satisfaite, comme on le sait, que la parabole P et la section conique donnée pourront être enveloppées par deux cônes.
Tout ce qui a été dit précédemment, en employant une ellipse E, se reproduira dans le cas où l'on est obligé d'employer une parabole.
S VIII
Cmsiructian de rayons de courbure maximum et mMmum pour un point donné d'une
surface du second ordre.
Je passe maintenant aux surfaces du second ordre, et je me propose la solution du problème suivant {*) :
Étant donnés une surface du second ordre S, un point m de cette sur/ace ^ le pUm tangent T ence point , et la normale N ; construife les rayons de courbure maximum et minimum de la surface S et la direction des lignes de courbure se croisant au point m.
1 . Pour mieux flxer les idées, supposons d*abord que la surface S est un ellipsoïde à trois axes; nous discuterons ensuite, avec plus de facilité, le problème dans tous les tcas qui peuvent se présenter. ^
La normale N percera toujours la surface en un second point m', et je désigne par D la longueur de la partie de la normale interceptée par la surface.
Au point m\ concevons un plan tangent T', et dans ce plan une droite V passant par le point m' et dirigée perpendiculairement à la normale N.
Par les deux droites V et N, concevons un plan R , lequel coupera le plan tangent T suivant une droite V parallèle à V.
Puis , dans le plan R et du point o milieu de la corde D comme centre et avec un rayon = 4 0, décrivons un cercle C.
Maintenant, si par la normale N je fais passer une suite de plans, chacun d*eux coupera la surface S suivant une ellipse E et le plan tangent T suivant une droite I , tangente en m à la courbe E.
Les deux courbes E et C ayant une corde commune D , pourront être enveloppées par deux cônes ; de sorte que nous pourrons considérer la courbe E comme une section conique donnée, dont on voudrait calculer le rayon de courbure pour le point m.
Et Ton appliquera la méthode indiquée précédemment. Ainsi : on mènera à la courbe E deux tangentes p etp' perpendiculaires à la droite t, lesquelles couperont cetle droite t en deux points xei x'; on mènera au cercle G deux tan* gentes perpendiculaires au plan T , lesquelles couperont ce plan en deux points a et a' (ces deux points a et a' seront fixes, lor8<^ue Ton considérera une autre section E' faite dans la surface S ).
C) 11 faut, pour lire ce qui suit , avoir présent à Tesprit ce que j'ai dit dans le Coun de géométrie deseriplive , cbap. XII , sur la constitution géométrique des surfaces du second ordre et sur les diverses propriétés qui en dérivent.
Joignant les points a et Xj a et x\ les deux droites obtenues concourront en un point y] joignant les points met y par une droite, et menant par le point a une parallèle à la droite my^ elle viendra couper la droite t en un point r, et dès lors le rayon de courbure de la section £ pour le point m sera :
mr'
D'après cette construction on voit :
l** Que si l'on suppose un cylindre tangent à la surface S et ayant ses génératrices parallèles à la normale N , ce cylindre sera coupé par le plan T suivant une ellipse e, dont le centre ne sera pas au point m (mais ce point m sera toujours situé dans Fintérieur de l'ellipse i).
2* Que si de ce point m on mène dans le plan T une suite de droites telles que r , elles couperont l'ellipse e en des points tels que x ei x\ et qu'en unissant ces points X et x' avec les points fixes a et a\ et achevant la construction indiquée ci-dessus, on obtiendra une suite de points tels que r, lesquels formeront une courbe dont le centre sera évidemment en m.
2. La courbe lieu des points r est, dans ce cas, une ellipse, et cette courbe n'est autre que V indicairice y dont les propriétés ont été démontrées pour la première fois par M. Charles Dupin, dans ses Développements de géométrie. Plus loin, je montrerai comment on peut arriver à l'équation de la courbe lieu des points r. Mais démontrons qu'en effet elle est Vindicatrke pour le point m de la surface S.
Supposons que Ton ait construit pour le point m Pellipsoîdç S' osculateur en ce point par son sommet à la surface S, et supposons que soq demi-axe dirigé suivant la normale N est = ; D.
Chacun des divers plans passant par la normale N , coupera la surface S suivant une courbe E , et la surface osculatrice suivant une courbe B. Les courbes E et B seront osculatrices en m.
Or le rayon de courbure de la courbe B pour le point m est, comme on sait, en désignant ce rayon par p', et en désignant par d le demi-axe de l'ellipse B et qui est perpendiculaire à la corde D,
rD
Et Ton sait que les axes tels que 2d sont les divers diamètres de l'ellipse principale ( de la surfaces' ) dont le plan est perpendiculaire à D. Ainsi, les divers rayons vecteurs mr de la courbe lieu des points r sont égaux aux droites telles que d. Ainsi, la courbe lieu des points r n'est autre que la projection sur le plan T de la section principale ( de la surface S' ) dont les demi-axes sont
et minimum de la surface S pour le point m.
Remarquons que jusqu'à présent Vindicatrice ne pouvait être construite qo'au^ tant que Ton connaissait les rayons de courbure maj;tmtim et minimum de la surface S, et la direction des lignes de courbure se croisant au point m, tandis que je parviens à construire graphiquement les divers points r de Vindicatrice, et directement; de sorte que si j'en construis les axes^ j'aurai la direction des lignes de courbure et la longueur des rayons de courbure maximum et minimum pour le point m de la surface S.
'Ainsi, l'en pourra maintenant construire graphiquement (en employant comme outil la Géométrie descriptive) la longueur des rayons de courbure maximum et minimum d'un ellipsoïde à trois axes, et la direction de ses lignes de courbure, pour l'un quelconque de ses points , pourvu que Ton connaisse seulement la normale en ce point.
3. D'après ce qui précède , on peut énoncer le théorème suivant, dont la solution n'a été appuyée que sur les propriétés suivantes :
V Valeur du rayon de courbure au sommet d'une ellipse ;
2"" Par deux sections coniques qui ont une corde commune, on peut faire passer deux cônes;
3"" Le cylindre qui a pour base le cercle osculateur en un point m d'une section plane d'un cône, et ses génératrices parallèles à la génératrice du cône passant au point m , est osculateur au cône tout autour du point m.
Étant donnés une surface du second ordre S (ellipsoïde à trois axes), un point m de cette surface et la normale N en ce point, laquelle coupera la surface S en un second point m'; construisant les plans tangents^ T en m, et T en m'; traçant dans ie plan V une droite M' perpendicidaire à la normale N; faisant passer par les droites y' et fi un plan R; traçant dans le plan R et sur la carde mm' comme diamètre un cercle C] si par la normale N on fait passer un plan arbitrcàre Q coupant la surface S suivant une section conique (ellipse) E, les deux courbes EetC seront situées sur deux cônes dont les sommets y et y' seront sur la droite intersection des deux plans tangents T et T'; si Can regardfi le cercle G comme la base commune de deux cylindres H et H' aifanl leurs génératrices respectivement parallèles aux droites my et my^ ces deux cylindres se ctm^ peront suivant une section conique ( ellipse ) 9 , dont le plan ne sera autre que le plan Q, et cette section conique S sera la section faite par te plan Q , dans la surface du second ordre S' (ellipsoïde à trois axes) osculatrice à la surface S par tun de ses somneU et
au point m. Cette siarface osculatrice S' aura l'un de ses axes égal à mm', ses outres
axes étant ymm'\ R et y mm' . R' ( R ^^ R' étant les rayons de courbure maximum et minimum de la surface S pour le point m ).
4. Examinons maintenant ce qui doit arriver, en considérant les diverses autres surfaces du second ordre.
La normale N peut se comporter de deux manières différentes par rapport à la surface.
l"" La normale N peut couper la surface composée d'une nappe ou une même nappe de la surface ( lorsqu'elle est composée de deux nappes) en deux points.
2^ La normale N peut ne couper la surface ou une même nappe de la surface qu'en un point.
£t le premier et le deuxième cas doivent être , chacun , séparés en deux.
i"" Lorsqu'au point considéré sur la surface les rayons de courbure sont dirigés dans le même sens.
^ Lorsqu'au point considéré sur la surface les rayons de courbure sont dirigés en sens opposés.
5. La courbe de contact d'un cylindre et d'une surface du second ordre est toujours plane ; elle est toujours une section conique.
Si Ton projette orthogonaiement cette courbe de contact sur le plan T tangent en tu y ayant eu soin de prendre les génératrices du cylindre enveloppe parallèles à la normale N au point m de la surface du second ordre, sa projection e sera une ellipse, ou une parabole, ou une hyperbole, et le point m sera toujours situé dans l'intérieur de l'ellipse, de la parabole, et d'une des branches de l'hyperbole ou entre les deux branches de l'hyperbole.
6. Si l'an suppose que par le point m on mène une suite de droites telles que t coupant la section conique E en des points tels que x et x', et que par le point m on mène une droite arbitraire sur laquelle on prenne deux points arbitraires a et d/y mais également distants du point m; en effectuant la construction indiquée précédemment, on trouvera des points tels quer, et en cherchant par l'analyse algébrique appliquée à la Géométrie, l'équation de la courbe lieu des points r, on trouvera que cette courbe est une eUipse lorsque la covrbe E est une ellipse ou une parabole, et lorsque le point m est dans Tintérieur d'une des branches de l'hyperbole E ; et qu'elle est une hyperbole lorsque la courbe E est une hyperbole (^), mais que le point m se trouve situé entre les deux branches de la courbe E .
(*) Suivant la nature de la surface da second degré et de la direction de la nonnale.N , il ne sera pas toujours possible de construire un cylindre parallèle à la droite N et tangent à la surface donnée ; dès lors al paraîtrait que Ton ne pourra pas dans tous les cas connaître la nature de la courbe lieu des points r.
Mais si Ton- prend un point arbitraire sur un diamètre X parallèle à la normale N ^ on pourra
Cela posé :
7. Examinons les diverses es|)èces de surfaces du second ordre.
VLa surface S ayant ses rayons de courbure dirigés dans le même sens, et la normaie N coupant la surface ou une de ses nappes en deux points.
( Ellipsoïde , paraboloide elliptique , hyperboldide à deux nappes.
La construction indiquée pour Tellipsoîde à trois axes s'appliquera ici identiquement ; mais on pourra substituer au cercle C une ellipse arbitraire G ayant pour axe la partie D interceptée sur la normale par la surface S et dont le plan R coupera les deux plans tangents T et T' suivant deux parallèles.
Dès lors les cylindres ayant G pour base commune et leurs génératrices parallèles respectivement aux divers couples de droites telles quemy et my\ se cou* peront toujours suivant une ellipse qui sera située dès lors sur un ellipsoïde osculateur par son sommet au point m de la surface S, et dont Tun des axes sera égal à D.
Car, dans ce cas, X indicatrice sera une ellipse, parce que le cylindre dont les génératrices seront parallèles à la normale N, et lequel enveloppera la surface S, aura (en vertu de la constitution géométrique des trois surfaces en discussion)
toujours le regarder comme le sommet d'un cdne tangent à la surface donnée , et quelle que soit la position du 'point sur la droite X , le plan de la courbe de contact sera toujours un plan conjugué de la droite X ; quel que soit donc le point pris sur X, toutes les courbes de contact seront parallèles ; par conséquent , en supposant le point situé à Tinfini sur X (et , ce qui revient au même , sur N ) , lors même que pour cette position particnliêre du point la courbe de contact n'existerait pas , ou p1nt6t se trouTerait située à Tinfini , elle n'en sera pas moins de même nature que celles obtenues en prenant des points situés à distance finie sur X.
Ainsi , lorsque la courbe de contact d'un cône ayant son sommet sur un certain point situé à distance finie sur X , sera une ellipêe ou une parabole , la courbe lieu des points r sera toujours une ellipse , et si, la courbe de contact est une hyperbole , la courbe lieu des points r sera toujours une hyperbole ^ quelle que soit la position du point que l'on aura à considérer sur la droite X , en Tertu des données particulières de la question , et ainsi que ce point soit à distance finie ou infinie sur cette droite X.
Il faut encore remarquer que la courbe lieu des points r peut être déterminée sans avoir besoin de connaître sur le plan T la projection orthogonale de la courbe de contact de la surface S et du cylindre parallèle à la normale N. Car il sufiit de connaître sur le plan T la position des sommets y^ y\ des deux cônes enveloppant la section faite dans la surface S par le plan Q et la courbe tracée dans le plan R. Or on peut déterminer la position de ces sommets , que la courbe de contact du cylindre et de la surface existe ou n'existe pas ;, on voit donc que cette conrbe de contact n'est point nécessaire pour construire la courbe lieu des points r, mais que la nature de cette courbe de contact sert à reconnaître la nature de la courbe lieu des points r.
La recherche de l'équation algébrique de la cotu*be lieu des points r est très-longue; en employant la méthode des projections, ou en d'autres termes, la Géométrie descriptive, comme méthode de recherche , on parvient très-promptement , comme on vient de le faire, à démontrer la nature géométrique de cette courbe.
pour courbe de contact avec la surface S une ellipse ou une parabole , et jamais une hyperbole.
Si au contraire on considère le cercle osculateur en m à l'ellipsoide G comme la base de deux cylindres dont les génératrices seront respectivement parallèles aux divers couples de droites, telles que my et my^ ces deux cylindres se couperont suivant une ellipse située sur un autre ellipsoïde osculateur par son sommet au 'point m de la surface S et dont Fun des axes sera dirigé suivant la normale N et sera égal à 2p, ou sera égal au diamètre du cercle osculateur de la courbe G pour le point m.
2"* La surface S ayant ses rayons de courbure dirigés dans le même sens, et la uormide N coupant la surface ou une de ses nappes en un seul point.
( Paraboloide elliptique, hyperboloxde à deux nappes. )
Dans ce cas, on fera passer par la normale N un plan arbitraire R, dans lequel on tracera une parabole P d'un paramètre arbitraire, mais ayant son sommet en m et la normale N pour axe.
Et suivant que Ton considérera les cylindres ayant la parabole P, ou le cercle osculateur en m de cette parabole/ pour base commune, on obtiendra un paraboloide elliptique ou un ellipsoïde, chacun d'eux étant osculateur par son sommet à la surface S et au point m.
Car Y indicatrice sera toujours une ellipse , parce que le cylindre parallèle à la normale N touchera la surface S suivant une ellipse ou une* parabole^ et jamais suivant une hyperbole , en vertu de la position qu'aifecte la normale N par rapport aux surfaces en discussion.
3* La surface S ayant ses rayons de courbure dirigés en sens opposés , et la normale N ne la coupant quen un seul point.
( Parabobtdejiyperbolique , hyperboloide à une nappe. )
Dans ce cas, on fera passer par la normale N un plan arbitraire R dans lequel on tracera une parabole P d^un paramètre arbitraire, mais ayant son sommet en m y et pour axe la normale N. -
Et Ton opérera comme précédemment.
Mais il faut remarquer que les diverses sections faites dsfns la surface S par les divers plans Q (lesquels passent par la normale N) doivent être situées avec la parabole P d'un même côté 4m plan tangent T, pour que chacune de ces sections et la parabole P puissent être enveloppées par deux cônes.
Or, comme les rayons de courbure sont dirigés en sens opposés, on voit que
certains plans Q couperont la surface S suivant des sections tournées dans un aras par rapport au plan T, et certains autres suivant des sections tournées eft sens opposé par rapport à ce même plan T.
On devra donc, dans ee cas, employer deux paraboles P et P' tournées en sens opposés et ayant le point m pour sonoiet commun , et la normale N pour axe commun. ( Du reste, les panJboles seront situées dans un même plan R ou dans des plans différents. )
Chacune des paraboles I^ et P' conduira à construire les diverses sections perae boliques d'un demi-paraboloîde hyperbolique osculateur par son sommet à la surface S et au point m.
Car Vindicatrice sera une hyperbole, parce que le cylindre parallèle à la nor* maie N a pour courbe de contact une hyperbole, en vertu de la position que la normale N affecte par rapport aux deux surfaces employées.
Et en considérait les cerclés osculateurs des paraboles P et P', on sera conduit à trouver les seclions elliptiques des deux demi-hyper boloîdes à une nappe situés 4'un d'un côté y l'autre de l'autre côté du plan tangent T ; et ces deux byperboloîdes seront tournés en sens inverses , de sorte qu'un plan passant par la normale N coupera le premier suivant une ellipse,. et le second suivant une hyperbole, eiviceverséu
Le plan tangent T coupe la surface S suivant deux génératrices droites A et A', qui font entre elles deux angles suppléments l'un de Fautre, t; et v\
En considérant le cercle osculateur à la parabole P^ on construira les divers points r situés sur une hyperbole e ayant pour asymptotes les droites A et A', et cette courbe e sera dans l'angle v.
En considérant le cercle osculateur à la parabole P', on construira les divers points r situés sur une hyperbole a' ayant aussi pour asymptotes les droites A et A'; mais elle sera située dans l'angle v.
Nous avons vu qu'en considérant successivement les paraboles P et P' comme bases communes des cylindres, les intersections 4e*ces cylindres donnaient les sections paraboliques de deux demi-paraboloîdes hyperboliques osculateurs.
Pour que ces deux demi-paraboloides appartiennent à un même paraboloîde , il faudra que les hyperboles e et t soient conjuguées l'une à l'autre, c'est-à-dire que Taxe réel de la courbe e soit l'axe imaginaire de la courbe e', et vice versa.
A"" La surface S ayant ses rayons dirigés en sens apposés , et la normale N coupant la
surface en deux points.
( Hyperboloide à une nappe. )
Dans ce cas, le plan Q passant par h normale N coupera, suivant sa direction ,
la surface S suivant des courbes dirigées en sens opposé par rapport au plan langent T mené au point m.
Les sections seront ou des ellipses ou des hyperboles.
Lorsqu'elles seront des ellipses , on emploiera une ellipse arbitraire E construite dans un plan R coupant les deux plans tangents T et T' suivant des parallèles, et cette ellipse aura pour axe la partiel) de la normale interceptée par la surface S.
Lorsqu'elles seront des hyperboles ^ on emploiera une hyperbole B arbitraire et construite sur D comme axe réel.
On obtiendra , en considérant Tellipse E comme la base commune de deux cylindres, les sections elliptiques d'un demi-hyperboloide à une nappe, osculateur en m.
On obtiendra , en considérant l'hyperbole B comme la base commune de deux cylindres, les sections hyperboliques d'un autre demi-hyperboloîde à une nappe, et aussi osculateur en m.
Pour que ces deux demi hyperbolmdes appartiennent à la même surfoce, il faudra que les courbes e et e\ lieu des points r, soient des hyperboles conjuguées.
En considérant les cercles osculateurs des courbes E et B, on est conduit aux sections elliptiques de deux hyperboloides tournés en sens opposés et situés de cdlé différent par rapport au plan T.
Vindicairice est toujours dans ce cas une hyperbole.
8. Je ne suis point entré dans les détails de démonstration pour les divers cas , parce que d'après tout ce que j'ai dit touchant l'ellipsoïde à trois axes, il est facile de reconnaître l'existence des diverses propriétés que j'ai énoncées pour les diverses surfaces successivement examinées.
9. On voit que l'on peut, au moyen delà Géométrie descriptive^ par des méthodes graphiques simples , par les intersections successives de couples de deux cylindres qui ont tous pour base commune une section conique donnée, déterminer les surfaces du second ordre osculatrices par leur sommet en un point quelconque d'une surface du second ordre.
10. On peut généraliser tout ce qui précède en supposant que par le point m de la surface S passe une droite arbitraire M, et non une normale N. Dès lors, par des considérations analogues à celles employées précédemment, on arrivera à construire, pour ainsi dire de toutes pièces^ des surfaces du second ordre osculatrices au point m de la surface proposée.
§ IX
Si l'on parvenait à démontrer par la Géométrie pitre le théorème suivant :
Étant données trou section$ normales C, C, C", (Tune surface quelconque S, en un point m de celte surface; construisant trois sections coniques e, e', e", osculatnces au point m de ces trois courbes C, C. C" ( et établissant pour condUion que les trois courbes auront leur sommet en m et pour axe commun une portion D de la tiormale N au pomt m de la surface S), on aura une surface du second ordre S' déterminée par les trou courbes e, e', e", laquelle aura pour un de ses axes la droite D- Fmsant passer parla^ normale N un plan sécant arbitraire , lequel coupera la surface S suivant une courbe C et la surjace S' suivant une section conique e'", les courbes C" et e'" seront oscuUomes au point m ; èl par suite , si l'on considère les deuxcourbes C" et C" comme te»directrices courbes iSune surface développable B , le cylindre qui aura pour base la section conique e", et qui sera osculateur à la surface S tout aulaur du point m , sera coupé par le plan de la courbe C" suivant une section conique qui ne serait autre que e'".
Et l'on déduirait encore comme corollaire le théorème suivant :
Étant données V une surface développable; 2' une section plane C de cette surface, et 3» la génératrice G de la surface développable passant par un point va de la courbe C, le cylindre qui a pour base le cercle osculateur de la courbe au point m et dont les génératrices sont parallèles à la droite G , est osculateur à la surface développable tout autour du point m.
On pourrait établir toute la théorie des courbures des surfaces sur de simples considérations géométriques, et en employant comme outil ou méthode de recherche, non Y Analyse, mais la Géométrie descriptive.
Or voici une démonstration géométrique du théorème énoncé.
Il est évident que lorsque deux cylindres ont leurs génératrices parallèles, et pour base deux courbes osculatrices en un point, ils sont osculateurs l'un à l'autre tout le long de la génératrice de contact.
GbIs Dosé i
Si par le point m on mène une droite arbitraire D , et que l'on prenne sur cette droite des points également distants entre eux p, p, f'f'^f^^' ^^ lesquels on fasse passer respectivement des plans parallèles P, P', P", P , etc.^ ^^ ^^^
Si par le point mon fait passer une suite de plans normaux R, R', R , R > et«M faisant entre eux des angles égaux et coupant respectivement la surface courbe donnée suivant des courbes C , C, C", C", etc.
SI Ton projette ces courbes par des droites parallèles à la droite D , savoir : C sur le plan P en la courbe C,, G' sur le plan P' en la courbe G/, etc.
Si Ton projette de la même manière les sections faites dans la surface du second ordre osculatrice en m , par les plans R , R', R'^ etc., savoir : a sur le plan P en a, y a' sur le plan P' en a\ , etc.
Si ensuite on fait tourner dans les plans P, P', P", etc. , et autour des points p\ p", etc. , les courbes G', et a\ , G", et a", , etc. , les premières d'un angle «, les secondes d'un angle 2a , etc. (^}.
En^ leurs nouvelles positions , les courbes G, , G',, G", , etc., et a, , a', , a'\ , etc., formeront deux surfaces M et M', ayant une génératrice droite commune D^ et un élément gauche commun suivant la génératrice D.
Si l'on suppose enfin que les courbes G et a , G' et a'^ G^' et a'\ sont oscuiatrices , les courbes G. et a, , G', et a\ , G", et a", , seront aussi osculatrices en leurs nouvelles positions.
Si donc on construit en chacun des points p, p\ p", les plans tangents T, T\ T'j ils couperont les surfaces M et M' suivant des courbes N et N,, tangentes en p ^ N' et N', tangentes en p', N" et N'',, tangentes en p", parce qu'il y a un contact 4u second ordre entre les courbes C, et a,, G', et a\y G", et a^.
Les tangentes i , c'et t'\ à ces courbesde sections , aux points p, p^ et p' détermineront un hyperboloide à une nappe osculateur en même temps aux surfaces M et M' et tout le long de la génératrice D (**); les deux surfaces M et M' sont donc osculatrices l'une à l'autre tout le long de la droite D ; donc, etc.
(*) Il faut employer une méthode de transformation ( pour paner de la snrface proposée et de aon osculatrîce aux surfaces M et H' } , telle que la surface transformée reste géométrique^ la surface proposée étant elle-même une surface géométrique. C'est pour cela que j'ai pris des points également distants sur la droite D pour y transporter les projections des sections faîtes par les plans H , R'^ R", etc.
Mais on peut opérer autrement :
On peut supposer que par la normale M au point m de la surface donnée , passe un plan Qx» F et qu'un plan normal R coupant la surface proposée sniyant une courbe G, fasse avec le plan F un angle /.
Sur la droite I> passant par le point m , on prendra un point fixe p» et par ce point on mènera un plan fixe f perpendiculaire à D.
Cela posé : on pourra prendre sur D un point ]/ tel que sa distance au point p soit une fonction de l'angle «T et' projeter sur le plan F, parallèle au plan f et passant par le point p', la courbe G en la courbe G,.
Puis faire tourner la courbe G, autour de la droite D et dans le plan P d'un angle «t qui sera une nouvelle fonction de /.
Dès lors , la surface lieu des courbes G, sera une snrface géométrique*
{**) Les deux surfaces M et M' sont tangentes Tune à l'autre tout le long de la génératrice D («n vertu de la construction employée pour obtenir ces deux surfaces ) .
Les trois plans tangents T, T' et T", couperont la surface H suivant trois courbes B, B', B", ayant pour tangentes les droites f, f , f ', lesquelles seront les directrices d'un hyperboloide U oecnlateor de
Ainsi , toute la théorie de la courbure des surfaces peut être appuyée sur ce qui suit :
l"" Sur la valeur du rayon de courbure au sommet d'une section conique ;
2"* Sur la construction de Thyperboloide à une nappe osculateur à une surface gauche tout le long d'une de ses génératrices droites.
Je crois devoir entrer dans quelques détails au sujet du mode de transformation que j'ai employé ci-dessus , afin d'être plus clair et de bien montrer que les raisonnements géométriques sont complets.
Supposons une surface gauche S engendrée par une droite qui s'appuie sur trots courbes G, G', G"; il est évident que Thyperboloide tangent tout le long d'une génératrice G, contient la génératrice infiniment voisine G'. Il est bien évident aussi que si Ton considère trois génératrices successives et infiniment voisines G, G', G", l'hyperboloïde H déterminé par ces trois droites comme directrices sera osculateur à la surface S tout le long de la génératrice G.
la surface M tout le Icmg de la droite D. Les trou plans tangents T, T\ T", oovperont aussi la surface M suivant trois courbes A, A', A", ayant pour tangentes les droites 9, 6', 6", lesquelles seront les directrices de rbyperboloide U' osculateur de la surface M' tout le long de la droite D. Les plans P, P', P", coupent les surfaces M et M' suivant des courbes C, et a„ C, et a',. G", et a"„ qui sont oscuWtrices entre elles aux points p, p'tP"; mais ces mêmes plans couperont Thyperboloïde U suivant trois courbes b^ b\ h" osculatrices des courbes G,, G'., G"„ et couperont aussi lliyperboloïde U' suivant trois courbes é^\âl\ oscula- Irices des courbes a„ a'„ à't* Par conséquent les courbes h et d, h' et d', h" et d", seront osculatrices entre elles aux points p, p'» p".
Et comme rbyperbolofde U on U' peut être considéré comme engendré par une droite qui se meut en s^appuyant sur les trois courbes 5, h\ h'\ ou d, d', d", il s'ensuit que les deux byperboloSdes U et U' auront trois génératrices droites successives et infiniment voisines , communes ; et que dès lors ils seront oscnlatenrs Pan à l'aube suivant la droite D. Mais comme trois droites ne peuvent déterminer qu'un seul hyperboloSde ^ on doit encondare que le» deux surfaces U et U' ne sont qu'un seul et même hyperbololde oscnlatenr, en même temps , aux deux surfaces M et M', et tout le long de la droite D. (Ainsi , les courbes B et A, B' et A', B" et A", ont un contact du premier ordre , ou, en d'autres termes, les droites t et ^, f et d', f et 0", se superposent. )
H. Charles IHipin a démontré directement par la Géométrie, que la section faite par un plan diamétral parallèle au plan tangent an point considéré sur la surface , conduisait k la longueur des rayons de courbure et k la direction des lignes de courbure se croisant en ce point , et c'est à cette section qu'il a donné le nom d'tndtca/rtce ; la méthode géométrique que j'ai employée dans la recherche, des rayons de courbure, de Vinéêeatrieey etc., diffère de celle employée par M. Charles Dupin, et je la crou d'une application plus facile dans la pratique. Je dois ajouter que M. Charles Dupin a en effet appuyé seulement sur des considérations de Géométrie pure toute la théorie des courbures des surfaces, dans es développements de Géométrie; mais en même temps je dois faire remarquer que la marche que j'ai suivie diffère essentiellement de celle qu'il a adoptée, et me paraît être (lus dans l'esprit de la Géométrie descriptive , parce que l'on peut vérifier par de nouvelles constructions chacun des résultats graphiques; d'ailleurs elle s'applique sans difficulté à toutes les surfaces du deuxième ordre, tandis que par celle employée par M. Dupin on ne voit pas bien comment on arrive kVindicatrice pour les surfaces qui n'ont pas de centre , et de plus , aucune vérification graphique ne peut être effectuée, en suivant la méthode de If» Dupin.
Un plan arbitraire coupera évidemment les surfaces S et H suivant deux courbes ayant un coniact du second ordre, ayant deux éléments rectilignes et successifs communs.
Désignons par g, g\ g'\ etc., les génératrices du second système de Tbyperboloîde H, les génératrices G, G', G", étant trois génératrices du premier système.
Il est évident encore que tout plan R passant par g coupera la surface S suivant une courbe ayant un contact du second ordre avec g ^ ayant au point de contact deux éléments rectilignes-successifs en ligne droite , ayant un rayon de courbure infini.
Et il est évident que si le plan sécant R devient un plan tangent à la surface S, il sera aussi plan tangent à la surface H , par conséquent il coupera la surface S suivant une courbe A qui aura g pour tangente (et peu importe de connaître de quel ordre sera le contact de g et A) (^).
Ceci démontre donc que si en chacun des points de la génératrice G on mène des plans tangents à la surface S, ils couperont cette surface S suivant des courbes A, A'/ A", etc., donl les tangei^tes g, g^ g'\ etc., formeront un byperboloide osculateur de la surface S tout le long de la génératrice G. Par conséquent , pour toute surface qui ne serait pas r^lée, mais qui aurait un élément superficiel gauche, la construction des trois tangentes 9, g y g' y pouvant s'exécuter, l'byperboloide osculateur existera toujours pour cet élément; et puisque trois génératrices telles que g déterminent un hyperboloîde , on voit de suite qu'il suffit de considérer trois sections de la surface courbe que l'on cherchait à transformer en une surface ayant un élément gauche.
Ainsi , pour l'osculation du second ordre entre deux surfaces gauches qui ont une génératrice commune, l'énoncé est le même que pour le contact du premier ordre ^ savoir : que si deux surfaces gauclies ont en trois pmnts de la génératrice corn" nntne un contact du second ordre y elles sont osculatrices Cune à l'autre tout le long de cette génératrice.
Toutes les surfaces gauches n'ont pas un byperboloide osculateur, quelquesunes d'entre elles ont au contraire un paraboloide hyperbolique osculateur. .
Les surfaces gauches se divisent en deux classes , celles qui ont un hyperboloîde osculateur et celles qui ont un paraboloide osculateur (**).
(*) Toute droite tracée dans le plan tangent et passant par le point de contact, est la directrice d^nn hyperboloîde tangent ; ponr que lliyperboloîde deyienne osculateur, cette directrice doit donc aroir une po6itioiv.toute spéciale par rapport à la surface, et dès lors par rapporta la courbe intersection de cette surface et du plan tangent ; or, une droite ( puisqu^il s'agit de contact) ne peut affecter que deux positions par rapport à la courbe, être sécante ou tangente ; d<>nc, etc.
{**) Voyez à la fin de ce cbap. II, le mémoire publie sons le n* 10.
Les premières sont celles qui n'ont pas de plan directeur du mouvement de la génératrice , les secondes sont celles qui ont. un plan directeur.
Lorsque l'on considère les secondes surfaces , alors Ténoncé ci-dessus se simplifie ; ainsi , pour deux surfaces ayant un même plan directeur et une génératrice commune, il suffit cftiit contact du second ordfe en deux points de la génératrice commune, pour que les deux surfaces sosculent tout le long de la génératrice.
C'est par la considération d'une surface gauche ayant un plan directeur que l'on parvient facilement à démontrer que : si en un point m d'une génératrice G d'une surface développable on fait passer un plan arbitraire coupant la surface suivant une courbe B^ si Ton considère la courbe b osculatrice de B au point m comme la base d'un cylindre parallèle à G , ce cylindre sera osculateur de la sur* face donnée tout autour du point m.
En effet :
Supposons la normale N au point m de la génératrice G de la surface dévelop* pable, deux sections normales k et k\ le cercle a osculateur de la courbe À, et construisons une ellipse cl osculatrice par l'un de ses sommets au point m de la courbe AV et ayant pour l'un de ses axes le diagnètre du cercle a.
Par deux semblables courbes on peut toujours faire passer un cylindre; mais la direction de ses génératrices est encore supposée inconnue.
Je dis que tout plan passant par la normale N coupera la surface et le cylindre suivant deux courbes osculatrices en m, que dés lors le cylindre est osculateur à la surface tout autour dii point m.
Pour le démontrer :
Supposons que par le point m je mène une droite arbitraire K, et que je la regarde comme une directrice d'un paraboloïde hyperbolique dont les. diverses génératrices 9 , g\ g\ etc., auront pour plan directeur le plan T tangent en m au cylindre et a la surface donnée.
Je suppose que je projette les diverses génératrices g^ g\ g'\ etc., sur le plan T parallèlement à la droite K et en les droites £, t\ t'\ etc., puis que par ces droites i, t\ î'\ etc. , je fasse passer des plans normaux coupant la surlace développable suivant des courbes a , a^ ol\ etc., ei le cylindre suivant des courbes 6, 6', 6", etc., m'étant d'ailleurs arrangé pour que deux des courbes a, a', a\ etc., soient les courbes À et A^ et que dès lors deux des courbes 6 , 6', 6", etc., se trouvent les courbes a et a'.
Cela posé :
Par les droites g, g*, g\ etc., je mène les plans R, R', R'', etc., respectivement parallèles au plan T, et sur ces plans je projette respectivement les courbes a et S, a' et 6', etc. , par des parallèles à K. Puis sur les divers plans tangents ( K, g) y
(K, /), etc. y je projette orthogonalement ces dernières courbes en les courbes a. et Sx , Jx et S', , etc. Dès lors toutes les courbes a., a', , etc., formeront une surface S', et toutes les courbes 6., g',, etc., formeront aussi une seconde surface S; ces deux surfaces S et S' auront Tune et l'autre un élément superficiel gauche en commun et situe suivant la droite K ; et de plus ces deux surfaces auront évidemment même plan directeur T pour cet élément gauche K ; les droites 9, g, g\ etc., formeront le paraboloïde hyperbolique osculateur, puisque deux d'entre elles seront tangentes aux transformées des courbes A et a, des courbes A' et a\ donc, etc.
Il faut maintenant démontrer que le cylindre osculateur de la surface développable tout autour du point m, est parallèle à la génératrice G de cette surface dêveloppable passant par le point m.
Si je considérais une troisième section normale A'^, et son ellipse osculatrice a" ayant pour Tun de ses axes le diamètre du cercle a; on sait que par les trois courbes a, a', a\'on peut toujours faire passer une surface du second ordre I, et qu'on n'en peut faire passer qu'une. Or cette surface serait osculatrice tout autour du point m (ce que l'on démontrerait en transformant la surface donnée en une surface ayant un élément gauche et n'ayant pas de plan directeur), la section normale faite suivant la droite G dans cette surface 2 serait donc osculatrice a G au point m. La surface 1 devrait donc être une surface réglée, la section normale devant être évidemment dans ce cas une droite.
Mais dans la surface réglée 2 on pourrait mener deux sections normales donnant chacune une droite; la surface développable aurait donc deux rayons de courbure infinis; on pourrait donc placer sur la surface développable deux droites, ce qui ne peut être, en vertu de la génération de la surface développable; la surface du second ordre devant être réglée ne pourra donc être qu'un cône ou un cylindre, et d'après ce qui précède, ayant vu que le cylindre passant par les deux courbes a et a était osculateur tout autour du point m , on en conclut que la droite G sera une de ses génératrices.
Constrtu^ion de Cindicatrice.
Lorsque par un point m d'une surface du deuxième ordre S onmène une droite arbitraire D, on pourra toujours faire passer par cette droite un plan R parallèle à la droite d polaire réciproque de D. Dès lors ce plan coupera la surface S suivant une courbe G dont D sera un diamètre. Faisant ensuite passer par D une
suite de plans P, P', P"^ etc., coupant la surface S suivant des sections coniques <?, éy c", etc., les couples de cônes enveloppant les courbes C et e, C'ete', etc., auront leurs sommets t/ et tj\ distribués sur la droite cf.
Si par la courbe C on fait passer des cylindres respectivement parallèles aux diverses droites my ou mi/', ils seront coupés par les plans P, P', P'', etc., suivant des courbes a, a^ a", etc., qui avec G détermineront une«urface du deuxième ordre S' osculatrice en m de la surface S.
Si ensuite on conçoit un cylindre tangent à la surface S' et parallèle à la droite D, ce cylindre jsera coupé par le plan T tangent en m à la surface S suivant une courbe qui sera XxniicaiTice,
Mais si Ton conçoit un cylindre tangent à la surface S* et parallèle à la droite D , ce cylindre sera coupé par le plan T' suivant une courbe/ ( ellipse, parabole ou hyperbole), et suivant la direction dans l'espace de la droite D et la nature de la surface S, le point m pourra être intérieur ou extérieur par rapport à la courbe/.
Or, on doit remarquer que si au moyen de la courbe/ on construit la courbe lieu dés points r, ou en d'autres termes Xiniicatrice ^ on trouvera toujours que cette courbe lieu des points r est une ellipse lorsque le point m est situé dans rintérieur de la courbe/, et qu'elle est une hyperbole lorsque le point m est situé hors dé la courbe/.
On trouve de même, parla méthode des projections, que lorsque la courbe/ se réduit à deux droites qui se coupent, la courbe lieu dès points r se réduit de son côté à deux droites parallèles également distantes du point m.
XL
Reclierche géométrique par la méthode des projections , de la nature de la courbe lieu
des points r , en d^ autres termes^ de ^indicatrice.
Supposons sur le plan horizontal une ellipse E, et dans l'espace un point S considéré comme le sommet d'un cône ayant la courbe E pour base. Concevons la droite allant du sommet S au point o, centre de la courbe E, et un plan arbitraire R coupant le cône suivant une ellipse ou une parabole ou une hyperbole À, et coupant la droite oS en un point a qui, évidemment, sera toujours situé dans l'intérieur de la courbe A, quelle que soit la direction du plan R.
Gela posé :
Menons par le point a une horizontale D, et prenons à droite et à gauche du point a , et sur cette horizontale deux points b et b* également distants du point «.
Supposons maintenant que parla droite oS on fasse passer un plan arbitraire P, lequel coupera le plan do Tellipse E suivant un diamètre B, te plan de la section conique A suivant une droite B' passant par le point A, et le plan mené par le point S parallèlement au plan horizontal suivant une droite B^'.
La droite B' coupera la courbe A en deux points m et m\ et si Ton joint les points 6 et m, 6' et m', les deux droites iront concourir en un point ^ situé sur le plan horizontal passant par le point S.
Joignant les points g et a et menant par le point b une parallèle G à ga^ elle coupera la courbe B' en un point r; tous les points tels que r formeront une courbe dont il faut chercher la nature géométrique.
Projetons le système parallèlement à la droite oS.
Le point a se projettera eno, et la droite D suivant un diamètre d de l'ellipse E ; par conséquent les points b et ^ se projetteront en les points h et h' situés sur le diamètre d et ces points seront également distants du centre o.
La droite G se projettera suivant une droite G' parallèle à la droite H, intersection du plan oag^ et du plan de la courbe E; et la droite G' coupera la courbe B en un point r' qui sera la projection du point r.
Or il est évident que la courbe lieu des points r' sera une ellipse semblable et concentrique à Fellipse E; donc la courbe lieu des points r sera toujours une ellipse, lorsque le point a sera situé dans l'intérieur de la section conique A.
Si l'on remplace l'ellipse E par une hyperbole, en faisant les mêmes constructions y on voit sur-le-champ que le point a est extérieur par rapport à la courbe A. Donc la courbe lieu des points r sera toujours dans ce cas une hyperbole.
Si Ton suppose que la courbe E se réduit à deux droites parallèles y prenant un point 0 également distant de ces deux droites et achevant les constructions indiquées ci-dessus , on trouve que la courbe lieu des points r se réduit à deux droites parallèles.
( La figure est facile à exécuter pour chacun des trois cas. )
RAYON DE COURBURE DE l'hÉLICE (*).
L'expression du rayon de courbure d'une hélice tracée sur une surface développable est remarquable par sa simplicité; on peut; parvenir avec la plus grande facilité , en s'appuyant sur la propriété générale dont jouissent les hélices et que nous avons démontrée par des considérations géçmétriques {**) assez simples , savoir : que le plan 09culateur dune hélice en un de ses points j e$t toujours perpendiculaire au plan tangent de la surface développable en ce même point.
Nous résoudrons d'abord la question pour un cône de révolution.
Soit une hélice H tracée sur un cône de révolution ; un point m decette hélice ; sa tangente étant mt faisant avec la génératrice G du cône, laquelle passe par le point m, un angle connu a.
Par le point m, je fais passer un plan perpendiculaire à l'axe du cône, lequel donnera pour section un cercle G.
Le cercle G et la génératrice G seront sur la surface conique les lignes de courbure qui se croisent au point m; l'un des rayons de courbure sera inûni, l'autre sera, en le désignant par r, égal à la longueur de la normale au point m, comprise entre ce point et Taxe du cône , on aura donc r = mh.
Si Ton considère un cylindre de révolution ayant pour base un cercle du rayon r, a^antses génératrices parallèles à la génératrice G, etayant cette droileGpour ligne de contactavec le cône donné ; ce cylindre aura tout le long de la droite G un contactdu premier ordre avec le cône; mais pour lepoint mil sera osculateuraucône ; en sorte que tout autour du point m le cylindre et le cône auront un contact du second ordre.
Par conséquent le plan osculateur de Ihélice coupera le cylindre osculateur du cône suivant une ellipse osculatrice à l'hélice par un de ses sommets.
Si donc je prends un plan SMT (fig. 41) qui représente le plan tangent au cône suivant la génératrice G; et que j'y rapporte le point m , la génératrice G
(*) Extrait du mémoire qni a pour Utre t Cùnêtruetion des points dHnfiexian , etc. , publie dans le 22* cahier du Journal de TËcole polytechnique. (**) Voyez le mémoire cité ci-dessus , et reproduit chap. 111 de ce volume , sous le o? 7,
et la tangente mi faisant avec la génératriceG Tangle donné a; puis, que je mène
hmh' perpendiculaire à la droite G , en portant à droite et à gauche du point m ,
mh = mA'c=3 r; eQÛn si je trace les deux droites dei <f parallèles à G, on aura en
mv le demi-grand axe, et en mh le demi-petit axe de Tellipse qui sera oscuiatrice
par un de ses sommets au point m de l'hélice H.
Désignant donc mv par a, mh par r, et le rayon de courbure au sommet de
Tellipse par p , on aura
et comme mv . sin a t=r: mA , on aura :
BÎAx
Ainsi : le rayon de courbure de (hélice est é^al au rayon de courbure du cône divisé par le carré du sinus de t inclinaison de Cliélice sur la droite génératrice du cône.
On peut exprimer ce rayon de courbure en fonction de la distance du point m de l'hélice H au sommet du cône et de l'angle d'ouverture de ce cône.
En effet :
Désignant par 2j3 l'angle d'ouverture du cône en son sommet, et par t; la distance du point m au sommet du cône.
Le triangle rectangle Shm* donnera :
d'où
toogP = ^
rtangp
sin «
Pour le sommet de Thélice sa tangente est perpendiculaire à la génératrice du cône , par conséquent pour ce point sin a := i ; d'où :
p = t)taDgp
Ainsi : pour le sommet de l^ hélice conique ^ le rayon de courbure est toujours égal au rayon de courbure du cône.
Ces résultats sont généraux ; ils ont lieu pour toute hélice tracée sur une surface développable , quelle que soit l'arête de rebroussement de cette surface ; car il est facile de généraliser les résultats que nous venons d'obtenir pour un cône de révolution.
En effet» la considération da cylindre osculaleur au point nideniélice H peut être employée » quelle que soit la surSaioe dételoppaUe, et conduira évidemment à des résultats identiques à ceux obtenus pour le cône de révolution.
Valeur du rayon de courbure en un des sommets de la sinusoïde.
On sait que la projection de Thélice cylindrique circulaire sur un plan parallèle aux génératrices du cylindre est une sinus(fide dont l'équation est :
opsR.ain [-r--')
le rayon du cercle section droite du cylindre étant R et le pas de l'hélice étant h.
Il est facile de trouver la longueur du rayon de courbure pour l'un des sommets de la sinusoïde, pro^edion de C hélice^ en partant de la valeur du rayon de courbure de l'hélice.
Le rayon de courbure pour l'héKce cylindrique circulaire est constant, il est :
an .a
R étant le rayon du cercle section droite du cylindre, et a étant l'angle d'inclinaison de l'hélice sur la génératrice du cylindre. El dès lors on a :
Sic .R
h étant le pas de l'hélice.
Cela posé :
Pour le point de l'hélice qui se projette sur le sommet de la sinusoïde, le rayon de courbure p est horizontal et parallèle au plan de projection verticale.
Le plan du cercle osculateùr de l'hâiice fhit, avec le plan horizontal , un angle qui est le complément de l'angle a ; il fera donc , avec le plan de la sinusoïde , un angle a.
Par conséquent le ioerote oseulateur de l'hélice se projeUeïa sur le plan de la sinusoïde, suivant une ellipse osculatrice par son sommet , au sommet de ta sinu* solde, et ses demi-axes seront :
kxt horisokital, a = . ,
8in .«
.1 . RoOS.a
Axe vatical, ftsss— r-; —
sin . a
Le rayon de courbure pour le sommet de la tinuscUde sera donc :
, 6* R\G06*.a àn\a R
^ a sin^a R tang*. a
Vérifions ce résultat en cherchant i par la métho()e ordinaire, la valeur du rayon de courbure de la ûnwiRde en son sommet,
L^expression générale et analytique du rayon de coprbure en un point d'une courbe , dont Téquation est 2cs=;/(z), est :
(Ta?
En substituant dans cette expression générale le ^r ^^ '^ ^ tirés de l'équation de la muscade , on aura :
Le sommet de la sinusoide a pour coordonnée : x=R et z = t-
Pour ce point , la valeur du rayon de courbure sera :
Et comme : cos (^ ) = 0 et que : sin ( ^ ] = 1 , on aura
«if.R et comme : * = r — > od aura :
P = — TTxr
(Sir/. R , fPg* . « tlOlg'.a
réstthat qui s'accorde avec celui auquel nou3 étions parvenu précédemment.
in —
S III
Prenons un cylindre vertical, ayant pour section droiu un cercle G; traçons sur ce cylindre une hélice H j divisons le cercle G en un certain nombre de parties égales entre elles, et marquons les points de division des numéros i ^ 2, 3, 4 , etc. r par ces points concevons les génératrices G', G', G\ GS etc. , du cylindre, lesquelles couperont Thélice H en les points m\ m% in , m% etc. ; enfin , en ces derniers points construisons les tangentes t\ i', i", l^, etc., de l'hélice H.
Toutes ces tangentes seront les génératrices d'une surface développable D, ayant pour arête de rebroussement l'hélice H , surface à laquelle les géomètres ont donné le nom d'hélicaide développable*
Concevons maintenant un second cylindre concenlrique au premier, et coupant la surface D suivant une hélice H'. Cette nouvelle hélice rencontrera les génératrices!', t\ l", t\ etc., en les points n, n% n% n\ etc., et les portions des génératrices de la surface D , comprises entre les deux cylindres , seront égales entre elles.
Si par les divers poinis n\ n\ n\ n\ etc., Ton fait passer des plans perpendiculaires à Taxe des deux cylindres, l'on aura pour courbes de section, sur la surface D, des développantes de l'hélice H , lesquelles seront des courbes identiques , et qui ne seront autres que les développantes respectives des sections circulaires obtenues dans le cylindre, ayant pour base le cercle G, par ces mêmes plans parallèles et équidistants entre eux.
Désignons par N' la développante qui passe par le point n' ; par N' celle qui correspond au point n% et ainsi de suite.
Comme les courbes M', N% N', N^ etc., sont équidistantes, leurs origines seront situées sur l'hélice H, en des points p\ p\ p% p\ etc., qui détermin^ont des divisions égales sur cette hélice H, et leurs projections sur le cercle G donneront aussi sur celte courbe des divisions égales.
Gela posé :
Si Ton considère la génératrice f^, elle sera coupée par les développantes N', N% N' en les points r*, r\ r*, qui seront également distants entre eux et du point n*.
Il est bien évident , d'après ce qui précède, que les rayons de courbure de la surface D sont tous égaux entre eux pour les divers points de Thélice H', et que
les angles formés par les diverses génératrices r,r, f,!*, l*,!^, sont aussi égaux entre eux ; par conséquent, les rayons de courbure de la surface D, pour les
lîivers poibts r, r^^ r*, r*, de la génératrice t\ seront proportionnels aux dislances tle ces points au point mV Les centres de courbure correspondant à cette génératrice seront donc tous distribués sur une droite passant par le point m^ de l'hélice H.
Démontrons maintenant que la surface réglée, lieu des centres de courburic minimum de Vhélicaide développable ^ n'est aulre que le cylindre sur lequel se trouve située Thélice circulaire arête de rebroussement de la surface.
Concevons une génératrice G du cylindre à base circulaire et un plan tangent à ce cylindre suivant cette génératrice; ce plan contiendra une génératrice i de la surface hélicdidej laquelle coupera G en un point m situé sur Thélice H, arête de rebroussement de Vhélic<nde. Prenons un point n sur la droite t, et par ce point faisons passer un plan perpendiculaire à la droite G ; il coupera cette droite G en un point p, et la surface /lé/icoide suivant une développante circulaire, qui aura son rayon de courbure r, pour le point n, égal à np.
Concevons maintenant le cylindre de révolution osculateurà Vhélicoide au point n de la génératrice f, et désignons par p le rayon de sa base circulaire ; p sera le rayon de courbure minimum de la surface hélioAde pour le point n.
Gela posé :
Le plan de la développante coupera le cylindre osculateur suivant une ellipse osculatrice par son sommet au point n de la développante , son grand axe dirigé
suivant r sera a=-^ (désignant par a l'incUnaison de l'hélice H sur la droite G),
et son petit axe sera 6£=3p«
Or , pour le sommet n de cette ellipse on aura :
eos« d'où
COSa
Par conséquent le rayon de courbure de Vhélicdide pour le point n est égal à la partie de la normale, comprise entre ce point et la génératrice G. Désignant par q le point en lequel la normale coupe la droite G, on aura nq=p.
Tous les centres de courbure de la surface hélicaUte pour les divers points de sa génératrice i seront donc distribués .sur la droite G.
On peut donc énoncer le théorème suivant i
Le lieu ies centres de courbure mnimum de fhéticmde développable ayant pour arête
de rebrousuemeni mue hélice circulaire , est le cylindre $ur lequel cetie hélice se trouve tracée.
Le cône de révolution engendré par la rotation d'une génératrice t de ta snrfixce hélicoideautour de la génératrice du cylindre^ laquelle la coupe sur F hélice arête de rebrous* sèment , est oscviaXeur à ta ssrface tout le long de cette génératrice I.
Les cônes ogeulaleurs à la surface hélicoide suivant ses diverses génératrices droites sont tous égaux, puisque Tinclinaison de Thélice arête de rebroussement sur les génératrices du cylindre est constante.
Remarquons en outre que le cûne oblique, qui aurait son sommet au point m de rhélice H , et pour base le oerde tracé dans le plan mené perpendiculairement à la droite i par le point n^ et décrit du point q comme centre avec le rayon nq=^j serait encore ûscolaieur à la sorftice au point n, et en tons les autres points de la génératrice t ; tous les cônes obliques et oseulateurs seront égaux entre eux.
Démontrons maintenanjt qu'un théorème analogue peut ôtre énoncé pour une surface développable , quelle que soit son arête de rebroussement.
Étant donnée une surface développable D et son arête de rebroussement A , traçons sur cette surface la courbe B développante de A.
L^on sait que la surface D', enveloppe des pbns normanx à la courbe B , est une surface développable sur laquelle se trouve située la courbe A , et que cette courbe A est une hélice sur cette surface D\ ( Voir la fin du Traité 4e géométrie descriptive de Monge. )
Désignons par m un point de la courbe A , par t la génératrice droite de la surface D passant ce point, et par 6 la génératrice de la surlace D' passant par le même point.
Désignons par n le point en lequel la dr<Me t coupe la développante à double courbure B.
En vertu de ce qui a été dit ci-dessus , si au point n on construit le plan P osculateur de la courbe B , il sera perpendiculaire à la droite G , et il coupera cette droite en un point p qui sera le centre de courbure de la courbe B pour le point n.
Le plan R qui passera par les droites t et G sera normal à la courbe B, tangent à fa surface D' suivant G et normal à la surface D suivant i.
Je mène par le point n et dans ce plan R une droite N perpendiculaire à la droite i, et qui coupera la droite G au point q.
Gela posé :
Si je désigne par p le rayon de courbure minimum de la surface D pour le point n j le rayon de courbure sera dirigé suivant la normale N ; et si je désigne par r le rayon de courbure de la courbe B pour le même pointu, on aura rssnp.
Concevons maintenant le cylindre de révolution oaculaleur à la surface D au point n : le plan P coopéra ce cylindre auivant une ellipse oaculatrtce en son som* met à la courbe B pour le point n ; et Ton voit que Ton est conduit aux calculs précédents , et par conséquent à des résultat» indentiques à ceux énoncés pour la surfoce héliçoide développable.
Seulement , tous les cônes de révolution oscuiateurs ne seront pas égaux , parce que l'angle que les droites l et G font entre elles ne sera pas constant , puisque Tinclinaison de la courbe A sur les diverses génératrices de la surface D' n'est pas constante ; de même aussi tous les cônes obliques oscuiateurs ne seront pas égaux entre eux.
Cherchons quel serait le lieu des points de la surface D pour lesquels les rayons de courbure seraient égaux entre eux.
Désignons par L la distance des deux points m* et n de la droite t, et par « Tangle des deux droites tel G.
Prenons sur la courbe A un autre point m', pour lequel on aura la génératrice i' de la surface D et la génératrice G' de la surface D\ l'angle des droites t' et G' étant d'ailleurs désigné par a*^ prenons sur la droite i' un point n', et désigne^ par p le rayon de courbure de la surface D pour ce point, et par U la distance nW.
On a évidemment :
tang « = £• ; tong a' = £j.
11 faudra d(HEic, pour que p=p', que l'on ait l'équation :
L tang a =s U tang oJ
Par conséquent , il faudra prendre sur les génératrices de la surface D , à partir de l'arête de rebroussement A , des longueurs qui seront entre elles dans le rapport inverse de celui des tangentes des angles que cette courbe A fait avec les génératrices homologues de la surface D", et les points ainsi déterminés seront ceux pour lesquels la surface D aura des rayons de courbure minimum égaux entre eux.
Si a^=a', on voit que L=iV; par cooséqu^t toutes les fois que la surface D' sera une sur&ce cylindrique. Y ayant pour section droite une courbe v, le lieu des points cherchés sera la courbe intersection de la surface D et d'un cylindre Y' ayant pour seetion droite une courbe v' telle que les parties des tangentes menées a la courbe t; , et interceptées entre les deux courbes vetv\ seront toutes égales entre elles.
Si donc la courbe v est un cercle, la courbe v^ sera un cercle concen-
trique au premier ; ce qui confirme le résultat auquel nous étions parvenu directement pour la surface liétiçolde déveioffpable ayant pour arête de rebroussement une hélice circulaire.
Les diverses propriétés que je viens de démontrer pour les surfaces développaUes étaient connues, mais le mode de démonstration que j'ai employé diffère de celui dont on s'est servi jusqu'à présent.
§ IV
On peut démontrer directement la propriété dont jouissent les plans oscula-' leurs des hélices tracées sur une surface développable générale, en employant les considérations géométriques qui nous ont servi dans le cas où Ton considérait une hélice tracée sur un cône du deuxième degré (*).
Remarquons que le théorème sur les plans osculateurs des hélices tracées sur une surface développable est le réciproque du théorème démontré par Monge à la fin de son Traité de géométrie descriptive , savoir, qu'tme courbe à double courbure a une infittté de développées situées sur une surface développable , enveloppe de C espace parcouru par un plan normal à la courbe donnée , et que toutes ces développées sont des hélices.
DE LA COVRBURC ET DE LA FLEXION d'uHE COURBE A DOUBLE COURBURE (**).
RSSITMS.
Lorsqu'on veut déterminer Tinclinaison d'un élément d'une courbe plane ou à double courbure, par rapport à une droite ou à un plan ayant une position déterminée, on compare la courbe à une ligue ayant une inclinaison constante en chacun de ses points, et c'est ainsi que l'on est conduit à comparer une courbe à
(*) Voyei chap. Ul de cet ourrage le rémmë du mémoire pnblië flous le n* 2.
(*7 Communiqué à la Société Philomalhique, séance du 38 mars 1835 , et extrait du 24* cahier du Journal de TÉcole Polytechnique.
sa tangente , lorsqu'il s'agit de rinelinaisond'un élément de la courbe ou de la direction d'une courbe en un de ses points.
Lorsqu'on veut déterminer la courbure d'une courbe plane ou à double courbure, on la compare à une courbe ayan#une courbure constante, et comme le cercle est la seule courbe plane qui jouisse de cette propriété, c'est au cercle que Ton compare la coaii)e donnée, et c'est ainsi que l'on est conduit à comparer une courbe à son cercle osculateur, lorsqu'il s'agit de la courbure d'une courbe en un de ses points.
Pour une courbe à double courbure^ on devrait atissi, pour déterminer en même temps sa courbure et sa flexion en un point , la comparer à une courbe ayant une courbure constante et une flexion constante.
On serait donc conduit à la comparer à une hélice cylindrique circulaire qui
jouit en effet de cette double propriété et dont l'équation différentielle est -^= P
(c représentant Tangle de contingence, / Tangle de flexion et P une quantité constante ).
A la première vue on serait porté à croire que l'on peut toujours construire une hélice cylindrique circulaire ayant un contact du troisième ordre avec une courbe à double courbure ; puisque l'on peut évidemment construire une hélice circulaire ayant même angle de contingence et même angle de flexion que ceux qui existent en un point d'une courbe à double courbure.
Cependant, ce contact du troisième ordre, en général, ne peut exister; en effet, supposons deux courbes à double courbure B et D ayant un point commun m. Pour que ces deux courbes aient un contact du troisième ordre en ce point m, il faut que leurs projections sur deux plans des coordonnées aient aussi un contact du troisième ordre. Comme ces projections auront sur l'iui et l'autre plan un point commun , on aura pour chaque plan trois équations de condition , par conséquent les équations de la courbe D devront renfernoer six constantes arbitraires.
Supposons maintenant que la courbe D soit une hélice cylindrique et circulaire ; nous pourrons placer dans l'espace l'axe du cylindre de l'hélice ; les équations de cet axe renfermeront quatre constantes arbitraires, et comme Thélice et la courbe 6 ont un point commun, il s'ensuit que le rayon du cercle section droite du cylindre se trouve déterminé ; Thélice sera donc complètement déterminée si l'on se donne son inclinaison ou son pas.
Ainsi* , les équations de l'hélice circulaire ne renfermeront que cinq constantes. Cette courbe ne pourra donc avoir une osculation du troisième ordre avec la courbe B.
Toutefois y comme il suffit, en géoméirie, pour se faire une idée, nette de la courbure et de la flexion d'une courbe à double courbure B en un de ses points , de connaître une courbe D à courbure et à flexion constantes, et ayant même courbure et même flexion que la couvlp donnée B, sans qu'il soit besoin que les deux courbes B et D aient uneosculation du troisième ordre, il sera toujours commode et facile de comparer une courbe à double courbure à une hélice circulaire.
Ainsi , la double courbure d'une courbe sera bien connue lorsqu'on connaîtra son rayon de courbure et son pas (appelant pas d'une courbe à double courbure le pas de rbélice circulaire H qui a même courbure et par conséquent un contact du deuxième ordrç avec elle , et aussi même flexioa que cette courbe).
Toutefois, pour mieux définir encore la double courbure d'une courbe, on devra donner son rayon de courbure ^ son pas, et le.ro^on de la sphère ayant un contact du troisième ordre avec elle; et le rayon de cette sphère osculatrice du troisième ordre pourra prendre le nom de rayon de flexion de la courbe (puisque le centre de eetle sphère osculatrice est l'intersection de trois plans normaux successifs^ et que sa position dans l'espace dépend dès lors de la flexion de la courbe).
Cependant on peut laisser à l'expression y le nom de rayon de flexion ^ ainsi que l'expression — a reçu celui de rayon de courbure.
Plus loin,' on verra que désignant y par r et — par p, on a toujours -=tanga
(a étant l'angle sous lequel Thélice circulaire H coupe les génératrices du cylindre
de révolution sur lequel elle est tracée).
c r En chaque point m d'une courbe à double courbure, on a: ^=:-, de sorte que
les rdiyons de flexiwi et de courbure p^ur un point m d'une courbe à double xM)ur« bure sont dans un rapport inverse de celui des angles de contingence ei deftexkm <iui excistent au même point deeelte courbe; ou mâeux , le produit du rayon de courbure et de Tangiede contingence est égal au produit du rayon de flexion et de l'angle de flexion,
Maispius loîn^on d^oittreraque pourehaquepeintm d'une courbe àdouble
courbuteon a toujours -;=rtànga( a étant l'inclinaison de Inélice cylindrique
circulaire ayant un contact du second ordre au point m de la courbe donnée).
Ainsi, en. résumé, la double courbure d'une courbe sera déterminée en chacun de ses points :
i "" Par so» roiyon de courbure : — = p ; .
ds
2* I^r son rayon deflèanon : -^ ^r=p . tanga ;
S'' Par le' rapport qui ejLÎate entre Tangle à% contingence et « Tangl» Aeflwkm :
^=(anga;
4* Par son pas^ qui sera celui d'une hélice circulaire H ayant un conlact du <leuxième ordre avec cetle courbe proposée :
( a étant Tangle sous lequel cetle hélice coupe les génératrices du cylindre sur lequel elle est tracée) ;
&" Par le rayon de la sphère osculatrice du troisième ordre, ou en d'autres termes, ayant un contact du troisième ordre avec la courbe donnée.
&"" Enfin, si Ton voulait construire une courbe ayant un contact du troisième ordre avec la courbe proposée , et ayant deâ angles de contingence et defleanon constants, on verra que cela est toujours possible, et que cette courbe sera la développante d'une des développées de diverses hélices circulaires ayant même inclinaison que rhélice H. De sorte que l'on peut construire une infinité de courbes à angles de contingence et de flexion constants et jouissant de la propriété d'avoir un contact du troisième ordre en un point d'une courbe à doid>te courbure donnée.
Sans doute j'aurais pu donner à ce Mémoire une forme.autre que celle qu'il a.
J'aurais peut-être dû montrer sur-le-champ que l'expression -r avait une traduction géométrique.
Ainsi, désignant par p l'expression — (rayon de courbure) , par r l'expression y ( nommée rayon de flexion ) , on voi t de suite que
, Si donc -^ a une représentation géométrique constante pour toutes les courbes,
le rayon de réflexion aura aussi une représentation géométrique tQUt «onime le rayon de courbure, qui, comme on le sait, est le rayon du. cercle ^osculat eu r.
Or, pour l'hélice cylindrique circulaire, c et / sont conataMs^ donc ^ est
constant. Et l'on peut toujours évidemment construire une hélice circulaire .ayant ses angles de contingence et de flexion respectivement égaux à ceux qui existent en un point d'une courbe à double courbure donnée.
Il suffisait donc de démontrer que: ^=tanga, pour l'hélice circulaire (autant
raogle sous lequel cette hélice coupe les génératrices du cylindre de révolufioB sur lequel elle est tracée ) .
La marche que je viens de tracer serait celle que Ton devrait suivre, sans contredit, dans un traité; mais il me semble qu'un mémoire doit être écrit dans un tout autre esprit ^ car il n'est pas sans intérêt, et peut-être n'est-il pas sans utilité, de connaître la série des idées qui ont conduit nécessairement aux divers résultats obtenus. C'est pourquoi j'ar laissé à ce Mémoire la forme que des recherches successives ont dû nécessairement lui donner.
DISCUSSION
N* 1. Au rayon de flexion des courbes à double courbure.
Les courbes à double courbure a'ont en chacun de leurs points qu'un seuf rayon de courbure absolue. Ce rayon dépend de l'angle de contingence, angle
formé par deux tangentes successives. On sait que ce rayon est égal à — (en désignant par ds l'élément de la courbe , ei par c l'angte de contingence).
Par analogie, les géomètres ont désigné par -r le rayon de flexion (/représentant Tangle de flexion, angle formé par deux plans osculateurs successifs) ; mais il parait que jusqu'à présent ils n'ont pas songé à interpréter géométrique * ment cette expression analytique.
M. Fourier a remarqué que l'arête de rebroussement A de la surface enveloppe des plans normaux d'une courbe D , avait ses angles de contingence respectivement égaux aux angles de flexion de cette courbe D. (M. Lacroix a con* signé cette remarque dans la V^ édition de son Traité élémentaire de calcu différentiel et intégrât, page 236. )
Mais la remarque ingénieuse de M. Fourier ne peut conduire à construire une ligne qui puisse être prise pour le rayon de flexion d'une courbe à double courbure; car cette remarque ne paraîtrait devoir conduire qu'à ce résultat, savoir : que le rayon de eourbure de l'arête de rebroussement A de la courbe D sera le rayon de flexion de cette courbe D , ce qui ne peut être admis.
/lu
Le rapport -T ne donne pas non plus une idée nette du rayon de flexion , car
cette expression n'a pas encore été traduite en géométrie.
Pour se feire une idée exacte de la courbure d'une courbe plane en ses divers
points, on l'a comparée à une courbe ayant une courbure constante en chacun de ses points, ainsi on l'a comparée au cercle, la seule courbe plane qui jouisse de cette propriété remarquable.
Pour les courbes à double courbure, ne pourrai l-on pas suivre une marche analogue et comparer, dès lors, en même temps la courbure et la flexion d'une courbe à double courbure de forme arbitraire, à une courbe à double courbure ajant une courbure et une flexion constantes^ c'est-à-dire ayant en chacun de ses points même angle de contingence et même angle de flexion?
Il existe en effet une courbe à double courbure jouissant de cette propriété remarquable, laquelle la place parmi les courbes à double courbure au même rang que celui occupé par le cercle parmi les courbes planes. Cette courbe est l'hélice cylindrique circulaire (désignant ainsi l'hélice tracée sur un cylindre ayant pour section droite un cercle).
La courbure d'une courbe à double courbure D dépend de deux éléments successifs; par conséquent son rayon de courbure p dépend de deux plans normaux successifs N', N".
La flexion d*une courbure à double courbure D dépend de trois éléments suc^ cessifs , par conséquent le rayon de flexion R doit dépendre de trois plans normaux successifs N', N", N'".
Les centres de courbure d'une double à double courbure D sont distribués sur la droite T,,, intersection des deux plans normaux successifs N', Nf'. (Une courbe à double courbure a une infinité de centres de courbure et dès lors une infinité de rayons de courbure.)
Pour pouvoir comparer entre elles les courbures des courbes , on prend le rayon de courbure minimum ^ rayon auquel on a donné le nom de rayon de courbure absolue. Dès lors le centre de courbure absolue d'une courbe à double courbure D est le point o, intersection de son plan osculateur et des deux plans normaux N' et N", ou en d'autres termes, intersection de la droite IV et du plan osculateur de la courbe D au point m, pour lequel on désire connaître la courbure de cette courbe D.
Le pointu, intersection des trois plans normaux successifs- N', N", N'", est un des points de l'arête de rebroussement A de la surface enveloppe des divers plans normaux de la courbe D. Gela posé, pour les hélices cylindriques, on sait que la courbe 9 lieu des centres de courbure ^ et que la courbe A arête de rebroussement de la swrface enveloppe des plans normaux, se confondent en une seule et même courbe»
On sait encore que l'arête de rebroussement A ^t une hélice cylindrique. Enfin, désignant par H l' hélice cylindrique donnée, par 6 l'angle qu'elle fait avec le
I)lan P de section droite du cylindre V sur lequel cette hélice est tracée , par h l'hélice lieu des centres de courbure , par 6' Tangle d'inclinaison de celte. hélice h sur le pian P ; on sait que les angles 6 et 6' sont compléments Tun de Tàutre ,et que riiélice h est tracée sur un cylindre v ayant aussi le plan P pour plan de section droite.
Si l'hélice H est une hélice cylindre circulaire, l'hélice /isera aussi une hélice cylindrique et circulaire tracée sur un cylindre concentrique à celui qui contient la courbe H.
Si rhélice If est une hélice cylindrique circulaire inclinée à 45*, Thélice h sera une hélice cylindrique circulaire inclinée aussi à 45% et dans ce cas les deux hélices H et /i seront des courbes identiques , car elles seront tracées sur le même cylindre.
On sait encore que tous les rayons de courbure de Thélice H sont, parallèles au plan P, et forment une surface gauche engendrée par une droite se mouvant parallèlement au plan P, en s'appuyant sur les deux hélices H et h.
On sait enfin que les deux hélices H et A sont réciproquement le lieu de leurs centres de courbure.
Si l'hélice H est une hélice cylindrique circulaire, tous ses rayons de courbure sont égaux. Dès lors il est évident que pour cette courbe l'angle de contingence est constant, et en vertu de la remarque de M. Fourier, Tangle de flexion est aussi constant.
En vertu des propriétés dont jouissent les hélices cylindriques , et que nous venons d^ énoncer ci-dessus, il est facile de résoudre sur-le-champ la question proposée et de reconnaître sur-le-champ qu'il est , en général , impossible de construire une hélice cylindrique (cirmlaire ) , pouvant avoir un etmtact du troisième ordre avec une courbe à double courbure. Car pour pouvoir, ^fi même temps, comparer la caurbureet Inflexion d'une courbe à double courbure D à la courbure et \zfleaA&n d'une hélice cylindrique H , il faut , puisque la flexion dépend de trois éléments successifs , pouvoir établir entre les deux courbes D et tt un contact du troisième ordre.
En eflet , puisque pour toutes les courbes à double courbure autres que les hélices cylindriques, les courbes V lieu des centres de courbure, et 2* ariie de rebroussement de la surface enveloppe des plans normaux , sont distinctes, séparées Tune de l'autre, il est impossible qu'une hélice cylindrique et une couribe à double courbure aient entre elles un contact du troisième ordre.
De ce qui précède , on peut établir comme conséquence ce qui suit :
Pour qu' une hélice cylindrique H ait un contact du troisième ordre avec la courbe à double courbure D, il faut que les courbfes H et D aient deux rayons de courbure
sucées^ifs ridspeclivement égaux ^ et deux plans osculaleurs successifs communs.
On sait que les rayons de courbure d^une hélice cylindrique sobt tous parallèles au plan de section droite Pdu cylindre V sur lequel elle est tracée; donc le cylindre stir lequel rbélice cherchée devra être tracée , devra avoir ses génératrices perpendiculaires à un plan P parallèle aux trois rayons de courbure successifs p^ p', p ', de b courbe D. Mais les rayons de courbure d'une courbe à double courbure forment, jen général , une surface gauche qui n'a ps.de plan directeur ; ainsi , en général , on ne pourra pas construire le plan P; donc, etc.
Mais si les trois rayons de courbure successifs p, p', ^'\ de la courbe donnée D , sont parallèles à un plan P, alor^ on pourra construire une hélice cylindrique H ayant un contact du troisiènoe ordre avec la courbe D ^ et le plan P sera le plan de section droite du cylindre sur lequel rhélice osculatrice H devra être tracée. Et Ton aura évidemment alors une infinité d'hélices osculatrices, car on pourra projeter orthogonalement la courbe D sur le plan P, et construire une infinité de courbes ayant un contact du troisième ordre avec sa projection et chacune de ses courbes osculatrices sera la base d'un cylindre ayant un contact du troisième ordre avec la courbe D.
Si des trois rayons p, p', p", parallèles au plan P^ deux p et p' sont égaux enlre eux, alors l'hélice H sera circulaire , parce que l'on pourra construire sur le plan P un cercle ayant un contact du troisième ordre avec la projection de la courbe D sur ce plan P.
Puisqu'on ne peut pas établir un contact du troisième ordre enlre une courbe à double courbure et une hélice cylindrique circulaire, et de ce que l'on ne connaît pas jusqu'à présent de courbe à double courbure, ayant un angle de contingence constant et un angle de flexion constant « autre que l'hélice cylindrique circulaire, on est tout naturellement amené à comparer une courl)e à double courbure à une surface de courbure constante , et par conséquent à la sphère.
Puisque la flexion d'une courbe à double courbure D dépend de trois éléments successifs, le point n intersection de trois plans nornaus succeâsifs N', N", N'", est donc lié à Inflexion de cette courbe , de la même manière que 'e point intersection de deux normales successives d'une courbe plane, se trouve lié à la courbure de cette courbe plane.
Dès lors il me semble que (par analogie) Fou doit regarder l'arête de rebroussement A de là surface enveloppe des plans normaux de la courbe D, comme le lieu des centres ^de flexion deœite eoorbe , et désigner par rayon de flexion le rayon de la sphère qui aj^nt son centre au point n , passera par le point m de la courbe D ; cette sphère aura un contact du troisième ordre avec la courbe D. Ainsi
la courbe A sera le li«u des centres de toutes les sphères ayant un contact du Iroi* sième ordre avec la courbe donnée D.
En admettant celte définition du rayon de fiemoa d'une courbe à double courbure, on aurait entre les rayons de courbure et deflexmn j les centres de cowrbuTe et de flexion i les relations suivantes (*) :
i** Les courbes lieu des centres de courbure et de flexion ne seront, ni Tune ni lautre, une développée de la courbe proposée, et les rayons de fiemm (tout comme les rayons de courbure) formeront une surface gauche.
2"" Lorsque pour un point de la courbe D, Tangle de flexion est nul , Tarète de rebroussement A a son point homologue situé à Tinfini ; dans ce cas, le rayon de flexion est infini. Bien effet la sphère osculatrice du troisième ordre devient dans ce cas un cylindre.
3* Lorsque le rayon de courbure en un point d'une courbe à double courbure devient infini, Tangle de flexion devient nul; et en effets la sphère osculatrice du troisième ordre devient dans ce ca^ un plan (qui ne sera autre que le plan osculaieur de la courbe en ce point singulier ).
4* Lorsque le rayon de courbure est nul , le rayon de flexion doit être nul \ et en effets dans ce cas, la sphère osculatrice se réduit à un point.
On peut trouver une relation simple entre le rayon de courbure et le rayon de flexion d'une courbe à double courbure.
Fig. 42. La sphère osculatrice du troisième ordre passant par les deux cercles osculateurs , successifs , et ayant p el p' pour rayon respectif, on voit que Ton devra chercher le diamètre R du cercle passant par les trois points a, fr , c, les Kgnes ab çioc étant, la première égale à p', et la seconde égale à p , et toutes deux comprenant entre elles Tangle de flexion/.
( Le diamètre R sera le rayon de la sphère osculatrice. )
On aura donc :
Rco6u> = p et Rco6W = p' et comipe (m = ca -^ /, on aura :
jR (cot^ cm/ — tin«» sin/) =zfj
et comme
VT
6in«»:7 V^ 1 — OW*»
(*) Jusqu'à la fin de eet artiele , ou doit ee rappeler qae c'est le rayon de la aphère oscnlatriee du
troisième ordre , que l'on désigne par rayon de flexion ; dans les articles suiranU , Ton emploiera
d# eette locution , consacrée par l'usage^ pour désigner l'expression analjrtiqne y.
on aura :
substiiuant^ on aura :
d'où Ton tire
c08«==- et sinu) = 55
f ooaf—nnfV'H'—f = p'
sin^
mais coroine p et p' sont deux rayons de courbure infiniment voisins , on doit poser p'c=3 p -|- dp.
Après les réductions, on trouve :
|/2ç(p+dp)(l-~co6/) + d^
cette expression montre sur-le-champ que ,
1* R est infini pour p=:oo ;
2* R;=0 pour p=0( car dp est nul lorsque p=:0);
3* R est infini pour sin/=0 ou/c=3 0, c'est-à-dire lorsque Tangle de flexion est nul.
( On ne peut pas supposer cos/=:0 , parce que Tangle de flexion est toujours infiniment petit et qu'il n'existe pas de poini singulier dans les courbes à double courbure, pour lequel deux plans osculateurs successifs soient à angle droit.)
Gomme/ est toujours infiniment petit , on pourra remplacer le sinus par Tare, el l'expression du rayon de flexion deviendra :
B _ y'Mp+dp)[i -Vi-n + d^'
Il suffira de remphcer dans cette expression, p, dp et/ par leurs valeurs en fonction des dérivées successives des équations de la courbe à double courbure (valeurs qui sont connues), et l'on aura la valeur de R exprimée en fonction des coordonnées du point considéré sur la courbe donnée.
La valeur de l'angle qd que les rayons de courbure et de flexion R font entre eux est donnée par :
On voit de suite que deux courbes à double courbure D et D' ayant un point
commun , peuvent avoir |)Our ce point des rayons de courbure égaux et des rayoM de sphère osculatrice du troisième ordre différents, ou dés rayons de courbure différents*et des rayons de sphère osculatrice du troisième ordre égaux, et que dès lors elles ne pourront avoir en ce point un contact du troisième ordre, qu'autant qu'elles auront même rayon de courbure et même rayon de sphère osculatrice du troisième ordre.
Il me parait que la courbure et la flexion d*uiie courbe à double courbure se trouvent complètement déterminées par le rayon de courbure et le rayon de la sphère osculatrice du troisième ordre.
N* 2. De la relation qui existe enire les angles de contingence et de flexion dCune hélice
cylindrique.
Fig. 43. Supposons deux courbes planes B et B' ayant même développée d; ces deux courbes sont diies courbes parallèles.
Nous désignerons par points homologues des courbî^ B et B' •ceux- qui -comme m et n seront situés sur utie normale commutae.
H est évident que pour les courbes parallèles, st-l'on marche sur la courbe B à partir du point m et en même temps sur la courbe B' à partir du point homologue n, on pourra marobcâr de deux manières difiEérentes.
i"" En prenant des angles de contingence égaux, et dès lors les arcs ds de Bet ds de B' seront entre eux comme les rayons de courèure mors p et tto =s p'.
2* En prenant des arcs ds sur B et ds' sur B' proportionnels aux rayons de courbure p et p', et dès lors on aura des angles de contingence égaux.
Fig. 44. Mais si Ton a deux couriier arbitraires fi et B' en contact en un point m, on ne pourra pas marcher sur ces courbes B et B'à partir du point m, de la môme manière qu'on peut le faire pour deux courbes parallèles. Ainsi i* prenant sur chacune de ces courbes B et B' el k partir du point m, dea arcs ds et ds proportionnels aul rayoAs^de courbure fMsrp et nu/ssp\ on n'aura pas des angles de contingence égaux <x)rresp€Adants à ces arcs élémentaîres. Ainsi S"", prenant des angles de contingence égaux, ils ne correspondront point à des arcs. élémentaires ds ei ds' proportionnels aux rayons de courbure p et p'.
Pour que les deux courbes B et B' se comportent au point m de la même manière que deux courbes parallèles , il faut que leurs développées d et i\ étant mises en contact par les points o ei</^ aient en ce point un contact du deuxième ordre.
Fig. 45. De sorte que, si deux courbes' B et B'oni même rayon de 'courbure,
et que ces deux courbes n'aient au point m qu'un contact :du. d^m^iéfine Qi^dre, on ne pourra pas dire qu'en marchant sur ces deux courbes à partir du point m, on aura pour des arcs élémentaires d$=ids'f, des angles de contingence égaux; ou réciproquement , que pour des angles de contingence égaux , on aura sur les deux courbes deux arcs élémentaires ds et cb' égaux.* Pour que cette propriété subsiste pour les deux courbes B et B', il faudra qu'elles aient un contact du troisième ordre en m ou en d^autres termes que leurs développées i et i' aient un contact du deuxième ordre en o, parce qu'alors pour le point m les deux courbes données pourront être assimilées à deux courbes parallèles.
On voit de suite que tout ce qui vient d'être dit pour les courbes planes , reçoit son application lorsque l'on considère des courbes à double courbure, et qu'ainsi :
i"" Deux courbes à double courbure qui auront mêmes développées auront leurs arcs élémentaires dans le même rapport que celui qui existe entre leurs rayons de courbure (en marchant sur les deux courbes , et à partir de points homologues , par angles de contingence égaux )•
2* Deux courbes à double coiirbure ayant un contact du troisième ordre, auront pour des angles de contingence égaux, des arcs' élémentaires égaux; mais cette propriété ne subsistera pas i si les deux courbes n'ont qu'un contact du deuxième ordre.
. Gela posé :
Soit B (fig. 46 ) la base ou section droite d'un cylindre ; d la développée de la courbe B.
Soit une hélice H tracée sur le cylindre (B) et coupant sous l'angle a les génératrices de ce cylindre.
On sait que, pour un point M de Thélice H, le rayon de courbure est -Ar;
p étant égal au rayon de courbure de la base B pour te pied m de la génératrice G du cylindre qui contient le point M de Thâice.
On sait que tous les rayons de courbure de Thélice sont horizontaux du pjir^lr lèles au plan de la courbe B.
I ' Ainsi , supposons que
I «Iftar-T-V- et mOssù
• sin c
on aura en nia projection du centre de courbure de Thélice H pour le point M :
— — [I * — Sllia p
mn*a ^ «n'a '^ tang'
Ainsi , désignant on par r, on aura :
tang a
Donc, pour tous les points n, n , n'', de la courbe B', on aurja des rajons de courbure qui seront proportionnels aux rayons de courbure pour les points homologues m , m\ m'\ de la courbe B.
Les deux courbes B et B' seront donc des courbes parallèles , elles auront même développée d.
Dès lors y en marchant de l'élément curviligne «i» sur la courbe B et à partir du point m , et de l'élément curviligne ds' sur la courbe B' et à partir du point n , on
aura:
d$:d$* \: piriip: ^ ^, :: i : —
^ tang « tang 'et
Et comme rbélice H a pour courbe lieu de ses centres de courbure une hélice h tracée sur le cylindre ayant pour section droite la courbe B', et que Ton sait que (H coupant les génératrices du cylindre sur lequel elle est tracée , sous Tangle «) h coupera les génératrices du cylindre sur lequel elle est tracée, sous l'angle de 90"* — a , on aura, en désignant par dS , Télément de l'hélice H projeté en ds et par dS', l'élément de Thélice h projeté en de'
dS . sin a= cb
et
iS' tin (90"— «) = d/ = dS'. coa «
Donc en vertu des résultats précédents , on. a :
dSsina rdS'^éosa:: i
tang a OU
dStongariS' :: i:~î—
tang. a
d'où
tangd ^ '
mais les courbes H et A ont même rayon de courbure puisqu'elles sont réciproquement le lieu des centres de courbure de l'une et de l'autre.
Donc , en désignant par R le rayon de courbure de H , et l'angle de contingence par c, et par/ l'angle de flexion , on aura :
dS „ dS' „
— =R et -7- = * c f
( puisque les angles de flexion de la courbe H sont les angles de contingence de la courbe h). Donc en substituant dans Féquation (a) , on aura :
c: f:: tang a : l — d'où — tang « = J
Telle est la relation qui lie entre eux les angles de contingence et de flexion , et Ton voit «ur-le-champ que cette relation est constante | qu'elle est la même en chacun der points de Thélice H, et qu'elle est indépendante de la forme de la section droite B du cylindre.
Si «= 0 (c n'étant pas nul) , /doit être infini : dans ce cas , rhélice a dégénéré en une ligne droite.
Si a:= 90"" ( c n'étant pas nul ) » /*doit être zéro : dans ce cas , Thélice n'est autre chose que la section droite B*
Si tanga = l| alors «=45% alors f=c.
Ainsi pour toutes les hélices cylindriques inclinées à 15% quelle que soit la sec* tion droite B du cylindre, les angles de contingence et de flexion sont égaux. Si Ton suppose que la courbe B est un cercle , alors :
tang z 2n,R
(désignant par pie pas de Thélice et par R le rayon du cercle base du cylindre.) On aura donc pour une hélice cylindrique circulaire :
c îir.R
et comme Ton sait que pour une hélice cylindrique circulaire y le rayon de courbure
est égal à -r^, R étant le rayon du cercle section droite du cylindre sur lequel
l'hélice est tracée (quel que soit d'ailleurs l'angle «» quelle que soit l'inclinaison de l'hélice circulaire), on aura, en désignant par p le rayon de courbure de l'hélice :
c 2}r . p . sin*2
N* 3. Propriétés géométriques des développantes des développées dune hélice
cylindrique.
Étant donnée une hélice cylindrique H, on sait que Farète de rebroussement h de l'enveloppe de ses plans normaux , est une héli«e cylindrique dont la section
droite est une courbe ayant même développée que la section droite du cylindre sur le(|uel la courbe H est tracée.
La surface enveloppe des plans normaux de la courbe H est une surface Aé/tcdide développable qui contiendra toutes les développées de cette hélice H.
On sait que les développées d'une courbe à double courbdre D sont des hélices tracées sur la surface enveloppe des plans normaux de cette courbe D, et Ton appelle hélice sur une surface développable la courbe qui, lorsque Isu^rfaceest planifiée, se transforme en une ligne droite. Dès lors la surface enveloppe des l^ilans normaux d'une hélice cylindrique H , étant une surface développable qui a pour arête de rebroussement une hélice cylindrique A, on ne doit pas confondre lesjiélices cylindriques qui peuvent être tracées sur cette surface développable, avec les courbes dites hélices de Ut surface développable.
Ainsi, pour une hélice circulaire H, Tarête de rebroussement A sera aussi me hélice circulaire \ toutes les hélices cylindriques que l'on pourra tracer sur la sur^ face enveloppe des plans normaux de la courbe H seront toutes des hélices circulaires , mais ces courbes ne seront pas des hélices tracées sur la surface dévielop* pable, elles ne se transformeront pas eii lignes droites lorsque la surface développable sera planifiée^ car elles se transformeront, au contraire, en cercles concentriques ;.en un mot, elles ne seront pas des développées de l'hélice H.
On sait aussi que si par un point m de l'hélice H on mène le plan normal N de cette courbe, ce plan sera osculateur à l'hélice h en un point n , et que 'ce plan N sera tangent à la surface enveloppe des plans normaux (dont h est l'arête de rebroussement) suivant une droite t tangente à la courbe h au point n.
. Gela posé, si dans le plan N et par le point m de l'hélice H on mène une droite arbitraire G, elle coupera la droite t en un point g.
Et si l'on plie cette droite G sur la surface 1 enveloppe des plans normaux de l'hélice H , elle formera sur cette surface 2 une hélice 0.
Cette hélice 0 aura un point de rebroussement situé sur la courbe h. Toutes les tangentes de 8 s'appuieront sur la courbe H et lut seront normales. EHes.(brf meront une surface développable E, et toutes les courbes parallèles^ Thélice H, et tracées sur la surface E, seront des développantes de la courbe 0.
Tpute$ les courbes à double courburo4raeées sur une même surface développable E, et ayant pour développée commune l'arête de rebroussement 0 de cette surface E, jouissent des propriétés suivantes , savoir :
l"" D'avoir des angles de contingence égaux et des angles de flexion' égaux , aux points homologues ( désignant par points homologues ceux situés sur une même tangente à la courbe 0 )*.
2"" D'avoir leurs élémentsiiomologiies ds proportionnels aux rayons de courbure.
Gâr pour les points hoiBologues, ces courbes ont des plans ôseaiateurs parallèles et des plans normaux qui se confondent en un seul et même pian ; en d*anires ternies , pour les points hotnologues , ces courbes ont même plan normal .
Les développantes y des développées 9 d'une hélice cylindrique H , jouissent donc pour leurs angles de contingence et de flexion des mêmes propriétés que riiélice elle-même.
Ainsi l'éqaation ^=Ung(x existe pour ies développantes y tout comme pour
l'hélice H.
Ainsi Ton peut dire que -=tanga est l'équation différentielle de toutes les
hélices cj^lindriqueset de toutes Jeurs courbes parallèles , en d'autres termes, de toutes les développantes y de leurs diverses développées 0.
Cela posé, on doit remarquer que Thélice 9 développée de Thélice H aura pour tangente en son point de rébroussement, qui est situé sur T hélice A, précisément le rayon de courbure de cette courbe /i, ou mieux sa normale.
De sorte que, désignant par p ce rayon prolongé, toutes les développantes y de la courbe 6 auront pour les points en lesquels elles couperont p même plan osculateur que la courbe H.
(Désignons par k le point en lequel y coupe p. )
Nous pourrons dès lors énoncer ce qui suit :
Les centres de courbure des diverses développantes y seront distribués sur la droite i (en considérant les points homologues des courbes y situes sur la droite G.)
Mais parmi toutes les droites G il y en aura une qui se confondra avec p, et pour tous les points homologues des courbes y situés sur p, les plans osculateursse conTondront en un seul et même plan qui sera le plan osculateur de la courbe H, tandis que pour tous les points homologues situés sur les autres droites G, les plans oscuiateurs seront parallèles.
Et remarquant que toutes les courbes y ont même arête de rébroussement pour la surface enveloppe de leurs plans normaux et que cette arête n'est autre que la courbe h , nous pourrons énoncer ce qui suit :
Pour l'hélice H , les courbes lieu de ses centres de courbure et lieu de ses centres de flexion se confondent en une seule et même courbe h.
Mais pour toutes les courbes y parallèles h la courbe H cela n'existe pas; toutefois pour chacune de ces courbes y, la courbe lieu des centres de courbure et la courbe lieu des centres de flexion ont un point commun, qui n'est autre que celui en lequel la courbe, /i est coupée par p.
De sorte que les courbes y pour leur point particulier, tel. que A, auront même rayon de courbune et de flexion , ainsi que cela arrive pour tous les points
de rhélice H ; mais pour tous leurs autres points , le rayon de flexion et le rayon de courbure seront distincts » seront séparés , ne seront pas égaux. Cetle propriété remarquable nous permettra de trouver, parmi les développantes des diverses développées de Thélice circulaire» celle qui peut avoir un ooniact du troisième ordre en un point d*une courbe à double courbure donnée D , lorsque l'on connaîtra pour ce point Tangle de contingence et Tangle de flexion de cette courbe D.
Nous terminerons par la remarque suivante :
Mous avions dit précédemment : jusqu'à présent nous ne connaissons queThétice circulaire, qui, parmi les courbes à double courbure, jouisse de la propriété d'avoir même angle de contingence et même angle de flexion en chacun de ses points. Maintenant, en vertu de ce qui précède, nous savonsque les développantes des développées de Thélice circulaire jouissent aussi de la même propriété.
Et rappeions-nous que Féquation : - = — = tang a, existe pour toutes les courbes parallèles de T hélice circulaire.
N* 4. De la forme de la développée dune hélice cylindrique circulaire.
Soit une hélice cylindrique circulaire H {fig. 47) tracée sur un cylindre de révolution ayant pour section droite le cercle C.
Soit A l'hélice cylindrique circulaire arête de rebroussement de la surface hélicoîde 2 qui est l'enveloppe des plans normaux de la courbe II.
Si lou fait mouvoir sur les courbes H et A une droite parallèle au plan du cercle C, on sait qu'elle s'appuiera en même temps sur l'axe B qui est commun aux deux cylindres sur lesquels les courbes H et A sont respectivement tracées.
Prenons sur l'hélice H un point m , et menons par ce point une droite G horizontale, s'appuyant sur l'hélice h et sur l'axe B , cette droite coupera l'hélice h en un point n qui sera le centre de courbure de l'hélice H pour le point m. Cette droite G sera en même temps normale aux courbes H et A aux points respectifs m et 91 ; elle sera la plus courte distance qui existe du point m (de la courbe H) à la courbe h.
Désignons par a Tinclinaison de H sur les génératrices de son cylindre , (90*— a) sera l'inclinaison de h sur les génératrices de son cylindre.
Désignons par pie rayon de courbure mn, par R le rayon du cercle C , on aura :
siii*a
El par suite: pcos' a=R', R' étant le rayon du cercle C concentrique à C et qui est la section droite du cylindre sur lequel l'hélice k est tracée.
Si Ton planifie la surfaœ 2, rhélice h se transformera en un cereie X {fig. 48).
Le point n se plaçant en a, la ligne G prenant la position du rayon <w, eiao que
j*indique par p' étant égal à :
. ^ ■ ou
Si Ion avait plié la droite G sur la surface 2 , on aurait eu une courbe ii' ayant enn un point de rebrousseroent , et laquelle aurait été une branche d'une développée de rhélice H. Dans le développement de la surface Z cette courbe se transforme en la droite ao prolongée.
Or, si Ton mène une tangente T" au cercle X et parallèlement à la droite ao que je désigne, en la supposant prolongée, par Y, ces deux droites T^^' et Y ne se couperont pas ; par conséquent, la tangente k Thélice h pour le point correspondant au point b*"y contiendra un point de la courbe d^, mais ce point sera situé à l'infini.
Cherchons à quel arc du cercle G" tracé avec le rayon R', correspondra le point b"' du cercle X tracé avec le rayon p.
Les circonférences des cercles sont entre elles comme les rayons, on a donc :
2ir.û 2itR' ., , 4R'
Ainsi , l'arc compris entre le point n de l'hélice h et le point du cercle section droite G' passant par ce point it, sur lequel se projettera le point de l'hélice h
correspondant au point 6"', sera à Tare ab*" du cercle X , dans le rapport -- .
Pour les hélices inclinées à 45% p=2R= 2R'.
Par conséquent, 9=2, ainsi prenant sur X un quadrant, il faudra prendre sur G' un arc double ou une demi-circonférence; on devra donc diviser l'hélice H en arcs égaux entre eux , et se projetant sur le cercle G suivant des arcs aussi ^ux entre eux et doubles de l'angle soutendu par l'arc trouvé sur le cercle X« Â ciiacun de ces arcs de l'hélice H correspondra une développée telle que dd', laquelle (géométriquement parlant) pourra servir à tracer un arc d'hélice*
Une hélice H a donc sa développée composée d'un nombre infini de branches, symétriquement disposées sur l'hélice h.
Pour l'hélice inclinée à 45*, les points de rebroussement de ces diverses branches sont placés les uns des autres à la distance d'une demi-^pire.
•On a ainsi la développée complète d'une hélice H, mais il ne serait pas possible de tracer complètement cette hélice , si Ton n'employait que les seules branches de la développée complète.
En effet , on sait que 8i l'on a une courbe plane ayant des branches infinies comme une hyperbole^ par exemple , il n'est pas possible de déterminer le point de la développante de l'hyperbole qui correspond au point situé à l'infini sur cette hyperbole.
Mais comme une hélice H a' une infinité de développées qui toutes sont identiques, alors on pourra prendre des branches de développées intermédiaires, et s'en servir pour tracer l'hélice H par des arcs plus petits que ceux qui correspondent aux branches d'une seule développée.
Ainsi, pour Thélice à 45"", on prendra des branches espacées d'un quadrant, par exemple , entre elles ; chacune de ces branches servira à tracer uo quart de spire (*).
Conclusion.
De la représentation géométrique des deux courbures d'une courbe à double courbure.
Jusqu'à présent, les géomètres désignant par ds l'élément de la courbe, par c
l'angle de contingence et par/ l'angle de flexion, ont dit que •- représentait le
cb rayon de première courbure ou de courbure proprement dite," et que -r représentait
le rayon de deuxième courbure ou Ae flexion.
Et que ces deux expressions suffisaient pour donner une idée complète de la double courbure d'une courbe en un de ses points.
Les géopètres ont donné une construction géométrique de l'expression analy-
' tique — ; ils ont fait voir que cette expression algébrique se traduisait en géomé-
trie par le rayon du cercle osculateur; mais aucun géomètre. n'a encore donné
4a traduction géométrique de l'expression analytique --z. On est porté à pens^
que c'est, par analogie seulement , qu'ayant posé cette expression on Ta désignée jusqu'à présent par le nom de rasyan deflexiond'une courbe à doublecourbure(^^).
(*) J'avais déjà remarqué les propriétés des déireloppées des hélicesoylmdriques lorsque je professai en 1 823 à l'école de Marieberg , où le roi de Saéde m'avait fait appeler en 1821 pou* y fonder la chaire de géométrie deamptive et de ses applications anx dirers services militaires.
A cette même époque j'avais aussi remarqué que les diverses développantes de la développée d'une hélice cylindrique circulaire avaient leurs angles de contingence et de flexion constants.
Analogie (en géométrie) : rayon du cercle osculateur (rayon de courbure )y rayon de la sphère oscul atrice du troisième ordre ( rayon de flexion ).
D'après ce qui précède, on voit que l'on peut comparer une courbe à double courbure à une autre courbe ausBi à double courbure^ mais telle qu'elle ait ses angles de contingence égaux entre eux ^ ainsi que ses angles de flexion ; en d*au- 1res termes que pour cette courbe les angles de contingence et de flexion soient constants.
Cette courbe peut être l'hélice cylindrique circulaire, ou l'une des développantes de l'une des dévdoppées de cette hélice , puisque l'hélice circulaire et les développantes de ses développées ont pour équation différentielle commune,
f=JL
c 2icR*
Ainsi, connaissant pour un point m d'une courbe à double courbure D, le rayon de courbure
l'angle de flexion
dxds ((PyePjj — d^zéPy)
et l'angle de contingence :
( Remarquant que pour les deux premières expressions x est pris pour variable indépendante , et que l'on devra , dans la troisième expression , prendre aussi x pour variable indépendante. ) *
On connaîtra dès lors le rapport j qui donnera pour le point considéré sur la
courbe Dy en y substituant les coordonnées particulières de ce point, 1^ valeur de : tanga, et ainsi delà tangente de l'inclinaison (sur les génératrices du cylindre) de l'hélice circulaire ayant un contact du deuxième ordre avec la courbe D pour le point m.
Ainsi , Ton connaîtra par l'équation :
e âftR
le pas d'une hélice cylindrique circulaire H , dont le rayon de courbure sera égal au rayon de courbure p de la courbe D pour le point m , car on aura :
nn'fic
et comme
on aura
- = tanga , et que md a = -— ; — ^— r- ^^ tti — j f ^ ^ l+tang*« f* + c'
p = 2ic . p . ,J\^^ et R = ^
Dès lors on pourra toujours comparer les deux courbures d'une courbe donnée D à celles d'une hélice circulaire H, tracée sur un cylindre de révolution ayant pour section oblique une ellipse qui aura pour cercle osculateur en son sommet celui de la courbe D pour le point m.
Le pas p de l'hélice H prendra le nom de pas de la courbe D donnée pour le point m.
En géométrie , et pour les diverses applications, il suffira » dans la plupart des cas , de connaître , pour un point de la courbe donnée D , le rayent de courbure
p =— et le pas p =27r . p . ,^1 ». , pour que les deux courbures decette courbe
soient complètement ou plutôt suffisamment déterminées en ce point.
Examinons maintenant quelle peut 6tre la traduction géométrique de l'expression analytique y.
Dans l'équation -==a^> on peut remplacer e par sa valeur analytique — ,
ds «
puisque — = p I on aura donc :
A _ 2ir . R . p ( T~
Ainsi , l'expression -^ que les géomètres disaient représenter le rayon de
flexion j peut être traduite en géométrie ; elle a une représentation , une signification géométrique , et l'on peut dire : te rayon de flexion est une quatrième pro^ portionnelleà : V la circonférence (2nR) du cercle base du cylindre de révolution sur lequel est tracée une hélice ayant un contact de deuxième ordre avec la courbe donnée ; 2* le rayon de courbure p et 3*" le pas p de cette hélice. On peut énoncer cette propriété d'une manière plus simple , car désignant par r le rayon deflemm^
on aura i
ds 2«r . R . p
y=r = — ï.=ptang.a
Mais si l'on remarque que l'hélice H n'a pas un contact du troisième ordre avec la courbe D y mais seulement un contact du deuxième ordre , peut-être^ dans
ceriains cas, pourrait-on désirer connaître une courbe ayant un contact du troisième ordre avec la courbe donnée D, et telle que ses angles de contingence fussent constants et égaux à c , et aussi que ses angles de flexion fussent constants et égaux à / (c et /étant les angles de contingence et de flexion de la courbe à double courbure D pour le point m considéré sur cette courbe )•
Or, d'après ce qui précède, on sait que les développantes des diverses développées de l'hélice circulaire H ont même équation différentielle
-7 = constante = tang a
que cette hélice H, et jouissent de la propriété énoncée , savoir : d'avoir des caigles de contingence et de flexion constants; dès lors if sera toujours facile de construire une courbe à angles de contingence et de flexion constants ayant un contact du troisième ordre avec la courbe donnée D pour le point m.
En eflet :
Supposons une courbe donnée D (fig. 49) et & double courbure; un point m sur cette courbe ; supposonaque nous connaissions , en vertu des équations de la courbe D (et pour le point m), le rayon de courbure p, et les angles de contingence c et de flexion/.
Dès lors on aura l'équation :
ait. -_-
p et R pourront varier proportionnellement entre eux , et de telle sorte que toutes les hélices H, H\ H", etc., tracées sur des cylindres de révolution dont les rayons des sections droites seront respectivement R, R', R", etc., auront même courbure et même flexion que la courbe D , si l'on prend leurs pas tels qu^ils satisfassent à la progression suivante r
p : R :: p' : R' :: p" : R" :: , etc.
(et l'on ne doit pas oublier que toutes ces hélices H, H', H", etc., auront dès lors même inclinaison).
Ayant déterminé le centre de courbure 0 de la courbe D pour le point m, et son centre de flexion n pour le même point , c'est-à-dire le point en lequel se coupent les trois plans normaux successifs, en d'autres termes le point homologue de m et situé sur l'arête de rebroussement A de la surface enveloppe des plans normaux de la courbe D ; on aura en on la génératrice G de la surface enveloppe des plans normaux à la courl>e D.
Par le point n on mènera la droite ng parallèle i om (rayon de courbure p de la courbe D pour le point m) ; ensuite on prendra ng égal 2 une ligne arbitraire , et dès lors le point g sera un point de l'hélice H (ayant mêmes angles de contingence et de flexion que la courbe D pour le point m ; et ayant son rayon de courbure au point g , égal à ng que je désigne par /.
On aura donc :
C 2ic . / . BÏn*a
d'où Ton tirera :
pz=zZft , l . - , sin*a
De sorte que cette hélice H sera complètement déterminée^ puisque» Ton connai*
tra i*" son pas p ; 2'' son angle a d'inclinaison [puisque tang a s= O ; et 3* le rayon
R du cercle section droite du cylindre sur lequel elle est tracée (puisque R = /• sin'a ).
Si Ton trace la droite mg , elle sera dans le plan normal N de la courbe D pour le point m. Cette droite coupera la droite G au point k , et cette droite mg sera une des génératrices de la surface développable Z , ayant pour arête de rebroussement une des branches de la développée de rhélice H ; et je désigne par Y, Y', etc., les diverses génératrices droites de la surface Z.
Si donc on plie la droite m^ ou Y sur la surface enveloppe des plans normaux N de la courbe D , elle donnera une branche i^ de la développée de Thélice H ; et traçant au moyen de la courbe dd' et sur la surAce Z, la développante U passant par le point m, on aura en cette développante U, une courbe ayant des angles de contingence et de flexion constants et égaux à ceux de Thélice circulaire H et dès lors égaux à ceux de la courbe donnée D et qui existent sur cette courbe pour le point considéré m ; et, de plus , cette courbe U aura, au point m, avec la courbe D , un contact du troisième ordre.
Mais cette courbe U serait difficile à tracer ; on serait forcé de faire une épure assez longue pour arriver à sa représentation géométrique au moyen de ses projections ; mieux vaudra donc , en général , ajouter au rayon de courbure p et au pas p de la courbe D , le rayon de la sphère osculatrice du troisième ordre , c'està-dire la ligne mn.
Pour chaque valeur donnée à n^ ou /, on aura une hélice circulaire particulière.
Ainsi, prenant n^'que je désigne par /', on aura une hélice H' dont le pai sera :
rgt
La droite mg (ou V) sera une des génératrices de la surface développable Z qui est formée par les tangentes à Tune des branches 6' de la développée de Thélice H'; cette courbe 6' étant obtenue en pliant la génératrice droite V sur la sttrÊree enveloppe des plans normaux de Thélice H'.
Dès lors on est conduit à penser que l'on doit obtenir une développante U, autre que U^ et ayant aussi un contact du troisième ordre avec la courbe 0 et en son point m.
Et en effet , on sait :
V Qu'une courbe H peut avoir une infinité de développées i tracées sur la surface 2 enveloppe de ses plans normaux ;
2'' Qu'une des développées d est la développée d'une infinité de développantes U , tracées sur la surface développable Z dont i est l'arête de rebroussement ;
3"* Qu'une développante arbitraire U de la courbe H , a une infinité dedévelop* pées(dont une seule est en même temps la développée de la courbe H), toutes tracées sur la même surface développable 1.
Mais comme pour chaque hélice H, H', H", etc., l'arête de rebroussement de la surface enveloppe des plasâ normaux change y et que dès lors les développées des courbes H, H', H", etc., ne sont plus tracées sur la même surface développable, ces développées ne peuvent les développées d'une même courbe U ; ainsi Ton pourra construire une infinité de courbes telles que U , ayant un contact du troisième ordre , au point m, avec la courba donnée D.
Toutes ces courbes U auront aussi entre elles un contact du troisième ordre.
Toutes ces courbes U auront même équation différentielle que l'hélice correspondante avec laquelle elles auront même développée ; en un mot , toutes les courbes U et toutes les hélices H , auront pour équation différentielle générale
e y=:tanga.
Et chacune d'eiles aura pour équation différentielle particulière ^ = ^ (p et R ayant pour chacune de ces courbes des valeurs particulières, mais satisfaisant à l'équation -c=-^-Y
' En résumant tout ce qui précède , on voit que : I* La double courbure d'une courbe est déterminée par les expressions analy-
j tiques^ et y qui, pour chaque point d*une courbe donnée, prennent des va-
leurs finies , déterminées ;
2"* Les géomètres avaient trouvé une représentation géométrique de — (ainsi Ton
connaissait le rayon de courbure qui était celui du cercle osculateur) ; mais ils n*a-
valent point encore donné la représentation géométrique de y ^ expresriwi analytique qu'ils désignaient par rayon de flexion;
S"" En comparant une courbe à double courbure à une hélice cylindrique circulaire , on reconnaît que cette hélice ne peut avoir un contact du troisième ordre avec la courbe proposée , et avant d'avoir trouvé les propriétés qui existent pour les angles de contingence et de flexion de l'hélice, et celles qui subsistent pour la développante d'une développée de l'hélice, on est conduit à trouver dans le rayon de la sphère osculatrice du troisième ordre, une espèce de rayon de flexion;
i^ Mais étant parvenu à la propriété remarquable dont jouissent les hélices par rapport à leurs angles de contingence et de flexion ; ainsi, ayant trouvé l'équation
--: =: tanga, on a dû proposer de déterminer la double courbure d'une courbe par
son rayon de courbure et son pas;
S" Mais en vertu des équations -j=tanga et r ./=p .c qui lient entre eux les rayons de flexion et de courbure , et les angles de flexion et de contingence , on a pu dire que l'expression y qui , jusqu'à présent , n'était qu'une expression analytique, avait une signification , une représentation géométrique.
Mais comme le pas et le rayon de flexion sont liés l'un à l'autre, de telle sorte que , l'un étant connu , l'autre s'en déduit , il paraîtra peut-être, en générai, plus commode de donner le rayon de courbure et le pas d'une courbe que le rayon de courbure et le rayon de flexion de cette même courbe ;
&" Enfin , ayant examiné les propriétés dont jouissent les développantes des développées des hélices cylindriques circulaires , on a pu dire : l'hélice circulaire n'est pas la seule courbe qui jouisse de la propriété d'avoir ses angles de contingence et de flexion constants , toutes les courbes qui lui sont parallèles , qui ont mêmes développées qu'elle, jouissent aussi de la même propriété.
El dès lors on a pu donner la construction d'une courbe à angles de contingence et de flexion constants, ayant un contact du troisième ordre avec une courbe i double courbure donnée.
- ÎOl
CONSTRUCTION DES DIVERSES HÉLICES CYLINDRIQUES AYANT UN CONTACT DU SECOND
ORDRE AVEC UNE COURBE A DOUBLE COURBURE
Dans le mémoire publié sous le n"" 4^ dans ce chapitre 2*, j'ai fait remarquer que rhélice cylindrique et circulaire ne pouvait avoir un contact du troisième ordre avec une courbe à double courbure, puisque les équations de l'hélice circulaire ne renfermaient que cinq constantes arbitraires, et que le contact du troisième ordre exigeait six équations de condition.
/'aurais dû alors faire remarquer que le contact du deuxième ordre n'exigeant que quatre équations de condition , les équations de l'hélice circulaire contenaient une constante de trop (pour ce contact), et que dès lors cette constante devenait arbitraire et susceptible de prendre diverses valeurs ; que par conséquent on devait évidemment avoir une infinité d'hélices cylindriques et circulaires ayant un contact du deuxième ordre avec la courbe proposée, et différant entre elles de pasi et par suite ayant toutes entre elles, et avec la courbe à double courbure, même cercle osculateur et même angle de contingence c^ maisd^^ angles de fleaAon (d^érenis entre eux; que dès lors II devait être toujours possible de trouver parmi cette série d'hélices , une d^entre elles ayant même angle defieoÀon que la courbe proposée.
Je me propose dans ce second mémoire, ou plutôt dans cette note qui servira de complément y sur plusieurs points, au premier mémoire ci-dessus et publié sous le n"" 4 , de rechercher la loi à laquelle sont assujetties tes diverses hélices cylindriques et circulaires ayant un contact du deuxième ordre avec une courbe à double courbure*
Dans le mémoire précédent, j'ai fait remarquer que Ton pouvait > toujours construire une courbe ayant en chacun de ses points des angles de contingence et de flexion constants, et telle qu'elle peut avoir avec une courbe à double courbure donnée un contact du troisième ordre ; mais dans cette partie du mémoire , je n'ai peut-être pas assez fait ressortir les relations qui existent entre le cercle osculateur, F angle de flexion, et la sphère oscukUrice du troisième ordre , comme étant les conditions géométriques du contact du troisième ordre entre deux courbes à double courbure.
(*) Extrait du 74* cahier du Journal de TÉcole polytechnique , 15 jantier 1836. Ce mémoire y a été publié fous le tkre : Mdition au Mémoire sur la courbure et la Itexùm éTune courbe à double courbure.
Je me propose donc, dans celte note, de faire voir que deux courbes à double courbure se peoTeot avoir un contact du troisième ordre, en parlant la langue géométrique, qu'autant qu'elles ont:
Même cercle osculateur, même angle deflexbm ou même pas , et même iphère osculairice du tnnsième ardre.
De la loi à laquelle sent assujetties les diverses hélices circulaires ayant entre elles
un contact du deuxième ordre.
Dans le premier mémoire, nous avons démontré que pour une hélice cylin*
drique et circulaire , on avait toujours -^ = tang a{c représentant Fangle de
contingence ou de deux éléments rectilîgnes successifsy/rangle de flexion ou de deux plans osculatettrs successifs; el « Fangle sous lequtl Thélice coupe les gêné* ratrices du cylindre de févolution sur lequdL elle est tracée ).
De là nous avons déduit r=:p tang a (rs=s jetant le rayon de flexion; et
p = — étant le rayon de courbure j .
Gela posé :
Supposons une série de cylindres verticaux et de révolution (/$r.50), dont les axes se projettent verticalement suivant la même droite A, A', A"... etc., et ayant pour bases ou sections droites sur le plan horizontal , les cercles C, C, C'\.. etc., tous tangents entre eux an point m.
Les axes de ces cylindres se projetteront horizontalement sur les centres o, Oj o", etc., des cereles^bases de ces cylindres.
Supposons maintenant que par le point dont m et m' sont les projections, point qui est situé sur la génératrice de contact de tous les cylindres , on fasse passer des plans perpendiculaires au plan vertical de projection.
Ces divers plans auront tous même trace horizontale H', H'', etc. , et pour traces verticales, respectivement, les droites V, V",.-- etc.
Le plan (V',H') fera, avec le plan horizontal, et par conséquent avec lesgénératrices des cylindres, un angle a ; le plan (V", H"), un angle «", etc.
Le plan horizontal pour lequel a=o, coupera le cylindre (C) suivant le cercle G dont le rayon est p ; le plan (V, H') , pour lequel (x=<x', coupera le cylindre (C), suivant une ellipse E', ayant pour demi-petit axe le rayon R' du cercle G^, et pour demi-grand axe mV=â'-
Le plan (V", H"), pour lequel a=a", coupera le cylindre (ensuivant uneellipse£"
ayant pour demi^petit axe le rayon R" du cercle C", et pour demi-grand axe , m'q"=ia", et ainsi de suite pour tous les autres plans sécants.
D'après la notation précédente , le rayon du cercle osculateur de Fellipse E"
pour le point (m , m) sera p=^ g? î pour l'ellipse E" , il sera p rr — , etc. , et si
l'on veut que tous ces cercles osculateurs aieqt même rayon p , il faudra que :
Puis remarquons :
V que les plans sécants (V, H% (V", H"), etc., sont les plans osculateurs des hélices l' tracée sur le cylindre (C) , et coupant les génératrices de ce cylindre sous l'angle «' ; 2" tracée sur le cylindre (C") et coupant les génératrices de ce cylindre sous l'angle a" y etc. ;
2"" Que les angles a\ a" y etc., smt les angles sous lesquels les plans sécants (V, H'), (V", H"), etc., coupent respectivement les axes A', A!\ etc., des cylindres (C), (C"), etc. ;
Et S"" que le rayon de courbure de l'hélice i est exprimé par p= -r-7-7; celui de
R" l'hélice 2" par p=-r-rT?, etc.
Dés lors on aura :
et par conséquent on devra avoir :
Maintenant, si sur la projection verticale (fig. 50), on trace sur wnzszp comme
diamètre un cercle , ce cercle coupera les projections des génératrices extrêmes
G' du cylindre (G'J au point 9'; G'' du cylindre (G") au point q'\ etc. ; si ensuite on
abaisse des points 9', q", etc., des perpendiculaires sur la droite (A , A', A'", etc.),
ou aura : .^_
ç'd'=R', ^^R", etc.
et les triangles rectangles m'tfifi m'q"(t% etc., donneront :
my. rina' =» R', mV'.sin«'' = R% etc.
donc ( puisque m 9' = a' , m'q" = a'', etc. ) on aura :
a'=;- — :, = o" -7— T/i «te., et auaai rf* « ûR', a'^ss? pR", etc. ama ' «mer" ^
Par celle construction on retrouve les équations précédentes (a) et (b) ; ainsi il est bien démontré que les points q\ q'\ etc., doivent être situés sut une circonférence tracée sur le rayon am'=:p, comme diamètre , pour que les ellipses E', ^'\ etc. y aient toutes au point (m, m) même rayon de courbure et égal à p.
Fig. 51. Si maintenant on suppose que les divers cylindres (C), (C'% etc., prennent un mouvement de rotation autour de la droite abaissée perpendiculairement sur le plan vertical et du point (m , m') , et que dès lors leurs axes respectifs A\ A", etc., s'inclinent respectivement ( par rapport à Taxe A du cylindre (C), lequel reste fixe) des angles &' complément de <x', ê" complément de a', etc., mouvement qui dès lors amènera toutes les ellipses E', E'^, etc., dans le plan du cercle horizontal G dont le rayonzzp ; on doit voir sur-lerchanlp que, toutes les ellipses, en cette nouvelle position, auront toutes au point m un contact du deuxième ordre, et pour cercle osculateur commun le cercle G du rayon p. On doit voir aussi que dès lors les hélices 2', 2^', etc., prendront de nouvelles positions tt^ i\y etc. (en vertu de ce mouvement de rotation); et qu'en ces nouvelles positions 2"., 2", , elc, elles auront entre elles un contact du deuxième ordre, elles auront toutes même cercle osculateur G du rayon p.
Mais en même temps on ne doit pas oublier que toutes ces hélices 2^, , 2",,. etc., n'ont pas la même inclinaison sur les génératrices des cylindres sur lesquels elles sont respectivement tracées, et comme Tangle de flexion dépend de cette inclinaison , toutes ces hélices auront des angles de flexion différents.
Et comme Y=tanga , et que le rayon de courbure p est constant, et fue dès
lors l'angle de contingence c est aussi constant, on voit que l'angle de flexion/ peut varier avec les valeurs de tanga.
Si dans l'expression /=-- — , on suppose
!• « = 0, j alors : tang(x=0 et/=0.
2"* a=:l. droit (alors : tanga=; et /=:0.
Expliquons ces résultats extrêmes.
Lorsque a = 0 , le cylindre sur lequel l'hélice 2 doit être tracée se réduit à la génératrice de contact de tous les cylindres {fig. 50) ^ dont les bases ou sections droites sont les divers cercles G, G^, G", etc.
Dans ce cas, l'hélice 2 se réduit à cette génératrice de contact , l'ellipse E se réduit aussi à cette même génératrice; après le mouvement de rotation, cette génératrice (hélice et ellipse) devient tangente au cercle G qui est le cercle osculateur commun aux diverses hélices 2'. , 2", , etc.
~ 205 — II n'y a plus dans ce cas de contact du deuxième ordre entre le cercle C et rhélice 2,. Aussi l'expression p=i-r-^ devient | pour B =0 et a=: 0.
Lorsque a=3 1 • droit , le cylindre sur lequel l'hélice doit être tracée n'est autre que le cylindre ayant pour section droite le cercle G du rayon p, et l'hélice et Tellipse, devant avoir pour cercle osculateur communie cercle C, se réduisent à ce
même cercle G; aussi trouve-t-on que l'expression p=-r-r devient p=:p dans ce
cas particulier.
Revenons sur nos pas et cherchons maintenant quel est le lieu géométrique des sommets des ellipses , sections faites dans les cylindres verticaux ayant une génératrice de contact commune et pour bases les divers cercles G, G', Ç", etc. {fig. 50; , ces ellipses satisfaisant à la condition d'avoir pour le point (m, m') même rayon de courbure =p.
D'après ce qui précède, on voit que les projections verticales q\ q*\ etc., de ces sommets , seront sur un cercle tracé sur p comme diamètre.
Et comme les angles a, a', d'\ etc., que les plans de ces ellipses font avec la génératrice de contact passant par le point (m, m'), peuvent être comptés à droite ou à gauche par rapport à cette génératrice de contact, on voit {fig. 52) que les points tels que q' et p' projections verticales des sommets de ces diverses ellipses, seront situés sur deux cercles tracés l'un suc am\ l'autre surfin comme diamètre. Et comme (fig. 52 ) ç'd' = le raryon R' du cercle G' base ou section droite du cylindre vertical, on voit de suite que les sommets extrémités du grand axe a! de l'ellipse E' auront pour projections horizontales les points n' et /, points situés de telle manière que no==^om=^q'd':=i R', et oV=o'm = ç'cr=R'.
Ainsi , les points tels que n' et s sont situés , les premiers sur la droite ma\ et les seconds sur la droite mb\
Dès lors on voit que les sommets des ellipses E", E'', etc., seront sur deux eUipses e et e, la première ayant pour ses deux projections, i** le cercle tracé avec le rayon atn\ et T la droite a m , et la seconde ayant pour ses deux projections , 1* le cercle tracé avec le rayon bm\ et 2* la droite 6'm , de telle sorte que les sommets inférieurs des ellipses E', E", etc., inclirlées à droite par rapport à la génératrice de contact , seront sur l'ellipse e et leurs sommets supérieurs sîir l'ellipse e', et réciproquement lorsque les ellipses E', E", etc., seront inclinées à gauche.
Supposons maintenant que les cylindres aient successivement tourné autour de la perpendiculaire abaissée du point (m, m') sur le plan vertical, et qu'ils aient tourné des angles compléments de <x', a", etc., pour que les ellipses de section E', E", etc. , viennent se placer dans le plan du cercle C qui est horizontal ; cela posé ,
cherchons la courbe qui unira tous les sommets des ellipses lorsqu'elles seront arrivées en celte nouvelle position.
On voit de suite que celte courbe aura pour coordonnées rectangulaires d'un de ses points , le demi-petit axe = R et le demi-grand axes= a d'une des eUipses ; les abscisses R étant comptées sur la droite perpendiculaire au plan vertical et passant par le point (m, m').
Or, on sait quep=: j^, donc «'=p. R, sera l'équation de cette courbe; et
cette courbe évidemment n'est autre qu'une parabole ayant Çfig. 53) le point ni pour sommet.
Mais on doit remarquer que l'arc amb de celte parabole satisfait seul au problème qui nous occupe ; le reste des branches ah et bg satisfait à un autre problème dont il est facile de trouver l'énoncé.
En effet :
Les premiers cylindres que nous avons considéré^ ont , après le mouvement de rotation , leurs axes inclinés par rapport au plan du cercle G des angles respectivement compléments des angles a , a", etc., et la droite se projettent sur le plan du cercle C suivant des parallèles à ces axes ab {fig. 53). Et lorsque Ton rapporte la position de ces cylindres à celle du cylindre vertical dont la seetion est le cercle G, on voit qu'une série de ces cylindres s'incline à droite, et que l'autre série s'incline à gauche.
Mais on peut supposer de nouveaux cylindres dont les axes s'inclineraient de plus en plus par rapport au plan du cercle G , et se projetteraient tous sur le plan de ce cercle , suivant la drohe m/; et dès lors les ellipses sections de ces nouveaux cylindres, par le plan du cercle C, ont leurs grands axes dirigés suivant la droite m/ et enveloppent le cercle G, tandis que les premières eUipses avaient leurs petits axes dirigés suivant la droite ml et étaient toutes enveloppées par le cercle G.
De sorte que la parabole hmg est le lieu des sommets des ellipses qui auraient toutes au point m un contact du deuxième ordre , et auraient totttçs pptir cercle osculateur commun le cercle G d'un rayon e=z p.
On pourrait désirer connaître, en supposant que tous les cylindres di^it nous venons de parler soient devenus verticaux, et par conséquent tangents entre eux et au cylindre ayant pour base le cercle G du rayon p , quelle sera la courbe Heu des sommets extrémités des grands axes, et quelle sera aussi celle lieu des sommets extrémités des petits axes des diverses ellipses de section.
Remarquons que pour ramener tous ces cylindres à la position où leurs axes seront verticaux , il faut se figurer {fig. 54) qu'ils ont tous tourné autour de la
tangente tm au cercle C du rayon p, les cercles bases C\ etc. , de ces cylindres étant d'ailleurs tous plus grands que le cercle C.
Toutes les ellipses de section arriveront donc, après le mouvement de rotation , dansles plans (Y, H), etc., faisant avec le plan horizontal les angles o^, etc. , et toutes auront pour sommet commun le point (m , m) .
Si nous considérons un de ces cylindres (C) du rayon R', on voit que l*ellipsede section aura son centre en r, point situé sur le plan vertical ; et l'extrémité de son grand axe , m'p=26, sera en p, point aussi situé sur le plan vertical.
Toutes ces ellipses ayant pour le point (m , m!) même rayon de courbure = p , on aura donc :
p =: *- OU mV= —r- (^)
'^ b mr
Et comme kr => mV. sio «, on aura :
m'f)=:m'r.nn*a ou p=6.8in*cc
peiMT l'équation polaire de la courbe lieu des centres r des ellipses. On aura réquation polaire de la courbe lieu des sommets p de ces ellipses , en multipliant par 3 l'équation (1), ce qui donnera :
^-^^^ - *^* «„ wF- ^^^' -;;?«««•
ou
La courbe i^, lieu des sommets p des ellipses , est donc semblable à la courbe 77'; lieu des centres r de ces ellipses ; le pôle de similitude étant le point m\ Dès lors ,
on voit de suite que la courbe Hf ou 77' est infinie et symétrique par rapport à la ligne droite mif\ et Ton voit aussi de suite que les sommets extrémités des petits axes 2R des eiUpsas se projetteront sur le plan horizontal , sur les droites (supposées indéfiniment prolongées) ah et bh' qui se croisent au point m contact des cerdes G, C, etc. , bases des cylindres (G), (C), etc., et qui font chacun un angledemidroh avec la ligne droite md» laquelle est le lieu des centres 0, Of etc., de ces bases. Ainsi les cylindres de révolution qui ont pour base la série des ellipses ayant en un de leurs sommets un contact du deuxième ordre , se divisent en deux groupes ; pour le premier grompe, les projections des axes sur le plan des bases elliptiques sont perpendiculaires au rayon de courbure p , et pour le second groupe , les axes se projettent sur le même plan , suivant le rayon de courbure p. Pour ramener le premier groiwpe à avoir ses axes perpendiculaires au plan du; cercle G du rayon p (en supposant que le cylindre qui a ce cercle pour base reste immobile), il faut
faire tourner tous les cylindres autour du rayon oms=:p (Jig. 52 et 52 bis ) ; tandis que pour ramener le J^eœnd groupe en la même position , il faut faire tourner les cylindres autour de la droite mt, tangenteau cercle G et perpendiculaire à la ligneom. Dans cette position verticale , tous les cylindres des deux groupes sont tangents entre eux et au cylindre (G), suivant la génératrice droite qui passe par le point m.
Les cercles bases des cylindres du premier groupe sont plus petits que le cercle C y et les cercles bases des cylindres du deuxième groupe sont plus grands que le cercle C.
Gela posé {Jig. 52 et 52 6i«), imaginons deux plans verticaux de projection, Tun LT perpendiculaire à la droite om ou parallèle à la droite ml, et Fautre L'T' parallèle à la droite om ou perpendiculaire à la droite mt.
Le point m se projettera sur le plan LT en m', et en m" sur le plan L'T'.
Tous les cylindres seront tangents entre eux et au cylindre (G) suivant la génératrice passant par le point m, et projetée dès lors en G sur le plan LT, et en G' sur le plan LT.
Tous les plans , coupant suivant des ellipses le premier groupe de cylindres , passent par la droite om ; toutes ces ellipses de section se croisent au point m.
Tous les plans, coupant suivant des ellipses le second groupede cylindres, passent par la droite mt] toutes ces ellipses de section sont tangentes entre elles au point m. ,
Et les unes et les autres (de ces ellipses) ont leur rayon de courbure au point m égal à p. Pour le premier groupe^ les sommets extrémités des grands axes des ellipses se projettent horizontalement sui vant les deux droites rectangulaires a'm^ b*m^ et sur le plan vertical LT suivant les deux cercles X, X' et sur le plan vertical VT suivant le cercle X"^ ces trois cercTes ayant leur rayon = ;p. Pour le deuxième groupe f les sommets extrémités des petits axes des ellipses se projettent horizontalement suivant les parties indéfinies ah'\ b'Ii des deux droites rectangulaires et sur le plan vertical L'T', suivant la courbe i , courbe du quatrième degré , dont réquation polaire estp=6sin « (le pôle étant le point m", et dont Téquation en co-
ordonnées reetangulaires est P — ■> , .) , le point m" étant l'origine des coordonnées en prenant la ligne de terre L'T' pour axe des x et la droite G' pour axe des y ; et par suite elles se projettent sur le plan vertical LT suivant les deux courbes H et 2", identiques avec la courbe d, mais tournées l'une par rapport à l'autre en sens opposé.
Ainsi, pour une ellipse du premier groupe j les deux sommets extrémités du grand axe auront pour projections, l'un le point q' sur le plan vertical LT, le point tf! sur le plan horizontal et le point q\ sur le plan vertical L'T'; et Fautre sommet
aura pour projections le point fl sur le plan vertical LT, le point d sur le plan horizontal , etje point p^ sur le plan vertical LT".
Bl pour une ellipse du deuxième groupe , les deux sdmmets extrémités du petit aie auropt pour projections, l'un le point ^ sur le plan vertical L'T\ le point A' sur le plan horizontal , et le point ^, sur le plan vertical LT. Et l'autre sommet aura pour projections le point ^, sur le plan L'T', le point h" sur le plan horizontal, et le point l'\ sur le plan LT.
Telles sont les relations qui doivent exister entre les deux groupes de cylindres verticaux et de révolution tous tangents entre eux et à un cylindre de révolution ayant pour base un cercle C du rayon p , pour qu'en inclinant les premiers autour de om pour ramener leurs ellipses de section dans le plan du cercle C, et les deuxièmes , autour de mt pour ramener aussi leurs ellipses de section dans le plan du même cerele G, toutes ces ellipses aient au point m un contact du deuxième ordre, et en ce point m le cercle G pour cercle osculateur commun.
§ II
Deux courbei à double courbure ne peuvent avoir en un peint un contact du troi-' rième ordre t qu'autani qu* elles ont, en ce points même cercle osculateur ^ même angle de flexion ou même paSj et même sphère osculatrice du troisième ordre.
D'après ce qui précède, on voit que deux hélices cylindriques et circulaires ne peuvent avoir un contact du troisième ordre , et que lorsqu'elles ont un contact du deuxième ordre, elles ont des angles de flexion différents, ou en d'autres termes qu'elles coupent sous des angles différents les génératrices des cylindres de révolution sur lesquels elles sont respectivement tracées.
Dans le mémoire n* 4 on a vu que pour chaque point de la développante d'une développée d'une hélice circulaire, le rayon de la sphère osculatrice du troisième ordre variait de grandeur.
On pourra donc construire, pour un point d'une courbe à double courbure
donnée , une développante de développée d'hélice circulaire , ayant avec la' courbe
proposée, même sphère osculatrice du troisième ordre ^ même cercle osculateur f mais
des angles de flexion différents.
I Cesdeux courbes ne pourront avoir un contact du troisième ordre ; en effet, pour
que le contact du troisième ordre existe entre deux courbes, il faut que ces deux
courbesaientdeuxplansosculateurssuccessifscommuns, etcommel'angledeflexion
estprécisément l'angle decesdeux plans, il faut'impérieusementquelesdeuxcourbes
aient même angle de flexion^ pour que le contact du troisième ordre existe entre elles.
Ainsi j pour que deux courbes aient un contact du troisième ordre , il faut que les trois conditions géométriques suivantes soient satisfaites, sa vojr :
Même cercle oiculateuTj ce qui établit le contact du deuxième ordre, et même angle de flexion ou même pQS^ et même sphère osculairice du troinême ordre; ces deux dernières conditions établissant par suite le contact du troisième ordre.
Ainsi , en géométrie, le contact du troisième ordre entre deux couii)es qui ont un point commun , doit s'établir par les trois conditions précédentes ; tandis que, en analyse , ce même contact s'établit entre deux courbes dont les équations sont :
( ces deux courbes ajant aussi un point commun) en posant les six équations :
d/=dF df=dP'
c/y^cfF
dy=rf*F
<]ui , pour qu'en effet le contact du troisième ordre existe , doivent être satisfaites par les coordonnées du point commua entre les deux courbes.,
DES INDICATRICES DES DIVERS ORDRES DE CONTACT ENTRE DEUX SURFACES , ET DES CONDITIONS GÉOMÉTRIQUES AUXQUELLES DOIVENT SATISFAIRE DEUX SURFACES AYANT UN POINT DE CONTACT POUR Qu'eLLES AIENT UN CONTACT DU n**^ ORDRE
TOUT AUTOUR DE CE POINT
i. Supposons deux courbes (à double courbure ou planes) A et B ayant un point de contact m et en ce point un contact^ du n'^^ ordre (en d'autres termes n éléments rectilignes et successifs communs); désignons par dS Tare élémentaire suivant lequel ce contact existe entre les deux courbes.
Si Ton projette les deux courbes A et B sur un plan P quelconque , la projection étant déterminée par des droites parallèles entre elles, perpendiculaires ou
(*) Extrait du 25* cahier du Journal de l'École poly technique , féTrier 1837.
obliques au plan P, on obtiendra deux courbes A' et B' qui auront entre elles un contact de n*'^ ordre (car Ton pourra toujours choisir la direction du plan P, ou la direction des génératrices des cylindres projetants ^ de manière à ce que le contact ne soit pas au-dessus de Tordre n entre les deux courbes A' et B' ).
Désignons par dS' Tare élémentaire suivant lequel ce contact du n*^^ ordre est établi entre les deux courbes A' et B'; il est évident que l'arc dS' sera la projection de Tare dS.
Cela posé :
2. Au lieu de projeter les deux courbes A et B sur un plan P, projetons-les sur une surface 2;
Les nouvelles courbes A' ei B' seront les intersections de la surface I et des deux cylindres projetants ;
En conservant aux courbes A' et B' le nom de projections des courbes A et B iUr la surface 2, nous aurons encore Tare dS' pour la projection de l'arc cfS sur la surface 2.
3. Dès lors, imaginons deux surfaces 2 et 2, tangentes Tune à l'autre en un point m' et ajant tout autour de ce point un contact du n^ ordre ; si l'on trace sur ces deux surfaces arbitraires deux courbes A' et B' ayant un contact du n"^ ordre et passant par le point m', et une série de couples de courbes analogues arbitrairement tracées sur les deux surface, mais passant toutes par le point m', l'extrémité des arcs dS' formera une certaine courbe i.
Si ensuite l'on suppose deux nouvelles surfaces S et S' ayant un contact du ^ivhne Qf^p^ ^QQ^ autour de leur point de contact m , et si l'on trace sur ces deux surfaces deux courbes arbitraires A et B passant par le point m ; ces deux courbes auront entre elles un contact du n"^ ordre.
À. Si donc onsupposeque l'on projette ces deux courbes A et B sur les surfaces 2 et 2, par des cylindres dont les génératrices seront parallèles à la droite mm, on obtiendra pour les projections de la courbe A sur la surface 2 la courbe A', et sur la surface 2, la courbe A', , et pour les projections de la courbe B, sur la surface 2 la courbe B' et sur la surface 2, la courbe B',, et les quatre courbes A' et A', et B' et B', auront entre elles un contact du n*^* ordre ; l'arc élémentaire rfS', suivant lequel le contact du n'^^ ordre se trouvera établi entre ces quatre courbes , sera la projection de l'arc dS suivant lequel le contact du n*^"^ ordre est établi entre les deux courbes A et B.
5. De sorte que si l'on regarde la courbe S (qui limite la calotte superûcielle suivant laquelle le contact du n^ ordre est établi entre les deux surfaces 2 et 2, en contact par le point m') comme la base d'un cylindre dont les génératrices seront parallèles à la droite tnm', ce cylindre coupera les deux surfaces S et S' suiv^^nf
une courbe d' qui limitera la calolte superficielle suivant laquelle le contact du n*^ ordre est établi entre les deux surfaces S et S' en contact par le point m. Ce qui précède est vrai, quelle que soit la nature des surfaces 2 et 2,^
6. On pourra donc choisir pour 2 et 2, des surfaces r^lées; et il est évident que si deux surfaces réglées [ ou toutes deux développables, ou toutes deux gauches (^) ] ont un contact du n*^^ ordre tout le long de la|[énératrice de contact ^ c^est qu'elles ont entre elles (n + 1) génératrices droites successives et infiniment voisines communes; dès lors, la courbe d n'est autre qu'une droite lorsque les deux surfaces 2 et 2, sont des surfaees réglées; et dès lors la courbe ii sera toujours une courbe plane , quelles que soient les deux surfaces S et S'.
Dans ce qui va suivre, nous donnerons aux surfaces 2 et 2. le nom de transformées géométriques des surfaces S et S'.
7. {Fig. 55.) Supposons une surface S; un point m de cette surface; et en ce point m le plan tangent T à la surface S.
Supposons que sur la surface S on ait tracé trois courbes A , B, D se croisant au point m.
Menons par le point m, et dans le plan T, une droite arbitraire G , et transportons, parallèlement à elles-mêmes, les trois courbes A, B, D en A,, B. , D, , le point m venant se placer successivement en les points arbitraires m\ m", m'" situés sur la droite G.
Dés lors les trois tangentes aj6f i des trois courbes A , B, D , pour le point m, seront venues se placer en les trois tangentes a,, €., d, aux courbes A,, B., D,, et ces trois tangentes a,, 6,, d. seront dans le plan T.
Gela posé :
8. Si Ton fait mouvoir une droite G sur les trois courbes A., B,, D., on engendrera une surface gauche 2, et qui sera telle que si l'en désigne par G, 9, 9, , gf., ^ly-^^Sfn^ les positions successives et infiniment voisines de la génératrice droite G , les deux positions voisines G et 9 seront dans le plan T.
De sorte que la surface gauche 2 est développable tout le long de la génératrice G ; ou , en d'autres termes , si par un point quelconque A: de G on fait passer une courbe arbitraire , mais tracée sur la surface 2, la tangente au point k à cette courbé sera située dans le plan T.
(*) Lorsque les deux surfaces seront gattehes , elles deyront avoir toutes deux le même plan directeur; alors elles appartiendront à la famille des eonotdei; ou bien elles devront avoir chacnne un cône^irectmr; les deux cônes^direcimêrs [éuni supposés avoir même sommet) devront avoir un contact du n*^^ ordre suivant leur génératrice de contact ; les deux surfaces gauches générales , auxquelles les cdnes-directeurs sont liés , ayant aussi un conUct du n*^**^ ordre siÛTant leur génératrice de contact.
Cela posé : .
9. Supposons que par les diverses génératrices 9, g,j g^, 9%^ ••"iSn successives et infiniment voisines de la surface 2, on fasse passer respectivement les plans P, P', P"', P'", ..., P» assujettis à être tous parallèles à la droite G.
Le plan P ne sera autre que le plan T, et coupera la surface S suivant le point superficiel m.
Et les plans P'» P'', P"', ..., P* couperont respectivement la surface S suivant les courbes C,, C„ C,, ..., C^*
On pourra donc considérer la surface S , comme engendrée par la courbe C. , se mouvant sur les trois courbes A, B, D (comme directrices) , et se modifiant en sa forme, pour se transformer successivement (pendant son mouvement) en les courbes successives el infiniment voisines C», C^, ...) C,^.
Ainsi y il est évident que lea deux surfaces S et 2 seroni respeclivement les iranrfarmées géométriques Tune de Tautre.
De sorte que si l'on trace sur la surface S une courbe U passant par le point m ; cetle courbe U coupant G, en k,, G, en m,, ..., G,^^ en u^, si, ensuite, par les di- ' . vers points successifs et infiniment voisins ti, , t^ , • .., u^^ de la courbe U , on mène des parallèles à la droite G, lesquelles viendront respectivement couper les génératrices droites g, en u/, g^ en «/', g^en u,"\ •••y*^» ^ ^t^'l I^ divers points u/^ Wf •••» tt." formeront une courbe U, tracée sur la surface 2, et la courbe U, sera la transformée géométrique de la courbe U.
iO. Supposons maintenant deux surfaces S et &' en contact au point m , et ayant en ce point m môme plan tangent T.
Imaginons la normale N au point m.
Par la droite N faisons passer trois plans arbitraires :
R coupant la surface S suivant la courbe A et la surface S^ suivant la courbe A'
/ Transportons les trois plans R , R', R" parallèlement à eux-mêmes ( avec les
' courbes qu'ils contiennent), le point m venant se placer successivement sur la
droite G (tracée arbitrairement dans le plan T) en les trois points arbitraires m f m j m^
De sorte que les courbes A et A' seront transportées parallèlement à elles-mêmes en A, et A/ ayant un point de contact en m'; les courbes B et B' seront aussi transportées parallèlement à elles-mêmes en B, et B/ ayant un point de contact en m" ; et les courbes D et D' seront enfin transportées parallèlement à ellesmêmes en D. et D/ ayant un point de contact en m'".
Gela posé , faisons mouvoir la droite G sur les trois courbes A. , B., D, , nous engendrerons la surface gauche 2.
Faisons mouvoir la même droUe G sur les trois courbes A/, B/, D/, nous en* gendrerons une seconde surface gauche l\
Et les deux surfaces J, et 1^ auront même plan tangent T tout la long de la génératrice commune G.
Cela posé :
Supposons que les deux surfaces S et S' aient tout autour du point m un contact du n*^"* ordre.
Il s'ensuivra (en >ertu de ce qui a été établi précédemment ) :
1** Que les courbes A et A', B et h' y D et D' ( situées sur les surfaces S et S') auront un contact du n^"^ ordre.
Que par conséquent :
2** Les courbes A. et A/> B, et B/, D, et D/ (situées sur les surfaces 2 et 2') auront aussi , respectivement, un contact du nf^^ ordre.
Que par suite :
S"" Les deux surfaces gauches 2 et 2' auront (n + i ) génératrices successives et infiniment voisines. G, g^ g\ , 9,..., g^^^ communes; et qu'ainsi ces deux surfaces 2 et 2' auront tout le long de là génératrice G ( et tout autour de chacun des points de cette génératrice G) un contact du n**^ ordre.
Et que dès lors :
A"" Les deux surfaces S et S' devront avoir le point superficiel m , et les (n — 1) courbes successives et infiniment voisines C,, Ci, C^..., C„, communes.
il. Démontrons maintenant queTon pourra toujours obtenir une surface S\ et du degré n , qui ait une osculation du degré n avec la surface S , tout autour du point m de contact y et telle que Tosculation ne soit que du degré n tout autour de ce point.
En effet :
Supposons que la surface S soit du degré p^ son équation étant 2=/p (a;, y). L'équation de la surface S' (osculatrice) sera z=F^ (x, y). Supposons que l'équation soit complète ; sans chercher le nombre de ses termes, et par suite le nombre des coefficients qu'elle doit renfermer^ remarquons que
pour l'équation du degré n à deux variables, on a [2n + 1+ 7" j coefficients
(comme on le verra plus loin); par conséquent, l'équation contiendra un
nombre q de coefficients , q étant > [ 2» •+• 1 + ^^^~ ) , ow ( sous une autre
forme) q étant> [!Ll^±ii|+ (n+ 1)].
Or, pour établir le contact du rC^^ ordre entre les deux surfaces S et S', il faut poser les équations suivantes (en supposant que Xf y^z sont les coordonnées du point m de contact )•
d.fp d:Fn d,fp __ d.Pn
dx r' dx '^ dy "^ dy
d'.fp _ (f,Fn d\fp _ d'.Fn cP./p ^ J.Fn Ar' "" (te* • dxdy "^ (tedy ' daf "^ dy" ' ^^^'
On devra donc poser :
(1 + 2 + 3+4+ + n) ëquationd, on ^ 7^ ^
équations au moyen desquelles on pourra déterminer j' coefficients de la
surface osculalrice S'; on pourra donc donner des valeurs arbitraires à q = — 21-
d'entre les coefficients de cette équation.
Et la surface S', ainsi déterminée , aura évidemment un contact du n**^ ordre tout autour du point m , avec la surface S ; et n'aura qu'un contact du nf*^ ordre , avec cette surface S» tout autour de ce même point m.
Gela posé :
L'équation d'une courbe du degré n est :
^y* + %""*+ ^y*"* +P!/ (îi) termes.
+ 9*"* (mx) 4 (1) termes.
+ y*"' (mx + nx') (2) termes.
0 1= ( ' -+- y»-» (m"a: + n V 4- (/«:') (3) termes.
+ i^--^""'^(m'"a; + nV4-9'x'+. . . . +rx'^') ... (» — 1) termes. + oi + Sx + yx^+ ix* (n-f-l) termes.
L'équation aura donc en tout :
2n+l + [l+2 + 3 + ....4-(n— 1)] termes,
ou \2n + 1 H ^ — 1 termes, ou, sous une autre forme, h '^^ j termes.
Et comme Ton peut toujours diviser tous les termes d'une équation complète
(3fi -I- •i*\ — T^-j coefficients on canstantes tarbiiraire$
dans Féquation générale d'une courbe du degré n.
Une courbe du degré n sera donc déterminée en général lorsque l*on se don- — —- j conditions (points ou tangentes ).
i2. Si les deux surfaces S et S' ontuncontact dun'^^ ordre (lout autourdu point de contact m) , il faudra qu'elles aient une cowbe G^ (de l'ordre n) commune.
13. Cherchons maintenant le degré de la courbe C« (de Tordre n).
Supposons une surface du second degré 0, tangente en m à la surface S, et supposonjs que cette surface 0. ait avec la surface S un contact an deuxième ordre (tout autour du point m).
Il est évident que , pour que ce contact existe , il faut que les deux surfaces S et O, aient une courbe C. (du deuxième ordre) commune. Or la courbe C, est plane, et un plan ne peut couper une surface du deuxième d^ré que suivant une courbe du deuxième degré ; ainsi la courbe C, sera dû deuxième degré.
Si l'on supposait une surface 0, du troisième degré tangente au point m à la surface S ; et si Ton voulait que les deux surfaces 0, et S eussent entre elles , et tout autour du point m, un contact du troisième ordre, il faudrait que ces deux surfaces eussent une courbe C, (du troisième ordre ) commune; et comme C, est plane, cette courbe ne pourrait être que du troisième degré.
Ainsi, pour que les deux surfaces S et S' aient entre elles un contact du n'*^ ordre, il faudra qu'elles aient une courbe G. (de Tordre n et du degré n) commune.
44. Remarquons maintenant que si les deux surfaces S et S' ont tout autour du point m un contact du vf*^ ordre, il s'ensuit que si par le point m je fais passer un plan arbitraire Q coupant la surface S suivant une courbe J et la surface S' suivant une courbe ï, leâ deux courbes J et J' auront un contact du n^*^ ordre, mais de plus, les deux surfaces S et S' seront tangentes Tune à l'autre tout le long de Tare commun aux deux courbes J et J'.
— ^l—i conditions
( points ou tangentes ) , le sera de la manière suivante :
Posons p=: — ~~ : Si p est pair , la courbe C. sera déterminée par ^points et I tangentes.
Si p est impair, la courbe C, sera déterminée pnr ^^ points et par ^^^ tangentes.
On en doit donc conclure que, si l'on se donne ^ ou ^-^ points, de la courbe
C^, et que par le point met chacun de ces points on fasse passer un plan, les^
OU ^^^ courbes obtenues, soit sur la surface S , soit sur la surface S', auront
entre elles et au point m un contact du n'^^ ordre.
On peut donc énoncer le théorème suivant
Pour que deux surfaces S et S' aient entre elles un contact du n*^"*' ordre , tout autour de leur point de contact m , il faut que ces deux surfaces aient un contact du n*^'
ordre suivant ^ ( si p est pair ) ou ^—^ ( si p est impair ) directions arbitraires (planes ou à double courbure) â partir du point m rp étant d'ailleurs égal à — ^~)' Si 11= 1, on trouve p =2; d'où 5 = *-
Sin=2, on trouve ps=35; d'où^-^ =3, etc.
Ainsi, pour le contact du premier ordre, il suffit que les deux surfaces S et S' aient un contact du premier ordre dans une seule direction arbitraire; pour le contact du deuxième ordre , il faudra que les deux surfaces S et S' aient un contact du deuxième ordre suivant trois directions arbitraires.
16. Nous devons remarquer que les divers plans des courbes G,, G,..., C^\ étant tous parallèles à la droite G, ont pour surface enveloppe une surface cylindrique H, dont les génératrices seront parallèles à la droite G (*)•
17. Au lieu de transformer la surface S en une surface gauche ayant trois directrices courbes, nous pouvions la transformer en une surface gauche ayant un plan directeur.
En effet, nous pouvions dans le plan tangent T mener par le point m une droite arbitraire G, et transporter parallèlement à elles-mêmes les deux sections A et B en A. et B., et faire mouvoir la droite G parallèlement au plan T, et en s'appuyant sur les deux directrices courbes A^ et B,.
Dès lors les courbes telles que G,, G,..., G» seraient toutes situées dans des pians parallèles entre eux et au plan T.
(*} Noos Terrons plus loin quelle eit la loi géométrique et infinitésimale à laquelle sont soumis les angles que les plans des courbes C , €,, etc. font arec le plan tangent T.
Cette nouvelle maaière de transformer géométriquement la surface S en un ennoïfle 9 nous conduira à quelques résultais géométriques nouveaux.
Il est évident que les divers résultats précédents s'obtiendront, soit en considérant la surface 0 , soit en considérant la surface 2 comme la transformée gécmér trique de la surface S.
Mais en considérant la surface 0, les courbes C,, G,... , G» sont dans des plans parallèles au plan T tangent à la surface donnée S et au point m.
18. Dès lors , de ce qui précède, Ton peut facilement déduire ce qui suit :
1° Si en un point m d*une surface S on mène une tangente i à cette surface, puis que l'on fasse mouvoir la droite I parallèlement à elle-même, de manière à ce qu'elle engendre un c}'lindre U tangent à la surface S suivant une courbe y.
On pourra toujours concevoir le cylindre U comme étant Penveloppe de Tespace parcouru par le plan T mené tangenticllement en m à la surface S , ce plan se mouvant parallèlement à la droite t.
On pourra dès lors concevoir que le plan T prenne les positions successives et infiniment voisines T., T,, T,... , T^(*).
On pourra concevoir aussi que par la droite i on mène une suite de plans sécants P., P., P,... , P, respectivement parallèles aux plans T,, T,, etc.
Or ^ il est évident , d'après ce qui précède , que le plan P. sera, par rapport au plan T,, un plan sécant du deuxième ordre ; que P. sera, par rapporta T,, un plan sécant du troisième ordre , et ainsi de suite.
Dès lors on voit que les plans sécants (successifs et infiniment voisins) , menés par la tangente t, couperont la surface S ; savoir :
P, suivant une courbe du deuxième degré;
P, Suivant une courbe du troisième degré , et ainsi de suite.
2"" Étant donnés une surface S , le plan tangent T à cette surface et au point m; si l'on prend sur le plan T un point arbitraire a, et que l'on fasse rouler le plan T sur la surface S , de manière à ce que ce plan passe toujours par le point a , Ton aura pour surface enveloppe de l'espace parcouru par ce plan T un cône D tan» gcnt à la surface S suivant une courbe d, et dont le point a sera le sommet.
Désignant par T., T,^ T,..., T^ les positions successives et infiniment voisines de l'enveloppée T, si par le point m on mène une suite de plans P, , P., P,..., P» respectivement parallèles aux diverses positions successives du plan T, tous ces plans sécants envelopperont une surface conique ayant son sommet au point m, et qui sera parallèle au cône D ayant son sommet au point a.
(*) FYous donnerons plus loin la loi géométrique et infinitésimale à IftqoelYe eet plans suceeisifs et infiniment voisins sont soamis.
En d'autres termes ^ si Ton fait glisser le côoe D parailèlemeDt à lui-même ^ de manière à ce que son sommet a se transporte en m, en oette nouvelle position le cdne D sera l'enveloppe des plans sécants P,, P,, etc. ; et, en vertu de ce qui précède ,
Le plan P. coupera la surface S suivant une courbe du deuxième degré ;
Le plan P, coupera la surface S suivant une courbe du troisième degré , et ainsi de suite.
3"" Étant donnés une surface S, un point m de cette surface, un plan langent T en m à cette surface ; si Ton fait rouler le plan T sur la surface S d'une manière arbitraire, ce plan engendrera une surface développable M ; et si par le point m on mène une suite de plans P, , P,, etc., respectivement parallèles aux diverses enveloppées T,, T, , etc., ces plans sécants seront les enveloppées d'un cône K ayant son sommet en m.
Le plan P, coupera la surface S suivant une courbe du deuxième degré.
Le plan P coupera la surface S suivant une courbe du ti^oisième degré, et ainsi de suite.
La réciproque du théorème énoncé n"* 3 n'a pas toujours lieu. Ainsi Ton ne pourra pas dire :
4* Et vice versa , étant donnés une surface S, un point m de cette surface , le plan T tangent en m à la surface S , on peut regarder le point m comme le sommet d'un cône arbitraire N ayant une de ses génératrices tangentes en m à la surface S. Le cône N pourra être regardé comme l'enveloppe de l'espace parcouru par le plan T, lequel prendra, successivement en tant qu'enveloppée du cône N les positions successives et infiniment voisines P,, P., etc. Or, en faisant rouler le planT sur la surface S de manière à ce que ce plan prenne les positions successives et infiniment voisines T, parallèle à P| , T, parallèle à P, , etc. (ce qui est toujours possible), ce plan aura pour enveloppe de l'espace qu'il aura parcouru une surface développable dont les génératrices droites successives seront respectivement parallèles aux génératrices droites successives du cône N. Donc : le plan P. coupera la surface S suivant une courbe du deuxième degré; le plan P, coupera la surface S suivant une courbe du troisième degré, et ainsi de suite.
Car, évidemment , ce qui précède ne pourra avoir lieu qu'autant que le cône N sera parallèle à l'une des surfaces développables que l'on pourra engendrer en faisant rouler le plan T sur la surface S d'une manière arbitraire ; ce que Ton doit entendre, évidemment, de la manière suivante, savoir : que le point de contact de la surface S et du plan mobile T, sera situé sur une courbe géométrique tracée arbitrairement sur la surface S.
5* Étant donnée une surface S du d^ré n , on voit , par ce qui précède , que ce sera ic plan sécant P^...) de l'ordre (n — 4 ) qui , le premier, la coupera suivant une courbe du n'^*^ degré ; de sorte que tout plan sécant infiniment voisin , ou situé à distance finie (mais au delà) de ce plan P^».^^ , coupera toujours la surface S suivant une courbe du degré n.
19. Si Ton suppose une surface du second degré 0, tangente à la surface S au point m, et si l'on suppose que les deux surfaces S et 0, ont un contact du deuxième ordre tout autour du point m , il faudra que la courl)e C, du deuxième degré soit commune aux deux sur&ces. Les deux surfaces seront sécantes Tune à Fautre suivant la courbe €«.
(Les deux surfaces S et O^ ayant un contact du degré n tout autour du point de contact m, auront une courbe C. du degré n commune, et les deux surfaces S et 0^ seront tangentes Tune à l'autre suivant la courbe C. si n est impair, et se couperont suivant la courbe G^ si n est pair.)
Mais cette section conique G, sera la section faite dans une surface du second degré 0, par un plan parallèle au plan tangent T en un point m de cette surface O,.
Or, si nous recherchons l'espèce de cette courbe C,, on voit de suite que, si l'on suppose que la surface 0. est 1* un ellipsoïde , 2* un paraboloîde elliptique, 3"" un hyperboloide à deux nappes , la courbe G. sera toujours une ellipse.
Et 4* un hyperboloide à une nappe, 5'' un paraboloîde hyperbolique , la courbe G' est toujours une hyperbole.
Ainsi la courbe G, ne sera jamais une parabole.
C'est à cette courbe G. que Ton a donné le nom ^indicatrice.
20. Si Ton considérait une sur&ce 0,du troisième ordre , on doit penser que la courbe G, du troisième degré , qui devra prendre le nom d'mcficalriee du troisième ordre» ne pourra être que Tune ou l'autre d*entre un certain nombre des courbes du troisième d^ré, tout comme Vindicairice du deuxième ordre n'est que l'une ou l'autre des deux sur les trois courbes qui composent la famille des sections coniques.
Pour déterminer G, , il faudrait connaître les diverses surfaces qui composent la famille des surfaces du troisième degré , et voir la nature de la section faite dans chacune d'elles par un plan parallèle à un plan tangent mené en un point arbitraire de chacune de ces surfaces.
21. Ne doit-on pas être porté à croire que , de même que pour une surface S (quelconque) Ion est parvenu à trouver une relation entre la direction de ses lignes de courbure et celles des paramètres de la courbe G, indicatrice du deuxième ordre, de même on doit parvenir à trouver certaines relations qui doivent néces*
sairement exister entre les directions de certaines courbes tracées stir la surface S et se croisant au point m , et celles des paramétres de la courbe C,, indicatrice du îroisième ordre ?
Ne doit-on pas être porté à croire que y de même que lorsque deux surfaces S et S' ayant un point de contact m, et ayant entre leurs deux lignes de courbure un contact du deuxième ordre, elles ont un contact du deuxième ordre tout autour du poiiit m , et que dés lors il suffit que le conlâct du deuxième ordre sub*siste entre deux courbes seulement (et non entre trois , comme cela doit avoir lieu en général) si ces deux courbes sont les lignes de courbure; de même aussi, pour le contact du troisième ordre, au lieu d'avoir, en général , à établir le contact du troisième ordre entre deux surfaces suivant cinq directions planes ou à double courbure, un moins grand nombre de directions seraient probablement nécessaires, si- elles n'étaient point planes ou arbitraires, mais dirigées suivant certaines courbes à double courbure? Il est probable que ces directions remarquables seraient données par certaines courbes tracées sur le plan de l'indicatrice, lesquelles courbes seraient conjuguées entre elles par certaines conditions , ainsi que cela a lieu pour les diamètres de Tindicatrice du deuxième degré, lesquels satisfont à la condition de se couper à angle droit, et d'être dès lors les axes de cette indicatrice.
De la bi géométrique et infinitésimale à laquelle sont soumis les plans des indicatrices
des divers ordres de contact.
22. Considérons deux courbes C et C en contact par un point m ; imaginons la tangente ( commune et la normale N commune aux deux courbes.
Prenons les droites t et N pour axes des coordonnées, t étant l'axe des x et M celui des y.
Les équations des deux courbes étant pour la courbe C, y=:/(x), et pour la Courbe C, y = F(^')- En développant par la formule de Taylor, on aura :
Y = y + dy + d'y -j- (Py 4" •••• P®^ I* courbe C
Y' = y' + dy* + (fy' + dV+ .... pour la courbe G
En vortu de ce que les deux courbes ont un point commun m et même tangente t en ce point, et de ce que les droites N et t sont les axes des coordonnées, on aura :
y = y s= 0 et dy ^d^ :^0
En sorte que les deux développements se réduisent à :
Y = d'y + tf y -h .... -|- eTy + ...
Y'=d'y'+dy+.... + ^^3^+....
ËDcetétdt, les deux courbes ont un contact du premier ordre. Si Ton veut que les deux courbes aient un contact du second ordre, il faudra que (fyzzid'y \ et alors on voit que Tare élémentaire dS, suivant lequel ce contact sera établi entre les deux courbes , se projettera sur la normale N suivant une droite infiniment petite et égale à d'y.
Pour le contact du troisième ordre, il faudra poser ;
cf y = d'y et d^y = dy
et Tare élémentaire dS', suivant lequel ce contact sera établi entre les deux courbes, se projettera sur la normale N suivant une droite infiniment petite et égale à d'y + tfy» et ainsi de suite.
Par conséquent , si de l'extrémité de chacun des arcs de contact , dS du deuxième
ordre, dS' du troisième ordre , dS" du quatrième ordre , dS^"""^ du n^^^ ordre,
on abaisse des perpendiculaires sur la normale N , ces droites (étant désignées , la première par d, la seconde par d\ etc.) seront parallèles et distantes les unes des autres de la manière suivante :
La droite d sera distante de la tangente t de la quantité d'y
— d' — de la droite d — d^y
et ainsi de suite.
23. Cela posé, il est évident que, pour deux surfucesS etS'en contact par un point m, on aura des résultats analogues; ainsi, prenant le plan tangent T commun pour plan des xy et la normale N commune pour axe des 2, on voit de suite que les plans des indicatrices des divers ordres de contact seront soumis à la loi suivante :
Le plan P, de l'indicatrice du 2' ordre G. sera distant du plan tangent T de d^%
— P. — du 3* ordre C, — sécant P. de d'à
— P, — du 4* ordre C, — P.ded^a et ainsi de suite.
H. Charles Dupin, le premier, dans ses Développements de Géométrie ^ ensuite M. Navier; dans ses Leçons lithograplUées pour l'École polytechnique, et
d'autres géomètres , avaient démontré, par des méthodes différentes de celle que j ai suivie, que Tindicatrice du second ordre était du deuxième degré et plane, et que sou plan était situé à une distance infinitésimale du second ordre du plan tangent et lui était parallèle ; mais on s'était arrêté là.
En s'appuyant sur le théorème précédent , savoir
Que des plans parallèles au plan tangent, et distants entre eux, conformément à la loi infinitésimale, coupent une surface donnée et du degré p, suivant des courbes qui sont du deuxième, du troisième , du...., du p*^"^ degré, on peut arriver à un théorème général qui peut être énoncé ainsi qu*il suit :
Désignant par Cp la courbe {du p*^""^ degré) section d'une surface S {du degré p), par un plan Pp., distant du plan T ( tangent en un point m de la surface S ) de la quantité (d^z + d^z + '..* + d'^z ), ^t Con prend sur la normale N , menée au point ni de la surface S , un point a dont la distance au point m varie depuis zéro jusqu^à (d'z + d^z + ....+ d'z), et quon regarde chacun des points a comme le sommet cTun cône ayant pour base la courbe Cp , tout plan tangent à ces différents cônes coupera la surface S suivant une courbe du degré p.
En effet, nous avons vu que l'on pouvait prendre pour la transformée géométrique de la surface S une surface réglée ( développable ou gauche) ;
Et nous avons été conduit a transformer ainsi la surface S, parce que nous savions que deux sur&ces réglées qui avaient une génératrice droite commune et un contact du p'^^ degré tout le long de cette génératrice , avaient nécessairement p + i génératrices droites communes et infiniment voisines; et c'e^t ainsi que de cette propriété remarquable des surfaces réglées en contact, savoir que -pour elles la limite de la calotte superficielle de contact était une droite, on a conclu que la limite de la calotte superficielle de contact pour deux surfaces quelconques était une courbe plane.
En prenant pour la transformée géométrique de la surface S un conoîde (une surface gauche ayant un plan directeur) , nous avons été conduit à reconnaître que les plans parallèles au plan langent, et successifs et infiniment voisins, et soumis à la loi infinitésimale donnée par la formule deTaylor, coupaient la surface S suivant des courbes successives du deuxième, du troisième, du...., du pitm* degré ( la surface S étant du degré p).
Mais, précédemment, en prenant pour transformée géométrique de la surface S une surface gauche 1 ayant un cône directeur, nous avions remarqué que les
différents plaos successifs et infiniment voisins enveloppaient une surface cylindrique dont les génératrices étaient parallèles à la droite G arbitrairement tracée dans le plan tangent T et passant par le point m de contact du plan T et de la surface S.
Désignant la section droite de cette surface cylindrique par d, on reconnaît de suite que celte courbe i peut prendre une infinité de formes. Cnr la surfnce I peut varier de forme ; soit en changeant les positions respectives des points m\ m\ m"'\ soit en choisissant des courbes autres que celles A, B, D, mais toujours tracées sur la surface S.
25. \ulieu de prendre d'aune surface gauchegénéraleà trois directrices courbes (ou en d'autres termes ayant un cône directeur ), 2"* une surface conoide, on aurait pu prendre 3° une surface développable, et ainsi 4* un cône; alors, traçant dans le plan T, tangent au point m de la surface S donnée, une droite arbitraire G (mais passant par ce point m) et prenant sur cette droite G un point arbitraire a y on aurait pu considérer ce point a comme le sommet d'un cône K tangent à la surface S suivant une courbe y, et ce cône K aurait pu être rc^gardé comme la transformée géométrique de la surface S.
Ainsi , étant données deux surfaces S et S' en contact au point m et ayant tout autour de ce point m un contact du p*^^ ordre , les deux surfaces coniques K et k' ayantmèmesommet a et tangentes, la première K à la surface S suivant la courbe y, et la seconde K' à la surface S' suivant la courbe y', auraient été les transformées géométriques des surfaces S et S' ; et il est évident que les courbes y et y auraient eu un contact du p**^ ordre, et que les deux cônes K et K' auraient eu p + 1 génératrices droites successives et infiniment voisines G, g^ g\ g'^^'j g^^ qui leur auraient été communes.
Dès lors le plan mené par les deux génératrices successives et infiniment voi« sines ^et G n'aurait été autre que le plan tangent T ; et le plan
P, mené par les génératrices 9' et Gaurait coupé la surfaœ S suivant la courbe Gj qui serait du 2" degré P» — ~ jf'etG — — — G» — 3*d^ré
P» - — j"'etG -. — — G* — 4* degré
et ainsi de suite.
26. Cela posé, on voit de suite que, dès lors, le plan P. ou P, ou etc. qui coupe la surface S suivant une courbe du deuxième ou troisième ou etc. degré, peut prendre une infinité de positions infinitésimales par rapport au plan tangent T :
En ce sens , que- le plan P. ou P, ou P, etc. fait avec le plan tangent T un angle variable, mais toujours infiniment petit; un angle dont la tangente peut varier entre certaines limites infinitésimales.
Nous allons chercher à déterminer ces limites.
27. Au point m de la surface donnée S (fig. 56 et 57) , concevons le plan tangent Ij et dans ce plan deux droites X et Y se croisant à angle droit en ce point, puis la normale Z au point m de la surface S.
Par un point nt! arbitraire et si lue sur la droite Y, concevons un plan parallèle au plan ZX.
Ce plan sécant coupera le plan T suivant une droite X' parallèle à X, et le plan XZ suivant une droite Z' parallèle à Z.
Imaginons ensuite un cylindre tangent à la surface S, les génératrices de ce cylindre enveloppe étant parallèles à la droite Y ; ce cylindre touchera la surface S suivant une courbe à double courbure y, et sera coupé par le plan ZX suivant une courbe y tangente en m' à la droite X'.
Cela posé :
Prenons sur la droite Y un point arbitraire n {fig. 56 ) , pour le sommet d'un cône tangent à la surface S suivant une courbe à double courbure S.
Ce cône sera \di transformée géométrique de la surface S.
Si donc nous supposons que deux surfaces S et«S' aient un contact du vf^^ ordre toutautQur de leur point de contact m, les deux cônes ayant même sommet en n et enveloppant, le premier la surface S et le second la surface S\ toucheront, le premier la surface S suivant une courbe 6, le second la surface S' suivant une courbe 6„ et les deux courbes 6 et 6, auront entre elles un contact du it^'^ordre, aupoinitn.
Ces deux cônes auront donc entre eux (n + i) génératrices droites successives et infiniment voisines communes , etc. , etc.
Et il faudra aussi que les deux courbes y et y, suivant lesquelles s'établit respectif vement le contact des deux surfaces S et S', avec les cylindres enveloppes , dont les génératrices sont parallèles à la droite Y, aient entre elles un contact du iC*'^ ordre.
Si donc nous supposons que md soit Tare élémentaire du contact du second ordre entre les deux courbes à double courbure y et y,, l'arc ma sera aussi l'arc élémentaire du contact du second ordre , entre les deux courbes planes y et y',.
Et le plan mm' a coupera la surface S suivant une courbe a et la surface S' suivant une courbe a, , qui auront entre elles un contact du second ordre.
Ce plan mm' a coupera la courbe 6 en un point q^ tel que l'arc mq sera l'arc élémentaire du contact du second ordre existant entre les courbes 6 et €,.
Et ce plan mm'aj que nous désignerons par P., fera, avec le plan tangent T, un angle infinitésimal mesuré par l'angle am'b.
Or, en projetant l'arc m'a sur la droite X', on aura :
toDg am'6 =: -rr
ffia
El en supposant la surface S rapportée aux axes X, Y, Z, on a : ab^ssitz, et désignant l'angle amb par 9. et mb par X, j on aura :
tange.=: —
On voit de suite que, pour le contact du troisième ordre ^ on aurait :
tangô, = — ^
et ainsi de suite.
28. On doit remarquer que si Ton suppose que par le point i/ on mène un plan parallèle au plan tangent T, on coupera la surface S suivant la courbe C, indicatrice du second ordre, et que le plan mm a sera tangent au cône ayant son som^ met en m et ayant pour base la courbe G,.
Et comme dans le plan tangent T on peut prendre une inûnité de droites telles que Y et X , on doit en conclure que :
Tout plan tangent au cône ayant son sommet en un point m dune surface S ei pour base la courbe C^ section de la sur/ace S par un plan parallèle au plan tangent T en m , et mené à mie distance ( d'z + d^z + ..... + d'z ) de ce plan T, coupera la sur^ face S suivant une courbe du degré n .
29. Fîjr.57. Si, maintenant. Ton suppose que Ton fasse rouler sur lasutface S le plan tangent T, ce plan engendtwa une surface développableA ayant pour courbe de contact , avec la surface S , une courbe à double courbure 6.
Cette surface développableA sera coupée par le plan Z'X^ suivant une courbe d tangente en r à la droite X'.
Cetteconrbedvarieradeformesuivâùllaloidumouvementimpriméau plan T.
30. En vertu de ce qui a été dit pks haut , on voit que si Tare md est Tare élémentaire du contact du second ordre existant entre les courbes y et y, , Tare m'a sera aussi Tare élémentaire .du second ordre existant entre les courbes y et y\ ; et que Tare rr sera Tare élémentaire du contact du s^econd ordre entre les courbes d et di ; et que le.planpiNf parallèle à la droite Y et tangent en r à la courbe S , coupera la courbe g «n ufi point q et la surface S suivant une courbe a, de telle sorte que Tare mq sera Tare élémentaire du contact du second ordre entre les courbes « et «, ; et que la droite qr sera une génératrice de la surface développâble transformée géométrique de la surfafce S.
De telle sorte , encore^ que les deux surfaces développables enveloppant , Tune la surface S, l'autre la surface osculatrice S', auront un élément superficiel de contact de second ordre compris entre les deux génératrices droites successives et infiniment voisines qui leur sont communes, savoir : Y et r'q.
3i. Le plan coupant la surfeee S suivant la courbe <x fera, avec le plan tangent T, un angle égal à Tangle mpa^ et en emi loyant la notation précédente, mais représentant bp, par R,, on aura :
et
(Tz + éPz tange,= — ^ —
et ainsi de suite.
32. Si au lieu de prendre pour transformée géométrique de la surface S une surface développable , on prenait une surface gauche, on obtiendrait des résultats identiques.
33. Ainsi on peut conclure de tout ce qui précède que, si l'on coupe une surface S par un plan tangent à la courbe C. ( indicatrice du n^*^ ordre , et dont le plan est paraHèle au plan T tangent au point m de la surface S), ce plan coupera la surface S suivant une courbe du degré n si la tangente de son inclinaison sur le plan T est égale à :
R. étant compris entre l'infini et X^ (^); se rappelant, d'ailleurs, que X^ est la projection sur le plan T de Tare élémentaire du contact du n**^ ordre de la courbe y. Ainsi le théorème énoncé précédemment se trouve démontré.
S IV
34. L'on n'a considéré jusqu'à présentque le contact qui existe entre deux surfaces par un seul point; il ne serait peutrèiré pas sans intérêt d'examiner ee qui doit arriver pour le contact existant entre deux surfaces tout le long d'une courbe.
(*) Fig. 53. Si Ton projette la courbe G, anr le plan T. On voit que si Ton mène aux points d, d„ etc. de cette courbe des Ungentes I , t,, etc., et que du point m on abaisse des perpendiculaires X , X,, etc. sur ces tangentes, leurs divers pieds a^,a, , etc., formeront une courbe >, , dont les divers rayons vecteurs ma , ma, , etc., représenteront ce que nous avons désigne par X,.
Ainsi Ra variera entre IMnfini et les rayons vecteurs Xn de la courbe >«.
Ainsi , si Pon suppose un plan sécant infinitésiinal ( du danxième ordre ) parallèle à la dreite Y, son inclinaison sur le plan tangent pourra varier de manière à ce que R, prenne tontes les valeurs comprises entre l^infini et lL^=zma. Si ce plan sécant est parallèle à la droite Y., R, pourra varier depuis l'infini jusqu'à X, -= ma,.
Et ainsi de suite.
11 sera facile de traduire en analyse les divers rànltats géométriques auxquels nous avons été conduit en employant la méthode des projections.
Cette dernière que&Uon n'a encore été résolue que pour les surfaces réglées ayant une génératrice droite commune.
35. Supposons sur une surface S une courbe arbitraire A. Faisons rouler sur cette surface un plan tangent T de manière à ce qu'en ses diverses positions son point de contact avec la surfaceS soit situé sur la courbe A. Dans son mouvement, l'enveloppée T engendrera une surface développable 2., ayant pour arête de rebroussement une courbe a.
La courbe A ne sera pas, en général » une développante de la courbe a; cela n'aura lieu qu'autant que la courbe A sera une ligne de courbure de la surface S.
36. Concevons les diverses génératrices G, G', G", ... de la surface 2, lesquelles couperont respectivement la courbe A aux points m, m'j m', ... et toucheront Tarète de rebroussement a aux points 6, b'j b"....
Imaginons aux points m, m', m% ... les normales N, M', N", ... de (ji surface S ; puis traçons dans le plan T, tangent en m à la surfaceS, deux droites x et j^, se croisant en m, et étant l'une la tangente de la courbe A, «t l'autre la tangente conjuguée^ qui, comme on le sait, ne sera autre que la droite G.
Supposons que pour les divers plans, T' tangent en m', T" tangent en m\ ... on ait fait les mêmes constructions.
Gela posé :
Si Ton rapporte la surface S aux trois axes x, y, N (la normale N à la surfaceS étant l'axe des 2), son équation sera :
Si l'on suppose que la surface S (au moyen des formules de transformation des coordonnées) soit rapportée aux trois axes x', y\ N' ( le point m' étant la nouvelle origine des coordonnées ) , son équation sera :
Pour le point m'' on aura :
^' = ?. (af\ y') et ainsi de suite : *
En vertu de ce que les points m, m', m", ... de la courbe A se trouvent successivement être l'origine des coordonnées, et de ce que les plans tangents en ces points de la surface S sont aussi successivement les plans des x'y, des x Y'? 6tc... on aura :
mais, en général, l'on n'aura pas :
drz=drx!=drz" = ...
37. La série des normales N , N'^ N", ... formera en général une surface gauche , à moins que la courbe À ne soit une ligne de courbure de la surface S , auquel cas la surface $, lieu des normales, sera une surface développable^ qui deviendra un plan lorsque la courbe À, étant une ligne de courbure de la surface S, sera plane.
38. Si Ton trace sur la surface 1 une courbe D qui soit une développante de Tarêtede rebroussement a , on pourra concevoir les diverses normales à la surface 2 aux divers points de la courbe D.
Ainsi la courbe D coupant la droite G au point cf. G' au point d', G" au point d'\ ... on aura, en ces points, les normales it, n', n\ ... à la surface 1 qui formeront une surface dévelo|)pable 2,, ayant pour arête de rcbroussement une courbe a,. Les droites n, N — n', N' — n", N" — ... seront respectivement parallèles.
Cela posé :
39* Si Ton suppose deux surfaces S et S' en contact tout le long de la courbe A et que Ton suppose que le contact soit du 2* ordre tout le long de celte courbe, on peut se demander quelle sera la ligne qui limitera la calotte ou zone superficielle et élémentaire par laquelle ce contact s'établit entre ces deux surfaces.
40. Imaginons que Ton mène un plan P parallèle au plan T et à une distance d^z du point m et comptée sur la normale N, ce plan P coupera les deux surfuces S et S' suivant une courbe G, du second degré, laquelle limitera la calotte élé mentaire du contact du deuxième ordre existant au point m , entre les surfaces S et S'.
Il en sera de m'ême pour les plans, P' au point m', P"au point m" y etc., et toutes ces courbes du second degré G,, C\, G"., ... par leur ensemble formeront la zone élémentaire entre laquelle le contact du deuxième ordre existe entre les deux surfaces S et S' et tout le long de la courbe A.
41. Lacourbequi limite la zone élémentaire ne sera pas donnée par les intersections successives des courbes G,, G'., G",, ... quelque rapprochées qu*on suppose les normales N, N', N", ... car on doit remarquer que la courbe C. (qui , comme on le sait , a un système de diamètres conjugués parallèles aux droites a; et ^ , que nous avons tracé sur le plan tangent T ) se meut d*abord dans le plan P, son centre parcourant une droite infiniment petite parallèle à la droite x{x étant la tangente au point m à la courbe A) ; eMuite que le plan P s'incline pour passer en la position P', où il se trouvera perpendiculaire à la normale N' infiniment voisine de
N , et enfin que dans ce plan P' la courbe G, se transforme en la courbe G'.; de sorte que Ton voit que les courbes G, et G', pourront, en général, ne pas se couper. 42. Dès lors on voit que la courbe qui limitera la zone élémentaire de contact sera donnée par Tintersection de la surface S et d'une surface H qui sera , en gé néral , gauche et engendrée de la manière suivante.
Portons sur la normale N la distance d^% on aura le point o
— N' — dV — o'
— N" — d^i' ~ o" et ainsi de suite,
Les points o, o\ o',... détermineront une courbe I tracée sur la surface gauche * formée par les normales N, N', N'\...
Par le point o on mènera la droite g parallèle à G
— 0 — gf ^ G
et ainsi de suite.
La série des droites g^ g, g'\... formera la surface H.
43. On doit voir de suite que les droites g^ g'j g\ etc. ne sont autres que les diamètres des courbes G,, G'., G".,... conjugués des diamètres (de ces mêmes courbes), qui sont parallèles aux tangentes x^ Xj x\-.. de la courbe À.
44. En sorte que la courbe ^ intersection de la surfaces et de la surface gauche H, laquelle courbe /ui limite la zone élémentaire suivant laquelle le contact du 2* ordre s'établit entre les deux surfaces S et S' tout le long de la courbe À, sera le lieu des extrémités des diamètres des courbes G,, G'^, G",,... parallèles aux axes y, y , » , etc.
45. Et comme les plans P, P', P",... des courbes G., G'., G''.,... sont respectivement perpendiculaires aux normales N^ N', N",.** on ^oit de suite que la courbe |x ne peut être Tenveloppedes courbes G,, G',, C",,... qu'autant que la surface H sera développableet sera, dès lors, Tenveloppe des plans P, P\ P'', etc.. ou en d'autres termes, qu'autant que l'on aura (/"«zzicfs =dV=...(l) à moins que la surfaces ne soit un cylindre, auquel cas la surface H serait un cylindre (serait donc une surface développable sans que les équations (1) soient satisfaites )•
46. Lorsque, en général, les équations (i) seront satisfaites, on doit voir de suite que la courbe ^ coupera orthogonalement les normales N, N', N'', etc., et se projettera au moyen des droites 9, g\ g^\ etc. sur la surface 2^, suivant une développante de l'arête de rebroussement a. de cette surface 2,.
47. Or, lorsque d'«=d';s'=:rf'z"=.., on voit 9e suite encore que les courbes C., G',, G", ,... sont identiques; que dès lors la surlace S doit avoir même rayon de
ooiirbure maximum tout ie long de la courbe À , et aussi même rayon de courbure minimum tout le long de cette même courbe A.
48. On pourrait demander quelle sera la surface la plus simple qui aura avec une surface S un contact du 2* ordre et tout le long d'une courbe A, arbitrairement tracée sur cette surface donnée S.
D'après ce qui précède , il est évident que si Ton considère les diverses surfaces du 2* ordre osculatrices à la surface S aux différents points m, m\ m",.** ^^ '^ courbe A , et si l'on suppose que les axes de ces surfaces sont respectivement pour la surface osculatrice au point m,
C=K(rj8. a=\/rC; h=VfjC.
(K étant un coefficient constant, r et R étant les rayons de courbure , le 1*' maximum , le 2* minimum de la surface S pour le point m). Et pour la surface osculatrice au point m :
C'=Kirji'; a'=\/?C', h'^V'KG.
Et ainsi de suite :
Les sections coniques obtenues dans les surfaces osculatrices par les plans normaux menés successivement par les droites G et N, G' et N', G'' et N",.., formeront la surface la plus simple que Ton puisse construire.
Applications de ce qui précède à divers exemples .
49. Supposons l"" que la surface S est une surface de révolution, un ellipsoïde par exemple.
Supposons que la courbe A soit yn parallèle. La surface aura en chacun des points du parallèle A , des rayons de courbure maximum égaux et aussi des rayons de courbure minimum égaux.
Il est bien évident que Ton aura :
La surface 1 sera un cône droit ayant son sommet, sur Taxe de rotation de la surface S , en un point q.
Si Ton descend cette surface conique 2 parallèlement à elle->mème, son sommet q se transportera en q' sur Taxe de.rotation, et de telle sorte que
_ fz
qq'=
(a étant le demi-angle au sommet du cône 2). En cette nouvelle position le cône cou|)era la surface de révolution S suivant un cercle. Évidemment il en serait de rnftme si Ton descendait le sommet q du cône 1 en un autre point q" tel que :
qq =
cosa
Ainsi : la courbe limite de la zone élémentaire du contact du n' ordre » entre deux surfaces de révolution qui ont même axe de rotation ^ sera toujours un parallèle (un cercle). . 50. Supposons-2" que la surface S est encore une surface de révolution , mais prenons pour la courbe A , un méridien de cette surface S.
Alors la surface 1 devient un cylindre.
Alors la surface H est aussi un cylindre , mais la courbe fi n'est pas une courbe parallèle à la courbe méridienne A.
Ainsi , dans ce cas, la surface H est développable , mais non enveloppe de Tespace parcouru par les plans P, P', P"^... comme cela avait lieu dans le premier cas.
51. Supposons 3* que la surface S est une surface annulaire, et prenons pour la courbe A, le cercle culminant;
La surface 2 sera un plan; les équations d'z=d^z'=i(tz'^=i... seront satisfaites ; la surface H sera aussi un plan ; et tous les plans P, P\ P" ... se confondront avec le plan H. Dans ce cas la courbe limite de la zone élémentaire de contact du n' ordre sera aussi un cercle; et cela devait être , car on n'a ici qu'un cas particulier du cas général examiné dans Tart. 49 de ce paragraphe Y.
52. Supposons 4* que la surface S est une surface conique ; et prenons une des génératrices droites pour la courbe A. Alors la surface 1 devient un plan tangent; la surface H devient un cvlindre, qui n*est autre qu'un plan passant par le sommet de la surface conique S et perpendiculaire au plan normal mené à cette surface conique S par la droite A ; car, en effet, pour un cône on sait que : (tz^ tfz\ d^z^^ ... sont les ordonnées d'une droite passant par lé sommet et située dans le plan normal.
On pourrait multiplier ces exemples.
S VI
53.. Dans ce qui précède, nous n'avons examiné que ce qui devait arriver lorsque les deux surfaces S et S' en contact tout le long d'une courbe A , avaient seulement un contact du deuxième ordre tout le long de cette courbe.
Cherchons maintenant comment on peut déterminer, par laGéon^trie^ la courbe limite de la zone superficielle du contact du n' ordre , existant entre deux surfaces S et S' et tout le long d'une courbe A commune à ces deux surfaces.
54. Si l'on conçoil que la droite y tangente au point m à la courbe A se meuve parallèlement à elle-même et tangentiellement aux deux surfoces S et S', elle engendrera deux cylindres ayant pour courbe de contact | l'un avec la surface S , une courbe 6 , et l'autre avec la surface S' une courbe S^.
Et si l'on suppose la surface 0, osculatrice du deuxième ordre en m aux deux surfaces S et S', un troisième cylindre engendré par la droile y aura pour courbe de contact avec la surface O, une courbe pUme U,.
Si Ton suppose la surface 0, osculatrice du troisième ordre , on aura la courbe U^ qui sera une courbe à double courbure.
Et ainsi de suite.
55. Pour le point m\ on aura les courbes d^, d". et 13'., U', : ... Et ainsi de même pour les autres points m", m'\ ... de la courbe A.
Si les deux surfaces S et S' ont un contact du deuxième ordre tout le long de la courbe A.
Les courbes 3, 3,, U, — 3^, i',, U'^, — i", i", , l}'\ — ... auront un contact du deuxième ordre.
Si le contact tout le long de la courbe A est du troisième ordre, les couples de courbes analogues auront un contact du troisième ordre.
Et ainsi de suite.
56. Si donc Ton imagine une droite h se mouvant sur la normale N au point m et sur la courbe d et parallèlement au plan T tangent en m à la surface S , cette droite h engendrera un conoïde Z ayant le plan T pour plan directeur.
El si l'on suppose que Ton porte sur la normale N et à partir du point m , les
dislances : ^
{ifz) on aura un point o.
(d'z + iPz -f-d*») — 0, Et ainsi de suite.
Chacune des génératrices droites du conoïde Z ; savoir :
h^ passant par le point o, coupera la courbe d en un point d, *, — 0, — d,
etc. — etc. — etc.
Faisant les mêmes constructions pour les divers points m', m", ... de la courbe A, on voit de suite :
1* Que les points tels que d. détermineront sur la surface S la courbe limite de la calotte superficielle du contact du deuxième ordre qui peut exister tout le long de la courbe A^ entre la surface S et une autre surface S';
2* Que las points tek^que^d détenQineroat la pourbe limite du contact du Iroisrème ordre. El ainsi de suite.
57. Dès lors )a sfir/^ce. gauche H qui ,. par son intersection airec la surface 6 , déterminera les mêmes. çpyrb^»^ ^era formée» pour le contact du deuxième ordre , d^s droites telles, que /^« ; pour «Iq ooptact.du. troisième ordre , des droites telles que A, ; et ainsi de suite.
58. On doit remarquer que le conoideZ aura un élément développable; ce sera celui qui est déterminé par les deux génératrices G et h^^ qui sont deux génératrices successives et infiniment voisines , et qui sont parallèles ( en se rappelant que la droite G est la tangente conjuguée de la droite y).
SUR LES PARABOLOIDES OSCULATEURS (^).
1* Propriéiéê des parabolcUdesosculaleurSj en coniidérani les cantaéts des divers ordres ;
2* équation générale des inéicaJLrices ^ des divers ordres.
SI
' 'Propriétés des paraboUndes oscutateur s.
1. Soit z=:ay*+byx'i'€x* '^dy^ejO'^^f Téquation d'un paraboloide du deuxième degré : . ' ,
Si Ton suppose que l'origine desl côokrdonnées se trouve sur la surface , on aura : /= 0.
Si Ton suppose ensuite que le plan des xy est le plan tangent à ta surface au point qui est choisi pour l'origine des coordonnées , on devrai avoir :
dx dx
—. = 0 et 5" = ^ pourâp = 0 et y=0
Ainsi, (/=:0 et e=0. Par conséquent :
xssay*'\'byx']~ex*
sera Féquation du paraboloide rapporté à son plan tangent comme plan des^»
et à sa normale comme axe des x.
(*) Extrait da 25* cahier du Journal de l^ole polytechnique. Juillet 1837.
3. Traçons dans le plan xy une droite D passant par l'origine des coordonnées , ses équations seront :
jr = 0 et y=ifnx
Supposons qu'un plan T roule tangentidlement à la surface et parallèlement à la droite D ; les divers points de contact x', y\ z' de ce plan avec la sur&ce formeront une courbe qui sera la courbe de contact dd'un cylindre (enveloppe de l'espace parcouru par l'enveloppée T ) tangent au paraboloîde , et dont les génératrices seront parallèles à la droite D. . S. QierchoQS les équations de la courbe d.
L'équation du plan tangent sera :
Xj y\ % étant les coordonnées du point de contact. Ce point étant sur le paraboloîde» on aura :
ji'.= ay'»+6yV+ca?'* (â)
Si par le point Xj y\ z' on suppose une droite D' parallèle à la droite D» ses
équations seront :
4f— J8'=0 et y— y'=in(a?— a:?<î (3)
Substituant ces valeurs dans l'équation (1), on aura : Ainsi
et les équations (5) et (2) seront les équations delà courbe de contact d; et l'on voit de suite que l'équation (5) est l'équation de la projection de la courbe d sur le plan des xy. Or on a :
Ainsi ou
-^^^+hx
6y+2ca?+ m (ifljf-f te) = 0
y (6 + 2ma) + x(^ + mft) = 0 (6)
cette équation (6) sera l'équation de la projection de la courbe d sur le plan desâ;y . La projection de la courbe i sur le plan des xy est donc une ligne droite.
Ainsi la courbe à sera plane.
4. Si Ton avait considéré un paraboloide du troisième degré :
zz^ay^^ bfx + eyx* + da^+ eff + fyx + gx"
rapporté à son plan tangent comme pian des xy , et à sa normale comme axe des 2 , Féquation (6} serait :
y'(6+3ma) + apy(2c + 26m) + a:*(M + m)+y(^+2m)+ar(2sf-H/^)==0 (6.)
Ainsi dans ce cas la projection de la courbe d sur le plan des xy se trouve une courbe du second degré , passant par Forigine des coordonnées. Et il est évident que cette courbe-projection est une parabole.
La courbe S sera donc une courbe à dotibte courbure.
5. Généralisons ce qui précède et supposons une surface S dont Téquation sera représentée par ;
et représentons Téquation du paraboloide du troisième degré par z^=s^(xj y) en nous rapt)elant que l'équation de ce paraboloide renferme sept constantes arbitraires.
Supposons encore que la surface générale S a même plan tangent que le paraboloide , et que ce plan est précisément celui des xy j alors l'équation (7) sera satisfaite par x=0 et y = 0 9 et l'on aura :
p.=0 et $=0 dx dy
6. Cela posé, si l'on veut établir un contact du troisième ordre entre les deux surfaces, il faudra poser les équations suivantes :
dx' "" dx' ' dy* dy* ' dxdy "" dxdy d*f _ <P+ <P? _ d^ d^y _ <P4> 5ïâ""5ï5' ^""rfy*' é^^d^dx d\ _ d^ da^dy dx*dy
en tout sept équations qui serviront à déterminer les sept constantes arbitraires qui existent dans l'équation du paraboloide du troisième degré.
7. Ainsi Ton pourra toujours , en général j déterminer un paraboloide du troisième degré ayant une osculation du troisième ordre en un point m d'une surface S et tout autour de ce point; et Ton ne pourra en déterminer qu'irn seul.
8 . Maintenant , considérons un paraboloïde du n'*^à6gré dont l'équation serait :
et dans laquelle manquerait le terme tout connu et les termes du premier degré en a;ety (auquel cas la surface serait rapportée à son plan langent et à sa normale). On sait que Téquation complète du degré n entre deux variables renferme
( — ^ — 1 constantes arbitraires; et comme les lermes k^px ei qy manquent , on
aura — î— ^ constantes arbitraires.
Pour établir le contact du ri'^^ ordre entre deux surfaces , il faut poser
{ L '^ ) équations telles que celles (8). Ainsi Ton aura toujours autant d'équations de condition que de constantes arbitraires à déterminer. Ainsi Ton pourra toujours, en général , construire un paraboloïde du n^*^ degré ayant un contact du ri^^^ ordre en un point m d'une surface donnée S et tout autour de ce point ; et Ton ne pourra en construire qu'un seul. Si Ton considère maintenant le paraboloïde du ri^*^ degré dont Téquation (9)
renferme ( a*^ ) constantes arbitraires, et que l'on veuille chercher Téquation de la projection de la courbe i sur le plan des xy , on voit que cette équation étant
dx dy
son degré sera (en vertu de la différenciation) d'une unité moindre que celui de l'équation (9][. Ainsi du degré (n— 1) le degré de Téquation (9) étant ri.
Dès lors Ton peut énoncer le théorème général suivant
V Étant donnée une surfaces, si l'on conçoit un paraboloïde dont l'équation est 2 = <p^(j;, y) , tangent par son sommet en un point m de la surface S (9, étant une équation du degré n entre deux variables x et y, dans laquelle manquent les termes Ac, pxeiqy), on pourra toujours déterminer les constantes de l'équation du paraboloïde , de manière à ce que ce paraboloïde ait une osculation du degré n avec la surface S et tout autour du point m.
2* Si l'on suppose qu'une droite se meuve parallèlement à elle-même et au plan tangent en m, et tangentiellement d'abord au paraboloïde et ensuite à la surfaces, on aura deux cylindres -, le premier sera tangent au paraboloïde suivant une courbe ij le second sera tangent à la sur&ce S suivant une courbe d'. Les deux courbes i et i' auront entre elles un contact du n*^^ ordre; mais leurs projections sur le plan, tangent au point ma l'une et à l'autre surface, n'auront entre elles en ce point m qu'un contact du degré (n — 1).
S** La projecUon de la courbe d sur le plan tangent en m sera une droite pour Tosculation du deuxième ordre , une courbe du deuxième degré pour l'osculation du troisième ordre , une courbe du troisième degré pour Tosculation du quatrième ordre , et ainsi de suite.
4*" Si Ton considère les deux ungenles conjuguées I et «h au point m de la sur^ face S y la courbe d con tact du paraboioîde du degré n ( et ayant avec la sur&ce S en ce point m une oscuiation de Tordre n) avec le cylindre dont les génératrices sont parallèles à la tangente tj et la courbe St contact du même paraboioîde avec le cylindre dont les génératrices sont parallèles A la tangente i, j formeront deux courbes conjuguées» en ce sens que leurs projections sur le plan tangent en m se croiseront en ce point m y et auront pour tangentes en ce point m,^ savoir : la courbe 3 la droite i,, et la courbe d. la droite t.
10. Nous avons démotitré que le paraboioîde du degré n, dont Téquation est :
[fnC^f y) étant l'équation non complète et du degré n entre deux variable9, mais dans laquelle les trois termes k eipxeipy seuls manquaient], pouvait en général avoir un contact du n*^*^ ordre avec une surface S dont l'équation était 2=F(a;, y) (en admettant toutefois que l'on puisse différencier h fois la fonction F, en supposant en d'autres termes que (TE ne soit pas nul).
11. Nousavons vu que les constantes de l'équation ;s=<p.(a;, y) seraient déterminées par les équations obtenues en égalant les différentielles partielles des deux fonctions 9^ et F obtenues par des différenciations successives poussées jusqu'à l'ordre n inclusivement.
12. Gela posé, remarquons que si l'on prend le paraboioîde du second degré dont l'équation est: z = ay* -hbxy + ca;' = f,(x, y)j et pour laquelle on suppose que les constantes a , 6, c , soient déterminées par les équations :
en sorte que le paraboioîde z=<p,(j;, y) se trouve avoir une oscuiation du deuxième ordre avec la surface dont l'équation est z=F(a;, y); on pourra toujours changer les axes des x et des y de direction dans le plan tangent qui est choisi pour plan des axes a; et y , de manière à ce que Ton preDnne pou^ nou«veaux axes des a? et des y les tangentes ( rectangulaires entre elles) des lignes de courbure de la Surface S , lesquelles se croisent du |[>oint m contact des deux surfisices (ce point M étant toujours l'origiAe des' coérdonnées, soit anoi^nes, soit nouvelles) .
13. Dés lors, par ce changemeni de coordonnées, l'on pourra dans l'équation du paraboloïde faire disparaître le terme en xy.
Dès lors aussi la suripsuceS ayant pour équation z=^F, (a: » y) , en la supposant rapportée à sa normale comme axe des 2, et aux tangentes à ses lignes de courbure comme nouveaux axes des x et des y, aura pour paraboloîde osculateur du deuxième degré celui dont Téquation sera :
a et b' étant déterminés par les équations :
çTF. ^dY. ^^'^
dx' dar*' dy' dtf
et en vertu du choix des axes coordonnés , on aura :
-^ = -^ =0 dxdy dxdy
14. Passons au paraboloîde osculateur du troisième degré. Avant le changement des axes coordonnés , son équation était :
Si nous changeons les axes coordonnés pour rapporter les deux surfaces osculatrices à leur normale commune comme axe des z et aux deux tangentes des lignes de courbures prises pour axes des a? et des y , nous voyons que puisque , avant le changement de coordonnées, les constantes arbitraires A, B, G, etc., sont déterminées par les équations :
dar ite*' dff'^dy'' dxdy ^ dxdy' dx," da?' df dy" '
£^_^^ d?f, ^ d^F dx^dy dx^dy' dxdf " dxdy*
après le changement des coordonnées , on devra avoir :
dxdy dxy
dx dx t d9\ dF
dy dy
La fonction if\{x, y) ne contiendra donc pas les termes en a: , en y et en xy. Ainsi , l'équation du paraboloîde du troisième degré ayant une osculation du troisième ordre au point m de la surface S et autour de ce point m , sera (en pre-
nant pour axes des coordonnées la normale au poinlitt à la surface S, et les tangentes aux lignes de courbure de cette même surface S se croisant au point m):
15. Cherchons maintenant les \aleurs des coefficients a, b, c en fonction
des coefficients difiërentiels partiels fournis par Féquation de la surface S. Soit donc l'équation d'un paraboloïde du troisième degré,
ce paraboloïde étant supposé rapporté aux axes désignés ci-dessus. Nous aurons à poser les équations suivantes :
-: = _ = a»iay + nx'+a6sf +3d.y*
-^ = — »am +â»ix «ixdy dxdy
PF
éPx
dx'dy
da!'dy~
ân
dxdy* ~
dxdy* "~
dar» ~
dx'~
éPx
dp-
Or, comme le point m est l'origine des coordonnées, on a pour ce point : x=0 ety=:0. Dès lors, les équations précédentes deviendront, en y faisant Thypothèse , X = 0 et y = 0 :
^=:— =0^— — = • — = — = 0 dx *~Ar"~ ' dy ^ dx dxdy '^ dxdy
d-F. fx
d£rdy dordy d'F. dfx ^ <PF. iP;r
dx*dy dx*dy ' ' (tedy» dxdy* .
16. Ainsi i'équation du paraboloïde osculateur étant de la forme
et novs rappelant qae dès lors l'équation de la surface S est t=sF, (x,y) , on voit , d'après ce qui précède , que l'on aura :
" ~ 2 tte" ~ 2 ' dy*
1_ ^ rf — * <PF.
* ~ 2.3* <te»' — 2.3 df
_ * ^Ei. - * <*^F.
"*~ 2 dxds*' " - 2 rfar-iiy
17 . Ed faisant les mêmes calculs pour les paraboloïdes osculateurs des ordres successifs y on verra que leurs équations seront :
Pour le T degré : «=ar*4-6y'
Pour le 3* degré : %s=iax^+by* -^cx^ +dy^ + mxy^ + nx*y
Pour le 4* degré : zs=iax* + by* + cx^ + dy^ + ex^ +fy^ +
+ mxy* -f- nx*y -f- px^y + qx^y* + rxy^ et ainsi de suite.
Et les valeurs des coeflScients seront (en supposant toujours que z=^F,{x, y) soit l'équation de la surface S) :
_ 1 iTF. iL_i ^^'
L^ w— _L*L. _ 3 <PF, _ 3 d^F.
— ^ d4F' _!_ d|F, ^ ^ 2.3.4 <te< ' '~ 2.3.4 dy* '
1 ^, _ 1 (TF.
fi Ar* ' ^"" 2.3.. .n dy
on peut donc énoncer le théorème général suivant : . 18. Étant donnée une surface S dont l'équation rapportée à sa normale et aux
tangentes de ses lignes de courbure sera z = F(x^ y) , le paraboloïde osculateur du degré n aura pour équation (rapportée aux mêmes axes)
f» étant um équation non complète du degré it en x et y , mais dans laquelle manqueront seulement quatre termes, savoir : le terme tout connu et les termes du premier degré en x et en y, et le terme>en xy.
fl
Équationê des indicatrices des divers ordres.
i9. Il est évident que nous pouvons , en vertu. de oe qui pràoède, énoncer le théorème suivant :
Si Ton a une surface S du degré n (son équation étant l'équation complète du degré n entre trois variables) , et qu'en un de ses points m on mène son plan tangent T, tout plan P paraUète lau plan T coupera la surface S suivant une des courbes représentées par l'équation :
K s=f Jx, y) (K étant une constante).
Ainsi , par exenple (edmme on- le sait déjà) , une surfkcedu deuxième degré ne peut être coupée par un plan parallèle à l'un de ses plans tangents que suivant une ellipse ou une hyperbole^ et jamais suivant \UMpmMbole.; et tout ce qui précède nous fait voir que réquation.9^(x^2^) ne renCeriae q^ie des courbes eUipliques ou fermées et des courbes k^perbeliques ou i branches iniinies.et s(yaat des.asymptôles , et que les courbes paraboliques , ou à branchas infinies et sans asymptotes , en sont exclues.
20. Remarquons que,pour cha/sundes points m>d'iine'attr&ce4laii<ftéeS| oa ne peut construire qu'un seul paraboloide osculateur du éeuiième, 4M troisième., ou n' degré y dont l'équation sera de la forme :
On doit donc être porté à regarder ce genre de-su rCane (parabokHde) «omme étant celle à laquelle on doit comparer la forme et la courbure d'une surface quelconque S , en un point arbitraire de cette surface S.
21. La fonction <f«(â;, y) n^étant point homogène ( et ne l'étant seulement que pour le paraboloide dû deuxième degré), des plans parallèles enire eux et au plan tangent ne couperont pas les paraboloîdes oseulateurs du troisième degré et de degré supérieur suivant des courbes semblables.
Mais cependant ces plans parallèles couperont chacun de ces paraboloîdes suivant des courbes du même genre et du même degré.
22. On est donc en droit de regarder la section & =<f.(^ y) • faite dans le paraboloide par un plan 2 = K ( K étant une constante arbitraire) » comme représentant la forme et les inflexions qu'aflbete la surface S autour du poi||bfii.
On peut dès lors donner à oette eoorbe le oem d'tmfiailrjcf*, ^ •
Nous pouvons donc dire que l'équatûm
dans laquelle 9« sera une équation du degré n , en x et en j/ , dans laquelle man* queront les termes kypx^ qfy ray ^ sera Téquation de Yinéieakice de Tordre n.
Et qu'ainsi il n'y aura que les courbes du degré n renfermées dans cette équation qui pourront être des indiadrices de» formes et inflexions d'une surface autour d'un de ses points. Ainsi, les courbes «//tpftftf^^ et hyperboliques peuvent être seules des nuBcairices.
24. Si donc étant donnée one surftice S on construit pour un de ses points m les divers paraboloîdes oscillateurs du deuxième, troisième, quatrième,. •• n' d^ré , et qu'on les coupe ainsi que la surfoce S par un. plan parallèleau plan langant en m , on obtiendra une série de courbes qui indiqueront , d'une manière assez, nette et assez précise, la forme, les inflexions et les particularités de courbure que la surface S affecte en ce.peint m.
25. Ce mode de représentation de la surface tout autour du point m offire quelque analogie avec celui employé pour représenter le terrain au moyen des courbes horizontales ou dé niveau. Seulement , comme les courbes limltea des calottes superficielles et élémentaires du contact, du deuxième, troisième , quatrième^/, n* ordre qui existe entre deux surfaces^ sont des courbes infiniment petites, et qu'en supposant pour plan sécant commun celui dcmt l'équation est zz;=iKr on obtient des courbes finies, on doit regarder le mode de représentation de la sur* face en se» éléments , tout autour du point m , au moyen d^ courbes finies situées dans un même plan et dont les équations sont :
comme si l'on avait, au moyen d'une loupe, grossi la calotte élémentaire (de la surfece S et exislaat en ce point m ) dont on veut apprécier la forme et les inflexions.
26. Ainsi , au moyen des indicairices des divers ordres de contact, on pourra, pour ainsi. dire, connaître maintenant Vqrgmiêoiim intime et géoméirique d^une surface eu chacun de ses points.,
27. En résuMmt ce qui précède, ou voit que si 2=F (j^, y) étant Téquation d'une surface S, on développe par la formule de Taylor, on aura :
Z^zx + dx-j-éPx+drx +
ou, .
cIP cPF if F A" ik
dy ' dordy . ^ dx'dy 1.2 ^
"^dy* 1.2*^ Ardy' 1.2 +-"-
28. Si Ton suppose que Féquation de la surface S soit telle que pour x=0 et 0=0. ah a : *
F=0 — =0 — = 0 et — =0 * dx * dy dxdy
alors la surface donnée S sera rapportée à sa normale et aux tangentes de ses lignes de courbure se croisant en un de ses points , ce point étant pris pour origine des coordonnées.
29. Dès lors , supposant que Ton fasse x = 0 et y t=! 0 dans chacun des coefficients différentiels, et remplaçant h par x et i par y :
1* On aurîi , en posant :
£s=sla r* (colonne), Téquation du paraboloïde osculateur du 2* degré, 2= la 1**+ la 2* (colonnes) 3* degrés
et ainsi de suite (ces paraboloides osculateurs étant rapportés aux mêmes axes
coordonnées, ainsi que la surface S)«
2* On aura , en posant :
D = la 1'* ( colonne) , Téquation de Tindicatrice finie du 2' ordre ,
D = la l'^^- la 2* (colonnes) 3* ordre,
et ainsi de suite.
En supposant toujours que l'on fasse x=dd et y =0 dans chaean des coefficients différentiels et remplaçant h par cCx et ft par c%,
3* On aura , en posant : .
(fs=3la 1'* (colonne), Téquation de Tindtcatrice n^niîésiimie du 2* ordre,
if 2 4- (i^z c=3 la l~+la 2* (colonnes) 3* ordrc^
et ainsi de suite.
30. On obtient ainsi une traduction géométrique (qui, à ce que je crois , n'a point encore été indiquée) de TensembLe des symboles analyiique$ dont se compose la formule de Taylor.
raOPRIÉTÉ BU PARABOLOÏDE OSCULATEUR PAR SON SOMMET EN UN POINT D*UNE SURFACE
DU SECOND DEGRÉ
1 . Supposons deux surfaces dont les équations soient algébriques, et toutes deux du degré n.
Supposons que ces deux surfaces aient un point de contact , et soient rapportées l'une et l'autre ;
1* A ce point de contact , comme origine des coordonnées ;
2* A leur normale commune » comme axe des Z ;
3* Aux tangentes à leurs lignes de courbure , comme axes des X et des Y.
(Leurs lignes de courbure ayant à Torigine des coordonnées même direction. )
2. Les équations de ces surfaces étant if{Xf y, x)=0 et 4^(0;, y^ 2)s=0 , devront être telles qu'elles soient satisfaites par x;=0, ys=sO, 2=0 , et l'on devra avoir en même temps :
dx ' dy * dxdy
et aussi
^ — 0 ^ — 0 J^—a dx ' dy'^ ' dxdy^
3. Si ensuite on établit que ces deux surfaces ont un contact du vt^^ ordre , les deux fonctions 9 et 4/ seront telles qu'en faisant zc=0 dans l'une et l'autre» on obtiendra la même fonction en a; et y , que je désigne par f{x , y).
A. Dès lors , on conclut que toutes les surfaces du degrén et ayant en un point un contact de Tordre n , se coupent suivant une courbe dont l'une des branches est plane et située dans leur plan tangent commun , et que l'équation de cette branche plane est/(a;, î/)=0.
5« Appliquons ce qui précède à deux surfaces du deuxième degré C et C« Les équations des deux surfaces ( et 2;, osculatrices l'une à l'autre, seront :
pour ç «of -f*y* + iiM;* + iMC*4-py« + jjf =s0 (1)
fourç, «ç" + V + Mj»"-]- Na?jaf 4-1^*4- « = 0 (2)
(*} Extrait dn IoiuimJ de MathématiqiiM publié par M. liouTille.
— îtte —
6. Cherchons l'équation de la projection sur le plan des xy de la courbe , inter* section des deux surfaces données.
Il faudra éliminer % entre les équations (1) et (2).
Ces équations sont satisfaites par z=0...(3)etax* + %'=0...(4). Ainsi: on voit de suite que les équations (3) et (4) seront celles d'une courbe commune aux deux surfaces ( et 2;., quels que soient les coefficients m, n, p, V , N, P, et que cette courbe est un poini lorsque a et 6 sont de même signe et deux droUes , lorsque a et 6 sont de signes différents..
Pour effectuer Télimiiiation , retranchons les deux équations (1) et (2) rûne de l'autre , on aura :
*[jr(m — M)^+a?(ii — II)r + y(P— P)1 = 0
d'où l'on tire les valeors: db z , saftmr :
'=0 ** ' 5r=nK —
Substituant la seconde valeur de z dans l'équation (1) ou (2)^ on aura :
+i-'+pf+t)["^-'2tf -"]]-'
et en ordonnant :
• L.+!î?îzî^^)U+
HÎTI
7. Ainsi la courbe, intersection des deux surfaces ( eti; se composera de deux branches , l'une B inirariable , et dont les équations 8ont'(3) et (4) , l'autre que je désigne par A et qui sera variable suivant les valeurs attribuées à m, M, n, N, p, P, et dont la projection stir le plan xy (pl'an tangent au point d'oscidatlon ) aura pour équation: l'équation (5).
8. On voit que la courJ>eApeutôtre.yuiiedes troi&sectioiifi coniques, et qn'dUcr passe toujours par roriginei des coordonnée» qui est le point d'osculatioa des deux surfaces ( et (,.
Si r n===N=0 et p ==;P?=0 ousi 2! lliisui^ Pcssf
— «47 — L'éqnalMB (5) w viéoità :
La couribe complète d'intersection des deux surfaces ( et !;, est donc dans ce
cas r
(«af+6îrr=»0 (6)
Ainsi : i"* si a et 6 soat de même signe » les deux surfaces n'ont d'autres points communs que le point de contact ; 2* si a et fr sont de signe contraire, les deux surfaces n'ont d'autres lignes communes que les deux génératrice» droite» qui se croisent au point de contact.
Bans le premier cas les deux suriaoes ont leurs rayons de courbure maximum et minifittim dirigés dans le même sens ; dans le deuxième cas , les rayons de courbure sont diri|[és en sens exposé*
Bans le deuxième cas^ les surfaces sont gauche» j dans le premier cas elles ne sont pas gauche».
10. L'équation (6) prouve que les deux surfaces ont, dans les deux cas, un du troisième ordre, ce qui doit avoir lieu en effet : car les équations seront : si n=5N=0etp = P=0,
pour la aoiCnee C • . . «af^* V+ flu*-Hi^=sO pour la sur&œ (■•••• ox" + ^* ~h ^* 4~ ' = ^
et l'on^^ queees éecncsurfeces ont deux plans diamétraux principaux tTommuns, qni^OBt te pl&nsf des xz et des yx; le point d'osculation estilonc en même temps lesomméldè l^une ei l'autre surftiee. Ainsi ^e treave-Térifié le résultat déjà connu^ savoir : que loreque deux surfaces dn deuxième degré ont une osculation par leurs sommets, Tordre du- contact est élevé d'une unité; et ainsi l'osculatian , au lieu d'être potre et du second ordre, est impaire ei du troisième ordre. Et les équations seront : si n ==N , ps= P,
pour la surface C . . . oa?* -|~ V + ''^* 4~ ^'^^ + PV* + ' = ^ pour la lurfaoe Ç, . . . oit^ + 6y* + Mjr'+fM?jJ-|-py* + * = 0
etalors les.deia surfaces i>nt deux plans diamétraux conjugués communs, et passant par le point d'osculalMo ; et en efSet, dans ce cas, le contact du troisième ordre doit exister.
Car , sî par fat normale au point d'oscolatien., normale qui n'tet autre que Taxe
des X, et par le centre de Ja surface i; ( ce centre étant i distance finie ou infinie) ,
\ on fiiit passer un plaon R, les cordes eoiijug»ées de ce plan diamétral R seront
I paraHMea i* au plan XY, qui est la pbii tangent au point d'oscubtion , et ftà une
certaine droite B. Ces cordes ae projelteiont doneaur le plan R tuivant des per-
pendiculaires à Taxe des Z; dès lors un plan Q passant par la normale Z et parallèle à la droite B 9 coupera la surface i; suivant une cofiiqrtied ayant son sommet au point d'osculation. . ^
Faisant la même construction pour la surface (,, on aura la conique d.. Si les deux courbes^ et d, sont dans un même plan Q, elles auront un contact du troisième ordre en leur sommet commun , car ces deux coniques ayant un sommet commun et une osculation en ce sommet, ne peuvent y avoir qu'un contact d'ordre impair.
Or y ce que nous venons de dire n'aura lieu qu'autant que les centres des deux surfaces et la normale Z seront dans un même plan R; qu'autant que les deux surfaces ( et];., auront un plan diamétral R commun et passant par le point d'osculation .
Et si ce plan R est un plan diamétral principal pour les deux surfaces , alors tous les plans Q', Q", ... passant par le point d'osculation et perpendiculaires au plan R couperont les deux surfaces suivant des couples de coniques y et d', , d^' et y\ y ... qui auront une osculation du troisième ordre ; les deux surfaces ( et (, auront donc une osculation du troisième ordre, quand elles auront un plan diamétral principal commun.
li. Dans ce qui précède, nous n'avons résolu qu'un cas particulier, qui peut s'énoncer ainsi :
Lorsque deux surfaces du second degré ont en un point une osculation du troisième ordre, si ce point est sur une section principale de l'une des surfaces, il est nécessairement aussi sur une section principale de l'autre sur&ce, et ces deux sections sont dans un même plan diamétral principal commun aux deux surfaces. C'est le cas où l'on suppose que : .
n=N et p = P = 0.
i2. Cherchons maintenant les conditions auxquelles doivent satisfaire les deux surfaces, lorsque le point d'osculation est sur une section diamétrale quelconque.
Puisque les deux surfaces ( et i, ont en un point une osculation du troisième ordre, il faut qu'un plan quelconque passant par le point d'osculation les coupe , savoir : la surface l suivant une courbe 6 , et lasurfac ^ suivant une courbe 6', ces courbes étant telles qu'elles aient aussi une osculation du troisième ordre.
Or, si l'on conçoit une droite Z, passant par le point d'osculation et le cenlre de fa surface Ç , on sait qu'un plan quelconque P passant par la droite Z, ne pourra couper les deux surfaces suivant deux courbes 6 et 6' ayant une osculation du troisième ordre, qu'autant que les centres de ces deux courbes 6 et 6' et le
point d'oscnlatioD seront en ligne droite, car nous savons que cette propriété existe entre deux courbes du second degré, lorsque l'osculation est du troisième ordre ^ et qu'elle n'existe pas pour l'osculation du deuxième ordre {*)*
Or, cette condition ne sera remplie, quelle que soit la direction du plan P, qu'autant i"" que les centres des deux surfaces et leur point d'osculation seront en ligne droite ; 2* que pour chaque plan P, le plan diamétral qui lui est conjugué, et qui passe par Z, , sera- le même pour les deux surfaces.
13. Ainsi, deux surfaces du second degré , ayant en un point une osculation du troisième ordre , ont nécessairement :
l*" Leurs centres et le point d'osculation en ligne droite ;
2* Mêmes systèmes de plans diamétraux conjugués se croisant au point d'osculation.
Cette dernière discussion se rapporte au cas où l'on suppose que :
n=N et p=P.
Si l'on suppose que M =: 0 , P=0 , N
Alors la surface 1^, sera un paraboloîde osculateur par son sommet à la surface (.
L'équation de la projection de la courbe A deviendra :
oaf + fty*— -5 a?- ^ y=0. (7)
fti tu
Les coordonnées du centre de cette courbe seront :
l'ordonnée € = ?-
La courbe rapportée à son centre et à ses axes , sera :
15. L'équation (7) montre que la projection , sur le plan tangent au point d'osculation, de l'intersection d'une surface du deuxième degré avec son paraboloîde osculateur par son sommet, sera une courbe de même nature que t indicatrice éix deuxième ordre , et que les axes de cette courbe , projection de la courbe d'intersection , seront parallèles et proportionnels aux axes de Cindkatrice , propriété
(*} Voyez le mémoire n« 1 de ce chapitre II , page 108.
remarquable qui n'appartient pas seulement au paraboloîde osculateur par ion sommet y. comme nous le. verrons diaprés.
16. Si dans Téquation (7) on suppose^que a rstb (a et fr étant de même signe )• Alors la projection de l'intersection sera un cercle, alors lat6ur&06( sera coupée par des plans parallèles au plan xy ^ qui «st le plan tangent , suivant des cercles, et le paraboloîde osculateur.sera de révolution.
Le point d'osculation sera alors un des 4mbmc$ de la sur&ce x,, rémliat déjà connu et qui se trouve vérifié.
47. Si l'on avait une seconde surface ('rdft second degré et dont l'équation serait :
l'on voit par l'équation (7) que si
— 7 = — = constante = C
et si y en même temps ,
^ = £ s, aMMtanle = G m m
toutes les surfaces telles, que c' et { auront le mémo paraboloîde (Osculateqr et se couperont toutes, suivant une courbe plane , eUip$e ou hyperbole (suivant que ces surfaces ne seront pas ou seront ^nticM) , qui seprcjettera sur le plan tangent au point d'osculation , suivant une courbe , ayant pour équation :
^4f aa^+V — Gr — (7y=0
DES PROPRIÉTÉS OSCULATRICES DE 'dRUX SURFACES EN CONTACT PAR UN POINT (*).
Dans un mémoire ayant pour titre : ûmêêmciUm d» tangentes en tm poim mut- Uplê (Cune courbe flâne ou à àûubU efmrbwe dent r équation eei huHmnue , publié dans le airctthierduJoumal de l'École polytechnique (^^), j'ai donné la construction géométrique des . tangentes au. point multiple que présentait la <30ttrbe interseo-
C) Extrait du Jeumal de mathématiques piire8 et appliquées, publié par M. Liouville, t. VI, 1841. (**) Ce mémoire est reproduit dans cet ouvrage , sons le n^ 1, chap. III.
lion d^deux surfaces en contact par un point, en employant comme surfaces auxiliaires deux surfaces du second drdre et oseulatrices , par leur sommet ^ aux deux surfaces données. Personne n'avait encore songé à l'emploi de ces surfaces auxiliaires ponr résoudre le problème des tangentes au point multiple. Je déduisis facilement, de la méthode que j'avais employée, la construction géométrique de la tangente en un point de la courbe de contact de deux surfaces, tangente dont on ignorait encore la construction en géométrie descriptive, tout comme on ignorait la construction des tangentes au point multiple.
Plus tard 9 dans un mémoire publié dans le vingt*sixième cahier du Journal de t École polytedmique j et qui avait pour titre : Des indicatrices des divers ordres de contact entre deux surfaces et des conxtttions géométriques auxquelles doivent satisfaire deux surfaces ayant un point de contact pour qu'elles aient un contact du n^^^ ordre tout autour de ce point (^) , j'ai démontré que, si deux surfaces en contact par un point avaient suivant trois directions partant de ce point un contact du second ordre, elles avaient dès lors un contact du second ordre , tout autour du même point ; on déduit évidemment de ce théorème que deux surfeces ayant un contact du premier ordre en un point m, peuvent avoir un contact du second ordre ^ suivant deux directions, en partant de ce point.
Toutefois, pour compléter les théorèmes que j'ai établis sur Tosculation des surfaces au moyen des procédés que met à notre disposition la géométrie descriptive, je me propose, dans cette note, de rechercher directement :
•Si deux surfaces , ayant un contact du premier ordre en un point , ne peuvent pas avoir un contact du second ordre , suivant certaines directions , à partir de ce point ?
La solution directe de cette question nous conduira à quelques particularités géométriques qui ne sont pas sans intérêt.
Soient données deux surfaces 2 et 2' en contact par un point m ; désignons par T leur plan tangent commun en m , et par N leur normale commune en ce même point m.
Je désigne par 9 et t les tangentes aux lignes de courbure de la surface 2 se croisant en m.
9 correspondra à la ligne de courbure maximum, et R sera le rayon de courbure maximum de la surface 2 ;
I correspondra à la ligne de courbure minimum, et r sera le rayon de courbure minimum de la même surface 2.
On aura de même 9' et R' pour la courbure maximum de la surface 2', et ^ et r' pour la courbure minimum de la même surface 2^
(*) Ce mémoire est reproduit dans cet ouvrage , sons le n<^ 6 , chap. II.
Désignons par a Tangle que font entre elles les droites 0 et 0', dès lors nous connaissons l'angle qoe S fait avec les trois autres tangentes, puisque 9 et r, 6' et ï se croisent en angle droit.
Cela posé 9 désignons par O et O' les surfaces du second ordre, respectivement osculatrîces au point m aux surfaces 2 et 2^ et par leur sommet.
Supposons que ces deux surfaces 0 et 0' sont des surfaces ayant un centre , ellipsoïde ou hyperboloîde à une nappe , suivant que la surface en laquelle chacune d'elles est osculatrice, a ses rayons de courbure tournés dans le même sens ou en sens opposé.
En établissant que les deux surfaces O et 0' ont même centre situé sur la normale N et à une distance c du point m, on établit que si ces deux surfaces se coupent, elles se couperont suivant deux courbes planes, ou se toucheront suivant une courbe plane, les plans de ces courbes passant par la normale N.
Par conséquent on voit que les deux surfaces 2 et 2' pourront , en général , V avoir un contact du second ordre suivant deux directions, ou 2** suivant une seule direction , ou Z^ suivant aucune direction.
Discutons maintenant toutes les particularités qui peuvent se présenter, suivant que les surfaces O et 0' seront des ellipsoïdes, des hyperboloides à une nappe ou des cylindres, et suivant les relations de grandeur qui peuvent exister entre les rayons de courbure R , r , R', r', des surfaces données 2 et 2', et aussi suivant la grandeur de l'angle a. que font entre elles les tangentes d et 9'.
Menons par le centre x , commun aux deux surfaces O et O', un plan P parallèle au plan tangent T.
Ce plan P coupera respectivement ces deux surfaces O et 0', suivant des sections coniques 6 et 6' qui pourront être :
1* Deux ellipses si les deux surfaces 2 et 2' ont toutes deux leurs rayons de courbure dirigés dans le même sens sur la normale N \
2** Deux hyperboles si les deux surfaces 2 et t ont toutes deux leurs rayons de courbure dirigés en sens opposé sur la normale N ;
Z^ Une ellipse et une hyperbole si Tune des surfaces 2, par exemple, a ses rayons de courbure dirigés en sens opposé, l'autre surface 2' les ayant dirigés dans le même sens sur la normale N ;
V Une ellipse et deux droites parallèles ;
5* Une hyperbole et deux droites parallèles ;
ô"" Deux couples de droites parallèles.
Dans les quatrième et cinquième cas Tune des surfaces 2 et 2' est une surface développable , et dans le sixième cas les deux surfaces 2 et 2' sont toutes deux développables.
On voit de suite que les courbes S.et 6', ou 1* se couperont en quatre points formant les somniets d'un parallélogramme dont les diagonales se croiseront au centre x commun aux deux courbes 6 et 6', et ces diagonales donneront les directions suivant lesquelles le contact du second ordre existe entre les surfaces 2 et 2' ; ou 2"" se toucheront en deux points extrémités d'un diamètre commun , lequel donnera la direction unique suivant laquelle le contact du second ordre existe entre les surfaces 2 et 2' ; ou S"" n auront aucun point commun , ce qui indiquera quelles deux surfaces 2 et 2' ne peuvent avoir de contact du second ordre.
On voit aussi de suite , par ce qui précède , que si deux surfaces développablés ont une génératrice droite commune , et un contact du premier ordre tout le long de cette génératrice , elles n'auront jamais un contact du second ordre , quelle que soit la direction que Ton suive en partant de la génératrice commune ; en sorte que tout autour de chaque point de la génératrice commune , les deux surfaces développables n'auront qu'un contact du premier ordre ; mais si deux surfaces développables sont en contact par un point m j et que les génératrices passant par ce point se croisent, au lieu de se superposer, alors il existera toujours deux directions à partir du point m suivant lesquelles les deux surfaces auront un contact dq second ordre.
Désignons par a et a! le demi grand axe , et par b et 6' le demi petit axe des courbes 6 et S\
L'équation de la courbe g sera, en prenant Taxe des x parallèle à la tangente 9 et l'axe des y parallèle à la tangente i :
L'équation de la courbe S' sera , par rapport aux mêmes axes :
, /cos'a , sin'aX / 1 1 \ , . /si»'* , co«'a\
comme l'on a :
L'équaiion de la courbe 6 pourra s'écrire :
B "•" r ~ c et l'équation de la courbe 6' pourra s'écrire :
./CM* a na*ii\ , ^ . /l 1\ , , /«n'a , oos' a\ 1 ,„,
Les deux courbes 6 et 6' ayant même centre se couperont en quatre points symétriquement placés par rapport à Torigine des coordonnfées et par rapport aux axes des x et des y^ ou , en d'autres tonnes » les quatre points seront les sommets d'un parallélo^mme dont le centre sera à Forigine des coordonnées.
Si donc entre Féquation y sra: tang i et les équations (1) et (2) on élimine les
variables x et y^ oir aura une équation 4u second degré en tang i , de laqtielle on
tirera :
_ Rraiii«coaa(r'-R ) AV/M
^ r(r'8in»a+R'coeV)-r'R' ^^^
En écrivant pour abréger :
rRrTl'[(rr'+RR')8in*«+(rR'+r^)co»'a— rR-r'R']arM (4)
on pourra donc connaître la valeur de l'angle i toutes les fois que Ton connaîtra les rayons de courbure maximum et minimum des deux surfaces 1 et 2' pour le point m par lequel ces deux surfaces sont en contact, et l'angle a que font entre elles les deux tangentes 9 et 9' aux lignes de courbure maximum et minimum des deux mêmes surfaces 1 et 2' passant par ce même point m. Ainsi y les équations (3) et (A) serviront à déterminer l'angle 9 que la tangente à la direction du contact du second ordre existant entre les surfaces 2 et l'y fait avec la droite 9, tangente à la ligne de courbure maximum de la surface 2.
On voit que la tangente trigonométrique de l'angle d aura : 1"* deux valeurs lorsque M sera positif^ 2* une seule valeur lorsque M=:0; et S"" deux valeurs imaginaires lorsque M sera négatif.
Lorsque Ton voudra se servir des formules (3) et (4) on devra se rappeler que Ton y a supposé que r, R y r , R', avaient tous le signe +> par conséquent on devra, suivant les hypothèses que Ton fera pour les surfaces 2 et l\ donner aux rayons de courbure les signes + ou — suivant que la surface aura ses rayons de courbure tournés dans le même sens ou en sens opposés.
Supposons que l'angle a soit nul , alors les plans des sections principales maximum des deux surfaces 2 et 2' se superposent ainsi que les plans de leurs sections principales minimum ; en d'autres termes y les tangentes 9 et 9' se confondent ainsi que les tangentes teti\
a étant nul ; on a :
nn a = 0 et cosa:^l
Dans ce cas, la valeur de M devient:
M=rRr'R' (R'— R) (r— r-)
et
Ainsi tang d a deux valeurs égales et de signes contraires , et ces deux valeurs seront:
l"" Réelles si Ton a en même temps :
et
ou
R'<R et
2^ Imaginaires si Ton a en même temps :
R>ft'
et
r'';>r ou
R<R' et
Sirssr-ytang d devient infini, Pângle ^est droit et i'osculation du second ordre n'a lien entre les deux surfaces 2 et 2! <{ue dans la direction de leurs lignes de plus petite oourbure.
Si R £=: R', tang d devient nul , Tangled est nul et Toséulation du second ordre n'a.lieo entre iesdeux surfaces 2 et 2! que dans la direction de leurs lignes de plus grande courbure*
On pourrait faire diverses autres hypothèses, mais il est inutile d'entrer dans plus de détails sur ce point ; Ton voit de: suite que les valeurs que l'on obtiendra pour tang d s'accorderont avec les relations de position que les sections coniques 6 et 6' affecteront entre elles , en vertu des hypothèses que Ton fera touchant les relations de grandeur existant entre r, R , r\ R' et la nature géométrique^ des surfaces 1 et 1', ou , en d'autres termes , suivant que leurs surfaces osculatrices du second ordre 0 et 0' seront des ellipsoïdes , ou des hyperboloides à une nappe, ou des cylindres.
Supposons que le point m , contact des deux surfaces 1 et 2' soit l'ombilic de la surface 2'i alors la surface osculatrice du second ordre 0' deviendra une sphère S du rayon p ; et si nous supposons que r, R et p soient dirigés dans le même sens et sur la normale commune N, on devra dès lors, dans les formules (3) et (4), poser :
et
Cette supposition que la surface osculatrice 0^ devient une sphère , entraîne la condition de ac=: un angle droit; et en effet la sphère ayant même courbure tout autour d'un de ses points, les deux surfaces 0 et Sdoîventètre considérées comme ayant leurs plans de sections principales maximum et minimum superposés; en d'autres termes, on doit supposer que les tangentes 9 et t\ Q' et t se superposent , et dans ce cas on doit avoir :
et
En faisant dans les formules (3) et (4) les hypothèses indiquées , on aura :
tang8 = ±Y/rBi5=^^ (6)
On a donc deux valeurs égales et de signes contraires pour tangd; par conséquent les directions du contact du second ordre font des angles égaux à droite et à gauche de la tangente 6 ; résultat que Ton devait prévoir , puisque dans ce cas la courbe 6 étant une ellipse, ou une hyperbole, ou deux droites parallèles, la courbe 6' est un cercle.
Et si l'on veut que les tangentes aux directions de l'osculation du second ordre entre les surfaces 2 -et 1' se croisent à angle droit, il faudra poser dans l'équation (6) tang d = 1 . On aura donc :
p_r=rR(R-p) (7)
d'où l'on tire :
r(B'+i) ^ rB + 1
Ainsi, si le rayon p de la sphère osculatrice S au point m de la surface!' satisfait à l'équation (7), les deux surfaces 2 et l' auront une osculation du second ordre, suivant deux directions à partir du point de contact m, et ces directions seront à angle droit.
Si l'on voulait qu'il n'y eût qu'une seule direction d'osculation , il faudrait poser M=0^ ou
rBp'[(rp+R/)) 8in'«+(r(i+Rf) co8"«--rB— p"]=s0
d'où l'on lire :
ce qui donoe deux vakurs poor p ; pour Tune on a :
P=:r pour l'autre
Ainsi la surface Y devra avoir^ dans ce cas , pour rayon de courbure à l'ombilic, ou le rayon de courbure maximum , ou le rayon de courbure minimum de la surface 2.
Tout ce que nous venons de dire sur la recherche de la direction des osculatiens du second ordre , s'applique mot à mot à la recherche des tangentes au point multiple de la courbe intersection de deux surfaces en contact par un point m; ces deux surfaces ayant dès lors un plan tangent commun T, et une normale commune N , en ce même point m.
D'après ce qui précède on peut énoncer les théorèmes généraux suivants :
Deux surfaces 2 et iy ayant en un point m même plan tangent T et même normale N y et ayant même direction pour leurs lignes de courbure ( ainsi les tangentes aux lignes de courbure se croisant au point m, se superposent deux à deux), se coupent suivant une courbe G. Cette courbe aura deux branches se croisant au point m, et les deux tangentes au point m de la courbe G feront un angle qui sera divisé en deux parties égales par la tangente de Tune des lignes de courbure, l'angle supplémentaire étant divisé en deux parties égales par la tangente de l'autre ligne de courbure , appartenant soit à la surface^ , soit à la surface t.
Une surface 1 et une sphère S , ayant en un point m même plan tangent T et même normale N , se coupent suivant une courbe G telle , que l'angle que font* entre elles ses deux tangentes pour le point m^ est divisé en deux parties égales par la tangente de Tune des lignes de courbure de la surface 2.
Si Ton construit en un point m le plan tangent T à une surface 2 , et que cette
surface soit coupée par ce plan T suivant une courbe G , cette courbe sera telle
que l'angle que font entre elles ses deux tangentes pour le point m est divisé en
deux parties égales par la tangente de l'une des lignes de courbure de la surfooel. Ce dernier théorème n'est qu'un eoroUaire du second , car le plan tangent T doit être rigoureusement considéré comme une sphère de rayon inCni.
De ces théorèmes généraux on déduit , comme corollaires, les théorèmes par-
ticuliers suivants :
i^ THÉORÈME.
Étant donnée une surface réglée 2; le plan tangent T en un point m d'une de ses génératrices droites G , coupe cette surface 2 suivant Une courbe G passant par le point m, et l'angle formé par la tangente y de la courbe G au point m et par la génératrice G , est divisé en deux parties égales par la tangente de Tune des lignes de courbure de la surface 2.
Les tangentes aux lignes de courbure d'un paraboloide à une nappe ou d'un hyperboloîde à une nappe , et se croisant en un point m , divisent en deux parties égales l'angle , et son supplément, formé par les génératrices droites de systèmes différents qui se croisent en ce môme point m.
3* THfiORÈHE.
La tangente X au point m de la courbe G , intersection d'une sùrfece réglée 2 par son plan tangent T , et la génératrice droite G de la surface 2 qui passe par le point m, forment les génératrices des deux systèmes de T hyperboloîde ou du paraboloide osculateur, par son sommet, au point m de la surface 2. Ge théorème est un corollaire des deux théorèmes précédents.
Si l'on mène en trois points m , m', m", de la génératrice droite G d'une surface réglée 2, les plans tangents T, T', T", ces plans couperont la surface 2 suivant Hes courbes G , G', G'' et leurs tangentes X, X', X" seront les directrices de la surface du second ordre ayant un contact du second ordre avec la surface 2 tout le long de la droite G.
£n effet, si l'on considère trois génératrices successives et infiniment voisines (^)
{*) On entend par génératrices fluccessÎTes G , G', G", celles qni sont telles , qa*en Tertu du mode de génération de la surface 2 , on ne pent pas placer entre G et G' une génératrice qni approche plîis prés de G que G', et entre G' et G" une génératnoe qui approche plus près de G' qa€G\ Voyez ioesajet^ la théorie des infiniment petits exposée dans le chapitre VII des DétéloppemmiU de Géométrie descriptive.
G, G', G" de 4a surface 1 y et une droite D se mouvant sur ces trois génératrices, on engendrera la surface réglée du second ordre L , osculatrice à la surface 1 tout le long de la génératrice droite G ; et par là on démontre qu'il existe toujours et qu'il n'existe qu'une seule surface réglée du second degré ayant une osculation du second ordre tout le long de la génératrice G avec la surface 2.
Cela posé , si Ton prend sur la génératrice droite G un point m , et que Ton construise rhyperboloîde H osculateur par son sommet et en ce pointm à la surface Ij les génératrices droites de Thyperboloîde H se croisant en m, seront G et X.
Or, pour ce même point m, les deux surfaces L et H auront une osculation du second ordre; le plan tangent en m doit donc les couper suivant les mêmes génératrices G et X; donc X ne sera qu'une position de la droite D; donc , etc.
Remarquons que la considération des trois génératrices successives et infiniment voisines G , G', G" démontre l'exigence de la surface L , mais ne peut servir à la construire ; tandis que les trois tangentes X y X^ X" étant à distance finie les unes des autres , peuvent servir à construire graphiquement la surface L.
5' THÉORUME.
Si, pour un point m d'une surface du second ordre 1 , on construit les sections circulaires Cet C; si ensuite au point m, on construit les tangentes Xà € etX'àC^ l'angle et son supplément, formés par X et X", seront divisés en deux parties égales par les tang^tes aux lignes de courbure de la surface 2 se croisant au point th.
Ce théorème n'est qu'un corollaire du deuxième théorème général , puisque par deux cercles C et C\ qui se coupent dans l'espace en deux points, on peut toujours faire passer une sur&ce sphérique.
Étant donnés dans l'espace deux cercles C et C se coupant aux points m et m'y on peut toujours les envelopper par deux cônes; désignant par s le sommet du premier cône et par s' le sommet du second cône , les génératrices «m et $m' ' du premier cône couperont sous l'angle droit les génératrices s'm et M du second cône.
Désignant par o le centre de la sphère passant par les deux cercles C et C\ les cinq points o, m y m y SyS seront disposés les uns par rapport aux autres de telle sorte que le triangle oss' sera la base de deux pyramides triangulaires et trirectangles en leurs sommets m et m'.
MO
DE l'hypcrboloIob osculateor (*).
SI-
On sait que pour construire un hyperboloide osculateur tout le long d'une génératrice droite G d'une surface gauche 2 y on prend irois points arbitraires fit , fit', m' sur cette génératrice G et en chacun d'eux on mène un plan tangent à la surface 1 j chacun des trois plans tangents T, T', T" coupe la surface 2 suivant une courbe; on a donc les trois courbes G, G', G", et les tangentes 9 à la courbe G au point , 0' à la courbe G' au point m\ et 0" à la courbe G" au point m'\ sont les trois directrices droites de l'hyperboloide osculateur.
Mais toutes les sur^pces gauches n'ont pas un hyperboloide osculateur ; pour certaines surfaces gauches, l'hyperboloide osculateur existe , pour certaines autres surfaces , la surface osculatrice est un paraboloide hyperbolique. Il peut aussi arriver que pour la génératrice droite G considérée sur la surface 2 , il n'y ait ni hyperboloide osculateur , ni paraboloide hyperbolique osculateur. Nous verrons plus loin , que la surfece gauche osculatrice n'existe pas lorsque les courbes G , G', C'^ ont un rayon de courbure nul aux points m y m\ m", et que l'une ou l'autre des deux surfaces gauches osculatrices existe lorsque ces trois courbes G , G', G'' ont un rayon de courbure fini ou infini aux points m, m\ m".
En considérant le second mode de génération dont toute surface gauche donnée par trois courbes directrices est susceptible (^^) , par conséquent en construisant le cône directeur de la surface gauche, on peut avec bien plus de facilité discuter les divers cas qui peuvent se présenter.
En effet :
Désignons par D le cône directeur ; l'on sait que chaque génératrice droite de ce cône a pour parallèle une des génératrices droites de la surface gauche donnée; désignons par y la génératrice du cône /et par G la génératrice qui lui est parallèle et qui appartient à la surface gauche , et suivant laquelle on veut construire une
(*) Extrait du Balletin de U Société philonutique » wance da 2 man 183S. (**) Vojex le Goan de Géométrie depcriptire, cliapitre XI, page 2ia.
surfiice gauche du second ordre et osculatrice ; coupons le cône D par un plan quelconque P, Ton aura une courbe Â^et sur celte courbe un pointa, rencontre du plan P et de la génératrice y ; enfin , menons f^ tangente à la courbe A au point a.
On sait que tout hyperboloide à une nappe a pour cône directeur un cône du second degré ; que tout paraboloîde hyperibolique, a pour cône directeur le système de deux plans; que si deux surfaces réglées sont osculatrices Tune à Tautre suivant une génératrice commune , leurs cônes directeurs étant supposés avoir même sommet , seront aussi osculateurs l'un à l'autre.
Par conséquent :
S'il existe un hyperboloide osculateur suivant la génératrice droite G , il faudra donc que l'on puisse construire un cône du second ordre et osculateur au cône D suivant sa génératrice droite y. Il faudra donc que la courbe A ait au point a un rayon de courbure qui ne soit ni nul, ni infini.
Si au contraire il existe un paraboloîde hyperbolique osculateur, il faudra que Ton puisse construire un plan osculateur aucôneD suivant sa génératrice droite y. Il faudra donc que la courbe A ait au point a un rayon de courbure infini, donc en ce point la courbe A pourra présenter, ou une inflexion, ou un méplat.
Enfin, si suivant la génération droite G il n'existe pas de surface gauche du second ordre osculatrice , il faudra que la courbe A ait un rayon de courbure nul pour le pointa ; qu'elle offre dès lors en ce point , ou une inflexion du premier ordre ( c'est-à-dire qu'elle n'ait qu'un contact du premier ordre avecsa tangente , Tinflexion existant), ou bien un point de rebroussement de première ou de deuxième espèce.
Et comme la surface gauche , du second ordre , osculatrice à une surface réglée suivant une de ses génératrices G, détermine la courbure de cette surface en chacun des points de la droite G , on doit conclure, puisque cette surface oscu* laf rice n'existe pas , que dans ce cas , la surface réglée a ses rayons de courbure, maximum et minimum , nuls en chacun des points de la génératrice G.
Lorsqu'une courbe a pour un de ses points un rayon de courbure nul , elle oflre en ce point un rebroussement ou une inflexion ou un point aigu ; et dans ce cas la tangente en ce point n'a pas un élément rectiligne commun avec la courbe ; réellement il n'y a qu'un seul point commun , entre la courbe et sa tangente ; la tangente est alors une véritable sécante, mais ayant une position toute spéciale par rapport à la courbe (^).
(*) Voyez danB les DëTeloppements de Géométrie descriptive » & U fia dn chapitre yil*, ce qui est relatif aux points sin^iers des courbes.
Nous devons conclure de là^ que lorsqu'une sur&ce réglée 1 aura ses rajoos de courbure nuls , en les divers points d'une de ses génératrices G ( et U suffit que l'on ait trouvé que les rayons de courbure étaient nuls en trois points de la gênératrice G , pour être assuré qu'ils le seront en tous les autres), il y aura une inùnité d'byperboloides ou de paraboloîdes gauches du second ordre , tangents suivant la génératrice droite G, mais n'ayant que cette seule génératrice G ea commun avec la surface réglée I , si trois plans tangents arbitraires menés suivant 6 coupent chacun la surface 2 suivant une courbe ofirant au point de contact un point sin-^ gulier pour lequel le rayon de courbure est nul (et si cela a lieu pour trois plans tangents, cela aura lieu pour tous les autres).
Et au contraire tous les hyperboloîdes et paraboloîdes tangents suivant la génératrice droite G auront deux génératrices successives et infiniment voisines en commun avec la surface réglée , si trois plans tangents arbitraires suivant cette génératrice G coupent, chacun^ la surface 2 suivant une courbe offrant au point en lequel elle coupe cette droite G, un point ordinaire, et ainsi un point pour lequel la tangente à cette courbe aurait un seul élément rectiligoe commun avec elle.
Mais quoique dans ce cas particulier ( du rayon, de courbure nul en tous les points de la génératrice G ) il n'y ait , ni hyper boloide , ni paraboloide osculateur , cependant il existera toujours ou une hyperboloïque ou un paraboloide qui jouira de la propriété particulière à la surface osculatrice du même ordre , savoir : que si l'on mène une série de plans tangents à la surface réglée suivant la génératrice G , ces plans couperont la surface réglée suivant des courbes dont les tangentes aux points de contact formeront toujours ou un hyperboloide , ou un parabo* loide , tangent à la surface réglée suivant la génératrice droite G.
Maison ne pourra reconnaître si la surface tangente est un hyperboloide ou un paraboloide, qu'en considérant trois sections de la surface réglée, faites par trois plans tangents arbitraires menés par la droite G ; si les tangentes à ces trois courbes sont parallèles à un même plan, on aura un paraboloide , autrement on aura un hyperboloide; et, je le répète, la courbe A base du cône directeur de la surface réglée ne peut rien indiquer, dans ce cas, parce que le rayon de courbure est nul pour le point singulier, que cette courbe présente au point que l'on considère.
En résumé :
1* Si une surface gauche 2 a un cône directeur D, tel que la courbe de section de ce cône D par un plan quelconque, n'offre aucun point singulier, il y aura suivant chacune des génératrices de la surface 2 , un hyperboloide osculateur.
2"" Si une surface gauche 2 a un plan directeur P, il y aura suivant chacune des génératrices de la surface 2 , un paraboloide osculateur.
§ II
ComîrudUm géométrique du rayon de courbure en un point d'une courbe , pour lequel
on connaît la tangente à la courbe.
Soient donnés une courbe plane C ; un point m sur cette courbe et sa tangente I* au point m ; on denrande le rayon de courbure de la courbe C pour ce point f^i.
La solution de ce problème devient facile, en vertu de ce que j'ai dit précédemment sur Thyperboloîde osculateur d'une surface gauche , et sur le cône directeur que possède toute surface réglée.
En effet :
Concevons hors du plan de la courbe C un point 9 comme sommet d'un cône D ayant pour base la courbe G ; joignons les points 9 et m par une droite y qui sera Tune des génératrices du cône D. Prenons sur y deux points arbitraires n et n\ et menons deux droites arbitraires N par n, IN ' par n'. Nous pourrons regarder les droites N et N' comme les directrices d'une surface réglée ayant D pour cône directeur, y étant une des génératrices droites de cette surface réglée. Suivant la droite (génératice) y, il y aura une hyperboloîde H osculateur de la surface réglée, puisque nous supposons que le point m n'est pas un point singulier sur la courbe C , par conséquent Thyperboloïde H aura un cône directeur du second degré A , nous pourrons toujours supposer que son sommet soit en Sj et dès lors ce cône A sera osculateur du cône D suivant la droite y. Le plan de la courbe C coupera donc le cône A suivant une section conique B osculatrice de la courbe C au point m. Le rayon de courbure de la conique B au point m sera donc le rayon de courbure de la courbe donnée G pour le même point.
Cinq conditions suffisent pour déterminer une section conique, quatre points et une tangente. On connaît déjà le point m et la tangente i"* ; construisons trois autres points.
Menons par le sommet s deux droites M et M' respectivement parallèles à N et N'y elles seront des génératrices du cône A, et ces droites couperont le plan de la courbe C aux points p et p' qui appartiendront à la section conique B.
Pour obtenir le quatrième point, il faudra 1* par un point arbitraire q de la droite y faire passer un plan tangent à la surface réglée, lequel coupera cette surface suivant une courbe A qu'il faudra construire par points; il faudra 2"" mener à la courbe A et au point q une tangente T ; il faudra 3"" par le sommet s mener la droite T' parallèle à T, laquelle coupera le plan de la courbe C en un point tf. Ce point c' appartiendra à la section conique B , dont on connaîtra dès
lors les irois points rigoureux p, p', m, la tangente rigoureuse ^, et un quatrième point i qui peut être erroné en sa position , puisqu'il faut mener à Yue une tangente T au point q de la section A: Le rayon de courbure p de la section conique B sera donc altéré en sa véritable longueur.
Mais Ton pourra prendre un autre point 9' sur la droite 7 et faire la même construction , on aura donc un quatrième point l'^qui ne sera pas situé sur la même section conique B , mais sur une autre section conique B' passant par les quatre points p, p\ m , i\ et ayant pour tangente au point m la droite C ; on prendra le rayon de courbure p' de la courbe B', et Ton pourra ainsi avoir les rayons de courbure d'une suite de sections coniques ayant trois points communs p, p\ m, une tangente commune <* et toutes tangentes entre elles et à la courbe G au point m.
La moyenne de ces rayons de courbure donnera le rayon de courbure de la courbe G, avec une approximation suffisante pour les arts graphiques.
( Hachette a employé une marche analogue pour construire la tangente en un point d'une courbe. Voir son Traité de Géométrie à trois dimensions, page 58.)
Ainsi l'on peut ramener la détermination géométrique du rayon de courbure d'une courbe plane quelconque à celle du rayon de courbure d'une section conique dont on connaît quatre points et une tangente.
8 IIL
C^MttviciMn géométrique de la courbe de gorge itune $urface réglée.
Je considère d'abord un hyperboloîde à une nappe H et non de révolution* On voit sur-le-champ que suivant une génératrice droite G de cette surface réglée M passent une infinité d'hyperboloides de révolution tangents entre eux et à cette surface réglée H , suivant la droite G , et dont les axes de rotation ne sont autres que les diverses génératrices du paraboloîde normal à la surface H et construit pour la génératrice droite G.
11 est facile de voir que si la génératrice droite G ne passe pas par l'un des quatre sommets de l'ellipse de gorge de l'byperboloide , le paraboloîde noripal n'aura aucune de ses génératrices du même système que G perpendiculaire au plan de cette ellipse de gorge ; par conséquent comme pour tous les hyperboloîdes de révolution , le sommet du paraboloîde normal est un des points de leur cercle de gorge , il s'ensuit que les sommets des divers paraboloîdes normaux de l'hyperboloîde H ne seront pas situés sur l'ellipse de gorge de cet hyperboloîde H, excepté pour ceux qui sont menés suivant les quatre génératrices droites du premier sys--
fém# de cet hyperboloi4e H et qui passent par l'un des quatre sommets d« celte eHipse de gorge ; la droite G appartenant^u premier système.
La courbe formée par les sommets des paraboloides normaux est composée de deux branches fermées et à double courbure ^ symétriquement placées par rapport au plan de l'ellipse de gorge et qui se croisent aux quatre sommets de cette ellipse.
Si nous prenons le centre s de l'hyperbotoide H » et que par ce point et par chacune des normales menées à la surface H en les divers points de la génératrice droite G nous fassions passer une série de plans , tous ces plans seront tangents au paraboloïde anormal suivant G. Tous ces plans seront les enveloppées d' une sur* face enveloppe tangente au paraboloide normal^. Cette surface enveloppe sera un cône D du second degré et tangent au paraboloide {^suivant une section coniquequi sera une hyperbole. Remarquons que le plan de Tellipse de gorge passe par une des normales à la surface H, et qu'il est perpendiculaire au plan langent mené suivant la droite G , lequel a pour point de contact avec la surface H , le point où celte droite G coupe l'ellipse de gorge» par conséquent le plan de goi^e sera tangent au cône D.
Si suivant une autre génératrice G' on menait le pamboloîde normal $' , on trouverait de même un cône D' ayant le point (ou centre) s pour «omroet , et ce cône serait langent au paraboloide $', et le plan de gorge serait encore tangent à ce cône ly.
Ainsi l'hyperboloide à une nappe jouit de cette propriété , savoir :
Que le plan de gorge est tangent à tous les canes qui ayant leur êommet au centre de 4a surface sont tangents aux paraboloides normaux menés suivant les diverses génératrices de la surface.
Il est évident que si Ton considère sur Thyberboloide H, deux génératrices de syslèmea différents G et K parallèles entre elles ^ le cône tangent au paraboloide normal suivant G sera aussi tangent au paraboloide normal suivant K.
Pour avoir le plan de gorge d'un hyperboloide à une nappe, il faudra donc construire deux paraboloides normaux $ suivant G , $' suivant G'; et par le centre s de la surface H , construire deux cônes D et D', tangents, l'un D à la surface $, l'autre D'à la surface $' ; puis par le point s mener un plan tangent comnnin aux deux cônes D et D', lequel sera le plan de gorge demandé.
Si dow on a une surface r^lée 2 , pour déterminer sa courbede gorge, il faudra prendre une de ses génératrices droites G, construire Thyperboloide H osculateur suivant G, déterminer le plan de gorge de la surùce H, lequel coupera la droite G en un point a qui appartiendra à la courbe de gorge A de la surface réglée 1, et effectuer pour chaque génératrice droite de la surface 2 les mêmes constructions.
Il c^t bien évident que r«llip$e de gorge de Thyperboloide oaeulateur sert omu- - latrice de la courbe de gorge A de la $urraoe réglée 2, et que le plan P de Tellipse de gorge sera le plan osculateur de la courbe À pour le point a.
Par conséquent , h génératriee G de la surface réglée 2 se projettera ortbogonalement sur le plao P suivant la tangente à la courbe A au point a.
Il existe deux espèces de surfaces réglées , celles qui ont un cône directeur et celles qui ont ub plan directeur.
Les premières n'ont que des hyperboloides osculateurs, les secondes n'ont que des paraboloides osculateurs.
Énumérons les diverses propriétés dont ces premières surfaces jouissent par rapport à leur cOurbe de gorge.
La courbe de gorge peut être plane ou à double courbure.
Déinontrons le théorème suivant :
Si ia courbe de ^ge eu pkme , la surface réglée aura toujours pour cône direcUwr un cône du seoond degré-
£n effet :
Le cône directew D de la surface réglée aura pour cônes osculateurs iesdivers cônes A, l\ A'', etc., directeurs des hyperboloides osculateurs (en supposant que ces cônes ont tous un som(net commun).
Gomme laeourbe de gorge A est plane, tous ces cônes du deuxième degré auront un mâme axe qui sera perpendiculaire au plan de la courbe A. Si donc on coupe le côneD par un {^n Q perpendiculaire à cet axe , on aura une courbe C qui aura pour osculatrtces les diverses ellipses i, t, t\ etc., seetions des cônes A, A'» a", etc., par le plan Q , el toutes ces ellipses auront pour centre commun le point en lequel le plan Q coupe Taxe; de plus, comme Thyperboloide osculateur H est tangent à Thyperboloide osculateur .infiniment voisin ff'« toutes ces ellipses C| e, e"r etc., seront tangenteSi savoir : eaveo t\ i avec t\ etc., en «upposant les cônes A, A'} a", etc.» successifs et infiniment voisins. Or, il est évideat que Ton ne poufrajamais^ construire une courbe C ayant un contact du deuxième ordre avec chacune de ces ellipses qui s'enveloppent les unes les autres , puîsqn'eUes ont môme centre. Il faut donc qu^. la courbe G et toutes ces ellipses se réduisent à une seule ellipse E.
Il k^ïl donc , dès lors» que le cône directeur D soit du second degré, et Ton ' peut en conclure que touie sur&ce réglée dont la courbe de gorge est plane jouit de cette propriété, savoir : que ses hyperboloides osculateurs ont pour courbes de gorge des ellipses semblables.
Quant à la proportion suivante : ^
Let surfaces réglées qui oui un cône directeur peuvent avoir tous leurs kffperboloidês osculaieurs de révolution^
Il est évideat que cela aura Heu lorsqae Les génératrices de la surface couperonl la courbe de gorge plane ou à double coucbure sons an angte constant.
De tout ce qui précède > on peut sans peine déduire ce qui soit :
l"" Lorsque la eouorbe de gorgeA est plane, .si les génératrices^ la coupent sous l'angle droit » on a un.cylindve pour la sorface réglée.
2'' Lorsque la courbe de gorge A est à donbie courbure, si les génératrices la coupent sous l'angle droit, on a une surface développable dont Tarète de rebrous^ sèment a pour Tune de ses développpantes la courbe donnée comme étant la courbe de gorge de la surface réglée.
3* Lorsque la courbe de gorge A sera plane et que les hypeiiK)loides oseuFateurs de la surface réglée seront tous derévôlution, le cône directeur de la sfrrfece réglée sera un cône de révolution.
4* Lorsque la courbe de gorgie A sera à double courbure et que les byperbo* loides oseulaleurs seront tous de révolution y si Ton coupe le cône directeur D de la surface réglée par un« sphère d^un rayon arbitraire et ayant son centreau sommet du cône D, la courbe d'intersection Y jouira de la propriété suivante, savoir :
Que, désignant par y la génératrice du cône D parallèle k la génératrice G de la smrfaee réglée, y coupera la courbe V en un point v \ la droite G coupera la courbe A en un point a , de telle sorte que le plan osculateur de la courbe V au poÂjU t; seira parallèle au plan, osculateur de la courbe A pour le point a.
Ainsiles deuxcouirbes V et Aont leurs plans osculateurs respectivement parallèles.
5* Les surfaces réglées dont tous les hyperboloïdes osculateurs sont de révolution , que la courbe de gorge soit pkne ou à double courbure , jouissent de cette propriété , savoir :
Que Les sommeis^de leur^ paraboloîdes normaux forment les divers points de leur<K)urbe de gorge.
Énumérons maintenant les propriétés dont jouissent par rapport à leur courbe de gorge les surfaces réglées qui ont un plan directeur.
La courbe de gorge peut être plane ou à double couriiurey elle peut être une ligne droite.
(Rappelon8-4ious>que ces^urfaces n^ont que des paraboloides osculateurs ; qu'il eiiste deux espèces de paraboloides, les uns rectangulaires, les autres obliques ; que le f^aboloide rectangulaire joue , parmi les paraboloides , le même rôle que l'hyperboloîde à une nappe et de révolution , joue parmi les hyperboloïdes à trois' axes. )
G"" Pour construire la courbe de gorge d'une semblable surfacerégléa, il faudra :
Sumot la génératrice G, coostraire le paraboloîde osculateur 4et déterminer son sommet ; la génératrice K du second système (de la surface 4») passant par ce sommet I viendra couper la génératrice G, du premier système, en un point qui appartiendra à la courbe de gor^e cherchée.
7* Tous les paraboloides osculaleurs peuvent être rectangulaires ou obliques; lorsqu'ils sont tous rectangulaires , les sommets des paraboloîdes normaux suivant les diverses génératrices de la surface réglée, ne donneront pas , en génémly les divers points de la courbe de gorge de la surface réglée.
S"" La courbe A de gorge étant une ligne droite , toutes les génératrices de la surface réglée peuvent la coupera angle droit ; mais alors cette droite de gorge est perpendiculaire au plan directeur de^^ette surface réglée. 'Dans ce cas, tous les paraboloîdes oscubteurs sont rectangulaires , et leurs sommets forment les divers points de la droite de gorge.
' 9"* La courbe de gorge A étant une ligne droite , tous les paraboloîdes osculateur^ étant obliques, les génératrices de la surface réglée peuvent couper la droite de gorge sous des angles variables, depuis Tangle droit jusqu'à l'angle que cette droite de gorge fait avec le plan directeur de la surface réglée; et dans ce cas, les sommets des paraboloîdes osculateurs formient encore les divers points de la droite de gorge. iO"" La courbe de gorge A étant plane ou à double courbure , les génératrices de la. surface réglée peuvent la couper sous un angle constant, qui même peut être droit. En effet : Ton peut supposer par les divers points de la courbe de gorge A une série de droites parallèles entre elles, et par chacune d'elles un plan , tous cm plans P, P', P", etc., étant parallèles entre eux et au plan directeur de la surface réglée.
Concevons, ensuite, en chacun des points de la courbe A les tangentes à cette courbe, et menons par chacun des points de contact des plans Q, Q', Q'' , etc., qui fassent avec les tangentes des angles égaux; le plan P coupera le plan Q suivant une droite G, qui sera une génératrice de la surface réglée; il en sera (Je môme pour les plans P'et Q', P" et Q", etc.
Mais si la courbe A est plane, son plan ne pourra pas être perpendiculaire au plan directeur de la sur&ce réglée, si les génératrices G, G', etc., de cette surface coupent la courbe A sous l'angle droit; car dans ce cas, il est évident que la surface réglée serait un cylindre ayant la courbe A pour section droite.
il* Lorsque les générsrtrices de la surface réglée coupent i angle droit la courbe de gorge A, cette courbe étant plane ou à double courbure, tous les paraboloîdes osculateurs sont rectangulaires.
N" il.
CONSTRUCTION GÉOMÉTRIQUE DES LIGNES d'ÉGALË COURBURE d'uNE
SURFACE GAUCHE
On sait : l"" que pour les surfaces gauches du second ordre les lignes de courbure maximum et minimum se croisant en un point de la surface, divisent en deux parties égales l'angle et le supplément de Tangle que les deux génératrices droites de systèmes différents, qui se croisent en ce point, font entre elles ;
2"" Que si en un point m d'une surface gauche quelconque , on construit le plan tangent , il coupe la surface suivant une courbe dont la tangente au point de contact m ainsi que la génératrice droite passant par ce point m j sont les lignes de gorge du paraboloîde hyperbolique osculateur à la surface, par son sommet en - ce même point m (désignant par lignes de gorge les deux génératrices, de systèmes différents qui se croisent au sommet du paraboloîde) ;
S"* Les plans principaux d'un paraboloîde hyperbolique rectangulaire, sont aussi les plans des sections principales de ce paraboloîde ; de sorte que comme les paraboles situées dans les plans principaux sont égales, dans ce cas, le paraboloîde rectangulaire a pour son sommet des rayons de courbure maximum et minimum qui sont égaux , et ses lignes de courbure se croisant en son sommet font des angles demi-droits avec ses lignes de gorge :
Cela posé :
On voit que pour tout point d'une surface gauche du second ordre, tel que les génératrices de systèmes différents s'y. croiseront sous Tangle droit; la surface aura des rayons de courbure égaux. La ligne qui unira tous les points de cette nature sera dite : li^e dH égale courbure de la surface.
On voit sur-le-champ :
V Que pour Thyperboloîde de révolution dont le cône asymptote aura l'angle au sommet plus petit qu'un droit , il n'y aura point de lignes d'égale courbure ; si cet angle est égal à un droit , ce sera le cercle de gorge qui sera la ligne d'égale courbure; enfin, si cet angle est obtus la ligne d*égale courbure sera composée de deux cercles parallèles, équidistants du cercle de gorge, et qui s'en éloigneront d'autant plus que l'angle au sommet du cône asymptote sera plus grand.
<*) Extrait da Balletin de la Société philomatiqtie, séance dn 22 juin 1833.
2* Que pour Thyperboloîde non de révolution , si les deux génératrices qui se croisent à l'extrémité du petit axe de l'ellipse de gorge font un angle aigu , il n'y aura pas de lignes d'égale courbure ; si ees deux génératrices font un angle droit, la ligne d'égale courbure se réduira à deux points qui seront précisément les sommets de Fellipse de gorge, extrémités du petit axe; si ces deux géoératriees font un angle obtus, celles qui se croisent à l'extrémité du grand axe de l'ellipse de gorge, faisant un angle aigu, la Ugne d'égale courbure sera composée de deux branches fermées, se coupant en quatre points symétriquement placés sur l'ellipse de gorge ; si les deux génératrices qui se croisent à l'extrémité du graud axe de l'ellipe de gorge se coupent à angle droit, la ligne d'égale courbure sera composée de deux courbes fermées se coupant en deux points situés aux extrémités du grand axe de l'ellipse de gorge; si en6n les deux génératrices qui se croisent aux extrémités du grand axe font un angle obtus, la ligne d'égale courbure se composera de deux courbes à double courbure, fermée^ , séparées l'une de l'autre, et symétriquement placées par rapport au plan de l'ellipse de gorge; la ligne d'égale coorbure n'aura j^amais des branches infinies. Remarquons que l'ellipse de gorge ne divise pas en deux parties égales , la portion de génératrices droites interceptée par la ligne d'égale courbure , et remarquons encore que la ligne d'égale courbure est en général coupée en deux points par une génératrice droite de la surface.
9" Que pour le paraboloide hyperbolique rectangulaire, la ligne d'égale courbure ne sera autre que les deux droites de gorge.
A"" Que pour le paraboloide hyperbolique oblique, la ligne d'égale courbure sera composée de quatre branches infinies ayant chacune leurs deux points situés à l'infini, placés sur les deux droites de gorge.
D'après ce qui précède :
Si l'on donne une surface gauche quelconque S, on prendra une de ses génératrices droites G , suivant laquelle on construira la surface gauche du deuxième ordre et osculatrice H ; on déterminera par rapport à la surface B la génératrice K du second système qui croise sous l'angle droit la ligne droite G (qui sera considérée .comnie génératrice du premier système de l'hyperboloide osculateur H) , le point d'intersection sera un point de la surface S, pour lequel les rayons de courbure maximum et minimum seront égaux.
Il sera donc facile de construire géométriquement, sur une surface gauche quelconque , les lignes d'égale courbure.
Et , dès lors , Ton peut énoncer le théorème suivant :
Les lignes de cowrburei ^ nmximwn etfmnimKin. d'une surface gauche caupetU sou*
^ in ^
Vangle demUd^ok k généraêtice dtfdlte de cette s^jncè pour tùui point en lequel les raym$ de courbure de célU surface sont égaux.
Remarquons encore :
Que rar chaque génératrice droite d'une sut'fkce gauche quelconque , il existera deux points d'égale courbure situés l'un à di'oite, l'autre à gauche par rapport à la ligne de gorge de la surface; que s il n'en etiste qu'un seul , il sera situé sur ia ligne de gorge; et qu'il pourra n'en point exister.
Si la surface gauche donnée avait un plan directeur^ Ton sait que la surface du second ordre osculatrice suivant chacune des génératrices droites de cette surface gauche, serait un paraboloide hyperbolique; il pourrait arriver que l'un de ces paraboloides osculateurs fût rectangulaire et que la génératrice d*osculàtioii fAt une ligne de gorge de ce paraboloide ; dans ce cas , cette génératrice serait une ligne d'égale courbure de la surface gauche donnée ; de sorte que la surfbce gauche donnée n'ayant que des paraboloides osculateurs rectangulaires , si elle a des lignes d'égale courbure^ ces lignes ne pourront être que des génératrices droites de cette surface gauche donnée.
Et dans le cas ou tous les paraboloides osculateurs étant rectangulaires, leurs sommets sont respectivement situés sur les génératrices respectives d'osculation , alors, toutes les génératrices droites de la surface gaucho donnée seront des lignes d'égale courbure de cette même surface gauche ; et dès lors les lignes de courbure maximum et minimum de cette surface gauche donnée couperont sous l'angle demi-droit toutes les génératrices droites de cette même surface donnée. ( Nous indiquerons plus loin une surface jouissant de cette propriété remarquable.)
Toutes les îù\% qu'une surface gauche aura pour paraboloides osculateurs , des paraboloides obliques y elle possédera des lignes d'égale courbure, si toutefois le sommet de chacun de ces paraboloides n'est pas situé sur la génératrice d'osculation , car alors tous les points d'égale courbure seront situés à l'infini.
Les lignes d'égale courbure d'une surface gauche pourront donc affecter les formes suivantes : un ou plusieurs points isolés et situés sur la ligne de gorge de la surface; une ou plusieurs génératrices droites de la surface ; des courbes fermées ou à branches infinies. Et la ligne de gorge de la surface coupera en deux parties égales les portions.de ces génératrices droites interceptées par les lignes d'égale courbure , si les hyperboloides osculateurs sont tous de révolution. Ce qui permettrait , dans ce cas tout particulier, de construire par points la ligne de gorgé d'une surface gauche , lorsqu'on connaîtrait ses lignes d'égale courbure.
Les points d'égale courbure situés sur les surfaces gauches ; sont les homolo-
gués des points ombilics des surfaces courbes ; seulement pour les ombilics , comme les rayons de courbure maximum et minimum sont dirigés dans le même sens, la courbure de la surface est la même tout autour de l'ombilic, ce qui n'a pas lieu pour les surfaces gauches, parce que les rayons de courbure maximum et minimum sont dirigés en sens opposés, de sorte que tout autour d'un point d'égale courbure, la courbure de la surface varie et diminue à mesure que le plan normal s'approche de la génératrice droite G de la surface donnée, ou de celle K du deuxième système appartenant à la surface gauche du deuxième ordre qui est osculatrice à la surface gauche donnée suivant la génératrice G. Par les méthodes graphiques de la géométrie descriptive , l'on ne peut encore déterminer la position des ombilics des surfaces courbes , tandis que pour les surfaces gauches l'on peut , d'après ce qui précède , déterminer avec facilité les points d'égale courbure. Il faut remarquer qu'une ligne d'égale courbure divise toujours la surface en deux régions telles , que si d'un côté de cette ligne le rayon de courbure maximum est par exemple au-dessus de la surlace , de l'autre côté de cette ligne y le rayon de courbure maximum sera au-dessousi; de sorte que la surface aura pour tous ses points placés d'un même côté de la ligne d*égale courbure , ses rayons de courbure maximum dirigés dans le même sens, et pour tous ses points situés de l'autre côté de la ligne d'égale courbure, tous les rayons de courbure maximum seront dirigés dans un sens opposé.
S II
Lignes de courbure de l'hélicaide gauche , surface du filet d'une vis carrée.
Si en un point m d'une génératrice droite G de l'hélicoîde gauche rectangulaire (ainsi nommé parée que ses génératrices droites coupent rectangulai rement sa directrice droite) , Ton construit la tangente T à l'hélice circulaire H passant par ce point m, Ton sait que le plan tangent en m et qui est déterminé par les deux droites G et T, sera le plan osculateur de l'hélice H pour le poinl m. Ce plan coupera donc la surface hélicoîde suivant une courbe C ayant même cercle osculateur que l'hélice H , par conséquent, même langent T pour le point m. Il en sera de même pour tous les auires points de la droite G; par conséquent l'on peut énoncer le théorème suivant :
La surface gauche du second ordre , osculairice de C hélicoîde gauche rectangulaire smvant une de ses génératrices , est toujours un parabolotde hyperbolique rectangulaire dont les génératrices du premier système sont les diverses tangentes aux hélices circulaires tracées sur la surface hélicoîde.
Ce qui a lieu pour une des génératrices droites de l'hélicoide a évidemment lieu et identiquement pour toutes ses autres génératrices; on peut donc, en vertu de ce qui précède , énoncer les théorèmes suivants {*) :
V Tous les parabolotdes osculateurs sont rectangulaires et égaux pour Chélicdide rectangulaire Le sommet de chaque paraboloîde osculateur est situé sur la directrice droite de la surface hélicoide , au point où cette directrice est coupée par la génératrice droite d'osculalion. Donc :
2^ Toutes les génératrices droites de l'hélicoide gauche rectangulaire sont des lignes dégale courbure sur cette surface.
3* V hélicoide gauche rectangulaire a , en chacun de ses points , des rayons de courbure égaux (**).
A"" Les lignes de courbure maximum et minimum de ChélicoUde gauche rectangulaire sont des courbes identiques qui coupent sous Cangle demi-droit toutes les génératrices droites de la surface , et qui se projettent sur un plan perpendiculaire à la directrice droite de la surface suivant des spirales égales et passant toutes par le pied de la directrice.
. De la forme approximative des lignes de courbure dune surface gauche.
Dans les applications aux arts , il pourrait être utile , dans plusieurs cas» de connaître , non la nature et la fol^me rigoureuse des lignes de courbure d'une surface gauche y mais leur forme approximative. Ce qui précède pourra, pour certaines surfaces, permettre d'arriver à déterminer d'une manière suffisante pour la pratique, la forme que doivent aflTecter leurs lignes de courbure. Je prendrai pour exemple le conoîde ordinaire » que je désignerai par I.
Supposons la droite M verticale , et dans un plan vertical une ellipse E telle que Tun de ses axes soit horizontal. Désignons par b et b' les sommets situés sur Taxe horizontal 9 par a et a les sommets situés sur l'axe vertical de cette ellipse. Le conoîde est engendré par une droite qui se meut horizontalement en s'appuyant sur Taxe M et Tellipse E. Je désigne par B et B', A et A', les génératrices correspondant respectivement aux quatre sommets b et b\ a et a\
{*) Voyez Développements de Géométrie descriptive au chapitre 5 , page 279, ce que j'ai dit touchaot la construction de lliyperboloïde Ofcnlateur tout le long d'une génératrice droite de Thélicoïde gauche qui forme la surface du filet de vis triangulaire.
(**) Voyez , aussi , à la fin du chapitre VU du même ouvrage , ce que j'ai dit sur la surface du filet de ris carrée , comme étant la seule surface gauche qui jouisse de la propriété d'avoir ses rayons de courbure égaux.
Il est évident : i"" que toufr les paraboloîdes osculateurs de cette surface conoîde 1 font rectangulaires ; 2« que suivant chacune des quatre génératrices B , B', À, A.^, la surface 1 n'a qu'un seul plan tangent; par conséquent, ces quatre droites sont quatre Hgnes de courbura minimum de la surface. €es quatre droites divisent la surface en quatre régions symétriques , et les lignes de courbure maximum et minimum de la région comprise entre les droites B et A^ seront, les premières, normales à ces droites B et A , et les secondes tangentes à c€fs mêmes droites B et A.
Maintenant , comme nne ligne de courbure ne peut couper rectangolairement une génératrice droite d'une surfece gauche, suivant laquelle l'élément de cette surface est gauche, il s'ensuit que la ligne de courbure maximum ayant coupé rectangulairement la droite B, sera forcée de s'infléchir pour venir couper aussi rectangulairement la droite A ; que par conséquent , après avoir tosraé sa con* vexhé vers l'ellipse E, elle lui tournera sa concavité en passant de la droite B à la droite A. Il en sera de même pour la ligne de courbure minimum*
On voit que dans leur trajet ces lignes de courbure seront forcées de couper sousTangle demi-droit une des génératrices droites, du conoîde, comprise entre les droites A et B ; dès lors cette génératrice remarquable siéra une ligne d'égale courbure du conoîde 2. Il y a donc quatre droites d'égale courbure; l'axe M sera une cinquième droite d'égale courbure.
C'est en passant sur la droite d'égale courbure que les lignes de courbure s'infléchiront.
Pour savoir, enfin , de quel côté les lignes de courbure tournent leur conca* vite , en pariant de la génératrice B , il faudra pour un point de la sur&ce déterminer dans quelle direction se trouve le rayon de courbure maximum oa minimum.
On voit, d'après ce qui précède, que la ligne de courbure minimum se cornpesé de quatre droites et d'une courbe composée de quatre branches offrant chacune un point d'inflexion^ et q^ue cette courbe a quatre rebroussements de première espèce alternativement tournés en sens opposé, et que les quatre droites* B, fi', A^ A', sont des tangentes en ces quatre points singuliers.
§ IV
De la ligne de gorge des surfaced gauches.
Ce que je viens dédire sur les lignes d'égale courbure d*une surface gauche me conduit à La démonstration de ce que j'ai dit touchant la ligne de gorge des surfaces gauches (§ 3, art. 7% page 268 du mémoire publiésous le n* 10, chapitre 11 di&
cet ouvrage). J'ai dit que lorsque la surface gauche avait tous ses paraboloides osculateurs rectangulaires, leurs sommets n'étaient pas sur la courbe de gorge. S'il en était autrement, la ligne de gorge étant une courbe plane ou à double courbure, il faudrait impérieusement, dans ce cas, que le sommet du paraboloide fût le point d'intersection de la génératrice d'osculation et de la courbe de gorge, de sorte que cette génératrice serait une ligne d'égale courbure de la surfoce. On en pourrait dire autant pour toutes les autres génératrices ; dès lors, la surface aurait, en chacun de ses points , des rayons de courbure égaux, ce qui n'a lieu que pour Thélicoîde gauche rectangulaire. Les énoncés n^'S* et 9« du même § 3 , sont exacts en tant que l'on sous-entend que les sommets des paraboloides' osculateurs sont en effet distribués sur la droite de gorge de la surface, mais que le sommet n*est , que dans certains cas et seulement pour certaine génératrice droite d'osculation , situé au point en lequel la droite de gorge est coupée par la génératrice d'osculation.
Je crois que l'on peut définir la courbe de gorge d'une surface gauche, ainsi : La courbe de gorge est r enveloppe des ellipses de gorge des dhers hyperboUndesoscuUueurs.
CHAPITRE IIL
APPLICATIONS DE ^A THÉORIE DE L'OSGULATIOIf DES COURBES ET DES SURFACES A LA CONSTRUCTION : l« DES TANGENTES AU POINT MULTIPLE DE LA COURBE UHTERSECTION DE DEUX SURFACES ; 2» DES POINTS D'INFLEXION QUE PEUT PRÉSENTER UNE COURBE APLANIE.
CONSTRUCTION DES TANGENTES EN UN POINT MULTIPLE d'uNE COURBE PLANE OU A DOUBLE COURBURE, DONT l'ÉQUATION N*EST PAS CONNUE (^).
Je me propose , dans ce mémoire , de résoudre le problème suivant :
1 . Étant donnée une courbe à simple ou double courbure ^ dont on ne connaU aucunes propriétés géométriques ^ en d'autres termes , dont t équation estinconnuCy construire la tangente en un point donné sur cette courbe , si ce point est simple , et les tangentes aux diverses branches de la courbe qui s'y croisent y si cepoint est multiple.
La solution de celte question nous conduira à celle de divers problèmes qui sont utiles dans les applications de la géométrie descriptive.
2. Hachette a résolu ce problème, en considérant seulement une courbe plane et un point simple de la courbe»
Sa méthode consiste à regarder la courbe proposée comme la directrice d'une surface réglée et ayant, pour ses deux autres directrices, deux droites quelconques qui s'appuient sur une troisième droite arbitraire D , menée hors du plan de la
(*) Extrait da iounial de TÉcole polytechnique , 7f cahier. Ce mémoire a été lu à la Société philomatique , dans ta séance du 17 mars 183?.
courbe, et passant par le point m, en lequel on veut construire la tangente ; ensuite, à construire la normale au point m de la surface réglée. La projection orihogonale de cette normale sur le plan de la courbe proposée se trouve normale au point m à cette courbe {*).
3. La construction que je donne pour la solution de ce problème est différente de celle de Hachette. Elle a l'avantage de s'appliquer aux points mdtvples , sans que Ton éprouve aucune difficulté, et de plus elle me parait, non-seulement plus simple, mais encore plus exacte, sous le point de vue graphique.
4. Étant données deux surfaces S et S', se coupant suivant une courbe ayant un point multiple double ^ on demande de construire les deux tangenies en ce point.
Lorsque deux surfaces se coupent ainsi, elles sont en contact au point multiple, elles ont en ce point même plan tangent : par conséquent Ton ne peut construire les tangentes demandées par la méthode graphique ordinaire, qui, comme on le sait, se réduit à mener au point donné des plans respectivement tangents aux deux surfaces, et leur intersection donne la tangente au point considéré.
5. Pour pouvoir résoudre ce problème dans toute sa généralité, nous supposerons que l'on connaît :
1* La normale N commune aux deux surfaces S et S' pour le point multiple m ;
2* La direction des lignes de courbure qui se croisent au point m, soit sur la surface S, soit sur la surface S";
S"" Les rayons de courbure maximum r et minimum R de la surface S , et ceux homologues / et R' de la surface S' pour le point m.
On pourra dès lors construire au point m de la surface Tellipsoide E osculateur en ce point , si les rayons de courbure sont dirigés dans le même sens , ou Thyperboloîde osculateur H, si les rayons de courbure sont dirigés en sens opposés.
On sait que Tellipsoide E aura pour ses demi-axes:
assi^cr et fc=sV/cR et e
c étant une longueur arbitraire prise sur la normale à partir du point m, et portée dans le sens des rayons de courbure.
On sait que Thyperboloide H aura pour ses demi^axes :
a=z\/cr et fcrcV^cR et c (*} Éléments de Géométrie à trois dimension* ( partie synthétique ), par Hachette, 1817, pag. 58 -60.
c élan! une longueur arbitraire prise sur la normale N à partir du point m.
6. Mais comme cette longueur peut être portée soit sur le rayon r, soit sur le rayon R , il s'ensuit que , lorsqu'on a des rayons de courbure dirigés en sens op^ posés , il existe deux hyperboloîdes à une nappe , osculateurs de la surface.
L'un H ayant pour demi-axes :
a:=^/^ et h=\/^ et c
Mais a étant l'axe imaginaire, si la longueur ca été portée sur le rayon de courbure minimum R.
L'autre H' ayant pour demi-axes :
a^\/^ et 6=V/c» et c
Mais b étant l'axe imaginaire, si la longueur c a été portée sur le rayon de courbure maximum r.
7. Ces deux hyperboloîdes ont pour plan tangent commun le plan tangent de la surface S au point m. Us sont situés l'un au-dessus, l'autre au-dessous de ce plan tangent, leurs axes imaginaires étant dirigés à angle droit. Ces deux hyper-> boloîdes se coupent suivant deux génératrices droites se croisant au point m , et qui ^nt les tangentes au point multiple de la courbe intersection de la surface S , par son plan tangent au point m.
8. On sait que deux surfaces du second ordre, concentriques et en contact par deux sommets opposés, se coupent (si elles se coupent) suivant deux courbes planes; que, si par le centre commun l'on mène le plan P, perpendiculaire i l'axe qui unit les deux sommets de contact , cepian P coupera les deux surlaces suivnnt deux sections coniques concentriques, lesquelles se coupent. en quatre points symétriquement placés par rapport au centre.
Que les deux cordes diagonales qui unissent ces quatre points deux à deux, et se croisent au centre, sont les projections orthogonales, sur le plan P, des deux courbes intersections des deux sections.
Cela posé :
9* Prenons deux surfaces S et S', en contact en un point m , et se coupant suivant une courbe ayant ce point m pour point multiple.
Si l'on construit la surface du second ordre 0 osculatrice de là surface S au point m, et la surface 0' osculatrice de la surface S' au même point, il est évident que les deux surfaces 6 et S' se couperont suivant une courbe qui aura pour ùêcuUiirice la courbe intersection des deux suf faces O et 0\
GoniDie Ton esl malire de prendre sur la normale N une longueur arbitraire c pour rendes axes de la surface osculatrice du second ordre, Ton peut toujours construire les deux surfaces 0 el 0' de manière à ce qu'elles soient concentriques.
L'une O étant un ellipsoïde, ou un hyperboioide à une nappe, aura pour ses demi-axes :
a=^i/cr et b=\/cR et c
L'autre 0' étant aussi un ellipsoïde, ou un hyperboioide à une nappe, aura pour ses demi-axes :
o'^V/er' et V=\/cB! et c
Dès lors les deux surfaces 0 et 0' se couperont suivant deux courbes planes dont les plans seront perpendiculaires au plan tangent commun aux deux sur- Faces S et S' pour le point m, et couperont ce plan suivant les deux tangentes à la courbe d'intersection des deux sur£aices données S et S' (^).
10/ Comme deux surfaces dif second ordre ne peuvent se couper que suivant deux courbes planes, et comme en un point d'une surface il n'y a que deux direc-
(*) s 1. — Je me luis appuyé pour la conatruction des taugentes au point multiple de la courbe intersectiou de deux surfaces en contact en un point , sur le Ihëorème suirant :
Lorsque deux surfaces du second ordre , qui ont chacune un centre , sont concentriques et en contact par deux sommets opposés, elles se coupent suivant deux courbes planes dont les plans se croisent sui* Tant Taxe commun.
II existe plusieurs démonstrations , soit par Tanalyse ^ soit par la géométrie , de ee théorème et du théorème général dcmt il est un corollaire ; la suiyante conduit au théorème général au moyen de considérations géométriques simples , qui permettent de démontrer rigoureusement et promptement la plupart des propriétés dont jouissent les surfaces du second ordre , de manière à être compris par ceux qui ne connaissent que les élément» de géométrie et de géométrie descriptire (').
On sait que , lorsque plusieurs sections coniques E, £', E", etc., ont un diamètre commun D et une tangente commune T en Tune de ses extrémités , elles jouissent de la propriété suivante : menant deux sécantes U et U' parallèles à T ; U coupant la courbe £ en deux points m, n; E' en m', n' ; E" en m", II", etc. fj' coupaut T en deux points p , q;E' en p\ q^\ E" en p", q'\ etc., les cordes mp, ng, m*p\ nq\ m"p'\ n"q'\ etc., prolongées se coupent eu un point y situé sur D. Les^ïordes mq, np, m'g', n'p', fn"q'\ I* n"p'\ ®t<S') s® croisent en un même point y situé sur la droite D.
On doit faire remarquer que les sections coniques doivent avoir toutes un centre, ou être toutes des paraboles.
Cela posé : considérais deux surfaces du seeond ordre ayant un diamètre commun D , et en Tune de ses extrémités un plan tangent commun O.
Par un point o arbitrairement choisi sur la droite D , menons un plan P parallèle au plan e , lequel eonpera les deux surfaces suivant deux sections coniques A et B ayant toujours un centre , et pour
(0 Vitrait du Baltetin de la Société ptailomati^ue , «éanc« d« 8 décembre 1833.
lions de courbure maximum et minimum , il s'ensuit que tout ce qui précède ne peut s'appliquer qu'à deux surfaces qui ne se coupent que suivant une courbe ayant un point multiple-doubte.
Plus loin je donnerai la construction des tangentes en un point multiple triple
centre comamn le point o, parce que tout-plan passant par le diamètre D coupera Tune et Pautre surfaces, soit qu'elles aient un centre commun, soit qu'elles se trouTent être deux paraboloïdes, suîyant une courbe ayant pour corde conjuguée du diamètre D , la droite intersection du plan P et du plan sécant.
Ces deux courbes se couperont donc en quatre points y ou pourront se toucher en deux points ; désignons dans le premier cas les quatre points d'intersection par a , 0*, 6 , ('. Il est érident qu'ils seront unis deux k deux par deux droites ab^ a'b' se croisant au centre commun o.
Je dis que les deux surfaces se couperont suivant deux courbes planes dont les plans ne seront antres que ceux déterminés par les droites D et aè , D et a'b'.
En effet : concevons par la droite D une suite de plans sécants Y, V, Y", etc., coupant les deux surfaces , le premier Y suivant deux sections coniques E et E' ; Y' suivant H et H' ; Y" suivant G et G', etc.; de plus , le plan Y coupera le plan tangent e suivant la droite T tangente commune aux coniques E et E' ; Y' suivant T tangente à H et H' ; V" suivant T" tangente à G et G', etc. *
Enfin Y coupera le plan P suivant une droite à parallèle à la tangente T ; V suivant ù parallèle à T' ; Y" suivant a" parallèle à T", etc.
Gela posé : coupons tout le système par un plan Q parallèle an plan P. Ce plan Q coupera la première surface donnée suivant une section conique « semblable à la courbe Â , et la seconde surface suivant une conique C sembrable à la courbe B.
Ce même plan Q coupera le plan Y suivant une droite U parallèle a la droite a ; Y' suivant U' parallèle à ù' ; Y" suivant U" parallèle à a", etc.
Projetons maintenant les courbes et les droites situées sue les divers plans Y\ Y", etc., sur le plan Y, au moyen de droites parallèles entre elles et au plan P ; on aura dès lors , sur le plan Y, une suite de sections coniques E , E', H', H^^, G**, G'^*, etc., qui auront toutes un diamètre commun D , et en l'une de ses extrémités même tangente T : car les tangentes T', T'', etc., se projetteront tontes sur la droite T ; de même les droites U', U", etc., se projetteront toutessur la droite U.
On pourra donc déterminer sur le plan Y les deux points de concours y et y\ et il est évident que les cordes qui , sur le plan Y ont les points y et y' pour points de concours , sont les projections obliques des génératrices droites des deux cônes qui uniront les courbes xet k, et des deux cônes qui uniront les courbes C et B.
Lorsque deux cônes ont même sommet ils se coupent suivant des génératrices droites; les deux cônes qui auront leur sommet en y se couperont donc suivant quatre génératrices partant des quatre points a, by a\ b\ intersections des deux courbes A et B ~; par conséquent les deux courbes « et C se couperont en quatre points situés deux à deux sur les plans (D, ab) et (D, dV). C. Q. F. B.
Les deux courbes A et B , au lieu de se couper, peuvent avoir deux points de contact ; on doit en conclure : que , lorsque deux surfaces du second ordre ont un diamètre commun et en l'une et l'autre de ses extrémités même plan tangent, elles se coupent suivant deux courbes planes dont les plans se croisent suivant le diamètre commun, ou elles se touchent suivant une courbe plane dont le plan passe par le diamètre commun.
Pui8C{ue deux surfaces du second ordre , concentriques et en contact par deux sommets opposés , ont toujours pour courbe de contact une courbe plane , on pourra construire la tangente en un point de la courbe de contact de deux surfaces quelconques , lorsque pour ce point l'on connaîtra pour Tune et l'autre surfaces , et les rayons de courbure maiimum et minimum , et la direction des lignes de courbure.
$ 2. — Hachette , dans un supplément à sa Géométrie descriptive , publié en 1824 , a donné U cou-
ou quadruple , etc. , d'une courbe intersection de deux surfaces , ou , en d'autres termes, d'une courbe à double courbure » connue par ses deux projections horizontale et verticale.
li. J'ai dit plus haut qu'il était évident que les deux surfaces osculatrices du second ordre 0 et 0' se coupaient suivant une courbe osculatrice de la courbe intersection des
almction du point de la courbe de contact d'une surface déyeloppable et d'une surface courbe, pour lequel la génératrice de la surface dëveloppable devenait la tangente de cette courbe de contact ; par la considération de deux surfaces du second ordre , concentriques et osculatrices , on arrive à la solu* tion de cette même question , mais par une marche différente.
Dans le cas où Tune des surfaces données est développable , comme alors sa surface osculatrice est un cylindre, on voit : qu'en désignant par R et r les rayons de courbure de la surface courbe 2, et par f le rayon de courbure de la surface développable «, il faudra prendre sur la normale N à la surface courbe s pour le point m de la courbe de contact , une grandeur arbitraire mo = c , et dans le plan P mené perpendiculairement à la normale N par le point o , construire une ellipse, si les rayons de courbure R et r sont dirigés dans le même sens , ou une hyperbole , si les rayons de courbure R et r sont dirigés en sens opposés ; cette courbe ( ellipse ou hyperbole) ayant son centre en o et ses axes a = l^^cR et (= l/rr dirigés dans les plans des sections principales de la surface courbe 2 ; puis mener deux tangentes à cette courbe parallèles entre elles et à la génératrice G de la surface développable « qui passe par le point m et suivant laquelle le cylindre osculateur en m se trouve tangent à cette surface ^. Ces deux tangentes seront distantes Tune et l'autre du centre o d'une même quantité qui sera d=s[/^c,f. Ces deux tangectes auront deux points de contact n et n\ avec la courbe ellipse ou hyperbole , lesquels seront unis par un diamètre D de cette courbe, et la droite 1) sera sur le plan P la projection orthogonale de la tangente cherchée.
d variera avec f ; mais comme d ne pourra jamais être nul si la courbe tracée sur le plan P est une ellipse , et que d pourra devenir au contraire nul si la courbe est une hyperbole , et que dans ce second cas les deux points de contact n et n' seront transportés à l'infini sur les branches de Thyperbole ; et que dès lors le diamètre D deviendra une asymptote de la courbe et sera sur le [^lan P la projection orthogonale d'une des deux génératrices de l'hyperboloïde osculateur, lesquelles se croisent au sommet m. On voit que lorsque la surface courbe x a ses rayons de courbure dirigés en sens opposés , la tangente au point m de la courbe de contact sera une génératrice y de l'hyperboloïde osculateur, si , pour ce point m , le rayon de courbure p de la surface développable « se trouve nul.
Ensuite, comme les deux tangentes à l'hyperbole sont parallèles à la génératrice G de la surface dé^ veloppable « , suivant laquelle le cylindre osculateur est tangent a cette suiîace * , on voit que lorsque ^ =0 , ces deux tangentes se confondent avec l'asymptote ; le cylindre osculateur se transforme en une ligne droite qui n^est autre que G , et le plan T perpendiculaire à la normale N et tangent à la surface développable « suivant la génà-atrice G, est le plan osculateur de la courbe de contact de la surface développable ^ et de la surface générale i (le plan T doit être considéré comme étant osculateur à la snrfaee développable tout le long de la génératrice droite G ) ; et dés lors la génératrice G se confond avec la génératrice y de l'hyperboloïde osculateur et devient la tangente à la courbe de contact.
Remarquons que lorsqu'une surface développable a , en un point m d'une de ses génératrices G , un rayon de courbure nul , elle a tous ses rayons de courbure nuls pour les divers points de cette même génératrice ; de sorte que celte génératrice est , ou une génératrice de rebroussernent , ou une génératrice d'inflexion sur la surface développable.
Ainsi , si Ton coupe tout le système par un plan Q^ l'on aura , sur la surface développable , une courbe C; sur le plan T une droite 9 ; sur la génératrice G un point a ; la droite d sera tangente à la courbe C au point a ; et ce point a sera, ou un point de rebroossement , ou un point d'inflexion de la courbe C.
Pour déterminer le point m , pour lequel la tangente est une génératrice de la surface développable «, on tracera la oonrbe d'erreur dont la construction est indiquée par Hachette, (Yoir sa note supplémen-< taire, 1824.)
deux surfaces données; ceci mérite une discussion particulière, car l'on pourrait être tenté de conclure que les tangentes obtenues ont chacune un contact du second ordre avec la courbe intersection des deux surfaces; ce qui, en général, ne peut être.
Si Ton coupe la surface S et la surface osculatrice 0 par une troisième surface 1, Ton aura deux courbes d'intersection, Tune (f sur S et l'autre l sur O, lesquelles auront un contact du second ordre, c'est-à-dire, deux éléments rectilignes communs*
Par conséquent , les deux surfaces S' et 0' couperont, la première la surface S, et la seconde la surface O, suivant des courbes qui auront aussi un contact du second ordre, c'est-à-dire , deux éléments rectilignes communs.
12. Mais comme la courbe intersection des deux surfaces O et O', en vertu de ce que les deux surfaces sont concentriques , se trouve formée de deux courbes planes, chacune d'elles n'aura qu'un contact du premier ordre avec la courbe intersection des deux surfaces S et S\
( Ce n'est que dans des cas particuliers que le contact se trouverait du second ordre pour chacune des courbes planes. )
13. Ainsi , les plans de ces deux courbes planes couperont le plan tangent commun aux deux surfaces S et S', au point m , suivant deux droites , qui ne seront que tangentes aux deux branches de la courbe intersection des deux surfaces S et S', qui n'auront chacune qu'un contact du premier ordre avec cette courbe.
Et lorsque ces tangentes auront un contact du second ordre, c'est que la courbe d'intersection des deux surfaces S et S' aura pour le point m un rayon de cour*bure infini.
14. Ainsi, par exemple, si l'on suppose que l'une des deux surfaces devienne un plan tangent à l'autre surface, et que cette surface ait ses rayons de courbure dirigés en sens opposés pour le point de contact , alors le plan tangent coupera cette surface suivant une courbe ayant au point de contact un point multiple.
Dans ce cas, les tangentes en ce point auront chacune avec la courbe d*int^section un contact du second ordre.
£n effet :
15. Le plan tangent coupera la surface S et la surface osculatrice 0 (qui sera dans ce cas un hyperboloïde à une nappe) suivant deux courbes qui auront entre elles un contact du second ordre.
Mais le plan tangent à la surface coupe l'hyperboloïde osculateur suivant une courbe qui n'est autre que deux génératrices, puisqu'il lui est aussi tangent.
Si par l'une de ces génératrices je fais passer un plan quelconque, il coupera la surface suivant une courbe qui devra avoir un contact du second ordre avec
cette génératrice ; il ea sera de même par rapport à l'autre génératrice ; par conséquent le pian tangent qui passe par ces deux génératrices doit couper la surface suivant une courbe ayant un contact du second ordre avec chacune de ses tangentes au point multiple.
Ainsi, toutes les fols qu'un plan tangent à une surface la coupera suivant une courhe ayant un point multiple-dotible , chacune des branches de cette courbe aura au point multiple un rayon de courbure inCni.
46. Lorsque la surface S est développable , la surface osculatrice O devient une surface cylindrique ayant pour base une section conique osculatrice au point m , à la section y, faite dans la surface S par le plan normal dirigé perpendiculairement à la génératrice droite de la surface , et passant par le point m.
17. Pour simplifier les opérations graphiques , l'on peut choisir pour la base du cylindre osculateur au point m (car il n'est que tangent suivant tous les autres points de la génératrice qui passe par le point m) une ellipse ayant un des sommets en ce point m , et ses axes étant : dans le sens de la normale au point m, b longueur arbitraire; et perpendiculairement à la normale, a:=3\/bp (pétant le rayon de courbure de la courbe plane y pour le point m). «
i8. Pour résoudre ce problème général , construire les tangentes au point multiple- double de la courbe intersection de deux surfaces, nous avons vu qu'il fallait connaître :
1*" La normale N au point multiple my
2" La direction des lignes de courbure, qui, sur l'une et Tautre surface, se croisent au point m;
3!^ Enflii , les deux rayons de courbure maximum et minimum pour chacune des deux surfaces.
19. Mais remarquons que, lorsqu'on a une courbe plane et la normale en un pçint de cette courbe, il est facile, au moyen d'une courbe d'erreur, de construire le centre de courbure situé sur la normale , sans avoir besoin de connaître aucunes propriétés géométriques de la courbe , en d'autres termes son équation étant inconnue (voir la Géométrie des courbes, par M. Bergery). Je donne la construction de cette courbe plus loin (article 49).
20. Dès lors, comme les rayons de courbure r et R d'une surface ne sont autres que les rayons de courbure des sections faites dans cette surface par les plans normaux dirigés tangentiellement aux lignes de courbure maximum et minimum , il suffira réellement de connaître , jusqu'à présent , seulement la normale N au point i^ , et la direction des lignes de courbure qui se croisent en ce point sur l'une et l'autre surface.
Car les deux surfaces seront toujours données par un mode de génération quelconque; et dès lors y en vertu de leur mode de génération , il sera toujours possible de construire par points la courbe , intersection d'un plan et de Tune et de l'autre de ces surfaces.
2i. Mais comme plus loin j€ donnerai la solution graphique de ces deux problèmes :
i"" Construire la normale en un point d'une surface dont on ne connaît pas l'équation, mais qui est donnée par une suite de sections parallèles, ou tout autre mode de génération ;
2"^ Construire en un point de cette même surface la direction des lignes de courbure maximum et minimum;.
On peut dire dés à présent que ce problème : construire les tangentes au point mulûple^douUe de la courbe intersection de deux surfaces j peut toujours être résolu complètement par de simples constructions graphiques j lorsque les deux surEiees sont déterminées par des sections parallèles , ou tout autre mode de génération , sans avoir besoin de connaître aucune des propriétés géométriques ni de l'une, ni de l'autre surface.
22. La direction des lignes de courbure est connue pour certaines surfaces. Telles sont les surfaces de révolution et les surfaces développables. Certaines surfaces gauches peuvent encore offrir pour certains points les moyens de connaître la direction des lignes de courbure qui s'y croisent. Ainsi, une surface conoîde, ayant pour directrice une courbe telle, que Ton peut lui mener une tangente 9 telle qu'elle se trouve, ou dans un même plan avec la directrice droite, ou parallèle au plan directeur, offrira, tout le long de la génératrice passantpar le point de contact de cette tangente 6 et delà courbe directrice, une courbure du même genre que celle des surfaces développables : de sorte que cette génératrice sera une ligne de courbure minimum de la surface conoîde ; la direction des lignes de courbure de la surface conoide , pour un quelconque des points situés sur cette génératrice, sera donc connue; et dès lors les constructions précédentes pourront être employées dans ce cas particulier, sans avoir besoin de recourir à l'équation de la surface conoîde, si toutefois l'on connall la direction de la normale à la surface.
23. En général , lorsqu'une surface gauche a , en tous les points d'une de ses génératrices, même plan tangent, cette génératrice est une ligne de courbure minimum de la surface ; ainsi, pour tous les points situés sur une telle génératrice, les constructions précédentes seront encore applicables sans avoir besoin de recourir à réquation de la surface , si toutefois encore on connaît la direction de la normale à la surface.
24. iSi la direction de la normale à la surface n'était pas connue, il faudrait la construire par la mélhode graphique que nous donnerons plus loin, et qui n'exige que de pouvoir construire une section plane quelconque de la surface .
25. Les deux surfaces S et S' ne pourront offrir que les cinq combinaisons suivantes :
4* Deux surfaces courbes ayant l'une et l'autre leurs rayons de courbure dirigés dans le même sens ;
2'' Deux surfaces courbes ayant l'une et l'autre leurs rayons de courbure dirigés en sens opposé ;
S"" Deux surfaces courbes ayant , Tune ses rayons de courbure dirigés dans le même sens y et l'autre en sens opposé ;
4*" Une surface courbe et une surface développable ;
5* Deux surfaces développables.
La construction des tangentes au point multipte-double m de la courbe interseclion des deux surfaces consistera donc (en désignant par r et R les rayons de courbure de la surface S, et par / et R' ceux de la surface S') à tracer sur le plan tangent au point m :
Pour le premier cas y deux ellipses ayant le point m pour centre commun, et pour axes :
Tune a = Ver , 6 = J^cR l'autre rf= |/cF, 6'= kdF
Ces deux ellipses se couperont en quatre points , les cordes diagonales seront les tangentes demandées.
Pour le second cas j deux hyperboles ayant le point m pour centre commun^ et pour axes : _
a = ver , h =8 K cR pour Tune , d= V/cF, V= V/cR' pour l'autre,
déterminant, d'après ce qui a été dit plus haut, quel est l'axe imaginaire pour l'une et l'autre courbe , et se rappelant que c est une longueur arbitraire.
Pour le troisième cas , une ellipse et une hyperbole concentriques.
Pour le quatrième cas, une ellipse ou une hyperbole et deux droites parallèles et équidistantes du point m.
Pour le cinquième cas f quatre droites, parallèles deux à deux et formant un parallélogramme dont le centre sera au point m.
Pour ces trois derniers cas , il sera facile j d'après tout ce qui a été dit , de trouver, soit les axes des courbes , soit la distance des droites au point m (*).
26. On a vu précédemment que , lorsqu'un plan tangent à une surface coupait cette surface suivant un point mtUiiple^doubte i chacune des deux branches de cette courbe avait au point multiple un rayon de courbure infini.
27 . On a aussi vu : l"" que , lorsque deux surfaces se coupaient suivant une courbe ayant un point multiple-double ^ chacune des branches de cette courbe n'avait en général qu'un contact du premier ordre avec sa tangente j 2'' qu'il pouvait arriver , dans certains cas, que chacune des branches eût un contact du second ordre avec sa tangente; mais alors il est évident que les plans osculateurs au point
(*) Lorsque deux surfaces S et S' ont un contact en un point m , elles se coupent suiyant une courbe G dont les branches se croisent an point m. La courbe G , suirant le nombre des nappes qui composent l*une ou Pautre des surfaces S et S', peut aroir deux-, trois , quatre , etc.» branches , passant par le point m. Mais ces branches peuvent avoir en ce point m une seule tangente, on autant de tangentes qn*il y a de branches , ou moins de tangentes qu^il 7 a de branches passant par ce point m.
Pour. simplifier la question , nous supposerons que les deux surfaces S et S' sont telle» que la ooorbe G est telle qu'elle a deux branches , seulement , passant par le point m.
Il peut donc se présenter deux cas :
Ou 1 Vies deux branch0s se croiseront an le point m , et la eonrhe € aura dès lors deMX tangentes distinctes pour le point m.
Ou 2** les deux branches seront tangentes l'une à l'autre en ce point m , et la courbe G aura dès lors une seule tangente en ce point m.
Nous allons démontrer que la courbe G étant Pintersection 1*" de deux cylindres , ou 2^ d*un cylindre et d'un cône , ou Z^ de deux cônes , et par suite A^ de deux surfaces développables , aura toujours pour ce point m , des tangentes séparées, en d'autres termes, autant de tangentes qu'il y aura de branches de cette courbe G , passant par le point m.
Nous savons que pour une surface dé veloppable S, cylindrique^ conique on générale, la «orfaee ' osculatrice en un point m d'une génératrice droite G de cette surface est une surface cylindrique O ayant ses génératrioes droites parallèles à la droite G. Nous savons que les courbes concentriq^ies et tracées sur le plan tangent commun aux deux surfaces $ et S' en contact par le point m , peuvent suivant leur forme géométrique étrç tangentes en deux points ou se couper en quatre points. Gela posé, il est évident :
1 <" Pour que les branches de la courbe G aient, d^ux tangentes au point m , il faudra que les courbes jêncentriques se coupent en quatre points.
2^ Pour que les branches de la courbe G aient une seule tangente au point m, il faudra que les courbes concenti[iques se touchent en deux points.
Or : comme lorsque les surfaces osculatrices O et 0' «ont des cylindres , chacone des eotif ^ concentriques est formée de deux droites parallèles ; il est bien évident que, dans le cas où les surfaces S et S' seront toutes deux développables , la courbe G ne pourra jamais Kwotr pour le point m une seule tangente , et quel que soit d'ailleurs le nombre des branches de la courbe G passant par ce point m.
Mais si l'une des surfaces S , par exemple , étant développable , l'autre surface S' était une surface courbe (ayant en chacun de ses points des rayons de courbure maximum et minimum , ni nul^ ni.tft^Ht), alors il pourra arriver, suivant les relations de position existant entre ces deux surfaces S et S', que la courbe G n'ait qu'une seule' tangente k ses deux branches et an point m par lequel passent cev deux branches.
multiple de cette courbe ne seraient autres que les plans des deux courbes planes, intersection des deux surfaces osculatrices O et 0'.
On peut donc conclure de tout ceci , savoir
1* Que, si l'on a sur un plan une courbe ayant un point mtdtiple-double , elle ne pourra être regardée comme la projection de l'intersection d'une surface par son plan tangent , qu'autant qu'elle aura pour chacune de ses branches, au point multiple, des rayons de courbure infinis ;
2'' Que, si l'on a sur un plan une courbe ayant un point multipte-dauble, et que ses rayons de courbure soient infinis ou non en ce point , elle pourra toujours être regardée comme la projection de l'intersection de deux surfaces ayant un point de contact.
29. Appliquons maintenant les diverses considérations développées dans ce mémoire à la solution de plusieurs problèmes.
l^ PROBLÈME.
Étant donnée une courbe plane dont on ne connaît aucune des propriétés géométriques^ en d'autres ternies ^ dont C équation est inconnue ^ lui construire une tangente en un point donné.
30. Soluiion. Soit une courbe 9 tracée sur un plan, un point m de cette courbe, en lequel on veut construire la tangente.
Je trace dans le plan une droite D arbitraire , mais passant par le point m. Je la regarde comme Taxe d'un ellipsoïde dé révolution E, ayant son centre au point fit.
Je regarde la courbe f comme la base d'un cylindre vertical , qui coupera Tellipsoïde suivant une courbe à double courbure 4>.
Je regarde cette courbe 4> comme la directrice d'un cylindre G, ayant ses génératrices horizontales et dirigées perpendiculairement à l'axe D. Ce cylindre G coupera l'ellipsoïde E suivant une seconde courbe ^'« Les deux courbes 4> et 9' seront symétriquement placées Tune à droite , l'autre à gauche du plan méridien vertical passant par l'axe D.«Les deux surfaces E et G auront deux points de contact situés sur la verticale passant par le point m, l'un au-dessus, l'autre au-dessous du plan de la courbe 9. La courbe intersection de ces deux surfaces aura donc deux points mulUples-^oubUs.
3i« Pour chacun de ces points multiples, on connaît :
Sur la surface E :
i"" La direction des lignes de courburCi puisque cettesurface E est de révolution;
2"" Les rayons de courbure maximum et minimum ;
3"* La direction de la normale, puisqu'elle n'est autre que la verticale passant par le point m;
Sur le cylindre G :
l"" La direction des lignes de courbure ;
2^ La direction de la normale;
S"" Le ravon de courbure minimum, qui est infini, puisque la surface est développable.
Il faut donc trouver le rayon de courbure maximum de ce cylindre G.
32. Or, si Ton coupe le cylindre G par un plan perpendiculaire à ses génératrices , et passant par la verticale M , dont le pied est au point m de la courbe <p , il sera facile de construire sa section droite y. Gette courbe y sera rencontrée par la verticale M en deux points m! et m" ; cette verticale sera la normale à la courbe y pour chacun des deux points m! et m".
On pourra donc, au moyen de la courbe d'erreur indiquée par M. Bergery, construire le centre de courbure de la courbe y pour le point m! ou le point m", puisque l'on connaît la normale pour l'un et l'autre de ces points.
On aura donc le rayon de courbure maximum pour le point m' ou le point m''.
On pourra donc construire, par la méthode indiquée ci-dessus, les deux tangentes aux points m! ou m'\ en lesquels les courbes $ et <^' se croisent.
La tangente à la courbe <p sera parallèle à la tangente de la courbe $ menée ou au point m ou au point m", car le plan de la courbe <p coupe symétriquement les deux surfaces E et G.
Étant donnée une courbe plane ayant un point multiple-double , courbe dont on ne connaît aucune des propriétés géométriques ^ en d autres termes , dont C équation est inconnue , construire les deux tangentes en ce point.
33. Solution. Soit tracée sur un plan une courbe ayant un point multiple-doubU m. Je désigne par peiq les deux branches de la courbe*qui se croisent au point m.
Je trace dans le plan une droite de direction arbitraire D , mais passant par le point m.
Je regarde cette droite D comme l'axe de révolution d'un ellipsoïde E, ayant son centre au point m.
Je regarde la courbe pq comme la base d'un cylindre vertical , qui coupera la surface E suivant une courbe à double courbure ayant deux points multiplesdoubles ^ situés sur la verticale M , passant par le point m.
Je désigne l'un de ces points , symétriquement placés par rapport au plan de la courbe donnée, par m'j et par P et Q les deux branches de la courbe à double courbure qui s'y croisent.
Je regarde la courbe PQ comme la directrice d'une surface cylindrique C^ ayant ses génératrices horizontales et dirigées perpendiculairement à l'axe D.
Ce cylindre G coupera la surface E suivant une seconde courbe à double courbure, ayant deux branches P'et Q', se croisant aux deux points multiples.
Les branches P et P', Q et Q^ seront symétriquement placés par rapport au plan méridien vertical passant par l'axe de rotation D.
Si l'on conçoit une série de plans verticaux perpendiculaires à la droite D , on remarquera que chacun d'eux coupe les quatre branches P^ Q, P', Q', en quatre points.
Je désigne ces points par :
n sur P, n sur P', p sur Q, v sur Q'
Il est évident que les droites qui uniront ces points deux à deux , telles que nn' et w\ seront horizontales et à des hauteurs différentes au-dessus du plan horizontal; par conséquent la courbe y, section droite du cylindre G, sera formée de deux branches passant par le point m!, qui seront en contact en ce point, puisqu'elles auront même normale M en ce point.
Cette section droite y aura donc au point m deux rayons de courbure. Le cylindre G aura donc, suivant la génératrice horizontale passant par le point m', deux cylindres de révolution osculaieurs, l'un par rapport à l'une des branches de la courbe y, Tautre par rapport à la seconde branche de cette même courbe. Désignant par h et A' ces deux cylindres , on pourra facilement déterminer les ellipsoïdes e et e\ ayant deux plans tangents communs , savoir : eavec/i, e avec li\
Il sera facile ensuite de construire les sections planes des surfaces e eth^ puis celles de e' et h\ et les plans de ces quatre sections couperont le plan de la courbe donnée suivant quatre droites , dont deux seront les tangentes demandées.
3.4. On peut facilement appliquer la solution précédente aux courbes planes
qui ont un point multiple triple ou quadruple 9 etc., car il est évident que , lorsque
le point sera triple ^ la section droite y aura trois branches en contact au point m',
par conséquent il y aura trois rayons de courbure en ce point. On aura donc trois
cylindres de révolution osculateurs II , h\h"y qui , par leurs intersections avec les
ellipsoïdes correspondants e, e\ e", détermineront six plans verticaux qui cou^
perooi le plan de la courbe propoeée suivant six droites , dont tnm seront les tangentes demandées , etc.
Étant donnée une courbe à double courbure par ses projectiam verticale et horizontale , construire la tangente en wt point de cette courbe y ne connaisêont aucune de ses propriétés géométriques ; en d'autres termes , tes équations des projections de cette courbe étant inconnues*
35. Solution. Puisque la tangente à une courbe à double courbure a pour projections les tangentes aux projections de cette courbe, il suflSra de construire ces tangentes.
On devra donc regarder chacune des projections comme une courbe plane , et construire les tangentes à chacune d'elles par la méthode précédemment expliquée.
(Fig. 59.) Étant donnée une surface par une série de sections parallèles ^ dont on connaît les distances respectives ^ construire le plan tangent , et par suite la normale en un point -dune surface (tinsi définie » ne connaissant t£ ailleurs aucune de ses propriétés géométriques , en d^ autres termes , les équations des courbes , sections parailèleSj étant inconnues.
36. Solution. Supposons une surface déterminée par les sections horizontales i, 2y 3, 4, 5, etc., dont les hiuleurs au-dessus d'un plan horizontal choisi pour plan de comparaison , sont :
(a) pour la courbe \ , '
(c) - 3, etc. — etc.
Donnons-nous la projection horizontale m d'un point de la surface, la hauteur de ce point au-dessus du plan de comparaison étant connue*
L'on tracera deux droites arbitraires mQ , mP, sur le plan horizontal; ces droites se croisant au point m..
On les regardera comme les traces horizontales de deux plans sécants verticaux ; l'on construira les courbes 9 et ^ ' de sections^ et par la méthode précédemment développée» Ton construira la tangente npau point n de la courbe f, et la tangente nq au point n' de la courbe <f'.
Les poinU n et »' sont r etpecliveiBent les rabalteroeol» da pomt de la surface ayant le point m pour projection horizontale ; l'on rapportera ensuite sur le plan horiiontal en P et Q les pieds p et q^ de ces tangentes ^ et la droite PQ sera la trate horizontale du pkn tangent demandé.
37. Connaissant le plan CMgent, il sera facife de connaître la normale.
38. La solution de ce problème peut servir dans plusieurs des applications que les ingénieurs sont obligés de faire de la géométrie descriptive au terrain ; car Ton sait que, dans les divers projets, le terrain sur lequel Ton doit opérer est toujours donné par des sections horizontales ou courbes de niveau.
39. Quel que soit le mode de génération d'une surface, il est toujours possible, en vertu de sa génération, de construire par points une section plane de cette surface.
On peut donc toujours résoudre le problème précédent par de simples constructions graphiques^ sans avoir besoin de connaître Téquation de ta surface.
Êùmt donnée une surface par une suiêe de seeikms parallèles , ou tout autre mode de génération j construire en un point de cette 9urface la d^ection des lignes de courbure , san^connaiire aucune des propriétés féométriques de cette surface^ en d'autres termes^ tes équathms des courbes de sections ou de génération étant inconnues.
40. Solution. Puisqu'il existe une infinité de surfaces du second ordre , ayant un centre, qui jouissent de la propriété d'être osculatrices par un de leurs sommets en un point donné d'une surface, la normale au point de la surface donnée étant la direction de Fun des axes de ces surfaces osculatrices, il faudra construire la normale au point donné sur la surface , et mener trois plans normaux qui couperont la surface donnée suivant trois courbesv
Au moyen de la courbe d'erreur indiquée par M. Bergery^ Ton pourra déterminer la longueur des rayons de courbure pour chacune de ces trois sections normales^ puisque ces rayons seront tous dirigés suivant fa normale à la surface.
Sur la normale Ton prendra un point arbitraire, par lequel on conduira un plan perpendiculaire à cette normale.
Ce plan coupera la surface osculairice du second ordre suivant une ellipse ou une hyperbole ayant ce point pour centre.
(La section sera une ellipse, si la surface donnée a ses rayons de courbure dirigés dans le même sens; ce que Ton reconnaîtra si le plan tangent au point
donné ne coupe pas la surface suivant une courbe ayant un point multiple en ce point de contact.
La section sera une hyperbole , si la surface donnée a ses rayons de courbure dirigés en sens opposé; ce que Ton reconnaîtra si le plan tangent coupe la surface suivant une courbe ayant le point de contact pour point multiple. )
Au moyen des rayons de courbure et delà direction des trois sections normales, il sera facile de construire six points de cette ellipse ou de cette hyperbole, et, par suite, de déterminer les axes de ces courbes.
On n'aura plus qu'à faire passer par la normale et chacun des axes un plan , et Ton obtiendra les sections principales de la surface donnée, lesquelles sont , comme on le sait, tangentes aux lignes de courbure.
Ainsi
Soit donnée une surface S {fig. 60 ) par des sections parallèles ou tout autre mode de génération , et un point m sur cette surface.
Par la construction donnée précédemment, nous déterminerons la normale N au point m.
Par cette normale^ je ferai passer trois plans normaux P, P', P", qui couperont la surface S suivant trois courbes p , p\ p'\ qu'il sera toujours facile de construire par points, en vertu du mode de génération de la surface S.
Chacune de ces courbes passe par le point m, et a pour normale en ce point la droite N ; dès lors on pourra , au moyen de la courbe d'erreur indiquée , construire la longueur des trois rayons de courbure p pour la courbep , p' pour p\ p" pour p".
On déterminera sur le plan tangent T, au point m de la surface S , les traces I, fy i", des plans normaux P, P', P".
L'on portera p sur i, à droite et à gauche du point m, et l'on aura deux points u et v.
Portant de la même manière V^^77 ^"^ ^' ^' ^P?' ^^^ ^"> ''^° ^^^^ '^^ quatre points u et t;', u" et v'^.
Les six points ainsi déterminés appartiendront à une ellipse.
( Supposant que la surface a ses rayons de courbure dans le même sens; nous examinerons ensuite les modifications à apporter aux constructions graphiques lorsque les rayons de courbure sont dirigés en sens opposé.)
42. U faut maintenant déterminer les axes de cette courbe et leur direction. Désignant par a et 6 les axes de cette ellipse , par a l'angle que fait avec l'un d'eux son diamètre d, on sait que l'on a :
^ = ^ ces , + -^. 8in .
Ainsi l'on aura les trois équations :
-î = — • COe* a + ij 81B a
ff ef '6*
43. On connaît les angles que les plans normaux P, P', P'", font entre eux; ils sont mesurés par les angles que font entre elles 4eurs traces t , t^ t", sur le plan tangent.
On aura donc :
On pourra donc écrire les trois équations ainsi qu'il suit :
-7-=-; 008 a4-~8ma p7 == î C08'(a-0)+ p sinVa-CO
44. Ces trois équations serviront à déterminer les deux axes a et b, et l'angle a que Taxe a fait avec la trace l.
45. Connaissant les longueurs des axes a et 6, on pourra facilement construire les rayons de courbure maximum et minimum r et R de la surface pour le point m , puisque Ton sait que :
r=:- et R=: -
46* Pour simplifier les calculs, on pourra choisir les trois plans normaux de manière ce à qu'ils fassent entre eux des angles demi-droits. Ainsi posons :
iyf ^'w droit et I , I" « i droit.
Par conséquent , on devra faire dans les formules , ci-dessus :
co8(l,0=»nn(l, I') et 8iii(l, 0=i et o08(l,O»0
47. Examinons maintenant le cas où les six points v^ Vj u\ v\ u", v'\ doivent
être déterminés de manière à ce qu'ils se trouwnl situés mr ime hyperbole , parce que Ton a reconnu que la surface a ses rayons de courbure dirigés en sens opposé.
Dans ce cas, le plan tangent coupe la surface suivant une courbe qui a pour point multiple le point de contact.
Les deux tangentes de cette courbe en ce point sont les asymptotes des projections, sur le plan tangent , des hyperboles sections feites dans l'un et l'autre hyperboloide osculateur H et H' (7) , par un plan mené par le centre de l'une et de l'autre de ces surfaces oscutalrices et parallèlement au plan tangent.
Par conséquent , les plans normaux P, P', P"', devront avoir leurs traces i, t\ i" sur le plan tangent, comprises toutes trois dans l'un des angles formés par ces deux asymptotes.
Et l'on opérera, cette condition étant satisfaite, comme dans le cas où les rayons de courbure sont dirigés dans le même sens \ seulement on doit observer que les formules à employer sont dans ce cas :
— = - COS fl»— r; 8m*«
— — -^ COS a — TL sin'a
— = j cos' a" - - sm «
4&, Mais cette marche peut être abrégée; car Ton peut, dafis ce cas particulier, se dispenser d'avoir recours aux trois équations ci-dessus , et n'employer qne dtes constructions graphiques, en observant que , puisque les^deux tangentes, a» point muitipU de la courbe interaction du plan taagexU; et de lai surfMe , sool Les asymptotes de l' hyperbole-lieu des six points tf , v , u', v'^ u^'yiv', on aura tout àéà suite la direction des axes a oC 6 de cette courbe, si Ton connaît les deux tangentes; puisque les axes a et 6 divisent en deux parties égales les angles des asymptotes. Ainsi , on cherchera la projection de la courbe intersection de la sur- &ce psr soa* plan taogefti, €^n constr»fr& (es deux tangeniesà cette projection , en la regardant comme une^ courbe dont o» ne coirnaft pas l'équation (voir le 2* problème), et l'on connaîtra dès lors les deux asymptotes, puisque l'on aura leurs projections et le plan lange*t.qtti lest contient.
Par la direction dès lors connue des axes a et 6 , on fera passer deux plans normaux, qui couperont ht surface suivant ses deux sections principafes , dont on déterminera , au moyen de la courbe 4*erreur indiquée par M. Bergery, les rayons de courbure , qui seront les rayons de courbure maximum et minimum r et R de la surface donnée, et pqur h p<^int ooo^idéfié sw œtM suA(ace«
CûHMtneHon de ht cùurbe d'erreur qui sert à déterminer le centre du cercle oscu'tatewr en un point et une courbe dont t équation est inconnue , connaissant la normale en ce point.
49.. Soit donnée une courbe ^ {fig. 61) , un point a sur cette courbe et la normale N de cette courbe pour le point a; l'on mènera les diverses cordes a6, ab\ ab"y etc., et Ad, ad!^ adk\ etc., à droite et à gauche du point a.
Sur le milieu de chacune de ces cordes Ton construira les perpendiculaires P, P', P", etc , qui couperont respectii/ement la normale N aux points m, m', m", etc. Par chacun de ces points Ton élèvera des perpendiculaires à la droite N et respectivement égales aux cordes. Leurs extrémités o, o\ o'\ etc., détermineront une courbe 9. qui coupera la normale N en on point &> qui sera le centre du cercle osculateur de la courbe ^ pour le point a.
On doit avoir soin de diriger les perpendiculaires mo, mV, mV, etc., du côté de Tare de la courbure auquel elles correspondent.
Cette construction est fondée sur la propriété dont jouit le cercle osculateur, savoir : de toucher et couper en même temps la courbe au point d'osculation.
Chacun des points de la normale N peut être regardé comme le centre d'un cercle tangent au point a ; chacun des points de la courbe 9 peut être aussi re* gardé comme le centre d*un cercle sécant au point a ; le point a> , situé à la Ibis et sur la normale N et sur la courbe &, sera donc le centre d'un cercle tangent et sécant en même temps , par conséquent du cercle osculateur.
50. Remarquons que la courbe 9-, en vertu du mode de construction employé pour chacun de ces points, doit couper rectangulai rement la normale N. Cette manière d'être de la courbe 0 et de la droite N, en leur point d'intersection , permettra donc de trouver le point tù tel , qu'il approche davantage de la position véritable du centre de courbure , que si ce point a> était déterminé par l'intersection de la normale N et d'une courbe qui ne couperait pas cette normale sous un angle connu d'avance.
§ IV
51. Appliquons à un exemple ce qui a été développé précédemment 4, 5, etc., iO.
La voûte d'arête en tour ronde est la combinaison d'une voûte annulaire eC
d'une voûte conoîde; ces deux voâtes ayant mènde naissance et même montée; ou, en d'autres termes, la surface annulaire et la surface conoîde ayant deux plans tangents communs.
Ces deux voûtes se coupent suivant une courbe composée de deux branches séparées, mais qui se croisent en deux points qui sont chacun Tintersectioadela génératrice droite du conoîde et du cercle de la surface annulaire, lignes respectives de contact du plan tangent commun aux deux surfaces ; Ton demande de construire les tangentes en Tun de ces points multiples.
52. La surface annulaire est engendrée par le cercle (c) du rayon R (fig. 62), situé dans le plan vertical oTL, et tournant autour de Taxe vertical (ç).
La surface conoîde est engendrée par une droite se mouvant horizontalement sur l'axe vertical (o) et sur le cercle (c') , aussi du rayon R , et situé dans le plan vertical L'T' perpendiculaire à la droite o6, laquelle divise en deux parties égales l'angle L'oT'.
Ces deux surfaces ont même naissance et même montée , et se coupent suivant une courbe k double courbure qui se projette sur le plan horizontal suivant les deux branches i et 3'. Ces deux branches se coupent en un point m , situé sur la droite o6, et au milieu de hh\
Remarquons que le plan tangent commun aux deux surfaces est horizontal , et que, par conséquent , les projections horizontales des tangentes au point multiple de la courbe de l'espace , comprendront entre elles le même angle que celui compris par les tangentes elles-mêmes.
Ainsi il suffit de construire les tangentes aux deux branches i et y.
Pour la surface annulaire, l'on connaît, l"" la direction des lignes de courbure qui se croisent au point m , puisque cette surface est de révolution.
Les lignes de courbure sont : l'une le méridien (c) situé dans le plan vertical om, Tautre le cercle horizontal ayant pour rayon om.
2'' La direction de la normale : elle est verticale;
3* La longueur des rayons de courbure maximum et minimum : Tune est égale à R , l'autre est infinie.
Par conséquent, la surface du deuxième ordre, osculatrice de la surface annulaire au point m , sera un cylindre dont les génératrices seront horizontales et perpendiculaires au plan vertical om; dont la section droite sera une ellipse e^ ayant un de ses sommets au point multiple, et ses axes étant i* dans le sens de la normale c (longueur arbitraire) et 2"" dans le sens horizontal |/^cR.
Pour la surface conoîde, l'on connaît : l"" la direction des lignes de courbure qui se croisent au point multiple ; car, d'après ce qui a téé dit (22), la génératrice horizontale culminante, dont la projection horizontale est ob , est une ligne de
courbure. Si donc par le point m on mène un plan vertical tmt" perpendiculaireà 0^ , ce plan coupera la surface suivant une ellipse (E)^ qui sera une section principale du conoîde. Le rayon de courbure au point {Jb\ m) de cette ellipse sera le rayon de courbure maximum de la surface.
Aussi, 2* Ton connaît la longueur des rayons de courbure; Tun est infini,
Tautre est p=: ^, désignant par d Taxe mm' de rellipse(E).
La surface du deuxième ordre , osculatrice du conoîde , sera donc encore un cylindre dont les génératrices seront horizontales et perpendiculaires au plan vertical L'T'; dont la section droite sera une ellipse e' , ayant un de ses sommets au point multiple, et ses axes étant : l^'dans le sens de la normale c\ longueur arbitraire , et 2"" dans le sens horizontal :
Il suffit de supposer que c=c' pour que les deux cylindres osculateurs aient leurs axes dans le même plan horizontal , et se coupent dès lors suivant deux courbes planes , dont les plans verticaux couperont le plan horizontal suivant les deux tangentes demandées.
Ainsi Ton portera à partir du point m, -à droite et & gauche :
1«» Sur la droite mo, une longueur mt;'=:j/'^ . 2* Sur la droite mm\ une longueur mv = \/ c —
Et achevant le rectangle kk'k'k"\ les diagonales kk'\ k'k'" seront les tangentes demandées, et ces tangentes seront symétriquement placées par rapport à là droite om.
53. La tangente trigonométrique de Tangle que l'une des tangentes kk" fait avec la droite om a une valeur remarquable.
On a •
tangente {hmo) = ^ = \ / ^ !^ — ^
V/cR
Désignant par / la distance du centre a du cercle(c) à Taxe (o) , par Ma distance du centre b du cercle {c) au même axe (o) , Ton a , par les deux triangles semblables Ubo et mmo :
mm*
oh om
= — , ou - = -
Ainsi tangente (kmo) = ^
54. Lorsqu'on voudra donc que les deux suriaces se coupent suivant des courbes se croisant à angle droit , il feudra que / = /'; c'est-à-dire que ie cercle {c)y qui est la courbe directrice du conoïde^ se trouve dans un plan vertical passant par ie point m, milieu de hh\
Si Ton a : / > /', alors l'angle ArmAr'" sera obtus;
Si Ton a au contraire :/</', alors l'angle ArmA:"' sera aigu.
55. On pourra donc toujours ^ maintenant, déterminer les rapports qui doivent exister entre les dimensions de la voûte annulaire et celles de la voûte conoîde, pour que les deux courbes-arêtës se croisent sous un angle voulu ; résultat ^ue Ton ne savait point obtenir jusqu'à présent, et qui n'est pas sans importance^ puisque les dimensions du parallélépipède capable de contenir la clef de la voûte, dépendent de l'angle sous lequel se croisent les deux courbes-arêtes; et que cet angle doit nécessairement ne varier qu'entre certaines limites, pour que la clefsoit exécutable; car Ton conçoit que l'on ne pourrait choisir des dimensions, pour les deux voûtes , telles que l'angle eût pour tangente 7~; car alors si le parallélipipède avait 0",25, par exemple, pour le petit côté, il aurait 2'^,h0 pour le grand
côté; ce qui serait inadmissible en constructions.
56. Plusieurs des questions résolues dans ce mémoire trouveront donc , ainsi que le montre le problème précédent » des applications utiles dans la construction des diverses espèces de voûtes (T arêtes et de voûtes en arc-de-cloitre (*)•
(*) 'Note sur la voûte d'arête en tour ronde, !• horizontale j 2* rampante («). — On sait que cette Toûte est formée par la combinaison d^une voûte annulaire et d^une voûte conoïde ayant l'une et Pantre même naissance et même montée, et qui dès lors se pénètrent sufrant une courbe composée de deux branches qui se croisent au point culminant de la voûte. Il est nécessaire pour les constructions de savoir sous quel angle ces deux branches se coupent. J'ai donné ci -dessus une méthode fondée sur la connaissance des rayons de courbure des deux surfaces et de la direction de leurs lignes de courbure , mais comme l'on peut être obligé d'expliquer ces sortes de voûtes à des élèves qui ne connaissent point la théorie des courbures de%surfaces . j'ai cherché à déterminer l'angle sous lequel les deux arêtes se coupent par une autre méthode indépendante des rayons de courbure et des lignes de courbure.
La solution suivante , que je vais exposer très*succinctemènt , est celle que je donne depuis longtemps dans mon cours à l'École centrale des arts et manufactures, et que j'ai exposée dans mes répétitions à l'École polytechnique , pendant le temps que j'y ai rempli les fonctions de répétiteor.
On sait qu'un conoïde ayant pour base une ellipse dont le grand axe est horizontal et le petit axe vertical , est toujours coupé par une suite de plans parallèles au plan de Tellipse directrioe , suivant des ellipses ayant même axe vertical ; un de ces plans coupe la surface suivant un cercle dont le rayon est égal au petit axe de l'ellipse directrice.
On sait encore qu'un conoïde ayant pour base une courbe déterminée par l'enroulement sur lin cylindre de révolution d'une ellipse dont Vun des axes est horizontal , est toujours coupé par une suite de cylindres concentriques au premier suivant des courbes qui , développées (planifiées) , sont des ellipses
(*) Entrait du BuIIeiln de la Société ptailomalîqae , séance da 12 jatiTier t83t.
57. En géométrie descriptive, il y a deux choses à considérer. D'abord la solution géométrique, ensuite la construction graphique. Nous désignerons par point, droite, courbe ou surface géotnétrique , le point, la droite , la courbe ou la surface que Ton emploie ou que l'on obtient en vertu des considérations géométriques, qui conduisent à la solution géométrique du problème ; et nous appellerons point , droite, courbe ou surfa^ce graphique , le point, la droite, la courbe ou la surface que Ton doit tracer, et dont les combinaisons graphiques conduisent à la solution graphique du problème.
Il est évident que pour qu'un point graphique approche le plus près possible de la position que doit occuper le point géométrique qu'il doit représenter, il faut • passer, pour sa construction , par le moindre nombre possible d'opérations graphiques; puis il faut encore que les droites ou les courbes qui servent à déterminer ce point se coupent , autant que faire se pourra , sous un angle approchant de l'angle droit.
Il est encore évident que l'on sera mieux assuré de la position exacte du point graphique, si l'on peut déterminer ce point par plusieurs constructions différentes, qui se serviront dès lors de vérification les unes aux autres.
58. Il sera donc souvent nécessaire de modifier la solution géométrique générale ,
ayant toutes même axe vertical , im de ces cylindres coupe suivant une courbe qui , développée ( planifiée) , devient un cercle ayant pour rayon Taxe vertical de Tellipse directrice.
On emploie Pnn ou l'autre mode de génération pour la voûte conoïde suivant que Fouverture de cette voûte est petite ou grande.
Lorsque Pou emploie le premier mode , Ton recoupe le vouasoir d'une même assise, ou suivant l'expression reçue, d'une même retombée , par des plans parallèles au plan de l'ellipse directrice.
Lorsque l'on emploie le deuxième mode , l'on recoupe par des cylindres concentrfques.
L'ouverture du conoïde étant petite , par le premier mode , les plans de recoupe ne font pas des angles très-aigus avec les arêtes de douëlle, près des pieds-droits. '
L'ouverture du conoïde étant grande , on est obligé d'employer le deuxième mode , parce que les cylindres de recoupe font alors des angles droits avec les arêtes de douëlle.
Pour déterminer l'angle sous lequel les deux courbes- arêtes se coupent , on construit leurs tangentes au point en lequel elles se croisent; et pour cela on remarque que si l'on prend i)our directrice du conoïde non plus l'ellipse (enroulée ou non, suivant le système de génération adopté), mais la section circulaire , enroulée on non , cette section circulaire a même rayon que le cercle générateur 4e la voûte annulaire.
Et qu'ainsi : si Ton augmente ces deux cercles d'une même quantité, les deux nouvelles surfaces , annulaire et conoïde, que l'on obtiendra, se couperont suivant une courbe qui aura même projection que la courbe intersection des deux surfaces primitivement données.
Si en un point quelconque fiide la courbe intersection des deux surfaces , on construit le plan tangent à chacune de ces surfaces , leur intersection se projette suivant la tangente à la projection de la courbe intersection ; mais l'on doit remarquer que la ccHistructioD dépend ( pour le problème aetuel )
en vertu des données graplùqueê particulières ilu problème à résoudre, pour que les constructions graphiques qui doivent donner le point, la droite, etc., graphique, but de répure que Ton trace , soient les plus simples possibles ; et pour que d'ailleurs ce point, cette droite, etc. , soit déterminé le plus approximativement possible, en ayant égard à Timperfeclion des outils employés pour le tracé.
En un mot, de même que Ton est obligé de préparer une formule algébrique pour que les calculs logarithmiques puissent s'y appliquer, de même aussi il faut modifier une solution géométrique , pour qu'elle arrive à se prêter aux constructions graphiques.
Et Ton conçoit dès lors qu'une solution peut être bonne sous le point de vue géométrique, et très mauvaise sous le point de vue graphique.
59. D'après ces considérations , que l'on néglige trop souvent dans les épures de géométrie descriptive que l'on fait exécuter par les élèves, voyons comment
de la grandeur de la bous- tangente pour le point du cercle directeur par lequel passe la génératrice du conoïde contenant le point m , point en lequel on veut construire la tangente.
On doit encore remarquer que cette construction dépend de la grandeur de la sons-tangente pour le point du cercle générateur par lequel passe le cercle parallèle de la surface annulaire, contenant le même point m pour lequel on Tcut construire la tangente ( ■ ) .
Les deux sous-tangentes étant toujours égales , mais variant de grandeur suivant que Ton fait yarier les rayons des deux cercles (ces rayons Irestant d'ailleurs toujours égaux) il s'ensuit que la construction pour un point quelconque s'applique au point multiple , et l'on arrive à ce résnltat que pour que les deux courbes se coupent à angle droit , il faut que le cercle directeur du conoïde passe par le point multiple qui est celui en lequel se croisent les deux courbes arêtes
Si la voûte en tour ronde était rampante , on trouverait , pour que les deux courbes arêtes de la voûte se coupent à angle droit , que le conoïde doit avoir pour directrice une ellipse enroulée et dont les axes conjugués égaux sont l'un vertical et l'autre incliné sous Tangle du rampant de la voûte, le plan de cette ellipse passant par le point multiple , par le point en lequel se croisent les deux courbes arêtes ; mais dans ce cas particulier, l'on ne peut pas employer une ellipse plane pour directrice du conoSde , il faut absolument l'enrouler sur un cylindre vertical.
iiinsi , pour la voûte d'arête en tour ronde horizontale , le résultat est le même , que la directrice soit plane ou soit enroulée sur un cylindre
Mats pour la voûte d'arête en tour ronde rampante , il faut, absolument , employer une directrice enroulée sur un cylindre vertical.
Remarquons que la méthode précédente consiste à trouver une construction de la tangente à la prosection C de la courbe k double courbure-intersection de la surface annulaire (rampante ou non; et d'une surface eonoide^ cette courbe C n'étant plus regardée comme projection, mais comme ooorbe plane indépendante de la courbe à double courbure ; indépendance qui est manifestée par le rôle que jouent les deux sous- tangentes aux deux cercles , l'un directeur du conoïde et l'autre générateur de la surface annulaire, sous- tangentes qui peuvent varier pourvu qu^elles restent égales, les deux cercles variant dès lors de rayons , mais leurs rayons restant égaux
On voit aussi sur-le-champ, que Ton pourra trouver autant de points que l'on voudra de la courbe C , en faisant varier à volonté les rayons des deux cercles directeur et générateur , et que Von pourra tracer ainsi complètement cette courbe C.
(*) Voyex les DévaloppemenCs de GéoioélrM deseriptire, ckapiire 11 , pages lis et suiTantes.
nous devrons modifier la solution géomélrique de ce problème : Mener une tangénie en un point d'une courbe plane dont C équation est inconnue , pour que la con^ strùction graphique nous conduise à une tangente graphique^ qui diffère aussi peu que possible de la position que doit occuper la tangente géométrique.
En partant du problème général : Trouver les tangentes en un point muUiple-dotéle de la courbe-intersection de deux surfaces en contact en ce point; il est évident que Ton doit regarder la courbe donnée comme la projection d*une des branches de la courbe, intersection de deux surfaces en contact par un points et telles que Ton connaisse , pour ce point, la direction de leurs lignes de courbure et de leur normale, et que Ton puisse facilement calculer, pour ce même point, les rayons de courbure maximum et minimum de chacune des deux surfaces.
Et dès lors on est conduit tout naturellement à employer, pour la solution , une surface de révolution et une surface cylindrique ; et pour faciliter les constructions graphiques, on est conduit nécessairement à employer une surface de révolution du second ordre, et à placer cette surface par rapport au plan de la courbe donnée, et par rapport au point pour lequel il faut construire la tangente, de telle manière que le plan tangent au point multiple de la courbe interaction des deux surfaces employées soit horizontal.
Et comme l'ellipse est d'une construction graphique plus facile que l'hyperbole , on a dû préférer un ellipsoïde de révolution.
60. Voyons maintenant si de nouvelles considérations graphiques ne nous amèneront pas à simplifier la solution précédente sous le point de vue graphique.
Pour cela examinons quelles sont les diverses constructions que la solution précédemment donnée exige dans l'état actuel.
Étant donnée la courbe f (fig. 63); le point m, en lequel on doit construire la langente ; ayant mené la droite D, axe de l'ellipsoïde de révolution , dont la courbe méridienne est l'ellipse E tracée dans le plan de la courbe 9; cette ellipse E ayant son centre au point m , et pour axes arbitraires 1* a sur D et2* 6 perpendiculaire à D; on construit la section droite 6 dû cylindre, dont l'une des branches de son intersection avec l'ellipsoïde se projette suivant la courbe ^ .
Pour le point culminant m de la courbe 6 l'on construit , au moyen de la courbe d'erreur indiquée par M. Bergery, le centre de courbure, et l'on a dès lors le rayon de courbure p de la courbe 0 pour le point m'.
Puis l'on construit l'ellipse e, dont le centre est au point m, et dont les axes sont :
fl' = \/ p -r- porté sur D et 6' = |/p-6 perpendiculaire à D.
Sur D, à droite ou à gauche du point m, Ton porte p ; et Ton a le point 9j par lequel on mène la droite sk perpendiculaire à la droite D, et covpant Tellipse e en deux points k et h'.
La droite km est la tangente demandée.
61. Dans cette construction » il y a» sous le point de vue graphique, deux causes d'erreur.
Premièrement.
Il faut tracer par points Tellipse méridienne E ; dès lors les divers points de la section droite 0 peuvent être inexacts , puisque Ton ne peut assurer que les cordes telles que gg ont une longueur exacte, et que, par conséquent, la hauteur jkj du point q de la courbe 9 peut être inexacte.
Par suite la longueur du rayon de courbure p peut donc être altérée.
Secondement*
Il faut construire Tèllipse 6, et Ton n'est pas certain que le point A:, intersection de cette ellipse et de la droite sk , soit bien exact, puisque l'ellipse e ne peut être construite que par points.
62. Mais si , au lieu de prendre un cylindre de révolution osculateur du cylindre dont 9 est la section droite, on prenait un cylindre à base elliptique, l'ellipse base étant osculatrice en un de ses sommets au point m' de la courbe 9 , on pourrait alors considérer rellipsoîde de révolution comme étant sa propre surface osculatrice , et calculer les axes de l'ellipse base du cylindre osculateur de manière que ce cylindre eût des plans tangents communs et horizontaux avec l'ellipsoide de révolution.
Dès lors ayant construit la section droite (fig. 64) comme précédemment, ayant déterminé son rayon de courbure p pour le point culminant m', on aurait
pour les axes de l'ellipse base du cylindre osculateur a = l^ pb dans le sens horizontal et parallèlement à la droite D , et ^ dans le sens de la normale M.
On porterait donc a = k^ pfr de m en s sur D , l'on tracerait la ligne sk perpendiculaire à D, et par le point A*, intersection de l'ellipse E et de cette droite sk^ on mènerait A:m, qui serait la tangente demandée.
Cette nouvelle construction serait préférable sous le point de vue graphique, puisque la seconde cause d'erreur aurait disparu , et que d'ailleurs les opérations graphiques seraient plus simples.
63. Mais au lieu d'nn ellipsoïde de révolution on pourrait prendre une sphère ^ et dès lors on n'aurait plus à construire l'ellipse méridienne E, et la première cause d'erreur graphique signalée précédemment disparaîtrait.
(Fîg. 65.) Aikisi Ton pourrait, du point m comme centre, décrire un cercle d'un rayon arbitraire R; tracer une droite arbitraire D; et construire la section droite O' du cylindre, coupant la spbère suivant une courbe à double courbure, dont Tune des branchasse projette suivant la courbe donnée 9; puis ensuite , déterminer le rayon de courbure p' pour le point culminant de la courbe 6'.
Les axes de Tellipse base du cylindre osculateur, ayant deux plans tangents horizontaux communs avec la sphère , seraient : a =|/pR dirigé parallèlement à la droite D , et R dirigé suivant la normale N\
Dès lors portant sur la droite D la longueur ms=:a\ la droite sk , perpendiculaire à la droite D , couperait le cercle tracé sur le plan* de la courbe 9 en un point k tel , que la droite km serait la tangente demandée.
Remarquons toutefois que cette construction exige, pour avoir les divers points de la section droite 9', que Ton fasse dans la sphère une suite de sections perpendiculaires à la droite D , dans chacune desquelles on doit prendre la hauteur du point qui appartenant à la courbe intersection du cylindre et delà sphère est situé dans le plan de chacune de ces sections circulaires.
64. La construction de la courbe Q' serait donc encore longue. Mais si Ton pouvait prendre les hauteurs des divers points de la courbe d'intersection dans un seul cercle» la construction de la courbe 0' serait non-seulement abrégée , mais encore plus exacte.
Pour cela il est évident qu'il suffit de remplacer la sphère par une surface cylindrique ayant pour axe de révolution la droite D (^9. 66).
Cette dernière construction est donc celle qui doit être préférée sous le point de vue graphique , puisqu'elle conduit à la tangente demandée par le moindre nombre possible d'opérations graphiques , et que tous les points employés se trouvent déterminés graphiquement de la manière la plus exacte possible.
65. J'ai dit (57) que l'on doit y autant que faire se pourra, choisir des constructions graphiques telles, que les points ou les lignes qu'elles déterminent puissent être vériûés en leur position par d'autres constructions ; parce qu'alors ces points ou ces lignes graphiques, en vertu de cette vérification , occupaient d'une manière plus probable la position réelle que devaient occuper les points et les lignes géométriques que représentent ces points et ces lignes graphiques.
Le mode de construction employé pour la détermination de la tangente à une courbe dont l'équation est inconnue se prête à toute vérification.
En effet , puisque l'on peut prendre la droite D arbitraire , on n'a qu'à prendre une nouvelle direction D', et recommencer par rapport à ce nouvel axe D' les constructions exécutées primitivement avec la droite ou axeD; alors on déterminera
une tangente qui devra se superposer avec celle déterminée par la première construction.
Ou bien Ton prendra un second cylindre dont les génératrices ne seront phis perpendiculaires à la droite D, mais obliques et dirigées sous un angle donné arbitrairement , et Ton recommencera les constructions qui conduisent à la tangente ; cette nouvelle tangente devra encore se superposer avec celle primitivement déterminée.
I VI
66. Il est utile de faire , touchant la construction de la courbe d'erreur qui sert à déterminer le centre de courbure d'une courbe donnée , diverses remarques , qui nous conduiront à la solution de plusieurs nouveaux problèmes.
1* Si la courbe donnée 9 {fig. 67 ) est très-bombée près du point m, pour le* quel on cherche le rayon de courbure , on pourra déterminer avec plus d'exactitude , sous le point de vue graphique , les divers points de la courbe d'erreur ; tandis que, si la courbe cp était trés-aplatie au point m, outre les inexactitudes qui pourraient altérer la position graphique des divers points de la courbe d'erreur, le rayon de courbure p pourrait être si grand, que l'on ne pourrait construire sur Le papier la courbe d'erreur. En effet :
Plus la courbe f sera bombée vers le point m , plus les cordes mp , tnp', etc., quoique ayant des longueurs peu différentes entre elles, feront des angles diffé-, rents en grandeur avec la normale N au point m.
Dès lors : l*" Les points a, a', etc., de la courbe d'erreur seront d'autant plus rapprochés entre eux, puisque les perpendiculaires </a, ^a^etc, seront respectivement égales aux cordes mp^mp, etc. ; et ¥ il sera d'autant plus possible de prendre une cordemp assez petite, et telle cependant que l'angle pmq soit assez grand pour que la droite 69, perpendiculaire sur le milieu de la corde tnp , fasse avec la normale * N un angle bqm qui soit aussi lui-même assez grand pour que le point q se trouve déterminé d'une manière exacte, quoique ce point soit donné par l'intersection de deux droites se coupant sous on angle aigu.
{Fig. 68) Faisant une application de <^tte remarque au problème qui nous occupe, construire la tangente en un point dune courbe dont l'équation est inconnue; nous voyons qu'il peut arriver : que le rectangle ocfrd , formé par l'intersection des génératrices extrêmes des deux cylindres, soit tel, que le petit côté oc, diamètre du cercle section droite du premier cylindre , soit beaucoup plus
petit que le grand côté ad, qui serait l'axe de la section droite 9 du second cylindre.
Alors cette courbe 9 pourrait être trés-aplatie au point culminant n.
Pour que la construction delà courbe d'erreur soit plus exacte, il faut donc s'arranger de manière à ce que ce soit le grand côté du rectangle qui se trouve le diamètre du cercle base du premier cylindre; et que la différence entre les deux côtés du rectangle soit la plus grande possible, pour que la courbe 0, section droite du second cylindre , se trouve la plus bombée possible vers le ■
point culminant n.
67. 2* Si l'on ne pouvait , par l'emploi de deux cylindres, obtenir une courbes assez bombée , il faudrait substituer au second cylindre une surface conoïde , et exécuter la construction suivante.
(Fig. 68.) Prendre un point P et le considérer comme le pied d'une verticale qui serait la directrice droite d'un conoide^ ayant le plan horizontal pour plan directeur y et pour seconde directrice la courbe à double courbure située sur te cylindre à base circulaire ; puis déterminer la courbe 9' section de ce conoide par le plan ' vertical passant par l'axe D du cylindre à base circulaire.
Remarquons que , l'axe D coupant la courbe 9, la courbe 9' sera d'un côté comprise entre la courbe 0 et la normale N, et de l'autre côté au contraire ce sera la courbe 9 qui sera comprise entre la courbe 9' et la normale N.
Il est évident que la branche de la courbe 9' la plus rapprochée de la normale N sera plus bombée près du point culminant n que l'une ou l'autre branche de la courbe 9; tandis que l'autre branche de la courbe 9' sera au contraire plus aplatie.
{Fig. 69.) Il est encore évident que , puisque la courbe d'erreur doit couper à angle droit la normale N , l'on pourra substituer à la branche de la courbe 9' la plus éloignée de la normale, une branche égale et symétrique à celle qui se trouve la plus rapprochée; et#on aura dès lors une courbe d'erreur syméirique par rapport à la normale N , et qui servira à déterminer le centre de courbure cherché.
L'exactitude de cette construction est hors de doute, puisqu'elle revient à supposer que la courbe 9' tourne autour de la normale N , pour prendre la position inverse et symétrique B", et que les courbes d erreur, e donnée par la courbe B\ et t' donnée par la courbe 9", auront même tangente au point &>, en lequel elles coupent la normale N , puisqu'elles la coupent Tune et l'autre à angle droit.
Ayant déterminé le rayon de courbure p de la courbe 9\ Ton achèvera la construction comme dans le cas où Ton employait deux cylindres, puisque la génératrice culniinante du conoide se trouve, en vertu de la génération particulière de cette surface , une ligne de courbure (voir les articles 22 et 23).
68. 3^ On peut encore remarquer que, plus la courbe derreur approchera
de la ligne droite^ plus la détermination du centre ée courbure ti) sera nacte. Pour que cela soit, il faut que la courbe 9 ou 0' approche leiplus^possible de la fornne circulaire près du point culminant n» et dans une étendue suffisamment grande pour permettre de construire un' arc assez grand delà courbe d'erreur.
On devra donc » soit que l'on emploie deux cylindres , soit que l'on emploie un , cylindre et un conoide , disposer les axes de ces cylindres et le point Pde manière à obtenir une courbe 9 ou B\ dont la forme approche de celle d'un arc de cercle , si faire se peut»
69. 4* Cependant il peut arriver que la forme de la eourbe à laquelle on veut construire la tangente ne permette pas d'obtenir les résultats graphiques auxquels on a été conduit, par les considérations précédentes, et qu'ainsi l'on ne prisse pas parvenir à tracer une courbe, section droite du second cylindre ou section du conoîde, dont Tune des branches soit assez bombée, ou qui offre une forme approchant de celle du cercle dans une étendue suffisante pour assurer l'exactitude graphique des divers points de la courbe d'erreur.
Nous sommes alors conduits à remarquer que^ si, au lieu de supposer que les perpendiculaires à la no rmaleN, savoir : qa, q'a!jeic.{fig. 67), sont égales respectivement aux cordes mp, wfi\ etc. , de la courbe 9, on suppose qu'elles sont à ces
cordes dans le rapport -- , l'on obtiendra, pour chacune des valeurs que l'on
attribuera à fii et ^, une nouvelle courbe d'erreur; et que Ton aura ainsi une série de courbes, qui toutes couperont à angle droit la normale N, et qui toutes la couperont au même point o), centre de courbure cherché.
Ainsi désignant par y une perpendiculaire m; à la normale N on une ordonnée de la courbe d'erreur ( les abscisses étant compt^ sur cette normale N), par / une corde ap de la courbe (f, l'on aura :
y : / :: f* : X Pour simplifier les calculs l'on poui^ra supposer que A = 1 , et l'on aura :
Supposant que (^ est un nombre entier, l'on voit que, plus |k sera grand, plus la courbed'erreur s'approchera d'une ligne droite , perpendiculaire à la normale N et passant par le point a>, centre de courbure cherché.
Considérant deux cordes ayant leurs longueurs désignées par ^, t" {figi 67 ); déterminant les points a ^ a', en lesquels la normale N est rencontrée par les perpendiculaires élevées sur le milieu.de ces condes; désignant par x\ x"y les abscisses na et na'; et par (ui/'et fil" y les ordonnées de la courbe d'erreur tsorrespon-
dantes aux abscisses. a:' et x'\ Tcm pourra supposer que la courbe d'erreur est une parabole (^) du second degré , dont Téquation sera , en désignant par p la distance du point n à son sommet :
on aura donc les deux équations de condition :
fAT = A(a/ — p) et f*T"=:A(a?" — p) ou :
IL — ^'~p r "^ x'^ — p
équation qui donne pour la \aleur de p ou du rayon de-courbure :
afp— xT
Mais remarquant que réquation (1) est indépendante de |ex, Ton en conclura : que toutes les paraboles du second ordre, qui remplaceraient les diverses courbes d'erreur obtenues par les diverses valeurs attribuées k pi, couperont toutes la normale N au même point. Par conséquent l'équation (i) donnera une valeur d'autant plus exacte pour p , que {x — x" ) sera plus petit et que ( /' — /" ) sera plus grand ; puisque par là la parabole approchera le plus possible de la ligne droite. On devra donc chercher dans la courbe donnée cp deux cordes /' et T telles , que cette double condition soit satisfaite.
^ 70. Si l'on voulait obtenir pour p une valeur plus exacte , il faudrait employer la courbe d'interpolation dont l'équation est :
a; = 0 + Ay 4- By* + Cy' + Dy^ + etc.
dans laquelle A , B, G, D, etc.^ sont des coefficients que l'on doit déterminer au moyen des coordonnées des divers points par lesquels la courbe est assujettie à passer, et dans laquelle p sera l'abscisse du point en lequel la courbe coupe l'axe des abscisses ou la normale ^l.
La courbe d'interpolation devra couper l'axe des abscisses normalement^ puisqu'elle remplace la courbe d'erreur qui satisfait à cette condition. Ainsi il faudra que l'on ait :
' . • dx
= 0 pour y = 0
dy
n Je remplace la courbe d'erreur par nue parabole du second ordre , parce que la parabole ( en faÎMnt ▼arier son paramètre ). peu» dégénérer en une ligne droite perpendiculaire à Taxe des abscisses.
Difiërentiaiit l'équaiion de la courbe d'interpolation, on trouve :
^=A + 2By + 3Cy' + etc.
dm expression qui se réduit à ^= A pour {^ = 0, donc A=:0.
Ainsi Téquation de ia courbe d'interpolation, que l'on devra substituer à la courbe d'erreur, sera :
(2) ^ = p + W + Cy* + Dy* + etc.
La valeur de p sera d'autant plus approchée , que Ton prendra un pluB grand nombre de coefficients B, G^ D, etc. Si Ton se borne à un seul, on aura pour Péquation de la courbe d'interpolation :
Ce qui justifie l'emploi de la parabole du second ordre, que j'ai proposé précédemment et â priori.
Prenantdoncunesériedecordesdont je désigne les longueurs par /', /", /"', etc., dans la courbe donnée cp, on substituera dans Téquation (2), pour o: et j/, les valeurs V et (xf , x" et |ut/", x"' et fxf", etc. ; on déterminera les coefficients arbitraires B, G, D, etc., et enfin l'on obtiendra p en fonction des abscisseso;',^'', a;'", etc., et des cordes /', /", T', etc.
La valeur dep sera d'autant plus exacte, que Ton aura employé un plus grand nombre de cordes et d'abscisses correspondantes; mais dans la plupart des cas l'emploi de la parabole du second degré suffira.
Si l'on prend une courbe d'interpolation du troisième degré, dont l'équation est :
X + p + By' + Cy»
l'on emploiera trois cordes /', T, /'", l'on déterminera les trois abscisses x, x\ a;'", et les trois équations :^
ar' = p + BptT + Cf»»P a;"' = p + BptV" + Cpt^r^ serviront à d terminer la valeur du rayon de courbure p, qui sera :
_^r_. p f {^-^'') jv'-i "')-{x'-x"KP^n I ,, ( ra?'- x") {r--m-(oif-^") ( l'-n \
71. Remarquons que la valeur de p esl indépendante de fi , comme dans le cas où Ton n'employait qu'une parabole du second ordre; la valeur dep sera toujours indépendante de ^, quel que soit le degré de Téquation de la courbe d'interpolation que l'on voudra substituer à la courbe d'erreur.
Il serait long et pénible <Ie construire graphiquement l'expression analytique dep;d'ailleursle grand nombre d'opérations graphiques par lesquelles il Faudrait passer pour arriver enfin à la valeur linéaire de p, altéreraient nécessairement et d'une manière notable la longueur de ce rayon de courbure.
Il sera donc préférable de calculer p, au lieu de le construire graphiquement. Pour cela on fera une échelle arbitraire, mais telle cependant que l'on puisse avoir des fractions assez petites de l'unité linéaire employée; ainsi on prendra, par exemple» un double décimètre; l'uniié étant le millimètre.
On prendra à cette échelle les longueurs des trois abscisses â;', x"fx"\ et des trois cordes l\ t\ l'\ en millimètres et parties de millimètre (dixièmes de millimètre, par exemple).
On substituera les nombres obtenus dans l'expression analytique de p , et efTectuant les calculs, on aura un nombre qui exprimera la Iongueur.de p en millimètres et dixièmes de millimètre.
On portera cette longueur sur la normale N, et Ton aura le point co centre de courbure cherché.
S VII
Ce qui précède nous permet de résoudre les deux problèmes suivants :
72. Étant donnée une courbe ayant un point d'arrêt ou un point de rebroussement , consirtHre la tangente en ce point , ne connaissant d'ailleurs aucune des propriétés géométriques de la courbe , en d^autres termes , son équation étant inconnue.
Solution. Soit donnée une courbe cp ayant un point d'arrêt en m. Si l'on suppose que la tangente en ce point soit mt, on pourra supposer une infinité de courbes telles que cp', passant par le point m , et ayant aussi en ce point pour tangente la droite mt.
Si on connaissait une de ces courbes cp^, on pourrait construire la tangente à la courbe 9 au point m, par l'une ou l'autre des méthodes précédemment expliquées, en choisissant la ptus convenable, vu la forme qu'affecteraient les deux courbés f et f'.
Mais- nous ne oonnaiseons aucune courbe lelle que fV H ftul donc c&ercher une méihode graphique qui permette de n'employer que la courbe donnée 9.
Pour cela on tracera une sécante arbitraire D passant par le point d'arrètm; on la regardera comme Taxe d'une surface cylindrique à base circulaire , et Ton emfiloiera ensuite, comme dans la méthode suivie pour la constructionde la tangente en un point quelconque d'une courbe , un second cylindre ou un co* noide, doni on déterminera la section 8.
Comme la courbe cp s arrête au point m y omn'aura qu'une branche de cette courbe 9 , c'est^-à-dire la partie située à droite ou à gauche de la normale N ; mais on déterminera complètement la courbe d'erreur, au moyen de ce qui a été dit article 67 ; ou bien on déterminera le rayon de courbure p au -moyen de la courbe dlnterpolaiion inditiuée articles 69 et suivants :
73. Êtani donnée une courbe polaire j ayant une ou plmieur$ branches infinies y aon" naissant les rayons vecteurs sur lesquels se trouvent situés les points de la courbe qui sont à l'infini^ on demande de reconnaître si la courbe a des asymptotes; et, si elle en a ^ de les construire.
On ne connaît d'ailleurs aucune des propriétés géométriques de la courbe^ en dtnOres termes , son équation est inconnue.
Solution (fig. 10). Soit la courbe 9 ayant une branche infinie, on sait que le rayon vecteur PV contient le point situé à l'infini sur la courbe cp.
Du pôle P comme centre , on décrira d'abord un cercle d'un rayon arbitraire Pa.
(Fig. 71). On prendra ensuite un cône de révolution ayant son apothème SA égal au rayon Pa , et ayant d'ailleurs pour base un cercle d'un rayon arbitraire.
On enroulera sur le cône la courbe cp, qui se transformera en la courbe à double courbure $.
On regardera la courbe 9 comme la directrice d'une seconde surface conique ayant pour sommet un point quelconque S'.
Ce cônecoui)era le plan du cercle base du cône (S) suivant une courbe 4^\ dont on ne pourra déterminer que les divers points de l'arc b'a.
Mais le rayon vecteur infini PV se sera placé sur le cône (S), en la position d'une génératrice SU ; et si , par le sommet S' du second cône, on suppose la génératrice S'U' parallèle à SU, ces deui droites contiendront le poiut^situé à l'infini sur la courbe $. Par conséquent, on est assuré que la courbe $' passe par le point l}\ mais on ne peulconstruire aucun des points compris entre les deux points U' et a\
Pour.coDslruire rMymptoie, il faudra* mener au point U une tangente Ui au cercle base du cône (&\^i au point U^ Q«ie tangente UY à Uvcoorbe^^ base du cône (S').
Si ces deux tangentes sont parallèles, la courbe ^ n'aura pas d'asymptote; si elles se coupent , la courbe cp aura une asymptote parallèle au rayon vecteur PV (et ceci montre que, dans les courbes polaires , l'asymptote est toujours parallèle au rayon vecteur infini) ; enfin si la tangente UY passe par le point U, et sans être parallèle à U<, alors le rayon vectebr PY sera lui-même Tasyroptote de la courbe ^ .
Il suiBra donc de construire la tangente à la courbe $' au point isolé U' ; et pour cela on emploiera la méthode indiquée article (70) , ou article (69) si Ton ne désire pas une exactitude aussi grande , ou bien la construction indiquée (article 67),
74. Étant donnée une courbe telle y que l'on sache que^ pour une certaine abscisse, l ordonnée est infinie ; on demande de reconnaître si la courbe a une asymptote ; et si elle en a «m, de la construire.
On ne connaît dt ailleurs aucune des propriétés géométriques de la courbe , en cfaii* très termes , son équation est inconnue.
Solution. Ce problème n'est qu'une modification du problème précédent , car l'on suppose tacitement que le pôle P est transporté à l'infini.
{Fig. 72.) On a la courbe cp, l'on sait que pour l'abscisse OM Tordonnée MP est infinie.
{Fig. 73. ) On enroulera la courbe sur un cylindre de révolution ayant pour base un cercle arbitraire , ayant soin d'enrouler sur une des sections droites de ce cylindre l'axe oX des abscisses.
La courbe 9 se transformera en la courbe à double courbure 9.
L'ordonnée infinie MP se placera en la position d'une génératrice telle que MM'.
L'on prendra un point S' arbitraire que "^ l'on regardera comme le sommet d'un cône ayant pour directrice la courbe 4>, et l'on achèvera la construction comme dans le problème précédent.
S Vin.
75. J'ai donné (article 70) Texpression analytiqoET de p en fonction de trois cordes ty l'\ r\ etc., de la courbe ft* En emfilayant les mêmes considérations qui
nous ont conduit à cette valeur dep, l'on peutarriver à réduire le problème, construire la tangente en un point dune courbe dont C équation est inconnue y aux simples calculs de formules algébriques , sans avoir besoin d'employer aucune construction géométrique.
. En effet :
{Fig. 66.) Soit q'm une corde /' de la couYbe S.
ef la perpendiculaire en son milieu/;
e le point de rencontre de la normale N et de la perpendiculaire ef. D'après la notation adoptée article (70) , on a :
çW = V et eni = x.
Soit mD l'axe des abscisses v et mD' Taxe des ordonnées i , (La courbe donnée pétant supposée rapportée à ces deux axes). Soit un point n de la courbe cp ; On aura :
nv=^ t et mv^ss. V
Désignons toujours par R le rayon du cercle base du cylindre qui a pour axe la droite D ;
On aura pour l'équation du cercle C :
Z'+f = R'; d'où z=|/R" — r Pour le point « : .
Dans le triangle rectangle ç'Am, on aura :
d'où
d'où enfin
Ainsi on obtient /' en fonction des coordonnées rectangulaires du point n de la courbe donnée f.
Cherchons la valeur de x' ou ein en fonction de t; et r ; on a :
008 AmY S.cosAmV
itoais
Ung W=-|r = R_vAw
el comme :
co»* = -
l + tang* on aura :
G06 Am'9' ^
donc
.m' ou J/ = ;? . . = 7 . , (2)
Il suffira donc de prendre les coordonnées reclangulaires de trois points quelconques de la courbe 9 ; d'estimer leurs longueurs en millimètres et dixièmes de millimètre; et de calculer, au moyen des formules (1) et (2) , les valeurs de V, x\ x'\ et de l\ T, T'; puis de substituer ces valeurs dans l'expression de p.
Ayant p en millimètres et parties de millimètre , on calculera mS, dont la valeur est donnée par \/^pR. Et la tangente au point m de la courbe q» sera d'autant plus exacte, que l'on aura pu estimer d'une manière plus approchée, à l'échelle donnée, les coordonnées v, v\ v'\ et 1, t', <", des trois points arbitrairement choisis sur la courbe cp.
Les calculs seraient très-longs , mais dans la plupart des cas il est probable que deux cordes suffiront, et alors on ne prendra que deux points arbitraires sur la courbe f, et l'on emploiera l'expression de p donnée article 69.
§ IX
La propriété dont jouissent les surfaces gauches d'avoir, suivant certaines de leurs génératrices droites, une courbure développable , lorsque leurs courbes directrices satisfont à certaines conditions , en vertu de leur forme el de leurs positions respectives dans l'espace, trouve son application dans le tracé des escaliers à limon.
Dans les escaliers formés par des marches en volée , chaque volée s'arrètant à un palier, les limons sont composés de trois parties distinctes : 1* le limon droit et incliné; 2* le limon rampant; S"* le limon droit et horizontal.
Les marches s'engagent dans le limon incliné; le palier s'engage dans le limon horizontal , et le limon rampant rachète ou raccorde les deux limons droits.
Il faut alors que les surfaces supérieure et inférieure du limon courbe et rampant (lesquelles sont parallèles) se raccordent, l"" avec les plans inclinés et parallèles qui terminent supérieHrement et inférieurement le limon incliné, et 2"" avec les plans horizontaux et parallèles du limon horizontal.
On sait que la surface supérieure du limon courbe est engendrée par une droite se mouvant horizontalement en s'appuyant sur un cylindre vertical et sur une hélice donnée , qui est parallèle à la courbe de marclie ou de montée.
Pour opérer le raccordement avec le limon incliné , on ne peut disposer que de la base du cylindre vertical , puisque la courbe de montée est invariable.
Il faut donc chercher à quelle condition doit satisfaire la courbe base du cylindre directeur^ pour que la surface du limon courbe se raccorde, suivant tous les points d'une de ses génératrices droites , avec un plan incliné.
La surface du limon courbe étant de la famille des surfaces gauche ayant un plan directeur , il suffît qu'en deux points de la génératrice droite de raccordement cette surfece ait pour plan tangent le plan incliné qui termine supérieuremen le limon droit.
Pour cela, il est évident qu'il faut que la projection horizontale de la génératrice de raccordement soit Tasymptote de la base du cylindre directeur.
La méthode du balancement des marches y que Ton emploie daM la pi^atique, n'a pas d'autre but que celui de déterminer une courbe ayant une asymptote et pour asymptote, précisément, la projection horizontaiede la génératrieede raccordement. Cherchons maintenant comment on peut raccorder la surface du limon rampant avec le limon horizontal.
Il faudra passer, de la surface rampante du limon courbe , au plan horizontal au moyen d'un conoïde ayant une génératrice droite culminante et telle qu'en chacun de ses points le plan horizontal sera tangent à cette surface conoïde. ' Il faudra donc prendre pour directrice courbe de ce conoïde une courbe à double courbure tracée sur le cylindre vertical qui contient l'hélice de montée, et telle qu'elle ait en un de ses points même tangente avec cette hélice, et en un autre de ses points une tangente horizontale; puis prendre pour la droite directrice du conoïde l'arête du cylindre directeur j correspondant au point de contact de sa base avec la projection horizontale de la génératrice droite de raccordement du conoïde et de la surface gauche du limon rampant.
H est facile de vériGer par V analyse les résultats que nous avons obtenus par la géométrie ( article 53 ).
Cherchons Véquatlon de lâ surface annulaire. ()!^. 62).
Nous prendrons pour axes des coordonnées : l*axe (o) pour axe Z , la ligne om pour axe X , et une perpendiculaire à om pour axe Y. Le point o étant Torigine des coordonnées.
Les équations du cercle (c) seront :
y = 0 et (or — /r + ^ = R'
désignant par R son rayon, et par / la distance de son centre à Torigine des coordonnées.
L'équation de la surface annulaire sera :
Cherchons l'équation de la surface conoîde. Nous prendrons pour directrice courbe du conoîde le cercle (c) y dont les équations seront :
x=^V et y*4-«' = R*
désignant par R son rayon et par /' la distance de son centre à Torigine des coordonnées.
La directrice droite du conoide sera l'axe des z.
L'équation de la surface conoîde sera :
Les deux surfaces se coupent suivant une courbe dont la projection sur le plan horizontal ocy a pour équation :
^ + ^={l±fj
Cette courbe est composée de deux branches symétriques par rapport à l'axe des a; .y et qui se coupent en les trois points m, o, m'. Cherchons quelle est la direction des tangentes en chacun de ces trois points multiple-dotéle.
En différenciant l'équation (3) , on trooTe :
dy _ a* y -^ g;/ ly(ly±Py) — xi
*" ~ „. J' /, . l'n ~af\x*y±r(lx±ry)\
X \ xj
Substituant dans réimpression (4) les coordonnées des points m et m', qui sont
pour le premier y^:=o et xzszl, et pour le second y =0, et xT=i— l, on trouve :
ce qui montre que pour ces deux points les couples de tangentes sont parallèles.
Ainsi, désignant par j et d' les deux branches de la courbe , la tangente au point m de i est parallèle à la tangente au point m' de d", et la tangente au point m de j est parallèle à la tangente au point m' de d.
Si dans l'expression (4) Ton substitue les coordonnées du point 0, si donc Ton fait xz=zo et 1/5=3 0, on trouve :
dy __ o dx o
ce qui indique que ce point est un point singulier et il est évident que chacune des branches a pour ce point une inflexion. Cherchons quelle est la direction des
tangentes pour ce point. Afin d'obtenir la véritable valeur de ^ pour le point o ,
il faut éliminer xouy entre les équations (3) et (4) , et substituer dans le résultat de l'élimination la valeur de y ou de o; pour le point 0.
Tirant la valeur de y de l'équation (3) ^ on a , en n'ayant égard qu'au signe + de Téquation (3) :
Substituant cette valeur de y dans l'équation (4) , on trouve :
"^ (a?+ r r*^"' + Vx^p^e^-x^))'
Expression qui se réduit pour a;=o à ^ = + -=; et si l'on avait égard au signe — de l'équation (3) , on trouverait une expression de -^ qui se réduirait
à : — p pour x= 0.
Ainsi les six tangentes qui existent en les points m, 0 et m forment deux couples de droites parallèles.
XI
Nous savons que lorsque deux surfaces S et S\ ayant un point de contact m , se coupent suivant une courbe l ayant un point multiple double en ce point m , ieurs deux surfaces osculatrices du second ordre 0 et 0' (étant concentriques), se coupent suivant deux courbes planes 6 et è\ dont les plans ont pour traces sur le plan qui est tangent au point m à l'une et Tautre surface S et S', deux droites t et t'y qui sont les tangentes de la courbe d'intersection ^.
Supposons une troisième surface S''^ ayant même point de contact m avec les deux surfaces S et S', et telle qu'elle coupe la surface S suivant une courbe £ ayant pour tangentes au point m les deux droites t et t\ Il faudra nécessairement dans ce cas que la surface osculatrice du second ordre 0'' de la surface S'' coupe la surface 0 suivant les mêmes courbes planes 6 et S\ qui forment l'intersection des deux surfaces 0 et 0', si les deux surfaces 0" et 0 sont concentriques.
Il est évident dès lors que les deux suffaces S' el S" se couperont suivant une courbe l" qui aura pour tangentes au point m les deux mêmes droites t et t', et qu'ainsi les trois surfaces osculatrices 0, O' et 0" se couperont deux à deux, suivant les deux mêmes courbes planes g et g'.
Si les trois surfaces S, S', S" sont trois cylindriques G, C, C", les trois surfaces osculatrices 0 , 0', O'' seront trois surfaces cylindriques A , A', A", lesquelles devront se couper suivant les deux mêmes courbes planes : ce qui ne peut arriver qu'autant que les deux surfaces h! et h'' se superposent , se confondent.
Dès lors, les deux cylindres G^ et G"' auront leurs génératrices parallèles, ei si Ton construit leurs sections droites, savoir : y pour le cylindre G' çt y" pour le cylindre C\ ces deux courbes y et y' auront , en supposant que le plan de section passe par le point m, auront, dis-je, ce point m pour point de contact; et de plus, puisque les deux cylindres osculateurs h' et h" se confondent, ces deux courbes y' et y'' auront même rayon de courbure p pour leur point de contact m.
Nous pouvons donc conclure de tout ceci que la méthode graphique proposée pour construire la tangente en un point (fune courbe dont r équation est inconnue , s'applique non-seulement à une courbe géométrique , ou à une courbe composée d'arcs de courbes géométriques de natures différentes et se raccordant enti^e eux , mais encore à toute courbe librement tracée et à main levée , pourvu que cette courbe soit continue et sans jarr^to. Si la courbe avait des jarrets et que l'on voulût mener la tangente en un point-jarret , on regarderait ce point comme l'intersection des deux arcs qui suivent et précèdent ce point» On aurait alors deux tangentes, l'une pour l'arc qui précède, l'autre pour l'arc qui suit ce point, el Ton em-
ploierait alors la méthode donnée (art. 33). Ainsi on pourra toujours résoudre graphiquement le problème : construire une tangente en un point dune courbe dont C équation est inconnue , que cette courbe soit continue , discontinue ou brisée.
MM. Poncelet et Chasles ont donné, chacun de leur côté , une méthode pour construire la tangente en un point d'une courbe. Mais la méthode de M. Chasles ne peut s'appliquer qu'à une courbe géométrique^ et celle de M. Poncelei ne peut s'exécuter que pour une courbe algébrique , dont il ne connaît pas réqfuation, il est vrai, mais dont le degré de l'équation lui est connu.
I XII
La solution des. septième et huitième problèmes est fondée sur le caractère auquel on reconnaît que la courbe intersection de deux cônes ou d'un cône et d'un cylindre , a ou n'a pas d'asymptote.
La solution, telle que je l'ai donnée, serait très-longue sous le point de vue graphique; mais elle peut se simplifier. En effet, il suffît, dans l'un et l'autre problème, de considérer la courbe donnée 9 comme la base d'une surface conique dont le sommet serait un point p , arbitrairement choisi hors du plan de cette courbe 9 ; de couper ce cône par un plan P arbitrairement incliné par rapport au plan de la courbe (p , mais coupant la génératrice droite G menée par le sommet p parallèlement au rayon vecteur infini dans le premier cas, et à l'ordonnée infinie dans le second cas.
Dès lors ce plan P coupera le cône suivant une courbe cp' et la génératrice droite G suivant un point g.
La courbe 9' ne pourra pas être construite par points jusqu'au point 9, mais parla méthode indiquée dans ce mémoire pour construire la tangente en un point d'arrêt d'une courbe, on pourra construire la tangente t au point g de la courbe 9'. Par les droites i et G on fera passer un plan qui sera tangent au cône , et qui coupera le plan de la courbe cp suivant une droite T, laquelle rencontrera la traceV du plan P sur le plan de la courbe ^ , en un point m. Par ce point m on mènera une droite parallèle au rayon vecteur infini, dans le premier cas, et à l'ordonnée infinie , dans le second cas, et l'on obtiendra ainsi et facilement l'asymptote cherchée.
Si les deux droites T et Y sont parallèles , la courbe 9 n'aura pas d'asymptote.
Lorsque deux surfaces S et S' ayant un contact en un point m se coupent suivant une cpurbe G ayant alors un point multiple en ce point m, on peuttou'
— SI»
jours construire les tangentes en m à cette courbe C, et sans avoir besoin de recourir à l'emploi des surfaces de second ordre Oel 0' osculatrices en m aux deux surfaces données S et S' ; mais la construction est du genre des constructions approximatives j puisqu'elle exige l'emploi d'une courbe construite par points.
Et en effet :
Désignons par i et d' les branches de la courbe intersection des deux surfaces S et S' qui se croisent au point m contact de ces deux surfaces.
Considérons sur l'une des branches 3, une série de points m', , m"^, m'", ..., qui précèdent le point m et une série de points m\ m", m" ..., qui suivent le point m. Pour tous ces points, excepté pour le point m, nous pouvons (théoriquement parlant) construire la tangente; car pour chacun d'eux, les deux plans tangents menés l'un à la surface S et l'autre à la surface S' ne se superposent pas , ne se confondent pas en un seul et même plan tangent commun à ces deux surfaces S et S', comme cela a lieu pour le point m. On aura donc pour la branche 3 la série des tangentes 9,, 9'',, B"\ ... et 9', 9", 9'" ... , désignons par 0 le plan tangent commun au point m et coupons ce plan 0 par un plan arbitraire Qy nous aurons une droite D ; et ce même plan Q coupera les droites tangentes de la première série en des points a\ , a\, a\ ... , qui seront situés d'un côté de la droite D , et les diverses tangentes de la seconde série en des points a\ a" y a''' ... , qui seront situes de l'autre côté de la droite D.
Tous ces points a, ..., a' ..., pourront donc être unis par une courbe y qui viendra couper la droite D en un point a qui serait celui par lequel devrait passer la tangente 9 au point m de la branche 3.
Et il est évident que ce point a sera d'autant plus exact que les points a\ et à seront plus rapprochés de la droite D| parce que la direction à suivre par h courbe y sera d'autant mieux déterminée, que l'arc (a^ a') de cette courbe sera plus petit.^
Ainsi , à la rigueur^ la construction graphique Aei^ tangentes au point multiple de la courbe intersection de deux surfaces en contact par un point, peut être considérée comme possible , en n'employant que les méthodes ordinaires de la géométrie descriptive.
Mais $i l'on considère deux surfaces S et S' en contact par une ligne T, alors la construction des tangentes en les divers points de cette courbe de contact T, n'est plus possible par la méthode ordinaire, puisque, pour chacun des points de cette courbe T, les deux plans tangents se confondent; et Ton est dès lors forcément^ obligé de recourir à l'emploi des surfaces osculatrices du second ordre.
CONSTRUCTION DES POINTS d'iNFLBXION DE LA TRANSFORMÉE d'uNE COURBE PLANE OU A DOUBLE COURBURE TRACÉE SUR UNE SURFACE DÉVELOPPABLE.
RESSVMES n.
Étant donnée une courbe, à sinople ou à double courbure, par ses projections, et tracée sur une surlace développable, déterminée par les projections de son arête de rebroussement ; chercher le caractère auquel on reconnaît que la transformée de cette courbe, sur le développement de la surface, aura un point d'inflexion ; fixer la position de ce point; déterminer si la tangente en ce point aura un contact du premier ou du second ordre avec la transformée, et cela sans avoir besoin de connaître la transformée.
Pour résoudre cette question , je m'appuie sur une propriété remarquable dont jouissent les hélices, savoir : que le plan osculateur en un point (Tune hélice esl toujours perpendiculaire au plan tangent en ce point à la surface développûble sur laquelle V hélice se trouve tracée.
Supposons une surface développable D ayant pour arête de rebroussement une courbe E ; sur la surface D une hélice H ; en un point m de celte courbe sa tangente t et la génératrice droite G de la surface développable qui passe par ce point m.
Traçons sur la surface D une des développantes e de la courbe E, et désignons par n le point en lequel Thélice H et la développante e se coupent, et par p le point en lequel la génératrice G coupe la courbe e
Développons la surface développable D sur son plan tangent T mené par la génératrice G. Dès lors les courbes se transformeront, savoir : la courl>e Een une courbe E', la courbe e en une courbe e\ et Thélice H en sa tangente t. Et le développement effectué, les deux courbes transformées t et e se couperont en un point n'si les deux courbes e et e' sont tangentes Tune à Tautre au point p.
Si maintenant l-on fait rouler le plan tangent T sur la surface D, de manière que les courbes E' et e roulent respectivement sur les courbes E et e, la tangente I, par ses diverses positions, formera une surface développable D'ayant Thélice H
(*) Ezfrait du Balletin de la Société philomatique , séance du 17 noTembre 183!?.
pour arête de rebroussement , et le point n décrira dans l'espace une certaine courbe h.
La courbe h est une des développantes de l'hélice H , car elle coupe rectangulairement les diverses positions de la droite t.
En effet :
Considérons le plan T dans Tune de ses positions, celle où il est en contact avec la surface D par la génératrice droite G.
Le point n tend à décrire une courbe située sur deux sphères , Tune ayant son centre au point m et ayant pour rayon mn , Tautre ayant son centre au point p et ayant pour rayon pn\
La tangente à la courbe h pour le point n' sera Tintersection des plans tangents menés à Tune et à Tautre de ces sphères et pour le point n; et il est évident que ces plans sont respectivement perpendiculaires au plan T qui contient les deux centres m et p des sphères et le point n!. La tangente à la courbe h sera donc perpendiculaire à la génératrice droite i de la surfaée développable D'.
Le plan tangent T' à la surface D' suivant la génératrice r, lequel sera plan osculateur de Thélice H pour le point m, est donc perpendiculaire au plan tangent T de la surface développable D pour le même point m.
On conclut de là que tout point d'une courbe 9 tracée sur une surface développable donnera sur la transformée f' de cette courbe cp, un point pour lequel le rayon de courbure sera infini , lorsque pour ce point le plan osculateur dé la courbe donnée 9 sera perpendiculaire au plan tangent à la surface développable pour le même point.
Pour les courbes à double courbure , le point de la transformée peut être un point d'inflexion ou un point méplat (désignant par point méplat celui pour lequel la courbe est avant et après le point , située d'un même côté de sa tangente). On distingue ces points , en projetant la courbe donnée 9 sur le plan tangent à la surface développable ; et pour cela, il suffit de prendre deux points sur la courbe9, l'un avant et l'autre après le point qui doit se transformer en un point d'inflexion ou en un point méplat, et de voir si les pieds des perpendiculaires abaissées de chacun de ces points sur le plan tangente la surface développable, tombent tous les deux d'un même côté de la tangenteàla courbe 9, ou l'un au-dessus et l'autre au-dessous. Dans le preinier cas, la transformée 9^' a un point méplat, dans le second cas, elle a un point d'inflexion.
Lorsque le plan osculateur de la courbe 9 est perpendiculaire à la génératrice droite de la surface développable qui passe par le point considéré , le point méplat est triple sur la transformée 9% si la développée de la courbe 9^ a un point de rebroussement correspondant au point considéré (désignant par point méplat
triple celui^ pour lequel la courbe a un contact du troisième ordre avec sa tangente).
Pour les courbes planes, le point pour lequel le plan de la courbe plane f est perpendiculaire au plan tangent delà surface dé veloppable, donne sur la transformée 9 un point dinflexion. Lorsque le plan de la courbe est perpendiculaire à une génératrice de la surface développable , le point situé sur cette génératrice donne un point méplat double, et qui sera triple si Je point est un sommet de la courbe (f.
Au moyen d*un cylindre osculateur en un point de la surface développable, je parviens à démontrer, par une considération géométrique très-simple, que le rayon de. courbure d'une hélice est égal au rayon de courbUre de la surface développable sur laquelle elle est tracée , divisé par le carré du sinus de l'angle sous lequel l'hélice coupe la génératrice de la surface.
MÉMOIRE n.
Je me propose » dans ce mémoire , de résoudre la question suivante :
Étant donnée une courbe à simple ou à double courbure par ses projectionSy et tracée sur une sufface développable déterminée par les projections de son arête de rebroussement , cherclier le caractère auquel on reconnaîtra que la transformée de cette courbe sur le développement de la surface aura un point d'inflexion ; fixer la position de ce point ; déterminer si la tangente en ce point aura un contact du premier ou du second ordre avec là transformée , et cela sans avoir besoin de connaître la transformée.
On trouve dans le Traité in-i"" du calcul différentiel et intégral de Lacroix, à la fin du premier volume, un extrait des recherches analytiques que ce savant géomètre a publiées dans divers mémoires touchant la solution de cette question : Trouver t équation dé la courbe aplanie en laquelle se transforme , après le développement ^ une courbe tracée sur une surface développable.
La question que je, me propose est donc complètement résolue par Vanalyse; mais si l'on remarque que Téquation de la transformée ou courbe aplanie sera toujours compliquée, que dès lors les calculs que nécessite la recherche du point d^nflexion seront très-longs; que d'ailleurs il peut arriver souvent, dans les applications, que la surface développable ne soit donnée que par les projections de
(*) Extrait du Joartial de 1*JËcoU polytechnique, i!^ cahier.
son arèle de rdt^roussèment , et que la courbe tracée sur celle surface ne soil connue que par ses projections, les équations de la surface et de la courbe étant inconnues et sans que la nature du problème et les données de la question qui , pour sa solution > exige la solution du probièoie qui fait le sujet de ce mémoire, puissent permettre d'obtenir ces équations; on comprendra dès lors qu'il sera utile de connaître une méthode graphique simple et rigoureuse qui conduise toujours à la solution complète du problème proposé.
Observons en outre que dans les tracés graphiques on cherche à diminuer, autant que possible , les erreurs forcément commises en vertu de rimperfection des instruments, et que c'est pour cela que, lorsque Ton a construit une courbe par points , on cherche les diverses tangentes à celle courbe , afin que son cours soit mieux déterminé. Par la même raison on concevra qu'il doit être utile de savoir reconnaître la position de certains points singuliers qui pourraient exister sur cette courbe.
Je m'occuperai d'abord des surfaces cylindriques, ensuite des surfaces coniques, enfin des surfaces développables générales.
Surfaces cylindriques.
Je suppose que les génératrices du cylindre sont verticales ; dès lors le plan hori* zontal coupera cette surface suivant une courbe S, qui en sera la sectàm droite.
J'établis pour condition expresse que la courbe S ne présentera aucun point singulier dans tout son cours, cette courbe étant d'ailleurs toiit à fait arbitraire.
Je suppose une courbe tracée sur ce cylindre : j'examinerai d'abord le cas où cette courbe est piane ou à simple courbure, et ensuite le cas où cette courbe est à double courbure.
1* Courbe plane.
Le plan de la courbe C {fig. 7& ) , tracée sur le cylindre , coupera le plan hori- ;&ontal de projection, autrement le plan de secdcn droite y suivant une droite D.
Je suppose une droite L verticale, et par conséquent parallèle aux génératrices du cylindre et perçant le plan de k courbe C en un point p.
Par un point m de la courbe G je mène une tangente i à celte cpurbe , et par le point p une droite T parallèle à i.
Cela posé :
Si je considère deux points m' et m" situés sur la courbe C et iqfiniment voisins du point m , l'un avant et l'autre après ne poipi m; .^énigoant ^par l' et t" k»
tangentes à la courbe C en ces points , et par ^ , g\ g" les génératrices du cylindre correspondant respectivement aux points m, m\ m"; traçant par le point p et dans le plan de la courbe G les droites T', T^' respectivement parallèles aux tangentes i\ i'\ il est évident que Ton a :
et si la droite T est une ligne de plus grande pente du plan de la courbe C , on aura :
LpT < LpT' < LpT"
ces angles étant comptés dans le même sens.
Dès lors la tangente ( fera avec la génératrice 9 un angle plus petit ou plus grand que l'angle formé par la génératrice et la tangente au point qui suit et en celui qui précède immédiatement le point m.
Par conséquent, lorsque l'on développera le cylindre sur son plan tangent suivant la génératrice g{fig^ 75), la tangente i prendra (sur le développement) la position f'., et la tangente t" la position i\ , ces positions étant telles évidemment, que la transformée 6 de la courbe G aura, au point M (transformée du point m de la courbe C), un point d'inflexion, puisque le point M' qui précède le point M sera au-dessous de la tangente t , et que le point M'' qui suit le point M sera au-dessus do cette même tangente t.
On peut donc conclure de ce qui précède : ^
Que le point (t inflexion sur la transformée B de la courbe C sera celui qui correspond au point de la courbe G , pour lequel la tangente est une ligne de plus grande pente du plan de cette courbe ; ou , en d'autres termes :
Sera celui pour lequel la tangente à la courbe G est perpendiculaire à la trace D du plan de cette courbe G sur le plan de section droite du cylindre.
Ainsi, étant donnée une surface cylindrique et une section plane G de cette surface, on construira la section droite S du cylindre; on déterminera la trace D du plan de la courbe sur le plan de section droite, et Ton cherchera les tangentes de la courbe S qui seront perpendiculaires à la droite D.
S'il n'existe pas de tangente à la courbe S qui puisse être perpendiculaire à la droite D, il n'y aura aucun point d'inflexion sur la transformée 0 de la courbe G.
Autant il y aura de tangentes à la courbe S, perpendiculaires à la droite D autant il y aura de points d'inflexion sur la transformée 0, et ces points seront
situés sur les génératrices droites du cylindre et qui correspondent aux points de contact de la section droite S avec ses tangentes.
2* Courbe à double courbure.
Je suppose un cylindre A {fig. 76) ayant pour trace sur le plan horizontal une courbe a. En un point m de la courbe a je construis le cercle osculateur g, et je le regarde comme la base d'un second cylindre B dont les génératrices droites seront parallèles à celles dû cylindre A.
Dès lors, comme la courbe a et le cercle 6 ont deux éléments rectilignes consécutifs en commun , les deux cylindres A et B sont osculateurs Tun à l'autre. Si donc l'on coupe ces deux cylindres par une surface arbitraire Y, les deux courbes d'intersection, a située sur le cylindre A, et b située sur le cylindre B, auront aussii deux éléments rectilignes et consécutifs en commun , seront osculatrices l'une à l'autre , et leur contact sera du second ordre.
Par conséquent, développant les deux cylindres A et B sur leur plan tangent commun, lequel contient la génératrice commune- ^ qui passe par le point m, les deux courb3s a et 6 se transformeront en les deux courbes respectives a etb\ qui auront encore deux éléments rectilignes et consécutifs en commun; ces deux courbes seront encore osculatrices Tune à Tautre, leur contact étant du second, ordre.
Si donc la courbe a a deux éléments rectilignes et consécutifs eti ligne droite au point en lequel elle oscule la courbe b\ il est évident que la courbe b' aura aussi en ce point deux éléments rectilignes et consécutifs en ligne droite. De sorte que si la courbe a a au point d'osculation un rayon de courbure inGni, la eourbe b' aura aussi en ce même point un rayon de courbure infini.
Gela posé :
Étant donnée une courbe à double courbure i située sur une surface cylindrique, construisons d'abord la section droite S de ce cylindre; cherchons ensuite sur le plan de section droite la trace D de la surface développable d ayant la courbe S pour arête de rebroussement.
L'on sait que tout plan tangent à la surface d est un plan osculateur de la courbe d; que ce plan contient deux éléments rectilignes et consécutifs de celte courbe ; que ce plan contient le cercle osculateur de la courbe d.
Par un point m de la courbe d je mène la tangente t à cette courbe. Cette tangente sera une génératrice droite de la surface développable cf et percera le plan de section droite en un point M de la courbe D.' Le plan tangent à la surface d suivant la génératrice t, coupera le plan de la section droite suivant une droite T, tangente à la courbe D au point M.
Ce plan langeât contiendra le cercle osculateur de la courbe d pour le point oi; je désigne ce cercle par 6.
' D'après ce qui a été dit ci-dessus, regardant le cercle 6 comme la base d'un cylindre B, ayant ses génératrices droites parallèles a celles du cylindre donné et développant les deux cylindres sur leur plan tangent commun et mené par la génératrice g qui correspond au point m de la courbe d, l'on aura sur le développement la courbe cp transformée du cercle 6 et la courbe d transformée de la courbe d, qui auront deux éléments consécutifs et rectilignes en commun , qui seront osculatrices Tune à l'autre, leur contact étant du second ordre.
Or, d'après ce qui a été dit pour une courbe plane tracée sur un cylindre, la courbe 9 aura un point d'inflexion si la tangente i est une ligne déplus grande pente du plan du cercle 6, en d'autres termes du plan osculateur de la courbe d.
Mais la courbe 9 ne peut-elle pas avoir une inflexion , sans que Tinflexion existe pour cela sur la courbe 9? Pour résoudre complètement la question, on est obligé d'employer la considération de Thélice obtenue en pliant sur le cylindre la tangente t au point m de la courbe d; car le principe qui nous avait facilement et rigoureusement conduit à la détermination du point d'inflexion dans le cas d'une courbe plane ne &ufBt plus dans le cas d'une courbe à double courbure.
J'enroule le développement sur le cylindre; la courbe 6 en s' enroulant sur le cylindre se superposera sur la courbe d , et la tangente f , en s'enroulant sur le cylindre, se transformera en une hélice que je désigne par H. ^
Si la tangente t et la courbe 6 n'ont qu'un contact du premier ordre, la courbe $ et l'hélice H n'auront aussi qu'un contact du premier ordre : en d'autres termes, elles auront un seul élément rectiligne commun.
Si au contraire la tangente 1 et la courbe 9 ont un contact du second ordre, eo d'autres termes, si ellesontdeux éléments rectilignes communs (de telle sorte que la courbe 9 aurait dans ce cas , au point M , deux éléments rectilignes et successifs en ligne droite, et aurait par conséquent en ce point un rayon de courbure infini) alors la courbe d et Thélice H auront aussi un contact du second ordre; en d'autres termes, ces deux courbes auront deux éléments rectilignes et consécutifs communs : par conséquent elles auront même plan osculateur, même cercle osculateur, même rayon de courbure.
Ainsi , lorsque la courbe d et t hélice H n'auront quun contact du premier ordre^ leurs plans osculateur s ne se confondront point;
Et lorsqu'au contraire la courbe i et l'hélice H auront un contact du second ordre, leurs plans osculateurs se confondront.
Voyons maintenant comment, par le tracé graphique, on reconnaîtra si les deux plans osculateurs se confondent ou soiit diflërents l'un de l'autre.
Ayant construit les diverees tanfêntes à la courbe dy elt«s forment une surface déveioppable que nous avons désignée par cf , sa trace sur le pian de section droite du cylindre étant désignée par D. L'hélice H sera aussi Tarète de rebroussement d'une surface déveioppable à laquelle les géomètres ont donné le nom d'hélicdide dévehppaMe, et je désigne sa trace sur le plan de section droite par D'.
On sait que la courbe D'est une développante de la section droite du cylindre , par conséquent les normales à cette courbe D' seront tangentes à la section droite; et comme la trace sur le^plan de section droite d'un plan tangent à riiéli* coide déveioppable est tangente à la courbe D', on en doit conclure que :
Le plan osculateur en un point m (tune hélice Oflindrique est toujours perpendiculaire au plan tangent du cylindre pour ce même point.
Les deux plans osculateurs de la courbe d et de Thélice H ne pourront donc se confondre, d'après ce qui précède, qu'autant que le plan osculalcur de la courbe d sera perpendiculaire au plan tangent du cylindre.
Concluons donc de tout ceci que :
Pour tout point de la courbe d , pour lequel le plan osculateur de i sera perpemUculaire au plan tangent du cylindre en ce même point j la transformée 9 offrira deux éléments reclilignes successifs en ligne droite; en d'autres termes : aura un rayon de courbure infini.
Le point que Ton obtiendra ainsi sur la transformée de 0 pourra être de deux espèces : il sera ou un point d'inflexion double j ou un point méplat.
Pour le point d'inflexion double comme pour le point d'inflexion simple ( qui est eehii pour lequel le rayon de courbure est nul etpour lequel la tangente n'a qu'un contact du premier ordre avec la courbe) , la courbe est avant et après ce point placée de côtés différents par rapport à sa tangente.
Pour le point méplat, la courbe avant et après le point est tout entière située du même côté pnr rapport à sa tangente.
Lorsqu'on a une courbe plane située sur un cylindre, nous avons vu que la transformée G avait toujours un point d'inflexion correspondant au point de la courbe plane pour lequel la tangente était une ligne de plus grande pente du plan sécant. Il est évident que pour ce point les deux plans osculateurs de la courbe et de riiélice se conf<HQident ; on en doit donc conclure que :
Pour toute courbe plane tr^wée sur un cylindre , le point ^inflexion de la transformée est toujours un point d'inflexion double, la transformée ayant toujours en ce point un rayon de courbure infini j en d'autres termes : ayant en ce point un contact du second ordre avec sa tangente.
Cherchons maintenant une méthode graphique qui nous permette tie recon^
naître , dans le cas d'une courbe à double courbure tracée sur un cylindre , si le point de la til'ansformée sera un point d'inflexion double ou un point méplat.
Il peut arriver deux cas : 1 "" le plan osculateur de la courbe i peut faire un angle plus ou moins aigu avec la génératrice de contact du plan tangent au cylindre , plan auquel il est perpendiculaire; 2* le plan osculateur peut être normal à la génératrice de contact du plan tangent auquel il est perpendiculaire.
Dans l'un comme dans Tautrecas , il n'y aura pas un point méplatsi lacourbed est, avant et après le point considéré , au-dessus ou au-dessous de son plan osculateur ; et il y aura point d'inflexion double si la courbe i est avant le point considéré ^ au-dessus ou au-dessous de son plan osculateur et après, au-dessous ou au-dessus de ce même plan osculateur.
Il suffira donc de projeter la courbe S sur le plan tangent au cylindre pour le point considéré^ et de voir comment cette projection se comporte avant et après le point par rapport à la tangente, puisque le plan osculateur étant perpendiculaire au plan tangent la tangente à la courbe dest en même temps la trace du plan osculateur sur le plan tangent.
Dans le cas où le plan osculateur est perpendiculaire à la génératrice droite du cylindre, il peut exister deux espèces de points méplats sur la transformée : Tun poiir lequel deux éléments rectilignes et successifs sont en ligne droite, l'autre pour lequel trois éléments rectilignes et successifs peuvent être en ligne droite. Je désignerai le premier par point méplat double, et le second, par point méplat triple.
Le point méplat triple ne peut exister qu'autant que le point considéré sur la courbe d serait un sommet de cette courbe; en d'autres termes, serait un point tel que la développée de la courbe d aurait un point de reirroussement de première espèce correspondant à ce point ; et en effet :
Lorsque la tangente à la courbe d est perpendiculaire à la génératrice droite du cylindre , cette tangente se transforme lorsqu'on la plie sur le cylindre, non plus suivant une hélice , mais suivant une section droite de cette surface cylindre.
Dès lors le plan de cette section droite devant se confondre avec le plan osculateur de la courbe d , pour que le point considéré sur i se transforme sur le développement en un point tel que le rayon de courbure de la transformée soit infini, il s'ensuit que le cercle osculateur de la section droite et le cercle osculateur de d se confondent ; si donc le cercle osculateur a un contact du troisième ordre avecd , cette courbe d aura aussi un contact du troisième ordre avec la section droite : et comme la section droite se transforme sur le développement en la tangente à la transformée de d, il s'ensuit que la transformée de d aura un contact du troisième ordre avec sa tangente.
Mais Ton sait que ks cercle osculateur ne peut avoir un contact du troisième
ordre avec la courbe , qu'autant que son contre est un pointée rebrouasement de première espèce sur la développée ; et dans ce cas la courbe est , soit avant, soit après le point sommet ^ toute au-dessus ou toute au-dessous de son plan oscu-
lateur.
Il est évident, d'après ce que nous venons de dire , que lorsque la courbe dsera plane, il ne pourra jamais exister de point méplat sur sa transformée, puisqu'il faudrait que le plan de la courbe 3 ne fût autre que celui de la section droite , pour que la condition de la superposition des deux plans osculateurs fût satisfaite pour le point en lequel la tangente de i serait perpendiculaire à la génératrice
droite du cjflindre.
Lorsque la courbe 3 tracée sur le cylindre est à double courbure, il peut arriver que sa transformée offre un point d'inflexion simple; cherchons donc s*il n'est pas possible de reconnaître par une méthode graphique quel est le point de la courbe i qui donnera sur la transformée un point de cette nature. ..
Détermination du point (t inflexion simple:
Je suppose que la transformée 0 ait un point d'inflexion sitnple^ en l'enroulant sur le cylindre ainsi que sa tangente, on aura la courbe 3 et rbélice H; mais puisque la courbe 0 et sa tangente n'ont qu'un contact du premier ordre, les courbes 3 et H n'auront aussi qu'un contact du premier ordre au point m, dés lors les plans osculateurs de 3 et H ne se superposeront pas.
Pour qu'il y ait point d'inflexion en m nous avons vu qu'il fallait que la courbe 3 se trouve, avant le point , être au-dessus du plan osculateur de H et après ce point être au-dessous de ce plan.
Pour le point d*inflexion simple, le rayon de courbure est nul ; il faut donc que la projection de la courbe 3 sur le plan tangent au point m ait aussi en ce point un rayon de courbure nul.
La courbe 3 aura donc en ce point m un rayon de courbure nul , et dès lors son plan osculateur ne sera^autre que le plan tangent au cylindre (^).
(*) Lonque l^on a iin« surface dëveloppable D , ayant ponr arête de rebronMement une courbe A , cette lurface D étant tangente à nne surface courbe S suivant une courbe B , Ton sait que lorsque la surface S a, en certaines régions, des rayons de courbure dirigés en sens opposés, il peut arriver qu'une génératrice droite G de la surface D soit tangente à la courb» B.
Lorsque cela a lieu , Voif^ sait que la surface dé^eloppable a ses rayons de courbure minimum nuls en tous les points d'une semblable génératrice droite G. puu ce cas l'arél^ de rebroussement A offre' an point en lequel elle est Couchée par la généra#îce G, un point à^H^oiofi iimpU.
ÛèB im% la fturfoea développable , ayant la courbe I pour ai^6le de rebroussement, devra offrir ud rebroussement de première espèce tout le long de la tan« génie t menée bu point m de la courbe S. ,
Cette surface sera donc coupée par un plan quelconque , suivant une courbe ofitrant un point de rebroussement de première espèce , au point où la génératrice perce le phn sécant.
Ainsi : Il y aura un point if inflexion sur la transformée 9 , lorsque ta projection de la courbe d sur le plan tangent au cylindre offrira un point d'inflexion; F inflexion sera double , si le plan osculateur de la courbe 3 est perpendiculaire au plan tangent , et l'inflexion sera simple si le plan osculateur se confond avec le plan tangent,
Diaprés tout ce qui a été dit, on voit que la construction qui servira à déterminer les points remarquables de la transformée sera la suivante :
Construire sur le plan de section droite la trace D de la surface développable d formée par les tangentes à la courbe d; chercher les tangentes à la section droite qui seront normales à la courbe D ; élever par le point de contact la génératrice g du cylindre, laquelle donnera un point m de la courba d et qui sera tel que la transformée aura pour C3 point un rayon de courbure infini.
Cela fait :
Si la courbe D n'offre pas de point de rebroussemem :
Projeter la courbe 3 sur le plati tangent mené au cylindre suivant la génératrice g^ et voir si la projection a un point d'inflexion par rapport à ia tangente t au point m ; si Tinfleiion existe, la transformée aura un point à^inflexion double; si rinflexiqn n'existe pas, la transformée aura un point méplat.
St la courbe D offre un point de rebroussement de première espèce :
Mener par ce point une tangente à la section droite , et par le point de contact élever la génératrice g , qui donnera un point m de la courbe 9 , et qui sera tel que la transformée aura pour ce point une inflexion eimple et un rayon de courbure nul.
§ IV
Remarque sur le point méplat triple.
Nous avons vu que lorsque la tangente i au point m de la courbe 3 était perpendiculaire à la génératrîee droite du cyMiidre passent par ce point tn, le point méplat iripU existait sur le transformée 9 , et cela lorsque la courbe 3 avait un sommet au point conféré m< #
Mais il peut arriver que la taugente t étant inclinée par rapport à la génératrice droite du cylindre, le point méplat triple existe aussi sur la transformée; et cela aura lieu lorsque la courbe d et Thélice H auront un contact du troisième ordre pour le point m considéré sur la courbe d. Dans ce cas, les deux courbes d et H auront deux plans osculateurs successifs qui se superposeront, et la courbe i n'aura pas, dans ce cas, un point sommet en m.
Dès lors , pour ce cas particulier, les surfaces développables , ayant pour arête de rebroussement Tune la courbe d et l'autre l'hélice H, auront, suivant la génératrice tj un contact du second ordre; par conséquent leurs traces D et D' sur le plan de section droite auront aussi un contact du second ordre au point M.
La géométrie descriptive ne donne pas jusqu*à présent le moyen de résoudre graphiquement ce cas particulier, parce que Ton serait obligé de construire graphiquement le rayon de courbure p delà courbe D et p' de la courbe D' pour le point M; et que les erreurs que l'on commettrait nécessairement , vu l'imperfection des instruments, pourraient conduire à trouver pssp' sans que le contact du second ordre eût lieu , ou p > ou < p, le contact du second ordre devant cependant avoir lieu entre les deux courbes D et D'. L'analyse seule peut donc résoudre ooraplétement ce cas particulier.
*' Construction des points singuliers dune courbe plane.
La géométrie descriptive nous a conduit à la connaissance des points remarquables de la transformée , sans avoir besoin de tracer cette courbe, en opérant seulement sur la courbe i tracée sur le cyliadr^.
La géométrie descriptive fournit aussi les moyens de connaître, sur uo^ cowbe plane dont Téqi^ation est inconnue, les points d'inflexion double et liti^ et les points méplaU double et triple , pourvu que Ton connaisse les tangf^otes de oette courbe. Pour cela il suffit d^eorouler la courbe donnée sur un cylindre ayant un cercle pour section droite , la courbe 6 se transformera en une courbe d à douUe courbure, dont on coonatira les diverses tangentes, puisque Ton suppose connues les diverses tangentes de la eourbe e.
On connaîtra dés lors la trace D de It surface développidUe ayant la courba i pour arâte de rebroussement » et Ton opérera sur celte ccnirbe i oomiae nous L'avons indiqué ci^lessus. Les poîms singtliersde I» ceairbe»S6root loujpurs fités de position , d'une manière sufflsamiaent exacte pour la pratique des arîSj par nos diverses constructions graphiques.
VI
Sur/aces coniques.
J'examinerai d'abord une surface conique du second degré; ensuite- je passerai à une surface conique générale, en établissant pour condition expresse que la trace de cette surface sur le plan horizontal ne présente aucun point singulier; enfin je discuterai en détail la forme que doit prendre la transformée des trois sections coniques d'un cône de révolution.
VII
Surface conique du tecond degré.
i* Courbe plane.
Étant donnée une surface conique du second degré et non de révolution , qne je désigne par â, son sommet étant désigné par «, je coupe cette surface par un plan suivant une courbe d; développant le cône, la courbe i se transformera en une courbe 9.
Je prends sur la courbe d un point m, pour lequel la tangente sera une droite* I. Le point m se transporte sur le développement au point M de la courbe 0; et la tangente r en la droite T , tangente au point M à la courbe 9.
Si la droite T a un contact du second ordre avec la courbe 9, c'est que l'hélice H, obtenue en pliant la tangente t sur le cône S, a un contact du second ordre avee la courbe d au point m.
Par conséquent les surfaces développables ayant respectivement pour arête de rebroussemeat « l'une la courbe d, l'autre rhélice H , auront même plan tangent suivant leur génératrice droite commune t; puisque les deux courbes d et H doivent avoir ^ dans ce cas , même plan osculateur au point m.
Il faudra donc, puisque la courbe 9 est plane , que le point m soit tel que le plan osculateur de Thélice H en ce point se confonde avec le plan sécant , qui détermine la section d du cône S.
Cherchons donc la direction que prend le plan osculateur en un point quelconque d'une hélice tracée sur un cône du second degré, pour chercher ensuite si parmi les divers plans osculateurs de cette hélice, il n'en existerait pas un qui se superposerait avec le pian de la courbe dr
Je regarde le sommet s comme le centre d'une sphère d'un rayon arbitraire R , laquelle coupera le cône S suivant une courbe C, dont tous les points seroni également distants de la quantité R du sommet s.
Dès lors supposant la surface S développée , la courbe C se transformera toujours en un cercle G' ayant son rayon égal à R.
Maintenant je suppose un plan P tangent au cône S suivant une de ses généra* Irices droites 9, laquelle perce la courbe C en un point a; puis dans ce plan P^ et du sommet $ comme centre et avec un rayon R 5 je trace un cercle C.
La courbe C et le cercle G' seront en contact au point a.
Ensuite dans le plan P je trace une droite arbitraire T, laquelle perce le cercle G' en un point b.
Gela posé :
Si je suppose que le cercle G' roule sur la courbe C, le plan P, dans ses diverses positions, restant toujours tangent au cône S, le point b décrira sur la sphère une courbe V, et la droite T s'enroulera sur le cône S suivant une hélice H.
Le plan P en une de ses positions P' sera tangent au cône S suivant une gêné* ratrice droite g' (la droite T ayant pris la position T' en laquelle elle sera tangente à l'hélice H au point m\ et T' coupant la courbe Y en un point n).
Je désigne par t' la tangente de la courbe Y au point n\
Il est évident que le plan osculateur de l'hélice H pour le point m' sera déterminé par les deux droites t' et T'.
Démontrons maintenant que la droite l' est toujours perpendiculaire au plan P'y et que dès lors le plan osculateur de l'hélice conique est toujours perpendicu-* laire au plan tangent du cône sur lequel cette hélice est tracée.
L'élément rectiligne de la courbe Y au point n' peut être regardé comme situé à la fois ^ur les deux sphères ayant, l'une pour centre le sommet s et pour rayon la droite «n^ Tautre pour centre le point a de contact des deux courbes G et G' et pour rayon a'n.
La tangente au point n de la courbe Y sera donc Tintersection des plans tangents menés à ces deux splières par le point n.
Or y comme les deux rayons W et aV sont situés dans le plan P'^ les deux plans tangents seront perpendiculaires à ce plan , etc.
Ainsi il se trouve démontré, par des considérations géométriques très-simples, que le plan osculateur en un point quelconque (Cuné hélice conique est toujours perpendiculaire au plan tangent du c$ne pour ce même point.
Si donc du sommet s du cône donné S on abaisse une perpendiculaire N sur le plan sécant qui donne pour section dans ce cône la courbe d, si l'on construit le piedrt
(le cette normale sar le plan sécant, il faudra par ce point n mener une tangente à la courbe d, et le point de contact se transformera sur la transformée 9 en un point tel que le rayon de courbure de 9 et en ce point , sera infini.
Si du point n on ne peut mener aucune tangente à la courbe d, la courbe 9 n'aura dès lors aucun point pour lequel le rayon de courbure sera infini ; autant il y aura de tangentes possibles par le point n à la courbe d, autant il y aura de points sur la courbe 9 pour lesquels le rayon de eourbure sera infini.
Discutons maintenant la nature de ces points de la courbe 9 peur lesquels le rayon de courbure sera infini.
Ces points peuvent être de deux espèces, ou point d'inflexion iouUe, ou point méplat , tout comme cela arrivait pour un cylindre.
Je désigne par i la tangente à la courbe i passant par le pied n de la normale N ; par m le point de contact ; et par g la génératrice droite du c6ne correspondant au point m. La tangente t peut affecter deux positions par rapport à la généra* trice g.
V EIIq peut être oblique par rapport à la génératrice g ; 2*"' Elle peut être perpendiculaire à la génératrice g.
Le plan tangent P au cône S pour le point m étant perpendiculaire au plan de la. courbe d , il s'ensuit , pour le premier cas, que la projection sur ce plan P de la courbe d ne sera autre que la droite i; et que la projection sur ce mènse plat P de l'hélice H , obtenue en enroulant la tangente i sur le cône S , aura au point m un point d'inflexion Dès lors il est évident que , sur le développement , la transformée 9 de la courbe d aura au point M , en lequel se translot me le point de contact m , une inflexion double.
Pour le second cas , la projection de Thélice H sur le plan sera tout entière avant et après le point m au-dessous de la tangente î (qui est la projection de la courbed sur ce même plan P); dés lors il est évident que la transformée aura au point M un point méplat double , si le point m n'est pas un êommetée la ceurbed, et un point méplat triple^ si le point m est un sommet de la courbe d.
2® Courbe à double courbure.
D'après ce qui précède, il est évident que la solution, dans le cas d'une courbe à double courbure i tracée sur le cône S , consistera à abaisser do sommet s une normale N à la surface développable ayant pour arête de rebroussement la courbe donnée i^ et à mener par te point n de rencontre de la normale etde la surface développable une tangente à la courbe i.
Si la normale N ne rencontre pas la surface développable, il n'y aura pas dé point
ayaDt un rayjon de courbure infini sur la transformée G de la courbe i. Si la normale N rencontre la surface développable^ il pourra arriver deux cas, i"" son pied n pourra être sur la courbe d, et alors la tangente r à la courbe d sera perpendiculaire à la génératrice droite g du cAne S; S* la normale N pourra couper la surface développable en plusieurs points; et alors autant de points, autant de tangentes possibles à la courbe d, et dès lors autant de points sur la transformée S ayant un rayon de courbure infini.
On reoon.iattra si les points de la transformée sont des points d'inflexion double ou riw^le et des points fnéplats éoubles ou tripleB , en suivant le même mode de discussion que nous avons employé lorsque la courbé à double courbure était tracée sur un cylindre; les résultais seront complètement identiques.
Nous devons faire remarquer qu'on ne peut pas déterminer directement la normale abaissée sur une surface développable par un point extérieur; ce problème pourra être résolu par la méthode graphique suivante.
On abaissera du sommet du cône une perpendiculaire sur chacun des plans osculateurs de la courbe à double courbure tracée sur la surface conique; les pieds de ces diverses perpendiculaires détermineront une courbe à double courbure, dont on cherchera les points de rencontre avec la surface développable qui a pour arête de rebroussement la courbe tracée sur le cône.
Pour déterminer ces points de rencontre, on regardera la courbe K, lieu des pieds des perpendiculaires, comme située sur une surface cylindrique verticale, ayant pour base et section droite la projection horizontale de la courbe K , et Ton déterminera la courbe K', intersection de ce cylindre et de la surface développable.
Les deux courbes K et K' se couperont, ou se toucheront, ou n'auront aucun point commun.
Si elles se coupent , il y aura autant de points, sur la courbe à double courbure tracée sur le cône, et donnant sur la transformée des points pour lesquels le rayon de courbure sera infini, qu'il existera de points communs entre les deux courbes K et K'.
Si elles se touchent, on aura le même résultat que précédemment; mais dans ce cas le plan osculateur de la courbe à .double coorbtlre aéra perpendiculaire à la génératrice droite du cône.
Si les deux courbes n*ont aucun point commun, alors la tran8form.ée n'aura en aucun de ses points un rayon de courbure infini.
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VIII
Surfaces coniques générâtes.
Tout ce qui ^ient d'être dit pour une surface conique du second degré s'ap* pliquera moi à mot à une surface conique en générai; les résultats seront identiquement les mêmes que ceux obtenus pour un cône du seconJ degré, en établissant toutefois pour condition expresse, que la courbe plane qui servira de directrice au cône donné n'offrira dans tout son cours aucun point singulier.
I IX
De la transformée de la section plane d'un cône de révolution-
La transformée de la section plane d'un cône de révolution offre des particularités qu'il est intéressant de connaître.
Jusqu'à présent aucun géomètre ne s'est occupé de la question que nous discutons dans ce mémoire; aussi aucun d'eux n'a donné d'une manière complète la forme de la transformée de la section plane d'un cône de révolution; tous se sont bornés à dire : dans quel cas la transformée était comprise dans l'angle des asymptotes, et dans quel cas elle ne Tétait pas, et qu'elle devait avoir des inflexions lorsqu'elle occupait cette seconde position, mais aucun géomètre n'a donné le moyen de fixer la position de ces points singuliers.
Un plan peut couper un cône de révolution suivant trois courbes de forme différente.
Suivant sa position par rapport aux génératrices du cône, la section peut être une ellipse, ou une parabole , ou une hyperbole.
La transformée de chacune de ces trois sections varie de forme en vertu de rinclinaison du plan et de l'angle au sommet du cône.
1* Si l'angle au sommei du cône est aigu.
Le plan perpendiculaire à une génératrice coupera toujours suivant une ellipse; par conséquent la transformée des sections (jjsiraboliques et hyperboliques n'aura jamais de point méplat correspondant au sommet de la section. ^
Le pied de la perpendiculaire abaissée du sommet du cône sur le Pali de section parabolique ou hyperbolique tombera toujours en dehors de la courbe; on pourra donc toujours mener deux tangentes à la courbe ; la transformée offrira
donc toujours deux points dHnflexian double pour la parabole et pour Tune des branches de l'hyperbole.
2* Si rangle au sommet du cône est droit.
Le plan perpendiculaire à une génératrice droite coupera toujours suivant une parabole; toutes les sections elliptiques n'offriront donc sur leurs transformées ni point d'inflexion ni méplat, puisque le pied de la perpendiculaire abaissée du sommet du cône tombera toujours dans Tintérieur de la courbe.
3"* Si t angle au sommet du cane est obtus^
Le plan perpendiculaire à une génératrice droite coupera toujours suivant une hyperbole; par conséquent toutes les sections paraboliques et elliptiques ne pour ront avoir sur leurs transformées de points d'tn/7ea»on et de points méplat, puisque le pied de la perpendiculaire abaissée du somimet du cône tombera toujours dans rintérieur de ces courbes.
Examinons en détail les diverses formes de la transformée d'une section hyperbolique lorsque l'angle au sommet du cône est obtus.
Le plan sécant peut prendre sept positions différentes, pour lesquelles la section sera toujours une hyperbole , mais pour chacune desquelles la transformée aura une forme particulière.
( Fig, 83. ) Je désigne par a le demi-angle au sommet du cône , et par |3 l'angle que le plan sécant fait avec la génératrice droite du cône, qui contient le sommet de la branche inférieure de la section hyperbolique, et je désigne cette généra* trice par M.
Dans ce cas la perpendiculaire abaissée du sommet aura son pied au delà du centre de la courbe : on ne pourra pas mener de tangente à la branche inférieure ; ainsi la transformée de cette branche n'aura ni points d'inflexion ni points méplat , et elle sera comprise entre ses deux asymptotes.
( Fig. 84. ) Dans ce cas la perpendiculaire abaissée du sommet aura son pied au centre de la courbe; les deux asymptotes représentent les deux tangentes que l'on peut mener par ce point; les points de contact sont situés à Tinfini; la transformée de l'une et l'autre branche de l'hyperbole aura donc deux points di inflexion double situés à l'infini. Cette transformée sera comprise ^entre ses deux asymptotes , et aura à l'infini un contact du second ordre avec chacune d'elles.
&• ^ > a, mak j5 < rdrôTl.
(Fi g. 85. ) Dans ce cas la perpendiculaire tombe entre le centre et le sommet de la branche inférieure de l'hyperbole. On pourra donc mener deux tangentes à cette branche ; par conséquent la transformée de cette branche hyperbolique offrira deux points d'inflexion double ^ et elle sera pkcée de Tautre côté de ses asymptotes.
Les points d'inflejsiùn se rapprocheront du sommet de la transforûiée à mesure que le plan sécant se rapprochera de la position en laquelle il sera perpendiculaire à la génératrice du cône. Et l'on doit remarquer qu'à mesure que le plan sécant 9^ incline y l'angle formé par les asymptot es de la transformée augmente.
4* |3 > A^ 13 < 1 . droit (les deux asymptotes de ta transformée ne formant qu'une seule ligne droite).
(Fig. 86. ) Puisque l'angle au sommet du cône est obtus , il s'ensuit que sur le développement le cercle G , base du cône, se développe suivant un arc du cercle G"; plus grand que la moitié de la circonférence de ce cercle G^
Par conséquent les deux génératrices G et G' du cône, qui sont parallèles au plan sécant, peuvent se transformer sur le développement en le diamètre gg' du cercle G' ; et cela aura lieu lorsque l'arc ama' du cercle G sera égal à la moitié de la circonférence C'.
Démontrons que daûs ce cas le plan des deux génératrices G et & n'est pas perpendiculaire à la génératrice du cône contenant le sommet de la branche inférieure de l'hyperbole, et que l'angle qu'il fait avec cette génératrice est toujours dans ce cas ,plus petit que l'angle droit ; que par conséquent le pied de la perpendiculaire abaissée du sommet du cône sur le plan sécant tombe toujours, dans ce cas, hors de la branche de l'hyperbole, et que dès lors la transformée a toiy^^^^ » ^^ ^^^^^ circonstance, deux points d'inflexion double.
Si Ton enroule le développement sur le cône, les deux génératrices g et g, qui forment un diamètre du cercle G', prendront les deux positions G et G' sur le cône; et désignant par M la génératrice du cône, qui contient le sommet de l'hyperbole, on voit que Tangle MsG ^ra < qu'un droit, puisque l'angle msg du secteur =: un droit; par conséquent le plan GG' ne sera pas perpendiculaire à la génératrice M, mais fera avec elle un angle < qu'un droit.
5* |3> a, p > i. droit ( C angle formé par les asymptotes de la transformée étant plus grand que deux angles droits )•
( Fig. 87. ) Entre la position que prenait le plan sécant dansle cas précédent
et cellç qu'il prendra lorsqu'il sera perpendiculaire à la génératrice M du cette y il peut en ei^ister d'inti^tnédiaires, pour lesquelles l'angle des deux asymptotes ^ la traosforinée sera plus grand que deux angles droits; et la transformée offrira alors la forme indiquée par la figure ; elle aura deux poiots A'infiêonon double près de son sommet ; et la tangente en son sommet coupera et les asyraiptotes et la courbe.
6* p> a et j3 = i.droit.
{Fig. 88.) Dans ce cas, le pied de la perpendiculaire abaissée du sommet du cône tombe sur le sommet de T hyperbole ; alors la transformée a en son sommet un point méplat triple; la tangente au sommet a donc un contact du troisième ordre avec la transformée; et les deux asymptotes enveloppent la courbe transformée.
T j3>a, p> I.droit.
{Fig. 89.) Dans ce cas , le pied de la perpendiculaire tombe dans l'intérieur de la branche inférieure de T hyperbole ; la transformée de cette branche n'offre plus de points d'inflexion double; elle est renfermée dans ses asymptotes; et on retrouve la forme de la transformée obtenue dans le premier cas, celui où Ton avait |3<a.
Smrfaces dévetappabtes générales.
Une surface développable peut être regardée comme l'enveloppe des divers cônes du second degré qui lui sont osculateurs en les divers points d'une courbe arbitraire tracée sur cette même surface développable ; par conséquent tous les résultats obtenus pour les surfaces coniques se reproduiront identiquement pour les surfaces développables ayant une arête de rehroqssement.
Lorsqu'on aura une section plane d'une surface développable, on projettera orthogonalement l'arête de rebroussement sur le plan de section y et Ton construira une tangente commune et à la section et à cette projection. Le point de contact de la section donnera , sur la transformée de cette section , un point pour lequel le rayon de courbure sera infini , et l'on aura en ce point une tn/fexion double.
Si la section et la projection de l'arête de rebroussement sont tangentes l'une à
Tautre , alors au point de contact , la tangente commune à la section et à la pro'^ jection de Tarète de rebroussemept sera perpendiculaire à la génératrice de la surface développable , et ce point donnera sur la transformée un point méplat double, si le point de la section n'est pas un êommet de cette courbe ; et un point méplat triple , si ce point est un sommet de la section.
Lorsqu'on aura une courbe à double courbure 9 tracée 3ur une surface développable , il faudra , de chacun des points de Tarète de rebroussement d de cette surface développable, abaisser une perpendiculaire sur le plan tangent à cette surface développable (ayant la courbe 9 pour arête de rebroussement) ; oe plan tangent, correspondant au point de la courbe f situé sur la génératrice tangente.à la courbedet au point duquel la perpendiculaire est abaissée. Les pieds de ces dî verses perpendiculaires formeront une courbe K, et Ton cherchera les points de rencontre de cette courbe avec la surface développable ayant la courbe donnée 9 pour arête de rebroussement.
Et toute la discussion qui a eu lieu pour les surfaces coniques se reproduira ici avec des conséquences et des résultats identiques à ceux obtenus pour les surfaces coniques » en établissant pour condition expresse que l'arête de rebroussement de la surface développable n'offrira dans tout son cours aucun point singulier.
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Le point éinfieaion de Ut tranêformée du cercle , ba$e d*un cône obHque , ne répond jamais au point du cercle pour lequel C'angle de sa tangente avec la génératrice du cône est un maximum ou un minimum ( suivant le sens dans lequel on compte le» angles)-
{Fig. 77.) Je prends un cône oblique à base circulaire.
' Le cercle de base sera situé sur le plan des xy, son centre sera à l'origine des <!Oordonnées , et le sommet du cône sera sur le plan des zx.
J'abaisse du sommet S du cône une perpendiculaire sur le plan des xy , son pied P sera sittiésur Taxe des x.
Je prends un point m sur le cercle de base; je mène en ce point la tangenle mq à ce cercle , et la génératrice mS du cône ; puis du point P j'abaisse une perpendiculaire Pq sur la tangente mq ; en6n je mène la droite $9.
On obtient ainsi un triangle rectangle Smq.
Puisqu'il s'agit de déterminer la position du point m sur le cercle^base, de
— 3il —
lelle sorte que l'angle Smq soit uo minimum » il faudra pour cela que, tang Smq
soit un minimum.
^^''^ Sa Et comme tang Smq = --^y il faudra chercher l'expression analytique des longueurs Sqret fïufy et voir si l'expression analytique de ~ est susceptible de minimum.
L'équation du cercle-base est : x* 4- y"= R\
Les coordonnées du point m seront :x=â;'y y=y**
a/ L'équation de la tangente mq sera : y — y'=s — — {x — x').
Les coordonnées du point P étant j^=:0 et a:=: a^ l'équation de la perpendiculaire P^ sera : •
On trouvera dès lors que les coordonnées du point q seront :
En désignant par L la longueur de la portion de la tangente comprise entre son point de contact m et le pied q de la perpendiculaire P9 , on a :
En admettant pour x, et y. les valeurs trouvées ci-dessus , on obtient ;
On peut arriver plus promptement à ce résultat par la marche suivante.
On remarque : que, si du point P on abaisse une perpendiculaire sur le rayon om^ la droite P9==m9=L; puis, si l'on abaisse du point m sur Taxe des a: la perpendiculaire m/i , on aura les deux triangles Vgo et omh^ qui seront semblables, comme ayant un angle commun compris ent^e des côtés respectivement .perpendiculaires entre eux ; et dès lors on aura :
ou bien :
L : « :: y': R d'où
Les coordonnées du sommet S étant 9=0, a;=a et z=|3y et désignant par M la droite Sq , on aura :
mats:
donc:
donc enfin :
fq =Pm — mg et Pm == {pcf—af -f j"
et :
Il Êiodra donc chercher si la fonction :
est susceptible d'un minimum ; pour cela prenant le coefficient différentiel, on aura:
«te' " (R'— «^)'
JTJ
Il faut poser ^ ^ = 0 ; donc on aura Téquatîon :
« (R*— a?" ) (R*— ax' ) + a:' [$*R — (»•- «r')1 = 0
Ce qui conduit , après les réductions , à : d'où Ton tire :
a:'*:^ r gjj \ ± JL k p*+ R*+ a*- 2P'H'— 2p««--^ 9«^R* (i)
Or, nous savons que le point du cercle-base, qui donne sur sa transformée, dans le développement du cône, un point d'inflexion, est celui pour lequel la tangente passe par le point P.
Dans ce cas , l'équation de la tangente*«era :
d'où :
^* = <Maf—ar . (2)
et comme le point x, y' est sur le cercle , on peut poser Téquation :
d*où Ton tire :
qui^ substitué dans l'équation (2) y donne :
Les valeurs de x données par les équations (1) et (3) ne sont point identiques , on en doit donc conclure que :
Le point (f inflexion de la transformée de la base ciradaire dun cône oblique ne cor* resipond pas à celui poujr lequel la tangente au cercle-base fait ave^la génératrice du cône un angle minimum. *
Cherchons si, pour une position particulière du sommet du cône, la condition n'aurait pas lieu. Il faudra alors substituer dans Téquation (i) la valeur de x donnée par l'équation (3) , ce qui conduira à une équation de condition entre les coordonnées a et j3 du sommet du cône.
Cette équation sera :
(6«+ R'-.««) = p* 4- »* J^a^^^'K — 2pV— 2«'Rr
qui se réduit à :
d'où :
Condition incompatible avec Texistence du cône. On doit donc conclure de ce résultat que la condition du minimum de l'angle de la tangente au cercle-base avec la génératrice du cône ne correspond jamais au point qui donne une inflexion sur la transformée*
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Exemple (tun point méplat.
(Fig. 82.) Étant donnée une surface annulaire engendrée par un cercle C du rayon R tournant autour d'une droite D tracée dans son plan , et distante d'une
quantité / du centre du cercle générateur; on sait que pour les deux points du cercle G qui seront distants de l'axe de révolution de la quantité /, les rayons de courbure de la surface seront y l'un infini et l'autre égal à L
Si donc je coupe la surface donnée par un plan parallèle à Taxe de révolution , perpendiculaire au plan méridien et passant par le centre du cercle G, la courbe d'intersection aura la forme indiquée par la figure 80*
Elle aura deux axes mm' et aa\ et pour les deux points m et m' ses rayons de courbure seront infinis, de sorte que sa développée se composera de deux branches ^ 'd'y fd, ayant toutes les deux pour asymptote commune Taxe prolongé mm\ et ayant chacune un point de rebroussement de première espèce/ eif, correspondant aux deux sommets a et a! de la courbe de section.
La courbe aura donc deux points méplats ^ Tun en m, l'autre en m'; et pour savoir si les tangentes i en met f' en m' auront en leur point de tangence un contact du second ou du troisième ordre avec la courbe , il faudra avoir recours à l'équation de cette courbe. *
L'équation de la suiiàce annulaire est, comme on sait :
la coupant par un plan dont l'équation est :
on aura pour l'équation de la courbe de section :
y' = R' — jt' + 2/J/R'-«Ji* et les zxfi& de cette courbe seront :
oa = V'R + î/R et:
om =r R '
L'équation de la courbe conduirait à des calculs assez longs; mais, en vertu de ce qui a été développé dans ce mémoire , il est facile de reconnaître sur-lechamp que chacun des points met m' sera un point méplat triple , que par conséquent la tangente aura , en chacun de ces points, avec la courbe, un contact du troisième ordre.
En effet :
Goncevons un cylindre vertical et de révolution , j'enroule la courbedonnée sur ce cylindre, de manière que la tangente mt soit perpendiculaire à la génératrice <j ducylindre, sur laquelle Taxe mm' de la courbe vient se superposer; la courbe trans*
formée sera évidemment symétrique par rapport au plan passant par Taxe du cylindre et la génératrice G ; le point m de la transformée sera donc un sommet de courbe , et sa développée offrira pour point correspondant un rebroussement de première espèce.
Par conséquent Le cercle osculateur de la transformée pour le point m aura un contact du troisième ordre avec cetle transformée; le plan de ce cercle esl évidemment perpendiculaire à la génératrice G. Développant donc le cylindre , le cercle osculateur se transformera en la tangente mt^ qui dés lors doit avoir un contact du troisième ordre avec la courbe donnée.
Concluons donc de ce qui précède qu'il existe deux espèces de points sommet$ dans les courbes. planes ; pour le premier le cercle osculateur à un rayon fini et un contact du troisième ordre ; pour le second , le cercle osculateur devient une droite tangente, puisqu'il a un rayon infini , et dès lors la tangente représentant le cercle osculateur a un contact du troisième ordre avec la courbe.
Dans le premier cas , la courbe a trois éléments rectilignes successifis en arc de cercle.
Dans le second cas^, la courbe a trois éléments rectilignes successifs en ligne droite.
Et dans les deux cas , la courbe est tout entière d'un même cAté de la tangente au point sommet.
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L'on peut généraliser tout ce que nous avons dit dans ce Mémoire touchant l'ordre du contact qui peut exister entre une courbe et sa tangente ou entre deux courbes; de sorte que par les méthodes graphiques de la géométrie descriptive Ton peut résoudre les questions suivantes :
1* Tracer une courbe ayant avec sa tangente un contact du n* ordre , et au point de contact un point d'inflexion ou un point méplat.
Prenons un cône ayant pour base une courbe arbitraire <p, soit une génératrice
droite.G de ce cône, un point a sur cette droite j et par ce point menons un plan
sécant perpendiculaire au plan qui est tangent au cône suivant la droite G. La
courbe de section A se transformera sur le développement du cône en une courbe
B'', le point a se transportera en un point 26 ( indiquant par 26 que la courbe B"
a eo ce point deux éléments rectilignes en ligne droite). La courbe B" aura au
point 26 une inflexion et un contact du deuxième ordre avec sa tangente.
Je regarde la courbe B^' comme la base d'un nouveau cône, que je coupe de
la même manière que le précéileiit par un plan pMaanl pm ml poioran' de la géaératried GVl&<)ueH6 a pour pied te ppiot 26, et j'obCiens'la ooorlié A'. La Vao^ g^nte au point 2m se pliera sur le cône suivant une hélice dont le plan oaculateur contiendra le double élément rectiligne 2a et l'élément rectiligM auiTant de la courbe A' ; par conséquent , en développant, la courbe A' ae tranafonmera' en une courbe B'", le point 2a se transformera en un psint 36 ;^ la courbe^B'" ayant en ce point 36 une infiemm et un contact du troisième ondreaveo sa taaigence.
En opérant ainsi de suite, Ton obtiendra une série de eoaiiiea planta B'', B'", B"", etc., B\ ayant avec leurs tanigentes un coniacl du 2*, 3%. 4% etc., n* ordre, et au point de contact une ktflexUm*
Sif au lieu de mener un plan sécant , perpeiidivuflaîre an plan qui est tangent au cdne suivant la génératrice droite G et orbliqticà cette génératrice 6 , on Pavait assiiîetti à ôtre perpendrcularire à" cette génératrice G, alors le point a se serait transformé en nn point 26 , pour lequel' la côtirbe B'' aurait en crn point mép&ir; et en coniinoant à diriger les? plans sécants- perpendiculairement à la génératrice pour chaque cône, on obtiendrait une suite de courbes planes B", B'''., etc., B*" ayant avec leurs tangentea on contact dd 2^, 3% 4% etc., n* ordre, et au point de contact un point méplat.
2"* Étant données deux courbes planes ^ tangentes Cune à C autre ^ recmmaiire de quel ordre est le contact.
Concevons un cylindre et deux coufibeà k double courbure A et A' tracées sur ce cylindre , de telle sorte qu'elles aient en un point a un contact du i*' ordre.
Désignons par i la tangente commune, et par 0 et D' les deux surfmaes développables ayant respectivement pour arèle de rebrou^aement les courbes A et A' ; coupons ces deux surfaces par un plan suivant les deux courbes B et B' qui auront un point commun 6, qui sera celui en lequel le plan sécant coupera la droite t.
Puisque lea deux courbes A et A' n*ont qtr'un contact du t^ ordre en a, leurs plans osculateurs se couperont suivant la tangente t ; par conséquent , ces plans n'étant autres que les plans tangente meniéa aux. deux surfisK^es D et D^ suivant la génératrice commune l, les deux courbes B ci B< se couperont au point 6.
Si au contraire les deux, courbes A et A' avaient en a uo contact du 2* ovdre, les deux surfaces D et D' auraieut deux génératrices soocessivee et communes t et. i', les plans osculateurs se superposant; etdôa lors les dens courbes B et B' auraient en 6 un contact du 1®' ordre.
Si les deux courbes A et A' ont un contact du 3* ordre , lei^ courbes B et B' auront un contact du 2* ordre.
lÀÎQsi , .«p (géDéiyl, .lQ»«Qamib^3 <è^ et A' ^y^ojt :un coivlnfît ,du n**^ ordre, les iH9iUi:b;d3 B et )ft' swfmi m fipnikaet dp in-r-i y^ pt^tfi.
€6la posé :
SuppMaiis»deuxaourbe&M«t M'tayafit«i»n'OoiMact d'un ordre inconnu, et supposons en lOiéQMl iteiqps que Ton sache ^to^stvuire les' tangentes aux divers f)oints de ces courbes.
On enrottlei^ .<»» courbes 'Sjw* Ain cylindre ayant pour .section droke un cercle*, comme l'oa jsofyiatt «la position des tangentes aux courbes non enroulées , on pourna avoir le pied des tangentes aux courbes enroulées sur le plan de base du cylindre. Dèa lors, unissant tous ces pieds par deux courbes N et <N', si elles ne se coupent pas , on affirmera que les cleux courbes données ont au moins un contact du 2* ordre ; si elles se coupent, on pourra aflirmier queles^deux courbes données n'ont entre elles qu'un contact du 4^ ordre.
Maintenant, sifon savait construire^ les tangentes aux divers points des courbes N et 'N', en les enroulant sur -un nouveau cylindre^ on déterminerait ;deux nouvelles courbes P^t P', lieu des pieds "des tangentes aux .courbes enroulées sur le •plan de base du cylindre; et si les courbes P et P' ne se co!>paient pas , on affirmerait que les courbes données M et M' ont au moins un contact du 8* ordre; si elles se coupaient, on affirmerait que les deux courbes M et 'M' n*ont entre elles qu'un contact du 2* ordre.
A la première vue il paraîtrait possible , au moyen de cette méthode graphique, de reconnaître de quel-ordre estle contact de deux courbes planes données. Mais comme la connaissance dos positions des tangentes aux divers points des deux courbes données M eIrMVne peut conduire à^déteroliner, p»^ aucune méthode graphique, les tangentes aux divers points des ooucl)es N et IN'; comme^'on serait toujours obligé de construire ces tangentes par des méthodes graphiques qui ne donneraient que des tangentes plus ou moins approximatives , parce que l'on serait obligé d'opérer directement sur les courbes N et N', sans employer les courbes M et M' et leurs tangentes, Ton voit que la méthode graphique indiquée ne peut conduire rigoureusement qu'à la solution du problème suivant:
Èumi données deux courbée planes , reconnaître si elles ont : i"" seulement un
contact du premier ordre ; ou 2** si eUes ont des rayons de courbure égaux.
Et l'on ne pourra se prononcer sur l'ordre du contact, dans le cas où l'on trouverait que les deux courbes ont même cercle osculateur,
3"" Construire une surface réglée ayant avec une surface gauche du second degré un contact du n*^^ ordre , tout le long de la génératrice commune.
On prendra une droite G , par cette droite on fera passer trois plans P, P', P"'. Dans le pian P on tracera une courbe A coupant la droite G au point a, et ayant en ce point un contact du (n — i)''*^ ordre avec la tangente l.On tracera de même dans les plans P' et P" deux autres courbes K'j k!\ coupant la droite G aux points a et a!\ et ayant aussi , avec leurs tangentes i et i" en ces points , un contact du (n — i)**^ ordre.
En faisant mouvoir la droite G sur les trois tangentes i , i\ f", on engendrera une surface gauche du second degré , osculatrice à la surface proposée , et dont le contact avec cette surface sera du vf*^ ordre. Si les trois tangentes ne sont pas parallèles à un même plan , la surface du second degré sera une hyperboloide à une nappe; si les trois tangentes sont parallèles à un même plan^ Ton aura une paraboloide hyperbolique.
Si lacourbe A avait un contact du {n^Zf^ ordre, la courbe A' un contact du (w— 2)"^ ordre, et la courbe A" un contact du (n — 1)'*^ ordre avec leurs tangentes respectives f , i et i\ alors la surface du second degré n'aurait avec la surface réglée qu'un contact du (n — ^2)"^"^ ordre tout le long de la génératrice commune G.
Si Ton coupe le système par un plan, on aura une courbe de section M sur la surface gauche générale , et une section conique S sur l'hyperboloide osculateur ou sur le paraboloide osculateur , et ces courbes auront entre elles un contact du n'*^ ordre.
Si Ton coupait, tout le système , par Une surface arlHtraire, Ton aurait deux courbes à double courbure ayant un contact du n^^^ ordre.
Il est donc possible , par de simples constructions graphiques , d'obtenir directement et de tracer rigoureusement , ou des courbes planes, ou les projections de courbes à double courbure , ayant entre elles un contact d'un ordre voulu.
SOLUTIONS DE QUESTIONS ET PROBLÈMES DIVERS
PROBLÈA|^.
Étant donnés tme surface de révolution engendrée par une courbe quelconque et un cône dont la trace sur un plan perpendiculaire à t'axe de totation , soit aussi une courbe quelconque , trouver leur intersection en n'employant que la ligne droite et le cercle (*).
Solution. On coupe les deux surfaces données par une suite de cônes auxiliaires, qui ont même sommet que le cône donné et qui ont pour bases des cercles de la surface de révolution. L'un de ces cônes auxiliaires prolongé jusqu'au plan de la base du cône donné , a pour trace, sur ce plan , un cercle. Les points d'intersection de ce cercle et de la courbe base du cône donné déterminent des arêtes communes à ce dernier cône et au cône auxiliaire. Une quelconque de ces arêtes passe par un point du cercle qui est à la fois sur le cône auxiliaire et sur la surface de révolution. D'où il suit que ce point est sur la courbe intersection des deux surfaces données.
Je me propose de déterminer les cônes auxiliaires limites ^ c'est-à-dire ceux qui passent par les cercles de la surface de révolution , entre lesquels sont comprises les différentes branches de la courbe d'intersection cherchée.
(*) Extrait de la Correspondance sur PÉcole polytechnique publiée par Hachette , t. Il , p. 437 ( année 1S12), lorsque je donnai la solution de ce problème, elle n'était encore exposée dans aucun ouTrage. Ce problème et sa folution étaient à cette époque une chose nouTelle en géométrie descrlptire.
Si la trace du cône auxiliaire ne coupe pas celle de la surface conique donnée, * il n'y aura aucun point de la courbe situé sur le cercle appartenant à la fois à la surface de révolution et au cône auxiliaire.
Si au contraire ces deux traces se coupent, il y aura sur ce cercle autant de points de la courbe d'intersection, qu'il y aura de points communs aux deux traces.
Les cercles limites seront donc oeux qui ne ooitfiendront qu'un seul point de la courbe; ils seront évidemment placés sur les cônes auxiliaires dont les traces seront tangentes àvCelle de la^rface conique donnée^ et ces derniers seront les cônes limites.
Pour déterminer les centres des cercles traces de ces cônes limites, nous emploierons la construction suivante :
Tous les cercles, bases des cônes auxiliaires, ont leurs centres {fiy. 90 j sur la trace horizontale oVdu plan vertical passant par le sommet (», s') des cônes auxiliaires et par l'axe {0\ 6(ù) de la surfeoe de révolution.
Si de tous les points de la courbe ABCD, trace de la surface conique donnée, on mène des normales à cette courbe , chacune de ces normales coupera la droite oV en un point qui est le centre d^n cercle, trace de Tun des cônes auxiliaires. Le rayon.de ce cercle. étant connu ^^n le portera sur Ja normale, à partir du point.de Ja courbe par lequel on a élevé cette normale; Textrémlté de ce rayon appartient à -une courbe m», mV, qui coiipe la .droite oV au:x points F,G,... centres des cercles, qui touchent la. courbe ABCD trace du cône donné.' Ces cercles sont évidemment les bases des cônes auxiliaires limites.
Ayant déterminé les cônes auxiliaires limites, il sera .facile de trouver les cercles limites. situés sur la surface de révolution.
Ce problème étant résolu, on appliquerait utilement ce^te solution à la déter* mination des ombres, dans le cas, par exemple, où Ton demanderait Tombre portée par une courbe donnée sur une surface de révolution, 'les points lumi* neux partant d'un seul point.
Lorsque -les rayons lumineux sont parallèles entre eux, l'ombre d'unecourbe sur une surface de révolution est la ligne d'intersection de cette surCace de révolution et d'un cylindre qui a pour base la Gour1)e donnée et dont les arêtes sont parallèles entre eux, et à la direction des rayons lumineux. Dans ce cas, pour trouver la ligne d'intersection, on coupe les deux surfaces de révolution et.cylindrique par une suite de cylindres ayant pour bases des cercles ou forMètes de la surfoce de révolution et ayant leurs arêtes parallèles aux rayons de la lumière.
C'est ainsi que dans l'épure du vuêe (leçons de fiaehette sur -les ombres ) , Qn déterminera facilement l'ombre , portée sur ce vase , par le cercle qui termine supérieurement sa surface.
Celle mélhode n*est pas particulière aux surfaces de névoluiion; eile s^appliquenâitavee les meniez avantages dans le cas où il s'agiraii de trouver Tincepseclîoii' d?un>e6ae queleonque et d'une surface engendrée par une c(Mrbe plane, mobile y eonstafntle de ferme , et doM^ le plan ne cban^rait pas de direction ; et ainsi elle pourrait être utilement employée pour trouver l'interseistion d'une surface coaique ot^eyiindriqiie avec une surface du second! ordre non^derévol'Utton. Car on pourrait prendre un nouveau pIsMi horizonlal de projection parallèle aux sections circulaires de la surface du second ordre.
ET AU PLAN
Il existe une grande différence entre une solution géoméirique et une solution graphique; pour bien faire concevoir en quoi les deux modes de solution dilTèrent l'un de Tautre, je vais prendre pour exemple la solution de deux problèmes de géométrie descriptive qui se trouvent résolus dans tous les traités^ par la méthode géométrique et non par la méthode graphique.
Ces deux problèmes sont l'un : la plus courte distance entre deux droites, et Tautre : la section droite dun cylindre.
V Plus courte distance entre deux droites. 0
L'épure que l'on fait exécuter pour arriver à la solution de ce problème, n'est, comme on le sait, que la traduction graphique et mot à mot, si je puis employer cette locution , du raisonnement géométrique suivant :
Faire passer par la seconde droite un plan Pparallèle à la première droite.
Par la première droite mener un plan rf perpendiculaire au plan P.
Les deux plans N et P se coupent suivant une droite L, laquelle rencontre In seconde droite en un point p.
Et menaift par le point p une perpendiculaire au plan P, on a la plus courte dislance demandée»
(*) Extrait dn nàDoire pnhlië dias le 21« cahier do joamftl de VtfioU Polytedniqtte.
Ce mémoire » moins ce qni est dooné ici , est publié dans cet onyrage sous le n" 1 du chapitre III.
Ce mode de solution n'est pas toujours applicable ; on ne peut obtenir la plus courte distance qu'avec des données très-particuiiéres; car sans un choix trèsparticulier dans la position assignée aux projections des deux droites, on aurait des points qui sortiraient de la feuille de papier , ou qui seraient déterminés par des droites se coupant sous des angles trop aigus.
Il me semble que la meilleure solution à employer^ ioû$ le point de vue graphique^ est l'une ou l'autre des solutions suivantes :
Première solution (fig. 91 ). Lorsque les deux droites données sont telles que Tune est perpendiculaire au plan horizontal, la plus courte distance est sur-lechamp déterminée en la ligne d.
(Fig. 92). Deux droites étant donc dans une position arbitraire par rapport au plan horizontal , il faudra les ramener à la position particulière indiquée dans h fig. 9i.
Pour cela, on mènera un plan N perpendiculaire à l'une des droites, on le rabattra sur le plan horizontal j et l'on déterminera les projections horizontales des deux droites en les nouvelles positions que l'une et l'autre viennent de prendre, supposant qu'elles ont été entraînées par le plan dans son . mouvement de rotation.
L'on changera , pour faciliter les opérations graphiques , de plan vertical de projection; Ton prendra pour nouveau plan vertical un plan de profil , c'est-àdire un plan perpendiculaire à la trace horizontale du plan N.
Seconde solution (fig. 93). Lorsque les deux droites données sont parallèles Tune et l'autre au plan horizontal , la plus courte distance est sur-le-champ donnée en la droite d.
(Fig, 94.) Il faudra donc ramener les deux droites données arbitrairement à cette position particulière indiquée figure 93.
Pour cela on mènera un plan P parallèle aux deux droites données, on le rabattra spr le plan horizontal, et l'on cherchera les projections horizontales des nouvelles positions que viennent prendre les deux droites après le mouvement de rotation. Pour simplifier et faciliter les constructions graphiques , on changera de plan vertical de projection, et Ton choisira un plan de profil ^ c'est-à-dire un plan vertical perpendiculaire à la trace horizontale du plan P,
Il suffit de jeter les yeux sur les deux épures pour s'assurer que tous les points sont déterminés par des l^nes se coupant, pour le plus grand nombre, à angle droit, et pour quelques-unes, sous des angles qui, quelles que soient les données,
ne seroDt jamais assez aigus pour laisser de rindéieriQination sur la position ^aphique de ces points.
Légende de la figure 92*
H y V, projections de la première droite (*);
H^, \\ projections de la seconde droite ;
L , T, ligne de terre primitive ;
(H), trace horizontale du plan perpendiculaire N ;
L\ Ty nouvelle ligne de terre ou trace horizontale du plan de profil;
^^j ^'^ projections des droites données sur le plan de profil ;
V, H'', et V'% H'% projections verticales et horizontales des deux droites supposées entraînées par le plan N , et ayant décrit un angle a ;
d, plus courte distance entre les deux droites en leur nouvelle position ;
w'y Mij projections de la plus courte distance d pour la position primitive des deux droites données.
Légende de la figure 94.
H , V, projections de la première droite ;
H', V, projections de la seconde droite;
(H) , trace horizontale du plan P, passant par la première droite et parallèle à la seconde ;
L'j Tf nouvelle ligne de terre ou trace horizontale du plan de profil;
V, y'^y projections des droites données sur le plan de profil ;
D*", D'% projections horizontales des deux droites en leur nouvelle position , le plan P ayant tourné d'un angle a, pour se rabattre sur le plan horizontal;
d!y point qui est la projection horizontale de la plus courte distance en la nouvelle position des deux droites.
vv\ M'y projections horizontales et verticales de la plus courte distance d pour la position primitive des deux droites.
Trouver la plus courte distance entre un point et un plan, est encore un des problèmes élémentaires pour lesquels l'emploi du plan de profil conduit à une solution plus exacte sous le point de vue graphique.
Il suffit de mener par le point donné m un plan perpendiculaire à la trace horizontale du plan donné et de i*abattre ce plan (voir la figure 95),
Cette méthode est celle que Ton doit toujours employer dans les applications;
(*) Je oonserre ici la notation telle que je Tai employée au moment où yécmiê cette note ; depnia , je l'ai modifiée et amenée , je crois , à un point de simplicité et par suite de perfection désirable (Voyez la première partie du Cours de géométrie deêcriptipt^,
car rarement alora un plan selrouvQdétermtné par ses deux Iraees ; presque toujours un plan est donné ou V par deux droites parallèles^ ou 2^ par deux droftos qui se coupent 9 otiS'par une droite et un point , ou 4"" par une horizontale ou sa trace horizontale et Vangle quMl fait avec l'horizon.
Il est très-important de savoir ré^ydre les divers problèmes que Toa peut proposer sur la droite et le plan, de quelque manière que le plan ae trouve donné, en n'employant que les données qui le détermineitt, sans, cbiercher à construire les traces de ce plan , et à ramener par là la solution à œlJa que l'on est dans rhabitude d'expliquer dans cette partie de lia géoméirije descriptive que Von est convenu d'appeler préliminaires.
Il faut toujours au contraire , dans les appliications , ramoner ces divers problèmes à l'emploi du plan de profil, car c'est c^ mode de solution qui est préférable, puisqu'il conduit à une construction graphique plus rigoureuse, des droites et des points que l'on cherche.
On devrait insister, surtout , sur les problèmes fondamentaux de la géométrie descriptive; problèmes qui sont^ en géométrie descriptive, ce que les quatre règles, addition ^ soustraction y multiplication et division y sont en arithmétique.
Ces problèmes sont les trois suivants :
i"" Construire les projections du poii^tt de rencontre d'ojie droite a.vec on plan horizontal ou avec le plan horizontal; et d'une droite aveq un plan^ peralléle au plan vertical ou avec le plan vertical ;
2"" Construire larvéri table longueur d*uoe droite doni on connaili les projections ;
3*" Étant donné un plan et une droite, supposant que la droite est fixée au plan d'une manière invariable, faire tourner ce plan d'un angle donné autour d*une de ses horiMntales ou d'une de ses verticales j et construire les j^DOJections de la nouvelle position eu laquelle la droite vient se placer dan» l'espace ^^vès le mouvement de rotation.
Ce^ trois problèmes sont lesiseuls ouUUy si je puis me S(e«vij\de cette expressêom , que l'on emploie pour la solution des diverse» qjoeslioAS* doot on^ s'occupe en géométrie desçrif^tive..
2'' Section droite dun cylindre*
Dan^ les diivers* Irailé» de géométrie descriptive , ce problème est résolu de la
même manièreqiue s'il, e'agissaît de déterminer /e» projecAons de la courbe inter^ section dun . cylindre quelcotugiiC' par un^pkm quelcompte.
Il me semble que^ puisque Ton- ne- eberehe la section droite d^un^ cylindre que* pour arriver par son moyen au développement de cette surface , il faut tâcher d'obtenir le plus promptement possible cette section droite, et surtout par une
méthode telle que ses divers points se trouvent déterminés le plus exactement possible; puisqu'il faut rectifier cette courbe, et qu'il est important que la droite, base du développement, soit , le plus exactement que faire se pourra , égale en longueur au périmètre de la section droite du cylindre.
La construction suivante me parait préférable èous le point de vue graphique.
{Fig.Qiy. Un cylindre est ordinairement donné par sa trace sur le plan horixontal, et par les projections d'une droite , à laquelle ses diverses génératrices droites sont parallèles (cette droite est dite directrice droite des génératrices du cylindre).
Soit donc la courbe (C) trace horizontale du cylindre;
D"*, D'^, les projections de la directrice droite des génératrices ;
(H) , la trace horizontale du plan de la section droite;
On déterminera Tangle a que la droite D fait avec le plan horizontal : pour cela , v, hj étant les projections d'un point de cette droite, on portera knizzvp^ei b**
sera le rabattement de la droite D; par conséquent Fangle noh=sa sera l'angle cherché. La droite hm , perpendiculaire à la droite on , coupera cette droite en un point m, qui sera le rabattement du point de rencontre de la droite D et du plan de section droite.
Supposant une suite de plans verticaux perpendiculaires au plan de section droite , dont l'un d'eux aurait pour trace horizontale çQ; rabattant ce plan sur le plan horizontal » on aura : en qq le rabattement de la génératrice droite intersection de ce plan et du cylindre , et en q'Q le rabattement de la droite intersection de ce plan et du plan de section droite.
Supposant ensuite que le plan de section droite tourne autour de sa trace (H) pour se rabattre sur le plan horizontal, il sufBra de prendre^ QQ' = 09' pour avoir en Q' le rabattement d'un des points de la section droite.
On obtiendra ainsi les divers points de la section droite (S).
Pour exécuter le développement du cylindre, et pour rapporter sur ce développement la transformée de la base (C) {fig. 97) , on remarquera que , si lé point Q' de la section droite (S) se trouve en Q/ sur la droite 06, on n'aura qu'à porter Q'.^. ^=^(l<f, pour avoir le point q, de la transformée (S'') de laba$e(C).
Ce mode de construction a l'avantage : i"" de permettre de vérifier la position graphique d'un point quelconque 6, de la courbe (S").
En effet, on mènera B,6, perpendiculaire à la droite 06 qui est la transformée de la section droite (S). On enroulera la droite ^fi, sur la courbe (S"), et ceb à partir du point G , et Ton aura le point B, ; menant la droite B'^ perpendiculairement à la trace (H); puis les deux droites ^B, B6', parallèles respecivement aux droites om, mhy on devra avoir B.6, t=3 6B.
2' De construire pronipteinent la projection horizontale et par suite la projec^ lion verticale d'une courbe tracée sur le cylindre , sa transformée étant connue sur le développement de ce cylindre.
Ainsi , soit donnéelacourbe (E') sur le développement ; soit r un point de cette courbe ; on prendra > avec le compas y la longueur QV> on la portera sur qq' de q en r, et abaissant du point r une perpendiculaire sur 9Q, on aura en r' un point de la courbe (E) , qui sera la projection. horizontale de la courbe, qui , située sur le cylindre , se transforme sur le développement en la courbe (E'j ; et la droite rr donnera la hauteur du point au-dessus du plan horizontal.
Remarquons que les divers points {fig. 96) tels que q' sont liés entre eux par une courbe (f), qui est toujours de*mème nature que la base (G) du cylindre.
Car il est évident : que la courbo (/) peut être regardée comme la projection horizontale de la section faite dans un cylindre, aynnt pour base la courbe (C) et ses génératrices étant projetées parallèlement à la droite D', par un plan ayant pour trace horizontale la droite (H).
Remarquons encore que les divers points tels que r sont liés entre eux par une courbe (e) qui peut être regardée comme la projection horizontale de Tintersection de deux cylindres , Tun ayant pour base la courbe (G) et ses génératrices t étant projetées parallèlement à la droite D*" ; et Tautre ayant pour base la courbe (E) et ses génératrices étant projetées parallèlement à la droite (H) (^).
DE QUELQUES PROPRIÉTÉS DES HYPERBOLOÏDES
L'on sait que le lieu de Fintersection de deux plans perpendiculaires entre eux et passant respectivement par deux droites qui ne sont pas dans un même plan , est un hyperboloïde à une nappe ( voir la correspondance de l'École Poly-
(^)De)>nis longtemps, et ayant la publication de cette manière nouyelle de résoudre certains problèmes de géométrie descriptiTC , j'aTais montré dans mes leçons Tutilité de soumettre la solution des diyers problèmes relatifs au point, à la droite et au plan, à une méthode jjT^fl^rci^e, afin de n'ayoir plus des solutions indépendantes les unes des autres , sans corrélation entre elles, comme cela a^ait lieu dans les divers traités publiés sur la géométrie descriptire; c'est ainsi que j^ai été conduit à écrire la première partie du Cours de géométrie descriptive,
(**) Extrait du Bulletin delà Société philomalique, séance du 10 août 1833.
technique, publiée par Hsichette), dont les plans des sections circulaires sont respectivement perpendiculaires atix deux droites données (*).
Ce théorème n'est qu'un cas particulier d'un théorème plus général que Ton ' peut énoncer de la manière suivante , et je ne sache pas qu'il soit énoncé quelque part. Étant donné un cône du second degré; si on lui mène deux plans tangenls quelconques désignant par D leur intersection et par G et H les génératrices droites de contact; si Ton prend sur D à droite et à gauche deux points m et n également distants du sommet du cône ; si par Je point m on mène deux droites g et (j parallèles à la génératrice G , et par n, deux droites h et A' parallèles à la génératrice
H; si enfin, par une génératrice quelconque V du cône. Ton fait passer deux plans, contenant l'un la génératrice G et l'autre la génératrice H, et que par la droite g l'on mène un plan P parallèle au plan (V, G) et par la droite h un plan Q parallèle au. plan (V, H), les deux plans P et Q se couperont suivant une droite v parallèle à la génératrice droite Y. Toutes les droites telles que t; formeront un hyperboloïde à une nappe ayant pour cône asymptote le cône donné « et ayant pour centre le sommet de ce cône. Si au contraire c'est par la droite 9' que l'on mène un plan parallèle au plan ( V, H ) et par la droite h' un plan parallèle au (V, G), la droite v' d'intersection sera encore parallèle à la génératrice droite V, et toutes les droites telles que v formeront le même hyperboloicle-, de sorte que les droites telles que v en seront les génératrices du premier système, et que les droites telles que t^' en seront les génératrices du deuxième système.
Le théorème général peut encore être énoncé de la manière suivante :
Étant donné une section conique G ( ayant un centre ) et un diamètre arbitraire de cette courbe, si par l'une des extrémités de ce diamètre on mène d('ux droites arbitraires D et cf, mais cependant telles que leur plan coupe celui de la courbe G suivant une tangente à cette courbe; si par l'autre extrémité on mène deux droites respectivement parallèles , savoir : D' à D, c(' à d] si enfin, par un point quelconque m de la courbe G l'on fait passer deux plans , l'un par la droite D et l'autre par la droite cf, leur intersection v sera la génératrice du premier système d'un hyperboloïde à une nappe ayant pour centre, le centre de la section conique; si au contraire par le même point m l'on fait passer deux plans, Tun par la droite D' et l'autre par la droite d, leur intersection v sera la généra trice du deuxième système du même hyperboloïde.
Ce théorème conduit à quelques propriétés nouvelles des hyperboloïdes.
Etant donné un hyperboloïde à une nappe et de révolution , désignons par A son axe^ par G une de ses génératrices droites, par 0 son centre, et par a le point
(*) Voyez les Développements de géométrie descriptive , chapitre 5', pnge 229 et saivantes.
en lequel I9 génératrice droite G coupe le cerde de gorge C de Thyperboloide.
Cela posé : Par un point m de la droite G menons le plan tangent T à la sur^ face hvperboloide; par le point m et par Taxe A menons un plan P, cet deux plans se couperont suivant une droite M ; toutes les droites telles que M formeronl un hyperboloïde S à une nappe et non de révolution , et qui sera tangent à Thjperboloide donné suivant la génératrice droite G.
La démonstration est facile : en effet, supposons un hyperboloïde à une nappe et de révolution ; soit C son cercle de gorge, toutes ses génératrices du premier et du deuxième système se projetteront orthogonalement sur le plan du cercle C suivant des tangentes à ce cercle.
. Ainsi , désignant par g une tangente au cercle C ; par m un point de 9; par h la tangente menée par le point m au cercle C; para le point de contact de la droite g et du cercle G ; par b le point de contact de la tangente h et du même cercle C : l'on pourra regarder g et h comme les projections de deux génératrices droites G et H de la surface et de systèmes différents, et le point m comme la projection du point M, intersection de G et H.
Le plan T passant par G et H sera tangent à la surface au point M , et aura pour trace sur le plan de gorge la droite ab.
Si par Taxe de la surface et par le point M on fait passer un plan Q , il aura pour trace la droite am (désignant par o le centre du cercle C). Les deux plans T et Q se couperont suivant une droite qui percera le plan de gorge au point n, intersection des deux traces ab et om.
Faisant la même construction pour tout autre point de la génératrice G, on voit que toutes les droites telles que M perceront le plan de gorge en des points situés sur un cercle a}ant pour diamètre le ra^on oa du cercle C; et en vertu du théorème énoncé ci-dessus, on peut conclure que la surface gauche engendrée par les droites telles que M est un hyperboloïde à une nappe.
On voit de suite que Taxe A sera une génératrice de la surface S et du même système que la droite M.
Que le centre de la surface S sera le milieu de la droite oa , et que celte surface sera coupée par le plan du cercle C suivant un cercle G' ayant pour dia- ^ mètre le rayon oa.
L'axe A de T hyperboloïde S fera avec^ Taxe A un angle qui sera égal à la moitié de celui que font entre elles les droites A et G.
Pour chacune des génératrices du premier système de Thyperboloïde donné, on aura un hyperboloïde tangent analogue, à S. Tous ces hyperboloïdes seront égaux.
De sorte que leurs axes A' formeront les génératrices du premier système d'un hyperboloïde S' à une nappç et de révolution ayant pour axe l'axe A et pour
cercle de gorge un cerete G" conceiitriqne.au cercle G et dyant pour rayon la
nooitié de oa.
Pour chacune de $es généralrîces du deuxième systèifte, rhyperboloide donné aura auësi un hyperboloîde langent, èg^i à S et dont Taxe A." sei^a incliné eu sens in'Verse^; de sorte que lou& tes axes A'^ seront les génératrices du deuxième système du même hypérboloide S' trouvé ci*dessus.
§ II
Remarquons que la droite M divise en deux parties égales Tangle que font entre elles lés deux génératrices se croisant au point m sur l'hyperboloido donné, et que la droite N menée perpendiculairen^ent à la droite M, laqueMe est située dans le plan tangent au point m à l'hyperboloïde , sera parallèle au plan du cercle de gorge. De sorte que Ton peut déduire de là, un procédé graphique simple pour résoudre la question suivante : A quel caractère géométrique peut-on reconnaître quun hypérboloide donné par ses trois droites directrices , est ou non de révolution ?
Désignons parD, D', D", les trois droites directrices, concevons une génératrice droite G de la surface et coupant D au point m, D' au point m', D'' au point m".
Désignons par a, a, o!\ les angles que la génératrice G fait respectivement, niais du même côté^ avec les trois directrices» par 6, ^ ^' les suppléments de ces angles. Concevons les trois plans tangents (D, G) en* m, (D', G) en m', (D'', G) en m\ et traçons dans chacun de ces plans deux droites divisant en deux parties égales leS angles a, ol\ oe'' et leurs suppléments 6, S', g-'.
Désignons par 9, g\ g\ les droites qui divisent respectivement en deux parties égaies les angles a, a\ a" et par A, A', hi' celles qui diviseront les angles supplémentaires 6, 6', 6".
Si les trois droites g , g y 9", ou si les trois droites A , A', A'' sont parallèles à un mêmepian, la surface sera de révolution; si Tun et l'autre de ces deux systèmes de droites ne se trouvent pas parallèlesà unplan^ la surface ne sera pas de révolution.
On peut encore résoudre le même problème au moyen des considériatiorls géométriques suivantes.
Lorsque Thypef'bolotde est de révolution, son côiie asymptote est aussi de révolution^, on peut donc dbns ce cas- construire une sphère, qui ayant son centre
sur Taxe du cône, lui serait tangente suivant un cercle dont le plan serait per- [tcndicubire à cet axe.
Tous les plans tangents au cône sont des plans asymptotes de la surface hyperboloîde donnée et contiennent chacun deux génératrices droites de systèmes diiTérents et parallèles entre elles de cette surface hyperboloïde. Dès lors : ayant les trois directrices D, U\ D"' de la surface hyperboloîdç , on construira les trois génératrices droites, savoir : G parallèle à D, G' parallèle à D' et G" parallèle à D''; les trois plans (G, D), (G', D'), (G'', D") seront trois plans asymptotes de la surface hyperboloïde se coupant au centre o de celte surface. ( Tous les plans asymptotes passent par le point o. ) Si du point o comme centre et avec un rayon arbitraire, on décrit une sphère S et qu'on lui construise trois plans tangents respectivement parallèles aux trois plans asymptotes , ils se couperont en un point o\ qui sera situé sur Taxe de la surface hyperboloïde , si cette surface est de révolution. (Cette construction permet de construire avec facilité Taxe de la surface hyperboloïde, lorsqu'elle est de révolution.) Si maintenant on construit une génératrice droite quelconque g de la surface hyperboloïde donnée par ses trois directrices droites D , D', D", et la génératrice du deuxième système A qui est parallèle à Çy le plan (9, h) sera un plan asymptote; construisant à la sphère S un plan tangent parallèle au plan (9, h) ce plan passera par le point o', si la surface hyperboloïde donnée par ses trois directrices droites est de révolution ; ainsi tous les plans tangents à la sphère S, et respectivement parallèles aux plans asymptotes de la surface hyperboloïde, se couperont en un même point, lorsque cette surface sera de révolution-, et cela n'aura pas lieu, si cette surface hyperboloïde n'est pas de révolution.
Cette solution a quelque analogie avec celle indiquée par Hachette. .^
§ IV
Si Ton remarque : V qu'étant donné un cercle C et une série de cercles c', c'\ etc., passant par son centre 0, et qui lui sont respectivement tangents aux points ûj cl\ etc., si l'on projette obliquement tout le système, le cercle C se transformera en une ellipse E, et les cercles c , c\ etc., en des ellipses e , è\ etc., de telle sorte que: ï" les ellipses e', e\ etc., et E, seront semblables (leurs axes étant parallèles); ^ toutes les ellipses «', e\ etc., passeront par le centre de l'ellipse Eet seront respectivement tangentes à cette ellipse E, le centre de chacune d'elles étant sur les droites unissant le centre de l'ellipse E et le point de contact.
Si l'on remarque, 2" qu'étstht donné un hyperboloïde à une nappe, et l'un
— sei —
de ses diamètres réel B ou imaginaire B', el le plan conjugué P de B ou P' de B', le plan P ooupera la surface suivant une hyperbole H et que le plan P' la coupera suivant une ellipse E; que le cylindre tangent à Thyperboloide suivant rhyperbole H aura sds génératrices parallèles à B, et que celui qui sera tangent suivant l'ellipse E, aura ses génératrices parallèles â B' et que dès lors toutes les génératrices de la surface se projetteront obliquement sur le plan P et au moyen de lignes projetantes parallèles à B, suivant des tangentes à la courbe H, et sur le plan P' et au moyen de lignes projetantes parallèles à B' suivant des tangentes à l'ellipse E.
On pourra énoncer le théorème suivant :
Si par le centre d'un hyperboloïde à une nappe^ on mène une droite arbitraire B ; que Ton construise son plan conjugué P , ^ plan P coupant la surface suivant une ellipse ou une hyperbole S; que l'on prenne une génératrice droite G de la surface, laquelle coupera la courbe S en un point a; si par un point m de G on construit le plan tangent T à la surface et que par la droite B et le point m on fasse passer un plan Q, les deux plans T et Q se couperont suivant une droite Y ; si l'on fait la même construction pour tout autre point m' de la génératrice droite G, l'on obtiendra une nouvelle droite V; toutes les droites telles que V formeront un hyperboloïde à une nappe H tangent à la surface proposée suivant la génératrice G; le centre de la surface H sera sur le plan P; la droite B sera une des génératrices droites de cette surface H ; et le plan P coupera cette surface H suivant une section conique s semblable à la courbe S, etc. , etc.
Ce qui précède permet de résoudre le problème suivant ;
Étant données les trois (Hrectrices droites dun hyperboloïde à une nappe et une droite arbitraire B , construire (en n employant que la ligne droite et le plan) le plan conjugué du diamètre parallèle à ta droite B,
Étant données les trois directrices droites Â, À'^ A" de la surface, on sait construire son centre o, au moyen de trois plans asymptotes. On pourra donc par ce point o mener le diamètre B' parallèle à la droite arbitraire B.
On pourra construire une génératrice droite G de la surface , coupant respectivement les trois directrices A , A', A", aux points a , a\ a".
On pourra construire les plans (G, A), (G, A'), (G, A'') tangents à la surface et
respectivement aux points a, a , a".
Le plan déterminé par le diamètre B" et le point a, coupera le plan tangent
(G , A) suivant une draite Y, on obtiendra de même V et V" par l'intersection des plans C B', a) , (G , à') et (B', a'')» (G , O-
Ces trois droites V, V, V" seront les directrices droites d'un hyperboloide H tangent à la surface donnée suivant la génératrice G. Àu*nioyen de trois plans asymptotes , on déterminera son centre o'.
Construisant une seconde génératrice droite G' de la surface donnée; elle coupera respectivement les trois directrices A, A', A", aux points 6, *', 6", et les plans (B', b), (G', A) et (B', 6'), (G', A') et (B\ V^), (G', A'') se couperont deux à deux suivant des droites D, D', D'^^qui seront les directrices d'un second hyperboloïde H' tangent à la surface donnée suivant la- génératrice G", et dont on déterminera le centre o" par l'intersection de trois plans asymptotes.
Les trois centres o, o\ o" détermineront le plan diamétral conjugué du dia* mètre B'.
Supposons une section conique C , une tangente i ayant pour contact avec cette courbe le point a ; prenons sur t un point m , et menons par ce point une tangente T à la courbe G et ayant pour contact un point A ; menons la corde ak ; puis par un point fixeA , arbitrairement choisi sur le plan de la courbe^ menons la droite bm\ les deux droites bm et aA se couperont en un point p. Faisons la même con* struction pour les divers points de la tangente i, tous lés points tels quep sont situés sur une section conique S tangente à la courbe C au point a et passant par le point fixe 6.
Supposons maintenant une section conique C semblable et concentrique à C, les deux tangentes i et T la couperont en deux points a pour i et A' pour T^ et la corde a!k' sera parallèle àaA ; si l'on prolonge la droite bm , elle coupera la corde a a! en un point p' qui appartiendra à une section conique S' passant par le point iixe b et le point a et tangente à la courbe C au point a. Les deux sections coniques S et S' seront semblables et auront leurs axes parallèles. La droite i coupe aussi C en un point a'' et la droite T coupe encore C en un point A''; la corde a' A^^ est parallèle aux cordes aA et a A'; si l'on prolonge la droite bm elle coupera la droite a "A" en un point p'' qui appartiendra à une section conique S'' passant encore par les points 6 et a , mais tangente à C an point a\ S, S', S" seront des courbes semblables et semblablement placées ayant pour corde commune la droite a6; et toutes ces sections coniques S , S', S" y etc., seront enveloppées par une section conique R.
On pourra regarder les deux courbes C et C comme les projections obliques
de sections parallèles faites dans un hyperboloîde à une nappe 2, e{ les courbes S el S' comme les projections obliques, et par le même système de projection , des sections faites par les mêmes plans parallèles dans la surface gauc1ie<^, lieu des droites déterminées de la manière suivante.
La droite t représentera la projection oblique d*une génératrice de la surface donnée 2; m la projection d'un point M de cette génératrice ; T sera la projection d^une génératrice du deuxième système de la surface 2; le plan (t, T) sera tangent à cette surface 1 au point M et aura pour trace sur le plan de la courbe G la droite aA; la droite bm représentera la trace d'un plan passant par la droite projetée obliquement suivant le point b etpar le point M projeté obliquement en m, ces deux plans se couperont suivant une droite B projetée suivant bm et perçant i° le plan de la courbe G au point p et 2* le plan de la courbe dont G' est la projection oblique en un point dont p' est aussi la projection oblique.
Les surfaces du deuxième ordre sont les seules qui soient coupées par des plans parallèles suivant des courbes semblables ; les deux sections parallèles S et S' étant semblables , la surface gauche $, lieu des droites B, sera un hyperboloîde à une nappe qui sera enveloppée par un cylindre dont les génératrices étant parallèles à la direction des lignes projetantes obliques, aura pour trace sur le plan de la courbe G la section conique G'.
Ge mode de démonstration pourrait être appliqué aux théorèmes précédents sans avoir besoin de recourir au théorème énoncé au commencement de cette note , et ce théorème lui-même peut être facilement démontré par cette méthode fondée sur les propriétés des projections obliques.
D'après ce qui précède , on peut donc énoncer les théorèmes suivants :
1* Étant donnés un hyperboloîde à une nappe 2 et une droite arbitraire D ; menons , par le centre de la surface une droite (/parallèle à D, et le plan P conjugué de d (ce plan coupant la droite D en un point a et la surface suivant une section conique ellipse ou hyperbole H) ; prenons une génératrice droite G de la surface 2 (perçant le plan P au pointa) et en un de ses points m construisons le plan tangent T à la surface 2 ; par le point m et la droite D, menons un plan Q , les deux plans T et Q se couperont suivant une droite V ; toutes les droites telles que V formeront un hyperboloîde à une nappe $, tangent à la surface donnée 2 suivant la génératrice G. La droite D sera une génératrice de cette surface 9, laquelle sera coupée par le plan P suivant une section conique S paesant par les points a et 6 et tangente à la courbe H au point b.
S"" Étant donnée une section conique C; deux points arbitraires a et 6 situés sur cette courbe ; en a on suppose un plan P passant par la tangente en ce point et dans ce plan une droite arbitraire A : en 6 on mène une droite arbitraire B parai-
léle au plaaP; maintenant , si par un point m de la courbe G et par la. droite A on fait passer un plan Q ; si par le point m et par la droite B on fait passer un second plan R, les deux plans R et Q se couperont suivant une droite V, et toutes les droites telles que Y formeront un hyperboloide à une nappe dont les droites À et B seront deux génératrices de systèmes différents.
3* Étant donnés une section conique G , et deux points arbitraires a et 6 de cette courbe^ on mène à cette courbe, savoir : en a la tangente i , en 6 la tangente T ; par t on fait passer un plan arbitraire P, et dans ce plan et par le point a une droite arbitraire A ; par T on fait passer un plan arbitraire Q , et dans ce plan et par le pointa une droite arbitraire B. Les droites A et B doivent être telles qu*elles ne se coupent pas. Maintenant si par un point m de la courbe G et par les droites A et B on fait passer deux plans, ils se couperont suivant une droite V. Toutes les droites telles que V formeront un hyperboloide à une nappe. (11 est évident que si les droites A et B se coupaient, la surface formée par les droites Y serait un cône.)
Si L'on fait passer, i** par la droite B et le point a un plan coupant le plan P suivant une droite A', 2"" par la droite A et le point b un plan coupant le plan Q suivant une droite B', et que 3* par un point m de la section conique et par chacime de ces deux nouvelles droites A' et B' on fasse passer un plan , les deux plans ainsi obtenus se couperont suivant une droite Y' ; toutes les droites telles que Y", seront les génératrices du deuxième système de Thyperboloide dont les droites Y déterminées ci«dessus donnent les génératrices du premier système.
On voit sur-le-champ que le deuxième théorème n'est qu'un cas particulier du troisième théorème qui est éhoncé dans toute sa généralité.
DE QUELQUES PROPRIÉTÉS DES SURFACES GAUCHES
SI
M. Gbasies a donné dans le Journal de Mathématiques une note étendue sur quelques propriétés générales des surfaces gauches (voir le tome If , page 413). Gette note a principalement pour but la démonstration du théorème suivant : Étant me-
(*) Extrait da Bulletin de U Société phitomatique , aéanoe da 26 mai 1836.
nés par une génératrice droite d'une surface gauche deux plans rectangulaires entre eux , les painês où ces deux plans touchent la surface auront entre eux celte relation y savoir : le produit de leurs distances à un ceriain point fixe, situé sur la génératrice droite considérée, est constant.
Pour démontrer ce théorème qui a été énoncé pour la première fois par M . Gliasies^ ce géomètre s'appuie sur la propriété connue, savoir : que par une génératrice droite d'nne surface gauche on peut faire passer une infinité d'hyperboloïdes tous tangents entre eux et à la surface proposée et tout le long de la génératrice donnée. Mais Ton peut faire remarquer que la démonstration du théorème serait plus prompte et plus simple, si Ton s'appuyait au contraire sur la propriété connue, savoir : que par une génératrice droite G d'une surface gauche passe une infinité de paraboloides tangents , et que parmi eux il s'en trouve un et un seul qui est rectangulaire , c'est-à-dire qui ait ses plans directeurs, P et Q , perpendiculaires entre eux ; l'un d'eux, le plan P (par exemple), étant perpendiculaire à la génératrice G.
Sans doute , M. Chastes a donné à sa démonstration la forme particulière sous laquelle il l'a présentée , parce qu'il avait en vue de rattacher son théorème à la théorie de l'involution de six points, théorie dont il avait déjà fait plusieurs applications à la géométrfe.
Démontrons la propriété énoncée ci-dessus ^ en nous servant des paraboloides gauches.
1* On sait depuis longtemps que la surface formée par les normales menées aux divers points d'une génératrice droite G d'une surface gauche forme un paraboloîde rectangulaire. Nous désignerons ce paraboloîde par N , et ces deux plans directeurs par P et Q'.
2* On sait aussi que l'on peut toujours construire un paraboloîde T, rectangulaire et tangent à la surface gauche donnée et tout le long de la génératrice droite G ; désignons par P et Q ses planadirecteurs.
3"" On sait que les deux paraboloides T et N ont un plan directeur commun qui est le plan P, lequel est perpendiculaire à la génératrice droite G, et que les deux autres plans directeurs Q et Q' sont perpendiculaires entre eux.
4"" On sait que les deux paraboloides T et N ont même sommet, lequel est situé sur la génératrice droite G.
5* On sait construire le sommet d'un paraboloîde, lorsque l'on connaît les deux directrices droites et ses deux plans directeurs.
C'est à Monge et Hachette que la géométrie descriptive doit ces divers théorèmes et les constructions graphiques qui ^'y rapportent*
Cela posé :
Il suffit de démontrer le théorème énoncé pour un paraboloîde rectangulaire, pour qu'il le soit pour une surface gauche quelconque , et il suffira de prendre pour la génératrice G l'une des deux génératrices qui se croisent au sommet de la surface paraboloîde.
Ainsi ifig. 08) :
Prenons pour plans de projections les deux plans directeurs et construisons Vépure du plan tangent en un point du paraboloîde rectangulaire , choisissant ce point sur la génératrice horizontale qui passe par le sommet.
aG , ak seront les traces du j[)araboloide sur le plan vertical et le plan horizontal.
G^ et qr seront les traces du plan tangent au point dont les projections sont G el m. .
Gb perpendiculaire à Gq et bd parallèle à pkeik qr seront les traces d'un plan ' normal au point (G, m).
Ce plan normal passant par la génératrice projetée verticalement au point G et horizontalement suivant pÀ y sera tangent au paraboloîde au point (G , n ). Le point ( G , A ) est le sommet du paraboloîde. Pour démontrer le théorème énoncé , il suffit de prouver que Ton aura :
Am X An = constante = &
Or, il suffit de jeter les yeux sur l'Eure pour lire le théorème énoncé.
Et en effet :
Les deux triangles mrA et nkd sont semblables.
Le triangle qGb est rectangle en G, et Ton a rm=i/p, nde=:ipb. On .aura donc en désignant par a Tangle rAm :
Donc
iiiA = -^i-, nA=:-2 — : et apXpfr = Gp* tangoe' tatog«' v r
— — - GP -r
mA X nA = — !-r- = constante = K
XXDfCt
Si Tangle a est égal à un angle demi-droit , alors on a :
tangarrl et wïÂ><nA=Gp*
Ainsi : le carré de la distance de la génératrice G [ par laquelle passe le plan
qui est tancent au point (G , m) et qui en môme temps est normal au point (G, n)] au plan qui , parallèle au plan directeur, coupe la surface suivant une génératrice faisant avec G un angle demi-droit, est égal au produit des distances des points (G, m) et (G, n) au sommet (G, A) du paraboloîde.
Le mode de démonstration emplojé ici a, outre sa simplicité » l'avantage de donner et la veUewr et la rignificadan géométrique do la constante K.
Si Ion considère un hyperbotoide à une nappe et de révolution , Ton sait que tous ses paraboloîdes normaux j>assent par Taxe ; si donc l'on suppose que la droite ad soit l'axe de la surface engendrée par la rotation de la droite projetée en le point G sur le plan vertical et en la droite pÀ sur le plan horizontal, Ton voit que Gp sera égal au rayon du cercle de gorge , et que a sera l'angle que la génératrice de l'hyperboloîde fait avec son axe de révolution.
D'après ce qui- précède, il est évident : V que le lieu des points fixes et qui existent sur les diverses génératrices d'un paraboloîde rectangulaire (et il n'y a qu'un point fixe pour chaque génératrice) n'est autre que les deux génératrices de systèmes différents qui se croisent, et à angle droit, au sommet de la surface ; et 2* que le lieu des points fixes pour un hyperboloîde à une nappe et de révolu* tion ^ n'est autre que le cercle M gorge.
Nous allons indiquer plusieurs propriétés dont jouissent les diverses surfaces gauches engendrées par une droite qui , en s'appuyant sur deux droites fixes , se meut parallèlement aux génératrices successives d*un cône du second degré.
Désignons par À et B les directrices droites et fixes dans Tespace ; construisons deux plans parallèles entre eux et à ces deux droites , l'un P passant par la droite A, l'autre Q passant par la droite B. Concevons ensuite un cône du second degré dont le sommet se meut sur la droite A , sa base E située sur le plan Q se mouvant sans changer de forme sur ce plan Q , pendant que le cône ,ise meut parallèlement à lui-même , son sommet glissant sur la droite A.
£n chacune de ses positions la courbe E sera coupée par la droite fi en un ou deux points, lesquels , étant unis à la position occupée en ce moment par le sommet , donneront une ou deux génératrices droites d'une surface gauche 1.
La courbe E peut être une ellipse , une parabole , ou une hyperbole.
l"" Lorsqu'elle est une ellipse, cette courbe E est toujours coupée en deux points par la droite B^ mais en deux positions la droite lui est tangente et les
deux génératrices qui correspondent aux deux points de contact sont teÛk^ ^^^M^. la surface 1 est développable tout le long de chacune d'elles. En faisant passer par la droite A deux plans tangents au cône, quelle que soit sa position , on obtiendrait deux génératrices de contact qui , en les faisant glisser parallèlement à elles-mêmes jusqu'à ce qu'elles s'appuient sur les droites A et B, donneraient deux génératrices de la surface gauche 1 pour lesquelles la surface serait encore développable. ^
On voit donc que lorsque la courbe E est une ellipse, la surface gauche 1 a quatre génératrices droites, suivant lesquelles sa surface est développable.
2"* La courbe E étant une parabole , la droite B peut être parallèle ou non à son axe infini; dans le premier cas, la droite B ne coupe la courbe E qu'en un point et toujours en deux points dans le second cas; on aura donc deux surfaces gauches leil^ , distinctes dans le cas où la courbe E est une parabole.
3*" La courbe E étant une hyperbole, la droite B peut couper les deux branches ou une seule branche de cette courbe E, et dans l'un et l'autre cas ea deux points, et dès brs on a encore deux surfaces gauches 2 et 2' distinctes.
4** Enfin les droites B et A peuvent être parallèles aux asymptotes de la courbe E , et alors la surface gauche 1 est un hyperboloide à une nappe.
Les surfaces gauches ayant deux droites directrices et un cône directeur du deuxième degré, forment donc six surfaces distinctes, dont une seule est du second degré. Les cinq premières surfaces sont composées de deux ou quatre nappes qui se croisent suivant les droites A et B; et il^era facile de reconnaître et de construire les génératrices droites , suivant lesquelles chacune de leurs nappes est développable; et l'on voit de suite que l'hyperboloîde ne possède aucune génératrice droite de ce genre.
Si Ton considère une génératrice droite G de la surface gauche pour laquelle la courbe E est une ellipse, on peut se demander si l'hyperboloide osculateur le long de cette génératrice droite G aura une osculation du troisième ordre.
Pour que l'osculation de l'hyperboloide fût du troisième ordre , il faudrait que l'on pût construire une hyperbole osculatrice du troisième ordre à l'ellipse E et au point p en lequel la génératrice^ du cône directeur (laquelle génératrice^ est parallèle à la droite G) perce la courbe E , et que de plus cette hyperbole eût ses asymptotes parallèles aux droites A et B; or cette hyperbole n'existe pas pour un point quelconque d'une ellipse, mais pour quatre points particuliers qu'il est facile de construire. Et en effet, il suffit de mener par le centre de l'ellipse E deux droites A' et B', respectivement parallèles aux droites A et B; ces deux droites couperont Tellipse E, savoir : B' en 6 et b\ et A' en a et n'; ces quatre
points formeront les sommets d'un parallélogramme inscrit à Tellipse E. Les diamètres de Fellipse E , parallèles aux côtés de ce parallélogramme , seront conjugués entre eux et couperont la courbe E en 4 points pour chacun desquels on pourra construire une branche d'hyperbole ayant ses asymptotes parallèles aux droites A et B et ayant de plus une osculation du troisième ordre avec Tellipse E.
s. . « -iJ
THÉORÈMES RELATIFS A LA SOMMB DES AIRES DE TROIS SECTIONS PLANES
d'une SURFACE {*).
r THÉORÈME.
Étant donné tin ellipidideS dont tesdemi-axes seront a, hj c\si ton Unagine un angle trièdre y dont les faces soient respectivement panUlèles aux plans principaux de la surface S , et dont le sommet p se meuve sur un ellipsotde S' intérieur et concentrique au
premier, et dont les demi-axes soieni ("")"> (^)*» ("")"» » ^^^'^^ arbitraire y la
somme des aires des 3 sections faites dans la surface S par les plans des faces de C angle trièdre sera constante.
En eflTet :
L'équation d'un ellipsoïde à trois axes, rapportée à ses plans principaux, est : a'6'a:' + a Vy' -h 6 Va" c= a'6 V»
Ses demi-axes étant c dans le sens des Xm
— b dans le sens des y. •
— a dans le sens des z.
Si par un point dont les coordonnées sont Xf y y z, je fais passer 3 plans respectivement parallèles aux plans coordonnés, l'on aura pour les équations des eittpses d'intersection ,
(*) Extrait du Bulletin nniTenel dai icieiicep^ publié lotif la direction de M. le baron de FérusMc , cahier de juin 1831 , aectîon 1**.
!• a: 3= «'jaVy' 4- **cV =: a'A' (c* — «'• ) ellipse dans le plan parallèle aux « y ; a'A'a:* 4- A V«' = a V ( 6' — y'^ ) ellipse dans le plan paratlèle aux x x ; a*6V + a'cy =; 6V ( a* — z" ) ellipse dans le plan parallèle aux ^r y ^
Les demi'-axes de la 4 '• ellipse sont : « = — v^(f— «'* et jf = — V/c' — x"
— 3* — j(î=— |/i^ _ «» et «« — J/'a* -x"
A et B étant les demi-axes d'une ellipse, Ton sait que sa surface est exprimée
par n • AB.
eh Ainsi : Taire de la 1" ellipse sera exprimée par n . -^ (c" — a?")
— 3* - u.^{a^-z-) et la somme de 3 aires sera exprimée par :
Cette somme sera constante si (a'6'x ' + 6W' + aVy'') est égal i une quantité constante.
Par conséquent : a^b^x* + 6W*^ -f- aVy ' = N sera Téquation de la surface lieu des points de l'espace satisfaisant à la condition que la somme des 3 aires soit constante.
Je puis attribuer à N toutes valeurs, par conséquent je puis écrire :
ef b' x" -\- b' <f xf + «fc'iC = ^-^ , n étant arbitraire.
La surface est donc un ellipsoïde concentrique à Tellipsoide donné, ayant mêmes plans principaux, et dont les demi-axes seront :
Dans le sens des x
Dans le sens Dans le sens
de, ., (iy^
Les sections elliptiques ne peuvent être imaginaires; par conséquent, il faut que Tellipsoide parcouru par le sommet de l'angle trièdre soit intérieur à Tellipsoîdé donné.. De ce qui précède. Ton déduit le théorème suivant :
Si ton inscrit éfans iellipsotde S^ une série de parallélipipèdes rectangles dont les faces soient respectivement parallèles aux plans principaux de C ellipsoïde S ; la somme des aires des 6 sections faites dans la surface S par tes faces de chaque parallélipipède , sera constante.
Étant donné un ellipscide S dont les demi^diamètres conjugués sont a^ b^, c', si Von imagine un angle trièdre dont les faces soient respectivement parallèles aux plans diamétraux conjugués de la surfaceS y et dont le sommet p se meuve sur un ellipsoïde S' intérieur et concentrique au premier^ et dont les demi-diamètres conjugués soient :
_L—. /At ^ M4 > /j^V
m étant arbitraire, la iomme des mret de» 3 tections faUet dan$ la surface S par Ut face» de tonale trièdre , sera conttante.
En effet, remarquant que Tellipsoide à 3 axes inégaux a pour équation :
lorsqu^on le suppose rapporté à trois plans diamétraux conjugués.
Les demi-diamètres conjugués étant alors, en prenant les plans diamétraux pour plans coordonnés :
Dans le sens des x, — c'
Dans le sens des y, — b'
Dans le sens des z, — a'.
Si, comme précédemment, Ton prend un point dont les coordonnées obliques soient x\ y\ z\ et que l'on imi|[ine un angle trièdre dont le sommet soit en ce pQint , et dont les faces soient respectivement parallèles aux 3 plans diamétraux conjugués; on trouvera que les diamètres conjugués des 3 ellipses de seclion seront :
Pour la i" ellipse: a= %{/(f'^arety = - [/c'* — x"
— 3* — y= -t/«"— *"et«= -, V^a"— «"
Mais on sait que le rectangle construit sur les demi-axes d'u^e ellipse est égal au parallélogramme construit sur ses demi-diamétres conjugués , et qu'ainsi» désignant par a Tangle compris entre les diamètres conjugués désignés eux-mêmes par A' et B', la surface de Fellipse sera exprimée par :
n . A'B'sinot.
Ainsi : l'aire de la 1'* ellipse de section sera exprimée par II • -^ («"— af') sin (x, y)
désignant par (xy) , (zx) » (xy) les angles que font respectivement entre eux les axes des coordonnés.
La somme des 3 aires sera donc exprimée par :
n I a/b' sin (jv, y) -{* ^C sin {x, x) -^ ft V sin {x, y) —
Cette somme sera constante si le terme fonction de x\ z\ y* est constant. Par conséquent :
a/^V^ sin {x, y) a?"+ 6' V» sin (y, «:)«" + a' V sin [x, «) y^ = N
sera Féquation de la surface lieu des sommets de l'angle trièdre, et satisfaisant à la condition que la somme des 3 aires soit constante. On peut poser :
m étant arbitraire , et l'on trouve que les demi- diamètres conjugués de l'ellipsoïde lieu des sommets de l'angle triédre^ sont :
Dans le sens des x
V/sin (y, X) \»w/
i/8in{z,x) y^J
De ce qui précède on déduit le théorème suivant :
Si ton inscrit dans C ellipsoïde S'tme série de parallélipipèdes obliques , dont les faces soient respectivement parallèles à Vun des systèmes de plans diamétraux conjugués de r ellipsoïde S , la somme des aires des 6 sections faites dans la surface S parles faces de chaque parallélipipèdé j sera constante.
Lorsque la surface S est de révolution, la surface S' est aussi de révolution , puisque si, dans Téquation de la surface S' Ton fait b;=:Cf Ton trouve :
Et en supposant Nsa--,-, Ton aura pour l'équation de la surface S' dans le cas où la surface S est de révolution :
n est arbitraire, si on lui suppose la valeur fi = a) ; alors on trouve zsisa pour
x'=sOet y =0, et x'' + î/'"s= - pour z = 0.
Pour cette valeur particulière de n , la surface S' sera tangente aux deux sommets de la surface S.
Si Ton suppose que n=c y alors les axes de l'ellipse méridienne de la surface
S' seront : i** dans le sens de l'axe de rotation , égal à \/ —, et 2* perpendiculairement à cet axe égal à c. Dès lors la surface S' sera tangente à la surface S , suivant le cercle équateur.
Le 2* théorème est encore vrai dans le cas où la surface S est de révolution ; mais il peut se généraliser, en remarquant que pour une surface de révolution, deux plans rectangulaires entre eux et passant par Taxe de rotation,
peuvent toujours être considérés comme deux plans principaux de la surface. De sorte que l'on peut énoncer les deux théorèmes suivants :
Si l'on a un ellipsoïde de révolution S engendré par une ellipse méridienne dont les demi-axes sont^y c(raxe c étant celui de rotation); si Von construit un second ellipsoïde de révolution S' concentrique et intérieur au premier engendré par une ellipse mérh-
diennedontlesdemi'axessoient\^y j (-)*»» étant arbitraire ^ (l'axè f-V étant celui
de rotation ) , tout paralléUpipède rectangle inscrit à la surface S', donnera dans la surface S six sections planes dont la somme des aires sera constante.
Étant donné un ellipsoïde de révolution S , si ton fait passer par une droite parais lète à C axe de rotation y et tangente à C ellipsoïde ou le coupant en deux points y deux plans rectangulaires entre eux y la somme des aires des deux sections sera constante.
Si l'on suppose quç les ^axes a, by c de Tellipsoide S sont égaux , alors la surface donnée sera une sphère dont Téquation sera :
et dans ce cas la somme des aires sera exprimée par :
n { 3R' — (ar** ^- y'* + O |
La surface S'^ lieu des sommets de l'angle trièdre mobile, aura donc pour équation , x^ + y' -f *''===^' ; r étant arbitraire , mais r sera=: ou < R , pour qu'aucune des trois sections ne soit imaginaire.
Remarquons : 1* Que lorsque le point (x\ y', z') est situé sur la sphère donnée y la somme des aires des 3 sections est égale à 2nR\ c'est-à-diré à deux fois la surface d*un grand cercle.
2' Que si , par une tangente à la sphère , Ton fait passer deux plans perpendiculaires entre eux, la somme des aires des deux sections sera constante et égale i la surface d'un grand cercle.
3* Que si le point (x'y y\ z') est situé dans Tintérieur de la sphère y appelant D
sa distance au centre de la surface , la somme des aires des trois sections sera
exprimée par :
j 2nR'+n(R'— D'j} ou par |3nR*— iiD'j
c'est-à-dire sera égale à trois grands cereles de la sphère, moins la surface Ju cercle , ayant pour rayon la distance du centre au point considéré.
4« Que si la droite par laquelle passent les deux plans perpendiculaires entre eux y au lieu d*ètre tangente à la sphère, se trouve être sécante; appelant D la perpendiculaire abaissée du centre de la surface sur cette sécante, la somme des aires des deux sections sera exprimée par :
jnR'4- n(R* — D')^ ou par {20»* — n.D*}
c'esi-à-dire , sera égale à deux grands cercles de la sphère, moins la surface du cercle ayant pour rayon la plus courte distance existant entre le centre et la sécante considérée. D'après ce qui précède, on peut énoncer les théorèmes suivants :
Ëlant donnée une sphère , si ton imagine (fue le sommet éCun angle trièdre trirectangle se meut sur une sphère concentrique et intérieure à la première , pu sur la sphère donnée , ses faces restant pendant le mouvement respectivement parallèles à 3 plans rectanguUdres entre eux , la somme des aires des 3 sections faites dans la sphère donnée , sera constante. .
Étant donnée une sphère , si Con inscrit dans une sphère intérieure et concentrique , ou dans la sphère donnée y une série de paratlélipipèdes rectangles , la somme des aires des 6, sections faites par leurs faces dans la sphère donnée ^ sera constante.
Étant donnée une sphère^ si F on prend un point dans son intérieur ou sur sa surface^ et qtion le regarde com^ne le sommet dun angle trièdre trirectangle , quelque position que puisse prendre tangle trièdre autour de son sommet , la somme des aires des 3 sec^ tions sera Ungours constante.
Ce 9* théorème est celui que Carnot a donné dans sa géométrie de position, et Ton voit qu'il se déduit , comme corollaire , de ce qui précède.
Si maintenant Ton passe de l'espace dans le plan, et que Ton cherche quels sont pour le cercle les théorèmes analogues de ceux que nous avons trouvés pour la sphère , remarquant que deux cercles sont semblables , et que les aires des figures semblables sont entre elles comme les xsarrés de leurs lignes homologues, Ion retrouve les deux théorèmes connus :
l*" La somme des carrés de deux cordes se coupant à angle droit sur la circonférence d'un cercle^ est constante et égale au carré du diamètre.
Car, d'après la remarque n* 2, appelant r etr' les diamètres des deux sections circulaires, et D le diamètre de la sphère, Ton a :
d*où :
nr* , n r^ __ n D'
S"" La somme des carrés de deux cordes se coupant à angle droit en un point situé dans l'intérieur du cercle , est constante et égale à 2 fois le carré du diamètre du cercle^ moins 4 fois le carré de la distance du point au centre du cercle.
Car , d'après la remarque n"" 4 , appelant D le diamètre de la sphère et d la distance du point au centre , r et r' les diamètres des deux sections circulaires se coupant à angle droit au point considéré dans l'intérieur de la sphère, on a :
d'où :
nr' , nr^ 2nD' ^ 2nD*
4rur
Cherchons maintenant si les théorèmes relatifs à l'ellipsoïde de révolution ne subsistent pas pour toute surface de révolution fermée, ou, en d'autres termes , pour toute surface engendrée par une courbe méridienne fermée et ayant un axe. On sait que l'équation générale des surfaces de révolution , ayant l'axe desz pour axe de rotation et rapportées d'ailleurs à 3 plans rectangulaires entre eux, est :
Si, par un point dont les coordonnées sonta;^ y\ z', l'on fait passer trois plans respectivement parallèles aux plans coordonnés , l'on trouve que les équations de leurs sections avec la surface » sont :
i* pour le plan parallèle aux xy 2* — y%
3' — xz
* = «' et X' + y' = 9 {z) X = x' et y' = <p (z) — «'• y = y ei x»=9(»)— y"
La première section est un cercle dont l'aire est exprimée par :
u . K = 11 ('x' +tf) = n. f{z')
— 377 ~ La $eoonde section aura son aire exprimée par :
i{yds^%\dx\/,f(z)'-ar
L'intégrale étant prise entre les limites a. et a.; ces limites étant données par l'équation de la courbe y' =9 («) — «'* dans laquelle on devra faire y =0
Par conséquent 7 (*) —«''==© étant l'équation qui donne les valeurs limiles de z, l'intégrale sera une fonction de x''.
L'on peut donc écrire :
îCyds = F(«'*)
La troisième section aura son aire exprimée par :
^\xdz = 2\dz V/^(a) — y''
Cette intégrale devra être prise entre les limites données par réqqation par conséquent l'on pourra écrire :
{xdz=r(^)
Mais il est évident que les deux fonctions F' et F sont symétriques ; que connaissant Tune , pour avoir l'autre il suffira de ren^placer x'* par y'\ ou vice vergd. La somme des aires peut donc s'écrire ainsi :
Tl.y(0+F(ir") + F(y'-) et, comme cette somme doit, par supposition , être constante ^ on devra poser :
II . y(s') + F{x'^) + F (y") = C
C étant arbitraire.
L'équation (1) sera l'équation de la surface, lieu des sommets de l'angle triédre trirectangle et mobile , satisfaisant à la condition que la somme des aires des trois sections , faites dans la surface de révolution par ses trois faces , est constante.
Démontrons maintenant que cette surface est de révolution.
La surface représentée par l'équation (1) est rapportée aux plans coordonnés primitifs; si, dans cette équation , Ton fait d'abord x'=0^ ensuite y =^0, l'on trouve que les deux sections faites dans cette surface par les plans des zy et des %Xj
sont deux courbes identiques ; il resterait à montrer que tout plan passant par Taxedes 2 coupera toujours cette surface suivant la même courbe. Or^ si Ton rapporte la surface de révolution donnée à trois nouveaux plans rectangulaires entre eux, dont Tun soit toujours le même et perpendiculaire à Taxe de rotation et les deux autres passant par Taxe de rotation ; désignant par Y" et X" les nouveaux axes , Fon voit que Ton aura y"' + aj"'=jc'+y%et que, par conséquent » l'équation «•+y'=<p(*) de la surface de révolution se transformera en :
lorsque la surface sera rapportée aux trois nouveaux plans.
Si y par rapport à cette équation (2) , Ton refait les calculs précédents , Ton trouvera que la somme des aires est toijgours exprimée par :
par conséquent les courbes de sections obtenues dans la surface, dont l'équa* tion est (1), par les nouveaux plans zy" et %x" seront les mêmes que celles obtenues par les anciens plans xy et zx.
La surface lieu du sommet de Tangle trièdre mobile est donc 'une sur&ce de révolution, ayant même axe de rotation que la surface proposée. Dès lors réquation
nç(z') + F|»^) + F(y")=C
pourra s'écrire ainsi :
On en iloit donc conclure que l'intégrale de la différentielle cfej/ç {z) — x* , les limites étant données par l'équation 9(2) — x'*:=0, sera toujours, quelle que soit la forme de la fonction 9, une fonction linéaire de x*. On peut donc énoncer le théorème suivant :
Pour toute surface de révolution &, il existe une infinité de surfaces de révolution S' {ayanU même axe de rotation que la proposée) , et telles que , si ton imagine que le sommet dun angle trièdre trireclangte se meuve sur la surface S', Cune des faces de t angle trièdre restant j pendant le mouvement perpendiculaire à Taxe de rotoAon^ la somme des aires des trois sections planes ^ obtenues dans la surface S, sera constante.
De ce théorème on déduit les deux corollaires suivants :
i* Si Con inscrit dans la surface S' une série de paralMipipèdes rectangles , la somme des aires des 6 sections planes^ données par diacun éCeuw , dans la surface S , sera consUmte.
2* Si par unedroke tangente ou $écante^ à une surface de révolutàen quelconque , et parallèle à Caxe de rotation y ton fait passer deux plans rectangulaires entre eux y la somme des aires des deux sections planes sera constante.
Voyons maintenant si le théorème relatif à l'ellipsoïde à trois axes inégaux , et rapporté à ses plans principaux ou diamétraux, n'a pas son analogue pour une surface quelconque , mais fermée.
L'équation d'une surface rapportée à 3 plans rectangulaires entre eux , est :
Og peut supposer cette équation résolue par rapport à l'une quelconque des 8 variables » et alors la surface sera représentée par l'une des 3 équations suivantes :
l"|a = y(jp,y) ou 2«|a:=x(ï,z) ou 3* | » =xF(Jt:, *)
Si par un point dont les coordonnées sont x'j y' y z\ l'on fait passer trois plans respectivement parallèles aux plans coordonnés, Ton aursl pour les équations des sections :
i"" pour la section parallèle aux xy ^ — — yz
y — — xz
z=3z' et yï=F(x,J5') xt=iX^ et z=r:cp(y, x)
y^y et a;=x(«i y)
Taire de la premiéfe section sera exprimée par :.
\ydx = iixF(x^z')
L intégrale étant prise entre les limites x=sx, eixzssx^.
Ces limites seront obtenues en différentiant l'équation de la courbe , et égalant
à zéro la valeur du ^, ce qui donnera les valeurs de x, et x^ limites, en fonction
de «'.
On peut donc écrire : Vj^saF^O*
L'aire de la seconde section sera exprimée par \zdy^=s^X^')
Taire de la troisième section sera exprimée par \xdy=3sx,(y') et la somme des aires sera exprimée par :
qui sera ime fonclion de x^y^ Zy que Ton pourra toujours égaler à une constante arbitraire.
Ainsi /. (jjc'j y y z')=: G sera l'équaiion de la surface lieu des sommets de l'angle trièdre trirectangle mobile , satisfaisant a la condition que la somme des aires des trois sections est constante. Cette surface variera de forme à chaque valeur particulière que Ton attribuera à ta constante C,
Remarquons que lorsqu'une surface est rapportée à 3 plans rectangulaires entre eux, Ton peut, au moyen des formules propres à passer d'un système de coordonnées rectangulaires à un autre système rectangulaire, changer la position que les 3 plans des coordonnées affectaient dans l'espace par rapport à la surface; mais alors, Téquation de la surface étant/(a;, y, %)-=sXi pour les premiers olans coordonnés, changera et deviendra f{x^ y, z)=0 pour le second système des plans coordonnés. Dès lors, l'équation de la surface, lieu des sommets de Tangle trièdre étant dans le premier eas/(a;\ y', 2')=0, deviendra dans le deuxième cas
/i"(^\ y'j 2')=^» ^^ d^^ '^^^9 1^^ surfaces lieu des sommets ne seront pas de même nature dans les deux cas.
On peut donc , d'après ce qui précède, énoncer le théorème suivant.
ÊUmi donnée trois plans rectangiUaires entre eux et une surface quelconque , mais fermée S , t7 existe toujours une série de surfaces de même nature S', telles que si le sommet dun angle trièdre trirectangle se meut sur la surface S', les faces de Cangle trièdre restant pendant te mouvement respectivement parallèles aux trois plans donnés , la somme des aires des trois sections» planes de la surface S est constante.
Et pour chaque position nouvelle que l'on donnera aux trois plans rectangulaires par rapport à la surface S, il existera toujours une nouvelle série de surfaces S'' de même nature entre elles, qui pourront être le lieu des sommets de l'angle trièdre ; mais les surfaces, telles que S\ ne seront pas du même genre que celles telles que S".
Lorsqu'une surface est rapportée à des plans obliques , si on la coupe par un plan parallèle à l'un des plans coordonnés , l'équation de la section se trouve rapportée à des axes obliques ; mais comme l'on^peut toujours, au moyen des formules de transformation des coordonnées , trouver l'équation de cette courbe , en la supposant rapportée à des axes rectangulaires , il sera toujours possible de trouver l'expression de son aire en fonction des coordonnées x\ y, z' du sommet de l'angle trièdre.
Dès lors l'on peut énoncer le théorème suivant :
Si Ion a trois plans obliques entre eux et une surface S , (/ existera toujours une infi--
niié de surfaces S', telles quêtant le lieu des sommets (Cun angle trièdre mobile dont les face^ resteraient pendant le mouvetnent respectivement parallèles aux trois plans donnés ^ la somme des aires des trois sections sera constante^
SDR QUELQUE» PROPRIÉTÉS DE l'eLLIPSOÎDE A TROIS AXES INÉCAUX (*).
l'* Oh sait que les triangles équilatéraux inscrits et circonscrits à un cercle , ont pour centre de gravité le centre de ce cercle.
Désignons par T Taire du triangle inscrit, par T, Taire du triangle circonscrit^ et par C Taire du cepcle.
2* Si Ton projette sur un plan P et parallèlement à une droite D les aires C, T, T, , on obtiendra les aires E, T', T', ,
E étant Taire de Tellipse projection oblique du cercle G ,
T' — du triangle — — du triangle inscrit au cercle C ,
T', — du triangle — — datriangle circonscrit au cercle G..
On sait que les triangles T' et T', auront pour centre de gravité le centre de^ Tellipse E.
y On peut inscrire et circonscrire au cercle G une infinité de triangles équila* léraux : tous les triangles inscrits ont même aire. Il en est de niëme pour les triangles circonscrits.
Désignant donc par T', T", T"\.,. les aires des projections obliques sur le plan P des triangles inscrits , et par T',, T\ ^ T'\ ,... les aires des projections obliques sur le même plan P des triangles circonscrits, on aura :
T'=:T"='P"=... et r, = T". = T'". = ...
À!" Les aires du cercle G (du rayon R) et du triangle équilatéral inscrit T, sont entre elles r: ttR* : — ^—.
<*) Extrait dv ioumftl de Malliëniatiqnes pares> et appliquées, publié par H. LionTille.
On aura donc toujours , quel que soit te ratyon R ,
- = ——1 = constante » N et - ai conttaAte = N,
OÙ l'on désigne par c' Taire d'un cercle d'un rayon arbitraire, et par i et l' les aires de deux triangles équilatéraux inscrits et circonscrits à ce cercle. On aura
donc ( puisque ^ = constante = N et ^- = constante =:N,)
T", =Ç5r =fm = = constante = M
;=rr = =^=: — TT- = = constante = M,
Par conséquent si, étant données deux ellipses E et E', on inscrit les triangles 0 à E et 0' à E', ces deux triangles ayant leur centre de granité situés , le premier au centre de la courbe E , et le second , aussi , au centre de la courbe E\ les aires des deux ellipses seront entre elles comme les aires des deux triangles; tes ûres des deux ellipses seront donc égales , si celles des deux triangles sont égales.
Cela posé :
5"" Résolvons le problème suivant :
hiêcrire et circonscrire à une ellipse E deux triangles ayant pour centre de gravité le centre de la courbe donnée.
Construction. Ayant déterminé le centre o de l'ellipse E, ayant mené par ce centre une droite arbitraire K coupant Fellipse aux points 6 et^' ; on partagera le diamètre bb' en quatre parties égales entre elles. ( Désignons par / la longueur d'une des parties. )
Construisons au point b la tangente B à Fellipse.
Portons sur la droite K, à partir du point b, une longueur =: 3/, on aura un point a.
Menons par ce point a une droite L parallèle à la tangente B , et coupant l'ellipse aux deux^oints x et x\ la corde xx' sera la conjuguée du diamètre bb'^ dés lors le point a sera le milieu de celte corde.
Portons sur la droite K, à partir du point 6, une longueur =6. /, on aura un point p , et les droites px et po;' seront tangentes à l'ellipse, l'une au point x et Tautre au point x'.
Joignons beiXjb'ei x\ on aura un parallélogramme bxpx\ et le triangle 6m:'
moitié de ce parallélogramme , sera inscrit à l'ellipse E , et aura son centre de gravité situé au centre o de cette courbe.
Prolongeons les tangentes px, px\ elles couperont la droite B, la première en Tin point t/j et la seconde en un point y y le triangle pyy sera circonscrit à Tellipse E, et son centre de gravité sera situé au centre a de cette courbe.
Les deux triangles pyy- et bxx' sont semblables et inversement placés l'un par rapport à l'autre, et jouissent des propriétés suivantes :
Les droites xy et xy passent par le centre o et coupent respectivement les côtés bx' et bx en leur milieu.
Les points 6, x^ x' so&t respectivement le milieu des côtés du triangle circonscrit^ etc.
En un root, toutes les propriétés qui existent pour deux triangles équilatéraux, inscrit et circonscrit à un cercle , se reproduiront sur la projection , en vertu du principe fondamental des projections cylindriques, savoir : que les rapports de grandeur entre les droites né sont point altérés , et qu'une tangente à une courbe se projette suivant une tangente à la projection de la courbe.
Faisant la même construction que ci-dessus pour chaque diamètre de Fellipse £, on obtiendra une série de triangles inscrits T', T\ T", ... et circonscrits T'. , T". , T'", , ... ayant tous pour centre de gravité commun , le centre o de l'ellipse donnée E. ^
6* Si donc l'on considère la courbe E comme la base d'un cône ayant pour sommet un point arbitraire S de l'espace , toutes les pyramides qui auront pour sommet commun le point S, et pour bases les triangles inscrits, auront môme volume ; il en sera de même pour les pyramides ayant le même point S pour sommet commun , et pour bases les triangles circonscrits.
Et les volumes d'une pyramide inscrite et du cône seront entre eux lli/^lHi:.
Par le centre o d'une sphère S (du rayon R) , concevons trois axes rectanguk4res entre eux X , T, Z , perçant respectivement la surface irux points a^ b, d, on aura une pyramide trirectangle (o , n^cf).
Le tffiangle base abd sera équilatéral ; te plan de ce triangle coupera la sphère suivant un cercle C , dont le centre sera le centre de gravité du triangle abd.
Le cercle G se projettera orthogonalement sur le plan XY, suivant une ellipse E, et le triangle abd suivant le triangle rectangle oab.
Le triangle oa6 sera inscrit à l'ellipse E et aura son centre de gravité situé au. centre de cette courbe. .
Si Ton abaisse du centre o une perpendiculaire r sur la droite tib ^ et que Ton décrive du centre o avec le rayon r, et dans le plan XY/un cercle G', Ton pourra imaginer un cône de révolution l (ayant C pour base et le point d pour sommet).
Tout plan tangent à ce cône l coupera la sphère S suivant des cercles égaux entre eux et au cercle G , lesquels se projetteront sur le plan XY, suivant des ellipses dont les aires seront égales entre elles et à celle de Tellipse E.
Et cela aura lieu pour tout autre système formé par trois droites rectangulaires entre elles X', Y', Z', et se croisant au centre de la sphère ; de sorte que les plans des triangles abdy a'b'd!^ ... seront tangents à une sphère S' concentrique à la sphère S ^ et le point de contact de chacun de ces plans sera le centre de gravité de chacun des triangles.
On sait que le rayon de la sphère S étant égal â R.
V Le rayon du cercle G est égal à : —^ , ou à : R \/ - 2* Le rayon r du cercle C' est égal à : ô^^> ou à : R V/ j
3* Le rayon de la sphère S' est égal à : -— r , ou à : R \/ r
Cela posé , *
Concevons par le centre o de la sphère S
l"" Les trois axes rectangulaires X, Y, Z 2** Trois droites arbitraires X., Y,, Z,
Prenons un point m sur la sphère ; abaissons de ce point une perpendiculaire % sur le plan XY, et perçant ce plan au point t , par le point i menons une perpendiculaire y h Taxe X et rencontrant cette droite au point u.
Les trois coordonnées du point m seront :
à partir du point o, portons sur X, la droite ou, =M .â;; par le point u, menons
une droite parallèle à Y^ et prenons sur cette droite une longueur u,i,=M't/; par le point i,y menons une parallèle à Z,, et prenons sur cette droite une longueur
Le point m, sera le transformé du point m.
Faisant la même construction pour tous les points de la sphère S ( Bl , M', AT' restant constants), le lieu des points m, sera, ainsi qu'on le sait, un ellipsoïde X, auquel on donne le nom de surface transformée cylindrique de la sphère S.
Les axes X, , Y, , Z, , perceront la surface X en les points a,^ 6, , c, , et Ton aura : ^=M. R, o6^=M'.R, <>c,=M''.,R. ( Les points a, , A,, c., étant respectivement les transformés des points a, 6 , c, en lesquels la sphère S se trouve percée par les
axes X , Y, Z. )
Représentons M.R par Â^ M'* R par B, M^R par D; A, B^ D^ seront les -demi-diamètres conjugués de Tellipsoîde X.
Par ce mode de transformation , souvent employé par les géomètres modernes, on transforme ainsi qu'on le sait :
i"" Une droite en une autre droite, et deux droites parallèles en deux autres droites aussi parallèles ;
2"* Un plan en un autre plan , et deux plans parallèles en deux autres plans aussi parallèles ;
3"" Une surface du second degré en une autre surface du second degré et du même genre.
4"" Trois points p, q, r, situés sur une droite K, en trois autres points p.99,, r,, silués sur une droite K, et tels, que les rapports entre leurs distances restent les mêmes que ceux qui existaient entre les distances respectives des points primitifs
b^ Un plan tangent T à la sphère S , en un plan T. tangent à l'ellipsoide X;
6*" Uii système quelconque de trois droites rectangulaires entre elles L, L', V\ et se croisant au centre de la sphère S, en un système de trois droites L,, L\, L",, qui sont les directions d'un système de diamètres conjugués de rellipsoide X trmsfarmé de la sphère S (*)•
Gela posé 1
Les résultats suivants deviennent évidents et peuvent être fecilement énoncés •sous forme de théorèmes (^^).
i. Étant donné un ellipsoïde X, dont les demi-axes seront A, B, D, ^construisons un ellipsoïde X' concentrique et semblable, et semblablement placé par rapport à la surface X; les demi-axes de la surface X' étant :
»/iî' "v^ai' "v/âî
.(*) Le&résaltata énoncés sona les &*" 1, 2, 3, 4, 5 et 6 penrent donc être obtenus et démontrés par la géométrie descriptiTO, sans avoir recours à Y analyse ( Voyez à ce sujet le 6" et dernier chapitre de la l^* partie du Côun de géométrie descriptive , et le 12* et dernier chapitre de la 2* partie du même ouTrage.
(**) La plupart de ces théorèmes sont déjà connus. Mais le mode de démonstration -dont je fais ilsage n'est pas le même que celui qui avait été employé. ( Yoir le Mémoire de M. Chasles , t. 111 de la Corres^ pondance sur PÉcole polytectinique , publiée par Haehette.)
Concevons un dianiétre À' derdlipsoide V perçant eette surface en un point a% par ce point a menons un plan T' tangent à cet ellipsoïde X', le fioint de contact étant i.
Le plan T' coupera Fellipsoide X suivant une ellipse E' dont le centre sera en i.
Si Ton inscrit à laconique E^ le triangleayant un de ses sommets en a', et ayant pour centre de gravité le point i (désignant par V et é les deux antres sommets de ce triangle l')» les trois diamètres passant par les points a\ b\ i^ formeront un système de diamètres conjugués de la surface X.
2. Par le pointa on peut mener une infinité de plans tangents à la surface X^; ces plans auront pour surface-enveloppe un cône G^ ayant a! pour sommet, et qui sera tangent à Tellipsoide X' suivant une ellipse g.
Dès lors, on aura une infinité de systèmes de diamètres conjugués ^ ayant en commun le diamètre A'-, dès lors, les extrémités des diamètres conjugués formant chaque système, seront les sommets de triangles, ayant tous le point a! pour sommet commun , et le centre de gravité de chacun de ces triangles , sera situé sur l'eUipse g.
3. Si l'on mène un plan T tangent à Tellipsoide intérieur X', ce plan coupant -rellipsoîde X suivant une ellipse E ; si Ton inscrit à Tellipse E, les divers triangles 0, O'y 9'^ etc., ayant leur centre de gravité au centre de la courbe E^ chacun de ces triangles sera la base d'une pyramide , ayant son sommet au centre de la surface X, et dont les trois arêtes se croisant au sommet, formeront un système de diamètres conjugués de cette surface.
4. Étant donnés trois demi*diamètres conjugués A^ B', D'de l'ellipsoïde X ; désignant par a\ b\ d'ies points en lesquelsla surface se trouve percée respectivement par ces demi*diamé très, désignant par 6' le cône tangent à l'ellipsoide X', et dont le sommet est en a; désignant par AM'ellipse, section du cône G^ par Un plan Q, lequel passe par les deux autres demi-diamètres B' et D', on aura les^ résultats suivants :
Tout plan P tangent au cône G' coupera l'ellipsoide X suivant une eUipse E qui se projettera (par un cylindre parallèle au diamètre A'), sur le plan Q suivant une ellipse E\
Toutes les ellipses E' auront même aire.
Chaque ellipse E' aura son centre situé sur l'eHipse h! et passera par le centre de la surface h
Le triangle a\ 6-, d' se projettera (au moyen du même mode de projection oblique) , sur le plan Q suivant un triangle T' dont le centre de gravité sera situé au centre de l'ellipse E'.
Tous les triangles T' auront même aire.
5. En se rappelant , l"" que l'aire du parallélogramme construit sur deux demi-
diamètres conjugués d'une ellipse est constante et égale à celle du rectangle construit sur les demi-axes de cette courbe ; 2'' que leWolume du parallélipipède oblique, construit sur trois demi-diamètres conjugués d'un ellipsoïde , est constant et égal à celui du parallélipipède rectangle, construit sur les trois demi-axes démette surface , on voit de suite que :
1' Toutes les pyramides ayant pour sommet commun le point a et pour base les divers triangles T', auront même volume Y.
2"" Tous les cônes ayant pour sommet commun le point a et pour base les diverses ellipses £', auront même volume V. ; et les volumes Y et Y, seront constants, quel que soit le système de diamètres conjugués que l'on emploiera, et ces volumes conserveront la même valeur, en passant d'un système de diamètres conjugués , à un autre système de diamètres conjugués.
6. Si l'on mène un plan tangent P à Fellipsoide X' lequel coupera la surface X suivant une ellipse E ; si du centre de l'eUipsoîde X , on abaisse sur le plan P une perpendiculaire v, on aura v.E=:const, £=:« , quelle que soit la position du plan P. En d'autres termes : les cônes ayant leur sommet au centre de l'ellipsoide X , et pourbase les diverses sections planes E, auront des volumes égaux ; et si Ton inecrit et circonscrit à l'ellipse E, deux triangles 9 et 0., ayant leur centre de gravité situé au centre de la courbe E, on aura :
V. 0 = Gonstanle = € et v . 6^ = conataBte
En d'autres termes: les pyramides ayant leur sommet au centre de l'ellipsoideX, et pour base les divers triangles inscrits 9 , auront des volumes égaux ; et les pyramides ayant leur sommet au centre de l'ellipsoïde X et pour base les divers triangles circonscrits 9, auront aussi des volumes égaux.
7. Et comme la pyramide qui a son sommet au centre de l'ellipsoïde X, et pour base le triangle 9 (inscrit à l'ellipse £) , est la même que celle qui a son sommet au point a, extrémité du demi*diamètre A', et qui a pour base le triangle T' ( inscrit à l'ellipse E' projection. oblique de l'ellipse E) ; et comme la pyramide (a , T') est le sixième du parallélipipède oblique construit sur les demi-diamètres conjugués, on voit que : le volume de chacune des pyramides telles que (a , T^) ou (0, 9) sera égal à (^.A.B.D) , ou sera égal au sixième du parallélipipède construit sur les demi-axes de l'etlipsoîde X.
Et comme le volume du cône (a',£') ou (0, E) est au volume de la pyramide inscrite, comme Àix:l/21 , le volume du cône (a , E') ou (0, E) sera égal à
§ UIi. Soif-^
l'équalion d'un elUpsoide X rapporté à ses axes et à son centre. Soit :
L^éqoation d'un plan P passant par les extrémités des trois demi-axes positifs de la surface X.
Si Fellipse E section faite dans la surface X par le plan P a son centre situé au centre de gravité du triangle T formé par les traces du plan P sur les trois plans des coordonnées rectangulaires , alors la projection orthogonale de Tellipse E sur l'un quelconque des trois plans des coordonnées rectangulaires , aura son centre situé au centre de gravité de la projection orthogonale du triangle T sur le même plan des coordonnées , et vice versa. *
En effet :
L'équation de la projection de la courbe E sur le plan des xy sera :
a^^ V^ ab'' a 6 ""
Les coordonnées de son. centre seront déterminées par les deux équations:
jf=:f6 et a?=îa
Donc, etc.
2. Désignant par a\ b\ d'y les longueurs de trois demi-diamètres conjugués de l'ellipsoïde X, et prenant ces diamètres pour axes des coordonnées obliques^ l'équation de cette surface (en coordonnées obliques) , serat
et l'équation d'un plan P' (rapporté aux mêmes coordonnées obliques) , en passant par les extrémités des trois demi-diamètres conjugués , sera :
x' yi :i — 4- — + -, = 1
L'équation (en coordonnées obliqaes), de la projection oblique sur le plan x'y' de la section faite dans la surface X par le plan F sera :
a'* "♦" 6" "^ o-V a' V ei ToQ trouvera pour les coordonnées obliques du centre de cette projection :
y' = ^ft' et a/=ia'
Ainsi y l'on peut facilement vériûer par Yamlyse les divers résultats auxquels nous sommes parvenus précédemment, en employant (seulemeni) la méthode des projections , en d'autres termes , la géométrie descriptive.
THÉORÈMES SUR LA DIVISION DES SURFACES ET DES CORPS
Par le sommet d'un triangle quelconque AMN je mène une droite (i) parallèle à la base NA , que je désigne par (it) (fig. Dr PL 30 ) , je mène epsuite (n —2 ) parallèles à la base (n) , et comprises entre les deux droites (1) et (n) et arbitrairement distantes entre elles.
Sur deux parallèles voisines (1) et (2) , (2) et (3) , etc., ... (n — 1) et (») , je construits de petits triangles semblables au triangle AMMettels que le triangle A", construit sur les droites (l)et (2) aura son sommet situé sur la droite (i) et sa base située sur la droite (2); et de même pour le» petits triangles suivants A",
£k f eiC» f • • •• Ur m ^
(*) Extrait de la Correspondance maUiëmatique et physique des Pays-Bas , publié par M.. Quetelet , tome 4«, page 205, et tome 5% page Vt^ ( 3^ janvier et 28 aotlt 1829^ }.
Je désigne par y (a base et par h' la hauteur du triangle A", dont je représente l*aire par t'\ par b" la base et par h" la hauteur du triangle A" ayant son aire exprimée par i" ; et généralement par 6^**^' la base , et par /i^*""^' la hauteur du triangle A^*^*^ dont Taire est rt^résentée par t'^K
Je désigne par B la base et par H la hauteur du triangle donne AMN , et je représente son aire par T.
Cela posé , on a :
H =:*' + *"+ A'"+ctc. ..• + *(—*>
ou :
^= âTH
ou : •
Mais comme Ton a , en vertu de la similitude des triangles :
B _ 6' _ fc" _ _ ftc-^)
on aura :
ou :
et enfin :
V Si Fon divise le diamètre d'un cercle en n parties arbitraires, et si, sur chacune d'elles, comme diamètre, Ton trace un cercle, la surlace du grand cercle sera égale au carré de la somme des racines carrées des surfaces de chacun des petits cercles.
En effet, représentant par R le rayon du grand cercle, et par r, r', r ', etc.,
— dOi —
r" les rayons des petits cercles , Ton a R e=s r + r' + r" + etc., + r"; mais , Texpression TrR'qui donne la surface du cercle (R)» peut s'écrire ainsi :
V Pour la sphère, le théorème s'énonce ainsi :
Si Ton divise le diamètre d'une sphère en n parties arbitraires , et si , sur chacune d'elles, comme diamètre, Ton décrit une sphère, le^ volume de la grande sphère sera égal au cube de la somme des racines cubiques des volumes de chacune des petites sphères.
4ir R*
En effet —«— » qui exprime la solidité de la sphère du rayon R , pourra s'écrire de cette manière :
3* Pour le cône et le cylindre droits ou obliques, et à base circulaire , le théorème s'énonce ainsi :
. Si l'on divise l'une des génératrices du cône ou du cylindre en n parties arbitratre»^ et si, sur chacune d'elles , comme génératrice homologue , l'on construit un cône ou un cylindre, semblable an cône ou au cylindre donné, le volume du grand cône ou du grand cylindre sera égal à la somme des racines cubiques de chacun des petits cônes ou des petits cylindres.
> En eflfet, — »— 9 qui est Texipression du volume d'un cône droit ou oblique et
i base circulaire j peut s'écrire ainsi : ~r * H*, et remarquant que l'on a :
Hs=3( A H- A' -H A'' + etc. -f- A" ) , en désignant par h, h% h!\ etCr les hauteurs des petits cônes semblables , Ton a :
Les volumes des côoes semblables sont entre eux comme les cubes des lignes homologues , on a donc :
nR H , itt*h , icf^y 3 ' 3 ' 3
: etc. :: H* ; A» : A*» : etc. :: R* : r* : r** r etc.
d'où l'on tire :
L'on aura donc :
La démonstration pour le cylindre droit ou oblique et à base circulaire est identiquement la même, puisque tt.R'.H est l'expression de son volume.
S IIL 1" THÉORÈME.
Si l'on divise l'une des arêtes d'un tétraèdre en un nombre art)ilrdire de parties 9 et que, par chacun des points de division. Ton mène des plans parallèles aux deux faces opposées à l'arête, l'on détermine autant de petits tétraèdres qu'il y aura de parties sur l'arête. Désignant le volume du tétraèdre par T et ceux des petits tétraèdres par i, i', t'\ etc., l'on a :
T = (V/7+ V/7 + V^ + etc.)'
&>(tiitan. Les tétraèdres T, tj i\ i\ etc. seront semblables entre eux, désignant donc par Z,. z, %\ %'\ %"\ etc., leurs hauteurs respectives, l'on a :
T : I : r : I" : etc. ;: Z» : «• : a'^ : «"' : etc.
désignent par X la base et Y la hauteur du triangle qui sert de base au tétraèdre T.
Par X la base et y la hauteur du triangle, qui sert de b9se au tétraèdre i, et ainsi de suite : l'on a :
par conséquent :
d'où l'on tire :
XY xy af.y' af\}/' ^
le volume du tétraèdre T est
XY Z
— -.— et ZsTiz + z' + z^ + etc.
Ton peut donc écrire :
Si l'on divise en n parties Tun des côtés d'un polygone , et si , sur chacune des parties, l'on construit un polygone semblable au polygone donné, en désignant par P la surface du grand polygone, et par p, p', p^', etc.,p**, les surfaces des petits polygones semblables , l'on a :
P == lV/ir+ v7-f \/7 + etc. + v/r ]*
Solution. L'oa peut toujours construire sur le côté divisé en n parties , un triangle dont la surface soit égale à celle P du polygone donné. Dès lors , en construisant sur chaque partie de ce côté un triangle semblable , l'on sait qu'en désignant par T la surface du grand triangle, et par i, t\ i'', etc., t" les surfaces des petits triangles semblables , l'on a :
T := [V/r+ V/T+ V^Th- etc. + y/TX
Les surfaces semblables sont entre elles comme les carrés des côtés homologues; ainsi désignant par X le côté du grand polygone , et par x l'une de ses parties, l'on aura :
P : p :: X* : x* T : i :: X* : a^ d'où; P : T :: p : I.
Mais puisque P=: T l'on a p = i, et aussi de même p' =^ , p't=:i'\ etc. p* c= f. Donc , etc.
S IV
Des deux théorèmes généraux que je viens de démontrer, l'on déduit les deux théorèmes particuliers suivants.
Si autour d'un point l'on construit n polygones semblables à un polygone
donné et ayant n sommets, et de telle manière que leurs côtés homologues soient
— sn —
parallèles entre eux ; si ensuite Ton construit un polygone semblable au polygone donné, mais tel qiiësoncètéâ; soitégàl à las^fiie4? + x'+x"-i-etc.-Haf des côtés homologues des petits polygones , l'on aura , en désignant par P la surface de ce dernier polygone , et pal* p, p', p\ etc,, p" celles des petits ^ôlygon^ ,
P =;: [kp + WV + |/p^+ etc. + i/^V
i' THÉORÈME.
Si autour d'un point l'on construit n polyèdres semblables à un p<%èdre donne et ayant it soàdmets^ et de telle manière que leurs arêtes homologues soient parallèles entre elles ; si ensuite l'on construit un polyèdre semblable au polyèdre donné, mais tel que son arête X soit égbie à ta somme :tH-x'+x"+ etc.-4-a:^ des arêtes homologues des petits polyèdres , Ton aura : en désignant par Y le volume de ce dernier polyèdre , let^par t;> v\ v\ etc. v** ceux des piettts polyèdres :
Il est évident que les deux théorèmes suivants :
1* Si par un point pris dans l'intérieur d'un triangle, on mène des parallèles à ses côtés, ces droites diviseront le triangle en snc "paHies , dont trois seront des triangles tels que l'aire du triangle proposé sera égale au carré de la somme des riaciiiës carrées des aires de ces trois petits triangles ;
2* Si par un point pris arbitrairement dans l'intérieur d'un tétraèdre, on conduit des plans parallèles à ses quatre "faces^ t^es plans diviseront le tétraèdre en quatorze parties, dont quatre Beik)Gft â<es téti'aèdres, tels que le volume du tétraèdre proposé sera égal au cube delà sodime des 'î^(iines cubiques des volumes de ces quatre {>etits tétraèdres ;
Ne sont (](u'un cas particulier des deux théorèmes précédents.
Les théorèmes sur les aires et les volumes que je viens de démontrer pour quelques surfaces particulières et quelques corps particuliers , sont vrais pour toutes les surfaces et pour tous leS'Corps.^ ^t en effet :
Soit%ne surface S dont l'équation est k^ (a;, y , z, P, P', P", etc., P*).
P^ P', P'!, etc., P"étantses.paramétreset«au nombre de ^; parunipoîntoarbitrairement choisi par rapport à la surface S, je mène les ^î^vers rayons veclenrs
R , R'y R'', etc., de eetle sur&ce , ensuite sur chacun d'eux et à partir du point o , je prends des longueurs r sur R, /sur R', etc.^ telles que Ton ait la relation :
— — — —y — 6tC.y — "^^
Les droites r, /, r'\ etc., seront alors les rayons vecteurs d'une surfaces, qui sera semblable à la surface S , et dont Téquation sera (^{Xf y 9 s^ p, P^p'y ^^^-yf^'h P) Pj p'f ^tc.} p** étant ses paramètres au nombre de it ^ et tels que Ton aura entre eux et ceux de la surface S, la relation :
Les rayons vecteurs R et r, R' et r'y etc., sont dits rayons vecteurs homologues, de mâme que P et p , P' et p', etc. , sont dits paramètres homologuer , des deux surfaces semJUabtos S et «.
Les deux surfaces semblables S et s jouissent des propriétés svi.va<ites (^) :
1* Si par le p(Mnt jo, Ton mène une droite arbitraire D , eoupant la surface S au point M , et la surface 9 au poîn4 m , les deux plans langents menés , le pjremier à la surface S au point M , et le second à la surfiuce 9 au point m , sont parallèles ;
2* Si par le point 0» l'on mène une seconde droite D', eoupai^t la surfiiee S au point M', et la surface s au point m', la corde MM' de la surfeee S sera parallèle à la corde rmn! de la surface 9 ;
3* Désignant par X la longueur de la corde MM', et par x celle de la corde mm\ l'on a :
Les cordes telles que X et x sont dites cordes homolqgues des deux surfaces semblables.
Si lasurfaeeSest<finie, «t par conséquent si eHe enveloppe un espaee fini; désignant |)ar A et a le^. aires respectives, et par Y et v les volumes reii^ctifs éf» surfaces S et « , l'on a toujours :
A:a :: X' : «* et y .v ::X*: a?»
(*) Nom avons inierë daiui qet ouTrac;e , ce pëmoire sur U division ^es corps et des surfaces comme étant une application de la théorie de la simililnde qni fait le sujet du chapitre V de la 2« partie du C9UT$ de géométrie deecriptive.
Détnùnstraiioii. Si parlepoînt o, je Bdéoe une série de droites D^ D', D'\ elc, coupant lasurface S aux points M, M^ W\ etCr, et là surface a aux points m, m^ fn\ etc.; si je construis les plans tangents à la surface S, aux divers points M , M', M", etc.^ ils détermineront un polyèdre T circonscrit à cette surface. Si de même je construis les plans tangents à la surfaces , aux divers points m, m\ fn!\ etc. , ils détermineront un polyèdre i circonscrit à cette surface.
Les deux polyèdres T el t seront semblables , puisque leurs faces seront en même nombre et parallèles entre elles, et que les sommets homologues seront sur des droites concourant toutes au point o, et ils auront pour cordes homologues les deux cordes MM' et mm .
Par conséquent Ton aura : aire T : aire f ::X':x^ et volume T : volume £::X':x'. Mais plus l'on multipliera le nombre des faces des polyèdres T et i , plus leurs aires et leurs volumes se rapprocheront des aires et des volumes des deux surfeces S et s.
On doit donc en conclure que les aires des surfaces S et «^ sont entre elles comme les carrés de leurs cordes homologues , et que leurs volumes sont entre eux comme les cubes des mêmes cordes.
Si Ton trace sur la surface S, b courbes arbitraires f , 9V 9 '9 ^^-r ^9 déterminant par leurs intersections un polygone P, si Ton regarde ce polygone comme la base d' un c6ne , ayant le point 0 pour sommet , ce cône coupera la surface t , suivant un pohgone p , semblable au polygone P.
Et si par une corde X du polygone P et le point o , l'on fait passer un plan , il coupera le polygone p en des points qui détermineront une corde x qui sera l'homologue de la corde X.
On aura encore : aire P : aire p :: X* : a;\
Si l'on a n surfaces S, S', S", etc., se coupant entre elles et déterminant dès lôrs un corps polyédrique T, dont je désigne la surface par Y et le volume par Z :
Si par rapporta un point arbitraire 0, regardé comme pôle commun^ l'on construit n surfaces a y «', s", etc., respectivement semblables aux surfaces données, et telles que tous les rayons vecteurs homologues soient dans le même rapport
— et pour chaque couple de surfaces sembbbles; dès lors, les surfaces «, «', s'\ etc.,
se couperont entre elles et détermineront un corps polyédrique ( , semblable au corps T.
Désignant par y la surface et par z le volume de ^, par X et x, deux cordes homologues de T et <, Ton aura encore :
Y: y:: X' : x' et Z;ï .: X': «»
Si Ton construit par rapport au même pôle comtmm Oj de nouvelles surface^ ^19 ^'i> «'i> 6tc., respectivement semblables aux surfaces S, S^, S", etc. ; mais
telles que les rayons vecteurs homologues soient dans un rapport -7 autre que—,
ces diverses surfaces se couperont entre elles, et détermineront un nouveau corps polyédrique c", semblable aux corps < et T.
Désignant par y la surface et par z le 'volume de t', par X et x\ deux cordes homologues de T et i^ on aura :
Y;y'::X*:ar'* et Z:«'::X«:a?'*
construisant de la même manière les polyèdres c'', tf'\ etc. , on aura i
Y : s : y : y": etc. :: X' : a?« : a?" : x" etc. et :
Z:x:x!:x!' : etc. :: X* : ^r* : j/' : x"^ : etc. d^où Ton tire :
et :
Si donc :
on aura r
et:
i^Y : V^H- V^y+ l/îT+etc. :: î:a: + j:' + a:"+etc.
yz: l/x+l/'z'+ KV'4-etc. ::X:ir+y + x"+ctc. X =ar -|- flt' -f. j:'' -j" ^*c.
Z = [Vi+ V^x'+ V^? + etc.r
On peut donc énoncer les théorèmes suivants :
i* Étant donné un corps polyédrique T, déterminé par Tintersection d'un certain nombre de surfaces , si Ton mène une droite arbitraire et que Ton partage sa partie X interceptée par la surface du corps T, en b parties arbitraires x , x\ x'yeic.j x^. Puis, que sur chacune de ces parties comme corde homol(^ue de X , Ton construise un corps polyédrique semblable à T» on aura :
l"" La surface du corps T est égale au carré de la somme des racines carrées de la surface de chacun des petits corps polyédriques semblables.
2* Le volume du corps T est égal au cube de la somme des racines cubiques des volumes de chacun des petits corps polyédriques semblables^
8* Si Ton trace sur une surface S , un polygone arbitraire P ; si l'on mène une
droite arbitraire et qaoD partage aa partie X interceptée par le contour du polygone en^ parties arbitraireax, a/, «'', etc«, af ; puis, que^ur chacune de ces parties comme corde homologue de X^ l'on construise un polygone semblable au polygone P ; Ton aura :
L'aire du polygone P, est 'égale au carré de la somme des racines carrées de Taire de chacun des petits polygones semblables.
EXEMPLES
Premier exemple. Étant donnée une sphère du rayon R, si l'on partage une corde
X de cette sphèreen b parties arbitraires x, x\ af\ etc., ^. Puts^ que sur x comme
corde, l'on construise une sphère du rayon r = ^ ^; ^uf ^' une sphère du rayon
r'=; ~ x'; sur x' une sphère du rayon i^ = =r a?**; on aura :
l"* La surface de la sphère R est égale au carré de la somme des racines carrées des b surfaces sphériques construites sur x, x^ x'\ etc., x^.
2"* Le volume de la sphère R est égal au cube delà somme des racines cubiques des volumes des b sphères construites sur x, a:', x^'etc, x^.
Deuxième exemple. Étant données deux sphères concentriques , la première du rayon A , la seconde du rayon B, si l'on suppose un cône du second degré, ayant son sommet au centre commun , 'û coupera la première surface sphérique suivant une courbe fermée F , et la seconde surface sphérique suivant une courbe fermée /.
Les deux courbes F et /seront semblables.
Je désigne par Pie tronc sphéro-conique, intercepté par les deux sphères.
Si ensuite on suppose deux séries , chacune de n sphères eoncentriques aux prermères , et ayant pour rayon la premièns série a, a\ a'\ etc., 4i*; la seconde série '^, b\^"j eic., é* ; «éésignant-par p le tronc sphéro-conique imerceplé par les deuxsphèKisaet ^; par y, celui intercepté par les deuK sp(bère6,<x'et6'; etc., etc., et par fT , celfri inlerceplé f)ar les deux sphères a" et é"" ; on aura : si A=a+a' + a"-heic., •+• a% etsienfliéiiie'teiBips4l^==6 + ^'+^''-f-'Ctc.,+ ^":
i*La!Surfacetde Pestégaleau carré4e la somme des racines icarrées de chacune des surfaces p, p\ f^\ cic., p*.
S'^.Le volume^e PesJt^al au cobe^le la somme des racines cubiques de chacun des volumes p, p\ p", etc., p*.
mmm^m
PROPRIÉTÉS DES FOY£RS DES SECTIONS CONIQUES
M. Chasies, dans son mémoire de géométrie pure sur les lignes et surfaces du second degré, publié dans le tome Y des actes de T Académie royale des sciences de Bruxelles , démontre , à la page 33' , ce théorème remarquable.
«Tout plan mené par un foyer d'une surface de révolution, la coupe suivant » une conique qui a pour foyer celui de la surface , et pour directrice Tintersec- » tion du plan directeur de la surface par le plan de la courbe. »
Il n'a pas donné le lieu géométrique du second foyer de la section , sans doute parce que cette recherche n'entrait pas dans le cadre de son travail.
En y réfléchissant un peu , on trouve fue ce lieu géométrique est une surface du second degré, ayant pour sommets les foyers de la surface donnée, et qu'elle est semblable et concentrique i cette .su riace4aunée.
Ce résultat se déduit sur-le-champ du théorème suivant et qui est connu :
Si Ton a deux surlaces du second degré semUables et concentriques, et si Ton mène une sécante arbitraire, ses parties interceptées entre les deux surfaces sont égales.
Le ihéerème sur lequel ^ait fondée .la «cuMftnicAioa é'$Ê»e hsj^eAeie , «dooton oOttMtt un .point et les âsjmiptotes , ^n'est qo'^uft eM particniîer «de te théorème général .
n E^ctraît de U Gorreipoiidincc iiuahëmaUqiie et phgMiqwe ,|>iibUépar M. ftnételet, t. V(1829).
SUR LES PROJECTIONS STÉRÉOGRAPHIQUES
Dans le tome I**, page 77, de la Correspondance de l'École polytechnique, publiée par Hachette , on trouve la solution du problème suivant :
Étant donnée une surface du deuxième degré , si fcéil est placé à Cune4es exlrémUés du diamètre conjugué <Cun des deux plans des sections circulaires ^ toutes les courbes planes de la surface seront aperçues sous la forme circulaire sur ce plan.
Le problème des projections 'stéréographiques, qui était connu depuis longtemps pour la sphère 9 fut en 1804 proposé pour Tellipsoîde par Legendre, et reconnu exister pour les surfaces du second ordre, par Hachette. (Voir la Correspondance de TÉcole, tome I, pages 76-80.)
Dans ce Mémoire, je me propose d'envisager le problème des projections sléréographiques , sous son point de vue le plus général, et de résoudre, dès lors , la question suivante :
Quelles sont les surfaces engendrées par une courbe C donnée ( à simple ou à double courbure) y telles que dun point de t espace ^ la courbe génératrice G soit toujours ^ en ses diverses positions ^ aperçue sous la forme dune courbe G (satisfaisœtt à certaines conditions déterminées) , un plan étant le tarleau $ur lequel la courbe G sera tracée ( le
O Extrait dn Journal de l^Ecole polytechnique , 36* cahier , septembre 1837.
tableau éUmi d ailleurs invariable de position et la courbe génératrice G pouvant varier de grandeur suivant une loi dépendant de la loi de son mouvement ) .
La solution du problème précédent dépend de celle d^jn problème que l'on peut énoncer de la manière suivante :
Étant donnée une courbe G (à simple ou à double courbure ) , déterminer le lieu des sommets des cônes qui y ayant la courbe G pour base {ou directrice) commune j seront chacun coupés par un plan donné de position , suivant une courbe satisfaisant à certaines conditions géométriques.
Ainsi: désignant les divers cônes par S, S', S'', ... et leurs sections respectives (par le plan invariable P), par G, G\ G*\ ... toutes ces courbes de sections devront satirfaire aux mêmes conditions géométriques.
Je commence par résoudre le problème pour un cas parUculier, et je suppose dès lors : 1** que la courbe G étant un cercle, les courbes G, G', G", ... seront aussi des cercles.
Je suppose ensuite : 2^ que la courbe G étant un cercle, les courbes G, G', G", ... seront des hyperboles équilatères dont l'un des axes sera parallèle au plan horizontal.
Je résous ces deux questions en cherchant à priori les courbes lieux des sommets des cônes 9 m'appuyant dans le premier cas ^ sur la propriété des sections anti-parallèles 9 et dans le second cas^ sur ce que la section hyperbolique d'un cône du deuxième degré a ses asymptotes parallèles aux deux génératrices formant la section faite dans ce même cône par un plan passant par son sommet et parallèle au plan de l'hyperbole de section. Chemin faisant, je montre qu'il suffit de trouver, par Vanalyse^ la courbe lieu des sommets des cônes, et que cela fait , on peut : i* au moyen de Vanalyscj trouver Téquation de la surface 2 engendrée par la courbe mobile et variable G ; 2** au moyen de constructions graphiques, déterminer la forme de la surface !•
Je résous ensuite la question dans toute sa généralité, et je fais voir que le Ueu des sommets des cônes peut être situé sur m surfaces (si les conditions auxquelles la courbe G doit satisfaire conduisent à m équations), ayant préalablement montré comment on doit établir ces équations.
Ce problème offre un exemple de la méthode mixte , méthode qui consiste à employer, pour arriver à la solution définitive d'un problème proposé, tantôt Vanalyse et tantôt les constructions graphiques.
Ce problème a aussi l'avantage de faire repasser aux élèves , et complètement , les diverses parties dont se compose ordinairement un cours d'analyse appliquée à la Géométrie des trois dimensions , car il exige pour sa solution l'emploi de
presque loules les formules d'analyse applkfuée à la géomélrie. Et d'ailleurs, cette question renfermaot un grand nombre de problèmes particuliers ( puisque Ton peut prendre pour la courbe G.une courbe quelconque , et faire varier de diverses manières les conditions auxquelles la courbe G peut satisfaire), offrira un moyen d'exercer utilement les élèves j en leur apprenant à manier avec facilité et intelligence Vanalyêe appliquée à la Géométrie.
Perspective circulaire du cercle.
PROBLÈME PRINCIPAL
Fig. 99. On donne , i^ un cercle G du rayon R situé dans un plan horizontal H ; 2"" un plan V inclihé sous un angle constant et connu g : on demande le lieu des points de l'espace pour lesquels la perspective du cercle G sur le plan V sera circulaire.
Prenons le plan H pour le plan des xz, et la droite suivant laquelle se coupent les plans Y et H pour axe des z.
Plaçons le centre du cercle G sur l'axe des x en O, et à une distance R de l'origine A des coordonnées , de façon que le cercle G soit tangent à l'axe z.
Il est évident que les points cherchés seront tous situés dans le plan xy^ lequel coupera le plan Y suivant la droite AG, en sorte que Ton aura
6Aè = 5
Je suppose que le point M soit un point du plan' xy qui satisfasse à la question.
Le plan xy détef^mine dans le cône qui a son sommet en M , et pour base le cercle G , une section principale BMA.
D'après la propriété connue des sections anti-parallèles, il faudra pour que DA soit la projection d'un cercle, que Von ait :
MAC = lOA, et par suite MAB = MDA.
Désignant par a l'angle MBA , et par y Tangle MAB , on aura :
d'où :
tang a 4- tang 6 tang 7 = — 2 — ! 2 —
" 1— Uuigataog6
Comme Tangle 6 est supposé connu, nous poserons m = tafng S. On aura donc :
m + tang a
1 — «i. tftng a
Prenons maintenant les équations des deux droites AM et MB , on aura :
pour AM :
y = — tang7 .m, (2)
pour BM :
y = tanga(a?+2R); (3)
on a donc ainsi trois relations dans lesquelles il n'entre que deux indéterminées, savoir : tang a et tangy.
En éliminant donc tanga et tang y entre les trois équations (1), (2), (3), on aura pour équation finale celle du lieu cherché.
Effectuons l'élimination :
de (2) on tire :
tangy = — ^
de (3) on tire :
tanea = — =-
substituant dans (i), on obtient :
Réduisant , on a :
y tfiy^ ^m(a; + 2R) + y ^
ar"^a?(ar + 2R) a;-f2R
ou :
— yo? — 2R.y + fiiy'=fiiâ?' + 2fiiR.âP + ay
ou enfin :
my*— 2âpy — mar* — 2^^ — 2R.m.â? = 0 (4)
Cette équation est celle d'une hyperbole et même d'une hyperbole équilatére, puisque les coefficients des carrés des variables sont égaux.
Si Ton fait y = 0 dans cette équation , on obtient :
a? (a:-|-2R)=:0; donc a? = 0 et j: = — 2R
Ainsi la courbe passe par les points A et B.
Transportons l'origine au poinl 0 y milieu dé AB et centre du cercle C ; pour cela, il suffît de remplacer dans Téquation (4), â;par x-^R^ et Ton obtient, tout calcul fait :
my* — 2xy — ituf -}- mR* = 0 (5)
Cherchons maintenant la direction des axes de cette hyperbole équilatère. Appelons o l'inclinaison du nouvel axe des x sur l'ancien ; les formules de transformation des coordonnées à employer sont :
5J = x' co8w — y* . sinw y =3 a^ sinu + y* • cos«
Substituant dans l'équation (5), et ne considérant que le coefficient du rectangle, on trouve pour sa valeur, laquelle doit être nulle pour faire disparaître le terme en xy ,
2 m . 8in2u — co$2(tf = 0 d'où : ^
En formant les autres coefficients , l'équation définitive est
( 1 + m*)y*— ( 1 + »»•)«• + mR' V/T+m" = 0 ou :
- , , ifiR* ^
y" — ar" + > = 0
et comme :
une ^
il vient enfin :
Vl + m*
a?* - y* = R'sinS (6)
D'après cette équation on voit que tant que S est plus grand que iSO"", Taxe imaginaire de l'hyperbole est dirigé ^0i«ant le nouvel axe des x, et qu'au contraire c'est l'axe réel qui est ainsi dKrige, lorsque S est plus petit que iSœ.
La valeur.de chacun des axes de la courbe est : I^R' sin €.
Ainsi chaque axe est moyen proportionnel entre R ( rayon du cercle donné G), et R sin6 ( qui est le sinus de l'angle S, pris dans le cercle G). En se rappelant que l'angle 2ûi> est le complément de l'angle 6, on voit que la solution du problème proposé peut être énoncée ainsi qu'il suit :
Si Ton mène par le centre du cercle donné G un plan P perpendiculaire au
plan y (donné pour tableau) y le lieu des points de vue dans ce plan P est une hy-^ perbole équilatère , dont 1* le centre est le centre du cercle C ; dont 2*" le diamètre du cercle G est un diamètre ; dont 3"" l'axe imaginaire divise en deux parties égales Tangle complémentaire de l'angle 6, angle d*inclinaison du plan V et en suppo* sant que cet angle S est plus petit qu'un droit ; dont 4° la valeur de Taxe est une moyenne proportionnelle entre le rayon R du cercle donné C et le sinus de l'angle 6 (ce sinus étant pris dans le cercle G).
Si le plan donné pour tableau était perpendiculaire au plan du cercle donné G , alors singeai , et l'équation du lieu cherché serait :
équation d'une hyperbole équilatère , dont le centre est au centre du cercle G, et dont l'axe est précisément égal au diamètre de ce cercle C.
L'équation (5) , trouvée précédemment , a été obtenue en supposant que le plan du cercle G est le plan des xz. Il convient pour les recherches ultérieures de changer la direction des axes, et de les choisir de manière à ce que le plan du tableau soit vertical , et à ce que le plan du cercle C soit incliné.
{Fig. i.) Désignant donc l'angle C'Oy, complément de l'angle G'OB, par (p.
En employant les formules :
x=x' coa f — y' . sin ^ y=zx' sio y+S' ^508y
on passera des axes rectangulaires Ox et Oy aux axes rectangulaires OG' et OD'. Substituant dans l'équation (5), on aura :
— Ssin^oosf
— mcos*r
-j-28in7C087 — msin*^
y'*+4fn8iii7C08f
a?y-MfiR"=0
et comme :
on aura :
tang 6=m et que 6 -[- f = 90°
8ing7 =
Ainsi on a :
et co8ç =
a?'y'4-mR" = 0
el en réduisant, oo a :
et enfin :
my'« — ma?'*+2xy +mR*=0 (8)
Le cercle G se trouve projeté sur le plan x^ (qui est le plan de Thyperbole équilatère ) , suivant la droite AB , son centre étant en 0 origine des. coordonnées.
yérifions , si l'équation (8) est satisfaite par les coordonnées des points A et B.
Se rappelant que 0B= R, on aura :
L'ordonnée y du point B =? R cos 6 et l'abscisse x du point B=: — R sin 6 ;
el comme :
taBg6=:m -
on a :
006 6 =3 " et sin 6 =
Ainsi :
R Rm
et a!^ —
Substituant dans l'équation (8) , on doit avoir :
mV m'R* 2inR'
Ce qui a lieu en effet, car en chassant le dénominateur on trouve :
mR* — m^R* — 2mR- + mR'+ m^R" = 0
On doit remarquer que l'équation (8) ne diffère de l'équation (5) que par le signe du terme en xy.
" Constructions graplàques.
K i. Supposons sur le plan horizontal H une série de cercles concentriques:
C du rayon R C — R' C" — R" etc.
et dans un plan vertical P, passant par le centre commun , traçons les diverses hyperboles dont les équations seront :
Pour le cercle C , x^ — y' = R' équation de Thyperbole A
— C, X' — y'=.R"' . — — A" etc.
Traçons dans le plan P une courbe arbitraire d qui coupera les hyperboles
A au point a
etc.
Supposons que l'on joigne le point a avec chacun des points â^ a'... par des droites y et que par le centre commun o des cercles, on mène dans le plan P des droites respectivement parallèles et égales en longueur :
om parallèle et égale à oa om — aa
etc.
Les divers points m, m\... seront situés sur une courbe i' qui sera identique à d. mais tournée en sens inverse.
Supposons maintenant que le cercle C! et son hyperbole A' se meuve parallèlement à la droite aa' jusqu'à ce que le point a' se confonde avec le point a; le centre o du cercle G' arrivera alors en m, et le cercle G' restant parallèle au plan H , se sera transporté en la position G', ; faisant mouvoir de la même manière les divers cercles tracés sur le plan H, on aura, dès. lors, une suite de cercles hori^
zontaux:
G du rayon R ayant son centre en o
etc.
qui formeront une surface ( qui pourra être considérée comme engendrée par un cercle horizontal , dont le centre se meut sur la courbe i^ son rayon variant suivant une certaine loi , et cette surface X, sera telle , que chacune de ses sections circulaires (horizontales) , seront aperçues du point a (cfomme point de vue) sous la forme circulaire; le plan du tableau étant un plan vertical V perpendiculaire, el au plan H et au plan P.
Constructions graphiques.
N"" 2. Supposons dans le plan horizontal H une droite D , et par cette droite une suite de plans N, N', N" ..., faisant avec un plan vertical Y (passant par cette même droite D) , des angles 6, S\ &' j ... dont les tangentes trigonométriques seront m, m\ m''.. ; prenons sur la droite D un point fixe o, et menons par ce point un plan P perpendiculaire à D.
Traçons ensuite dans le plan N un cercle G du rayon R
etc. .
tous ces cercles C, C\ C ... , ayant pour centre commun le point o. Traçons ensuite dans le plan P les diverses hyperboles dont leis équations seront :
Pour le cercle C : mj/" — mx* + 2xy + mR" =0 , hyperbole B — C : my — m'x* + ^xy + m'R'' = 0 , — B'
etc.
Traçons dans le plan P une courbe arbitraire i qui coupera les hyperboles :
B au point b B' — 6' B'' — b"
et achevons les constructions ainsi qu*il a été expliqué au n* i.
On obtiendra une surface ( qui pourra être regardée comme engendrée par un cercle dont le rayon variera suivant une certaine loi , son centre parcourant la courbe d' (égale et symétrique à d) , et dont le plan restant perpendiculaire au plan P, fera, avec le plan horizontal, un angle variant aussi suivant une certaine loi.
Et cette surface ( sera telle que son cercle générateur sera (en chacune de ses positions) aperçu sur le plan V (pris pour tableau) , et du point b (pris pour point de vue) , sous la forme circulaire.
Constructions graphiques.
N"* 3. Sur le plan horizontal H prenons un point fixe o ; élevons par ce point o une droite K perpendiculaire au plan H.
Ensuite par lé point o menons dans le plan H une suite de droites D , D', D'', D%... telles que :
D' fasse avec D un angle a dont la tangente trigonométrique sera n D ' — D - «' - — n
etc.
Enfin, faisons passer :
Un plan N par la droite D et faisant avec la droite K un angle 6 — N' — D' — K — r
etc.
les angles 6, S", 6",..^ ayant respectivement pour tangentes trigonométriques m , m\ m"... Traçons ,' dans le plan N un cercle C ayant son centre en o et pour rayon R; dans le plan N', &n cercle G' ayant son centre en o et pour rayon R';
Et ainsi de suite.
Enfin feisons passer par la droite K une suite de plans :
P perpendiculaire à la droite D et dès lors perpendiculaire au plan N P' — _ D' — — N'
Traçons dans le plan P Thyperbole B qui correspond au cercle C
etc.
Ceta fait :
Coupons le système des hyperboles B, B', B",... par une surface arbitraire A.
Cette surface A coupera Thyperbole B au point b ^ — B' — b'
etc.
Supposons le point b fixe ( le choisissant pour point de vue) , et faisons mouvoir les hyperboles ainsi que leurs cercles respectifs de la manière suivante :
L'hyperbole B' parallèlement à la droite 66' — r — 66"
etc.
point b :
' Le cende C aéra vcma en C, et fion 'oeniire en p
— C" - C." - p" etc.
Les points fr» b\ b'\ b"\... étant supposés situés sur une courbe à double courbure y, les points o, p, p\ p", p"\«.. seront situés sur une courbe y', égale et symétrique à y.
Et tous les cercIesC,, €,-, C/'..., formeront une surface {; qui pourra être considérée comme engendrée par un cercle mobile, dont le centre parcourt la courbe à double courbure / et dont le rayon Tarie suivant une certaine loi, son plan faJsadt avec Ja verticale Ket une di?oileii^e .tracée dans le>plan hortzontal H<y des dQgjes variant aussi suivaiu u^e ceitaiae loi.
Et cetle surÊM^e ( sera tell0 (|ue ^&of)i ^e^cte .géoécaiitfpir sera ep6rçuc(ien oh^cune de ses positions) du point de vue, sous la forme circulaire, le, plan 4\k tabUau étant le plan horizontal H .perpendiculaire à la droite K et le point fixe b étant pris pour point de vue.
On (pourra donc toujours , as tiioyen des «on^racfions graphiques précédentes , faire uncépure qui permette de construire exactement la surface Ç. Mais si Ton veut connattre les propriétés géométriques de cetle surface 2;, il farudra avoir recours À Vanaly$e,f aÇn d'obtenir tm équaâm. Toutefois,^ à la fin de ce mémoire, nous reviendrons sur les constiructions graphiques, en ce qui concerne la surface {;, lorsque la courbe lieu des centres des oercles horizontaux est une droite , auquel cas la surface ( est une surface du deuxième degré.
Nous aurons alors l'occasion de montrer que Ton peut par les coBfitrucLions gr^pbique^i irouver plusieurs de^ nésuitats- obtenus |iar /I'cbmp^m, let euriout reconnaître avec facilité les cas où le point de vue sera ou non situé sur la surface (, quelle que soit d'ailleurs cette surface, la courbe lieu des centres des cercles étant une courbe arbitraire.
Solution analytique. Supposons les divers cercles horizontaux C, , C'i, C. ,
ayant leurs centres situés sur un Méiitt>'(tlaiii nerlèsak
Désignons par a et 6 les cooNbnnces du ceolre du cercle C, , et par II son rayon ; par à' et 6' les coordonnêM du centre du cercle C\ , et par R' son rayon ;
Et ainsi de suite.
— ut —
Les équations des hyperboles seront :
Pour !e cercle C',
etc.
(oî— a)'— (y— ô)*=R'
Toutes ces ériuations devront avoir une solution commune pour que les hyperbole» qM*elles représentem passiM par un meuve poitar (lequel seva le pomt de yueh).
Désignant par x' et y lés coordonnées du point de vue , on devDa- afvoir :
équation dans laquelle a , 6 et r seront des indéterminées. On pourra donc supposer :
V Que r est constant, et alors l'équation (9) sera Téquation d'une hyperbole équilatère dont le poiat de vue sera Je centre.
Um coAStr uetÎDii -gfapbkme conduit au mâiae résultat.
En effet (fig. 100) : '
Si Ton suppose un cercle C du rayon r situé sur le plan horizontal , son centre étant en m» et l'origine des coordonnées en a.» de- sorte quet ma=r] construisant rbyperbole A , on voit que si Ton prend sur cette courbe A , une suite de points bj Cj d,.'* 6t un point fixe o (comme point de vue) , et qu'ensuite on mène par le point m les dcoites :
ma! parallèle et égale à oa mb' — ^ ob^
me' — oc
etc.
les points a'» 6', c',... serottt fies centres des divers cercles horizontaux ayant un rayon constant r, lesquels cercles seront vus sous la forme circulaire du point o (comme point de vue), le plan du tableau étant vertical et perpendiculaire au plan de l'hyperbole A.
Et il est évident que la eo»nbe. A'j^ Ura d^s. pn^ts a'> b\ c!^... sera une hy|H^rbole égale à l'hyperbole A.
Car la courbe A ne sera autre que h courbe que nous avons désignée par j, et la courbe A' ne sera autre que la courbe que nous avons désignée ci^dessus par ^v
On pourra supposer :
2* Que : r=^|/ (a, 6), ou que r" = /(a), ou que r'ssF (6) ; et alors les équations :
ou
ou
seront exiles de la courbe lieu des centres des cercles horizontaux et de rayon variable y lesquels cercles seront vus du point dont les coordonnées sont, x' et 9 sous la forme circulaire.
On pourra supposer :
3* Que 0c et S sont liés par l'équation 6=9 (a), ou par Téquation a=:4|(6); et alors on aura Téquation
ou l'équation > (10)
A chaque valeur de a ou de 6 correspondra une valeur de r, de sorte que l'on pourra construire la courbe lieu des centres 6=9 (a) ou a=$(S), et ensuite calculer au moyen de Tune ou l'autre des équations (10), la longueur des rayons de chacun des cercles horizontaux.
Ainsi, au moyen de ce qui est dit n''2 , on peut se donner la loi suivant laquelle varient les rayons des cercles horizontaux , et Ton déterminera la courbe lieu des centres de ces cercles ; et réciproquement ^ au moyen de ce qui est dit n* 3, on peut se donner la courbe lieu des centres des cercles horizontaux , et Tune ou l'autre des équations (10) donnera la loi suivant laquelle les rayons de ces cercles dçîvent varier de grandeur.
Cherchons l'équation de la surface 2 dans l'un et l'autre des trois cas que nous venons d^ examiner.
Premier ar«. On aura : ' v
(af — «)* — (y' — e )• = r* ( r ëtaot ooMtant )
Les équations d'un cercle horizontal et du rayon r, seront :
y = S et (a: — a)' +*• = r*
Éliminant a et g entre ces trois équations , on aura :
[^_ (X - V/r» - «Ml" - ( »' - ï/ = ^ (il)
équation qui sera celle de la surface 2.
Supposant 2 = 0, on âara la courbe méridienne de la surface 2; en d'autres termes la courbe section de cette surface 1 par le plan de l'hyperbole A', lieu des centres des cercles.
Ainsi , on aura :
Et en réduisant :
( or' — a: )• -I- 2 { a;' — a: ) r - ( y' - y )• = 0
équation qui est satisfaite par x-s=i x' et y = y'.
Ainsi le pointée vue est situé sur la surface 2.
En développant et ordonnant l'équation (12), on trouve :
a:' — j* — 2j: ( a?' -f r ) + 2y . y' + a:'' — y** '+ 2rar' = 0 (13)
équation d'une hyperbole équilatére égale à Thyperbole A'. Et, en eflfet, il est évident que la courbe (13) ne peut être autre que l'hyperbole A' que Ton aurait transportée parallèlement à Taxe des x, chacun de. ses points ayant parcouru une droite égale à r ( ainsi que nous l'avons vu plus haut ).
Deuxième cas. On a :
et Ton suppose que r' = 4/ ( a , € )•
Les équations d'un cercle horizontal seront :
y = 6 et ( a? — a )• 4- «• = r*
Pour avoir l'équation de la surface 2, il faudra éliminer a, S et rentre ces quatre équations.
Ou bien éliminer a entre les deux équations suivantes :
(a^-ar-(ï' -»/=+(«,») 1 . (14)
en sorte que le système des deux équations (14) représente la surface demandée 1.
Et en faisant 2=0, pn aura :
(ar'_,)--(y' -.,)•=+(«, y) I '
et le système des deux équations (15) donnera, après l'élimination de a 1 l'équation de la courbe méridienne.
Appliquons ce qui précède (3* ooft) à qualtioes» exemples.
V SoppodMfS que r* =<p (a , 6)î=:flf' 4- 6". Alors j posant les trois équations :
y :=:6 et (« — ar+a;*=«'+6'
et éliminant entre elles a et 6 , on aura :
x'+tr+**-^' ^ -|-y'-x" = 0
pour l'équation de la sur.&ce2* Faisant 2= 0, on aura :.
^* + »*-?•. aïyH-y'*-a5'*=0
pour l'équaeion de la courbe m^rtdieiim.Cettecourbe sera une ellipse si Ton a : —, < 0, une hyperbole si l'on a : =-, >0^ et une droite passant par yorigîiie des eocrdonaéet, si Ton a : ^=:1 ; car, dans ce dernier cas, on a : x=iy.
oc
La surface 2, dans les trois cas, sera une surface du 2* degré.
La courbe méridienne sera, dans les trois cas , une hyperbole équilatère, et le point de vue (x, y') sera situé sur la surface 1 , puisque notre équation est satisfaite par x=:x' et y=:y[* (Plus loin nous reviendrons , en détail, sur cette question.)
Suppose]
ou que :
alors :
ou :
!• Jt'(ie'— 9«)— (y' — €)• = 0 2* (a:'— a)'— y (y' — 6)= 0
sera l'équation de la courbe lieu des centres des cercles. Cette courbe est dans l'un et l'autre cas une paraMe.
3"* Supposons que :
ou que :
afof s '
ou :
sera l'équation de la courbe lieu des centres des cercles.
CetCe:£ûU9be esieacefetdaasiPun^et Feutre oa^'une^pepr^of^e. Si^d^après ce qui a été dit n"^ 2eti3 on «hecdiak la^courbe méridienne j on trouverait que cette courbe est aussi une parabole.
On pourrait multiplier les exemples; mais ce qu'on vient de dire suffit, vu l'objet qu'ott's'est proposé en écrivant celMëmoîre.
TroUième cas. On ^:
et «=9 (6) pour l'équaftionde la cQvebe lieu des centres des cercles horizomaux. Les équations d'un cercle horizontal seront :
ÉKmtMifttœ , 6 «t^r^enfre ees quatre équations, on aura celle de la surface 1, Cette élimination faite, on a :
en réduisant, on a :
j:'[a?'-2.y(y)]-a:[x— 2.y(y)]— (y'~yr-z' = 0 (1«)
poikr l'équaUoin deJa ^su^race 2 ; Et en faisant zc=:0, on a :
a/[aP'-2.y^y)]-j?[ar-2.ç(j)]-(y'-yr=i0 (t7)
pour l'équation de la courbe méridienne.
Appliquons ce qui précède (3* cas) à quelques exemples. Et 1* supposons que la courbe lîeu des eentres des cercles soit une droite ayant pour équation :
VéqmâiùB ((i4l) d«MÎ<ndra :
y»*|.«j«^a»^^liH4^ ^^je^^ (m^'—y)* +»*'—«"+ 2pjr'==0 (fg) équation qui est satisfaite par :
a?=a?', y=s^ et «=0
en sort^iqMeJb^unfeae^S (W^se paV:le.fK9iiil,4^^ii(«e, et alkest ](danfi<le cas particulier que nous discutons) .cme^surface du 2* degré.
Elle sera ou un ellipiaide k trois axes ;
ou UQ hyperbolcade à deux nappes et à trois axes; ou un parabobtde elliptique.
Si dans 4'équation (18) on suppose (pour simplifier les calculs) que p=0 , et si Fon cherche les coordonnées du centre delà surface 1 , on trouve pour l'abscisse
— 7- , et pour 1 ordonnée u = ^-^ , et 1 on voil de suite que vei u
satisfont à l'équation a=mg (équation de la droite lieu des centres des cercles). Ainsi le centre de la surface 2 est sur la droite lieu des centres.
Ainsi , les plans des cercles ont pour diamètre conjugué la droite lieu des centres de ces cercles.
Si dans Téquation (48) on suppose s=0, on aura l'équation de la courbe méridienne j laquelle sera :
y* 4- ^' — 2ma?y -f- ... = v
Cette courbe sera une ellipse, ou une hyperbole, ou une parabole , suivant la valeur attribuée à m.
Ainsi, si : m' — 1 ;=:0, on aura une parabole.
— si : fil" — i>0, on aura une hyperbole.
— si : m* — 1 <0, on aura une ellipse.
Si m' — 1=:0, et alors m ==b 4 , et Ton voit, de suite, que v et» sont infinis. Cherchons Féquation de la droite qui unit le centre («, v) avec le point de vue (x\ y') ; on aura :
Réduisant , on trouve :
y— îf'=m(«— «')
en sorte que si la droite B {lieu des centres) fait avec Taxe y un angle aigu dont la
tangente trigonométrique est m , la droite G qui unit le centre delà sur&ee 2 et le
t point de vue fait avec ce même axe un angle dont la tangente trigonométrique est --•.
Cette dernière droite G est donc perpendiculaire à une droite B' qui ferait avec Taxe des y un angle dont la tangente trigonométrique serait (-^m).
Il est facile de reconnaître sur^-le-champ que la droite G n'est autre que le diamètre conjugué du tableau (le tableau étant un plan diamétral de la surface 2).
Cherchons maintenant la valeur dts axes de la surface 2.
En faisant 2=0 (ayant fait , préalablement, p=:0 pour simplifier les calculs)^ dans Téquaiion (48) , on aura Téquation :
qui sera Téquation de la courbe méridienne de la surface 2.
Les axes de cette courbe seront deux axes de la surface. Transportons Torigine des coordonnées au centre de la courbe. I/équation deviendra :
COS
— 2m8inuco8u>
— 28iii(i>oo8a> -|- 2m sin' ta — 2m COS* 6»
xff — A = 0
H faut donc poser, pour que le terme en xy disparaisse :
— co8'u)-|-8in*» = 0 , d'où 8m(D = co6u) = \ / -^
L'équation de la courbe deviendra donc :
(l+m)y' +(1— m)ap*— A = 0
et on voit que quel que soit m, l'un des axes de la courbe méridienne fera avec Taxe des x ou le plan des cercles , un angle tù égal à un angle demi-droit. Les demi-axes de cette courbe méridienne seront donc :
Vt^' ** \/îè
et comme :
est réquation de la surface 2 rapportée à ses axes et à son centre , le troisième
demi-axe de la surface sera égal à : |/a.
— us —
Àirtëi leÀ trois ates dé la surface seront entre euX côttime sont entre eux les nombres ou quantités :
1 et — .■ ■ ■ — et ■ .!■>
et en vertu de ce que le plan dû iabteùu est pei^pendiculaife aux }^léhs dés sections circulaires, et que l'un des axes de la surfoce 2 divise en deux panies égales cet angle droit , il s'e'nsUit que le plan du UÈbtmu sera parallèle aux pians des deuxièmes sections circulaires.
Ce qui précède n'a donc lieu que pour une surface dont les plans de première et de deuxième sections circulaires soèt rectangulaires entl'e éùx, auquel cas les axes de cette surface sont entre eux dans le rapport indiqué ci-dessus.
Remarquons y que A sera positif, si (1 — m) est positif, ou en d'autres termes si (1 - m) est plus grand que zéro et qu alors la surface î sera un ellipsoïde ; que A sera négatif, si Ton a(1 — m)<Oet qu'alors la surface 2 sera un hyperbo- Unde à deux nappes : car le coefficient (1 — m) de x^ étant positif ou négatif en
même temps que A, dès lors l'équation de la surface 1 ne pourra se présenter que sous les deux formes suivantes :
Py* + î*" + ** = ^ ou qx* — py' — a* s= A
on voit de suite qu'il doit exister un résultat analogue pour le paraboloide elliptique.
Mais ces résultats n'existent, ainsi qu'on vient de le dire, que pour des surfaces particulières, et ainsi pour celles dont les aies sont entt*e eux dans un rapport déterminé, en Vehu de ce que Ton a assujetti le tableau à être perpendiculaire aux plans de leurs sections circulaires.
Mais, quels que soient les axes de la surface, il doit exister un résultat analogue , si l'on suppose que le tableau fasse un certain angle avec les plans des sections circulaires , et en effet :
Supposons que les cercles soient horizontaux , et que le tableau fasse avec le plan horizdnial Un dngie dont n soit la tangente trigonométrique.
Nous aurons l'équatioD de condition :
L'équation de la droite lieu des centres des cercles sera : et lés é^ùiatrofafs dû cei'cle mobile seront :
y =6 et (« — a)* 4-Z* rrrr*
Par rélimi«»tipp de flt, 6 et r' ep^pe cep qualre équaliions, on trouve :
équation qui sera celle de la surface 2. •
Si Ton fait 2:=:0» on aura l'équation de la courbe mérviierme. Cette équation sera , après avoir effecmé les réductions :
Celte équation sera satû^faîte par ^ = a;' et ;/ c=? / : $iinsi le pot^i de vm est
situé sur la surface 2.
Cette courbe sera , en supposant q^ue m est constant : une ellipse si l'on a :
une Ityperbole si Ton a :
fine parabole si Ton a :
Si l'on cbercfae jes coordonnées du 4^ntDe de cette courbe, on troui^e que Tor-
doiHiée :
_ ai'imn + j) + ^ (»> "- V'I ~" tn^n+^m — n
et que l'abscisse :
_m[a/(mn + t) ^- y (m ^ n)]
et Ton voit, que ti et v satisfont à Téquation as=3f?i6, de la droite lieu des centres. ( Ce que nous devions prévoir par ce qui précède. )
Cherchons l'équation de la droite qui unit le centre (u, v) avec le point de vue
Cette équation sera :
, a?^(mn4-l) + y'(m — n)
Il l/ =2 (x — x)
nCn ^%m—n
en réduisant on trouve :'
, mn-f- 1 , .
Mais Ton doil se rappeler que m est la tangente trigonomélrique de l'angle que la droite lieu des centres des cercles fait avec l'axe des y, et que n est la tangente trigonométrique de l'angle que le tableau fait avec Taxe des x. Nous devrons donc
remplacer m par — , et l'on aura :
or , désignant par y l'angle que le plan du tableau fait avec Taxe des x^ et par i l'angle que la droite lieu des centres des cercles fait avec ce même axe, onaura :
tang(7
tang7 — tang^ m
1 +tang7tang* 1
ainsi l'on aura :
0? — a?' = taiig(7— *) (y — y)
Cette droite sera donc perpendiculaire à la droite ayant pour équation :
y —V = — taBg(7 — J) (a? — a/)
Ainsi , en faisant tourner autour du centre de la courbe méridienne l'angle formé par le tableau et la droite D lieu des centres des cercles , jusqu'à ce que la droite D se superpose sur l'axe des y, la droite unissant le centre (ti, v) et le point de vue {x'j y) sera perpendiculaire à la nouvelle position occupée par le tableau i
AlU moyen d'une figure, il est facile de reconnaître que la droite unissant le centre {u, v) et le point de vue (x\ y') n'est autre que le diamètre conjugué du plan du tableau (le tableau étant un plan diamétral de la surface 2).
Si l'on suppose que le tableau est perpendiculaire au plan du cercle , on devra
poser : »=0-
Et l'équation de la droite passant par le point de vue, sera :
résultat trouvé précédemment.
L'équation de la courbe méridienne rapportée à son centre , sera :
B étant une fonction de (m , n , x\ y).
La surface 2 sera un eUip9<nde à trois axes, ou un hyperboldide à deux nappes et à trois axes , ou un paraboUnde elliptique.
Cherchons maintenant l'équation de la courbe rapportée à ses axes. En employant les formules connues pour passer d'un système rectangulaire à un système rectangulaire , on aura
2m\ . , — *) sm ti n /
-f-coe* w — 2m smb) 008 01
ti8inta>cos
Ismoicosw
^- 2 sin (i> €06 «> -1- am ain* *»
-)- 2m cos' »>
Pour faire disparaître le terme en xy, on devra poser :
ou:
d où :
dès lors :
et comme :
on aura :
d'où:
d'où:
^ sin 2tti ( — j 4- 2m 008 2t» s 0
tang 2v) = n
2 sin (•> 008 •» = sin 2^) =
2 tango»
tang2«»== ; 2_.
^ l--tang*«>
tang* •» + - tang u — 1=0
tangw=:i ±: - l/n*+i
n'+ (l ±i\/7+i) 2 (»•+ 1 dtV/n'+i )
Mais dans Téquation de la courbe, remplaçant sin' o par (1 — cos* co) y on aura :
Remplaçant cos ' a> par sa valeur, on aura :
\ » ii'+idzV/n'+l/ \ n'-}- 1 ±\/«'+ i/
de sorte ^e les trois demi-axes de l'elUjMoide ou de l'hyperboloide sero«it :
et
Ainsi , étant donnée une surface dent les trois demi-axes seroni P, Q et R , P étant le demi-axe moyen , les équations :
0"= — 1 et K =
dm . nm
serviront à déterminer m et n eh fonction des demi-axes P, Q, R de la surface.
Mais il est inutile de chercher les valeurs de m et de it , le résultat tang m = fi nous indiquant que les demi-axes Q et R de la surface divisent en deux parties égales les angles que les plans diamétraux de la surface, l'un coupant cette surface suivant un cercle et l'autre étant le tableau , forment entre eux.
Ce résultat nous démontre donc que le tableau sera parallèle aux plans des deuxièmes sections circulaires , les premières sections circulaires étant celles dont on demande la perspective.
Nous donnerons à la fin de ce mémoire, les théorèmes relatifs aux surfaces du second ordre et auxquels conduisent les divers résultats précédemment obtenus par ïanalyse; examinons encore un cas particulier, celui où Ton suppose que la droite lieu des centres des cercles a pour équation :
[Ce cas offrant une .particularité, laquelle est la suivante, savoir : que le paraboloîde elliptique .obtenu précédemment, loraque J'on supposait m = i,
se réduit à une droite lorsque m =: ^ et que x'^=iy ( x'j y\ étant les coordonnées du point de vue)];
Si Ton suppose une droite D passant par rori|[ine des coordonnées et le point de vue {x\ y'), son équation sera :
Si l'on suppose une droite lï faisant avec Taxe des y un angle égal à celui que la droite D fait avec ce même axe des y, mais de l'autre côté de cet axe y, ion
équation sera :
Ainsi , en supposant que l'équation de la droite B lieu des centres des cercles est :
on suppose que cette droite B est perpendiculaire i la droite D'* Cela posé :
On voit qu'il suffira de remplacer m par-^, dans les résultats obtenus précé-
demmenty lorsque Ton supposait que la droite lieu des centres des cercles avait
pour équation :
conservant donc les autres notations et, dés lors» n représentant la tangente trigonométrique de l'angle que le plan du toMeau fait avec le plan horizontal (ou les plans des cercles) , on aura pour l'équation de la surface 2 :
Si l'on suppose que :
l'équation sera :
Si Ton suppose que :
l'équation sera :
n= - etap>ou<rir
y^^x^—^.L+y'* — af*+7^z=zO
Si l'on suppose que :
n = — et X == If
l'équation sera :
On doit remarquer que la troisième équation est précisément celle obtenue précédemment lorsque Ton supposait que :
On doit aussi remarquer que la quatrième équation étant homogène, doit représenter une surrace conique dont le sommet est à Torigine des coordonnées; mais pour 2 = 01a courbe méridienne se réduit à une droite dont l'équation est
Ainsi la surface 2 se réduit à une droite dans ce cas particulier.
Les quatre équations précédentes sont satisraites par £ = 0, âp = x, y^^y* Ainsi le point de vue se trouve situé sur la surface 1.
Il est inutile de continuer l'examen de cette question , puisqu'il est évident que nous retrouverions tous les résultats auxquels nous sommes parvenus précédemment en supposant que la courbe lieu des centres des cercles était une droite, ayant une direction arbitraire.
S"" Si l'on suppose dans Téquation (18) que m=09 c'est-à-dire si l'on suppose que la droite lieu des centres soit verticale, et par conséquent perpendiculaire aux divers cercles horizontaux , on obtient :
y' + X* + z' — 2px — 2y ' . y + y'- — ar'* + 2/>a?' = 0 (19)
qui est l'équation d'une sphère.
Si Ton cherche les coordonnées du centre et la valeur du rayon de cette sphère, on trouve que les coordonnées du centre sont 9' et p^ et que le ray(Hi est égal à : X — p si l'on a : x'>p, ou à p — x* si l'on a: j;'<p.
Ainsi : étant donnée une sphère, si Ton coupe cette surface par une suite de plans parallèles, toutes les sections seront vues sous la forme circulaire, le plan du la6/eatf étant perpendiculaire à ces divers plans et le point de vue étant sur la surface sphérique et à l'extrémité du rayon (de cette sphère) perpendiculaire au tableau.
Remarquons que la condition que l'on a reconnu devoir exister pour Vellipstndej savoir : que le tableau fasse avec la droite qui unit les centres des sections circulaires un angle plus petit qu'un angle demi-droit, se trouve satisfaite pour la «pAére, puisque, dans ce cas , le tableau fait un angle nul avec cette droite; de plus, comme la droite qui unit les centres des sections circulaires est verticale , on a m = 0.
En sorte que les trois demi -axes I/'a , V/ ^--7- — , \X — — , deviennent égaux entre eux , et, dès lors , Tellipsoide devient en effet une sphère.
Solution analytique. Supposons un cercle du rayon R dont le centre soit à l'origine des coordonnées et dont le plan fasse avec le plan vertical yz (pris pour lableau), un angle dont la tangente trigonométrîque soit m.
Le plan des xy étant celui dans lequel l'hyperbole équilatère lieu des pointe de
nue se trouve tracée ,
Supposons que le centre du cercle se trouve transporté en un point du plan xy dont les coordonnées seront a:=a et 1/ =6 , le cercle s'étant mû parallèlement à
lui-même.
L'équation de l'hyperbole équilatère sera alors :
,»(y — 6)* — m(a? — a)' + 2(y — 6)(«-a)+mR' = 0 ou
Supposons une série de cercles, on aura les équations :
(îf-6')*-(«-«')* + i(y-*')(*-<^) + R" = o
(sf - vy - (« - «")' + A (y - n (« - «") + R"*=o
etc.
Pour que tous ces cercles soient vus d'un point (x\ y') sous la forme circulaire , il faudra que toutes les équations précédentes se trouvent individuellement satisfaites par y = y' et â^so:'.
Dès lors , l'équation :
(y'-ey- (^ - *)* + ^ ^*'" ^^ ^^'" «)+ r^=o m
sera Téquation de condition qui lie entre elles les quatre indéterminées 6, a, M et r.
Premier cas. On pourra supposer que M et r sont constants, et alors l'équation (20) sera celle de la courbe lieu des centres d'un cercle mobile et de rayon constant et se mouvant parallèlement à lui-même.
On voit de suite que la courbe représentée dans ce cas par l'équation (20) est une hyperbole équilatère ; ce que l'on peut reconnaître à priori par une construction graphique , ainsi que nous l'avons fait déjà voir lorsque nous avons traité le premier problème. ( Alors on supposait que le plan du cercle mobile était parallèle au plan des xz^ ou que M était infini).
Deuxième cas. On peut supposeir M constant et r variable, et dès lors supposer que :
r*= f (a, 6) ou r* = y(«) ou r* = f(6)
et dès lors on retombe sur la question précédemment examinée.
Troitiéme cat. On peut supposer que r soit constant et M variable , et qu'ainsi :
dès lors réquaiion :
+ (a,6)(y'-6)'-*(«,6){a?'.-flt)*+2(y'-.6)(a?' — flt)+r'..K«, 6) = 0 (21)
sera réquation de la courbe lieu des centres du cercle mobile et de rayon constant. Quatrième cas. On peut supposer que :
et que :
Alors les équations du cercle mobile en une de ses positions seront :
et
On dcYra donc éliminer a, 6 , r et M entre les cinq équations (20), (a2X (23)» (24), (25), et l'équation finale sera celle de la surface 1.
Effectuons rélimination :
De (24) on tire :
X^^ oc
VL
Sf — 6
de (25) on tire :
"^ w +' i^rr^r. "•■'
ou
Substituant dans l'équation (20) ces valeurs de M et de r*, on a :
(^_ 6)> _ (a;'- «)•-). !fcS(y_ 6) (a^ _ .) + (y _ 6)' + (« _ a)' + *• = G (26)
L'équation (23) peut s'écrire , en vertu de l'équation (24) , sous la forme :
on n'aura donc qu'à éliminer a et 6 entre les trois équations (22) , (26) , (27) , pour avoir Féquation de la surface 2.
Et en supposant que dans Féquation (26) on fasse » ï= 0^ l'ensemble des équations (22) , (26) , (27) , donnera l'équation de la courbe méridienne de la surface 1. L'équation (26) , en supposant z =0 , peut s'écrire de la manière suivante :
Pour que l'équation représente un cercle (et alors la surface 2 sera une sphère) , il faut poser :
équation qui peut être satisfaite par :
6 = y', ou par if(^) = x\ ou par M = +(«i ^)= 5
V En supposant 6 = y', et supposant dès lors que a = <p(î;'), et que M est indéterminé (M pouvant prendre toutes valeurs, depuis zéro jusqu'à
l'infini ) ,
L'équation (2S) devient :
équation d'un cercle dont les coordonnées du centra sont l'abscisse <f(y') et l'ordonnée y', et dont le rayon est égal à [x' — ?(sr')]*
L'élimination de M entre les équati<His (24) et (25) nous ayant donné :
on aura, en supposant z=0 et6=y^
ainsi , en vertu des équations (30) et (3i) , on aura :
r* = [x'—ff{jf)J, d'où' r = constante
Ce qui nous démontre que : si Ton suppose qu'une suite de plans passant par un point fixe 0 , dont les coordonnées sont y :=:y' et a: = f (y') ( ces plans étant tous perpendiculaires au plan des yx) ; si Ton trace dans chacun de ces plans un cercle d'un rayon constant r=x' — ff (y) , le centre commun à tous ces cercles étant le point 0 , tous ces cercles seront aperçus , du point de vue {x\ y') le tableau étant le plan yz , sous la forme circulaire ; tous ces cercles détermineront une sphère dont te centre sera en o et dont le rayon sera égal à r*
On retombe ainsi sur. un cas particulier du théorème des projections stéréographiques (celui où la courbe lieu des centres des cercles se réduit à un point ) .
S"* En supposant M = -r , on retombe sur ce qui a été dit précédemment ,
lorsque nous avons supposé que les plans des cercles étaient tous horizontaux.
Ainsi on retombe sur un cas particulier du théorème des projections stéréographiques (celui où la courbe lieu des centres des cercles est une droite perpendiculaire aux plans de ces cercles ).
3*" En supposant que (x = x\ et dès lors que S = 9(x')9 et que M est indéterminé ,
On trouve toujours que la courbe méridienne est un cercle dont Téquation est :
équation qui est satisfaite par y = i/' eta;= x\ ce' qui montre que le point de vye est situé sur ce cercle. Mais en faisant la figure (ou Vépure), on voit sur-le-champ que le cône qui a son sommet au point x'j y\ et qui a pour base un grand, cercle (arbitraire , mais dont le plan est perpendiculaire au plan yx) de la sphère 1 , ne sera pas coupé par le plan yz ou le tableau , suivant un cercle ^ mais suivant une hyperbole équilaiére.
Et en eiFet , le plan yz étant parallèle à la droite verticale D , qui unit le cenire de la sphère I et le point de vue^ les asymptotes de Y hyperbole seront parallèles aux génératrices du cône situées dans le plan perpendiculaire au plan dest/x , et passant par la droite D. Et il est évident que ces deux génératrices sont rectangulaires entre elles.
Solution analytique. Désignons les coordonnées du point de vue par {x\ y, J) ; les coordonnées du centre du cercle par («,69 7)9 ^t son rayon par R. Les équations de ce cercle seront :
(a;-a)' + (y-êr + (^^r=R* A(a;— «) -l-B (y-6)+ C («-7)= 0
celte dernière équation étant celle du plan N sur lequel est situé le cercle. Le tableau étant le plan vertical yz , l'équation d'un plan P perpendiculaire au tableau et passant par le point {x\ y\ z') et par le point (a, S, y) sera :
Les deux plans P et N doivent être perpendiculaires entre eux; dés lors, en vertu de ce que le plan P est perpendiculaire en naème temps et au plan N et au tableau j les traces de ces deux plans P et N sur le plan t/z devront être perpendiculaires.
L'équation de la trace du plan N est de la forme :
On devra donc avoir [en représentant ^V^-- par n J, ^ = n, et désignant par m la tangente trigonométrique de Tangle que le plan N fait avec le tableau , on aura :
dou: — - =
Ainsi l'équation du plan N sera :
Désignons par x et z deux axes rectangulaires situés dans le plan P.
L'équation de l'hyperbole équilatère tracée dans ce plan a dès lors pour
équation : * .
m' étant la tangente trigonométrique de Tangle que le plan du cercle fait avec l'axez'.
On voit de suite que z n'est ici autre que la trace du plan P sur le plan ors; ainsi ^ pour connaître m\ il faut connaître l'angle que z fait avec le plan N , angle qui n'est autre que celui que le plan N fait avec le tableau; ainsi m = m.
Il faut, maintenant, déterminer Téquation delà projection de cette hyperbole sur le plan xz.
Or, comme l'axe des x est parallèle à l'axe x , il suffira de remplacer, dans l'équation de la courbe, z par sa projection sur le plan xz; or :
on aura donc :
m (II' + 1 );<• — ma? + 2a;^|/'n' + l-fmR*?=0
pour l'équation de la projection de l'hyperbole équilatère sur le plan xz*
Gela posé , on aura les sept équations suivantes :
V («-«) + «<»-e)+(«-r) = o équations du cercle du rayon R et ayant pour coordonnées de son cercle a, (3, y;
m(n' + 1) («' — 7)' — mla/ - a)' + 2l/n* + 1 (x'^a) (/ — 7) + mR* = 0
6— y = ii(a— a?')
équations de condition , en vertu de ce que l'hyperbole équilatère est assujettie à passer par le jmni de vue ( x\ y\ z' ) , et de ce que son centre est au point
équations de la courbe lieu des centres des cercles; et enfln :
m = 4»(ii)
équation qui établit une relation entre les tangentes trigonométriques des angles que les plans P et N , font le premier avec le plan horizontal xz , et le deuxième avec le plan vertical yz.
Au lieu de poser pour septième équation m =: $ (n), on pourra poser :
R = /^(«, €, 7), ou m=F(R), ou m = ç(S S>7);
enfin , on pourrait poser une relation arbitraire entre deux ou plusieurs des six indéterminées ( a, 6, y, m, n, R).
Et en éliminant les six indéterminées entre les sept équations, on aura une équation finale en x^y^z^ et dans laquelle n'entreront que les quantités connues x\ y 9 z] cette équation finale sera celle de la surface 1^ lieu des divers cercles qui seront aperçus sous la forme circulaire du point de vue {x\ y\ 2' ) 9 le tableau étant le plan vertical yz, ou lui étant parallèle.
Perspective hyperbolique du cercle.
¥^OBLÈME PRINCIPAL.
Fig. (iOl). 1' Si Ton suppose deux cercles, l'un horizontal C et l'autre C situé dans un plan vertical , ces deux cercles ayant même centre ; il est évident que si sur le cercle C on prend un poiat quelconque m^ et qu'on regarde ce
point comme le sommet d'un cône ayant le cercle C pour base, tout plan perpendiculaire aux plans des cercles C et G' coupera ce cône suivant une hyperbole
éqmlatère.
Ainsi, supposant trois axes rectangulaires , et le cercle C situé sur le plan xz , et le cercle C situé sur le plan yx^ Torigine des coordonnées étant le centre commun à ces deux cercles,
sera l'équation de la courbe lieu des points de Tespace d'où le cercle C sera aperçu sous la forme d'une hyperbole équilatère, le plan du tableau étant un plan P parallèle au plan yzy ou étant ce plan yz lui- même.
Mais il n'y aura pas que les plans P qui couperont le cône suivant une hyperbole équilatère. Il est évident que tout plan parallèle à l'un quelconque des plans passant par la droite qui unit le point m et le centre commun aux deux cercles C et C\ coupera aussi le cône suivant une hyperbole équilatère.
Fig. (102). 2"* Si l'on suppose un cercle C du rayon R situé sur le plan horizontal xzy son centre étant à l'origine des coordonnées, et si l'on trace dans le plan vertical xy^ une ellipse E ayant son centre à Torigine des coordonnées, et ayant ses diamètres conjugués égaux à 2R, l'un de ces diamètres étant le diamètre du cercle G, dirigé suivant l'axe des x;
Il est évident que si sur cette ellipse on prend un point m arbitraire, et que l'on regarde ce point comme le sommet d'un cône oblique ayant le cercle G pour base, tout plan perpendiculaire au plan xy et faisant avec l'axe des x un angle égal à l'angle que les deux diamètres conjugués égaux de Tellipse font entre eux, coupera le cône suivant une hyperbole équilaière.
Gherchons l'équation de cette ellipse; dès lors^ menons par l'origine des coordonnées une droite D, faisant avec Taxe des x un angle 9 dont la tangente trigonométrique sera m; prenons Taxe des x et la droite D pour des axes obliques X et y) réquation d'une ellipse rapportée à ses axes, en supposant que ses diamètres conjugués égaux entre eux et à 2R Sont dirigés suivant ces axes , sera :
Passons des axes obliques x' et y' aux axes rectangulaires x et y. Dès lors , pour un point m de cette ellipse , on aura :
et {
yf = -X- et \ ou
Substituant dans l'équation de l'ellipse, on aura.:
x^ + cot'f y* — 2i;ycotf = R*
OU
ou
m' . ap' + (2 + m')y* — 2m .«y = m*R'
équation qui sera , en supposant m =: r- , ou le tableau perpendiculaire au plan
XX, devient x' + y' = R'.
' On voit immédiatement que l'on a le même résultat que celui qui existait pour la perspective circulaire, savoir : que les axes de la courbe lieu, des points de vue , partagent en deux parties égales , les angles que font entre eux les plans du cerc/6 et du tableau (le tableau passant par le centre du cercle).
Dans ce qui précède on doit remarquer que l'ellipsoïde construit sur le cercle G et sur l'ellipse E lieu des points de vue, sera le lieu de tous les points de l'espace desquels le cercle G sera aperçu sous la forme d'une hyperbole équilatère sur le plan P; mais que l'ellipse E sera le lieu des points de l'espace desquels le cercle G sera aperçu sous la forme d'une hyperbole équilatère, dont l'un des axes sera toujours horizontal. Nous reviendrons sur ce point, un peu plus loin.
OmstructUms graphiques.
Toutes les constructions graphiques indiquées pour la perspective circulaire, s'appliqueront ici ; il suffira de remplacer l'hyperbole équilatère, lieu des points de vue, par un cercle ^ lorsque le plan du tableau sera perpendiculaire au cercle donné, et par une ellipse lorsque le plan du tableau fera avec le plan du cercle donné un angle qp.
Solution analytique. Il suffira de remplacer dans tout ce que nous avons dit précédemment ( perspective circulaire ) , l'équation de condition ( le tableau étant perpendiculaire au plan du cercle supposé horizontal ) :
(ar' - «.)' - (y - sr = r^ par
et l'équation de condition ( le tableau faisant un angle 9 avec le plan du cercle, ce plan étant horizontal ) :
par
taDg<p
Il sera donc facile, dans tous les cas, d'obtenir l'équation de la surface Ij engendrée par un cercle tel qu'en chacune de ses positions il soit aperçu sur le tableau sous la forme d'une hyperbole équilatère.
Examinons cependant un cas particulier, celui où la courbe lieu des centres des cercles horizontaux sera une droite.
Supposons le tableau perpendiculaire aux plans des cercles horizontaux dont les centres se trouvent situés sur une droite ayant pour équation : ,
Les équations d'un des cercles seront :
y = 6 et (x — «)' + ^ = R*
L'équation de condition sera :
Éliminant a, 6, R entre ces quatre^n^quations , on aura Féquation de la surface 1 :
en faisant z=0, on aura l'équation de la courbe méridienne qui sera une hyperbole éqmtaîére. Cette équation sera :
elle est satisfaite par x=^x' et t/=y^
Ainsi lepoinîde vue (a/, y) se trouve situé sur cette courbe , et par conséquent sur la surface!.
Cherchant les coordonnées du centre de la courbe méridienne, on trouve pour
son ordonnée v := . f^f , pour son abscisse u = . . . -
Cherchons l'équation de la droite unissant le centre (te, t^) de la courbe méridienne et le point de vue (x\ y'),
— 43i — Celte équation sera :
* ^ , n(nx+yO ^ ' •
ou :
Ainsi la droite qui unit le centre du cercle et le point de vue est perpendiculaire à la droite lieu des centres des cercles,
La surface 1 s^ra un hyperboloîde à u^ie nappe, et à trois axes inégaux.
Si Ton supposait que le tableau^ au lieu d'être perpciulicolaire aux plans des cercles, fease avec ces plans un suiglof , on . obtiendrait les vmèiiies résultats.
Si Ton supposa que la droite lieu des oenlres des cercles est verticale , alors n=: 0 , et l'équation de la surface 2 devient :
La surface 2 est donc dans ce cas un hyperboloide à une nappe , et dont les trois axes sont égaux.
Cette surface est donc de révolution, son cône asymptote ayant son demi -angle au sommet égal à un angle demi-droit.
En vertu des divers résultats auxquels nous sommes parvenus précédemment f nous pouvons énoncer ( pour les surfaces du second ordre) les théorèmes suivants. .
Perspective circulaire.
Étant donné un e/^tp^otcfe à trois axes inégaux ou un hyperboloide à deux nappes et à trois axes inégaux (les grandeurs des axes étant arbitraires).
Si par le centre de la surface on mène les deux plans P et P' resi>ectivement parallèles aux sections circulaires, et les diamètres D conjugué du plan P, et D' conjugué du plan P' ;
Les extrémités du diamètre D serQUt les points de vue desquels toutes les sections circulaires de la surface et parallèles au plan P', seront aperçues sous la forme circulaire , le tableau étant parallèle au plan P.
Et réciproquement :
Les extrémitésdu diamètre D' seront les pomto (ie vue desquels toutes les sections circulaires de la surface et parallèles au plan P, seront aperçues sous la forme circulaire , le tableau étant parallèle au plan P'.
V etlipsaide devenant un parabotaifte elUpiiquey le point de vue se trouve situé à rinfini , ei tous les cônes aydnt ce point pour sommet et les sections circulaires de la surface pour basej deviennent des cylindres parallèles à (*âxe infini do paraboloMe.
Ce théorème n'est qu'un cas particulier du théorème général démontré par Hachette (tome I, page 77, de la Correspondance de TÉcole polytechnique); mais il est à remarquer que ce théorème n'existe pas pour toutes les surfaces du deuxième degré qui jouissent de la propriété d'avoir des sections circulaires , puisque 1 hyperboloide à une nappe se trouve exclu ; par contre, le théorème suivant (perspective hyperbolique) n'existe que pour l'hyperboloîde à une nappe.
Je ne sache pas que cette remarque, qui n'est pas sans intérêt géométrique , ait encore été faite ou publiée. En effet, dans la Correspondance de l'École polytechnique , on donne Téquation de la surface du deuxième ordre, mais sans dis cuter cette équation. Il est facile, il est vrai, de reconnaître qu'en effet, elle ne peut représenter qu*un ellipsoïde , un hyperboloide à deux nappes , et un paraboloîde elliptique ; mais enfin l'auteur de la solution ne l'a pas dit.
Plus loin, nous montrerons comment on peut, par des constructions graphiques, reconnaître qu'en effet Ton ne peut obtenir que Tune des trois surfaces ci-dessus désignées.
Perspective hyperbolique.
Étant donné un hyperbolotde à une nappe et à trois axes inégaux (les grandeurs des axes étant arbitraires ) , si par le centre de la surface on mène les pians P et P' des sections circulaires , et leurs diamètres conjugués , G conjugué du pian P et G' conjugué du plan P' ;
Si dans le plan des diamètres G et G' on mène deux droites , R perpendiculaire à G et R' perpendiculaire à G', ces droites perceront la surface , savoir : la droite R en deux points^f) et ç, et la droite R'en deux points p et q\ tels que :
peiq seront les points de vue desquels les sections circulaires parallèles au plan p seront aperçues sous la forme d'hyperboles équilaièreSy le tableau étant le plan P'.
Et réciproquement :
p'et q' seront les points de vue desquels les sections circulaires parallèles au plan P' seront aperçues sous la (orme d'hyperboles équilcuèrest le tableau étant le plan P.
Si Y hyperbolotde à une nappe a ses trois axes égaux , alors un point arbitraire m
da cercle de gorge , pourra être pris pour point de vue, et le tableau sera perpendiculaire au rayon du cercle de gorge , passant par ce point m.
La surface hyperbotmde à une nappe.et à trois axes égaux , joue , dans le pro* blèrae relatif à h perspective hyperbolique , le rôle que joue la sphère dans le problème relatif à la perspective circulaire.
PROBLÈME GÉNÉRAL
Résolvons maintenant la question dans toute sa généralité. Les équations de la courbe C seront :
Désignons par a, a y a', a", etc., les coefficients des divers termes qui entrent dans (f (z)\
Et par 6, b\ b", b"\ etc., les coefficients des divers termes qui entrent dans ^ (s).
Désignant par x\ y', % les coordonnées du sommet du cône ayant la courbe C pour base ,
X — a/ = in(z— z') y — y' =»{*—«')
seront les équations de la génératrice droite de cette surface; et en éliminant z
entre les deux équations :
?(«) — j:' = m(jj— z*) + (z) — y' = n(Js-Ji')
on aura une relation entre m et n, qui sera :
L'équation de la surface conique sera donc :
$ sera donc fonction de x\ y\ z' et des divers coefficients a, a\ a\ etc. , et 6, b\ 6", etc.
Coupons le cône par un plan P passant par l'origine des coordonnées , et faisant un angle 9 avec le plan horizontal et dont la trace horizontale fasse avec Taxe des x un angle a.
Nous obtiendrons Téquation de la courbe de section et dans le plan même de section , au moyen des formules connues :
x = X, cos a -|- y, sin a . cos 6 y =z x,sm ai — y. cos a . cos 0 js =s y, sin 0
En substituant ces valeurs de a;, j^, z dans l'équation :
on obtiendra l'équation :
qui sera l'équation de la section , et $, sera fonction de :
(« , ô) et de (a, a', a",^ etc.) et de (6, 6', 6", etc.) et de {x\ y', z')
$, = 0 sera donc l'équation de la courbe G' perspective de la courbe G.
On pourra établir que la courbe G' satisfasse à certaines conditions. Ainsi, par exemple (en supposant que le cône est du second degré), on pourra établir que la courbe G' est : 1" un cercle, ou une hyperbole , ou une ellipse ; 2* que les axes de cette courbe ont une certaine direction, ou que son aire (lorsqu'elle est une ellipse ), est égale à une aire donnée K' ; ou S*" établir que G' aura ses axes dans un rapport donné , etc.
Ces diverses conditions, quelles qu'elles soient , seront toujours exprimées en fonction des coefficients des divers termes qui entrent dans l'équation $.=0. Pour exprimer ces conditions, on devra poser un certain nombre d'équations tellesque: ,
5(3:', y*, V) =0, Ç,(a/, y, *') = 0 , etc. Dans chacune de ces équations 4> ^.i •• • étant une fonction non-seulement de :
(a/, y', Jî*), mais encore de (a, 8) et ' de a, a', a", etc. et de 5, b\ b'\ etc.
Chacune de ces équations sera celle d'une surface lieu des sommets {xy y, i') des cônes qui ayant pour base commune la courbe G , seraient coupés par le plan P suivant des courbes C\ G/, G/, etc., lesquelles -satisferaient chacune aux conditions exprimées par les équations :
Ç (a:', y', z') = 0 , 5. (a:',y', V)=sO, etc.
Dès lors :
!• Si les conditions auxquelles l'on veut que les courbes G', G/, G/, etc., satisfassent , se trouvent exprimées par une seule équation :
le lieu des sommets des cônes sera une surface dont $= 0 sera l'équation ;
— 4&8 — '2° Si ces condition j exigent, pour être exprimées, deax équations:
Ç(a/, y-, V) = 0 et f.(«', y', x')=0
le lieu des sommets des cônes sara sur une oom4>e dont (=0 et $, =0 seront les équations.
S"" Si ces conditions exigent trois équations :
^lors le lieu des sommets des cônes se réduira à un certain nombre de points isolés et communs aux trois surfaces dont les équations sont :
4"" Si ces conditions exigent plus de trois équations de condition , alors, en général, le problème sera impossible.
Ainsi pour les trois premiers cas , le problème sera impossible : si, i"* la surface est imaginaire; si 2Mes deux surfaces ne se coupent pas, ou si 3"" les trois surfaces n'ont pas de points communs à toutes les trois; et pour le 4* cas, le problème sera possible si les 4 ou 5 ou 6,... ou n surfaces ont des points communs entre elles.
D*ailleurs il est évident que les surfaces lieux des sommets des cônes seront imaginaires toutes les fois que Ton voudra établir pour les courbes G', G", G'", etc., des conditions qui ne peuvent leur appartenir comme sections planes de cônes ayant la courbe particulière G pour base commune.'
Les conditions auxquelles on voudra assujettir la courbe C' devront donc être compatibles avec la nature du cône ayant pour équation $^=0; ou en d'autres termes devront être compatibles avec la nature géométrique de la courbe même G' dont léquation est^,=sO.
Cela posé :
Si nous supposons que la courbe C se déplace et prenne dans l'espace une nouvelle position C, , nous devrons supposer que les constantes cr, a\ a\ etc., et b, b'j b'\ etc., ont changé de valeurs et pris celles a. , a',, a'',, ... 6, , b\ , 6", , ... puis sont devenues a., a',, a".,... A,, 6,, 6",,... lorsque la courbe C aura pris une troisième position C. et ainsi de suite. Dès lors, on voit que si l'on pose les équations suivantes :
i, \ J irr \ équations de la courbe c
'i(x^y%\ aaà\ ...hb'V\ ...), équation de la surface lieu des sommets des cônes.
Et auinqt (i'équalions de condiii^m enlre a, a\ a\ ... b^ b\ b^\ ... qu'il y a de ces constantes, moins 2; ainsi s'il y a n constantes telles que a, a » ... b^ b\ ... on devra poser (ft — 2) équations de condition ; on pourra toujours éliminer ces n constantes entre les (ft \ 1) équations posées ^ et avoir une équation finale en x , t/ ^ z^ x\ y\ z* qui sera l'équation de la surface ly lieu des diverses positions C , C„ C,, ... de la courbe génératrice et mobile G; cette surface étant telle qge du point {x\ y\ %) toutes les courbes G, G., G,, ... seront respectivement aperçues sur le plan P, sous la forme G^ G',^ G'„ ... satisfaisant aux conditions établies. Mais si les conditions établies pour G^ au lieu de conduire à poser une seule équation Ç=0, conduisent à poser les deux équations (=0 et g, = 0, c'est-àdire , si le lieu des sommets des cônes est une courbe au lieu d'être une surface , alors on ne devra plus poser entre lesn constantes a, a',... b, b\... que(n — 3) équations, pour avoir en tout (n+l) équations entre lesquelles l'élimination des n constantes devra être effectuée.
Appliquons ce qui précède à quelques exemples , en nous bornant à chercher le lieu des sommets des cônes ou des points de vue.
Premier exemple. Supposons que la courbe G est un cercle dont les équations
sont :
L'équation du cône ayant son sommet au point (x\ y, z) et pour base le cercle G, sera :
Supposons que le plan sécant P soit le plan des zy, on devra faire a; = 0 dans l'équation du cône , et
[(a/-a)(;ir-V)+«'a^]'-}-[(ï'-6)(x^V)-V(y-yOr=»n^-^r
sera l'équation de la courbe Gf.
Développant et réduisant, on trouve :
Si Ton veut que la courbe G' soit un cercle, il faudra poser les deux équations de
condition :
V(y'-.k)=sO^Ç *'" - (y - 6)'— (aï' — ar -f R' =^ 0 = ç.
dès lors, les sommets {pi^ y\ %') des cônes seront situés sur la courbe intersection des deux surfaces ( =; 0 et Ç, = 0.
La première équation est satisfaite par a' = 0 , et par y' — 4=0; *' = 0 est l'équation du plan desxy] y^ — 6 = 0 est Inéquation d^un plan parallèle au plan
des zx.
V Si Ton prend la solution z' = 0, alors Téquation ^,=0 se réduit à (y — by + (a:' — a)' = R% équation du cercle C. Tous les sommets seront dès lorssilués sur ce cercle et tous les cônes se réduirontau plan même du cercle G.
2"" Si l'on prend la solution y' — 6= 0, alors Téquation ^, =0 se réduit à z'^ -- (x' — ay = R% équation d'une hyperbole équilalère, dont le centre est au centre du cercle C , et dont le plan est parallèle au plan des zx.
On retombe donc sur la solution trouvée au commencement de ce mémoire, mais à laquelle on était arrivé directement en traitant comme problème isolé et à priori le problème des perspectives circulaires. .
Deuxième exemple. Au lieu de supposer dans le problème précédent que la courbe G' soit un cercle, supposons qu'elle est une hyperbole équîAatère.
Alors il faudra que les coefficients dez' et det/' soient égaux à l'unité et soient de signes contraires; on devra donc poser l'équation de condition :
^* + (»' - ^r + ipc'—ay = R' = 0 «?
qui est l'équation d'une sphère dont le centre est au centre du cercle C.
Dans ce cas le lieu des sommets des cônes est une surface.
Mais si l'on établit pour la courbe G' une seconde condition , savoir, par exemple, que ses axes seront l'un parallèle à l'axe desz et l'autre parallèle à Taxe des y ; alors on devra faire disparaître le terme en zy dans l'équation $, = 0 qui est l'équation de la courbe C',
Et l'on devra poser dès lors :
or, pour z' = 0 , Téquation Ç = 0 deviendra :
qui est Téquation du cercle C.
Pour y =by l'équation Ç = 0 deviendra :
qui est lequation d'un cercle ayant même centre que le cercle G et qui est situé dans un plan parallèle au plan des zXy et l'on voit que dans ce cas le lieu des sommets des cônes est une courbe.
trmiéme exemple. Supposons que la courbe G est. unejBectîon conique dont les équations sont :
x = p , et y" -|- nwp* + iMP + j = 0
l'équation du cône sera :
[,+i£^^âp«j+.r^+
« — jT
J+.[^+fc^i»]
Coupons ce cAne par un pbn P passant par Torigine des coordonnées et tel que sa trace sur le plan xy fesse avec l'axe des x un angle 9 , et dont l'angle d'inclinaison sur le plan xy sera désigné par 6.
Au moyen des formules pour trouver l'équation de la section dans son plan , on aura :
♦. = 0 ==g(if,«in.O -^ «T + (y (y.sinô -- jO + (P — «0 («.MOf — y. coiy cosô — yO^ 4- "» [^(Sf. «»• — *') + (P — «){».«»f + 3f,«inf cofO — a/)r-H 4- Il [a/lsf.riiitf — «T-f (P — *') (».«»« — ^) («.«»? + ».»n? CO6O— a/)]
Cette équation en x, et y, sera celle de la courbe C, En développant et ordonnant on trouve :
x\+^mBB$inf(p — !i^ + 9$nst^ûa9 cotf(p— z^ — 9(p — nfyAn^fsoB^coêB + 2m(p— V)8inf co8f C089 + fi{p— 4P^«iii0coff
«*+cte.=0
-f-f sin*0
ia/8iii
+ Il (p — JK')siiiO . sinf . ootO
Si l'on veut que la courbe B' soit un cercle » il faudra poser les deux équations de condition :
ou:
{p~^3i)\%siAn%AvL^'\-^ma!9ixih . coe^ — i(l — m)flinf co6f coB0-|-fisinecoBf]=:O et:
ou :
{p-rt*(8iii> + mco8» = siii*e(j + y''+ mx*'^naf) + {p^ Jif)i{p ^ s^) oot^fcm^ ^
I^ première équation de condition se trouve satisfaite par :
r p — jk'sbO
y'-f- m cot . f . a;' — (1 — m] coif . cot . 0 -j- ■' n ^=g 0
L'uD6 et ravira de tm équations représente un |rfan : la première un plan horizontal qui n'est autre que celui do cercle G ( on doit rejeter cette solution ) ; la deuxième un plan vertical , perpendiculaire au plan xy.
La deuxième équation de condition est celle d'une surfiice du second ordre. .
Ainsi la courbe lieu des sommets des cônes sera une section conique*
Il est fiicîle de reconnaître que ta surface du second ordre , dont l'équation est ^, =0^ sera un hjperboloïde à une nappe lorsque m sera plus ^nd ou plus petit que xéro, et un parabdoide l^yperbolique lorsque MsaiO..
En sorte que la courbe lieu des sommets des cônes/Sera :
une e%sa lorsqpoe la courbe G sera une hyperbole » une hyperbole lorsque la courbe G sera une eUip$e^ une parabole lorsque la courbe G sera une parabofe.
Vérifions ces divers résultats pour un cas particulier.
On pourrait supposer : 1* que F inclinaison du plan sécant P (qui est le iableau) restât constante ; ainsi l'angle 6 serait constamt et l'angle ^ variable.
2"" Que la trace sur le plan xy du iableau fût invariable ; ainsi l'angle «^ serait constant et l'angle 0 variaî>le.
Nous choisirons pour cas particulier, celui où la trace horizontale du plan sécant P, fait un angle droit avec Taxe des x ; alors :
.8iiif=l et ooff = 0
Dès lors les deux équations précédentes (ssO et g. s=:0 se réduisent : La première à :
y'rinO^O, d*où y=;0
La deuxième à :
(p — 4fy(l —mcoa'O) =8m*ô(ç + y + mx'^+naf) + Sma/Cp — V) aine coee
La surface du deuxième ordre passe par la courbe G ^ car si Ton coupe cette surface par le plan dont Téquation est p — x s= 0 , on trouve :
q + tT + «Mf^ + nx' = 0
qui n'est autre que l'équation de la courbe G. On peut, sans dîminuevla généralité de la sotution, supposer que p=x 0. L'équation de la surface du deuxième ordre sera dès lors :
jt'' ( — m coi'O ) — y im*6 — mrin'^ . «^ + Stesin 9 cos 0 «l'y — nsin» to' — 9 sin" 0 = 0
et l'équation de la coarbe liea des sommets des cdnes sera (en >erta de ce que
a'» ( 1 .m cos" 0) — m8in'0a:" + îmBin0cosÔ«^«' — nsin'Ga?' — jsin*© = 0
Cette courbe sera Tune des trois sections ooniqyes.
Eu employant le caractère connu ( B' -^ 4AC ), qui sert i reeonnattre la nature d'une section conique » dont Téquation est donnée, on à :
[ 4ni' nn* 0 C06' • — 4 ( m Bill* ô ) ( 1 — m cos" 0 )] qui se réduit à (m si»* ô)
Or : 1* Si m est positif » la courbe C est une ellipse y et alors , comme m sin' 9 est> 0, la courbe lieu des sommets des cônes ou des points de vue {x\ z) sera une hyperbole.
2* Si m est négatif , la courbe C est une hyperbole , et alors comme m sin' 0 , est < 0 , la courbe lieu des sommets des cônes ou des points de vue {:xf,z') sera une ellipse.
3* Si m =: 0, la courbe G est une parabole, et alors comme m sin'O ss 0, la courbe lieu des sommets des cônes ou des points de vue (x'j x!) sera une parabole.
fiota. [ Dans ce dernier cas, l'équation de ta courbe lieu des points de vue est :
«" — nén'B . X — g sin* 0 = o
et comme l'équation de la courbe C est dans ce eas,
on voit que ces deux courbes se trouvent situées Tune sur le plan xy, l'autre sur le plan sa:, et qu'elles ont toutes deux pour axe infini l'axe des «; mais ces courbes sont tournées en sens inverse, l'une étant dirigée vers les x négatifs , l'autre au contraire vers les x positifs. ] On voit de suite que :
i* Si m est positif ( C est alors une ellipse ) ;
La surface du deuxième ordre dont ^ s= 0 est l'équation , sera encore un In/perifoUnde à une nappe et à trois axes inégaux.
T Si m est négatif (C est alors une hyperbole ) ;
La surface du deuxième ordre dont (, c=3 0 est l'équation , sera encore un kyperboknde à une nappe et à trois axes inégaux.
S"" Si m =0 ( C est alovs une pmséole)]
La surface du deuxième ordre dont S, = 0 est l'équation , sera un parabolaide hyperbolique.
Nala. (Si C est une ellipêe , cette courbe est une section de F hyperbotmde à une nappe, et Chyperbote lieu des points de vue est dans le plan zx\ Taxe imaginaire de la surface hyper boloide se trouve situé dans ce plan %x.
Si G est une hyperbole ^ ceiie courbe est une section de F hyperboloide à une nappe, et F ellipse lieu de» points de vue est dans le plan %x; l'axe imaginaire de la surface hyperboloide se trouve dans ce cas situé dans le plan xy , et ainsi dans le plan de la courbe G.
Il y a réciprocité j comme cela arrive presque toujours, dans les problèmes relatifs à des ellipses ou à des hyperboles^ et dont la solution conduit à trouver pour résultat une section conique. )
Reprenons Téquation du lieu des points de vue ,
z'* {i — mco8*ô) — msin'ôfltf" + 2** sînOcoiOa/*' — n sin'Oa:' — q cos'6 = 0
et cherchons la direction des axes de la courbe représentée par cette équation.
En employant les formules connues pour passer d'un système de coordonnées rectangulaires à un autre système aussi rectangulaire, et qui sont :
af=zx Costa — jTttnc* x' = â? 8În «I -|- ji 008 0»
on troi^^ve :
+ (t — mcos'ôjsin'»
— m lin" 0 oos' •»
-}-2m sinO cos9 sin» eos w
On devra poser :
a?'-|- {1 — m co8'6) oos*»
•^msin'Osin'c»
— Smrin9oo60co8w8mti
-^ dm sin' 0 tin ft> co0bi -j- 2m âne €0s6 oos' co — SmsinGcosOsiii'b)
xz -f- etc. = 0
d'où
(1 — mces*e-{-m8i»*0)8iii»co8tt+mriD0co« 0(cû8'u>-^8iii ^w) =0
tang.«»=
— msînOooftO
i — m(co8'6 — 8in"e-|-8m6co5 6)
et désignant iang 9 par I, on aura :
smO
tanf • w =1 -^-r
et cosO :=
— mt
f+l + mcr— /— i)
Dès lors :
1* Lorsque m=: 1 , et alors la section conique est un cercle , on trouve :
tangM =
SW
2* Si l'on suppose qae le plan sécant se confond avec le plan des yz , alors l'angle 0 est égal à un angle demi-droit, et tang 0=r 1.
Faisant donc 1=4, dans la valeur de tangu, on trouve : tang «=: — I , d'où Ton doit conclure que l'angle » est ^1 à la somme de trois angles demi--
droit* Ainsi l'on a (od — 8):= i . droit.
Ces résultats s'accordent avec ceux obtenus au commencement de ce mémoire.
Nou$ ne pousserons pas plus loin ces recherches , qu'il sera facile de compléter en cherchant les axes de la courbe lieu des points de vue; on pourra aussi s'exercer à chercher la direction des axes et leurs longueurs , pour la courbé dont les équations sont Ç=iO et ^,=: 0. Alors la question sera résolue dans toute sa généralité.
Nous allons maintenant , au moyen de constructions graphiques , analogues à celles employées au commencement de ce mémoire , montrer que le lieu d'une section conique C se mouvant parallèlement i elle-même , et son centre parcourant une droite , sera :
I* Si la courbe C est une ellipse ^ un ellipsoïde, ou. un hyperbolorde à deux nappes , ou un paraboloide elliptique ;
2* Si la courbe C est une paraMe^ un hyperboloide à deux nappes ou un paraboloide elliptique ;
3* Si la courbe C est une hyperbole , un hyperboloide à deux nappes.
Et ce qui vient d'être énoncé sera exact , si , en vertu de ce que nous savons , par Vmalyse , que la surface engendrée est du deuxième ordre ; si , dis-je :
Dans le premier ca»^ la courbe méridienne est une courbe fermée ou une courbe composée de deux branches inGnies, ou une courbe ayant une seule branche infinie.
Si , dans le deuxième cas, la courbe méridienne est composée de deux branches infinies., ou d'une seule branche infinie.
Si, dans le trcisiêmecasy la courbe méridienne a deux branches infinies*
Premier cas. Supposons sur le plan boriak>ntal j^j^Oï^. 408) une suite d'ellipse concentriques et semblables E, E', E"..«; dans le plan vertical jcz, construisons la suite des hyperboles lieu des points de vue, H, H', H",... : toutes ces hyperboles seront semblables et concentriques. Sur Tune des asymptotes prenons un point arbitraire A, et pÀr ce point menons dans le plan xz une droite D , cette droite pourra prendre trois positions :
La première, D, coupera en deux points l'une des branches des hyperboles;
La ddniiài&ei D\ sert {«ndMei Tune é» wjmgMê^et ne eoupem qu'une des branches de chaque hyperbole et eo Wi^^l pQÎot ;
La tf0i3îènie> D"» ooupera m un point obaoune dot dem ^ncbea des hyperboles.
Par le centre des ellipses on pourra mener dans le plan xzune droite B parallèle à D ; ou B" parallèle à D' ; ou B'' parallèle à D".
En Taisant glisser chaque système de courbes E et H , E' et H V* • parallèlement à la droite D, ou D', ou D", jusqu'à ce que toutes les hyperboles yiennent se couper au même point h , la construction étant achevée ^ on voit que la courbe tracée sur le plan xz, et lieu des sommets des ellipses en leurs ùonveHes portions , sera :
i"" Pour la droite D une courbe fermée (ellipse) ;
2"* Pour la droite D' une courbe ayant une seule branche infinie (parabole) ;
3*" Pour la droite D'' une courbe composée de deux branches infinies (hyperbole )•
Et il est bien évident , par le mode même de génération de la surface , qu'elle sera : *
Ou i"" un ellipsoïde;
Ou T un paraboloide elliptique ;
Ou 3"* un hyperboloîde à deux nappes.
Deuxième cas. Supposons sur le plan horizontal xy (fig. 101) une suite de paraboles égales ayant même axe infini , P, P', P"... (Ces courbes seront dès lors semblables et concentriques. )
Construisons dans le plan vertical x% la suite des paraboles lieu des points de vue, Q , Q\ Q"... (toutes ces paraboles étant ^les et parallèles ).
Sur l'une d'elles, Q, prenons un point arbitraire 9, et par ce point menons dans le plan xz une droite D , cette droite pourra prendre deux positions.
La première , D, coupera en deux points chacune des paraboles, et il existera une certaine parabole Q, qui lui sera tangente ;
La deuxième, D\ ne coupera qu'en un point chacune des paraboles, et il
exinera une termine iwrabolç Q. qui Iqi «er« tangente.
Faisons gUsser • comme dan» le premier cas , \v syMèines de courbes p et Q, P'etQ'
La courbe lieu des sommets dm paraboles P, P', P'', ... et tracée sur le plan xz , sera : •
i*" Pour la droite D une courbe composée de deux l)raiiebes înfiRies(qui ne sera pas une section conique) ;
T Pour fat droite V uiie eMrtie composée d'oie brandie infinie (parabole).
Ain» , la surface engendrée par la parabole mobile P , sera :
i* CkHuposée de deux nappes in^ies ( cette surface n*est pas do deuxième ordre (♦) ;
3* Un paraboloide elliptique.
Si Ton aiwt tracé sur le pbn hdrixontal xy{Jig. i05 ), une suite de par;d>oles in^les P, P", P^... ayant même axe infini et même sommet ; toutes ces courbes seraient semUables.
Construisant les paraboles Q^ Q', Q'\..., lieux des points de vue, et achevant les constructions, on trouverait sur le plan jbs, pour lieu des sommets des paraboles P, F, K... (en leurs nouvelles positions) une courbe qui serait :
Ou I* composée de deux branches infinies (hyperbole).
Ou 2* composée d'une branche infinie qui ne serait pas une section conique.
Ainsi la surfiice serait :
Ou 4* un hyper boloide à deux nappes ;
Ou 2* formée par une seule nappe infinie (cette surfece n'est pas du deuxième ordre) (♦*)•
Troirième cas. Supposons sur le plan horizontal xy (fig. iùtf) une suite d'hyperboles H, H', H''..., concentriques et semblables.
Traçons sur lepton vertical xz la suite 4es ellipses semblables et concentriques E , E\ E", lieu des points de vue.
Prenons sur l'ellipse E un point arbitraire e, et menons par ce point e dans le plan xz une droite D. Cette droite ne pourra prendre qu'une seule position par rapport aux ellipses ; elle coupera toujours chacune d'elles en deux points » et il existera toujours une certaine ellipse E, qui lui sera tangente. Achevant les cens-* tractions , comme précédemment , l'on obtiendra sur le plan xx, pour la courbe lieu des sommets 4es hyperboles (en leurs nouvelles positions), une courbe composée de deux branches infinies (hyperbole).
Ainsi la surface sera un hyperholoide à deux nappes.
Je terminerai ce mémoire par le problème suivant : , Je suppose un cercle G , situé sur le plan horizontal que nous prendrons pour plan des xy , l'équation de ce cercle sera dès lors :
(*) Pniaque les sections panllèles ne sont des paraboles égales qne pour les deux paraboloîdes. {*") Puisque sur les denz paraboloîdes (surfaces da dendème ordre formées d'une seule nappe infinie) les sections parallèles et parabolk|aes sont des
Ce cercle élant la base d'un o6oe oblique» dont les coordonnées du sommet seront :
l'équation de ce cône du second ordire sera, dès lors :
Je coupe ce cône par un plan, et pour rendre le problème plus simple, je suppose que le plan sécant soit le plan yz* .
Je fais donc x=^ 0 dans l'équation du cône , et j'aurai pour l'équation de la courbe de section :
«" (K+ y"—»*) +»'.«'!— syV.fx+sjy'»'.* ^j["R'=o
Je cherche les coordonnées du centre de €ette courbe. Je substitue dès lors z + Set^ + ^à la place de z et j^ dans l'équation de cette courbe , et j'aurai :
Le coefficient de z sera : Le coefficient de y sera :
Pour que les termes en x et y disparaissent , il &udra égaler à zéro chacun de ces coefficients , et l'on aura deux équations , d'où Ton tirera :
""-R«— «^ et
a et 6 seront les coordonnées du centre de la courbe (i(e section.
Si nous voulons que les diverses courbes , sections faites par le plan yx dans les divers cônes, aient même centre, nous devrons établir que lesieônes ayant le cercle C pour base, auront pour sommet un point xVy'» 2', variant de position dans Tespace pour chacun de ces cônes, mais variant suivant une loi telle que lé centre des diverses sections soit toujours le même point («, 6) ; il faudra donc poser les deux équations de condition ce = constante et 6 sa constante, ou , en définitive, il faudra' écrire les deux équations de condition :
RV „ RV
A = - ^ .. et B =
Les deux équations
A«" + Ry — AR« a= 0 Bx'* 4. RV — BR' » 0
sont celles de deux cylindres ayant chacun pour base une parabole, le premier ayant ses génératrices parallèles à Taxe des z, et le second ayant ses génératrices parallèles à l'axe des y.
La courbe intersection de ces deux cylindres sera donc le lieu des sommets des divers cônes qui, ayant le cercle C pour base, seront coupés par le plan yz suivant des sections coniques ayant toutes même centre (a, S).
Si Ton suppose que les sommets des cônes sont tous situés sur le plan xzj alors
RV on devra poser y'=0, d'où Ton a : «=0, et on aura toujours : 6= ^ _^^
Alors les sommets des cônes seront tous distribués sur une parabole située sur le plan xz , et ayant son sommet au centre des sections coniques , ce centre ayant pour coordonnées a =3 0 et 6 :=s B > et ayant pour axe infini , l'axe des z 9 et passant, en outre, par les points en lesquels le cercle C est coupé par Taxe des x.
Reprenons les équations des deux cylindres paraboliques :
Aaf' + RV - AR* = 0 Baf* + RV _ BR* sr 0 on voit de suite que :
Les deux bases (paraboles) se coupent en deux points qui ne sont autres que ceux en lesquels le cercle G est coupé par l'axe des a; ; et si nous cherchons la projection sur le plan yz, de la courbe intersection de ces deux cylindres, nous obtenons pour son équation :
(Ry — AR')B = (RV — BR»)A ou :
yB -- VA » 0 ou y' = g^z'
Ainsi la courbe lieu des sommets des cônes est une courbe plane , et elle est une parabole située dans un jrfan passant par l'axe des x, et ayant pour trace sur le plan yz une droite dont l'équation est :
Ainsi la parabole lieu des sommets des cônes a pour axe infini la droite y'= ^ z ;
elle a son somtnel au point (a, S); et elle passe par les points en lesquels lie cercle C est coupé par Taxe des x. On peut donc énoncer les deux théorèmes suivants :
1"* Êtan\ dontj^ un çerct^ G et ^n dUunètre D dece cercle , cfe^l les eicirétniiés seront tes points d et iV ; ri. par D on mène un plan qt^elçon(iufi R ; si^ (iqns ce pian R on mène par le centre du cercle C une droite B perpendiculaire àD] si fur 6 09 prend un, point arbitraire S ; si dans le plan R on construit ufie parabole P qiifful S^ pow sommet , B pour axe infini ^ et passant par les points d et d' ; ^wl pçinii 4^ la courbe P sera le sommet (F un cône qui , anani le c^rclç C pour ba^e , siera cç4p4 par un plan T passant par le centre _ du cercle C et perpendiculaire au diat^^j^e D , swvçffit une section conique ayant le point S pour centre.
2* Étant donnée une parabole P, dont on connaît le sommet S et [axe infini B et un pînHi m; si du poin^ m on abaisse une perpendiculaire D sur la droite B, et qu^on la pTfàomge éu^e quantiêé cm' =s on) ( le point 0 étant h pied de la perpendiculaire D sur la droiU B ) ; si à droite et à gauche du sommet et sur la droite B j on prend deux poi!^ts f! et p tels que p'S == pS , les droites m'p' et mp se couperont en un point qui sera situé sur la parabole P.
Ce dernier théorème permettra de construire graphiquement (par points) , une parabole dont on connaîtrait le sommet, Vuxe iufi^nî et un point. Et en effet :
Étant données : 1"* une droite D (Jg. 108) et un point d sur cette droite, et 2'' une droite K perpendiculaire à D , et la coupant en ua point o , et deux points X et t/ situés sur K et à égale distance du point o; on construira la parabole passant par les points ;r et jf , et ayant le point d pour sommet , de la manière suivante.
On prendra une ouverture de compas arbitraire, on la portera sur D à partir du point d, à droite et à gauche de ce point, et Ton aura les points de division i, 2 , 3, 4, et les points de division V, 2", 3', é'.....
Les droites x.i et y A' se couperont en un point m
— X.3 et t/.3' — m" etc
et les points m, m', ni\ .... appartiendront à la p^rabol^ demandée*
Remarquons que les droites x.i et y.l'..... se couperont sous un angle qui ira en augmentant à mesure que tes points de divisions homologues s'éloignent du point d^ et que le plus petit angle sous lequel ces droites puissent se couper est celui fbcmé. pais les. droites «cf ei jfd;
Il me setnblé que cette construction de la parabole eèt préférable à celle employée dans leé ateliers f^otir le tracé du balander d'tiné machine à vapeiilr ; en eflet, la coh^trut^tîon employée est la suivante : oh divise oé^en lin certain nombre de parties égales , et oy en un même nombre de parties aussi égales entre elles ; par les pointé de division situés sur ôy 6h Mène des parallèles â la droite D; par le point X et les points de divisioh situés â(ir D , on mené des droites , tes points
de division sur D étant cotés i, 2, 3, A, à partir du point d, et les points
de division sur oy étant cotés l\ 2\ 3^, A\ à partir du point o, la droite a;.i
et la parallèle pQStônt par i' se coupent en uti point qui appartient k la ()arabole.
On voit de suite que le plus petit angle est ^al à xdo^ c'est-à-dire, égal à la moitié du plus petit augle donné par la conâtructioh que je proposle. .
La Qonstruction nouvelle peut s'appliquer au cercle , à Fellipse et à l'Hyperbole.
Et en effet :
Imaginons un côûe ayant pour base une ellipse E{fig. 107 )} coupons ce cône par un plan parallèle & la génératrice SA, et de manière que son plan passe par le centre o de la courbe E , xyet AB étant les ai^eè dé cette courbé E.
La génératrice SB sera coupée en d par le plan de la parabole P. Prenant deux points 1' et 1 à égale distance du point é , et skués sur od , qui est une droite parallèle à SA , ItB droites x.i et y.V se couperont en un point tn de la parabole P ; dès lors les droites S.l, S. l' couperont la droite AB en tes points 1. et 1/, et les droites a;.l, et ^.1/, se couperont en un point n qui appartiendra k Fellipse E.
Si le point 1/ était en q sur la droite horizontale S^, alors on voit que le point homologue de q serait le point o, car évidemment do i=^ dq.
Lepoint 1/ serait alors à Finfini sur AB , et fe point 1, serait au centre o, et le point If ne sersfit iuPlré que lé point y.
D'après ee qui précède, ht construction sera donc, pour TelIipSe et te Cercle . . celle qui est donnée ci-après.
(Fig. 109). On prendra un point S arbitraire sur fan des axes^ ôh mènera od parallèle à SA , et coupant SB au point d ,
On portera/ à droife et à gauche d J point c/, des divisions égaflés entre elles et arbitraires; on mèriei^a les dt'oites homologues fetfes que S. 1 et S . 1% ((m viendront diviser ki^ droite ABeW des poinfe homologués tels que l,ét 1/, et lés dï^oites homologuée a;. 1 . et y . 1^ , se couperbnt en des points tels que ut.
D'après ce qui précède, la construction* sera donc pour i^hypérbole , celle qui esl indiquée fy. 110 ; en supposant que Ton connaisse lés sommets Â et B dé l'hyperbole et deux! points x et y d'une de ses branchés , 2^ étant , d^ailVeurs / pei'pendichlairé k AB. Ainsi :
On prendra surxj/ un point S arbitraire, on mènera les droites SA et SB; par le point 0 on tracera orf parallèle à SB, et à partir du point d on portera à droite et à gauche sUr od des divisions égales et d'une longueur arbitraire, et la construction s'achèvera conome pour l'ellipse.
Remarquons que les constructions que je viens d'exposer peuvent s^exécuter facilement sur le terrain , et qu'ainsi l'on pourra piqueter sur le terrain les divers points d'une ellipse^ou d'un cercle ^ ou d'une branche d'hyperbole, ou d'une parabole par la méthode des alignements.
Remarquons que la méthode adoptée dans les ateliers pour la construction de la parabole, courbe d'égale résistance du balancier, s'applique aussi au tracé d'une ellipse et d'une branche d'hyperbole.
Et en effet :
Imaginons, fig. i07 , le cône dont le sommet est eu S, et qui a pour base l'ellipse E.
Si l'on prend sur oy le point \" tel que Ton ait -^ = j— , la droite i" .m
parallèle à od^ coupe la droite â? . i au point m de la parabole; donc SA étant parallèle à oc/, la droite A . 1" coupera la droite x.i,^ au point n de l'ellipse E.
On voit de suite, sans qu'il soit besoin d'entrer dans de plus longs détails, comment la construction devrait être exécutée pour le tracé de l'hyperbole.
Remarquons : l*" que si Ton suppose une parabole rapportée à des axes obliques et parallèles à un système de diamètres conjugués, l'origine des coordonnées étant sur la courbe, son équation sera toujours delà forme y' = 2pa;9 et que dès lors, tout ce qui précède s'appliquera mot à mot, à la construction d'une parabole ayant une droite D' pour diamètre parallèle à l'axe infini D, et passant par un point (f situé sur D', et p^ir deux points x' et y' situés sur une droite x'y faisant avec D' un angle arbitraire a (cet angle « étant celui que la tangente au point d doit faire avec le diamètre donné D') ; ces deux points x et tf étant d'ailleurs également distants de la droite D\
Et que , dès. lors , aussi, toutes les constructions précédentes s'appliqueront à une ellipse ou à une hyperbole dont on connaîtra un système de diamètres conjugués et un point, au lieu d'en connaitre^les axes et un point.
Enfin remarquons : 2'' que l'on peut déduire de ce qui précède, la construction d'une ellipse ou d'une hyperbole, dont on connaîtrait : i"" un axe et un point (Faxe étant transverse ou sécant pour l'hyperbole) , ou 2'' un diamètre ( le diamètre étant transverse ou sécant pour l'hyperbole) ; et un points et l'angle que la corde passant par le point donné ( et conjuguée du diamètre donné) , fait avec ce même diamètre , sans avoir besoin de recourir à Vanalyne^ comme nous
Tavons fait dans Tarticle précédent, mais seulement à la théorie des projections.
Car : Fig. (i09). On peut supposer que l'axe auf de Tellipsé E, est une corde conjuguée de l'axe AB , et toutes les constructions précédentes ne seront point modifiées.
Et si, ensuite, on projette obliquement tout le système sur un plan quelconque; les parties égales prises sur la droite D à partir du point d , et portées à droite et à gauche de ce point , se projetteront toujours suivant des parties égales entre elles.
Ainsi Tellipse E sera projetée suivant une ellipse E' ; les axes AB et xy (ou Taxe AB et sa corde conjuguée xy)y suivant des diamètres conjugués A'B' et x'y' (ou suivant un diamètre A'B'et une corde conjuguée x'y')\ et si Ton considéré la parabole P (fig. 108) , elle sera projetée suivant une parabole P', dont D' projection de Taxe infini D , sera un diamètre.
On voit de suite que ce que nous venons de dire pour Tellipse E, base du cône , aurait lieu pour une hyperbole qui serait la base du cône, en vertu de ce que Ton peut projeter tout le système de l'espace, représenté par la figure (i08) , sur un plan de direction arbitraire, et parallèlement à une droite de direction aussi arbitraire.
On voit encore , qu'au lieu de prendre pour la construction dés divers points d*une section conique, un point S , situé : l*" sur t'axe , ou 2"" sur le diamètre , ou 3* sur la corde xy (cette corde étant conjuguée : V de l'axe, ou 2* et S'* du diamètre AB) , on peut le prendre partout où l'on voudra sur le plan de la courbe à tracer. Seulement il faut remarquer que lorsque le point S est un des p^Éits x ou y, par lequel la courbe doit passer, la construction graphique est plus simple , parce qu'alors les droites (ou transversales), telles que S . 1 et a; . 1 , se confondent , et qu'alors on a moins de lignes à tracer sur Vépure ou moins de lignes à piqueter sur le terrain.
Nous avons, dans ce qui précède, fait passer la propriété de la parabole sur les autres sections coniques; on peut démontrer directement pour le cercle la propriété qui nous occupe, et par suite, la faire passer sur les autres sections coniques , et en effet (*) :
Prenons une droite AB, traçons sur cette droite comme diamètre un cercle C ; menons une corde xy perpendiculaire à AB, et coupant AB au point o (les points A, B, Xj y, étant sur le cercle G).
Gela posé :
Menons la droite J!;B; et par le point o la droite D perpendiculaire à xB et la
(*) Pour ce qui sait noua ne donnerons point la figure : chacun pourra la faire en lisant le texte
coupant en un point d ; prenons sur la droite D, à droite et à gauche du point d^ deux points p et p tels que pd^ap'tf ; menons les droites ûsp et ssp' coupant AB prolongé y la première en un point q et la deuxième en un point q' ; puis traçons la droite yq' coupant la droite oûq au point m.
Je dis que le point m est un point du cercle C. En effet :
l"" Les angles Bœg' et Byf ' sont égaux ; 2* Les angles qxB et Bxq' sont égaux.
Donc :
y j;B s yflpm -|- «urB et :
Maintenant , pour faire passer cette construction, d'un point m quelconque du cercle , sur la parabole , il suffira d'élever par le point o une perpendiculaire au plan du cercle, et de prendre sur cette verticale un point S tel que l'on ait So=3oa;= la demi-corde ay; puis de regarder ce point S comme le sommet d'un cône oblique ayant le cercle C pour base.
Il est évident que le plan mené par la droite xy et parallèlement à la génératrice SA coupera ce c5ne suivant une parabole , et qu'en achevant les constructions on retrouvera la propriété remarquable au moyen de laquelle nous avons proposé de construire la parabole , etc., etc.
APPLICATION A LA GRAVURE DES MÉDAILLES ET DES BAS-RELIEFS, DES PROJECTIONS ORTHOGONALES DES SECTIONS PARALLÈLES ET ÉQUIDISTANTES , AU MOT EN DES- QUELLES l'on PARVIENT A REPRÉSENTER LES CORPS EN GÉOMÉTRIE DESCRIP- TIVE (*).
Dans les cartes topographiques (à une grande échelle), Ton représente le terrain au moyen de courbes horizontales ou de niveau ; de sorte que Ton trace sur la carte une série de courbes qui sont tes projections sur le plan d'horizon (ou sur le plan de comparaison) des sections &ites dans le terrain par des plans horizontaux et équidistants. Les courbes-projections que Ton trace sur la carte sont identiques aux courbes de niveau du terrain.
Plus les pentes sont rapides, plus les courbes-projections sont rapprochées; plus les pentes sont faibles, plus ces courbes sont éloignées, et comme lorsqu'un corps est éclairé par la lumière , ses faces sont d'autant plus lumineuses qu'elles font des angles plus approchant de l'angle droit avec la direction de la lumière , et oomme aussi , en rapprochant les lignes ou hachures dans un dessin , on détruit la lumière en les parties représentées (ou modelées) par ces lignes ou hachures, on voit que la carte topographique présentera l'aspect d'un terrain éclairé de haut en bas par une lumière diflfose; je dis par une lunière diflbse , parce que, dans ce cas , les ombres portées n'existeront pas.
Cette méthode esc sans contredit la plus parfaite que Ton puisse employer pour représenter un corps avec une grande exactitude. Elle se prête merveilleusement à l'emploi des machines pour te tracé de ces courtiesi-ppojections , par conséquent elle doit être utile pour la représentation ri^vreuse des médailles et des objets que les antiquaires oiK à consulter.
Mais une médaille a trop peu de relie^isur son fond pour que Ton puisse la couper par des plans parallèles au fond. Le nombre de ces pluis ne serait pas assez considérable pour que la médaille fftt suflkamment représentée dans ses détails.
Aussi doit-on la couper par des plans obliques au fond , et projeter les sections orthogonalement sur le fond ou plan delà médaille. Dans ce cas , les plans sécants seront non-seulement parallèles , mais devront encore être équidistants ; car il
(*) Extrait da BaNelîn de l»Sociélé phîtoauiAkiiM, Macs da aa noTeoibre ]Sa3.
faudra que les droite^obtenues sur le fond soient équidistante6 , pour que le fond (le la médaille paraisse, dans le dessin, être pla^n et non ondulé.
Ce sont donc des sections obliques qu'il faudrait projeter sur le fond, et au moyen des courbes ainsi tracées sur le fond , et en supposant le relief de la médaille détruit, on aurait une représentation fidèle de la médaille. Dans ce cas , le dessin paraîtrait être fait en supposant que la médaille était encore éclairée par une lumière difluse dirigée perpendiculairement aux plans des sections ; mais l'on devrait, puisque Ton est dans Tusage d'éclairer les tableaux de gauche à droite, incliner les plans de sections de droite à gauche sur le fond de la médaille. Tout consiste donc à transporter réellement sur une planche de cuivre les courbes que Ton devrait tracer par la pensée sur le plan de la médaille.
L'inclinaison des plans sécants, par rapport au fond de la médaille, devrait être dirigée sous Tangle demi-droit, parce que, connaissant la projection de la 'section faite sous cet angle , il est toujours possible , et par des procédés simples , au moyen de la règle et d'une équerre graduée sur unie de ses arêtes , de trouver la hauteur d'un point de la section au-dessus du fond, et dès lors de comparer entre eux les reliefs des divers points de la médaille. Il est facile d'imaginer un instrument qui donne les projections des sections obliques de la médaille.
Sur une table horizontale, on placera la médaille et une plaque de cuivre ^ la suite ; de sorte que l'on puisse faire avancer la médaille et en même temps la plaque de cuivre, et de la même quantité , au moyen d'une vis horizontale.
On prendra une équerre composée de deux branches parallèles réunies par une traverse (la figure donnera les trois côtés d'un rectangle) ; Tune des branches paraUèles sera pliée à son extrémité sous l'angle de iSS"" ( de sorte que la branche étant verticale , cet appendice sera incliné sous l'angle demi-droit, sur le fond de la médaille) ; l'appendice portera un style dont la pointe-mousse parcourra le relief de la médaille. Cet appendice glisrant sur une table fixe et in* clinéeà 45*, et supposant que tout l'instrument se meut parallèlement à lui-même en restant toujours dans une position verticale.
L'autre branche parallèle portera une pointe ou burin propre à tracer sur la planche de cuivre. Cette pointe pourra librement glisser dans une douille verticale.
On voit que lorsque la pointe-mousse parcourra la courbe-section faite dans la médaille sous l'angle de 45% la pointe à tracer décrira sur le cuivre la projection orthogonale de cette courbe. En avançant la médaille, le cuivre s'avancera d'autant^ et la pointe-mousse parcourra une nouvelle section sur la médaille, dont la projection orthogonale sera aussitôt tracée sur le cuivre par le burin.
Plusieurs tentaiives ont été faites en Amérique, en Angleterre et en France. M. Collas , mécanicien habile, vient d'inventer une machine qui donne des produits admirables pour la pureté et la netteté. J'ignore si les sections sont faites sous l'angle demi-droit. Je pense que cette inclinaison doit être préférée , parce que les antiquaires pourront alors, d'après le dessin même , juger et estimer les reliefs, et qu'alors on pourra , avec raison, dire que ce procédé permet de renfermer tout un médailler dans quelques volumes in-folio.
Je ne connais pas le principe sur lequel repose la machine de M. Collas; j'ai exposé celui qui est rigoureux , et en même temps je ferai remarquer que plusieurs essais en ce genre furent mauvais, parce que les auteurs ignoraient les éléments de la géométrie descriptive. Ainsi , dans le Traité sur le Tour, M. Bergeron indique un procédé pour représenter une médaille au moyen de sections parallèles, et son procédé conduit à une représentation fausse de l'objet. En effet , concevons deux plans perpendiculaires entre eux : l'un horizontal, l'autre vertical. Sur le plan vertical, on place la médaille de manière qu'elle puisse se mouvoir de haut en bas ; sur le plan horizontal , on place la planche de cuivre de manière qu'elle s'avance ou se recule de la même quantité dont la médaille doit s'élever ou s'abaisser.
Un compas ayant des pointes égales en longueur, et étant ouvert sous l'angle droit y se meut parallèlement à lui-même ; l'une des pointes ( la verticale) traçant sur le cuivre, l'autre (celle qui est horizontale) parcourant sur la médaille une courbe dont la section est perpendiculaire au plan du fond de la médaille.
La médaille descend, le cuivre s'avance, et l'instrument trace une nouvelle courbe.
Il est bien évident, que l'on trace sur le cuivre les projections obliques île sections faites dans la médaille et perpendiculairement à son fond ou à son plan ; mais il est bien évident aussi que sa représentation sera inûdèle ; car, deux points, pris sur le dessin , paraîtront plus éloignés entre eux que sur la médaille. Aussi remarque-l-on de suite sur les essais consignés par M. Bergeron, dans son Traité sur le TouTj que les objets représentés sont déformés, les reliefs y paraissent faux. Il est vrai que le profil de la tête, ou ce qui est sur le fond de la médaille, se trouve fidèlement tracé sur le cuivre, mais cela tient à ce que les deux branches du compas sont égales, et que les lignes projetantes sont dès lors inclinées sous l'angle de A^y soit sur le fond de la médaille , soit sur la planche de cuivre; et l'on sait que tout cylindre est coupé suivant des courbes identiques par des plans faisant des angles ^aux (mais en sens contraire) avec ses génératrices. Par conséquent f ce qui est sur le fond même de la médaille sera reproduit fidèlement sur le cuivre , mais le profil seul sera fidèle. Et si les branches du compas étaient iné-
gales, tout serait infidèle dans ie dessin j profil et relief. Je termine cette note en faisant remarquer que la machine de M. Collas doit très-probablement être construite d'après le principe rigoureux que j'ai énoncé ci-dessus, car, en examinant les produits, et les comparant aux médailles , les reliefs ne paraissent pas déformés dans le dessin , mais j'insiste sur la nécessité de diriger les sections sous l'angle de iS"" par rapport au plan de la médaille, pour que ce genre de gravure reçoive toute Tulilité et l'importance qu*il peut et doit obtenir pour les études numismatiques.
ADDITIONS
Ajoutez à la fin du $ II du mémoire n* 2 , chapitre 1*', ce qui suit ( après avoir fait les correctioDs indiquées par l'errata ) :
Mais si les trois sommets m, m', m" {fig. C, PI. i) se réunissent en un seul
point, les (rois cordes a?, bb'j ce' se couperont en un seul point, que je désignerai parar, et ce point pourra être intérieur ou extérieur à la section conique.
Dans ce cas, les six points de concours seront tous situés sui^ une seule droite, que je désignerai par D (voyez la fig. 3, Pi. H).
Ce résultat a évidemment lieu , parce que dans les trois quadrilatères les diagonales se croiseront en un même point x, et que dès lors'on aura des quadrilatères conjugués entre eux (^).
Le point x sera le pâle de la section conique par rapport à la droite D, qui en sera la poknre. Si le point x est intérieur à la section conique , la polaife D sera extérieure à cette même section conique, ei tice versa.
III
Lorsque le triangle mm'm" (fig. C , PI. I ) existe , on peut $e demander de chercher \es pôles respectifs des quatre droites D,, D,, Di, D^, par rapport à la section conique, ces droites D,, D,, D,, D^ étant considérées comme des polaires par rapport à cette même section conique.
Pour résoudre la question ainsi posée , nous passerons du plan dans V espace , et ainsi la section conique C étant i"* une ellipse, ou 2* une hyperbole, ou 3* une
(*) Yojres ce qui a été dit à m tnjtt dans le Cours de géométrie descripHte, 2* partie , chapitre VI , pagel(^.
parabole, nous la considérerons comme éiant une section principale d'une surface du second degré 2, laquelle sera, ou l"" un ellipsoïde de révolution ou à trois axes inégaux, ou 2"" un hyperboloîde à une nappe de révolution ou à trois axes inégaux y ou 3"* un paraboloide de révolution ou elliptique.
Les (rois plans perpendiculaires au plan de la section conique G et passant par les côtés du triangle couperont la surface 1 chacun suivant une section conique
Si Ton construit les sections coniques tangentes à ces trois courbes «» 6» 79 elles seront au nombre de huit, divisées en deux groupes de quatre chacun; Tun des groupes sera au-dessus du plan de la courbe G, Tautre groupe sera au-dessous du plan de cette même courbe G; et ces deux groupes seront symétriquement placés en dessus et en dessous du plan de la courbe G et par rapport à ce plan.
En sorte que les huit courbes tangentes aux courbes a, 6, y, se projetteront sur le plan de la courbe G , deux à deux suivant une même section conique^ et l'on obtiendra ainsi quatre sections coniques tangentes aux trois côtés du triangle tracé sur le plan de la courbe G.
Si nous désignons par d et ^ deux sections coniques -tangentes aux coniques a, g, y, ces deux sections coniques 3 et d' étant symétriques par rapport au plan de la courbe G , ces deux sections coniques d et d' seront dès lors égales entre elles ; elles seront superposabies et leurs plans feront des angles égaux avec le plan de la courbe G.
Gela posé :
Les plans des deux courbes i et d' se couperont suivant une droite située sur le plan de la courbe G , et cette droite sera Tune des quatre droites qui unissent trois à trois les sommets des six cônes enveloppant deux à deux les trois coniques a, 6, 7. Désignons cette droite par D,.
Si par la droite D on mène deux plans tangents à ta surface 2, les points de contact seront unis par une droite Q., qui sera \dL polaire réciproque de h droite D,, et celte droite Q, percera le plan de la courbe G en un point 9,, qui sera le pôle de la conique G , la droite D. étant sa polaire ; et de plus , les deux courbes ieii seront sur un cylindre vertical , c'est-à-dire , sur un cylindre dont les génératrices droites seront perpendiculaires au plan de la courbe G , et ce cylindre sera coupé par le pian de la conique G , suivant une conique i, qui aura pour pôle le point 9, et pour polaire la droite D, , et cette conique sera tangente aux trois côtés du triangle tracé sur le plan de la conique G.
Il est facile, en examinant ce qui existe dans V espace y de reconnaître ce qui doit avoir lieu sur lep/an, et aussi de voir que les trois points qy q\ 9" {fig- G,
PI. )sont respective ment en ligne droite avec l'un des sommets du triangle mm m" et Tun des six points de concours; et qu'enfin le point p est Tintersection de trois droites passant respectivement par Tun des sommets du triangle mm'm" et l'un des six points de concours.
Nous reviendrons sur ce sujet dans un des mémoires suivants ^ lorsque nous examinerons les propriétés d'un certain polyèdre à douze sommets et inscrit à une surface du second ordre. Mais déjà if est facile de voir que le problème dont nous venons de nous occuper n'est qu* un cas particulier du problème général : construire les huit sections coniques tangentes à trois coniques tracées sur un plan. ( Ces trois sections coniques étant placées les unes par rapport aux autres de telle manière que le plan sur lequel elles sont tracées , joue par rapport à elles le rôle de surface du second ordre. )
Et en effet, les trois côtés du triangle doivent être considérés comme remplaçant les trois coniques.
(A mettre en note au bas de la page 362 , cette note se rapportant au § VI du n* 3 du chapitre IV ) :
Soit un cercle G auquel on mène une tangente t au point a; d'un point arbitraire m de la tangente t on mène une seconde tangente T touchant le cercle G au
point A; on mène les droites aA et mq^ le point q étant un point fixe ; les droites ak et tnq se coupent en un point p , et Ton demande quel est le Keu des points p obtenus en faisant varier le point m sur la tangente t.
Prenons la droite t pour axe des x et le point a pour origine des coordonnées , Téquation du cercle G sera :
x'+y*- âRtf = 0 (1)
les coordonnées du point m étant y=0 et x=sl ; L'équation d'une droite passant par ce point m sera :
x=n (ir — /)
Pour que cette droite soit tangente au cercle G, il faudra que n soit égal au -/[ tiré de l'équation (1).
— 4«2 On aura donc :
Bt
La tangente T aura donc pour équation :
Pour avoir les coordoooées du point A , il faudra tir«r des équations (l)et (2) les valeurs de « et de y ; et l'on aura pour les coordonnées du point A :
_ aBV 2Rr
Les coordonnées du point fixe q étant y= 6 et x= a, on aura pour Téquation de la droite mp :
et pour l'équation de la droite oA :
Et en éliminant / (qui particularise la position du point m sur la tangente i) entre les deux équations (3) et (4) , on aura l'équation de la courbe lieu des divers points p.
Cette élimination qui est facile conduit à Téquation :
6a:'+Ry*— aa?y— 6Ry=0 (5)
Ainsi f le lieu des points p est une section conique S.
L'équation (S) nous montre que la courbe S passe par le point a , et que de
, plus elle est tangente au cercle G en ce point a; et en effet, si Ton prend le ^ de
l'équation (5) , on aura :
dy gy-^ ato
5flp~"2Ry— oa? — 6R
qui est nul , lorsqu'on y fait a;=7 0 et y=0 , qui sont les valeurs des coordonnées du point a.
De plus , l'équation (5) montre que ta courbe S passe par le point fixe q, car
— Afiâ —
Içs coordoaoées x=: a ei y=^€ de ce point q, satisfont, à cette équation ; on voit encore que la section conique S coupe i'ax^ deB y eix up point a qqi est distant du pointa de la quantité 6, car si dans l'équation (5) on fait x=0» on trouve y=0 , et y = 6. Ainsi le point n et le point fixe q sont sur une parallèle à Taxe des X ou à la tangente i au point a.
La courbé S sera une parabole lorsque Ton aura : a' — 46R= 0,
Et elle sera une ellipse ou une hyperbole lorsque Ton aura : «' — 46R -^^
Mais il ne serait pas sans intérêt de savoir quelle doit être le lieu du poin q pour que la courbe S soit une parabole. Or, si l'on remarque que a et 6 sont les coordonnées du point 9; et si l'on désigne par D le diamètre du cercle G, on voit de suite que l'équation a'=:2D6 est précisément l'équation de la courbe Q, sur laquelle le point fixe q peut être placé , pour que la courbe S soit toujours une parabole. Ainsi , la courbe 0 est wo parabole aiyant son soi^met 9u point a, ou à l'origine des coordonnées et ayant Taxe des y pour axe infini; suivant que le point fixe q sera placé en dedans ou en dehors de cette parabole Q , la courbe S sera une ellipse ou une hyperbole.
Ayant détern^iné la nature géométrique de la courbe S, s^u moyen de C analyse , dans le cas où la courbe C est un cerçl^ , on pe^t dét;#rmiqei: facilement et au moyen de la géométrie descriptive la nature de la courbe S\ dans le cas où la courbe C sera une section conique C (ellipse, parabole ou hyperbole ).
Et en effet :
Prenons dans l'espace un point s comme sommet d*un cône ayant le cercle C pour base, nous pourrons , par ce sommet a et chacune des lignes droites de la fig. E , Pi. XXX , feire passer un plan P; nous aurons donc de»x cènes du second degré savoir :'(«, G)et («, S), et une série de pians; nous pourrons couper tout le système par un plan oblique quelconque X , lequel coupera le cône («, G) suivant nue section conique G', et le cône (s , S) suivant une section coniqua S', ei chacun des plans P suivant une droite. Les ^lans tangents au cône (9, G) étant coupés par le plan de la courbe G suivant des tangentes l" et T' à la courbe G, seront coupés par le plan X suivant des tangentes l' et T' à la courbe G', et dès lors il est évident que le lieu S', pour la section conique G', sera encore une section conique. ' Ce qui précède nous montre que presque toujours on devra d'abord résoudre au moyen de C analyse les problèmes sur le cercle, pour ensuite , au moyen de la géométrie descriptive , les généraliser p<»ur une section conique , et cela parce que
l'équation du cercle est plus facile à manier que celle qui représente une section conique quelconque et que dès lors les calculs à efTectuer sont moins longs et plus simples.
On peut se demander si pour une position particulière du point ûxe q le cercle G ne serait pas osculateur au point a à la section conique S.
Pour résoudre cette question, calculons le rayon de courbure p, en mettant
dans l'expression analytique p = — les valeurs de -^ et ~- tirées
de l'équation (5) , et dans lesquelles on aura fait a; ;= 0 , et y = 0.
Il est évident que -^ = 0 pour ^ = 0, et y=0, et Ton trouve que pour les
mêmes coordonnées x=:0', et y?=0, et ainsi pour le point a, -^^^ ^•
Dès lors : p = — .
Par conséquent , la valeur de p étant indépendante des coordonnées a et 6 du point fixe f , on doit en conclure que dans aucun cas le cercle G ne sera osculateur au point a à la section conique S, et que dans tous les cas le rayon du cercle G sera le double du rayon de courbure de la section conique S pour le point a.
S IV
Proposons-nous de déterminer la position que doit occuper le point fixe 9, pour que la section conique S ait l'un de ses axes dirigé suivant Taxe des y, l'autre axe étant dès lors parallèle à Taxe des a:, ou, en d'autres termes , pour que le point a soit un sommet de cette section conique S.
L'équation générale des sections coniques ayant le point a pour sommet est :
a:' + Ay« + By = 0 (6)
Il faudra donc identifier cette équation (6) et terme à terme , avec l'équation (5)» après avoir préalablement divisé tous les termes de l'équation (5) par le coefficient de x' ; et ainsi on aura :
x" + jy'—^ — Ky = o (7)
Oo devra donc poser les équations de conditions suivantes :
La deuxième équation donnant a = 0, on voit que le point fixe q doit être sur Taxe des y.
L'équation (7) deviendra donc :
Cette équation (8) sera celle de la section conique S. demandée et ayant le point a pour l'un de ses sommets.
Si dans cette équation (8) on fait a;= 0 , on trouve i/= 0 et t/ =6. Ce qui nous apprend que le point ûxe q sera, dans ce cas, placé au sommet de la section conique S, qui est opposé au sommet a.
Ce qui a été dit dans les paragraphes II et III , précédents y nous conduit à une construction graphique fort simple du rayon de courbure au sommet d'une section conique.
Et en effet :
^y^^^ ifiÇ' ^ ^<^ ) une ellipse S, dont les sommets sont en a et 9, dont le centre est en s, les points p et p' étant les deux autres sommets de la courbe S , il faudra mener la droite qp coupant en m L'axe des x, ou, en d'autres termes, coupant en m la tangente t au sommet a de la courbe S.. Cela fait :
Du point m corhme centre avec ma pour rayon on décrira un arc de cercle coupant la corde ak en un point A , et l'on mènera par le point A uQe droite perpendiculaire à la droite mX, et qui coupera l'axe des y ou l'axe aq de la courbe S, en un point o qui sera le centre du cercle C ayant oA=:oa pour rayon. Et le point o' milieu de ao sera le centre de courbure de la courbe S, pour le sommet a, ou , en d'autres termes , son rayon de courbure sera égal à oo'.
Si la courbe S, est une parabole , alors on aura 6=^; , et la droite pq sera parailèle à l'axe des y, tout en passant par le point p. La construction est indiiquëe (fig. E ier).
VI
Ce qui précède nous coDcIuit à une propriété nouvelle des sections coniques.
Si {fig. E quater) en Fun des sommets a d*une section conique on mène la tangente axj puis si par Tautre sommet g opposé au sommet a on mène une suite
de divergentes coupant respectivement la section conique aux points p, p,
et la tangente ax aux points m, m\ puis si Ton mène du sommet a les divergentes ou cordes pa^ p'a, les droites mVj mr\ respectivement perpendiculaires à ces cordes, viendront toutes passer par un point fixeo situé sur Vzxeoq de la section conique, et le rayon de courbure de cette section conique pour le sommet a sera égal à la moitié de la distance du point o à ce sommet a, et ainsi on aura :
VU
On pourrait se demander si la section conique S. ne pourrait pas être un cercle , et en examinant Téquation (8) on voit de suite que si 6c=:R , on aura Téquation :
x'+jf—l{y = 0 (9)
qui représentera en effet un cercle ayant un rayon égal à la moitié du rayon du cercle G. Et la fig. E quint, nous démontre Texactitude de ce résultat. Et en effet :
le point fixe 17 étant le centre du cercle G, si Ton mène les cordes aÂ , ak\ de ce
cercle G , et si en les points A , A^ . . de ce cercle G on mène les tangents inA , mk\ . .. coupant la tangente i(ou axé des a;) aux points m, m! y... et si l'on mène les divergentes </în, qm\ on voit que les points r, /, appartiendront à la courbe
S,. Or, il est évident que ces points r, r', sont respectivement les milieux des
cordes aA, aA', par conséquent ces p(»nls r, r^ seront sur un cercle S,
tangent en a au cercle G et ayant le rayon R ou 09 du cercle€ pour diamètre.
Et Ton voit aussi que le rayon de courbure p du cercle S. sera égal à ù'a ou à la moitié du rayon R (ou ea) du cercle G; ce qui s'accm'de parfaitement av^ les résultats trouvés ci-dessus, lorsque la courbe S. était non un cercle, mais une section conique.
VIII
On pourrait se demander si étant donnée une sectioii ooniqoe S. , on ne pour* rait pas trouver une construction simple de son rayon de «oMirbure pour un
point quelconque et qui fût analogue à celle que nous avons donnée {jig. E bis et ter) pour déterminer le rayon de courbure en Tun de ses sommets.
Et en effet, cela est possible, car si on donne {jig. F) une section conique S., et en un de ses points a, la tangente ax^ et par suite la normale ay, cette normale percera la courbe S. en un point n, et si l'on mène par le point n une parallèle à la tangente ax^ elle coupera la courbe S, en un ^oint 7, qui sera le point fixe.
Si donc par un point quelconque p de la courbe S. on mène la droite pq , elle ira couper la tangente ax au point m , et si du point m comme centre, et avec am
pour rayon, oti décrit un arc de cercle , il coupera la droite ap en un point A, et la droite om^ perpendiculaire sur aÂ, déterminera sur la normale ay le point o qui sera le centre du cercle G, qui reproduira la courbe S, au moyen des constructions employées dans la fig. E.
Le centre de courbure de la courbure S, pour le point a sera donc, en 0 milieu de oa, et m sera le rayon de courbure p de cette section conique donnée S, , •et pour ce même pointa pris arbitrairement sur cette courbe S..
§ IX
Ce que nous avons dit § I sur la parabole Q ayant pour équation : a' =4R6, et ce que nous avons dit même § I , savoir : que la conique S coupait la normale ay en un point n tel que Ton avait toujours a7t=6, nous permet d'énoncer le théorème suivant :
Si Ton a une parabole Q (dont on désignera le sommet par a et Taxe infini par Y), si Ton prend un point q arbitraire sur la courbe Q et que Ton abaisse de ce point q une perpendiculaire sur Taxe Y et le coupant en un point n, on pourra toujours construire une parabole S , et Ton n'en pourra construire qu'une seule passant par les deux points n et 9 et tangente en a à la parabole Q.
En faisant varier ta position du point q sur la conique Q , on (^tiendra , par des constructions analogues à la précédente^ une suite de paraboles S, S', S"... ayant un point commun a et ayant entre elles et en ce point a une osculation du second ordre.
L'équation de la courbe Qé tant a;* = 4Ry, le rayon de courbure de cette conique Q sera pour son sommet a égal à : 2R et le rayon de courbure pour le même
point a des diverses paraboles S, S', S", sera égal à : -•
NOTE
Dans l'ouvrage qui a pour titre Développements de géométrie descriptive, et que j'ai publié en 1843, j'ai indiqué (page 240) le moyen de construire un wagon dont les essieux seraient parallèles, et qui cheminerait toutefois sur un rail courbe et circulaire avec un frottement de roulement angulaire.
J'ai construit la position qu'occuperait dans ce cas le sommet du cône idéal qui enveloppait les deux roues ( de rayons différents ), soit de l'avant-train , soit . de rarrière- train.
Il sera peut-être utile de connaître la courbe sur laquelle se trouve placé ce sommet, en supposant que la dislance entre les deux trains (qui sont parallèles) varie depuis zéro jusqu'à R , R étant le rayon du rail circulaire intérieur.
Cette note a pour but de donner l'équation de cette courbe.
Soit X* 4- y = R* (1) l'équation du cercle C intérieur, et x/ H- y; =R; (2) l'équation du cercle C. extérieur, les deux cercles C et G. étant concentriques ifig-G)^ Téquation de l'axe A d'avant-train étant y= 6, la distance entre les deux trains dont les axes sont parallèles, sera égale à : 2g.
Si Ton fait y s= 6 dans les équations (1) et (2), on aura :
^ =■ V/K*— 6* et X. = \/r;
En sorte que les coordonnées des points d'appui des roues de l'avant-train sur le rail circulaire seront :
y=g et x=:I/R' — 6* pour le rail intérieur, le point d'appui étant lepointm.
et : y,=6et x.=4/R/ — 6' pour le rail extérieur, le point d'appui étant le point m,.
Le rayon de la petite roue d'avant-train étant représenté par p, et celui de la grande roue du même avant-train étant représenté par p., on aura , puisque le frottement doit être de roulement :
Si donc Ton porte sur l'ordonnée y du point m une longueur égale à p y depuis le point m jusqu'en n, ce point n'aura pour coordonnées : ^
y»6^pelx= »/R' — €•
Si de même l'on porte sur l'ordonnée y, du point m. une longueur égale à p., depuis le point mjusqu'en n,, ce point n. aura pour coordonnées :
y. = « _ p. et «. = V^; - 6' L'équation de la droite B qui unit les deux points n et n, sera donc :
qui se réduit à :
Si dans l'équation (4) on fait y= 6, on aura la valeur de x, qui donnera celle de Tabscisse du point s, en lequel les droites A et B se coupent, et Ton aura dès lors :
t/ = € et X =2 ^^^
Pn — P
pour les coordonnées du point «, sommet du cône enveloppant les deux roues d'avant-train , dont les rayons sont respectivement p et p..
L'équation (5) sera celle de la courbe X , lieu des sommets s y en considérant 4P et 6 comme les coordonnées d'un point quelconque de cette courbe X.
On devra toutefois y introduire la condition exprimée par l'équation (3) ; en sorte que Téquation de la courbe X sera , en définitive :
Et cette courbe-, qui est du quatrième d^ré, aura la forme indiquée par la fig.G.
ITO
On a deux courbes X et X' planes et situées dans un même plan (la courbe X' étant intérieure à la courbe X) , telles que si l'o» mène une sécante quelconque , les parties interceptées entre ces deux courbes seront égales entre elles.
Il est évident que d'après Ténoncé delà propriété dont jouissent par hypothèse les deux courbes données X et X', elles jouissent forcément de la propriété suivante :
Si Ton mène à la courbe intérieure X' une tangente quelconque , le point de contact sera le milieu de la corde interceptée sur cette tangente par la courbe X,
Mais si deux courbes X et X' jouissent de la propriété que nous venons d'énoncer en dernier lieu, il n'est pas évident qu'elles jouissent de la propriété énoncée tout d'abord, savoir : qu'une sécante quelconque aura ses parties interceptées entre les deux courbes données égales entre elles. Gela posé :
Je dis que deux courbes X et X' qui jouissent de la propriété, savoir : qu'une sécante quelconque a ses parties, interceptées par ces deux courbes , ^les entre elles, ne sont autres que deux sections coniques concentriques, semblables et semblablement placées.
Pour le démontrer, rappelons-nous que deux sections coniques concentriques, semblables et semblablement , placées , jouissent précisément de la propriété énoncée (*).
Gela posé :
Par un point b' de la courbe intérieure X! (fig* H, PI. XXX) , menons une sécante quelconque A.
Par ce même point b' et un point/ arbitrairement choisi sur le plan des courbes X et X', menons la sécante B.
La sécante A coupera la courbe X aux points 6 et a, et elle coupera la courbe X' en un second point a'.
La sécante B coupera la courbe X aux points 9 et n , et elle coupera la courbe X' en un second point n.
Gela posé :
(*) Voyei U deuxième partie du Cimrê de géométrie descriptive , chapitre VI , page 114.
MenoDs par le point g une droite A' {araUéle à la droite Â , cette sécante À' coupera la courbe X en un second point m , et elle coupera la courbe X' en les deux points d! et tn.
Par le point d' et le point /, qui est le point fixe arbitraire, menons une droite ' B', cette droite B' coupera la courbe X aux points d et e , et elle coupera la courbe X' en un second point e\ Cela posé :
On sait que par 5 points on peut Faire passer une section conique et qu'on n'en peut faire passer qu'une; il passera donc une section conique E parles 5 points 69 9, (/, a, n. Il passera donc une section conique E' par les 5 points 6\ (tj m', a! j e' .
Si les deax sections coniques E et E' étaient concentriques, semblables et semfalaMement placées , la courbe E passerait forcément par les 7 points b, g^d^mj a, itj e] et la courbe E' passerait /orc^menl par les 6 points b' y Jj m\ a y n\ e\ et cela aurait lieu parce que par hypothèse on a :
gdlzsinim^ gVsszn'fiy dd' = ee' Cela posé :
Si par le point fixe et arbitraire/ on fait passer une nouvelle sécante B^^ laquelle
coupera la courbe X aux points 9 et p et la courbe X' aux points q' et p'^ on a ^
par hypothèse :
On pourra faire passer une section conique E. par les 5 points 6, g^p^ Uy n] On pourra aussi faire passer une section conique E/ par les 5 points 6', (/',p', a', <7^ Si les deux courbes E. et E/ étaient concentriques , semblables et semblabtement placées, la courbe E, passerait^rc^ment par les 7 points 6, g^p^ a, n^ '^i»?; et la courbe E/ passerait aussi /orcémen^ par les 6 points b', p\ m'y a^ q\ n. Les deux courbes E etE. auraient donc 5 points communs, savoir : byg^Uy n, m. Les deux courbes E' et E', auraient seulement 4 points communs , savoir : b\ %n\ a\ ni ; dès lors les deux sections coniques E et E^ ne forment qu'une seule et même courbe , et il en sera de même des deux sections coniques E' et E'„ puisque par hypothèse, ayant supposé que les courbes E' et E\ étaient respectivement concentriques, semblables et semblablement placées avec les courbes E et E, , lesquelles ne forment plus qu'une seule et même courbe E, les deux courbes E' et E'. ayant 4 points communs et étant concentriques, semblables et semblablement placées par rapport à une section conique E , doivent forcément se superposer, et ne former qu'une seule section conique E'.
La section conique E aura donc en commun avec la courbe X les 9 points 6, 9, c/, p, m, a, n, e, q.
Et la section conique E' aura donc en commun avec la courbe X' les 8 points b\ d', p', m\ a\ n', e\ q'.
Cela posé :
Par le même point fixe et arbitraire/, nous pourrons mener une sécante B'"' autre que B", celte droite B"'. coupera la courbe X en les points f>, et q, et la courbe X' en les points p\ et q\ , et en vertu de la propriété dont jouissent par hypothèse tes deux courbes données X et X", on aura :
PA' = m'
Il suffira de remplacer les points p, p\ q^ q' par les points p,y p/, q,^ 9/, dans ce qui a été dit précédemment, et Ton voit de suite que les deux sections coniques E et E' passeront, la première par tous les points de la courbe X, et la seconde par tous les points de la courbe X', en supposant que ces deux sections coniques E et E' soient concentriques et semblables.
CequeTonafait en employant deux sécantes A et A' parallèles entre elles et à une direction K , et en employant une série de sécantes divergeant d'un point fixe /, pourra être fait en employant deux sécantes A, el A', parallèles entre elles et à une autre direction K,, et en employant une série de sécantes divergeant d'un autre point fixe / ; et Ton trouvera toujours le même résultat , savoir : que les deux courbes données X et X', en vertu de la propriété dont elles jouissent , se superposent respectivement avec deux sections coniques £ et E', si ces deux sections coniques E et E' sont concentriques et semblables.
De ce qui précède , on est donc en droit de conclure que les deux courbes données X et X' ne sont autres que deux sections coniques concentriques el semblables , en vertu de la propriété dont elles jouissent , savoir : qu'une sécante quelconque a ses parties, interceptées par ces deux courbes, égales entre elles.
CHAPITRE PREMIER
PeOPRIÉTÉS POLAfllBS.
Mémoire ft 1.
Sur lu propriétés polaires de deux courbes du second degré considérées daiM Vtspaee.
§ I. 1. Étant données deux courbes planes «' et a" du deuxième degré et servant de bases à deux cônes C et C" du deuxième degré, ayant leurs sommets respectifs aux points c' et e^' ; étant de plus donné un cône G ayant son sommet c k une distance finie ou infinie et passant par les deux sections coniques a et a", si les trois points c, c', &' sont sur une même droite D , d'ailleurs arbitraire de direction , les deux cônes C et C se couperont toujours suivant une courbe formée de deux branches planes
2. Par une courbe plane « du second degré et trois points a , a\ a" situés arbitrairement dans Tespace et déterminant un plan autre que celui de la courbe « , on peut toxgours faire passer deux surfaces coniques , et l'o* n*en peut faire passer que deux
3. Étant données , sur une surface du second ordre z, deux courbes planes «' et «", on pourra toujours envelopper ces deux courbes par deux surfaces coniques
4. Si Ton a deux courbes planes (du second degré ) « et «' situées sur un cône C, ayant pour sommet un point e , il existe toujours un second cône S qui enveloppe à la fois ces deux courbes
Théorème, Deux cônes qui ont deux plans tangents communs se coupent toujours suivant deux courbes planes ; mais deux cônes qui se coupent suivant deux courbes planes , n'ont pas toujours deux plans tangents communs
5. Rar deux courbes du second degré, situées arbitrairement dans l'espace, on ne peut pas toujours faire passer deux surfaces coniques ; mais cela est toujours possible , si ces deux courbes se coupent en deux points, ou, en d'autres termes , ont une corde commune ; et il n'existe qu'un cône, si les deux courbes ont un seul point commun et une même tangente en ce point ,
6. Lorsque trois courbes du second degré « , «", «'" ont deux a deox nne corde commune , elles ne peuvent pas toujours être enveloppées par une même surface du second degré. 4
Théùrème. On peut toujours faire passer une surface du second degré par trois courbes du second degré enveloppées deux à deux par trois surfaces coniques ayant leurs sommets en ligne droite 4
Déduire des propriétés qui existent dans Tespace pour, deux sections planes d'un c6ne du second degré, les propriétés qui existent pour deux sections coniques tracées sur un plan. 5*7 § II. Quelles sont les droites de Tespace qui correspondent aux droites dites polaires eommunei
de deux sections coniques tracées sur un même plan 7-11
De ce qui a été dit § II , on déduit deux théorèmes sur les transversales situées dans un plan
Jk
Mémoln N* 9.
Problème. Conêtruire les huit courbes planes tangentes à trois sections coniques situées sur une surface du second degré t*
§ 1. I. Trois circonférences quelconques de grands ou de petits cercles étant tracées sur une
sphère , trouver une quatrième circonférence taugente aux (rois premières 12
II. Le problème se résoud de la même manière pour une surface du second ordre. ... 13
§11. Théorème ( il est énoncé , ici , tel qu'il le doit être en ayant égard à la correction faite dans Verrata ) :
Étant donnés une section conique et un triangle , les côtés prolongés du triangle coupent chacun la section conique en deux points. On aura donc six points : chaque sommet du. triangle sera le point en lequel se croiseront les diagonales du quadrilatère dont les sommets sont les points en lesquels la section conique est coupée par les côtés prolongés du triangle qui passent par le sommet considéré. On aura donc trois quadrilatères dont les côtés prolongés donneront six points de concours, qui seront distribués trois à trois sur quatre droites 14
§111. rofftfjE les additions n* 1 459
Mémoire N* 8
Sur les propriétés polaires de trois courbes planes situées sur une surface du second
ordre 14
Théorème. L'espace parcouru par un pl«n qui se meut tangentioUement à une surface du second ordre 2 , et qui passe toujours par un point fixe p, a pour enveloppe une surface conique dont le sommet est le point fixe|9, et dont la courbe de contact avec la surface 2 , est une courbe plane. . 16
Théorème inverse. Si Ton fait mouvoir un plan tangentiellement à une surface du second degré Z , de manière à ce que le point de contact soit , en chaque position du plan tangent , PuQ des points d'une section conique ou plane de cette surface 2, l'enveloppe parcourue par ce plan sera une surface conique . 17
Théorème. Si l'on a n sections planes faites dans une surface du second ordre par n plans passant tons par une même droite , ces n sections pourront être envdoppées deux à deux par 7n cônes dont les sommets seront tous distribués sur une même droite 18
Théorème. Si par une droite L» arbitrairement située par rapport à une surface du second ordre 2 , l'on mène deux plans tangents à cette surface , la droite/" e''^, qui unira les deux
Mémoire H* 5.
Pa|M.
points de oontaot , joaira avec la droite L'» de la propriété suivante , savoir : l'one de ces deux droites contenant les sommets des cônes tangents à' la surface 2 , les plans des courbes de contact passeront par l'autre droite 18
Théorème» Lorsque n droites se coupent en un point p et sont d^ailleurs disposées d^une manière arbitraire par rapport à une surface du second ordre Z , leurs n polaires réciproques sont situées sur un plan unique P, qui est plan polaire de la surface .2 par rapport an pditf p 19
Théorème. Si Ton a deux courbes du second degré G' et C'\ situées sur une surface du
second ordre Z, les sommets p' et p'' des deux cônes tangents à la surface 2 , l'un suivant
O et l'autre suivant G", sont situés sur la droite /" e'» , polaire réciproque de la droite L'" ,
intersection des deux plans P' et P'' qui sont les plans des courbes G' et G" ; et les deux
. cônes p' et p" ( désignant le cône par son sommet ) se couperont suivant deux courbes du
second degré, dont les plans passeront l'un et l'autre par la droite L'" 20
Des plans polaires conjugués ou réciproques 20
MAOlOlM N*" 4.
Sur les propriétés polaires qui existent entre les huit courbes planes tangentes à trois seetiom planes d'une surf ace du second ordre 21
§ 1. Théorème. Les huit courbes planes tangentes à trois sections planes G', G", G'" d'une surface du second ordre 1 , peuvent être enveloppées deux à deux par huit cônes , dont quatre ont pour sommet commun le point p , intersection des plans des trois sections planes; et les quatre sommets des quatre autres cônes sont les intersections du plan polaire P de la surface z ayant le point p pour pôle , et des quatre polaires réciprocités R, R', R", R'" des quatredroitesE, E\ E'', £'" qui unissent trois à trois les sommets des six cônes enveloppant deux a deux les trois sections planes G', G'', C' 26
Théorème, Tout cône qui ayant pour base l'une des trois courbes G\ C\ G"', et pour sommet un point situé sur la droite E, ou sur la droite l\ ou sur la droite I", ou sur la droite 1"', coupera la surface s suivant une courbe plane dont le plan passera par le point pf et ce plan sera tangent , ou à la courbe «% ou à la courbe C , ou a la courbe /*. . 26
§ IL En projetant tout le système de l'espace sur un plan on trouve la solution du problème suivant : construire les huit sections coniques tangentes à trois sections coniques tracées sur un plan
Sur les propriétés polaires qui existent entre les trois sections planes d'une surface du second ordres en vertu des relations de position toutes particulières, qui peuvent exister entre ces trois eections 51
11 peut exister entre les trois sections planes G', G", G'" d'une surface du second ordre 2,
treize relations de position 31
Discussion y relative 32
Théorème, Par deux sections planes G' et G" d'une surface du second ordre 2 , on peut faire passer une infinité de surfaces du second ordre, qui auront toutes leurs centres situés sur un plan unique, lequel passera par la droite qui unit les sommets des deux cônes enveloppant deux à deux les courbes données G' et G" 33
Théorème. Par deux sections parallèles G* et C" d'une surface du second ordre 2 ( les-
quelles sections sont alors deux courbes semblables et semblablement placées) , Ton peut faire passer une infinité de surCaces du seoond ordre qui auront tontes leurs centres situés sur une droite unique , qui ne sera autre que celle qui unit les sommets des deux cônes euTcloppant deux à deux les coniqpies données G' et C 34
Théorème. Beux surfaces do seoond ordre ont toujours pour ligne de contact une courbe plane 36
Théorème. Par une section plane G d^une surface du second ordre 2 on peut faire passer une infinité de surfaces du second ordre , tangentes entre elles et à la surface z snirant cette courbe G * 36
Mémoire N"* s.
Problème! Étant données troii droites Â, B, G «tir un plan , Von demande le lieu des p6c.es des divers cercles tangents à la droite B, ayant leurs centres sur la droite A , et ayant la droite G pour polaire commune 37
Mémoire IT 7.
Sur les propriétés des hyperboles et des paraboles considérées comme étant le lieu des pâles d^uH cercle mobile et variable de rayon , assujetti à passer par un point fixe et dont le centre se meui en ligne droite 40
Problème. Construire une hyperbole ayant pour asymptote une droite CD y et passant de plus par un point p' situé dans Pangle AG'D, ou par un point p^ situé dans Tangle opposé par le sommet A'G'D' 41-
Problème. Gonstruire une hyperbole passant par deux points p et p' «itués du même côté, oup etp^ situés de côtés différents par rapport à la droite donnée A, ayant pour tangente en un point o cette même droite A. , et ayant pour asymptote une droite perpendiculaire à la droite A 41
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§ m. Lorsque les cordes se coupent deux à deux en trois points déterminant un triangle , construire les pôles des quatre droites qui unissent trois à trois les six points points de concours 459
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§ 1. Étant donnés un cercle G et une tangente I en un point a de ce cercle , d*un point arbitraire m de la tangente I on mène une seconde tangente T touchant le cercle C au point A ; on
mène les droites aA et m^, le point q étant un point fixe ; les droites aA et mq se
coupent en un point p, Pon demande quel est Pun des npints p obtenus en faisant
Tarier le point m sur la tangente I ? 461
Le lieu des points p est une section conique S passant par le point fixe q et tangente en a
au cercle C 462
De la position que doit occuper le point fixe q^ pour que la section conique S soit , ou une
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§ lY. De la position que doit occu^r le point fixe q^ pour que la section conique S ait le point a
pour Tnn de ses sommets. 464
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Note, — Équation de la courbe lieu du sommet du cône idéal enreloppant les deux roues de Parant-train conique d^un wagon , en supposant que la distance rarie , depuis zéro jusqu^au rayon du rail intérieur, entre les axes parallèles des deux trains d^aranl et d^arnère du wagon ' . . . ' 46S
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