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CHAPITRE PREMIER
1. Trouver les aires des boucles formées par les courbes dont les équations suivent :
a" ar* "' -+- ^«« = a* ( xy )«-i .
Dans les deux cas n désigne un nombre entier positif.
(Gicrmont, novembre 1880.)
I** L'équation de celle courbe unicursale, en coordonnées polaires, est
flr (sinoi cos(u'^« P "~ cos*'»-»-* (o -H sin*'*-*-* w *
Taire de la boucle est donc
A = i r'p«^w=- r'^ang«« a)rftang(«) ^ a^
VillU. — Compositions.
2® En suivant la même marche, on trouve
A = ~ / — 5 — 5_ = — [arc tang(tang»tD)]' = -— .
2. jPar Vextrémité A rfa diamètre AB rf'a/i cercle donné {fig- i), on mé/ie M/ie corde quelconque AC, /?«« 0/1 prend, à partir du point A, 5Mr fe diamètre AB, i//ie longueur AD = AC. On demande le lieu du milieu M ûfe5 droites telles que CD.
Construire la courbe et déterminer l'aire de la por--
tion du plan qu'elle renferme,
(Lille, juillet i865.)
Soit le diamètre AB=: ia\ Téquation de la courbe est
p = AD cos(i> = %a C0S2CI) cosci).
D'après les données, (o ne peut varier que de — 7^+7»
les valeurs négatives de p fournissent deux boucles para* sites.
L^aire cherchée A de la boucle principale est donc
A'=aa* / cos*(i}COs*2a)</ùi)
XV
C08 2 («>) ( H- C08 4 Ci))<fa>
= a* ( w - 1 jî— ) -i / (cos6ci)-+- cos2to)rfio
it
= a* ( u)H- - sinaci)-f- - sin4c«> -h — sinow )
\ 4 4 ta /o
3. On donne un cylindre droit vertical dont la base est un cercle de centre O et de rayon a. Une courbe tracée sur ce cylindre jouit de la propriété que, M désignant un point de cette courbe et MT la tangente correspondante, la projection du rayon vecteur OM = r sur cette tangente est constante et égale à une ligne donnée K. Le point M est défini par V ordonnée verticale z et par V angle m que la projection horizontale OP de OM fait avec le rayon fixe OA. On propose de :
I** Trouver la relation finie qui existe entre z et iù\
2® Trouver en fonction de z Vexpression s de Varc de la courbe;
3** Calculer Vaire cylindrique comprise entre deux génératrices données et les arcs qu^elles interceptent sur la courbe et sur le cercle de base.
(Monlpellier, novembre 1879.)
On a
cos(OM, MT) = =^— f = — > ,
"^ rd$ rds
en tenant compte de Téquation différentielle du cylindre
xdx-Jrydy = Of d'où
ifc aK(w — (uo) = f^z^—l^dz,
± 2aK(o) — a»o) = z^z^— M — K* log —ir— — '
La constante arbitraire Wq répond à l'ordonnée minimum ^0 = K de la courbe qui admet pour tangente en ce poinl la génératrice du cylindre.
2° L'arc de courbe compté à partir du point d'ordonnée minimum est donné par la formule
3° Enfin l'aire cylindrique comprise entre la courbe, la base du cylindre et les ordonnées z^ et z est
z,ad^^^--^ / — \^ --dz= -I^(il— K*)».
4. Le centre d^une sphère parcourant une hélice tracée sur un cylindre circulaire droit, l'enveloppe des positions de la sphère est une certaine surface canal; déterminer l'aire de la section faite dans cette surface par un plan perpendiculaire à l'axe. Chercher le rapport de cette aire au grand cercle de la sphère
génératrice.
(Lille y novembre i868.)
Un plan normal à l'axe du cylindre coupe chaque sphère suivant un cercle dont le centre O {fig' 2) est sur le cercle de base du cylindre; l'enveloppe de tous ces cercles donne
la section de la surface canal. Deux cercles infiniment voisins, de centres O et 0|, et de rayons r et r-l-rfr, se coupent suivant une corde AB; nous prendrons pour aire élémentaire celle qui est comprise entre AB et la corde infiniment voisine, et pour variable indépendante Tare
Fig. 2.
s = DO de base du cylindre, compté à partir du point de D où rhélice perce le plan de base.
L'aire élémentaire cherchée
or les triangles rectangles OIA et 0K0| donnent
dr
ds
d'où
d'ailleurs on a, en appelant a le rayon de la sphère génératrice et m la tangente de l'angle que fait l'hélice avec la
base du cylindre,
dr as
d.Ôi = m*ds et AI = /a«— /n«(i-h /n«)s*;
on en déduit
dX = 2(1 -h m'^)ds v^a* — m*(i -h /n*)5«.
Pour trouver les limites entre lesquelles on doit intégrer l'expression précédente, nous écrirons que deux cercles infiniment voisins se coupent, autrement dit que la distance ds de leurs centres est plus grande que la différence
- m^sds
— dr =
de leurs rayons, ce qui donne pour limite supérieure
Sa = •
m v^i -t- m* On a donc
ds^a^— m^{i-h m*) s*
= 2(1 -h m') , arc sin — s
A=7ra«^i4-^
Le rapport cherché est i/ n -'-, il est indépendant du
rayon du cylindre.
Quand l'hélice est une génératrice du cylindre, m = 00 , A = ita^, et quand elle devient la base du cylindre, m = o, A = 00 ; on a en effet, alors, une infinité de couronnes superposées.
Un paraboloide elliptique a pour équation
trouver Vexpression du volume limité par un plan parallèle au plan des yz et le centre de gravité de ce
volume,
(Lille, novembre 1869.)
Soit x = a réquation de ce plan; une section parallèle au plan des yz est une ellipse ayant pour axes \Jipx
et \j7,qx : sa surface est donc B='n^pq2X. On a, par suite, pour le volume cherché.
V = / B dx = ira' ^pg-
Le centre de gravité est sur Taxe des Xy à une distance X de l'origine donnée par la formule
XV = / xB ûtr = I Tca» ^qpt
d'où
6. Calculer le volume situé au-dessus du plan des xy et compris entre les deux surfaces
z x^ y* ar* y*
on suppose m^ •< i . Que représenterait Vexpression
trouvée si m^^ i?
(Lille, juillet 1864).
Les sections du paraboloide et du cylindre par le plan des xy sont des ellipses semblables et la seconde est intérieure à la première si m^ •< i ; les surfaces se coupent audessus du plan des xy.
Le volume cherché V est donné par la formule
— Ja> m* — X* am /«a *
-^JH K-S-S)^-
am
^fdz: v/Sî^'— r« (a* - ^. - ?!^f* )
am
iraôc/w'CS — m*) izabcm^ , ./ m*\
= ;; ^ = 7iaoc/n*( i )•
Si m^ = I , on trouve V = | izabc ; c'est le volume de la portion du paraboloïde située au-dessus du plan des xj".
Si m^"^' I, les surfaces se coupent au-dessous du plan des xy, et l'expression générale de V représente la différence entre le volume du paraboloïde limité au plan des œy et le volume compris entre les deux surfaces.
7. Les axes d'une ellipse sont 2a et nb (a"^ b), cette ellipse sert de directrice à un cylindre droit; calculer la portion du volume de ce cylindre comprise dans une sphère ayant le centre de Vellipse pour centre et son demi' grand axe a pour rayon,
(Paris, juillet 1876, i" question.)
On a pour ce volume
V=8/ dx \ dy^a^ — x^—y^
r« r y . -iy=*v/*-j^
= 4 / dx\ (a> — 37») arc sin --=::.=^z=:. ^y^a^ — x^ — y^\
= I (abc -f- a' arc sin - j •
Soient Ox, Oy et Oz trois axes rectangulaires et
QUADRATURBS. 9
un parabololde défini par Véqualion
calculer V expression du volume limité par le plan x Oy, la surface du parabololde et la surface du cylindre dont V équation est
(Paris, juillet 1882, i'* question.)
On
t^rjitz^ï
9. Soient Ox, O^', Oz trois axes rectangulaires. Une surface réglée est engendrée de la manière suivante : le plan ^OA tourne autour de Oz, la génératrice D comprise dans ce plan fait avec Oz un angle constant dont la tangente est \\ elle intercepte sur Oz un segment OC représenté par XaO, a désignant une ligne donnée et 6 l'angle des plans zOx^ zOA.
i^ Calculer l'expression du volume limité par la surface réglée et les plans xOy, zOx, 5OA, l'angle H des deux derniers étant moindre que 27:.
2® Calculer l'expression de la portion de surface limitée par ces mêmes plans. .
(École Normale, juillet 1882, i"^ question.)
lO PRBMIÈBE PARTIE. — CHAPITRE I.
1^ Uéquation de la surface en coordonnées cylindriques est
^ = Xcr6 — ^; l'élément de volume
2" L'élément de surface é/o* est donné par la formule
do = pdpdb^i-hp*-^ q^;
or
> ^ lA dp ^ X dy — y dx xdx-^-ydy
X p* Xp
d'où
X*a^-f-pa? X*aa? — p^
et par suite
dfs = ]rd^dp v/X^aîH-(i-h X«Jp«,
^p=X«aO ^6
(T=M rfpv/X*a«-h(n-X«)p« / rfO,
ft ^p=X««6 •
= j / rfpv/X*aî-i-(i-i-X»)p»
^p=X«/iO ^
_. ' / prfp/X*a»-+-(i-f-X*)p*.
QCADBATUBES. I I
Or on a
/ dp v^X*a«-i-(i-+-X«)p* •■
r p€/p/X*aî-r-(iH-X«)p«=— --,-J[X*a«-+-(i-hXi)pi]«--X«a»!.
Oa en déduit pour Taire cherchée X»a«
|rA-i-^(^'-7:^)v^'-^"('^^">
-^- - - ing[ey/i -+- x«-T- /i-i- e*(i -f-x«)] .
Vi-i-X* )
10. En un point quelconque M d^une chatnelle dont C équation en coordonnées rectangulaires est
on mène la tangente MT que Von prolonge jusqu^ à sa
rencontre en T avec l'axe des x^ puis on fait tourner
la figure autour de cet axe. On demande d'exprimer
la différence des aires décrites par l'arc AM , A étant
le sommet de la courbe, et par la tangente MT \ i^ en
fonction de V abscisse du point M ; a° en fonction de
l'abscisse du point T.
(Paris, juillet i88o, i** question.)
Soient A la première aire, A| la seconde, A = 27t / yds= — / y^dx = — / \c"-i-e "-f- ydx,
D'autre part,
MT
='-[-(in-f*P^.]-
MT = ? i^'^y
. ira» (<?"-+- e ^)
A — Ai = 7:a| x — a —.
Pour exprimer A — V, en fonction de Tabscisse /, de T, écrivons l'équation de la tangente MT
d'où
on en déduit
e^'-^e "" x — ty^
et enfin
A — Aj = îiafg.
H. On considère, sur la surface d\in parabololde elliptique, les courbes définies par la condition que les normales à la surface menées par les différents points de l'une d'elles fassent un angle constant avec l'axe.
Trousser V équation des projections de ces courbes sur un plan perpendiculaire à Vaxe du parabololde.
Calculer Caire de la calotte du parabololde limitée par une de ces courbes.
(Paris, novembre 1874, i'* question.)
Soient
l'équation du paraboloïde et 6 l'angle constant pour une même courbe, que font les normales à la surface avec l'axe des >?; on a
I=: COSOi/ l-h( -T- ) -4- ( -1- ) = cosui/ I-+- — -I- v^;
d'où, pour l'équation de la projection des courbes cherchées, sur le plan tangent au sommet du paraboloïde,
(2) ._ H- ._= tangue.
Pour trouver l'aire de la calotte du paraboloïde limitée par une de ces courbes = 60, nous prendrons pour aire élémentaire dv celle qui se projette suivant la couronna comprise entre deux ellipses infiniment voisines.
L'aire de l'ellipse (2) étant Tzab tang^O, celle de la couronne est
et, comme
(i\ = iTzab langO — .. ,
dk .slnefl^O
cosO cos*0
on en déduit
(3) (y.= 27ta6/ — tû-=ô^**^( — ^ M-
^ J cos*6 3 \cos*Oo /
l4 PREHIÈRB PARTIE. — CHAPITRE I.
12. Déterminer V équation finie d\ine courbe gauche diaprés les conditions suivantes :
i^ La courbe est située sur la surface du cône
2° Toutes les tangentes à cette courbe rencontrent le cercle
Rectification de la courbe. Calcul de la surjace du cône comprise entre l'arc de la courbe et deux génératrices fixes.
(Montpellier, novembre 1880.)
En exprimant que la tangente qui a pour équation
t — ^ _ M — y __ p — s dx dy ~ dz
coupe le cercle donné, on a la condition
OU, transformant en coordonnées cylindriques, en tenant compte de l'équation du cône p = kz^
d'où
dl
dbi = ^a^— h^k^
hk
Pour que le problème soit possible, il faut que hk^a^ c'est-à-dire que le cercle donné soit extérieur au cône ou sur le cône; dans ce dernier cas, (o = consl. , la courbe
QIIADIUTUIŒ6. l5
cherchée est une génératrice quelconque du cône. Soit
donc
AX:<a;
on a, pour Téquation de la projection de la courbe sur le plan des xyy
± (a. + c) = ^'ji^, - . log .t (^ - .) .
Toutes ces courbes sont superposables par rotation de Tune
d'elles
hk
(Il
autour de Oz. Ce lieu se compose de trois spirales : 1® une spirale située sur la nappe inférieure du cône, asyinplotique au sommet et à la génératrice qui a pour projection la partie négative de l'axe des x] 2® deux spirales sur la nappe supérieure, toutes deux asymptotiques au cercle p = hk^ z = h, suivant lequel le plan donné coupe le cône, la première située au-dessous de ce plan et asymptotique au sommet, la seconde placée au-dessus du même plan et asymptotique à la génératrice a^ant pour projection la partie positive de Taxe des x.
L'arc s de la courbe est donné par la formule
^=Âit^pv/^*-^"^*-^0-^ifi)(^--p)'
s -r- coDSl . = /a* — A* A:* log —
- ^ 'a«-AU«-i-(i -h jj) {hk - p)«.
l6 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE I. — QUADRATURES.
Enfin l'aire du cône, comprise entre un arc de courbe et deux génératrices se projetant suivant les rayons pi et p^, a pour expression
A=v^ rip.^.= v^(--^^')^r---^'^')r-^,
(p.-p,-4-MiogJ^;).
CHAPITRE n
13. Exprimer sous forme réelle V intégrale générale de V équation différentielle
(Paris, juillet i883, i"* question.)
Pour trouver Tintégrale générale de cette équation linéaire à coefficients constants^ formons d'abord l'équation caractéristique
o = a»-f-a*= a*(a-t- i)l a ; lia l>
et cherchons ensuite une solution particulière ^o \ on Tobtient en substituant dans Téquation proposée un polynôme du cinquième degré et identifiant : on trouve ainsi
et ^
y ^ C|H-C,a?-t- Cj^'-i- G* (Qsin — or-f-CsCOs — a-J -h -^-.
On propose de trouver V intégrale générale de réquation
-Ht — î» -r^ -^y = Atf*"-»- Be'^-h G sino: -+- D cosa:, dx'^ dx* ^ '
A, B, C, D étant des constantes,
(Paris, juillet 1870.)
ViLUt. — Composition». 3
l8 PRBHlfcRE PARTIE. — CHAPITRE II.
L'équation caractéristique est
est donc la solution de Téquation dépourvue de second membre; il suffit d'y ajouter une intégrale particulière de l'équation avec second membre. Nous trouverons une portion de cette intégrale en substituant
^0= ût sinar-f- bcosx:
on obtient
et = — 9 0= •
Mais la même méthode ne réussirait pas pour les termes Ae^-I-Be""^ qui sont solution de l'équation sans second membre. Voici comment on peut procéder sans se servir de la méthode de la variation des constantes arbitraires, dont l'emploi est toujours assez pénible. Soit, plus généralement, l'équation
et
son équation caractéristique, dont a est n fois racine. A l'équation proposée on substitue la suivante :
dx"^ dx"^-^ dx'ft-* '"•^ '
elle admet pour intégrale particulière ^ , r^- — r^> en sorte que
est une portion de l'intégrale; il n'y a plus qu'à faire
fiQUÀTlONS DIPPÉBBNTISLLBS. I9
tendre b vers a, ou e vers zéro, si l'on pose 6 = a + e. Or ^bx ^tx Pi IX i x^
e i.2.3...(n — i) 1.2.3. ../tj
0(j?) s'annulant, quel que soit x^ pour e = o. L'expression de y^ prend alors la forme
ou, en introduisant de nouvelles constantes et faisant tendre ensuite e vers zéro,
D,-HD,ar- ...-^D„^«-i-i- ______
iy(a)J
Appliquant celte formule à l'exemple proposé, on trouve pour l'intégrale générale
fr^ r. B\ G . D
COSJ".
lo. Trouver V intégrale générale de V équation différentielle du troisième ordre
(1) -.-4 - 3 -j^ -'-2r =r (ax- ■h)e^~^cer^'^,
dx^ dx *^
(Paris, juillet 1872, i** question.)
L^équalion caractéristique est
o — %^ — 3 a -H 2 = (a — 1)* (a 4- 2); la solution générale de l'équation sans second membre est
y = e'(G -4- Car) f- G'e-»'.
20 PRE11IÈR£ PARTIE. — GH4PITRB II.
Nous diviserons la recherche de Tintégrale particulière en deux parties; nous considérerons d^abord Téquation
posons yzL-ze'y l'équation, précédente devient
qui admet pour intégrale particulière
z = -{^[aar' -+-(36 — a)a:*]; la solution générale de l'équation (2) est donc
r=% [Cl -h da? 4- (36 — a)x* h- aar*] -h Ce"»'.
lo
Prenons ensuite Téquation
on pourrait en trouver une intégrale particulière en se servant de la formule du numéro précédent, mais ici, — 2 étant racine simple de Téquation caractéristique, on peut procéder comme il suit. Au second membre de Téqualion (4) substituons ce"-*,
sera une portion de solution de cette nouvelle équation; écrivons-la sous la forme
70 ^ De-*' H ,
et faisons tendre n vers — 2, le dernier terme prendra la forme -; on obtiendra sa valeur limite en prenant le rapport des dérivées de ses termes par rapport à n, et faisant
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIKLLBS. 31
ensuite /i == — 2 ; on a finalement
L'intégrale générale de Téquation proposée est donc
j' = -^[Ci H-Cja?-+-(36 — a)x« -\-ax^] H (Ca-t- ex),
lo 9
Intégrer V équation différentielle linéaire
(Toulouse, juillet 1880, 7.^ question. ) L'équation caractéristique étant
l'intégrale générale de l'équation sans second membre est y 1= (Cl -+- Cja?)cosaa7 -^(Ca -i- C^x) sinax.
La méthode de substitution employée au n° 14 pour trouver une intégrale particulière serait ici en défaut.
On pourrait ramener ce problème à un autre, précédemment traité (n® 14), en remplaçant, dans le second membre
de I équation proposée, cosaj: par '■ • On
peut aussi substituer à l'équation proposée la suivante :
dont Pintégrale générale est
ces b X
y = (Cl -+- Ci^:) cosao? -^ (C3 -4- C^ar) sinaj? -+- - , ^ ^ ^
= (Cl -H Cja?)co»aj:-H(C8 -H CtrF)sinarF
I cos6t - cosaar \^b-\-aY (6 — a)i
22 riEMIÈU PAMTIK. — CBAFITU II.
Pour b = ajle dernier terme prend la forme infinie
I jrsin6j?
mais on peat encore écrire
jr = (C| -h Ct«) cosaa* — (Cj -r- Cix) sittax
dont le dernier terme prend la forme - quand b tend %xrs a ;
sa valeur limite étant — ^ - « on a, pour Tinlégrale
générale de Téqualion proposée^
J* = (Cil -:- Cix)cosajr~(Cj — C^x^sinax -^—z — •
à^y ^àv Qx' -»- 6x — a —r^ 6-7- -i-QV= .
(Dijon, juillet i88o.) L'équation caractéristique est
o = a* — 6a-H9 = (at — 3)*,
et
est rintégrale de l'équation sans second membre.
L'emploi de la méthode de la variation des constantes arbitraires conduit aux équations
* ydx^" dx) '°'
d'où
C, = — e-»'(ar-» -+- 3x-«), C, = e-»*(3 +ax-«).
ÉQUATIONS DIPPÊRERTIBLLRS. a3
L*inlégrale générale est donc
j' = (G,H-C,ar)«»'H-i.
d^Y dv
x^-^^-^ix^-^iy = x^-\-px^q,
(Paris, novembre i88a, i"* question.)
Pbemiere méthode. — Cherchons d'abord Tintégrale de l'équation privée du second membre, en posant a: = e'; on arrive à Téquation
dt^ ^dt^^y-''' dont rintégrale est
La méthode de la variation des constantes donne ensuite
CLX CLX
rfC| dCi _ X* -h px -^ p ^ dx dx "^ J7* *
Solution générale :
^= - H- Cia?-!-Cja:'-H(a:' — px)\Q%x,
Deuxième méthode. — En différentiant l'équation proposée, on trouve
y = Co-»-Cia:H-Cjar«H-(j:*-— />x)logir.
a4 PKKHiU PAMTO. — GHAPrnui II.
Cette solution doit être vériBée, poisqu'à réqualion donnée on en a substitué une plus générale ; celte vérification conduit à la condition C« = - -
TaoïsiÈMB MtTHonE. — Posant r = xz. z satisfait à l'équation différentielle
qui s*intègTe par deux quadratures successives. 19. Intégrer Véquation différentielle
or» ^ - 9X« ^, -H 37x^ - 64 v = jr*^a -^ ? logx -^ ^ log«x\
oLj^et^r étant des constantes données.
(École Normale, juillet 1873, a* question.)
Posons, conformément à la méthode générale, x = e' ; il vient, pour Téquation privée de second membre^
d^r d^Y .^dY
rfX* di^ ^ dt
— la-î^ ^4-^:31 — 64r = o
Uéquation caractéristique est
d*où la solution
j=e^\Ci^Crt^Cjt^).
Pour trouver une intégrale particulière de Téquation nous poserons (n'» 15)
fiQOATIONB DIFPfiRBNTIBLLBS. a5
d'où
_=, + pt + Y<*.
1.2.3 2.3.4 3.4>ô' rintégrale générale cherchée est donc ^ = a?* ( Cl -+- C, logT -+- Cs log«a: -+- ^ log'a? -h ;^ log*x -+- ^ log»a? j
20. Trouver V intégrale générale de V équation différentielle
dx^ dx -^ Jj, /i-f-jT*
(Paris, novembre 1872.)
On pourrait employer la méthode générale du n® 48; il est plus simple de poser
y - -sa:*,
d*où l'équation
^ d^z ^ dz - r^ dx
X* —i h X* -r- = 37* -h 1 — r-rr — )
dx^ dx Jo /m-x*
que Ton peut écrire
€tx\ dx) " X a^ J J\
^ dx i r^ dx
dz ^ , i r* dx i r
'0 v^i-ha?* 2 Jo a?* v^i -H x'*
d'où, en6n, pour l'intégrale générale cherchée,
y = ar«z ^arMGo-f-Ciloga:^- ilog«a:)-h4 / -7=-
\ a / 4Jo v^J4-x*
. a?» , . f dlr X* r' losxdx H (aloga: — 1)1 / — ^
Prouver que V équation différentielle
où n est un nombre entier positif, peut être satisfaite par un polynôme entier et indiquer comment on peut en déduire la solution générale,
(Nancy, novembre 1880.)
Soît
y = a:"*-»- Aia7'«-*-i- Aïo?'»-* — . . .1- A;,,;
on trouve, par subslitution, quMl faut que Ton ait
m = n et o = Ai = A8~...;
on a en outre, entre deux coefficienls consécutifs, la relation
. (n ' - ik ~^- 'x)(n — 9.x- -i) A,A = - A,A._, ^>t[2(/i-)t)~7]
Le polynôme
2(2/1 — l) 2*. 1.2(2/1 — OC^'* — 3)
/i(/i — 1) . . . (îi — 2A:-+-i) .,
satisfait à Téquation proposée.
Pour en déduire la solution complète, soit, plus généralement, Téquation linéaire du second ordre, sans second membre,
dont on connaît une intégrale particulière y =yo ; on a
''.(^.S-'SJ)-''.(^-S-^i-)=-
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. CÎ7
d'où Ton déduit aisément
Appliquant cette formule à l'exemple actuel, on a
que Ton sait former.
S2. Intégrer l'équation différentielle
(Paris, novembre 1875, 1" question.) Résolvant l'équation par rapport à ^9 on a
d'où
a? = Cd: 2 v^i — y±: arcsin(a^ — i),
les doubles signes étant indépendants.
L'intégrale cherchée s'obtient plus rapidement et sous une forme un peu différente, si l'on pose
d'où
zt.dx = ^dzi/ -~- = ^dz -- ZL ^ j
ar = C ±: 2 y^i — y ih 2 arc sin v^.
Intégrer l'équation différentielle du premier ordre
(Lille, novembre 1880}.
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On a
^ dx\ dx 1
équation linéaire en x et y y que l'on intègre en commençant par la différentier. Posant
on a
Éliminant -^ entre les équations (i) et (a), on a l'intégrale cherchée
24. Trouver les courbes dont les coordonnées rapportées à deux axes rectangulaires satisfont à V équation différentielle
h(a"]£S=Ki)'-](S)"
(École Normale, juillet 1878.) En posant -^ = /?, ;^ = 3, on a, entre z et /?, la rela-
dx -' ' dx lion
dz ^ {iP^-jYdp ^ / 4/> __ l\
Z ----- =z — ti )
dx p
^ '^ 2(i-h/>») cilr y G(a7 — j^o)
ihC(x — ^o)~arc8in /G(ir — x^) -h /G(:f — ifc*o)Li — C(ar — Xq)J,
d*où, par un transport d*axes coordonnés,
± Oy = arc sin /C5 -t- ^Qx{i — Cx)\
ces courbes sont semblables et ont Torigine pour centre de similitude; si Ton construit l'une d'elles
àzjr — arc sin v^iir x -r- /îii J7( i qi a:),
on obtient une courbe symétrique par rapport aux axes, ayant pour axes 2 et tc et composée de deux demi-ovales tangentes à l'axe des y ; transportant celle de gauche en j:o= 2, on a une courbe fermée.
25. Intégrer le système de deux équations différent tielles simultanées
( Paris, juillet 1873.)
En éliminant x entre les deux équations proposées, on arrive à l'équation difTérentielle du quatrième ordre
qui a pour équation caractéristique
l'intégrale de l'équation (2), sans second membre, est
(3) 7 = (Ci-^Ci/)co8ar-4-(C3-f-Gv0sîn2^
Pour trouver une intégrale particulière, on pourrait employer la méthode du n^l6; nous suivrons une marche analogue à celle du n® 14 : nous remplacerons le second membre de l'équation (2) par cosA:^, et nous en déduirons
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comme solution particulière
_ coskt __ I cosA:^
posant
on a
(4-i-OM
ou, en faisant tendre e vers zéro et tenant compte de Téqua tion (3),
(4) 7o= — 3^cos2/, ce qui donne finalement
(5) j a7 = cos2/[^(4C4-Cx-^)--C,f-f-gl
\'in2t T- (4C,-4- C) -h < Q -Ci)] •
26. I® Intégrer les deux équations différentielles simultanées
d^y zdv o dz
av d^z ^ dz
2° Intégrer les deux équations simultanées ( d\r dr , dz
Obis) )^î-^^--''->'^5i-'-^»^ = <''-
dy d*z ^ dz
dx
isi^^^-^^. +^^+3-' = «-'-
(École normale, juillet 1874.) 1° Nous procéderons par la méthode d'élimination.
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 3l
Si l'on dérive la première des équations et qu'on en retranche la seconde, il vient
qui, jointe à la première, fournit deux équations en ~ el z ; on en déduit, en les résolvant,
- ,, dz d^y d^Y _ dy
Éliminant z entre ces dernières, on a Téquation ,ox d^y d^y dy
dont Téquation caractéristique est
qui fournit l'expression de^; celle de z s'obtient ensuite àl'aide de la seconde des équations (2).
La solution cherchée est donc
[S ^ o v^ jo y-,
a° Pour trouver une sohilion particulière, ^'0, Zq des équations (i bis)j la méthode générale consisterait à poser
y = ae'-T- be-', z = ae^-^ P^"'»
à substituer ces valeurs dans les équations (i bis) et à an
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nuler dans chacune d'elles les coefficients de e* et de e~'; on obtiendrait ainsi quatre équations du premier degré fournissant les valeurs des quatre constantes a, 6, a et ^. Elle conduit dans l'exemple actuel à des équations incompatibles, ainsi qu'il était facile de le prévoir; celte méthode, en efiet, doit être en défaut, puisque e* et e~^ sont solutions de l'équation (3). Procédant par la méthode d'élimination, on arrive à
en y appliquant la formule du n° 14, on trouve l'expression de ^'o T '^ formule
donne ensuite ^o* On arrive ainsi à
7 IQ
Yo = - - x^ e' -+- -^- ar«-',
Intégrer les deux équations différentielles simultanées
dy _ z dz _ y
dx ~ {z—yY dx "" i^z — y)"^
(École Normale, juillet iSyS, 2" question.)
En combinant ces deux équations, on arrive aux deux suivantes :
qui s'intègrent immédiatement et donnent
^»_.;«=aC„ (^-3)«=i(C,-*);
croù la solution
±/2(Cj-:r)
28. Soient ^{x) et i([x) deux fonctions données dex, leurs dérivées étant représentées par ^'(x) et <1'(^) ; on propose d'intégrer les deux équations différentielles simultanées
-jl -+- ?'(^)j' — f ( J-)- = o,
(Paris, novembre 1874, a* question.) Éliminant successivement les fonctions i/{x) et 'f'(-^)>
un a
l'où
et enfin
dv dz , . « ,, .
^ = tang[tKr)+C,], j' = Cie-?('Uin[^(j-)-^Cî],
ViLLiÉ. — ComposHio.is. ^
DIFFÉRENTIELLES TOTALES
29. Etant donnés un plan P et un point O dans le plan, trouver Véquation générale de toutes les surfaces telles que si, par un point quelconque m de l'une d'acnés, on mène la normale mn^ qui rencontre en n le plan P^ puis la perpendiculaire mp à ce plan, V aire du triangle Onp soit égale à une constante donnée.
Déterminer la fonction arbitraire comprise dans r équation obtenue, de manière que la surface passe par une droite Ox située dans le plan P.
(Paris, novembre 1871.)
Le point O étant pris pour origine et le plan P pour plan des xy^ les coordonnées du point n sont
dz dz
t = X -{- z ^- 7 n = Y-^z^-) 1=0; dx ^ dy '
l'équation de Op étant
ty — ux = o.
la distance de /i à cette droite est
ÉQUATIONS ÀLX DÉRIVÉES PARTIELLES, ETC
d'où l'équation différentielle du lieu
(dz ds \ , , _..
les équations à intégrer sont
. dr dv . z dz
d'où
x^ -^y^ = C», ^« = C, rt i K« arc sin jj;
iJ) 5* = ç>{j:'-+-^*)d= aK* arclang — '
Pour que celte surface contienne Taxe des x, il faut que la fonction f soit nulle
r- — dz aK* arctang ^ ou, en coordonnées cylindriques,
c'est l'équation d'une surface réglée à plan directeur, dans laquelle les ordonnées sont égales aux carrés de celles d'un hélicoïde gauche.
La trace de ce conoïde sur un cylindre circulaire droit ayant Oz pour axe a pour transformée, dans le développement, une double parabole dont l'axe est la section droite du cylindre.
30. Déterminer toutes les surfaces qui satisfont à la condition
OP.M.> =aOM ,
dans laquelle X désigne une constante donnée, O r origine des coordonnées, M un point quelconque de Vunr des surfaces, P le pied de la perpendiculaire abaissée
de O sur le plan tangent en M, et N la trace de la normale en M sur le plan XOY.
(Paris, novembre 1875, a* question.) On a
dz dz
x-j — Hr-j z
^^ = c-^zTmn-) =- V'^ (S)'"^ iUï'
d^où réquation aux dérivées partielles
qui s'intègre en posant
dx _ dy _ z dz _ ^ dr -\- y dy -^ z dz
^'^' 'x ^ Y ~ z^ ■:rL\{x^ -\- yi'^^r^) ~ (^i =b X~) (jr^-h >'«— ^«)'
d'où
y= C,^, X'- ~\- y'^ -^ z"' = C2JP»'»=^>\ et enfin réquation finie
qu'on peut mettre encore sous la forme
En coordonnées polaires, cette équation prend la fornic simple
(3/er) p = (sine/'*'xF(i}/).
31. Trouver U équation aux dérivées partielles des surfaces décrites par une droite qui se meut en rencontrant une droite fixe sous un angle donné.
ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, ETC
Intégrer ensuite cette équation aux dérivées partielles.
(École Normale, juillet 1873.)
Les équations d'une génératrice sont de la forme
y =z ax, z = bx -^ c,
avec la condition
= cos :
exprimant que le plan tangent passe par le point
x = Oy y = o, z = c,
on a Téqualion cherchée
dz dz ,
- X-y- ->rY -j- = 5 — c = bx ( I ) { dr -" dy
= arcotô/i -H cO- = colôy'-r^-t- ;*.
Pour l'intégrer, on pose
dx dy dz tango
^' = Ciar, dlrv^i -+-Ci = rf>«lang8, -c = Cj-l-ajVi-hC} cotô, d'où enfin
32. Intégrer Inéquation aux différentielles partielles X dfo c/tp rfç , d^
<" J aj -^('-•^*>^ ■^(''-^■')^ ^(*--^"^5n = "•
(Nancy, juillet 1880.) I^s équations à intégrer sont
dr dy dz du
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La première peut s'écrire
d'où
dx _^ \ y^
on a encore
flr
dy _ dz _ y d^ — ^^y ^
7(7' — I) ~ yiys — ci) ~ yz — ay* "~
d'où
T(z — ay)
et, de même,
T(u — hy)
L^intégrale cherchée est donc
33. Trouver la Jonction z des deux variables indépendantes X et y, qui se réduit à zéro pour x = a et qui satisfait à l'équation aux dérivées partielles
dz dz
(i) ax^ -7- -\-{x^ z -^ax'^y — ax^y^)-7-—iax'^yz~ia'^y'^.
(Paris, juillet 1869.) On a
, . dx dy dz
ax^ x*z-r-ax^y — ax^y- •àay{x^ z — ay^)'
que Ton peut écrire
dx a X x^ {%bis) { ^2l
dz _ y ^ y^ __ f'ky dy 7'\ _ ^* .
dx ~" ^* "* vF* ~ \ a?* dx x^ I " dx *
ÉQUATIONS AUX DfiRIVÉBS PAKTULLBS, ETC. 89
d'où
et
(» ^=G,logar-4-C,.
L'équation générale des surfaces, satisfaisant l'équation donnée, est donc
Si Ton tient compte des conditions de l'énoncé, on a
d*OLi, par Télimination de y^ la relation
Cl 4- C| loga ±1 v/— Cl = o, el enfin, pour Téquation de la surface,
On donne l'équation aux dérivées partielles
( dz dz\, ^ .. / </5 £/«\3 •
fe5 coordonnées étant rectangulaires :
I* Transformer cette équation en substituant aux variables indépendantes x et y les coordonnées polaires p e/ 8 ;
2° Intégrer l'équation transformée et indiquer le
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mode de génération des sur/aces représentées par cette
équation,
(École Normale, juillet 1881.)
On a
dz dz A dz . A -7- = -7- cos6 H- -7- smO, ap dx dy
rfp* dx^ dx dy dy*
ce qui permet d'écrire immédiatement Téquation tran*^-
forraée
.d^z dz Jdz\^
ou
, , d^z dz fdzy
Posant -j^ =i p, elle devient
la fonction / étant arbitraire.
On en déduit
(3 ) -5 -t- (p(e) = ^ /r^PVH^Î = /Fî(e)~pv
Ces surfaces sont engendrées par une circonférence mobile située dans un plan passant par O2 et dont le centre est sur cette droite, l'ordonnée du centre et le rayon de la circonférence étant d'ailleurs des fonctions arbitraires de l'azimut 0.
Déterminer les fonctions uetv de deux variables
ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, ETC. ^l
indépendantes x et y, dont les différentielles totales vérifient les relations
( dv — i^u -\- 'xv^ dr -\- {u -^ v) dy .
(Paris, novembre 1881.
Première méthode. — On a les équations linéaires simultanées / V du ^ dv
. o X du dv
En les intégrant par la méthode de d'Alembert, on a, pour les équations (2),
3^-e = ûr, 124-26 = 06, 6* H- 6 — 12 = 0, 0i = 3, ai = 6; 6j = — 4, a^ — — i.
Substituant dans l'intégrale
on a successivement
(4) a-h3^=/,(7)c«^ u-iç=/iiy)e-'.
Procédant de même pour les. équations (3), on obtient
(5) M -+- St' = F,(jr)c»r, u — ^v = F,(x)c-»r.
Les équations (4) et (5) exigent que Ton ait
(6) M -t- 3 i» = Cl e«*-^»r, a — 4p = C,c-'-V;
d'où
^^^ I « = |(4Cic«'-^»rH-3C,tf-'-«0,
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Deuxième méthode. — Prenons u et ^f comme variables indépendantes; à cet effet, tirons dy et dx des équations (i) :
[ . _(u -h v)du — (%u-{-i'xv)dv
on a, en intégrant ces différentielles totales,
( r-+-C, = -^[510^(11 - {r)-halog(a-4-3p)],
/ ^-i-Cj= — }[61og(i/— îi^)-^ log(a-+-3r)]:
d'où l'on tire uelv sous une forme qui se ramène facilement à la précédente,
Troisiicme méthode. — Formons les équations aux dérivées partielles
du du _ dv dv
dx dy ' ~ar dy
on en déduit
Pour déterminer les fonctions fy et /a, on pourra substituer les valeurs de 1/ et v dans les équations qui donnent,
par exemple, ;7~ ^^ -/-J o^* sera conduit à des équations simultanées
identiques à celles que nous avons obtenues par la première méthode, et qui donnent
(i3) /-j^-B/jrriCe^^x-hj), /,-4A=C8C-»(*+r>,
Intégrer l'équation aux dérivées partielles
_ __ dz dz dx dy
On peut ramener cette équation à la forme linéaire, en considérant x comme la fonction à déterminer. On a en effet
, dz j dz , dz — _- r/-r -f- _- dyy
dx dy -^^
d'où
dz
dx — -r dz — ^ dy; dz dz ^
dx dx
on en déduit
dz
dx i dx dy
dz dz dy dz
dx dx
ce qui permet de transformer Téquation (i) en la suivante :
/ dx\^ dx
dx dx
ou, en posant ^=Pi ^ = ?'
{ibis) zq^'\-p^o.
Dérivant cette équation par rapport à 2, on a Téqualion linéaire en </,
dont rintégrale est
Les équations (2 bis) et (4)] fournissent p et q, mais, à cause de la fonction indéterminée /, il est impossible de pousser plus loin, en général, Tétude de la question. On v arrive, dans le cas actuel, à Taide d*un artifice; on a
( 5) dx = d(py '\-qz) — {ydp->rzdq\
donc
(G) ydp-^zdq = y^ H_ç'(-^)J^^- ^^dq
est une différentielle exacte. Si on la forme, Téquation (5), en rintégrant, donne
(7) j^=.riP-+--5'-^?(-/>)-^-
On a donc, entre Xy y^ 5, p et y, les trois relations (2 bis). (4) et (7) entre lesquelles il faudrait éliminer^ et q. Or l'équation (7) est celle d'un plan, et les équations (4) et (a bis) ses dérivées par rapport k p et q\ donc la surface est Tenveloppe du plan mobile (7) dans Téquation duquel /? et q sont considérées comme des constantes arbitraires. On obtient une infinité de surfaces déterminées par leurs plans tangents , quand on fait varier la forme de la fonction ^ .
CHAPITRE IV
37. On donne une série de courbes (C) représentées en coordonnées rectangulaires par V équation
où a est une constante arbitraire.
On demande :
1® L' équation différentielle qui représente toutes les courbes (C);
2^ L'équation différentielle des trajectoires orthogonales des courbes (C);
3** L'équation en termes finis des trajectoires orthogonales des courbes (C).*
(Paris, novembre 1873.
r** En difTérenliant Téquation
(I) 9(1}'- — ry-' — T'^j
on obtient
3^2-+- v2 djT 2 dy
d'où, pour Péquation cherchée,
(îy
2® Celle des trajectoires orthogonales des courbes (C)
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3" Pour intgérer celle équalion homogène, poson:»
(:ÏÏ-
elle devienl, par rélimination de >' el dj\
djr I ^ -I- 3 ,
O = : ; ; dz,
d'où, en inlégrant,
v'^-ï-ha
ou
C'est une courbe ovale comprise enlre les cercles de ravon C el C^'2.
On arrive plus rapidemenl par Temploi des coordonnées polaires. L'équation des courbes proposées se mel sous la forme
(I bis) 'A(t =
p C<)«i co ^
si II* Ci *
leur équation différentielle est
- . c/p I -5- COS*CD .
{'ÀÙIS) —- = -: mO,
p sinwfosw
el celle de leurs trajectoires orthogonales (G|) s'oblieni par la relation
elle est donc
Z I -r- ces' (ai
qui s^intègre immédiatement et donne, pour Téqualion des courbes cherchées,
{.\àis) p = C\/i -h COSTCO.
38. Trouver les trajectoires orthogonales des courbes représentées en coordonnées polaires par l'équation
p« = a» log ^^— ,
dans laquelle c est un paramètre variable; le signe lo désigne un logarithme népérien.
(Paris, juillet 1877, i" question.)
I/équation différentielle des courbes proposées est
diti p sin 'xtû ^ dp "^ ô» '
celle de leurs trajectoires orthogonales est, par suilc,
d(i} sin 9.(0
qui 9 par Tintégration, devient
ir
^ do a^
C — cos 'i oj t)u, en coordonnées rectilignes,
famille de courbes du second degré ayant pour axes de symétrie les axes coordonnés.
39. Déterminer les trajectoires orthogonales des courbes déjinies en coordonnées rectangulaires par Véquation
( ^î -t- 1'- )' — ±: a* XY,
dans laquelle a désigne un paramètre variable,
(Ecole Normale, juillet 1879.)
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L'équation proposée représente deux familles de lemniscates semblables dont les axes sont les bissectrices des axes coordonnés ; leur équation différentielle est
4 (JT dx -\-y dy) r dx -^ t dy
x^-^y^ xy
et celle de leurs trajectoires orthogonales
Ux dy — y dx) y dy — x dx
OU
y dy( Ix^ — .T')-^ ^ dxix^— 3 V*) = o;
c'est une équation homogène dont l'intégrale générale est
ou, en coordonnées polaires,
p z=z r\' rus -2 Ci),
qui représente des lemniscates semblables.
L'emploi des coordonnées polaires est un pou plus simple; on trouve, pour l'équation différentielle des
courbes proposées,
— i- = C0t2bi diù
et, pour celle de leurs trajectoires orthogonales,
do -
-^ — — tan£r2bi dm
qui s'intègre immédiatement.
40. Déterminer les trajectoires orthogonales des courbes qui sont les positions successives d'une courbe plane fixe (C) tournant, sans changer dejorme, autour d'un point O de son plan.
(Paris, novembre i883, a" question.)
Nous prendrons l'équation générale des courbes (C)
sous la forme
leur équation différentielle est et celle de leurs trajectoires orthogonales Ces trajectoires, dont l'équation est
sont donc comme les proposées, des courbes qui s'obtiennent par la rotation de l'une d'elles autour de O.
Si les courbes (C) sont des cercles passant par l'origine, on trouve, pour leurs trajectoires orthogonales, les courbes
G| =: arc sin -i- — h 4 / — ; i .
il. Déterminer les trajectoires orthogonales des courbes représentées par Inéquation
(i) «r*-T-j'- — 'il-r -r- a^ — Of
Â étant le paramètre variable,
(Bordeaux, novembre i88o.)
L'équation (i) représente une famille de cercles ayant leurs centres sur O2: et tels que le rapport des distances des divers points de l'un quelconque d'entre eux à deux points fixes A et B est constant; ces points A et B sont situés sur l'axe des Xy de part et d'autre de l'origine, à la distance a.
ViLLiË. — Compositions. 4
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Leur équation diflTérentielIe est
dy
et celle de leurs trajectoires orthogonales
dT
(3) 2-rj-^ — \- y^ — x'^ -- a> — o.
LV'quation (3) se déduisant de (2) par la permutation de X ely et le changement de signe de a^, on peut en conclure, a priori, que l'intégrale de l'équation (3) est
(4) r^-H^*— 2Cr — «*= o;
elle représente une famille de cercles passant par les points fixes A et B.
L'intégration de l'équation (3) est d'ailleurs immédiate, si on l'écrit sous la forme
2 >'( .r dx -h y dy) — ( ^'* -f- j?* — a'^)dy = o.
L'équation (3) rentre dans un type d'équations ne contenant que des termes de degré oet 2 parrapport aux variables j:* et^ et que Ton sait intégrer ; nous exposerons la méthode en l'appliquant à cette équation. Si l'on pose
du -^ l'équation (3) prend une forme linéaire en u et v^
qui donne par dérivation (n° 23) du dp
a(w — a») />(/>-i-i)(/>-Ka)
LIGNKS ET SURFACES ORTHOGONALES. 5l
d^OÙ
réliminalion de /? = __ ' __^ — - entre les équations (j) et (6) donne
VU — a* = aC ^^ — ^^ -f ,
(jui conduit à Téquation (4) précédemnient obtenue.
42. Trouver les courbes telles que, si par le point N oà une normale quelconque MN rencontre l'axe Ox on mène une parallèle à la tangente en M, cette droite passe par un point donné A sur Vaxe Oy,
Trouver les trajectoires orthogonales de ces courbes.
(Poitiers, juillet i88o.)
On voit, a priori, que ces courbes sont parallèles et admettent pour trajectoires orthogonales une famille de droites.
L'équation de la droite NÂ est
si l'on pose 0A==«, on a, pour Téquation différentielle des courbes,
et, pour celle de leurs trajectoires orthogonales,
. , dy /dy\i
Cette dernière est l'équation de Clairaut; elle représente la famille de droites
(3) ^ = Ca:~aC*,
enveloppées par la parabole
(4) ^^=ioy,
qui est solution singulière de l'équation (2).
L'intégrale de Téquation (i) s'obtient en dérivant
ce qui donne
or
d'où
Les équations (i bis) et (5) donnent les coordonnées r et X des courbes cherchées en fonction de la variable auxiliaire p,
43. Étant données des ellipses semblables ayant même sommet et leurs axes dirigés suivant la même droite, déterminer les courbes qui les coupent toutes sous un angle donné. Faire l'intégration :
i" Quand les ellipses se réduisent à des cercles; ->." Quand V angle donné est droit,
(Lille, juillet 1862.)
Si Ton prend pour origine le sommet fixe et pour axe des X Taxe commun, Téquation de la famille d'ellipses données est
k étant un paramètre variable; on en déduit, pour Téqualion difTérentielIe de ces courbes,
(a) xa^xv-T- -^ b^JT' — «2^2=0.
- dx
Soit m la tangente de l'angle sous lequel les ellipses sont coupées par les courbes cherchées (C); on a
iVoiij pour l'équation difTérentielIe des courbes (C),
(3> '?.a'-xy{±:m^ ^^ j _^ (6î;r2_ «s ,.2) ^i =p m ^^ = o.
Celte équation, étant homogène, représente une famille de courbes semblables ayant l'origine pour centre de similitude; on l'inlègre en posant
d'où l'équation
dx 2a^z ±: m(a^z^ — b^) ,
*^ T "" a^zi~~ b* ± mz{aiz*-^ aa^— b^) " °*
Le problème est donc ramené à la quadrature d'une fraction rationnelle, et sa solution ne saurait être poussée plus
loin, puisqu'il faudrait connaître les racines du dénoinina> teur^ qui est un polynôme du troisième degré en :;.
1° Si les courbes se réduisent à des cercles, a = b ci l'équation (4), en prenant d'abord les signes supérieurs, devient
(j) i- — r dz = o
X {mz -r-\){,Z*-^l)
ou
cLr ^zdz mdz
dont l'intégrale générale est, en rétablissant le double signe de m,
(6) x'-T-^'*= aC(j-dt /n^');
ce sont deux séries de cercles passant à l'origine et qui ont leurs centres sur les droites
( 7 ) V = rz mx.
a" Si l'angle donné est droit, m = oc , et l'on a dx a^z^—b* , _
que l'on peut écrire, en décomposant en fractions simples,
- . ^ <£r b^dz a^dz a^ dz
(!ir?«— 6*) : -: =o.
^ ^ yb^ — aa* yb^ — aa*
dont l'intégrale est
ou, en coordonnées polaires,
C sin *«' ci> Si 6-<3ta*, ces courbes sont fermées; elles se con-
fondent et deviennent l'axe des a? si 6^= 2a^. Enfin elles ont des branches infinies qui se coupent à l'origine, si
44. On donne une sphère et une droite D, déterminer les projections sur un plan perpendiculaire à la droite D des trajectoires orthogonales des sections faites dans la sphère par les plans menés suivant cette droite,
(Paris, novembre 1876.)
La Géométrie conduit très simplement à la solution de
Fig. 3.
ce problème. Prenons pour plan normal à la droite O {fis- ^) c^Iu^ 9^^ passe par le centre O de la sphère; un plan quelconque, mené par la droite D, coupe la sphère suivant un cercle de diamètre AB, et les génératrices du cône droit tangent à la sphère le long de ce cercle, touchent
les trajectoires orthogonales de Afi; or les sommets C de tous ces cônes sont sur la polaire de D; les trajectoires orthogonales des sections telles que AB sont donc les cercles déterminés dans la sphère par des plans passant par la polaire CG du point D, et leurs projections sur un plan normal à D sont des ellipses ayant une corde de contact commune.
Analytiquement on a, pour Téquation de la sphère,
jr^ -h y* -^ js^ = r^ ; celle d'un plan sécant est
d'où
dy
dx
par l'élimination du paramètre variable m, on a les équations différentiel les des courbes d*intersection
(i) X dx -\-y dy -^- zdz^o, (j" — o-^ày — y dx = o.
Leurs trajectoires orthogonales satisfont aux équation!^
(2) XrfXH-YrfY-f-ZrfZ = o, dXdx^dXdy-^dl.dz=o\ or les équations (i) nous donnent
dx dy — z dz
la seconde des équations (2) peut donc s'écrire
( \ - a ) rfX -^ Y rfY -h ^{<^-^-^' dZ = o ou
(3) _rtrfX^-(a\ — r»)^ =0
dont l'intégrale est
(4) aX — r«= CZ;
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c'est l'équation de la projection des trajectoires orthogonales sur le plan des xz : elle représente une famille de plans passant par la droite fixe CIC, dont les équations sont
Ces plans coupent la sphère suivant des cercles dont les projections sur le plan xOy ont pour équation
x..v..(-=iî)'...
ou
(5) X2(a«-i-C*)-hG*Ys— aflrîX = r«(C«— r«},
équation qui représente une famille d'ellipses ayant leur grand axe parallèle à Oy, Ces courbes sont réelles si elles coupent l'axe des x^ ce qui donne la condition
toujours vérifiée si r <C a, c'est-à-dire si la droite D ne coupe pas la sphère ; dans le cas de a <C /% elle exprime que le plan (4), qui passe parla polaire du point D, rencontre la sphère donnée.
io. Étant donné le paraboloidc elliptique
X' r* iz
déterminer les projections sur le plan xOy des trajectoires orthogonales des sections de la surface par les
plans qui paissent par son axe.
(Paris, juillet i88a, 2* question.)
En procédant comme dans le problème qui précède, on trouve pour les équations diflTérenti elles des courbes de
section par des plans menés par Taxe
, . T dx y dr dz dx dy
que l'on peut mettre sous la forme
X dx y dy , , . dx dy p^ q* dz
X y x^ y^ iz
d'où, en substituant dans l'équation,
( x ) ^X dx -^ d\ dy -^ dZ dz = o,
(3) \d\^\d\ ^-^ZdZ^o,
dont Tintégrale donne les ellipsoïdes
aplatis et de révolution autour de OZ; ils coupent le parabol oïde donné suivant les trajectoires orthogonales cherchées. L'équation générale de la projection de ces courbes sur le plan des xy est
Ce sont des courbes du quatrième degré, symétriques par rapport aux axes coordonnés et dont l'équation, en coordonnées polaires, est
elle n'admet qu'une racine positive en p^. En la mettant sous la forme
si <7 </?, on voit que p^ est d'autant plus petit que sin*(»>
est plus grand; les axes des courbes (5) sont donc dans le même ordre de grandeur que ceux de Tellipse de section du paraboloïde par un plan parallèle au plan des xy,
46. Déterminer les trajectoires orthogonales de Vun des systèmes de génératrices rectilignes d^iin hyper boloïde de révolution à une nappe.
(Paris, juillet 1876, a® question.)
Nous définirons Thyperboloïde par le rayon r de son cercle de gorge et l'angle y que font les génératrices avec Taxe; nous prendrons pour variable indépendante l'angle 6 que fait avec une droite fixe Ox, menée dans le plan du cercle de gorge, la plus courte distance d'une génératrice et de l'axe Oz de l'hyperboloïde.
Les équations des deux systèmes de génératrices sont
dbsiiiYsinÔ i^sinYCOSÔ cosy
Les trajectoires orthogonales de ces lignes satisfont donc aux trois équations
idxsm^ — ;c(^cos6 . : dz coi^( — o, . _ , X = r cos6 r^ j tangy sin6,
( ^ = r sînO '-:: z tangY cosO.
Des deux dernières on déduit
dx sin6 — dr cos6 = rb dz tang -; — /• ^6,
d'où
rd^ — dzdz{ tang 7 4- cot y )•
Cette équation, en l'intégrant, donne
qui, avec les deux dernières équations (2), détermine la famille des courbes cherchées.
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On voit que chaque courbe monte en spirale sur Vhy perboloïde, z croissant ou décroissant proportionnellement à Q, suivant le système de génératrices rectil ignés que Ton considère. De plus, les courbes de l'un des systèmes se déduisent de Tune d'entre elles en portant une longueur constante sur chaque génératrice. Ce fait est général pour les trajectoires orthogonales des génératrices d'une surface réglée; car, si l'on considère le quadrilatère gauche formé par deux quelconques de ces trajectoires et deux génératrices infiniment voisines, les longueurs finies de ces génératrices ne peuvent différer que d'un infiniment petit du second ordre, comme étant les projections d'une même diagonale sur chacune d'elles. Donc les longueurs interceptées sur deux génératrices à distances finies ne peuvent différer que d'un infiniment petit du premier ordre et sont par suite égales ; la même propriété se conserve d'ailleurs en projection sur le plan du cercle de gorge.
Les équations de la projection de celles de ces courbes pour laquelle C== o sont
^ X = r(cos6 -+- sin6 sin^y)»
/ y = /'(sin6 — 0cos6 sin*Y)î
un point quelconque xy de cette courbe s'obtient en portant sur la tangente au cercle de gorge, à partir de son point de contact, une longueur r6 sîn-y, proportionnelle à Tare r8 correspondant. On peut encore considérer cette courbe comme étant la projection des divers points de la développante du cercle de rayon rsin^y, sur les tangentes au cercle de gorge, les points correspondants des deux courbes étant situés sur des tangentes parallèles. Toutes les autres courbes se déduisent de celle-là, soit en portant une longueur constante sur les tangentes au cercle de
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gorge, soit en faisant tourner celte courbe autour du point O.
Trouver Inéquation générale des surfaces qui
coupent à angle droit les sphères représentées par
r équation
j»s_i_ v--i- z^ — laz = o,
ow a est un paramètre variable.
Déduire du résultat obtenu quelques systèmes formés de trois familles de surfaces triplement orthogonales.
(Paris, novembre 1869.)
Soient F = o l'équation générale delà famille de sphères,
:; z=,f(x^y) celle d'une surface les coupant à angle droit;
on doit avoir
d? df ^ df d^ - (Ix dx dy dy dz
OU
dz dz
qui, par Félimination du paramètre variable a, devient
dz dz , , ,
{'X) 2XZ-, -^ 7.rZ —, X^-T-V' — -3= = O.
dx -^ dy
On intègre cette équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre, en posant
dx _ dy _ dz _ x dx -^ y dy ->r z dz ^
^' 2XZ ~" lyz ~ z^ —x^—y^ "" z{x^ -^ y^ -^ z^) *
d'où
dx i( X dx -^ y dy -^ z dz)
X x^-{-y^-hz^
dy _ ^{x dx -^y dy -^ zdz) y ^ ar* -h /* -+- z*
et, en intégrant,
(4) ^^=zr,^-Ti' C'= •''
L^équation générale des surfaces coupant à angle droit les sphères données est donc, en désignant par ^ une fonction arbitraire,
C) c^(c,c')-cï>/_^ — f. — y ;) = o.
Soient maintenant deux familles de surfaces
pour qu'elles forment avec les sphères données un système triplement orthogonal, il faut et il suillit que Ton ail identiquement
ou bien
rfcp d^ do d'}^ do d^ dx dx dy dy dz dz ~
Id^ dC d^ ^'\/^ ^'^^ ^ ^^\ _
\dC dx'^ dC dx )\dC7Ù:^ dC (ix )' "^
et, en développant,
dff d^ w^y f^y f^y]
dC dC l\dx) '^\dy) '^\dz) J
y do d^ [/ dCy /dC/y /dCyi '-' \^dcà'-^[\-d^)-^Klfy) ^'\^)\
/do_ d^ do^ d^\ /d^ dC^ dCdCy dC d(V\ _ "*" \dC dC "^ dC dc) [dx dx '^ dy dy ~^ dz 'dlj " "'
Or on a
/r/C\î fdCY /dCy
dC dC dC dC dC dC _ ^ dx "Sx dy dy dz dz ^ '
réqaation (7) se réduit donc à
d^ d^ do d^ _ ' dÙ dC '^ dC' dC' " '*'
<|ui exprime, si l'on considère C et C comme des coordonnées, que les courbes f et ^ sont orthogonales.
Il résulte de cette équation que, la fonction cp étant arbitrairement choisie, on peut toujours trouver la fonction 'l correspondante; il existe donc une infinité de systèmes orthogonaux dont fait partie la famille des sphères proposées.
Nous appliquerons ce qui précède à trois exemples :
5G~'* dt'
i\'quation (8) devient
d*l yp = o, 4' = X(G') = o OU C'=const.,
ce qui donnera le système triple orthogonal
lormé de sphères passant par Torigine et ayant leurs centres sur les axes coordonnés.
ip(C,C') = ~-a=:^-a = o;
iVovL Téquation aux dérivées partielles
_ C ^ 1 ^ - C« rfC "*■ G dC "■ ®'
'KC,G') = x(G*-+-G'«) = o, C*-i- C* =s const. = wr ;
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d'où le système triple orthogonal
qui comprend, outre la famille des sphères données, une série de plans passant par O^ et une famille de tores engendrés par la rotation autour de 0.2 de cercles tangenls à cet axe au point O.
qui représente, si C et G sont regardés comme des coordonnées, des ellipses homofocales; on en déduit, pour la fonction ^, les hyperboles homofocales
Nous avons donc le système triplement orthogonal
f~ -^ W- fi2 = (j^'H-r'-^---;-.
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RAYONS DE COURBURE ET LIGNES DE COURBURE
48. Donner une méthode pour avoir les courbes dans lesquelles le rayon de courbure r est une fonction donnée de V angle a que la tangente à la courbe fait avec une direction fixe
Application aux cas où f{^) = a ces a, /(a) = - ,- •
(Clermont, juillet 1880.) Prenons la droite fixe pour axe des a:; on a les formules
r = -j- ^ dx = ds cos a, cÇ^ = ^5 sin a ;
on en déduit
dx =f{i) cos %d%y dy = f(%) sin 7, doi ety en intégrant,
T = Xo -!-//( 2) cosa^a, y =7o-^//{«) sinarfa.
On voit que toutes ces courbes s'obtiennent en transportant Tune d'elles parallèlement à elle-même. 1° /(a) = acosa,
x= a/cos*ac?x -t- x© = - (ax-H sinia),
7 = -/sinax^x-i-j'o = 7 (« — cos2x), 2 4
en faisant Xq = o, ^0 =: - •
ViLut. — Compositions. 5
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Soit 2CL = — p, nous aurons
x=?(? — sin?), 7=^(1 — cos?):
ce sont les équations d'une cycloïde engendrée par un cercle de rayon -9 roulant sans glisser sur Taxe des x.
2" /(a) = -—rr ; faisant Xo = o, ^„ = o, on a
cos*a
— aa =
cos*a cosa
On en déduit
e'* = lang
r''=cot(j-H?),
cosa a
On a donc
équation de la chaînette.
49. Déterminer la courbe G de façon que le rayon de courbure ren un point quelconque M de cette courbe et l'arc s = AM, compté à partir d'un point fixe A, vérifient la relation
dans laquelle a désigne une ligne donnée.
(Paris, juillet 188a, 1* question.)
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De Téquation
__ds _ 5* -+- a*
^ di^ a
on lire
, ads ^ s
aa = — ij a — ao=arctang-
ou, en prenant Taxe des x parallèle à la tangente à la
courbe au point A,
s = a tanga.
On en déduit
cos*a
et l'on rentre dans le problème précédent. On peut encore procéder comme suit; de Téquation
a ^ dx ^
on tire, en la dérivant,
a '~ dx
d*où
équation de la chaînette. Le problème comporte trois constantes arbitraires ao, ^01^07 c'est-à-dire que la chaînette peut occuper une position quelconque dans le plan.
50. Trouver une courbe plane telle que, si d^ un point fixe pris dans son plan on mène des rayons vecteurs à
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ses différents points, le lieu de la projection du centre
de courbure sur le rayon vecteur correspondant soit une
courbe symétrique de la proposée par rapport au point
fixe.
On vérifiera que la courbe trouvée satisjait bien à la
condition énoncée.
(Grenoble, novembre 1880.)
Le rajon de courbure
'• = " ittt: — — ;
le cosinus de Tangle de la normale et du rayon vecteur est donné par la formule
•T dv — V dx
^dx^ -h dy^ v^j:* -+- /* Téquation dlITérentielIe du lieu est donc
^ dx J X dv — y dr /—
«V dxyjx^-^y^
dx^
niais cette équation est trop générale : elle comprend aussi celle des courbes telles que la projection du rayon de courbure sur le prolongement du rayon vecteur soit double de ce rayon vecteur. Pour distinguer les deux cas, il convient de remarquer que, dans le problème proposé, la courbe doit toujours tourner sa concavité dans le sens de l'origine, ce
qui exige que - et -^ varient dans le même sens ou que les
X CLX
quantités d-^ = -j^^dx et rf— = —^ — f '- aient même
signe; le signe supérieur de Téquation (1) convient donc au problème proposé.
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L^équalion (i), mise sous la forme
dx^ X dy — y dr
s'intègre une première fois et donne
dv Y
2arctan£; -7- = arctan<; - -h w»
dx ^ X
ou
(a) 2a = (D -4- Wq.
Or Tangle V que fait la tangente à la courbe avec \v rayon vecteur est donné par
V = a — (D = — J((o — tuo),
d'où
,, dtù , , .
lang^ =?^- = — tangj(a) — tuo),
ce qui donne la famille de courbes semblables
sin* J-(ci> — (uj)
Pour opérer la vérification demandée, ap := rsinV, on a les formules
Téquation à vérifier est alors la suivante :
Les courbes obtenues doivent donc satisfaire à Tune quelconque des deux équations
<6) ,,..s(^)'-..,gi...
Dans le cas actuel, c'est Téquation (5) qui est satisfaite.
Le signe inférieur de Péquation (i) correspond à un
autre problème précédemment énoncé; la famille de
courbes qui satisfait aux conditions de ce second problème
est
sin' - (o) — (Oo) 2 ^
elle vérifie l'équation (6).
51. Déterminer une courbe C telle que, si Von forme une de ses transformées C| par rayons vecteurs réciproques, relativement à un pâle donné O, les rayons de courbure en deux points correspondants M et Mi des deux courbes G et G| aient un rapport constant.
(Paris, juillet 1875.)
On dit que la courbe C| est une transformée par rayons vecteurs réciproques de G, par rapport au pôle O, lorsque le produit OM.OMi des rayons de même direction, issus du point O, est constant.
Donnons d'abord une relation entre le rayon de courbure r, le rayon vecteur p et la distance p de la tangente
à l'origine. On a
ds ds
doL dtù-^dW* mais
xr dp . _. prfcO
cosV= t!-> sinV=-j— ; as as
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on en déduit, en éliminant ds et diii,
cos V rfto H- ces V dW
pdp _ p do _ p dp
~~ s\n\ dp -^ p cos V d\ ~ rf. p sin V ~ dp
Si Ton désigne par k le rapport constant des rayons de courbure aux points M(p, a>) et M|(R, to), Téquation de condition sera
pdp __ kRdK ^'^ d,p sin\ " <;.RsinV'
en remarquant que les angles V en ces deux points sont supplémentaires. On a d^ailleurs, par définition, Rp ^ a^,
d'où dR = jû?p; substituant dans Téquation (i), elle
devient
p dp ka** dp
On tire de là
d.psxnV , j «' • ,r
^ p^ d. — smV
</sinV __ ^* — kà^ y/ — ^? ipdp
sinV ~ p(p*-i- X:a*) ^ ~~ p p*-HAa*
et, en intégrant et posant ka^ = 6^,
(2) sinV='^— — -;
icp
on a aussi
du) = -^ tangV.
De la première on tire
p = csin V ± /c* sin* V — b*
et, par conséquent,
dp = ccosVi i± , 1 rfV;
\ /c«siii«V-6V
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éiî minant p et e/p, on a la relation entre a> et V
- i^csinV ...
aco = - —^ ^ a\ ,
\ c* — ù- — c* cos* V
dont Tintégrale est
/i\ rco«iV
( 3 ) co — Wo = arc cos
Si Ton élimine V entre les équations (2) et (3), on a
Rapportant celte courbe à des axes rectangulaires, tels que Ox fasse avec l'axe polaire l'angle arbitraire Wq, on a
équation qui peut s'écrire
(4) (x« -hy^ -h 27 v^c» — 6« —6») (x* -h /= — aj'/c»— 6*— 6î)=o.
Ce sont deux circonférences de même rayon c se coupant sur l'axe des x aux points it 6 = z!zrty/^. La famille des courbes G, qui comprend aussi leurs transformées C|, se compose donc de circonférences telles que, si A est le centre arbitrairement choisi de Tune d'elles, cette courbe coupe la droite O.r normale à OA, à une distance OB^a^k; sa transformée a son centre en un point A|, situé sur la droite AO, de l'autre côté du point A; elle coupe la proposée au point B; enfin le rapport de leurs rayons est A*.
La méthode que nous venons d'employer est assez simple, mais peu naturelle, et le résultat auquel elle conduit ne donne pas immédiatement la solution géométrique du problème. Nous allons traiter la question directemenl.
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L'équation de condition
„, Mm' ,: ["-(©■]
devient, par l'élimination de R à l'aide de la relation R = - > en posant, comme précédemment, ka^-^ 6*,
(6) p(p.+ 6.)g-,6.(^)Vp.(p._é.) = o,
équation dans laquelle co ne figure pas; elle devient, si Ton prend comme fonction inconnue :? = ( -r- ) ,
cette dernière est linéaire en z et son intégrale est
— fc-p.-^;)
ou
±:doi =
rfo-— :- ^(^-7)
^ ( o) — <*>a ) = arc cos t=^ —
qui, si Ton pose y'C — 26^ = 2^^^^* — b-y donne la famille de cercles
^9) p* — 2p^C^ — 6*C0S((0 — Ci>o) — ô*=o.
52. On donne le paraboloïde hyperbolique défini en coordonnées rectangulaires par V équation s = ^, dans
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laquelle C désigne une constante. Déterminer les lieux des centres de courbure des sections principales qui correspondent aux divers points de Vaxe des x,
(École Normale, juillet i883| i** question.)
Si, suivant les notations habituelles, on pose
dz ^ dz ^ d^z _ d^z ^ d^z _
~dx ~~P' djr - ^' dxi " ''' dxdy~^' dyi " ''
on a y pour le paraboloïde proposé,
les équations de la normale au point Xq de Taxe des x
sont donc
et toutes les normales à la surface aux divers points de Taxe des x sont sur le paraboloïde hyperbolique
•vin
LVquation qui donne les rayons de courbure principaux
çt'^{rt — 5») — p/i -^/>*-f- 5r*[(i -+-/?•)< — iLpqs H- (i -4- q^)r]
devient
d^où Téquation
qui, par Télimination de j^ avec T équation (i), devient
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Le lieu cherché est donc la courbe intersection du paraboloïde (i) avec le cylindre hyperbolique (2).
53. Etant donné un ellipsoïde à trois axes inégaux représenté en coordonnées rectangulaires par l'équation
Xt y\ jgt
on considère ^ellipse E résultant de l'intersection de cette surface par le plan des xz. En un point quel-conque M de cette ellipse, il existe deux sections normales principales de V ellipsoïde dont chacune a pour ce point son rayon et son centre de courbure. Cela posé, on demande :
I® Les expressions pour chaque point M des rayons de courbure pi, 02 des deux sections principales;
2® La relation qui existe entre pi e^ pa ;
3* Le lieu des positions qu'occupent les centres de
courbure des sections principales, lorsque le point M se
déplace sur V ellipse E.
(Paris, novembre 1877.)
On a, pour les divers points de Tellipse E(j' = o),
PI
Siy dans Téquation qui donne les rayons de courbure
rz
zs
tz
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principaux, on fait d'abord y =: o, 5 = o, on trouve
Ces valeurs auraient pu être écrites immédiatement, car l'un des rayons de courbure pi doit être celui de l'ellipse E, et l'autre s'en déduit par la relation
On a donc
P» P' = ri - s*
les signes supérieurs conviennent au cas de z positif. On en déduit, pour la relation entre pi et 02,
pî _ b^
Pi a^'C
Le lieu des centres de courbure de la première série d»* sections principales est la développée de l'ellipse E
(i) {axy-h{czy = (a^-^c^y.
On trouve le second lieu en éliminant x et z entre Ic^ trois équations
on obtient ainsi, si l'on remarque que 5 — Z est de même
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Signe que s,
d*où Téquatioa
<|ui est celle d'une ellipse concentrique à Tellipse E et ayant mêmes directions d*axes.
54. On donne les deux sur/aces définies en coordonnées rectangulaires par les équations
z = a arc tang — (hélicoïde gauche) et
sur/ace engendrée par la rotation dUine chaînette autour de l'axe Oz.
Soient
M un point de la première sur/ace; Mi un point de la seconde; H l'angle du plan MOZ as^ec le plan ZOX; / la distance du point M à Vaxe OZ ; ^1 U angle du méridien M| OZ avec le plan ZOX ; 1 Uarc PCS\x de ce méridien compris entre le point M, et Véquateur de la surface.
On dit que le point M| de la deuxième surface correspond au point M de la première lorsqu'on a 8| = 6, or= /; le point M décrivant une courbe C sur la première surface, le point M, décrit une courbe correspondante C| sur la deuxième surface :
i" Démontrer que les arcs correspondants des courbes G et Cl ont même longueur;
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2** Démontrer que les produits des rayons de courbure principaux en deux points correspondants sont égaux.
(Paris, novembre 1879.)
Nous calculerons d'abord Tare a-; mettant Téqualion de la seconde surface sous la forme
on a
d'où
(1) ff = - \e~'— e""") = /p«^^* = /.
1^ Pour démontrer Tégalité des arcs correspondants 5 et S\ des courbes G et Ci, il suffit de prouver que ds = dsi.
Or
ds^ = dli-hl^d^i-^dz*y
d'où, en remarquant que l'équation de l'héllcoïde gauche est 3 = a6,
on a de même, pour la seconde surface,
ds\ =z di^ -h p^ d^* ; donc, à cause de /= o*, on a bien ( !i) ds =^ ds ly s = Si.
2" Le produit des rayons de courbure principaux en un point d'une surface est donné par la formule
(3) P.P«= ' rf-/ '
appliquant à l'hélicoïde z =a arc tang - et remarquant
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que x^-\-jy^= Z^, on trouve
ay ax . , a-^ /*
d'où enfin
(4) PiPt =
La seconde surface, étant de révolution, a pour rayons de courbure principaux la longueur de la normale limitée à Taxe de révolution et le rayon de courbure du méridien ; ces deux lignes sont égales en grandeur absolue et leur
produit est — ^: c'est-à-dire le même que pour l'héli-
coïde, en Vertu de la relation (i).
00. i" Former V équation du second degré qui donne les rayons de courbure principaux en un point quelconque du paraboloïde défini en coordonnées rectangulaires, par l'équation
2** Exprimer, en fonction de la variable z, chacun des deux rayons principaux, pour tout point de la ligne de rencontre du paraboloïde proposé avec le paraboloïde défini par l ^équation
(Paris, juillet 188 1.)
I*» On a Téquation qui donne les rayons de courbure principaux
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est
ou
2" Les coordonnées x et jk de la courbe d'interseclion des paraboloïdes sont données en fonction de z parles formules
d*où
or de Téquation (3) on tire
r^i/àv^^^-*-«-^^~^['-('-5:ri^
et enfin
Le rapport ^ est rationnel et linéaire en2
,^. Pi 9-j-ha-i-6 — X
COURBURE
enfin V
on a
pi
" ab"
: CODSt.
56. Déterminer les sur/aces de révolution telles que, en chacun de leurs points, les rayons de courbure des sections principales soient dirigés dans le même sens et aient une somme constante 2 a.
On indiquera ta figure du méridien de la surface,
(Paris, juillet 1878.)
Les rayons de courbure principaux sont le rayon de courbure
Pi =
de la courbe méridienne, et la portion de normale
comprise entre la courbe méridienne et Taxe de révolu^ tion Ox. Cette courbe tournant sa concavité vers Taxe Oxy puisque pi et p^ doivent être dirigés dans le mémo
sens, y et ^^ sont de signes contraires, si donc nous étudions la portion de méridienne située au-dessus de Ox, on aura ^ > o, ^^ < o ; d'où Téquation différentielle
que Ton ramène au premier ordre en posant
V;LLitf. — Compositions *'»
82 PBBMIÈKB PARTIE. — CHAPITRE ?.
Téquation (i) devient alors
ou
, ^ zdy — Y dz ladz
dont rintégrale est
(3) ^=--+-G^= .^..^^G/ï-hy»,
d'où
(4) dzdx =
En posant, pour simplifier Técriture,
d'où
•^ au» '
on arrive a
(ibis) ±rf.=ç(«i-i^a'.
a* /w* — 4 G* qui donne, pour Téquation du lieu,
(5) =h(g — aro) = Glog(K-t-/^«-4G») — g ^"'~'^^' '
Cette formule est trop compliquée pour être discutée. Pour trouver la forme du méridien, nous exprimerons ses coordonnées jret^ en fonction de Tangle a de sa tangente avec Ox,
On a
(6) y = acosaH 1
d'où
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j j . / . GsinaN , ay = €lx tangs = ( — a sina h j- j d%
et
(y) dx = ( — acos a H ) rf«,
\ cosa/
(8) a? = — asinsH- Glogtangf - H — );
Taddilioa d^une constante à x répondrait à un transport de la courbe parallèlement à l'axe de révolution. Il suffit d'ailleurs, dans la discussion, de donner à a des valeurs positives, la courbe étant symétrique par rapport à Taxe des y. Nous distinguerons trois cas :
1 ** C = o ; on a le cercle de rayon a.
2" C >• o. Pour a = o, j? == o, ^ = a + C, ce qui exige C^a, sans quoi Tun des rayons de courbure principaux serait supérieur à 2 a. Quand a croît, dûC commence par
être négatif: il en est donc de même de ^; e/j; s'annule pour
cos^ai = - et devient ensuite positif; il y a, au point cor-
respondant de la courbe, un rebroussement de première espèce; mais la seconde branche, qui va à Tinfini, est parasite, attendu qu'elle tourne sa concavité vers les j' positifs (Jiff' 4)« Comparons les diverses courbes que l'on obtient en faisant croître C de zéro à a; soient — x^^ y\ les coordonnées du point de rebroussement de la courbe.
j'i = 2\/aC croît de zéro à 2a, Xi décroît de a à zéro,
puis ai décroît de - à zéro. Enfin, si Ton cherche les points
de ces courbes pour lesquels les tangentes sont parallèles à une direction donnée a, on trouve que^ est d'autant plus grand et — x plus petit que G est plus grand, ce qui indique une courbure plus prononcée des courbes à mesure (|u*ellcs s'éloignent de l'axe de révolution.
3^ C •< o. Mettant en évidence le signe de C, nous écrirons
(6bù) (y bis) (S bis)
y = acosa
coss
dx
cosa
coss
jrfa,
x = — I a sin 9 + G log tang ( t -+- - ) 1
Pour a = o, ;r = o, y = a — C; C doit être compris entre zéro et a. Quand a croit, x est négatif et croît en
Fig. 4.
valeur absolue, y va au contraire eu décroissant et, comme nos formules supposent jK>o, la valeur maximum
a, de a est donnée par cosai = -; les valeurs supérieures
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de a fournissent une branche parasite. Les pôles de la surface de révolution sont donc des points coniques. Étudions les variations du demi-axe polaire ^i quand C varie de
zéro à a, ou ai de - à zéro :
(9) a?, = a/(a|) = a sina|-+-cos«ailogtang^^ -+- ^j ,
(10) /'(a) = 2C0sa I — sinalogtang^j -+- ?j ;
pour ai = o, j^i = o ; quand ai croît, il en est de même de X|, jusqu^à la valeur a déterminée parTéquation
sinalogtangf j -+- ?j =1;
TT
Xi décroît ensuite jusqu'à devenir égal à a pour ai = ~
57. Déterminer les lignes de courbure de la surface représentée, en coordonnées rectangulaires, par l'équation
e^= cosrrcos^.
(École Normale, juillet 1875, i'* question.)
La coordonnée z n'est réelle que si cosj; et cosjk sont de même signe, c'est-à-dire que, si x est compris entre (k dz ^)tZj y doit être compris entre {k'± ^)tz, k et k' désignant des nombres entiers de même parité. La surface située tout entière au-dessous du plan des xy se composera donc d^une infinité de parties identiques se projetant sur des carrés égaux de côté tt, disposés comme les cases de même couleur d'un damier, et l'un de ces carrés ayant son centre à l'origine.
L'équation différentielle des projections des lignes de courbure est, en général,
dx -^ p dz __ dy -^ q dz dp " dq '
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or, pour la surface proposée,
/> = — langar, q— — tangj ; d*où Téquation
dv^ cos'x — ûTr* cos*r = o ou ---— = zh
et, en intégrant, les deux familles de courbes
tang(^ + f) = C»tang(j-î),
qui passent, les premières par les extrémités des diagonales parallèles à la bissectrice des axes, et les secondes par les autres sommets des carrés.
58. Trouver les lignes de courbure de la surface développable, enveloppe du plan mobile représenté en coordonnées rectangulaires par V équation
oà a est un paramètre variable, ç(a) une fonction arbitraire de ce paramètre et R une constante donnée. On fera voir : i° que les génératrices rectilignes constituent un premier système de lignes de courbure, comme dans toutes les surfaces développables ; a** que les lignes de courbure du deuxième système sont situées sur des sphères concentriques à la sphère qui touche le plan
mobile.
(Paris, août 187 1.)
La ligne de contact de la surface proposée avec la sphère de rayon R est une ligne de courbure du second système^ car cette ligne est normale à une génératrice quelconque, qui est Tintersection de deux plans tangents à la sphère el
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înGniment voisins. Toute ligne obtenue en portant une longueur constante sur chaque génératrice, à partir de la ligne de contact, est aussi ligne de courbure; or une telle ligne est évidemment sur une sphère concentrique à la première. Reprenons la question analytiquement. La surface développable est représentée par les deux, équations
I^ = aa7H-7<p(a) -+- R/i-H «*-+- ç'(a), 0= a? -H7<p («)-+- K- — .^z^ '
DiiTérentiantla première et tenant compte de la seconde^ on a
(a) dz =i oi(ix-^^{oL)(fyf
d'où
p = a, gr = ?p(a).
L'équation des lignes de courbure devient
{dx-Jr % dz) ^' (ol) doL = [djy-h ^{oL)dz] doL^
d'où la solution daL = o ou aL = const., qui donne les génératrices rectilignes de la surface comme lignes de courbure du premier système. Les génératrices du deuxième système satisfont à l'équation
dT-^adz^djr^^(^)dz
Si l'on multiplie les deux termes du premier rapport par X, ceux du deuxième par j', et que l'on ajoute terme à terme, puis que l'on répète cette opération en employant comme facteurs a et f (a), on a
or ce dernier rapport, en vertu de la seconde des équa-
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lions (i), est égal à
d'où Ton déduit
T €/x -+-7 é/j -+- rf-5[aa? -+-7<p(a)] = — R/ih- 3t*-i- ©*(3f ) ^^t
ou, en tenant compte de la première des équations de la surface,
(4) xdx-^y(ty-\'zdz = o,
Réciproquement, si les lignes de courbure du second système de la surface développable
i z= aj: -4-70(2) -4-^/(a), (i6«) < , ,,^
sont situées sur des sphères ayant l'origine pour centre, ^(a) aura la forme indiquée. En effet, les équations (2), (3) et (ibis) subsistent et cette dernière, en tenant compte de (4) et de (i bis), devient
4^(a) __ r -^ a'-+- îp'Ca) ou, en intégrant et désignant la constante par R,
^/(a) = R/i-r-a*-h«pHa).
Dans le cas de R nulle, les surfaces en question sont des surfaces coniques quelconques ayant Torigine pour sommet commun.
59. x^y, z étant les coordonnées rectilignes, a^ by ol, 3 des fonctions d'un paramètre variable, on demande les conditions pour que la droite x = aZ'\'(Xyy = bz-\-P^ engendre une sur/ace développable dont les lignes de
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courbure normales aux génératrices soient situées sur des sphères concentriques.
(Paris, juillet 1872, 2* question.)
Eo exprimant d'abord que deux génératrices infiniment voisines se rencontrent, on a la condition
da doL
qui exprime que la surface est développable.
Si Ton différentie totalement les équations de la droite et que l'on élimine ensuite z, on arrive à Téquation
(il) dz(b da ~ a db) = da dy — db dxy
d'où
_^ — db __ da
^ ~ b da — a db^ ^ ^ b da — adb^
, _ b(dbd*a-'d ad*b) _ ~ a{db^d*a~ dad*b)
^ ~ (bda adby ' ^ ~ {bda~^^^dby~
Si Ton substitue dans l'équation difTérentielle des lignes de courbure, on remarque qu*elle est satisfaite quand le paramètre variable reste constant, ce qui donne les génératrices rectilignes pour le premier système de lignes de courbure.
Le second système satisfait à Téquation
, / , dadz \ __ i db dz \
X*^ b da — adb ) ~' \ b da -adb )
ou
< 3 ) a dx -h b dy -^ dz = o,
que Ton aurait pu écrire immédiatement, puisqu'elle exprime que ces lignes sont les trajectoires orthogonales des ^génératrices. La condition pour que ces lignes soient sur
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des sphères ayant Porigiae pour centre est
X dx -Jny dy -^ zdz = o
ou
(az -h a) dx -i- {bz -^ ^) dy -h z dz =^ o;
cette équation devient, en tenant compte de (3),
(4) adx -^^dy = o.
Éliminant enfin dx^ df et dz entre les équations (2), (3) et (4)9 on arrive à la seconde condition
60. On considère la surface enveloppe de la sphère représentée par V équation contenant deux paramètres arbitraires a et b
¥ et ^ étant deux fonctions données quelconques. Trouver les lignes de courbure de cette surface» On montrera que les lignes de courbure sont des
lignes planes et que les plans de l'un des systèmes sont
parallèles au plan desyz.
(Toulouse, novembre 1880.)
La Géométrie mène assez simplement à la solution de cette question ; il est d^abord facile de voir comment est engendrée la surface enveloppe. Le lieu des centres des sphères est le c)^lindre
Or, si Ton considère une génératrice quelconque du cylindre et les sphères ayant leurs centres sur cette génératrice, le rayon de chacune d'elles étant fonction seulement de la coordonnée j; =■ <2 du centre, il suffira de déplacer cette génératrice sur le cylindre, de façon que sa trace sur le plan des^'5 parcoure la courbe (2), pour que toutes les
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sphères entraînées avec la généralrîce touchent la surface ; celle-ci est donc le Heu de la courbe enveloppe des sections des sphères par un plan normal au cylindre le long d'une génératrice rectiligne. L'une quelconque de ces génératrices planes de la surface est alors ligne de courbure, puisque les normales à la surface, qui sont celles de la sphère aux points où elles la touchent, sont dans ce plan normal. D'un autre côté, les sections de la surface par des plans parallèles au plan des^^ sont évidemment les trajectoires orthogonales des génératrices planes de la surface ; elles constituent donc la seconde série de lignes de courbure. On peut d'ailleurs voir directement que ces courbes, qui sont parallèles à la section correspondante du cylindre, sont telles que les normales à la surface enveloppe en deux points infiniment voisins de l'une d'elles se rencontrent. En effet, les projections de ces normales sur le plan sécant, limitées à leur point de rencontre, diffèrent d'un infiniment petit d'ordre supérieur au premier, puisqu'elles sont normales à la courbe (a); ces normales coupent la parallèle à Taxe des x menée par le point de rencontre de leurs projections, en deux points distants également d'un infiniment petit d'ordre supérieur au premier, puisqu'elles font le même angle avec le plan sécant; elles se rencontrent donc.
Pour étudier la question analytiquement, nous remarquerons que la forme ordinaire de l'équation différentielle des lignes de courbure serait ici d'un emploi peu commode, puisqu'elle suppose que le z de la surface est explicitement donné en fonction de x et^; nous nous servirons d'une autre équation de forme très simple, due à O. Rodrigues. Voici comment on l'établit.
Soient
x^yy z les coordonnées d'un point M de la surface;
Xy Y, Z les cosinus directeurs de la normale à la surface
en ce point; X -h dx^ y H- dy, z -\- dz les coordonnées d'un point M|
infiniment voisin appartenant à une lig^e de courbure
passant par M; C le point de rencontre des normales en ces points.
Le triangle CMM| est isoscèle en négligeant les infiniment petits d^ordre supérieur au premier. Si donc on projette ce triangle sur Ox^ on a, en appelant R la distance CM,
rfj7 = R dX ;
d'où les équations
^^^ dX" d\ " dZ"^'
R étant le rayon de courbure de la section principale correspondante.
Cela posé, pour déterminer la surface considérée, il faut à l'équation (i) joindre les deux suivantes :
!r — an- ç><p' = o,
qui permettent d'exprimer en fonction des deux paramètres a et 6 les coordonnées d'un point quelconque de la surface enveloppe.
/î — o'« [y = 6::^ <pFy'ir_^;, = 6 - oF'«,
en posant, pour simplifier, u = ± i/ —r^'
Comme, d'ailleurs, la normale à la surface au poinl
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Xy y^ z est aussi normale à la sphère de rayon ç et dont le centre a pour coordonnées a, h et F(6), on a
appliquant les équations (3) des lignes de courbure, il vient
La dernière peut s'écrire
F'uff'da — db u^'da^ F' dh
ou
(8) (i-^F'i) db du -^ uF'dbiu^' da -^ F' db) = o,
d'où la solution db = Of 6=:const., qui donne comme première série de lignes de courbure les lignes planes
dont le plan est normal au cylindre (2).
Pour trouver la seconde série de lignes de courbure, 11 faut, dans l'équation (8), après avoir supprimé la solution db = o, substituer du^
(I -u F'^)o'o'da -4- (I — cp'«)F'F''rf^ a(i-h F *)'
ce qui nous donne, après simplification^
d'où la seconde série de lignes de courbure rfa ~ o, a = const., dont le plan
est parallèle au plan des yz.
CHAPITRE VI
UGNES ASYMPTOTIQUES ET UGNES GÉODÉSIQUES.
61. Recherche des lignes asjmptotiques et des lignes de courbure de la surface
z = mxy.
Angles sous lesquels les premières lignes sont coupées par les secondes.
Courbes suivant lesquelles ces deux sortes de lignes se projettent sur le plan des xy.
(Marseille, novembre 1880.)
L'équation diflerentielle de la projection des lignes asjmptotiques sur le plan des xy est
dp dx -^ dq dy =^ o\
elle devient, pour le paraboloïde proposé,
imdx dy = o;
d'où les deux familleis de lignes
( ar = C,, z = mCxy\ \y = ^u z = mCtX.
Ce sont, comme il était aisé de le prévoir, les deux séries de génératrices rectilignes de la surface.
En appliquant Téquation diflerenlielle des lignes de courbure, on arrive à
dy __ . dx
^ -H /i-H m'^« = C(±: a? -h /i-h /?i*ar*),
C étant une constante arbitraire, ces courbes appartiennent toutes à la famille d'hyperboles
Les lignes de courbure étant tangentes aux sections principales sont les bissectrices des lignes asympto tiques ^ puisque ces dernières sont tangentes aux asymptotes de l^hyperbole indicatrice ; si donc a est Tangle sous lequel se coupent ces deux séries de lignes, 2a sera Tangle que forment les lignes asympto tiques. Pour déterminer cet angle, il suffira de remarquer que les cosinus directeurs des deux génératrices rectilignes qui passent au point x, y^ ^ de la surface sont respectivement
I mx
my
d'où
V^i -h m'^y^ db y^i -r- m'^«
(3) cos2a =
± m'^xy
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iemenC celles de la seconde. Trout^er, dans cette hypothèse, les lignes asymptotiques de la surf ace sous forme
finie.
(Marseille, juillet i883.)
On a
d^où l'équation difiTérenlielle des deux séries de lignes asymptotiques
~ V ny)'
en exprimant qu'elles se coupent à angle droit, on arrive à l'équation
.-^f;-/'(x)-/'vr)^;=o.
que Ton peut écrire
dv dx
Le premier membre de cette équation est une fonction décret le second une fonction de y\ pour que l'égaKté puisse avoir lieu pour une infinité de valeurs de x et de y y indépendantes les unes des autres, il faut que les deux membres soient égaux à une constante a. On a donc
d'où
/(x) = tang(arp -h 6), /( J?) = log cos(aa7 -h 6) -h const.
et enfin, pour l'équation de la surface,
az = log --^ ' •
cos(a2r-l- h)
Toutes ces surfaces sont semblables à l'une des surfaces
cos^
ViLul. -^ Compositions.
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dont les lignes asymplotiques ont pour équation diflereotielle
COS^ COSJ?'
elles se confondent donc avec les lignes de courbure de la
surface
e*« = cosar cos^ (n' 37).
63. On considère la surface représentée en coordonnées rectangulaires par r équation
a étant une constante. Trouver ses lignes asymptoti--
ques,
(Toulouse, juillet 1880, i** question.)
L'équation différentielle des lignes as^^mptotiqucs peut
s'écrire
r dx^ -h 2 5 dx dy -\- 1 dy* =■ o ;
or, pour le conoïde proposé,
d'où l'équation
dy _ nxydzxy
dx "" x^
ce qui donne les deux séries de lignes asymplotiques
y = CiXy y=CtX^.
Les premières sont les génératrices reclilignes de la surface; pour toute surface réglée, les génératrices rectilignes constituent en effet une série de lignes asymplotiques.
64f. Une sur/ace est engendrée par la rotation d'une parabole autour de la tangente à son sommet. Déter-
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miner la projection sur un plan perpendiculaire à l'axe de révolution d'une ligne tracée sur la surface, et telle que le rayon de courbure de la section normale qui correspond à l'une quelconque de ses tangentes soit infini,
(Paris, août 1874O
Recherchons plus généralement les lignes asjmptotiques d'une surface de révolution autour de O^,
on a
d'où, en difTérentiant,
pdp -^pdp = /\p) dx -\- X /'(p) dpy pdq-^qdp =f{p) dy -+- y f\p) dp.
Multiplions ces équations respectivement par dx et dy et ajoutons-les, on a, en tenant compte de Téquation différentielle des lignes as^mpto tiques,
dp{p dx-^qdy) =/Xp) {dx*-¥- dy*) '^/\p)dp(x dx -^y dy),
qui, en remarquant que
pdx-^qdy — dz —f{p)dp, devient
f{p){dp*-dx*^dy^)-f{p)pdp*=o ou
L'équation différentielle des lignes asymptotiques, en coordonnées polaires, est donc
(i) ±idtù-dpi / —-^r-— '
Appliquant celte formule à la surface proposée
(•?.) z = ^iimp,
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on a la famille de courbes
±(cD — <oo)= -p logp;
va
elles s^obtiennenl toutes par rotation autour de Torigine des spirales logarithmiques
ces courbes sont indépendantes du paramètre de la parabole.
65. Déterminer les lignes asymptotiques du tore engendré par un cercle tournant autour d^une de ses
tangentes.
(Paris, novembre 1882, 2* questioo.)
Prenons plus généralement le tore
on a
d'où
rdp
dtù = —
ci> est donné, en général, par une intégrale elliptique de première espèce. Pour le cas particulier donné, a = rj et Ton a, en faisant la constante nulle,
^ r do
expression qui s'intègre immédiatement en posant u= .,
Ui =
/^ du I / * du
± CD /à = log ( 4 ra — 3 -h 2 v^4r«a* — 6ra-h a ),
LIGNES ASTMPTOTIQUES ET LIGNES GÉODÉSIQUES
d'où
e:»:«coVi_l_6e±wv'i^_i
Ces deux spirales, asymptotiques à Torigine et tangentes au cercle de rayon r, se confondent ; les deux séries de lignes asymptotiques ont donc même projection sur le plan équatorial. Le maximum de p est r : c'est qu'en effet la surface n'est à courbures opposées qu'entre les parallèles p = o et p = r.
On considère le conoïde défini par r équation
!• Former V équation différentielle des lignes asymptotiques du conoïde;
2® Intégrer cette équation;
3** Chercher quelle doit être la fonction ç pour que la projection de l'une des lignes asymptotiques, sur le plan des xy^ soit le cercle représenté par V équation
Quelles seront, dans ce dernier cas, les projections €les autres lignes asymptotiques,
(Paris, novembre i88o.) L'équation de la surface donne
L'équation différentielle des lignes asymptotiques est
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donc
H ?' ( — ) ( J'* dx^ — 2 J!^ dx dy-r-x^ dy^ ) = o,
OU bien
'XX dxo' { - \{y dx — xdy) -+- <p'( — ) (^rf> — jr</^)* =
Supprimanl la solution (2) y dx — xdy = o o\y — = consl.,
qui donne les génératrices, nous aurons
ou
i(j-)dx-^^'(^{ydx^xdy)^o
dx 2 — =
l'équation du second système de lignes asymplo tiques est donc
='Kî)
Pour identifier cette équation avec celle du cercle (4) x^-r-y^=ay,
il faut prendre pour variables
3r = )/v, y — uypf\
LIGNES ASYMPTOTIQUES ET LIGNES GÉODÉSIQUES. Io3
Féquation du cercle devient alors d'où, en identifiant^
qui, intégrée, nous donne
o(^] = — (arc tang ^ -^ , )■
Les autres lignes asymptotiques du même système que le cercle donné sont les cercles
équation dans laquelle K est une constante arbitraire.
La famille de conoïdes satisfaisant aux conditions de l'énoncé a pour équation générale, en coordonnées cylindriques,
(5) ^ = GC2Ù) — sinaw);
l'ordonnée z est la différence de celles de deux conoïdes dont l'un est l'hélicoïde gauche.
67. Soient Oo:, Oy et Oz trois axes de coordonnées rectangulaires et dans le plan zOx une courbe donnée C. Une surface est engendrée par une circonférence de cercle dont le plan est parallèle au plan xOvj dont le centre est sur la courbe G et qui rencontre constamment Oz.
On demande de former V équation différentielle des lignes asymptotiques de la surface en prenant pour variables la coordonnée z d'un point quelconque M et l* angle du rayon du cercle qui passe en ce point avec la trace du plan du cercle sur le plan zOx,
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Appliquer au cas où la courbe C est une parabole
ayant le point O pour sommet et la droite Ox pour
axe.
(Paris, juillet 1880, a* question.)
Soit \=/{z) Téquation de la courbe donnée, l'équation du cercle géuérateur sera
XÏ-h^'t —
aXar
et
celle de la surface
On
en déduit
XX
pf\») =
multipliant les difTérentielles totales de ces équations respectivement par dx et dy et les ajoutant, on a, en tenant compte de Téquation dp dx -i- dq dy = o^
f (z) dz(p dx -^ q dy)
XY dv — r* dr , xdy — y dx ,
- _ ...» iL rfj..j -L r dy
OU
Si Ton transforme cette équation en coordonnées cylindriques, elle devient
que rvH\ j>eut écrire
LIGNES A8YMPTOTIQUE8 ET LIGNES GÉODÉSIQUES. lo5
dont rintégrale est
(3) tang
Cette formule cesserait d'être applicable, au moins sans changement de constante, si la fonction — r— devenait
COS-j"
discontinue : elle suppose donc que Ton fait varier 6 de — 7c à + Tc. On voit de plus que l'une des séries de lignes asymptotiques se déduit de Faulre par le changement de en — 6, c'est-à-dire que les lignes de l'un des systèmes sont symétriques de celles de l'autre par rapport au plan
Appliquant au cas où la courbe C est la parabole
on trouve
(5) ;. = Ctang(ï-5),
équation indépendante du paramètre de la parabole. Ces courbes passent à l'origine pour 8 = o et sont asymptotiques à la droite O^ qui fait partie de la surface, pour
68. Trousser Véquatioriy en coordonnées polaires , des projections sur le plan xOy des lignes asymptotiques de la surface réglée, définie au n° 9.
(École Normale, juillet iSSa, a* question.)
L'équation de la surface en coordonnées cylindriques étant
z -XaO— ^,
nous avons obtenu
Xasin6 cos6
XacosO sin6 q = ^-,
d'où
, sin6^ Xa, . a , ^ _».
dp =. — ^^^ 1 j-(sin8ap — pcosOcre),
, cos6rf0 Xa. . A _m A _r V
dq = r -y(P sinOtfo-T- cosO dp)\
d'ailleurs,
dx = cosO dp — p sinOcfB, dy = sinOé/p -h pcosO cTO;
Téquation dîQerentielle des lignes asymptoiiques est donc dp dx ^dq dy =—ïr cTO* rfp rfO = o.
La première solution, c/9 = o, 6 = const., nous donne les génératrices rectilignes, et la seconde,
des spirales hyperboliques.
69. Une surface de ré\'olution autour de Vaxe des z est définie en coordonnées rectangulaires par Inéquation z^= /{p)j dans laquelle p désigne la distance d^un point de la surface à l'axe :
i^ Tromper l'équation différentielle en coordonnées polaires, le pôle étant l'origine des coordonnées rectangulaires, des projections sur le plan des xy, des courbes tracées sur la surface qui jouissent de la propriété que le plan osculateur en chaque point de l'une d'elles comprenne la normale à la surface en ce même point;
2** Intégrer l'équation différentielle obtenue.
(Paris, novembre 1878.)
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La normale à la surface, qui fait avec les axes des angles dont les cosinus sont proportionnels à /?, y et — i , doit coïncider avec la normale à la courbe dont les cosinus di-
dcn d/v dz
recteurs sont proportionnels à rf-,- i rf^j ^T' ^^ devra donc avoir
ds ds ,dz
(i) = = — rf^T-»
p q ds
équations dont la dernière est une conséquence de la première. Or
Téquation diflerentielle des courbes proposées est donc
ou, en intégrant,
.dv jdx
xd-j y d -,- =0
ds "^ ds
dy dx _
""Ts^^lTs-^'
équation que Ton peut écrire
(2) xdy — y dx = p^d(t} = Cds\
or
ds* = dp* -4- p* dit)* -!- dz* :
Inéquation différentielle des projections des lignes géodésiques de la surface sur le plan des xy est donc
/o, r fU-^f'H?)Ydp
( 3 ) co — coo = G / * — - -:^_L- ■ •
J pv/p- — C*
L^équation (2) montre que Taire de la courbe projetée sur le plan des xy est proportionnelle à l'arc s de la courbe gauche dans l'espace.
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70. Étant donné un cône de révolution^ on considère sur sa sur/ace une courbe telle que le plan osculateur à la courbe en l'un quelconque de ses points contienne la normale à la sur/ace en ce même point. Déterminer la projection de cette courbe sur un plan perpendiculaire à l'are du cône.
(École Normale, juillet 1869.)
Si l'on appelle a Tangle des génératrices avec l'axe, l'équation du cône est
tangz appliquant la formule du numéro précédent, on a
C r do 1 C
u> — (i>« = -. — 1 = — — arc cos — >
Toutes ces courbes sont semblables et asymptotiqae5 aux génératrices du cône pour
w = tao — ^
i $in 3
Pour trouver les transformées (R, Û) de ces courbes dans
le développement du cône, nous remarquerons que Tod a
la relation
pca = Rû
ou
cosinz = O;
les transformées sont donc les droites quelconques
COS^Si — l»o)
ainsi que cela doit être pour toute surface développable. 71. On donne un hé licoîde gauche dont l'équation,
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en coordonnées rectangulaires , est
Y z = k arc lang - •
On demande de déterminer les projections sur le plan
des xy des courbes tracées sur cette surface, de façon
que le plan osculateur, en un point quelconque de l'une
d' elles j comprenne la normale à la surface en ce même
point.
(École Normale, juillet 1876.)
Uéquation différenlielle de ces lignes est
K dxd^Y — dyd^x
( =p(dy d^z — dzd^y)-r- q{dzd^x — dxd^z);
d^ailleurs, pour l'hélicoïde gauche, on a
X = p costa), y = p sino), z = Arco, Xrsinco Arcosb)
si l'on substitue, dans l'équation (i), en prenant co comme variable indépendante, on arrive à Péquation différentielle du second ordre
Elle s'abaisse au premier ordre en posant
din)
d'où l'équation linéaire du premier ordre
I p«-^ A^ du . _ ,,.
a p dp \r / I
dont l'intégrale est
et, en revenant à l'équation (3),
, C du
v/(p^-4-A'*)(p*-hA-s — C*)
On est donc conduit aune intégrale elliptique. On arrive à cette solution en employant Téquation (i)du n° 69; on a
ky kx
d'où
,dz ds ds
ds ~ ky ~~ kx x^-^y^ x^-\-y^
.dx jdy
^ ds ds I ,/ dx dy\
^ k = l'^VVs -'rfFJ
et, en intégrant,
dx dy ^_ ,dz ^
^ ds ds '~ ds '
équation que l'on peut écrire
— p* dîxi = A:' dtû — C ^ ou
(A:«-+-p«)</(o = G rf5 = G /( Aî -t- p« ) c^w* -i- rfp*,
qui conduit à l'équation (4).
La forme de la courbe dépend de la grandeur de la constante C :
1° G <C A*. Le radical de la formule (4) est toujours réel; p peut prendre toutes les valeurs possibles. Nous prendrons Wq = o pour p = o ; la courbe passe à l'origine, où elle est tangente à Ox. Pour p = oo , w est flni, car l'in-
téerale / — -^ 1^-^^^ - - - est finie. Pour recher-
1 V^(pi^A-2)(p«^^-._C>)
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cher s'il y a une asymptote, il faut calculer la sous-tangente
^, dbi ^C
pour p = 00 ; elle est égale à G. II y a donc une asymptote distante de l'origine de la quantité G.
2? Q^ k. Le rayon vecteur p varie de y/G^ — k'^ à oo ; il y a encore une asymptote.
S*» G = A-. On a
kd^ . Ar + v^pî-^-A-î
r kd9 ,
d'où
gWo-W gW— (0„
La courbe admet Torigine comme point asymptotique et la droite p = t—, : pour asymptote.
* sin(a> — too) * J r
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L'angle a éiani supposé compris entre zéro et
soit
p' = a* log
tang2
réqualion d'une courbe en coordonnées polaires; on demande si l'aire du secteur limité par cette courbe et
par les rayons vecteurs correspondant à tù = ol et îd := -
a une valeur finie ou infinie,
(Paris, juillet 1877, a* question.)
L'aire cherchée A a pour expression
\ = - j p* dta = — 1/ logtangb)</cD — l ajlogtangal;
l'intégrale à étudier est donc
Jf log tangcoé/b) = / logsincoe/b) — / logcoscoc^.
La première est finie; pour voir s'il en est de même de la seconde, posons cosw =;5; elle devient
r^ \QVLzdz ^
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formons donc la fonction 2" , et cherchons sa limite
pour .3 = 0. On a
lim . = lim = lim =0,
si /i > o ; l'intégrale est donc finie. On aurait pu le voir directement en remarquant que
log cosic dx = — loga.
On demande de démontrer qu'en posant
y = \ A^)dx, puis successivement
f xydx, y\= \ xy^dx, ..., yn= 1 xyn-xdx, V expression de yn sera donnée par la formule
(École Normale, juillet 1878, 2* question.)
La formule sera démontrée si Ton prouve que de (i) on
peut déduire
dvn
or, si l'on dérive l'expression (1) de^" par rapport au paramètre X qui figure sous le signe fy on a, en tenant compte de ce que l'une des limites est fonction de ce paramètre,
dYn
dx
= [(ar«- 5* )«/(-« )]c=;r-+- f 2nx{x^-z^)n-^/{z)dz; ViLLiÉ. — Compositions. 8
I ti rmMMSÈME PAITU. — CHAMTRE TU.
d*OII
dx a.i.6...ain — iKf . j\ . j^n x
74. Transformer V intégrale double ffdx dvj qui se rapporte aux aires planes, en substituant aux coordonnées rectangulaires x. y les paramètres des deux familles de coniques homofocales représentées par les équations
Application à l*aire du cercle de rayon r.
(École Normale, juillet 1873, i** question.)
L'expression à former est
si l'on dérive successivement par rapport à [jl et à v les deux équations
déduites des équations (1), on arrive à
c'est la formule demandée.
Dans le cas du cercle {* = r, 6=0. Les hyperboles se réduisent des groupes de droites passant à l'origine et, comme il faut faire v=o, on doit, à la place de l'axe transversc v, introduire le rapport des axes d'une même
hyperbole
d'où
^— ^tang»cu;
ii5
V = 6cos(i),
dtû\
faisant alors 6 = o, v = o, il vient
\}=±C Crdrdia= '^ r^w.
75. On propose de trouver une courbe telle que, si en un point M quelconque de l'une d'elles on mène la normale MN, prolongée jusqu'à l'axe Ox, la tangente MT
Fig. 5.
<it la perpendiculaire MR au rayon vecteur OM prolon^ f^ées jusqu'à Oy>, la quatrième proportionnelle à OT, ON et OR soit une ligne constante et donnée k.
(Lille, juillet 1872.)
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On doit avoir {^fig^ 5)
OT _ OR
ON ~ k ' or
OT = r — x-j-, ON=x— r-;-> OR = = — ;
^ dx '^ dr y '
Téquation difTérentielle du lieu est donc
(0 ky{y dx -^ X dy) = i^x dx -r- y dy){^j^-^ y^^y,
on peut récrire, en coordonnées polaires,
— /rp sinoi s* </co = p' i/p, d'où
( 2 ) p = A' cos ci> — C ;
cVsl la courbe connue sous le nom de limaçon de Pascal, L'emploi des coordonnées polaires conduit immédiatement à la solution ; on a
siDta) sinT sm.N
d'où
OT _ sin V _ V — P *'**
ON ~ HïôiMN -— **"?^ ~"" "rfT
cl enfin
dz = — ^" sin w é/co.
76. Chercher les surfaces telles que les r avons lumineux émanés d^un point Jixe aillent^ après réflexion, converger en un second point fixe* Etudier le cas où run de ces points est à r infini.
(Paris, novembre i863.)
Les normales à la surface cherchée rencontrant la droite qui passe par les deux points fixes A et A', cette surface est de révolution autour de AA'. Pour trouver sa méri-
dienne, nous exprimerons que la normale MN {Jig* 6) est
Fig. 6.
bissectrice de l'angle AMA', ce qui fournit la relation
AN
gcdx-^ydy _ (2c — x)dx — y dy
qui s^intègre immédiatement et donne les ellipses
(2) v^a7*-f-j^*-4- V^(a? — ac)*-+-^*= 2a.
Si c = oo , l'équation (i) devient
xdx^ydy ^^^
d'où la famille des paraboh's (0
v/-r*-t-7*— jF-h a.
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77. Trouver les courbes planes dans lesquelles la différence entre le carré de Varc et le carré de V ordonnée est constante.
(Lille, juillet i877.>
De l'équation
on déduit
ds = -^M=r- = )/dx^ -f- dv^,
d'où
kydx^-^ dy^) -\-y*dT^= o,
ce qui exige k = — a^ et donne
c'est Téquation différenlielle des chaînettes
Trouver une courbe plane telle que la projection
du rayon de courbure en un point quelconque sur une
droite fixe soit constante et égale à une longueur
donnée,
(Lille, juillet 1868.)
Si l'on prend la droite proposée pour axe des^', l'équation différentielle du lieu est
Mm
d^y dx^
la constante a étant positive ou négative.
QUESTIONS DIVEBSES. II9
Cette équation peut s'écrire
a? H- Cl = a arc tang/?,
^ , a? -f- Cl ^ -h Ci = — a log cos >
ou, en rétablissant le double signe de a et faisant les constantes nulles,
y = -iz alogcos--
Cette courbe, symétrique par rapport aux axes coor-
donncSy est composée d'une infinité de branches égales;
l'une quelconque d'entre elles est comprise entre les
droites
X = katz et a? = (A- -h ^) air,
et asympto tique à la première.
Troui^er une courbe plane telle que la projection
de sa normale MN, limitée à V axe polaire y sur le rayon
vecteur, soit constante.
(Toulouse, novembre 1878.)
On a
MNcosOMN = a;
or
sln(câ)^-0^1IN) a
d'où l'équation
psintosinV
— cos((o -+- V)
que l'on peut écrire
a .+-(p — a)tangu) tangV = o, a dû
Pip — a)
-t- tangu) doi = o,
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dont rintégrale est
= C nosw
ou
I — G cosoj ce sont des courbes de second degré de même paramètre a.
Déterminer une courbe telle que, menant par un
point quelconque la tangente MT et la normale MN,
les diagonales du quadrilatère formé par ces deux
droites et les deux axes Ox et Oy fassent un angle
donné 8.
(Besançon, juillet 1880.)
Le coedEicient angulaire de la droite TN est
dr ^'^^dy ^ pdp ^ _ jlp_ , dx — p* cita p dia '
d'où Téquation
tangu)
I — tanga> ^
^ = langO = k
ou
dp __ (±: k — tangu)) rfa> p 1 zïL ^ tangbj
et, en intégrant,
p = C(cosoi ± A'sinco)
ou, en coordonnées rectangulaires,
équation qui représente deux familles de cercles passant à
l^origine et dont les centres sont sur les droites
^ =rh A: = :^ tango.
81 . Trouver une courbe telle que V angle MOT sous lequel on voit d'un point donné O la portion MT de tangente à cette courbe, comprise entre le point de contact M et une droite fixe DD', soit constant,
(Rennes, juillet i88o.)
Si l'on prend le point O pour origine et O^ parallèle à DD', les coordonnées du point T seront
X = a, \ == y -^ {a - x)^-£\ Téquation difTérentielle du lieu est donc
elle peut s'écrire
(a — x){xdy — y dx)
= ±:k[(a — x){xdx -^y dy) -^{x^-i^y*)dx]
ou
_^_ xdy —y dx _ X dx -^y dy dx
qui s'intègre immédiatement et donne les courbes
o = li: j -f- logC -h logp — log(a — p cosa>)
OU
Ca) p = .
cosw-hCe *
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Cette courbe a une infinité de branches asymptoliques aux directions données par la formule
(3) cosco -h Ce* = o,
et qui vont en se rapprochant de plus en plus de Taxe Oy\ elle comprend en outre deux spirales symétriques par rapport à Torigine, asymptotiques au pôle et à la direction donnée par la plus grande racine de l'équation (3).
Si Tangle donné est droit, on a les courbes du second degré rapportées à leur foyer et à leur axe focal
^ C-}-CO s (si
82. Tromper une courbe telle que le triangle ayant pour sommet un point quelconque M de la courbe, le centre de courbure correspondant et le pied de l'ordonnée du pointai ait une surface constante. On fera voir que l'une des coordonnées s'exprime en fonction de l'autre par une quadrature et que l'on peut se fain* une idée de la forme de la courbe y sans en avoir l'équation en termes finis,
(École Normale, juillet 1877.)
Soient k^ la surface donnée, a Tabscisse du centre de courbure du point M du lieu; on devra avoir
en négligeant le double signe qui répond à des courbes symétriques de celle-là par rapport à une parallèle quelconque à Oy. Or
dv
(dyy \d~x) .
dx d>Y
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d^où réquation différentielle, dans laquelle x manque,
posant ^ =/^> elle devient
y dy — aX* — ^ = o,
vI-uC
= tanga = tang'^^— ^, Z** dy
Ces courbes sont symétriques par rapport à Ox\ pour les construire, nous nous servirons des équations
, / — -, kdt j kdoL j^ = 2AVa — ao, dy — , dx = — ---•
V^a — ao tang ol^t. — Xq
Prenons, par exemple, la constante ao positive et inférieure à - : la variable a ne peut recevoir de valeur inférieure à ao ', pour a = ao, v = o, nous ferons également j: = o; la courbe présente à Torigine, qui est centre, un point d'inflexion. Quand a croît, y va constamment en
croissant {fig- 7); x commence par croître jusqu'à a = -»
pour décroître de - à ir et croître ensuite jusqu'à — : la
courbe présente donc au point a^it un rebroussement de première espèce. La branche de courbe que nous étudions a des rebroussements pour a = mz et des tangentes
parallèles à Oy pour a = (2/iH- i)-; chaque partie de la
courbe comprise entre deux tangentes parallèles à Ox va d'ailleurs en se rétrécissant dans les deux sens, car les
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valeurs de dx qui correspondenl à la même valeur absolue de Ungz décroissent quand z croît.
Le rayon de courbure de la courbe est infini au point O
Kg. 7.
et en tous Jcs points de rebroussement; son eiLpression en fonction de z est en effet
ds
SÎDXV^^ ^
p est minimum pour
tangx — a(3 — a«) =0;
il y a sur chaque partie de la courbe un seul point pour lequel p est minimum et ce point, P, est situé sur la portion de courbe pour laquelle dx est négatif.
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83. Déterminer la courbe C telle que le triangle TMN, dont les côtés sont la tangente MT en un point quelconque, la normale MN au même point et la perpendiculaire NT élevée au pôle O sur le rayon vecteur OM, ait une aire constante donnée a^.
On indiquera la figure de chacune des branches de
la courbe.
(École Normale, juillet 1880.)
L^équation difierentielle du lieu est
puisque la sous-tangeute p^^— et la sous-normale -r- ont même signe ; on en déduit
les doubles signes étant indépendants.
L'intégration donne
(2) 2(a> — Wo)=q:; ^ :;= I -^ -harcsm— j,
Tordre des signes étant respecté. Ces courbes s'obtiennent par rotation d'un angle quelconque de la courbe obtenue en faisant (i>o = o. Pour construire cette dernière, prenons fa branche
(3) 2o>= harcsin^,
^ ps a»
qui répond au signe supérieur de l'équation (i). Faisant p = o, ou a Câ> = o, -3— étant positif, si l'on ne prend d'abord que les valeurs positives de p, (i> croît avec p et atteint son maximum (1)4 pour p = a,
ia6
angle un peu supérieur à 1 6°; en ce point, la branche présente un point d'arrêt et vient couper le rayon vecteur sous un angle de 43° {^fig* 8). Cet angle a d'ailleurs été
constamment en croissant avec p, depuis zér<i jusqu'à 43^7 car
langV
d'où
rflanj^V 2a"(a* — yja^ — p*)
Les valeurs négatives de p donnent une branche symétrique de la première par rapport à l'origine; enGn, si Ton prend des signes contraires pour aw, on obtient une courbe symétrique de la première relativement à Taxe polaire.
Construisons maintenant la branche
r 1- arc sin
pour p = o, ci> =:: oc , et, comme Téquation (4) se rapporte
au signe inférieur de (i), o) va en décroissant quand p
croit et atteint son minimum
COj
=Kî.^')'
pour p = a; en ce point, la courbe coupe le rayon vecteur sous un angle de 135*^.
Prenant les valeurs négatives de p et celles de w, on obtient trois autres spirales symétriques par rapport au pôle ou à Taxe polaire de celle que nous venons de construire; ces spirales se raccordent tangenticUemcnt aux branches précédemment obtenues, si on les fait tourner de 90**.
84. Etant donné le paraboloïde défini en coordonnées rectangulaires par V équation
on considère sur cette sur/ace les courbes dont les tani^entes font un angle constant donné y arec raxe Oz:
I** Troui^er l'équation différentielle des projections fie ces courbes sur le plan xOy et montrer que V intégration de cette équation se ramène à une quadrature;
2** Effectuer la quadrature et construire la projection dans le cas particulier où m est égal à l'unité.
(Paris, juillet 1879.)
On a les équations
djr dv dz , Jdx^ -\- dy^
cosa "" eus 3 - cosY ~~" v^cos»3(-r-cos2;i'
ou
mT d.r -\- y dv _^ ^ d.r^ -4- dy^ ^ ' a COSY ^ sinY '
oa en llr^
Cette rqjilira cUn: îîa^iire en x el v s'înlègre en la
J"oû
le prvvl-me e>t rjmcEê À une qaadrature elliplique. Les evjujitî;:i> - et 4 •i-.t-frrïî: ne ni les courbes cherchées. Li quji.irit,ire ir^: >\:r-^:tufr dins les cas suivants : i* m = '^ z l-^ ijri:-:!::ie se réduit au cvlindre parabol\T*îe » ■= » r^: on A
I — I tX —
â I — I tX —
i' rt ^= i z \< farjilo':ii'e est de révolution.
Si l oa ùîtr'.^ivilt Fannie x que fait a\ec Ox la tangente
à U oc url e r r.' * j tce • oa ^
k X -= C î-a X zr a ovt ^ cj-* x — z sin z K » - — C .*•:> X :=: j: c--H^ 5;n x — xcosz ».
Ces Cv^urlrTS sWùoaaeat en partant sur la normale à la cv>urlv -- c» uue Iv n^utuir cv^nstante C; or celle dernuiv >e c.^:rix^>o de viojx dê\elop|^nles du cercle de
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rayoD acoty. Toutes ces courbes sont donc des développantes du même cercle ne différant que par leur origine. On arrive plus rapidement à ce résultat en remontant à réquation (i); elle devient, en coordonnées polaires,
p f/p =±a cot Y ds =dta coi^^dp* -h p* dui* , d'où
et enfin
apcotY
, \/p* — a* col* Y acotY
(o — (Oo = ± — ^- Hh arc cos >
acoty p
équation qui représente toutes les développantes du cercle de rayon acoty.
85. La tangente MT, menée d'un point quelconque M d'une sur/ace à une sphère donnée de rayon a, est dans
un rapport constant r- avec la moyenne proportionnelle
entre la distance OP du centre O de cette sphère au plan tangent à la surface au point M et la longueur MN de la normale à la surface en ce point, cette normale étant terminée par sa trace N sur un plan diamétral fixe de la sphère. On demande :
I® De trouver l'équation générale de la surface;
2® De trouver V équation de la surface : i° lorsque
le rayon a de la sphère est nul; a** lorsque le rapport ^
est égal à V unité,
(Marseille, juillet 1880.)
Prenant pour origine le centre O de la sphère et le plan diamétral fixe pour plan des xy^ on a
Mt' = ar'-4-7« -h «« - a', ViLLitf. — Compotiliona, 9
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d'où Téqualion aux dérivées partielles
(i) X«(x« H-7»4- 5«— a») = =b z(z —px — qy\
que Ton intègre en posant
dx ^ dy dz^ ,
la première donne
7= Ca?.
Soient
rp« =r M, ^« = i;, dz X* = A^ ;
la seconde peut s'écrire
du dç
d'où Téquation linéaire
dv i-hk ka- ,, ^,.
du U u
En l'intégrant, on arrive à
ce qui donne, pour l'équation générale des surfaces considérées,
On y arrive plus vite en mettant les équations (2) sous la forme immédiatement intégrable
, ... dx dy X dx-\-y dy -^ z dz
I® a=o. L'équation (3) devient
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OU, en coordonnées sphériques,
p«= (p sinôcosu))*^*-*-*' çi(u)),
sin *6
Les sections de Tune quelconque de ces surfaces par des plans passant par O^ sont des courbes semblables; il en est de même des sections de toutes les surfaces par Fun de ces plans.
2** Y =:!. On a deux séries de surfaces, suivant que
l'on prend A' = ±:i; les premières ne présentent aucune particularité^ pour les secondes, la formule (3) est illusoire; mais Téquation en u et v devient
au u
i> = Ci-ha'loga — (i-h C*)m et Téquation des surfaces cherchées est
(5) x^-\-y*-h z^= a* loga7«-h(pf ^ j,
ce que les équations (2 bis) donnent de suite.
3° Si l'on fait à la fois k = — r et a = o, Téquation (5) devient
ce sont des surfaces engendrées par des cercles dont le centre est en O, et le plan passe par O5, leur rayon étant une fonction arbitraire de l'azimut (o; elles comprennent les sphères ayant Torigine pour centre.
86. On donne un cylindre parabolique dont Véqua^ lion en coordonnées rectangulaires est x^ — >3 = o ; trouver sur ce cylindre une courbe C, telle que T étant
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la trace sur le plan des xy de la tangente en un point
quelconque M, A e/ B étant les intersections du plan
osculateur avec Ox, Oy, le point T soit situé au milieu
de AB. On demande la projection de la courbe sur le
plan des xy,
(Besançon, juillet i883.)
Le plan osculateur d^une courbe a pour équation
(X — x){dy d^z — dz d*y)
-h {Y —y)(dzd^x — dxd^z) -^ (Z — z)(dxd*y ^ dyd^x)=zo;
si Ton prend x comme variable indépendante, on a, pour
le point A,
_, _ ^dx d>y — ydxd^z
^^-"^-^ dyd^z-dzd^y '
d'ailleurs, pour le point T,
la condition X| == 2X3 de l'énoncé donne donc l'équation
dx _ zdxd^y — ydxd^z (I) a;-^i^z^-^ dyd^z-dzd^y '
De l'équation de la surface on déduit
dx 2xdx = dz, X — 25 -=-=0, d^z — ^dx^j
dz
et, par suile^ l'équation (i) devient
(a) o = zd.d^y-yd.d^z = d^(.*^^-.y\
dont l'intégrale
est l'équation de la projection des courbes cherchées sur le plan des xy] ces courbes sont asymptotiques à la génératrice O^ du cylindre, sauf celles pour lesquelles C| = o.
V dx
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87. On donne une surface du second degré et une tangente MT en un point M de cette surface. On mène un plan passant par MT. On construit dans ce plan le centre O du cercle osculateur de la section en M, puis le centre O' du cercle osculateur de la développée de la section enO.
Lieu des points O' lorsque le plan tourne autour de MT.
(Glermonti juillet i883.)
Soient M Forigine des coordonnées et MT Taxe des x\ nous prendrons pour axe des z la normale à la surface en M. Considérons un plan sécant passant par MT
^ = ^tanga;
d'après le théorème de Meunier,- le rayon de courbure de la section est
le lieu des points O est donc le cercle
décrit sur le rayon de courbure po de la section normale comme diamètre, et le lieu des points O' est, quelle que soit la surface donnée, sur le cylindre circulaire représenté par cette équation ; la coordonnée x du point O' est d*ailleurs égale au rayon de courbure r de la développée.
Or on a, e étant l'angle de contingence de la section plane de rayon de courbure p,
dp _ pdp^
il reste donc à chercher la valeur de ~ pour Torigine des coordonnées.
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De Inéquation
dans laquelle la coordonnée Y est comptée sur la normale à la section plane, on tire
^? = T^Yy ^'
\dx^) — j = o, on en conclut
da^
Appliquons à la surface proposée, dont Téquation est de la forme
d'où, pour Téquation de la section plane,
Ax' -h (A'sin*a 4- 2B sinscosa -+- A'cos'a)Y«
2(B'cosa-h B'sîiia)xY -h aCY cosa = o;
en dérivant trois fois cette dernière, on arrive à
\dx/^'~ ' \dx^/u~ Ccosa'
( — \ - 3A(B^cosgH-B'sing) \cLc'/ii~ C'cos'x
ce qui conduit (inalement à Téqualion
, B'cosa-+-B"sina 3(B';;«-+- B'r-)
X = ipQ cos a 1 = --^ 1 =- — ^
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La courbe lieu des points O' est donc l'ellipse intersection du plan
et du cylindre circulaire
A{y^-hz^)-h Cz = o,
dont les équations sont indépendantes des coefficients Â\ A' et B de la surface.
88. Arête de rebroussement de la surface enveloppe d^une sphère qui se meut en conservant un contact du second ordre avec une courbe donnée.
(Grenoble, juillet i883.)
Le lieu des centres de cette sphère est sur la surface polaire P de la courbe proposée. De plus, si Ton développe cette surface, ce lieu aura pour transformée un cercle décrit avec le rayon R de la sphère et ayant pour centre le point de rencontre de toutes les droites transformées des développées de la courbe proposée; la courbe C|, lieu des centres de la sphère, est donc ainsi déterminée.
L^enveloppe de la sphère est une surface canal dont les caractéristiques sont des cercles de rayon R situés dans des plans normaux à la courbe C4 et dont les centres sont sur cette courbe. L'arête de rebroussement de cette enveloppe, qui est le lieu des intersections de ses caractéristiques, est donc sur la surface polaire P| de la courbe C| ; de plus, si l'on développe P|, la transformée du lieu cherché est une circonférence de rayon R et ayant pour centre le point de rencontre des développées de C|, ce qui définit complètement cette courbe.
89. Former Véquation aux dérivées partielles des surfaces jouissant de la propriété que les tangentes aux deux lignes de courbure, en un quelconque de leurs
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points, se projettent sur le plan des xy suivant deux
droites dont les bissectrices soient parallèles àOxet Oy,
Déterminer celles de ces surfaces dont V équation est
de la forme
et intégrer l'équation différentielle de leurs lignes de courbure.
On suppose les axes rectangulaires.
(Paris, juillet 1884, 2* question.)
L^équation difTérentielle de la projection des lignes de courbure sur le plan des xy est
. dx-hp(pdx-^qdy) _ dy -{- q{p dx-^- g dy) ^
rdx-Jfsdy sdx-\-tdy '
exprimant qu^elle a ses racines en -^ égales et de signes
contraires, on a Féquation aux dérivées partielles du second ordre
Les équations des ombilics
I -t-^* I -h y* pq
se réduisant à une seule, sauf dans le cas de s identiquement nul, ces surfaces ont en général une infinité d ^ombilics, dont le lieu est une ligne tracée sur la surface.
Dans le cas particulier de l'énoncé, l'équation (2) devient
d'où
(4) a(>5-t-c) = — log[cos(aa?-t- 6)cos(a^-+- 6)];
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ces surfaces n'ont pas d'ombilic. Suivant que a est positif ou négatif, elles sont semblables à Tune ou l'autre des deux surfaces
( 5 ) c^* = cos X cos^,
dont nous avons trouvé (n^ 57) les lignes de courbure.
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Étude de la fonction u = r
P^ y et p étant des nombres entiers.
Les points critiques de la fonction sont z:= a^ z = b^ 5 = c. Le point a est un pôle, car, pour c = a, i/ = ao et son inverse reste Cnie et continue; il n'y a pas permutation de valeurs de la fonction quand la variable tourne autour de a. Il n'en est pas de même pour les branchements 6 et c (Jig' 9). Supposons que z décrive un cercle
'Ot
infiniment petit autour de 6 et soit Ukl^ valeur de «quand s part d*un point B de cercle, cherchons quelle sera sa valeur quand z reviendra en B après avoir tourné une fois
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dans le sens direct autour de b. Les racines ^»^™«» de l'unité sont
, , Sl*7t
2 Alt . . 2 Air —r-
cos h i sin z=z e r
k étant successivement égal à o, i , 2, • • • , /^ — i ; on aura donc, pour Texpression de l'une quelconque des valeurs
de w, quaud z sera en B, i/A== Uoe ^ . Cela étant, posons
quand on tourne autour de 6, les facteurs et
„ . ne chansrent pas : nous n'aurons donc à nous oc-
cuper que du facteur
qui, après un tour complet autour de b, deviendra
c'est-à-dire que um est devenu w^+p; les diverses valeurs de u se permutent circulairement.
On ferait sur le point z = c une discussion entièrement analogue.
Supposons que Ton parte d'un* point quelconque M du plan et que Ton parcoure un contour fermé à l'intérieur duquel se trouvent les deux points b et c; la fonction reprend en M la môme valeur que si l'on parcourt les deux contours élémentaires issus de M et entourant a et fr, puisqu'il n'y a aucun branchement entre l'ensemble de ces contours élémentaires et le cycle considéré; après un parcours complet de ce cycle, la détermination i/a ^st donc devenue Uk^^_y.
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91 • Résidus de quelques fonctions.
I® u= ; ^,1 pour le pôle z = a. Posant
I — cos(^ — a) * *
^ = a -f- A, la fonction devient
aaH-aA-4-i aa + n-aA a , , ,
T— = -Ti rr = -rT(aa-+-H-2A-H...);
I — cosA A* A* A*^ '
le résidu cherché est donc égal à 4; il est d'ailleurs le même pour tous les pôles ^ = a + 2A"ic de la fonction.
a® a = -r-j- • Cette fonction a pour pôles les points
5 = Attc; or on a
sin'(A:in- A) sin*A
La parenthèse ne renfermant que des puissances impaires de A, son carré n*a que des puissances paires, ce qui démontre que les résidus sont nuls.
L'intégrale / -r-^- est donc indépendante du chemin
parcouru entre les deux points z^^lz^*
3® a = T ■ TT ïT- Soit ^ = a un pôle de la
[a-i-(az -h o)tang^J* ^
fonction a, c'est-à-dire une racine de Téquation
f(^z) •= a->r(az H-6)tangz = o;
on a
d'où
= -Lr_L_.A>>i+ 1
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Pour calculer le résidu — •^,,V \ i formons
/\z) = {az H- 6) (i -h lang'-s) -+■ a tangz, f\z) = 2[a -+- (az 4- 6) tangi] (i -+- tang»^),
d'où/'^(a) = o; les résidus sont nuls. L'intégrale
/•'* dz
est donc uniforme. On aurait d'ailleurs pu le voir autrement, en remarquant que
fu dz =^ z ^ •
a a -1- ( a^ -h 6 ) tang -S
Déterminer l'intégrale définie
cotY(a7 — a — h / — i ) dx,
(École Normale, juillet 1872.) Posant
, / a -+- hJ— I
a^ = j7 — a — b y — I , -5o = y Zi = ir h- ^or
rintégrale considérée I devient
1 = 2/ cot^ dz = 2(log sin^i — log sin^o)*
Étudions la fonction
u = logsio^;
si 1*00 fait
sin^ = p(cos(o+ l'sinb)),
on aura, pour l'une quelconque des branches de la fonction 1/,
or, en suivant la parallèle à Ox qui va de .Sq à ^o comme
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le comporte Ténoncé de la question, on ne passe par aucun point pour lequel la fonction u cesse d^étre continue : donc
Mi — Mo = logpi — logpo-t- t(wi — wo);
d'ailleurs, en allant de Zq à Z\ suivant le chemin rectiligne considéré, on a pi = po et coi = (o^ + t:, puisque les deux points sin^o ^^ s\nz^ sont symétriques par rapport à l'origine. On en conclut, pour la valeur de l'intégrale cherchée,
1=2 lit.
93. Expliquer comment il faut mener les différentes lignes que doit suivre la variable z pour que Vintég raie
■^» dz
7C SIQ^
obtienne ses différentes valeurs.
(Nancy, juillet i883.)
La (onction monodrome à intégrer a une infinité de pôles donnés par la formule sin 5 = 0, 5 = /ît:, et les résidus correspondants sont ( — 1)".
L'intégrale générale est logtang-; posons Z=tang-
et imaginons que z décrive au-dessus de Ox, par exemple, une courbe ne coupant pas cet axe et dont les extrémités
seront Zq = — -> Zi = -\ — ;le point Z décrira une courbe
correspondante dont les extrémités seront Zq= — 1, Z| = -i-i et qui ne coupera pas Ox, tang^ n'étant réel que pour z réel ; posant donc
Z = p[cos(ç -+■ aArw) -{- tsin(îpH- aA:7r)],
on aura pQ= p, = i et © variera de tî à zéro.
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Or prenons une quelconque des branches de logZ,
u = logp -H i(? -*" îi^O^), on aura
l'intégrale cherchée a donc pour valeur u^ — Uq= — iiz.
Cela étant établi , si l'on considère une ligne quelconque d'intégration ayant les mêmes extrémités que la précédente, on pourra la fermer à Taide de la partie deO:r comprise entre H- - et , à l'exception de la portion avoi-
sinant le pôle O, à laquelle on substituera un demi-cercle décrit de O comme centre, au-dessus de Ox, et avec un rayon infiniment petit; l'intégrale prise le long de cette dernière ligne étant iiz, le théorème du résidu intégral donnera la valeur de l'intégrale cherchée. On reconnaît ainsi qu'elle rentre dans la formule générale (2/n + i)iTz.
Déterminer les intégrales définies
f smx^ dx^ j cosx^dx.
Considérons un contour fermé comprenant Taxe des X (A) depuis l'origine jusqu'à la distance R, un arc de
cercle (B) de rayon R avec un angle au centre égal à j»
enfin le rayon (C) partant de la seconde extrémité de l'arc B; si l'on intègre la fonction e""^', qui est continue et monodrome dans toute l'étendue du plan, on aura, quel que soit R,
nous calculerons ces diverses intégrales en faisant R = oo .
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On a d'abord
Pour obtenir / , il faut poser z = Re^,
soit f un angle tel que e"**~*'?=: ^; nous décomposerons
Jf en deux autres / + / » dont nous chercherons les modules. On a
R le module d'un élément d'intégrale est donc — - — -srf6,
quantité inférieure à -^ pour tous les éléments de la première intégrale ; or -^ est un infiniment petit du second
est un infiniment petit du
premier ordre, c'est-à-dire que cette intégrale est nulle pour R = oc . La valeur maximum du module des éléments de la seconde intégrale est ReA : donc
mod/" '^y *R «rt 5 R Q - <?) ;
or l'angle f est donné par l'équalion
• /it \ logR»
et, comme l'angle 2 y est très voisin de zéro, on peut
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écrire
ir alogR
d'où
quantité qui tend vers zéro quand R croit indéfiniment. Donc, en résumé, / = o.
Pour obtenir la troisième partie, il faut poser
alors
or
donc
cos- -H isin-T j; / e-**dz = / c-'*' (cos j -h i sin j j dlr;
— = / (cosa:* — tsinar') — 7=7-^;
d*oii Ton déduit, en égalant séparément les parties réelles et les parties imaginaires^
/ cosx*ûtr-H / sina7'^ = l/->
Jf cosa:* dx — / sinar* dx = *^
et enfin
Calculer Vintégrale
ViLut. — Compositions, 10
f sinx^dxss I cosx*dx=^ — -
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La fonction étant supposée irréductible, on voit
tout d^abord qu^il est nécessaire, pour que Tintégrale soit finie et déterminée :
1® Que f (x) n^ait aucune racine réelle;
2^ Que son degré surpasse de deux unités au moins celai de/(x).
Supposons, en eflet, que f(x) = o admette la racine réelle x = a, avec le degré k de multiplicité, on aurait
Soient a et x' deux valeurs de x comprenant entre elles le point a et assez voisines Fune de Tautr^ pour que j- — ■
ne diffère pas sensiblement de y — -; considérons la portion de Tintégrale comprise entre x et a' y on aura, par définition,
f = lim / -h lim / ,
lorsque e et e' tendent vers zéro; cette intégrale est infinie ou indéterminée, car les deux termes qui la composent tendent tous deux vers cx>, indépendamment Tun de Tautre. En effet, considérons, par exemple, le terme
fir^dx
{x — af ^{x)*
le facteur . — — — -j. ne changeant pas de signe dans le cours de rintégration, Tintégrale sera égale à
r^-' dx
M étant une quantité intermédiaire entre les valeurs ex-
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trêmes du facteur A-4 et, par suite, sensiblement égale à la constante rr-» D'ailleurs on a
r^~' dx _ _i_ [ I I 1 . .
= loff j si A: = i;
dans Tun et Tautre cas, l'intégrale tendra vers oo pour
f(x^ En second lieu, la fonction ^^^ — peut être mise sous la
forme
A F(x) tendant vers la constante p» lorsque j: tend versoo ;
soit \ une valeur finie, mais suflQsamment grande de x
pour que ^{x) diffère peu de p; on aura
Jr* dv r^dxF(T) — ; — F(ar) = lim / ; , pour r, — oo
dx „, , ,,_ r^dxF(x)
mais cette intégrale est égale à
^ dx
jj/n —m
M étant une quantité intermédiaire entre les valeurs ex-
A irémes de F(x) et, par suite, différant peu de p- On a,
d'autre part,
C'^ dr I / I I \ . , ^
= log ^ , si m' — m = I ;
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cette intégrale tendra donc vers oo , en même temps queT,,
si m! — m ^ I .
Les deux conditions ci-dessus étant supposées satis-
faites, considérons la fonction '^^^ et intéerrons-la sur un
contour formé d'un demi-cercle C de rayon R tendant vers l'infini et du diamètre MIN mené suivant l'axe des x\ on
aura
Jf -H / =2114(1X14- fXj-h...)»
c *^MN
u,, (JLa, ... étant les résidus de ^t-zt relatifs aux pôles contenus dans le contour. Mais l'intégrale prise suivant le cercle tend vers zéro quand R tend vers oo , puisque
fiz) VixsLZ "^-T^: = o, pour ^ = 00 ;
d'ailleurs
d'où l'on conclut que l'intégrale cherchée est égale au produit de 2Tzi par la somme des résidus relatifs aux pôles
de ^-T^ situés au-dessus de l'axe des x.
Appliquons à la fonction — r-^; elle a pour pôles
z = i^ z = — i\ le premier seul est au-dessus de l'axe des X. Pour calculer le résidu corrcspondant| on posera
z =^ i-\- hy d'où
le résidu sera — 2(21)"' et l'intégrale
I z rrr =— ait 1.2(2 0"' = -"
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Calculer Vintégrale
OÙ d et^ sont des constantes réelles et n un nombre entier,
(Paris, juillet i884, i" queslion.)
Celle intégrale est égale au produit par iTii du résidu relatif au seul pôle ^= a + t p, situé au-dessus de Ox\ pour calculer ce résidu, on posera ^ = a + t p -f- A, d'où
= ^-«-1 [(atp)-»-» — (/i-+-i)(a»p)-»-*A
le résidu est
et Fintégrale
_^ (n-+-i)(n-h 2)...an ir
i.a.../i ^î^pî^Ti •
On peut encore obtenir cette intégrale à Taide d'une formule de réduction^ si Ton pose — g" =^>^i ^^ ^ dx
— ' r y an — i /* ^/ 1
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Le premier terme s'annulant aux deux limites de Tinlégralion, on a
(in — i)(a/i— 3). ..3.1
2/1(2/1 — a). ..4. a P'"-^ __ 1.3.5. . .(2/1 — i) ir
Sa+1
formule qui se ramène aisément à la précédente.
I-'ig
sidérons la région limitée : i® par un cercle A de rayon infini B ayant pour centre Torigine ; a° par un petit cercle B entourant le point a; 3® par un contour G formé de la
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réunion des deux conlours élémentaires des points + i et — I ( fig, lo). Dans la région comprise entre ces trois contours, fi^z) est finie et continue; elle est d'ailleurs monodrome. Supposons en eiTet quez, partant d*un point ^q situé dans cette région, y revienne après avoir parcouru un certain contour; pour rester dans la région, ce contour n'aura enveloppé aucun des branchements ou les aura contournés tous les deux ; le radical y/i — z^ n'aura donc pas changé de signe. On aura, en conséquence, l'équation
Jf -h / -t- / = o.
Mais / =0, puisque lim>5/(5) = o, pour 5 = 00; en second lieu, la formule connue
dz = 2Tr*«p(a) j^^ — ^
donnera
Calculons enfin l'intégrale / ; elle se compose :
•/c I® De l'intégrale
r^^ dx
suivant l'axe des x ;
a® De l'intégrale prise au retour suivant le même axe et qui est égale à la précédente, car, d'une part, elle est prise en sens opposé et, d'autre part, le radical a changé de signe, puisqu'on a tourné autour d'un branchement ;
3^ Des intégrales prises suivant les petits cercles + i et — I et qui sont nulles^ puisque
lim(-5 :ï:i)/(^) = 0, pour z = dii.
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On a donc finalement Inéquation
/ dx 2TCt
qui fournit l'intégrale cherchée.
Toutefois il reste à lever l'ambiguïté résultant des doubles signes des radicaux. A cet effet, fixons arbitrairemenl celle des deux valeurs du radical que nous prendrons en un point déterminé ; admettons, par exemple, qu'au moment où z passe pour la première fois à l'origine en suivant le bord inférieur du contour C, le radical prenne la valeur + 1 : pour avoir celle des deux valeurs du radical ^ I — d^ qui convient à cette détermination, nous tracerons une ligne L qui, partant de l'origine au-dessous de l'axe des a:, aboutisse en a sans traverser le contour C, el nous calculerons de proche en proche les valeurs du radi • cal sur cette ligne avec assez d'approximation pour pouvoir décider quelle est celle des deux valeurs de y^i — a* qui doit être adoptée.
On remarquera que, si a est réel, cette discussion est inutile, car l'intégrale
^' dx
sera réelle et aura un signe parfaitement déterminé d'avance, suivant le signe adopté pour y/i — x^ et suivant que a sera supérieur à -h i ou inférieur à — i; a ne peut d'ailleurs être compris entre — i et -+- 1 , car l'intégrale serait indéterminée.
On demande de calculer l'intégrale curviligne
dz
prise le long du contour OABCDAO (Jig- 1 1), formé de
l'axe des x depuis Vorigine jusqu'en A, du cercle
ABCDA et de la droite AO, les différentes parties du
contour étant parcourues successivement dans V ordre
indiqué par les lettres qui les désignent. On suppose
que OA =.% et que la valeur initiale du radical est
prise égale à i .
(Paris, novembre i883, i*^ question.
La fonction à intégrer présente deux branchements
— i-hi/3 —1 — 1/3 ^0= ^ , ^1= jj j
tous les deux situés à la distance i de Torigine et, par
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conséquent, intérieurs au cercle considéré; il en résulte qu'elle reprend la même valeur quand, partant de A, on y revient après avoir parcouru le cercle ABCDA; donc les intégrales suivant OA et AO se détruisent et il reste Tin-
tégrale prise suivant le cercle de rayon 2 ou suivant un cercle de rayon plus grand, puisque, entre ces deux cercles, la fonction ne présente aucun point critique et qu'il y a un nombre pair de points critiques à l'intérieur du plus petit. Faisons donc z = Re'^ et considérons l'intégrale
V/R«e»'^-+-Rc'ÔH-i
si nous faisons tendre le rayon R vers l'infini, elle devient
c'est Ja valeur de l'intégrale proposée.
On considère les intéf^rales
r^ et f-._
dz
dans lesquelles S et S| désignent deux contours formés de la manière suivante :
Le contour S se compose de la droite OA {que Von Jait grandir indéfiniment), du cercle de centre O et de rayon OA, enfin de la droite AO {fig^ 12). Le con-
Fiff. la.
tour S| est la limite des trois lacets qui enveloppent les points a, 6, c, dont les qffixes sont les racines de l'équation 5' 4- I = o.
établir la relation entre les deux intégrales
dx
et
r^ dr
1 sT^
à laquelle on est conduit par cette comparaison,
(École Normale, juillet i883, a* question.)
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La fonclion f(z) = -r — présente trois branchements
et il n'y a aucun point critique eotre les deux contours S et S,; d'ailleurs ces deux contours ont leur point de départ commun; il en résulte que les intégrales / et / sont
égales, bien que ces contours renferment un nombre impair de branchements, si l'on prend la môme valeur initiale pour/{s), + 1 par exemple.
L'intégrale prise suivant le cercle de rayon infini est nulle, puisque
car la seconde intégrale est prise en sens oppose de la première et le radical a changé de signe, puisqu'on a tourné une fois autour d'un nombre impair de branchements; on a donc
Pour calculer / , nous remarquerons d'abord que les
intégrales prises suivant chacun des petits cercles tendent \ers ïéro en même temps que leur rayon, car on a, par exemple,
pour »=a
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il en résalte qae Ton a
J^y^^ " '^ Vo ~-'o ^Jo ) ' On obtient la première intégrale en posant
il*OÙ
on a de même
eniia <l*où
On en déduit, pour la relation cherchée,
lOi. Intégrer suivant le cercle C^ décrit de C origine 4:oinme centre, et à partir du point z^^ l'expression
0(5) étant une fonction monodrome et holomorphe,
(Ecole Normale, juillet iSSi'.;
On a identiquement
/log^ 0'\Z) dz = log-5 0{zj — I — ^ dz ;
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la fonction ^ n'a qu'un pôle, Torigine, à Tintérieurdu
cercle, et, comme elle est monodrome, le théorème du résidu intégral lui est applicable et donne
^ dz = ^t:iG{o);
on a donc
flogz G\z) dz = 27:i[G(^o)— G(o)].
102. Trouver les périodes de la Jonction u définie par Vintégrale
z= f y\u — a)(u — b)du.
^ lU
Soient A et B les intégrales prises le long des contours élémentaires des points a et b, relatifs au point Uq ; quelle que soit celle des trois valeurs initiales que l'on choisisse pour le radical, celui-ci reprendra la même valeur si Ton parcourt trois contours élémentaires. Les périodes de la fonction u s'obtiendront donc en formant toutes les combinaisons multiples des contours élémentaires pris trois à trois. Or un seul contour a décrit trois fois donne les intégrales
A, A« ' — Aa, Ac • =Aa*,
dont la somme est nulle et ne fournit, par suite, aucune période. U reste donc les six combinaisons
A»B, ABA, AB«, B«A, BAB, BA
l'intégrale suivant A^B est
celle suivant ABA est — a( A — B) ; enfin AB^ donne A— B.
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Les trois autres intégrales, se déduisant des premières par permutation des lettres A et B, sont respectivement égales et de signes contraires.
Enfin, comme Ton a
A«B-+-ABA — AB«=o,
la fonction u n'a donc que deux périodes distinctes A — B et a(A — B). Il est clair d*ailleurs que, si Ton partait de l'une des deux autres déterminations du radical, A et fi seraient simultanément multipliés, soit par a, soit par a^, et que ron retomberait sur les mêm?s périodes.
Remarquons, en terminant, que Tintégrale A, par exemple, est égale au produit par i — a de l'intégrale rectilîgne prise de Uq à a.
103. Exprimer, à l'aide des fonctions elliptiques, la fonction z qui satisfait à l'équation différentielle
les constantes étant réelles.
Cette équation est celle qui lie au temps t l'ordonnée verticale z du pendule conique.
Soit a<ib<,c\ posons
d'où
dz = i{b — a)udut
posons encore ~ = k^ ; k sera réel et plus petit que i , et il viendra
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OU, si l'on représente par n la constante — — ^= — cl si
Ton choisit convenablement l'origine du temps,
u = snnt; d'où enfîn
5 = a-+-(6 — a) sn»n/ = acu^nt-\- bsn^nt.
loi. Développement de la /onction elliptique snu en série double.
/fin f t\ //■" — ^ ' ** } U étant une constante, suivant un z — u
rectangle ayant l'origine pour centre et dont les côtés, parallèles aux axes, ne passent ni par les zéros, ni par les infinis de sn(5); nous ferons d'ailleurs les dimensions de ce rectangle infiniment grandes. L'intégrale considérée peut s'écrire
or on a
-^dz = o;
en effet, la fonction sn{z) est impaire : donc la fonction
est paire et, en des points symétriques de l'origine,
les éléments de l'intégrale sont égaux et de signes contraires.
Pour calculer la seconde intégrale, nous poserons
z = re^ ;
on aura
-^ii^^)dz=Juii-^^)snz(^-^^^^-^-^j; or, soit [x le maximum du module de w(i + e) sn^ et p le
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minimum de r, le module de la seconde partie de Tintégrale est inférieur à
et, comme p est infiniment grand, cette portion d'intégrale est nulle. Quant à la première partie, nous la décomposerons en huit autres, telles que dans chacune d'elles le rayon vecteur aille toujours en croissant ou toujours en décroissant; Tune quelconque de ces parties est nulle, car son module est inférieur à
En résumé, Ton a
rsn z dz =o;
snz
donc la somme des résidus de la fonction à Tintérieur
du rectangle d'intégration est nulle. Or cette /onction est infinie d'abord pour ^ = m, et le résidu correspondant est la fonction cherchée sni/. Voyons maintenant les résidus qui répondent aux valeurs infinies de sn^; on a
or
sn[2mK H- (2/1 -+- i)«K'-H h\
= (-i)"»sn(*K'-4-A)= — ,^-^ '
k snn
le résidu de sn^ est donc — j — ; par suite, le résidu relatif à l'un des infinis de la fonction ~ — — sera égal à
(— rV"
A-[2/7lK-+-(2/l-^ \)l¥J — u\
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Faisant la somme de tous ces résidus, on a
-KM -^x
formule qui donne sn« par une série à double entrée, dans laquelle on doit faire tendre les entiers M et N vers rinfini.
La même méthode ne s'appliquerait pas aux fonctions paires cnu et Anu, les intégrales
/^cnz j /'An;: , / -.-«-» / —-dz
n^étant plus nulles.
lOo. Développement des fonctions circulaires et des fonctions elliptiques en un produit d'un nombre infini de facteurs.
Soit f{z) une fonction monodrome n'ayant d'autres
points critiques que des pôles et u une constante; si nous
f'(z^ considérons la fonction - — '-^- : elle admet un premier
résidu ——■ pour z = u. Les autres résidus sont de deux sortes, ceux qui proviennent des zéros àe f{z) sont égaux à ~j_- > a étant un zéro et/> son degré de multiplicité, et ceux qui répondent aux pôles de la même fonction ont pour valeur i-^- y b étant un infini et q son degré de multiplicité; nous représenterons généralement par r le résidu de la fonction 4^\ » pour la valeur 2 = a, qui rend cette fonction infinie. On aura
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rintégration étant faite suivant un contour fermé conxprenant le point u et ne passant par aucun pôle de la fonction intégrée. Intégrons l'équation (i) par rapport à w, suivant une ligne quelconque allant de Torigine au point u^ mais évitant les pôles de la fonction, il viendra
TT indiquant le produit de tous les facteurs (— --)
fournis par les pôles tels que a, compris dans le contour. Posons, pour abréger,
on aura la formule générale
La valeur de I se réduit à l'unité si/(-3) est une fonction paire ou impaire et si le contour d'intégration est un rectangle de dimensions infiniment grandes, ayant l'origine
pour centre et ses côtés parallèles aux axes; en eflet, le
f'iz) module de --.-^ reste fini et cette fonction est impaire: or
OD a
— lOK = - -+- --r(l -T-S).
(^Dsidérons donc l'intégrale
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la première partie
f'iz\ est nulle, car, la fonction --i.r-4 étant paire, les éléments de
l'intégrale se détruisent, à cause de la symétrie du contour par rapporta Torigine; on démontrerait d'ailleurs, comme dans l'exercice précédent, que la seconde partie est nulle : donc I = I et l'on a
Fonctions circulaires. — L'exponentielle étant une fonction holomorphe, il en est de même de sin^ et de cos^; les zéros de ces fonctions, qui sont simples, four-
nissent donc seuls des pôles de -jr-^ • Les zéros de
CO%Z
sont donnés par l'équation
ou
iz = — 1^ -+- log — I := — iz -4- (a/n -h i) «r,
ce sont ceux que donne la Géométrie élémentaire; on a donc la formule
(5) cosa=TT ï— '^'' \y
dans laquelle il faut donner à 2m-f-i autant de valeurs positives que de valeurs négatives.
Cette formule peut encore s'écrire, en associant les fac-
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leurs deux à deux,
(6) cosa=n[ï-. — ;]•
La formule (4) doit être un peu modifiée pour donner le développement de sinw; /(o) étant nul, il faut prendre pour limite inférieure de l'intégrale de l'équation (i) une quantité infiniment petite A, ce qui donne la formule
or a =:^ imz, et, pour m = o, il y a lieu de considérer le facteur t > dont le produit par/(A) z= sinA a u pour limite. On a donc
On arrive plus rapidement encore, en appliquant la for-
mule (4), à la fonction /(w) = > qui admet les racines
a r-r miz à Texception de m = o.
Fonctions elliptiques. — Les formules (4) et (4 bis) conduisent de la môme manière au développement des fonctions elliptiques; r = dbi, suivant qu'il s'agit d'un zéro ou d'un pôle de la fonction ; on arrive ainsi à
(8) sna=aTT
amK -h(a/i-t-i)»K'
m et n devant prendre toutes les valeurs entières positives et négatives, à l'exception, au numérateur, des valeurs
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simultanées m = o, /i = o, et à
(9) cnM = ]][
(lo) Anw= ÏT
2mK -»-(2/H- i)tK'
106. Décomposition dUine fonction doublement périodique en fractions simples.
Théohèmk de m. Hermitr. — Toute fonction monodrome F{z) admettant les périodes 2K et 21K' s'exprime linéairement au moyen de la fonction
et de ses dérivées.
Prenons, en effet, Tintégrale
IT^lJ ïi{Z — u)
le long d'un rectangle ayant pour côtés aK et 2IC'; on aura
2r désignant la somme des résidus de la fonction
pour tous les pôles contenus dans le rectangle. Galculon-^ séparément chacun des membres de cette équation. Les zéros de ¥l{z — u) ont pour formule générale
w -f- 2 m K -f- 2 /iiK' ;
un seul d'entre eux sera contenu dans le rectangle d'inté-
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gration, et le résidu correspondant sera
F(M^2mK — 2mK') = F(w);
les autres infinis sont ceux de la fonction F(;;); soit a Fun d'eux, on aura, au voisinage du point a^
'^(z) restant finie et continue aux environs du point a. On a, d^autre part, en appliquant la série de Taylor,
les dérivées étant prises par rapport à la variable i' = a — m ; multipliant ces deux expressions, on aura, pour le coeffi-
cient du terme en >
AiZ(a---a)-h AjZ'(a — M)-f-...H -^ Z^^-^\a—u\
Quant à l'intégrale I, elle se réduit à une constante; en eflet, deux éléments correspondants pris sur les côtés verticaux du rectangle se détruisent, en vertu des relations
et la somme de deux éléments correspondants sur les côtés horizontaux est
or on a, par hypothèse,
F{z-^iiK') = F(s), d'autre part, la dérivée logarithmique de
H(5-h2lK')=--C »i K 11^5)
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donne la relation
\\{z-^'iiK') ^ "K H(^)*
la somme des deux éléments se réduira donc à ¥{z)-^dz et l'on aura
ÎK
quantité constante.
L'équation (i) deviendra donc
(2) I = F(M)-+-2[A,Z(a— tt)-hA,Z'(a — tt) — ...],
elle nous donnera l'expression cherchée de F(m) en fonction de Z(m) et de ses dérivées. La constante I se calculera en donnant à u une valeur particulière.
Cette formule est surtout utile pour l'intégration des fonctions doublement périodiques; l'équation (2) devient, en l'intégrant,
l SF(u)du
( = 2:[AilogH(a~ u)-r- A,Z(a— M)...]-4-lMH-consl.
Remarque. — Les résidus, A|, B|, ... satisfont à l'équation de condition
A 1 -4- Bi H- . , , = o,
car l'intégrale de F(z) dz le long du rectangle des périodes
est nulle.
Nous appliquerons ce théorème à quelques exemples : I» F(//) = sn^w. On connaît déjà l'expression
sn* 1/ = . --— — . >
mais elle ne se prête pas à l'intégration ; le théorème qt"
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précède en fournît une autre. Les relations
sn(M-+- 2K) = — snw, sn(u-+- 21K') = sntt
montrent que sn^u admet les deux périodes 2K et ^iKJ, Les infînis sont doubles et donnés par la formule
2/nKH- (2/1 -f- i)iK';
si nous choisissons le rectangle d'intégration tel qu'il contienne l'infini /R', il n'en contient évidemment pas d'autre; il s'agit donc de développer sn2(eK'+ h) suivant les puissances croissantes de h. Or on a
sn«(iK'-+- h) = , ' ■ ^ ,
puisque snA est une fonction impaire dont la dérivée a i^unité pour limite; on en déduit
et, par suite,
enZ 1/ — I
sn»u = I- îrZ'(tK'— M).
Cette expression peut se simplifier; si Ton prend, en effet, la dérivée logarithmique de la formule
— î 11 134- TîK'
on a
d'où
\ \'{z ^- JK) _ %'(z)
const.;
et enfin
Z(tK'- a) = - ||^j ^ const.,
sn*M — G — "7-, — — •
2** F(i/) = snwsn(a -f- a). Cette fonction a les deux périodes 2K et ^i¥J \ ses pôles à l'intérieur du rectangle
précédemment défini sont iK! et iK' — a et les infinis correspondants sont simples. D^ailleurs la somme des deux résidus est nulle; il suilGt donc de calculer celui qui est relatif au pôle iK'; or on a
F(iK'-^A)= * '
ksnh A-sn(a-h /i)' doù
^1 = y^ » Bf — —
k^sna k*sna
F(M)^I--A,Z(tK'— a) — B,Z(iK'— a — a),
ce que Ton peut écrire
snusn(u-ha)= C-^ -rz -r; t •
^ ^ k*snaie{u) e(M-e-a)J
Pour déterminer la constante, je fais u = o.
C= ' reïa) eïo)1 A«sQa[e(a) e(o)J'
or 6'(o) = o : on a donc la formule
snw sn(M — a) — , \ ^ -h ^ - ; I
^ ^ k^fii\aiei,a) e{u) e(M — a)J
S"* F(u) ^= cnucn(u-ha). Les pôles de cette fonction, qui a les deux périodes 2K et 21K', correspondent au\ mêmes valeurs de u que dans le cas précédent. Pour calculer le résidu relatif au pôle i'K', formons F(iK'-«- A); or on a
/•1^'^i.N , /k' u,(iK'-^h) /F e,(h)
mais
d'où, en divisant,
lu h "^ 77^ H(>j ~ ik snA *
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on en conclut
' — A* snAsn(a-f- A)
et, par suite,
. An a -- An a
A'« en /Y
CHAPITRE PREMIER
CINÉMATIQUE.
1. Le mouvement d'un point matériel est défini par les formules
X = a -h bt -4- ct^j y = a' -h b't -+- c7«, z = a -^ b' t T- c't^.
Indiquer la nature de la trajectoire et la grandeur de l'accélération à un instant quelconque,
( Paris, juillet 1878, a* question.) On a
■^rï""*^' 'W~'^^' *^î~'^^' l'accélération
est constante de grandeur et de direction : donc la trajectoire est plane et par suite parabolique en général. Elle devient rectil igné si la vitesse initiale a la direction de Taccélération, c'est-à-dire si l'on a
Pour trouver les équations de la trajectoire, nous remplacerons le système des équations données parle suivant:
X = a -\- bt -h cf* ;
c'x — cy = ad — ca' -r-(bc' — cb')t, c'y - c'z ::r a'c'- c'u'-^ {b'c'-^ c'b')t;
d^où, en éliminant /, les équations
r'x — cv — ac -- en c'y — r'z — a'c'-i- c'a"
bc' — cb' b'c' ~ cb'
c( c'x — cy — ac' -+- ca')^
- (a:— a)(bc' — cb'Y — b(c'x — cy — ac' — ca'){bc — cb' u
<{ui représentent la première un plan et la seconde un cylindre parabolique.
2. Une fi f; lire plane se meut dans son plan, de m<inière que deux de ses points A et B restent constamment sur deux droites rectangulaires fixes Ox et Ov ; on sait (]ue le point A est animé d*un mouvement uni/orme sur la droite Ox. On propose de déterminer, pour une époque quelconque :
r* La vitesse ans^ulaire cj autour du centre instanfané;
2° IJ accélération d' un point quelconque de la droitr \B, en grandeur et en direction,
(Paris, novembre 1879, •" question.)
Soient
V» la vitesse constante de A sur Ox\
a = OA, p = OBlcs coordonnées du centre instantané dr
rotation; n la longueur de la droite AB.
On a
OB
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Nous déterminerons un point quelconque M de AB par la distance BM = /; ses coordonnées seront
on en tire
d^x _l ^ _ ^r _ ^li ^ .
dt^ ~ a dV^ ~ °' ~dt^ ~ "~a~ dt^ '
Taceélération d'un point de AB est parallèle à Or. On a d'ailleurs
d'où
et
dt^ »-
n(a — /)p* a(a — hv^
dt*
3. "U ne circonférence roule sans glisser sur une circonférence fixe de même rayon et Von considère la courbe fermée décrite pendant un tour complet par un point de la circonférence mobile. Trouver le centre de gravité de cette courbe^ en supposant la densité en chaque point inversement proportionnelle au rayon de courbure de la courbe en ce point,
(École jNormalc, juillet 1882, 2" question.)
Si l'on prend pour axe des x {fîg- i3) la tangente au point A de rehrousseinent de l'épicycloïde, on a, pour les coordonnées d'un point M de la courbe,
a? = 2 r cos — /• cos 2 0, y z^ ir sinO — r sin2 0.
La masse d'un élément MM'= ds delà courbe est
dm — ds - — kz.
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£ étant l^aogle de contingence, c'est-à-dire Tangle de Ml avec MT; or, si l'on prend l'M| =^ IM, l'angle de ces deux
db
droites est cA; on a aussi M| rM'= - y d'où e = |rf9. Si donc on appelle m la masse d'un arc d'épicvcloïde compté
à partir de A, X et Y les coordonnées de son centre de gravité, on aura
m= j dm = |A:6; d'où les équations
OX = / arrfe = r(asin6 — |sinaô),
6Y = / 7«fe = r(^cos26 — 2cos6-f-|).
Jq
Le centre de gravité de la courbe s'obtient en faisant 6 == 2t:; il est donc au centre du cercle fixe.
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4. On considère un plan lié invariablement à un cercle de rayon r qui roule sans glisser sur un cercle de même rayon. Un point quelconque du plan mobile décrit, pendant une révolution complète, une courbe fermée; quel est dans ce plan le lieu des points dont la trajectoire ait une aire donnée A^?
(École Normale, juillet i883, 2* question.)
Soient N le point décrivant, a sa distance au centre C du cercle mobile*, nous pouvons supposer que le centre instantané I se meut avec la vitesse angulaire constante co sur le cercle fixe, et, si Ton appelle v la vitesse de N dans ce mouvement, on aura, pour Taire élémentaire décrite,
d\* = \vdt. OB,
OB étant la distance au point O de la tangente à la courbe décrite. Or la vitesse angulaire instantanée autour de I est 2 a>y puisque Fangle de la rotation élémentaire est la somme des angles de contingence de la base et de la roulante : donc
d\* =(ûdt. IN. OB = IN.OB.rfe = dB(ÎN* h- IN.rcosa);
or
IN cosa = r — acos6,
IN =/•«-+- a»— aarcosO;
d'où
dX^ 1--Z (2r»H- a«— 3ar cos0)c?6,
Le lieu cherché est un cercle décrit de C comme centre
avec un ra^on a = W ir^; si a >• r, l'aire A^ comprend, outre l'aire de la courbe, celle de la boucle, qui se trouve ainsi répétée deux fois.
On arrive tout aussi vite au résultat qui précède en formant
A*r^ if(Tdy—ydx).
ViLUÉ. — Compositions. la
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Accélération dans le mouvemeni épicycloïdal plan
Soient, à un instant quelconque, z, ^ les coordonnées du centre instantané de rotation et co la ^-itesse angulaire; les composantes de la vitesse d'un point (x, y) du svslème mobile sont
celles de Faccélération sont
Le lieu des points du plan ayant même accélération (v est le cercle
/ J , n.t ,dr dut </3\
Il \ a un point et un seul pour lequel Taccélération est nulle : il est au point de rencontre des deux droites rectangulaires
dtai M
sauf dans le cas où Ton a à la fois co = o, -5- = o : tous les
ai
points du plan ont alors une accélération nulle.
L'accélération normale — est nulle pour le centre inslan-
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tané et pour les points pour lesquels p = oo , ou
dx d^Y dy d^T
TÛ dh "'âê ~dF "^^'^
cette équation devient, après suppression du facteur tj*^,
c'est celle d*un cercle passant par le centre instantané. La trajectoire de chacun des points de ce cercle présente une inflexion.
Enfin y pour trouver les points pour lesquels l'accélération tangentielle -3- est nulle, il suflit de dériver l'équation
«^«=a)«[(ar-a)«-f-(7-p)«],
ce qui nous donne
le lieu des points cherchés est donc la circonférence
qui coupe rectangulairement la circonférence d'inflexion et passe comme elle par le centre instantané; il convient de remarquer qu'en ce point Taccélération tangentielle n'est pas nulle; à cause de i^ = o, elle prend une forme absolument indéterminée. La fonction -j- est discontinue en ce
ai
point du plan y mais seulement le long de la circonférence (4)* Le second point d'intersection des circonférences (3) et (4) est le point sans accélération fourni aussi
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par les équations (2). Le point sans accélération a reçu le nom de centre des accélérations, parce que raccélération de tout point du système est la même que si la rotation instantanée variable &> avait lieu efiectivement autour de ce point considéré comme fixe. En eflet, le mouvement du système peut être considéré comme résultant de la translation du point sans accélération et de la rotation eu autour de ce point; Taccélération d'un point quelconque est la résultante de son accélération dans ce dernier mouvement, de Taccélération d'entraînement, qui est nulle, et de l'accélération centripète composée, qui l'est également, puisqu'il y a translation.
6. On suppose quhin plan P soit lié invariablement à un cercle C roulant sur un cercle fixe C de même rayon ; de plus f le point de contact de C et C se meut uniformément sur C. Trouver^ pour une position quelconque de P, le point de ce plan dont V accélération est nulle.
(Paris, juillet i882| n* question.)
La vitesse angulaire instantanée co = a -1- étant aussi
constante, les coordonnées du point cherché sont données par
or
a = r cosO, p = r sinO,
d'où
a7 = |rcos0, ^ = |rsin6.
Le point sans accélération est situé sur le prolongement du rayon du point de contact et à la moitié du rayon à partir de ce point.
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7. Les données étant celles du numéro précédent, on demande quelle est l'accélération d'un point du cercle C au moment où il se trouve sur la circonférence C.
(Paris, novembre 1882, 2* question.)
En vertu de la condition -, = o, Taccélération d'un
at '
point quelconque du plan P passe par le centre des accélérations et a pour expression Rco^; appliquant au point de contact des deux circonférences et représentant par v la vitesse de déplacement de ce point, on a, pour l'accélération cherchée,
On arrive aussi à ce résultat en appliquant les formules qui donnent les composantes de l'accélération dans le mouvement épicycloïdal plan, au point a: ^^ a, ^ = 6,
dt^
dn /d^y . .
ces formules ne supposent nullement -^ = o.
Enfin il est encore plus simple de chercher la déviation du point de contact : c'est la ligne qui joint ce point à sa situation infiniment voisine, puisque le point de contact I est centre instantané de rotation. Or cette igne, tangente à la trajectoire de I, passe par le centre de Q et a pour expression rrfO.e :^ rrfÔ*; l'accélération est donc
/d^Y r« \dtj r
La même méthode s'applique à la recherche de l'accélération du point de contact de la base et de la roulante
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dans le mouvemeat épicjcloïdal plan ; elle est tangentielle, dirigée vers le centre de courbure de la roulante et a pour grandeur
r et r' représentant les rayons de courbure de la courbe fixe et de la courbe mobile et ^ la >4tesse avec laquelle le centre instantané se déplace sur la courbe fixe.
8. Étant donnés un plan fixe P, un cercle fixe de centre O {fig» \^) €ty sur la circonférence de ce cercle,
Fig. 14.
un point fixe A, le mouvement d'un plan mobile P sur le plan fixe P est défini de la façon suisrante : une droite BB\ fixe dans le plan F, passe par le point A, pendant quun point B, fixe sur cette droite, décrit la circonférence du cercle O :
I** Trousrer dans ce mouvement la base et la roulante;
2* En supposant que le point B décrive la circonférence avec une vitesse constante, trouver, pour unepo-
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sition quelconque du plan mobile F, le point de ce plan dont V accélération est nulle.
(Paris, juillet i883, 2" question.)
Le point B du plan P' décrivant la circonférence O, le centre instantané est sur BO ; d'ailleurs le point A, considéré comme appartenant au plan P, vient, après un déplacement infiniment petit de ce plan, en Â|^ tel que B| A, = BA; donc la trajectoire de A est tangente à AB et I est le centre cherché. La base est donc la circonférence donnée et la roulante une circonférence de rayon double.
Soit 2(i> la vitesse angulaire constante de B sur la circonférence O, tù sera la vitesse angulaire instantanée autour de I; on le voit, soit par le déplacement élémentaire de 6, soit en remarquant que la rotation élémentaire autour de I est la différence des angles de contingence de la base et de la roulante. Les coordonnées du centre des accélérations sont donc données par les formules
or, si l'on prend le centre O pour origine,
a=rcos2U)<, p = rsin2cui;
d'où
Le point cherché est le symétrique de B par rapport au centre instantané, et le lieu de ces points, quand P' se déplace, est un cercle concentrique au cercle O et de rayon triple.
9. On sait qvUil existe à chaque instant dans le mouvement dhin plan mobile Q sur un plan fixe P deux
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points, dont Vun A a une vitesse nulle et Vautre B une accélération nulle. On demande quel doit être lemouventent du plan Q sur le plan P pour que le point B soit fixe et la distance AB constante,
(Paris, juillet 1879, îi* question.)
Le mouvement du plan Q sera défini quand on connaîtra la base, la roulante, ]a vitesse angulaire instantanée ai et la vitesse de déplacement du centre instantané sur ]a courbe fixe. Or la base est une circonférence décrite de B comme centre avec le ravon BA = r; on a d'ailleurs
p étant le rajon de courbure de la roulante compté en sens inverse de r; cette formule nous donnera p quand nous
ds ' aurons calculé <o et -1- • Si l'on prend pour origine le point
sans accélération, on a les équations
on en déduit
ou
^ dt dt
la vitesse angulaire co est constante et égale à - • Substituant dans Tune quelconque des formules (2), on trouve
(3) Si--^--r'
la vitesse angulaire du centre instantané est constante :
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elle est égale et de sens contraire à la vitesse angulaire instantanée.
Enfin la formule (i) devient
la courbe mobile est donc un cercle de rayon - roulant à l'intérieur de la base.
10. On considère à un instant déterminé un système invariable en mouvement. En prenant dans ce système trois axes coordonnés rectangulaires dont l'axe des x est l'axe de la rotation instantanée, on demande d'écrire les projections sur les axes de la vitesse d'un point quelconque {x^y^ z) du système.
Démontrer ensuite, à l'aide de ces formules, qu'il existe f dans un plan quelconque non parallèle à l'axe instantané, un point et un seul dont la vitesse est perpendiculaire au plan,
(Paris, novembre i883, 2* question.)
Soient Uj v ei w les composantes de la vitesse de l'origine, celles d'un point quelconque seront
dx dv dz
ponr que cette résultante soit perpendiculaire au plan
il) Aa:— B7-^C5-+-D = o,
il faut que
les équations (2) et (3) ont une solution commune, puisque A^o.
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H. Un point M se meut d^un mouvement uni/orme sur une hélice tracée sur un cylindre circulaire droit: I** on demande de montrer que, toutes les fois que le point M traversera un plan P, la normale à la trajectoire située dans ce plan P ira passer par un point fixe de ce plan; 2** on projette le point M sur un plan perpendiculaire à l'axe du cylindre, parallèlement à la tangente à r/iélice au point où elle coupe ce plan. Soit m la projection de M. On construit, à un instant quelconque, la grandeur géométrique mm'j qui représente V accélération du point /n. On demande le lieu du point m'. Dans quel cas se réduira-t-il à une droite? Quelle est la trajectoire du point m?
(Paris, novembre 1881, 2' question.)
I® Soient
j;» -h yî r= r*. z = k arc tans - = A©
les équations de Thélice,
AX-^BY-+-GZ-+-D = o
celle d^un plan. Le plan normal à Théliee a pour équation
or
xdx-\-ydy^o^ k{xdy — y dx) = dz(x*-hy^)]
d'où
dx _ dy ^ dz
Les équations de la normale située dans le plan P sont
donc
jr(X-x)-xiY-y)- k(Z-z)=:o,
que l'on peut écrire
kB — Cx ~ ITAtA"— C7 *" =^D — C^'
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Ces équations sont satisfaites, quelles que soient x^yel z, par
a° La tangente à Thélice au point où elle perce le plan des xy a pour équations
celles de la projetante Mm sont, par suite,
d'où, pour les coordonnées du point m,
rz
Xz=x = rco»Oj ^ =y -r = r(siii?p — <p).
Le lieu des points m est une cycloïdc engendrée par un point de la circonférence de rayon r roulant sur la droite X r^ — r et qui a un sommet sur l'axe OX.
3® La vitesse angulaire -^ =îsi étant constante, l'accélération du point m a pour composantes
rf»X , rf«Y
-^ ^ — ru>*cosç>, -^ =-rco»sinç;
les coordonnées du point /n' sont donc
X'= r(i — (D*) coso, Y'= r(i — to*) sino — r<p;
la courbe lieu de ces points est encore une cycloïde. Le point m' est sur le même rayon du cercle décrivant que m et à la distance a^^ r{i — co^) du centre.
Ce lieu devient l'axe des y pour <o = i .
12, Un corps solide se meut autour d'un point fixe; trousser à chaque instant le lieu des points du corps
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pour lesquels V accélération est perpendiculaire à Vaxe
instantané de rotation.
(Paris, juillet 1880, 2* question.)
Soient j:,v, z les coordonnées d'un point du corps rapporté à des axes fixes passant par le point fixe ; />, ^ et r les composantes de la rotation instantanée; on a
. (ix dv dz
(I) ai=q'- ry, -j- = rx -pz. -^-^=py-qx,
, . dx dy dz
Or, pour les points cherchés, .,. d^x d^y d*s
si Ton dérive Féquation (2) en tenant compte de (3), il
vient
, dx dp dy dq dz dr _
^^^ dt di ^ it Tt'^di di "^
ou
' p \ dp . . dq , ^ dr , .
t5) '^^{q^-ry)-i- -^^{rx—pz)-\- ^(py-Ç^) = o,
équation d'un plan passant par l'axe instantané. Des équations (2) et (4) on déduit
(6) (p^dp)^ ^(q-^dq)^ -h{r-hdr)-^ =0;
les équations (2) et (6) montrent que la vitesse de tout point du lieu est normale à l'axe instantané et à sa situation infiniment voisine. On en conclut que ce lieu est le plan tangent au cône lieu des axes instantanés, le long de l'axe qui correspond à l'instant que l'on considère.
13. Un cône G de révolution est fixe; un second cône de révolution G et de même sommet O roule extérieure-
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menty sans glisser, sur le premier , de telle sorte que la génératrice de contact se déplace sur G d\in mouvement uniforme. On considère un solide lié invariablement au cône CJ. Trouver à un moment quelconque les points du solide dont l^ accélération est à ce moment parallèle à Vaxe instantané de rotation.
(Paris, juillet 1884, îi" question.)
Soit plus généralement un solide dont un point O est fixe; les composantes de Taccélération d'un point quelconque de ce corps s'obtiennent en dérivant les équations (i)du n°12
le lieu des points cherchés satisfaisant aux équations
dl*
dt^
dt^
est une droite passant par le point fixe.
Pour trouver les équations de cette droite dans le cas particulier de l'énoncé, nous prendrons pour axe des x la génératrice de contact des deux cônes, à l'instant considéré et pour plan des xz celui de leurs axes; nous choisirons Oz, de telle sorte que l'axe du cône fixe soit dans l'angle xOz^ enfin nous désignerons par a et a' les demiangles au sommet des cônes G et G' et par (o la vitesse angulaire constante de rotation de la génératrice de contact. La vitesse angulaire instantanée est la résultante de deux autres faisant entre elles l'angle a -hoc' et dont l'une est (o;
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on a donc
sin(a -^ a') p — ta ; — . — , q = Oy r- o;
sa grandeur étant constante, on a aussi
dp ^ o, dg =ps\ni X ui di, dr = o.
Les équations de condition
deviennent alors
= — tûxp sina — /?*^ = o
dt^ OU
cola -i- cola'
La droite cherchée est donc située dans le plan des deux axes, du même côté de Taxe instantané que l'axe du cône G; enfin elle fait avec la génératrice de contact un angle inférieur au plus petit des deux angles a et a'.
Un triangle isoscèle rectangle AOB de forme in
iariable, et dans lequel le sommet O de l'angle droit est
fixe, est animé d'un mouvement quelconque. Soient, à
un instant quelconque, AA', BB' les vitesses respectives
des points A et B. Démontrer que la projection de AA'
sur OB est égale à la projection de BB' sur AO et que.
des deux angles formés, l'un par les directions AA' et
OB, l'autre par les directions BB' et OA, il y en a un
aigu et l^ autre obtus,
(Parisi juillet 1881, a* question.)
PREMiànE MÉTHODE. — Prcnons OA et OB pour axcs des
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Ç et Ti entraînés avec le système ; les projections u, v et iv de la vitesse d^un point sur ces axes sont données par les formules
appliquant successivement aux points A et B, on trouve
Mb = — ar, pg = 0, w^^ ap,
d'où
ou encore
(I) AA' cos( AA', OB) = - BB' cos(BB', OA).
Deuxième MÉTHonE. — Soient x^ y, z les coordonnées de A; x^y yi^z^ celles de B rapportées à des axes fixes passant par O ; on a
différentiant la dernière, il vient
dx dy dz ( dx\ dvx dzi
dy dz / dxy dvx dzi\
d'où
dx dy dz dx\ dy* dz*
^« di -^y^di-^^^Tt ^-di -^y-k -^^-dï
qui n'est autre que l'équation (i).
Un point M est attiré par une droite indéfinie O jr
en raison inverse du cube de sa distance à cette droite ; on
connaît sa position initiale, ainsi que la grandeur et la
direction de sa vitesse initiale supposée contenue dans
un même plan que la droite fixe Ox, Déterminer sa
trajectoire en distinguant les divers cas qui peuvent se
présenter.
(Lille, novembre 1876.)
Prenons l'axe des y passant par la position initiale v» du mobile et pour directions positives des axes celles qui font un angle aigu avec la direction de la vitesse initiale c«. Les équations du mouvement sont
d'où
(a) JT — Vo'cosa;
la projection de M sur Ox est animée d^un mouvement uniforme dans le sens des x positifs.
On a encore
(3) kt+c=- v^iT-r-T^. = L^;
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d'où Ton déduit
dy
c^ Jo^ = Voi'osina
et, en intégrant (3),
(1) y^=-kO-^ict^yl,
Éliminant le temps entre (2) et (4)) on a Péquation de la trajectoire
^^' lii;Jcos««r^ k ) ii-^ "
Les équations (3), (4) et (5) ne sont d'ailleurs applicables que quand y ne change pas de signe ; mais, si le mobile vient à couper l'axe des x, il est sollicité par une force infinie et arrive sur cette droite avec une vitesse infinie; les lois de la Mécanique ne peuvent donc s'appliquer à un tel mouvement, qui ne se présente pas dans la nature. Si l'on veut néanmoins poursuivre l'étude théorique du mouvement, on se guide sur des considérations de symétrie et Ton convient d'appliquer les mêmes formules à la seconde période du mouvement. Mais, s'il s'agit de formules déduites de l'intégration, cette application ne peut se faire sans un changement des constantes introduites par l'intégration; quand, en effet, la quantité sous le signe / passe
par l'infini, la valeur de l'intégrale est purement conventionnelle, elle n'a donc aucune raison pour être égale à la diflTérence des valeurs que prend l'intégrale indéfinie aux limites de l'intégration.
Lies divers cas qui peuvent se présenter dans le problème actuel dépendent de la nature de la courbe (5), c'est-à-dire des valeurs de k.
I* A' ^- • o. — La courbe est une hyperbole ayant la droite
attirante pour axe transverse ; soit d'abord y^ > o, j^ et ~- ViLLii. — Compositions, i3
ne s'annulant jamais, les formules sont toujours applicables et le mouvement a lieu constamment dans le même sens; le mobile reste sur la partie supérieure de la branche droite d'hyperbole.
Si J'o *< O7 le mobile vient rencontrer Ox au bout du temps ^4, marqué par la plus petite racine de Téquation (4 dans laquelle on faity = o,
A partir de cet instant, y devient positif; il faut prendrt* le signe supérieur du radical dans réquation(3)^ et la nouvelle constante C4, qui doit être introduite, est déterminée par Téquation
d'où
Dans la première partie du mouvement, le mobile décrit
Fig. i5.
la portion Mq A (fifr, i5) de la branche gauche de l'hyperbole
( -Hc) — A:v«= ui;
\VoCOSa j y r-i
à parlîr de l'instant t^, il se meut sur Thyperbole
\vocosa ^ ^J -^ '
qui s'obtient par un transport de la première vers les x
négatifs de 1 — — ' c'est-à-dire delà longueur de Taxe
transverse. Le mouvement se continue indéfiniment sur la branche droite de cette hyperbole située au-dessus de Ox. 2** k<i o. — Une discussion analogue à la précédente montrerait que le signe de c ou de yo est sans intérêt, et <|ue la trajectoire se compose d'une branche d'ellipse et d'une série de demi-ellipses situées alternativement de part et d'autre de Ox, chacune d'elles s'obtenant par le transport de la précédente, vers les x positifs, d'une longueur égale au grand axe. Ces demi-ellipses seront d'ailleurs parcourues dans le même temps — j«
3^ k = o. — Dans le cas de jKo !> Oj la trajectoire est la branche supérieure de la parabole
Si j''o <I o, le mobile décrit une partie de la parabole
^ v^ cos a "^ "
et ensuite la branche supérieure d'une parabole symétrique par rapport à la tangente à son sommet.
16. Un point matériely non pesant, est lancé avec une vitesse i^^, parallèlement à une droite fixe vers la^ quelle il est attiré avec une force proportionnelle à la distance et dont la valeur est p.* à l'unité de distance;
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il éprouve en outre^ de la part du milieu dans lequel il se meuty une résistance proportionnelle à sa vitesse et dont la valeur est ik pour une vitesse égale à V unité. Etudier les divers cas que peut présenter le mouvement de ce point suivant les grandeurs relatives de ;i et de k.
(Poitiers, juillet 1880.]
Prenant la droite attirante pour axe des x et Taxe des y passant par la position initiale, on a les équations
d^x , dx , dx
' dt^ ds dt
on en tire
X \'a constamment en croissant et atteint sa valeur maximum ~ pour / infini.
Les racines de Féquation caractéristique de ( 2)
a*H- 2 Xa -h jjL* = o
peuvent être réelles ou imaginaires. Si Ar >> jx, elles sonl réelles et négatives; en les représentant par — ai et — «2? on a
et
(4) j.= ^JL^(gt,e-=t.'-aie-«.0.
y va constamment en décroissant et devient nul pour I = QO . Le coeflicient angulaire de la tangente à la ira-
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jectoire est donné par la formule
ax vq{oli — dxy
il est constamment négatif et croît en valeur absolue avec /; la courbe arrive à angle droit sur l'axe des x.
Si A' <C [^9 les racines de Téquation caractéristique sont imaginaires et, en posant y/p.^ — A"^ == X^ on a
^6) j=Y«~*H^cosX^-+-/-8inX0,
les maxima de^ sont donnés par \t = 2/171 et les minima par X/ .= (2/1 -4- i)7t. La trajectoire est une sorte de sinusoïde coupant Taxe des x et dont les branches vont en se rétrécissant dans les deux sens.
17. Étudier le mouvement d'un point matériel dans un plan, en supposant qu'il soit attiré par un point fixe de ce plan y en raison inverse de la cinquième puissance de la distance.
(Grenoble, juillet 1880.)
Prenant le point fixe pour pôle, le principe des aires est applicable et donne Téquation
(1) r« ^ = c«= ToPosine,
les angles étant comptés dans le sens de la vitesse initiale (^0 ^^ ^ désignant Tangle de ^0 avec r^.
Le théorème du travail et des forces vives fournit la seconde équation du mouvement
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Éliminant dt entre les équations (i) et (2), on a Téquation (liflerentielle de la trajectoire
le problème revient à l'étude de cette courbe.
i® vî ^ = — k^<io» — Les racines en H du iri-
nôme sous le radical sont réelles et de signes contraires
c«^ ==hy->(r»-r;)(r«-f-r*");
r ne peut recevoir de valeur supérieure à r^. Soit, par exemple, (^) ^o : on doit prendre d'abord le signe supérieur du radical et r croît de r^ à Ti ; pour r = ri le radical s'annule, et, comme r ne peut continuer à croître, on doit prendre ensuite le signe inférieur du radical; r décroît donc de Ti à — Tj et recommence à croître. La courbe se compose d'une série de boucles égales tangentes au cercle ri et se coupant à l'origine ; elle ne se terme pas en général. Ces boucles sont d'ailleurs décrites dans des temps égaux représentés par l'intégrale
r* dr
)(r*-+-rj)
2" v\ — -*^ ^rz k^^o. — Trois cas peuvent alors se pre-
senter :
dr (a) Les racines du trinôme sont imaginaires, --^ ne
s'annulant jamais conserve toujours le même signe et va constamment en croissant ou en décroissant; la courbe décrite est une spirale qui va à l'infini : elle passe à rori-
(6) Les racines sont réelles; alors elles sont positives et Ton a
soit /'a^ r< ; rg est nécessairement inférieur à r^ ou supérieur à r2. Dans le cas de Tq <C ^m la courbe se compose d'une série de boucles égales (i®) ; si To > Tj , on peut avoir
soit (-^ j l>o : r croît jusqu'à l'infini; soit (^) <Co :
alors r commence à décroître jusqu'à r^ et croît ensuite indéfiniment avec 0.
(c) Enfin, si les racines sont égales^ Téquation dilTérenllelle de la trajectoire devient
dr r^~r\*
elle
est
intégrable
et donne
r = ri
X étant une constante qui, si Ton fait passer Taxe polaire par la position initiale du mobile, est déterminée par Téquation
y. est donc supérieure à l'unité en valeur absolue, elle est positive si ro^>r< et négative dans le cas contraire.
Soit rol> Fi, le lieu représenté par l'équation (4) se compose de quatre spirales à branche parabolique {/ig* i6) asymptotiques au cercle r^ et symétriques deux à deux par rapport kOx; deux d'entre elles, les seules pouvant convenir au problème dont il s'agit, se coupent au point Tq. Le mobile suit la branche infinie de l'une d'elles, ou la
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partie asymptoliqne à la circonférence ri de Taulre, sui
vantquc(^)^>o.
Si ro<irtj la courbe est continue, symétrique par rapport à Ojt et entièrement intérieure au cercle r^ auquel
Fig. i6.
elle est asymptotique dans les deux sens ; deux branches se croisent à Forigine et le mobile passe en ce point si
3** vl '— = G. — L'équation différentielle de la trace toire est encore intégrable et donne
cos(6 — a)
qui représente une circonférence passant à Torigine; la constante a est déterminée par la condition que cette circonférence passe par la position initiale du mobile.
Nous avons supposé, dans Tétude de ce problème, que
Inéquation des aires et celle des forces vives continuaient à s'appliquer dans le cas où, le mobile passant à Torigine, les fonctions étudiées deviennent discontinues; nous agirons de même dans tous les problèmes de ce genre, mais il convient de remarquer que c'est là une convention au sujet de laquelle il conviendrait de faire les mêmes observations que dans l'exercice n° lo.
18. Un point matériel de masse égale à i est attiré par un centre fixe; P attraction à la distance r est égale
à -^î [A étant une constante. On suppose quà V origine
du temps ce point matériel est situé à une distance a du centre fixe et quHl est animé, perpendiculairement au
rayon vecteur, d*une vitesse égale à i/ -'^- On demande
de déterminer la trajectoire du point mobile, d^ assigner sa position et sa vitesse à V époque t et d^ exprimer l^arc parcouru depuis Vorigine du temps par une intégrale de la forme \ -— — ^- ^ .
j yi'k^ sin'cp
(Paris, novembre 1878.)
On a les deux équations
(a) i,t = vl-%J
qui, par l'élimination de dt^ donnent
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et, en intégrant,
t 3) r* -- a*cosa6,
en prenant pour axe polaire le rayon vecteur initial ; cette équation représente une lemniscate.
La position, à un instant donné du mobile sur sa trajectoire, sera déterminée si Ton connaît en fonction de t; or les équations (i) et (3) donnent
(4) 6=.larcsin(c-^^^/^fj;
pour la partie supérieure de la boucle droite, c=-^ o et le temps employé à parcourir cet arc est
Après avoir passé à l'origine avec une vitesse infinie, le mobile parcourt, dans le même temps T, la partie inférieure de la boucle gauche ; donc, pour 8 ^rz tt, la formule
(ibis) sin26=>^H-c
doit donner t=^ 2Ï, ce qui exige que c= — 2; il y a changement de constante en même temps que 8 saute brusquement de la valeur 7 à 7: -j- 7 • L'équation
6 —larcsinf Y — 2 j
convient pour tout le parcours de la boucle gauche; à chaque passage du mobile par l'origine, la constante cdoit être diminuée de deux unités.
On irouverait de même (6) r^^-au/i-f^-^cY,
le mouvement est d'ailleurs révoliitif. Il en est ainsi de tous les mouvements auxquels le principe des aires est applicable, pourvu que la trajectoire n'ait pas de branche infinie. L'arc parcouru s'exprime en fonction de 6 en partant de la formule (2), qui peut s'écrire
ds -= {/ Ç -- =:a^— = — =^ — — : ; V ^ ^ ^ V^i — asin«0
toutefois, pour la réduction complète aux fonctions elliptiques, il faudrait que le module fût inférieur à l'unité. Pour effectuer cette transformation, il suffit de poser
u — v^2 sin 6,
d'où
et
g_ a r" du
ce qui est la formule demandée, permettant l'emploi des Tables des fonctions elliptiques.
19. Trouver le mouvement d'un point matériel sollicité par deux forces dirigées vers un même centre fixe, l'une attractive et variant proportionnellement fi la distance, Vautre répulsive et variant en raison inverse du cube de la distance. On supposera la vitesse initiale perpendiculaire au rayon vecteur initiaL
(Paris, juillet 1869.)
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r* rfl — /•» «"i <// ,
r--.; = ,/ .-,tr-^|rfr.
■ 4ii:$--.]=.:-,-H-.:.-W,^-;:;).
P:f.n5- foar Al-iv^er, »-; ^ = «"» TéquatioD (i)peut
OD en tinr
En supposant ^^=o pour r = r^^ on aura, sans constante d*înté?ration.
— — arc co<
d*où, pour Féquation de la trajectoire,
, I I ./i0a*../i6 (21 — r= -- cos* sin* — •
Cette courbe est comprise entre deux cercles concentriques au pôle et ayant pour rayons r© et - ; l'angle d'un rayon vecteur minimum, avec le maximum suivant, est -^ • -^ moindre que -; la courbe est fermée et algébrique
si — est commensurable. Il est aisé de voir que, en ap-
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pHquant le plan de la figure sur un cône droit, dont le demi-angle au sommet ait pour sinus — > le pôle étant
au sommet du cône, la transformée de la trajectoire se projettera sur un plan perpendiculaire à Taxe du cône suivant une ellipse dont les demi-axes seront -^-^ et — La trajectoire se réduit à un cercle si
cette équation, dont le second membre représente l'accélération du mobile à l'instant initial, est la relation constante du mouvement circulaire uniforme.
Chaque branche de trajectoire allant d'un cercle limite à l'autre présente un point d'inflexion; d'ailleurs, si, à un certain instant, le mobile a une accélération nulle, sa trajectoire s'infléchit : donc, si la valeur r = - > pour laquelle
l'accélération serait nulle, est comprise entre les limites r© et — j c'est en ce point qu'a lieu l'inflexion de la trajectoire. Toutefois, si r = —- coïncide avecl'une des limites,
le rayon de courbure de la trajectoire est infini, sans qu'il y ait inflexion ; seulement, la tangente a un contactdu troisième ordre.
La loi du mouvement sur la trajectoire est donnée par
le principe des aires
dt=— '^'^
rf6
— r cos' h -— sin* —
(3) tang--- ^ -tangixf.
Le temps employé pour décrire l'arc compris entre un
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maximum et un minimum de r est — et ne dépend point de )w
20. Un point matériel P est sollicite par une force dirigée vers un centre fixe O et qui dépend de sa distance au point O; l'action de la force sur l'unité de niasse s^ exprime par la formule
On suppose le point P placé d'abord en Q à une distance a du centre O ; on imprime à ce point une vitesse
perpendiculaire au rayon OC et égale à — : déterminer
son mouvement.
(Paris, juillet 1870.)
Le principe des aires et l'intégrale des forces vives fournissent les deux équations
les constantes se détruisent, et Ton a, pour Téquation différentielle de la trajectoire,
r* \rfe y "^" /•« ~" ri T^ '
r dr
d'où, si l'on prend pour axe polaire le rayon vecteur initial,
zt: 2O = arc cos j- ,
(3) r* = a« cos*e -f- b* sin«6, cette courbe est la podaire de l'ellipse
relativement à son centre ; c'est aussi la transformée par
rayons vecteurs réciproques de TcUipse d'axes - et y
On a encore, entre les coordonnées et le temps, les relations
dt=-^ [a»-h6« — (a«— 6«)cos2e]</e,
Le mouvement est circulaire et uniforme si a --• b.
21. Trouver le mouvement d'un point matériel M de masse m, sollicité par une force dirigée vers un point
fixe O et égal à — -^ — > r étant la distance OM et h
C angle que fait ce rayon vecteur avec le rayon vecteur initial OS. = a. On supposera la vitesse initiale perpendiculaire au rayon vecteur initial OA et égale ^ i/t^î
on donnera une formule permettant de calculer la position du mobile à chaque instant; on calculera la durée de la révolution et on la comparera à celle qui aurait lieu si le mobile, pla^é dans les mêmes conditions initiales, était sollicité par la force —^*
(École Normale, juillet 1877, i" question.)
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Appliquant les formules qui conviennent au cas des forces centrales, on a les équations
(I) r«^-=c« = a^o=y jafx,
d*où Téquation différentielle de la trajectoire
(^) :^T -^ ~ = = 7- (i— COS26);
rintégrale générale de cette équation est
- = A cos8 — B sin8 -i- •
r ia
Pour 6 =z o, r = a, d'où A = o ; d'ailleurs réqualion
devient, pour 6 = 0,
d'où B = o. L'équation de la trajectoire est donc
r aa
celte courbe, dont les rayons vecteurs sont les carrés de ceux d'une ellipse rapportée à son centre, a son grand aie double du petit et dirigé normalement à Taxe polaire.
La relation entre et le temps se déduit des équations^ (i) et (/J), qui donnent
ati . -r a II rtz ' -— .
V 3 ' (i-hcos«ejî
d'où
(5) 'l/ô<«H^ = «M -.-arc tang — -^ ^^^-^
Faisant dans cette formule 8 = 90°, on a / = { T, en appelant T la durée de la révolution du point matériel, d'où
(6) T = 37ra^/^.
Si la force centrale qui sollicite le mobile a pour exprès-
sion -—7- > Téquation différentielle de la trajectoire est
c?02 r ia d'où
- = A cosO -j- B sin6 h >
et, si l'on tient compte des conditions initiales,
(7) 1 = J_(3_cose):
c^est l'équation d'une ellipse rapportée à son axe focal et à son foyer de gauche ; son grand axe 2 a = | a et la durée T| de la révolution du mobile est donnée parla formule
^~ Tî - 16TÎ '
22. Soient O un centre d^attractiony OX une droite fixe passant par ce point; un point matériel M est soL licite à chaque instant par une force dirigée vers le
point O et dont l* intensité est ^ ^ ^^ > ^ désignant une
ViLLii:. — CompoBÎUont. \\
constante, r et ^ les coordonnées polaires du point M, r = OM ; 8 = XOM. La vitesse initiale est dirigée dans le plan qui passe par la position initiale M© et la droite OX. On demande de déterminer la nature de la trajectoire du point matériel.
(Paris, novembre 1879, a* questioD.)
On pourrait, comme dans l'exercice précédent, se servir de la formule de Binel pour obtenir l'équation de la trajectoire, en coordonnées polaires ; nous appliquerons de préférence les équations générales du mouvement d'un point qui conduisent à un résultat se prêtant mieux à la discussion.
On a les équations
d^x _ {JL ^__ V- d^y _ )x.y ^
la première donne
(^') Kdt)^^--!^'
si Ton pose
(df\^
Le théorème des aires fournit l'équation
c^ dx X dy — y dx =dc c-dt =-±z
qui s'intègre immédiatement et conduit à l'équation de la trajectoire
(3) ix-(y — axy—c^x{bx-^a[k) = o;
c'est une courbe du second degré passant à l'origine et tangente en ce pointa l'axe des j\ La courbe est une ellipse, une parabole ou une hyperbole, suivant que 6^0; l'abscisse
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du centre — ^ est positive dans le premier cas et négative dans le dernier; la trajectoire se réduit à une droite
Vq y ^ ax = "—x
si c- = o, c'est-à-dire si la vitesse initiale est dirigée suivant OMo, ou en sens opposé.
La courbe coupe Taxe des x aux points
Xi = o, X2= -—-^ j— - •
ja' a- — oc*
jr2>o dans le cas de Tellipse et de la parabole; il peut être négatif dans le cas de l'hyperbole. Si la trajectoire est elliptique, le mouvement est révolutif et, chaque fois que le mobile passe à l'origine, sa vitesse est infinie ; si la trajectoire est parabolique ou hyperbolique, le mobile s'éloigne indéfiniment avec une vitesse qui tend vers zéro.
La loi du mouvement de la projection du mobile sur Taxe des x est donnée par l'équation
d'où
cette dernière intégrale est un arc sinus ou un logarithme suivant que la trajectoire est une ellipse ou une hyperbole. Si la courbe est une parabole, on a
23. Un point matériel libre, sollicité par une force dirigée vers un centre fixe, se meut de manière à être
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à chaque instant sur une spirale logarithmique ayant ce centre pour pôle et tournant uniformément autour de lui. On demande la valeur de la force en fonction de la distance du point mobile au centre fixe, U expression de cette force étant trouvée, on cherchera V équation générale de la trajectoire d'un point matérieU
soumis à V action de cette force.
(Paris, novembre 1874.)
Prenons pour axe polaire le rayon vecteur inilial OA = a et comptons les angles 6 dans le* sens de la rotation d'entraînement w; Téquation de la trajectoire relative est
r = ae"9
et, comme
on a la relation
(i) / = ae«(0-o>/;^
qui, jointe au théorème des aires
(2) r2rfO = cé//,
détermine r et en fonction de /.
Pour trouver l'expression de la force centrale /(/•), nous appliquerons la formule de Binet
or de (i) on tire
(ibis) — (o/=-log->
et, si Ton élimine dt entre la différentielle de cette équation etFéquation (2), on a Téquation différentielle de la
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irajecloire
nr
qui permet de calculer -^ >
rf«i
d'où Texpression de la force
L'aclion du point O se compose d'une attraction en raison inverse du cube de la distance et d'une répulsion proportionnelle à cette distance.
La loi du mouvement s'obtient en éliminant rfO entre I équation (2) et la différentielle de (i bis)
rdr
d'où
On pourrait, en partant de l'expression de la force donnée par l'équation (4), obtenir l'équation générale de la trajectoire : il suffirait de procéder comme dans les exemples précédents ; nous chercherons seulement quelle est la trajectoire absolue avec les données du problème actuel. L'élimination de t entre les équations (i bis) et (5) conduit immédiatement à l'équation de la trajectoire
2/ie = l0g-+l0g^-— y,-,
^^^ ''*"' a*(i>-i-(c — a^to)e-»«''
à chaque instant sur une spirale logarithmique ayant ce centre pour pâle et tournant uniformément autour de lui. On demande la valeur de la force en fonction de la distance du point mobile au centre fixe. L'expression de cette force étant trouvée, on cherchera V équation générale de la trajectoire d'un point matériel.
soumis à l'action de cette force.
(Paris, novembre 1874.)
Prenons pour axe polaire le rayon vecteur ÎDitial OA = a et comptons les angles B dans le sens de la rotation d^entraînement co; Féquation de la trajectoire relative est
et, comme
on a la relation
qui, jointe au théorème des aires
t "j^ r-ifi = c lit,
dêlonnine r et ^ en fonction de /.
Pour trouver l'expression de la force centrale /(r), nous appliquerons la formule de Binet
or de \ i^ on tire
tu si Ton elîmiike dt entre U différentielle de cette équation ci 1 équjitiv^n • J '. on a Féquation différentielle de la
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trajectoire
Ci) rfO=- ''''
nr
qui permet de calculer -^ >
d'où l'expression de la force
L'action du point O se compose d'une attraction en raison inverse du cube de la distance et d'une répulsion proportionnelle à cette distance.
La loi du mouvement s'obtient en éliminant d^ entre l'équation (2) et la différentielle de (1 bis)
, r cir
at = — r- y
n{c — tsir^)
d'où
, c — a*w i j) a/i(of = log -. — •
On pourrait, en partant de l'expression de la force donnée par l'équation (4), obtenir l'équation générale de la trajectoire : il suffirait de procéder - comme dans les exemples précédents ; nous chercherons seulement quelle est la trajectoire absolue avec les données du problème actuel. L'élimination de t entre les équations (i bis) et (5) conduit immédiatement à l'équation de la trajectoire
r* c — ci^tù 2/16 = log — -h log ,->
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k = cos2a, o •< * <C - : le mobile oscille entre les points i
et t: — a ou TT 4- a et 2Tt — a, suivant que sa position initiale est au-dessus ou au-dessous de Taxe polaire. Si
k^ — 1, ce qui exige (^) = o et 80= - ou ^o = —» ^^
mobile reste en équilibre.
2® A'>i; la vitesse angulaire ne s*annule jamais, le mouvement est résolutif. La vitesse est maximum chaque fois que le mobile passe en A ou B, et minimum quand il traverse Taxe polaire.
3® A" =: I ; l'équation du mouvement devient
y [X sinO
elle est intégrable et donne
/ = rt --: lo
tanîî-
VI* t a n "■ —
tan"?
on prendra le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que (-tt) sera positif ou négatif; dans le premier cas,
Q ira constamment en croissant de Oo^'^et, dans le second, en décroissant de Qq ^ o, si Ton choisit la direction positive de l'axe polaire, telle que o<;Ôo<C'^- H atteindra d'ailleurs sa situation limite, qui est une position d'équilibre instable, avec une vitesse nulle et au bout d'un temps infini; ce fait est général. Quand un mobile décrivant une courbe fixe arrive sans vitesse en un point où il reste, c'est évidemment une position d'équilibre, et, de plus, cet équilibre est instable, puisque la force vive du mobile est minimum. Enfin il n'arrivera généralement, dans cette situation limite, qu'au bout d'un temps infini, sans quoi la vitesse serait une fonction du temps telle que, à partir
d*un certain instant, elle serait constamment nulle. De pareilles fonctions sont fort rares ; le Calcul intégral en fournit peu d'exemples.
ens — I
ax -h 5 = o,
sachant qu'il y a une résistance proportionnelle au
carré de la vitesse, cette résistance étant exprimée par
la formule R = nv^.
(Clermont, novembre 1880.)
L'énoncé suppose implicitement Taxe des x dirigé suivant la verticale ascendante.
La courbe se construit facilement en partant de son équation différentielle
dx e«' — I
' as a
on reconnaît qu'elle est tangente à Torigine à Taxe des y
dx
et entièrement située du côté des x positifs ; comme -r- doit
être inférieur, en valeur absolue, à l'unité, il faut que l'on ail du côté des s positifs e'"^! -H ^î ce qui donne un point d'arrêt à tangente verticale. Quant à la branche obtenue en donnant à s des valeurs négatives, elle sera infinie si a^i ; dans le cas contraire, elle présentera un point d'arrêt comme la première, qui sera fourni, si l'on pose — 5 = t, par l'équation
celte seconde branche sera donc plus étendue que l'autre. Le mouvement du point sur cette courbe sera donné par
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le théorème des forces vives
rf| i;» = — ^ ^.r rp m- ds = M^ ( i — c"^) ip m- ds;
(4) 1 — ^-"^ = (i — e-'«*o)cosr ^'^'"
le signe supérieur convient au cas du mouvement dirigé vers les s positifs et le signe inférieur au mouvement en sens contraire.
Nous supposerons que le mobile part sans vitesse initiale d*un point So de la branche positive ; on a alors
o-gtns / /7* \ I
une nouvelle intégration donne
le mobile passe à Torigine au bout du temps T = - l/— '
indépendant de s^\ la courbe est donc tautochrone. Il remonte ensuite pendant un temps égal, et Tare négatif— 7, quMl décrit est donné par la formule
9-i croît avec ^o^ mais lui est toujours inférieur, puisque la relation précédente peut s'écrire
Le mouvement ultérieur s^obtient en prenant le signe supérieur dans l'équation (2), et la courbe n'est pas tautochrone du côté des arcs négatifs.
26. Un point M assujetti à se mouvoir sur une sphère donnée, sans frottement, est sollicité par une force dirigée suivant la perpendiculaire abaissée du point M sur un diamètre fixe AB. Suivant quelle loi doit varier
HOUTBMBNT D UN POINT SUR UNB COURBE FIXE
la force pour que la trajectoire décrite par le mobile soit une conique sphérique, dont le diamètre AB est l'un
des axes?
(École Normale, juillet 1877, a* question.)
Soient {fi g- 17)
GF = CF, = A, MF ± MF, = 2a;
« menons Tare MP normal à ACB; on a
cosMF = cosMPcos(X-f-PC), cosMF, = cosMP co5(X — PC),
Fie- «7-
cJ^'où les équations
cosMF -f- cosMF, — 1 cosMP cosX cosPC,
cosMF, — cosMF = acosMP sinX sinPC;
MF — MFi __ cosMPcosXcosPG 2 ~ cos a
MF — MFi cos MP sin X sin PC
cos
sin
sin a
. .*r. / cos» X cos» PC sin* X sin* PC \
cos*MP ( i r-i ) = I ;
\ cos* a sin* a /
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or
cosMPco5PC= -; cosMPsinPC = -,
l'équation de la projection de la courbe sur le plan des xz
est donc
, ^ . cos* X . sin* X
' cos^s sin*a
c'est une ellipse dont un axe est plus grand et l'autre plus petit que a. L'équation de la projection de cette courbe sur le plan des xy est en coordonnées polaires
(2) /*r» cos*^ H- X-*(a»— /-S) = aî,
si l'on pose
cos*X -, sin*X ,,
cos* a sm* a
Soit /(r) la force agissant sur l'unité de masse comptée dans le sens attractif; cette force et la réaction de la sphère rencontrant l'axe des z^ le théorème des aires projetées sur le plan des xy s'applique; en y joignant celui des forces vives, on a les deux équations
dit
(4) v^^K-^iJf{r)dn or
"" " dp- ~ STZTl \dï) ^"^ \dir*
d'où y en éliminant dty
De Téquation (a) on lire
et, en substituant dans (5),
ce que Ton peut écrire
dérivant enfîn par rapport à r, on a, pour l'expression de la force,
elle est attractive ou répulsive suivant que cos^X est inférieur ou supérieur à cos^a, c'est-à-dire suivant que l'axe des X est le grand ou le petit axe de l'ellipse projection de la conique sur le plan des xz,
27. Déterminer la courbe décrite sur un plan horizontal parfaitement poli, par un point matériel M lié par une tige rigide inextensible et sans masse, à un autre point A sans masse qui est animé d'un mouvement uniforme et rectiligne dans ce plan.
(Lille, novembre 1872.)
Imaginons un système de comparaison en translation avec A, les forces d'inertie d'entraînement et centrifuge composée étant nulles ; le mouvement relatif de M est celui d'un point soumis seulement à la réaction de la tige : le principe des aires s'y applique donc, et, comme la trajectoire relative est une circonférence par le centre de laquelle passe constamment la force centrale, le mobile la décrit avec une vitesse angulaire constante.
Le mouvement absolu est celui d'un point qui parcourt, avec une vitesse angulaire constante o>, une circonférence dont le centre se meut uniformément, avec la vitesse V,
La loi du mouvement sur la chaînette se déduit de 1 équation des forces vives ; on a
On est conduit à une intégrale elliptique de deuxième espèce.
3° ;jL = — I , n = — 3. — La pression est triple de la composante normale du poids et dirigée en sens contraire de cette composante; Féquation (i) nous donne
, r^ (/i -J- Y)dY
dx = — . " • — t
c'est un cercle dont le rayon k = Ay i -h pi est fonction de la direction et de la grandeur de la vitesse initiale. Le mouvement de ce pendule est donné par la formule
dt ' ^' ^"
le mobile ne parcourt que la moitié inférieure de la circonférence.
4** }A = — 2, n = — 2. — La pression double de la composante du poids est dirigée en sens inverse
La courbe est une cycloïde tournant sa convexité vers le bas ; la base est sur Thorizontale y = — h, et le diamètre
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tlu cercle générateur est k. Le mouvement sur cette courbe à la fois tautochrone et brachistochrone est bien connu. 5° Enfin, si l'on fait |jl infini^ « = — i, le mobile doit rester sur une droite, et son mouvement est uniformément varié.
ViLui^.. — Compositions. i.î
CHAPITRE IV
29. Un point matériel pesant, assujetti à rester sur une sphère de rayon a, est attiré proportionnellement à la distance par un point fixe B situé sur la verticale Oz du centre de la sphère, à une distance OB = h de ce centre. On donne la valeur \k de l'attraction à l'unité de distance, l'intensité g de la pesanteur, la vitesse initiale k du point mobile, laquelle est supposer horizontale, et enfin la distance initiale h de ce point au plan Oxy qui passe par le centre de la sphère.
On demande de trouver les limites entre lesquelles
variera, pendant le mouvement, V ordonnée z du point
mobile; de déterminer complètement ce mouvement,
dans le cas particulier où l'attraction du point fixe B
sur le centre de la sphère est égale et contraire à la
pesanteur.
(Paris, novembre 187J.)
Le point mobile est soumis à Taction de trois forces, dont deux, Tattraction du point fixe et la réaction de ia sphère, rencontrent 0.3 et la troisième, la pesanteur, lui est parallèle; le principe des aires projetées sur le plan Oxy est donc applicable, en y joignant le théorème des forces vives ^ on a, en coordonnées cylindriques, lo>
équations
jtk
( I ) r2 -^ = c2 = k /a*— /jî ,
al
\ ^•2 — X-2 = — 2 / ; \kx dx -\- \xy dy -^ []ï.{z ^ b) -^ g] dz\
or
d'où l'équation entre -5 et /
Les valeurs limites de 5 s'obtiendront en exprimant que
dz la vitesse est horizontale, -t- = o, ce qui donne l'équation
( i) 2([jl6 — ^)(j? — /0(a«— -3*) — A:>(z« — A«) = o,
qui admet, ainsi que cela devait être, la racine z = h; en la supprimant il reste
(5) Mff— \i.b)z^ — k^ z— k^ h — i{g — it.b)a^= o,
_ A-'iJi y/XV-H S(g^ H^^)[a(é" — [>'à)a* -+- X» /i|
Soient z^ la plus petite de ces racines en valeur absolue et Z2 l'autre, il ne saurait y en avoir qu'une répondant à la question :
I** ff — |jLft>-o; substituant successivement pour z, dans le premier membre de (5), les valeurs
— 00, — a, — /i, -ha et -h 00 ,
on trouve que z, est compris entre — a et — h eiZi^ a : cette dernière valeur doit donc être rejetée. Soit A >> o,
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le parallèle limite inférieur est situé au-dessous du parallèle symétrique de celui du point de départ.
2® g — [jl6<[o. Les mêmes substitutions montrent que Z2 est inférieur à — a et que z^ est compris entre — h et -^ a; c^est donc la racine z^ qui convient. Pour trouver les situations respectives des parallèles limites h et ^|. toujours dans Thypothèse A}>o, cherchons la condition pour que z% = — A; on a immédiatement, en substituant dans (5), \kb — ^ = 0; donc, quand la valeur absolue de ^ — [jl6 est très petite, le parallèle S| est très peu audessus du parallèle — A. Pour étudier ce qui arrive quand
b croît, il faut former la dérivée --7^; on trouve facilement
a*xo '
le second membre est positif si
sll en est autrement, comme le radical est toujours supérieur à
^'X.— Mi» 'xfi — A' .*//- — 8 A-/n xb — ^ . = k^— \hs 'xh — jj- >.
la dérivée -^ est encore positive. Donc, quand b croît, le parallèle -i s'élève; on a J| = h quand
\ ("> ) yiô — .c =
ri--A« rj '
alors le mobile décrit un parallèle et son mouvement an* gulaire est uniforme en vertu du théorème des aires.
Enfin, si le centre d'attraction B continue à s'élever. z% denent supérieur à A ; on a :;i = a pour 6 = ao .
y^ g — ui6 = o: les composantes des trois forces agis-
sant sur le mobile sont respectivement, en appelant N la réaction comptée à rintérieur de la sphère,
dt^ ^ a dt^ ^-^ a dt^ ' a'
leur résultante passe constamment par le centre de la sphère : donc la trajectoire est plane. Le mobile décrit un grand cerch; de la sphère d'un mouvement uniforme ; faisant passer le plan des xz par la situation initiale du mobile, on trouve aisément, pour l'expression de ses coordonnées en fonction du temps,
. f AY /-- r r— A'/ kt
(7) .5 = /i cos — » T = v a* — /(f'cos — ? V — - a sin — ; enfin la réaction de la sphère est constante et égale à
X*— JJLÛÏ
Nous avons supposé h^o dans la discussion précédente; si à rinstant initial le mobile se trouvait dans rhémisphère inférieur, ce cas se ramènerait à celui que nous avons étudié en prenant pour axe des z la verticale descendante et changeant 6 et ^ de signe. La discussion serait la même; elle se présenterait seulement en ordre inverse.
Recherchons, en terminant, la condition générale pour qu'un mobile assujetti à rester sur une surface de révolution y décrive un parallèle d'un mouvement uniforme.
La vitesse initiale v^ doit être tangente au parallèle de ravon r décrit par le mobile, et de grandeur telle que la force centrifuge correspondante soit en équilibre avec la réaction de la surface et la résultante des force s /réellement agissantes, ce qui exige d'abord que cette résultante soit constamment dans un plan méridien, et de plus, si l'on projette sur la tangente au méridien, pour éliminer
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la réaction, que Ton ait Féquation
(8) — cosa-r- S/cosX = o;
on vérifie aisément que cette relation conduit à Téquatîon (6).
30. Un point matériel est assujetti à rester sur um sphère dont un point fixe P est considéré comme pôle, et il est sollicité par une force dirigée, à chaque instant, suivant la tangente au méridien MP et inversement proportionnelle au carré du cosinus de la latitude. Déterminer le mouvement du point M et trouver V équation du cône qui a pour sommet le centre de h sphère et pour directrice la trajectoire décrite.
La vitesse initiale du point M sera supposée tangente au parallèle passant par la situation initiale.
(École Normale, juillet iSjS.)
Le principe des aires projetées sur le plan de Téquateur est applicable et donne, en désignant par a le rayon de la sphère et par ^ la latitude de M,
oB ^ Ou
(1) r^ —- = roVoj acos^k -y = VqCOS/.q'j
at at
le théorème des forces vives conduit à Téquation
{->.) i-—i''—il — —T-a ^ = ?.jjLa(tangX — tangXo); or
d'où, en éliminant dt,
i^îcos*Xo i'JcostXo /<A\5 j , . . ^^^„-i
cos*X cos*A V rfw /
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la relation difTérentielle entre et A est donc
^ ,A po cosXorftancX
y/ — ^l cos*Xo lang*X -+- ajia taagX — ajio langXo-t- vl sio'Xo
le mobile reste entre le parallèle X© et le parallèle )»i défini par la seconde racine de la quantité sous le radical égalée
à zéro
2!JLa
^4) tangX,= j;j^^-tang/...
Le mobile décrit le parallèle )»o si A| = Au, c'est-à-dire si Ton a
'^ sin2Ao
L'équation (3) peut s'écrire
j^ PoCosXo^/tangX
4/ U'oSinAo ■ — —) — ( l'oCOSAotangA ■ — ^)
V \ VoCOSAo/ \ PoCOSAo/
son intégrale est, en faisant Oo= ^7
ul cos*Ao tanpX — iia
(•>) cos6 =
v^ sinÀ^cosÀo — [J-a
équation qui définit la trajectoire du mobile.
On obtient aisément l'équation du cône ayant cette courbe comme directrice, à l'aide des relations
cosO = - t tangX =
(G) [^pj cos*Xo-^ x(fxa — J pj sinaXo)]*— [i^a^^x^-^-y^) = o;
c'est un cône du second degré ayant le plan des xz pour plan de symétrie. La trajectoire et la courbe symétrique relativement à l'origine se projettent sur ce plan suivant
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deux arcs de l'ellipse
limités par le méridien de ce plan.
La relation entre la latitude et le temps est
V — i'I oos*X^ tan*;*). -+- ajia tangX — ajia tao^Ào — tj fin-).
OU, en posant tang y. = w,
, .a du
expression que Ton sait intégrer.
31. Cn point matériel non pesant ^ de masse /?i, est assujetti (i se mousroir sur la surface d'une sphère de rayon /; dans chacune de ses positions il est soumis à l'action d'une force perpendiculaire à un plan fixe P mené par le centre de la sphère, dirigée vers ce plan, et
dont l'intensité est -^^^ z désignant la distance du mo-
bile au plan. On suppose la vitesse initiale parallèle au plan :
I® Troui'er la projection de la trajectoire sur le plan P;
2® Exprimer les coordonnées polaires du mouvement projeté en fonction du temps, dans le cas où Von a *
l zl - l* > o.
t'a désis*nant la vitesse initiale et z^ la valeur initiale
de z.
^ École Normale, juillet 1879.)
En procédant comme dans les exemples précédents,
on a
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OU
éliminant e//,
(3) d:cra =
dr
ri
— ne peut varier qu'entre les deux racines de la quantité sous le radical, et, comme Tune d'elles est -^y l'autre est
± =r^ Il = lii.
si /•** > o, il est supérieur à fi; r varie donc en tous cas entre r© et /.
L'équation (3) peut s'écrire
rbîcTO = ;
intégrant et faisant Oo= o, il vient
cosaO :
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oa
I ros*6 sin*6
âuivani que rf <o, ccUe équation représente une ellipse on une hyperbole; si c*e$t une ellipse, son grand axe e<l dirigé suivant O^v.
Recherchons r et ^ en fonction du temps dans le cas où. en vertu de Ténoncé, la courbe est une ellipse ; on a
^ ^rftangO
_î_ co^»0 -^ A sin«0 * ^ ( ^ ^*"î^^ )
ri r*
doù
( > ) tangO = — lang ~ /.
On en déduit, à Taide de Téquation ( 4 N (fi) /•ï=r«cos« - / — Hsin» - /.
La trajectoire du mobile est une courbe fermée qui a pour projection l'arc AB d'ellipse {Jîg- i8), et les formules qui précèdent ne sont applicables que quand le mobile va de M© en B ; à partir de ce point la vitesse angulaire ^change brusquement de signe sans passer par zéro, et la vitesse v devient infinie au point B, ;; = o, à cause
de sa composante -j^- La valeur limite w de 8 est donnée par la formule
_ =__cos«u)-+--^sin«a),
(7) tangù,= î;pl,
et la durée T d^un quart de révolution est
T = — arc tang -,— ^
A partir du moment où le mobile vient rencontrer en B le plan des xy, son mouvement ne peut plus être déterminé qu'en invoquant des raisons de symétrie. Il faudra en conséquence, pour obtenir le mouvement dans la seconde période qui comprend le parcours du mobile de B en A
au-dessous du plan des xy j remplacer, dans les formules (5) et (6), t par aT — 1\ de cette façon, en effet, pour deux instants également éloignés de Tépoque T, H et r reprendront les mêmes valeurs. Pour la période suivante dans laquelle, z étant positif, H varie de — oj à on remplacera t par / — {T, et ainsi de suite.
32. Un point pesant m est assujetti à se mouvait sans frottement sur un cylindre circulaire droit dont Vaxe est vertical, et, en outre^ il est soumis à Vattrac-
tion d'un point fixe A, attraction proportionnelle à la distance. Déterminer le mouvement du point m.
(Paris, août 1874-)
Prenons pour axe des z Taxe du cylindre et pour axe des X rhorizontale passant par A; on a, en appelant R le rayon du cylindre, a la distance OA, [jl^ Tattraction à Tunîté de distance et N la réaction prise positivement à rexlérieur du cylindre,
d'où Ton déduit, en tenant compte de l'équation différentielle du cylindre,
, d^T d^y dT^-\-dY^ , ^
'^dx-^-\-idy-^=i\i>adx, -j^^^- = i\C-ax^C,
ou, en coordonnées polaires,
(2> R -^— = Rw*-i- 2jx«a{cosÔ — cosOq),
en désignant par w et 6© les valeurs initiales de -^ et de H.
Quant à la troisième équation (i), elle s'intègre immédiatement :
(3) ^ = (.,_^)cos,.*-^i(g)^sinî./-^.
La projection de M sur Taxe des z fait des oscillations dont la durée est — au-dessus et au-dessous du point dont
l'ordonnée est — ^« L'équation (2) prouve que le rayon
vecteur de la projection de M se meut par rapport à OA comme la tige d'un pendule de longueur -j— par rapport
à la verticale; le mouvement sera alternatif ou continu
selon que
Ro)* — 2jx*a(i -4- cos6o)>o.
Dans le second cas, le temps d^une révolution est / rfO /R(ajjL«acos6 -H Rw«— 2|i*a cosOq)"»;
s'il est commensurable avec — -t la trajectoire sera fermée;
mais elle ne peut être plane, car ce serait une ellipse, et H devenant une fonction connue de z s'exprimerait comme lui par des fonctions élémentaires de t; or c'est incompatible avec la forme de l'équation (2) qui exige une intégrale elliptique quand a est différent de zéro.
La valeur de N s'obtient aisément à l'aide des deux premières équations (1) :
d'où
puisque
d l dx dvX
donc
\ = — Rt-j-4-jx*(R — acos6) = îx'(R-h2acosOo— 3acosO)-Ua)«.
Cette force atteint son minimum pour B ^ o et son maximum pour la valeur limite de si le mouvement est oscillatoire, ou pour = 1: s'il est révolutif ; il sera donc toujours possible de reconnaître si la réaction, que nous avons
comptée extérieurement au cylindre, change de sens pendant le mouvement.
33. Mouvement d'un point matériel pesant, assujetti à rester sur ta sur/ace d'un cylindre de révolution dont l'axe fait un angle e avec la verticale ascendante,
(Paris, novembre 1876.)
Prenons pour axe des z Taxe du cylindre et pour plan des zx le plan vertical contenant cet axe; les équations générales du mouvement nous donnent
Opérant comme dans l'exemple précédent, on arriverait à
dx* -f- dy^ , 2^7-^ = ^ff sin e dx,
d'où Ton conclurait que le mouvement de la projection du mobile sur le plan des xy est pendulaire.
Le mouvement de la projection du point sur Oz esl celui d'un mobile soumis à la seule action de la pesanteur
et animé d'une vitesse initiale (^ ) • La trajectoire n'est
jamais plane, et la réaction s'exprime comme précédemment.
34. On donne une ellipse dont les axes ont pour Iongueur 2 a c*^ 26; cette ellipse sert de base à un cylindre droit indéfini, sur lequel un point matériel est assujetti à se mouvoir. Ce point est, en outre, attiré proportionnellement à la distance par le centre O de l'ellipse. Déterminer le mouvement et discuter les divers cas qui peuvent se présenter.
Données. — On représentera par k^ l'attraction du
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centre O sur V unité de masse à V unité de distance ; par Vq la vitesse initiale; par e Sangle qu'elle fait avec la génératrice du cylindre; par z^ la distance de la position initiale du mobile au plan de l* ellipse, et par Xq la distance de ce même point au plan qui passe par l'axe du cylindre et le petit axe de l'ellipse.
Appliquer les formules trouvées au cas où b=^ a; que faut'ily dans ce ca^, pour que la trajectoire soit une courbe fermée ou bien une courbe plane?
Calculer, dans la même hypothèse, la réaction du
cylindre,
(Ecole Normale, juillet 1881.)
Les équations générales du mouvement nous donnent, .V élant l'arc d'ellipse,
df^ ds
dt*
L'intégrale de la dernière est
. t'ocose . .
( A) z =: Zo cos kt H -, — smkt ;
le mouvement projeté sur Oz est oscillatoire, et la durée des oscillations est T = —• Les valeurs de t qui rendent s maximum ou minimum sont données par la formule
, , t'o cos e
ZqA
et les valeurs de z correspondantes sont
240 DEC3UÈMB PABTIB. — CHAPITIE IV.
Si Ton élimine la réaction entre les deux première? équations (i), on a
^ ,/,r ^ 'îl^ dr = - kHx dx^y dy).
dtt "^ ^ dt^ ' ^ -^ -^
dx' dv^
équation qui n'est autre que celle des forces vives dans le mouvement projeté. Éliminant y et dy k l'aide de Téquation du cylindre
Téquation (3) devient, en appelant e l'excentricité de Tellipse de base,
' dt ; a* — X*
d'où
dr n^ — ri
i :\ — ri 1 — 7-T \ 1* -in* î — /. - tf- 1 r*- - x^
* dt \ U'— e*x^
, ai-x*' .,
La quantité — ^ _ ^\ éUnt positive, les valeurs extrême de X sont données par la formule
si X* <^«*, le mouvement est oscillatoire, la projection du mobile passe au sommet du petit axe, milieu de sa course, avec une vitesse maximum, ainsi que cela résulte de 1 équation (3). Dans le cas de orf >>«*, le mouvement e>i révolutif; la vitesse devient maximum ou minimum à chaque passage par un sommet du petit ou du grand a\e. Enfin, si Ton a x\ = a-, l'équation (4) prend la forme
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simple
(î) Ayjc/f =±: ^fJlr f — ,
expression que Ton sait intégrer; mais il est facile devoir, sans faire Tin tégration, que le mobile n'atteint sa position d'équilibre instable x:=±a qu'au bout d'un temps infini ; si l'on forme, en effet, l'expression (a qz x) ^_ — — > elle ne change pas de signe, et sa valeur minimum est
Dans le cas de 6 = a, ^ = o, la formule (4) devient
dx _, (^osins
dt a
1» * ou
(6) .r = a cos t, v = a sin t.
si l'on prend pour instant initial celui du maximum de x\ ce sont les formules du mouvement angulaire uniforme ; l'équation (3) conduit immédiatement à la même conséquence.
La durée de la révolution est T= — r-^: si donc le
pQ sine
rapport =■ = - — r—^ est commensurable, la trajectoire est
fermée. Pour qu'elle soit plane, il faut d'abord que ce rapport soit égal à l'unité, et il est facile de reconnaître que cette condition est suffisante; les trois coordonnées s'exprimant linéairement en fonction du sinus et du cosinus du même multiple du temps, l'élimination de ces lignes trigonométriques conduit à une équation linéaire et homogène en x, y et z.
ViLuc. ^ Compositions, i6
La réaction est donnée par la formule
,-..=.(,.._ ti^^)
(7) N .. a (^^•«- -iL__ j ;
elle est constante, et cette constante est nulle dans le ca> où la courbe décrite est plane.
35. Un point matériel non pesant est assujetti use mouvoir sur un cône de révolution, et il est soumis à l'action d'un centre attractif, placé au sommet du cornet qui l'attire en raison inverse du carré de la distance.
On demande d'étudier le mouvement du point matériel et, en particulier, la projection de la trajectoire sur un plan perpendiculaire à l'axe du cône. On supposera la vitesse initiale perpendiculaire à la génératrice du cône sur laquelle se trouve le point matériel.
(Paris, août iS-S.)
Nous prendrons le sommet du cône pour origine et son axe pour axe des z; les deux seules forces qui agissent sur le mobile, la réaction de la surface et Tatlraction du sommet rencontrant Taxe des z, le théorème des aires projetées donne Téquation
L'équation des forces vives est
, r |JL* jr d.r -^- V dv -^ z dz . / i i v
R représentant la distance du mobile au sommet. Si dou> introduisons les coordonnées polaires R et co de la transformée de la trajectoire du mobile dans le développement
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du cône sur un plan, on a, y étant le demi-angle au sommet du cône,
les équations du mouvement deviennent
R' ^ = Ro.0,
rî z=z çl -\--2
'^ Ah hJ'
ce sont celles du mouvement d'un point attiré par Torigine en raison inverse du carré de la dislance, ainsi qu'il était aisé de le prévoir. L'équation de la transformée de la trajectoire est donc
I -+- ( ' " ■ — I ) COSliJ
qui représente une courbe du second degré, rapportée ù un fover et à son axe focal.
La projection de la trajectoire sur le plan des xv a pour équation
ÎJL* *
i-4-r-— J-- i)cos(OsinY) elle est transcendante quand sinyest incommensurable.
36. Un point pesant assujetti à rester sur la surface d'un cône de révolution, dont Vaxe est vertical^ est attiré par un centre plax:é au sommet S du cône y V attraction est proportionnelle à une fonction inconnue de la distance MS :
I** Trouver quelle doit être cette fonction pour que Ut trajectoire du point M soit plane;
2** Etudier f dans ces conditions, le mouvement de la projection du point M sur un plan horizontal;
3° Déterminer la réaction du cône pour une position quelconque du point M sur sa trajectoire.
(Açrcgalion, 1879.)
La réaction de la surface, la force attractive / et la pesanteur étant dans le plan du point M et de Taxe du cône, le théorème des aires projetées est applicable
Le principe des forces vives donne Téquation (2) çt_çl^^^J^^fdK-^gdz) = ^'xf^^^^J^dn
or
j _ dz^ -4- dr^ -^ /g </Q« _ c« c» ( ^' r )
" dt^ *" r* "*■ sïîîîY \^/ '
d'où, en diCférentiant Téquation (2),
sinY r^\r sin*Y d^*
La trajectoire du mobile étant plane, Téquation de sa projection est
I — e cos 6 '
on en déduit, pour l'expression de la force y, )•' ' r«sinYV/? /• /
Le mouvement de la projection du mobile sur le plan
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horizontal est connu, puisqu'il s'eOectue, conformément au principe des aires, sur une courbe du second degré, dont l'origine est un foyer; le temps s'exprime en fonction de r par la somme d'un radical et d'un arc cos ou d'un logarithme, suivant que la courbe est une ellipse ou une hyperbole; dans le premier cas, on introduit de préférence l'anomalie excentrique.
La réaction N, comptée à l'intérieur du cône, se détermine aisément par l'équation du mouvement projeté sur
or
dr _ — e/?sinO rfO __ é^csinO 57 ~ (i — ecosÔ)» ~dt ~~ p '
d^r __ ec cos c^O ^ c' / i 1 \ ■^ " 'p di ""^ r^\p~ rj'
d'où
37. Un point matériel pesant est assujetti à demeurer sur un cône circulaire droit dont l'axe est vertical; il est, en outre, soumis à l'attraction d'un centre fixe placé au sommet du cône et attirant en raison ini'erse du cube de la distance.
On demande d'étudier le mouvement du point matériel.
(Paris, juillet 1876.)
Le théorème des aires projetées sur un plan horizontal et celui des forces vives conduisent aux équations
r« -r: = consl. ou R* -— = c, dt dt '
Le mouvement du mobile sur la transformée de sa trajectoire est celui d\in point soumis à Taction d'une force
attractive égale à ^ -\-gcos^; pour l'étudier, nous éliminerons -Tj entre Téquation des aires et
il vient
équation dans laquelle la constante Â a pour valeur
/ JD \ 2 i|2 f't
(2) ^^ (t77 ) -^^^Rocosv— ^-^- ;
on est ainsi ramené aux fonctions elliptiques.
Nous distinguerons trois cas, suivant qu'on aura jx- — c*négatif, nul ou positif:
I® [jL* — c- <Co. Le polynôme du troisième degré P qui représente ( , j a deux racines positives, séparées par
Ko ; le mouvement du point est oscillatoire entre les parallèles R2 et Rj.
Pour que le mobile décrive le parallèle Ko, il faut que
la vitesse initiale soit horizontale, ce qui exige (--7r) =0, et qu'on ait, en outre (n** 29),
il est aisé de reconnaître que cette condition équivaut à exprimer que Rj =: R3.
2" [JL- — C' = o. — On a
-j- =zh ^— xgW cosY -T- A;
le radical s'annule pour une seule valeur R| de R, supé-
-7- ) >► G, R va en croissant jusqu'à
Ri pour décroître ensuite jusqu'à — oo , le mobile passe de la nappe supérieure à la nappe inférieure avec une
vitesse infinie; si (-77) <Co, R décroît dès l'origine du
mouvement.
Dans le cas actuel, R s'exprime simplement en fonction du temps, et il est aisé d'avoir sous forme finie l'équation de la trajectoire.
3*^ [JL- — c->^o. — Le polynôme P a une seule racine positive R| supérieure à Roi 1^ condition de réalité des autres racines s'obtient en remarquant qu'elles sont alors séparées, par la racine
Ra=:
3^co
dP
de l'équation -^ =0] si l'on exprime que cette valeur de R rend P négatif, on trouve
!"• irt
27^» cos'Y
Si cette condition, qui suppose A<^o, est remplie, le mobile oscille entre deux parallèles R| et R^, ce dernier étant situé sur la nappe inférieure et répondant à la plus petite en valeur absolue des deux racines négatives du polynôme P; on peut reconnaître que les racines R^ et Rs sont comprises entre — R| et — 00 et que par suite — Rj>Ri. En effet — R| et — 00 substitués dans P donnent des résultats positifs; donc les deux racines négatives sont comprises entre zéro et — R| ou entre — R| et — 00 . Pour prouver qu'elles sont dans le second intervalle, il suffit de montrer que la racine R^ qui les sépare
y est elle-même comprise; or
— 2^ RJ cos Y -4- ARJ -h [X* — c* = o,
d'où, puisque A < o,
2^RJ COSY < |X»- C»< ^,~J^^^ = g C05Y(- R^)^
ei, par suite,
— Ra> Ri-
Si le polynôme P a deux, racines imaginaires, le mouvement du mobile est analogue à celui du second cas.
Nous avons supposé, dans ce qui précède, que la situation initiale du mobile était sur la nappe supérieure du cône ; si c'était Tinverse, nous prendrions la nappe inférieure comme positive, ce qui reviendrait simplement à changer le signe de g^ et nous étudierions le mouvement du mobile à l'aide d'une discussion analogue à la précédente.
Le mobile décrit un parallèle de la nappe inférieure si, la vitesse Vq étant horizontale, on a
- = -^-,-^cosy:
tandis que sur la nappe supérieure le point pouvait toujours décrire un parallèle, moyennant un choix convenable de i^? il n'en est plus de même sur la'nappe inférieure au-dessou*»
du parallèle R = C/ —
^ \ ^cosY
38. Un point matériel non pesant, assujetti à se mouvoir sur un cône de ré^^olution, est sollicité par une force dirigée à chaque instant suivant la perpendiculaire abaissée du point mobile sur Vaxe du cône y et proportionnelle à la longueur de cette perpendiculaire. Trouver le mouvement de ce point.
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On appliquera les formules au cas suivant : l'angle que les génératrices du cône font avec l'axe est de So**, la vitesse initiale est perpendiculaire à l'axe,
(École Normalci juillet 1869.)
On pourrait procéder comme dans l'exemple précédent, on trouverait que les équations entre R et o) sont celles du mouvement d'un point attiré vers un centre par une force R|JL^ sin^y; la transformée de la trajectoire du mobile est donc une ellipse ayant O pour centre. Nous allons traiter la question directement.
Les équations du mouvement sont
d'où
Inéquation différentielle de la trajectoire projetée est
_, jft . ccff c dr
r» sinY r /— [x« r* -t- aî r-' — c2
a' -h \/a* — 4 c* H^' cos[2(6 -h a) siny]
la courbe est fermée si siny est commensurable; elle se réduit à une circonférence et le mobile décrit un parallèle si
a* — 4<^*P''= o, (t'J-h [A*/'î)' — 4lA*/'îi'o sin*X sin'e = o,
en désignant par X l'angle de c^o sivec l'axe du cône et par e l'angle de la projection de v^ sur le plan xOy^ avec le rayon vecteur r; or le premier membre de l'équation de condition
est supérieur à ( i? J — 1^^ ''o )^» *^"^ dans le cas où a = s = - ; il faul donc, pour qu'il soit nul, que la vitesse ^o ^oit tan-
génie au parallèle et que l'on ait en outre — = i^^r©, ce
que Ton aurait pu écrire immédiatement.
On aurait facilement r et en fonction du temps, mais le mouvement révolutif du point est suffisamment défini par la connaissance de la trajectoire et le principe des aires projetées.
Dans le cas où la vitesse initiale est perpendiculaire à Taxe et l'angle y égal à 3o'*, on a, en faisant passer Taxe polaire par la position initiale,
les rayons vecteurs de cette courbe sont les racines carrées de ceux d'une ellipse rapportée à un foyer et à son axe focal.
On trouve facilement pour les expressions de /• et 6 en fonction du temps
la durée de la révolution est T = — •
39. On donne un cône de révolution et Von considère le plan V perpendiculaire à l'axe du cône et passant par son sommet O. Un point matériel M non pesant est assujetti à se moui^oir sur le cône; dans chacune de ses positions ce point est soumis à l'action d'une force perpendiculaire au plan P et proportionnelle à la fiième puissance de la distance z du mobile au plan.
La vitesse initiale t^© ^st supposée tangente au parallèle du point de départ :
1** Déterminer le mouvement du point M;
2** Trouver l'expression de la réaction normale de la sur/ace en fonction de la distance MO = R ;
3** Effectuer complètement les intégrations dans le cas de n= 1 ,
(Paris, juillet 1882, i" ques.lîon.)
Le théorème des aires projetées sur le plan P et celui des forces vives donnent
Les deux équations entre R et co sont celles du mouvement d'un point attiré vers un centre O par une force proportionnelle à la /i»*"* puissance de la distance.
La relation entre R et / est la suivante :
/dRV R.S.;
d^où l'on déduit, pour Téquation différentielle de la projection de la trajectoire,
*^^ sin^Y r*\d(ij '"^^ r^ n -r- 1 ^ ' ^'
Les seules valeurs que puisse prendre R sont celles qui satisfont à la condition
quantité nulle à Torigine du mouvement: si donc sa dérivée
2Rî^;
1^ — aîi«R«cos''+-»7
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est positive à l'instant initial, c'est-à-dire si
vî > |ji« R;** cos«-^J y,
il faudra que R commence par croître, (-17) > o. D'ailleurs l'équation
qui n*a que deux variations et qui admet la racine Rq, en a une seconde Ri > R© ; en efi'et, son premier membre est négatif pour R un peu supérieur à R© et positif pour R infini. Le mobile oscille donc entre les parallèles Ro et R| en décrivant des spires égales.
Si (^2< [^^1^0^' cos"''"W, le mouvement est tout à fait analogue avec cette seule différence que R| <C Ro-
Dans le cas où i^l = |a=*RJ^* 005"+* y» ^^^ deux racines R« et R| sont égales et le mobile décrit le parallèle R = R« d'un mouvement uniforme.
La réaction N, prise positivement à l'intérieur du cône, est donnée par l'équation du mouvement projeté sur O;
or, en décrivant Téquation qui donne ( -7-) » on
I d*z Rlvl cosY dt* H"» ^ *
dt^ d'où
(3) N = -^ cotY-+-|A*R'*sinYcos«Y-
Cas de n = i. — Les équations (1) et (2) s'intègrenl facilement et donnent
(4) R'=RJcos«({x/cosY)-+-|;^i-^^sin«(îircosY),
(5) -j = — cos*(6siiiY)-*- ^- — t — ^ sin»(6sinY). '' ''0 ^0
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L'équation de la transformée de la trajectoire, après développement du cône, est l'ellipse rapportée à son centre et à ses axes
40. Etudier le mouvement d'un point matériel M, assujetti à se mouvoir sur un paraboloïde de révolutiony et attiré vers le foyer F de ce paraboloide par une force inversement proportionnelle au carré de la distance,
(Paris, juillet 1879, 1^ question.)
Le paraboloïde rapporté à son axe et au plan tangent au sommet a pour équation , en coordonnées cylindriques,
(i) r^ = iaz.
L'attraction et la réaction rencontrant l'axe des 2, on a
enfin l'équation des forces vives donne d'ailleurs
fi^\i (Jr^-^dz^ c« n-^TLzdz^
dt^ r* iz dt^
c* a -»- 9 3 c* dz^
laz 'xz 4a«^> €/0>'
IVquation (3) devient donc, en posant rj — ^~- = A,
, . Mv c{a-\~iz) dz
( i) dzd^:= ^
iz^ V^2a^[4[A«-+- A(aH-a^)] — c*(a-t- %z)
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Cette quadrature, ainsi que celle qui donnerait le temp> en fonction de >s, est facile à former, mais Téquation (î) :>e prête mieux à la discussion des circonstances que présente le mouvement. La quantité sous le radical égalée à zéro a ses deux racines 5| et Z2 réelles; en effet, z = Zq"^ o rend nécessairement cette quantité positive, tandis que zéro la rend négative, donc o < iîi <C :;© î le signe de l'autre racine dépend de celui de A :
i*^ Al>o, ^2<;o. — Donc z est constamment supérieur à 3|. Le mobile s^en va à Pinfini, en décrivant une spirale, soit dès l'origine du mouvement, soit après élir
descendu jusqu'au parallèle Zt^ suivant que (-^) ^o.
2* A ^:^ o. — Même mouvement.
3" A <C o. — Le trinôme sous le radical a ses deu\ racines, Zi et 33, positives, entre lesquelles z est nécessairement compris; le mobile oscille entre les parallèles c, et Z'2 .
Pour que le mobile décrive un parallèle de la surface, il faut que la vitesse initiale Vq soit normale à Taxe, et qur Ton ail
— sina= ^ cos3t;
l'angle a de la tangente à la méridienne avec Taxe e>l donné par la formule tanga = — : la condition précédenle peut donc s'écrire
Ces conditions équivalent à
Trouver le mouvement d^ un point matériel pesant
assujetti à glisser sans frottement sur la surface d^un
paraboloïde de révolution dont Vaxe est vertical et dont
la concavité est tournée vers le haut. On supposera la
vitesse initiale horizontale.
(École Normale, juillet 187a.)
On a les formules
dt
< I » /- — = r^VQ,
' '2 • V^ — —^—^ H : JTT ~ f 5 -^ -i c - , — ^ ),
Ko II
dz^ 'iz{ v;^ - 7 X''-;,) - ■ 'x^ z^ — '> z ,v\
I az*
z devant rester compris entre ^0 et -^=//, le mobile
oscille entre les parallèles correspondants.
Pour que ces limites se confondent, il faut que :;„=: A; dans ce cas, le mobile parcourra uniformément un parallèle de la surface avec la vitesse v^ii^'w©; comme la lon- <;ueur du parallèle est 2 7:y/2^/r„, le temps de la révolution
?»era airl/^; il est le même pour tous les parallèles. Lr
paraboloïde est la seule surface de révolution à axe vertical, jouissant de cette propriété que la durée de la révolution d'un point matériel pesant qui décrit un parallèle est constante; en eflet, la condition pour que le mobile décrive le parallèle r est
-^ sinot — ^cosa,
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le temps de la révolution sera donc
T = = air 1/ — tanga;
pour qu^il soit constant, il faut que
rdr rtanga= -^j- = c;
la méridienne est nécessairement parabolique.
L'équation différentielle de la trajectoire projetée sur xOy s'obtient en remplaçant dans l'équation (3) ^ par r« , rdr ^ . r* d^ r* d^ -i • .
— > az par et dt par = , — ; il vient
Changeant de variable et posant
on a
'^o/i /a -h 2>5o cos*tt-i- 2/isin*M
^0 cos' a -f- A sin* «
r oscillant entre \j7.az^ et ^lahy l'angle de deux ra\ons vecteurs maximum et minimum qui se suivent est supé-
rieur à -» comme dans le cas du pendule sphérique, car
c'est
/' /T I du__
y zo h . cos*a'
et cette dernière intégrale est égale à '^ •
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La réaction de la surface est donnée par la formule
dt^
d^z en différentiant IMquation (3), on obtient -jt^', substituant
dans IVquation précédente et réduisant, on trouve
Comme elle est toujours positive, il en résulte que le mobile appuie constamment sur le côté concave de la surface.
42. Un point matériel pesant est assujetti à se moui'oir sur un paraboloïde de révolution, dont Vaxe est la verticale Oz. Il est, en outre, soumis à l' attraction d^un centre placé au foyer de la parabole méridienne. Cette attraction est proportionnelle à la distance et telle que, si le point matériel était placé au sommetOy elle serait égale au poids de ce point. On demande d^ étudier le mouvement de ce point, en particulier dans le cas où il s^ effectue dans un des plans méridiens de la surface.
(Paris, juillet 1873.)
On a les équations
d^ dt
-vl=-^flLÏ{dR-'>.f^dz = iL{Rl^R^)-^2ff{Zo-z);
or
d'oii
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on a d^ailleurs
dz^ _ xazv^ — c*
si donc l'on pose
il vient
c/z* _ — f^zia-^'xz^'^ — ^apz'—kz — c'^
dt^ ~~ rt(a-i-2^)
le problème est ramené, comme le précédent, au il fonc> lions elliptiques.
Pour obtenir les limites de Zy étudions le polynôme du troisième degré
f[z) = g^{(i -T- 2i;)*-H ^agz^ — kz — c-,
il a une racine négative et deux racines positives z, et w^. séparées par ^o^ C3ir/(so) est nécessairement négatif; il est d'ailleurs facile de le vérifier,
Le mobile oscille donc entre les parallèles z^ et Z2^ avec
une vitesse azimutale -j- inversement proportionnelle à
w, comme dans les exemples précédents.
Le cas où la vitesse initiale serait dirigée suivant la tangente au méridien et où le mobile ne sortirait pas de ce méridien se rapporte au mouvement sur une courbe ; il «e déduit des calculs précédents en y faisant c = o et,, par suite, z^ = o, l'autre racine
-1 = — rt -i — {/ —, -H3aî > Zo.
Si, par exemple, ( ^ ) >o, z croît, le mobile atteint le
point 3 =r VI, alors -t- = o, ç' = o; -rr change ensuite de signe, et le mobile se dirige avec une vitesse croissante
MOUVEMENT d'UN POINT SDH UNE SURFACE. 269
vers le sommet de la parabole; au moment où il Tatteint, sa vitesse est maximum, et il oscille indéfiniment entre les deux points de la parabole qui ont ^i pour ordonnée.
43. Un point matériel pesant, assujetti à se mouvoir sur la sur/ace d'un paraboloïde de révolution
z = ^» dont l'axe est la verticale Oz, est repoussé
par cet axe proportionnellement à la distance. Etudier le mouvement du point, sachant que la vitesse initiale
est horizontale et que i^o = -•
(Dijon, juillet 1880.)
Procédant comme dans les problèmes précédents, on arrive à
dr^ ajJL — g r^ir^ — a*)
d^^ av
2 r^-^a^ \ a XL — g)
Les circonstances du mouvement dépendent du signe de a*x — *^,
1'* a|x — g^o. — Le mobile décrit une spirale en ^'élevant jusqu'à Tinfini, avec une vitesse croissante, sur la surface du paraboloïde ; la loi du nvouvement est définie par le principe des aires projetées.
'^•' rt[jL — ff = o. — Le mouvement est de même nature (|iie dans le cas précédent; les formules deviennent
dz^ _^ vl{iz — a) dt* ~ 2z-^ a
dr^ _ r^ir"^ — a» ) ^ elles sont intégrables, et la vitesse est constante.
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3°aa — g <^o. — La trajectoire est une courbe festonnée, comprise entre le parallèle du point de départ et le
parallèle z, = , ^ r: la vitesse va en décroissant
quand z croît. Enfin le mobile décrit un parallèle si
Il n'est pas nécessaire, dans le problème actuel, de calculer la réaction de la surface sur le mobile pour connaître le sens dans lequel elle agit; il y a, en effet, équilibre entre celte force, les forces extérieures et les forces d'inertie langentielle et centrifuge, qui sont toutes extérieures à la surface; la réaction est donc constamment dirigée vers l'axe.
-44. On considère la sur/ace de révolution engendrée par une hyperbole équilatère ayant une asymptote verticale et tournant autour de cette asymptote. On demande le mouvement d'un point pesant y assujettie demeurer sur Vune des deux nappes de cette surface.
( Paris, juillet 1877. 1
On a les équations
rz = a', r»^ = c, t'S = v^-k- if^iz^^— z) — b — igz.
br^ — 2 a* gr — c*
c dr v/<i* -^ r^
H ^br^ — là^ gr — c*
i*' La position initiale du mobile est sur la nappe supérieure, ^0 >- o, b> o\ les racines du trinôme
br^ — ia>gr — c' = o
sont Tune, r^ positive et l'autre négative, on doit avoir r ^ Ti ; r croît jusqu'à l'infini, soit dès l'origine du mouve-
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ment, soit après avoir touché le parallèle Tf, suivant que
2^ Le point se meut sur la nappe inférieure. Prenant alors la direction positive de Taxe des z dans le sens de la pesanteur, il suffira de changer le signe de g dans les formules précédentes, ce qui rend b susceptible de signe.
Si b^Oy le mouvement est le même que dans le cas précédent.
Si 6 < o, le trinôme tr^-f- %a^ gr — c* a ses deux racines Ti et r^ positives et séparées par r = ro, qui rend nécessairement le trinôme positif. Le mobile oscille constamment entre les parallèles de rayons r^ et r^.
Dans ce dernier cas, le mobile décrit le parallèle Tq si les deux racines sont égales à Tq, ce qui exige
c'est-à-dire quand la vitesse i^o. étant horizontale, est celle qui serait due à la chute ^^o«
45. On considère la surface engendrée par une cvcloïde ACB, tournant autour de sa ba^e AB. Un point matériel M, non pesant , est assujetti à rester sur cette surface que l'on suppose parfaitement polie ; le point M est soumis à l'action d'une force perpendiculaire à AB, dirigée vers AB, et dont l'intensité est proportionnelle à la distance r du mobile à AB. Déterminer le mouvement et discuter les différents cas qui peuvent se présenter. Fixer les limites entre lesquelles r peut varier,
(Paris, juillet 1881', i'* question.)
Le mouvement est déterminé par les équations
( I ) r* -r- = c* = ro i»o cos e,
(a) w« = ç»J -+. |x(rj — r«) = 6»— (jLr«,
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dans lesquelles e désigne l'angle de c^o ^vec la tangente au parallèle du point de départ, et 6* la quantité rj-f- ;j.r^.
Or, pour la cycloïde, on a ^ = 1/ ~~~~' ^ étant le rayon du cercle générateur, d'où
ia — r dt* ' r»
et enfin
[ ^_ dr __ /<•>« — r)( — jA r* -<- 6* /•* - c* )
(3) \^^ = -^v/-H^r*+6îrî-cS "' yiar
— -7- = c» /sa — . •
<*'• r/(2a — r)(— {ir^-h6*r*— r*)
Comme la quantité 2 a — r est au moins égale à zéro,
le polynôme
P=— jxri— ^2/5— c^
doit être positif ou nul, ses racines en r^ sont donc nécessairement réelles, positives et séparées par rj ; vérifions-K directement
P„ = — î^r^* - ( i'j -+- ixr» ) rj - r J pJ cos» e = rj v'J sin» i > 0,
tandis que P est négatif pour r^ nul et r^ suiBsammeni grand.
La nature du mouvemenl dépend de la grandeur de la plus grande racine r^ de l'équation P = o; suivant que r='xa rendra P positif, nul ou négatif, c'est-à-dire selon
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que Ton aura
( 4 ) 4 6« «2 _ i6 jjLrt* — c^ = o,
/*! sera supérieur, égal ou inférieur à 2 a.
1° Ti << 2a. — Le mobile oscille entre les parallèles r^ et Ts situés du même côté de l'équateur de la surface que le parallèle Tq. Il décrira ce parallèle si Ti = Ta, ce qui exige £ = o et i^J=|xrJ; ces conditions, auxquelles on peut être conduit directement, expriment que la force d'attraction et la force centrifuge sont égales et directement opposées : la réaction de la surface est alors nulle.
Toutefois, si le mobile est primitivement placé sur l'équateur, la condition e = o suffît pour qu^il décrive ce parallèle, seulement la réaction n'est plus nécessairement nulle, elle prend une valeur constante qui dépend de Vq,
2** r, = 2a. — Le mobile décrit une spirale asymptotique à Téquateur, après avoir touché le parallèle r^ si
(•^) <Co; il n'arrive, en effet, à l'équateur qu'au bout d'un temps infîni, car si l'on considère la fonction
zrrz ?
V' (,•>.«' — r) {— «JL /•'♦ ^- b^ /•- — c* )
r via
elle devient = et son produit
( ia — r)y\k{'ia -i- r) (/•* — r| )
par acr — r a, pour r = 2a, une valeur finie. Dans ce cas, le problème se ramène aux fonctions elliptiques.
Ce résultat était très probable; si, en effet, le mobile atteignait l'équateur au bout d'un temps fini, les composantes j7 et -TT de la vitesse devenant alors nulles, le at dt '
mobile décrirait Téquateur avec la vitesse constante — > la vitesse, après avoir été fonction du temps, se réduirait à
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une constante; de pareilles fonctions ne se présentent pas en Mécanique.
3° Ti ]> 2a. — Le mobile oscille entre les deux parallèles de rayon /'2 situés de part et d'autre de Téquateur.
Au moment où il passe à Téquateur ^ s'annule, parce que
r est maximum, sa vitesse devient minimum, mais il fran-
chit toujours l'équateur, parce que -3- n'est pas nul.
46. En un point O de la surface de la Terre, situé à la latitude \ on considère un plan poli P supposé vertical et perpendiculaire au plan méridien. Un mobile pesant assujetti à demeurer dans le plan P est lancé du point O avec une vitesse initiale donnée* Etudier le mouvement du mobile dans le plan P, en tenant compte de la rotation de la Terre, Calculer la réaction
du plan.
(Nancy, juillet 1880.)
L'étude du mouvement relatif d'un point se ramène à celle d'un mouvement absolu pourvu qu'aux forces réellement agissantes on ajoute : 1° la force d'inertie d'entraînement ou réaction du point contre le mouvement qu'il tend à prendre avec le système de comparaison, en le regardant comme invariablement lié à ce système, dans la position qu'il occupe à l'instant considéré ; a^ la force centrifuge composée qui est égale et directement opposée au double produit de la masse du point par la vitesse de rotation de l'extrémité de la vitesse relative, issue de la rotation instantanée co des axes mobiles et tournant autour de lui.
Dans le cas qui nous occupe, la vitesse angulaire 01 est
constante et égale à = 0,0000729 ; de plus, la force
composée étant nulle pour le repos relatif, la résultante de
Tatlraction de la Terre et de la force d'inertie d'entraineinent est la quantité que Ton appelle g^ et sa direction est celle du fil à plomb ou verticale apparente du lieu qui détermine également la latitude. Pour traiter les mouvements à la surface de la Terre comme des mouvements absolus, on n'a donc plus à s'inquiéter de la force d'inertie d'entraînement, mais simplement de la force centrifuge composée dont les composantes parallèles aux axes du système de comparaison ont pour expression
/ dz dy\ l dx dz\ / dv dx\
-^{^di-'ày -^v-Tt-PTty -^{fîî-^Tty
p^ q elr étant les trois composantes de la rotation lo. Nous prendrons pour origine le point de départ, pour axe des X la tangente au méridien dirigée vers le pôle sud, pour axe des y la tangente au parallèle vers l'est et pour axe des z la verticale descendante (*); la partie positive de l'axe de rotation de la Terre étant dirigée vers le pôle
sud. on a
p=:(acos\, q = o, r = a>sinX;
les composantes de la force centrifuge composée sont donc
, ^ dy / ^ dz .s dx\ ^ dy
acosinA—-, 20) ( cosA -^ — sinA -5- 1» — atocosA— -
dt
Les équations du mouvement d'un point sur lequel agit une force (X, Y, Z), rapportée à Tunité de masse, sont
( • ) Les axes ainsi choisis constituent le système direct, c'est-à-dire tel que la rotation positive autour de Ox ait lieu de x vcrs^. Les formules
u = qs — ryy v = rx — pZj w — py — qXy
qui donnent les composantes de la vitesse du point (ar,^,z) dans la rotation {p^q^r), supposent ce choix d'axes; avec le système inverse elles devraient être changées de signe.
266 DBCUfeME PAMTIB. — CHAPITRE IT.
donc
i ^^ V • \ dy
-T-i- = A -f- aw sin A -r- >
ai' dt
< Il t —rrr = 1 -^ ato
/ ^ dz ' ^ dx\ dt^ \ dt dt J
d^z _ ^ dy
Dans le problème proposé, les formules (i) deviennent, .r =o,
É .1 -r- aci> sin A -i- = o, I dt
ï d^Y . dz
r/»- . dr
COSA
elles supposent, comme les précédentes, que le mouvement étudié est assez peu étendu pour que la direction de ^et par suite la latitude puissent être regardées comme constantes; nous admettrons également que g est de grandeur constante, ce qui permet d'intégrer les équations [^\
-J7 = Vy-h 20)5 COSA,
dr dt
dz
= t'c -+- ^' — "^^X cos A ;
dt
d*oiiy en posant 2(ucos)w = /),
r = -= — — -H A cos nt -h B sin nt; n
V = -= — = cos/i/ -4- 1 -^ — -^ sin nt,
z = = — i rH sin /le -4-1 -= T I cos /If,
N = — langX[^-4- /ii»csin/i/ -f- /u'> — ^)cos/i/].
Si, à cause de la petitesse de n, on néglige son carré, ces formules deviennent, en développant sin/i/ et cos nt,
N = — 2a>(^y sinX.
Le mobile dévie vers l'est et sa chute est retardée. Si la vitesse initiale est nulle,
(5.) - = i^/S y = i^nt^y N=o,
8a)'cos*X ,
la courbe décrite est une parabole semi-cubique.
Si Ton suppose la vitesse initiale dirigée de bas en haut
(6; z = — çot -^yg't^, r = — «lit'o'* cosX -h J o)/?-/' cosX,
le mobile atteint le point le plus élevé de sa trajectoire au bout du temps
Il , '«1 = fly
'^ff
et z redevient nul pour / = — -; la valeur dejK est alors
icopj cosX . . ^ /8A*
le mobile tombe à Touest du point de départ à une distance égale à quatre fois Técart vers Test que le point aurait eu en tombant en chute libre de la hauteur maximum du jet.
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CHAPITRE V
47. Etant donnés trots dxes rectangulaires et une portion de droite matérielle homogène, dont une extrémité est à r origine et dont la longueur et la posàion par rapport aux axes sont données :
I® Déterminer Inéquation de V ellipsoïde central de cette droite par rapport à V origine;
a** Déterminer la longueur du pendule simple isochrone au pendule composé qui serait formé par cette droite matérielle oscillant autour de sa projection sur
le plan des xy,
(Lille, juillet i86S.)
L'équation générale de Fellipsoïde d'inertie d'un corps par rapport à l'origine est
— lyz S myz — izx^nxzx — ixy^m xy ;
or, si l'on désigne par / la longueur de la droite donnée A et par a, p, y ses angles avec les axes, on a
Ix=Sm(7»-+-^2)= / /î(cos*?4-cos«Y)rf/= -(cos*?-*- €05*71.
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l'équation de Tellipsoïde est donc
— = a?* ( 008*^-4- cos*y) -4-^'(cos*y -+- cos*a)-h^^(cos* « -+- cos*p)
— ^yz cos^ cosy — a^xcosy cosa — 2.xy cosacos^
ou
— = a:^ -\^ yi -{. z^ — {x cos a -hy cos p -+- -s cos y )*
= r* — r* cos*(r, A) = r* 5in*(r, A),
r étant la distance à l'origine d'un point quelconque de rellipsoïde. Cette surface est un cylindre circulaire droite
ayant la droite donnée pour axe et i/tj pour rayon.
La longueur L du pendule simple isochrone est, si l'on représente par a la distance du centre de gravité de la droite de masse / à l'axe d'oscillation
''-al' or
a=\lcosf, l\ = Z mz' = ~ cos* '(,
doù
L = l l cosY-
48. Les axes OX, OY, OZ étant invariablement liés à un corps solide et Vaxe OTL étant jixe dans V espace y on donne par rapport à ces axes les coordonnées x^y y ^ du centre de gravité du solide et les valeurs D, E des sommes 'Zmyz^ Xmxz.
Le solide étant supposé tourner autour de OZ avec une vitesse angulaire co, sans être sollicité par aucune force extérieure, on demande :
I** De trouver quelle relation il doit y avoir entre les données D, E, Xi ety^^ pour que les pressions exercées sur Vaxe aient une résultante unique;
270 OEUXIÈXB PARTIS. — CHAPITME T.
2° De calculer y quand cette relation est satisfaite, la valeur de la pression résultante;
3® De former, par rapport aux axes mobiles OX,
OY, OZ, les équations de la droite suivant laquelle elle
est dirigée.
(Paris, août 1872.)
Soient
M la masse du corps ;
X, Y les composantes de la réaction d'un point A de Tav
situé à la distance 2^ de Torigine; X', Y' celles d*un second point A'; Z la réaction de Taxe dans le sens longitudinal.
Appliquant au système le principe de d'Alembert et remarquant que toutes les forces d'inertie sont centrifuges,
puisque , en Tabsence de force extérieure -^ = o, on a
les cinq équations
X -t-X'-i- >Ia7,(o»= P, Y -f- Y'— M/iO)» = 0. Z = o, Y;-+-Y'Ç'-i-Da)2=o, XÇ^X'Ç'-+-Eo>ï -^ o,
qui déterminent les réactions de Taxe.
I** La condition générale pour qu'un groupe de forces 5, qui ne se réduit pas à un couple, ait une résultante unique est
or
Sep, = X-t-X' = — Mj:,(ii2, Sç,. = Y-i- Y' = -Mj'ia)2, S(p- = o; SOlVxÇ =-Y; — Y'r' = Dc«)î, 2 01lj.o=XÇ-4-X';'=— Eu>», SOîlx? = 0;
XOCYBMENT D UN CORPS SOLIDE
la condition cherchée est donc
art E 2"^ La pression résultante est
elle est égale et de sens contraire à la force d^inertie qui serait due à la rotation du centre de gravité auquel on aurait condensé toute la masse du corps. 3° Des équations
on déduit que cette force est parallèle au plan XOY et qu'elle rencontre OZ, ce qui était évident; sa projection sur XOY a donc pour équation
enfin son ordonnée z doit satisfaire à la fois aux deux équations
ce qui donne pour z
DE
valeur unique en vertu de Téquation de condition (i).
id. Une plaque pesante, homogène, infiniment mince, d'égale épaisseur et dont la forme est celle d'un triangle rectangle y peut tourner dans un plan vertical autour d'un axe perpendiculaire à ce plan et passant par le sommet de l'angle droit. Déterminer :
1® U an g le que fait l'un des côtés de V angle droit avec V horizontale située dans le plan d^ oscillation de la plaque quand la plaque est en équilibre;
2° L* amplitude des oscillations que la plaque exécute lorsqu^on V abandonne à son poids après avoir amené le côté considéré dans une position horizontale.
(Toulouse, novembre 1880.)
Le centre de gravité G du triangle étant sur la médiane AI [Jig, 19) et le triangle AIB étant isoscèle, le côté AC
Fig. 19-
fait, avec Thorizontale AH, un angle égal à B; Tamplitude des oscillations sera aB ou 7: -f- 2B, suivant que l'on aura amené AC ou AB à coïncider avec AH pour abandonner ensuite le triangle à son poids sans vitesse initiale.
Pour calculer le moment* d'inertie I^ du triangle relativement à Taxe d'oscillation, nous prendrons la médiane Al pour axe des x et une parallèle à l'hypoténuse pour axe des r\ soit 6 l'angle des axes, on a
\s= I l {x^-^ y^-\' iry co%^)s\Ti^ dx dy
dx I (.r*-h^*-i- 2x^ cos6) rf^
• •y — JT
= — sinO= -— .
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La longueur L du pendule simple synchrone est «
L=-A.=?=AI
50. Un rectangle matériel homogène de masse M et de côtés a et b est mobile autour de Vun de ses côtés é, lequel fait avec la verticale un angle ol ; ce rectangle, immobile sous l'action de la pesanteur, vient à être choqué par un point matériel de masse m qui le rencontre normalement ai^ec une vitesse donnée i', en un point situé à une distance l de l'axe de rotation, et se réunit à lui après l'avoir choqué» Déterminer : i" le mouvement initial du rectangle; 2° le mouvement ultérieur.
(Lille, novembre 1868.)
Le théorème des moments des quantités de mouvement et des impulsions des forces eiLtérieures appliqué à la période de choc donne, en appelant coq la vitesse angulaire du système à la (in de cette période,
u)o(m/'-4- ILmr^) — mvl = o^
mvl
m/*-H AMa*
Le mouvement ultérieur est celui d'un pendule simple de longueur
j^ ^— Il ■ •
(m/n-^ Ma) sina
Si. Étudier le mouvement d'un disque circulaire homogène pesant de masse M et de rayon a, situé dans un plan vertical et assujetti à glisser sans frottement sur une circonférence de cercle fixe de rayon R > 2a
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située dans ce plein. Calculer la pression normale du disque mobile sur la circonférence.
(Paris, juillet i883, i" question.)
Si Ton prend poar origine le centre de la circonférence et pour axe des^ la verticale descendante, que Ton désigne par N la réaction de la circonférence sur le disque, comptée dans le sens du rayon, et par r la quantité R dz a, suivant que le disque est extérieur ou intérieur à la circonférence, le mouvement du centre de gravité ou centre du disqne est donné par les équations
ce sont les équations du mouvement d^un pendule simple de longueur r.
La réaction est donnée par Féquation
la pression du disque mobile sur la circonférence est donc
Quant au mouvement du disque relativement à des axes en translation avec son centre de gravité, c^est celui d'un corps solide qui tourne autour d'un axe fixe et qui n'est soumis qu'à l'action de forces rencontrant cet axe ; il s'effectue donc avec une vitesse angulaire constante eu. On peut encore rechercher quelle est la vitesse de glissement du disque sur la circonférence ; elle est représentée par la vitesse absolue du point de contact qui est la résultante de sa vitesse d'entraînement ou vitesse v du centre du disque
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et de sa vitesse relative d= ao) ; elle a donc pour expression, en la comptant dans le sens direct,
le signe du premier terme dépend du sens de Toscillation et celui du second de la position extérieure ou intérieure du disque mobile relativement au cercle fixe.
52. Déterminer le mouvement d^un corps solide pesantdont les molécules sont sollicitées vers un point fixe O par des forces proportionnelles à leurs masses et à la
distance au point fixe.
(Paris, novembre 1872.)
Je prends le point O pour origine et une verticale pour axe des z\ soient x^ y^ z les coordonnées du centre de gravité du solide, les attractions de O sur les divers points ont une résultante passant par le centre de gravité, puisque SCS composantes sont — jx^/wo:, — p-^/wj^, — [x^mz. On a pour le mouvement du centre de gravité
or, si Ton transporte Torigine au point z = -^y ces équations deviennent celles du mouvement d*un point attiré par Torigine proportionnellement à la distance. Le mouvement en projection sur chaque axe est un mouvement oscillatoire connu. La trajectoire est une ellipse ayant pour centre la nouvelle origine et dont le plan passe par la vitesse initiale du centre de gravité. Quant au solide, il tourne autour de son centre de gravité comme autour d'un point fixe et sans forces extérieures.
83. On considère deux points matériels non pesants, de masses m et m', assujettis à se mouvoir sans frotte^
ment dans deux plans différents, mais parallèles, et maintenus à une distance invariable l'un de Vautre par une tige dont on néglige la masse. Ces deux points sont soumis uniquement à l'action d'un centre fixe qui les attire proportionnellement à leur masse et à leur distance. On demande le mouvement du centre de gravité des deux points et le mouvement de ces points rapporté à leur centre de gravité. On indiquera pour quelles conditions initiales le mouvement des deux points sera le même que s'ils n'étaient pas reliés l'un à l'autre par la tige solide.
(École Normale, juillet 1878.)
On reconnaît immédiatement que le centre de gravité décrit une ellipse dont le centre est sur la normale aux plans fixes menée par le point attirant.
Le mouvement relatif du système des deux points est celui d'un solide assujetti à tourner autour d'un axe fixe, normal aux plans donnés, et qui est soumis aux réactions des deux plans; ces deux forces étant parallèles à Taxe de rotation, le mouvement angulaire est uniforme. Soit <i> cette vitesse angulaire, les formules qui donnent le mouvement du centre de gravité et celui des deux points sont, en prenant l'axe des x parallèle à la projection de la position initiale de la tige sur les plans donnés,
X = acos\Lt -4-a'sin(if, Y = bcosiLt -h b' sin[Lt;
a» = X-f- rcoso)/, ^ = Y -h rsînw/, x'=X — r'coso)/, y=\ — r'sinwf;
dans lesquelles r et r' désignent les rayons des circonférences décrites par les points m et m' dans leurs mouvements relatifs. Pour que ces points se meuvent comme
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s^ils étaient indépendants, Il est nécessaire et suffisant que l'on ait (o = [X.
54. Une sphère homogène est posée sans vitesse sur un plan horizontal; trouver le mouvement de cette sphère, en supposant tous les éléments qui la composent attirés proportionnellement à la distance par un point fixe O du plan. U adhérence de la sphère au plan horizontal est supposée telle qu^elle ne puisse que rouler sans glisser.
Les données sont le rayon R de la sphère, la distance a du point de contact initial au point O et V attraction [x^ que ce dernier point exerce sur V unité de
masse à l'unité de distance,
(École Normale, juillet 1873.)
Le centre de la sphère décrit rhorizoatale qui passe par sa position initiale et coupe la verticale du point O, tandis que le mouvement relatif de la sphère est un mouvement de rotation autour d^une horizontale perpendiculaire à la première. Si F est la force de frottement, le mouvement du centre de gravité est donné par Téquation
or Taccélération angulaire de la rotation relative est donnée
par la formule
rf»e _ FR
dt^ '^ I '
I étant le moment d'inertie de la sphère autour d'un diamètre; d'où
F- 1 f^ - -L ^ - » — "" H £/f* "" H* dt^ "" * '^ dt^ '
et enfin
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c*est Téqualion du mouvement recliligne d'un point attire par Torigine avec la force | [x* x, le mouvement est oscillatoire,
a? = acos4/-|i/,
et la durée d'une oscillation T = — 4 /? •
Reprenons la même question en supposant le centre de gravité animé d'une vitesse initiale. (De SAisT-GEftitiUf, Recueil d^ exercices sur la Mécanique rationnelle,)
Au point de contact de la sphère et du plan, la sphère éprouve une réaction dont les composantes sont X, Y, Z; on a, pour le mouvement du centre rapporté à des axes rectangulaires passant en O, Taxe Oz étant vertical,
m -7-r- = — mLi*a?-+-X,
l o = m fi' R -+- mg — Z.
Pour étudier le mouvement de la sphère autour de son centre C, nous mènerons par ce point des axes paraUèles aux axes fixes; soient />, q^ r les composantes de la rotation autour de ces axes : le théorème des moments des quantités de mouvement par rapport à ces axes, en remarquant qu'ils sont constamment axes principaux de la sphère et que les moments de la résultante des forces attractives et de celle des forces d'inertie d'entraînement sont nab, donne trois nouvelles équations
.,^ îmR«*=RY. îmR.g=-RX, J=o.
Il faut encore deux équations pour pouvoir déterminer nos inconnues x, y^ X, Y, Z, p^q^r; on les obtient ce écrivant que la vitesse du point de contact B est nulle; ses
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projections sur Ox et O^ sont les sommes des projections de la vitesse d ^entraînement et de la vitesse relative
Ces équations permettent de remplacer les deu]i premières du système (2) par les suivantes :
éliminant X et Y entre ces équations et les deux premières du groupe (i), il vient
(5) _4-|jx«ar=o, ^4-î|i«7 = o.
Ce système connu montre que le point C décrit une ellipse dont le centre est sur Oz; comptons le temps à partir du passage à l'un des sommets, et supposons qu*alors ^ = o, X = Cj i' = A, les intégrales du mouvement seront
Les équations (3) donnent
quant à r, c^est une constante. Il résulte de ces formules que, si Ton mène par Torigine une droite qui, à chaque instant, représente en grandeur et en direction l'axe de la rotation instantanée, le lieu des extrémités de cette droite sera une ellipse horizontale.
Les équations (4) et(5) nous donnent les composantes horizontales de la réaction du plan
La résultante de ces deux forces est dirigée suivant OB
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substituant dans les valeurs de P| et P2, on arrive finale-
ment à
Pi = î M sin8(3^ cos6 — 2c),
Pi=: ^H-jMcosO(3^cos8 — ac),
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CHAPITRE VI
S6. Un cylindre de rayon r et de moment d'inertie 1 par rapport à son axe, est mobile autour de cet axe supposé fixe et horizontal. Sur ce cylindre s'enroule un fil sans masse, supportant à ses deux bouts deux poids cylindriques de même diamètre, mais de masses inégales m et m'. Ces deux poids éprouvent de la part de l'air une même résistance aif^, proportionnelle au carré de leur vitesse commune v. Trouver le mouvement de ce système, en négligeant le frottement du cylindre contre l'air et contre ses appuis.
Examiner le cas particulier oà les masses m et m' seraient égales et oà le cylindre serait animé, à V origine du temps, d'une vitesse de rotation donnée (Oq.
(Paris, novembre 1869.)
Diverses méthodes peuvent être employées pour Fétude du mouvement d*un système à liaisons :
I® On applique les équations générales du mouvement à chacune des parties du système considéré, ce qui implique l'introduction des forces de liaison que Ton élimine ensuite ;
a® L'emploi des théorèmes généraux de la Dynamique qui n'introduisent pas les liaisons et sont applicables au
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système considéré, peut souvent fournir un nombre suffisant d'équations pour déterminer le mouvement de ce système.
3** La méthode de Lagrange a, sur les précédentes, les avantages suivants : elle n'introduit pas les liaisons comme la première méthode, et elle conduit toujours, par des moyens purement analytiques, au résultat que Ton cherche, mais elle donne des équations diOfcrentielles du second ordre; c'est pourquoi on lui préfère quelquefois la seconde méthode, qui fournit généralement les intégrales premières du mouvement.
4" Une autre méthode, dont celle de Lagrange n'est aa fond que la traduction analytique, est basée sur Tapplicalion simultanée du principe de d'Alembcrt et de celui des vitesses virtuelles. On écrit que, pour tout mouvement élémentaire compatible avec les liaisons telles qu'elles existent à l'instant considéré, la somme des travaux virtuels des forces extérieures et intérieures (non compris les forces de liaison dont le travail dans ce déplacement est nul) et des forces d'inertie est nulle.
Nous emploierons toujours celle méthode pour les s\stèmes à liaisons complètes; elle revient alors à poser que, pour un déplacement élémentaire ou fini, mais réel du système, le demi-accroissement de force vive est égal à la somme des travaux des forces réellement agissantes, quand les liaisons sont indépendantes du temps; cette condition est indispensable pour que le théorème du travail ainsi conçu soit applicable à un système à liaisons; on sait, en effet, que le mouvement réel ne doit être considéré comme étant compatible avec les liaisons supposées immuables que quand le temps ne figure pas explicitement dans les équations de liaison.
Nous appliquerons cette dernière méthode au problème qui nous occupe. Soient m >> m', ^ et je/ les distances 0/»i,
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O'm* {fig' 20) comptées dans le sens de la pesanteur; v^ la vitesse initiale de m que nous supposerons d'abord
Fiff. ao.
nu
aM'
positive ou nulle; le mouvement aura lieu dans le sens indiqué, le travail de la pesanteur appliquée à la pouHe seia nul y son centre de gravité étant sur Taxe de rotation, enfin celui de la force d'inertie de la poulie aura pour valeur absolue
d^où l'équation
f mg — iv^ — m -7-j- j ^T
/ r !• r d>X*\ ^ , \ dsf ^
Or de la relation on déduit
ox
tiX = — 6 T, l' = — P ;
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Téquation du travail virtuel devient donc
mg ^m ^ — aai'»— (m -h m -H -^1 ^ = <*•
Il est aisé de reconnaître que, si v^ <1 o, le mouvement aurait lieu d^abord en sens inverse et que pour cette période du mouvement il suffirait, dans l'équation qui précède, de chang^er le signe de a. Si l'on pose, pour simplifier,
Y^_ (ni — ni*)g g __ (m—m')g
l'équation du mouvement prend la forme
suivant que i^o^o ; c'est l'équation du mouvement recliligne d'un point soumis à une force constante G, dans un milieu
dont la résistance par unité de masse est -^ • Soit d'abord (^o>o, on a
K» — pt ^K-hP K — vj
CT ÇT
GT GT
G si i>^=o, ^0=0, T=^,
Kl / 51 -5I\
C = -g-logl-+-a?o.
Dans le cas où la vitesse initiale est dirigée en sens con-
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traire de la pesanteur, si Ton compte les espaces parcourus dans le sens du mouvement, on a la formule
d'où l'on tîre
arc tang g — arc tang ^ = — — ,
t^o — K tang -|^ Pq cos -g K sin -^
^ ^ Gt _, G^ . G^
K 4- i^o tang -=^ K cos -|T- 4- Po ««n -jr
j^j K cos -^ H- Po 8»n ^ ^= g'^^ K
Le mouvement change de sens quand v s'annule, alors
/i = ^ arc tang -^ et comme, en général,
^ = îg'^^kït7;î'
la hauteur correspondant à (^ = o est
Enfin, si m = m', la formule du mouvement est
dv aa . â •
-5? = ^-pP»=A.«,
^ — ~=A^, ar= jlogCi-hAPoO-^-^o- ST. t/he droite homogène AA' rfe niasse m' et de Ion-gueur 2a est assujettie à tourner autour d'un axe vertical auquel elle est perpendiculaire et qui passe par son milieu O. Un point mobile M de masse m, assujetti à rester sur cette droite, est attiré par le point O pro~
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portionnellement à sa distance à ce point. On donne la vitesse angulaire initiale co^ de la droite, la position initiale du point M sur la droite et sa vitesse initiale relative. Trouver le mouvement du système.
On appliquera les formules au cas où le point M est placé d* abord à l'extrémité A de la droite sans vitesse
relative. On supposera, en outre, ni := — et le coefficient d'attraction / := 4<«>î-
(École Normale, juillet 1870.)
Nous mettrons le problème en équation en emplopni successivement les quatre méthodes précédemment indiquées :
i** Introduction des forces de liaison. — Soit N l'action de la tige sur le point M, comptée dans le sens de la rotation positive ; les équations du mouvement du point M sont
dt* '' r
d'où, en éliminant N,
rf/i -^ dt^ '
Or, de
X dx -\-y dy = r dr
on tire, par difTéren lia lion,
xd^x ->t-y d^y = dr^ -h rd^r — ds^ = rd*r ^ r^ éW,
ce qui donne Téquation différentielle de la trajectoire du point M
d^r cTO»
La tige est un corps solide tournant autour d*un axe fixe et
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soumis à la force — N : son mouvement angulaire est donc déterminé par Téquation
dt^
_— Nr_ mf d^Y d^x\
le moment d^inertie I de la tige par rapport à Taxe de rotation est
Téquation du mouvement de la tige, intégrée une première ibis, donne
d^ 3 m x dy — v d-r . 3 m . ^0 .
dt m'a^ dt m'a* dt
OU
(2) ^(m'a»-+-3/nr*) = A:*=coo(3mrJ-h/n'a«),
équation d'un mouvement révolu tif dans lequel la vitesse angulaire décroit quand r croit. Quant au mouvement
relatif du point M sur la tige, il est déterminé par Téqua-
//ft tion que Ton obtient en éliminant -j- entre (i) et (2)
d^ r rk^
^^^ Iti " (/?i'aî-h 3mr«)» -^"/'' = °'
qui se ramène aisément au premier ordre
^^^ \Tt) "^ 3m(m'a«-f-3mr«) "+- A*= <^'-
2® Théorèmes généraux de la Dynamique. — Aucune force extérieure autre que la réaction de Taxe de rotation de la tige et celle du plan horizontal n'agissant sur le système considéré, le théorème des aires projetées sur le plan horizontal est applicable, puisque ces forces ont des
ViLLiÉ. — Compoitliom, ig
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moments nuls autour de Taxe de rotation ; il donne
mn -t: -t- I jT = const. :
ai at
c'est Téquation (a).
Le principe des forces vives fournil Féquation
/np*-h -j-j I = — a l/mr dr -h const. = — fmr^-^c'^my
qui conduit à Téquation (4)«
3** Equations de Lagrange. — Formons la demiforce vive T du svstème et le travail virtuel oU des forces tant extérieures qu'intérieures, non compris les liaisons, pour un déplacement compatible avec ces liaisons
$U = — fmr 8r = R ^r^
d'où
dT
dT A,/ , m'an
et enfin, en appliquant les formules de Lagrange, TtW d^ ^^' dtdr' d? ^^^
dl ''
qui ne sont autres que les équations (2) et (3).
4^ Le principe de d'Alembert, joint à celui des vitesses
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virtuelles, fournit Inéquation générale
dans laquelle X, Y, Z sont les composantes parallèles aux axes de la résultante des forces réellement agissantes (abstraction faite des forces produites par les liaisons) pour le point du système de masse m, et ùx, Zy^ ùz les composantes d*un déplacement virtuel de ce point, compatible avec les liaisons.
Si, dans le problème actuel, on désigne par a/ et^Mes coordonnées d'un point quelconque, de masse dm\ de la tige, l'équation précédente prend la forme
Or, en vertu des liaisons,
0J7 = 8(r cosO) = - or — y 86,
fy = o(rsinO) = î^ or-h roO, oj:' = -/80, 5/ = ^80;
d'où, en égalant séparément à zéro les coedficients des variations arbitraires or et SQ,
-' r \ dt^ r dt^ r I '
l d^r d^T\ ^ . ,/ ,rf*y ,d^T'\
le première nous a fourni Téquation (i), et la seconde, en rintégrant une fois, donne Téquation (a).
Revenons à Tétude du mouvement relatif du point M,
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défini par Inéquation (4), qui conduit à une intégrale abélienne*, on doit toujours avoir
ou
9//11» r^ -4- 3 mr^(/m'a^— 3 me*) -h A*— 3 mm'a^c^ < o,
ce qui exige que les racines en r^ de ce trinôoie égalé à zéro ne soient ni imaginaires, ni toutes deux négatives : Tune d'elles au moins est donc positive; soient r, et r* ces racines et r^ > r^, on reconnaît aisément que le point m oscille entre r^ et Ti si /'j est réel, ou, s*il est imaginaire, entre ± /'i. Il est clair que si Ti >> a, le mobile s'arrêterait à rcxtn'milé de la tige dont le mouvement angulaire deviendrait uniforme à partir de cet instant. Enfin, quand r2 = o, r pourra croître jusqu^à Ti et diminuer ensuite jusqu'à zéro; mais il n'y arrivera qu'après un temps infini,
parce que dt contient - en facteur, ce qui rend infinie l'intégrale qui a zéro pour limite; la courbe décrite est alors une spirale asymptote au pôle.
Appliquant les formules au cas particulier de Ténoncé,
on trouve
A« = l maScoo, c« = \- a'wj
et, pour Téquation qui détermine r^ et Tj,
Tune des racines r, = a, ainsi qu'on pouvait le prévoir, et
l'autre r2 ^ — rr«
58. Un prisme de masse donnée M repose^ par une furjace plane, sur un plan horizontal, sur lequel il peut glisser sans frottement; dans ce prisme, on a creusé
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un cylindre ayant ses génératrices horizontales; un point matériel pesant de masse donnée m glisse sans frottement sur la section médiane de ce cylindre. On suppose que les vitesses initiales du prisme et du point matériel sont nulles. Trouver le mouvement de ce système.
On appliquera les formules au cas où la section droite du prisme est une cycloïde à base horizontale y convexe vers le bas, et Von supposera que le point m a été placé au commencement, au point le plus élevé de la cycloïde. On effectuera le calcul en supposant que la masse m est très petite par rapport à M e/ négligeant
les puissances du rapport rr supérieures à la première.
(Paris, novembre 1871.)
Nous rapporterons la position relative du point m à un système d^axes, l'un Ox horizontal, l'autre Oy dans le sens de la verticale, Torigine O étant le point de départ; les coordonnées relatives de ce point sont liées par l'équalîon du canal f(x^ y) =0. Soit d'ailleurs Xi le déplacement du point O du prisme au bout du temps tj les coordonnées absolues de m sont x -{- Xi et^,et celles du centre de gravité du prisme ari -i- X© et Y©.
Cela posé, le système du prisme et du point m n'est soumis qu'à des forces verticales et, comme les vitesses initiales sont nulles, le centre de gravité doit rester sur une verticale, ce qui donne
m(ar-+-3?,)-+-M(Xo-HTi) MXo
Î3 = COnSt. = rr
ou
(i) Mj-i-I- ;?i(x-4-Ti) = 0.
Le théorème des forces vives fournira la seconde équation nécessaire pour la détermination des deux seules in-
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connues x et X\ du problème
dT\ r^(a:H-a-,) I» dy^
dT\ Xd^x-^T^yX
^m-r^=^mgy;
remplaçant dans cette équation --r^ par sa valeur obtenue
en difTérentiant Inéquation (i), on a une relation difTérentielle entre or, ^ et /,
M dx^ dy^ _ ^^^ mT^' 'dï^^ di^^ ^^•^•
Quand la section est cycloïdale, on peut écrire
X = a{u — sinu), y = a{i — cosu);
et, si Ton pose m = Me, Téquation (a) devient d'où
On est conduit à effectuer une intégrale elliptique de seconde espèce ; mais la forme de Téquation montre que u qui croît d'abord ira jusqu'à htz; comme il ne peut dépasser cette limite si le canal est formé d'une seule branche de cycloïde, u décroîtra ensuite jusqu'à zéro; la durée de ces oscillations est d'ailleurs constante.
Les coordonnées absolues de m sont
ar -+- a?i = (1 )x = ( m — sin m), y = a(i — cosu>;
la trajectoire absolue se déduit de la cycloïde donnée en réduisant les abscisses dans le rapport de i à i -^ £. Le prisme a un mouvement oscillatoire en arrière, avec une
amplitude égale à -
2itas
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La pression exercée par m sur le prisme s^obtient en écrivant que c'est elle qui produit le mouvement horizontal du prisme. Comme elle fait avec la partie positive de Taxe des x l'angle t: — ^u, on aura
' dt^ n-e dt*
ma r, . d^u rftt'l
= (i — cosw) "j-r +sinu -j-r ;
I -H s dt^ a(n-£COS*^a) d'où
1 d*u ^ ^esin f i^cos^ u I -+- £ dt^ "~ a(n- ecos* J a)'*
Substituant dans N et réduisant, on trouve une valeur essentiellement positive
/,x Tvi 2-4-6-+- £COS* 1 M . I
^ ^ (i-f- ecos* I a)* 2
Quand on néglige le carré de e, l'équation (3) devient întégrable,
dti/^ = rfa(i-- Jesin»}-M),
. /? sa E .
(1) ti/—=u --h-sinM.
Le temps d'une demi-oscillation est an f i — - j l/-'
Appliquant la série de Lagrange à l'équation (5), on a, avec la même approximation que précédemment,
On peut regarder cette équation comme exprimant la loi du mouvement.
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59. Etant donnés un cône circulaire droit dont Vaxe est vertical et dirige de bas en haut, et une poulie homogène, de masse et de rayon connus, située dans un plan méridien du cône et tournant autour d'un axe perpendiculaire à ce plan, un fil flexible et inextensible est enroulé sur la poulie; un des brins du fil passe dans une ouverture infiniment petite pratiquée au sommet du cône et à son extrémité est attaché un point pesant de masse m assujetti à glisser sans frottement sur la sur/ace du cône; r autre brin descend suivant la verticale et porte à son extrémité un point pesant de masse m\ Trouver le mouvement de ce système en supposant que la vitesse initiale du point m soit horizontale et celle du point m' nulle.
On néglige le poids du fil.
(École Normale, juillet 1872.)
Soient {fig. 21)
Fig. 21.
Tn-
a le demi-angle au sommet du cône ; r la distance O m ;
9 Tangle dont a tourné le plan méridien qui contient celte droite ;
[X la masse de la poulie ;
a son rayon ;
I son moment d^nertie autour de son axe.
L'application des équations de Lagrange conduit aux. formules
_, ,dr^ (dr^ ,€/0s \ dit _
ou, en remarquant que
et posant m -+- w'-h - = M,
a/* dt^
ôU = g{m cosa — /n') 8r = ^m| 8r;
rfT ^, . <fr
^, =mr»e sin« a, ^ = o, = o,
On en déduit
rf/ t/O' ■" ^
ou
(i) r* -7- sin'a = const. = To^^oS*"*»
équation à laquelle on aurait été conduit immédiatement en remarquant que, les trois forces auxquelles est soumis le point m, la pesanteur, la réaction du cône et la traction du fil étant dans le plan méridien, le théorème des aires est applicable au mouvement de la projection de m sur un plan horizontal.
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On a encore
ou, en intégrant après avoir éliminé ^9
.«V m. <'''* mr\v\ «
<3) M ^ H ^^ — a^m,r = coiist. = mp;— 2^m,ro;
c^est Téquation des forces vives appliquée à tout le s^'stème.
On a, en définitive,
±dl — /M
roi'o /m dr
±dQ =
^'"* rv\r — ro)[a^mir*-4-/iip;(r-*-ro)]
ce sont des intégrales elliptiques de deuxième et de troisième espèce.
Les circonstances du mouvement dépendent du signe de niy == m cosa — m\
1** /Wi -< o. — Les racines de la quantité entre crochets sous le radical sont réelles et de signes contraires; si ri est la racine positive, r varie entre r^ et Ti, et le point m touche alternativement les parallèles correspondants. Ces deux parallèles se confondent et le mouvement de m est uniforme si gra^ r© + mç»J = o.
Ce cas comprend celui où le point m se meut sur un plan horizontal.
2** iii| > o. — La quantité entre crochets est positive pour toute valeur positive de r : donc r, qui doit toujours être supérieur à Tq, grandit indéfiniment, mais cela exige un temps infini. Au contraire, la valeur correspondante 6| de 9 est finie, le coefficient de dr dans Fexpression de d^
ayant un dénominateur de Tordre de r^\ la trajectoire est
asymptotique à la génératrice ^i du cône, ainsi quUI est aisé de le vérifier en cherchant la sous-tangente polaire de la projection horizontale de la trajectoire.
3** nit = 0. — Les équations (4) deviennent intégrables; on trouve
cos
La projection horizontale de la trajectoire se déduit de la ligne droite en augmentant les angles polaires de ses divers points dans un rapport constant^ îl y si une asyniptote
2 sinx
située à la dislance p^^=: r^smoL du pôle.
On a encore
=7yiv/.-^=
il faut un temps infini à m pour parcourir sa trajectoire qui, dans ce cas comme dans le précédent, se trouvera limitée en fait par la longueur du fil.
60. Deux points matériels de masse m et m\ réunis par un fil flexible et inextensible qui traverse un anneau infiniment petit O, sont assujettis à se mouvoir dans un plan qui passe par O; le point m est sollicité par une force dirigée vers O et qui varie en raison inverse du carré de sa distance à ce point; déterminer le mouvement du système en négligeant la masse dufiL
On examinera, en particulier, le cas où la vitesse initiale du point m' est dirigée suivant la droite qui /oint la position initiale au point fixe O.
(Paris, novembre 1873.)
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Soient r el i^ les distances O/w, Om'; 6 et 6' les angles de ces droites avec un axe Gxe; le théorème des aires s^applique au mouvement de chaque point
relations auxquelles il faut joindre r -|-/^= l'% elles montrent que les vitesses angulaires varient en sens inverse Tune de Tautre : chacune d'elles conserve, d'ailleurs, son sens primitif.
L'équation des forces vives appliquée à tout le système fournit la quatrième équation du mouvement
si Ton y remplace les vitesses par leurs expressions en coordonnées polaires, et qu'on élimine les vitesses angulaires et r' à Taide des trois premières équations, on obtient
_ A r» ( / — r)« -H g {X mr( / — r )« — mc« ( / ~ r )« — m' c'* r«
équation dans laquelle
A = mvl ■+- m'v'} — •
Considérons le polynôme du quatrième degré
i F = Ar«(/ — r)»-i-ajimr(/— r)«— mc«(/ — r)«— m'c'«r«;
il est nécessairement positif pour r= r^, tandis qu'il est négatif pour r égal à zéro ou à / : il a donc au moins deux racines comprises dans cet intervalle. Si A^o, les deux autres racines sont également réelles, l'une est négative et l'autre supérieure à L Si A < o, ces racines peuvent être imaginaires; mais, si elles sont réelles, elles sont toutes
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deux dans Tun des quatre intervalles séparés par
et il pourra y avoir trois racines, soit entre o et r^,, soit entre r© et l\ quoi qu'il en soit, r oscillera toujours entre les deux racines séparées par ro, et il ira de l'une à l'autre de ces valeurs a et ^^ dans un temps constant. La trajectoire de m sera formée d'arcs égaux compris entre les cercles de rayons a et p, qu'elle louche alternativement; celle de /?i' a une forme analogue entre les cercles de rayons l — a et / — 3. Pour que a = ^, il faut que leur
valeur commune soit ro, ce qui exige (-tt) = o, ou qu'à
l'instant initial la vitesse de m et, par suite/ celle de m' soient perpendiculaires au rayon vecteur correspondant, et qu'en outre r = ro annule la dérivée de l'équation P = o; cette dernière condition, en tenant compte de la première,
équivaut a ( -77^ ) = o, ou
me' m'c'*
ri (/-/-o)'
que l'on peut encore écrire
puisque alors
c = r^Po» c = r^ v'^.
Quand ces conditions sont satisfaites^ les deux points se meuvent uniformément sur deux cercles.
Dans le cas particulier proposé, c'= o, 0'= const. :
V ni — rn ^Br*-r- 2^r — c»
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Téquation de la trajectoire de m est
Cette courbe a pour rayons vecteurs ceux d'une conîqiip ayant son foyer au pôle, les angles polaires de tous les points étant augmentés dans le rapport de ^m -f- m' à ^7n. On trouvera la position de m en fonction du temps de la même façon que pour le mouvement des planètes; son mouvement sur sa trajectoire est d'ailleurs suflisamment déHni par la loi des aires.
61. Trouver le mouvement de deux points matériels pesants qui s'attirent proportionnellement à leur distance et qui sont assujettis à se mouvoir sans frottement y le premier sur une droite verticale donnée, le second sur un plan donné oblique à l'horizon.
On examinera en particulier les circonstances du mouvement dans les hypothèses suivantes :
1" Les deux points matériels ont des masses égales;
2° Leur position initiale est celle où ils resteraient en équilibre si leurs vitesses étaient nulles;
3° Les projections de la vitesse initiale du second point sur l'horizontale et sur la ligne de plus grande pente du plan sont égales chacune à la vitesse initiale du premier point ;
4** Le plan donné fait avec l'horizon un angle, dont
le sinus est égal à j.
(École Normale, juillet 1874.)
Nous prendrons pour origine le point O de rencontre du plan dans lequel se meut le point M et de la verticale que parcourt le point M', pour axes des x et des^^ la ligne de plus grande pente et l'horizontale du plan passant en O;
fi)
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enfin soient 0M'= r et a l'angle du plan avec la verticale. Les équations du mouvement de ces points s'écrivent immédiatement, si Ton remarque que les composantes de MM' parallèles aux trois axes coordonnés sont respectivement rcosa — or, — j- et rsina; elles donnent
i-r-j =z ff -{- fm[ — (rcosa — j:)cosa — rsin'a] = g-^ fmi^x cosa — r),
-^ =^cosa -+-//n'(rcos« — J7), ^ = — fmy.
Ces^ équations montrent que le mouvement de la projection du point M sur Taxe des y est celui d'un mobile attiré par le point O proportionnellement à la distance; on a
( 2 ) ^ = \ cos t ^fm' -+- B sin / V^'*' i
Tcquation qui donne r s'obtient par l'élimination de x entre les deux premières équations générales du mouvement
--r-r -^f(j^-^^')-7j^ -k-/*mm' r^'in^T. = fg{m!-\' m cos* a),
d'où
/ r = Cl cos A:f -H Cj sin kt ^ ' -4-C3CosA:if -t-c^sinA:,; H- 2-i_ y_,_ '-
X s'en déduit aisément
X = -5 — î (/m — A:*)(CiCOsX:^-HC| sinAï)
(/m — A-})(caCosA:t/-*-C4 sinX, /)-4- >^ ' j — col* a
Introduisons les hypothèses de l'énoncé dans les équations (i) : ce sera plus simple que de les introduire dans
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ces éqna dons intégrées; faisant m = m' el posant y/n = ji^, elles deviennent
^ =^— a«(jP«>sa — r), » t bis -JY = ^cosx-r- a'ircosa — j:),
dl^
Eo verta de la seconde hvpolhèse, les coordonnées initiales satisfont aux équations (i bis)^ dans lesquelles on ferait les accélérations nulles,
1 e — u*i T^ cos I — r.) = o, • 5 < ^ coç X ^ 5*'( '*• cos a — x^) = o,
d'où
i*' I -r- C05* a ^ a 4r cos «
Posons
et retranchons les équations (5) des équations (ibis)^ il vient
dt^
;j.*(Xcosi-
dt^
;a'(Rcos«-
-îi«Y;
remplaçant enfin les deux premières équations par les suivantes,
d^iH — X'i
di
= — îi*(H-cosa)(R — X),
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on a un système de trois équations qui s'intègrent séparément.
D'après la troisième condition, les dérivées de X, Y et R ont, à Tinstant initial, la valeur commune c; tenant compte enfin de
Xo = Yo = Ro = o» cos a = J , on trouve que les intégrales générales se réduisent ainsi •
Rh-X = — sin- ix/, R — X = o, Y=-9inii/.
L'équation de la trajectoire de IVI s'obtient en éliminant ULt entre les valeurs de X et Y
[xîXi=4c*(X«— Y«).
Prenons des coordonnées polaires avec le point Xo^ J'o = o
pour pôle,
pi = 1 •
^ ;j* COSTCO
c'est une courbe du quatrième ordre, qui ressemble à une leniniscate de Bernoulli.
62. Trouver le mouvement de deux points matériels, assujettis à glisser sans frottement sur un cercle horizontal et s^ attirant mutuellement en raison inverse du
cube de la distance.
(École Normale, juillet 1876.)
Soient
m et m' les masses des deux points; / leur distance ;
r le rayon du cercle sur lequel ils se meuvent ; et 0' les angles que font les rayons qui aboutissent en m et m' avec un diamètre fixe du cercle.
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di di '
irrita' J .^ — le signe à prendre étant celui de sin \-H — b' >:
d'«iù les éqnatïoDS du mouvemeat
\ '" rf/! ~ Hr' sio» J.ft — 6,'
En combinant ces formules, on arrive aux suivantes : d'tt .d--V _
La première, qui est la dérivée de 1 equatioa des aires, donne
cette équation montre que, si l'on considère sur la circonférence un point M, tel que, OM faisant avec le diamètre UQ angle 0, on ait
ce point, qui divisera 6 — 6' en parties inversement proportionnelles aux masses des deux points, se mouvra sur la circonférence d'un mouvement uniforme.
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La seconde équation donne la loi du mouvement relatif; si Ton pose 9 — 0' = w, elle devient, en l'intégrant,
^ \dt/ \dt)o~ |4r* Vsin»la) sin^icoo/
ou
4r* (Zbis) ' _ jdtù \dtû%m\îù
I ^ v^i — A -+- A cos* ^ il)
sin'^ b>
équation dans laquelle nous avons représenté par A la constante
L'équation (3 6^$) est intégrable, et les circonstances que présente le mouvement relatif dépendent de la valeur de A:
I ** A > I . — Posons alors A = . , . > o <; a <[ - ; or,
en choisissant convenablement le sens dans lequel on compte l'angle (o, on peut toujours supposer o <I (Uo <I ^; l'équation (3 bis) montre alors que co variera entre ± a, le mouvement relatif sera oscillatoire et d'amplitude %'3l<^t.. Quand les mobiles se rencontrent, leur vitesse relative
-j- passe par l'infini; en vertu de l'équation (2), les vitesses des mobiles sont infinies et de sens contraires. Intégrant l'équation (3 fr/5), on a
la constante k devant être changée à chaque passage de la
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vitesse par Tinfini. La durée T d'une demi-oscUlalion relative est
T= — "^^^ - [log(/Âcos|a)H-v^i — Asin^ici))!!!!!,. jjL/A(/n-4-m')
(6) T= ; =log-— ^.
a<* A = ï . — La loi du mouvement est donnée par la formule
_^ {x^/7i -+- ni' _ -J «/cii sîn } (u 4 '** cos J ci>
le signe à prendre étant celui de dtù tang-co; on en tire
{7) COS ^ tu = COS I CDo tf
-^ ) >- o, on doit prendre le signe supérieur, w >a
constamment en croissant et n'atteint sa limite supérieure 1; qu'au bout d'un temps infini.
Sif^j <o, comme par hypothèse 7r>a)0>o, on
devra prendre d'abord le signe inférieur; co décroît elles mobiles se rejoignent au bout du temps
T = — r- ■ log
à partir de cet instant, tang^co changeant de signe, le mouvement sera donné par la formule
cos -}««> = «
(i> deviendra égal à — ic dans un temps infini.
3** A < I . — La vitesse angulaire relative ne s'annule jamais, le mouvement est révolutif.
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Soit d'abord A > o : on a
(8) cos-u)=-^-^L« *' -« *' J,
les signes supérieurs étant pris quand é/co sin ^ co est positif; or, le mouvement étant révolutif, dtù ne change jamais de signe; on devra donc, dans la formule (8), changer de signe et de constante k à chaque rencontre.
L'intervalle qui sépare deux rencontres consécutives est
rg) T = , 1:' . log i-t^ .
|x /a ( m -+- m') 1 — /a Pour A = o, on a les formules
(lO) COSf O) =z^(f -H A) ' ^ > T=:
4 ''* jx ///i -h m'
Soit enfin A = — B <! o, on obtient
cosico = ^~-^cos[^ ^^ ^^^, -'(^-*-A0j,
(II) { T= ^^' nrr^ini/-
arc tang/B.
|xv/B(//i-+- m')
63. Mouvement de deux points matériels de masses m et m', s' attirant proportionnellement à la distance et assujettis à se mouvoir sans frottement sur deux cercles concentriques de rayons a et a' situés dans un même plan horizontal. On suppose les deux mobiles en repos à Vorigine du temps»
Cas des oscillations infiniment petites.
(Paris, novembre 1877.)
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Suivant la même marche que dans Texercice précédent^
on a
aT = ma^
SU =-~|JL«m/n'/o/ = ix»mm'oa' sin(e — 6')(oe — se'); d'où les équations
ma* -rj = — [jl* mm' aa' sîn( 6 — 8'),
m'a'* ^ = [jL»mm'aa'sin(e — 6'),
que Ton peut remplacer par les suivantes :
,rf«e , ., rf«e'
'-^ j rfi(e-e') / a ,«'\ . ,A A'x
La première, en tenant compte des circonstances initiales et choisissant Taxe polaire tel que
ma* 6o -h m' a'* 6J^ = o,
devient, en intégrant^
(3) ma*e-+-m'a'«e'=o,
formule qui montre que Taxe polaire divise Tangle des rayons vecteurs des mobiles en parties inversement proportionnelles à leurs moments d'inertie par rapport au centre commun des deux cercles.
La seconde nous donne
(4) (-^) =aA'«|x>(cosu>--cosa)o),
si Ton pose, pour simplifier,
,. ma*-^ m'a'* aa
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elle prouve que le mouvement angulaire relatif est celui
d'un pendule simple de longueur L=x^> abandonné
sans vitesse initiale.
Dans le cas des oscillations infiniment petites, la seconde des formules (2) peut s'écrire
d'où
6 — e'=(eo— 6o)cosfxA'f,
ce qui donne finalement
^ ^ \ e'.= e;cos|xA7;
chaque mobile oscille comme un pendule simple de longueur L.
64. Un tube circulaire, infiniment petit, peut tourner librement autour de l'un de ses diamètres qui est fixe; dans V intérieur du tube peut se mouvoir sans frottement un point matériel.
Déterminer le mouvement de ce système en supposant que les seules forces qui agissent sur le tube et sur le point soient leurs réactions normales mutuelles.
On donne le rayon r du cercle, le moment d* inertie A du tube par rapport à V axe fixe et la masse m du point
mobile,
(Paris, juillet 1880, i" question.)
L'axe de rotation étant pris pour axe polaire, soient ^ Tazimut et Q l'angle polaire du point mobile. Aucune force extérieure autre que les réactions de Taxe fixe n'agissant sur le système, le théorème des aires donne
(I) (A-4-/nr»sin»0)^^ ^ c,
at
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équation qui montre que le tube est animé d*un mouvement révolulif, avec une vitesse angulaire d'autant plus faible que le point mobile est plus voisin de Téquateur.
Le théorème du travail et des forces vives fournit la seconde équation du mouvement; exprimant que la force vive totale du système est constante, on a
Uéquation différentielle du mouvement est donc (3) di=)- / ^ _ ;
et celle de la trajectoire
/A -\- mr* sin*0 /6*( A -h mr^ sin'6) — c'
on les ramène aux fonctions elliptiques en posant
A ^- mr^ sin*6 = u.
L'équation (3) montre que la vitesse du point dans le tube est d'autant plus grande que ce point est plus rapproché de l'équateur; elle varie donc en sens inverse de la vitesse azimutale.
Les circonstances du mouvement dépendent du signe de
6« A - c« = mr* Ta (^)*— f ^)%in«eo(A -4- mr^ sin^Oo)] .
r* ô^A — c^>> o. — -j- ne s'annule jamais, le mouvement du point dans le tube est révolutif.
a" b'^ A. — c'<Co. — Comme on a nécessairement c^ — &2 \<- mr^b'^, ce que d'ailleurs l'on vérifierait aisément, on peut toujours poser
c* — 6*A ~ //ir*6* sin*a;
DYNàXIQUB DBS STSTÈMRS. 3l3
le mobile oscille entre les deux parallèles a et tc — a. Ces parallèles se confondent et le point reste sur l'équateur si l'on a
c' — 6* A = mr' 6* ou 6(,= o, (^) =^'
3® b^\ — c^=o. — Les équations (3) et (4) deviennent intégrables et l'expression de dt prend la forme
o sinQ
le mobile se dirige vers l'un des pôles qu'il n'atteint qu'au bout d'un temps infini, le degré d'inGnilude de la fonction à intégrer étant égal à l'unité.
6o. On donne un cône de révolution dont l'axe Oz est vertical et l'angle au sommet égal à 2ol] en O se trouve une très petite poulie sur laquelle passe un fil de longueur /, portant à ses deux extrémités des poids égaux M et M'; M est assujetti à rester sur la surface du cône, M' sur l'axe Oz»
Déterminer le mouvement.
On supposera pour les données initiales que, pour t = o, OM = ro; que la vitesse initiale Vq du point M
est égale à \Jigh et dirigée tangentiellement au parallèle du point de départ, et par suite que la vitesse initiale de M' est nulle.
On s'attachera particulièrement à fixer les limites entre lesquelles varie la distance OM = r. On considérera en dernier lieu le cas de h = irosin^ -'
(Paris, novembre i88o.)
Ce problème n'est qu'un cas particulier de celui du n** 59; faisant dans les formules obtenues jx = o, m = m',
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el par suile M=:2iw, /», = — a/n sin- -» on
r-di =
r^S th dr
«inz
ri \,r — /•p»JA(r — r©) — ar* sin* - 1
le mobile M oscille entre les parallèles
r. el r|= > ?•
4 sin» -
Le résultai de la substitution de r = ro dans le trinôme /ir — r^ — ar^sin'- étant aro(/i — rosin^-K il en résulte que r^ ^ r©, suivant que
h — r«sîn* - ^o;
si celte quantité est nulle, le point M décrit un parallèle; la tension du fil reste alors constante et égale à mg. Dans le cas particulier de Ténoncé, on a r, m aro.
60. On considère deux points matériels M, M' de masses m et m\ que Von suppose non pesants. Uun d^eux M est assujetti à demeurer sur un plan P; Vautre à demeurer sur une droite O^, perpendiculaire au plan P. De plus, ces deux points sont reliés par un fil tendu MOM' de longueur /, qui passe par une petite ouverture pratiquée en O dans le plan P.
On demande de déterminer le mouvement de ces deux points, en supposant qu'ils se repoussent proportionnellement à la distance, la répulsion mutuelle ii la
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distance i étant (x. On négligera le frottement, et Von représentera par r© la distance du point O à la position initiale de M, par r© la vitesse initiale de M, qui sera supposée perpendiculaire à OMo.
(Paris, novembre 1881, i** question.) Soient
z l'ordonnée du point M'; r la distance OM^
6 Tangle de cette droite avec une droite fixe O^, tracée dans le plan P.
On a
Les forces qui agissent sur le point M sont la réaction du plan P, la tension du (il et la répulsion exercée par M'; ces trois forces étant le plan passant par O;? et le point M, le théorème des aires est applicable,
Le principe des forces vives fournit la troisième équation du mouvement
(3) m '^''* ^J^l '^' + m' ^g -mvl^-if ^iRdR= ,x(R«-Rj), R étant la distance MM' ; celle équation peut s'écrire
dft /.' /.s
(m-t-m')g^ -H/ni;; ^ ^^ = 2p.(r — ro)(r— ;5o)»
d'où les formules
v/m -+- m' r dr
■±dt =
, sj{r — r^)['i^r^{r — zç^) -^ mvl(r — r^)]
-. |/m -f- /n r^Vn dr
rV^(r—ro)[2|xr>(r—^o)-^ ''«*'?('• -^'•o)3
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on ramène la première aux fonctions elliptiques de première et de seconde espèce, en posant r — r© = - • Soit le polynôme
P = ajJLr«(r~-5o)H-mpî(r-+- ro);
Téquation qu^on obtient en l'égalant à zéro a toujours ane racine négative, et comme sa transformée en — r n'a qu^une variation, les deux autres, si elles sont réelles, sont positives; de plus, cette équation n*a aucune racine supérieure à^e, puisque, pour r^So, P>>o. Les circonstances du mouvement dépendent du signe du résultat de la substitution de r=ro dans le polvnôme P,
i" Po<o. — L'équation P=o a deux racines positives Tl et r2, séparées parro,
o < r, < To < r, < 5o,
le point M oscille entre deux circonférences de rayons r, etri.
2° Po > o. — Les deux racines r^ et r2, sî elles sont réelles, sont toutes deux inférieures ou supérieures à r^. Pour reconnaître si r doit commencer par croître, puisque
d'où
il en résulte que, si les racines r^ et r2 sont réelles et inférieures à To ou imaginaires, r ira constamment en croissant de To à /, limite imposée par la longueur du fil. Enfin r oscillera entre r^ et la plus petite des deuxra-
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ciaes si celles-ci sont supérieures à /^o* Toutefois, dans le cas où elles seraient égales, le rajon vecteur n'atteindrait sa valeur maximum qu'après un temps infini. Il y aurait lieu de faire la même restriction pour les exercices n°* 37 (3«)et60(ao).
3** Po = o. — La vitesse et l'accélération radiales -^
at
et -TT^ étant nulles à l'instant initial, le problème admet
la solution singulière /' = const. = Tq. En effet, si le point M décrit une circonférence, le point M' reste en repos; la tension du fil est donc
T = [X-Sot
et l'équation du mouvement de M est
— ^ =— |xro-+-T = p.(zo— ro):
le mouvement prévu est donc possible.
Il est aisé de reconnaître que ce mouvement est seul admissible ; car, si Ton prend la première des équations (4), elle devient
.^. , f . //n -H m! rdr
(6) dtidt'^U . ^^^^^ ,
(r-r,)^r^-^{iiro-^l)r-^-^(2ro-l)
et elle montre que r, partant de ro, ne peut varier d'une quantité infiniment petite e qu'au bout d'un temps infini» le degré d'infini tude de la fonction à intégrer étant égal à I pour r = To -h e.
Cette importante remarque s'applique aux cas analogues des exercices précédents, dans lesquels la trajectoire, ou sa projection, est la limite d'une courbe festonnée, comprise entre deux cercles concentriques, dont les rayons tendent vers une valeur commune.
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67. Deux points matériels M et M' de masses m et m sont fixés aux extrémités d'un fil flexible et inextensible de longueur /, qui passe sur une très petite poulie O. Le point M est soumis à une force répulsive émanant du point O, inversement proportionnelle au carré de la distance OM et dirigée constamment suivant OM. Le point M' est assujetti à se mouvoir sans frottement sur une courbe plane donnée C, dont le plan passe par le point O.
Étudier le mouvement des points M et M'. On représentera par \\km la force répulsive à l'unité de distance; on prendra l'équation de la courbe G en coordonnées polaires sous la forme ^'=f(^r'), r^ désignant la distance OM'. On supposera nulle la vitesse initiale de M'; celte de M sera supposée dirigée dans le plan de la courbe C, perpendiculairement au rayon vecteur initial, et sa grandeur sera représentée par I /j> k étant
donné.
On ramènera le problème aux quadratures.
Trouver Véquation de la trajectoire du point M,
lorsque la courbe G est une spirale logarithmique ayant
O pour pôle.
(École Normale, juillet 1882, i^ questioo.)
Appliquant le théorème des aires au point M et le principe des forces vives à tout le système, on a les équatioDs
Or
Ali ^ *!•! ' An ^ ^ An An l» ^ '^ / v^ >>'
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d'où la relation entre r et t
Enfin la trajectoire de M a pour équation différentielle
Le trinôme (t-t-— )/*^ — /• — '-r àoh être conslam-
r* ment positif; or ses racines sont r© et /"i =- — . ^ : r ne
peut donc être inférieur à To et commence par croître; il en résulte que r^ décroît et que le point M' se meut sur la courbe dans le sens vers lequel / diminue jusqu'à ce que
/•' devienne minimum. A cet instant -^ ^= o xf'^t-^) = x> :
donc -j- passe par z 'ro et r commence à décroître ; il n'en
est pas de même de -^ =^/'(r)-j- i qui prend alors la valeur
y'Tn) '~ mv^ \I- "*" ^ "■ 7- " ÂTij'
différente de zéro. 9' continue donc à varier dans le même sens, jusqu'à ce que M^ atteigne un point de la courbe C pour lequel on ail encore /= r^y et ce mobile oscille sur la courbe C entre ce point et sa situation initiale. Si H n'admet pas de minimum, le mouvement de M' est révolutif; celui de M l'est dans tous les cas. Enfin, dans le cas où Tq serait maximum, le sens du mouvement initial de M' serait indéterminé et il en serait de même à chaque pas* sage par la position initiale.
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Soil, pour la courbe C, la spirale logarithmique,
•^ ^ ' nr
COSti),
d'où l'équation dilTérentielle de la trajectoire de M
qui donne, en l'intégrant et faisant passer Taxe polaire par la position initiale de M,
(6) -îî=— — -^(n ) cos — — ^ = -
Cette courbe, indépendante de la longueur du Gl, admet les mêmes rayons vecteurs que Thyperbolc
(7) — = hflH )
pour des angles qui sont à co dans le rapport constant 4/ I H- — ( I -h -^]> mais il n'y a qu'une portion de la
branche gauche de cette courbe qui convienne : c'est celle qui correspond aux valeurs de 8 comprises entre zéro et 8| répondant k r= L Pour r = /, le point M' est arrivé
au pôle, 6' = — 00 , dans un temps fini, ce qui s'explique
//ft' en remarquant que-i-) nul à l'origine du mouvement, tend
vers — 00 en même temps que 6'.
68. Un point pesant M de masse m i^fig^ 22) est tissu je tti à rester sur une circonférence verticale C. Ce point est à l'extrémité d'un fil qui passe dans un o/ineau infiniment mince A situé au point le plus haut de la circonférence C et qui vient ensuite s'enrouler sur la
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grande roue d'un treuil T, Le Jil enroulé sur la petite roue de ce treuil porte à son extrémité un point pesant M' de masse m'.
On demande de déterminer le moui^ement de ce système. Après avoir traité la question d'une manière générale, on examinera particulièrement le cas où la vitesse initiale de M serait nulle.
Nota. — On désignera par R le rayon de cercle C, par r et r' les rayons de la grande et de la petite roue du treuil; soit de plus MK^ le moment d'inertie du treuil par rapport à son axe.
(Paris, octobre i88a, i'* question.) Soit Cl) l'angle dont a tourné le treuil pour un angle
Fig. aa.
ACM = 8, parcouru par le point M; si Ton compte cet angle Q dans le même sens que co et de o à 27c seulement,
on aura
^ . 8 rfo) R rfe 6
ro> = 5t R sin - ) — r- = 7- cos - •
1 at r at 2
Le système étant à liaisons complètes, le principe des forces vives suffît pour déterminer le mouvement. La force Vaut. — Compositions. 31
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vive du système est à un instant t
= (S)' ["■•«■^("'■'•■^ MK") ï <»•• ;] :
le travail des forces, non compris les liaisons dont le ira* vail est nul, a pour expression
const. — ^m R cos6 — gm! r'tn
(r* fi \
mcosO -f-am' — sin - j»
d*oii Féquation
"^Kdi) r^ ?i ^^^"îj
. / . mV . e\
= A — ig\ /ncosO-H a sin - );
\ r -kj
Tétude du mouvement est ramenée à une quadrature abélienne.
Si la vitesse initiale de M et par suite du système est nulle,
A = a^- f m cos^o -4- a sin ~ 1 ,
et Téquation du mouvement devient
= 4^ [m (sin* - - sin« -^) -- ^ (sin ? ~ sin ?j)].
Le second membre de cette équation, égalé à zéro. admet la racine sin ~; soit a Tautre racine
a = sin — >
mr a
le mouvement dépend de la grandeur de a.
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i** a <C sin — • — Le point M oscille sur la partie inférieure du cercle entre Mq et son symétrique M| par rapport au diamètre vertical AC.
2° a >> sin — • — Il y a encore mouvement oscillatoire
entre Mo et M|, mais il se produit sur la partie supérieure de la circonférence.
3^ a = sin — • — Cette condition équivaut à la relation
asm — = ;
a mr
or le travail élémentaire a pour expression
>?•« cos - ( am sin ) oD :
donc il est nul à Finstant initial et le système est en équilibre.
Reprenons la discussion dans le cas général où la vitesse initiale de M est quelconque; Téquation du mouvement peut s'écrire
""Kâi) ["'-- — 7^ — ^^^'îj
/ .0 mr . A \
= 9.£' ( 2/nsin' 2 sin — ■ m],
\ îi r x ig 1
Le second membre de cette équation est un trinôme en sin - dont les racines peuvent être imaginaires ou réelles;
si elles sont réelles, sin -^ est en dehors des racines, et
comme leur somme est positive, la plus rapprochée a de
sin — est positive; on peut donc distinguer les cas suivants :
I** Les racines sont imaginaires, — zn ^^ s'annule jamais et le mouvement de M est révolu tif.
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Si la vitesse initiale relative Vq est perpendiculaire au rayon vecteur r©, les axes de TelHpse sont r© et-^=L.>ci»
pour que les trois ellipses décrites soient égales, il faut
que Ton ait
rii=r^ = rl avec vo=i^!) = t'o,
ou bien
'•o=/''o=— = et i»o= ^'0 = /-; /jiM.
Dans le premier cas, les positions initiales des trob points sont sur une même circonférence, et, pour que leur centre de gravité soit à Torigine, il faut, puisqu'ils ont des masses égales, qu'ils occupent les sommets d'un triangle équilatéral; de plus, leurs vitesses initiales tangentes à la circonférence doivent être dirigées dans le même sens.
Quant au second cas, pour qu'il soit réalisable, il faut
que l'on ait
2 Tq cos a — Tç, a r© cos a = t^'^,
a désignant l'angle de GM avecM^G; or cette double condition, jointe aux précédentes, entraîne r^=ro, et les ellipses deviennent une même circonférence ; on n'a donc là qu'un cas particulier du précédent.
70. Une barre pesante et homogène AB est fixée par une de ses extrémités A, et elle peut tourner librement dans l'espace autour de ce point. Un fil fixé à l'extrémité B vient passer dans un anneau infiniment minceO, situé sur la verticale de A, au-dessus de ce point et à une distance égale à la longueur AB de la barre; îlr^ tombe ensuite suivant la verticale OA, portant à son extrémité C un point de masse m.
On demande de trouver le mouvement de la barre en Jaisant abstraction de la masse du fil.
(Paris, novembre i883, i'* question.)
de gravité des trois points, et l'on exprimera tes coordonnées des trois points en fonction du temps et des données qui font connaître les positions et les vitesses initiales des trois points ;
2** En supposant les vitesses initiales perpendiculaires respectivement aux rayons vecteurs aboutissant au point Go, et supposant, en outre, /n = /n' = w", on demande quelles relations doivent exister entre les positions et les vitesses initiales y pour que les trajectoires des trois points soient trois ellipses égales entre elles.
(École Normale, juillet i883, i"* question.)
Le centre de gravité se meut d'un mouvement rectiligne el uniforme, et le mouvement du point M projeté sur un axe Gx en translation avec le centre de gravité satisfait a l'équation
m --- — iimnt'ijr' — x) -h (jL/?im'(a'' — x)
on, en remarquant que
m j- -+- ni'x'-h m' x' = o
et posant m -h m' -+- /?' ' = M ,
le mouvement relatif est donc celui d'un point sollicité vers Forigine par une force proportionnelle à la distance, et les trajectoires relatives sont des ellipses ajant leur centre au centre de gravité du système.
Les formules qui donnent le mouvement relatif de Pun de ces points sont
X = aro cos / /liM h — -^^ sin t v^llM, y= y^ cos t /jjlM -4- /^ sin t /jîSÎ.
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à Tunité sîn— et sin — > séparées par sin — • Il en résullc
que rextrémilé B de la tige oscillera entre les parallèles hx et 63 parfaitement déterminés, puisqu'ils sont définis par
les sinus des angles — et — •
Si la vitesse initiale de l'extrémité B est dans le plan azimutal Oo* I^ mouvement a lieu dans ce plan : on ac = o et l'équation (2) est de même forme que celle du n° 68; elle donne lieu à une discussion identique.
71. Deux barres homogènes pesantes AB, A'B' de même longueur 2a et de même masse M sont reliéen Vune à Vautre par deux tiges PiA.\ BB' rigides, inextensibles et sans masse, de même longueur L La barre supérieure AB est mobile autour de son milieu qui est fixe, et le système tout entier est assujetti à se mouvoir dans un plan vertical invariable xOy\ Etudier le mouvement de ce système.
Nota. — On désignera par MA** le moment d'inertie de chaque barre par rapport à son milieu, par 6 Vangle que fait la verticale Oy avec la droite 00' gui joint les milieux des deux barres, et par ç Vangle que fait la droite OA avec l'horizontale Ox.
(Paris, juillet 1884, i'* question.)
Appliquons les formules de Lagrange.
Le travail élémentaire SU est celui de la pesanteur appliquée au point C, milieu de 00' et centre de gravité du
système
8U= — M^/siD6 8e.
La force vive de AB est MA** ^; celle de A'B' est égale
à sa force vive MAr* -î^ relativement à des axes en iransla-
dt^
tion avec son centre de gravité O', augmentée de la force
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vive M /^^ du point O', auquel on aurait transporté
toute la masse de la barre.
On a donc
fit* * dt* '
a^ a9 dt
d'où les deux équations du mouvement
2MA:*-=-r = '>» -/ = consl.
dn dt
La première montre que le mouvement de rotation de la barre AB s'effectue avec une vitesse angulaire constante; la seconde n'est autre que Téquation du mouvement d'un pendule simple, de longueur /.
72. Déterminer la figure déséquilibre d* un fil homogène fixé en deux de ses points A et B, et attiré par un centre fixe en raison inverse du carré de la distance»
(BcsaoçoD, juillet 1880.)
Soit plus généralement R =/(r) l'expression de la force attractive; les équations de l'équilibre sont, en appelant T la tension du fil au point m(x, y^z),
dx X
ds r
(1) I d.T^^ -H^ds = o,
' ds r
d,T^ —R-ds = o,
ds r
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Démontrons d^abord que la courbe A/nB est plane. En combinant deux à deux les équations précédentes pour éliminer les seconds termes, on a
xd,T-z zd.T-y- = o ou d,T{x-, ^ -r- I = o
as as
eij en intégrant,
T(x dy — y dx) = c ds^
T(xdz — zdx)= Cids.
Divisant ces équations membre à membre et intégrant
deux fois, on a
cz = ciy -h kXf
équation d'un plan passant par le centre d'attraction. Prenant ce plan pour plan des xy^ nous ne conserverons que les deux premières équations (i), que nous remplacerons par les suivantes :
dT =Rdr ou
<3) T = c'-+-/Rc?r.
Eliminant T entre (2) et (3), on a l'équation différentielle de la figure d'équilibre en coordonnées polaires
ift J-.cdr
Le rayon de courbure p d'une courbe plane a pour expression
rdr
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or Tëquation (a), qui exprime que le moment de la tension est constant, peut s^éenre
d'où
, , c cRdr
dp = d=, =— --T
et, par suite,
T {c'f-fHdr)^
r(c'-¥-fRdry cH
Telle est l'expression du rayon de courbure en fonction du rayon vecteur.
Dans le cas particulier de Ténoncé,
Téquation (4) devient
-. i^r. c dr ZT- c dz
/•/(jl Cl')' c* /c'* — 1 \XC'Z H- ( jA* — C^)Z^
en posant - =z z. L'intégrale prend des formes différentes suivant le signe de jx* — c^. Soit, par exemple,
;jL* — c* = — /i* ; on trouve
- ~r -^ t: A'- 1^* cûsf -^/^, - A
Pour déterminer les trois constantes n, d et a, on a les conditions que le (il passe par les points donnés A et R, et qu'il ait une longueur donnée; si ces conditions ne fournissent pas des valeurs réelles pour les constantes, on en conclura que la forme adoptée a /^rior/ pour l'intégrale
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n^esl pas admissible, et Ton recommeDcera le calcul en partant d'une autre forme.
En général, la courbe est rectifiable, car on a
dsz= dri/ IH -,-r- = -;- ^^^
d'où
s = c"— ^, /(jx— c'r)
i— ni
Une barre homogène et très mince, reposant sur
un plan horizontal par Jaitement poli, est choquée par
une bille dont la vitesse est perpendiculaire à la barre:
en supposant les deux corps parfaitement élastiques^
on demande le mouvement qu'ils prendront après ie
choc.
(Caen, novembre i8So.)
Soient
M la masse de la barre ;
2/ sa longueur;
p sa masse par unité de longueur;
a la distance du point choqué au milieu O de la barre ;
i^o la vitesse initiale de la bille de masse m ;
Et à la fin du choc :
r la vitesse de la bille ;
V celle du centre de gravité O de la barre;
b) la vitesse angulaire de la barre autour de O.
Les forces qui agissent sur le système étant intérieures à ce système, les projections et les moments des quantités de mouvement n*ont pas changé pendant le choc, puisqu^il n'y a pas de force extérieure. Il en résulte d'abord que, <?o et (^ étant de même direction, il en est de même de V; si donc on projette les quantités de mouvement sur la direc-
tion de la normale à la barre el qu'on prenne les moments autour de O, on a les équations
( I ) mvo = mv -h- MV,
( 2 ) mavQ = mav -î- ^ 1 p dr. r* eu = mav h ^ w.
Enfin^ les deux corps étant supposés parfaitement élastiques, la période de choc présente deux phases dans chacune desquelles les sommes des travaux des forces développées par le choc sont égales et de signes contraires; exprimant donc que la force vive du système n'a pas changé, on a Téquation
ou
mp*= mv^
f pdr{\-^ruiy-^ f pdr(\ — ru>y
(3) mi;* = mv« ^- M ^ V* -h ^^
Éliminant Vq — ^ entre (i) et (2), on a
aV =
puis successivement
d*où
74. Montrer comment varie le moment d'inertie d'un cube homogène par rapport aux diverses droites qui passent en un sommet O du cube; déterminer les axes principaux et les moments principaux d'inertie relatifs au point O.
On suppose que le sommet O est fixe, tandis qu^ aucun autre point n'est soumis à l'action de forces extérieures; le cube, libre de tourner autour du point O, est d'abord en repos lorsqu'une des faces qui aboutissent au sommet fixe vient à être choquée, en son centre, par une très petite sphère, animée d'aune vitesse de translation donnée perpendiculaire à la face choquée. On demande le mouvement que prendront ^ après le choc, les deux corps supposés parfaitement élastiques,
(Caen, juillet f883.)
L'ellipsoïde central relatif au centre de gravité C du cube se réduit à une sphère, et, si 2a est la longueur de Taréte du cube, M sa masse, le moment d'inertie autour d'une droite quelconque passant en C est |Ma-. Le moment d'inertie I relatif à une droite passant en O est, si l'on appelle d la distauce de C à cette droite,
I = f Ma»-+-M</2;
il est minimum pour rf = o, ^'est-à-dire pour la diagonale. OC du cube et maximum pour toute direction normale à OC, d = a^; le valeur de ce maximum est '3- Ma'-*. L'ellipsoïde d'inertie de O est donc allongé et de révolution autour de OC.
Le moment d'inertie pour une droite OP faisant avec les arêtes du cube des angles a, ^, y a pour expression
I = I Ma'-h M[3a*— «'(cosaH- cos ^ -h cos 7 )« ] = 'iMa^{\ — cosacosp — cosacos^ — cos^cosy)-
L'axe de la rotation instantanée due à la percussion est le diamètre de l'ellipsoïde d*inertie de O, conjugué du plan qui passe par la vitesse initiale Vo de la sphère de masse m et le point O ; or ce plan contient OC : c'est donc un plan principal^ l'axe de la rotation instantanée est, par
suite, normal à la droite qui joint O au centre de la face choquée et dans le plan de celle face. Cet axe, étant d^aiJleurs axe principal de Tellipsoïde, est axe permanent de rotation, et la vitesse angulaire de rotation co est constante. Pour déterminer co ainsi que la vitesse ç de la sphère après le choc, appliquons à la période de choc et à l'ensemble des deux corps le théorème des forces vives et celui des moments des quantités de mouvement autour de Taxe de rotation; on a les équations
(i) mi»J = mt^-f--U.Ma'(i>*,
(2) /wa /â(>o= 'wav/îv -4--y-Ma*(o;
d'où et enfin
(O zsz
-HP — a^'À(x}
2 /2/WP0 a(2/ii-H-y-M)
la vitesse ç est, en général, négative, puisque m est très petit; elle devient nulle pour m = ^]VI, et positive si
C7IOXCÉS DES SUJETS DB COMPOSITIO.XS DOiO'iS AUX FACCLTÉS
DE PAftlS ET DB FRANCE.
FACULTÉ DE PARIS
(Aooée* IWf à lasi.)
1. La longitude du Soleil étant 3a3*44'^8'f3 et Tobliquité de Técliptique a3*27'a3',7, calculer Fascensîon droite et la déclinaison du Soleil.
On exprimera, suivant Tusage, l'ascension droite en temps.
2. Calcul numérique ; l'excentricité d'une planète étant supposée égale à j, calculer l'anomalie vraie et l'anomalie moyenne correspondant à une anomalie excentrique égale à 4o'^i7'34'>74-
3. Calculer l'heure d'après la hauteur du Soleil. Données : latitude du lieu, iS'^So'ii' boréale; déclinaison du Soleil, iS'ia'sS' boréale; hauteur observée corrigée de la réfraction, 3o**28'5o'.
4. La déclinaison du Soleil étant supposée égale à 18*27' i6', calculer la hauteur zénithale de cet astre à 6** de temps vrai à Paris.
On prendra pour latitude de Paris la valeur de 48*59' 1 3'.
5. Connaissant pour un astre, à une certaine époque, les coordonnées écliptiques
X = 2*5i'4'i45, 4L=9'33'38',386, ViLLit. — Compositions. 27
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on propose de trouver les coordonnées équatoriales correspondantes.
On supposera l'obliquité de Fécliptique
6. La déclinaison du Soleil étant supposée boréale et égale à i6*3a'48' et la latitude du lieu égale à 52*26' 17', calculer, à o', i. la hauteur du Soleil au-dessus de l'horizon à 4^28"" i5' du temps vrai.
7. Sachant qu'un astre a, à une certaine époque, pour coordonnées écliptiques
on demande les coordonnées équatoriales correspondantes. On prendra pour l'obliquité de l'écliptique
co = 23* 27' 32", 09.
8. L'obliquité de l'écliptique étant supposée de 23" 27' 26', 4 1 on donne l'ascension droite d'un astre égale à 14^17" 35% 28 et sa déclinaison égale à — 46*'49'i3%7} calculer la longitude et la latitude à o', I près.
Calculer une éclipse de Lune
Heure de l'apparition, temps moyen i7*'39''3o%3
Déclinaison à cette époque de la Lune 4"* ^3' ^7' 4
Déclinaison du Soleil 3.57.15,9
Mouvement horaire en ascension de la Lune. 3o. 1 1 ,4
Mouvement horaire en ascension du Soleil. 2.18,0
Mouvement en déclinaison de la Lune 16. i3,6
Mouvement en déclinaison du Soleil 58,7
Parallaxe horizontale de la Lune 57.59,9
Parallaxe horizontale du Soleil 8,9
Demi-diamètre de la Lune i5.49,8
Demi-diamètre du Soleil 16. 7,9
On demande l'époque du commencement, du milieu et de la fin de l'éclipsé.
10. Calculer l'anomalie excentrique et l'anomalie moyenne d'une planète, sachant que Tanomalie vraie est de i23''37' i5' ^^ <I^^ '*^^~ centricité de l'orbite a pour valeur 0,016759566.
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11. Le demi-grand axe de Forbite d'une planète e^t égal ft 2,954267; rexcentricité est égale à 0,218709. Étant donnée Tano* malie vraie égale à i43*28'i7',6, calculer les valeurs correspondantes du rayon vecteur et de Tanomalie moyenne.
ii. A un lieu dont la latitude est
X = 48** 5o', la distance zénithale observée est
la réfraction calculée 1', 8; les coordonnées équatoriales de Tétoile
observée
iR=:4'*a8'"48%38,
Oo demande Theure sidérale.
i3. La durée de la révolution d'une planète autour du Soleil est de 1035^,438; l'excentricité de son orbite est 0,245367. Calculer le temps qui s'écoule depuis le passage de la planète, à son périhélie, jusqu'à l'instant auquel son rayon vecteur est perpendiculaire au grand axe.
La comète de Donati fut observée par James Ferguson, ù
Washington, le i3 octobre i858, à 6'*26'"2i',oi, temps moyen, qui
trouva, pour l'ascension droite et la déclinaison corrigées de la
réfraction,
le logarithme de la distance de la comète à la Terre étant
*ogA = 9,7{44,
00 demande le lieu géocentrique correspondant. On a, pour Washington,^
<p=38•53'39^3, logpcosç'= 9,8917, logp 5in<p'= 9,7955,
et le temps moyen de l'observation réduit en temps sidéral est
34o Al>PEl<IDICB.
15. Le I"' janvier i85i, Tascension droite de a du Cocher (la Chèvre) était de 5''5™42",o3, et la déclinaison 45"5o'2a',4. On demande de trouver sa longitude et sa latitude, en adoptant pour l'obliquité de Técliptique-
aS*» 27' 25', 47.
16. Sachant que les coordonnées écliptiques d'un astre sont, à une certaine époque,
on propose de trouver les coordonnées équatoriales correspondantes. L'obliquité de l'écliptique est supposée égale à
On donne la distance zénithale apparente de Vénus
et la parallaxe horizontale m = 20' correspondant à la même distance au centre de la Terre, supposée sphérique. On demande la distance zénithale géocentrique. Vérifier les résultats en déterminant inversement la distance zénithale appirente au moyen de la distance zénithale géocentrique^
18. En un lieu de la Terre, dont la latitude est 38''58'S3' et dont la longitude est, par rapport au méridien de Paris, 48'^5i'i5', on a observé une étoile qui a 8'*3i'4^'}^6 ^^ déclinaison et 79* 3o' d'ascension droite absolue. Sachant qu'au moment de l'observation, la pendule sidérale, réglée sur le méridien de Paris, marque 22^22" 16', 76, on demande la distance zénithale ( et l'azimut A' de l'étoile au même moment.
19. On donne, à un certain instant, l'ascension droite 6* 33' 29', 3 et la déclinaison t6'*22'35',4^ ^'^^ astre. On sait que l'obliquité de l'écliptique oi = 23'*27'3i',72. On demande la latitude et la longitude astronomiques correspondantes.
20. Le I* avril 1880, en un lieu qui a io5°3o'i5' de longitude Est et 48''5o' de latitude, on a observé :
I** L'heure que marquait une pendule sidérale réglée sur Paris, ce qui a donné 5"* 20" 59*; 2*" La différence d'azimut entre une étoile ayant ^y^'^iVif
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pour JR,et 86*36' 12', 40 pour 8, et un certain signal terrestre situé à TEst de l'étoile, ce qui a donné 25"2o'i8',îi. On demande Tazimut du signal.
21. Dans un lieu dont la latitude est 38*58'53*, on a observé un astre au théodolite en un certain instant, et Ton a trouvé :
Distance zénithale Z= 69'4î*'3o'
Azimut A=3oo°io'3o'
on demande les valeurs correspondantes de la distance polaire p et de Tangle horaire P.
On donne la longitude et la latitude d'un astre
calculer Tascension droite et la déclinaison. On sait d'ailleurs que Tobliquité de Técliptique
23. 1° On a trouvé, à un certain instant et dans un certain lieu, que la déclinaison du Soleil était
et son ascension droite
iR==5"48™5o%54.
On demande l'obliquité vraie ou apparente £ de l'écliptique et la longitude vraie 8 du Soleil.
2** Sachant, en outre, qu'à l'instant considéré la longitude du nœud de l'orbite lunaire est
et réduisant les formules de la nutation à
^' =:= — i7'',24 sinQ — i*,269sin2©, û== 9',223cosQh-o', 55 cos2e,
on demande l'obliquité moyenne e„ de l'écliptique et la longitude 8|» du Soleil, comptée à partir de l'équinoxe moyen.
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24. Les coordonnées équatoriales de Tétoile polaire s de la Petite Ourse sont actuellement
M — i''i6'" en temps sidéral, D =: 88«4i'en arc.
On demande ce que deviendront ces coordonnées dans âeu\ cents ans d'ici, en vertu de là précession des équinoxes.
On rappelle d'ailleurs que la précession des équinoxes consiste en un mouvement du pAle s'eiïectuant en 25 800 ans sur un petit cercle de la sphère céleste parallèle à Técliptique, dont le rayon sphérique est 23°a7'.
FACULTÉS DE FRANCE
Année IStO.)
iS. Calculer de 2"* en 2*", et pour des angles horaires variant de 4** à 4''io'", la hauteur au-dessus de l'horizon d'une étoile dont la déclinaison est de i°2i'i4',32. La latitude est de 44*5o'i9'. On vérifiera l'exactitude des calculs par la méthode des dilTércnces.
26. Déterminer l'azimut du centre du Soleil, à 3** 10" de l'aprèsmidi (temps moyen), avec les données suivantes :
Latitude du lieu 45" 1 1' 12'
Déclinaison australe du Soleil 17" 8'53'
Équation du temps i3"48'
27. Le 17 juillet 1880, à midi moyen de Paris, la planète Mars a pour coordonnées héliocentriques
Longitude hélioccntrique 167* 5' 26', 3
Latitude i'37'37', 8
Logarithme du rayon vecteur .... 0,2204213
Au môme instant, la longitude du Soleil est
n5**i2'(/,2. On a
Logarithme du rayon vecteur de la Terre . . . 0,0069929
Déterminer la longitude et la latitude géocentriques de la planète à l'instant considéré.
i8. Les hauteurs apparentes de deux étoiles sont respectivement égales à 48*o'49' et 7o*34'9'. Leur distance apparente est 58*8'48' :
I* Calculer les éléments nécessaires pour déterminer la distance vraie de ces étoiles;
a* Former avec ces éléments le Tableau des calculs à effectuer pour arriver à son expression numérique.
â9. Quels ont été, le i8 juillet 1880, à Poitiers, Tazimut et la distance zénithale d'Arcturus, l'heure sidérale étant 18 heures :
Latitude Poitiers 46** 34' 55'
Ascension droite Arcturus 14** lo*" i3",97
Déclinaison boréale 19^*48' 21', 7
30. L'excentricité d'une planète étant égale à {, calculer l'ano-
inalie vraie et l'anomalie moyenne correspondant à une anomalie
excentrique égale à
3i. Le 11 mars 1880, on a observé a d'Orion vers l'ouest, à 1 4*23' 1 5', 23 au-dessus de l'horizon.
On demande de calculer l'heure sidérale de l'Observatoire et
Fazimut de l'étoile à l'instant de l'observation. Les coordonnées
de 1 d'Orion sont
1^ latitude du point d'observation est 44°5o'i9'.
32. On a mesuré, en un lieu de la Terre, les hauteurs d'une étoile et du centre de la Lune au-dessus de l'horizon, ainsi que leur différence d'azimut, et l'on demande sous quel angle leur distance serait vue du centre de la Terre, en tenant compte de la réfraction.
Hauteur de l'étoile 27* 35'o'
Hauteur du centre de la Lune 3 5. 20.0
Différence des azimuts i3.i5.o
Parallaxe horizontale de la Lune 57.2
Réfraction = 6o'',6 tang j, z étant la distance zénithale de l'astre.
.33. En un lieu dont la latitude est égale à 48^5o'49') on trouve, à un moment donné, pour hauteur d'une étoile, r 3*57' 52*, et
pour déclinaison 8*25'45',2. On demande Tangle horaire de Fétoile au moment de Tobservalion.
3i. On a trouvé, pour les distances zénithales de deux étoiles,
les valeurs
s' = 4o'53'56',3, leurs déclinaisons étant d'ailleurs
et la différence M — M' de leurs ascensions droites étant
On demande : i** d'indiquer les opérations à elTectuer pour trouver l'an^çle du vertical d'une de ces étoiles et de son plan horaire; 2° en supposant que cet angle ait été trouvé égal à 43-29' 8% 3, calculer la latitude du lieu et l'angle horaire correspondant à l'observation des deux astres, faite simultanément par deux observateurs.
35. Une étoile, dont la déclinaison est +i5-, passe au méridien d'un lieu à 2** (temps sidéral). La latitude du lieu est 35*. Â quelle heure sidérale l'étoile se couchera-t-elle?
36. La longitude de Moscou étant 35-i7'3o' et sa colatilude 34**i4'47% trouver l'azimut de iMoscou sur l'horizon de Paris, azimut compté du nord et sa distance sphérique à Paris. On sait que la colatitude de Paris est 4 1*9' 8'.
( Année 188S.)
37. Etablir les formules générales de la transformation de l'angle horaire et de la déclinaison en azimut et hauteur.
Calculer pour Bordeaux («p = 44* 5o' 19') l'angle horaire et Tazimut du coucher du Soleil, le 16 juillet i883 :
Déclinaison 0, le 26, à midi vrai. . . -h i9°4i'3o',8 Déclinaison 6, le 27, à midi vrai. . . -h 19- 28 '27% 2
38. Quelle est l'heure sidérale à laquelle a de la F^yre atteint la hauteur 34''24'io' au-dessus de l'horizon de Besançon?
Les coordonnées équatoriales de a Lyre sont
Latitude de Besançon, 47"* 1 3' 46'.
39. On donne, pour le 10 août, à midi vrai, la déclinaison du Soleil égale à i5°3r34' et Téquation'du temps égale à S^S', i; poar le 11, à midi vrai, la déclinaison est de i5° 14' 53', l'équation du temps 4*" 58*, 7. Calculer, en temps moyen, l'heure du coucher du Soleil pour le 10 août, en un lieu dont la latitude est 5o**38'44'. On ne tient compte ni de la réfraction ni de la parallaxe.
Résoudre un triangle sphérique, connaissant les éléments
suivants :
42. Calculer les coordonnées équatoriales d'une étoile dont les coordonnées écliptiques sont :
l'obliquité de l'écliptique étant 23°a7'24',34.
43. Deux, observations, faites à deux époques différentes d'un même mois, ont donné, pour la déclinaison du Soleil,
a* 8 = i3*'ia'
La différence des ascensions droites est
a'— a = l7*39Vf6.
En déduire l'obliquité de l'écliptique.
4i. La comète Swift-Brook a une orbite dont les éléments de position sont :
Longitude du périhélie ir — '-«O**©' i' 4
Longitude du nœud ascendant .... Q - 278.7.40,7 Inclinaison sur Técliptique i — yS.^.io^i
Le i5 avril i883, à minuit moyen de Paris , cette comète avait, pour anomalie moyenne,
Calculer la longitude et la latitude héliocentriques correspondantes.
45. Étant données la longitude X et la latitude ^, ainsi que Tinclinaison de Técliptique e, calculer Tascension droite et la déclinaison de cet astre :
X= si35°48'25',6,
46. Le 2 mai i883, la déclinaison du Soleil au midi vrai, à Paris, est trouvée égale à i5^2i'i7',3. Le 3i du même mois, la déclinaison est 2i''54'3o',6.
L'accroissement de l'ascension droite dans l'intervalle est
ih54™49»,85.
En déduire l'obliquité de l'écliptique.
En un lieu dont la latitude est
on a observé, à un certain instant, l'azimut A et la distance zénithale Z d'une étoile
Calculer l'heure sidérale de cet instant. On connaît l'ascension
droite
iR = 5*>23-i4',
et la réfraction calculée est i',8.
48. Le i*' jan^ner 1875, les coordonnées héliocentriques de Vénus araient pour valeur
Longitude 1 14*4^' >^'» a
Latitude boréale 2* 8*37', 5
Rayon vecteur 0,7185679
On demande de calculer les coordonnées géocentriques de cette planète, sachant que ce même jour la Terre avait, pour coordonnées héliocentriques,
LoDgitude ioo*43'io',4
Rayon vecteur o ,9832602
49. Quelle est l'heure solaire vraie dans un lieu dont la latitude est de 4 5"* 52' 34') 26, quand la hauteur du Soleil, corrigée de la réfraction, est de 29^4^'37', 18, sa déclinaison boréale étant de i5«28'32',58?
50. L'anomalie vraie d*une planète est Ii2''28'4^'y5. L'excentricité de Torbite est égale au sinus de 2^3' 4^'» 81. Trouver Tanomalie moyenne.
CALCUL INFINITÉSIMAL
A L'DSACB ils GARiliATS A LA LIGBRGI IT A L'AfilBCATIiN il8 SCIBlfCBS lATIBIATlQUIS;
Par m. tisserand,
Correspondant de llntUtot,
Diredenr de l'Obserfatoira tle Toaloase, ancien Maître ds Gonféreoees
à l'École des Hantes Études de Paris.
1 TOLUMB IÎI-8, AVEC FIGUEBS DAhS LB TBXTE; 1877. — PWX : 7 FE. 5o C.
Ce sont les conférences qu'il a faites pendant plusieurs années à TËcoîe des ffautes Études de Paris qui ont donné à M. Tisserand Foccasion de réunir la collection d'Exercices qu'il donre aujourd'hui au public ; ce livre s'ajoute ainsi à celui, d'origine semblable, qu'a publié M. A. de Saint-Germain sur ia Mécanique rationnelle.
M. Tisserand donne son Recueil comme taisant suite à celui de M. Frenet, dont M. Gauthier- Villars a donné récemment une troisième édition. Dans ces malièreSy l'abondance ne nuirait pas; mais, à coup sûr, les deux livres ne font pas double emploi : aucun exercice ne leur est commun, et le nouveau Hecueil s'adresse à des lecteurs plus avancés dans l'élude des Sciences mathématiques.
Lpb problèmes y sont suivis de leurs solutions ; l'élégance et les rigueurs de ces solutions, le soin avec lequel les discussions sont développées et achevées feraient regretter qu'il en fût autrement. L'auteur a en outra
indiqué un certain nombre d'applications dont les lecteurs studieux feront eur profit.
L'Ouvrage est divisé en trois Parties relatives au Calcul différentiel, au Calcul intégral^ à V Application du Calcul intégral à la solution de questions diverses concernant les courbes et les surfaces,
La première Partie (de la page i à la page 126) contient 55 problèmesi sans compter les applications. Les problèmes numérotés de 1 à 9 concerneni l'étude de la variation des fonctions et la séparation des racines de diverse^ équations transcendantes ; notons en passant la recherche du nombre d< racines imaginaires de l'équation tangz= Az, d'après Cauchy(i*^'' volume dri anciens Exercices de Mathématiques), Les problèmes 10 à i9 sont relatif aux dérivées /<**"***; puis viennent Quelques dérivées des fonctions de plusieun variables, sur l'application de la formule de Maclaurin, sur les maxima et minima des fonctions de plusieurs variables (20-31), sur des lieux relatifs a» contact des divers ordres f32-37j, sur les aéveloppées, les enveloppes, \^ caustiaues f 38-46), sur rhélice (48-Si), sur les rayons de courbure priocipaux ae l'ellipsoïde (52-ÎS3) ; la démonstration de cette proposition : Tùfiie\ surface développable qui admet une seule ligne de courbure plane est en héacoïde développable, et la recherche des trajectoires de génératrices rectilignes d'un hélicoïde développable terminent cette première Partie.
L^ problèmes 1 à 9 de la deuxième Partie concernent les intégrales d^Gnies et la recherche des valeur moyennes de certaines fonctions : on remarquera en particulier les égalités
e^'*l]*,dx = i, 4-0. .. 2/î. v^î^,
relatives aux polynômes U„, U,, définies par les égalités et la détermination de l'intégrale
' sin X
, 1 — 'À xcos a -H X
jf6:.
telle que M. Hermite l'a donnée dans le Bulletin des Sciences mathématiguef et attnmomiques, i" Série, 1. 1, p. 32a.
Les problèmes 10 à 18 concernent la détermination de longueurs darr>, d'aires de courbes et de surfaces, de certaines intégrales, entre autres de
l'intégrale /-^ étendue à tous les points de la surface d'un ellipsoïde, </S
désignant 1 élément de surface et P la distance du plan langent à cet élémeni du centre. Notons ensuite la question suivante : < a, b, a\ b' désignant de? nombres commen^^urables, dans quels cas l'intégrale générale de l'équation
(aX'i'bjr)dx-^(a'X'4~b'jr)df=o
est-elle algébrique? » Les questions 20 à 30 sont relatives aux équations dit férentielles à une^seule variable indépendante et particulièrement aux éqol tiens linéaires; l'auteur s'occupe ensuite de la détermination de fonctioÉ
d'après certaines conditions (31-33) : par exemple, trouver les fonctions les plus générales /et f telles que, quels que soient x et/, on ait
F et 4 désignant de nouvelles fonctions qu'il faudra déterminer, question inspirée par la solution donnée par Jacobi du mouvement d'un point matériel attiré par deux centres 6xes suivant la loi de Newton ; enfin quelques exercices sur les équations aux dérivées partielles (34-41) terminent cette seconde Partie.
Les problèmes 1 à 19 de la troisième Partie conduisent presque tous à des équations différentielles ordinaires entre deux variables ; dans les énoncés figurent les rayons de courbure, les angles que les normales ou les tangentes Tont avec certaines directions, ou les segments qu'elles déterminent sur certaines droiteSi etc., les derniers concernant la recherche des trajectoires; puis viennent quelques exercices sur les roulettes (10-24), sur les courbes présentant certaines relations avec leurs développées (25-29) ; notons en particulier la recherche des courbes égales à leurs développées, et le problème suivant : t Trouver une courbe telle qu'un point auelconaue de cette courbe, le oeotre de courbure de la développée ou de la développée seconde, le centre de courbure de la quatrième développée, etc., soient en ligne droite. » Les problèmes 3i-34 concernent la recherche d'une courbe aaprès certaines relations avec les coniques qui ont avec elle, en chacun de ces points, un contact du quatrième ordre. On trouvera ensuite (3547) une série de questions relatives aux courbes rapportées en coordonnées polaires. Les problèmes 48 à 59 concernent les courbes dans l'espace et les surfaces, les lignes de courbure, les lignes géodésiques, asymptotiques, les trajectoires. Là exercices (62-70), qui terminent le livre de M. Tisserand, seront particulièrement remarqués : ils conduisent en général à des équations aux dérivées partielles, et loucnent à la théorie des surfaces orthogonales; il convient de les citer tous.
XY
« Montrer que la famille des surfaces a = -^ fait partie d'un système triple
orthogonal, et trouver les deux autres familles du système; même question pour tes sphères, pour les cônes, pour les surfaces. »
« Déterminer les fonctions X=/(:r), Y = f (r)» Z = ^Kz), de façon que le système de surfaces
— b ù — c fi — a /A — 6 /à — c y — a y — à y —
soit orthogonal. »
a Déterminer la fonction U de x, y^ z, de façon que le système
soit orthogonal. »
9 Déterminer les fonctions 7, '^ de façon que la famille de surfaces représentée par l'équation a = y (2) ^^ f — j fasse partie d'un système orthogonal ; trouver deux autres familles du système. » j. 7^
(Elirait du BidL det Se. mathém, et astronom. a* série, t. I, mari 1877.)
Paru. - imprimer!* <!• GAUlHlER-ViLLAHS. quai da» Aa|tt»iibt, M.
LIBRAIRIE DE GAUTHIER-ViLLARS,
55, Quai des Grands-Augustins.
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Préface.
La Science de TElectricité est cultivée depuis longtemps, avec beaucoup d*ardeuretde succès, dans la patrie de Faraday. L^s compagnies privées qui ont posé au fond de toutes les mers leurs câbles électriques ont dû la réussite de leurs entreprises au concours actif d*un grand nombre d'ingénieurs électriciens qui étaient en môme temps des savants distingués, dont les travaux et les recherches ont jeté sur la science anglaise an vif éclat.
Le professeur Maxvell occupe une place éminente parmi les savants qui honorent son pays; mais la lecture de ses Mémoires, pleins d'aperçus originaux, offre quelques difficultés aux personnes qui ne sont pas initiées à sa manière d'exposer les questions. Nous avons donc jugé utile d*oflfrir au public français la traduction d'un ouvrage élémentaire qui peut servir d'introduction à la lecture de ses Mémoires ou de son grand Ttaité iTEkctricUé et fie Maçnétisme^ et qui est comme un spécimen concis de Télat do la science électrique de l'autre côté du détroit.
Extrait de la Table des Matières.
Notice sur les Travaux du professeur Maxiivell. — Chap. I. PrélimiDairq — Chap. II. Charges des corps électrisés. — Chap. III. Energie et travai électrique. — Chap. IV. Le champ électrique. — Chap. V. Loi des Iign<s d'induction de Faraday. — Chap. VI. Cas particuliers d'électrisatioD. - Chap. Vil. Les nuages électriques. — Chap. VIII. Capacité électrostatique. -- Chap. IX. Le courant électrique. — Chap. X. Passage d'un courant à travers un milieu hétérogène. — Chap. XI. Méthodes pour maintenir un coaract électrique. — Chap. XII. Mesure des résistances électriques. — Chap. XIII. R^' sistance électrique des corps.
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QUAI DES AUGLSTINS, 55, A PARIS
LAURENT ( H. ), Uépéfiteur d'Analyse 4 TÉcole Polytechnique. — Traité d'Algèbre, à l'usage des Candidats aux Écoles du Goavernement. 3* édition, revue et mise en liarmonie avec les derniers prograoïroes. 3 volumes in-8; 1879-1881..
Première Partie : Algèbre élémentaire, à Tusage des Classes de Mathématiques élémentaires .,,... ^\t.
Deuxième Partie : Analyse algébrique , à l'usage des Classes r/t Mathématiques spéciales. , 4 f^-
Troisième Partie : Théorie des équations, à T usage des Clsusfs di Mathématiques spéciales 4 ^f
SAINT-GERMAIN (de), Professeur de Mécani-iue à la Faculté des Science de Caen, ancien Maître de Conférences ki'École des Hautes Études de Paris. — Recueil d'Exercices sur la Mécanique rationnelle, à Tusage des candidats à la Licence et à TÂgrégalion des Sciences mathématiques. In-â, avec figures dans le texte ; 1 877 8 fr. 5o c .
ROUGHÊ (Eugène), Professeur à l'École Centrale, Examinateur de sortie a l'École Polytechnique, etc., et GOMBEROUSSE (Charles de), Profes>eur à l'École Centrale et au Conservatoire des Arts et Métiers, etc.' — Traité de Géométrie, conforme aux Programmes officiels, renfermant un tr>'S grand nombre d'Exercices et plusieurs Appendices consacrés à l'exposilion des Principales MÉTHonES de la Géométrie moderne. 5* édition, reMie et notablement augmentée, ln-8 de xLix-966 pages, avec 616 figures dans le texte, et 1095 questions proposées; i883 16 fr.
Prix (te chaque Partie :
I" Partie. — Géométrie plane 7 fr.
II* Partie. — Géométrie, de l'espace^ Courbes et surfaces usuelles 9 fr .
ROUGHË (Eugène) et GOMBEROUSSE (Gharlee de).— £iémenUdeGéo< métrie, rédigés conformément aux Programmes d'enseignement de> classes de troisième, de seconde, de rhétorique et de philosophie, suî\is d'un Complément a l'usage des Élèves dk Mathématiques élémentaires et DE Mathématiques specialLBS, et de Notions sur te Lever lits f4ans, r Arpenta^ et le ISiveUement.V édition, revue et augnaent^V n-8 de xxxv-54o pages, avec 4G4 Qg.dans le texte et 543 O^^estionproposées et Exercices ; 188 1 , 6 ù.
Ces nouTeaux Éléments de Géométrie (qu'il ne faat pas conioadre avec Ir Traité de Géométrie des mêmes auteurs) sont entièrdment conformes aox derniers Pro{jrammes ofBciels. Ils renferment tontes le» parties de la Géojn«-iri' enseignées successivement dans les établissements d'instruction publique, depuis |a classe de troisième jusqu'à celle de Mathématiques spéciales inclusivemont» qX sont destinés aux élèves appelés à suivre ces difTérents Cours.
TISSERAND, Correspondant de l'Institut, Directeur de rObservatoIrc .V Toulouse, ancien Ma lire de Conférences à l'École des Hantes Études no Paris.— Recueil complémentaire d'Exercices snr le Calcul infinitésimal, à l'usage des candidats à la licence et à l'agrégation des Scienot s mathématiques. (CetOuvrage forme une suite naturelle à rexcellent/î<?rv;e.. tT Exercices de M. FRENET.|ln-8, avec fig. dans le texte ; 1 877. 7 fr. 5o c V - - . -- .111. — — —
'ira i>ari> — Imprituerie de OAUTHIER-VIM.Aas. quai i1e« AatQ'tias, >s
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