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PRÉFACE
Ayant été appelé à occuper, depuis sa fondation, la chaire d'Analyse à la Faculté libre des Sciences de Lille, j'ai dû, pour les besoins de mon enseignement, traiter un e^rand nombre d'exercices en vue des comj)ositions écrites de la licence es sciences mathématiques. Les résultats inespérés que j'ai obtenus, grâce à ce mode de préparation de mes élèves, m'ont engagé à publier ce Recueil, dans lequel sont résolus tous les problèmes d'Analyse et de Mécanique donnés en composition à la Sorbonne, depuis 1869, tant aux élèves de l'Ecole Normale qu'aux élèves libres qui se sont présentés à la licence. J'y ai joint quelques questions proposées dans les autres Facultés et un certain nombre d'exercices sur les intégrales imaginaires et les fonctions doublement périodiques.
A la fin de cet Ouvrage, je donne les énoncés des questions d'Astronomie proposées à la Sorbonne pendant la période 1 869-1 884; ces exercices étant en gé-
néral purement numériques, j'ai cru pouvoir me dispenser d'en donner les solutions.
L'exposé ({iii précède inonli'e siiflisammeiit que I cette Publication ne fait pas tloublc emploi avec celles du même genre qui ont paru, pour la plupart, avant la mise en vigueur du nouveau programme de licence.
CHAPITRE PREMIER
1. Trouver les aires des boucles formées par les courbes dont les équations suivent :
Dans les deux cas n désigne un nombre entier positif .
(Glermont, novembre i88o.)
i" L'équation de celte courbe unicursalcj en coordonnées polaires, est
rt (sinoi coswy ^ cos-'»-'-* (I) -h sin2"-<-* (0
l'aire de la boucle est donc
_ I r^ ^j _ **' /''tang^^toc? tangci) _ n^
" 2 Jq ^ ~~ 2 Jq (I■^-tang^«-^-»lo)* "" «2(2/1-1-1/
ViLLiÉ. — Compositions.
2° En suivant la même marche, on trouve
a' cos"-* o) sin"-* w
^ cos*'*a) -+- sin^'ïa)
A = — / — ^ — o_ = — [arc tang(tang«to)]' = -— -
2. P«r ^extrémité A rfw diamètre AB rf'w/i cercle donné (Jig. i), o/i /né/ie w/ie corde quelconque AC, /?mw o/i prend, à partir du point A, ^wr /e diamètre AB, w/ie longueur AD = AC. O/i demande le lieu du milieu M rfe5 droites telles que CD.
Construire la courbe et déterminer Vaire de la portion du plan qu^elle renferme,
(Lille, juillet i865.)
Soit le diamètre AB ^=.ia\ l'équation de la courbe est
p = AD coso) = 2a cos2(o costo.
D'après les données, o> ne peut varier que de — j à + - ;
les valeurs négatives de p fournissent deux boucles parasites.
L'aire cherchée A de la boucle principale est donc
A = 2a' / COS'O) C0S'2(i)£/(i)
='^'iv
COS2to)(l H- COSibi)d(ii
-/ sin2(i) sin4to\* a» r\ . . ,
= a» ( (0 -i ! ; — ) H / (cos6io-4- cos2to)rt(o
\ 2 i Jo ^Ja
IZ
= a» ( (0 -f- - sm2a) -h - sin4a) -i sinôo) )
» 3. On donne un cylindre droit vertical dont la base est un cercle de centre O et de rayon a. Une courbe tracée sur ce cylindre jouit de la propriété que, M désignant un point de cette courbe et MT la tangente correspondante, la projection du rayon vecteur OM = r sur cette tangente est constante et égale à une ligne donnée K. Le point M est défini par V ordonnée verticale z et par V angle io que la projection horizontale OP de OM fait avec le rayon Jixe OA. On propose de :
1° Trouver la relation finie qui existe entre z et lo;
2° Trouver en fonction de z ^expression s de Carc de la courbe;
3** Calculer Vaire cylindrique comprise entre deux génératrices données et les arcs qu^elles interceptent sur la courbe et sur le cercle de base.
(Montpellier, novembre 1879.)
1^ On a
//-\ii;f nirrix X dx -\- y dy -\- Z dz z dz cos(OM,MT)= ^ =^^,
en tenant compte de Téquation différentielle du cylindre
X dx -^y dy = o,
K = rcos(OM, MT) = ^- = ^ "^^
'^s sj dz^ -\- a^ disy^
±. aK{ui — iMQ)=j^z'^—K^dz,
± 2aK(a) — a>o) =zz^z^— K2 — K« log ^ "^ ^^ ^^ .
La constante arbitraire Wq répond à l'ordonnée minimum ;>o = KL de la courbe qui admet pour tangente en ce point la génératrice du cylindre.
2° L'arc de courbe compté à partir du point d'ordonnée minimum est donné par la formule
3" Enfin l'aire cylindrique comprise entre la courbe, la base du cylindre et les ordonnées Zq et z est
A= / z.adiM--= j -^— ^ dz= —(-^—K-^y,
Le centre d^une sphère parcourant une hélice
tracée sur un cylindre circulaire droit, Venveloppe
des positions de la sphère est une certaine surface
canal; déterminer Vaire de la section faite dans cette
surf ace par un plan perpendiculaire à Vaxe, Chercher
le rapport de cette aire au grand cercle de la sphère
génératrice.
(Lille, novembre i868.)
Un plan normal à l'axe du cylindre coupe chaque sphère suivant un cercle dont le centre O {fig* 2) est sur le cercle de base du cylindre; l'enveloppe de tous ces cercles donne
la section de la surface canal. Deux cercles infiniment voisins, de centres O et 0|, et de rayons r et r-^dr^ se coupent suivant une corde AB ; nous prendrons pour aire élémentaire celle qui est comprise entre AB et la corde infiniment voisine, et pour variable indépendante l'arc
Fig. 2.
s = DO de base du cylindre, compté à partir du point de D où l'hélice perce le plan de base.
L'aire élémentaire cherchée
dK = XB{ds->rd,ÔÏ)\ or les triangles rectangles OIA et 0R0| donnent
01 =— r -j-j as
d'où
AI = ri/ 1— ( -7- I :
d'ailleurs on a, en appelant a le rayon de la sphère génératrice et m la tangente de l'angle que fait l'hélice avec la
base du cylindre,
as
d. 01 = m^ds et AI = v/«*— 77i*(i-i- 77i*)5*;
on en déduit
dX = 2(1-4- m'^)ds v/a*— 77i*(i-h m^)s^.
Pour trouver les limites entre lesquelles on doit intégrer l'expression précédente, nous écrirons que deux cercles infiniment voisins se coupent, autrement dit que la distance ds de leurs centres est plus grande que la différence
- m^sds
— dr =
>Ja> — 771* 5* de leurs rayons, ce qui donne pour limite supérieure
On a donc
f ds y/a*— 77i*(i-+- 77i*)52
[a* arc si 771 yH- 771*
sin s
A=ua*^i+^
Le rapport cherché est 4/ n 5; il est indépendant du
rayon du cylindre.
Quand l'hélice est une génératrice du cylindre, /n = 00 , A = 7ca2, et quand elle devient la base du cylindre, m = o, A = 00 ; on a en effet, alors, une infinité de couronnes superposées.
Un parabololde elliptique a pour équation
trouver Vexpression du volume limité par un plan
parallèle au plan des yz et le centre de gravité de ce
volume.
(Lille, novembre 1869.)
Soit x^a réquation de ce plan; une section parallèle au plan des yz est une ellipse ayant pour axes >Jipx
et \Jiqx : sa surface est donc B=7ty//?y2X. On a, par suite, pour le volume cherché,
V= / B dx = Tza^ ^pq.
Le centre de gravité est sur l'axe des Xy à une distance X de l'origine donnée par la formule
XV = r xBdx=^^Tza^s/çp^
Jo
d'où
6. Calculer le volume situé au-dessus du plan des xy et compris entre les deux sur/aces
z vP' y' a?' v'
c ~ ' a» 6» ^^ aî ^ 6» ~ '^ '
on suppose m^<Ci. Que représenterait Vexpression
trouvée si /n2>> i?
(Lille, juillet 1864).
Les sections du paraboloïde et du cylindre par le plan des xy sont des ellipses semblables et la seconde est intérieure à la première si w^ < i ; les surfaces se coupent audessus du plan des xy.
Le volume cherché V est donné par la formule
am /%a^
am
= ^ / ix^dx v' a* m^ — x»
7ra6cm'(3 — m'^) izabcm^ , ./ m^\
= ^3 g— =,taécm«(^.- — j.
Si /n^ =: I , on trouve V = ^ 'Kabc ; c'est le volume de la portion du paraboloïde située au-dessus du plan des xy.
Si /n^;^>i, les surfaces se coupent au-dessous du plan des xy, et l'expression générale de V représente la difierence entre le volume du paraboloïde limité au plan des xy et le volume compris entre les deux surfaces.
7. Les axes d^une ellipse sont ia et ib {a'^ b), cette ellipse sert de directrice à un cylindre droit; calculer la portion du volume de ce cylindre comprise dans une sphère ayant le centre de Vellipse pour centre et son demi' grand axe a pour rayon,
(Paris, juillet 1876, i"* question.) On a pour ce volume
= s I dx I dys/a'^ — x^ — j2
= î / dx\ (a2 — 372) arc sin —~-j=^ -+- Y V «^ — x'^ — y'^x
abc 4- a^ arc sin -
Soient Ox, Oy et Oz trois axes rectangulaires et
un paraboloide défini par V équation
calculer l'expression du volume limité par le planxOy^ la surface du paraboloide et la surface du cylindre dont V équation est
(Paris, juillet 1882, i"* question.) On a
Tzabc Sp^^
(a^'q^-hb^p^).
9. Soient Oxy Oy^ Oz trois axes rectangulaires. Une surface réglée est engendrée de la manière suivante : le plan zOA tourne autour de Oz, la génératrice D comprise dans ce plan fait avec Oz un angle constant dont la tangente est \\ elle intercepte sur Oz un segment OC représenté par Xa9, a désignant une ligne donnée et 8 V angle des plans zOxj zOA.,
1° Calculer l'expression du volume limité par la surface réglée et les plans xOy, zOx, >sOA, l'angle 9 des deux derniers étant moindre que itz,
2° Calculer l'expression de la portion de surface limitée par ces mêmes plans,
(École Normale, juillet 1882, i*^" question.)
D'autre part,
Ai=7r7MT,
MT
■-[-(ê)"l-[-GCT)-]-
MT = ? ^Ù
Ai=-4 i ^'
A — Ai = 7:a| x — cl —t.
Pour exprimer A — A< en fonction de Tabscisse t^ de T, écrivons l'équation de la tangente MT
d'où
X X f^ — rv* n •
on en déduit
ti^— X a ^ ^. ,
e~'-he ^ x—f,)
et enfin
A — Aj = TZCiuQ*
11. O/i considère, sur la surface d\in paraholoïde elliptique, les courbes définies par la condition que les normales à la surface menées par les différents points de Vune d^ elles fassent un angle constant avec Vaxe,
Trouver V équation des projections de ces courbes sur un plan perpendiculaire à l'axe du paraboloide.
Calculer Vaire de la calotte du paraboloïde limitée par une de ces courbes,
(Paris, novembre 1874, i"* question.)
Soient
l'équation du paraboloïde et 8 l'angle constant pour une même courbe, que font les normales à la surface avec l'axe des z\ on di
i=:cose^, + (g)V(|)' = cosO^,^.J.,4-~;
d'où, pour l'équation de la projection des courbes cherchées, sur le plan tangent au sommet du paraboloïde,
(2) -_H_.^= tangue.
Pour trouver l'aire de la calotte du paraboloïde limitée par une de ces courbes 8 = 80, nous prendrons pour aire élémentaii-e rfo* celle qui se projette suivant la couronne comprise entre deux ellipses infiniment voisines.
L'aire de l'ellipse (2) étant izab tang^ô, celle de la couronne est
d\ = iTzao tangO — --, ,
et, comme
, dX , sin6 d^
d'S z- = l-Kah r^r- ,
cosQ cos^O
on en déduit
^•sinOrfO
(3) .:=2uaM -^.e- = 3^'^H^^i^o""T
l4 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE I.
12. Déterminer V équation finie d^ une courhe gauche diaprés les conditions suivantes :
I ° La courbe est située sur la surface du cône
2^ Toutes les tangentes à cette courbe rencontrent le cercle
Rectification de la courbe. Calcul de la sur/ace du cône comprise entre l'arc de la courbe et deux génératrices fixes,
(Montpellier, novembre 1880.)
En exprimant que la tangente qui a pour équation
dx dy ~ dz
coupe le cercle donné, on a la condition
ou, transformant en coordonnées cylindriques, en tenant compte de l'équation du cône p = kz^
a2 = p2+ ip(hk - p) ^- {hk - p)2 ^ ^ ^^ ;
d'où
ou
àzdoi =v/a2— A2^2
hk__
Pour que le problème soit possible, il faut que hk^a^ c'est-à-dire que le cercle donné soit extérieur au cône ou sur le cône; dans ce dernier cas, a) = consl.,, la courbe
cherchée est une génératrice quelconque du cône. Soil
donc
hk<,a\
on a, pour l'équation de la projection de la courbe sur le plan des xy.
±(<o + c)=^^,-ilog±(^-.).
Toutes ces courbes sont superposables par rotation de l'une
d'eUes
hk
autour de O^. Ce lieu se compose de trois spirales : 1** une spirale située sur la nappe inférieure du cône, asymplotique au sommet et à la génératrice qui a pour projection la partie négative de l'axe des Xy 2° deux spirales sur la nappe supérieure, toutes deux asymptotiques au cercle p = hk^ z = hy suivant lequel le plan donné coupe le cône, la première située au-dessous de ce plan et asymplotique au sommet, la seconde placée au-dessus du même plan et asymplotique à la génératrice ayant pour projection la partie positive de l'axe des x. L'arc s de la courbe est donné par la formule
ds^ = dz^ -h é/p* -7- pî éfo)*,
^^ = Â-^^p /-'- AU^-H (l-H -i) (M-p)^
\/a>—h^k'^^K/ a^—h^k^-\-(^\^^[hk-''^y
+- consl . = i/a* — h> k'^ loff ^- 7-7 ^
^ hk — p
_ ^'a>-A»A»+(i + ij) (hk - p)'.
l6 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE I. — QUADRATURES.
Enfin Taire du cône, comprise entre un arc de courbe et deux génératrices se projetant suivant les rayons pi et p^, a pour expression
Jp, '^ -^k Jp_ hk - p
(p.-?, + Miog||-£i)
CHAPITRE n
L 13. Exprimer sous forme réelle V intégrale générale \ de l'équation différentielle
; dx^ dx^
(Paris, juillet i883, !•* question.)
Pour trouver l'intégrale générale de cette équation linéaire à coefficients constants, formons d'abord l'équation caractéristique
o = a» + a« = aHa + I) (a -- î:±^) (a - -'^3) ,
et cherchons ensuite une solution particulière ^o î on Tobtient en substituant dans l'équation proposée un polynôme du cinquième degré et identifiant : on trouve ainsi
x^ et
2 I rt -;_ V'^ ^ . r. -^. V^ „^ . ^'^
( Ci sin — X
j = Ci-f- Cjay-t- CaC-^-h G ( C* sin -î^ ar H- Cg cos ^-- xj -+- --
On propose de trouver V intégrale générale de l'équation
-7~ — '2 -T-~ -h K = Ae^-f- Be-^-i- G sin^H- D cosa;, ûto* dx^ -^
A, B, C, D étant des constantes.
(Paris, juillet 1870.)
ViLLié. — Compositions. 2
j8 première partie. — CHAPITRE II.
L'équation caractéristique est
o = a* — 2a«-hi = (a*— i)*; y = e*(Go4- Cix) + e-*(Cî-4- Ca^)
est donc la solution de l'équation dépourvue de second membre; il suffit d'y ajouter une intégrale particulière de l'équation avec second membre. Nous trouverons une portion de cette intégrale en substituant
yo= asinx -h bcosx:
on obtient
Mais la même méthode ne réussirait pas pour les termes Ae^+Yie~^ qui sont solution de l'équation sans second membre. Voici comment on peut procéder sans se servir de la méthode de la variation des constantes arbitraires, dont remploi est toujours assez pénible. Soit, plus généralement, l'équation
(£fn xr d^ — ^ V d^~^ V
-7-^ -î- Al -, 4 -^ A2 -7 '-- -I . . .-!- AffiT = Be^^
dx"^ dx'*^-^ dx'^-^ '^
et
son équation caractéristique, dont a est n fois racine- A l'équation proposée on substitue la suivante :
dm y d"i-'^r . d'n-'^y , ^ .
-Y-^ -1- Al -, 4 -^- A2 j V ^-.•- - A,„r — Bc*-^;
dxfn ^ dx'^"^ dx"^-^ '"-^ '
elle admet pour intégrale particulière ^ . , . j —- — y^> eJ^ sorte que
est une portion de l'intégrale; il n'y a plus qu'à faire
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. IQ
endre b vers a, ou e vers zéro, si Ton pose 6 = a -f- e. Or
ebx e^ Y i \ X \ x^
b — a)'* e" Le'* e'»"* i e'*~' 1.2
e i.2.3...(n — i) i.2.3...nj
(;r) s'annulant, quel que soit x^ pour e = o. L'expression de jko prend alors la forme
L 1.2... (n — i)ej 1.2... n) ^1'
ou, en introduisant de nouvelles constantes et faisant vendre ensuite e vers zéro,
Appliquant cette formule à l'exemple proposé, on trouve pour l'intégrale générale
7= ^Go-f-Giar-4- -^j 6^
-h ( G2-i- Ga^?-!- ^ ) e-^ -\- ^ sinar -i- ^ cosa?.
lo. Trouver V intégrale générale de V équation diff^f^entielle du troisième ordre
■ ''^ -T~ — 3 ^ -+-27 = (aa7-T-6)6^H-C6-2^.
! (Paris, juillet 1872, i** question.)
L'équation caractéristique est
= a' — 3 a -4- 2 = (a — i)*(aH- 2);
Ja solution générale de l'équation sans second membre est
y z= e^(G -f- C'x) -f- Ce-^^,
20 PREHIÈRE PARTIE. — CHàPlTRE II.
Nous diviserons la recherche de l'intégrale particulière en deux parties; nous considérerons d'abord Téquation
posons y ^- ze^y l'équation précédente devient
qui admet pour intégrale particulière
la solution générale de l'équation (2) est donc
r=^ [Cl -h dx H- (36 — a)x* H- a^3] .^ Ce-*^,
lo
Prenons ensuite l'équation
on pourrait en trouver une intégrale particulière en se servant de la formule du numéro précédent, mais ici, — 2 ' étant racine simple de l'équation caractéristique, on peut : procéder comme il suit. Au second membre de l'équation (4) substituons ce"*^,
jo = G"e-«^-f-
sera une portion de solution de cette nouvelle équation ; écrivons-la sous la forme
•^ n^ — ôn-x- '1
et faisons tendre n vers — 2, le dernier terme prendra la forme -; on obtiendra sa valeur limite en prenant le rapport des dérivées de ses termes par rapport à n, et faisant
ensuite /i = — 2 ; on a finalement
^ -^ exe-*'' •^ 9
L'intégrale générale de Téquation proposée est donc
y = ~ [Cl H- C,^ H- (3 6— a)r«-T-aa?3] -4- 1— f (G3 -t- car). lo 9
Intégrer Inéquation différentielle linéaire
-~ 4- ia* -r^ -h a'^y — cosax.
(Toulouse, juillet 1880, a* question.)
L'équation caractéristique étant
o = a* -f-aa'a* -*-a* = (a-+-a /— i)*(a — a /— i)'
rintégrale générale de l'équation sans second membre est
y z= (Cl -f- Cix) cosax -{-(Ga -f- C^x) sin a:r.
La méthode de substitution employée au n® 14 pour trouver une intégrale particulière serait ici en défaut.
On pourrait ramener ce problème à un autre, précédemment traité (n° 14), en remplaçant, dans le second membre
de 1 équation proposée, cosaj; par On
peut aussi substituer à l'équation proposée la suivante :
dont l'intégrale générale est
cos b X
y = (Cl H- Cja:) cosaar -+- (C3 -^ Ci,x) sina^ 4- / r,^^— tTî
= (Cl -H Cix)cosax -^'{C^ H- d^x)s\nax
I cosbx - cosax {b-^ay (6 — a)»
Pour 6 = a, le dernier terme prend la forme infinie
I xsinbx 4a' 2(6 — a)
mais on peut encore écrire
y = (Cl -+- C2^) cosax -4- (Gs -4- G^ar) sinaa?
X sinax — sinbx "^ 80» b — a '
dont le dernier terme prend la forme - quand b tend vers a;
sa valeur limite étant — ^ ^ — > on a, pour l'intégrale
générale de l'équation proposée,
a?» cosarr
j^ = (Gi-h GiX) cosax -\- (Cz -h Ck^)siTïax-r — g— ^ — •
dx* dx "^^-^ x^
(Dijon, juillet i88o.) L'équation caractéristique est
et
y = (C,-hC^x)e^^
est l'intégrale de l'équation sans second membre.
L'emploi de la méthode de la variation des constante! arbitraires conduit aux équations
, / aKjt dGoX
/rfC, \ cb;
d'où
C, =— e->*(ar-SH-3ar->), Ci = c-»«(3 +a3r-»).
ÉQUATIONS DIPFÉRENTIELLKS. 23
L'intégrale générale est donc
d^y dy
x^ -j^ — '^^ -f- -\- iy = x^ -\- px -\r q,
(Paris, novembre 1882, i" question.)
Première méthode. — Cherchons d'abord l'intégrale de l'équation privée du second membre, en posant a: = e'; on arrive à l'équation
d^y _ dv
dt^ dt -^
dont l'intégrale est
La méthode de la variation des constantes donne ensuite
_ dC\ dCf
Ux cLx
d'où
c?Gi é/Cj _ x'^ -\- p X -\- p ^
dx dx ~~ x^ '
Ct= — x — p\osx-h ^
Solution générale :
j^ = - -H Gi^r -hCiX^-h (x^ — px) loga:.
Deuxième méthode. — En différentiant l'équation proposée, on trouve
y = Go-4-Cia7-h G2a7*+(ar* — px)\o^x.
Cette solution doit être vérifiée, puisqu'à Téquation donnée on en a substitué une plus générale; cette vérification conduit à la condition Cq := - •
Troisième méthode. — Posant y = xz, z satisfait à l'équation différentielle
qui s*intègre par deux quadratures successives. 19. Intégrer V équation différentielle
oLj p et Y étant des constantes données,
(École Normale, juillet 1878, 2* question.)
Posons, conformément à la méthode générale, x=e^; il vient, pour l'équation privée de second membre^
d^y d^y ,ody a,
L'équation caractéristique est
(a-4)3==o, d'où la solution
Pour trouver une intégrale particulière de l'équation nous poserons (n® 15)
^=« + pt + Y<'.
afs 8^* Y^»
l'intégrale générale cherchée est donc
y =z x^ (Gi-i-Gjlogar-i-Gslog^iF-i- ^log'or-f- ilog*a7-h ^log'arj.
20. Trouver V intégrale générale de V équation différentielle
^d^y ^ dy , ^ C" dx
(Paris, novembre 1872.)
On pourrait employer la méthode générale du n® 18; il est plus simple de poser
y = zx^-,
d'où l'équation
d^z ^dz ^"^
dx^ dx
que l'on peut écrire
dx
dx \ dxj X x^ J^ /TT^ dz ^ ^ \ r"" dx I r"
-7- = Cl H- 10°: 37 / - H 1 ,
d'où, enfin, pour l'intégrale générale cherchée, = x^z ^x^(Co-hCi\ogx -i- -\oQ^xj-h j I --^
x^ , . . C^ dx x^ r
— (2l0gar — 1)1 , /
4 Jo x^ /i -+- a?* 2 J^,
loga?ûtr
Prouver que V équation différentielle
oii n est un nombre entier positif, peut être satisfaite par un polynôme entier et indiquer comment on peut en déduire la solution générale.
Soit
(Nancy, novembre 1880.) y = a?'" -f- Aj 37'»-^ -h A^x^-^ - . . . i- A;„ ;
on trouve, par substitution, qu'il faut que l'on ait
m = n et o = Ai = A3 = . . .;
on a en outre, entre deux coefficienls consécutifs, la relation
A 2/, — A2Ar-2
Le polynôme
ik[-x{n — k)-x-i\
l)(2Al
n{n — i) ... (.1 — ik -\-\)
x'^-^^zn
2*.i.2.3.../:(2n — i)(2Ai — 3)...[2(ai — ^)-+-^]
satisfait à l'équation proposée.
Pour en déduire la solution complète, soit, plus généralement, l'équation linéaire du second ordre, sans second membre,
dont on connaît une intégrale particulière j^ =^0 ; on a
d'où Ton déduit aisément
Appliquant cette formule à l'exemple actuel, on a
que l'on sait former.
(Paris, novembre 1875, i" question.)
dv Résolvant l'équation par rapport à ^> on a
d'où
X = Czh2^i — ydz arc sin(2^ — i),
les doubles signes étant indépendants.
L'intégrale cherchée s'obtient plus rapidement et sous une forme un peu différente, si l'on pose
d'où
zhdx = ndzi/ = '^dz — ,
a? = C ±: 2 /i — y zh 1 arc sin ^~y,
Intégrer Véquation différentielle du premier ordre
(Lille, novembre 1880).
On a
^ ~~ ~~ dx\ dx 2
équation linéaire en x et jk> que Ton intègre en commeDçant par la différentier. Posant
on a
Éliminant -—- entre les équations (i) et (2), on a l'intégrale cherchée
24. Trouver les courbes dont les coordonnées rapportées à deux axes rectangulaires satisfont à V équation différentielle
(École Normale, juillet 1878.)
En posant -^ =1: /?, -^ ^ ^, on a, entre z et /?, la relation
dz ^ (3^2 —})dp ^ , / 4/> _ 1
^ , dp _ (i-^p^y
z — -j- — — Li j
-u dy
diC(x— -7o)=^arc8in v/G(a7— aro) -h /G^x— ;^-o) [i — C(a7 — a-o)J»
d'où, par un transport d'axes coordonnés,
±1 Cy =z arcsin /c5-f- v/Ca7(i— C^);
ces courbes sont semblables et ont Torigine pour centre de similitude; si Ton construit Tune déciles
±y = arc sin /z± a? -f- y/iii J7( i q= a?),
on obtient une courbe symétrique par rapport aux axes, ayant pour axes 2 et 7t et composée de deux demi-ovales tangentes à l'axe des y ; transportant celle de gauche en ^0 = 2, on a une courbe fermée.
25. Intégrer le système de deux équations différentielles simultanées
( Paris, juillet 1873.)
En éliminant x entre les deux équations proposées, on arrive à l'équation différentielle du quatrième ordre
qui a pour équation caractéristique
l'intégrale de l'équation (2), sans second membre, est
(3) j^ = (Gi-H C2^)cos2f -+-(C3-+- Ci,t)smit,
Pour trouver une intégrale particulière, on pourrait employer la méthode du n°16; nous suivrons une marche analogue à celle du n® 14 ; nous remplacerons le second membre dé l'équation (2) par cos kt^ et nous en déduirons
comme solution particulière
_ cosA'^ __ I cos kt
^^'^ A:*— 8Ar«-M6 ~ (A: -4- 2)» {k^^^'
posant
on a
r.= (4:^,îcos.*[A---^ + e.(o]-sina*[£-HO,(o]j
ou, en faisant tendre e vers zéro et tenant compte de l'équa lion (3),
ce qui donne finalement
y = cos2t ( Ci-h Cit — — j -f- sin2^(G3-l- C^O»
-h sin2^ T— (4G2+ G3) -f- t (j — G*)] .
26. 1° Intégrer les deux équations différentielles simultanées
idiy dy « dz _ dy d^z ^ dz
-f- H-27H- -T-i -1-3-1- -i-3z=io.
dx ^ dx^ dx
2° Intégrer les deux équations simultanées l d^y ^dy ^ dz
Obis) J5îi-55î + '3-^^S + ^*'^ = ^"'
J dy d^z ^dz
(École normale, juillet 1874.) î" Nous procéderons par la méthode d'élimination.
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 3l
Si l'on dérive la première des équations et qu'on en retranche la seconde, il vient
dz _ d^y r^y dy
^S ~~ 3^ <ir' dx '^^
. . . dz
:|ui, jointe à la première, fournit deux équations en ~
3t ^ ^ on en déduit, en les résolvant,
_ ,_ dz d^y d^y _ dy
Éliminant z entre ces dernières, on a l'équation ,ov d^y d^Y dy
donlVéquation caractéristique est
qui fournit l'expression dej^; celle de z s'obtient ensuite àl'aide de la seconde des équations (2).
La solution cherchée est donc
^** Pour trouver une solution particulière, y^^ Zq des équations (i 6w), la méthode générale consisterait à poser
a substituer ces valeurs dans les équations (i bis) et à an-
nuler dans chacune d'elles les coefficients de e* et de e"^; on obtiendrait ainsi quatre équations du premier degré fournissant les valeurs des quatre constantes a, 6, a et ^. Elle conduit dans l'exemple actuel à des équations incompatibles, ainsi qu'il était facile de le prévoir; cette méthode, en effet, doit être en défaut, puisque eP^ et e~^ sont solutions de l'équation (3). Procédant par la méthode d'élimination, on arrive à
en y appliquant la formule du n° 14, on trouve l'expression de ^0 î Ja formule
donne ensuite Zq, On arrive ainsi à
Intégrer les deux équations différentielles simultanées
dy __ z dz _^ y
dx ~ {z — y)"^ dx (^ — y)^
(Ecole Normale, juillet 1875, 2* question.)
En combinant ces deux équations, on arrive aux deux s:iivanles :
y dy — zdz =^ o, "^ , ^ = ,
dx y — z
(|iii s'intègrent immédiatement et donnent
J^*— ^2=2Gi, (JK — 2)2=2(C2~J?);
OÙ la solution
7= — -p^^==(Ci-hC,-a:), ±v/2(G,-ar)
^ (Ci—Ci-i-x),
28. Soient ^(x) et i({x) deux fonctions données dex, leurs dérivées étant représentées par <f'{x) et ^(x); on propose d'intégrer les deux équations différentielles simultanées
^- -H'^'(a7)7-hcp'(^)- = o.
(Paris, novembre 1874, 2® question.)
Éliminant successivement les fonctions ^'(^) et '/(^), on a
d'où
et enfin
^ = tang[^(^)-4-C2], 7= Gie-?t^^ sin[iK^)-4-G2],
Z = Gi6-?(-^^COS[tKj7)-4-G2].
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DIFFÉRENTIELLES TOTALES
29. Étant donnés un plan P et un point O dan plan, trouver V équation générale de toutes les faces telles que si, par un point quelconque m de l d''ellesy on mène la normale mn^ qui rencontre en , plan V^ puis la perpendiculaire mp à ce plan, Vain triangle Onp soit égale à une constante donnée.
Déterminer la fonction arbitraire comprise a r équation obtenue, de manière que la surface p par une droite Ox située dans le plan P.
(Paris, novembre 187
Le point O étant pris pour origine et le plan P j plan des xy^ les coordonnées du point n sont
dz dz
dœ ^ dy
l'équation de Op étant
ty — ux = o.
la distance de n k cette droite est
/ dz\ l dz\
)Jx^-^y^
ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, ETC
d'où l'équation différentielle du lieu
. ^ l dz dz\
les équations à intégrer sont
, , dx dv
^2^-7» =:Cî, ^î=Ci±2K»arcsinj^; ' (3) 5*=<p(a^«H-7«)zt2K*arctang^.
Pour que cette surface contienne Taxe des x^ il faut que la fonction ç soit nulle
z^ — ±i 2K ai anff —
ou, en coordonnées cylindriques,
c'est l'équation d'une surface réglée à plan directeur, dans laquelle les ordonnées sont égales aux carrés de celles d'un hélicoïde gauche.
La trace de ce conoïde sur un cylindre circulaire droit ayant Oz pour axe a po^ir transformée, dans le développement, une double parabole dont l'axe est la section droite du cylindre.
30. Déterminer toutes les surfaces qui satisfont à la <^ondition
op.mn = xôm\
^<^ns laquelle X désigne une constante donnée, O rori- S^fte des coordonnées, M un point quelconque de l'une des surfaces, P le pied de la perpendiculaire abaissée
de O sur le plan tangent en M, et N la trace de U maie en M sur le plan XOY.
(Paris, novembre 1875, 2* qucsl
On a
dz dz
v/«-^(èy-^($y
d'où l'équation aux dérivées partielles
qui s'intègre en posant
, ^ dx _dy _ zdz _ x dx -\- y dy -\-
d'où
et enfin l'équation finie
(3) ^2 -h 7* H- -3» = iF2(l*>^) <p /'•^ j ,
qu'on peut mettre encore sous la forme
En coordonnées polaires, cette équation prend la simple
{%ter) p = (sine) XF(t^).
31. Trouver V équation aux dérivées partielle surfaces décrites par une droite qui se meut en re trant une droite fixe sous un angle donné.
ÉQUATIONS AUX DÉRIYËES PARTIELLES, ETC
Intégrer ensuite cette équation aux dérivées partielles.
(École Normale, juillet 1873.)
Les équations d'une génératrice sont de la forme
y =z ax, z = bx -^- Cj
avec la condition
= cos 6 ;
exprimant que le plan tangent passe par le poin t
X = Oj y = Oj z = c^
on a l'équation cherchée
dz dz ,
I) \ dx ^ dy
= arcotO/i H- «2 ^ cot6/:t--i-;'2,
Pour l'intégrer, on pose
/ . dx _ dy _ dz tango
y = CiXy dxs/i-hCî = dztding^y z = G2H- a?V^i-hCf cot6, d'où enfin
(3) z = cot^\^x^~^y^ -h ^( - )•
Intégrer l'équation aux différentielles partielles
y dx
dy
dz ^ -^ ' du
(Nancy, juillet 1880. )
Les équations à intégrer sont
La première peut s'écrire
d'où
dx _ i y^
Ci-— y—.
on a encore
d^ dy _ dz _ y dz — ^dy _ y _ ^^
7(7^ — ») "" 7(7^ — a; "" yz — ay^ ~ z ~ x
d'où
et, de même,
L'intégi'ale cherchée est donc
33. Trouver la jonction z des deux variables indépendantes X et y, qui se réduit à zéro pour x = a et qui satisfait à l'équation aux dérivées partielles
(i) ^^^ -j \-(^x'*z -^ax'^y — ax'^'y'^)-^ =2ax^yz — la-y^.
(Paris, juillet 1869.) On a
, - dx dy dz
ax'* x*z -t- ax^y — ax'^y- iay{x'^z — ay'^) que l'on peut écrire
i ^y ^± _^y_yl
dx a X x^^ ^'i'bis) { ^yl
dz _ y 7^ __ /^7 dy y^\ x^ ^
dx x^ x'* ~~ \ x^ dx x^ I ~ dx '
éqdàtions aux débitées pàbtiellbs, etc. 39
d'où
et
fi) ^=Giloga:-f-G,.
L'équation générale des surfaces, satisfaisant l'équation tionnée, est donc
a x^ 'ix ^ \a x*J]
Si l'on tient compte des conditions de l'énoncé, on a (6) c,-r-^=o, C2-^Ciloga = ^,
^où, par l'élimination de j', la relation
C2 -H Cl logrt in ^— Cl = o, ^^ enfin, pour l'équation de la surface,
x^ a IX ^a\x^ aj\
On donne V équation aux dérivées partielles
fO
/ dz dz\, , ^^ l dz dz\^
ks coordonnées étant rectangulaires :
I® Transformer cette équation en substituant aux variables indépendantes x et y les coordonnées polaires ç et^\
2" Intégrer V équation transformée et indiquer le
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mode de génération des surfaces représentées par cette
équation,
(École Normale, juillet 1881.)
On a
dz dz g. dz . f.
a^ ax ay
-7-r- = -7-r cos*6-H 2 -7 — v-cosO sinon — r-TSin*6, d^^ dx^ dx dy dy^
ce qui permet d'écrire immédiatement l'équation transformée
.d'^z dz Jdzy
ou
dzy d9l
, . d^z dz I ^^ \
Posant ^ := /?, elle devient P
dp _ ûfp
la fonction / étant arbitraire.
On en déduit
dz = fi^)—l£L=.
Vi-p2/2(e)
(3) ^ + cp(^) = j(^v/i-pVH«; = v^Fne)-p2.
Ces surfaces sont engendrées par une circonférence mobile située dans un plan passant par Oz et dont le centre est sur cette droite, l'ordonnée du ceûtre et le rayon de la circonférence étant d'ailleurs des fonctions arbitraires de l'azimut 6.
Déterminer les fonctions uetv de deux variables
ÉQUATIONS AUX DÉRIYÉES PARTIELLES, ETC. ^l
indépendantes x et y, dont les différentielles totales vérifient les relations
( dv = {u-\- '±ç)dr -\-(u-\- v)dy,
(Paris, novembre i88i.)
Première méthode. — On a les équations linéaires simultanées
du .. d%'
— -=3aH-i2r, -7-=a-T-2r,
dx dx
du dv
dy dy
£n les intégrant par la méthode de d'Alemberl, on a, pour les équations (2),
3H-Ô = a, i2-i-26 = a6, 62-^6 — 12 = 0, 61 = 3, ai = 6; 62 = — 4, a^^ -\.
^^tstituant dans l'intégrale
^^ a successivement
Procédant de même pour les équations (3), on obtient (5) a-!-3i' = F,(j?)e8r, u — !^v — Fî(a:)e-«r.
Les équations (4) et (5) exigent que l'on ait (6 ) M -+• 3 i' = Cl c«'+6r, w — 4 p = C2 e-*-»r ;
d'où
l " = i(4Cie«^+5:K-i-3G2e-^-»0,
Deuxième méthode. — Prenons u et v comme variables indépendantes; à cet effet, tirons dy et dx des équations (i) :
[ / __{u-^ v)du — {iu-\-\iv) dv
\ u^ — UV — VIV^ '
on a, en intégrant ces différentielles totales,
|:r-hGi= j[51og(w — 4iO-^alog(w-i-3p)], ^ (7-4-G2=-}[61og(?^- {p)-f- log(w-f-3p)];
d'où l'on tire u el v sous une forme qui se ramène facilement à la précédente,
Troisième méthode. — Formons les équations aux dérivées partielles
du du __ dv ds> _
dx dy ' dr dy '
on en déduit
(11) u = e^f^{x-^y), s> = e^fi{r-^y).
Pour déterminer les fonctions /i et /2, on pourra substituer les valeurs de m et ç' dans les équations qui donnent,
par exemple, ;7~ et -r-; on sera conduit à des équations simultanées
(la) /l = 2/1 -1-2/2, /2=/l-4-/2,
identiques à celles que nous avons obtenues par la première méthode, et qui donnent
(i3) /•^^-3/J=Cle5(^-^r^ f,- ^f^=C^e-^^^^y\
Intégrer Inéquation aux dérivées partielles
dx dy
Où peut ramener cette équation à la forme linéaire, en
considérant x comme la fonction à déterminer. On a en
effet
dz , dz ,
rf'où
''- dx^-'^dy"^'
dz
dx = -f- dz Y- dy ;
dz dz -^ '
dx dx
^^ en déduit
dz
dx I dx dy dz dz' dy dz
dx dx
ce
^ui permet de transformer l'équation (i) en la suivante :
ftii » dx dx
0^^ en posant -^=P^ Tz'^^'
('ibis) zq^-i-p = o.
Dérivant cette équation par rapport à ^, on a l'équation linéaire en <jr,
dont l'intégrale est
Les équations (2 bis) et (4) fournissent p et q, mais, à cause de la fonction indéterminée /, il est impossible de ' pousser plus loin, en général, l'étude de la question. On y arrive, dans le cas actuel, à Taide d'un artifice; on a
(5) dr = d{py -^ qz) — (y dp -h z dq),
donc
(G) ydp^zdq = Y- -+•«?'(—/?) Je?/?— ^idq
est une différentielle exacte. Si on la forme, l'équation (5)^ en l'intégrant, donne
(7) X ---. yp ^ zq -^ t]^{ — p) — ^*
On a donc, entre x, y, 2, p et ^, les trois relations (2 bis), (4) et (7) entre lesquelles il faudrait éliminer/? et q. Or l'équation (7) est celle d'un plan, et les équations (4) et ( a bis) ses dérivées par rapport k p et q; donc la surface est l'enveloppe du plan mobile (7) dans l'équation duquel/? et q sont considérées comme des constantes arbitraires. On obtient une infinité de surfaces déterminées par leurs plans tangents , quand on fait varier la forme de la fonction (p.
il;
CHAPITRE IV
37. On donne une série de courbes (C) représentées en coordonnées rectangulaires par l'équation
^à a est une constante arbitraire.
On demande :
'° L équation différentielle qui représente toutes les courbes (C);
2^ V équation différentielle des trajectoires orthog<t- ^dles des courbes (G) ;
3° V équation en termes finis des trajectoires orthobanales des courbes (C).
(Paris, novembre 1873.
1° En difFérentiant réquatîon
On obtient
3 a?^ -1- v2 ^jp
^'où, pour l'équation cherchée,
2® Celle des trajectoires orthogonales des courbes (C)
est
(3^ 32:^ + (zy$:+, = o.
^ X dx \xj dx
3® Pour intgérer cette équation homogène, posons
elle devient, par l'élimination de j' et dy^
dx I ;; -H 3 , o = i r — r> dz,
d'où, en intégrant,
x{z -Hl) _ yZ-s -4- 2 OU
(4) ir2-4-j23= Cy/y^-^T.x"-.
C'est une courbe ovale comprise entre les cercles de rayon C et Cy/2.
On arrive plus rapidement par l'emploi des coordonnées polaires. L'équation des courbes proposées se niel sous la forme
n ois) '2a = ^—T-z — :
sm-'o)
leur équation différentielle est
, , . dp 1 -{- cos^w ,
(2 OIS) — ^ = -; ao),
p sinwcoso)
et celle de leurs trajectoires orthogonales (Ci) s'obtient par la relation
-'■'$)cQc,= -
elle est donc
,^ - . , dp sino) Costa - (3 ois) -J. = — - doiy
^ ^ p I-hCOS^O)
qui s'intègre immédiatement et donne, pour Téquation des courbes cherchées,
{^bis) p = Cy^i-l- cos*(o.
38. Troui^er les trajectoires orthogonales des courues représentées en coordonnées polaires par l'équation
dans laquelle c est un paramètre variable; le signe \o^ désigne un logarithme népérien,
(Paris, juillet 1877, ^^ question.)
L'équation différentielle des courbes proposées est
dtù _ p sin^o) ^ dp ~~ «2 '
celle de leurs trajectoires orthogonales est, par suite, qui, par l'intégration, devient
G — cos2a>
ou, en coordonnées rectilignes,
famille de courbes du second degré ayant pour axes de symétrie les axes coordonnés.
39. Déterminer les trajectoires orthogonales des courbes définies en coordonnées rectangulaires par V équation
dans laquelle a désigne un paramètre variable.
(École Normale, juillet 1879.)
L'équation proposée représente deux familles niscates semblables dont les axes sont les bissectr axes coordonnés; leur équation différentielle est
.\(x dx -^y dy) _ r dr -^ x dy
x^-^y* xy
et celle de leurs trajectoires orthogonales
\{x dy — y dx) _ y dy — x dx
x^ -h y^ xy
ou
y dy{3x^ — y^)-\- x dx(x^ — ^y^) = o;
c'est une équation homogène dont l'intégrale gêné
.7-2 _4_ yt
yx^—y'^ ou, en coordonnées polaires,
qui représente des lemniscates semblables.
L'emploi des coordonnées polaires est un pe simple; on trouve, pour l'équation différentie courbes proposées,
— !- = cot2a) diù
et, pour celle de leurs trajectoires orthogonales,
— ^ = — tan&rao) do)
qui s'intègre immédiatement.
40. Déterminer les trajectoires orthogonal courbes qui sont les positions successives d^une plane fixe {0) tournant, sans changer de Jorme, . d'un point O de son plan,
(Paris, novembre i883, a* que*
Nous prendrons l'équation générale des courbes (C)
sous la forme
w-hC =.Ap);
leur équation dififérentielle est et celle de leurs trajectoires orthogonales Ces trajectoires, dont l'équation est
sont donc comme les proposées, des courbes qui s'obtiennent par la rotation de l'une d'elles autour de O.
^1 les courbes (C) sont des cercles passant par l'origine, on trouve, pour leurs trajectoires orthogonales, les courbes
d = arc sin -* H 4 / — x » •
il. Déterminer les trajectoires orthogonales des courbes représentées par l'équation
'étant le paramètre variable,
(Bordeaux, novembre i88o.)
L'équation (i) représente une famille de cercles ayant leurs centres sur O^ et tels que le rapport des distances des divers points de l'un quelconque d'entre eux à deux points fixes A et B est constant; ces points A et B sont situés sur l'axe des x, de part et d'autre de l'origine, à la distance a.
ViLLiÉ. — Compositions. 4
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Leur équalion différentielle est
et celle de leurs trajectoires orthogonales
(3) '^^y—i — Hj2 — x--\-a'^ = o.
L'équation (3) se déduisant de (a) par la permutation de X ely et le changement de signe de a^, on peut en conclure, a priori, que l'intégrale de l'équation (3) est
(4) r-'^y'^— aCr — a2=o;
elle représente une famille de cercles passant par les points fixes A et B.
L'intégration de l'équation (3) est d'ailleurs immédiate, si on l'écrit sous la forme
lyi^x dx-v-y dy) — (/^-l- x^ — a^)dy = o.
L'équation (3) rentre dans un type d'équations ne contenant que des termes de degré oet 2 parrapport aux variables ^et^ et que l'on sait intégrer; nous exposerons la méthode en l'appliquant à cette équation. Si l'on pose
dv
.r-.-u, y.= . et ^=^,
l'équation (3) prend une forme linéaire en u et (^,
qui donne par dérivation (n" 23)
du ___ dp
u — a^) "" jo(/?-M)(/?-f
MGNKS ET SURFACES ORTHOGONALES. Jl
d'où
(6) /ir7^.^(:ip^p±ii.
p -hJ
l'élimination de p = '■ 1 entre les équations ( j) cl
(6) donne
/ ; n /t'iw — «*)
qui conduit à Téquation (4) précédemment obtenue.
42. Trouver les courbes telles que, si par le point N où une normale quelconque MN rencontre Vaxe Ox on mène une parallèle à la tangente en M_, cette droite passe par un point donné A sur Vaxe Oy,
Trouver les trajectoires orthogonales de ces courbes.
(Poitiers, juillet i88o.)
On voit, a priori, que ces courbes sont parallèles et adooiettent pour trajectoires orthogonales une famille de droites.
L'équation de la droite NA est
/ fiv\ dy
\ dx / dx'
si l'on pose OA.=:a, on a, pour Téquation différenlieilc
des courbes,
/dvY dy
et, pour celle de leurs trajectoires orthogonales,
dy /dry
Cette dernière est l'équation de Clairaut; elle représente la famille de droites
(3) y=zCx — aO,
enveloppées par la parabole
qui est solution singulière de Téquation (2).
L'intégrale de Téquation (i) s'obtient en dérivant
ce qui donne
L J pH^-^p^) J
or
Les équations (i bis) et (5) donnent les coordonnées j>' et X des courbes cherchées en fonction de la variable auxiliaire p.
43. Étant données des ellipses semblables ayant même sommet et leurs axes dirigés suivant la même droite, déterminer les courbes qui les coupent toutes sous un angle donné. Faire l'intégration :
I" Quand les ellipses se réduisent à des cercles; "î" Quand V angle donné est droit,
(Lille, juillet 1862.)
Si Ton prend pour origine le sommet fixe et pour axe des X Taxe commun, l'équation de la famille d'ellipses données est
(t — kay
/' étant un paramètre variable; on en déduit, pour l'équation différentielle de ces courbes,
>. a-xy-J^ H- b'^ .r-— a'^y- = o.
Soit m la tangente de l'angle sous lequel les ellipses sont coupées par les courbes cherchées (C); on a
dy
d'où, pour l'équation différenlielle des courbes (C),
•}.a-xyy
dy'
dx
\ ^ (^,2^2_rt2v2) /
I qr m -^ =0.
dx '
Cette équation, étant homogène, représente une famille de courbes semblables ayant l'origine pour centre de similitude; on l'intègre en posant
d'où l'équation
dx 2 «2 - =b m ( «2 ;;2 — ^2^
dz = o.
Le problème est donc ramené à la quadrature d'une fraclion rationnelle, et sa solution ne saurait être poussée plus
loin, puisqu'il faudrait connaître les racines du dénomin teur, qui est un polynôme du troisième degré en z.
i" Si les courbes se réduisent à des cercles, a = b Téquation (4), en prenant d'abord les signes supérieur devient
dx m z- -^ -xz — m ,
(3) i-- ^— .dz = o
ou
dx iz dz m dz
dont rintégrale générale est, en rétablissant le doub signe de /??,
(6) • x^^y^=iC{x±:my)\
ce sont deux séries de cercles passant à l'origine et qui o leurs centres sur les droites
(7) y=z^.mx.
'À^ Si l'angle donné est droit, m = oo , et l'on a
dx a'^z'^—b^
X a^z^-\-{ia^ — o^)z
que l'on peut écrire, en décomposant en fractions simpL
/ o 1 «X <^^ b^dz «2 dz «2 dz
X Z i/62—2a2 ' y/b^ — ia^
dont l'intégrale est
( 9 ) a2j2 -H ( 2 a2 — 62 )^2 — Cytt^
ou, en coordonnées polaires,
!!lr:fJ}l a2sin2(o-f-(2a2 — ^/2)cos2w
(i.jbis) p «* = — ^-;
Csin«'a) Si b''<i7.a'^ ces courbes sont fermées; elles se co
fondent et deviennent Taxe des x si b-^^ la-. Enfin elles ont des branches infinies qui se coupent à l'origine, si J2>2a2.
41. On donne une sphère et une droite D, déterminer lesprojections sur un plan perpendiculaire à la droite D des trajectoires orthogonales des sections faites dans la sphère par les plans menés suivant cette droite,
(Paris, novembre 1876.)
La Géométrie conduit très simplement à la solution de
Fi{J. 3.
ce problème. Prenons pour plan normal à la droite D (/ig- 3) celui qui passe par le centre O de la sphère; un plan quelconque, mené par la droite D, coupe la sphère suivant un cercle de diamètre AB, et les génératrices du cône droit tangent à la sphère le long de ce cercle, touchent
les trajectoires orthogonales de AB; or les sommets C de tous ces cônes sont sur la polaire de D; les trajectoires orthogonales des sections telles que AB sont donc les cercles déterminés dans la sphère par des plans passant par la polaire CC du point D, et leurs projections sur un plan normal à D sont des ellipses ayant une corde de contact commune.
Analytiquement on a, pour l'équation de la sphère,
celle d'un plan sécant est
d'où
dy dx
par l'élimination du paramètre variable m, on a les équations différentielles des courbes d'intersection
(i) X dx -^y dy -- zdz = Oj {x — a) dy — y dx = o.
Leurs trajectoires orthogonales satisfont aux équations
(2) Xd\-\-Y dX -\-ZdZ = o, dXdx-^dY dy-^dZdz=o\ or les équations (i) nous donnent
dx _ dy _ — ^ û?>s
a- -a y xyx — a)-h/2*
la seconde des équations (2) peut donc s'écrire
(X -a)dy^-^ Y dX H- ^ ^ dZ = i>
Là
OU
(3) -~ad\-^ (aX — r2) — - =0
dont l'intégrale est
(4) aX-r2=CZ;
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c'est Péquation de la projection des trajectoires orthogonales sur le plan des xz : elle représente une famille de plans passant par la droite fixe GIC, dont les équations
sont
Ces plans coupent la sphère suivant des cercles dont les projections sur le plan xOj^ ont pour équation
ou
(5) X2(a2-i-G2)H-G2Y2— 2ar2X = r2(C2— r^j,
équation qui représente une famille d'ellipses ayant leur grand axe parallèle à Oy. Ces courbes sont réelles si elles coupent Taxe des ^, ce qui donne la condition
toujours vérifiée si r <C et, c'est-à-dire si la droite D ne coupe pas la sphère ; dans le cas de a << /', elle exprime <pe le plan (4), qui passe par la j)olaire du point D, rencontre la sphère donnée.
lo. Etant donné le parabololde elliptique
déterminer les projections sur le plan xOy des trajectoires orthogonales des sections de la surface par les
plans qui passent par son axe.
(Paris, juillet 1882, 2" question.)
En procédant comme dans le problème qui précède, on trouve pour les équations diflFérentielles des courbes de
section par des plans menés par l'axe
xdx y dy _ dz dx _ dy
que Ton peut mettre sous la forme
X dx y dy
(i his)
dx dy
dz
d'où,
en
substituant dans Téquation,
d\ dx -
^ d\ dy
-^ dZdz
Xd\
; Xd\-
^iZdZ :
dont l'intégrale donne les ellipsoïdes
aplatis et de révolution autour de OZ; ils coupent le paraboloïde donné suivant les trajectoires orthogonales cherchées. L'équation générale de la projection de ces courbes sur le plan des xy est
Ce sont des courbes du quatrième degré, symétriques par rapport aux axes coordonnés et dont l'équation, en coordonnées polaires, est
(5 bis)
co sin*to
Pi
elle n'admet qu'une racine positive en p^. En la mettant sous la forme
IP
sin2to
si q <Cpj on voit que p^ est d'autant plus petit que sin-to
est plus grand; les axes des courbes (5) sont donc dans le même ordre de grandeur que ceux de l'ellipse de section du paraboloïde par un plan parallèle au plan des xy,
46. Déterminer les trajectoires orthogonales de l'un des systèmes de génératrices rectilignes d'un hvperbo- ' loîde de révolution à une nappe,
(Paris, juillet 1876, 2' question.)
Nous définirons l'hyperboloïde par le rayon r de son cercle de gorge et Tangle y que font les génératrices avec l'axe; nous prendrons pour variable indépendante Tangle 6 que fait avec une droite fixe O^, menée dans le plan du cercle de gorge, la plus courte distance d'une génératrice et de Taxe Oz de Thyperboloïde.
Les équations des deux systèmes de génératrices sont
. , X — rcosO y — rsinO z
il) : : = — -. = •
zhsinYsinO ipsin-ycosO cosy
Les trajectoires orthogonales de ces lignes satisfont donc aux trois équations
Idx sin 6 — dy cos ^ . : dz cot 7 — o.
v^, a: = reosO -*- j tangY sinO,
\ y z= r sinO zr. z tangv cosO.
Des deux dernières on déduit
dx sin 6 — dv cosO =Thdz tang •; — /• d^,
d'où
rd^ ~±:dz{ tan g 7 -î- cot 7 ).
Cette équation, en l'intégrant, donne
/• sin o V (3) z=±: '^^'"^-' 0-;-C,
qui, avec les deux dernières équations (2), détermine la famille des courbes cherchées.
6o FR£M1ÈU£ PARTIE. — CDAPITRE IV.
On voit que chaque courbe monte en spirale sur Th}perboloïde, z croissant ou décroissant proportionnellement à 6, suivant le système de génératrices rectilignes que Ton considère. De plus, les courbes de l'un des systèmes se déduisent de Tune d'entre elles en portant une longueur constante sur chaque génératrice. Ce fait est général pour les trajectoires orthogonales des génératrices d'une surface réglée; car, si Ton considère le quadrilatère gauche formé par deux quelconques de ces trajectoires et deux génératrices infiniment voisines, les longueurs finies de ces génératrices ne peuvent dififérer que d'un infiniment petit du second ordre, comme étant les projections d'une même diagonale sur chacune d'elles. Donc les longueurs interceptées sur deux génératrices à distances finies ne peuvent différer que d'un infiniment petit du premier ordre et sont par suite égales ; la même propriété se conserve d'ailleurs en projection sur le plan du cercle do gorge.
Les équations de la projection de celles de ces courbes pour laquelle G= o sont
I X = r(cosO — sinô sin'^Y)' / y = /(sinô — OcosÔsin^Y);
un point quelconque xy de cette courbe s'obtient en portant sur la tangente au cercle de gorge, à partir de son point de contact, une longueur r9 sin-y, proportionnelle à Tare r9 correspondant. On peut encore considérer cette courbe comme étant la projection des divers points delà développante du cercle de rayon rsin^y, sur les tangentes au cercle de gorge, les points correspondants des deux courbes étant situés sur des tangentes parallèles. Toutes les autres courbes se déduisent de celle-là, soit en portant une longueur constante sur les tangentes au cercle de
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gorge, soit en faisant tourner celte courbe autour du point O.
47. Trouver Inéquation générale des surfaces qui coupent à angle droit les sphères représentées par l'équation
oh a est un paramètre variable.
Déduire du résultat obtenu quelques systèmes formés de trois familles de surfaces triplement orthogonales.
(Paris, novembre 1869.)
Soient F = o l'équation générale de la famille de sphères , ^^f{x^y) celle d'une surface les coupant à angle droll; on doit avoir
dF d£ ^ iC _d^ _ dx dx dy dy dz
ou
/ V dz dz
qui, par l'élimination du paramètre variable a, devient
i.^\ dz dz . . ^
{^) 2xz~i r-'iyz—, -x--^y- — ^2—0.
dx -^ dy
On intègre cette équation linéaire aux dérivées partielles au premier ordre, en posant
{'K\ ^ _ ^^ _- ^^ x dx -r- j dy -^ zdz
ixz "~ %yz ~~ z^—x^—y^ "~ z{x--^y^-i-z^) '
d'où
dx _ i(x dx -\-y dy -^ z dz) 1c ~~ 3-2 -f- j2 _|_ -2
dy _ ^.(x dx -h y dy -\- z dz)
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et, en intégrant,
L'équation générale des surfaces coupant à angle droit les sphères données est donc, en désignant par ^ une fonction arbitraire,
Soient maintenant deux familles de surfaces
(6) cp(G,C') = o, ^(C,C')^o,
pour qu'elles forment avec les sphères données un système triplement orthogonal, il faut et il suffit que Ton ait identiquement
(fçp d^ r/cp d'h d'^ d^ _ dx dx dy dy dz dz ~ OU bien
[ dC dx "^ dC' dx )\dC dx "^ dC' d^J "
et, en développant,
dC dC l\dx) ~^\ dy) "^ [dz ) J
/^ d^ , d<^d^\(dCdv^ dcdc dc dcr _
Ug dOI "^ dO: dc) [dx dx '^ dy dy ^ dz dz^" ^' Or on a
/^\2 [dCy /dCY [dx] '^[dy) ^[dz]
-[dx) '^[dyj
/dC'V
d£_dC^ dC dC dC dC
dx dx dy dy ^ dz dz '~ ^
Téquation (7) se réduit donc à
^ dC dC ^ dC dC ~ '
qui exprime, si l'on considère G et C comme des coordonnées, que les courbes <p et ^ sont orthogonales.
11 résulte de cette équation que, la fonction cp étant arbitrairement choisie, on peut toujours trouver la fonction '| correspondante; il existe donc une infinité de systèmes orthogonaux dont fait partie la famille des sphères proposées.
Nous appliquerons ce qui précède à trois exemples :
d'où
do do
dG~ ' dC'~ '
l'équation (8) devient
~=0j '\> = yr^{C') = o ou G'=:const.,
ce qui donnera le système triple orthogonal
lormé de sphères passant par l'origine et ayant leurs cen très sur les axes coordonnés.
^où l'équation aux dérivées partielles
_ G' ^ 1 ^ _ G"2 rfG "^ G d(y "" ^'
1'(G,G') = x(G2H-G'2) = o, G2-f-G'2=const.= ^;
d'où le syslème triple orthogonal
qui comprend, outre la famille des sphères données, ur série de plans passant par 0.5 et une famille de tores ei gendres par la rotation autour de O^ de cercles tangen à cet axe au point O.
qui représente, si C et G' sont regardés comme des coo données, des ellipses homofocales; on en déduit, pour fonction ^^ les hyperboles homofocales
Nous avons donc le système triplement orthogonal
7«2 -yi
RAYONS DE COURBURE ET LIGNES DE COURBURE. 6j
CHAPITRE V
48. Donner une méthode pour avoir les courbes dans lesquelles le rayon de courbure r est une fonction donnée de V angle CL que la tangente à la courbe fait avec une direction fixe y
application aux cas où f(oL)=a cos ol, f(oL)= - - -
(Clermont, juillet 1880.)
"renons la droite fixe pour axe des :c; on a les formules
ds r = -7- 5 dx = ds cos a, dy = ds sin a ;
on en déduit
dx =f(oL) cos oLdoL y dy = f{oL) sin OL doL ^^) en intégrant,
X = xo-h ff(oL) cos oLdoLj y =yo-\- ff{^) sïn oidoi.
^n voit que toutes ces courbes s'obtiennent en transportant Tune d'elles parallèlement à elle-même. '** /(a) == acosa,
X = afcos^oidx -h 0^0 = -; (2 a -h sin 2 a),
• / = -/sin2ac/a-hjo = 7 (' — cosaa), 2 4 -
^n faisant ^o = o,jKo— ?•
ViLLié. — Compositions. 5
Soit 2a = — j3, nous aurons
^=7(3 — sin?), j=7(i — cos?):
ce sont les équations d'une cycloïde engendrée par ui cercle de rayon -^ roulant sans glisser sur Taxe des x,
2" /(^) = ~^^ 'y faisant Xç, = o, jKo = o, on a
cos-'a
r dn. , T.
= a \ = alofftanfir -
Tsina , a
y — a \ — dt =
J cos^a cosa
On en déduit
cosa a
On a donc
équation de la chaînette.
<49. Déterminer la courbe G de façon que le rayo de courbure r en un point quelconque M de cette courb et Varc s =^ AM, compté à partir d'un point fixe A vérifient la relation
dans laquelle a désigne une ligne donnée,
(Paris, juillet 1882, 1^ question.)
De réquation
on tire
ds 5* -h a*
aa a
. ads s
doL = —= T) a — ao= arc tang -
ou, en prenant l'axe des x parallèle à la tangente à la courbe au point A,
s = a tanga.
On en déduit
cos^a
et l'on rentre dans le problème précédent. On peut encore procéder comme suit; de l'équation
s _ dy _ a ~ dx ^
on lire, en la dérivant,
j/14-/?» _ dp a dx
d'où
P- dx
^^uaiion de la chaînette. Le problème comporte trois confiâmes arbitraires ao, ^o^J^o? c'est-à-dire que la chaînette peut occuper une position quelconque dans le plan.
50. Trouver une courbe plane telle que, si d^ un point fixe pris dans son plan on mène des rayons vecteurs à
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ses différents points, le lieu de la projection du centre
de courbure sur le rayon vecteur correspondant soit une
courbe symétrique de la proposée par rapport au point
fixe.
On vérifiera que la courbe trouvée satisjait bien à la
condition énoncée,
(Grenoble, novembre 1880.)
Le rayon de courbure
dx-^
le cosinus de Tangle de la normale et du rayon vecteur est donné par la formule
r dy — y dx
sj'dx^dy'^ yjx^-^y^ l'équation différentielle du lieu est donc
(dy\
^ dx) X dv — y dr , — ;
_IZ dx\jx^-^y^ dx'^
mais cette équation est trop générale : elle comprend aussi celle des courbes telles que la projection du rayon de courbure sur le prolongement du rayon vecteur soit double de ce rayon vecteur. Pour distinguer les deux cas, il convient de remarquer que^ dans le problème proposé, la courbe doit toujours tourner sa concavité dans le sens de Torigine, ce
qui exige que — et -^ varient dans le même sens ou que les
X (JLX
.'. f jdy d^y 7 . j y x dy — y dx . ^ .
quantités a^ = ;72 "-^ et a— = — - — ^^ aient même
signe; le signe supérieur de l'équation (i) convient donc au problème proposé.
L'équation (i), mise sous la forme
1 , \. dx
/ dy ,' ~~ x'^-r- V*
s intègre une première fois et donne
dx
OU
a arc tan g -j- = arc tan g -- -h Wd
(2) 2a — 0) -f- Wq.
Or l'angle V que fait la tangente à la courbe avec le rayon vecteur est donné par
doii
_. dbi . , .
tangV = ? ^- = — tang ^(w — wo), fe qui donne la famille de courbes semblables
Pour opérer la vérification demandée, ap = rsinV, on ^ les formules
sinV =
1 équation à vérifier est alors la suivante :
Uj 2 =±:
/d^.y dip
Les courbes obtenues doivent donc satisfaire à l'une quelconque des deux équations
Dans le cas actuel, c'est l'équation (5) qui est satisfaite.
Le signe inférieur de l'équation (i) correspond à un autre problème précédemment énoncé; la famille de courbes qui satisfait aux conditions de ce second problème est
elle vérifie l'équation (6).
\ 51. Déterminer une courbe C telle que, si Von forme une de ses transformées G| par rayons vecteurs réciproques, relativement à un pôle donné O, les rayons de courbure en deux points correspondants M et M| des deux courbes C et C| aient un rapport constant,
(Paris, juillet 1875.)
On dit que la courbe C| est une transformée par rayons vecteurs réciproques de G, par rapport au pôle O, lorsque le produit OM.OMi des rayons de même direction, issus du point O, est constant.
Donnons d'abord une relation entre le rayon de courbure r, le rayon vecteur p et la distance p de la tangente
à l'origine. On a
ds ds
dfx d(ii-\- d\^ mais
,. dp ' XT 9 d(i> cosV= -f 9 sinV = — -7— :
ds ds
on en déduit, en éliminant ds et diù,
dp
cos V <fw -H cosV d\
_ 9 ^? _ p do _ p dp
sin \ dp -h p cos V d\ ~~ d.p sin\ ~ dp
Si l'on désigne par A' le rapport constant des rayons de courbure aux points M(p, w) et M|(R, w), l'équation de condition sera
d.p sinV ~~ t/.RsinV
! en
remarquant que les angles V en ces deux points sont supplémentaires. On a d'ailleurs, par définition, Rp = a-,
d'oiirfR = t^P'f substituant dans l'équation (i), elle
devient
p dp _ Aa* dp
d.p s'mW ~ , j <^' • a/ ^ 0^ d. — sinV
P On tire de là
d?\n\ ^ p^ — ka^ , _ dp ip dp
sinV ~" p(p*-i- A:a*) ^~ p p^-\-ka^^
^ti en intégrant et posant ka^ = b^,
^V sinV= :
icp
^D a aussi
dhi = ~ tang V.
lie la première on tire
p = csinV ih y/c' sin* V — 6*
^^ par conséquent,
c sinV y/c^Tin» V — b^,
dp = ccos V ( 1 zfc ^__^2*" - — ~ ] rfV;
éliminant p et rfp, on a la relation entre co et V
, zhcsinV ^,
dont rintégrale est
.«^ OCOSV
(j) w — a)o=arccos
Si l'on élimine V entre les équations (2) et (3), on a
Rapportant cette courbe à des axes rectangulaires, tels que Oj? fasse avec l'axe polaire l'angle arbitraire coo, on a
4(62^^2 -h c2jk2) ^ (a^2_|.j2_^ ^2)2,
équation qui peut s'écrire
(4) {x'^ -^-y^^iy v/c2 — 62 —b^) ( 5^2 + ^2 _ ly^Ql... è'2_ 62)=0.
Ce sont deux circonférences de même rayon c se coupant sur l'axe des x aux points d= h ^=±a\Jk, La famille des courbes C, qui comprend aussi leurs transformées Ci, se compose donc de circonférences telles que, si A est le centre arbitrairement choisi de Tune d'elles, cette courbe coupe la droite 0.r normale à OA, à une distance OB = ay/A^; sa transformée a son centre en un point A|, situé sur la droite AO, de l'autre côté du point A; elle coupe la proposée au point B; enfin le rapport de leurs rayons estA'.
La méthode que nous venons d'employer est assez simple, mais peu naturelle, et le résultat auquel elle conduit ne donne pas immédiatement la solution géométrique du problème. Nous allons traiter la question directement.
L'équation de condition
b'-mï]
devient, par rélimination de R à l'aide de la relation
ai
= - > en posant, comme précédemment, ka^ = b'^,
equalion dans laquelle w ne figure pas; elle devient, si Ton [' prend comme fonction inconnue c = ( ~ ) ?
dz d^
cette dernière est linéaire en z et son intégrale est
ou
±diù =
it (o) — wj) = arc cos = ?
•l^^si l'on pose y/C — ib- = isjc- — ^-, donne la famille ^e cercles
^9) p2 — 2 p v/c2— 62 COS ( 0) — Wo ) — ^2 = o.
o2. On donne le paraboloïde hyperbolique défini en ^^ordonnées rectangulaires par V équation z^=z -^, rfa/î.v
laquelle C désigne une constante. Déterminer les lieu (les centres de courbure des sections principales qc correspondent aux divers points de Vaxe des x.
(École Normale, juillet i883, i""® question.)
Si, suivant les notations habituelles, on pose
dz _ dz ^ d^z _ d^z _ d'^z _
'd'x ~^' dy " ^' d±i~ ^' dx dy " *' dy^ ~ ^'
on a, pour le paraboloïde proposé,
les équations de la normale au point Xq de Taxe des . sont donc
Xq
et toutes les normales à la surface aux divers points d Taxe des x sont sur le paraboloïde hyperbolique
L'équation qui donne les rayons de courbure principau
p^(rt — s^) — pv/r+jÔ2"+~5r"2 [(i -^p^)t — 7.pqs H- (i -h q^)r]
-l-(n-jo'-t- q^y devient
d'où l'équation
qui, par l'élimination de j^ avec l'équation (i), devient
Le lieu cherché est donc la courbe intersection du paraboloïde (i) avec le cylindre hyperbolique (2).
33. Etant donne un ellipsoïde à trois axes inégaux représenté en coordonnées rectangulaires par Véqua-
tion
on considère V ellipse E résultant de U intersection de cette sur/ace par le plan des xz. En un point quelconque M de cette ellipse, il existe deux sections normales principales de Vellipsoïde dont chacune a pour ce point son rayon et son centre de courbure. Cela posé, on demande :
1° Les expressions pour chaque point M des rayons de courbure pi, 02 des deux sections principales ; 2° La relation qui existe entre pi et ^2\ 3° Le lieu des positions qu^ occupent les centres de courbure des sections principales, lorsque le point M se
déplace sur V ellipse E.
(Paris, novembre 1877.) •
On a, pour les divers points de Tellipse E(y = o),
I p* rz
pq zs
I <7* tz 6» c* c*
Si, dans Téquation qui donne les rayons de courbure
principaux, on fait d'abord q = o, s = o, on trouve
Ces valeurs auraient pu être écrites immédiatement, l'un des rayons de courbure pi doit être celui deTellipse et l'autre s'en déduit par la relation
P. ?« = — /i - ./ • On a donc
les signes supérieurs conviennent au cas de z positif. On en déduit, pour la relation entre pi et Oo,
pi a'-c-
Le lieu des centres de courbure de la première séri< sections principales est la développée de l'ellipse E
(î) (ax)^ + (c^)'* = (a2— c2)3'.
On trouve le second lieu en éliminant x et z entre trois équations
on obtient ainsi, si l'on remarque que c — Z est de m
Signe que s,
d'où Véquation
rSZî
(\ui est celle d'une ellipse concentrique à l'ellipse E et avant mêmes directions d'axes.
54. On donne les deux surfaces définies en coordonms rectangulaires par les équations
Y z = a arc tang — (liclicoïtlc gauche)
et
y/a^î _|_ JÎ
surface engendrée par la rotation dhine chaînette aulourde V axe Oz.
Soient
M un point de la première surface ; M| un point de la seconde; ^l'angle du plan MOZ avec le plan ZOX; ^'« distance du point M à l'axe OZ ; ^1 l'angle du méridien M| OZ a^^ec le plan ZOX ; ^/WcAMi de ce méridien compris entre le point M| et l'équateur de la surface.
On dit que le point M| de la deuxième surface corf^spond au point M de la première lorsqu'on a 0, = f), ^=/; le point M décrivant une courbe G sur la pre- '^ière surf ace, le point M| décrit une courbe corresponàanie C^ sur la deuxième surface :
i" Démontrer que les arcs correspondants des courbes ^et C| ont même longueur;
2" Démontrer que les produits des rayons de courbure principaux en deux points correspondants sont égaux,
(Paris, novembre 1879.)
Nous calculerons d'abord Tare o-; meltant réquation de la seconde surface sous la forme
on a
d'où
1° Pour démontrer Tégalité des arcs correspondants s ci Si des courbes Gel G|, il suffit de prouver queds = dSi.
Or
ds^' = dli-+-l*d^^-hdz^,
d'où, en remarquant que l'équation de l'hélicoïde gauche esl z = aO,
on a de même, pour la seconde surface,
ds] = d(7^ -\- p^ d(i^ ; donc, à cause de /= o-, on a bien
( '2 ) ds == dsi j s = Si. '
2® Le produit des rayons de courbure principaux en un point d'une surface est donné par la formule
(3) PiP»= rt^s^ '
appliquant à l'hélicoïde ;5 = aarctang- et remarquant
ay
ax
laxy
d'où enfin
que x^ -\- y^=^ /^, on trouve
rt s^ — •
(4) PiP2 = - — -t
La seconde surface, étant de révolution, a pour rayons de courbure principaux la longueur de la normale limitée à l'axe de révolution et le rayon de courbure du méridien ; • ces deux lignes sont égales en grandeur absolue et leur
produit est — ^: c'est-à-dire le même que pour l'héli-
coïde, en vertu de la relation (i).
00. i^ Former l'équation du second degré qui donne les rayons de courbure principaux en un point quelconque du paraboloïde défini en coordonnées rectangulaires, par V équation
2° Exprimer, en fonction de la variable z, chacun des deux rayons principaux, pour tout point de la ligne de rencontre du paraboloïde proposé avec le paraboloïde défini par V équation
(Paris, juillet 1881.)
!*• On
au a
I l'équation qui donne les rayons de courbure principaux
8o PUEMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE V.
est
ou
2" Les coordonnées x et ^ de la courbe d'intersection des paraboloïdes sont données en fonction de z par les formules
d'où
or de Téquation (3) on tire
. i/ -^^+"îiL'^V '-- (,^ + a+fc rJ'
f^Và v/-^^^^^^ h (- ïirk.)]
et enfin
Pi
Le rapport — est rationnel et linéaire en.
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enfin Ton a
(7) i-i = — y = CODSt.
^" pi ab
56. Déterminer les sur/aces de révolution telles que, en chacun de leurs points, les rayons de courbure des sections principales soient dirigés dans le même sens et aient une somme constante ia.
On indiquera la figure du méridien de la surface.
(Paris, juillet 1878.)
Les rayons de courbure principaux sont le rayon de courbure
de la courbe méridienne, et la portion de normale
comprise entre la courbe méridienne et Taxe de révolution Ox. Cette courbe tournant sa concavité vers Taxe Oxy puisque pi et p2 doivent être dirigés dans le même
sens,^ et —-^ sont de signes contraires, si donc nous étudions la portion de méridienne située au-dessus de Ox^ on aura J^ ]> o, -^^ < o ; d'où Féquation différentielle
dx^ que Ton ramène au premier ordre en posant
^/,.(|)-=/rî?=.,
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l'équation (i) devient alors
OU
z dy — y dz ladz
dont l'intégrale est
(3) 7= -4-Cz= _=+Gv/i+i>S
d'où
^Cdy
(4) ±dx =
v/(7±:v/7*-4«G>-4G« En posant, poui: simplifier Técriture,
u=y±\/y^—iaC,
d'où
M« — 4aG
on arrive a
(4 bis) dzdx = — : — — >
qui donne, pour l'équation du lieu,
(5) di(a7-a?o) = Glog(M4- ^2-40^ — ^ ^"'"'^^' «
Cette formule est trop compliquée pour être discutée. Pour trouver la forme du méridien, nous exprimerons ses coordonnées ^et^ en fonction de Tangle a de sa tangente avec O^.
On a
(6) r = acosaH >
^ ^ "^ cosa
d^où
, , / . CsinaN dy = dx taDg a = ( — a sin a H ^ \ aa
et
(;) dx = ( — acosaH )<ia,
\ cosa/
(8) a? = — asina-t- Glogtangf - 4- - j;
raddilion d'une conslanle à x répondrait à un transport de la courbe parallèlement à l'axe de révolution. Il suffit d'ailleurs, dans la discussion, de donner à a des valeurs positives, la courbe étant symétrique par rapport à Taxe des r. Nous distinguerons trois ca« :
I" C= o; on a le cercle de rayon a,
2" G > o. Pour a=o, x = Of y = a-i-C, ce qui exige C^a, sans quoi Tun des rayons de courbure principaux serait supérieur à 2 a. Quand a croît, dx commence par être négatif : il en est donc de même de x ; dx s'annule pour
G cos^a, = - et devient ensuite positif; il y a, au point cor-
respondant de la courbe, uti rebroussement de première espèce; mais la seconde branche, qui va à l'infini, est parasite, attendu qu'elle tourne sa concavité vers lesj^ posi- ^^^^{fig* 4)' Comparons les diverses courbes que l'on obtient en faisant croître G de zéro à a; soient — x^^ y^ les coordonnées du point de rebroussement de la courbe.
7i = 2y/aC croît de zéro à 2a, x^ décroît de a à zéro,
puis a, décroît de - à zéro. Enfin, si Ton cherche les points
de ces courbes pour lesquels les tangentes sont parallèles a une direction donnée a, on trouve que^ est d'autant plus grand et — x plus petit que G est plus grand, ce qui indique une courbure plus prononcée des courbes à mesure qu'elles s'éloignent de l'axe de révolution.
3° C <C o. Mettant en évidence le signe de C, nous écrirons
{6 bis) (7 bis) {S bis)
y = acosa —
dx
cosa
= — (a cos a H ) ûfa,
\ cosa/
a? = — a sin a 4- G log tang ( t + ~ )
Pour a = o, a: = o, y =^ a — G; G doit être compris entre zéro et a. Quand a croît, x est négatif et croît en
Fig. 4.
valeur absolue, y va au contraire eu décroissant et,
comme nos formules supposent jK>^j la valeur maximum
ai de a est donnée par cosa< = -; les valeurs supérieures
de a fournissent une branche parasite. Les pôles de la surface de révolution sont donc des points coniques. Étudions les variations du demi-axe polaire X\ quand C varie de
zéro à a, ou ai de - à zéro :
(9) ^j = a/(ai) = a sinai+cos«ajlogtang^j ~^ ^) r
(10) f'{^) = 2C0sa I — sinalogtang/ 7 "^ ~ ) h
pour ai = o, X\=^o\ quand ai croît, il en est de même de ^1, jusqu'à la valeur a déterminée par l'équation
sinalogtang^^ H- îj =1;
x^ décroît ensuite jusqu'à devenir égal à a pour ai = -
57. Déterminer les lignes de courbure de la surface représentée, en coordonnées rectangulaires, par l'équation
e-= cosa?cos^.
(École Normale, juillet 1875, i"* question.)
La coordonnée z n'est réelle que si cos^ et cosjk sont de même signe, c'est-à-dire que, si x est compris entre (A- zb ^)7c, y doit être compris entre (/:'±: ^)7r, k et k' désignant des nombres entiers de même parité. La surface située tout entière au-dessous du plan des xy se composera donc d'une infinité de parties identiques se projetant sur des carrés égaux de côté tt, disposés comme les cases de même couleur d'un damier, et l'un de ces carrés aj^ant son centre à l'origine.
, , L'équation différentielle des projections des lignes de courbure est, en général,
dx -\- p dz _ dy -\-q dz ^ dp ^ dq *
or, pour la surface proposée,
p= — tangar, q=-' tangj ;
d'où l'équation
dv dv
dy^ cos^x — dx^cos^y = o ou — "^ =±
•^ *^ cosj^ cosa?
et, en intégrant, les deux familles de courbes
tans(f + {)=C,tang(| + î),
qui passent, les premières par les extrémités des diagonales parallèles à la bissectrice des axes, et les secondes par les autres sommets des carrés.
58. Trouver les lignes de courbure de la surface développahle, enveloppe du plan mobile représenté en coordonnées rectangulaires par V équation
OÙ a est un paramètre variable, ç(a) une fonction arbi-
traire de ce paramètre et R une constante donnée. On
fera voir : i° que les génératrices rectilignes constituent
un premier système de lignes de courbure, comme dans
toutes les surfaces développables ; 2° que les lignes de
courbure du deuxième système sont situées sur des
sphères concentriques à la sphère qui touche le plan
mobile,
(Paris, août 1871.)
La ligne de contact de la surface proposée avec la sphère de rayon R est une ligne de courbure du second système, car cette ligne est normale à une génératrice quelconque, qui est l'intersection de deux plans tangents à la sphère et
infiniment voisins. Toute ligne obtenue en portant une longueur constante sur chaque génératrice, à partir de la ligne de contact, est aussi ligne de courbure; or une telle ligne est évidemment sur une sphère concentrique à la première. Reprenons la question analytiquement. La surface dé veloppab le est représentée par les deux équations
0= ar-hjtp (a)-l-R- — - -
Differentiantla première et tenant compte de la seconde,
on a
(2) dz =.%dx -{- ^{ol) dy,
d'où
L'équation des lignes de courbure devient
{dx -{- oidz)^'(oi) d(x= [dy-\- ^(%)dz] doi,
d'où la solution rfa = o ou a = const., qui donne les génératrices rectilignes de la surface comme lignes de courbure du premier système. Les génératrices du deuxième système satisfont à l'équation
/qv dx -^ OL dz dy -h o ( oi) dz
Si l'on multiplie les deux termes du premier rapport pari?, ceux du deuxième parj^? et que l'on ajoute terme à terme, puis que l'on répète cette opération en employant comme facteurs a et ç(a), on a
(3j^x xdx-hydy-hdz[%x-{-y^(:L)] ^ [i 4- a^-f- cp^(«)] c?^ .
X'\-y(D'{oL) a-+- cp(a)cp'(a) '
or ce dernier rapport, en vertu de la seconde des équa-
lions (i), est égal à
(l'oii Ton déduit
X dx -{-y dy -h dz[oLX -i-y^(cc)] =— R/i-t- a^-t- <p«(a)t/z,
ou, en tenant compte de la première des équations de la surface,
(4) X dx -^y dy-^ z dz = Oj
{^bis) x%-^y^-^z^= G«.
Réciproquement, si les lignes de courbure du second système de la surface développable
\ z=: aa7-4-7cp(a) -+-iKa), {\bis) \
( 0= a7-f-7cp'(a)-i-il;'(a),
sont situées sur des sphères ayant Porigine pour centre, d'(a) aura la forme indiquée. En effet, les équations (2), (3) et (3 bis) subsistent et cette dernière, en tenant compte de (4) et de (i bis), devient
^'{ci) ~ a-+- cp(a)cp'(a;' OU, en intégrant et désignant la constante par R,
Dans le cas de R nulle, les surfaces en question sont des surfaces coniques quelconques ayant Torigine pour sommet commun.
59. ^,^, z étant les coordonnées rectilignes, a, 6, a, |3 des fonctions d'un paramètre variable, on demande les conditions pour que la droite xz=zaz-\-cL^y=^bz-\-^^ engendre une surface développable dont les lignes de
courbure normales aux génératrices soient situées sur , des sphères concentriques,
(Paris, juillet 1872, 1^ question.)
En exprimant d'abord que deux génératrices infiniment voisines se rencontrent, on a la condition
da di
qui exprime que la surface est développable.
Si l'on difTérentie totalement les équations de la droite et que Ton élimine ensuite r, on arrive à l'équation
(2) dz{b da - a db) = da dy — db dx,
d'où
_ — db _ da
h da — adb^ " ~~ b da — adb^
, _ bidbd^a — d ad^b) __ — a{ db d'^a — d ad^b)
^ ~ {bda -adby ' ^ ~ {b da a dby~'
Si l'on substitue dans Téquation difierentielle des lignes de courbure, on remarque qu'elle est satisfaite quand le paramètre variable reste constant, ce qui donne les génératrices rectilignes pour le premier système de lignes de courbure.
Le second système satisfait à Téquation
dadz \ / . db dz
/ , dadz \ / ,
\^y^bda—a~db)=''\-'^''
b da - a db ou
(3) a dx -^ b dy -h dz = o,
H'^el'on aurait pu écrire immédiatement, puisqu'elle expnme que ces lignes sont les trajectoires orthogonales des génératrices. La condition pour que ces lignes soient sur
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des sphères ayant Torigine pour centre est
X dx -\-y dy -h z dz = o OU
{az -\-0L)dx-h {bz -\- ^) dy -{- z dz =z o \ cette équation devient, en tenant compte de (3),
(4) ndx -^^ dy ^= o.
Éliminant enfin dx^ dy et dz entre les équations (2), (3) et (4), on arrive à la seconde condition
(5) da\i.{\^h'^) — ah^\'^dh\^{\-^a^)-ah'x\=^o,
60. On considère la surface enveloppe de la sphère représentée par V équation contenant deux paramètres arbitraires a et b
(1) {x — aY'\-{y — bf-\-[z — V{b)]^=^^{a),
F et (f étant deux fonctions données quelconques. Trouver les lignes de courbure de cette surface. On montrera que les lignes de courbure sont des
lignes planes et que les plans de Vun des systèmes sont
parallèles au plan desyz,
(Toulouse, novembre 1880.)
La Géométrie mène assez simplement à la solution de cette question ; il est d'abord facile de voir comment est engendrée la surface enveloppe. Le lieu des centres des sphères est le c}lindre
Or, si l'on considère une génératrice quelconque du cylindre et les sphères ayant leurs centres sur cette génératrice, le rayon de chacune d'elles étant fonction seulement delà coordonnée ^ =:r a du centre, il suffira de déplacer cette génératrice sur le cylindre, de façon que sa trace sur le plan des^^^ parcoure la courbe (2), pour que toutes les
sphères entraînées avec la généralrîce touchent la surface ; celle-ci est donc le lieu de la courbe enveloppe des sections des sphères par un plan normal au cylindre le long d'une génératrice rectiligne. L'une quelconque de ces génératrices planes de la surface est alors ligne de courbure, puisque les normales à la surface, qui sont celles de la sphère aux points où elles la touchent, sont dans ce plan normal. D'un autre côté, les sections de la surface par des plans parallèles au plan desyz sont évidemment les trajecloires orthogonales des génératrices planes de la surface; elles constituent donc la seconde série de lignes de courbure. On peut d'ailleurs voir directement que ces courbes, qui sont parallèles à la section correspondante du cylindre, sont telles que les normales à la surface enveloppe en deux points infiniment voisins de l'une d'elles se rencontrent. En effet, les projections de ces normales sur le plan sécant, limitées à leur point de rencontre, diffèrent (l'un infiniment petit d'ordre supérieur au premier, puisqu'elles sont normales à la courbe (2); ces normales coupent la parallèle à Taxe des x menée par le point de rencontre de leurs projections, en deux points distants également d'un infiniment petit d'ordre supérieur au premier, puisqu'elles font le même angle avec le plan sécant; elles se rencontrent donc.
Pour étudier la question analytiquement, nous remarquerons que la forme ordinaire de l'équation différentielle des lignes de courbure serait ici d'un emploi peu commode, puisqu'elle suppose que le z de la surface est explicitement donné en fonction de ^ et j; nous nous servirons d'une autre équation de forme très simple, due à 0. Rodrigues. Voici comment on l'établit.
Soient
^,7, z les coordonnées d'un point M de la surface;
X, Y, Z les cosinus directeurs de la normale à la surface
en ce point; X -h dx^ y -I- dyy z -{- dz les coordonnées d'un point M|
inQniment voisin appartenant à une ligne de courbure
passant par M; G le point de rencontre des normales en ces points.
Le triangle CMM| est isoscèle en négligeant les infiniment petits d'oi'dre supérieur au premier. Si donc on projette ce triangle sur Ox^ on a, en appelant R la distance CM,
da; = RrfX;
d'où les équations
^^^ dX" dX~ dZ"^'
R étant le rayon de courbure de la section principale correspondante.
Cela posé, pour déterminer la surface considérée, il faut à l'équation (i) joindre les deux suivantes :
( ar-a-f-cpcp'=o, ^^ ( 7 — è-f-(^-F)F'=o,
qui permettent d'exprimer en fonction des deux paramètres a et 6 les coordonnées d'un point quelconque de la surface enveloppe,
x=^a — cpcp', .
(5) j-=F±<Pi/T^fi=''-^'"'
en posant, pour simplifier, u=^-±: i/ -— — ^ •
Comme, d'ailleurs, la normale à la surface au point
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x,y, z est aussi normale à la sphère de rayon cp et dont le centre a pour coordonnées a, 6 et F (6), on a
appliquant les équations (3) des lignes de courbure, il vient
,. D _ (1 — ?'*—? /) fl^^- _ dh — d{^?'u^ _ F'db- h d{^u) ^7^ - — cp^rfa "" — rf(F'a) "" du *
La dernière peut s'écrire F'acp'rfa — rfè
u^'da-^ F'dh
ou
(i _+- F'2) db du + u¥''db{u^' da -4- F' db) = o,
d'où la solution db=^o, 6 = const., qui donne comme première série de lignes de courbure les lignes planes
donlle plan est normal au cylindre (2).
Pour trouver la seconde série de lignes de courbure, il faut, dans réquation(8), après avoir supprimé la solution rf6=o, substituer rfw,
du = —
(^^Y'^)^'fda-^( i — ( f'^)F'F''d b
*M(l-hF'2~)2~'
ce qui nous donne, après simplification^
d'où la seconde série de lignes de courbure da ^' = const., dont le plan
X = a — cpcp' t-'sl parallèle au plan des yz.
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Les rayons de courbure principaux de la surface sonU
^ du '^fVi — ?'*
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UGNES ASYMPTOTIQUES ET LIGNES GÊODÉSIQUES.
61. Recherche des lignes asympto tiques et des lignes de courbure de la surface
z = mxy.
Angles sous lesquels les premières lignes sont coupées par les secondes.
Courbes suivant lesquelles ces deux sortes de lignes ^^ projettent sur le plan des xy,
(Marseille, novembre 1880.)
L'équation différentielle de la projection des lignes asjmpioliques sur le plan des xy est
dp dx -\- dq dy =^ Q\
elle devient, pour le paraboloïde proposé,
2 m dx dy = o;
"OÙ les deux familles de lignes
,x l x = C,, z = mCij;
( y = G2, z = mCiX.
Ce sont, comme il était aisé de le prévoir, les deux sénés de génératrices rectilignes de la surface.
En appliquant Téquation différentielle des lignes de courbure, on arrive à
dy _ , dx
y -\- >J v-\- ni^y^ = C{dz x -h ^i-h m^x^),
C étant une constante arbitraire, ces courbes apparliennent toutes à la famille d'hyperboles
(^) x^^y^-^ — G— ^^ = (-ÎG^j •
Les lignes de courbure étant tangentes aux sections principales sont les bissectrices des lignes asymptotiques, puisque ces dernières sont tangentes aux asymptotes de l'hyperbole indicatrice ; si donc a est l'angle sous lequel se coupent ces deux séries de lignes, 2 a sera l'angle que forment les lignes asymptotiques. Pour déterminer cet angle, il suffira de remarquer que les cosinus directeurs des deux génératrices rectilignes qui passent au point a;, y y z de la surface sont respectivement
mx
my
zr )/ \-r- m>y^
cos 2 a — - , —
mP-xy
d'où
Trouver les lignes asymptotiques de la surface
déterminer la fonction f par la condition que les lignes asymptotiques de la première série coupent orthogona-
lement celles de la seconde. Trouver, dans cette hypothèse, les lignes asympto tiques de la surf ace sous forme
^nie,
(Marseille, juillet i883.)
On a
d'où l'équation différentielle des deux séries de lignes asymptotiques
dx- y f\yy
en exprimant qu'elles se coupent à angle droit, on arrive à l'équation
que Ton peut écrire
fix) fir)
Le premier membre de cette équation est une fonction de a; et le second une fonction de y\ pour que l'égalité puisse avoir lieu pour une infinité de valeurs de x et de y y indépendantes les unes des autres, il faut que les deux, membres soient égaux à une constante a. On a donc
d'où
f\x) = tang(aa7 -h b), f(x) = log cos(aa7 -h 6) -+- const.
et enfin, pour l'équation de la surface,
i_ cos(^.r-^^ )
az = log , . •
° cos(aa7 -h o)
Toutes ces surfaces sont semblables à l'une des surfaces
COS
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dont les lignes asymplo tiques ont pour équation différentielle
dy __j_ dx ^ cosj^ cosar'
elles se confondent donc avec les lignes de courbure de la
surface
e^^ = cosa? cosj^ (n" 57).
^ 63. On considère la surface représentée en coordonnées rectangulaires par V équation
a étant une constante. Trouver ses lignes asymptoti-
ques,
(Toulouse, juillet 1880, i"* question.)
L'équation différentielle des lignes asymptotiques peut
s'écrire
r dx^ -4-25 dx dy -r- 1 dy^ = o ;
or, pour le conoïde proposé,
d'où l'équation
dy __ nxyzhxy
dx ~~ x^
ce qui donne les deux séries de lignes asymptotiques
7 = Cl a?, y = C2X^,
Les premières sont les génératrices reclilignes de la surface; pour toute surface réglée, les génératrices rectilignes constituent en effet une série de lignes asymptotiques.
64. Une sur/ace est engendrée par la rotation d'une parabole autour de la tangente à son sommet. Dé ter-
miner la projection sur un plan perpendiculaire à Vaxe de révolution d'une ligne tracée sur la surface, et telle que le rayon de courbure de la section normale qui correspond à Vune quelconque de ses tangentes soit infini,
(Paris, août 1874.)
Recherchons plus généralement les lignes asymptotiques d'une surface de révolution autour de O5,
on a
pp = a;f(p), pq=yf(ph
d'où, en différentiant,
pdp -\-pdp =f(p)dx^xf\p)dp, pdq^qdp =f\p)dy -^yf\p) dp.
Multiplions ces équations respectivement par dx et dy et ajoutons-les, on a, en tenant compte de l'équation différentielle des lignes asympto tiques,
dp{pdx-^qdy)==f\p){dx^'^dy^)'^-f\p)dp{xdx-^ydy),
qui, en remarquant que
p dx -\- q dy — dz = f\p) dp^ devient
np){dp^- dx^-dy^)-f\p)pdp^=o ou
L'équation différentielle des lignes asymptotiques, en coordonnées polaires, est donc
/ Tir
Appliquant cette formule à la surface proposée (2) z = >/imp,
on a la famille de courbes
±(0) — a)o)= -7= logp;
elles s'obtiennent toutes par rotation autour de rorigine des spirales logarithmiques
(3) p = e=twv'2.
ces courbes sont indépendantes du paramètre de la parabole.
65. Déterminer les lignes asymptotiques du tore engendré par un cercle tournant autour d'une de ses
tangentes,
(Paris, novembre 1882, a® question.)
Prenons plus généralement le tore
on a
d'où
(ù est donné, en général, par une intégrale elliptique de première espèce. Pour le cas particulier donné, a = r, et l'on a, en faisant la constante nulle,
J 9\/i9 — ^)ip-
expression qui s'intègre immédiatement en posant m = ^,
=tw =
/^ du I / * du
J t/(»-0(-;) ^ ^ j /-êFï'
dzo) v/2 = log{i ru — 3-4-2/4^^^2 — 6ru-hi)f
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d'où
Ces deux spirales, asymptotiques à l'origine et tangentes au cercle de rayon r, se confondent; les deux séries de lignes asymptotiques ont donc même projection sur le plan équatorial. Le maximum de p est r : c'est qu'en effet la surface n'est à courbures opposées qu'entre les parallèles p = o etp= r.
On considère le conoïde défini par V équation
i* Former V équation différentielle des lignes asymptotiques du conoïde;
2° Intégrer cette équation;
3° Chercher quelle doit être la fonction ^ pour que lo> projection de Vune des lignes asymptotiques^ sur le plan des xy^ soit le cercle représenté par V équation
X^ _f- J^2 — cty^
Quelles seront, dans ee dernier cas, les projections des autres lignes asymptotiques,
(Paris, novembre i88o.) L'équation de la surface donne
L'équation différentielle des lignes asymptotiques est
doDC
H 1 ^"l ) (y* ^^' — ^xy dx cfy -{- x^ dy^ ) = o,
ou bien
2 X dx^' \^){.y dx — 00 dy) -4- ^^ ( — ) ( J' dx — xdyY = o.
Supprimant la solution (2) y dx — X dy = o ou — = const.,
qui donne les génératrices, nous aurons
2x^'l— J û^iT -h cp" ( — j{ydx — xdy) = o
ou
dx 2 — =
l'équation du second système de lignes asymptotiques donc
(3) ^^=ccp'(j).
Pour identifier cette équation avec celle du cercle
(4) x^^y^=ay, il faut prendre pour variables
d'où
LIGNES ASTMPTOTIQUES ET LIGNES GÊODÉSIQUES. Io3
l'équation du cercle devient alors
d'où, en identifiant^
qui, intégrée, nous donne
Les autres lignes asymptotiques du même système que le cercle donné sont les cercles
équation dans laquelle R est une constante arbitraire.
La famille de conoïdes satisfaisant aux conditions de l'énoncé a pour équation générale, en coordonnées cylindriques,
(5) z = C(20> — sinao));
l'ordonnée z est la différence de celles de deux conoïdes dont l'un est Thélicoïde gauche.
67. Soient Ox, Oy et Oz trois axes de coordonnées rectangulaires et dans le plan zOx une courbe donnée Q, Une surface est engendrée par une circonférence de cercle dont le plan est parallèle au plan xOv, dont le centre est sur la courbe G et qui rencontre constamment Oz,
On demande de former V équation différentielle des lignes asymptotiques de la surface en prenant pour "Variables la coordonnée z d^un point quelconque M et l'angle 8 du rayon du cercle qui passe en ce point avec la trace du plan du cercle sur le plan zOx,
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Appliquer au cas où la courbe C est une^ parabole
ayant le point O pour sommet et la droite Ox pour
axe.
(Paris, juillet 1880, a* question.)
Soit X=/(-3) réqiiation de la courbe donnée, l'équation du cercle générateur sera
et celle de la surface On en déduit
multipliant les différentielles totales de ces équations respectivement par dx et dy et les ajoutant, on a, en tenant compte de Téquation dp dx + dq dy = o,
/''{z)dz{pdx-^qdy)
dy
xy dy — y'^ dx , x dy — y dx
ou
Si l'on transforme cette équation en coordonnées cylindriques, elle devient
f(z) dz^ = -^ = 2X COSO) — ,— = 2/(^) -^-- — I ,
'' ^ ' p3cos'*a) cos3ta -^ ^ ^\cos}(i/
que Ton peut écrire
dont rîntégrale est
io5
Celte formule cesserait d'être applicable, au moins sans changement de constante, si la fonction
cos^O
devenait
discontinue : elle suppose donc que Ton fait varier de — i:à -\-Tz, On voit de plus que l'une des séries de lignes asymptotiques se déduit de l'autre par le changement de en — 9, c'est-à-dire que les lignes de l'un des systèmes sont symétriques de celles de l'autre par rapport au plan zOx, Appliquant au cas où la courbe G est la parabole
on trouve
z^= amX,
^ = Ctang(îi^)
équation indépendante du paramètre de la parabole. Ces courbes passent à l'origine pour 9 = o et sont asymptotiques à la droite O^ qui fait partie de la surface, pour
68. Trouver Véquation, en coordonnées polaires, des projections sur le plan xOy des lignes asymptotiques de la surface réglée, définie au n^ 9.
(École Normale, juillet 1882, a* question.)
L'équation de la surface en coordonnées cylindriques
étant
nous avons obtenu
XasinO cos6 P- :: =î-'
d'où
Xacos6 sin6
dp = — ^^j — -\ j-(sinOap — pcosOaO),
dq — r - ( p sin rfO H- cos ^d^)\
d'ailleurs,
dx = cosO dp — p sinô db, c?^ = sin 6 û?p -h p cos 6 û?ô;
l'équation différentielle des lignes asymptotiques est doDC dp dx -\- dq dy = — Ç ^^^ ^? ^^^ — ^'
La première solution, ûW = o, 9 = const., nous donne les génératrices rectilignes, et la seconde,
des spirales hyperboliques.
69. Une surface de réK>olution autour de Vaxe des z est définie en coordonnées rectangulaires par Inéquation z = /(p), dans laquelle p désigne la distance d'un point de la surface à l'axe :
1° Trouver V équation différentielle en coordonnées polaires, le pôle étant V origine des coordonnées rectangulaires^ des projections sur le plan des xy, des courbes tracées sur la surface qui jouissent de la propriété que le plan osculateur en chaque point de Vune d'elles comprenne la normale à la surface en ce m.ême point;
2° Intégrer V équation différentielle obtenue.
(Paris, novembre 1878.)
La normale à la surface, qui fait avec les axes des angles
lont les cosinus sont proportionnels à /?, ^r et — i , doit
âncider avec la normale à la courbe dont les cosinus di-
lecteurs sont proportionnels à d--r^ d-j-t d-^; on devra ^donc avoir
ds _ ds ^ ,dz
p q ~^ ds^
équations dont la dernière est une conséquence de la première. Or
y//p2 _j_ y2 y^^î _|- yZ
l'équation différentielle des courbes proposées est donc
, dy - dx
as as
ou, en intégrant,
dv dx ^
équation que l'on peut écrire
(2) xdy — y dx = çi^diù = Cds\
or
ds^ = dp^ -4- p* û?w«H- dz^ :
['équation différentielle des projections des lignes géodésijues de la surface sur le plan des xy est donc
p* d(i) = Gv/p2c^a)2-+-(ip2[i_+-/'2(p)j^ J p \/p'^ — G*
3 ) o) — (oo = G
L'équation (2) montre que l'aire de la courbe projetée >ur le plan des xy est proportionnelle à l'arc s de la courbe gauche dans l'espace.
70. Étant donné un cône de révolution^ on considère sur sa surface une courbe telle que le plan osculatewr à la courbe en l'un quelconque de ses points contienne' la normale à la surface en ce même point. Déterminer la projection de cette courbe sur un plan perpendiculaire à Vaxe du cône,
(École Normale, juillet 1869.)
Si l'on appelle aTangle des génératrices avec l'axe, l'équation du cône est
z^ — P— • tanga*
appliquant la formule du numéro précédent, on a
Q r dp I G
o) — (Do = -. — / — : = — — arc cos — ,
smaj py/p2__G* sina p
cos[(a) — a)o)sinaJ
Toutes ces courbes sont semblables et asymptoliques aux génératrices du cône pour
-2Sina
Pour trouver les transformées (R, Q) de ces courbes dans
le développement du cône, nous remarquerons que l'on a
la relation
po) = Rli
ou
0) sina = 12;
les transformées sont donc les droites quelconques
ainsi que cela doit être pour toute surface développable. 71. On donne un hélicoïde gauche dont V équation.
en coordonnées rectangulaires, est
z = Xrarc lang - •
Ou
On demande de déterminer les projections sur le plan
des xy des courbes tracées sur cette surface, de façon
que le plan osculateur, en un point quelconque de Vune
d^elles, comprenne la normale à la surface en ce même
point.
(École Normale, juillet 1876.)
L'équation différentielle de ces lignes est
i dx d^y — dy d^x
\ =^p{dy d^z — dz d^y) h- q{dzd^x — dx d'^z)\
d'ailleurs, pour l'hélicoïde gauche, on a
iF=pcosa), j^ = psin(o, z = kbi,
Xrsino) Arcoso) p= ? q= ;
si l'on substitue, dans l'équation (i), en prenant w comme variable indépendante, on arrive à l'équation différentielle du second ordre
Elle s'abaisse au premier ordre en posant
d'oii l'équation linéaire du premier ordre
i o^-^k^ du , . ,„^
2 p ap ^"^
dont l'intégrale est
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et, en revenant à l'équation (3),
Cdp
v/(pS-+-X:2)(p2H-A:2— G«)
On est donc conduit à une intégrale elliptique. On arrive à cette solution en employant l'équation (i) du n° 69; on a
ky kx
dx .dy
dz ds ds
ds ky kx
- dx . dy
•^ ds ^^ _ ^ ^l ^^ ^y\
- k ~ k'^V'di ~^^/
et, en intégrant,
dx ^y _^ h.^^ n
'^ ds ds ~ ds '
équation que l'on peut écrire
— çi'^ diù = k^ diù — G ds ou
(Â:2-+-p2)t/a)= Cds = 0/(^:2 -i- p2) t/a)2H- dp^,
qui conduit à l'équation (4).
La forme de la courbe dépend de la grandeur de la constante C :
I** C <C A*. Le radical de la formule (4) est toujours réel; p peut prendre toutes les valeurs possibles. Nous prendrons (Oo= o pour p = o; la courbe passe à l'origine, où elle est tangente à O^. Pour p = oo , oj est fini, car l'in-
— - - — est finie. Pour recher-
v/(p2H-/:2)(p2_HA^2_G2)
1er s'il y a une asymptote, il faut calculer la sous-tan-
ente
2 doi C
^ dp ~ ^ /-/ /^I\-7 xTZTgV"'
pour p = 00 ; elle est égale à C. U y a donc une asymptote distante de l'origine de la quantité C.
2° C > Âr. Le rayon vecteur p varie de y/G^ — k'^ à oo ; il y a encore une asymptote.
3« C = A-. On a
r kdp , X: 4- v/p* -H A-2 0) — (1)0= / — , — — log —
d'oi
ou
QÎÙQ-ÎÙ gti)-ù)o
La courbe admet Torigine comme point asymptotique
le
et la droite p = -::— ; l pour asymptote.
* sin(w — Wo) ^ J r
L! angle a étant supposé compris entre zéro et -j
soit
p2 = a* log
tangb) tanga
Inéquation d^une courbe en coordonnées polaires; on demande si Vaire du secteur limité par cette courbe et
par les rayons vecteurs correspondant ào) = ae^Ci)==a une valeur finie ou infinie.
(Paris, juillet 1877, ^* question.)
L'aire cherchée A a pour expression
p2 0^0) = — / log tango) c/o) — ( a) log tanga 1;
l'intégrale à étudier est donc
J/»2 /»2 rt
] log tangdjrfo) = 1 logsinoxia) — 1 log coso) ^o).
La première est finie 5 pour voir s'il en est de même de la seconde, posons cosct) =^; elle devient
\oç^zdz
IlS
formons donc la fonction z" pour :;= o. On a
et cherchons sa limite
. Z'*l0C;5 ,. \0SZ
lim
lin = Iim = o,
si /i>o; l'intégrale est donc finie. On aurait pu le voir directement en remarquant que
i^cosx dx = — loga.
On demande de démontrer qu'en posant
puis successivement 7i= / xydx, 72=/ xy^dx, .,.,, yn= 1 xyn-\dx,
(^expression de y,i sera donnée par la formule
(École Normale, juillet 1878, 2* question.)
La formule sera démontrée si l'on prouve que de (i) on
peut déduire
dyn
or, si l'on dérive l'expression (i) dej^" par rapport au paramètre X qui figure sous le signe fy on a, en tenant compte de ce que l'une des limites est fonction de ce paramètre,
dyn dx
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-z^Y-^f{z)dz\
ii4 d'où
74. Transformer V intégrale double ffdxdy, qici se rapporte aux aires planes, en substituant aux coor— données rectangulaires x^ y les paramètres des deiux: familles de coniques homofocales représentées par les équations
Application à Vaire du cercle de rayon r,
(École Normale, juillet 1878, 1" question.)
L'expression à former est
""-//(If-*!)*"-
si l'on dérive successivement par rapport à [x et à v les deux équations
62^2= fJL2v2, ^,2j2=(jjt2_ô2)(^2__v2),
déduites des équations (i), on arrive à
j„..//Mg^.,.
c'est la formule demandée.
Dans le cas du cercle [x = r, b = o. Les hyperboles se réduisent des groupes de droites passant à l'origine et, comme il faut faire v=o, on doit, à la place de l'axe transverse v, introduire le rapport des axes d'une même
Il5
hyperbole
d'où
— lang2(o;
y = b coso),
= — dtî);
faisant alors 6 = o, v = o, il vient
V = ± f rrdrdio= ^ r^/o).
7o. On propose de trouver une courbe telle que, si en. unpointM. quelconque de Vune d^ elles on mène la normale MNy prolongée jusqu'à l'axe Ox, la tangente MT
lug. 0.
'^^ ta perpendiculaire MR au rayon vecteur OM prolongées jusqu'à Oy, la quatrième proportionnelle à OT, ONe^ OR soit une ligne constante et donnée k.
(Lille, juillet 1872.)
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On doit avoir {^fig^ 5)
OT _ OR
ON ~ A~' or
^ dx '^ dx y
l'équation différentielle du lieu est donc
(0 ky{y dx — X dy) = {x dx -\-y dy){x^-^y^)\
on peut l'écrire, en coordonnées polaires,
— A:p sino) p^ dià = p^ dp, d'où
(2) p = /rcoso) H- C;
c'est la courbe connue sous le nom de limaçon de Pascal. L'emploi des coordonnées polaires conduit immédiatement à la solution ; on a
sino) sinT smJN
OT _ sinV _ \T — pdu}
ON ~ iîïïOMN """"^^"^ "5p~
et enfin
dp = — k sin w dui.
76. Chercher les surfaces telles que les rayons lumineux émanés d^un point fixe aillent, après réflexion, converger en un second point fixe. Etudier le cas où Vun de ces points est à V infini.
(Paris, novembre i863.)
Les normales à la surface cbcrchée rencontrant la droite qui passe par les deux points fixes A et A', cette surface est de révolution autour de AA'. Pour trouver sa mérî-
dienne, nous exprimerons que la normale MN (^fig- 6) est
Fie. 6.
bissectrice de l'angle AMA', ce qui fournit la relation
AN 2c — AN
AxM
en posant AA' = ac.
Or
d'où la relation
AN = ^-Hrg,
xdx-^ydy {ic — x)dx — y dy
qui s'intègre immédiatement et donne les ellipses
(2) \/x^-^y^-\- s/(x — icf-\-y^= ia.
Sic = QO , l'équation (i) devient
X dx -\-y dy
= dx.
)Jx'^-\-y'^ d'où la famille des paraboles (4) sjt^-^y'*- = x-^ a.
ii8
Trouver une courbe plane telle que la projection
du rayon de courbure en un point quelconque sur une
droite fixe soit constante et égale à une longueur
donnée,
(Lille, juillet 1868.)
Si l'on prend la droite proposée pour axe desjK? l'équation différentielle du lieu est
la
dx^
la constante a étant positive ou négative.
Cette équation peut s'écrire
« dp
d'où
a? + Cl = a arc tang/?,
^ -h Gj = — a log cos
ou, en rétablissant le double signe de a et faisant les constantes nulles,
oc y = -h a log cos -•
Cette courbe, symétrique par rapport aux axes coordonnés, est composée d'une infinité de branches égales; l'une quelconque d'entre elles est comprise entre les
droites
X =■ kaiz et a? = (X:-H Dair,
et asymptotique à la première.
Trouver une courbe plane telle que la projection
desanormale MN, limitée à V axe polaire , sur le rayon
vecteur, soit constante,
(Toulouse, novembre 1878.)
On a
MNcosOMN = a;
or
HtTVT PSinO) /-vmcXT ir "^
^ïN=-v-7 r.Miv.v > OMN = V ,
sin(a) 4- OMIN) 2
d'oùréquation
p sino) sinV — cos(a) 4- V)
que l'on peut écrire
a -h (p — a) tangd) tang V = o, a dp
tangoj <ia) = o,
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dont rintégrale est
' = G cos w
ou
^ I — Gcosto
ce sont des courbes de second degré de même paramètre a.
•80. Déterminer une courbe telle que, menant par un
point quelconque la tangente MT et la normale MN,
les diagonales du quadrilatère formé par ces deux
droites et les deux axes Ox et Oy fassent un angle
donné 0.
(Besançon, juillet 1880.)
Le coefficient angulaire de la droite TN est
dx
^ ^ dy pdp dp ,
dx — p* du) p du) '
d'où l'équation
tango)
dp i — tangw
^ ^ — tang6 = k
p du)
ou
dp ^ (± k — tangw) du) p idbArtangw
et, en intégrant,
p = G ( cos o> ziz k sin u) )
OU, en coordonnées rectangulaires,
équation qui représente deux familles de cercles passant à
l'orig^ine et dont les centres sont sur les droites
k = r: langO.
. 81. Trouver une courbe telle que V angle MOT sous lequel on voit d^un point donné O la portion MT de tangente à cette courbe, comprise entre le point de contact et une droite fixe DD', soit constant,
(Rennes, juillet 1880.)
Si l'on prend le point O pour origine et Ov parallèle à DD', les coordonnées du point T seront
dx
l'équation différentielle du lieu est donc
elle peut s'écrire
ou
(a — x){x dy — y dx) = zh k[{a — x){x dx -^y dy) -+- {x'^-^y^)dx\
X dy — y dx _ x dx -^y dy dx
qui s'intègre immédiatement et donne les courbes
=it=
tii
•7- H- logC H- logp — log(a — p costo)
ou
cosa)-4"Ce ^"
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Cette courbe a une infinité de branches asymplotiques aux directions données par la formule
(3) costo H- Ce^ = o,
et qui vont en se rapprochant de plus en plus de Taxe Oy\ elle comprend en outre deux spirales symétriques par rapport à l'origine, asymptotiques au pôle et à la direction donnée par la plus grande racine de l'équation (3). Si l'angle donné est droit, on a les courbes du second degré rapportées à leur foyer et à leur axe focal
COSO)
82. Trouver une courbe telle que le triangle ayant pour sommet un point quelconque M de la courbe, le centre de courbure correspondant et le pied de l'ordonnée du pointM. ait une surface constante. On fera voir que Vune des coordonnées s'exprime en fonction de l'autre par une quadrature et que l'on peut se faire une idée de la forme de la courbe, sans en avoir l'équation en termes finis,
(École Normaîe, juillet 1877.)
Soient A"- la surface donnée, a l'abscisse du centre de courbure du point M du lieu ; on devra avoir
en négligeant le double signe qui répond à des courbes symétriques de ot^lle-là par rapport à une parallèle quelconque à Oy, Or
dy
dyy dx) .
dx d'^y dx'^
d'où réquatlon différentielle, dans laquelle x manque.
riwmv^'-'
dxi
posant^ =jo, elle devient
= tanga = tang^i-— ^,
Ces courbes sont symétriques par rapport à O^*; pour les construire, nous nous servirons des équations
7 = 2AVa — «0, dy =
kdoL
yn —
dx
kd%
tanga/a — ao
Prenons, par exemple, la constante ao positive et inférieure à - : la variable a ne peut recevoir de valeur inférieure à ao *, pour a = ao, r = o, nous ferons également ^=o; la courbe présente à Torigine, qui est centre, un point d'inflexion. Quand a croît, y va constamment en
croissant (//^. 7); x commence par croître jusqu'à a = -»
pour décroître de - à ii et croître ensuite jusqu'à — : la
courbe présente donc au point a =: tc un rebroussement rfe première espèce. La branche de courbe que nous étudiions a des rebroussements pour a = /itt: et des tangentes
parallèles à Oy pour a = (2/i + i)-; chaque partie de la
courbe comprise entre deux tangentes parallèles à 0:c va d'ailleurs en se rétrécissant dans les deux sens, car les
angle un peu supérieur à 1 6°; en ce point, la brandi sente un point d'arrêt et vient couper le rayon v sous un angle de 45° {.fig* 8). Cet angle a d'ailleu
constamment en croissant avec p, depuis zérdjusqu
car
«2 _ /^vZT^i
tangV ~
d'où
Jlanp:V ia"{a'^— y/a*— pO
rio
Les valeurs négatives de p donnent une branche trique de la première par rapport à l'origine; enfin, prend des signes contraires pour 2(o, on obtien courbe symétrique de la première relativement à l'a laire.
Construisons maintenant la branche
ihi=^ -f- arc sin — - ;
pour p = o, (0= oc , et, comme l'équation (4) se ra
au signe inférieur de (i), lo va en décroissant quand p
croît et atteint son lûinimum
pourp = «; en ce point, la courbe coupe le rayon vecteur sous un angle de i35".
Prenant les valeurs négatives de p et celles de to, on obtient trois autres spirales symétriques par rapport au pôle ou à Taxe polaire de celle que nous venons de construire; ces spirales se raccordent tangentiellement aux branches précédemment obtenues, si on les fait tourner de 90°.
84. Etant donné le paraboloïde défini en coordonnées rectangulaires par Inéquation
ia
on considère sur cette surface les courbes dont les tangentes font un angle constant donné y avec Vaxe Oz\
1° Trouver V équation différentielle des projections de ces courbes sur le plan xOy et montrer que l'intégration de cette équation se y amène à une quadrature;
2** Effectuer la quadrature et construire la projection dans le cas particulier ou m est égal à V unité.
(Paris, juillet 1879.)
On a les équations
dx _ dv _ dz _ s/dx'^ 4- dy'^
ou
cosa cos3 cosy /cos2a-^ cos2p
mx dx -\- y dy __ \J dx'^ -h dy"^ ^ acosY sinY '
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on en lire
(2) y= xàzacoly- ^-- •
Cette équation étant. linéaire en ^ et ^ s'intègre en la diffère ntiant; on a
dx , acotY
- mx zz ' = o,
d'où
dp
le problème est ramené à une quadrature elliptique. Les équations (2) et (4) déterminent les courbes cherchées. La quadrature peut s'effectuer dans les cas suivants : i<* 7W = o : le paraboloïde se réduit au cylindre parabolique JK^= 2a>3; on a
a; = G zi= acoty I — -^
2° m = 1 : le paraboloïde est de révolution.
G±acotY(-H- arc tang/? j .
Si l'on introduit l'angle a que fait avec Ox la tangente à la courbe projetée, on a
( 37= G sinazt a cotY(cosa -+■ a sina), (5) <
( Y =^ — Gcosazh acotY(sina — acosa).
Ces courbes s'obtiennent en portant sur la normale à la courbe C = o une longueur constante C; or cette dernière se compose de deux développantes du cercle de
rayoD acoty. Toutes ces courbes sont donc des développantes du même cercle ne différant que par leur origine. On arrive plus rapidement à ce résultat en remontant à l'équation (i); elle devient, en coordonnées polaires,
pdp =dz a cot Y ds =dza cot f /<ip* -+■ p* </to* ,
et enfin
ap cotY
, v/p* — a^cot^Y acoiy
(0 — a>o = ± —^ =F arc cos •- y
a cot Y p
équation qui représente toutes les développantes du cercle de rayon a cot y.
îo. La tangenteMT^ menée d^un point quelconque M d^ une surface à une sphère donnée de rayon a, est dans
un rapport constant r- avec la moyenne proportionnelle
entre la distance OP du centre O de cette sphère au plan tangent à la surface au point M et la longueur MN de la normale à la surface en ce point, cette normale étant terminée par sa trace N sur un plan diamétral fixe de la sphère. On demande :
\^ De trouver V équation générale de la surface;
2** De trouver V équation de la surface : i° lorsque
le rayon a de la sphère est nul; 2° lorsque le rapport ^
est égal à V unité.
(Marseille, juillet 1880.)
Prenant pour origine le centre O de la sphère et le plan diamétral fixe pour plan des xy^ on a
MT^ = a?' 4-72 -h ^2 ._ <3j2^ ViLUÉ. — Compositions, 9
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d'où réqualion aux dérivées partielles
que Ton intègre en posant
dx _ dy _ dz
^'^' xz ~~ 'yz~ ^2HhX«(ar2-h7«-h^*— a*)'
la première donne
7 = Car.
Soient
la seconde peut s'écrire
du dv
u Â:(i -+■ G«) a + (1 -+- k)v — ka^
d'où l'équation linéaire
dv i-\-k kà^ j. ^..
du u u ^ ^
En l'intégrant, on arrive à
l->rk'
ce qui donne, pour l'équation générale des surfaces consi dérées.
On y arrive plus vite en mettant les équations (2) sou la forme immédiatement intégrable
, , . . dx dy X dx -\-y dy -hz dz
(2 bis) — = -^ = ^ ^
{k-^i)(^x^-hy^-+-z^'-j^^
1° a=o. L'équation (3) devient
QUESTIONS DIVERSES. l3l
OU, en coordonnées sphériques,
p2= (p sin6cosa>)'^i-»-^*^ ?i(t*>)»
sin ''^ô
Les sections de l'une quelconque de ces surfaces par des plans passant par Oz sont des courbes semblables; il en est de même des sections de toutes les surfaces par Fun de ces plans.
2® -r- = 1, On a deux séries de surfaces, suivant que
Ton prend k = dzi; les premières ne présentent aucune particularité^ pour les secondes, la formule (3) est illusoire ; mais l'équation en m et ç' devient
au u
V = Cl -h a* log M — (i-i- G2 ) a et l'équation des surfaces cherchées est
(5) x^-^y^-hz^= a^logx^-^^l^
ce que les équations (2 bis) donnent de suite.
3° Si l'on fait à la fois k = — i et a = o, l'équation (5) devient
ce sont des surfaces engendrées par des cercles dont le centre est en O, et le plan passe par Oz, leur rayon étant une fonction arbitraire de l'azimut co; elles comprennent les sphères ayant Torigine pour centre.
86. On donne un cylindre parabolique dont V équation en coordonnées rectangulaires est x^ — ^ = o ; trouver sur ce cylindre une courbe G, telle que T étant
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la trace sur le plan des xy de la tangente en un point
quelconque M, A et B étant les intersections du plan
osculateur avec O^, Oy, le point T soit situé au milieu
de AB. On demande la projection de la courbe sur le
plan des xy.
(Besançon, juillet i883.)
Le plan osculateur d'une courbe a pour équation
(X — a:) {dy d^z — dz dy)
-\- {Y —y){dzd^x — dxd'^z) -h (Z — z){dxd^y — dyd^x) = o]
si l'on prend x comme variable indépendante, on a, pour
le point A,
__ z dx d^y — y dx d^ z
^""^"^ dyd^z — dzd^y '
d'ailleurs, pour le point T,
V dx
la condition X| = 2X3 de l'énoncé donne donc l'équation
, ^ dx z dx d^y — y dx d^ z
^ ^ dz dy d'^z — dz d^y
De l'équation de la surface on déduit
dx IX dx =^ dzj X — 2-2-7^=0, d^z=^7.dx^,
CLZ
et, par suite^ l'équation (i) devient
( 2 ) o = zdx d^y — y dx d^z =^ dx^ ( x^ -~~ — 2^ | ,
dont l'intégrale
est l'équation de la projection des courbes cherchées sur le plan des xy] ces courbes sont asymptotiques à la génératrice Oy du cylindre, sauf celles pour lesquelles C| = 0.
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87. On donne une surface du second degré et une tangente MT en un point M de cette surface. On mène un plan passant par MT. On construit dans ce plan le centre du cercle osculateur de la section en M, puis k centre 0' du cercle osculateur de la développée de la section enO.
Lieu des points O' lorsque le plan tourne autour de MT.
(Glermont, juillet i883.)
Soient M l'origine des coordonnées et MT Taxe des x; nous prendrons pour axe des z la normale à la surface en M. Considérons un plan sécant passant par MT
7 = ^tanga;
d'après le théorème de Meunier, le rayon de courbure de
la section est
Pa= Pocosa :
le lieu des points O est donc le cercle
décrit sur le rayon de courbure po de la section normale comme diamètre, et le lieu des points O' est, quelle que
soit la surface donnée, sur le cylindre circulaire représenté par cette équation; la coordonnée x du point O' est d ailleurs égale au rayon de courbure r de la développée.
Or on a, e étant l'angle de contingence de la section plane de rayon de courbure p,
£ " ds '
il reste donc à chercher la valeur de ~ pour l'origine des coordonnées.
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De réquadon
rfY«\«
_ dx^ I
dans laquelle la coordonnée Y est comptée sur la norm à la section plane, on tire
^ dx\dx^) y'^ dx^l dx^y'^ dx^) ,
dp = ^ ^ — T^Yy ^'
\dxi)
et, comme on a ( —r- ] = o, on en conclut
\dx/n
dx^ X = r = p
\dx^)
Appliquons à la surface proposée, dont réquation de la forme
Ax^-\- \y^-h A"z^-{-2Byz-\-2B'xz -h2B"xy-h2Cz =(
d'où, pour l'équation de la section plane,
Aa72-i-(A'sin2a-i- 2B sinacosa 4- A"cos2a)Y*
2(B'cosa-f- B"sina)a7Y + aCYcosa = o;
en dérivant trois fois cette dernière, on arrive à
dX\ _ (—] - ^
dx /u~~ ' \dx^/iii~ Gcosa'
{—\ - 3A(B^cosa-+-B^^sina) \dx^ /m" G2cos2a '
ce qui conduit finalement à l'équation
B'cosa + B''sina 3(B'z^-hByz) x = 3pocosct = 4.
La courbe lieu des points O' est donc l'ellipse intersection du plan
et du cylindre circulaire
A(y^-hz^)-h Cz = o,
dont les équations sont indépendantes des coefficients A\ A'' et B de la surface.
88. Arête de rebroussement de la surface enveloppe d'une sphère qui se meut en conservant un contact du second ordre avec une courbe donnée.
(Grenoble, juillet i883.)
Le lieu des centres de cette sphère est sur la surface polaire P de la courbe proposée. De plus, si l'on développe cette surface, ce lieu aura pour transformée un cercle décrit avec le rayon R de la sphère et ayant pour centre le point de rencontre de toutes les droites transformées des développées de la courbe proposée; la courbe C|, lieu des centres de la sphère, est donc ainsi déterminée.
L'enveloppe de la sphère est une surface canal dont les
caractéristiques sont des cercles de rayon R situés dans des
plans normaux à la courbe C\ et dont les centres sont sur
celte courbe. L'arête de rebroussement de cette enveloppe,
qui est le lieu des intersections de ses caractéristiques,
est donc sur la surface polaire P| de la courbe G| ; de plus,
si Ton développe P|, la transformée du lieu cherché est
une circonférence de rayon R et ayant pour centre le
point de rencontre des développées de G|, ce qui définit
complètement cette courbe.
89. Former V équation aux dérivées partielles des surfaces jouissant de la propriété que les tangentes aux deux lignes de courbure, en un quelconque de leurs
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points, se projettent sur le plan des xy suivant deux droites dont les bissectrices soient parallèles àOxet Oy, Déterminer celles de ces surfaces dont V équation est de la forme
et intégrer V équation différentielle de leurs lignes de courbure.
On suppose les axes rectangulaires,
(Paris, juillet 1884, a* question.)
L'équation différentielle de la projection des lignes de courbure sur le plan des xy est
dx -\- p{p dx -\- g dy) _ dy -^ q{p dx -^ g dy) ^ r dx -\- s dy s dx -^ t dy '
exprimant qu'elle a ses racines en -~ égales et de signes
contraires, on a Téquation aux dérivées partielles du second ordre
(2) r(i + grs) — ^(i -h jd2) = o.
Les équations des ombilics
H-jd2 i-\-q^ pq
se réduisant à une seule, sauf dans le cas de s identiquement nul, ces surfaces ont en général une infinité d'ombilics, dont le lieu est une ligne tracée sur la surface.
Dans le cas particulier de l'énoncé, l'équation (2) devient
(3) cp-(^) _ cp-(r) _ , g2)
d'où
(4) a{z -\- c)— — log[cos(aa:-+- 6) cos(aj 4- 6)];
ces surfaces n'ont pas d'ombilic. Suivant que a est positif ou négatif, elles sont semblables à Tune ou l'autre des deux
surfaces
(5) e=p2 = cosa? cos^,
dont nous avons trouvé (n** 57) les lignes de courbure.
Étude de la fonction u = ^i/ 7 è
P, Y e^ /? étant des nombres entiers.
Les points critiques de la fonction sont ^=a, z:=b^ z = c. Le point a est un pôle, car, pour z = a^ m = 00 et son inverse reste finie et continue; il n'y a pas permutation de valeurs de la fonction quand la variable tourne autour de a. Il n'en est pas de même pour les branchements 6 et c {Jig* 9). Supposons que z décrive un cercle
•tZy
infiniment petit autour de bel soit w^ la valeur de m quand z part d'un point B de cercle, cherchons quelle sera sa valeur quand z reviendra en B après avoir tourné une fois
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dans le sens direct autour de b. Les racines jp»* ™«» de l'unité sont
1KTZ . . ^KTZ ——-
cos h { sin = e A'
k étant successivement égal à o, i , 2, . . . , /? — i ; on aura donc, pour l'expression de Tune quelconque des valeurs
de u, quand z sera en B, Uk=^ Uoe ^ . Gela étant, posons
quand on tourne autour de 6, les facteurs 7 — et
- n, ne changent pas ; nous n'aurons donc à nous oc-
cuper que d u facteur
^(z — b)? = (pe^'^y = ^p'^e P , qui, après un tour complet autour de 6, deviendra
c'est-à-dire que Uk est devenu w^+p; les diverses valeurs de u se permutent circulairement.
On ferait sur le point z = c une discussion entièrement analogue .
Supposons que l'on parte d'un point quelconque M du plan et que l'on parcoure un contour fermé à l'intérieur duquel se trouvent les deux points b et c] la fonction reprend en M la même valeur que si l'on parcourt les deux contours élémentaires issus de M et entourant a et b, puisqu'il n'y a aucun branchement entre l'ensemble de ces contours élémentaires et le cycle considéré; après un parcours complet de ce cycle, la détermination Uk est donc devenue u/(^^_y.
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Résidus de quelques fonctions
1° u= ; .y pour le pôle z = a. Posant
I — cos(^ — a) ^ ^
:; = a + A, la fonction devient
i-cosA = A' ^* , ~ " Âï^^'^^'-^*'^ -*■•••>•
le résidu cherché est donc égal à 4 î il est d'ailleurs le même pour tous les pôles z = a-\- ikiz de la fonction.
2° u = -r-f ' Cette fonction a pour pôles les points
^ = Atti; or on a
sm^{kTz -\- h) sin^A
La parenthèse ne renfermant que des puissances impaires de h, son carré n'a que des puissances paires, ce qui démontre que les résidus sont nuls.
L'intégrale / -r-^ est donc indépendante du chemin
parcouru entre les deux points ^0 et <S|.
3° w = 7 ; 7-T 77' Soit ^ = a un pôle de la
[a-i-(a^ -f- 6) tang^J2 r
fonction w, c'est-à-dire une racine de l'équation
f(z) = <2 4- (az -\- 6) tang^s = o;
on a
d'où
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Pour calculer le résidu — {.,,, \ t formons
/'(z) = {az -\-b){i->r tang^z) -f- a tangz, f\z) = i[a-\- {az -h b) tang^] (i -h tang*z),
d'où /"(a) = o; les résidus sont nuls. L'intégrale
dz
fj, [a-i- (az -h 6) tang^Jî
est donc uniforme. On aurait d'ailleurs pu le voir autrement, en remarquant que
fudz = - ^
a a -+-(az -h 6)tangz 92. Déterminer l'intégrale définie
f Q.o\.\\x — a — h y/ — i ) dx.
(Ecole Normale, juillet 1872.) Posant
iz — x — a — b s/ — I , -Zo = J -Si = ir H- Zo,
l'intégrale considérée I devient
\\ cotz û?z = 2(log sin^i — logsinzo).
Étudions la fonction
u = log sinz;
si Ion fait
sinz = p(costo -h isino)),
on aura, pour l'une quelconque des branches de la fonction w,
u = logp -h i(^ + 2^:11);
or, en suivant la parallèle à O^ qui va de ^0 à xî^, comme
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le comporte l'énoncé delà question, on ne passe par aucun point pour lequel la fonction u cesse d'être continue : donc
Mj— Mo= logpi — logpo-H 1(^1— wo);
d'ailleurs, en allant de ^o ^ ^\ suivant le chemin rectiligne considéré, on a p^ = po et (Of = (0^4- tu, puisque les deux points sin-Go et sin;^^ sont symétriques par rapport à l'origine. On en conclut, pour la valeur de l'intégrale cherchée,
93. Expliquer comment il faut mener les différentes lignes que doit suivre la variable z pour que Vintégrale
"2 dz
obtienne ses différentes valeurs»
(Nancy, juillet i883.)
La fonction monodrome à intégrer a une infinité de pôles donnés par la formule sin5 = 0^ z = /iir, et les résidus correspondants sont ( — 1)".
L'intégrale générale est logtang-; posons Z = tang-
et imaginons que^ décrive au-dessus de Ox, par exemple, une courbe ne coupant pas cet axe et dont les extrémités
seront Zç^ = ? Z\^=^-\ — ; le point Z décrira une courbe
correspondante dont les extrémités seront Zo=;= — i, Z^=+i et qui ne coupera pas O^, tang;^ n'étant réel que pour z réel ; posant donc
Z = p[cos(cp H- ikii) -\- 1 sin(cp -+- aArir)],
on aura pQ = p^ = i et cp variera de tt; à zéro.
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Of prenons une quelconque des branches de logZ,
u = logp H- t(? -*" a^o^^), on aura
l'intégrale cherchée a donc pour valeur u^ — iio= — i^«
Cela étant établi, si Ton considère une ligne quelconque d'intégration ayant les mêmes extrémités que la précédente, on pourra la fermer à Taide de la partie deOx comprise entre H — et 5 a Texception de la portion avoi-
sinantle pôle O, à laquelle on substituera un demi-cercle décrit de O comme centre, au-dessus de O^, et avec un rayon infiniment petit; l'intégrale prise le long de cette dernière ligne étant îtt, le théorème du résidu intégral donnera la valeur de l'intégrale cherchée. On reconnaît ainsi qu'elle rentre dans la formule générale (2m + 1)17:,
Déterminer les intégrales définies
f sinx^ dXf I cosx^dx.
Considérons un contour fermé comprenant Taxe des ^ (A) depuis l'origine jusqu'à la distance R, un arc de
cercle (B) de rayon R avec un angle au centre égal à -?
enfin le rayon (C) partant de la seconde extrémité de l'arc B; si l'on intègre la fonction e~^', qui est continue et monodrome dans toute l'étendue du plan, on aura, quel que soit R,
BOUS calculerons ces diverses intégrales en faisant R = 00 .
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On a d'abord
e-^* dx =
Pour obtenir / , il faut poser z = Re'"^,
TZ
r = r*e-R»{co8je4-i8in2e)Rg/6j^6; soit (f un angle tel que e-ï^'co«*?= _-; nous décomposerons
TZ
Ji en deux autres / + / > dont nous chercherons les modules. On a
mod e'O e-^ R' sin 26 = mod e'^ = t ;
le module d'un élément d'intésrrale est donc -— «dî,
O gR«C08j6 '
quantité inférieure à -^ pour tous les éléments de la première intégrale; or — est un infiniment petit du second
ordre; donc le module de / est un infiniment petit du
premier ordre, c'est-à-dire que cette intégrale est nulle pour R == oc . La valeur maximum du module des éléments delà seconde intégrale estRrfO : donc
TT
TC
or l'angle cp est donné par l'équation
9 = sin ( 2 c» ) = — ^^ — 4
et, comme l'angle - — 2(p est très voisin de zéro, on peut
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écrire d'où
quantité qui tend vers zéro quand R croît indéfiniment. : Donc, en résumé, / = o.
Pour obtenir la troisième partie, il faut poser
alors
or
donc
cos— -H isin-r 1; / e-^*dz = I e-^^* ( cos j -h i sin - j cte ;
•A Je
I— = / (coso?* — isma?*) — =-dx:
d'où Ton déduit, en égalant séparément les parties réelles et les parties imaginaires^
00 /»eo
f cosa?* û?a7 — / sina?* û?a7 = o «/b
et enfin
y/iu '0 */o î^V^a
Jf sina?* dx = j coso?* ûte =
9S. Calculer Vintégrale
J_. A'ar'n'-t-B'ar'»'-»^... J_, ^(ar)
Vaut. — Compositions. lo
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La fonction ^^)—\ étant supposée irréductible, on voit
tout d'abord qu'il est nécessaire, pour que l'intégrale soit finie et déterminée :
1** Que ç(^) n'ait aucune racine réelle;
2" Que son degré surpasse de deux unités au moins celui de/(^).
Supposons, en effet, que (f(x) = o admette la racine réelle x = a, avec le degré k de multiplicité, on aurait
-+-«/•/ „\ /»-4-ao
r f(^d:r= r —JM dx
Soient a et a' deux valeurs de x comprenant entre elles le point a et assez voisines l'une de l'autre pour que j^—r
ne diffère pas sensiblement de ti—\\ considérons la por-
tion de l'intégrale comprise entre a et a', on aura, par définition,
f = lim / -f- lim / ,
lorsque £ et t' tendent vers zéro; cette intégrale est infinie ou indéterminée, car les deux termes qui la composent tendent tous deux vers oc, indépendamment l'un de l'autre. En effet, considérons, par exemple, le terme
il — Z
/(.r) dx
a {x-af^{xy dx
le facteur -r ne changeant pas de signe dans le cours
X ^~~ CL
de l'intégration, l'intégrale sera égale à
. r^ dx
rt — £
M étant une quantité intermédiaire entre les valeurs ex-
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trêmesdu facteur 7^^ — et, par suite, sensiblement enraie à
la constante r; — • D'ailleurs on a
f"' dr _ I r f i___-|
= lojî — - — > si /: = i:
dans l'un et Tautre cas, Tintégrale tendra vers 00 pour
En second lieu, la fonction *— — peut être mise sous la
forme
xnf-m ( A';r'« -h B' a:"*-» -r- . . . ; x""^
^{x) tendant vers la constante -^,y lorsque jc tend vers x ;
soit \ une valeur finie, mais suffisamment grande de x
pour que F(a:) diffère peu de -ç,\ on aura
r- dx _, . ,. r'^dxV{x)
I — ; ¥(x) = \iml ; , pour r. ~ ce \
™ais cette intégrale est égale à
dx
M étant une quantité intermédiaire entre les valeurs ex-
brèmes de F(^) et, par suite, différant peu de^^-* On a»
d'autre part,
Ç^ dx I / I ï \ • » >
= log7, SI m — /n = i;
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cette intégrale tendra donc vers oo , en même temps quer,, si m! — m ^ I .
Les deux conditions ci-dessus étant supposées satis-
faites, considérons la fonction =^— ^ et intéerrons-la sur un
contour formé d'un demi-cercle C de rayon R tendant vers rinfîni et du diamètre MN mené suivant l'axe des x\ on aura
Jf -i- / = 2irt(ii.i-H |JLîH-...)> C *^JMN
u< , [JL2, ... étant les résidus de ^-r-^ relatifs aux pôles contenus dans le contour. Maïs l'intégrale prise suivant le cercle tend vers zéro quand R tend vers oo , puisque
d'ailleurs
\\\£LZ =^-7—' = o, pour ^ = 00 ; cp(^)
d'où l'on conclut que l'intégrale cherchée est égale au
produit de 27ct par la somme des résidus relatifs aux pôles
f{z\ de =^-7—^ situés au-dessus de l'axe des x.
Appliquons à la fonction — -; elle a pour pôles
z = i^ z = — i; le premier seul est au-dessus de l'axe des X» Pour calculer le résidu correspondant, on posera
z = i-^ hj d'où
le résidu sera — 2(2«)~3 et l'intégrale
= — 27rt.2(2t)-3= -
Lco(l + ^')* - • V / 2
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Calculer V intégrale
dx
OM a ef ^ sont des constantes réelles et n un nombre en*
lier.
(Paris, juillet i884, i" question.)
Cette intégrale est égale au produit par 2Tzi du résidu relatif au seul pôle z=ol -]- i^, situé au-dessus de Ox; pour calculer ce résidu, on posera -a = a + «^ + A, d'où
[(^-a)2-h[i^J'*^i = (2tP-i-A2)-»-i
'e résidu est
I .3.5. . .(2/1 — l) TT
_^jS
formule qui se ramène aisément à la précédente. 97. Calculer Vintés^rale
/'•"' dx
Étudions la fonction f(z)= ; ; elle
pôle z = a el deux branchements 2 = 1, ^ = — 1 .
Fig. 10.
sidérons la région limitée : 1° par un cercle A de infini R ayant pour centre l'origine ; 2° par un petit < B entourant le point a; 3° par un contour C formé
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réunion des deux conlours élémeDlaires des poiDls + i el — I {fig' lo). Dans la région comprise entre ces trois contours, f{z) est finie et continue; elle est d'ailleurs monodrome. Supposons en effet que^, partant d'un point âIq situé dans cette région, y revienne après avoir parcouru un certain contour; pour rester dans la région, ce contour n'aura enveloppé aucun des branchements ou les aura contournés tous les deux ; le radical y/i — z^ n'aura donc pas changé de signe. On aura, en conséquence, l'équation
Mais / = o, puisque Wmzf(^z) = o, pour ^ = oo ; en
second lieu, la formule connue
donnera
JÇ _ iTzi b" \/i"^=^*
Calculons enfin l'intégrale / ; elle se compose :
1° De l'intégrale
-^^ dx
suivant l'axe des oc ;
2° De l'intégrale prise au retour suivant le même axe et qui est égale à la précédente, car, d'une part, elle est prise en sens opposé et, d'autre part, le radical a changé de signe, puisqu'on a tourné autour d'un branchement ;
i^ Des intégrales prises suivant les petits cercles -h i et — I et qui sont nulles, puisque
\im{zz:^i)f(z) = Oy pour z = zhi.
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On a donc finalement l'équation
C dx . ^
J (ar — a)/i — i
ITZl
qui fournit l'intégrale cherchée.
Toutefois il reste à lever l'ambiguïté résultant des doubles signes des radicaux. A cet effet, fixons arbitrairement celle des deux valeurs du radical que nous prendrons en un point déterminé; admettons, par exemple, qu'au moment où z passe pour la première fois à l'origine en suivant le bord inférieur du contour C, le radical prenne la valeur + 1 : pour avoir celle des deux valeurs du radical y/i — a^ qui convient à cette détermination, nous tracerons une ligne L qui, partant de l'origine au-dessous de l'axe des x^ aboutisse en a sans traverser le contour C, et nous calculerons de proche en proche les valeurs du radi» cal sur cette ligne avec assez d'approximation pour pouvoir décider quelle est celle des deux valeurs de y/i — a^ qui doit être adoptée.
On remarquera que, si a est réel, cette discussion est inutile, car l'intégrale
•^' dx
sera réelle et aura un signe parfaitement déterminé d'avance, suivant le signe adopté pour y/i — x^ et suivant que a sera supérieur à -f- i ou inférieur à — i; a ne peut d'ailleurs être compris entre — i et -f- 1 , car l'intégrale serait indéterminée.
Calculer la valeur de V intégrale imaginaire
r dz
f{z^^iy
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prise suivant la circonférence du cercle défini en coordonnées rectangulaires par V équation
(Gaen, juillet i883.)
Il II I / I I \
= 1- - 7 ^-4-7 ( iH i 1
2^ — I 2 (^ — l)* 4\^-H-l Z — ij
La fonction monodrome à intégrer a trois pôles, dont
deux
sont situés à l'intérieur de la circonférence d'intégration ; le théorème du résidu intégral donne, pour la valeur de
l'intégrale,
TZl
27it(i — i) =——*
On demande de calculer V intégrale curviligne
r dz
J sJ^^V^
prise le long du contour OABCDAO {fig' 1 1), formé de
Vaxe des x depuis Vorigine jusquen A, du cercle
ABCDA et de la droite AO, les différentes parties du
contour étant parcourues successivement dans l'ordre
indiqué par les lettres qui les désignent. On suppose
que OA :=i et que la valeur initiale du radical est
prise égale à i .
(Paris, novembre i883, i*"® question.
La fonction à intégrer présente deux branchements
— i-t- i/S — I — i\/^ zo- ^ , z,= ,
tous les deux situés à la distance i de l'origine et, par
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conséquent, intérieurs au cercle considéré; il en résulte! qu'elle reprend la même valeur quand, partant de A, on y revient après avoir parcouru le cercle ABGDA ; donc les^ intégrales suivant OA et AO se détruisent et il reste Im-
légrale prise suivant le cercle de rayon 2 ou suivant un cercle de rayon plus grand, puisque, entre ces deux cercles, la fonction ne présente aucun point critique et qu'il y a un nombre pair de points critiques à l'intérieur du plus petit. Faisons donc z = Re'^ et considérons l'intégrale
y/R2e2/0_^Re/6+/
si nous faisons tendre le rayon R vers l'infini, elle devient
id^ = 2Tzi:
c'est la valeur de l'intégrale proposée.
On considère les intégrales
r^ et f-^
dans lesquelles S <?^ S| désignent deux contours formés de la manière suivante :
Le contour S se compose de la droite OA {que Von Jait grandir indéfiniment) ^ du cercle de centre O et de rayon OA, enfin de la droite AO {fig- la). Le con-
Fij. 12.
tour S| est la limite des trois lacets qui enveloppent les points a, è, c, dont les affixes sont les racines de V équation -s'-f- 1 = o.
Etablir la relation entre les deux intégrales
n dx ^^ r^ dr
à laquelle on est conduit par cette comparaison,
(École Normale, juillet i883, a® question.)
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La fonction /(z) = -T=r présente trois branchements
et il n'y a aucun point critique entre les deux contours S et S« ; d'ailleurs ces deux contours ont leur point de départ commun; il en résulte que les intégrales / et / sont
égales, bien que ces contours renferment un nombre impair de branchements, si Ton prend la même valeur initiale pour/(.3), -I- I par exemple.
L'intégrale prise suivant le cercle de rayon infini est nulle, puisque
lim --7== = o, pour ^ = 00 ;
d'ailleurs
car la seconde intégrale est prise en sens opposé de la première et le radical a changé de signe, puisqu'on a tourné une fois autour d'un nombre impair de branchements; on
a donc
Jr dz _ /** dx
Pour calculer / , nous remarquerons d'abord que les
intégrales prises suivant chacun des petits cercles tendent
vers zéro en même temps que leur rayon, car on a, par
exemple.
lim(^ - a)/(z) = \\mU _^^^ ^^__ — =. o, pour ^ = a;
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il en résulte que ron a
On obtient la première intégrale en posant
i-+-iV3
d'où
on a de même
d'où
Jr dz __ ^ /" dr
On en déduit, pour la relation cherchée,
dx r^ dr
101. Intégrer suivant le cercle C^ décrit de V origine comme centre, et à partir du point Zo, C expression
log^ 0\z) dz,
G (5) étant une fonction monodrome et holomorphe.
(École Normale, juillet 1884.)
On a identiquement
flo^z Q\z) dz = log-5 0{z) - f^^dz ;
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la fonction n'a qu'un pôle, l'origine, à l'intérieur du
cercle, et, comme elle est monodrome, le théorème du résidu intégral lui est applicable et donne
on a donc
/ --^-^az = 2 7tiG(o);
Je. ^
log^ G'{z) dz = iTzilGizQ)— 0(0)1
102. Trouver les périodes de la fonction u définie par Vintégrale
^ = I /(w — a){u — b) du.
Soient A et B les intégrales prises le long des contours élémentaires des points a et 6, relatifs au point Uq ; quelle que soit celle des trois valeurs initiales que l'on choisisse pour le radical, celui-ci reprendra la même valeur si l'on parcourt trois contours élémentaires. Les périodes de la fonction u s'obtiendront donc en formant toutes les combinaisons multiples des contours élémentaires pris trois à trois. Or un seul contour a décrit trois fois donne les intégrales
2 TT ï UTZi
A, Ae 8 = Aa, \e ^ = Aa^,
dont la somme est nulle et ne fournit, par suite, aucune période. Il reste donc les six combinaisons
A2B, ABA, AB2, B2A, BAB, BA
l'intégrale suivant A^B est
A-+-aA-+-a2B = (A — B)(i -4- a),
cellesuivant ABA est — a(A — B); enfin AB^ donne A — B.
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Les trois autres intégrales, se déduisant des premières par permutation des lettres A et B, sont respectivement égales et de signes contraires.
Enfin, comme l'on a
A«B-hABA — AB2=o,
la fonction u n'a donc que deuxpériodes distinctes A — B et a(A — B). Il est clair d'ailleurs que, si l'on partait de l'une des deux autres déterminations du radical, A et B seraient simultanément multipliés, soit par a, soit par a^, et que l'on retomberait sur les mêmes périodes.
Remarquons, en terminant, que l'intégrale A, par exemple, est égale au produit par i — a de l'intégrale rectiligne prise de Uq à a.
103. Exprimer, à l'aide des fonctions elliptiques, la fonction z qui satisfait à V équation différentielle
les constantes étant réelles.
Cette équation est celle qui lie au temps t l'ordonnée verticale z du pendule conique.
Soit a<Cb <.c; posons
d'où
dz = i{b — a)uduy
posons encore _ =k^] k sera réel et plus petit que 1 ,
et il viendra
1^2. du
dt —
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, ,, , , ^ ff(c — a)
ou, SI 1 on représente par n la constante — - et si
l'on choisit convenablement l'origine du temps,
u = snnt; d'où enfin
z =. a-{-{b — a) sn* nt = acn^nt-+- b sn'/i^.
104. Développement de la fonction elliptique snu en série double.
Formons / — ^—^ — j u étant une constante, suivant un j z — u '
rectangle ayant l'origine pour centre et dont les côtés, parallèles aux axes, ne passent ni par les zéros, ni par les infinis de sn(<s); nous ferons d'ailleurs les dimensions de ce rectangle infiniment grandes. L'intégrale considérée peut s'écrire
or on a
dz = o;
en efTet, la fonction sn(^) est impaire : donc la fonction
est paire et, en des points symétriques de lorigme,
les éléments de l'intégrale sont égaux et de signes contraires.
Pour calculer la seconde intégrale, nous poserons
z = re'Q ;
on aura
or, soit [JL le maximum du module de u(i + e) sn^ et p le
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minimum de r, le module de la seconde partie de Tinlégrale est inférieur à
et, comme p est infiniment grand, cette portion d'intégrale est nulle. Quant à la première partie, nous la décomposerons en huit autres, telles que dans chacune d'elles le rayon vecteur aille toujours en croissant ou toujours en décroissant; Tune quelconque de ces parties est nulle, car son module est inférieur à
En résumé. Ton a
Xsn z dz -=o',
donc la somme des résidus de la fonction -^ à Tintérieur
du rectangle d'intégration est nulle. Or cette fonction est infinie d'abord pour ^ = w, et le résidu correspondant est la fonction cherchée snw. Voyons maintenant les résidus qui répondent aux valeurs infinies de sn^; on a
z = iTnYL-\-{in -+-i)tK';
or
sn[2/nK-+- (2 71 -t-i)iK'-+- A]
le résidu de snz est donc — r — ; par suite, le résidu rela-
tif à Tun des infinis de la fonction -^ — ^ sera écral à
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Faisant la somme de tous ces résidus, on a o = snw -i-\ \
(— iV«
k\imK-\-(2n-\-i)iK'— mI'
formule qui donne snu par une série à double entréi dans laquelle on doit faire tendre les entiers M et N va: rinfini.
La même méthode ne s'appliquerait pas aux fonctio] paires cnu et Ani/, les intégrales
/cnz , r\nz az. I az z J z
n'étant plus nulles.
105. Développement des fonctions circulaires et des fonctions elliptiques en un produit d^un nombre infini de facteurs.
Soit f{z) une fonction monodrome n'ayant d'autrespoints critiques que des pôles et u une constante; si nous
considérons la fonction ^., '[ , — -: elle admet un premier
résidu '^ — - pour z = u. Les autres résidus sont de deux sortes, ceux qui proviennent des zéros àe f[z) sont égaux à — ^— » a étant un zéro et p son degré de multiplicité, et ceux qui répondent aux pôles de la même fonction ont pour valeur t — ^^? b étant un infini et q son degré de multiplicité; nous représenterons généralement par r le résidu de la fonction yr-^y pour la valeur z = a, qui rend cette fonction infinie. On aura
r f{z)dz .\f\u) V '' 1
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l'intégration étant faite suivant un contour fermé comprenant le point u et ne passant par aucun pôle de la fonction intégrée. Intégrons l'équation (i) par rapport à i/, suivant une ligne quelconque allant de Torigine au point w, mais évitant les pôles de la fonction, il viendra
- / \r\ log = 2Tri log -^-f. h > r log ;
d'où
JJ indiquant le produit de tous les facteurs ( ?-II~ j
fournis par les pôles tels que a, compris dans le contour. Posons, pour abréger,
(2) l = e 2TCI J f(z) s z "^
on aura la formule générale
La valeur de I se réduit à Funité si/(^) est une fonction paire ou impaire et si le contour d'intégration est un rectangle de dimensions infiniment grandes, ayant l'origine pour centre et ses côtés parallèles aux axes ; en effet, le
module de yr-^ reste fini et cette fonction est impaire ; or
on a
— log . = - -h — . (l -t- £).
Considérons donc l'intégrale
rf'iz) [u a2 -1
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la première partie
esl nulle, car, la fonction ~^ étant paire, les éléments i^
rintégralc se détruisent, à cause de la symétrie du conlou^ par rapport à l'origine; on démontrerait d'ailleurs, comm^ dans Texercice précédent, que la seconde partie est nulle C donc I = I et Ton a
(4) /('')=/(o)Il('-lX-
Fonctions circulaires , — L'exponentielle étant une fonction holomorphe, il en est de même de sin^ et de cos-s; les zéros de ces fonctions, qui sont simples, fournissent donc seuls des pôles de ' ... . • Les zéros de
COS-S
sont donnés par l'équation
OU
iz = — iz -{- log — i:= — iz -\- (im -i-î) tir, z = (im-[-i)-:
ce sont ceux que donne la Géométrie élémentaire; on a donc la formule
(5) cosw=TT I— '^^^ I
dans laquelle il faut donner à 2/n-l-i autant de valeurs positives que de valeurs négatives.
Cette formule peut encore s'écrire, en associant les fac-
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leurs deux à deux,
(6) cos
La formule (4) doit être un peu modifiée pour donner le développement de sïnu; /(o) étant nul, il faut prendre pour limite inférieure de l'intégrale de l'équation (i) une quantité infiniment petite A, ce qui donne la formule
or a=^ irnzy et, pour m rr^t o, il y a lieu de considérer le facteur t > dont le produit par/(/i) z=: sinA a u pour limite. On a donc
(7) sinw = wTT
On arrive plus rapidement encore, en appliquant la for-
mule (4), à la fonction /( ^/) = ? qui admet les racines
a ■=—- rmz à l'exception de m = o.
Fonctions elliptiques, — Les formules (4) et (4 bis) conduisent de la même manière au développement des fonctions elliptiques; r = ihi, suivant qu'il s'agit d'un zéro ou d'un pôle de la fonction ; on arrive ainsi à
(8) sna = wl| ?
2mKH-(2/n-i)tK'
m el n devant prendre toutes les valeurs entières positives et négatives, à l'exception, au numérateur, des valeurs
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simultanées m = o, n ==: o, et à
(2m -+- i)K-+- 'xniK'
(9) cnM=JJ
OD I
2 m K H-« (^ 71 -+- i)iK'
106. Décomposition d^une fonction doublement périodique en fractions simples,
Théorèmk de m. Hermite. — Toute fonction monodrome 'P{z) admettant les périodes 2K. et 2iK! s'exprime linéairement au moyen de la fonction
et de ses dérivées.
Prenons, en effet, l'intégrale
iTziJ H{z — u)
le long d'un rectangle ayant pour côtés 2K et 2K'; on aura
2r désignant la somme des résidus de la fonction
pour tous les pôles contenus dans le rectangle. Calculons séparément chacun des membres de cette équation. Les zéros de H(x; — u) ont pour formule générale
un seul d'entre eux sera contenu dans le rectangle d'inté-
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jration, et le résidu correspondant sera
F(M-r-2mK-+-2mK') = F(w);
les autres infinis sont ceux de la fonction F(5); soit a l'un d'eux, on aura, au voisinage du point rt,
^[z) restant finie et continue aux eûvirons du point a. On â, d'autre part, en appliquant la série de Taylor,
les dérivées étant prises par rapport à la variable (^ = a — m ; multipliant ces deux expressions, on aura, pour le coefficient du terme en ?
AiZ(a-.M)-f-A,Z'(a— a)-i-...H :r^ -Z^a-i^a— w).
Quant à l'intégrale I, elle se réduit à une constante; en effet, deux élément^ correspondants pris sur les côtés verticaux du rectangle se détruisent, en vertu des relations
et la somme de deux éléments correspondants sur les côtés horizontaux est
or on a, par hypothèse,
F(^-h2tK') = F(^),
d'autre part, la dérivée logarithmique de
TZ iz TZ K'
B{z^iiK') = — e ^ K n{z)
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donne la relation
H(^-h2iK') K \l{zy
la somme des deux éléments se réduira donc à F(^) ^ d: et l'on aura
~¥{z)dz,
quantité constante.
L'équation (i) deviendra donc
(2) 1 = F(M)H-2:[AiZ(a — m)-4- AaZV — w)h-...],
elle nous donnera l'expression cherchée de F(w) en fonction de Z(w) et de ses dérivées. La constante I se calculera en donnant à u une valeur parliculière.
Cette formule est surtout utile pour l'intégration des fonctions doublement périodiques; l'équation (2) devient, en l'intégrant,
( = 2[Ai logH(a — a)H- A2Z(a — m). . .] -1- I w -4- const.
Remarque, — Les résidus, A«, B|, ... satisfont à l'équation de condition
Aj-h Bj-h. . .= o,
car l'intégrale de F(z) dz le long du rectangle des périodes
est nulle.
Nous appliquerons ce théorème à quelques exemples : 1° F(w) = sn^;^. On connaît déjà l'expression
ï H2(a) mais elle ne se prête pas à l'intégration ; le théorème qui
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précède en fournit une autre. Les relations
sn(a-i- 2K) = — snw, sn(M -1- 2iK') — snw
moalrent que sn- w admet les deux périodes 2K et ii¥J , Les infinis sont doubles et donnés par la formule
a/nK-+-(2/i-+-i)tK';
si nous choisissons le rectangle d'intégration tel qu'il contienne l'infini iK', il n'en contient évidemment pas d'autre; ils'agitdonc de développer sn2(tK'-l- h) suivant les puissances croissantes de h. Or on a
sn2(tK'-i- h) = . ' , = '- ,
puisque sn/i est une fonction impaire dont la dérivée a l'unité pour limite; on en déduit
et, par suite,
Al = o, A2= T2
sn2M = I — -J-Z'UK'—u).
Cette expression peut se simplifier; si l'on prend, en effet, la dérivée logarithmique de la formule
— 2 11/5-4- UK'
Yi(z-\'iK)-ie **^ e(^),
on a
Yi'{z-^iK') e\z)
il- : — ;- — ^ — -i-const.;
H(^-i-tJv'> ^(^z)
rw / 'tri \ " ( '^ )
Z(iK — m) = — — > — - -h const., et enfin
2® F(w) == snwsn(;^ + a). Cette fonction a les deux périodes 2K et 21K'; ses pôles à l'intérieur du rectangle
précédemment défini sont îK! et iK' — a et les infinis correspondants sont simples. D'ailleurs la somme des deux résidus est nulle; il suffit donc de calculer celui qui est relatif au pôle tK'; or on a
d'où
k^sna k* sna
F(m) = I — AiZ(iK'— u) — BiZ(tK'— a — u),
ce que l'on peut écrire
snusn{u-ha) = C-h -,- -^-^-r — ^7 7 •
^ ^ k^sna lS{u) 6(aH-a)J
Pour déterminer la constante, je fais u = 0.
1 re'(a) e-(o)],
k^snaie{a) e(o)J' or 0'(o) = o : on a donc la formule
T reïa) e'(u) eYM-4-a)i
sn w sn ( M H- a) = j-:^ -- -i- -— — -— •
3" F(u) := cnucn(u-\- a). Les pôles de cette fonction , qui a les deux périodes 2K et aïK', correspondent aux mêmes valeurs de u que dans le cas précédent. Pour calculer le résidu relatif au pôle iK', formons F(iK.'-\-h); or on a
mais
d'où, en divisant,
cnrtK'-hA) T %(h^ I I
An A (Jiç^ H (A) ik sn/i^
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CINÉMATIQUE.
'• Le mouvement d\in point matériel est défini par
l^sformules
X = a -^bt -r- ct^y
z = a"-\-b''t-r-c''tK
indiquer la nature de la trajectoire et la grandeur ^^l'accélération à un instant quelconque,
( Paris, juillet 1878, 1^ question.) On a
''accélération
est constante de grandeur et de direction : donc la trajectoire est plane et par suite parabolique en général. Elle Jevientrectiligne si la vitesse initiale a la direction de l'ac- 'élération, c'est-à-dire si l'on a
Pour trouver les équations de la trajectoire, nous remplacerons le système des équations données parle suivant :
X = a -{- bt -\- ct^ \ c'x ~ cy = ad — ca! -\-{bc' — cb')t^ c'y _ c'z = a'c"— c'a"-^ {b'c"— c'b'')t\
d'où, en éliminant t^ les équations
c'x — cy — ac -f- ca __ c^y — c'z — a'c" h- c'a" bc' — cb' ~ ~ b'c" - c'b" '
c{c'x — cy — ac' -^ ca')^
= {x— a){bc'—cb'y — b(c'x — cy — ac' -~ ca')(bc' — cb'),
qui représentent la première un plan et la seconde un cylindre parabolique.
2. Une figure plane se meut dans son plan, de manière que deux de ses points A e^ B restent constamment sur deux droites rectangulaires fixes Ox et Oy ; on sait que le point A est animé d^un mouvement uniforme sur la droite Ox. On propose de déterminer, pour une époque quelconque :
i" La vitesse angulaire co autour du centre instantané;
2° U accélération d' un point quelconque de la droite AB, en grandeur et en direction,
(Paris, novembre 1879, i*^® question.)
Soient
V la vitesse constante de A sur O^;
a = OA, p = OB les coordonnées du centre instantané de
rotation ; a la longueur de la droite AB.
On a
tu :=
OB ^a'i — v^t^
CINÉMATIQUE. IjS
Nous déterminerons un point quelconque M de AB par la distance BM = l; ses coordonnées seront
on en tire
^x _ [ d^ _ d^y _ a—_l dl? .
dt^ ~~ a dV^ ~ ^' li^ ~ ^oT 'dt^ '
l'accélération d'un point de AB est parallèle à O^^ On a
d'ailleurs
d'où
et
dt^ ^
dt^
3. Une circonférence roule sans glisser sur une circonférence fixe de même rayon et Von considère la courbe fermée décrite pendant un tour complet par un .point de la circonférence mobile. Trouver le centre de gravité de cette courbe, en supposant la densité en chaque point inversement proportionnelle au rayon de courbure de la courbe en ce point.
(École Normale, juillet 1882, 2® question.)
Si Ton prend pour axe des x {fig' i3) la tangente au point A de rebroussement de l'épicycloïde, on a, pour les coordonnées d'un point M de la courbe,
a? = 2 r cos 6 — /• cos 2 0, j^ = 2rsin6 — rsin2Ô.
La masse d'un élément MM' = ds de la courbe est
dm — ds - = kl,
£ étant Tangle de contingence, c'est-à-dire l'angle de MI avec M'V; or, si Ton prend FM^ =^ IM, l'angle de ces deux
droites est rfO; on a aussi M^FM'^^ -, d'où e = |û?9. Si donc on appelle m la masse d'un arc d'épicycloïde compté
Fig. i3.
à partir de A, X et Y les coordonnées de son centre de
irravite, on aura
d'où les équations
dm = 1^6;
0X= / ^6/Ô=rr(2sin6 — IsinaÔ),
6Y = / jâ?Ô = r(^cos26 — 2cos6-+-|).
\j^ centre.de gravité de la courbe s'obtient en faisant • il est donc au centre du cercle fixe.
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4. On considère un plan lié invariablement à un cercle de rayon r qui roule sans glisser sur un cercle de même rayon. Un point quelconque du plan mobile décrit, pendant une révolution complète, une courbe fermée; quel est dans ce plan le lieu des points dont la trajectoire ait une aire donnée A? ?
(École Normale, juillet i883, 2* question.)
Soient N le point décrivant, a sa distance au centre G du cercle mobile; nous pouvons supposer que le centre instantané I se meut avec la vitesse angulaire constante co sur le cercle fixe, et, si l'on appelle v la vitesse de N dans ce mouvement, on aura, pour Taire élémentaire décrite,
dX^ = \vdt.OB,
OB étant la distance au point O de la tangente à la courbe décrite. Or la vitesse angulaire instantanée autour de I est 2 o), puisque l'angle de la rotation élémentaire est la somme des angles de contingence de la base et de la roulante : donc
dk^=iùdt.m.OB = IN.OB.d'e = é£6(ÏN* -4-IN.rcosa);
or
IN cosa = r — acos6,
d'où
IN =/'2-f.a2 — 2arcos6;
â?A2 = (2r2-ha2_3a^cos6)d'6, A2= 27r(2r2-Ha2).
Le lieu cherché est un cercle décrit de G comme centre
avec un rayon a = 4 / 2 r- ; si a ]> r, l'aire A^ comprend, outre l'aire de la courbe, celle de la boucle, qui se trouve ainsi répétée deux fois.
On arrive tout aussi vite au résultat qui précède en formant
A* = 2 /(^ dy ~y dx).
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Accélération dans le mouvement épicycloïdal plan
Soient, à un instant quelconque, a, ^ les coordonnées du centre instantané de rotation et w la vitesse angulaire; les composantes de la vitesse d'un point (a:, y^ du système mobile sont
celles de l'accélération sont
Le lieu des points du plan ayant même accélération w est le cercle
Il y a un point et un sieul pour lequel l'accélération est nulle : il est au point de rencontre des deux droites rectangulaires
sauf dans le cas où l'on a à la fois co = o, -j- = o ; tous les points du plan ont alors une accélération nulle.
L'accélération normale — est nulle pour le centre instan-
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tané et pour les points pour lesquels p =: oo , ou
dx d'^y dy d^T _ 'di ~dt^ ~~ 'di ~dF ~ ^ '
celte équation devient, après suppression du facteur to^,
c'est celle d'un cercle passant par le centre instantané. La trajectoire de chacun des points de ce cercle présente une inflexion.
Enfin, pour trouver les points pour lesquels l'accélération tangentielle -r: est nulle, il suffit de dériver l'équation
ce qui nous donne
le lieu des points cherchés est donc la circonférence
qui coupe rectangulairement la circonférence d'inflexion et passe comme elle par le centre instantané ; il convient de remarquer qu'en ce point Taccélération tangentielle n'est pas nulle ; à cause de (^ = o, elle prend une forme absolu-
ment indéterminée. La fonction -j- est discontinue en ce
dt
point du plan, mais seulement le long de la circonférence (4)« Le second point d'intersection des circonférences (3) et (4) est le point sans accélération fourni aussi
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par les équations (2). Le point sans accélération a recule nom de centre des accélérations, parce que l'accélération de tout point du système est la même que si là rotation instantanée variable o) avait lieu effectivement autour de ce point considéré comme fixe. En effet, le mouvement du système peut être considéré comme résultant de la translation du point sans accélération et de la rotation w autour de ce point; l'accélération d'un point quelconque est la résultante de son accélération dans ce dernier mouvement, de l'accélération d'entraînement, qui est nulle, et de l'ac- 1 célération centripète composée, qui l'est également, puisqu'il y a translation.
6. Qn suppose qu'un plan P soit lié invariablement à un cercle C! roulant sur un cercle fixe C de même rayon; de plus y le point de contact de C et Cl se meut uniformément sur C. Trouver j pour une position quelconque de P, le point de ce plan dont V accélération est nulle,
(Paris, juillet 1882, a® question.)
La vitesse angulaire instantanée to = 2 -7- étant aussi
constante, les coordonnées du point cherché sont données par
or
a = rcosO, p = rsin6,
d'où
Le point sans accélération est situé sur le prolongement du rayon du point de contact et à la moitié du rayon à partir de ce point.
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7. Les données étant celles du numéro précédent, on demande quelle est l^ accélération d'un point du cercle G au moment où il se trouve sur la circonférence C.
(Paris, novembre 1882, a* question.)
En vertu de la condition -, - = o, Taccélération d'un
dt '
point quelconque du plan P passe par le centre des accélérations et a pour expression Rw^; appliquant au point de contact des deux circonférences et représentant par v la vitesse de déplacement de ce point, on a, pour l'accélération cherchée,
On arrive aussi à ce résultat en appliquant les formules qui donnent les composantes de l'accélération dans le mouvement épicycloïdal plan, au point a: = a, jk = 6?
-TT = w -T- = 2 ( -7- r cos6, dt^ dt \dt) '
dt^ dt \dt) '
ces formules ne supposent nullement — r= o.
Enfin il est encore plus simple de chercher la déviation du point de contact : c'est la ligne qui joint ce point à sa situation infiniment voisine, puisque le point de contact I est centre instantané de rotation. Or cette igne, tangente à la trajectoire de I, passe par le centre de CI et a pour expression rrfO.e = rrfô^; l'accélération est donc
ir
\dt) r
La même méthode s'applique à la recherche de l'accélération du point de contact de la base et de la roulante
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dans le mouvement épicycloïdal plan ; elle est tangentielle, dirigée vers le centre de courbure de la roulante et a pour grandeur
/•et r' représentant les rayons de courbure de la courbe fixe et de la courbe mobile et -r la vitesse avec laquelle le centre instantané se déplace sur la courbe fixe.
8. Étant donnés un plan fixe P, un cercle fixe de centre O {fi'g* i^) et, sur la circonférence de ce cercle^
Fig. 14.
un point fixe K^ le mouvement d'un plan mobile V sur le plan fixe P est défini de la façon suivante : une droite ^& ^fixe dans le plan P', passe par le point A, pendant qu'un point B, fixe sur cette droite, décrit la circonférence du cercle O ;
i" Trouver dans ce mouvement la base et la roulante;
2® En supposant que le point B décrive la circonférence avec une vitesse constante, trouver, pour une po-
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sition quelconque du plan mobile P', le point de ce plan dont V accélération est nulle,
(Paris, juillet i883, 2* question.)
Le point B du plan V décrivant la circonférence O, le centre instantané est sur BO ; d'ailleurs le point A, consi- ^ déré comme appartenant au plan P, vient, après un déplacement infiniment petit de ce plan, en A|^ tel que B,A, = BA; donc la trajectoire de A est tangente à AB et 1 est le centre cherché. La base est donc la circonférence donnée et la roulante une circonférence de rayon double.
Soit 2 0) la vitesse angulaire constante de B sur la circonférence O, o) sera la vitesse angulaire instantanée autour del; on le voit, soit par le déplacement élémentaire de B, soit en remarquant que la rotation élémentaire autour de 1 est la différence des angles de contingence de la base et de la roulante. Les coordonnées du centre des accéléralions sont donc données par les formules
co(^_a)-^--=o,
or, si l'on prend le centre O pour origine,
a=rcos2a)^, p = rsin2to^;
d'où
X = 3a, ^ r= sp.
Le point cherché est le symétrique de B par rapport au centre instantané, et le lieu de ces points, quand P' se déplace, est un cercle concentrique au cercle O et de rayon triple.
9. On sait qiCil existe à chaque instant dans le mouvement d'un plan mobile Q sur un plan fixe P deux
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points, dont l'un A a une vitesse nulle et l'autre B une accélération nulle. On demande quel doit être lemouvement du plan Q sur le plan P pour que le point B soit fixe et la distance AB constante,
(Paris, juillet 1879, 2® question.)
Le mouvement du plan Q sera défini quand on connaîtra la base, la roulante, la vitesse angulaire instantanée w et la vitesse de déplacement du centre instantané sur la courbe fixe. Or la base est une circonférence décrite deB comme centre avec le ravon BA = r; on a d'ailleurs
p étant le rayon de courbure de la roulante compté en sens inverse de r\ cette formule nous donnera p quand nous
ds »
aurons calculé w et -t-» Si l'on prend pour origine le point
sans accélération, on a les équations
on en déduit
.Q d((ii%)
^ dt dt
ou
to
la vitesse angulaire (o est constante et égale à -• Substituant dans l'une quelconque des formules (2), on trouve
(^) -dt—'^^'r'
la vitesse angulaire du centre instantané est constante :
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elle est égale et de sens contraire à la vitesse angulaire instantanée.
Enfin la formule (i) devient
la courbe mobile est donc un cercle de rayon - roulant à l'intérieur de la base.
10. On considère à un instant déterminé un système invariable en moui^ement. En prenant dans ce système trois axes coordonnés rectangulaires dont Vaxe des x est Vaxe de la rotation instantanée, on demande rf'ecrire les projections sur les axes de la vitesse d^un point quelconque {x^y^ z) du système.
Démontrer ensuite, à Vaide de ces formules, quHl existe, dans un plan quelconque non parallèle à Vajce instantané, un point et un seul dont la vitesse est perpendiculaire aup lan .
(Paris, novembre i883, 2® question.)
Soient u^ V ei w les composantes de la vitesse de l'origine, celles d'un point quelconque seront
, V dx dy dz
pour que cette résultante soit perpendiculaire au plan
(2) Aa:-f- Bj-4- G^-h D = o,
il faut que
les équations (2) et (3) ont une solution commune, puisque A^o.
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H. Un point M se meut d^un mouvement uniform,e sur une hélice tracée sur un cylindre circulaire droit: 1° on demande de montrer que, toutes les fois que le point M traversera un plan P, la normale à la trajectoire située dans ce plan P ira passer par un point fixe de ce plan; 2" on projette le point M sur un plan perpendiculaire à Vaxe du cylindre, parallèlement à la tangente à V hélice au point oit elle coupe ce plan. Soit m la projection de M. On construit, à un instant quelconque, la grandeur géométrique mml^ qui représente V accélération du point m. On demande le lieu du point ml. Dans quel cas se réduira-t-il à une droite? Quelle est la trajectoire du point ml
(Paris, novembre 1881, 2® question.)
I® Soient
x^-^-y^ = r^, z = k are tang - = Acp
les équations de l'hélice,
AX-f-BY-f-GZ-f-D=:o
celle d'un plan. Le plan normal à Thélice a pour équation
(X — x)dx-{- (Y —y) dy-{-(Z~z)dz = o;
or
xdx-{-y dy = Oy k{xdy — y dx) = dz(x^-\-y^);
d'où
dx _ dy _ dz
Les équations de la normale située dans le plan P sont
donc
y(^>i-x)-x{Y-y)~ k{Z-z) = o, que l'on peut écrire
A'B — C^ ~ ^^>tÂ~— Cy "^ — b — "Cl '
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Ces équations sont satisfaites, quelles que soient x^yei z^
par
X-B Y XA D
2° La tangente à rhélice au point où elle perce le plan des xy a pour équations
celles de la projetante M/n sont, par suite,
Xr=^, Z — z= -(Y—/);
d'où, pour les coordonnées du point m,
X=a7 = rcoscp, Y — ^ 7^ = r(sin«p — cp).
Le lieu des points m est une cycloïde engendrée par un point de la circonférence de rayon r roulant sur la droite X = — r et qui a un sommet sur l'axe OX.
3° La vitesse angulaire --? =::r w étant constante, Taccé-
lération du point m a pour composantes
__ r^ — rojîcoscp, -^ =-r(o2sincp;
les coordonnées du point m! sont donc
X' = r(i — 0)2) coscp, Y'= r(i — (o2) sincp — rcp;
la courbe lieu de ces points est encore une cycloïde. Le point m! est sur le même rayon du cercle décrivant que m et à la distance a = r(i — w^) du centre.
Ce lieu devient Taxe des y pour w = i .
12. Un corps solide se meut autour d^ un point fixe; trouver à chaque instant le lieu des points du corps
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pour lesquels V accélération est perpendiculaire à l'axe
instantané de rotation.
(Paris, juillet 1880, 2* question.)
Soient^, j>^, z les coordonnées d'un point du corps rapporté à des axes fixes passant par le point fixe; /?, q eir les composantes de la rotation instantanée; on a
dor d'y dz
(i) -^-=qz-ry, -^j^rx-pz, -^-^py-qx,
, . dx dy dz
Or, pour les points cherchés, ,«. d^x d^y d^z
si l'on dérive l'équation (2) en tenant compte de (3), il
vient
, . dx dp dy dq dz dr _
^^' dt dJ ~^ ^ "di^ dt di ~^
ou
^^ di^^^~^^^'^ di^^^'~^^^'^ di^Py — ^^^^^^
équation d'un plan passant par l'axe instantané. Des équations (2) et (4) on déduit
les équations (2) et (6) montrent que la vitesse de tout point du lieu est normale à l'axe instantané et à sa situation infiniment voisine. On en conclut que ce lieu est le \\x\\\ tangent au cône lieu des axes instantanés, le long de r<^\0 qui correspond à l'instant que l'on considère.
13» Un cône G de révolution est fixe; un second cône (li^ t'^Wilution G et de même sommet O roule extérieure^
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menty sans glisser, sur le premier, de telle sorte que la génératrice de contact se déplace sur C d''un mouvement uniforme. On considère un solide lié invariablement au cône CJ. Trouver à un moment quelconque les points du solide dont V accélération est à ce mom,ent parallèle à Vaxe instantané de rotation,
(Paris, juillet 1884, a® question.)
Soit plus généralement un solide dont un point O est fixe; les composantes de l'accélération d'un point quelconque de ce corps s'obtiennent en dérivant les équations (i) du n° 12
^^ / o ON / dr\ I dq\
g =-(^M-/>^)^-f-(r^-g).-l- (rp 4- f )r;
le lieu des points cherchés satisfaisant aux équations
ct^x d^y d^z ( \ Z^ — ^ — ^"
est une droite passant par le point fixe.
Pour trouver les équations de cette droite dans le cas particulier de l'énoncé, nous prendrons pour axe des x la génératrice de contact des deux cônes, à l'instant considéré et pour plan des xz celui de leurs axes ; nous choisirons O^, de telle sorte que l'axe du cône fixe soit dans l'angle xOz^ enfin nous désignerons par a et et! les demiangles au sommet des cônes C et G et par w la vitesse angulaire constante de rotation de la génératrice de contact. La vitesse angulaire instantanée est la résultante de deux autres faisant entre elles l'angle a H-a' et dont l'une est w;
on a donc
sin(a-:- a') ^ sma 2 7
sa grandeur étant constante, on a aussi
dp = o, dq =p sinoi X 0) dt, dr = o.
Les équations de condition
deviennent alors
dO'
-TY = — wa?/) sma — p^z = o ou
cota -h cota'
La droite cherchée est donc située dans le plan des deux axes, du même côté de l'axe instantané que l'axe du cône G'; enfin elle fait avec la génératrice de contact un angle inférieur au plus petit des deux angles a et a'.
Un triangle isoscèle rectangle AOB de forme in
K^ariable, et dans lequel le sommet O de V angle droit est
fixe, est animé d'un mouvement quelconque. Soient, à
un instant quelconque, AA', BB' les vitesses respectives
des points A et B. Démontrer que la projection de AA'
sur OB est égale à la projection de BB' sur AO et que,
des deux angles formés, Vun par les directions AA' et
OB, Vautre par les directions BB' et OA, il y en a un
aigu et Vautre obtus,
(Paris, juillet 1881, 2® question.)
Première méthode. — Prenons OA et OB pour axes des
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ç et r, entraînés avec le système; les projections ?/, r et w de Ja vitesse d'un point sur ces axes sont données par les
formules
appliquant successivement aux points A et B, on trouve
Wfi = — ^n ^u = o, tvp ■--. apy
d'où
OU encore
(i) AA' cos( AA', OB) = - BB' cos(BB', OA).
Deuxième méthode. — Soient x, y y z les coordonnées dcA; ^^, jK<, ^4 celles de B rapportées à des axes fixes passant par O ; on a
différentiant la dernière, il vient
(dxx dvi dzx \
dt -^ dt dt I
dx dy dz dxi dyx dzi
(3^ ""^dj-^^'dt-^^'di ^ ""^-^^-dJ-^^-dt
\/x\ -+-yl-hzl \/x^-+-y^-r-z^
qui n'est autre que l'équation (i).
dx dy dz ( dx% dvi dzt
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Un point M est attiré par une droite indéfinie Ox
en raison inverse du cube de sa distance à cette droite; on
connaît sa position initiale, ainsi que la grandeur et la
direction de sa vitesse initiale supposée contenue dans
un même plan que la droite fixe Ox, Déterminer sa
trajectoire en distinguant les divers cas qui peuvent se
présenter,
(Lille, novembre 1876.)
Prenons l'axe des y passant par la position initiale y^ du mobile et pour directions positives des axes celles qui font un angle aigu avec la direction de la vitesse initiale v^. Les équations du mouvement sont
(I) d'où
la projection de M sur Ox est animée d'un mouvement uniforme dans le sens des x positifs.
On a encore
dy\^_ (X Z--o2«;in2a ^
(3) kt^c = dz s/^-^ky^ = •^;
d%x d'^y dt^ °' dt^
X — t^o^cosa;
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d'où l'on déduit
dy
et, en intégrant (3),
(4) y^^ kf^-^ict-i-yl.
Eliminant le temps entre (2) et (4), on a Téquation de la trajectoire
k^ ( Vot'î sinacosaX» k .
J cos>a \ A: / jx*^
Les équations (3), (4) et (5) ne sont d'ailleurs applicables que quand j^ ne change pas de signe; mais, si le mobile vient à couper Taxe des x, il est sollicité par une force infinie et arrive sur cette droite avec une vitesse infinie; les lois de la Mécanique ne peuvent donc s'appliquer à un tel mouvement, qui ne se présente pas dans la nature. Si Ton veut néanmoins poursuivre l'étude théorique du mouvement, on se guide sur des considérations de symétrie et l'on convient d'appliquer les mêmes formules à la seconde période du mouvement. Mais, s'il s'agit de formules déduites de l'intégration, cette application ne peut se faire sans un changement des constantes introduites par l'intégration; quand, en eflfet, la quantité sous le signe / passe
par l'infini, la valeur de l'intégrale est purement conventionnelle, elle n'a donc aucune raison pour être égale à la différence des valeurs que prend l'intégrale indéfinie aux limites de l'intégration.
Les divers cas qui peuvent se présenter dans le problème actuel dépendent de la nature de la courbe (5), c'est-à-dire des valeurs de k.
1° A" >> G. — La courbe est une hyperbole ayant la droite
attirante pour axe transverse ; soit d'abord y^ ;> o, j^ et -j- ViLLiË. — Compositions. i3
ne s'annulant jamais, les formules sont toujours appli- ('abl(\s et le mouvement a lieu constamment dans le même sens ; le mobile reste sur la partie supérieure de la branche droite d'hyperbole.
Si jKo <C o, le mobile vient rencontrer 0:r au bout du temps ^1, marqué par la plus petite racine de l'équation (4) dans laquelle on fait jk = o,
A partir de cet instant, y devient positif; il faut prendre i le signe supérieur du radical dans l'équation (3), et la nou- . velle constante Ci, qui doit être introduite, est déterminée par l'équation
d'où
Cl = y a t^o sin a -i- a /jx = c H- 2 v/fx.
Dans la première partie du mouvement, le mobile décrit
Fig. i5.
la portion Mo A {Jig, i5) de la branche gauche de l'hyperbole
kx \2 , ,
— ky^= (x;
Vq cosa
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partir de Tinstant t^, il se meut sur Thyperbole ( h c -f- 2 /jx ) — Arj» = [X,
qui s'obtient par un transport de la première vers les x
négatifs de ^ ^^^^ — ? c'est-à-dire delà longueur de Taxe
transverse. Le mouvement se continue indéfiniment sur la branche droite de cette hyperbole située au-dessus de Ox. 2^ k<C o. — Une discussion analogue à la précédente montrerait que le signe de c ou de yo est sans intérêt, et (pie la trajectoire se compose d'une branche d'ellipse et d'une série de demi-ellipses situées alternativement de part et d'autre de O^, chacune d'elles s'obtenant par le transport de la précédente, vers les x positifs, d'une longueur égale au grand axe. Ces demi-ellipses seront d'ailleurs parcourues dans le même temps —j •
i^ k= o, — Dans le cas de yo > o? I21 trajectoire est la branche supérieure de la parabole
-^ VqCOSOL -^ ^
^'/o < o, le mobile décrit une partie de la parabole
et ensuite la branche supérieure d'une parabole symétrique par rapport à la tangente à son sommet.
16. Un point matériel, non pesant, est lancé avec une vitesse Vq, parallèlement à une droite fixe vers laguelle il est attiré avec une force proportionnelle à la distance et dont la valeur est [x* à l'unité de distance;
il éprouve en outre y de la part du milieu dans lequel il se meut, une résistance proportionnelle à sa vitesse et dont la valeur est 2 k pour une vitesse égale à Vuniik. Étudier les divers cas que peut présenter le mouvement de ce point suivant les grandeurs relatives de ^
et de k.
(Poitiers, juillet 1880.)
Prenant la droite attirante pour axe des x et l'axe des/ passant par la position initiale, on a les équations
, ^ d^x , dx , dx
on en tire
X va constamment en croissant et atteint sa valeur maximum -~ pour t infini.
Les racines de l'équation caractéristique de (2)
a2 H- 2 /• a -f- [Jl2 = o
peuvent être réelles ou imaginaires. Si A" >» [x, elles sotJ réelles et négatives ; en les représentant par — a< et — a^^ on a
et
y va constamment en décroissant et devient nul poui ^ = Qo . Le coefficient angulaire de la tangente à la ira-
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jectoîre est donné par la formule
il est constamment négatif et croît en valeur absolue avec /; la courbe arrive à angle droit sur Taxe des x.
Si A: < [JL, les racines de Téquation caractéristique sont imaginaires et, en posant ^/[jl^ — ^^ = )v, on a
(6) 7 = '^e-^^(XcosXr-hX-sinX0,
les maxima de j^ sont donnés par \t^=^ iniz et les minima par \t =^{in-\-i)TZ. La trajectoire est une sorte de sinusoïde coupant l'axe des x et dont les branches vont en se rétrécissant dans les deux sens.
17. Étudier le mouvement d^un point m.atériel dans un plan, en supposant qu^il soit attiré par un point fixe de ce plan, en raison inverse de la cinquième puissance de la distance.
(Grenoble, juillet 1880.)
Prenant le point fixe pour pôle, le principe des aires est applicable et donne l'équation
(i) r* ^ = c* = To i'o sin e,
les angles étant comptés dans le sens de la vitesse initiale Vq et e désignant l'angle de Vq avec Tq.
Le théorème du travail et des forces vives fournit la seconde équation du mouvement
Éliminant dt entre les équations (i) et (2), on a Téquation différentielle de la trajectoire
le problème revient à l'étude de cette courbe.
1® vi ^ = — A-^^ o. — Les racines en r^ du tri-
nôme sous le radical sont réelles et de signes contraires
^' S = - v'="X:«(r^-r;)(r«+rj7;
r ne peut recevoir de valeur supérieure à r<. Soit, par exemple, \--jkj >> o : on doit prendre d'abord le signe supérieur du radical et r croît de Tq à r< ; pour r = ri le radical s'annule, et, comme r ne peut continuer à croître, on doit prendre ensuite le signe inférieur du radical; r décroît donc de Ti à — r^ et recommence à croître. La courbe se compose d'une série de boucles égales tangentes au cercle r^ et se coupant à l'origine ; elle ne se ferme pas en général. Ces boucles sont d'ailleurs décrites dans des temps égaux représentés par l'intégrale
Jo ^
X:2(r2— rj)(r2-+-r
2** pjj — -^ r= A:2> o. — Trois cas peuvent alors se pré-
senter :
(a) Les racines du trinôme sont imaginaires, ^ ne
s'annulant jamais conserve toujours le même signe et va constamment en croissant ou en décroissant; la courbe décrite est une spirale qui va à l'infini : elle passe à l'ori-
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(6) Les racines sont réelles; alors elles sont positives et
Ton a
dr
soit /'2!!> ^1 ; ^0 ^st nécessairement inférieur à r< ou supérieur à r^. Dans le cas de Tq <C r^ la courbe se compose d'une série de boucles égales (i°) ; si Tq > Ti , on peut avoir
soit \-3l) >o : r croît jusqu'à l'infini; soit \--m\ <Co :
alors r commence à décroître jusqu'à r^ et croît ensuite indéfiniment avec 6.
(c) Enfin, si les racines sont égales, l'équation dilTérentielle de la trajectoire devient
c2 r^—ry
elle est intégrable et donne
(4) '--'^i ^tt^q'
X étant une constante qui, si l'on fait passer l'axe polaire par la position initiale du mobile, est déterminée par l'équation
X est donc supérieure à l'unité en valeur absolue, elle est positive si ro^r< et négative dans le cas contraire.
Soit ro>r<, le lieu représenté par l'équation (4) se compose de quatre spirales à branche parabolique (Jig* i6) asympto tiques au cercle r< et symétriques deux à deux par rapport à O^; deux d'entre elles, les seules pouvant convenir au problème dont il s'agit, se coupent au point ro. Le mobile suit la branche infinie de l'une d'elles, ou la
partie asympto tique à la circonférence r< de l'autre, sui
vantque(J)^>o.
Si ro<i /'<, la courbe est continue, symétrique par rapport à Ojc et entièrement intérieure au cercle r< auquel
Fig. 16.
elle est asymptotique dans les deux sens ; deux branches se croisent à l'origine et le mobile passe en ce point si
dr\ .
L'équation différentielle de la tra-
ectoire est encore intégrable et donne
- cos(ô — a)
qui représente une circonférence passant à l'origine; la constante a est déterminée par la condition que cette circonférence passe par la position initiale du mobile.
Nous avons supposé, dans l'étude de ce problème, que
l'équation des aires et celle des forces vives continuaient à s'appliquer dans le cas où, le mobile passant à Toriglne, les fonctions étudiées deviennent discontinues; nous agirons de même dans tous les problèmes de ce genre, mais il convient de remarquer que c'est là une convention au sujet de laquelle il conviendrait de faire les mêmes observations que dans l'exercice n° 15.
18. Un point matériel de masse égale à i est attiré par un centre fixe; V attraction à la distance r est égale
à-^, [jL étant une constante. On suppose quà Vorigine
du temps ce point matériel est situé à une distance a du centre fixe et qu'il est animé, perpendiculairement au
rayon vecteur, d'une vitesse égale à i/ ~ • On demande
de déterminer la trajectoire du point mobile, d'assigner sa position et sa vitesse à l'époque t et d'exprimer l'arc parcouru depuis l'origine du temps par une intégrale de la forme / -7=
(Paris, novembre 1878.)
On a les deux équations
d^ / [JL
qui, par l'élimination de dt^ donnent
i a'' ri» l\d(t J J 3/-«
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et, en intégrant,
(3) r' — a*cos20,
en prenant pour axe polaire le rayon vecteur initial; cette équation représente une lemniscate.
La position, à un instant donné du mobile sur sa trajectoire, sera déterminée si l'on connaît 6 en fonction de t\ or les équations (i) et (3) donnent
cTO COS26 = —i/ ^ dt,
(4) = iarcsin^r+^^^|^j;
pour la partie supérieure de la boucle droite, c = oetl^ temps employé à parcourir cet arc est
Après avoir passé à l'origine avec une vitesse infinie, le mobile parcourt, dans le même temps T, la partie inférieure de la boucle gauche ; donc, pour 8 =: u, la formule
doit donner ^ =:= 2Ï, ce qui exige que c= — a; il y a changement de constante en même temps que 6 saute brusquement de la valeur - à ti + 7 •
L'équation
-^larcsinf Y — ^)
convient pour tout le parcours de la boucle gauche; à chaque passage du mobile par l'origine, la constante cdoit être diminuée de deux unités.
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On irouverait de même
le mouvement est d'ailleurs révolu tif. Il en est ainsi de tous les mouvements auxquels le principe des aires est applicable, pourvu que la trajectoire n'ait pas de branche infinie. L'arc parcouru s'exprime en fonction de 6 en partant de la formule (2), qui peut s'écrire
toutefois, pour la réduction complète aux fonctions elliptiques, il faudrait que le module fût inférieur à l'unité. Pour effectuer cette transformation, il suffit de poser
u = ^'2 sin ô,
d'où
et
du
W2)(l-iw2)
ce qui est la formule demandée, permettant l'emploi des Tables des fonctions elliptiques.
19. Trouver le mouvement d'un point matériel sollicité par deux forces dirigées vers un même centre fixe, Vune attractive et variant proportionnellement à la distance, Vautre répulsive et variant en raison inverse du cube de la distance. On supposera la vitesse initiale perpendiculaire au rayon vecteur initial.
(Paris, juillet 1869.)
On a les équations d'où
Posons, pour abréger, t^Q-r-j =n^, réquation (i)peut
s'écrire
rli^l/dry n^rl , [x*rj
on en tire
En supposant 9 = o pour r = ro, on aura^ sans constante d'intégration,
± — -r: arc cos — ^^-r — — — f-r-^ );
d'où, pour réquation de la trajectoire,
I I nÔ (jl2 nÔ
— -- —^ cos2 h --„ sin2 —
^2 rj Çq n2 ç^i
(2) -^ '-'- -^ ^os2 h -, sin2 —
Cette courbe est comprise entre deux cercles concentriques au pôle et ayant pour rayons Tq et - ; l'angle d'un rayon vecteur minimum, avec le maximum suivant, est — •- moindre que -; la courbe est fermée et algébrique
si — est commensurable. Il est aisé de voir que, en ap-
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pliquant le plan de la figure sur un cône droit, dont le demi-angle au sommet ait pour sinus — > le pôle étant
au sommet du cône, la transformée de la trajectoire se projettera sur un plan perpendiculaire à Taxe du cône suivant une ellipse dont les demi-axes seront -^-^ et — La trajectoire se réduit à un cercle si
cette équation, dont le second membre représente l'accélération du mobile à l'instant initial, est la relation constante du mouvement circulaire uniforme.
Chaque branche de trajectoire allant d'un cercle limite à l'autre présente un point d'inflexion; d'ailleurs, si, à un certain instant, le mobile a une accélération nulle, sa trajectoire s'infléchit : donc, si la valeur r = -- > pour laquelle
l'accélération serait nulle, est comprise entre les limites To et —5 c'est en ce point qu'a lieu l'inflexion de la trajec-
toire. Toutefois, si r = --= coïncide avec l'une des limites,
le rayon de courbure de la trajectoire est infini, sans qu'il y ait inflexion ; seulement, la tangente a un contact du troisième ordre.
La loi du mouvement sur la trajectoire est donnée par
le principe des aires
dt =
rfÔ
I n^ 1x2 . nô'
-r C0S2 \- —^ Slll2
ri Po n^ Vq
(3) ^a°&-^ = — -^a°gf^^-
Le temps employé pour décrire l'arc compris .entre un
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maximum et un minimum de r est — et ne dépend point de \,
20. Un point matériel P est sollicite par une force dirigée vers un centre fixe O et qui dépend de sa distance au point O ; l'action de la force sur V unité de masse s^ exprime par la formule
_ aX:*(a'-4-6^) 3 A:» a» 6»
On suppose le point P placé d'abord en à une distance a du centre O ; on imprime à ce point une vitesse
A:* perpendiculaire au rayon OC et égale à — : déterminer
son mouvement,
(Paris, juillet 1870.)
Le principe des aires et l'intégrale des forces vives fournissent les deux équations
(i) r*— = roVo = k^,
les constantes se détruisent, et Ton a, pour l'équation différentielle de la trajectoire,
Li—^ i. — ^^"^^^ _ ^'^^ r* \3ô / "^ r2 — r* W '
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d'où, si ron prend pour axe polaire le rayon vecteur initial,
O = arc cos j-r
(3) r* = a»cos»ô-i-6*siii«e,
cette courbe est la podaire de l'ellipse
relativement à son centre ; c'est aussi la transformée par
rayons vecteurs réciproques de l'ellipse d'axes - et t»
On a encore, entre les coordonnées et le temps, les relations
(4) t = r— 6 -r—- smaô,
(5) t = -^j [(aî-T- ^>2) arc cos ^^^^^' ~— — 2 /(aî_r2)(r2— ô»)! . Le mouvement est circulaire et uniforme si a=r. b.
21. Trouver le mouvement d'un point matériel M de masse m, sollicité par une force dirigée vers un point
fixe O et égal à — ^^ — > r étant la distance OM et ^
V angle que fait ce rayon vecteur avec le rayon vecteur initial Ok. = a. On supposera la vitesse initiale perpendiculaire au rayon vecteur initial OA et égale ài/^;
on donnera une formule permettant de calculer la position du mobile à chaque instant; on calculera la durée de la révolution et on la comparera à celle qui aurait lieu si le mobile, placé dans les mêmes conditions initiales, était sollicité par la force
(École Normale, juillet 1877, i*"* question.)
Appliquant les formules qui conviennent au cas des forces centrales, on a les équations
d'où Téquation difTérentielle de la trajectoire
r I 3sin«ô 3
(3) -j^ 4- - = -^ = -- (i— COS2O);
rintégrale générale de cette équation est
cos'6
- = A cosô -i- B sinô H
r ia
Pour 6 = o, /' = a, d'où A = o ; d'ailleurs l'équation
devient, pour 6 = 0,
d'où B = o. L'équation de la trajectoire est donc
ia '
cette courbe, dont les rayons vecteurs sont les carrés de ceux d'une ellipse rapportée à son centre, a son grand axe double du petit et dirigé normalement à l'axe polaire.
La relation entre 8 et le temps se déduit des équations (1) et (4), qui donnent
1/ ïï ^I^
(n-cos2 0;2
d'où
(5) M /-a[x = «2/ arc tang
langO tan^O
J~^ •>.-+- iong*0
Faisant dans cette formule 6 = 90", on a / = { T, en appelant T la durée de la révolution du point matériel, d'où
Si la force centrale qui sollicite le mobile a pour expression -^, l'équation différentielle de la trajectoire est
ia
d'où
- = A cosO -h B sinô H ,
et, si rou tient compte des conditions initiales,
(7) i = J_(3_cosO) :
r ia
c'est l'équation d'une ellipse rapportée à son axe focal et à son foyer de gauche ; son grand axe 2 a = | a et la durée Ti de la révolution du mobile est donnée par la formule
d'où
^.='-Fv/V°-!^'
22. Soient O un centre d^ attraction, OX une droite fixe passant par ce point ; un point matériel M est soL licite à chaque instant par une force dirigée vers le
point O et dont V intensité est , .> a > M- désis'nant une
ViLLiK. — Compositions. i \
constante, r et ^ les coordonnées polaires du point M, r =: OM ; 8 = XOM. La vitesse initiale est dirigée dans le plan qui passe par la position initiale M© et la droite OX. On demande de déterminer la nature de la trajectoire du point matériel,
(Paris, novembre 1879, 1^ question.)
On pourrait, comme dans l'exercice précédent, se servir de la formule de Binet pour obtenir l'équation de la trajectoire, en coordonnées polaires ; nous appliquerons de préférence les équations générales du mouvement d'un point qui conduisent à un résultat se prêtant mieux à la discussion.
On a les équations
^ ^ d^x \k X |JL d^y
^^^ dt^ " r^cosse r ~ x^' dt^ ~
la première donne
si l'on pose
\dt J Q Xq
Le théorème des aires fournit l'équation
c'^dx
X dy — y dx =±z c^dt =±:
qui s'intègre immédiatement et conduit à l'équation de la trajectoire
(3) \x*-{y — axy— c'*x{bx-\-i\k) z=zo\
c'est une courbe du second degré passant à l'origine et tangente en ce point à l'axe des y, La courbe est une ellipse, une parabole ou une hyperbole, suivant que 6 = 0; l'abscisse
, du centre — ^ est positive dans le premier cas et négative dans le dernier; la trajectoire se réduit à une droite
y =z ax =^ — X Xq
si c- = 0, c'est-à-dire si la vitesse initiale est dirigée suivant OMq, ou en sens opposé.
La courbe coupe Taxe des x aux points
Xi = o, X2= -r — r î— r •
•z^o^odans le cas de l'ellipse et de la parabole; il peut être négatif dans le cas de l'hyperbole. Si la trajectoire est elliptique, le mouvement est révolutif et, chaque fois que le mobile passe à l'origine, sa vitesse est infinie ; si la trajectoire est parabolique ou hyperbolique, le mobile s'éloigne indéfiniment avec une vitesse qui tend vers zéro.
La loi du mouvement de la projection du mobile sur 'axe des ;r est donnée par l'équation
ztdt =
2{JL
ou
±b{t— ti)= ^bx^-\-i}xx — \x I -
cette dernière intégrale est un arc sinus ou un logarithme suivant que la trajectoire est une ellipse ou une hyperbole. Si la courbe est une parabole, on a
3 V/2{JL
23. Un point matériel libre, sollicité par une force dirigée vers un centre fixe, se meut de manière à être
à chaque instant sur une spirale logarithmique ayant ce centre pour pôle et tournant uniformément autour de lui. On demande la valeur de la force en fonction de la distance du point mobile au centre fixe. U expression de cette force étant trouvée, on cherchera V équation générale de la trajectoire d^un point matériel,
soumis à V action de cette force.
(Paris, novembre 1874.)
Prenons pour axe polaire le rayon vecteur initial OA = a et comptons les angles 6 dans le sens de la rotation d'entraînement w; l'équation de la trajectoire relative est
et, comme
on a la relation
(i) /• =z ae"(0-a)/)^
qui, jointe au théorème des aires
(2) r^-d() = cd/,
détermine r et en fonction de t.
Pour Irouver l'expression de la force centrale /(/'), nous appliquerons la formule de Binet
or
' de
on
tire
bis)
-iot ■
= - log - , n ^ a
et, si Ton élimine dt entre la différentielle de cette équation et l'équation (2), on a l'équation différentielle de la
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trajectoire
dr
nrfi-'^r^^
qui permet de calculer -^ >
^62 d'où l'expression de la force
L'action du point O se compose d'une attraction en raison inverse du cube de la distance et d'une répulsion proportionnelle à cette distance.
La loi du mouvement s'obtient en éliminant d^ entre l'équation (2) et la différentielle de (1 bis)
, r dr
dt = — ,
n(c — CD H)
Pj 2/ito^ = lojî , — .
On pourrait, en partant de l'expression de la force donnée par l'équation (4), obtenir l'équation générale de la trajectoire : il suffirait de procéder comme dans les exemples précédents ; nous chercherons seulement quelle est la trajectoire absolue avec les données du problème actuel. L'élimination de t entre les équations (i bis) et (5) conduit immédiatement à l'équation de la trajectoire
, r^ , c — a^o) 2/16 = loff — -+- \os
» «2 O c— r^tii
a^' ou -h ( c — a- to ) e-2«^
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Quand c ^a^to^ 6 peut varier de — oo à + oo , r variant de zéro ai/-; Téquation (5) montre que r croît avec le temps si /? ^ o ; le mobile décrit la portion de
spirale asymptotique au cercle de rayon i / -; il décrirai l
la partie asymptotique au pôle si n << o.
Quand c est compris entre zéro et a^is)^ 6 ne peut variei que de la valeur qui annule le dénominateur de r^ jusqu'î •4-00 ou — 00 suivant le signe de n; r varie de oo jusqa'î
-: le mobile tourne extérieurement autour du même
Ix)
cercle, dont il s'approche si n ^ o et s'éloigne indéfimmejit si n <C o.
Enfin, quand c << o, 6 peut varier de zp oo suivant le signe de ai, jusqu'à la valeur qui annule le dénominateur, r allant de zéro à l'infini ; le mobile décrit la portion de courbe qui se rapproche du pôle si n^o, et l'autre partie si n <^o.
Pour c = o, la trajectoire est une droite, et poui c=za''(ù c'est un cercle.
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CHAPITRE m
24. Un point M non pesant est mobile dans un canal circulaire poli; ce point est sollicité par une force perpendiculaire à un diamètre fixe AB de ce cercle et proportionnelle à la distance du point M. à ce diamètre. Trouver le mouvement du point M.
(Marseille, novembre 1880.)
Le théorème des forces vives donne l'équation
f \i.x dx z= ^{xl — x^) ou, en coordonnées polaires,
\di) ""■ \dt) ~ !^(COS2ôo— C0«2e)= -!^(COS2ÔO— C0S2Ô),
^n posant
A: = - ( -T- -+-COS2O0; li.\dt Jq
^a constante k étant au moins égale à — i , les cas suivants peuvent se présenter :
1° k est compris entre — i et + i; on peut alors poser
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k = cos 2 a, o < a <[ - : le mobile oscille entre les points a
et 11 — a ou 71 + a et 271 — a, suivant que sa position initiale est au-dessus ou au-dessous de l'axe polaire. Si
/(iÔ\ ^ A "ïï A 311
A" = — I , ce qui exige ( ^ ) = o et ôo = - ou 6© ^
mobile reste en équilibre.
2° /r > I ; la vitesse angulaire ne s'annule jamais, le mouvement est résolutif. La vitesse est maximum chaque fois que le mobile passe en A ou B, et minimum quand il traverse Taxe polaire.
3® /r = I ; l'équation du mouvement devient
dO
sinÔ' elle est intégrable et donne
V r tariL» —
tan^j; —
SI
on prendra le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que (-jt) sera positif ou négatif^ dans le premier cas,
9 ira constamment en croissant de ôoàTcet, dans le second, en décroissant de 9o à o, si l'on choisit la direction positive de l'axe polaire, telle que o<<9o<^'^- H atteindra d'ailleurs sa situation limite, qui est une position d'équilibre instable, avec une vitesse nulle et au bout d'un temps infini ; ce fait est général. Quand un mobile décrivant une courbe fixe arrive sans vitesse en un point où il reste, c'est * évidemment une position d'équilibre, et, de plus, cet équilibre est instable, puisque la force vive du mobile est minimum. Enfin il n'arrivera généralement, dans cette situation limite, qu'au bout d'un temps infini^ sans quoi la vitesse serait une fonction du temps telle que, à partir
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' d'un certain instant, elle serait constamment nulle. De pareilles fonctions sont fort rares ; le Calcul intégral en fournit peu d'exemples.
. Mouvement d^un point pesant sur la courbe
ens — ï
ax -\- s = o,
sachant qu-il y a une résistance proportionnelle au
carré de la vitesse, cette résistance étant exprimée par
la formule R=z nv-,
(Clormont, novembre 1880.)
L'énoncé suppose implicitement Taxe des x dirigé suivant la verticale ascendante.
La courbe se construit facilement en partant de son équation différentielle
/x dx e^^—i
(I) -— =cosa= ;
as a
on reconnaît qu'elle est tangente à l'origine à Taxe des y
et entièrement située du côté des x positifs ; comme -r doit
être inférieur, en valeur absolue, à l'unité, il faut que l'on ait du côté des s positifs e"*^ i -j- a, ce qui donne un point d'arrêt à tangente verticale. Quant à la branche obtenue en donnant à s des valeurs négatives, elle sera infinie si a]> i ; dans le cas contraire, elle présentera un point d'arrêt comme la première, qui sera fourni, si l'on pose — 5 = <t^ par l'équation
cette seconde branche sera donc plus étendue que l'autre. Le mouvement du point sur cette courbe sera donné par
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le théorème des forces vives
(9.) d\v* = — /^djrzç: /iv^ ds = ?(i — c«0=P /it'- U^.^;
le signe supérieur convient au cas du mouvement dirigé vers les s positifs et le signe inférieur au mouvement en sens contraire.
Nous supposerons que le mobile part sans vitesse initiale d^un point ^o de la branche positive; on a alors
une nouvelle intégration donne
( 4 ) I — c-"* = ( i — e-«-^o) cos ^ 1/ — ;
le mobile passe à Torigine au bout du temps T = - 4 / — ^'
indépendant de Sq ; la courbe est donc tautochrone. Il fcmonte ensuite pendant un temps égal, et l'arc négatif — - ^< qu'il décrit est donné par la formule
<T< croît avec ^o, mais lui est toujours inférieur, puisque /^ relation précédente peut s'écrire
Le mouvement ultérieur s'obtient en prenant le signe supérieur dans l'équation (2), et la courbe n'est pas tautochrone du côté des arcs négatifs.
26. Un point M assujetti à se mouvoir sur une sphère donnée, sans frottement, est sollicité par une force dirigée suivant la perpendiculaire abaissée du point M sur un diamètre fixe AB. Suivant quelle loi doit varier
la force pour que la trajectoire décrite par le mobile
mt une conique sphérique, dont le diamètre AB est l'un
des axes ?
(Ecole Normale, juillet 1877, 2* question.)
Soient (/^. 17)
GF = CF, = A, MF dz MF, = 2a;
nenons l'arc MP normal à ACB ; on a
cosMF = cosMP cos(X -h PC), cosMF, = cosMP cos(X — PC),
Fiç. 17.
i\ les équations
cosMF -I- cosMFi = 2 cosMP cosX cosPC, cosMFi— cosMF = 2 cosMP sinX sinPC; MF q= MF, cos MP cos X cos PC
cos
cos a
. MFnzMF, cosMPsinXsinPC
sin -^ -* = -. ;
2 sina
cos^MP
cos2 X cos2 PC sin2 X sin^ PC
cos^a
sin^a
or
cosMP cosPG = - : cosMP sinPC = - »
réquation de la projection de la courbe sur le plan des xz est donc
/ X o cos2 X sin2 X
cos^a sin^a
c'est une ellipse dont un axe est plus grand et l'autre plus petit que a. L'équation de la projection de cette courbe sur le plan des xy est en coordonnées polaires
(2) /2 ;.2 cos2 l{; -f- A-2 ( ^2 _ ,.2 ) = oT-^
si l'on pose
cos^X sin^X
cos^a ' sin^a
Soit /(r) la force agissant sur l'unité de masse comptée dans le sens attractif; cette force et la réaction de la sphère rencontrant l'axe des z^ le théorème des aires projetées sur le plan des xy s'applique; en y joignant celui des forces vives, on a les deux équations
(4) v'^ = X~-iJf{r)dr',
or
a-i-^ri \dt ) \dt ) '
d'où, en éliminant clt,
De l'équation (2) on tire
\d'if) ' ya^{i-k^-y ^ aH,i — k^) 'J'
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et, en substituant dans (5),
_^l_ ^ r^ii^l^ ;.+ /._,._.] =A_./>(.)^.,
Il — u'-)(a^ — '■") L" (' — " ) J J
ce que l'on peut écrire
dérivant enfin par rapport à r, on a, pour l'expression de la force,
(6) Ar)= i^ ) ^ .
■i — ri yl '
elle est attractive ou répulsive suivant que cos^)^ est inférieur ou supérieur à cos^a, c'est-à-dire suivant que l'axe des X est le grand ou le petit axe de l'ellipse projection de la conique sur le plan des œz.
27. Déterminer la courbe décrite sur un plan horizontal parfaitement poli, par un point matériel M lié par une tige rigide inextensible et sans masse, à un autre point A sans masse qui est animé d'un mouvement uniforme et rectiligne dans ce plan.
(Lille, novembre 1872.)
Imaginons un système de comparaison en translation avec A, les forces d'inertie d'entraînement et centrifuge composée étant nulles ; le mouvement relatif de M est celui d'un point soumis seulement à la réaction de la tige : le principe des aires s'y applique donc, et, comme la trajectoire relative est une circonférence par le centre de laquelle passe constamment la force centrale, le mobile la décrit avec une vitesse angulaire constante.
Le mouvement absolu est celui d'un point qui parcourt, avec une vitesse angulaire constante w, une circonférence dont le centre se meut uniformément, avec la vitesse V,
sur une droite fixe O^. La trajectoire de M est donc une cycloïde rallongée ou raccourcie; la droite sur laquelle roule
la circonférence est parallèle à O^ et à la distance — de
cette droite, V^ et (o étant pris chacun avec son signe.
28. Trouver, dans un plan vertical, la courbe sur laquelle un point pesant doit être assujetti à se mouvoir, pour que le rapport de la pression exercée par ce point sur la courbe à la composante normale de son poids soit égal à un nombre donné n.
On examinera en particulier le cas de n=^ 2.
(Ecole Normale, novembre 1872.)
Je prends pour origine le point de départ, l'axe des x étant horizontal et Taxe des y dans le sens de la pesanteur; je désigne par y/ 2^/1 la vitesse initiale et par N la réaction de la courbe comptée dans la direction de la normale, qui fait un angle aigu a avec celle de la pesanteur. Si Ton projette les forces N et^ et l'accélération qu'elles produisent sur la direction positive de N, on a
('" Ji I 1' N -h ^ cos aL = {n-\- \) g co? 7.=± — = àzig — ,
le rayon de courbure étant pris en valeur absolue; on mettra le signe + ou le signe — selon que la courbe aura sa concavité vers les y positifs ou les y négatifs. Or on a aussi
= di i ^^ ^ -^ = ih
d'^y dp
dcc^ ^dy
les signes étant pris dans le même ordre que précédemment, et
cos a =
réquation de la courbe est donc
^ ^ ^ p dp ^ '
iDtégrant et désignant par k la constante h{\ -{- pi)
il vient
(i) Â-'+i(i-f-/>2) = (A-i-7)«+i, dx =
dv
On ne sait intégrer cette différentielle binôme que lorsque ou sera entier; Fensemble de ces
deux cas est compris dans la formule /i 4- i = -, |jl étant
entier. Voyons quelques valeurs simples de jjl. 1° Soit [jL r=: 2, alors n^=.o\ l'équation (i) devient
dx =^-±.
s/kdy
C'est une parabole à axe vertical que le mobile suivra librement, en sorte que la courbe, ne réagissant pas, n'éprouvera aucune pression.
2*^ [X =,i, n = I . — La pression sur la courbe est égale à la composante normale du poids; l'équation (i) devient
dx=±:
kdy
sji^h-^yf — k'^
a? = zh clog
C'est une chaînette, car on déduit de l'équation précédente
^' /, XQ = z^k\o
La loi du mouvement sur la chaînette se déduit de l'équation des forces vives ; on a
On est conduit à une intégrale elliptique de deuxième espèce.
3° 'i. r= — I , /i = — 3. — La pression est triple de la composante normale du poids et dirigée en sens contraire de cette composante; l'équation (i) nous donne
- rh (// -f- y)dv
clx = ' ' ' - t
c'est un cercle dont le rayon k=h\/i-\-pl est fonction de la direction et de la grandeur de la vitesse initiale. Le mouvement de ce pendule est donné par la formule
dt
cosa
le mobile ne parcourt que la moitié inférieure de la circonférence.
4"* [^ = — 2, /z = — 2. — La pression double de la com posante du poids est dirigée en sens inverse
dx = ±1 dy
La courbe est une cycloïde tournant sa convexité vers le bas ; la base est sur l'horizontale j>' = — h, et le diamètre
du cercle générateur est k. Le mouvement sur celte courbe
à la fois tautochrone et brachistochronc est bien connu.
5° Enfin, si l'on lait jjl infini, n= — i, le mobile doit
rester sur une droite, et son mouvement est uniformément
varié.
\iLLiiî. — Compositions. i5
CHAPITRE IV
29. Un point matériel pesant, assujetti à rester sur une sphère de rayon a, est attiré proportionnellement à la distance par un point fixe B situé sur la verticale Oz du centre de la sphère, à une distance OB = b de ce centre. On donne la valeur [jl de V attraction à Vunité de distance, Vintensité g de la pesanteur, la vitesse initiale k du point mobile, laquelle est supposée horizontale, et enfin la distance initiale h de ce point au plan Oxy qui passe par le centre de la sphère.
On demande de trouver les limites entre lesquelles
variera, pendant le mouvement, V ordonnée z du point
mobile; de déterminer complètement ce mouvement,
dans le cas particulier où l'attraction du point fixe B
sur le centre de la sphère est égale et contraire à la
pesanteur,
(Paris, novembre 1875.)
Le point mobile est soumis à l'action de trois forces, dont deux, l'attraction du point fixe et la réaction de la sphère, rencontrent O^ et la troisième, la pesanteur, lui est parallèle; le principe des aires projetées sur le plan Oxy est donc applicable, en y joignant le théorème des forces vives \ on a , en coordonnées cylindriques , les
équations
al \ ci— k-^- = — 2 I ] [LX dj- -i- {xy dy -i- [ ix{z — ^) -H ^ | dzj
or
2 _ dr^-hdz^ ^ ^d^ _a^d^ &*_
^ ~ 37* ' ^' dt^ ~ r« dt^ "^ r2 '
d'où réqualion entre :; et /
Les valeurs limites de ^ s'obtiendront en exprimant que
dz di
dz la vitesse est horizontale, -37 = o, ce qui donne l'équa-
lion
qui admet, ainsi que cela devait être, la racine 2 = A ; en la supprimant il reste
Soient Z| la plus petite de ces racines en valeur absolue 61^2 l'autre, il ne saurait y en avoir qu'une répondant à la question :
i^ g — [x6>>o; substituant successivement pour z, dans le premier membre de (5), les valeurs
— 00, — a, — hj -+- a et -f- 00 ,
On trouve que ^1 est compris entre — a et — h elZ2> a: celle dernière valeur doit donc être rejetée. Soit h >> o,
le parallèle limite inférieur est situé au-dessous du parallèle symétrique de celui du point de départ.
2® g — [jl6<^ o. Les mêmes substitutions montrenlque ^2 est inférieur à — a et que Z\ est compris entre —A et -4- a; c'est donc la racine z^ qui convient. Pour trouver les situations respectives des parallèles limites h el 3,, toujours dans Fhypothèse A^o, cherchons la condition pour que z< := — h\ on a immédiatement, en substituant dans (5), jjl6 — ^ = o; donc, quand la valeur absolue de ^ — [jl6 est très petite, le parallèle z^ est très peu audessus du parallèle — h. Pour étudier ce qui arrive quand
h croît, il faut former la dérivée -77 : on trouve facilement
db
le second membre est positif si
s'il en est autrement, comme le radical est toujours supérieur à
la dérivée -rj est encore positive. Donc, quand b croît, le parallèle z^ s'élève; on a -^^ = h quand
(b) xi,b — f; =
alors le mobile décrit un parallèle et son mouvement angulaire est uniforme en vertu du théorème des aires.
Enfin, si le centre d'attraction B continue à s'élever, z^ devient supérieur à A; on a ^i = a pour 6 = oo .
3^ g — |jl6 = o; les composantes des trois forces agis-
sant sur le mobile sont respectivement, en appelant N la réaction comptée à l'intérieur de la sphère,
leur résultante passe constamment par le centre de la sphère : donc la trajectoire est plane. Le mobile décrit un grand cercle de la sphère d'un mouvement uniforme; faisant passer le plan des xz par la situation initiale du mobile, on trouve aisément, pour l'expression de ses coordonnées en fonction du temps,
(7) z = nco?> — > x^^a^—h^cos — > r = asin — : ^ ^ a /' a -^ a'
enfin la réaction de la sphère est constante et égale à
Nous avons supposé A ^ o dans la discussion précédente ; si à l'instant initial le mobile se trouvait dans l'hémisphère inférieur, ce cas se ramènerait à celui que nous avons étudié en prenant pour axe des z la verticale descendante et changeant 6 et ^ de signe. La discussion serait la même ; elle se présenterait seulement en ordre inverse.
Recherchons, en terminant, la condition générale pour qu'un mobile assujetti à rester sur une surface de révolulion y décrive un parallèle d'un mouvement uniforme.
La vitesse initiale ^o doit être tangente au parallèle de rayon r décrit par le mobile, et de grandeur telle que la force centrifuge correspondante soit en équilibre avec la réaction de la surface et la résultante des forces /réellement agissantes, ce qui exige d'abord que cette résultante soit constamment dans un plan méridien, et de plus, si l'on projette sur la tangente au méridien, pour éliminer
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la réaction, que Ton ait Téquation
(8) — cosa-f- 2/cosX = o;
on vérifie aisément que cette relation conduit à l'éijuation (6).
30. Un point matériel est assujetti à rester sur une sphère dont un point fixe P est considéré comme pôle, et il est sollicité par une force dirigée, à chaque instant, suivant la tangente au méridien MP et inversement proportionnelle au carré du cosinus de la latitude. Déterminer le mouvement du point M et trouver V équation du cône qui a pour sommet le centre de la sphère et pour directrice la trajectoire décrite.
La vitesse initiale du point M sera supposée tangente au parallèle passant par la situation initiale.
(École Normale, juillet 1875.)
Le principe des aires projetées sur le plan de Téquateur est applicable et donne, en désignant par a le rayon de la sphère et par "k la latitude de M,
(i) di ~ ^'^^^^ acos-A — = Po cosAo;
le théorème des forces vives conduit à l'équation
(2) ç2—ç-2 = 2J -^^adl = !>.|j.a(tangX — tangXo);
or
,.= ,.eosn(^)+a^(^J;
d'où, en éliminant dt ,
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la relation différenlielle entre 9 et X est donc
y/ — ç'^ cos^Xo tang^X H- 2(xa tangX — 2(xa tangXo-i- ^l sin^Xo
le mobile reste entre le parallèle "ko et le parallèle X^ défini par la seconde racine de la quantité sous le radical égalée
à zéro
(4) tangX,= ^^^^J^-tangX..
Le mobile décrit le parallèle Xo si Xi =Xo, c'est-à-dire si l'on a
" sinsXo L'équation (3) peut s'écrire
zhrf6 =
Çq cosXo c?tangX
/ PrtSinÀA — :
»xrt
V/ ((^0 sinXo > ) — (poCOsXotangX ■ — c-
son intégrale est, en faisant Oo= o,
,^. û i?5 cos^XotangX — ijLa
(5) cosQ = ■> . > ? ■ — )
i'j sinXe cosÀo — [xa
équation qui définit la trajectoire du mobile.
On obtient aisément l'équation du cône ayant cette courbe comme directrice, à l'aide des relations
cosô = - ■> tangX =
(6) [zs^l cos2Xo-f-^([jLa— J- vl sin2Xo)]2— \t.^ a^ {x^ -^r y^) = o;
c'est un cône du second degré ayant le plan des a;z pour plan de symétrie. La trajectoire et la courbe symétrique relativement à l'origine se projettent sur ce plan suivant
deux arcs de l'ellipse
limités par le méridien de ce plan.
La relation entre la latitude et le temps est
, , acos^X c?tanfîX
/ — ç'^ cos^Xo tang^X -h âjxa tangX — 2.\La tangXo-i- pJ sin2X(
ou, en posant tang). = //,
expression que Ton sait intégrer.
31. Un point matériel non pesant, de masse m, est assujetti à se mouvoir sur la surface dhine sphère de rayon /; dans chacune de ses positions il est soumis à Inaction d'une force perpendiculaire à un plan fixe P mené par le centre de la sphère, dirigée vers ce plan, et
dont V intensité est — —', z désignant la distance du mobile au plan. On suppose la vitesse initiale parallèle au plan :
1° Trouver la projection de la trajectoire sur le plan P;
2° Exprimer les coordonnées polaires du mouvement projeté en fonction du temps, dans le cas où Von a
Vq désignant la vitesse initiale et Zq la valeur initiale
de z,
(École Normale, juillet 1879.)
En procédant comme dans les exemples précédents,
on a
ou
^2\^rf</ ^'^ \dt) '*» ^J ^;;2»
éliminant dt^
le —
^ ne peut varier qu'entre les deux racines de la quantité sous le radical, et, comme Tune d'elles est -^> l'autre est
ai p-i
JL __ -2 Z± — lu .
s*'';>o, il est supérieur à l^\ r varie donc en tous cas entre Tq et /.
L'équation (3) peut s'écrire
'ntégrant et faisant 60= o, il vient
COS
OU
. 1 cos*ô sin*6
suivant que ^J^o, cette équation représente une ellipse ou une hyperbole ; si c'est une ellipse, son grand axe est dirigé suivant Oy,
Recherchons r et 6 en fonction du temps dans le cas où, en vertu de Ténoncé, la courbe est une ellipse ; on a
^rf tango
/•o Vq dt = = ro ri
(S -nge;
— tCOS^Ôh — ^ sin*ô i-H
d'où
(5) tangO = ^ tang ^ ^
On en déduit, à l'aide de l'équation (4),
(6) /'2=r2cos2 ^ /-i-rjsinî^ t,
La trajectoire du mobile est une courbe fermée qui a pour projection l'arc AB d'ellipse {fig* i8), et les formules qui précèdent ne sont applicables que quand le mobile va de Mq en B ; à partir de ce point la vitesse angulaire -77 change brusquement de signe sans passer par zéro, et la vitesse v devient infinie au point B, ^ = o, à cause
dz
de sa composante -^' La valeur limite o) de 6 est donnée par la formule
Ti =~cos2a)-H-Lsin2a>,
el la durée T d'un quart de révolution est
T = ^ arc lang "^^
A. partir du moment où le mobile vient rencontrer en B le plan des xy^ son mouvement ne peut plus être déterminé qu'en invoquant des raisons de symétrie. Il faudra en conséquence, pour obtenir le mouvement dans la seconde période qui comprend le parcours du mobile de B en A
ce/'
au-dessous du plan des xy, remplacer, dans les formules (5) et (6), t par aT — t; de cette façon, en effet, pour deux instants également éloignés de l'époque T, 6 et r reprendront les mêmes valeurs. Pour la période suivante dans laquelle, z étant positif, 6 varie de — w à + o), on remplacera t par t — 4T, et ainsi de suite.
32. Un point pesant m est assujetti à se mouvoir sans frottement sur un cylindre circulaire droit dont l'axe est vertical, et, en outre^ il est soumis à Vattrac-
tion d'un point fixe A, attraction proportionnelle à la distance. Déterminer le mouvement du point m.
(Paris, août 1874.)
Prenons pour axe des z l'axe du cylindre et pour axe des X rhorizontale passant par A; on a, en appelant R le rayon du cylindre, a la distance OA, [jl^ l'attraction à l'unité de distance et N la réaction prise positivement à l'extérieur du cylindre,
d'où Ton déduit, en tenant compte de l'équation différentielle du cylindre,
, d^x . d^y „ , dx^-Jr-dy^ „ «
2 dx —i— -\-idy —rr = 2 a^ a dx, , , ' = 2 a^ aa? + C,
dt^ -^ dt^ ^ ' dt'^ ^
ou, en coordonnées polaires,
(2; R = R(o2-i- 2|j.2a(cosO — cosOo),
//fi en désignant par w et 60 les valeurs initiales de -z- et de 6.
Quant à la troisième équation (i), elle s'intègre immédiatement :
(3) ^ = (^„+^)cos^<+i(§)^sin,..-^.
La projection de M sur l'axe des z fait des oscillations dont la durée est — ^ au-dessus et au-dessous du point dont
l'ordonnée est — -^« L'équation (2) prouve que le rayon
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vecteur de la projectioR de M se meut par rapport à OA
comme la tige d'un pendule de longueur — ^ par rapport
à la verticale; le mouvement sera alternatif ou continu selon que
Dans le second cas, le temps d'une révolution est
TC _
<a?0 v/R(2[jL*a cos6 -j- Ra>2 — 2(x*acos6o) *^;
s'il est commensurable avec — > la trajectoire sera fermée;
mais elle ne peut être plane, car ce serait une ellipse, et 6 devenant une fonction connue de z s'exprimerait comme lui par des fonctions élémentaires de t; or c'est incompatible avec la forme de l'équation (2) qui exige une intégrale elliptique quand a est différent de zéro.
La valeur de N s'obtient aisément à l'aide des deux premières équations (i) :
d'où
puisque
donc
dx dy _
dtV^Tt'^^Tt^-'''
//Ai
N = — R^^4-(x«(R — acos6) = {jL2(R-j-2acos6o— 3acos6)— R(i>2.
Cette force atteint son minimum pour = o et son maximum pour la valeur limite de 6 si le mouvement est oscillatoire, ou pour 8 = 71 s'il est révolutif ; il sera donc toujours possible de reconnaître si la réaction, que nous avons
comptée extérieurement au cylindre, change de sens pendant le mouvement.
33. Mouvement d' un point matériel pesant, assujetti à rester sur la surface d^un cylindre de révolution dont Vaxe fait un angle e avec la verticale ascendante,
(Paris, novembre 1876.)
Prenons pour axe des z l'axe du cylindre et pour plan des zx le plan vertical contenant cet axe; les équations générales du mouvement nous donnent
Opérant comme dans l'exemple précédent, on arriverait à
dx"^ -h dy^
-g^r^ =2^sinecto,
d'où Ton conclurait que le mouvement de la projection du mobile sur le plan des xy est pendulaire.
Le mouvement de la projection du point sur Qz esl celui d'un mobile soumis à la seule action de la pesanteur
et animé d'une vitesse initiale \-t:) • La trajectoire n'est
jamais plane, et la réaction s'exprime comme précédemment.
34. On donne une ellipse dont les axes ont pour longueur ia et ih\ cette ellipse sert de base à un cylindre droit indéfinie sur lequel un point matériel est assujetti à se mouvoir. Ce point est, en outre, attiré proportionnellement à la distance par le centre O de V ellipse. Déterminer le mouvement et discuter les divers cas qui peuvent se présenter.
Données. — On représentera par k^ V attraction du
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centre O sur V unité de masse à V unité de distance ; par Vq la vitesse initiale; par t P angle qu'elle fait avec la génératrice du cylindre; par Zq la distance de la position initiale du mobile au plan de V ellipse, et par ûOq la distance de ce même point au plan qui passe par Vaxe du cylindre et le petit axe de V ellipse.
Appliquer les formules trouvées au cas oùb=^ a\ que faut-il, dans ce cas, pour que la trajectoire soit une courbe fermée ou bien une courbe plane?
Calculer, dans la même hypothèse, la réaction du
cylindre.
(École Normale, juillet 1881.)
Les équations générales du mouvement nous donnent, .V étant l'arc d'ellipse,
L'Intégrale de la dernière est
ix) z = ZQCOskt-\ j — smA:^;
le mouvement projeté sur O^ est oscillatoire, et la durée
des oscillations est T =z —* Les valeurs de t qui rendent z
maximum ou minimum sont données par la formule
. Pocose tangA:^= -— r->
et les valeurs de z correspondantes sont
sjz\k^-^vl cos« £
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Si l'on élimine la réaction entre les deux premières équations (i), on a
^ ^^-^ -H ^ ûÇr = — ^"H^ dx-hy dy\
équation qui n'est autre que celle des forces vives dans le mouvement projeté. Éliminant y Qldy k l'aide de l'équation du cylindre
xi y2
l'équation (3) devient, en appelant e l'excentricité de l'ellipse de base,
d'où
^'> dï
La quantité —r, r— ^ étant positive, les valeurs extrêmes
Cl" 6 X
de X sont données par la formule
si x\ <]a2, le mouvement est oscillatoire, la projection du mobile passe au sommet du petit axe, milieu de sa course, avec une vitesse maximum, ainsi que cela résulte de l'équation (3). Dans le cas de x\> a^, le mouvement est révolutif; la vitesse devient maximum ou minimum à chaque passage par un sommet du petit ou du grand axe. Enfin, si l'on d^ x\^= a-, l'équation (4) prend la forme
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mple
) ) ke dt = dz Î-— —
expression que l'on sail intégrer; mais il est facile de voir, sans faire l'intégration, que le mobile n'atteint sa position d'équilibre instable x=^±a qu'au bout d'un temps infini; si l'on forme, en effet, l'expression (ci zp x) - — ^ .,— ->
elle ne change pas de signe, et sa valeur minimum est
Dans le cas de 6 = a, e = o, la formule (4) devient
dx
ax . Vq sms ,— ^ — dt a ^ '
(I Où
t'osinî^ . t'oPins
loj .r = a cos t. y = a sin t,
SI l'on prend pour instant initial celui du maximum de x\ ce sont les formules du mouvement angulaire uniforme ; ^équation (3) conduit immédiatement à la même conséquence.
La durée de la révolution est T' = — r-^: si donc le
Po sin £
l'apport =r = — ^ est commensurable, la trajectoire est
iermée. Pour qu'elle soit plane, il faut d'abord que ce rapport soit égal à l'unité, et il est facile de reconnaître que celte condition est suffisante ; les trois coordonnées {'exprimant linéairement en fonction du sinus et du coinus du même multiple du temps, l'élimination de ces ignés trigonométriques conduit à une équation linéaire et omogène en x^ y et z.
ViLLiÉ. — Compositions. i6
La réaction est donnée par la formule
a dt^
elle est constante, et cette constante est nulle dans le cas où la courbe décrite est plane.
35. Un point matériel non pesant est assujetti à se mouvoir sur un cône de révolution, et il est soumis h V action dUin centre attractif , placé au sommet du cône et qui l^ attire en raison inverse du carré de la distance.
On demande d'étudier le mouvement du point matériel et, en particulier, la projection de la trajectoire sur un plan perpendiculaire à Vaxe du cône. On supposera la vitesse initiale perpendiculaire à la généra' trice du cône sur laquelle se trouve le point m,atérf^^'
(Paris, août 1875.^
Nous prendrons le sommet du cône pour origine et s^^^ a\e pour axe des ^; les deux seules forces qui agisse^ ^^ sur le mobile, la réaction de la surface et l'attraction J^^ sommet rencontrant l'axe des ^, le théorème des aires pr^' jetées donne l'équation
L'équation des forces vives est
o r |JL'- ./• (ir -^- y (/y -^ zdz ^ / 1 i \
'"-'•-' = -V K^ TV = '"!"'(r - k;)'
R représentant la distance du mobile au sommet. Si nous introduisons les coordonnées polaires R et co de la transformée de la trajectoire du mobile dans le développement
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du cône sur un plan, on a, y étant le demi-angle au sommet
du *
cône,
Rto=rô, /•=RsinY, d*où to = ôsinY; les équations du mouvement deviennent
ce sont celles du mouvement d\m point attiré par Torigine en raison inverse du carré de la distance, ainsi qu'il était aisé de le prévoir. L'équation de la transformée de la trajectoire est donc
" I I ces tu
qui représente une courbe du second degré, rapportée à un foyer et à son axe focal.
La projection de la trajectoire sur le plan des xy a pour
équation
\-\- i -^ -1 j cos(OsinY) ^^k est transcendante quand siny est incommensurable.
36. Un point pesant assujetti à rester sur la surface ^ tt/? cône de révolution, dont Vaxe est vertical, est at- ^^fépar un centre placé au sommet S du cône, l'attraction est proportionnelle à une fonction inconnue de la distance MS :
1° Trouver quelle doit être cette fonction pour que ^^trajectoire du point M soit plane;
2** Étudier, dans ces conditions, le mouvement de la projection du point M sur un plan horizontal ;
3° Déterminer la réaction du cône pour une position quelconque du point M sur sa trajectoire,
(Agrégation, 1879.)
La réaction de la surface, la force attractive / et la pesanteur étant dans le plan du point M et de l'axe du cône, le théorème des aires projetées est applicable
Le principe des forces vives donne l'équation
or
^ _ dz'^-¥- dr"' -f- /-^ ^02 ^ ç2 çt y 'r\
d'où, en differenliant Téquation (2),
g cosy _ c- j I
(3) /h-^cosy ^ cM 1 ^ I r
La trajectoire du mobile étant plane, l'équation de sa projection est
I — e cos ' on en déduit, pour l'expression de la force /,
Le mouvement de la projection du mobile sur le plan
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orizontal est connu, puisqu'il s'effectue, conformément
ivi principe des aires, sur une courbe du second degré,
iont l'origine est un foyer; le temps s'exprime en fonction
de r par la somme d'un radical et d'un arc cos ou d'un
logarithme, suivant que la courbe est une ellipse ou une
hyperbole; dans le premier cas, on introduit de préférence
Vanomalie excentrique.
La réaction N, comptée à l'intérieur du cône, se détermine aisément par Péquation du mouvement projeté sur
-^ = ^^cotY = Nsin7-/cosv-^;
or
df^ _ — e/? sinO c?0 rcsinO
dt ~ (i — ecosO)2 di ~ ~p ~'
d^r _ eccosô f/0 ____ c2 / j^ i\ p dt ^^\p '/
dV^
Où
sinY r^sinYV/? r) '
-^ cos
«J*. Un point matériel pesant est assujetti à de-
^^iirer sur un cône circulaire droit dont Vaxe est ver-
^ical; il est y en outre, soumis à Vattractioîi d\in centre
fi^e placé au sommet du cône et attirant en raison in-
^erse du cube de la distance.
On demande d'étudier le mouvement du point matériel,
(Paris, juillet 1876.)
Le théorème des aires projetées sur un plan horizontal et celui des forces vives conduisent aux équations
r^-f = const. ou R^ —— = c, dt dt '
«? ï ^' = - ^3 ^R — ^ ^- = " ( ^ + ^ cos y) r/R .
Le mouvement du mobile sur la transformée de sa trajectoire est celui d'un point soumis à l'action d'une force
attractive égale à ~ -h^casy; pour l'étudier, nous éliminerons -j- entre l'équation des aires et
il vient
(l) ^5_^y=_2^R3coSY-f-AR2--|x2-C-2,
équation, dans laquelle la constante A a pour valeur
on est ainsi ramené aux fonctions elliptiques.
Nous distinguerons trois cas, suivant qu'on aura [jl- — cnégatif, nul ou positif:
I® [JL- — c^<Co, Le polynôme du troisième degré P qui représente ( , ) a deux racines positives, séparées par
Ro; le mouvement du point est oscillatoire entre les parallèles R2 et R3.
Pour que le mobile décrive le parallèle Rq, il faut que
la vitesse initiale soit horizontale, ce qui exige (-j- ) =0, et qu'on ait, en outre (n° 29),
11 est aisé de reconnaître que cette condition équivaut à exprimer que Rg^Rs.
2" a- — c- = 0. — On a
-j- ===t: y/ — 2^K cosY -f- A;
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le radical s'annule pour une seule valeur R| de R, supérieure à Ro ; si donc ( -z- ] > o, R va en croissant jusqu'à
Ri pour décroître ensuite jusqu'à — oo , le mobile passe de la nappe supérieure à la nappe inférieure avec une
vitesse infinie; si (^) <C o, R décroît dès l'origine du
mouvement.
Dans le cas actuel, R s'exprime simplement en fonction du temps, et il est aisé d'avoir sous forme finie l'équation de la trajectoire.
3** [X- — c->>o. — Le polynôme P a une seule racine positive R| supérieure à Rq; la condition de réalité des autres racines s'obtient en remarquant qu'elles sont alors séparées, par la racine
Ma — >
6 g cos Y
de l'équation -j^ =o; si l'on exprime que cette valeur de R rend P négatif, on trouve
27^2 cos^Y
(Jl2— C2<0.
Si cette condition, qui suppose A<:^o, est remplie, le mobile oscille entre deux parallèles R^ et R25 ce dernier étant situé sur la nappe inférieure et répondant à la plus petite en valeur absolue des deux racines négatives du polynôme P; on peut reconnaître que les racines R^ et R3 sont comprises entre — R^ et — oo et que par suite — R2>R|. En effet — R| et — 00 substitués dans P donnent des résultats positifs; donc les deux racines négatives sont comprises entre zéro et — R| ou entre — Rj et — 00 . Pour prouver qu'elles sont dans le second intervalle, il suffit de montrer que la racine Ra qui les sépare
y est elle-même comprise; or
d'où, puisque A << o,
2^RJ cosY < (x^-- c2< 33~J^,^ = g cosY(- Ra)'*
el, par suite,
— Ra> Ri-
Si le polynôme P a deux racines imaginaires, le mouvement du mobile est analogue à celui du second cas.
Nous avons supposé, dans ce qui précède, que la situation initiale du mobile était sur la nappe supérieure du cône ; si c'était Tinverse, nous prendrions la nappe inférieure comme positive, ce qui reviendrait simplement à changer le signe de g^ et nous étudierions le mouvement du mobile à l'aide d'une discussion analogue à la précédente.
Le mobile décrit un parallèle de la nappe inférieure si, la vitesse v^^ étant horizontale, on a
tandis que sur la nappe supérieure le point pouvait toujours décrire un parallèle, moyennant un choix convenable de (\,, il n'en est plus de même sur la nappe inférieure au-dessous
3 / , , 2 du parallèle II = i / — ^
38. Un point matériel non pesant^ assujetti à se mouvoir sur un cône de révolution, est sollicité par une force dirigée à chaque instant suivant la perpendiculaire abaissée du point mobile sur Vaxe du cône, et proportionnelle à la longueur de cette perpendiculaire , Trouver le mouvement de ce point.
On appliquera les formules au cas suivant : r angle que les génératrices du cône font a^ec Vaxe est de 3o", la vitesse initiale est perpendiculaire ù Vaxe.
(École Normale, juillet 1869.)
On pourrait procéder comme dans Texemple précédenl, OQ trouverait que les équations entre 11 et eu sont celles du mouvement d'un point attiré vers un centre par une lorce RjjL^ sin-v; la transformée de la trajectoire du mobile est donc une ellipse avant O pour centre. Nous allons traiter la question directement.
Les équations du mouvement sont
ilt
d'où
'2— rj = — 2/ (X
Vd/r=;x2(/.5_,.2),
' équation différentielle delà trajectoire projetée est
d'où
«2 -4- y/a* — 4 6*2 {x2 cos ['Ji ( H- a ) siu ^ ]
'^ courbe est fermée si siny est commensurable; elle se ^^duit à une circonférence et le mobile décrit un parai- 'èle si
a^-4c2p.2=o, (pj-f-{x2r;)2— 4|x2r>f,sin2Xsm2£ = o,
^^ désignant par )v l'angle de Vq avec l'axe du cône et par e ^ ^nglede la projection de t'o sur le plan xOy^ avec le rayon lecteur r; or le premier membre de l'équation de condition
25o DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE IV.
est supérieur à ( t'J — V^^^l )^» ^^^^ dans le cas où X ^ £ = -^ ; il faut donc, pour qu'il soit nul, que la vitesse Çq soit taï:i-
gente au parallèle et que l'on ait en outre — = [x^ro, ce
que l'on aurait pu écrire immédiatement.
On aurait facilement r et en fonction du temps, mais le mouvement révolutif du point est suffisamment défini par la connaissance de la trajectoire et le principe des aires projetées.
Dans le cas où la vitesse initiale est perpendiculaire à Taxe et l'angle y égal à .3o°, on a, en faisant passer l'axe polaire par la position initiale,
les rayons vecteurs de cette courbe sont les racines carré ^^ de ceux d^une ellipse rapportée à un foyer et à son x'^^ focal.
On trouve facilement pour les expressions de r et 6 ^^^ fonction du temps
JJL- \ " 2 ' " 2 /
tanff - = tane - — ;
la durée de la révolution est T = — •
39. On donne un cône de révolution et Von considè ^^^ le plan V perpendiculaire à Vaxe du cône et passa ^^^ par son sommet O. Un point matériel M non pesa^^^ est assujetti à se mouvoir sur le cône ; dans chacune ^^^ ses positions ce point est soumis à V action d'une forc^ perpendiculaire au plan P et proportionnelle à l^ jiième puissance de la distance z du mobile au plan.
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L'équation de la transformée de la trajectoire, après développement du cône, est l'ellipse rapportée à son centre et à ses axes
40. Etudier le mouvement d^un point matériel M, assujetti à se mouvoir sur un paraboloide de révolution, et attiré vers le foyer F de ce paraboloide par une force inversement proportionnelle au carré de la distance.
(Paris, juillet 1879, 1" question.)
Le paraboloide rapporté à son axe et au plan tangent au sommet a pour équation, en coordonnées cylindriques,
L'attraction et la réaction rencontrant l'axe des z^ on a
enfin l'équation des forces vives donne d'ailleurs
dt / dt^ r2 'i.z dt^
a -•- 9, 3 c2 dz'^
'laz ' iz \a'^z'^ d^'^ ^
Téqualion (3) devient donc, en posant v'^ r^ = A,
c(a-\-2z) dz
iz fa ^iaz\^^ |j.2-f- \(a-\-iz)\ — c''^[a -^ 'iz)
Celle quadrature, ainsi que celle qui donnerait le temps en fonction de z^ est facile à former, mais l'équation (4) se prête mieux à la discussion des circonstances que présente le mouvement. La quantité sous le radical égalée à zéro a ses deux racines z^ et Z2 réelles ; en effet, z = Zq'^ o rend nécessairement cette quantité positive, tandis que zéro la rend négative, donc o <<^i <I ^0 ; '^ signe de l'autre racine dépend de celui de A :
i"" A>>o, ;:2<;o. — Donc z est constamment supérieur k Zt, Le mobile s'en va à l'infini, en décrivant une spirale, soit dès l'origine du mouvement, soit après être
descendu jusqu'au parallèle Zi, suivant que (-7-) ^o.
2° A= o. — Même mouvement.
3" A << o. — Le trinôme sous le radical a ses deux racines, Zi et ^25 positives, entre lesquelles z est nécessairement compris; le mobile oscille entre les parallèles ^, Cl ^* 2 .
Pour que le mobile décrive un parallèle de la surface^ il faut que la vitesse initiale Vq soit normale à l'axe, et que l'on ail
— sina = -p— cosa:
rangle a de la tangente à la méridienne avec l'axe est donné par la formule langa =: — : la condition précédente peut donc s'écrire
a RI K^
Ces conditions équivalent à
^"^^ô^'o^-^ in ^
et il est facile de vérifier que ces valeurs de c- et A rendent égales les deux racines Zi et z^, ainsi qu'on pouvait le prévoir.
Trouver le mouvement d^ un point matériel pesant
assujetti à glisser sans frottement sur la sur/ace d^un
paraboloïde de révolution dont Vaxe est vertical et dont
la concavité est tournée vers le haut. On supposera la
vitesse initiale horizontale.
(École Normale, juillet 1872.)
On a les formules
d'oii
ou
dz^ 7.z{vl -- •}. jiT Zi) — ';• ,^z) — 'À z,i c
dt^ a -r- xz
a-h iz "^ \'ji.xr /
^devant rester compris entre Zq et ~^^=h, le mobile
•oscille entre les parallèles correspondants.
Pour que ces limites se confondent, il faut que Zo= h; dans ce cas, le mobile parcourra uniformément un parallèle de la surface avec la vitesse ^'2gZo; comme la longueur du parallèle est 27:^/2^^0? le temps de la révolution
^6ra 2114/ — ; il est le même pour tous les parallèles. Le
paraboloïde est la seule surface de révolution à axe ver- ^'cal, jouissant de cette propriété que la durée de la révolution d'un point matériel pesant qui décrit un parallèle ^st constante; en effet, la condition pour que le mobile décrive le parallèle /• est
— sina = ^cosa,
le temps de la révolution sera donc
iTzr /r ^
J = = air 4 / — tanea;
pour <*ju'il soit constant, il faut que
r dr '^ dz '
la méridienne est nécessairement parabolique.
L'équation différentielle de la trajectoire projetée sur xOy s'obtient en remplaçant dans l'équation (3) z par
cos2 u-\-h sin2 u ), on a
' z^:,li y/a-H 2^0 ^^s^ w -i- a/i sin- i£
d^) = ± du
a Zq cos2 u -\- h sin^ u
r oscillant entre s^^icizq et sj'iali, Tangle de deux rayon-' vecteurs maximum et minimum qui se suivent est supo*
rieur à -? comme dans le cas du pendule sphérique, cai c'est
TZ
h, C " \/a -h 'izq cos^ u H- 1 h si n'-' it .
— du
Zq cos"^ u -f- /i sin2 f/
^ IH tang2
et cette dernière intégrale est égale à -•
La réaction de la surface est donnée par la formule
dt^
v/jr*-H/*-r- a*
en différen liant l'équation (3), on obtietnt -^; substituant dans l'équation précédente et réduisant, on trouve
rr
N = — [a^-h'xa{zo-hh)-r-ihZyi].
yja^a -\- izf
Comme elle est toujours positive, il en résulte que le mobile appuie constamment sur le côté concave de la surface.
42. Un point matériel pesant est assujetti à se mou- ^'oir sur un paraboloïde de révolution, dont Vaxe est la "verticale Oz. Il est, en outre, soumis ci V attraction d^un (centre placé au foyer de la parabole méridienne. Cette (attraction est proportionnelle à la distance et telle que, ^i le point matériel était placé au sommet O^ elle serait ^gale au poids de ce point. On demande d^ étudier le Mouvement de ce point, en particulier dans le cas où ^l s^effectue dans un des plans méridiens de la surface.
(Paris, juillet 1873.)
On a les équations
r^ =z 1 az, r^ -r = c,
dt
^'■-vi=-ij^^KdK-iJgdz = \i.{i^i-K^)^ig{z,-zy,
or
d'où
ViLLiÉ. — Compositions. 17
on a d'ailleurs
~dt^ ~~ a{a-{- iz) ' si donc Ton pose
A " xavl -\- g[\azQ-^{a-^iz^y],
il vient
dz^' _ - - ;:zln-^'>.z )^— \afcz^--- Xz — c'^
le problème est ramené, comme le précédent, au\ fonctions elliptiques.
Pour obtenir les limites de g, étudions le polynôme du troisième degré
il a une racine négative et deux racines positives z^ et w^, séparées par >2o> car/(5o) est nécessairement négatif; il est d'ailleurs facile de le vérifier,
Le mobile oscille donc entre les parallèles z^ et .^2, avec
une vitesse azimutalc -r- inversement proportionnelle à
^, comme dans les exemples précédents.
Le cas où la vitesse initiale serait dirigée suivant la tangente au méridien et où le mobile ne sortirait pas de ce méridien se rapporte au mouvement sur une courbe; il se déduit des calculs précédents en y faisant c = o et, par suite, Z2 =^ o, Tautre racine
Si, j)ar exemple, \-n) > Oy z croît, le mobile atteint le
point ; = ;,, alors -^ = o, v^ = o; -^ change ensuite de signe, et le mobile se dirige avec une vitesse croissante
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vers le sommet de la parabole; au moment où il ratteinl, sa vitesse est maximum, et il oscille indéfiniment entre les deux points de la parabole qui ont Zi pour ordonnée.
43. Un point matériel pesant, assujetti à se mouvoir sur la surface d^un paraboloïde de révolution
z = =^> dont l axe est la verticale O z. est repoussé
par cet axe proportionnellement à la distance. Etudier le mouvement du point, sachant que la vitesse initiale
est horizontale et que -So = 7*
(Dijon, juillet 1880.)
Procédant comme dans les problèmes précédents, on arrive à
— = — î- — i'xz — a)\\
-r-r = —^ ('>'Z — a)[lZ -^
dl^ a -h xz \ a\ï.—
dr^ _ ojx — g r^{r^—a^) / avl
d^^ rtcj r^-t-a^ \ «(A — A"
Les circonstances du mouvement dépendent du signe de a\L — ff.
1" «[x — g^o. — Le mobile décrit une spirale en s'élevant jusqu'à Pinfini, avec une vitesse croissante, sur la surface du paraboloïde; la loi du mouvement est définie par le principe des aires projetées.
2" ay. — ^ = o. — Le mouvement est de même nature ([ue dans le cas précédent; les formules deviennent
dz^ __ vl{2z — a) dt* 2z-ha
dr^ _ r^{r^ — a*), elles sont intégrables, et la vitesse est constante.
26o DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE IV.
3** auL — g <C.o, — La trajectoire est une courbe festonnée, comprise entre le parallèle du point de départ et le
parallèle Zi = - , — ^ r: la vitesse va en décroissant
quand z croît. Enfin le mobile décrit un parallèle si
Il n'est pas nécessaire, dans le problème actuel, de calculer la réaction de la surface sur le mobile pour connaître le sens dans lequel elle agit; il y a, en effet, équilibre entre cette force, les forces extérieures et les forces d'inertie tangentielle et centrifuge, qui sont toutes extérieures à la surface ; la réaction est donc constamment dirigée vers l'axe.
44. On considère la surface de révolution engendrée par une hyperbole équilatère ayant une asymptote verticale et tournant autour de cette asymptote, 0^^ demande le mouvement d'un point pesant j assujetti ^^ demeurer sur Vune des deux nappes de cette surface.
(Paris, juillet 1877.)
On a les équations
rz = a2, /'S ^ = c, (;2 = p2 _^ ^^(^j^q—z) = b — igz,
^â /^^^ — '^cC^ gr -
dt
c dr \/a* -4- r'*
H ^br'^ — 2 a2 gr — c^
1° La position initiale du mobile est sur la nappe supérieure, Zq':> o, 6 > o; les racines du trinôme
br^ — la^gr — c^ =
sont l'une, ri, positive et l'autre négative, on doit avoir r^r^\ r croît jusqu'à l'infini, soit dès l'origine du mouve-
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ment, soit après avoir louché le parallèle Ti, suivant que
2® Le point se meut sur la nappe inférieure. Prenant alors la direction positive de Taxe des z dans le sens de la pesanteur, il suffira de changer le signe de g dans les formules précédentes, ce qui rend b susceptible de signe.
Si 6^0, le mouvement est le même que dans le cas précédent.
Si 6 <! o, le trinôme br^-\- ia^ gr — c- a ses deux racines Ti et ri positives et séparées par r = rQ^ qui rend nécessairement le trinôme positif. Le mobile oscille constamment entre les parallèles de rayons r^ et ro.
Dans ce dernier cas, le mobile décrit le parallèle Tq si les deux racines sont égales à Tq» ce qui exige
c'est-à-dire quand la vitesse Vq, étant horizontale, est celle qui serait due à la chute ^^o«
45. On considère la surface engendrée par une cycloïde ACB, tournant autour de sa base AB. Un point matériel M, non pesant, est assujetti à rester sur cette surface que l'on suppose parfaitement polie ; le point M est soumis à l'action d'une force perpendiculaire à AB, dirigée vers AB, et dont l'intensité est proportionnelle à la distance r du mobile à AB. Déterminer le mouvement et discuter les différents cas qui peuvent se présenter. Fixer les limites entre lesquelles r peut varier,
(Paris, juillet 188 1, i*^* question.)
Le mouvement est déterminé par les équations
(i) r2 ^ = c* = To t'o cos e,
(2) v^ =vl-^ \j.{rl — 7-2) = b^-— (AT-Z,
dans lesquelles e désigne l'angle de t'o avec la tangente au parallèle du point de départ, et b^ la quantité <^^-l- ;-«./;;.
Or, pour la cycloïde, on a -j^ = l/ > a étant 1er
rayon du cercle générateur, d'où
2 a dr^ c* , , ia— r dV^ ^2 «^
et enfin
dr _ v/( '}. a — /• )( — ;JL r* -^ b'^ r^ — cM "^ ryna
dz I
"^ yiar
=iz -I- = c2 sjia
dr r^{ia — r)(~ \x.r'*^ b^r'^— c'*)
Comme la quantité 2<7 — /■ est au moins égale à zéro,
le polynôme
doit être positif ou nul, ses racines en r- sont donc nécessairement réelles, positives et séparées par r^ ; vérifions-le directement
b'- — \ IXC'* = {^l-^ [Xrl )2 — 4 {J./'2 p2 cos2 Z
=- (^0 - J^'l )'-+- 4li./',2 i>l sin2s > o; tandis que P est négatif pour r^ nul et r^ suffisamment
grand.
La nature du mouvement dépend de la grandeur de la plus grande racine r^ de l'équation Pi=ro; suivant que r = 2a rendra P positif, nul ou négatif, c'est-à-dire selon
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que Ton aura
/', sera supérieur, égal ou inférieur à a a.
1° Fi <<; 2a. — Le mobile oscille entre les parallèles rt et r2 situés du même côté de Téquateur de la surface que le parallèle Tq. Il décrira ce parallèle si Ti = r2, ce qui exige £ = o et çl=z^rl\ ces conditions, auxquelles on peut être conduit directement, expriment que la force d'attraction et la force centrifuge sont égales et directement opposées : la réaction de la surface est alors nulle.
Toutefois, si le mobile est primitivement placé sur l'équateur, la condition z = o suffit pour qu'il décrive ce parallèle, seulement la réaction n'est plus nécessairement nulle, elle prend une valeur constante qui dépend de Tq.
2° r, z=2a. — Le mobile décrit une spirale asymplolîque à l'équateur, après avoir touché le parallèle ^2 si
\di) ^^' ^' n'arrive, en effet, à l'équateur qu'au bout d'un temps infini, car si l'on considère la fonction
elle devient - ^ et son produit
(•jta — /•) \J^{'ia -h r) ( r^ — r| )
par ia — r a, pour r = ia^ une valeur finie. Dans ce cas, le problème se ramène aux fonctions elliptiques.
Ce résultat était très probable; si, en effet, le mobile atteignait l'équateur au bout d'un temps fini, les composantes -F- et -r- de la vitesse devenant alors nulles, le dt dt '
mobile décrirait l'équateur avec la vitesse constante ; — > la vitesse, après avoir été fonction du temps, se réduirait à
une constante; de pareilles fonctions ne se présentent pas en Mécanique.
3° Ti > aa. — Le mobile oscille entre les deux parallèles de rayon r2 situés de part et d'autre de l'équateur.
Au moment où il passe à l'équateur --j- s'annule, parce que r est maximum, sa vitesse devient minimum, mais il franchit toujours l'équateur, parce que -r- n'est pas nul.
46. JEn un point O de la surface de la Terre, situé à la latitude X, on considère un plan poli P supposé vertical et perpendiculaire au plan méridien. Un mobile pesant assujetti à demeurer dans le plan P est lancé du point O avec une vitesse initiale donnée. Etudier le mouvement du mobile dans le plan P, en tenant compte de la rotation de la Terre. Calculer la réaction
du plan.
(Nancy, juillet i88o.)
L'élude du mouvement relatif d'un point se ramène à celle d'un mouvement absolu pourvu qu'aux forces réellement agissantes on ajoute : i° la force d'inertie d'entraînement ou réaction du point contre le mouvement qu'il tend à prendre avec le système de comparaison, en le regardant comme invariablement lié à ce système, dans la position qu'il occupe à l'instant considéré ; 2° la force centrifuge composée qui est égale et directement opposée au double produit de la masse du point par la vitesse de rotation de l'extrémité de la vitesse relative, issue de la rotation instantanée (o des axes mobiles et tournant autour de lui.
Dans le cas qui nous occupe, la vitesse angulaire cj est
constante et égale à =: 0,0000729; de plus, la force
composée étant nulle pour le repos relatif, la résultante de
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rallraction de la Terre et de la force d'inertie d'entraînement est la quantité que Ton appelle g^ et sa direction est celle du fil à plomb ou verticale apparente du lieu qui détermine également la latitude. Pour traiter les mouvements à la surface de la Terre comme des mouvements absolus, on n'a donc plus à s'inquiéter de la force d'inertie d'entraînement, mais simplement de la force centrifuge composée dont les composantes parallèles aux axes du système de comparaison ont pour expression
[ dz dy\ / dx dz\ / dy dx\
-\^Tt-''Tty -^y-^-PTty -^[Pdi-iTt)'
p^qelr étant les trois composantes de la rotation (o. Nous prendrons pour origine le point de départ, pour axe des X la tangente au méridien dirigée vers le pôle sud, pour axe des y la tangente au parallèle vers l'est et pour axe des z la verticale descendante (*); la partie positive de l'axe de rotation de la Terre étant dirigée vers le pôle sud, on a
les composantes de la force centrifuge composée sont donc
. ^ dy I ^ dz . . dx\ ^ dy
2tosinA-y-, 2a)|cosA-7 sinA -r- j» — 2 0) ces A -j-»
dt \ dt dt J ai
Les équations du mouvement d'un point sur lequel agit une force (X, Y, Z), rapportée à l'unité de masse, sont
(') Les axes ainsi choisis constituent le système direct, c'est-à-dire tel que la rotation positive autour de O-s ait lieu de x vers^. Les formules
u — qz — ry^ ç =z rx — pz, w — py — qx^
qui donnent les composantes de la \itesse du point {x,yfZ) dans la rotation {p,q,r), supposent ce choix d'axes; avec le système inverse elks devraient être changées de signe.
donc
d*z dy
Dans le problème proposé, les formules (i) deviennent,
i ,r . ^ dy
i\ -t- 2 0) sm A -4- =0, l dt
, . ^ d^y dz
(2) , __=2,,C0SX^,
d^z . dy
elles supposent, comme les précédentes, que le mouvement étudié est assez peu étendu pour que la direction de g et par suite la latitude puissent être regardées comme constantes; nous admettrons également que g est de grandeur constante, ce qui permet d'intégrer les équations (2)
dy
-7- = i'r-T- lOùZ COS A,
at
d'où, en posant 2ojcos)x = /?,
y — — '■ !- A Qosnt -t- B sin/?/:
rr
Y — COS 7it -h { -^ smntj
n n \ Il n- '
z — ■- -'- r H — - s>\ïint -^ ( -^ COS nf,
n n'^ n \ Ji iV- ;
N = — tangX[.^ -f- iw- sxxvnt -\- n\\- — f:)cosnt\
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Si, à cause de la petitesse de /?, on néglige son carré, ces formules deviennent, en développant sinnt et cosnf,
N = -- 2toiy sinÀ.
Le mobile dévie vers Test et sa chute est retardée. Si la vitesse initiale est nulle,
la courbe décrite est une parabole semi-cubique. Si l'on suppose la vitesse initiale dirigée de bas en haut
t^r = 0, V- = — Po,
le mobile atteint le point le plus élevé de sa trajectoire au lïout du temps
Il — — y ^i — — fl ,
^t V redevient nul pour / = — -; la valeur de y est alors
itiivl cosX t ^ , /8 A^ r = — -î — -^— =— ^^(si cos A 1 / :
'e mobile tombe à Touest du point de départ à une distance égale à quatre fois Técart vers l'est que le point aurait eu en tombant en chute libre de la hauteur maximum du jet.
CHAPITRE V
47. Etant donnés trois axes rectangulaires et une portion de droite matérielle homogène, dont une extrémité est à V origine et dont la longueur et la position par rapport aux axes sont données :
1° Déterminer V équation de V ellipsoïde central de cette droite par rapport à V origine;
2° Déterminer la longueur du pendule simple iso~
chrone au pendule composé qui serait formé par cette
droite matérielle oscillant autour de sa projection sur
le plan des xy .
(Lille, juillet i865.)
L'équation générale de l'ellipsoïde d'inertie d'un corps par rapport à Porigine est
— lyz 2 myz — izx^nxzx — 'ixy^ mxy ;
or, si l'on désigne par / la longueur de la droite donnée A et par a, j3, y ses angles avec les axes, on a
/2(cOS2 3-{-COS2y)û?/= _(cOS2J3-|-COS2y),
/2 cos p cos ^(dl = — cos 3 cos Y ;
l'équation de rellipsoïde est donc
— = ^^^(cos^^H- cos2y)^-J*(cos»y -h cos»a)-+-;;î(cos*a -4- cos*[ii)
— ^yz cos^ cosy — a^sar cosy cosa — 2Ty cosa cos^
ou
— = x^-^y^-h z^ — (xcosoL-^y cosp -h -3 cos^ )2
= r2 — r^ cos*(r, A) = r* sin2(r, A),
r étant la distance à Torigine d'un point quelconque de rellipsoïde. Cette surface est un cylindre circulaire droit,
ayant la droite donnée pour axe et {/t; pour rayon.
La longueur L du pendule simple isochrone est, si l'on représente par a la distance du centre de gravité de la droite de masse / à l'axe d'oscillation
or
/' a = -j Icosy, Ia = £»i^2 = cos'Y)
d'où
L = f / cosy.
48. Les axes OX, OY, OZ étant invariablement liés à un corps solide et Vaxe OZ étant fixe dans V espace, on donne par rapport à ces axes les coordonnées Xi, y i du centre de gravité du solide et les valeurs D, E des sommes ^myz^ ^mxz.
Le solide étant supposé tourner autour de OZ avec une vitesse angulaire (o, sans être sollicité par aucune force extérieure, on demande :
i^ De trouver quelle relation il doit y avoir entre les données D, E, X\ et y^^ pour que les pressions exercées sur Vaxe aient une résultante unique;
2° De calculer, quand cette relation est satisfaite, la valeur de la pression résultante ;
3® De former, par rapport aux axes mobiles OX,
OY, OZ, les équations de la droite suivant laquelle elle
est dirigée.
(Paris, août 1872.)
Soient
M la masse du corps;
X, Y les composantes de la réaction d'un point A de Taxe
situé à la distance J^ de Torigine; X', Y' celles d'un second point A'; Z la réaction de Taxe dans le sens longitudinal.
Vppliquant au système le principe de d'Alembert et remarquant que toutes les forces d'inertie sont centrifuges,
puisque, en l'absence de force extérieure -j- = o, on a
les cinq équations
\ -t-X'-4- i'\U'ito2= c, Y-1- Y'-T-Mjito2 ^o, Z = 0,
qui déterminent les réactions de Taxe.
i"" La condition générale pour qu'un groupe de forces cp, qui ne se réduit pas à un couple, ait une résultante unique est
or
V cp^. = X -^ X' = — M X^ 0)2,
vcp,, = Y-^Y'=:-M7,co^ 2çp- = o; vOllL^cp =._YC — Y'C = Da)2,
:î:orL^cp ^xî-hX'ç'= — Ew2,
la condition cherchée est donc
— MDa^i o)*-!- ME vi to'^ — <>,
2'' La pression résultante est
elle est égaie et de sens contraire à la force d'inertie qui serait due à la rotation du centre de gravité auquel on aurait condensé toute la masse du corps.
3° Des équations
P, = o, Orc-P = o,
on déduit que cette force est parallèle au plan XOY el qu'elle rencontre OZ, ce qui était évident; sa projection sur XOY a donc pour équation
enfin son ordonnée z doit satisfaire à la fois aux deux équations
ce qui donne pour z
M71 M xi
valeur unique en vertu de Téquation de condition (i).
49. Une plaque pesante y homogène, infiniment mince, d^ égale épaisseur et dont la for me est celle d^ un triangle rectangle, peut tourner dans un plan vertical autour dhin axe perpendiculaire à ce plan et passant par le sommet de l'angle droit. Déterminer :
1® U angle que fait Vun des côtés de V angle droit avec V horizontale située dans le plan d^ oscillation de la plaque quand la plaque est en équilibre;
2° L^ amplitude des oscillations que la planque exécute lorsqu^on V abandonne à son poids après avoir amené le côté considéré dans une position horizontale.
(Toulouse, novembre 1880.)
Le centre de gravité G du triangle étant sur la médiane AI {fig^ 19) et le triangle AIB étant isoscèle, le côté AC
fait, avec riiorizontale AH, un angle égal à B; Tamplitude des oscillations sera 2B ou 7: -[- 2B, suivant que Ton aura amené AC ou AB à coïncider avec AH pour abandonner ensuite le triangle à son poids sans vitesse initiale.
Pour calculer le moment d'inertie I^ du triangle relativement à Taxe d'oscillation, nous prendrons la médiane AI pour axe des x et une parallèle à l'hypoténuse pour axe des y\ soit 9 l'angle des axes, on a
Ia = / / (a72-f- j^a.^. 2a:jcosO) sinO ^J7c{^
= sinO / dx j {x^-hy^-\- 2xycos^) dy
= — sinO = —r- 24 6
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La longueur L du pendule simple synchrone est
50. Un rectangle matériel homogène de niasse M et de côtés a et b est mobile autour de Cun de ses côtés by lequel fait avec la verticale un angle a ; ce rectangle, immobile sous V action de la pesanteur, vient à être choqué par un point matériel de masse m qui le rencontre normalement avec une vitesse donnée v^ en un point situé à une distance l de Vaxe de rotation, et se réunit à lui après V avoir choqué. Déterminer : i" le mouvement initial du rectangle; 2° le mouvement ult(''
rieur,
(Lille, novembre 1868.)
Le théorème des moments des quantités de mouvement et des impuisions des forces extérieures appliqué à la période de choc donne, en appelant Wq la vitesse angulaire du système à la lin de cette période,
a)o(/n/*-h Smr^) — mvi = o,
mvl
Wn =
Le mouvement ultérieur est celui d'un pendule simple de longueur
(m/ -^ i Ma) sina
51. Étudier le mouvement d'un disque circulaire homogène pesant de masse M et de rayon a, situé dans un plan vertical et assujetti à glisser sans frottement sur une circonférence de cercle fixe de rayon R > 2 a
ViLLiÉ. — Compositions. 18
274 DEUXIÈME PARTIE. — CUAPITRE V.
située dans ce plan. Calculer la pression normale du disque mobile sur la circonférence,
(Paris, juillet i883, i" question.)
Si l'on prend pour origine le centre de la circonférence et pour axe des^ la verticale descendante, que Ton désigne par N la réaction de la circonférence sur le disque, comptée dans le sens du rayon, et par r la quantité R d= a, suivant que le disque est extérieur ou intérieur à la circonférence, le mouvement du centre de gravité ou centre du disque est donné par les équations
ce sont les équations du mouvement d'un pendule simple de longueur r.
La réaction est donnée par l'équation
la pression du disque mobile sur la circonférence est donc
Quant au mouvement du disque relativement à des axes en translation avec son centre de gravité, c'est celui d'un corps solide qui tourne autour d'un axe fixe et qui n'est soumis qu'à l'action de forces rencontrant cet axe ; il s'effectue donc avec une vitesse angulaire constante o). On peut encore rechercher quelle est la vitesse de glissement du disque sur la circonférence ; elle est représentée par la vitesse absolue du point de contact qui est la résultante de sa vitesse d'entraînement ou vitesse v du centre du disque
et de sa vitesse relative dbato; elle a donc pour expression, en la comptant dans le sens direct,
le signe du premier terme dépend du sens de l'oscillation et celai du second de la position extérieure ou intérieure du disque mobile relativement au cercle fixe.
52. Déterminer le mouvement d'un corps solide pensant dont les molécules sont sollicitées vers un point fixe O par des forces proportionnelles à leurs masses et à la
distance au point fixe.
(Paris, novembre 1872.)
Je prends le point O pour origine et une verticale pour axe des z\ soient Xy y^ z les coordonnées du centre de gravité du solide, les attractions de O sur les divers points ont une résultante passant par le centre de gravité, puisque ses composantes sont — \k^mXy — ^^i^iy, — ^^mz. On a pour le mouvement du centre de gravité
or, si l'on transporte Torigine au point z = -^, ces équa-
tions deviennent celles du mouvement d'un point attiré par l'origine proportionnellement à la distance. Le mouvement en projection sur chaque axe est un mouvement oscillatoire connu. La trajectoire est une ellipse ayant pour centre la nouvelle origine et dont le plan passe par la vitesse initiale du centre de gravité. Quant au solide, il tourne autour de son centre de gravité comme autour d'un point fixe et sans forces extérieures.
53- On considère deux points matériels non pesants, de masses m et m\ assujettis à se mouvoir sans frotte-
ment dans deux plans différents, mais parallèles y et maintenus à une distance invariable Vun de Vautre par une tige dont on néglige la masse. Ces deux points sont soumis uniquement à V action d'un centre fixe qui les attire proportionnellement à leur masse et à leur distance. On demande le mouvement du centre de gravité des deux points et le mouvement de ces points rapporté à leur centre de gravité. On indiquera pour quelles conditions initiales le mouvement des deux points sera le même que sHls n'étaient pas reliés l'un à C autre par la tige solide.
(École Normale, juillet 1878.)
On reconnaît immédiatement que le centre de gravité décrit une ellipse dont le centre est sur la normale aux__ plans fixes menée par le point attirant.
Le mouvement relatif du système des deux points est celui d'un solide assujetti à tourner autour d'un axe fixe, normal aux plans donnés, et qui est soumis aux réactions des deux plans ; ces deux forces étant parallèles à l'axe de rotation, le mouvement angulaire est uniforme. Soit to cette vitesse angulaire, les formules qui donnent le mouvement du centre de gravité et celui des deux points sont, en prenant l'axe des x parallèle à la projection de la position initiale de la tige sur les plans donnés,
X = a cos [x^ -h a' sin [x#, Y = 6 cos (JL ^ -j- 6' sin |x ^ ;
37 = X -+- r cos 0) ^, ^ = Y-H rsino)^, x =1L — r'coso)/, j^'=Y — r'sinto^;
dans lesquelles r et r' désignent les rayons des circonférences décrites par les points m et ml dans leurs mouvements relatifs. Pour que ces points se meuvent comme
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s'ils étaient indépendants, il est nécessaire et suffisant que l'on ait (1) = [JL.
54. Une sphère homogène est posée sans vitesse sur un plan horizontal; trouver le mouvement de cette sphère, en supposant tous les éléments qui la composent attirés proportionnellement à la distance par un point fixe O du plan. L'adhérence de la sphère au plan horizontal est supposée telle qu'elle ne puisse que rouler sans glisser.
Les données sont le rayon R de la sphère, la distance a du point de contact initial au point O et V attraction [JL- que ce dernier point exerce sur V unité de
masse à l'unité de distance.
(École Normale, juillet 1873.)
Le centre de la sphère décrit rhorizoatale qui passe par sa position initiale et coupe la verticale du point O, tandis que le mouvement relatif de la sphère est un mouvement de rotation autour d'une horizontale perpendiculaire à la première. Si F est la force de frottement, le mouvement du centre de gravité est donné par l'équation
or l'accélération angulaire de la rotation relative est donnée
par la formule
dt^ I
I étant le moment d'inertie de la sphère autour d'un diamètre; d'où
F- 1 ^ - JL ^ - 2 ^
et enfin
~dt^
+ 1 [jL2a? = o;
X = a cos
c'est l'équalion du mouvement rectiligne d'un point attiré par l'origine avec la force | [a- j;, le mouvement est oscillatoire,
r\ ijr / ^
et la durée d'une oscillation T = — I/t*
Reprenons la même question en supposant le centre de gravité animé d'une vitesse initiale. (De Saint-Germain, Recueil d^ exercices sur la Mécanique rationnelle.)
Au point de contact de la sphère et du plan, la sphère éprouve une réaction dont les composantes sont X, Y, Z; on a, pour le mouvement du centre rapporté à des axes rectangulaires passant en O, l'axe O^ étant vertical,
1 ni-j— =— m\j.^x-{-\,
V o = 771 {Jl2 R h- 77lg Z .
Pour étudier le mouvement de la sphère autour de son centre C, nous mènerons par ce point des axes parallèles aux axes fixes; soient /?, q, r les composantes de la rotation autour de ces axes : le théorème des moments des quantités de mouvement par rapport à ces axes, en remarquant qu'ils sont constamment axes principaux de la sphère et que les moments de la résultante des forces attractives et de celle des forces d'inertie d'entraînement sont nuls, donne trois nouvelles équations
(.) |mR^g = RY, |„.R=g=-RX, J = o.
Il faut encore deux équations pour pouvoir déterminer nos inconnues x, jk, X, Y, Z, /?, q^ r; on les obtient en écrivant que la vitesse du point de contact B est nulle ; ses
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projections sur Ox et O k sont les sommes des projections de la vitesse d'entraînement et de la vitesse relative
Ces équations permettent de remplacer les deux premières du système (2) par les suivantes :
éliminant X et Y entre ces équations et les deux premières du groupe (i), il vient
Ce système connu montre que le point C décrit une ellipse dont le centre est sur O^; comptons le temps à partir du passage à l'un des sommets, et supposons qu'alors ^ = 0, x = c, i' = A, les intégrales du mouvement seront
Les équations (3) donnent
/? = — - cos
/i,, ,.-^^^si„^,,;
quant à r, c'est une constante. Il résulte de ces formules que, si l'on mène par l'origine une droite qui, à chaque instant, représente en grandeur et en direction l'axe de la rotation instantanée, le lieu des extrémités de cette droite sera une ellipse horizontale.
Les équations (4) et (5) nous donnent les composantes horizontales de la réaction du plan
X = Y (x2 mx, Y = f (x* my,
La résultante de ces deux forces est dirigée suivant OB
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et égale à y [x^mOB; pour que le mouvement ait lieu sans glissement, comme on l'a supposé, il faut qu'elle soit inférieure à Z mullipliée par le coefficient de frottement
?lxîOB</(^-HHL»R).
oo. Déterminer le mouv^ement d'une baguette rectiligne pesante homogène, dont les extrémités sont assujetties à glisser sans frottement Vune sur une droite horizontale Ojc, l'autre sur une droite verticale Oy.
On calculera les pressions exercées par la baguette
sur les deux droites.
(Paris, août 1871.)
Le mouvement de la tige sera défini par l'angle variable 6 qu'elle fait avec la verticale; le principe des forces vives fournira une équation diff^érentîelle du premier ordre, propre à déterminer cette unique inconnue.
Soient
M la masse de la tige;
/ sa longueur;
V la vitesse de l'un de ses points dont la masse est m et dont les coordonnées, rapportées aux deux droites fixes, sont désignées par x etjK^
/• la distance du point m à l'extrémité de la droite qui s'appuie sur Oj^;
Xi, y^ les coordonnées du centre de gravité;
a sa distance à la même extrémité.
On a S mp2 = c — 2 2 mgy = c — x M gy^ = c — 1 Mga cos6.
On a d'ailleurs
.r = /'sin6, y = {l — /')cos6,
^' ~ ~/7» ~ dt^ '
donc
dt^
2/n[r'H-(/* — 2//')sin*6] = c — aM^acosô.
a = -» 2 mr^ = 1 r^ dr = -^r- 2 .L 3
Cette équation, qui s'applique quelles que soient les lois de répartition de densité et d'épaisseur de la droite, se simplifie notablement si Ton suppose la barre homogène et d'épaisseur constante. La masse m de chaque élément peut alors être représentée par sa longueur dr et la masse M par /; on a
2m(/»— 2/r)sin*e = sinsô Ç {l^—ilr)dr=o.
L'équation du mouvement se réduit donc à
elle coïncide avec celle qui déterminerait les oscillations d'un pendule simple de longueur | /.
Pour calculer la pression horizontale P^ sur O^ et la pression verticale P2 sur Ojc, posons les équations du mouvement du centre de gravité
d'où
-, Ml/ .d^^ . .^/On
P,= M^--(^smô^-i-cose^-j;
or, en dérivant l'équation du mouvement de la tige, on a
il d^^
— er «in H •
substituant dans les valeurs de P| et P2, on arrive finalement à
P, = f M sine(3^ cose — 2c),
P, = Mi: -t-f Mcose(3^cose — 2c),
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56. Un cylindre de rayon r et de moment d'inertie 1 par rapport à son axe, est mobile autour de cet axe supposé fixe et horizontal. Sur ce cylindre s'enroule un fil sans ma^sCy supportant à ses deux bouts deux poids cylindriques de même diamètre, mais de masses inégales m et m!. Ces deux poids éprouvent de la part de l'air une même résistance olv^, proportionnelle au carré de leur vitesse commune v. Trouver le mouvement de ce système, en négligeant le frottement du cylindre contre l'air et contre ses appuis.
Examiner le cas particulier où les masses m et m' seraient égales et où le cylindre serait animé, à Vorigine du temps, d^une vitesse de rotation donnée too-
(Paris, novembre 1869.)
Diverses méthodes peuvent être employées pour l'étude du mouvement d'un système à liaisons :
I® On applique les équations générales du mouvement à chacune des parties du système considéré, ce qui implique l'introduction des forces de liaison que Ton élimine ensuite ;
2° L'emploi des théorèmes généraux de la Dynamique qui n'introduisent pas les liaisons et sont applicables au
système considéré, peut souvent fournir un nombre suffisant d'équations pour déterminer le mouvement de ce système.
3° La méthode de Lagrange a, sur les précédentes^ les avantages suivants : elle n'introduit pas les liaisons comme la première méthode, et elle conduit toujours, par des moyens purement analytiques, au résultat que Ton cherche, mais elle donne des équations différentielles du second ordre; c'est pourquoi on lui préfère quelquefois la seconde méthode, qui fournit généralement les intégrales premières du mouvement.
4" Une autre méthode, dont celle de Lagrange n'est au fond que la traduction analytique, est basée sur l'application simultanée du principe de d'Alembert et de celui des vitesses virtuelles. On écrit que, pour tout mouvement élémentaire compatible avec les liaisons telles qu'elles existent à l'instant considéré, la somme des travaux virtuels des forces extérieures et intérieures (non compris les forces de liaison dont le travail dans ce déplacement est nul) et des forces d'inertie est nulle.
Nous emploierons toujours cette méthode pour les systèmes à liaisons complètes; elle revient alors à poser que, pour un déplacement élémentaire ou fini, mais réel du système, le demi-accroissement de force vive est égal à la somme des travaux des forces réellement agissantes, quand les liaisons sont indépendantes du temps; cette condition est indispensable pour que le théorème du travail ainsi conçu soit applicable à un système à liaisons; on sait, en efiet, que le mouvement réel ne doit être considéré comme étant compatible avec les liaisons supposées immuables que quand le temps ne figure pas explicitement dans les équations de liaison.
Nous appliquerons cette dernière méthode au problème qui nous occupe. Soient m > ni! ^ x et j;'les distances Om,
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0' m! (Jlg* 20) comptées dans le sens de la pesanteur; Vo la vitesse initiale de m que nous supposerons d'abord
FiîT. ao.
rny
OlV
positive ou nulle; le mouvement aura lieu dans le sens indiqué, le travail de la pesanteur appliquée à la poulie seia nul, son centre de gravité étant sur l'axe de rotation, enfin celui de la force d'inertie de la poulie aura pour valeur absolue
d'où l'équation
dt^ dt^ r^ dt '
\mg — 7,v^ — m -^\ ox Or de la relation
on déduit
X -h x'-hTzr = l
^x' = — ^Xf v' = — v\
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réquatlon du travail virtuel devient donc
mg — m g — aap*— ( /n4- m H — -\ -7- =0.
11 est aisé de reconnaître que, si Vq<^Oj le mouvement aurait lieu d'abord en sens inverse et que pour cette période du mouvement il suffirait, dans Féquation qui précède, de changer le signe de a. Si l'on pose, pour simplifier,
K^ = > (jr = r- j
l'équation du mouvement prend la forme
suivant que Vq^o; c'est l'équation du mouvement rectiligne d'un point soumis à une force constante G, dans un milieu
dont la résistance par unité de masse est -j^^* Soit d'abord (^o>o, on a
iGdt = 7. —. = Kdi>( h ^ ),
2G(t-h to) = K log ^-t-î^ = 2GT,
GT _GT
*^ ~~ "^ GT GT'
K2 [91 _ÇI
si i'y—o, ^0=0, T=:^,
G = -7q- loffl-f-arQ.
Dans le cas où la vitesse initiale est dirigée en sens con-
traire de la pesanteur, si ron compte les espaces parcourus dans le sens du mouvement, on a la formule
d'où Ton tire
V vq Gt
arc tang ^ — arc tang ^ =^ — "j^ >
„ G/ Gf ^ . Gt Vq—K tang -=T- Vq cos -z-, K sin -r|^
*^ = ^ g7 - "^ Z Gl 7~Gt
rr- K COS -zr- 4- i'o SIIl -rr"
IV K. K
K -+- i'o ^^^S ir ^ cos -^ 4- i'o sin -jr-
jr Gt . Gt
K» K cos ^ -h i'o sin -^
Le mouvement change de sens quand ^ s'annule, alors
ti = jT arc tang tt et comme, en général,
^=ÎG^^^K^' la hauteur correspondant k i>= o est
Enfin, si m = m', la formule du mouvement est
dç 9. a
dt , I
=A^, a? = -r log(n- Ai'o<)^-^o• i' i'o A °
57. Une droite homogène A A' de masse m' et de longueur 2 a est assujettie à tourner autour d'un axe vertical auquel elle est perpendiculaire et qui passe par son milieu O. Un point mobile M de masse m, assujetti à rester sur cette droite , est attiré par le point O pro-
portionnellement à sa distance à ce point. On donne la vitesse angulaire initiale cOq de la droite, la position initiale du point M sur la droite et sa vitesse initiale relative. Trouver le mouvement du système.
On appliquera les formules au cas où le point M est placé d'abord à l'extrémité A de la droite sans vitesse
relative. On supposera, en outre, m' = — et le coe/Ji-
cient d'attraction f= 4^o'
(École Normale, juillet 1870.)
Nous mettrons le problème en équation en employant successivement les quatre méthodes précédemment indiquées :
i^ Introduction des forces de liaison, — Soit N l'action de la tige sur le point M, comptée dans le sens de la rotation positive; les équations du mouvement du point M
sont
m —r— = — fmx - IV — >
d^y V. TVT ^
d'où, en éliminant N,
Or, de
X dx -\-y dy — r dr
on tire, par différentiation,
xd'^x-^yd^y = dr^ -i- r d^ r — ds^ = rd^r — r^ d^^,
ce qui donne l'équation différentielle de la trajectoire du point M
La tige est un corps solide tournant autour d'un axe fixe et
soumîs à la force — N : son mouvement angulaire est donc déterminé par l'équation
dt^
_ — Nr_ m/ d^y d^x\
~~r~ '~~T\''dti^^~di^r
le moment d'inertie I de la tige par rapport à l'axe de rotation est
l'équation du mouvement de la tige, intégrée une première fois, donne
rfô ^m X dv — V dx . 3m ^ d^ .
dt m'a^ dt m! a'^ dt
ou
(2) ^(w'a2-4-3mr2) = X:î=Wo(3/?îrJ-t-/n'aî),
équation d'un mouvement révolutif dans lequel la vitesse angulaire décroît quand r croît. Quant au mouvement relatif du point M sur la tige, il est déterminé par l'équa-
tion que l'on obtient en éliminant -r. entre (i) et (2) /qx d^r r^* - _
qui se ramène aisément au premier ordre
2® Théorèmes généraux de la Dynamique. — Aucune force extérieure autre que la réaction de l'axe de rotation de la lige et celle du plan horizontal n'agissant sur le système considéré, le théorème des aires projetées sur le plan horizontal est applicable, puisque^ ces forces ont des
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moments nuls autour de Taxe de rotation; il donne .
/7ïr* -r- -H I j- = const. :
cit ai
c'est IVquation (a).
Le principe des forces vives fournit l'équation
mv^-\- -7-j I = — 2 I fmrdr-\- const. = — fmr^-+-c^my
qui conduit à l'équation (4).
3® Equations de Lagrange. — Formons la demiforce vive T du système et le travail virtuel SU des forces tant extérieures qu'intérieures, non compris les liaisons, pour un déplacement compatible avec ces liaisons
-H-fôy-Ksn-KS)"'
= - mr * -H —
Su = — fmr or = R 8r,
d'où
<iT ^, dT ,
dr dr
dT dT .,/ , m'a^
et enfin, en appliquant les formules de Lagrange,
~ reYmr2H- ^^)1 = o, e'(3mr2-+- m'a2) = /^
qui ne sont autres que les équations (2) et (3).
4° Le principe de d'Alembert, joint à celui des vitesses
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virtuelles, fournit l'équation générale
2[ (^ - '" rfï) ^^ ^ ^ - "' î?) ^^' ^ ^' - "' S^) '''] = "•
dans laquelle X, Y, Z sont les composantes parallèles aux axes de la résultante des forces réellement agissantes (abstraction faite des forces produites par les liaisons) pour le point du système de masse m, et Zx, ùy^ ùz les composantes d'un déplacement virtuel de ce point, compatible avec les liaisons.
Si, dans le problème actuel, on désigne par x! et j^' les coordonnées d'un point quelconque, de masse dm\ de la tige, Téquation précédente prend la forme
Or, en vertu des liaisons,
Ix — 8(r cos6) = - or — y oô,
87 = 8(rsinO) = ^8r-4-a7 80, 8:p' = — /8e, 8/ = x'8Ô;
d'où, en égalant séparément à zéro les coefficients des variations arbitraires 8r et S9,
fm ■■ — -H m ( -7-- — h -rfr — ) = o,
le première nous a fourni l'équation (i), et la seconde, en l'intégrant une fois, donne l'équation (2).
Revenons à l'étude du mouvement relatif du point M,
défini par Téquation (4), qui conduit à une inlégrale abélienne*, on doit toujours avoir
fr% -4- r»î "^ o
•^ 3m(3mr»-i-m'a2) -^^
OU
9 /m* r^ H- 3 m/** {fm' a* — 3 mc^ ) 4- A:* — 3 m/n' a* c' < o,
ce qui exige que les racines en r^ de ce trinôme égalé à zéro ne soient ni imaginaires, ni toutes deux négatives : l'une d'elles au moins est donc positive; soient rj et r\ ces racines et rj > r^, on reconnaît aisément que le point m oscille entre r^ et r^ si ^2 est réel, ou, s'il est imaginaire, entre ± r^. Il est clair que si r^ > a, le mobile s'arrêterait à l'extrémité de la tige dont le mouvement angulaire deviendrait uniforme à partir de cet instant. Enfin, quand ^2 = 0, r pourra croître jusqu'à r« et diminuer ensuite jusqu'à zéro; mais il n'y arrivera qu'après un temps infini,
parce que dt contient - en facteur, ce qui rend infinie l'intégrale qui a zéro pour limite; la courbe décrite est alors une spirale asymptote au pôle.
Appliquant les formules au cas particulier de l'énoncé,
on trouve
A2 = l m «2 wo, c2 = ^^ a2 o)^
et, pour l'équation qui détermine r^ et To,
l'une des racines r^ = a, ainsi qu'on pouvait le prévoir, et l'autre ^2 = — -p*
58. Un prisme de masse donnée M repose^ par une surface plane, sur un plan horizontal, sur lequel il peut glisser sans frottement; dans ce prisme, on a creusé
un cylindre ayant ses génératrices horizontales ; un point matériel pesant de masse donnée m glisse sans frottement sur la section médiane de ce cylindre. On suppose que les vitesses initiales du prisme et du point matériel sont nulles. Trouver le mouvement de ce système.
On appliquera les formules au cas où la section droite du prisme est une cycloïde à base horizontale, convexe vers le bas, et Von supposera que le point m a été placé au commencement^ au point le plus élevé de la cycloïde. On effectuera le calcul en supposant que la masse m est très petite par rapport à M. et négligeant
les puissances du rapport -^ supérieures à la première,
(Paris, novembre 187 1.)
Nous rapporterons la position relative du point m k un système d'axes, Tun Ox horizontal, Taulre Oy dans le sens de la verticale, Torigine O étant le point de départ; les coordonnées relatives de ce point sont liées par l'équalion du canal f{x^ y) = o. Soit d'ailleurs x^ le déplacement du point O du prisme au bout du temps t, les coordonnées absolues de m sont x -\- x^ et^, et celles du centre de gravité du prisme ^r^ + Xq et Yq.
Cela posé, le système du prisme et du point m n'est soumis qu'à des forces verticales et, comme les vitesses initiales sont nulles, le centre de gravité doit rester sur une verticale, ce qui donne
^ const. =
ou
(1) Mxx->r m{x -{- Xi)=0.
Le théorème des forces vives fournira la seconde équation nécessaire pour la détermination des deux seules in-
connues x et x^ du problème
fil* remplaçant dans cette équation --—- par sa valeur obtenue
en différentiant Téquation (i), on a une relation différentielle entre x^ y et t^
IVl dx'^ dy^ __ ^^^ M-\-m'dF'^ dt^ ~'^^^'
Quand la section est cycloïdale, on peut écrire X = a(u — sinu)j y = a{i — cosm); et, si Ton pose m = Me, l'équation (2) devient
■^-j--^(i — cosa)2H- sin2a I -^ = 2^(1— cosm), d'où
(3) dti/ ^ =zhdui/ i sin2|M.
On est conduit à effectuer une intégrale elliptique de seconde espèce; mais la forme de l'équation montre que u qui croît d'abord ira jusqu'à 2 7t; comme il ne peut dépasser cette limite si le canal est formé d'une seule branche de cjcloïde, u décroîtra ensuite jusqu'à zéro; la durée de ces oscillations est d'ailleurs constante.
Les coordonnées absolues de m sont
a? -h a?! = ^ I \x= ( w — sin a), j = a(i — cos a);
la trajectoire absolue se déduit de la cycloïde donnée en réduisant les abscisses dans le rapport de 1 à i -{- s. Le prisme a un mouvement oscillatoire en arrière, avec une
amplitude égale à -
iTzaz
La pression exercée par m sur le prisme s'obtienl en écrivant que c'est elle qui produit le mouvement horizontal du prisme. Comme elle fait avec la partie positive de l'axe des x l'angle tc — ^ w, on aura
, _ ^, d'^xx ni (Px
— N cos J a = M -^-r- — =— -
ma r, . d^u rfa'l
mais l'équation (3) peut s'écrire
1 du'^
rr
H-£ dt* a(n-£cos*^w)
a d^u _ gt sin j u cos -J- u H- £ dt^ ~ a(i-h £COs' J a)'*
Substituant dans N et réduisant, on trouve une valeur essentiellement positive
,,^ -. 2 -f- £ -+- £ cos' 1 a . I
(4) ^ = mg- ; s\n- u-
^ ^ ° (H- £ cos'-J- a)2 2
Quand on néglige le carré de e, l'équation (3) devient intégrable,
dti/^ = duii — ^tsin^^u),
(5) ti/^ =u—---^-sinu.
Le temps d'une demi-oscillation est au ( i — yj l/ — •
Appliquant la série de Lagrange à l'équation (5), on a, avec la même approximation que précédemment,
(6) „=(.+ î),^|_|sinyf.
On peut regarder cette équation comme exprimant la loi du mouvement.
59. Étant donnés un cône circulaire droit dont Vaxe est vertical et dirigé de bas en haut, et une poulie homogène, de masse et de rayon connus, située dans un plan méridien du cône et tournant autour dUin axe perpendiculaire à ce plan, un fil flexible et inextensible est enroulé sur la poulie; un des brins du fil passe dans une ouverture infiniment petite pratiquée au sommet du cône et à son extrémité est attaché un point pesant de masse m assujetti à glisser sans frottement sur la surface du cône; Vautre brin descend suivant la verticale et porte à son extrémité un point pesant de masse m'. Trouver le mouvement de ce système en supposant que la vitesse initiale du point m soit horizon-^ taie et celle du point m' nulle.
On néglige le poids du fil.
(École Normale, juillet 1872.)
Soient {fig, 21)
Fig. 21.
rri^
a le demi-angle au sommet du cône; r la distance Om;
9 Tangle dont a tourné le plan méridien qui contient celle droite;
DYNAMIQl'E DES SYSTÈMES. 297
[x la masse de la poulie ;
a son rayon ;
1 son moment d'inertie autour de son axe.
L'application des équations de Lagrange conduit aux formules
-, ,dr^ [dr^ ,6^02 . \ dt^ ,
ou, en remarquant que
(ji _ [xa^
f p^2TZ?dp -^—r
et posant m + /7i'+ -=M,
dr^ db^
Su = ^(/ncosa — m') 8r = gmi 8r; — =/nr>0 sin^a, -^=0, 6 = 0,
2p=Mr', ^ = mrÔ'»sin2a, R = ^m.
On en déduit
d dT
dt d^' ~ ^
ou
(i) r2 — sm^a = const. = Tof'o sina,
équation à laquelle on aurait été conduit immédiatement en remarquant que, les trois forces auxquelles est soumis le point m, la pesanteur, la réaction du cône et la traction du fil étant dans le plan méridien, le théorème des aires est applicable au mouvement de la projection de m sur un plan horizontal.
On a encore
ou, en intégrant après avoir éliminé -j->
(3) M ^ H -^ — 2^/?iir = const. = mt;J— a^miTo;
c'est l'équalion des forces vives appliquée à tout le système.
On a, en définitive,
zb. dt = /M — 1
v/(r — ro)[2^/nir2H-mpJ(rH-ro)]
roVo\/M dr
sma ^ ^^^ _ ^^) [a^/ni r^-t- mpj (r -f- r©)]
ce sont des intégrales elliptiques de deuxième et de troisième espèce.
Les circonstances du mouvement dépendent du sign^ de mi = m cosa — m'.
I** mj < o. — Les racines de la quantité entre crocheta sous le radical sont réelles et de signes contraires; si r» est la racine positive, r varie entre Tq et r<, et le point nmtouche alternativement les parallèles correspondants. Ce^ deux parallèles se confondent et le mouvement de m est^ uniforme si gnii r^ -\- m^i ■=. o.
Ce cas comprend celui où le point m se meut sur ui» plan horizontal.
2** /?î,>o. — La quantité entre crochets est positive pour toute valeur positive de r : donc r, qui doit toujours être supérieur à Tq, grandit indéfiniment, mais cela exige un temps infini. Au contraire, la valeur correspondante 84 de 9 est finie, le coefficient de dr dans l'expression de rf9
ayant un dénominateur de Tordre de H ; la trajectoire est
asymptotique à la génératrice B^ du cône, ainsi qu^il est aisé de le vérifier en cherchant la sous-tangente polaire de la projection horizontale de'Ja trajectoire.
3® nii = o, — Les équations (4) deviennent intégrables; on trouve
Vu'"
cos ( 4 / VT sina
La projection horizontale de la trajectoire se déduit de la ligne droite en augmentant les angles polaires de ses divers points dans un rapport constant; il Y a une asymptote
2 sina y m
située à la distance po= r^ sina du pôle.
On a encore
Vq y m
il faut un temps infini à m pour parcourir sa trajectoire qui, dans ce cas comme dans le précédent, se trouvera limitée en fait par la longueur du fil.
60. Deux points matériels de masse m. et m'y réunis par un Jil flexible et inextensible qui traverse un anneau infiniment petit O, sont assujettis à se mouvoir dans un plan qui passe par O; le point m est sollicité par une force dirigée vers O et qui varie en raison inverse du carré de sa distance à ce point; déterminer le mouvement du système en négligeant la masse dufiL
On examinera, en particulier, le cas où la vitesse initiale du point m' est dirigée suivant la droite qui joint la position initiale au point fixe O.
(Paris, novembre 1873.)
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Soient r et /•' les dislances Om, 0/n'; 6 et 0' les angles de ces droites avec un axe fixe; le théorème des aires s'applique au mouvement de chaque point
"^ dt"""' '^ dt' "'''
relations auxquelles il faut joindre r H-r'= /; elles montrent que les vitesses angulaires varient en sens inverse l'une de l'autre : chacune d'elles conserve, d'ailleurs, son sens primitif.
L'équation des forces vives appliquée à tout le système fournit la quatrième équation du mouvement
si l'on y remplace les vitesses par leurs expressions en coordonnées polaires, et qu'on élimine les vitesses angulaires et r' à l'aide des trois premières équations, on obtient
_ \r^{l — ry-\-2 ii.mr{ l — r)'^—mc^{l — ry~ m'c'^ r^
équation dans laquelle
A = mvl -h m v} •
Considérons le polynôme du quatrième degré
il est nécessairement positif pour r = Pq, tandis qu'il est négatif pour r égal à zéro ou à /: il a donc au moins deux racines comprises dans cet intervalle. Si A^o, les deux autres racines sont également réelles, l'une est négative et l'autre supérieure à /. Si A< o, ces racines peuvent être imaginaires; mais, si elles sont réelles, elles sont toutes
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deux dans l'un des quatre intervalles séparés par
et il pourra y avoir trois racines, soit entre o et Tq, soit entre r© et /; quoi qu'il en soit, r oscillera toujours entre les deux racines séparées par Tq, et il ira de l'une à l'autre de ces valeurs a et p, dans un temps constant. La trajectoire de m sera formée d'arcs égaux compris entre les cercles de rayons a et p, qu'elle touche alternativement; celle de m! a une forme analogue entre les cercles de rayons / — a et / — p. Pour que a = p, il faut que leur
valeur commune soit To, ce qui exige (-77) =0, ou qu'à
l'instant initial la vitesse de m et, par suite, celle de /?*'
f soient perpendiculaires au rayon vecteur correspondant, et
qu'en outre r^=:^rQ annule la dérivée de l'équation P = o;
cette dernière condition, en tenant compte de la première,
-j7^) = o, ou
que l'on peut encore écrire
puisque alors
Quand ces conditions sont satisfaites^ les deux points se meuvent uniformément sur deux cercles.
Dans le cas particulier proposé, c'= o, Q'= const. :
m r dr k
Jd = — )
-^^ V^Br2+2(Jir — c>
m-\- m à/Rr'j-i- 011 »« t>\ m
m cdr
m -h m /YBr>H-2jj.r
Téqualion de la trajectoire de m est
Cette courbe a pour rayons vecteurs ceux d'une conique ayant son foyer au pôle, les angles polaires de tous les points étant augmentés dans le rapport de y//?i + ni' à y/m. 0^ trouvera la position de m en fonction du temps de Iç même façon que pour le mouvement des planètes; soxi mouvement sur sa trajectoire est d'ailleurs suffisammei:!! défini par la loi des aires.
61. Trouver le mouvement de deux points matériels pesants qui s^ attirent proportionnellement à leur distance et qui sont assujettis à se mouvoir sans frottement, le premier sur une droite verticale donnée, le second sur un plan donné oblique à l'horizon.
On examinera en particulier les circonstances du mouvement dans les hypothèses suivantes :
i" Les deux points matériels ont des masses égales;
2® Leur position initiale est celle où ils resteraient en équilibre si leurs vitesses étaient nulles;
Z^ Les projections de la vitesse initiale du second point sur Vhorizontale et sur la, ligne de plus granit pente du plan sont égales chacune à la vitesse initiale du prem ier poin t ;
4" Le plan donné fait avec l'horizon un angle, dont
le sinus est égal à |.
(École Normale, juillet 1874.)
Nous prendrons pour origine le point O de rencontre du plan dans lequel se meut le point M et de la verticale que parcourt le point M', pour axes des x et des y la ligne de plus grande pente et l'horizontale du plan passant enO;
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enfin soient 0M'= r et a l'angle du plan avec la verticale. Les équations du mouvement de ces points s'écrivent immédiatement, si Ton remarque que les composantes de MM' parallèles aux trois axes coordonnés sont respectivement rcos a — x^ — y et rsina; elles donnent
1 -T-^ =ig-\rfm[ — (rcosa — j:)cosa — rsin*a] (i) ) =^-h//?i(arcosa — r),
f -^ =gcos^-h/m(rcost — x), ^ = — /my.
Ces équations montrent que le mouvement de la projection du point M sur l'axe des y est celui d'un mobile attiré par le point O proportionnellement à la distance;
on a
(a) 7= X cos t \//m' -\- B s\a t \//mf ',
^équation qui donne r s'obtient par l'élimination de x 6Dtre les deux premières équations générales du mouvement
I ^ ^f(m-\-m')-^ -+-/2mm'rsin2a =/^(m'^- m cos2a),
d'où
/ r = Cl cos A:^ H- c% ?>\nkt
(3) . , ^ . , ^ g(m' -^ mcos^T.) -i-Ca cosAti^-HCv sinA:i/-H 2-i_ _,__ i-
^ s'en déduit aisément
(x=z — (fm — k^)(ci coskt -h Ci smAï) fm cos a L^*'
(//n — Â:J)(C3 coskit-\'C!,s\nkit)-h g' ^ col'a
Introduisons les hypothèses de l'énoncé dans les équations (i) : ce sera plus simple que de les introduire dans
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ces équations intégrées ; faisant m=^m! eX, posant jT/n = [jl^, elles deviennent
_ =^H-|j.2(a?cosa-r), {ibis) { --j-j = ^cosa-h {x2(rcosa — a?),
En vertu de la seconde hypothèse, les coordonnées initiales satisfont aux équations (i 6w), dans lesquelles on ferait les accélérations nulles,
Ig -i- (x*(a7o cosa — r^) = o, ^cosa-h [JL*(ro cosa — a?o) = o, 7o=o;
d'où
^(i-H cos^a) 2>ç'cosa
Posons
et retranchons les équations (5) des équations (ibis), il vient
df^
- = |x2(Xcosa— R),
^=.|x2(Rcosa-X), j
remplaçant enfin les deux premières équations par les suivantes,
f^(^)=_,..(,_eosoc)(R + X), dHR — X)
dt
= — {jL2(n-cosa)(R — X),
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on a un système de trois équations qui s'intègrent séparément.
D'après la troisième condition, les dérivées de X, Y et R ont, à rinstant initial, la valeur commune c; tenant compte enfin de
Xo = Yo = Ro = o, cosa = J, on trouve que les intégrales générales se réduisent ainsi •
R -i- X = — sin - UL^, R — X = o, Y = - sin iit.
L'équation delà trajectoire de M s'obtient en éliminant IX t entre les valeurs de X et Y.
[jiîX* = 4c2(X«— Yî).
Prenons des coordonnées polaires avec le point Xq^ j'q = o pour pôle,
4 c* COS2(0
jï —
•j2 cos*aj ^
c'est une courbe du quatrième ordre, qui ressemble à une lemniscate de BernouUi.
62. Trouver le mouvement de deux points matériels, (assujettis à glisser sans frottement sur un cercle horizontal et s^ attirant mutuellement en raison inverse du
^ube de la distance.
(École Normale, juillet 1876.)
Soient
^ et m' les masses des deux poipts ; ^ leur distance ;
'• le rayon du cercle sur lequel ils se meuvent; Q et 6' les angles que font les rayons qui aboutissent en m et m' avec un diamètre fixe du cercle.
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Les formules de Lagrange donnent
or
'^ 8r3sin3l(6 — 6)
le signe à prendre étant celui de sin^(6 — 6');
d'où les équations du mouvement
( î?!^ - _ t^^ ^^^' cos 1(6 — 90
1 '^_ (^^mm^ cos 1(6 — 60 ["^ dt^ ~ %r'* sin3i(6 — 6')*
En combinant ces formules, on arrive aux suivantes :
dH^— 60 _ _ ; jL2(mH- mp cos-^(6 — 6^ ^/^^ "■"" 8r* sin3i(6 — 6')*
La première, qui est la dérivée de l'équation des aires, donne
{i) m6 + mW = ct-{-c'\
cette équation montre que, si l'on considère sur la circonférence un point M, tel que, OM faisant avec le diamètre un angle 6, on ait
ce point, qui divisera 9 — 9' en parties inversement proportionnelles aux masses des deux points, se mouvra sur la circonférence d'un mouvement uniforme.
La seconde équation donne la loi du mouvement relatif; si l'on pose 8 — 8' = o>, elle devient, en Tintégranl,
^^ \dt/ \dt/o~~ |4r* Vsin^io) sm«ia)o/
ou
± dt -}—T v^/nH- m' 4r'
{3 bis) ' _ fdbi \d(asin\<ti
I . v^i — A -T- Acos^ Jo
sin' 1 oj
équation dans laquelle nous avons représenté par A la constante
L'équation (3 bis) est intégrable, et les circonstances que présente le mouvement relatif dépendent de la valeur
de A:
I ° A > I . — Posons alors A = . , , , o < a < - j or, ^ sin2 la 2 ' '
en choisissant convenablement le sens dans lequel on
compte l'angle co, on peut toujours supposer o < Wq <[ t^Î
l'équalion (3 bù) montre alors que o> variera entre ± cl, le
mouvement relatif sera oscillatoire et d'amplitude 2cil<C tz.
Quand les mobiles se rencontrent, leur vitesse relative
-T- passe par l'infini; en vertu de l'équation (2), les vitesses des mobiles sont infinies et de sens contraires. Intégrant l'équation (3 bis)j on a
(5) cos-a,= -^-^— U +e *'^ J,
la constante k devant être changée à chaque passage de la
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vitesse par Tinfîni. La durée T d'une demi-oscillation relative est
T= '^^ - [log(v/Âcos|a)-Hv/i — Asin«|a))]^^a>
{jL/A(/n-h/n')
4/-* , i-hv/Â
(6) T = — , log / * ^ ^ {jL/A(/n-+-/n') v^A — I
2° A = I . — La loi du mouvement est donnée par la
formule
, [xy/zn -h m' __ ^ ^w sin J- tu 4 ''^ "" cos J (O
le signe à prendre étant celui de dio tang jo>; on en tire
(7) cos ^ 0) = cos "l tuo e *'* ;
si ( -^ ) >> o, on doit prendre le signe supérieur, o> va
constamment en croissant et n'atteint sa limite supérieure Tz qu'au bout d'un temps infini.
Sif^j < o, comme par hypothèse ~>>Wq>>o, on
devra prendre d'abord le signe inférieur; to décroît et les mobiles se rejoignent au bout du temps
T = — - lor
\i.\/m-hm'. ^cosj.too'
à partir de cet instant, tangua) changeant de signe, le mouvement sera donné par la formule
cos| ix) = e 4/« '
to deviendra égal à — ir dans un temps infini.
3° A< I. — La vitesse angulaire relative ne s'annule jamais, le mouvement est révolutif.
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Soit d'abord A > o ; on a
(8) cos-a) = -^-^-Le *" -« *' J,
les signes supérieurs étant pris quand rfo> sin ^ o> est positif; or, le mouvement étant révolutif, rfo> ne change jamais de signe; on devra donc, dans la formule (8), changer de signe et de constante k à chaque rencontre.
L'intervalle qui sépare deux rencontres consécutives est
(9) T= ,,,-' — lo
{JLV^A(/?H- m') 1 — v^À Pour A = o, on a les formules
(lo) cos j-(o =zf:(^-f- A:) '^^ > T =
4^* jx /m -H m'
Soit enfin A = — B <; o, on obtient
cosia) = ^— g^cosj^ ^^ ^^^^ -'(«-+- A:)J,
(il) < T = arr. sin 4 / -
rB
= arc tangv^B.
|xv/B(/n-H m')
63. Mouvement de deux points matériels de masses m et m'y s^ attirant proportionnellement à la distance et assujettis à se mouvoir sans frottement sur deux cercles concentriques de rayons a et a' situés dans un même plan horizontal. On suppose les deux mobiles en repos à V origine du temps.
Cas des oscillations infiniment petites.
(Paris, novembre 1877.)
Suivant la même marche que dans l'exercice précédent, on a
.T= ^.(g)^.v.(gy.
/ = /a«-+- a'«—2aa' cos( 6 — 6'), 8U = — [JL*m/n' / 8/ = [i^mm'aa' sm(e — 6') (86 — 86');
d'où les équations
ma* -j-y = — [i*mm'aa' sin( 6 — 6'),
f m'a'* —T-^ = {jL*7?i/n'aa'sin(6 — 6'),
que l'on peut remplacer par les suivantes :
La première, en tenant compte des circonstances initiales et choisissant l'axe polaire tel que
ma'^%-h m'a'^% = o,
devient, en intégrant,
(3) ma2 6-i-m'a's6'=o,
formule qui montre que l'axe polaire divise l'angle des rayons vecteurs des mobiles en parties inversement proportionnelles à leurs moments d'inertie par rapport au centre commun des deux cercles. La seconde nous donne
(4) (777) = 2A:2(jL2(costo — coswo),
si l'on pose, pour simplifier,
, ^ ma^ -+- m' a'^
aa
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elle prouve que le mouvement angulaire relatif est celui
d'un pendule simple de longueur h = -r^—^7 abandonné
sans \dtesse initiale.
Dans le cas des oscillations inûniment petites, la seconde des formules (2) peut s'écrire
d'où
6 — e'=(6o— 6'o)cos(jlA7,
ce qui donne finalement
l 6 = ÔqCOSjjlA:/,
^^^ I e' = e'ocos|x;t^;
chaque mobile oscille comme un pendule simple de longueur L.
64. Un tube circulaire, infiniment petit, peut tourner librement autour de l'un de ses diamètres qui est fixe; dans V intérieur du tube peut se mouvoir sans frottement un point matériel.
Déterminer le mouvement de ce système en supposant que les seules forces qui agissent sur le tube et sur le point soient leurs réactions normales mutuelles.
On donne le rayon r du cercle, le moment d'inertie A du tube par rapport à V axe fixe et la masse m du point mobile.
(Paris, juillet 1880, i"* question.)
L'axe de rotation étant pris pour axe polaire, soient ^ Tazimut et 6 Tangle polaire du point mobile. Aucune force extérieure autre que les réactions de Taxe fixe n'agissant sur le système, le théorème des aires donne
(i) (A-4-/nr«sinî6)^ = c,
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et par suite M = am, mi = — a/nsin^ -, on a
r dr
±Ldt =
v/^i/(r— ro) [A(r-+- ro)— 2r2 sin* ^1
sin
r4/(r — To) A(r-+- Tq) — ar^sin* -
le mobile M oscille entre les parallèles
A2-4-8Arosin« - /'o et ri
4 sin» -
Le résultat de la substitution de r^^r^ dans le trinôme /i(r-l-/o) — ar^sin^- étant 2ro (/t — Tq sin^ - j, il en résulte que /^i^^o, suivant que
A — To sin2 - ^ o ;
si cette quantité est nulle, le point M décrit un parallèle; la tension du fil reste alors constante et égale à mg. Dans le cas particulier de l'énoncé, on a Ti = aro»
66. On considère deux points matériels M, M' de masses m et m' ^ que Von suppose non pesants. L'un d'eux M est assujetti à demeurer sur un plan P; Vautre à demeurer sur une droite Oz, perpendiculaire au plan P. De plus, ces deux points sont reliés par un fil tendu MOM' de longueur /, qui passe par une petite ouverture pratiquée en O dans le plan P.
On demande de déterminer le mouvement de ces deux points, en supposant qu'ils se repoussent proportionnellement à la distance, la répulsion mutuelle à la
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distance i étant \k. On négligera le frottement, et Von représentera par r^ la distance du point O à la position initiale de M, par Vq la vitesse initiale de M, qui sera supposée perpendiculaire à OMq.
(Paris, novembre 1881, i"* question.) Soient
z l'ordonnée du point M' ; r la distance OM^
6 l'angle de cette droite avec une droite fixe Oxj tracée dans le plan P.
On a
Les forces qui agissent sur le point M sont la réaction du plan P, la tension du fil et la répulsion exercée par M';. ces trois forces étant le plan passant par Oz et le point M, le théorème des aires est applicable,
Le principe des forces vives fournit la troisième équation du mouvement
(3) m 2^^ v-m'-^j^ — mvl = ij |xRû?R= |x(R* — RJ)^
R étant la distance MM' ; cette équation peut s'écrire
^pî, p^ pi
(m-\-m)-^ -hmvl ^ ^^ = 'i^{r — ro){r — Zq),
d'où les formules
v//n -h m' r dr
±dt =
_^^Q_ ym -f- m' Tq Pq dr .
r\/{r—ro)[2\t.r^{r — Zo)-i-mvl(r-\-rçt)]
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on ramène la première aux fonctions elliptiques de première et de seconde espèce, en posant r — Tq = - • Soit le polynôme
l'équation qu'on obtient en l'égalant à zéro a toujours une racine négative , et comme sa transformée en — r n'a qu'une variation, les deux autres, si elles sont réelles, sont positives ; de plus, cette équation n'a aucune racine supérieure à ^01 puisque, pour r^Sn? P>o. Les circonstances du mouvement dépendent du signe du résultat de la substitution de r= To dans le polynôme P,
r* Po<Co. — L'équation P=o a deux racines positives Ti et r2, séparées parr©,
o < ri < To < r, < ^0»
le point M oscille entre deux circonférences de rayons Tq et 7*4 .
2° Po>>o. — Les deux racines ri et Ta, si elles sont réelles, sont toutes deux inférieures ou supérieures à r^. Pour reconnaître si r doit commencer par croître, puisque
or
d'où
(5) (,« + ;„')(SfX=^>o;
il en résulte que, si les racines i\ et ^2 sont réelles et inférieures à /'o ou imaginaires, r ira constamment en croissant de Tq à /, limite imposée par la longueur du fil. Enfin r oscillera entre Tq et la plus petite des deux ra-
clnes si celles-ci sont supérieures à Aq- Toutefois, dans le cas où elles seraient égales, le rayon vecteur n^atteindrait sa valeur maximum qu^après un temps infini. Il y aurait lieu de faire la même restriction pour les exercices n°* 37 (3«)et60(2«).
3** Po = o. — La vitesse et 1 ^accélération radiales -/•
cit
et -T-j- étant nulles à Tinstant initial, le problème admet
la solution singulière r = consl. = Tq. En effet, si le point
M décrit une circonférence, le point M' reste en repos; la
tension du fil est donc
T= ^Zq,
et l'équation du mouvement de M est
— ^ =— (a/'o-hT = [i.(5o— z'o):
le mouvement prévu est donc possible.
Il est aisé de reconnaître que ce mouvement est seul admissible ; car, si Ton prend la première des équations (4), elle devient
(6) ±rf, = ./^L±L^ '-^r --- ,
et elle montre que /', partant de Tq, ne peut varier d'une quantité infiniment petite e qu'au bout d'un temps infini, le degré d'infinltude de la fonction à intégrer étant égal à I pour r = ro-\- t.
Cette importante remarque s'applique aux cas analogues des exercices précédents, dans lesquels la trajectoire, ou sa projection, est la limite d'une courbe festonnée, comprise entre deux cercles concentriques, dont les rayons tendent vers une valeur commune.
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67. Deux points matériels M et W de masses m, et ni sont fixés aux extrémités d'un fil flexible et inextensible de longueur l, qui passe sur une très petite poulie O. Le point M est -soumis à une force répulsive émanant du point O, inversement proportionnelle au carré de la distance OM et dirigée constamment suivant OM. Le point W est assujetti à se mouvoir sans frottement sur une courbe plane donnée C, dont le plan passe par le point O.
Etudier le mouvement des points M et M'. On représentera par ^^m la force répulsive à l'unité de distance; on prendra l'équation de la courbe G en coordonnées polaires sous la forme 6'=/(r'), r^ désignant la distance OM'. On supposera nulle la vitesse initiale de M'; celle de M sera supposée dirigée dans le plan de la courbe C, perpendiculairement au rayon vecteur initial, et sa grandeur sera représentée par 1/t» ^ étant
donné.
On ram^ènera le problème aux quadratures.
Trouver V équation de la trajectoire du point M,
lorsque la courbe C est une spirale logarithm^ique ayant
O pour pôle.
(École Normale, juillet 1882, i" question.)
Appliquant le théorème des aires au point M et le principe des forces vives à tout le système, on a les équations
Or
dt^ ^ kr'^ dt^ ^ dt^ dt^^^^ J ^^^^'
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d'où la relation entre r et f
Enfin la trajectoire de M a pour équation diiTérentielle
Le trinôme (t + — jr^ — /* — ^ doit être constam-
ment positif; or ses racines sont Fq et /'i =: — 7 — ^ — : r ne
peut donc être inférieur à Tq et commence par croître; il en résulte que / décroît et que le point M' se meut sur la courbe dans le sens vers lequel r' diminue jusqu'à ce que
dr' r devienne minimum. A cet instant -j^ = o ?/'(/'') = x> :
dr donc -7- passe par z^ro et r commence à décroître ; il n'en
est pas de même de -j- =/'(/) -j-> qui prend alors la valeur
/d^'y_ \xm /r j l _ jji
\~dt ) ~ m'r'i \k ~^ Tq r~ kr^
différente de zéro. 9' continue donc à varier dans le même sens, jusqu'à ce que M' atteigne un point de la courbe C pour lequel on ait encore r'= r'^,, et ce mobile oscille sur la courbe C entre ce point et sa situation initiale. Si r^ n'admet pas de minimum, le mouvement de M' est révolutif; celui de M l'est dans tous les cas. Enfin, dans le cas où v'q serait maximum, le sens du mouvement initial de M' serait indéterminé et il en serait de même à chaque passage par la position initiale.
Soit, pour la courbe C, la spirale logarithmique, d'où l'équation difTérentielle de la trajectoire de M
qui donne, en l'intégrant et faisant passer l'axe polaire par la position initiale de M,
ro k / k \ e
cos
Cette courbe, indépendante de la longueur du fil, admet les mêmes rayons vecteurs que l'hyperbole
il) — = !- ( IH ) COSO),
r ivq \ 2/'o/
pour des angles 9 qui sont à w dans le rapport constant
4 / I H ~\^~^ i)' niais il n'y a qu'une portion de la
branche gauche de cette courbe qui convienne : c'est celle qui correspond aux valeurs de 9 comprises entre zéro et 8, répondant ix r = L Pour /•= /, le point M' est arrivé au pôle, 0^ = — 00 , dans un temps fini, ce qui s'explique
en remarquant que-^î nul à l'origine du mouvement, tend vers — 00 en même temps que 8'.
68. Un point pesant M de masse m {Jig' 22) est assujetti à rester sur une circonférence verticale C. Ce point est à V extrémité dhin fil qui passe dans un anneau infiniment mince A situé au point le plus haut de la circonférence G et qui vient ensuite s^ enrouler sur la
grande roue d^un treuil T, Le Jil enroulé sur la petite roue de ce treuil porte à son extrémité un point pesant M' de masse m'.
On demande de déterminer le mouvement de ce système. Après avoir traité la question d^une manière générale) on examinera particulièrement le cas où la vitesse initiale de M serait nulle.
Nota. — On désignera par R le rayon de cercle C, par retr^ les rayons de la grande et de la petite roue du treuil; soit de plus MR^ le moment d'inertie du treuil par rapport à son axe,
(Paris, octobre 1882, i*"" question.)
Soit o> l'angle dont a tourné le treuil pour un angle
Fig. 22.
ACM = 9, parcouru par le point M; si Ton compte cet angle 6 dans le même sens que o> et de o à 27r seulement,
on aura
^ . 6 dia R d^ e ra) = 5tRsin-> -77 = — -77 cos - • '2 dt r dt 2
Le système étant à liaisons complètes, le principe des forces vives suffit pour déterminer le mouvement. La force VaLiÊ. — Compositions, 21
vive du système est à un instant t
= (S)' [mR2+ (mV'2+ MKî) ^ C0S2 ^] ;
le travail des forces, non compris les liaisons dont le travail est nul, a pour expression
const. — gm R cos 6 — gm' r' tu ;.-^R(i d'où Téquation
r' 6 = const. — ffK ( m cos 6 -+- 2m' — sin - )>
m'r' . 60^ — sm — j, r 2
= A — ig [m cosO -h 2 sm - j;
l'étude du mouvement est ramenée à une quadrature abélienne.
Si la vitesse initiale de M et par suite du système est nulle,
A = ig y m cosOo-H 2
et l'équation du mouvement devient ,-,/d^Y/ /?iV'2-4-MK2 0\
= ig ^m ^sm2 - - sin2 - j - -^ (sm - - sm -j J .
Le second membre de cette équation, égalé à zéro,
admet la racine sin — : soit a l'autre racine
a = sm — J
mr 2
le mouvement dépend de la grandeur de a.
i" a <C sîn — • — Le point M oscille sur la partie inférieure du cercle entre Mq et son symétrique M| par rapport au diamètre vertical AC.
2° a >> sin — • — Il y a encore mouvement oscillatoire
entre Mo et Mj, mais il se produit sur la partie supérieure de la circonférence.
3° a = sin — • — Cette condition équivaut à la relation
2 sin — = -
2 inr
or le travail élémentaire a pour expression
£'K nos - ( 2m sin ) aO :
donc il est nul à Tinstant initial et le système est en équilibre.
Reprenons la discussion dans le cas général où la vitesse initiale de M est quelconque; Téquation du mouvement peut s'écrire
^\dt) r-^ — 1^^ — ^^^^2
= 2 j?' ( 2/n sin2 2 sm — ! /ni.
\ 2 r 2 ig I
Le second membre de cette équation est un trinôme en sin - dont les racines peuvent être imaginaires ou réelles;
si elles sont réelles, sin — est en dehors des racines, et
comme leur somme est positive, la plus rapprochée a de sin— est positive; on peut donc distinguer les cas suivants :
I** Les racines sont imaginaires, — -77 ne s'annule
^ dt
jamais et le mouvement de M est révolutif.
2** a^sin — . — M oscille sur la partie inférieure de la circonférence entre les deux points situés sur une horizontale 9| donnée par a = sin — •
3** sin — << a <! I . — Mouvement oscillatoire de M vers '1
le haut de la circonférence.
Toutefois, dans ce cas comme dans le précédent, si les deux racines sont égales, le point 6| ou 2iz — 6^, suivant le sens de la vitesse initiale, n'est atteint qu'au bout d'un temps infini.
4" a= i. — On a
lïL dt
ou, en posant sin - ^a;,
/ ,7lV2-f-MK2,
dxK/ w H 5 {\ — x^)
et sous cette forme on reconnaît que ce n'est qu'après un temps infini que le mobile M atteint le point le plus bas de la circonférence, où il arriverait sans vitesse dans une position d'équilibre instable.
5° a>i. — Le mouvement est révolutif.
69. Trois points matériels M, M', M'', non pesants, de niasses m, m , ni!'^ assujettis à se mouvoir dans un plan, s^ attirent mutuellement proportionnellement aux masses et à la distance :
1° On demande de déterminer leur mouvement ; on prendra pour origine la position initiale Gq du centre
de gravité des trois points, et l'on exprimera les coordonnées des trois points en fonction du temps et des données qui font connaître les positions et les vitesses initiales des trois points ;
2° En supposant les vitesses initiales perpendiculaires respectivement aux rayons vecteurs aboutissant au point Go, et supposant, en outre, m := m' ^= m'\ on demande quelles relations doivent exister entre les positions et les vitesses initiales, pour que les trajectoires des trois points soient trois ellipses égales entre elles,
(École Normale, juillet i883, i" question.)
Le centre de gravité se meut d'un mouvement rectlligne et uniforme, et le mouvement du point M projeté sur un axe CfX en translation avec le centre de gravité satisfait à l'équation
m —j^ — ]xmm'{x' — x^ -\- \i.mm''{x'' — x)
ou, en remarquant que
mx -h m'x'-^ m^x" = o
et posant m + m' + m" = M ,
le mouvement relatii est donc celui d'un point sollicité vers l'origine par une force proportionnelle à la distance, et les trajectoires relatives sont des ellipses ayant leur centre au centre de gravité du système.
Les formules qui donnent le mouvement relatif de l'un de ces points sont
X = Xq cos t v/m.M -\ — -^^- sin t fÛM, y = yo cos t /[xM -H -j=ê= sin t /|aM.
Si la vitesse initiale relative i^o est perpendiculaire au rayon vecteur rn, les axes de Tellipse sont Fq et —^^7 et,
pour que les trois ellipses décrites soient égales, il faut que l'on ait
ou bien
To = r'o = ri avec Vq = v'q = ^l ,
ro = r'o = —A=z et i^o = ^'o = r"o /[^M.
Dans le premier cas, les positions initiales des trois points sont sur une même circonférence, et, pour que leur centre de gravité soit àTorigine, il faut, puisqu'ils ont des masses égales, qu'ils occupent les sommets d'un triangle équilatéral^ de plus, leurs vitesses initiales tangentes à la circonférence doivent être dirigées dans le même sens.
Quant au second cas, pour qu'il soit réalisable, il faut
que l'on ait
2 To cos a — Tq, 2 t-'o cos a = i^'J, ,
a désignant l'angle de GM avec M''G ; or cette double condition, jointe aux précédentes, entraîne r"^^z= r^, et les ellipses deviennent une même circonférence ; on n'a donc là qu'un cas particulier du précédent.
70. Une barre pesante et homogène AB est fixée par une de ses extrémités A, et elle peut tourner librement dans V espace autour de ce point. Un fil fixé à V extrémité B vient passer dans un anneau infiniment mince O, situé sur la verticale de A, au-dessus de ce point et à une distance égale à la longueur AB de la barre; il retombe ensuite suivant la verticale OA, portant à son extrémité G un point de masse m.
On demande de trouver le mouvement de la barre en Jaisant abstraction de la masse du fil.
(Paris, novembre i883, T® question.)
Soient 2 / la longueur de la barre et M sa masse.
Appliquant à la barre le principe des aires projetées sur un plan horizontal, on a, en appelant Tangle de AB avec la verticale ascendante et <}/ son azimut^
2 ar* sin*0 -71- = ^î-— — sin'O -r- = const.
ou
^ ^ dt '
le mouvement azimutal de la tige est révolu lif.
Le théorème des forces vives fournit la seconde équation du mouvement. On a
OB = 4 / sin -, rf ÂG = — e^ OB = — 2 / cos - ^ ; •À 2
Texpression du travail est donc
4 mgl sin M^/ cos6 + const.
et celle de la puissance vive du système d'où l'équation
i(S)XT-*-'"*=°^'i)
« ;— r^ 4- -^ ( A: — 4msin Mcos6).
3sin*0 2/\ 2 /
Le second membre de cette équation est négatif pour 6 voisin de zéro ou de tt, tandis qu'il doit être positif pour 8 == 60 ; or on peut le mettre sous forme de quotient par
sin^O d'un polynôme du sixième degré en sin- : ce polynôme aura donc deux racines réelles, positives, inférieures
^ ' ^ Me»
à Tunité sîn— et sin — ? séparées par sin —• Il en résulte
que Textrémité B de la tige oscillera entre les parallèles 6| et 62 parfaitement déterminés, puisqu'ils sont définis par
les sinus des anerles ~ et — •
Si la vitesse initiale de l'extrémité B est dans le plan azimutal Oo, le mouvement a Heu dans ce plan : on ac = o et l'équation (2) est de même forme que celle du n° 68; elle donne lieu à une discussion identique.
71. Deux barres homogènes pesantes AB, A'B' de même longueur ^a et de m,ême masse M sont reliées Vune à Vautre par deux tiges AA!^ BB' rigides, inextensibles et sans masse, de même longueur l. La barre supérieure AB est mobile autour de son milieu O qui est fixe, et le système tout entier est assujetti à se mouvoir dans un plan vertical invariable xOy. Etudier le mouvement de ce système.
Nota. — On désignera par M k- le moment d^ inertie de chaque barre par rapport à son milieu, par 6 V angle que fait la verticale Oy avec la droite 00' qui joint les milieux des deux barres, et par ^ V angle que fait la droite OA avec Vhorizontale Ox.
(Paris, juillet 1884, i""® question.)
Appliquons les formules de Lagrange.
Le travail élémentaire 8U est celui de la pesanteur appliquée au point C, milieu de 00' et centre de gravité du
système
8U= — M^ZsinOSe.
La force vive de AB est MA-^ ^; celle de A'B' est égale
à sa force vive MA'^ -^ relativement à des axes en translation avec son centre de gravité O', augmentée de la force
//As
viveM/2_ du point O', auquel on aurait transporté
toute la masse de la barre.
On a donc
d'où les deux équations du mouvement
aJVlA-î-^ = o, -,' = const.
La première montre que le mouvement de rotation de la barre AB s'effectue avec une vitesse angulaire constante; la seconde n'est autre que l'équation du mouvement d'un pendule simple, de longueur /.
72. Déterminer la figure d'^ équilibre d'un fil homogène fixé en deux de ses points A et B, et attiré par un centre fixe en raison inverse du carré de la distance.
(Besançon, juillet 1880.)
Soit plus généralement R =f(^r) l'expression de la force attractive; les équations de l'équilibre sont, en appelant T la tension du fil au point m(x, y^z),
d.T^ — R-ds=o, ds r
(1) { d.T-]^ —K^ds = o,
^ ds r
ds r
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Démontrons d'abord que la courbe A m B est plane. En combinant deux à deux les équations précédentes pour éliminer les seconds termes, on a
:.d.1%-yd.1%=o ou d.l(.%-y
ds
, rr^Z , dx
xd,T-z zd,T—r- = o ou
ds ds
( dz dx\
«t, en intégrant,
T{x dy — y dx) = c ds,
T(xdz — z dx)= Cids.
Divisant ces équations membre à membre et intégrant
deux fois, on a
cz = Ciy -+- kxy
équation d'un plan passant par le centre d'attraction. Prenant ce plan pour plan des xy, nous ne conserverons que les deux premières équations (i), que nous remplacerons par les suivantes :
dT=Rdr ou
<3) T = c'-hfRdr.
Eliminant ï entre (2) et (3), on a l'équation différentielle de la figure d'équilibre en coordonnées polaires
rs/r^(c'-k-SKdrY — c^
Le rayon de courbure p d'une courbe plane a pour expression
r dr
^ = -df'
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or Téquation (a), qui exprime que le inoment de la tension est constant, peut s'écrire
, ,c cHffr
dp = d=, = — — T
T {c'i-J'Wdr)^
et, par suite,
Telle est l'expression du rayon de courbure en fonction du rayon vecteur.
Dans le cas particulier de l'énoncé,
R=Ji, /Rrfr = — ^, r* r
l'équation (4) devient
^ dzcdr z— r dz
eu posant - =z z. L'intégrale prend des formes différentes suivant le signe de [jl^ — c-. Soit, par exemple,
|a2— cî = — /i2;
on trouve
— — 1 V^/l*-H 0.2 COS (
Pour déterminer les trois constantes /i, c' et a, on a les conditions que le fil passe par les points donnés A et B, et qu'il ait une longueur donnée; si ces conditions ne fournissent pas des valeurs réelles pour les constantes, on en conclura que la forme adoptée a priori pour l'intégrale
n'est pas admissible, et Ton recommencera le calcul ea \ partant d'une autre forme.
En général, la courbe est rectifîable, car on a
= rfr^,
r^d^^ ([x—c'r)dr
as r^à / . , _
ri
d'où
Une barre homogène et très mince, reposant sur
un plan horizontal par J alternent poli, est choquée par ^
une bille dont la vitesse est perpendiculaire à la barre; \
en supposant les deux corps parfaitement élastiques, ,
on demande le mouvement quHls prendront après le
choc.
(Gaen, novembre i88o.)
Soient
M la masse de la barre ;
2/ sa longueur;
p sa masse par unité de longueur;
a la distance du point choqué au milieu O de la barre;
Vq la vitesse initiale de la bille de masse m ;
Et à la fin du choc :
V la vitesse de la bille;
V celle du centre de gravité O de la barre ;
0) la vitesse angulaire de la barre autour de O.
Les forces qui agissent sur le système étant intérieures à ce système, les projections et les moments des quantités de mouvement n'ont pas changé pendant le choc, puisqu'il n'y a pas de force extérieure. Il en résulte d'abord que, Pq et V étant de même direction, il en est de même de V; si donc on projette les quantités de mouvement sur la direc-
dtxàmiqub des ststèxes. 333
tion de la normale à la barre et qu'on prenne les moments autour de O, on a les équations
(i) mvo = mv -+- MV,
(2) niavQ = mav -r- 2 / p dr. r* w = mav h-
Enfin^ les deux corps étant supposés parfaitement élastiques, la période de choc présente deux phases dans chacune desquelles les sommes des travaux des forces développées par le choc sont égales et de signes contraires; exprimant donc que la force vive du système n'a pas changé, on a l'équation
J=/nt^ï-f-/ pû?r(VH- r(«>)2-H / p dr(\ — rtay
mv^
ou
(3) mçl=mv^-^M(\i-h
Eliminant Vq — t^ entre (i) et (2), on a
aV=— , puis successivement
m{i^l - (^3) = MV« (i-^- ^\ = A:MV«,
d'où
mk — M -, 2 m 6/naPo
^ = — , ■ », Voy > = — 7— —77 ^^0, w =
mk-i-M ''' mÂ:-hM "' l^imk -^ M)
74. Montrer comment varie le moment dHnertie d^un cube homogène par rapport aux diverses droites qui passent en un sommet O du cube; déterminer les axes principaux et les moments principaux dHnertie relatifs au point O.
On suppose que le sommet O estfixe, tandis qu^ aucun autre point n'est soumis à V action de forces extérieures; le cube, libre de tourner autour du point O, est d'abord en repos lorsqu'une des faces qui aboutissent au sommet fixe vient à être choquée, en son centre, par une très petite sphère, animée d'aune vitesse de translation donnée perpendiculaire à la face choquée. On demande le mouvement que prendront^ après le choc, les deux corps supposés parfaitement élastiques.
(Gaen, juillet i883.)
L'ellipsoïde central relatif au centre de gravité C du cube se réduit à une sphère, et, si 2<2 est la longueur de l'arête du cube, M sa masse, le moment d'inertie autour d'une droite quelconque passant en C est |Ma-. Le moment d'inertie I relatif à une droite passant en O est, si l'on appelle d la distance de C à cette droite,
J = f Ma2-HM6/2;
il est minimum pour d=o, c'est-à-dire pour la diagonale. OC du cube et maximum pour toute direction normale à OC, d=a^; le valeur de ce maximum est y-M<7-. L'ellipsoïde d'inertie de O est donc allongé et de révolution autour de OC
Le moment d'inertie pour une droite OP faisant avec les arêtes du cube des angles a, p, y a pour expression
I = I Ma^H- M[3a2— «^(cosa h- cosp -H cosy)2] = •iMa^{^ — cosacosp — cosacosy — cos^ cosy).
L'axe de la rotation instantanée due à la percussion est le diamètre de l'ellipsoïde d'inertie de O, conjugué du plan qui passe par la vitesse initiale ç^o de la sphère de masse m et le point O ; or ce plan contient OC : c'est donc un plan principal ; l'axe de la rotation instantanée est, par
suite, normal à la droite qui joint O au centre de la face choquée et dans le plan de cette face. Cet axe, étant d'ailleurs axe principal de Tellipsoïde, est axe permanent de rotation^ et la vitesse angulaire de rotation to est constante. Pour déterminer w ainsi que la vitesse t^ de la sphère après le choc, appliquons à la période de choc et à Tensemble des deux corps le théorème des forces vives et celui des moments des quantités de mouvement autour de l'axe de rotation; on a les équations
d'où et enfin
ma yji t^o = i^<^ /â i^ -h ^ M a* w ;
2 ^mço
tu —
la vitesse v est, en général, négative, puisque m est très petit; elle devient nulle pour ni:=^M, et positive si
ÉiNONCÉS DES SUJETS DE COMPOSITIONS DOIS'>'ÉS AUX FACULTÉS
FACULTÉ DE PARIS
(Années 1869 à 1884.)
i. La longitude du Soleil étant 322° 44' 2^*? 3 et l'obliquité de l'écliptique 23^27' 23', 7, calculer Tascension droite et la déclinaison du Soleil.
On exprimera, suivant l'usage, l'ascension droite en temps.
2. Calcul numérique; l'excentricité d'une planète étant supposée égale à j, calculer l'anomalie vraie et l'anomalie moyenne correspondant à une anomalie excentrique égale à 4o°i7'34'', 74»
3. Calculer l'heure d'après la hauteur du Soleil. Données : latitude du lieu, 48°5o'ii'' boréale; déclinaison du Soleil, 1 5* 12' 26" boréale; hauteur observée corrigée de la réfraction, 3o°28'5o'.
4. La déclinaison du Soleil étant supposée égale à 18*27' 16", calculer la hauteur zénithale de cet astre à 6** de temps vrai à Paris.
On prendra pour latitude de Paris la valeur de 48*^59' 13".
5. Connaissant pour un astre, à une certaine époque, les coordonnées écliptiques
X=2<'5i'4',45, ^=9*33'38^386, ViLLiÉ. — Compositions. 22
on propose de trouver les coordonnées équatoriales correspondantes.
On supposera l'obliquité de l'écliptique
to = 23»27'32',935.
6. La déclinaison du Soleil étant supposée boréale et égale à i6'*32'48' et la latitude du lieu égale à 52® 26' 17", calculer, à o',ï, la hauteur du Soleil au-dessus de l'horizon à 4**2^8"* i5* du temps yrai.
7. Sachant qu'un astre 'a, à une certaine époque, pour coordonnées écliptiques
on demande les coordonnées équatoriales correspondantes. On prendra pour l'obliquité de'l'écliptique
8. L'obliquité de l'écliptique étant supposée de 23° 27' 26*, 4, on donne l'ascension droite d'un astre égale à 14** 17" 35% 28 et sa déclinaison égale à — 4^*49' i3',7, calculer la longitude et la latitude à o", I près.
Calculer une éclipse de Lune
Heure de l'apparition, temps moyen i7'*39'"3o*, 3
Déclinaison à cette époque de la Lune 4° 53' 17^4
Déclinaison du Soleil 3 . 57 . 1 5 , 9
Mouvement horaire en ascension de la Lune . 3o . 1 1 , 4
Mouvement horaire en ascension du Soleil. 2.18,0
Mouvement en déclinaison de la Lune 16. i3 ,6
Mouvement en déclinaison du Soleil 58 , 7
Parallaxe horizontale de la Lune ^7.59,9
Parallaxe horizontale du Soleil 8,9
Demi-diamètre de la Lune i5.49,8
Demi-diamètre du Soleil 16. 7,9
On demande l'époque du commencement, du milieu et de la fin de l'éclipsé.
10. Calculer l'anomalie excentrique et l'anomalie moyenne d'une planète, sachant que l'anomalie vraie est de 123*37' 15" et ^"^ l'excentricité de l'orbite a pour valeur 0,016759566.
ASTRONOMIE. SSq
M, Le demi-grand axe de l'orbite d'une planète est égal à 2,954267; l'excentricilé est égale à 0,218709. Étant donnée l'anomalie vraie égale à i43'*28'i7',6, calculer les valeurs correspondantes du rayon vecteur et de l'anomalie moyenne.
A un lieu dont la latitude est
la distance zénithale observée est
la réfraction calculée i", 8; les coordonnées équatorialcs de Tétoile
observée
iR = 4'»28'"4S%38,
On demande l'heure sidérale.
13. La durée de la révolution d'une planète autour du Soleil est de io35^;438; l'excentricité de son orbite est 0,245367. Calculer le temps qui s'écoule depuis le passage de la planète, à son périhélie, jusqu*à l'instant auquel son rayon vecteur est perpendiculaire au grand axe.
La comète de Donati fut observée par James Ferguson, à
Washington, le i3 octobre i858, à 6'*26'"2i*,oi, temps moyen, qui
trouva, pour l'ascension droite et la déclinaison corrigées de la
réfraction,
le logarithme de la distance de la comète à la Terre étant
logA = 9,744f,
on demande le lieu géocentrique correspondant. On a, pour Washington, J
cp = 38»53'39',3, logpcos?p'= 9,8917, logp sincp'= 9,7955,
et le temps moyen de l'observation réduit en temps sidéral est
34o APPENDICE.
15. Le i"*^ janvier i85i, l'ascension droite de a du Cocher (la Chèvre) était de 5''5'"43%o3, et la déclinaison 45°5o'22'',4. On demande de trouver sa longitude et sa latitude, en adoptant pour l'obliquité de l'écliptique
16. Sachant que les coordonnées écliptiques d'un astre sont, à une certaine époque,
on propose de trouver les coordonnées équatoriales correspondantes. L'obliquité de l'écliptique est supposée égale à
On donne la distance zénithale apparente de Vénus
et la parallaxe horizontale m = 10" correspondant à la même distance au centre de la Terre, supposée sphérique. On demande la distance zénithale géocentrique. Vérifier les résultats en déterminant inversement la distance zénithale apparente au moyen de. la distance zénithale géocentrique.
18. En un lieu de la Terre, dont la latitude est 38°58'53" et dont la longitude est, par rapport au méridien de Paris, 48°5ri5", on a observé une étoile qui a 8° Si' 46", 56 de déclinaison et 79^*30' d'ascension droite absolue. Sachant qu'au moment de l'observation, la pendule sidérale, réglée sur le méridien de Paris, marque 22*' 22™ 16', 76, on demande la distance zénithale ^ et l'azimut A' de l'étoile au même moment.
19. On donne, à un certain instant, l'ascension droite 6° 33' 29", 3 et la déclinaison i6°22'35", 45 d'un astre. On sait que l'obliquité de l'écliptique w = 23"27'3i", 72. On demande la latitude et la longitude astronomiques correspondantes.
20. Le i*"" avril 1880, en un lieu qui a io5°3o'i5'' de longitude Est et 48** 5o' de latitude, on a observé :
I** L'heure que marquait une pendule sidérale réglée sur Paris, ce qui a donné 5*' 20*" 59';
2° La différence d'azimut entre une étoile ayant 272**43'47'
pour JR, et 86°36' r/, 40 pour 0, et un certain signal terrestre situé à l'Est de l'étoile, ce qui a donné 25** 20' 18', 2. On demande Tazimut du signal.
21. Dans un lieu dont la latitude est 38** 58' 53*, on a observé un astre au théodolite en un certain instant, et l'on a trouvé :
Distance zénithale Z = ùcf^i'Zo'
Azimut A = 3oo° io'3o'
on demande les valeurs correspondantes.de la distance polaire p et de l'angle horaire P.
2â. On donne la longitude et la latitude d'un astre
calculer l'ascension droite et la déclinaison. On sait d'ailleurs que l'obliquité de l'écliptique
to = 23° 27' S'^", 9.
23. 1° On a trouvé, à un certain instant et dans un certain lieu, que la déclinaison du Soleil était
et son ascension droite
On demande l'obliquité vraie ou apparente e de l'écliptique et la longitude vraie du Soleil.
2° Sachant, en outre, qu'à l'instant considéré la longitude du nœud de l'orbite lunaire est
et réduisant les formules de la nutation à
^ =- — 17^,24 sinQ — r',269sin20, Q= 9*^,223 cosQ -4-0", 55 cos 26,
on demande l'obliquité moyenne e„ de l'écliptique et la longitude Bn du Soleil, comptée à partir de l'équinoxe moyen.
342 AI»PENDICK.
24. Les coordonnées équatoriales de l'étoile polaire a de la Petite Ourse sont actuellement
M — l'^iô™ en temps sidéral, D = 88Mi'en arc.
On demande ce que deviendront ces coordonnées dans deux cents ans d'ici, en vertu de la précession des équinoxes.
On rappelle d'ailleurs que la précession des équinoxes consiste en un mouvement du pôle s'effectuant en 25 800 ans sur un petit cercle de la sphère céleste parallèle à l'écliptique, dont le rayon sphérique est 23° 27'.
FACULTÉS DE FRANGE
(Année 1880.)
25. Calculer de 2"* en 2*", et pour des angles horaires variant de 4** à 4** lo"", la hauteur au-dessus de l'horizon d'une étoile dont la déclinaison est de i°2i'i4',32. La latitude est de 44°5o'i9". On vérifiera l'exactitude des calculs par la méthode des différences.
26. Déterminer l'azimut du centre du Soleil, à S** 10" de l'aprèsmidi (temps moyen), avec les données suivantes :
Latitude du lieu 45''ii'i^"
Déclinaison australe du Soleil 17° S'SS"
Équation du temps i3'"48'
27. Le 17 juillet 1880, à midi moyen de Paris, la planète Mars a pour coordonnées héliocentriques
Longitude hcliocentrique 167° 5' 26", 3
Latitude i°37'37", 8
Logarithme du rayon vecteur .... 0,2204^1 3
Au même instant, la longitude du Soleil est
Il5°I2'9'02.
On a
Logarithme du rayon vecteur de la Terre . . . 0,0069929
Déterminer la longitude et la latitude géocentriques de la planète à l'instant considéré.
^. Les hauteurs apparentes de deux étoiles sont respectivement égales à 48**o'49' et 7o'34'9'. Leur distance apparente est 58°8'48' :
i^ Calculer les éléments nécessaires pour déterminer la distance vraie de ces étoiles;
2° Former avec ces éléments le Tableau des calcuh à eflFectuer pour arriver à son expression numérique.
29. Quels ont été, le i8 juillet i88o, à Poitiers, Tazimut et la distance zénithale d'Arcturus, l'heure sidérale étant i8 heures :
Latitude Poitiers 46°34'55'
Ascension droite Arcturus i4''io'" i3%97
Déclinaison boréale I9°48'2i', 7
30. L'excentricité d'une planète étant égale à \, calculer l'anomalie vraie et l'anomalie moyenne correspondant à une anomalie
excentrique égale à
31. Le 12 mars 1880, on a observé a d'Orion vers l'ouest, à 1 4** 23' 1 5", 23 au-dessus de l'horizon.
On demande de calculer l'heure sidérale de l'Observatoire et
l'azimut de l'étoile à l'instant de l'observation. Les coordonnées
de a d'Orion sont
La latitude du point d'observation est 44**5o'i9''.
32. On a mesuré, en un lieu de la Terre, les hauteurs d'une étoile et du centre de la Lune au-dessus de l'horizon, ainsi que leur différence d'azimut, et l'on demande sous quel angle leur distance serait vue du centre de la Terre, en tenant compte de la péfraction.
Hauteur de l'étoile 27° 35'o*
Hauteur du centre de la Lune 35. 20.0
Différence des azimuts i3.i5.o
Parallaxe horizontale de la Lune 67.2
Réfraction ô — 60", 6 tang^, z étant la distance zénithale de l'astre.
33. En un lieu dont la latitude est égale à 48**5o'49'', on trouve, à un moment donné, pour hauteur d'une étoile, t3**57'52'', et
pour déclinaison 8**25'4S'', 2. On demande l'angle horaire de l'étoile au moment de l'observation.
34. On a trouvé, pour les distances zénithales de deux étoiles, les valeurs
5' = 40^53' 56^3, leurs déclinaisons étant d'ailleurs
et la différence M — ^R' de leurs ascensions droites étant
On demande : 1° d'indiquer les opérations à effectuer pour trouver l'angle du vertical d'une de ces étoiles et de son plan horaire; 2** en supposant que cet angle ait été trouvé égal à 43°29'8'', 3, calculer la latitude du lieu et l'angle horaire correspondant à l'observation des deux astres, faite simultanément par deux observateurs.
35. Une étoile, dont la déclinaison est -+- 15°, passe au méridien d'un lieu à 2" (temps sidéral). La latitude du lieu est 35°. A quelle heure sidérale l'étoile se couchera-t-elle?
36. La longitude de Moscou étant 35°i7'3o'' et sa colatitude 34**i4'47''> trouver l'azimut de Moscou sur l'horizon de Paris, azimut compté du nord et sa distance sphérique à Paris. On sait que la colatitude de Paris est 41** 9' 8".
(Année 1883.)
37. Établir les formules générales de la transformation de l'angle horaire et de la déclinaison en azimut et hauteur.
Calculer pour Bordeaux (cp = 44**5o' 19'') l'angle horaire et l'azimut du coucher du Soleil, le 26 juillet i883 :
Déclinaison 6, le 26, à midi vrai. . . -\- i9**4i' 30*^,8 Déclinaison 0, le 27, à midi vrai. . . -f- 19° 28' 27", 2
38. Quelle est l'heure sidérale à laquelle a de la Lyre atteint la hauteur 34^24' 10* au-dessus de l'horizon de Besançon?
Les coordonnées équatoriales de x Lyre sont
Latitude de Besançon, 47°i3'46'.
39. On donne, pour le lo août, à midi vrai, la déclinaison du Soleil égale à i5''3i'34'' et l'équation du temps égale à S^S', i ; pour le II, à midi vrai, la déclinaison est de i5°i4'53', l'équation du temps 4"" 58% 7. Calculer, en temps moyen, l'heure du coucher du Soleil pour le 10 août, en un lieu dont la latitude est 5o*'38'44'- On ne tient compte ni de la réfraction ni de la parallaxe.
Calculer la valeur de u par la formule
u — e sin w = nt ;
en posant t = --^ e = 0,01676097, n = -=- »
4i. Résoudre un triangle sphérique, connaissant les éléments
suivants :
42. Calculer les coordonnées équatoriales d'une étoile dont les coordonnées écliptiques sont :
l'obliquité de l'écliptique étant 23°27'24'', 34-
43. Deux observations, faites à deux époques différentes d'un même mois, ont donné, pour la déclinaison du Soleil,
La différence des ascensions droites est
En déduire l'obliquité de l'écliptique.
44. La comète Swift-Brook a une orbite dont les éléments de position sont :
Longitude du périhélie tt -^ '^9**o' ^,4
Longitude du nœud ascendanJ .... Q ~ 278.7.40,7 Inclinaison sur l'écliptique i — 78.4.40,2
Le i5 avril i883, à minuit moyen de Paris, cette comète avait, pour anomalie moyenne,
Calculer la longitude et la latitude héliocentriques correspondantes.
4o. Étant données la longitude X et la latitude p, ainsi que l'inclinaison de l'écliptique e, calculer l'ascension droite et la déclinaison de cet astre :
46. Le 2 mai i883, la déclinaison du Soleil au midi vrai, à Paris, est trouvée égale à i5°2i'i7'', 3. Le 3i du même mois, la déclinaison est 2i°54'3o'', 6. •
L'accroissement de l'ascension droite dans l'intervalle est •
En déduire l'obliquité de l'écliptique.
En un lieu dont la latitude est
on a observé, à un certain instant, l'azimut A et la dislance zénithale Z d'une étoile
Calculer l'heure sidérale de cet instant. On connaît l'ascension droite
et la réfraction calculée est 1', 8.
48. Le i*^ janvier 1875, les coordonnées héliocentriques de Vénus avaient pour valeur
Longitude 1 14*'4^' '^') ^
Latitude boréair ît** 8'37', 5
Rayon vecteur 0,7185679
On demande de calculer les coordonnées géocentriques de cette planète, sachant que ce même jour la Terre avait, pour coordonnées héliocentriques, •
Longitude ioo°43'io', 4
Rayon vecteur 0,9882602
49. Quelle est l'heure solaire vraie dans un lieu dont la latitude est de 45*" 52' 34*, a6, quand la hauteur du Soleil, corrigée de la réfraction, est de 29°48'37*, 18, sa déclinaison boréale étant de 1 5° 28' 32', 58?
50. L'anomalie vraie d'une planète est ii2*28'42', 5. L'excentricité de l'orbite est égale au sinus de 2**3'42*,8i. Trouver l'anomalie moyenne.
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