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PREFACE
Ce Volume, comme les deux précédents, est le résumé de nombreuses conférences préparatoires à la Licence es Sciences mathématiques, faites à la Faculté libre de Lille. Les exercices qu'on y trouvera développés ont été proposés à la Sorbonne et dans certaines Facultés de province, depuis la publication du second Volume, c'est-à-dire depuis 1889 jusqu'à ce jour.
Depuis longtemps déjà les compositions données aux examens de la Licence consistent uniquement en applications plus ou moins directes des théories qui font l'objet du programme. L'élève ne saurait donc trop s'exercer à résoudre des questions de tous les genres; c'est pour l'aider dans ce travail que nous publions ce nouveau Recueil. Le maître de conférences lui-même y trouvera sa tâche bien facilitée, chaque partie de l'Ouvrage offrant un ensemble d'exercices dont le choix ne saurait être meilleur,
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puisque c'est celui môme qui a été fait par les examinateurs.
La grande importance prise par la Cinématique depuis un certain nombre d'années, et surtout la création d'un certificat spécial pour cette matière, nous ont décidé à réserver une partie du Livre aux questions relatives à cette branche si intéressante et si féconde des Mathématiques.
L'Astronomie, elle aussi, avec les nouveaux règlements de la Licence, demande une étude phis approfondie qu'aulrefois; les épreuves auxquelles elle donne lieu conduisentà un certificat spécial de même valeur que les autres. C'est pourquoi nous avons consacré une partie de ce Volume à la solution des diverses questions qui ont été posées à la Sorbonne, dans ces dernières années. Nous nous sommes contenté d'indiquer le résultat des calculs quand la résolution théorique de la question ne présentait aucune difficulté nouvelle. C'est encore à l'obligeance de M. l'abbé Stoffaës, professeur d'Astronomie à notre Faculté, que nous devons la rédaction de cette dernière Partie.
On nous avait plusieurs fois exprimé le regret d'avoir à chercher longuement, dans les deux Vo-
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lûmes déjà publiés, la solution des questions posées à une date déterminée aux examens de la Sorbonne; nous avons comblé cette lacune à la fin de ce troisième Volume. Une Table donne les indications permettant de trouver immédiatement les questions proposées à Paris, à telle session de telle année.
Puisse ce Volume obtenir l'accueil qui a été fait aux deux premiers; nous aurons ainsi atteint le but poursuivi : celui d'être utile surtout à toute une catégorie intéressante de jeunes étudiants éloignés des grands centres universitaires.
Déterminer la valeur de V intégrale définie
r* dx
la constante cl étant comprise entre zéro et tt.
(Paris, novembre 1894, i"^® question.) (i)
La valeur de cosa étant inférieure à Tunité, le facteur X — cosa ne s'annule pas dans les limites de l'intégration ; quant à y/^^ — j, il est nul pour 37 = 1, mais le degré d'infinitude de la fonction à intégrer étant |, l'intégrale est
(*) Cette question a été proposée sous une forme très peu différente en novembre i885 {voir n° 172).
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finie. Pour la calculer, nous poserons
d'où
idz 11 sina
^-h 2^cosa -h I sina
dz
[ z -\- cosa y \ sina /
o, / z-hcosa\o ir — a
— — arctanff ; = —.
sina\ ° sina /_i sina
Soit
I I.ti 1.2. ..(Al l)
on demande de démontrer que V intégrale
-^dx
n^aura de valeur finie et déterminée qa^en supposant a négatif et compris entre i — n et — n.
Cette condition remplie^ on propose d'établir que J = r(a) et Von emploiera dans ce but la relation suivante :
i ( e--^ — X ) D « a7«+«-i dx.
(Paris, novembre 1891, T" question.)
Pour que l'intégrale considérée ait une valeur finie, il faut d'abord que pour ^ = 00 la fonction à intégrer soit un Infiniment petit d'ordre supérieur au premier ; or,
quel que soit a, — est infiniment petit d'ordre supérieu r
à toute quantité donnée, il reste donc à étudier la fonction algébrique X^"~* dont le degré n -i- a — 2 doit être inférieur à — 1 , d'où une première condition a<^ 1 — /? .
Pour étudier la Hmile inférieure, nous mettrons J sous la forme
la parenthèse se réduisant à Tunité pour ^ = o, pour que le degré d'infinitude de la fonction à intégrer soit inférieur à l'unité, il faut que
— a — n + i<i, ou a> — n,
c'est la seconde condition.
Ces deux conditions étant remplies, nous remarquerons que la relation indiquée est une identité et nous considérerons l'intégrale
en l'intégrant par parties, il v^icnt
or le terme tout intégré est nul ; en effet, pour x = cc^ e^^=o et le degré du terme le plus élevé de la fonction algébrique lLnT>"~^ x^"^"'^ est égal à n — i-i-a<io; on reconnaît encore que tous les termes de la série représentée par la parenthèse sont nuls, pour ^ = o, en vertu
de la relation a H- n >> o. D'ailleurs -^ = — X,/ j , on a
donc
intégrale de même forme que la précédente et que l'on ramènerait de la même manière à
on airiverail donc finalement à
I — / <»-^\r«-^-'ï-l dx — r(a H- n) Ca + /i > o),
et comme, pour a négatif, r(«) se définit par Tégalité
r(a)=_ LliL-1-^i) ,
on a bien J = r(«).
"^185. Désignons par K etlà les deux intégrales
x%+» 4-ao
o^V a désigne une constante positive.
On démontrera d^ abord que Von a
A2_B2r:= / / e"'' (•*•* + j'^ COS ( .r2 -4- J^'2 ) ^^7 6?^,
puis que
/^-Hoo ^+00
•-' — ûo •-/ — ao
On calculera ensuite les deux intégrales doubles cidessus en substituant les coordonnées polaires aux coordonnées rectangulaires ^ et Von en déduira les valeurs de A et de B.
(Paris, juillet 1894, i"^* question.) On a
A2= / e-^^*cosx^dx j e-'^y^cosy^dy
*J — ao *J — ao
= / / e-"(-^'-*-r')cosa72cos/2û?^û?^^
B2= / / e-«(^'-»-J'')sinip2sin72^;y^^^
ce '^ — ao
d*oii la valeur donnée pour A^— B^.
On a de même
«y — os ty — M
»/_ao •>'— 00
ce qui fournit la valeur indiquée pour 2 AB.
Passant aux coordonnées polaires, ces formules deviennent
Jy^OO
pour calculer ces dernières intégrales, nous pouvons intégrer par parties
= aaAB, 2AB = 2 7r — ^(e-«'''cosr2)* — a | e-«'''cos/'2.rû?r = 71 — a(A2— B2).
On en tire
Tza r
A2_B2=:-^-^, 2AB - _ _
A^ et — B^ sont les racines d'une équation du second degré facile à former et Ton a finalement
L'intégrale B est évidemment positive, chaque partie positive de cette intégrale étant supérieure à l'aire néga-
live qui la suil immédiatement; il en est de même de A, puisque le produit 2AB est positif.
Ces formules supposent essentiellement a>o; elles sont encore vraies, quoique non démontrées par ce qui précède, pour le cas de a = o, car elles donnent
Ar= B
-wi
ce qui est bien la valeur commune des deux intégrales de Fresnel.
On considère V intégrale curviligne
r{ab'—ba'){xdy—ydx) ^ J {ax~h hy)'^-\-{a'x-^h' yY^
prise dans le sens positifs le long d^une courbe G entourant l'origine^ et où a, 6, a' ^ b' désignent des constantes réelles. Montrer que la valeur de cette intégrale ne dépend pas de la courbe C et trouver cette
valeur,
(Paris, juillet 1896, i"* question.)
Posant T = («rô' — bà) J, et transformant en coordonnées polaires, on a
cose -h b sin6)2-f- (a'cose -h b' sinÔ)*'
l'intégrale J, qui représente le double de l'aire d'une ellipse dont le centre est à l'origine, est donc indépendante de la courbe C le long de laquelle se fait l'intégration.
L'intégrale J pourrait se calculer par le changement classique de variable tangQ = ^; il est plus simple de se servir de l'équation dont les racines sont les carrés des
demi-axes de la conique
kx^-\- iBxy H- Cj^* H- H = o,
et qui est
(AG — Bî)pîH- ( A -f- G)Hp H- H2 = o;
on a, dans le cas actuel,
A = a2-ha'2, B = ab^a'b', C = b^-^b'^, H=— i,
d'où
AG - B« ( rt^>' — 6a' )2 ' ~ ab'— ba'
et, finalement, I = dz 27:, suivant que ab' — ba! est positif ou négatif.
On peut encore calculer directement l'intégrale I, à l'aide du changement de variables
ax -\- by = w, a' x -^ b'y = t», qui donne
{x dy — y dx) = {ab' — ba' ) = (u dv — i^du)
et
C udv ^ vdu V
Or, tandis que le point (a:, y) décrit son ellipse dans le sens direct, le point (i^, v) décrit également une ellipse, d'oii
suivant que l'ellipse (w, r) est décrite dans le sens direct ou en sens contraire. Pour établir cette distinction, remarquons que
V a' '\- b' tanffô tango— - = 7-: V'
d'où
do d^ ab'— ba'
cos^cp cos^O («H- 6 tangO)2'
or rfO est positif, donc c/cp a le signe de ab' — ba\ ce qui conduit au résultat précédemment obtenu.
187. Étant donnée une fonction f (x, y ^ y^)^ Vintégrale curviligne
•To.ro
prise le long d\in chemin C joignant (^o? ^o) ^ (^? y) et où y désigne la dérivée par rapport à x de la fonction y de X déterminée par ce chemin, dépend, en général^ de la courbe C. Quelle doit être la forme de la fonction f{x^ y^ y') pour que V intégrale soit indépendante du chemin suivi, ou, en d^ autres termes, pour qu^elle dépende seulement de x et yl
(Ecole Normale, 1898, i'"* question.)
La variation de l'intégrale considérée devant être nulle, on a
dy dx ày' "
ou
àj_ _ d\f _d\f_ dy_ ^ d^f d^y ^
dy ~~ dx oy ôy ôy' dx ~^ dy'^ dx^ '
mais, le chemin C étant quelconque, cette équation doit être une identité.
D'ailleurs, en tout point du plan, -~ et •-— sont arbi-
traires, ce qui exige, puisque -7-^ ne figure que dans un
terme, que Ton ait
ÊIL -
et, en intégrant.
dy
substituant dans l'é quation primitive, il reste
c'est l'unique condition à laquelle doivent satisfaire les fonctions cp et tj; ; elle nous montre que ces fonctions sont les dérivées partielles d'une fonction arbitraire u{x^y) et l'on a finalement
., , du , du du
On reconnaît immédiatement sous cette dernière forme que l'intégrale proposée a pour valeur
résultat indépendant du chemin s uivi.
188. Une sphère de rayon a a pour centre Vorigine des coordonnées rectangulaires. On demande d^ évaluer le volume de la portion de cette sphère comprise entre le plan des xy^ celui des zx et le cylindre qui admet pour section droite une spirale d'Archimède tracée dans le plan des xy^ et dont C équation en coo rdonnées polaires est r z=z a^, l'axe des x étant supposé
choisi comme axe polaire,
(Toulouse, juillet 1888.)
L'expression du volume est, en coordonnées [cylindriques,
2 — 7-2 /• dr
\ = f fzrdrd^= f dQ f /^
=j Xia^-r^Aa ^ = yj (1-62)2^6;
posant 9 = sin'^, l'intégrale devient
= -— I cos^cp do
a^ 1 .3 TT ira'
189. Déterminer le volume de la portion d^ espace commune aux deux surfaces définies en coordonnées rectangulaires par les équations
(Bordeaux, juillet 1891.)
Ces deux quadriques de révolution se coupent suivant deux courbes planes données par Téquation
ic 1
la première racine convient seule, le plan :; = — 2 c ne coupant pas les surfaces.
Le volume V, commun aux deux surfaces, se compose donc de deux parties : Tune V|, comprise entre le parabo-
loïde et le plan z=^ -; Tautre V2, située au-dessus de ce
plan et limitée par l'ellipsoïde ; d'où
Vi = 1 —7^ z dz = — i
ic 16
. c I ^^\ / 5ira'
et
Déterminer la valeur de V intégrale
(A sin2e cos2(}; -i- B sin^O sin«ij/ H- G cos^Ô)*
quand A, B, C sont positifs, de deux manières :
1° En remarquant qu^elle représente trois fois le
volume d^ un certain ellipsoïde;
2° Par le seul emploi du Calcul intégral.
(Nancy, juillet 1884.)
1° Le volume élémentaire, en coordonnées polaires^ a
pour expression
p*sinôû?p<i0é/4';
intégrant une première fois de o à p pour une surface fermée ayant Torigine à son intérieur, on a r p^ sinO rf9 dif ;
l'intégrale I représente donc trois fois le volume V limité par la surface ayant pour équation
(A sin*6 cosîi}; -h B sin2 6 sin* ip + G cos«0)2
ou, en coordonnées rectilignes,
Aa72 4-B72-i-as« = i,
qui représente un ellipsoïde de volume
d'où, enfin.
3 v/ABG '
4^ y/ÂBG*
On a
sin <iô d^
(A sin2 cos2(}; -H B sin20 sin'^^ 4- G cos26)2
qui devient, en effectuant le changement de variable, tang'0 = <,
d^ /^* dt
(Acos2<^H-Bsin2i|;)2 / /^ _ G .
8 r' rfi}.
191. On coupe l'angle trièdre Oxyz, les coordonnées étant supposées quelconques, par un plan ABC déterminant sur les axes les longueurs O A = a, OB =: 6, OC = c, et Von imagine le paraboloïde hyperbolique qui admet pour génératrices rectilignes les quatre côtés du quadrilatère gauche OBAC. Calculer le volume limité par ce paraboloïde et les trois plans coordonnés,
(Rennes, novembre 1890.)
La surface passe par les intersections du plan
X y z abc
avec les plans j* = o et 5 = o, et par celles du plan x=^ o avec les deux mêmes plans; son équation a donc la forme
les équations du centre sont
IX y z X ^ X ^
hl-H 1 = 0, r-f-A3 = 0, --\-\y=:0\
abc b c
écrivant que ce point est rejeté à l'infini, on a
oc a oc
d'où Téqualion de la surface
= ex i
a y -\- bx a
Désignant par a l'angle xOy^ par y l'angle de O3 avec le plan des xy, et posant
k = sina siny, le volume cherché a pour expression
\ = k l j zdxdy = -^ j xdr j ( ^ M ^7>
y^ étant déterminé par l'équation
ciy\ -^ bx = ab ;
or
bx
d'oii
_. Abc r"" { A 1 ^ \ , kabc V = / x\\o^a — \Q%xA \\dx = .
ay^ = bx{z -i- a
(Toulouse, juillet 1890.)
l4 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE I.
Le cône donné a son sommet sur la surface de la sphère, au point z = — a, et il coupe le plan z = a suivant la parabole j^^ — . ^^. les équations de la courbe d'intersection de la sphère et du cône sont, en coordonnées polaires,
p = a, 2 a sinG sin'^1^ = 6 cos<)y(n- COS0),
d'où
tanff - = r-rS" •
^2 2asin2a;
Prenons, comme aire élémentaire <iA, un rectangle curviligne compris entre deux méridiens et deux parallèles de la sphère,
laissant d'abord ^ constant, variera entre zéro et la valeur donnée par l'équation de la courbe d'intersection,
puis on devra ensuite faire varier ^ de à H — > ce qui
donne, en vertu de la symétrie des surfaces par rapport au plan zOx^
— = I (I — cosb)d^ = / cosQd^.
Pour calculer cette dernière intégrale, on a
1 — tan o"* — . ^ '2 4a2sin*iL_^,2cos2 6
cos6 = = -. — , . . y — r-f :
i-h tang
d'où, en posant tang'i = /,
/ COS ail = / : rr-r- r-r —r— „ ,, dt
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et
-hpx^-^q 'X
les racines du dénominateur élanl imaginaires, puisque /> et q sont positifs.
L'intégrale I est égale au produit de iiii par la somme des résidus |jlo et |jL|, relatifs aux deux pôles simples de la fonction à intégrer situés au-dessus de Ox (n° (9S); posant
on a
avec
Cherchons d'abord le signe du produit z^^z^ ; soient
-30 = «0-+- ï'Po» 'Si=aiH-«Pi;
^0-^1 étant réel et [3o ainsi que (3| étant positifs, puisqu'il s'agit des pôles situés au-dessus de Ox^ on a
aoPi-t-aiPo = o, ^ = — ^ <o,
^ ai po ,
d'où
5o^i =aoai— Popi<o, il en résulte Zq^i = — s^q^ et l'on a enfin
I -+- a?* a?* dx
et enfin
[c — a? y/i -j- 572-+. log(a? + /i -r- x^)\.
y 2/1 4- a?* 194. Intégrer V équation différentielle
/(^» 7»y ) = ( J" — ^y ) ?'(/ ) + a? cp (y ) = o,
en partant des solutions de V équation
YiLLiÉ. — Comp, 111.
l8 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE II.
Application :
(Poitiers, juillet 1891.) On a
ff
(7 — ^/)? ? y — xf dx ^y — xf
l'équ ation proposée équivaut donc à
_î(Zl,=_ 21211 ^eonst., y — xy X
et si, entre ces deux équations, on élimine^', on aura une re lation entre ;r, y et une constante arbitraire c; ce sera donc l'intégrale générale cherchée.
Application. — On voit immédiatement que
?Cv')=^-^y et cp'(y) = i-hy2,
d'où
i__ - _ l±Zl* --
y — xy X
transportant cette valeur dey' dans Féquation donnée, il
vient
Intégrer V équation
d>y _ dz dy d^z
OM ;: est une solution de V équation -j-^ = a'^z.
On cherchera un facteur tel que le premier membre
de V équation proposée, multiplié par ce facteur, soit la dérivée d'une expression linéaire en y et —-•
(Conférence de la Sorbonne, 1890.)
Au lieu d'opérer comme il est indiqué, il est plus simple de remarquer que Téquation proposée, pouvant s'écrire
d^y dz dy d^z \ / dz dy , d'^z \ _
dx^ ' " dx dx dx^ *^
s'intègre une première fois et donne
d{yz) ^ dz^^.dy ^ ^ ^^ j.
dx dx dx dx *
équation linéaire du premier ordre en y^ dont l'intégrale est
_/-i^/ rdx r-^\ I / , r .\
y — e «^ ^ ic -\- k I — e«' ^ j = ~lc-\- k j zdxj ,
d'où enfin l'expression générale dey
c -\- c'(cie^^ — €26-^^)
Intégrer l'équation
x^-j-^ -hî5x^-j-^ 4-6oa7-7^-j-6ov = e^.
dx^ dx^ dx *^
(Paris, octobre 1889, i** question.)
On sait que le changement de variable x=^e^ ramène l'équation proposée à une équation linéaire à coefficients constants; les solutions de l'équation privée de second membre sont donc de la forme
y = e^^= x^\ substituant j^ = x^ dans le premier membre et supprimant
le facteur x^^ on a Téqualion caractéristique
r{r — i)(r — 2)-hi5r(r — i)-j-6or-t-6o = o
OU
/•3+ \ir^-\- 47/^ + 60 = o,
dont les racines sont — 3, — 4 et — 5; on a donc pour l'intégrale générale de l'équation sans second membre
j^ = A 37-3-1- Bar-* -j- G 37-5.
Nous trouverons une solution particulière yo de l'équation complète, par l'emploi de la méthode de la variation des constantes arbitraires, qui nous donne les trois équations
dk , t/B , ^C ,
dk . . dB dC
— 6-r-ar-'* — A-r-cc-^~- 0-7—37-6=0, dx dx dx
d'où
dk ^ dB ^ ^ dC ^ e-^
dk i ^ dB , dC i ^ ^
Or, n étant un entier positif,
x'^e^dx = e^[x" — nx"^-^-hn(n — i)xf^-^ — ..,±n(n — i)...2.\];
on a donc
B = — eT(x^—3x^-h6x — 6), G = — (37* — 4^^-t- 1237*— i^x -h 24); jrQ= e^(ar-^— 6x-^-+- i2ar-^)
et finalement
k-he^ B — 6e^ G-hi2e-^
A, B, C étant trois constantes arbitraires.
Etant donnée V équation
OÙ k est le module de la fonction elliptique sno:, et h
une constante, déterminer h de manière que l' équation
soit vérifiée par
_ dsnx
Du résultat trouvé, déduire une intégrale particulière de l'équation
et son intégrale générale.
(École Normale, 1889, *'" question.)
Soient
sna? = M, ena? = p, ^iix=w\
on a
y = vw,
dv
-p^ = (6^2m2— I - k^)vw, d'où l'équation à vérifier
ce qui exige
(') Cette équation est celle de Lamé
p- = n(n -:- i) A" sn'^ + h,
y dx^
dans laquelle on fait n -. i.
Dans le cas particulier de l'énoncé, h étant égal à — 2,
on a
et, par suite,
, du , . /i-h u
dx — -, a? = log4/ ,
d'où
qx — g— j:
sna? = M = :
on a donc une solution particulière j)^o de l'équation proposée
Nous en déduirons l'intégrale générale en remarquan t que
r dx'^ yo dx^ ~ '
d'où, en intégrant,
dy dyo
Intégrer l'équation linéaire
On prévient que V intégrale générale est de la
forme
R(a7)e«^-hRi(a?)e«i^,
a et ai étant des constantes convenables , R et Ri désignant des fonctions rationnelles en x,
(Paris, juillet 1890, i" question.)
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Soit la solution particulière j^ = Re^*^, on a
d^x \ dx dx^
d'où l'équation en R,
cette équation est de même nature que la proposée, mais elle renferme un paramètre arbitraire.
Or R est de la forme R(a:) == =^t-t» / et cp étant deux polynômes; le premier membre de l'équation (2) contient ço^ en dénominateur à cause du terme -j-r» tandis
» dx^ '
que le dénominateur du second membre est^^y, il faut donc que (p(^) = :t:; R est, par suite, de la forme
R.^Z(£). On en tire
d^ _ xf-f dx x^
d^K _ x^f" — ixf -\-if ^ dx^ ~" x^ '
substituant dans (2), il vient
(3) xf-^%f\ax — \) -i-/[(n-a2)a? — 2a] =0,
équation différentielle du second ordre à laquelle / doit
satisfaire. Or
/= «0^7'* 4- ai a?"-* -h. . .:
on doit donc avoir identiquement
x\pL^n{j% — \)x^-^ H-. . .]-h2(aa? — i)[ao/ia7'*~* -h. . .]
-I- [a?(a2-h i) — 2aJ[aoa?« -hai^?»-* -h. . .] = o;
il n'y a qu'un terme de degré /i -h i, ce qui exige
ao(a2-M) = o, a = ±t;
égalant ensuite à zéro le coefficient de a;'*, on a /i = i ; donc /(:c) est de la îorme /{ûc) = ûo -{-"k. Écrivant enfin que cette expression def{x) satisfait à l'équation (3), on
a X=: > d'où les deux solutions particulières
T -\- i s\nx
. /cosa? . \
X — i %\VLX ./cosa?
Yï = e-'^= cosa? i ( h sma^
et la solution générale
^ / sinarX ^ /cosir . \ j^ = Cl f cosa? I H- <-'2 ( h sin a? 1 .
On demande de démontrer que V équation différentielle
OÙ n désigne un entier positifs admet comme solution un polynôme P(^).
On propose ensuite d^ établir que la même équation admet une seconde solution de la forme
F log h Q,
où Cl est encore un polynôme.
(Ecole Normale, 1890, i*^* question.)
On trouve, par substitution, que le polynôme P(^) doit être de degré n-\- i et que les coefficients des termes de rang pair sont nuls,
on a, en outre, entre deux coefficients consécutifs, la relation
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qui permet de former ce polynôme, dont les coefficients sont alternativement positifs et négatifs.
La seconde solution est de la forme (n® 197)
dx
= CP/|f;
pour l'étudier, remarquons que le polynôme P(^) ayant tous ses termes de même parité a ses racines deux à deux égales et de signes contraires, sauf, pour /impair, la racine x-=o] de plus, toutes ses racines sont simples. Soit, en effet, A* >> I le degré de multiplicité d'une racine :r = 6,
P" devra admettre cette racine avec le même degré de multiplicité, ou un degré égal à A* — i s'il s'agit de Tune des racines ih i ; donc j: = 6 sera, en tous cas, racine de
-j—Lj or
dx^ '^ V / j j
donc b serait encore racine dey(;r) contrairement à l'hypothèse.
Dans la décomposition de -5^ en fractions simples, les
termes de la forme t devront disparaître, puisque
toute solution de l'équation différenlielle donnée ne peut admettre que les points critiques ± 1 , d'où
P2 ~ i-^x "^ i^x "^Zà (x-b)^ ^ {x-^-ày'
mais P^{x) étant égal à P^{ — ^), on reconnaît aisément que j3 = j3| , ... et ensuite que m = m^ ; on aura donc
comme seconde solution de l'équation différentielle
Q(;r), étant un polynôme de degré /i, est donc bien solution de l'équation proposée.
On peut, d'ailleurs, vérifier directement que l'expression précédente satisfait à l'équation proposée; substituant, en effet, cette valeur dej^i et remarquant que
dx ^x — \ 1 — a?2 dx"^ ^x — \ {x'^ — \Y
on a
'^ '\dx^^x — \ xi—ydx{^x^-\f dx* )
ou, en tenant compte de l'équation à laquelle P satisfait,
T ^^^-^T^^^^^ ^^^ polynômes de degré n, l'équation précédente sera vérifiée par un polynôme convenable, Q(^), de degré n, qu'il serait aisé d'obtenir et qui ne contient, comme P, que des termes de même parité.
Intégrer V équation
(Iy \ x^
eux X
où m est une constante donnée, sachant qu!eUe est vérijiée quand y est proportionnel à une certaine puissance de X,
Trouver V expression entièrement explicite de la fonction
oïL y désigne V intégrale générale de V équation précédente.
Dans les deux cas, on aura égard à une valeur re-
marquable de m,
^ (Paris, octobre 1890, 1"* question.)
Soit^o = f^x^ la solution particulière indiquée de cette équation de Riccali ; la substitution donne
— m'^ k^ x^"^ -\- mk{n->r- m — 3)a?'»-i-*
-+- mk{n — m -h 3)a?«-* -h (m — i){m — 4) = o.
En général (m — 2)(m — 4)7^0» et, pour que l'équation qui précède soit identiquement vérifiée, il faut que l'un des autres termes soit constant, ce qui exige /i = dzi .
Faisant n = i , il vient
mk{m — 2 — mk)x^-h mk{fi — m) -{-{m — 2) (m — 4)=o,
équation qui devient identique pour k= ; on a
donc
yo = ^•
m On trouvera de même
yi =
La connaissance d'une seule intégrale particulière jko suffit pour ramener une équation de Riccati à une équation de Bernoulli en posant y =yo -+■ u. Mais, quand on connaît deux solutions particulières d'une équation de Riccati
on peut obtenir l'intégrale générale par une simple quadrature; posons
y-yi
et prenons les dérivées logarithmiques, on a
i Ç[w ^ I /dy _ ç^\ _ 1 fdj^ _ dyx \ ^
u dx y — yçi\dx dx ) y — y\\dx dx j
Or
£-£=(•>'-•>'») [x,(^+ro) + x.],
et de même pour l'autre terme; on a donc
\ du
udx=^'^^'^^'^^
équation qui donne u et, par suite, j^ par une simple quadrature.
Appliquant au cas actuel
du m — 2 / i\ mdx . ^ dx
et, par suite,
uy\ — ya _ m — i ex -\- x
Formons maintenant la fonctions; mettant j^ sous la
forme
on a
C Y dx , ^ Cxdx r(m — i)x"^-^ — m I r = (2 — m) / -H / ^^ -^
= log
d'où, finalement,
expression dans laquelle a et c sont des constantes arbitraires.
Cas de m =^ 2, — La méthode précédente est en défaut, mais l'équation proposée devient une équation de BernouUi
posant — ^ a, on a l'équation linéaire
^^ du x^ — r
I IX , , . l-^X^
y i-^x^^ ° ^' ^ ixlogax*
enfin
On considère V équation de Riccati
-Y- cos2a? = 2-h X'sinaa? — 2 ( X'h — : ) y + y*X'sin2a7,
dx \ ^\nix/^ ^ '
dans laquelle X' désigne la dérivée d^une fonction donnée X. de x :
1^ Démontrer qu'elle admet deux solutions particulières dont le produit est égal à l'unité;
2® Déterminer son intégrale générale.
(Toulouse, novembre 189 1.)
Écrivons que - satisfait à la même équation, nous aurons
-y- cos2â7 = — X'sin2a7 4- 2 (X'h — -. ) r — (2 -hX'sin2a7)y*.
dx \ 8111207/ "^ ^ ^"^
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Retranchant cette équation de la proposée il vient, après suppression du facteur 2(1 + X'sin2^),
^* sin 2 37 — %y + sin 2 a? = o,
d'où les solutions
^0 = cota?, yx — tanga?.
L'intégrale générale j^ est donnée par la formule (n° 200)
Soit y une intégrale quelconque de Inéquation
on pose
dy dy
on demande :
1° De formel^ V équation différentielle du deuxième ordre à laquelle satisfait la fonction ç (u) ainsi définie;
2® DHntégrer cette équation différentielle et de déduire y de son intégrale, V intégrale générale de Vé-
quation (i).
(Paris, juillet 1898, i*^" question.)
r' L*équation proposée peut s'écrire
dx _ içx(x -h 2) ^ du ~ i-{- i>^ '
pour éliminer x et dx^ on a, en partant de la relation (> = ux — y et prenant u comme variable indépendante,
di> = X du, X = -Y-y
du
d^ç = dxduj dx=-Y—,
du
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 3l
ce qui donne l'équation cherchée
d^v __ du \du
dv Idv \
2° L'équalion (2) peut s'intégrer une première fois en la mettant sous la forme
d^v dv
du!^ du
dv i-{- v^
du d'où
, ^ X . / <3?p \ du
(3) 14- ('*= c I 2 -H -7- ) ou — =
^ \ du) c I —
dv
Pour achever l'intégration, plusieurs cas sont à considérer, suivant le signe de i — 2c,
I — 2c = X*, (4) p = X tang - (w -h c'),
I— 2C = — X2, (5) — (M-Hc') = l0g ^^^^,
L'équation (3) donne d'ailleurs
(7) y = UX — V = UX — ^CX — (l — 2C),
formule dans laquelle on remplacera u en fonction de
V = ^CX — (l — 2C),
à l'aide de l'une des formules (4), (5) ou (6), suivant le signe de 1 — 2 c.
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(Pu d^v •
dx^ dx^
(Paris, novembre 1892, 1" question.)
Si à ces deux équations on joint la dérivée seconde de
la première et que l'on élimine s^ et ^-^ > on aura Téquation
linéaire
dx^ dx^
qui a pour équation caractéristique
d'où
w = ( A -h Ba:)cosa7 +(C -H T>x)sinx -h Uq.
On pourrait trouver une solution particulière a,,, en remplaçant dans le second membre de l'équation en w, sin^ et cos^ par des exponentielles, ce qui ramènerait le second membre à une forme permettant d'obtenir direcr tement une solution particulière. On peut encore poser
Uq=P coso; + Q sina" ; substituant et identifiant, il vient
dx'^ '^^d^ -^dx^ ~^'
d^q ,d^P .d^(l_ ^ dx^ ^ dx^ ^ dx^ ~ '
équations dont on aperçoit immédiatement la solution particulière
d'où
= —7 et Uj= --sinx:
it\ '24
p = ( I -+- A — iD -4- Bo? I Gosx
LB-f-G-^/^D- Ma:+ ^1 sina-.
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204. Déterminer une fonction u des variables x^ j% qui satisfasse à Inéquation aux dérivées partielles
du du
et qui s annule pour ^ = o, quels que soient y et z. Soit cp(j;, y, z) la valeur de u définie par les conditions précédentes ; on propose de trouver pour z une valeur fonction de x et de y^ et telle que Von ait à la fois
dz dz . ^
(Gaen, juillet 1889.)
Les équations à intégrer sont les suivantes :
dx _ dy _ dz _ du __ ^ du — udz
1 o yz ~ uy -h z z^ '
y = (X, — z:=j7H-p, z = '^e'^^' = ye^^
ot
u = z[x-h f(y, ze-^y)].
Pour que u et x soient simultanément nuls quels q i« soient y et z, il faut que
u = zx — (f:
alors
dz ^ -^^dx -^ -^dy = z{y dx -^ X dy)\
d'où
205. Déterminer une fonction z de deux variables indépendantes x et y vérifiant V équation aux dérivées partielles
(i) pq — z'^ = Q,
et se réduisant à — lorsqiion fait x = i.
(Toulouse, juillet 1889.)
Les dérivées partielles du premier membre de Téquation proposée sont
et les équations simultanées
dx dy
dz dp dq
Fp-^Çlq~ X-hZ/?~ Y-+-Z^
deviennent ici
dx
dy dz dp dq ~~ p ^ ipq ~ 3pz^ ~ 3qz^
d'où
dp dq 3 dz p q 1 z
ce qui donne
Po qo j' ^0
avec
ui devient
pdx = q dy = - dz,
I 1 -1 podx = qo dy = - zl z ^ dz]
Jté
et, en intégrant,
(4) /?o(a? — i) = ^o(7-7o) = — -ÎU '^ — -op-
posons alors
Zq= -,
d'où
I zl i
et substituons dans les équations (4), nous aurons
^'^ -1^ - -75- — ;;! te - ^">
les deux premiers rapports donnent y^ z= ^ et, en éliminant j^o ^ l'aide des rapports extrêmes,
(6) xyz = }\
il est d'ailleurs aisé de vérifier que la fonction z déterminée par l'équation (6) satisfait aux deux conditions de l'énoncé.
206. Soient O^, O^', Oz trois axes de coordonnées rectangulaires. Déterminer les surfaces telles que, en menant la normale par un point M de la surface, et en désignant par A, B, G les points oii elle rencontre les plans des xy^ des yz et des zx, on ait, quel que soit le point M,
MÂ''=MBxMC.
(Bordeaux, juillet 1889.)
Les projections sur O^ des trois segments MA, MB, MC de la normale sont respectivement
d'où l'équation aux dérivées partielles
pqz*^ — xy = o.
Pour l'intégrer, nous avons à étudier le système d'équations simultanées
dx _ dy __ dz _ dp _ dq
qz^ pz'^ ipqz"^ y — ip'^qz x — 2,pq^z*
formons les combinaisons dz _ p dx — q dy
ipqz^
OU
_ X dp — y dq _ d{px — qy) " '^PÇ^iqy — p^) ~ —'2pqz{px — qy)
d{px — qy) dz . .
->-— =0' z{px — qy) = %,
px—qy et
dz _ p dx -^ q dy — dz
ipq z^ o
xdp-\-ydq d(px -h qy — z)
ipqz^ — ipqz{px -\- qy) — ipqz{px -{- qy — z) OU
d(px -h qy — z) dz , no
— ^^- ^^ H =0, zipx -\-qy ^ z) = S;
px -\-qy — z z ' \r ^j ? v^
on en tire
I [^ _ p-Ha^ ^_ I / ^ p — a
Or
^ix\ z j ^ iy\
p dx = q dy = -dz;
substituant pour p et q les valeurs précédemment obte-
nues, on a
dx z dz dy _^ z dz
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d'où
y^ z'^ -\-^ — CL
^0 -sJ+P-Ha'
yl ~ -35+ p — a'
, ^ xlz^ — zlx^
iP* a7j
d'aillé
urs on a aussi
égalant les deux expressions de ^ + a et celles de ^ — a, puis éliminant Çq entre les deux relations ainsi obtenues, on a l'intégrale complète
dans laquelle Xq est une constante numérique, j^o ^^ ^0 l^s deux constantes arbitraires.
dx^ -^ ây^
par le changement des variables indépendantes x ^ y ^1^ u, v^ nouvelles variables liées aux anciennes par les équations
— = u, xy = i>j
et intégrer la nouvelle équation ainsi obtenue.
(Dijon, juillet 1889.)
Prenant ^ et j^ comme variables indépendantes, on a les formules
d^z = -^—dx^-k- 1 ^ ^ dxdy-^-r-^dy^, dx^ ôxdy '^ dy^ *^
d^z = -r-T du^ -h 7. - — r- du dv -h -r-r dv^ -H -— rfî M 4- T- »* t^ou^ ouov dv^ du ov
puis, à l'aide des équations de transformation,
X = uy, xy = p,
, dx — u dy ,„ du dr
du = — ) d^u = — 7. ,
dv = X dy -h y dx, d^v = idx dy.
Substituant ces différentielles premières et secondes de u et ç^, et identifiant les coefficients de dx^ et ceux de dydans les deux premières formules, il vient
dx^ y^ du^ dudv *^ dç^
du^ du ov ov^
^â^z d^z d^z ^d^z dz
d'où l'équation transformée
âz d^z
du du dv
Pour l'intégrer, nous poserons — =^'; elle devient alors
dç qui a pour intégrale
et enfin
z = s/x^/(^Çj +cp(a:7),
/ et <p représentant deux fonctions arbitraires.
4o PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE III.
208. Étant données les équations simultanées aux dérivées partielles
du au __ dv dv __
dx ày ~~ ^ dy dx ~ ^
où u et V sont des fonctions inconnues des variables indépendantes x et y, trouver des constantes^ a b, a' et 6', telles que si dans les équations données on pose
on puisse en déduire deux équations dont chacune ne contienne qu^une des nouvelles fonctions inconnues\ et [JL. Intégrer ces équations et en déduire les valeurs générales de u et de v en fonction de x et y^ sous une forme où ne figurent pas de symboles imaginaires.
Déterminer les fonctions arbitraires qui entrent dans ces valeurs, de telle sorte que pour x= o on ait identiquement u^-j-y^=: i^ et qu'en même temps^ pour y z= o^ on ait identiquement v^-{- x*= i .
(Gaen, juillet i888.)
Les fondions X et [jl satisfont aux équations simultanées
Pour que la première ne contienne que X et la seconde que [JL, il faut que
d'où les conditions
ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. ^l
soient a'= ia, b'= dzib;\ satisfera à l'équation aux dérivées partielles
ax _ dX __ .^
d'où
et de même
a prend alors la forme
u =: acpe 2 _|_ ^,j;g 8
et pour que i puisse disparaître, il faut :
1° Que le coefficient de sin soit a<p — 6A; d'où
2** Que acp et 6<j^ soient imaginaires conjuguées, de manière que leur somme soit réelle et leur différence entièrement imaginaire. Soient
2acp = î-hiTj, 7.h^ = \ — irj,
^ et 71 étant deux fonctions arbitraires ^ç, x -^ y remplaçant <p et t}^ ; on aura
^ X — y . x—y X — y ^ . x — y u =:t cos Tn sin — , i> = — Tn cos E sin :
ce sont les fonctions cherchées.
Nous avons enfin à déterminer les fonctions Ç et tj de telle sorte que pour
y — o, V = — T\a:Cos J^sin — = — \/i — x^,
et, comme ce sont des identités, on doit avoir
cos ^ -t- sin
d'où les expressions de u et {^:
cos sin —
cos — -H Sin
X — y . X — y cos — -h sin —
cos — -H sin —
209. f/he surface S étant rapportée à trois axes rectangulaires Ox^ Oy^ O^, soient M «/i point de S, MT /a tangente en ^ à la section de S par le plan zOM.^ T le point oit MT rencontre O^, m /a projection de M 5ar O^ e< P /a projection de M 5wr /e plan xOz,
Former et intégrer l'équation aux dérivées partielles que vérifient toutes les surfaces pour lesquelles le produit M/n x OT des segments Mm et OT est égal,
en tout point M, à OP.
On pourra prendre comme fonction le z du point M et comme variables indépendantes les coordonnées polaires r et 6 de la projection du point M sur leplanxOy.
(Paris, octobre 1896, i""® question.)
On a
Um=r, OT = z — r^y OP = ^«-i- r«cos»6:
or
d'où l'équation différentielle du Heu
•/ dz\
r[ z —r ■— ) = ^2-f-r2 cos^ 6,
Elle est homogène et devient, en posant u = -
/• - — h w^ -h cos* — o ; or
les variables se séparent et l'on a
Ô^'*^^^"^^ -+-Iogr = logcp(Ô),
cos' d'où l'équation du lieu des points M
2 = rcos6tang|^log^^J
Toutes ces surfaces admettent, pour 0==: -, la droite
singulière ^ = o, c'est-à-dire l'axe desj^; c'est un résultat qu'il était facile de prévoir.
210. Les axes Ox^ Oy et Oz étant rectangulaires, on considère la famille de plans P
oàX est un paramètre :
1° Former V équation aux déris^ées partielles du premier ordre à laquelle doit satisfaire une fonction z =if(^Xyy) pour que la surface S qu^elle définit coupe orthogonalement tous les plans P; intégrer cette équation;
1^ Montrer que ces surfaces S renferment une famille de surface S| dépendant d^une constante, que tous les plans P coupent suis^ant des cercles. Déterminer pour ces surfaces S| les deux familles de lignes de courbure (qui sont toutes deux planes).
Remarque. — Pour intégrer l'équation aux dérivées partielles^ on pourra employer, comme équation auxi-
liaire, V équation que doit vérifier la fonction w (^u^ <^)
pour que le plan
z = ux -\- vy — w{u^v)
enveloppe une surface S.
(École Normale, 1894, i"^* question.)
La condition d'orthogonalité de la surface S et du plan P est \p — q = o, d'où, par Télimination du paramètre A, l'équation cherchée
(i) p^ -+- q^(a: -i- i) — pqy = o.
Pour exprimer que le plan
(2) z =px-hqy — w(p,q)
enveloppe une de ces surfaces, nous remarquerons que l'on obtient l'équation en coordonnées curvilignes (/?, q) de l'enveloppe de ce plan, en joignant à l'équation (2) ses dérivées partielles relatives aux paramètres/? et q
substituons dans l'équation (i), nous aurons l'équation a ux dérivées partielles à laquelle doit satisfaire la fonction iV
elle est linéaire et s'intègre en posant
dp __ dq _ dw _ p dq — q dp
~~~q^~' Tp~ p^-^q' ~ q{p''-^q'') '
d'où une première intégrale
p^-^qi— a'
. P pujs, en posant - = ^,
dw 1= — qdt;
or
d'où
q ^ i-\- t^ = OL^
dt
dw 4- a • = Oj
= cp(a) -alog(^-4-/n-^0>
et enfin
(5) w = (p(v//?2_+. qi) __ ^^2+ qt log ^J + ^1 ^ ^ j.
Nous en déduisons les équations en coordonnées curvilignes de la famille des surfaces
z = çp' //>2-+- q^ — <p.
Pour les interpréter, nous changerons notre système de coordonnées curvilignes, en introduisant l'angle (^ que fait avec O^r la trace d'un plan P sur le plan xOy et prenant
a = \//?^+ q^ pour seconde coordonnée curviligne. On a
— = A = tangt', ~ = cosc, - = smp,
fV
[ -f- ^, = COt t' H : = COt - i
q^ sint^ 2
d'où
a7 = cosp|cp'(a)-+-logtang^J -^ sin p,
^ ^ V=sinplcp'(a)H-Iogtang-J +^T^cosP,
z = acp'(a) — o(a);
OU encore, en posant
cp'(a) = a, ^=V',
ix = (u -h\) cosp — V sine ^ = ( M -h V ) sin p -i- V cos p,
U étant une fonction arbitraire de u,
La forme de ces équations montre (n°215) que les surfaces S sont des surfaces moulures, qui jouissent toutes de la propriété d'avoir pour lignes de courbure leurs lignes de niveau et de plus grande pente; ces deux familles de lignes sont planés.
Pour que le profil de la surface soit circulaire, auquel cas la surface devient une surface canal à directrice plane, il suffit de prendre pour U la fonction y/R^ — u'^; on a, en effet, dans ce cas, la combinaison
(8) {x — Y cosp -hV sin v^-h {y—V sint; -- V cosp)2-f- ^2 ^ R2.
L'intersection de la surface S par un plan ç = const. est donc un cercle. Il est aisé de constater, en tenant compte
de V = -T — > que le centre de la sphère (8) est sur la
trace du plan
j^=Xa?-+-X-^r- =(a?-f- i) tangt^ -h colp;
le rayon de ce cercle est donc constant et égal à R.
Les résultats précédents peuvent être obtenus a priori; considérons, en effet, une surface moulure admettant pour plans de profil la famille des plans donnés, le z de cette surface satisfera l'équation (i), et comme il entre une fonction arbitraire dans l'équation de la surface, savoir l'équation du profil plan, ces surfaces moulures constituent la solution la plus générale du problème proposé.
Il est facile d'avoir les équations de celte famille de surfaces; les équations les plus générales d'une surface moulure dont les plans de profil sont parallèles àO^ sont les équations (7) dans lesquelles U et V sont deux fonctions arbitraires l'une de i^, l'autre de u. Pour que cette surface admette comme plans de profil les plans P, il faut pouvoir identifier l'équation de ces plans avec celle que l'on obtient en éliminant u entre x eiy
y = X tangp
cost^
ce qui entraîne
d'où
X = tang V, V = -: — t
V = log tang-
La question est ainsi complètement résolue, plus généralement même que ne le comporte l'^énoncé.
211. Une surface est rapportée à trois axes de coordonnées rectangulaires et les coordonnées x^y, z d^un point variable de cette surface sont exprimées en fonction de deux paramètres u et r.
On suppose, de plus, que Von a identiquement
dx àx du dv
du
dy_ dy du d\^
dy du
dy
dv
dz dz _ du dv ~
dz du
dz ~d~v
dudi> dudv dudv
1° On démontrera que les lignes de courbure de cette
surface sont données par les équations
Il = const., V = const.
2® Dans le cas particulier où x^= m, trouver les expressions générales des fonctions y et z de u et v satisfaisant aux équations (i) e^ (2).
(Paris, juillet 1896, 9/ question.)
1" Les équations (i) et (2) expriment, la première que les courbes u qI v sont orthogonales, et la seconde qu'elles sont conjuguées (^); ce sont donc bien les lignes de courbure.
1^ Dans le cas où ^ = w, l'équation (2) se réduit à
du dv du dv
dy âz
qui s'intègre immédiatement par rapport à w, et donne (3) |r + Jo(.) = o
ou, en vertu de l'équation (i),
(5) -3 = JKCp(p)-4- 4^(t^),
les fonctions (f et ^ étant arbitraires. Portant dans Téqua-
dz dv
dz .
tion (3) la valeur de -r-? tirée de l'équation (5), il vient
^(l-f-ç>2)-f-jK?cp'-+-cpf =0.
(*) G. Darboux, Leçons sur la Théorie générale des surfaces ^ V* Partie, p. 100.
dv
Cette équation linéaire donne, U étant une fonction arbitraire de u^
Ce sont les expressions cherchées.
L'équation (5) étant linéaire en y et 5 montre que les lignes de courbure v = const. sont planes et que leurs plans sont parallèles à O^; quant aux lignes de courbure de la seconde famille, u =x = const., elles sont situées dans des plans normaux à O^. Les surfaces jouissant de la propriété énoncée x = u sont donc des surfaces moulures.
Pour faire ressortir que les équations (6) sont celles d'une surface moulure, effectuons le changement de variable cp(ç^) = tangX, et remarquons que ^ étant une fonction arbitraire on peut poser
j^ = (U -I- V) cosX — V'sin>,
V étant une fonction arbitraire de X; or l'équation (3) donne
^ tangX =— ^ = (U -+- V) sinX -h V sinX,
z = r(l]-hY)cos\d\-^ fw'cosldl;
intégrant par parties, les termes en jY' sm'kcf)^ disparaissent, et il reste
;: = ( U -H V) sin X + V cos X -H Ui ;
mais U| ne peut être qu'une constante d'après l'équation (4); on a donc bien les équations classiques des surfaces moulures, en joignant aux expressions de y et z,
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celle de
les fonctions /(U) et V(X) étant arbitraires.
212. Intégrer V équation aux dérivées partielles des surfaces dont la normale reste tangente à une sphère donnée.
Démontrer que Vun des systèmes de lignes de courbure se compose de développantes de cercles, et que les lignes de courbure du second système sont sphériques,
(Ecole Normale, 1896; question unique.)
Soient MA une normale; A son point de contact avec la sphère de centre O et de rayon a; on a
d'où Téquation aux dérivées partielles des surfaces cherchées
z = px -f- qy -f- v/i H- p^-h q^ ^x^-h y^-^ z^— a^ . Posant, pour abréger,
on a
P=a74-/?R, Q = r + 3'R> d'où
F/? -f- Qgr = px -^ qy -^ (/>'H- ^2)R r= ^ — Rj
le système d'équations simultanées à intégrer est donc
dx __ dy _ dz __ — R<f/?_ — ^dq _^ X -\- pK~ y -{- qK~ z — R" x -^ pz ~~ y -\- qz ~ '
ÉQUATIONS AUX DÉBITÉES PARTIELLES. 5f
on en déduit aisément les combinaisons
^ __ d(x-hpz) _ d{y-hqz) _ p dp _ ^ ,
d'où une première intégrale
X -h pz =z a{y -h qz
d'ailleurs
dp = ^— - dq = adg, © = aûr-+-p;
y -hq z ^
éliminant /?, on a une intégrale complète
les caractéristiques sont dans des plans passant par le
centre de la sphère; de plus, l'équation p -^ = a montre
que ce sont des développantes de grands cercles. Enfin l'équation
dp _ dq
d{x-\- pz) d{y -\- qz)
prouve que ces caractéristiques sont lignes de courbure des surfaces données par les intégrales complètes, ainsi que pour leur enveloppe représentée par l'intégrale générale.
Méthode géométrique. — Le problème proposé revient à la recherche d'une surface S dont on connaît une des deux nappes focales Ni . Considérons d'abord les arêtes de rebroussement Ai des normalies développables dont Ni est le lieu, ces lignes A| sont des lignes géodésiques de N^ ; soit, en effet, D l'une des normales à la surface S, le plan tangent à la nappe N2 au point où elle est touchée par la droite D est le plan tangent à la normalie Pi tout le long
de la droite D, c'est-à-dire le plan osculateur de l'arête de rebroussement A| au point M,, où elle est touchée par la droite D; or ce plan est perpendiculaire au plan tangent à la nappe N| en M|, la courbe A^ ayant en tous ses points son plan osculateur normal au plan tangen ta la surface N< sur laquelle elle est tracée, est ligne géodésique de cette surface.
La surface S pourra donc être engendrée d'une infinité de manières, en traçant sur la nappe donnée N^ une famille de lignes géodésiques à un seul paramètre, dont elle coupera les tangentes à angle droit.
Dans le problème actuel, la surface N^ étant une sphère, il faut concevoir sur la sphère une famille quelconque de grands cercles ; la surface cherchée coupant à angle droit les tangentes à ces cercles sera le lieu d'une famille de développantes de cercles de rayon égal à celui de la sphère. La seconde nappe N2 de la surface focale, enveloppe des plans de cette famille de grands cercles, est un cône ayant pour sommet le centre de la sphère. Toute surface S répondant à la question pourra donc être engendrée par une développante de cercle située dans un plan tangent à un cône quelconque ayant le centre de la sphère comme sommet, et qui se meut, sans changer de forme, pendant que le plan qui la contient roule sur le cône en le touchant successivement, suivant toutes ses génératrices.
Les développantes de cercles constituant une première série de lignes de courbures, il est aisé de démontrer que toutes les lignes de courbure du second système sont sphériques. Elles sont, en effet, les trajectoires orthogonales des génératrices des normalies développables P2, c'est-à-dire des lignes de courbure de cette famille de normalies ; or la ligne de contact d'une normalie P2 avec la sphère est ligne de courbure de cette normalie, car tout le long de cette ligne les normales à la surface P2 se confondent avec celles
de la sphère. D'ailleurs, toute ligne obtenue en portant une longueur constante sur chaque génératrice recti ligne de P2, à partir de la ligne de contact avec la sphère, est aussi ligne de courbure de P2, ainsi que de la surface S, et une telle ligne est évidemment sur une sphère concentrique à la sphère donnée.
On considère la famille de courbes - H — ? = a
où r et r' désignent les distances d'un point à deux points fixes F et F^ dont la distance est 2c, et cl une constante arbitraire variant d'une courbe à l'autre. On demande de trouver les trajectoires orthogonales de cette famille de courbes.
N. B. — Après avoir formé V équation différentielle en r et r' de ces trajectoires y on introduira les nouvelles variables u et v définies par les relations
et enfin, dans l'équation entre uet ^, on posera u^=z\]^ v^ ■= V, V équation différentielle entre U e^ V pourra être complètement intégrée.
(Paris, juillet 1890, 2* question).
Nous traiterons d'abord le problème en employant les coordonnées rectilignes qui fournissent une solution très simple.
On a
d'où l'équation différentielle de la famille de courbes (x — c)dx-hydy (x -{- c) dx -\-y dy
et celle de leurs trajectoires orthogonales
ydx — {x — c)dy y dx — {x-^c)dy __
ou, en divisant les numérateurs parj^^ et les dénominateurs par^'-^,
h(^7r hmT
et, en intégrant,
vM¥)' v/
que l'on pourrait encore écrire
cosX -h cosX'= a (^fig' ^)y
Fig. I.
(i étant un paramètre arbitraire.
Or
d'où l'équation en coordonnées bipolaires des trajectoires orthogonales des courbes données
Nous suivrons maintenan lia méthode indiquée dans Ténoncé.
Soient MM' un élément rf^ de courbe, 6 et 6' les angles qu'il fait avec les rajons vecteurs r et r', on a
dr = ds cos 6, dr' = ds cos 6',
d'où
cos 6 dr
cos 6' dr' et, pour une direction MM| normale à MM',
cos ( - H- 6 ) . .
\2 / _ sm6 _ or
cos(^--^0j d'ailleurs
cos(0-e')= , ^ ;
ces trois relations suffisent pour éliminer les angles 8 et 8'.
On a d'abord, en éliminant 9,
'2 — 4c* dr ... Sr . .-, 8r /<fr 8r\ ..,
• = (gp cose j + ^^, sme j = ^^ + (^, - ^^j cos«6', et, en éliminant cos^B',
qui s'écrit finalement
après suppression du facteur -rj — ^-7; c'est l'équation
diflFérenlielle générale des trajectoires orthogonales en
coordonnées bipolaires.
dr dr' Dabs l'exemple proposé — + -^ = o, l'équation pré-
dr cédente devient, en éliminant -ri et remplaçant 8 par rf,
r' dr /r* dr '^ V^ dP '^ \r^ ~"dP
dr'
irr'
OU, avec le changement de variables indiqué,
(U -h Vy d(u -4- p) M^H-pî— 2C* r(w-M>)2 d{U-{-V)'\_
et enfin
aV(V— c»)rfU =(U-hV)(U — c2)éA^;
c'est une équation de Riccati
dV U2 U c«
TT-, = VT-rrr;^ rr -h — — t- r j
rfV V(V — C2) V V —
et l'on reconnaît, sous la première forme, qu'elle admet les solutions particulières
Uo = V et Ui = c2; on en déduit immédiatement (n" 200)
ou
Skrr' = (r — r') [(r-h r'Y — 4^2]
équation qui se ramène immédiatement à la forme précédemment obtenue en posant A= •
214. Chaque point d'une courbe gauche est pris pour centre d'un cercle dont le rayon varie d'un point à
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Vautre, mais dont le plan reste normal à la courbe : trouver les trajectoires orthogonales de ces cercles; déterminer leur rayon de manière que ces cercles forment un système de lignes de courbure de la surface
quHls engendrent,
(Paris, octobre 1890, 2" question).
Le problème peut être résolu très simplement par la Géométrie. Considérons une surface réglée ayant pour directrice l'une des trajectoires orthogonales et pour génératrices les rayons correspondants des cercles; le plan mené par l'une des génératrices, normalement au plan du cercle qui la contient, passe à la fois par la tangente à la courbe donnée et par celle à la directrice de la surface réglée; il est donc tangent en deux points d'une même génératrice, ce qui exige que la surface réglée soit développable. Les trajectoires orthogonales cherchées sont donc les intersections de la surface lieu des cercles donnés, avec cette famille de surfaces développables qui ont comme arêtes de rebroussement les diverses développées de la courbe donnée.
Cherchons maintenant quelle doit être la loi de variation des rayons pour que ces cercles soient lignes de courbure de la surface qu'ils engendrent. Le théorème de Joachimsthal nous montre que les plans tangents à la surface aux divers points d'un cercle générateur doivent couper le plan de ce cercle sous un angle constant, c'està-dire que les normales correspondantes de la surface forment un cône circulaire droit; donc la surface est tangente tout le long d'un cercle à une sphère ayant pour centre le sommet du cône. On en conclut que la surface est l'enveloppe d'une sphère ayant son centre sur la tangente à la courbe donnée; mais, pour que deux sphères infiniment voisines se coupent suivant un cercle normal
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à la courbe, il faut que leurs centres soient sur la tangente à c ette courbe; le lieu des centres des sphères admettant les mêmes tangentes que la courbe se confond avec cette courbe. Enfin, pour que ces deux sphères se coupent à u ne distance infiniment voisine de leurs centres, il faut q u*elles aient même rayon; leur enveloppe est donc une surface canal. On sait d'ailleurs qu'une telle surface admet pour lignes de courbure les cercles et leurs trajectoires orthogonales.
R éprenons la question par l'analyse.
Soient {^fig* i\
Fig. 2.
OXYZ un système d'axes rectangulaires fixe; Cl la courbe donnée ; M| ÇL\ Y< Z^ ) l'un de ses points ;
Ri et T< ses rayons de première et de seconde courbure en ce point.
Considérons un système d'axes mobiles, ayant M< pour origine et formé par la tangente, la normale principale et la binormale à la courbe C^ ; désignons enfin par a, P, y; a', P', Y» ^' 'i P"? y ^^^ cosinus directeurs de ces trois droites par rapport aux axes fixes.
Les coordonnées relatives d'un point M du cercle
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seront
X = o, y=rcos6, ^ = rsin6,
el ses coordonnées absolues d'où
dX = dXi -ha'dy -h ^' dz h-j û?a' -+- z dn^
= a (i— ^] ds^-^^ idy^ ^ dsA -+- a" (dz — ^ dsij
et deux autres expressions analogues.
La forme même de ces projections d'un élément d'arc quelconque tracé sur la surface nous montre que les projections de cet élément sur les axes mobiles sont
^y = dy -{-—■ z = dr cos^ — r s'inb d^ -\- -^ z = ^dr — zld^^-^^ Al ^1 ^ \ ^1,
Zz = dz — -=^ y = dr s'inb -{- rcosô c?6 — 7=-^ r=- dr -\-y ( d^ — -7=-^ Ti -^ Ti *^ r •^ \ Ti
Cette direction, pour être normale au cercle, doit se projeter sur le plan du cercle suivant le rayon, c'est-à-dire que l'on doit avoir
OU
L'équation différentielle des trajectoires orthogona les des cercles sera donc
cette équation donne précisément les directions pour lesquelles les normales r à la courbe Ci ont une enveloppe.
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Pour exprimer que les cercles sont lignes de courbure de la surface, désignons par X Tangle constant pour un même cercle, sous lequel le plan tangent à la surface coupe le plan de ce cercle; cet angle est celui de l'élément d'arc ds de la trajectoire orthogonale avec sa projection dr sur
le plan du cercle, ^ =:cos)v; d'ailleurs les composantes
de ds, suivant les axes mobiles, s'obtiennent en faisant
rf9 = -=-^ dans les expressions générales de S;r, 8y et S5,
d'où
dx et
= (i — ^\ dsx^ dy = drcosbj dz = drs'\n^
dr^ = cot'X ( I
-^Yds'
Or, tout le long du cercle, R^, dr et X sont des constantes; il faut donc, pour que le second membre de cette équation soit indépendant de y, c'est-à-dire de la position du point M sur le cercle, que Ton ait
d'où
dr = o et r = const.
La surface engendrée par le cercle est une surface canal.
215. Les points d'un plan étant rapportés à deux axes rectangulaires Ox^ Oy, on donne les relations
X = {u-\-y) cosp — V sin p, y = (m -h V) sinp -h V'cosp,
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OÙ u et V désignent deux paramètres variables j V une fonction de v et Y' sa dérivée.
Vérifier que les droites v = const. sont normales aux courbes u = const.
Démontrer que pour obtenir toutes les sur/aces dont les lignes de courbure se projettent orthogonalement sur le plan xOy suivant les droites v = const. et suivant les courbes u = const., il suffit d^ associer aux formules précédentes une relation de la forme ;j = U, où U est une fonction arbitraire du seul paramètre u,
(Paris, juillet 1895, i*^ question).
1® On a généralement
dx = cos V du — (w-i-V-l- y") sin p dv , dy = sin p û?M -t- ( w H- V -h y") cos v dv ;
le coefficient angulaire de la droite p = const. au point
(w, v) du plan est
dy
celui de la tangente à la courbe u = const. est, au même
point,
dy
ces deux lignes sont donc rectangulaires. On en conclutque les courbes u = const. sont parallèles et admettent, pour développée commune, l'enveloppe des droites v = const. a® Les lignes de courbure d'une surface se coupant à angle droit, il faut, pour qu'il en soit de même de leurs projections sur le plan xOy, que les tangentes à l'une des familles soient parallèles à ce plan, autrement dit que les lignes de l'un des systèmes soient dans des plans normaux à O^, ce qui exige que z ne soit fonction que de
l'une des variables u ou ç. Si z =z/(ç)^ la surface est réglée et à plan directeur, mais alors elle n'admet pas ses génératrices i^ = const. comme lignes de courbure, puisqu'elle n'est pas développable.
La seule hypothèse possible est donc .s = U; les courbes ç = const. de la surface sont alors des courbes planes, superposables puisque les lignes u = const. sont parallèles, et la surface peut être engendrée de la façon suivante :
Prenons une courbe plane u = const. pour base d'un cjlindre droit, et concevons dans un plan normal à ce cylindre mené le long d'une génératrice G une courbe quelconque, puis déplaçons ce plan, de façon qu'il reste normal au cylindre et que la droite G de ce plan vienne successivement coïncider avec les autres génératrices du cylindre; la surface engendrée par la courbe et que l'on nomme surface moulure, répondra à la question. U est aisé de reconnaître, en effet, que les lignes de niveau et les lignes de profil ou de plus grande pente de la surface sont ses lignes de courbure. L'un des rayons de courbure principaux en un point de la surface est celui du profil de la moulure en ce point; l'autre a pour projection sur le plan j?0^ celui de la courbe de niveau correspondante u = const.
Reprenons cette seconde partie par l'analyse; on a, pour l'expression d'un élément d'arc quelconque tracé sur la surface,
les lignes w = const. et r = const., qui doiventêtre lignes de courbure, se coupant à angle droit, le terme en du dv doit avoir son coefficient nul, ce qui exige que z ne dépende que de l'une des variables.
D'ailleurs, on a, en général, pour les coefficients directeurs de la normale à la surface, les expressions
_ dr dz dz dy dz . dz . ,. ,.„.
ou ov ou oç oi> ou '
M = — T- (u -H V-h V'')sinp— -r- cosp,
ou Oi>
dans le cas de .s = U, ces formules nous donnent, pour les cosinus directeurs de la normale à la surface,
a = r==^ cosp = Ui cosp, 6 = Ui sinp, c =
et l'équation différentielle des lignes de courbure
dy da — dx db =^ o
se réduit à
[U; ( w + V -4- V) — Ui] <fw éf(> = o;
les deux familles de lignes u = const. et ç^ = const. sont donc bien les lignes de courbure de la surface.
doP
La formule R = — -r-y qui donne les rayons de courbure principaux, devient, pour les lignes de niveau u = const.,
et pour les lignes de plus grande pente i^ = const.,
R2= JJF— •
Considérons maintenant les surfaces z =/ (i^), on a, en posant A2 = z''^ + {u -hY-h V'OS
z' sinv -3'cosp
et l'équation différentielle de leurs lignes de courbure est
z'(u-hY-h\') ds^^-h z" du ds^ -^ du ^ d ^ = o;
n'étant pas de la forme
dudçF(Uy ç) = o,
elle n'admet pas les solutions u = const., v = const., et les surfaces dont il s'agit ne répondent pas à la question.
YiLLiÉ. — Comp. III.
CHAPITRE V
216. o{s) représentant une fonction donnée de 5, et une courbe plane C étant définie par la relation
qui fait connaître son rayon de courbure p en fonction de son arc s, on élève en chaque point m de cette courbe une perpendiculaire à son plan et l^on y porte une longueur variable
/TlM
= Jf{s)ds,
i"^ Calculer, en fonction de s, le rayon de courbure R de la courbe lieu du point M ;
2° Déterminer la fonction f{s)de manière que o etK soient dans un rapport constant /i;
Z^, Calculer, dans r hypothèse /i = i, Vexpr^ession
explicite de f,
(Paris, novembre 1894, 2® question).
i® On a la formule
a, p, Y représentant les cosinus directeurs de la tangente à la courbe lieu des points M et rfo- son arc élémentaire.
Prenant le plan de la courbe G pour plan des xy^ on a d'abord
d^ = v/i -h/* ds
et
dX dX , y.x-l
puis, s étant pris comme variable indépendante,
da_d^ -i dx rf(i-4-/')"'
ds ~ ds* ^^'^J > "^ ds ds '
n^-k,dyd(j+pTj_ ds ~ ds* ^^^J f -^ ds ds
ds ds '
dx d^ X d'v d^ V
d'où, en tenant compte de la relation -r- -ry + -f- -rj = o,
p(i+/^rn '^ p/(i-H/^rn '
L(n-/«)îJ L I-
p'(^+/^) L,^«J I rry
et enfin
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2° Posant
R ■" Rcp' -"^^
on a, pour déterminer f{s)^ l'équation différentielle du premier ordre
dans laquelle les variables/* et cp sont séparées.
3® Dans le cas particulier de /i = i, l'équation précédente devient
elle s'intègre aisément en posant ^ = ^; on a, en effet,
2/2(p(5)= Ç ^^l - = log(4^-f-3-+-/(4/ + 3)»-i,
d'où
et enfin
(4) ns)= ^^'^
Il est à remarquer que, si n <! i , l'équation (2) est toujours vérifiée pour la valeur constante y =4/ i, c'està-dire pour une hélice convenablement choisie; mais il résulte aussi de ce qui précède, que la propriété connue de l'hélice, d'avoir un rapport constant entre son rayon de courbure et celui de la section droite du cylindre sur lequel elle est tracée, n'est pas caractéristique de cette courbe.
Trouver une surface de révolution telle que
L^un de ses rayons de courbure principaux soit proportionnel à la puissance n^^"^^ de l'autre,
Examiner, en particulier, le cas où le rayon de courbure qui correspond à la section méridienne est proportionnel au cube de Vautre,
(Paris, octobre 1889, 2" question).
Prenons pour axe des x l'axe de révolution, la longueur N de la normale à la méridienne, limitée à l'axe de révolution, a pour grandeur absolue, y étant positif,
,.dy^
d'où l'équation différentielle de la méridienne
dx^
la constante donnée k étant négative ou positive, suivant que la surface est à courbures directes ou opposées. Mettons cette équation sous la forme
\^ dx^J dx dx^ -^ dx elle s'intègre une première fois et donne
dy^\ 2
le problème général est ainsi ramené aux quadratures.
Dans le cas particulier où /i = 3, l'équation précédente
devient
dy^ _ ^y^ — ' dy^ _ ^y^ — i
^~^dx^~' ky^ ' dôc^ ky^'
d'où
supposant d'abord X ^^ o et négligeant la constante addltive, on a, pour l'équation des méridiennes,
X =± \- y/X j^2 _ , ^ \ky^—\'^x^=^k\
ce sont des ellipses ou des hyperboles. Si A* > o, on a des hyperboles ayant Oy pour axe transverse; si A" < o, on a des ellipses, ou des hyperboles ayant O x pour axe transverse.
Enfin, dans le cas de à= o, on a
qui représente une parabole réelle si k <C o.
On savait d'ailleurs que les coniques jouissent de cette propriété que leur rayon de courbure est proportionnel au cube de la normale.
218. Étant donnés trois axes rectangulaires Oxyz, on fait tourner autour de Oz un plan dont OA représente la trace sur le plan des xy. Dans le plan zOPl on trace la circonférence V tangente en O à Vaxe des z et de rayon r, en désignant par r une fonction donnée de V angle ^ fait par OA avec Ox. Quand 9 varie, La circonférence r engendre une surface S.
I® On demande de démontrer que cette surface peut être regardée comme V enveloppe d^une sphère dépendant du paramètre 6 et ayant F pour caractéristique.
2® Trouver les lignes de courbure de S.
N. B, On rapportera un point quelconque M de la surface S à V angle ^ et à V angle o que fait CM avec CA, en désignant par C le centre de la circonférence F.
(Paris; juillet 1894, 2® question.)
Solution géométrique. — Pour démontrer que la surface S est Tenveloppe d'une sphère, il suffit de prouver que l'on peut faire passer une sphère par deux circonférences infiniment voisines ; or OA étant le diamètre de F et OA' celui de la circonférence V infiniment voisine, il est évident que ces circonférences se trouveront sur la sphère qui admettra pour grand cercle la circonférence circonscrite au triangle OAA'.
Le lieu des centres de ces sphères est, dans le plan xOy^ l'enveloppe de la normale à OA menée par le centre C; une telle droite a pour équation
X cos9 H- j^ sin6 = r;
en y joignant sa dérivée
rcosO — :rsmD = -j^y
l'élimination de 9 entre ces équations donnerait le lieu
cherché. La seconde équation est d'ailleurs celle d'une
dr droite normale à la première et située à la distance -75 de
l'origine, de sorte que le centre de la sphère est situé sur
la normale à OA menée par le point C, et à une distance
dr p = — de ce point, comptée dans le sens des angles
croissants.
La première famille des lignes de courbure sera constituée par les caractéristiques F de la surface S; la seconde famille s'obtiendra donc en cherchant les trajectoires orthogonales des circonférences F. Pour les obtenir, d'un point quelconque B (Jig^ 3) pris sur Oz, menons des tangentes BM aux cercles F, le lieu des points M sera sur la sphère de centre B et de rayon BO ; il coupera donc normalement les génératrices du cône circonscrit à la surface et de sommet B; il en résulte que la seconde
famille de lignes de courbure sera située sur une famille de sphères tangentes, à l'origine, au plan xOy. Cherchons
Fi g. 3.
l'équation de leur projection sur ce plan; on a
Om = R = r(i -H cosçp); d'ailleurs X^= OB étant le paramètre variable,
d'où
r = X tang î ,
Solution analytique. — Une sphère passant par la circonférence F aura une équation de la forme
x^-hy^-\-z^^ lax — iby = o,
dans laquelle les coordonnées a et 6 du centre de la sphère sont
artrcosô — psin6, 6 = rsinÔ -+- p cosô;
pour avoir les caractéristiques de l'enveloppe de cette famille de sphères, dans l'équation de laquelle la distance
p du centre de la sphère au point C doit être fonction de 8, il faut, à Téquation de la sphère, joindre sa dérivée
et pour que le cercle ainsi déterminé soit le cercle F, il suffît que la droite précédente coïncide avec OA, ou que
a'cosG H- 6'smô = o;
dr cette équation se réduit à p =-jr, c'est le résultat précédemment trouvé.
Nous obtiendrons les trajectoires orthogonales des cercles F, en écrivant les équations de la surface S en coordonnées curvilignes 6 et <p,
a? = r(i-h costp)cos6, ^ = /-(i -4- coscp) sinô, 2 = rsin<p,
d'où, en général^
dx = — rsincp cosGrfçp + (i-h coscp) ( -j^ cos8 — rsinG j rfO,
dy = — rsincp sinôrfcp -f- (n- coscp) l ~jr sinG H- r cosô j rfG,
dr dz = r cosçc/cp -4- -^sincprfG,
et en se déplaçant sur le cercle F,
Sa? = — rsincp cos 6 Sep, Sy = — rsincp sinô Sep, Sz = r cos cp Sep ; la condition d'orthogonalité
dxZx -t- dy^y -4- rf-sS>3 = o devient, après suppression du facteur r8'^,
rd(^ — <f r sin o = o ,
d'où
r = A tang ^;
cette équation finie détermine la seconde famille des
lignes de courbure et permet, comme nous l'avons vu, d'obtenir Téquation en coordonnées polaires, de leur projection sur le plan des xy,
219. Déterminer les lignes de courbure de la surface qu'enveloppe le plan mobile
z = ux -\- vjr -^ w ^
dont les coej/icients u, Vj w satisfont à la relation
On démontrera que les deux familles sont planes quelle que soit la fonction ^(^v) et que Vune d'elles est formée de cercles.
Comment faut-il choisir la fonction (f(v) pour que le plan de ces cercles passe par une droite fixe?
(Paris, novembre iSgS, i" question.)
Les équations de la surface enveloppe de la famille de
plans à deux paramètres u elv s*obtiennent enjoignant
à Téquation proposée ses dérivées partielles relatives à u
et v^ et qui sont
en y joignant l'équation
z = ^r^-4-Q(p)— PCp^(p),
on a les équations de la surface en coordonnées curvilignes.
Les cosinus directeurs de la normale à la surface ne
sont autres que ceux du plan mobile
d'où
et l'équation différentielle des lignes de courbure
dyda — dxdh = o,
devient
r:f {v)dvdx = o;
d'où les deux familles de lignes x = const., v = const.
Les courbes de la première famille sont dans des plans parallèles kyOz.
Les équations des courbes de la seconde famille sont
?(c) — co'(c),
d'où, en éliminant w, les deux équations
y-\-CZ= C^(C) — (H-C2)<p'(c), X^-^ [y-h^'{c)y-h [Z —o{c) -|-C9'(C)]2 = 1,
qui représentent des cercles situés dans des plans parallèles à l'axe des x.
Le plan de chacun de ces cercles passant par le centre de la sphère correspondante, leur rayon est égal à l'unité et la surface considérée est à la fois surface moulure et canal; elle devient un tore si les plans des cercles passent par une droite fixe.
Cherchons quelle doit être la forme de la fonction o{i>)
pour que le plan de ces cercles passe par une droite fixe
il faut pour cela que cette fonction satisfasse à l'équation
linéaire
{i-h ç^)ff' (v) — r(p(p)-i-a-4- pp = o,
dont rintégrale est
cp(f^) = v/rT7^ fc— f ^^^^^ dv\ = p — ap -4- G v/r-Tp».
Remarquons enfin que si ^"{v) était nul l'équation différentielle des lignes de courbure serait identiquement vérifiée et toute ligne de la surface serait ligne de courbure. On aurait alors
o{v) = ap -t- p
et l'équation de la surface enveloppe serait
ipSH- (j^ -h a)2-t- (2 — P)2 = I
qui représente une sphère.
220. Une surface est rapportée à trois axes de coordonnées rectangulaires, et les coordonnées x^y^ z d'un point variable de cette surface sont exprimées en fonction de deux paramètres u et v. On suppose de plus que l'on a identiquement
dx àx du dv
dx du
dx dv
ày_ dy du dv
ày
du
di^ d^y
dz dz _ du dv '
dz_ du
d_z dv
du di^ du dv du dv
1** On démontrera que les lignes de courbure de
cette surface sont données par les équations
u = const. et p = const.
2° Dans le cas particulier où x=^ u^ trou\>er les expressions générales des fonctions y et z de uet {>, satisfaisant aux équations (i) et (2).
(Paris, juillet 1896.)
1° L'équation (i) exprime que les courbes u Ql v sont orthogonales, et Téquation (2) qu'elles sont conjuguées (*) : ce sont donc bien les lignes de courbure de la surface.
2° Dans le cas où ^ = w, Téquation (2) se réduit à
du ôv du âv
dy âz
qui, intégrée par rapport à u, donne
OU, en vertu de l'équation (i).
^-2 ày . .
èu^èu'^^'^^
substituant
dz , ày ,
dans l'équation (3), on a
^(l+(p2)-+-Cpcp> + Cpf =0
( » ) Darboux, Leçons sur la théorie générale des surfaces, I" Partie, p. 100.
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cette équation linéaire en _/, étant intégrée, nous donne
ce sont les expressions cherchées.
L'équation (4), étant linéaire en y et z, nous montre que les lignes de courbure, ç^^iconst., sont planes et se projettent suivant des droites sur le plan des ^2; quant aux lignes de courbure, u = x =: const., de la seconde famille, elles sont situées dans des plans parallèles kyzel coupent normalement les premières dans l'espace et en projection. Les surfaces jouissant de la propriété énoncée, X =: u^ sont donc des surfaces moulures.
Pour faire ressortir que les équations (5), jointes à X = u^ sont bien celles d'une surface moulure, effectuons le changement de variable <j)(i^) = tangX, et posons, en appelant V une fonction arbitraire de \ qui remplacera la fonction ^,
j. = (U + V)cosX — V'sinX,
Téquation (3) s'écrit alors
^=-^ tangX = _( U -H V) sin X — Y' sinX,
z= f{l] -hY) cosl dl -+~ fv" cosl dk;
intégrant par parties, les termes en jY' sîn'kdk disparaissent et il vient
^ = (U H- V) sin X H- y cosX h- U,, dans laquelle U| doit être une simple constante, en vertu
de l'équation
dz dy ^
en y joignant l'équation
/ étant une fonction arbitraire, on a bien les équations d'une surface moulure sous leur forme ordinaire.
>fr6e«i
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LIGNES ASYMPTOTIQUES ET LIGNES GÉODÉSIQUES
^ 221. Lignes asympto tiques de la surface
(Paris, novembre 1892, 2" question.)
Nous emploierons, pourdélerminer Téq^iatioa différentielle des lignes asymptotiques d'une supace, une méthode généralement plus rapide que celles} précédemment exposées. |
On a, pour toute courbe tracée sur la surface,
d^z =/? d^x -h q d'^y -^ dp dx -+- d(j dyji
si donc on fait
il restera l'équation
dp dx -h dq dy = o,
qui caractérise les lignes asymptotiques d'une surface.
Les équations d'une surface étant, /par exemple, données en coordonnées curvilignes u et r, on égalera à zéro les trois différentielles secondes des coiordonnées, et entre ces équations on éliminera d'^u et d^'V^ ce qui donnera l'équation différentielle des lignes asymptotiques.
LIGNES ASYHPTOTIQLES ET LIGNES GÉODËSIQUES. 8l
Appliquons au conoïde z=f( — ]; en posant x ^= ii, j rzr uv^ z =f({^)^ il vicnt
d^y = 9. du dv -¥- u d* {f = o,
d^z =f{v)dv^-\-f\v)d^v = o,
d'où, en éliminant d-i^ et supprimant la solution d{> = o, qui donne les génératrices rectilignes du conoïde, Téquation
u^^cf'{v) ou x^ = cf'(^\ qui devient dans l'exemple proposé (n® 63),
y = Cx^.
222. Trouver les lignes asymptotiqiies du conoïde qui a pour plan directeur le plan des xy, pour directrice Vaxe des z et qui est circonscrit à la sphère
(Paris, octobre 1895, 2" question.)
Soit une génératrice j = a^:, z = b, du conoïde, ses points de rencontre avec la sphère sont donnés par
Téquation
qui doit avoir ses racines égales, d'où la relation entre
a et 6,
I — ^>2(i _Ha2) = o;
éliminant a et b entre cette équation et celles des génératrices, nous aurons l'équation du conoïde
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Les lignes asymptotiques, autres que les génératrices, ont pour projection, sur le plan des œy^ la famille de courbes
OU, en coordonnées polaires,
r2 = csinG;
ce sont des courbes semblables, symétriques par rapport aux axes coordonnés et dont les rayons vecteurs sont les racines carrées de ceux d'une famille de circonférences tangentes, à l'origine, à Taxe des x.
223. Trouver les lignes asymptotiques de la surface représentée par V équation
a et b désignant des constantes. Démontrer que ces lignes sont algébriques.
On pourra prendre pour variables, dans V équation
différentielle, z et —•
(Paris, juillet 1891; i^® question.)
L'équation proposée rentre dans le type
signalé par M. Jamet.
Nous appliquerons la méthode du n" 221, en posant
^ ^= u el X =z v\ on a
d^y = 2 du dx -\- X d^ u = Oy et, en différentiant deux fois l'équation de la surface, F''{z) dz^ =: X f (u) d^u -h 2f{u) dudx -i- X /"(u) du^;
LIGNES ASTMPTOTIQUES ET LIGNES GÉODÉSIQUES. S
éliminant d^u entre ces équations, on a immédiatement d'où l'équation différentielle des lignes asymptotiques
dans laquelle les variables sont séparées.
Pour la surface proposée, cette équation devient
dz du
yja'^—z^ sja'^—u-
el, en intégrant,
arc cos - dz arc cos — — const., a a
ou, en prenant les cosinus des deux membres,
ce sont les équations des deux familles de lignes asymptotiques; elles peuvent se grouper en une seule
Cette équation algébrique, jointe à celle de la surface, donne les lignes asymptotiques.
Trouver les lignes asymptotiques de la surface
Démontrer que les deux familles se projettent y V une sur le plan des yz, l'autre des xy^ suivant des coniques,
(Paris, juillet iSgS; i^ question.)
L'équation diflerenlielle des lignes asympto tiques est, en coordonnées curvilignes,
dx du
ày
du
dz du
ày
dv
dz
— e-"'du^ e^-^{dç — du)^ e»du^ I ef-« _i
elle devient, après suppression du facteur e*'~"(e"-i-<?~"— 2),
(dv — duy — du^= dv{dv — 7. du) = o;
d'où les solutions :
1" dv = 0, p = a,
ce qui donne, par Télimination de u entre y et 5, la famille de cylindres hyperboliques jk(^ -{- a) = e'^;
•2" ds> = 2 du, 'iu — V = bj d'où x -{- b =-
d'où y = e^-^ et enfin y{x -'r b) ^=. — e-^.
Cette dernière équation représente une seconde famille de cylindres hyperboliques.
225. On considère la surface engendrée par la révolution d^unecycloïde tournant autour de la tangente AS en son sommet S :
1° Déterminer les lignes asymptotiques de la surface ;
2^ Prouver que, si Von considère les deux surfaces engendrées par les révolutions de deux cycloïdes de paramètres différents, on peut faire correspondre les points de Vune à ceux de l^ autre, de telle manière que les méridiens de Uune correspondent aux méridiens de V autre, les parallèles aux parallèles, et que les arcs correspondants de deux courbes soient toujours
égaux,
(Paris, novembre 1891; 2® question.)
LIGNES ASTMPTOTIQUES ET LIGNES GÉODÉSIQUES
Les équatloDS de lacycloïde méridienne sont, en appelant u l'angle dont a tourné le rayon OM du point décrivant, depuis Forigine S {fig» 4)î
z = a(w-t- sin w), ' r — a{\ — cosa).
Fig. 4.
En désignant par 6 l'angle du plan azimulal avec le plan zOxj les équations de la surface, en coordonnées curvilignes u et 6, sont :
X = a(i — cosw) cosO, y = a(i — cosu) sin6, z = a(u-\- sin w).
i" De la relation
X dx -^ y dy — r dr
on tire, par différentiation, en faisant d'^x ::= d'^y = o,
rd^^-=d^r\
d'ailleurs
d^r = a{cosu du'^-\- ^mud'^u) = r d^-— a{\ — cos«/) c/O^, d'^z=^ a [ — sin u du'^ -4- ( i-H cos u) d'u] = o]
d'où, en éliminant d'^u^
(i — cosw)c/62= (
cos u H ) du^ = du-,
dzdd =
1 4- cosw du
/- . u y 2 sin -
11 résulte de cette équation différentielle que les deux familles de lignes asympto tiques sont symétriques l'une de l'autre par rapport à un méridien quelconque, et que toutes ces courbes s'obtiennent par rotation de l'une d'elles autour de l'axe de la surface ; ces propriétés sont d'ailleurs communes à toutes les surfaces de révolution. Nous prendrons donc l'une de ces courbes
6 = /2 log tang-j tangy = ev*'
elle part du point de rebroussement u = tz et est asymptotique au point équatorial ?^ = o; l'équation de sa projection sur le plan de l'équateur est
r = 2a sin^ — = 8a sin^ — cos^ — =
Les coordonnées d'un point de cette ligne sont, en fonction du paramètre 0.
Sacosô Sasinô
4 a I arc tang e
2° Pour établir que les surfaces engendrées par la révolution de deux cycloïdes de paramètres différents sont applicables , nous calculerons l'élément d'un arc de courbe
= «^ j [(n- cosa)2-Hsin2M]fl?a2-|-(T — cosa)2c/6* \
= 4 «^ ( cos* — du'^ H- sin*
in^^rfO^V
LIGNES ASYMPTOTIQUES ET LIGNES GÉODÉSIQUKS
les deux surfaces de paramètres a et a\ seront applicables si Ton a simultanément
U Ml ,
<2 cos - aw = ai cos — du\.
a sin* — rfG = a, sin^ — d^^ ; 2 2
en intégrant la première, nous aurons la loi de correspondance des parallèles
a sin — = «1 sin — > d'où ar = ^i ri ;
la seconde devient alors
6^ _ ç?Oi ^ _ Oi .
c'est la loi de correspondance des méridiens.
226. Trouver les lignes asymptotiques de la surface représentée par l'équation
02 "^ "^ "^ ^ ^ ^"^ a^bi'
a, 6, c désignant trois constantes,
D ans V équation différentielle entre x et y ^ on pourra faire le changement de variables
= uv, <^ Y = - •
(École Normale, 1892; i*"® question.)
La surface donnée admet les plans coordonnés comme plans de symétrie; on peut écrire son équation sous la forme
on reconnaît ainsi qu'elle est coupée par le plan des xy suivant quatre droites a: = =i=a,^==dz6; les sommets du rectangle qu'elles forment sont quatre points coniques de la surface.
Le plan des xz donne Tellipse — H — i =^ * î VowX. plan
parallèle y ^=h donne une ellipse ou une hyperbole suivant que A^6. Les plans parallèles à celui des ^^ donnent également des ellipses ou des hyperboles. Le plan passant par O^ et un sommet quelconque du rectangle des droites singulières, par exemple, le plan
donne les deux paraboles
Enfin , la section par un plan z =^ k donne quatre branches asymptoliques aux projections des droites singulières et, de plus, û k <C,c^ une courbe fermée intérieure à ces droites; quand A^ croît, cette courbe est de plus en plus petite, tandis que les branches infinies s'éloignent de leurs asymptotes.
Nous pouvons, dans la recherche des lignes asymptotiques de la surface, simplifier légèrement l'écriture, si nous remarquons que, les propriétés de ces lignes étant essentiellement projectives, leur recherche se ramène à celles des lignes asymptotiques de la surface
Prenant les dérivées logarithmiques successivement par rapport à ;r et j^ on a
z dp
— p dz
z dq
— q dz
LIGNES ASYMPTOTIQUES ET LIGNES GÉODÉSIQUES
d'où, en dilTérentianl totalement,
dx^
z^ {y^—if '^'
Multipliant respectivement ces équations par dx et dy, ajoutant et tenant compte de l'équation différentielle des lignes asymptotiques, on a l'équation
dz^ _ ^'-Hi , j ^^'^^ r7 2
or, des équations donnant/? et q on tire
dz _ X dx y dy
Remplaçant dans l'équation qui précède, on a l'équalion différentielle de la projection des lignes asymptotiques, sur le plan des xy^
dx^ dy^ _ ixy dx dy
(J?^'— 1)2 "^ (^y'I—xf ~ (372— l)(j^2— 1) *
Pour intégrer cette équation, nous effectuerons le changement de variables indiqué; on a, en prenant les diff'érentielles logarithmiques des formules de transformation
d'où
du u
dv
idx
du u
dv \
idy 2 i
dx^ ^ dy^
du^
di>^
4 dx dy
du^
dv^
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ce qui donne d'abord
or
xy — I _ ?/ ( I -+- p2 )
xy ^ \ r ( I + M* )
d'où, enfin, l'équation différentielle en u et v^ dans laquelle les variables sont séparées,
Nous ramènerons cette équation à l'intégrale d'Euler en posant u = Ç^, v ^=7\^\ il viendra, en laissant d'abord de côté le double signe,
et nous appliquerons à cette dernière équation la méthode proposée par M. Darboux pour obtenir les formules d'addition des fonctions elliptiques.
Ec rivons les équations précédentes sous la forme
d\ dr\
d'oii
dp" di\^
= dt,
on a encore
d'où , en divisant ces équations terme à terme,
d'^^ ^d^T) > I d\ t, dr\\ d . v, .x
dt ^dt
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et, en intégrant,
ou, en revenant aux variables m et i^ et rétablissant le double signe
Si l'on repasse ensuite aux variables primitives x et y, on trouve, pour l'équation de la projection sur le plan des xy des lignes asymptotiques de la surface proposée
(xy^abydz(a,y-ab)^ = l(^^^—^^j ,
\z= ak^i étant une constante arbitraire.
Remarque. — La méthode de M. Darboux s'applique encore sans changement de variables ; posant
on a successivement
= dti,
du^ ,« , dv^ ,„
i(çu''— uq") = (v — w)(i — Swt'), i{ç^u'^— Mîp'2) = 2ap(p— u)(i — wp),
d'où
vu" — uv" , , ,, I— 3ap 1 uv'-'rvu' us?' -h vu'
; , —{vu -h UV ) = }
vu — UV 2UV{l — UV) 2 UV I — UV
et, en intégrant,
_ vu' UV' _ V ^U(l-i- U^)± U^V{l -h V^)
^uv{î — uv) (i — uv)^uv
"" I — UV '
c'est l'équation précédemment obtenue.
Par chaque point M de l^hélicoïde gauche
on mène dans le plan tangent une droite faisant avec la génératrice un angle 0(0 étant seulement fonction de u),
1° a, b et c étant les cosinus directeurs de cette droite, comment choisir la fonction 0(«^) pour que
a dx -^ b dy ~\- c dz^
relatif à un déplacement effectué sur la surface, soit différentielle totale exacte d^ une fonction p(«,p).
2° 0, étant déterminé par cette condition, dépend d^ une constante arbitraire k qui figure dans p(w, <'); démontrer que toutes les courbes définies par
-, — const.
ok
sont lignes géodésiques de la surface.
(Lille, juillet 1890.)
1° La condition pour que la droite considérée soit dans le plan langent est
fdydz dz dy\ , / \du dv du dv ] \
dz ôx dx dz du dv du dv
f dx dy dy dx\ _ "^ \du Cv du dv )
elle se réduit ici à
h{a sinv' — b cosr) h- eu = o,
à laquelle il faut joindre les relations
a cosp H- 6 sinp = cosO, a"^ -\- ù^ -h c^ = i .
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L'expression différentielle
a dx -h h dy -v c d^
= a (cosf -h b sins?) du -f- {bu cosp — au sin(^-i- hc) dv
devient, en vertu des conditions précédentes,
cos6û?M-h j {u^-h h^)di> = dp{Uy f);
d'ailleurs
-7-.- H- COS20 = rt2^_ ^2 _ , _ c',
d'où
/isinO c
et - (Mî-h/îS) = sin6/w*T~iM;
or, pour que l'expression considérée soit différentielle totale exacte, il faut que le coefficient de di^ soit une constante k; la fonction 0(«) cherchée est donc donnée par Téquation
sin 6 = — - >
et Ton a
p(«, .) = ap -/^'- „,-!!-Âi '^"-
Si" Il nous reste à prouver que l'équation
k du
àp f* k du
= const.
représente les lignes géodésiques de l'hélicoïde ; pour cela, formons ds'^ (n° 147)
ds^'= du^-h(u^^h^)cli>^y \ = \/i-T-{u^'-^h'^)i>'^\ l'équation différentielle des lignes géodésiques
e^V d /àV _ Ov du \dv'
devient ici
= const. = A
équation qui se ramène immédiatement à celle que nous avons obtenue en posant
âp
-7 = const.
dk
QUESTIONS DIVERSES. Q.l
CHAPITRE VIL
228. Trousser une courbe plane passant à Vorigine O, ayant en ce point Vaxe des x pour tangente, et telle que la relation
ia
soit vérifiée pour tout point M de la courbe, R désignant le rayon de courbure en ce point et s Varc OM;
a représente une constante,
(Ecole Normale, iSgt; i" question.)
De l'équation donnée on lire
s ^ ^ Cl
a = 2arctanff — > 5 — atang-, R= .
On a encore
d'où
, , acosa<fa / , «2 aa7 = a5C0sa= =a| rfa i>
2 cos* -
X ■= a\% — tang-
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et
, . asinarfa a ,
dy z= ds sm a = = a tang - aa,
2 cos* -
d'où
y = ia\o^— ^; cos-
ces valeurs de x et^ s'annulent d'ailleurs pour a = o
Pour a ^ -» ^ est maximum,
a; = a( ^ -I ), y = alog2;
X décroît ensuite constamment quand a croît de - à it, et
pour a = t:,
X = — oc, y = -Jr-cc,
La courbe est parabolique, car s'il y avait asymptote elle serait parallèle à O^ (a = tt); or, pour cette valeur de a,
Les valeurs négatives de a donnent une branche symétrique de la première par rapport à l'axe des y\ enfin,
l'équation R =: j- donne une courbe symétrique de la
précédente relativement à l'origine.
229. Etant donnés deux axes rectangulaires Ox et O/, et un point A sur Oy (AO = a), on demande de trouver une courbe tangente à Oy et jouissant de la propriété suivante : En un point quelconque M de cette courbe, on mène la tangente; soit P son point de ren- . contre avec Ox\ on doit avoir {Jig- 5)
MP — PO = [JL arc AM h- a,
[ji étant une constante positive donnée,
(Ecole Normale, 1898; 2® question.)
On a
MP
=yy
IH
dx •^ dy
d'où l'équation différenlielle du lieu
dx^ dx
dy^ dy
Fig. 5.
Dérivons cette équation, y étant pris comme variable indépendante, il vient
dx d^x
dx^ dy dy^ d^x
dx^
dy^
dy'
dx
ou, en posant -j- = cota = p,
dp dp dy ^ [^ — I .
cette équation s'intègre une première fois et donne
et comme pour^ = a, /? = o, on a C = a* l^,
dy^ 7
dx^ aV-i—yV--^*
ViLLiÉ. — Comp, 111.
les variables se séparent et le problème est ramené aux quadratures
a * dx = "] dy,
{JL — 1 1 _1
1 a~^ dx = ( iy\^-^ — aV--^ f dy — a^-' ( 2yV--^ - aH-"* ' dy.
Ces deux différentielles binômes ne sont inlégrables que si ou 1 — est entier, ce qui se résume dans la
condition unique que est un nombre entier n, ou
que [Ji est de la forme ^ = ; pour 11=^00^ u. = i , on
a l'axe des y,
230. On considère deux courbes C et F, dont les rayons vecteurs r et 0, correspondant à un même angle polaire 0, sont donnés par les formules
r-hp = e*^ , r — p = e J f(^',
f étant une fonction arbitraire de 0. Démontrer que deux rayons vecteurs quelconques issus du pôle interceptent sur les deux courbes des arcs égaux.
Prouver ensuite que tout couple de courbes jouissant de cette propriété peut être représenté par les formules précédentes. On déterminera enfin la fonction /(O) par la condition que le rayon vecteur r de Vune soit la même fonction de V angle 9 que la sousnornïale p' de Vautre, et Von déterminera les courbes
correspondantes,
(Paris, juillet 1892; 1" question.)
1° Si l'on désigne par ^ et <t deux arcs correspondants
des courbes C et F, il faut prouver que ds = d<T ou que
or en prenant les différentielles logarithmiques des équations données, on a les équations différentielles
dr-hdp ^,ft. ,ft dr — dp d^
qui, multipliées membre à membre, donnent immédiatement la relation qu'il s'agissait de démontrer.
2" Réciproquement, cette relation étant satisfaite, si l'on pose
on en conclut
dr — dp _ d^
intégrant ces deux équations, on retrouve les équations données.
3" A l'équation
dr^— dp^ = — (r2— p2) dQ^, si l'on joint la relation donnée dp = r rfO, il vient
dr^—p^d^^ = o, ^=±p ^ ' dd ^
ou
intégrant, on a les deux solutions
pi — ae^-h be-^, p2= a sin6 -t- 6 cos6, d'où, en tenant compte de la relation r = o\
ri = ae^ — be-^, ri = acosO — èsinô.
Les courbes ri et pi sont des spirales appartenant à la même famille; les courbes ^2 et p2 sont deux cercles de
même rayon -^ y/a^ -^ b^ , passant à l'origine et dont les centres sont sur deux rayons vecteurs rectangulaires.
La relation /(9) = ^- devient /(9) = i , quand les
courbes correspondantes sont des spirales*, quand ce sont des cercles,
^ (a-6)cose-(a.-^&)sia9 ^ _
•'^ '^ (a-4-6)cos6-+-(^a — 6)sinO °^ ^
en posant
a — b tanga = r*
Etant donné un système de droites
X = az -\- p^ y z= bz -{- q,
oïl a, b^p et q sont fonctions de deux paramètres a et p, comment peut-on reconnaître si toutes ces droites sont normales à une surface?
La condition trouvée étant supposée vérifiée, comment déterminerait -on les surfaces auxquelles les droites sont normales?
On appliquera les résultats généraux au cas particulier suivant :
X = — Z-A-OLj y = — — r ;s -t- R.
(École Normale, 1890; 2® question.)
Nous pouvons considérer les coordonnées x^ y^ z d'un point de la surface comme fonctions des paramètres a et j3 et nous aurons, pour déterminer z^ l'équation
a dx -\- h dy -\- dz ^= o ou
{a da -\- h db)z -\- {a'^ ^ b'*' -^ i) dz -\- a dp -^ b dq = Q\
c'est une équation aux différentielles totales qui se sim-
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plifie si l'on prend pour fonction inconnue la longueur / de la normale limitée au plan des xy^
elle devient
, adp-h bdq
d'où, en faisant /? = a, ^r = p, la condition pour que les droites de la congruence donnée soient normales à une surface
^9 v/a2 -f- 62 -f- 1 "~ àp y/a2-^62+i '
quand elle sera satisfaite, la différentielle dl sera intégrable et son intégrale donnera la famille de surfaces parallèles répondant à la question.
Dans le cas particulier de l'énoncé, on a
v/a2-h62-i-i v/a24-62-hi
et l'équation de condition est vérifiée. D'ailleurs
rf/ = — (a 6/a -H p rfP), / = - ?l±lP!±_^;
les équations des surfaces parallèles sont donc en coordonnées curvilignes a et p,
z= — ==r=— -v/i~a2-Q2(aî-|-32+c),
_ a2-f-p24^\ _^ / a2-hp2+c
Ce sont des surfaces de révolution autour de O^, car a^+P^, et par suite 5, est évidemment fonction de ^2_^^2. on le reconnaît encore directement en remar-
quant que les normales données rencontrent toutes l'axe Oz,
232. On considère toutes les sur/aces dont les coor^ données rectangulaires vérifient V équation
dz dz /—■
dx '^ dy ^ ^
OÙ m est une constante donnée.
Trouver V équation en termes finis de ces surfaces et en déduire leur définition géométrique.
Démontrer qu^ elles admettent Vaxe des z comme ligne de striction. Déterminer les lignes asymptotiques de ces surfaces par leurs projections sur le plan des xy. Construire les courbes trouvées pour la surface dont
la coordonnée z est une fonction linéaire de — •
(École Normale, 1889; 2® question.)
1° Les équations simultanées à intégrer sont
dx _ dy _ dz _x dx -\-y dy
"^ "" y ~ ms/x^-^y'^ " x^-^y^
d'où les intégrales
l'équation générale des surfaces considérées est donc
ou, en coordonnées cylindriques,
ce sont des surfaces réglées dont les génératrices coupen t Oz sous un angle constant X donné par la formule
colX = m.
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a° Pour reconnaître que O^ est ligne de striction, c'està-dire le lieu des pieds de la plus courte distance de deux génératrices infiniment voisines, remarquons que le plan mené par AB (^fig* 6), parallèlement à la génératrice infi-
Fig. 6.
niment voisine A'B', est tangent au cône circulaire d'axe A^ et d'angle 2X; O^ se projetant sur ce plan suivant AB, la projection o! de A' est sur AB, en un point infiniment voisin de A; donc, à la limite, A est le pied de la plus courte distance.
Nous pouvons encore démontrer la proposition énoncée, en remarquant que la normale à la surface, au point central d'une génératrice, est perpendiculaire à la normale au point situé à T infini sur la même génératrice; or, la normale en A est perpendiculaire au plan tangent zk&\ il faudra donc prouver que la normale à l'infini est dans ce plan, ou qu'elle rencontre 0-3, c'est-à-dire que pour ce
point - = ^. Mais on a, en général,
et l'équation précédente est bien vérifiée pour ^ = 00, 3° L'équation différentielle des lignes asymptotiques
d'une surface, en coordonnées semî-polaîres, peut s'obtenir en différentiant les relations
X dx -\-y dy — r dr^ X dy — y dx = r^d^^
ce qui donne, en faisant d^x=^ d^y = o,
d^r = r <iÔ«, r ^«0 -f- 2dr û?0 = o,
puis en éliminant d^rei rf^Q entre ces équations et l'équation d'^z= o. Dans le cas actuel
d^z --= mû?2r -f-/'(0)^2Ô -f-/"(e)^62= o,
d'où l'équation différentielle des lignes asymptotiques
Après suppression de la solution rf9 = o, qui donne les génératrices reclilignes de la surface, il reste
dr
c'est une équation de Bernoulli qui devientl en posant
du d^
_ £ _ I /' m r d^ "--'r- s/fWA ^^J \/fW)
et le problème est ramené aux quadratures.
Soit, par exemple, la surface
z = mr -h a- -\- b = mr -\- a tang6| , -4- 6,
l'équation de la projection de ses lignes , asymptotiques sur le plan des xy sera A'
cos6 / ^ ^ ' il \ A/ / » • ft\
G r^sinô ) = cos6(c/ .— Arsmo).
Ces courbes sont symétriques par rapport à O^, car si l'on change 9 en t: — 9, r change simplement de signe; il suffit d'ailleurs de donner à c des valeurs positives, puisque si l'on change c en — c et 9 en 7r+ 9, on retrouve pour r les mêmes valeurs; les courbes fournies par les valeurs négatives de c sont donc symétriques des premières relativement à l'axe Aqs y,
Fig. 7.
Enfin m'est jamais nul, mais devient infini pour les valeurs suivantes de 9 :
smGi= y> 02= -> K 2
Stt
les valeurs correspondantes de la sous-tangente polaire rf, comptée dans le sens des angles 9 croissants, sont données par la formule
-^ = i-) = — sin ( c — A sin 6 ) — k cos* 6.
Au point de vue de la forme de ces courbes, deux cas sont alors à considérer :
c > A". — La courbe n'a que deux asymptotes (Jig^ 7) parallèles à Oy^ et les sous-tangentes polaires correspon-
dantes sont
du =
c<^k, — La courbe a quatre asymptotes; ^2 et d^ sont
positifs; rf| = — T^ <Co. Les asymptotes qui répon-
dent aux directions 9| et tt — O^ coupent la partie positive de l'axe des x à une distance OA donnée par la formule
sinOi c(A:2— c2)
or, pour 9 = o, r = OB = - << OA. : la courbe a donc la forme représentée {fig^ 8).
Étudier la surface Ae^4- Be/-f- Ce^= D
1° Former V équation des courbes Y le long desquelles cette surface touche un cylindre circonscrit. Montrer que ces courbes se répartissent en une infinité de familles j de telle façon que chacune de ces familles se
compose (Vune infinité de courbes toutes égales entre elles et semblablement orientées.
2° Déduire de là que Von peut, d^une infinité de manières, exprimer les coordonnées d'un point de la surface en fonction de deux paramètres t et u, sous la
forme
3° Montrer que par chaque point de la surface passent deux courbes T de chaque famille et que les tangentes à ces deux courbes sont deux diamètres conjugués de l'indicatrice,
4° Démontrer que les lignes asymptotiques ne sont autre chose que les enveloppes des courbes F d'une même famille,
5** Montrer que le lieu des milieux des cordes d^ une des lignes asymptotiques est la surface elle-même,
(Ecole Normale, 1895; question unique.)
La surface dont il s'agit a pour coordonnées les logarithmes des coordonnées des points du plan
AX-+-BY-+-CZ = D
la portion de ce plan située dans le trièdre des coordonnées positives fournit donc seule des points réels de la surface.
L'un au moins des trois premiers coefficients devant être de même signe que D pour que la surface soit réelle, un changement d'origine permet de mettre l'équation de la surface sous la forme
e^^ey±.e-= i, et il devient alors facile d'étudier les sections de cette sur-
face par des plans normaux à Oz, ainsi que par des plans azimutaux.
i** L'équation
donne, par différentlation,
ce qui montre que les coefficients directeurs de la normale à la surface sont Ae^, Be^, Ce^; l'équation
(2) Aae^-\-Bbey-i- Cce^= o
exprime alors que la normale à la surface est parallèle au plan
(3) ax -h by -h cz = o.
Le système des équations (i) et (2) donne donc la courbe F de contact de la surface et du cylindre circoncrit perpendiculaire au plan (3).
Si a', b\ d est un autre groupe de valeurs des coefficients a, i, c, pour que la courbe correspondante V soit égale à r et semblablement orientée, il faut et il suffit qu'on puisse les superposer en imprimant à F' une simple translation. Cherchons à déterminer cette translation, ou les composantes ^OîJKoî ^0 du segment OMq qui la représente. Les systèmes
( ke^ -i-Ber -}-Ce2 = D,
( Aae^H-B6er-{-Gce^ = o,
( Ae^-+-^o -^-Bey^y^ _4-Ce2-»-^o = D,
( Aa'e^-+-^o-hB6'er-»-ro-,- Gc'e--»-«o=o
devront alors être équivalents, ce qui arrivera si l'on a
d'abord
et si, en outre, la première des équations (5) est une combinaison des deux équations (4), ou, si elle est identique à la première des équations (4), diminuée de la seconde, préalablement multipliée par une indéterminée u ; cette identification donne
e^o = I — au = —, > ey'o = i — ou = -r,i e«o = i — eu = —•
a oc
L'élimination de u donne pour relations entre les directions des cylindres
d'ailleurs e^o = — ^ étant positif, on reconnaît que a', b',
c' devront avoir les signes respectifs de a, 6, c. De plus u doit être choisi tel que les produits au^ bu, eu soient inférieurs à l'unité. Ces conditions étant réalisables, les courbes F' formeront une famille dont F fait partie, et qui seront toutes superposables par translation.
Si l'on donne à -> r> - des valeurs particulières que
nous désignerons par — m^, — U2, — W3, on aura
u -h Ui U-{- Ui U-^ U3
et les équations de la courbe F' seront
Ae^-hBer -h Ce- = D, (7) {A B ^ C ,
u-\- Ui u-\- Ui u -h Ui
en faisant varier u on aura toutes les courbes d'une même famille.
2° La seconde des équations précédentes étant du second degré en u, on voit que par tout point {x^y^ z) de la surface passent deux courbes de la famille. Soient u'
et w" les deux valeurs de u\ les valeurs correspondantes de x^ y^ z satisferont au système d'équations linéaires en
A e^ -h B er -H G e- = D, Ae^ Ber Ce-
Ae^ Bey Ce^
— 1 — T, i — Tf = o;
U -h Ui U -h U2 U -h U3
en les résolvant, on a des expressions de la forme
(Wi — U2){Ui— W3)
et, par suite,
X = const. -+- log( w'-f- Wi)(w"-{- Wi), . . ., d'où, en désignant par Xi, y^^ z^ des fonctions de M|,
/ ar = 071 -i-log(w'-l- Wi) -H log(w"-|- Wij,
(8) I JK=JKlH-l0g(w'-{-M2)-+-l0g(w"-hM2),
( z = ^1 -h log(t*' -h W3) -H log( w" -i- M3).
Telles sont, en remplaçant u! et i/' par des paramètres t et «, les équations de la surface en coordonnées curvilignes. On peut, d'ailleurs, exprimer d'une infinité de manières les coordonnées d'un point de la surface en fonction des paramètres u' et m", puisque a, 6 et c étant arbitraires, il en est de même de u^^ u^, ih*
3° La surface peut être considérée comme engendrée par la translation d'une courbe u' avec une courbe lé' comme directrice, mais alors une quelconque des courbes u! est courbe de contact de la surface avec un cylindre dont les génératrices sont suivant les vitesses de translation des différents points de la courbe, ou les tangentes aux courbes directrices w", ce qui prouve que les courbes II! et u!' sont conjuguées. On le voit d'ailleurs directement
si l'on remarque que les équations de la surface vérifient identiquement l'équation qui exprime que ces courbes sont conjuguées (n°2H).
4** L'enveloppe de la famille des courbes représentées par les équations (7) est donnée par le système
Ae^ -i-Ber-h Ce^ = D,
Xe^ Bcy Ce^
Ae^ Bey Ge^
{U-hUi)^ (u-hUi)^ (u-hUi)^
on en conclut que la seconde équation admet une racine double, u' = u'% ou encore que la courbe u^ se confond avec sa conjuguée u", ce qui est le propre des lignes asympto tiques.
Les équations des lignes asymptotiques seront donc
z = Zi -h 2log(w -H W3).
5° Si maintenant nous appelons w' et u" les valeurs de u en deux points M' et M" pris sur une ligne asymptotique, le milieu de la corde, M'M'', aura pour coordonnées
X = Xi-^ l0g(w' -I- l/i) H- l0g(w"H- Ml),
y =71 -+- log(w' H- W2) -+• log( u" -h ^2),
Z = Zi -i- log(w'-f- W3)-hl0g(w"H- W3);
ce sont les coordonnées mêmes d'un point de la surface.
»*Sfr.
Déterminer la valeur de V intégrale
z dz
étant une variable imaginaire, le contour d'intégration étant formé de la circonférence x'^ -\-y^ = 2;r -f- 2 décrite une fois dans le sens direct.
(Montpellier, novembre 1891.)
La fonclion à intégrer
a deux pôles doubles ± i et deux simples àzi; la circonférence d'intégration ayant son centre au point x= i^ yz=o, et son rayon égal à y/3, trois des pôles de f{z) sont intérieurs, et un seul, le pôle z =^ — i, est extérieur à cette circonférence. L'application de la méthode de Cauchy conduirait donc au calcul des résidus des trois pôles intérieurs; mais il est plus simple de remarquer que la limite de zf{z) étant nulle quand z tend vers l'infini, l'intégrale prise suivant un cercle de rayon infini est nulle, d'où il résulte que, I désignant l'intégrale cherchée et jjL le résidu relatif au seul pôle <s = — i compris entre
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la circonférence donnée et celle de rayon infini, on a
ÎTZll = O
et le problème revient au calcul d'un seul résidu. Nous l'obtiendrons en formant
/(-i-hA) =
= — ma (i-H/n-...)»
8A2(i — 2/1-4-...) Hh^
d'où
I , Tzi
u. = et 1 = — •
Remarque, — Le résidu d'une fonction algébrique f{z)^ relatif à un pôle 5 = a d'ordre n, est donné par une formule générale très simple; posant
et développant cp(a + A) par la formule de Taylor, on aura évidemment
mais les calculs qui donnent <pf'*~*^ (a) sont généralement plus compliqués que ceux auxquels on est conduit par une recherche directe, surtout si n > 2.
effectuée le long de la circonférence de rayon | ayant son centre au point 2 = 0, en mettant au départ le
signe + devant le radical \/ \ — z,
(Rennes, juillet 1888.)
La fonction à intégrer est uniforme sur le contour et à son intérieur, puisque le point critique <s = 1 est extérieur
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au cercle; elle devient infinie pour
— idi5
^ y/6 = v/i — Zj
la racine z=^ — ^ ne convient pas, car elle satisfait à
l'équation c y/6 = — y/i — z\ il reste donc le pôle ^ = |. On a
fiz\ = ^ ^ >gv/6H-v/i — ;5
_ /^v/ô -H v/i — -îîX _ ^ 4 Z'^'
et, enfin,
236. La lettre z désignant une variable imaginaire, calculer la valeur de V intégrale
Si
z dz
le long d^une circonférence ayant V origine pour
centre*
(Paris, novembre 1893 ; '2* question.)
La fonction à intégrer a une infinité de pôles situés sur l'axe des j^, à la distance ikiz de l'origine; pour calculer le résidu ^k relatif au pôle ikizi^ il faut former
ikizi-k- h f h^ \-ï
'y.kizi -\- h
SOUS cette forme, on reconnaît que tous les pôles sont
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quadruples, sauf le pôle ^ = o qui est triple, et que leur résidu commun
Si donc la circonférence d'intégration a son rayon compris entreaA'Tret 2(k -\- i)tz^ il j aura 2A" + i pôles à son intérieur, d'où la valeur de l'intégrale cherchée
237. Calculer les intégrales définies a et b étant réels et positifs, en partant de Vintégrale
^ — YjT dz prise le long de contours imaginaires.
(Montpellier, juillet 1890.)
Soit C un contour formé des parties positives OA, OB des axes coordonnés et d'un quart de cercle AB de centre O, dont nous ferons tendre le rajon r vers l'infini, nous aurons
Les pôles de la fonction à intégrer sont
z = ±.hsf%i^ = ±6/26^'? = ±b(i± 0;
un seul, le pôle simple b(i -\- e), est contenu dans le contour d'intégration; le résidu correspondant a pour valeur
g-ab
e—ab
{cosab -f- îsinab) (i — 3 i — 3 -\- i)
-rr-r^ Tsin ctb — cos ab — il sin ab -h cos ab )1 ,
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d'où
I = 2 7tt(jL = -TTjj- [sinaô 4- cos ab -h i(sïnab — cos ab)]
Calculons la seconde expression de I. L'intégrale prise le long du quart de cercle AB est nulle, car le module de e^^^ est ^-«''si^Q qui tend vers zéro quand r tend vers l'infini puisque a et sinÔ sont positifs. On a donc
i=(OA)-H(BO)= r f "^f,+,- r^îL^y
/" co%axdx . /'"e-"^ — ûrxax ,
et, en égalant séparément les parties réelles et les parties imaginaires des deux expressions de I,
cosaxdjû Tze-^^ , . , -^
— 7Tr= Q , , (sina6-Hcosa6),
r Tyr dx = —r-j-— ( COS ttO — Slll ab ) ,
|j ar* 4- 4 6* 8 £>3 ^ ^
Étant donnée V intégrale
f27r /(sina?, cosx)dXj
oi^ / représente une fonction rationnelle de sin^r et cos^r, o/i /«^ra d^abord la remarque que le changement de variable e^^ = z ramène la recherche de i à V intégration dhine fraction rationnelle prise dans le plan de la variable z^ le long d'une circonférence de rayon i \ on peut par suite en déduire la valeur de V intégrale.
Appliquer au calcul de l'intégrale l - — -^ ^
•cosa?)
désignant une constante positii^e supérieure à l'unité.
(Paris, juillet 1891 ; 2® question.)
La formule de transformation
z = e^^ = cosa? -h i sina?
montre que quand x varie de o à 27r, z décrit entièrement la circonférence ajant l'origine comme centre et un rayon égal à l'unité.
On a encore
- dz cix = --r- »
iz
Qîx^Q-ix 1-4-^2 . e^^ — e-^^ z^ — I cosa? = = > sin a? = ; = -. — :
2 1Z 11 iiz
la transformation est donc rationnelle. Appliquée à l'intégrale proposée, elle donne
/' i±^! dz 7.iz^ _2 r {\-^z^)dz
/ I + z^ y ~ ïj^ (^^— 2 as -t- 1)2"
La fonction à intégrer a deux pôles doubles situés sur O.c,
le premier seul est intérieur à la circonférence C; pour obtenir le résidu jji correspondant, il suffît de poser
et de calculer le coefficient de -r dans le développement de
[(^ — c)-2— 2(6 — C)-3Ah-...],
d'où
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et enfin
, , STz(l-hbc) 2TZ
Le calcul de cette intégrale peut encore se faire en posant, conformément à la méthode générale, tang — = ^, d'où
dx = T^ cosa? =
et
r'^ cosxdx _ /** {\ — t'^)dt
OU, en posant A'^ = ,
j=_t— r"iizLi!)f
(l— «2)rf^
_ 4 r /- dt /-' <2^^ 1
"(«-04Jo ^ + >^'^' ^'"^ Vo (l + A-2^2)2j'
intégrant par parties, il vient
J^ (H-Â:2<2)2 ~ ""^Vi -h X:2 ^2/^, "*■ 2X:2j^ n_ A:2^2 " 2X:"3 2' On a donc finalement
Trouver la valeur de V intégrale
'''^ X dx
~ Jo sin2(a7 — a)
oà a désigne la quantité complexe p -{- iq.
On commencera par effectuer une intégration convenable par parties et Von fera attention à ce que la forme du résultat varie avec le signe de q.
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Du résultat précédent déduire la valeur de l'intégrale
J= / a7COt(a7 — a)dx,
dont la dérivée par rapport à a est manifestement l'intégrale I. La détermination d'une constante restant inconnue se fera en donnant à a la valeur A, X étant réel et infiniment grand,
(Paris, juillet 1892; 2® question.) 1" On a
1 = — [a?cot(a? — ^)]q-^ I cot(a7 — a)dx
= 'ircota-i- / cot(a7 — a)dx.
Pour calculer cette dernière intégrale, prenons un rectangle d'intégration dont la base 0A = i: soit dirigée suivant O a: et dont nous ferons tendre la hauteur AB=: A vers l'infini; les intégrales de la fonction col{z — a), prises suivant les côtés verticaux AB et CO, se détruisent, la cotangente admettant iz pour période, et il reste, en appelant [JL le résidu relatif à un pôle contenu dans le rectangle d'intégration,
Jf cot(iJ7 — a)â?a7-H (BG) = 2irt XfjL.
La fonction à intégrer
f(z) = cot(;5 — a) = -: — 7 7^
•^ ^ ^ ^ ^ sin{z—p— iq)
a pour pôles les zéros du sinus
z = kiz-k-p -h iq ;
soit d'abord q> o^ ^^J^ alors un pôle et un seul dans le rectangle d'intégration, et ce pôle est simple puisque la
valeur correspondante de z n'annule pas la dérivée du dénominateur; le résidu correspondant |x = i.
Calculons Tinlégrale (BC); le long du côté BC, on a
et la fonction à intégrer est
ff-{h—q)-{-i{x—p) _^_ ^h—q—iix—p)
sa valeur se réduisant à — i pour h = oo, on a
(BG)= / — idx^^iiz.
Si 5^ <; o, il n'y a aucun pôle de/(5) dans le rectangle d'intégration, de sorte que
I cot(a7 — a
) e/a? = zh ITT et I = 7c(cota ih i),
suivant que ^'^o.
On peut encore arriver à ce résultat par une intégralion directe
1 cot(a7 — a)c?a? = [logsin(ir — ;a)]J;
cherchons quelle est la trajectoire du point d'affîxe 5 = sin(a: — a) quand x varie de o à u : i
z = X-i- lY = sin(a7 — p)cosiq — cos{ûsl—p)sirïiqf
X = sin(a7 — p)chqy Y = — cos(i7 — p)shq
et I
ch^q sh^q ' j
la trajectoire est un arc d'ellipse partant du point Xo = — sinjochgr, Yq = — cospshç',
pour aboutir au point diamétralement opposé; (log-s)^ a donc pour valeur lii iiz suivant le sens du parcours de celte demi-ellipse. Pour reconnaître ce sens, on a, en appelant 6 Targument de z,
tango = — = — cot(a7 —p) thq,
d'où
c?6 _ ihq
cos*0 "" siii*(a7 — p) '
et, comme dx est positif, ihq donne son signe àrfO; si donc 5^^ o, 6 croît et la variation du logarithme est lit; elle est — lu si 5^ < o.
2** Considérons maintenant l'intégrale
J= I a7C0t(a: — a)dxy
on a
dJ r oc dx
dô r X dx ^ - ,, . , .
a:„2/^ ;r;='î J = 'ir(logsina± la
aa j sin2(a7 — a)
Pour déterminer la constante c, nous calculerons directement l'intégrale J dans le cas de «= A()^=H-oo)-, on a
COt iX — a ) = i -; r : r )
^ f Qix-ir\ Q—lX-\
dont la limite est i pour X = + 00, d'où
xdx = —^ :
d'ailleurs
/ gX e-X \
J = ir(log sin A — X + c) = ir ( logi A + cl
^'^(^2 — log2-+-cV,
on a donc
c = log2 et J = 7u(log2 sina ± ta),
en prenant pour logsina la détermination pour laquelle Je coefficient de i est compris entre zéro et 27c.
Soit^ en désignant par a une constante réelle
sin (a? — z^dz cos ia — cos(a7 — z)
On demande de déterminer, pour e infiniment petit,
la différence
f ( ia -h i£ ) — /( ia — le).
(École Normale, 1891; 2* question.)
nous in-
Pour calculer l'intégrale /(:r) = / o{z)dZj
tégrerons la fonction ^(z) le long d'un rectangle OABCO de côtés parallèles aux axes, dont la base OA^air et dont nous ferons croître indéfiniment la hauteur AB= h.
Désignant par [jl le résidu relatif à un pôle de cp (;;) contenu à l'intérieur du rectangle d'intégration, nous avons
(0A)-h(AB)-t-(BG)-t-(C0) = 27:i2fji;
or
(OA)=f{x) et (AB)-h(CO) = o,
en vertu de la périodicité de la fonction ç(>3),' il reste
donc
/(^)-4-(BC) = 27riSfjL.
Les pôles de f{z) sont
z = ikTz-\-xdzia = ikTz-\-u-\-i(v± a),
si l'on pose œ=u-\-ii>; nous n'avons pas à examiner d'ailleurs le cas où u étant nul les pôles seraient situés sur les côtés AB et GO, puisque
o{z)dz= j ^{z)dz.
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Tous ces pôles sont simples, car en ces points la dérivée du dénominateur de ff(z) ne s'annule plus; ils ont d'ailleurs tous pour résidu — i .
Calculons (BC) ; pour un point de cette droite 5 = X + ih et(f(z) devient
lim
sin(^ — X) cosih — cos(a7 — X) s'inih
h=» Costa — [cos(a7 — X) cosih -h sin(a7 — X) sin^AJ
ou, en ne conservant que les termes en e^,
sin(a7 — X) — icos(x — X) _ i — cos(a7 — X) — t sin(a7 — X) ~ t'
d'où
(BG) = — ^ / dl = — 2711.
On a donc
f(x) = — i{n — i)Tri,
n représentant le nombre de pôles de la fonction ^{z) situés à l'intérieur du rectangle.
Divers cas sont alors à distinguer suivant la valeur de la partie imaginaire de x; la constante réelle a pouvant toujours être regardée comme positive, on peut avoir
1" ^>«; /i = 2, f(x)= — 27rt,
3® <^<a; /i = o, f(x) = 2.TzL
On voit que les parallèles à l'axe des x situées aux distances ± a de cet axe sont des coupures de la fonction /{x). Dans le problème dont il s'agit, /(«a -f- is), poure positif, rentre dans le premier cas et /{ia — it) dans le second, de sorte que
f(ia-{- ie) — /(id — i^) = — itzL
Trouver la valeur de V intégrale
^îlog dz
prise dans le sens direct le long d^un cercle décrit de
V origine comme centre, avec un rayon supérieur à
V unité.
(Paris, juillet 1896; 2* question.)
i*''' Méthode. — Intégrant par parties, on a
le terme tout intégré est nul; quand, en effet, la variable z décrit un cercle de rayon r>> i, les arguments de ^ + i et de -3 — I augmentent de 2 7t, et l'on a
[l0g(^ -\- [)]c = [log(5 — l)]c = 211/.
11 reste donc
, _ 2 r z^ dz _ \ r z^ dz I r z^ dz ^ - 3 J^ ^^^i - 3 X ^^ ~ 3 j^ ÏT"i '
chacune de nos fonctions à intégrer n'a qu'un pôle simple, intérieur au cercle G, le résidu correspondant étant i pour la première intégrale et — i pour la seconde, on a
2^ Méthode. — Soit, plus généralement, m étant entier, j
l = I z^ loff dz ;
Je. ^-'
posons z = re^^= - ? la variable u =: -e^'"^ décrira, dans le sens inverse, une circonférence de ravon - inférieur à
l'unité, de sorte que C! désignant ce comtour décrit dans
le sens direct, ,
j _ f du . I H- M ^
or, le module de u étant inférieur à l'unité, le logarithme est déveioppable en série uniformément convergente, et
l'on a
r du l u> m5 \
Jc'""*"^*\ 3 5/
Si m est négatif ou s'il est impair, les intégrales de tous les termes sont des fonctions uniformes et I = o. Soit m = 2/1, I se réduit à
. C du a*«+-i ^Tzi
^ ll\n-¥l 2 /1-+- I 2 /IH- I
u expression (v(5)= ^- — ^- (arctangz)^ a
une détermination w^ (5) quiy pour z très grand, est
très voisine de -^» Calculer la valeur de l'inté^^rale
JiVi (z) dz étendue à un cercle de grand rayon ayant l^ origine comme centre.
(École Normale, 1894; 2* question.)
D'après la détermination choisie, on a
arc tang-s = arc tang - ,
ce dernier arc étant celui qui s'annule avec -; posant alors
il vient
*^i(^)-^j-p-|^ ^^ -arctangz^y = (p(M);
or, quand z décrit le cercle C, u décrit en sens inverse un cercle C de rayon plus petit que l'unité (n^* 2H); on a donc
Cw,(z)dz= f^du,
; cherchée a donc pour va-
i(z) une fonction double l à l'équation
Ire constantes), on forme
mu dz
is tant es. On demande de lie manière que V exprèsune fonction de Zj holo-
Normale, 1892 ; 2' question.) le dans chaque parallélo-
gramme des périodes, mais il est double (*) et son résidu est, par suite, nul. Soit ^ = a un pôle, dans son voisinage ; u peut s'écrire
substituant dans Téquation différentielle, on aura {z — ay * J
égalant les coefficients de {z — a)~® dans les deux membres, on a
4a2= Aa3, a= I-.
Si nous considérons l'intégrale
X, ma mu dz =1 r- termes entiers en z, z — a
qui admet comme points singuliers les pôles de u, une seconde intégration introduira le terme logarithmique
— /nalog(;5 — a);
si donc
— ma = I ou m = ,
l'exponentielle sera holomorphe dans le voisinage de z=ia et admettra a comme racine simple.
La fonction
G(z) = e '* Jz^ " Jzo " est une fonction entière; elle a pour racines simples tous
(*) E. Picard, Traité d'Analyse j t. II, p. 337.
les pôles de u{z) et n'en a pas d'autres; le produit
w(^)G'(-s) = Gi(^)
est une fonction entière puisque les pôles doubles de ^(5) sont racines simples de G(^). D'ailleurs, les fonctions entières G et G^ n'ont pas de racines communes, puisque les seules racines de G sont les pôles de u et que G| n'admet plus ces racines.
Soit z une variable complexe, l{z) l'intégrale
-"-^tl:^:tlfi±lf! rf^ ^_ G.
Posons
(p(s)=eJ(-) et F(^) = cp(z) -h
i" Quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes que doivent vérifier G et les coefficients a, p, y, 8 pour que la fonction F{z)soit uniforme dans le plan?
2® Quelles conditions faut-il ajouter pour que F(s) se réduise à une fonction rationnelle de zl
(Paris, octobre 1896; 2* question.)
i*' On a d'abord
où
dz multipliant ensuite par - — ^— , nous aurons à considérer
yi — z^
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les quatre intégrales
/dz , = — arc C0S.5,
/dz . ï — i/j — z^ , z I, I — \/i—z*
/dz ^ / z -h i
et
Elles admettent toutes les points singuliers zt i ; de plus z = 00 est point singulier de la première et 5 = o de la deuxième.
Soit alors l'intégrale indéfinie
j , I— /i — 52 a + Y-h(P-+-8)3 = 8 arccos^ h- a log 1 ' '^ — — = f{z)^
on a
y(4) étant la valeur que prend f{z) lorsqu'on part de 5 = 4 2tvec la détermination \ji — 5- = + ^ y/i5.
Voyons maintenant ce que devient J(^) quand on contourne les diflerents points singuliers.
^ = 00 n'est point singulier que pour arc cos>s et le passage de z par l'infini revient à contourner à la fois les deux points ±: i, ce qui augmente /( 5) de 2 7t8. La fonction F(z) devient alors
gj 4- 2710 _|_ g— J —2710
et pour qu'elle reprenne la même valeur il faut que ^27rô = I, ou 8 = ik' ^ k' étant un entier quelconque.
ViLi^iÉ. — Comp. IIF. 9
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^ = n'est un point critique que pour log 7^=-
qui, lorsqu'on contourne ^ = o, augmente de iizi : f{z) augmente donc de l'izoii et pour que ^{z) ne change pas il faut et il suffit que a soit un nombre entier k.
Restent les deux points critiques dzi. Contournons d'abord le point + i ; on voit aisément qu'en contournant ce point
or
(arc cosz)\ = — arc cos4, (arc co^zy^ = arc cosz ; 8(arccos^ — arccos4) devient donc — S (arc cos-s-harc cos4).
On verrait de même que
devient
et
devient
a [ log ^ — log -=z )
\ i-f-y^i — z^ i-k-i^ibj
— a (log 7=~ -*- log ^7=^
a-4-Y-h(p-h8)-3 a-hY4-4(pH-S)
11 en résulte que
f{^)-fW devient _/(z) 1-/(4),
il faut donc, et cela suffit, que aC — '^/{i) = iniTz ou C =:/(4) -h /iiTî, n étant entier.
Pour le point — i, on aura de même
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( arc cos^)~* = ir — arc cos 4, (arc cos;;)^^ = arc cosz — ir ; ^(arccosz — arccos4) devient a7:8 — 8(arc cos>5 -t- arc cos4);
remarquant que log — i = iiZy on voit de même que
devient
« f log L-v^Ef! - log \-i^ \
2\ i-^/i — 5* i-hi^i5j
a/, I — v^i — -3* , i—i\/i5 i(XTzi (log 'r- log
et
-hY-+-(P-+-o)z a -h Y-+-4( P -^ 8 )
V^i — z^ iyj
devient
[a_4-Y-f-C3-f-8)2 a-+-YH-4(P-i-8)"| v/i — -3-^ i /Ts J
d'où l'on conclut que
/(^)-/(4) devient -/(^) -f. 27r{S + aO-/(4); la condition précédemment trouvée est remplie, car
En résumé, pour que la fonction ¥{z)=^ e/^^^ + e~f^^^ soit uniforme, il faut que l'on ait
0L=k, Z=zik\ G=/(4)-+-/iiTr.
2° Cherchons maintenant quelles sont les conditions complémentaires que doivent remplir les coefficients pour que la fonction F (5) soit une fraction rationnelle : il faut, pour cela, qu'elle n'ait que des pôles à distance (inie ou infinie, mais en nombre fini; cette dernière condition est remplie, car nous reconnaîtrons que les points zéro et l'infini sont des pôles d'ordres k et k' . Mais les deux points ±: i rendent infini le dernier terme, et bien que son degré d'infinitude ne soit que | dans/(>5), il de-
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vient infini en exponentielle, c'est-à-dire dans o{z) et F(;5), et ces points deviennent singuliers essentiels. Il faut donc que le dernier terme disparaisse ou que
Ces conditions sont, d'ailleurs, suffisantes, car f(z) se réduit alors à
f(z) — arc cos z -h a log
— ik' arc cos^ -+- k log
or
arc cos z — - log {z -h ^z'^ — i) ,
d'où
/( . ) = log [(. + ,/5rrT).' (izivJEZy ]
comme on peut écrire yjz'^ — i =iy/'i — ^^, on voit que cp et - sont conjugués par rapport au même radical
^i~-zK
Développant chaque terme par la formule du binôme, les termes où le radical est à une puissance paire sont
égaux et de même signe dans <p et -> de plus ils sont rationnels; ceux où il est à une puissance impaire sont égaux et de signes contraires, et disparaissent dans
F =rz CD H La fonction F est donc bien rationnelle en z.
CINÉMATIQUE.
CHAPITRE PREMIER
135. TJn point mobile M, dont la trajectoire est une chaînette, passe au sommet A avec une vitesse égale au paramètre a de la chaînette, et le rapport de son accélération centripète à V accélération tangentielle est constamment égal au rapport de a au double de Varc de chaînette AM. Calculer la longueur de cet arc et V accélération totale du mobile en fonction du temps écoulé depuis le passage du point M e/i A.
(Gaen, juillet 1888.)
On doit avoir, d'après les données,
K''~dt~"^s' ou, en tenant compte deR=^et5 = a tang a,
dv , , 2sinacosa<fa — =! 2 tanga d<x = ;
intégrant, et tenant compte de (^0 = a, ao = o, on a
V cos^a = const. = a; d'ailleurs,
ds a dcf.
dt~ ~ cos^a dt
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d'où, enfin,
doi.
la longueur de l'arc AM, exprimée en fonction du temps,
a donc pour valeur
s = atang^.
On a encore
__ ds^ _ Ci dç __ias,\nt t> _ ^^ _ ^^
~~ dt cos^^ dt ~ cos^i * ~ doL ~^ di '
d'où l'expression de l'accélération du mobile
, /V'* dvY « / ;
136. Une file de points matériels indépendants a la forme rectiligne hAl à une certaine époque prise comme origine du temps, Uun quelconque M de ces points se meut vers un centre fixe unique O (fig-g) (dont on donne la distance c à AA'), avec une vitesse qui est sans cesse en raison inverse du carré de la distance actuelle r du point au point O, ou qui a pour expression
— j k^ étant une même constante pour tous les points.
Etudier les formes successives que prendra la file
jusqiUau moment où son point le plus rapproché du
centre O V atteindra.
(Paris, novembre 1894.)
La vitesse v du point M ayant pour expression
^~ dt~ r2 '
on a, en intégrant,
c'est, en coordonnées polaires, l'équation de la famille
des courbes cherchées, t étant le paramètre variable d'une courbe à l'autre.
L'abscisse x est donnée par la formule
x^ = c3 — 3 A:2 ^ cos3 6 ;
elle est minimum pour le poiot B. Ces courbes sont asymptotiques à la droite AA'; enfin, pour le point = o,
r s'annule à l'époque ^ = -^-j et l'on a, pour la courbe
correspondante du lieu des points M,
COS^Ô
le sommet est remplacé par un rebroussement. Ces courbes sont analogues aux conchoïdes de la droite AA'.
137. Deux points K et B d^ une figure plane de forme invariable, mobile dans son plan, décrivent leur trajectoire d^un mouvement uniforme. Quel est le lieu du centre instantané dans la figure mobile?
l36 DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE I.
On suppose, en outre, que deux courbes C et CJ de la figure mobile glissent sur deux points Jixes P et P', et que la vitesse du glissement soit à chaque instant la même pour les deux courbes. Montrer que cette dernière condition suffit pour déterminer le lieu des centres instantanés dans le plan fixe.
Dire quel est le mouvement pour lequel toutes ces
conditions sont réalisées,
(Paris, juillet 1894.)
En vertu de la première condition, le centre instantané I se trouve au point de rencontre des normales aux trajectoires des points A et B, à des distances lA, IB proportionnelles aux vitesses constantes v et v' de ces points; la roulante, lieu des points I dans le plan mobile, tels que
FFT = - = consl., est donc une circonférence dont le
centre est sur AB.
La seconde condition exige que le point 1 soit à égale distance des points P et P' du plan fixe; la base est la perpendiculaire à la droite PP', en son milieu.
Le' mouvement pour lequel les deux conditions sont réalisées est cycloïdal; les points A et B décrivent des cycloïdes, l'une allongée, l'autre raccourcie.
138. Un segment de droite AB, mobile dans un plan n, est assujetti aux conditions suivantes : il glisse sur un point fixe O du plan II et est vu sous un angle droit d^un autre point G de ce plan. Trouver le centre instantané de rotation et les courbes décrites par ce point dans le plan H d^ une part, et, d^ autre part, dans un plan lié invariablement au segment AB. On supposera la longueur de segment AB double de la distance
OG = a.
(Paris, octobre 1896.)
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Si l'on conçoit une circonférence décrite sur AB comme diamètre et liée au plan mobile (Jig' lo), elle passera constamment par le point G : le centre instantané sera donc sur le rayon FC de cette circonférence; il devra d'autre part se trouver sur la normale OI à AB, soit au point I de
Fig. TO.
rencontre de ces droites. Pour trouver le lieu des points l dans le plan H, décrivons de G comme centre, avec CF = a comme rayon, une circonférence; elle passera en et par suite en I, puisque l'angle FOI est droit; cette circonférence est donc la base du mouvement. La roulante est une circonférence de rayon double ayant le point F comme centre.
Nous sommes conduits aux mêmes résultats que dans le problème n** 8, ce qui était évident, puisque le point F fixe sur AB décrit une circonférence G, tandis que cette droite passe par un point fixe O de cette circonférence.
139. Un triangle rectangle ABC, dont Vangle droit est en K, se déplace dans son plan, de façon que son sommet B reste sur une droite fixe MN et que son côté KC passe par un point fixe O. Trouver le centre instantané y la base et la roulante.
(Paris, octobre 1890; Besançon, novembre 1891.)
Le centre instantané I {^fig- 1 1) est au point de rencontre de la normale 01 à la droite OA et de la perpendiculaire BI à MN. Nous rapporterons la base au pôle O et
Fig. ic.
à la perpendiculaire O^ à MN, la roulante au pôle B et à l'axe polaire BA; soient OE = a et le côté BA = b. On a
rsine = BE = BD — ED = -.-5 — a cot6,
sinO
h — a cos6 sin^Ô
r, sin6 = OA = OD — AD =
sinO
6cot6,
a — h cos 6 sin*6
Ces deux courbes se déduisent Tune de l'autre par permutation de a et 6. Dans le cas particulier a = 6, on a
r = Ti = «
I — COS
I — cos* 6 i-hcosO*
ce sont les équations de deux paraboles égales (*).
Dans le cas général, la base et la roulante ont des branches infinies paraboliques pour la direction 6 = 0; ces courbes ont un axe de symétrie, leur axe polaire.
Soit a >> 6, r< ne s'annule jamais, mais r devient nul
pour la direction cosOo= -> c'est-à-dire quand le point B
est en E. On trouve facilement que, pour cette même position de la figure mobile, l'ordonnée Y = risin6 de la
roulante est minimum et a pour valeur ^/a^ — b^; le point correspondant est sur la droite AC, mais la courbe n'est pas symétrique par rapport à cette droite.
Nous pouvons encore tracer la circonférence des inflexions qui passe par les points I, B, et le point O' symétrique, par rapport à I, du point O centre de la circonférence de rayon nul qu'enveloppe la droite mobile OA. Enfin, le centre géométrique des accélérations est en J, intersection de MN avec la perpendiculaire O'J à 00'.
14-0. Les côtés AB et AG du quadrilatère articulé ABGD (Jig' 12) sont égaux entre eux ainsi que les côtés DB et DC. On fixe le côté AB et Con considère le mouvement de la bielle CD; ce moui^ement peut être obtenu par le roulement d'une courbe liée à CD sur une courbe fixe. Déterminer ces deux courbes. Démontrer que la manivelle AC fait deux tours pendant que la
manivelle BD en fait un,
(Paris, octobre 1896.)
Les points C et D de la bielle décrivant des circonférences de centres A et B, le centre instantané [ est au point de rencontre des droites CA et DB.
(') ViLLiÉ, Cinématique, p. 61. Dans la question posée à Paris, on supposait a = 6.
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Nous rapporterons la base au pôle B et à Taxe polaire BA^j la roulante au point C et à Taxe DC^i ; on aura donc BI = /', Cl= Fi, pour un même angle polaire 0.
Fig. 12.
La bissectrice DA de l'angle CDI donne
AI_DI Ti — a _ r -^ b
ÂG "" DG ' a " ~b^ '
ou
Abaissons les perpendiculaires AE et DF sur les côtés IB et IC, les triangles semblables AIE, DIF donnent la seconde équation
lE
IF
r — acosO ri-+-6cos6
AE DF
sinô
b sinô
ou
-r — 2COS0,
d'où les équations de la base et de la roulante
^^1= Xi ^(ÔH-acosO);
ces courbes sont des limaçons de Pascal.
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Pour que le mouvement des manivelles puisse être révolutlf, il faut que b^a^ ce que l'on reconnaît aisément en faisant a = 7c; il en résulte que la base est un limaçon à boucle, tandis que la roulante est à inflexions. Le cas de a = b donnerait une translation de la bielle.
Quand la manivelle AC fait, à partir de AB, un tour complet, le point D ne décrit qu'une demi-circonférence, car l'angle DAB étant la moitié de CAB, le point D vient sur BA prolongé.
141. Dans un plan fixe n sont tracées deux courbes A e^ B symétriques l'une de V autre par rapport à une droite A ^fig> i3); X est une de leurs tangentes communes , perpendiculaires à A. On fait rouler sans glissement les courbes A e^ B sur la droite X de telle manière qu'elles restent symétriques par rapport à A. Un plan cL^ lié invariablement à A, et un plan [3, lié im^ariablement à B, glissent sur le plan fixe n. Dans ces conditions y le plan cl glisse sur le plan [3 et est animé, par rapport à ce plan p, d^un mouise ment relatif, dont on demande de construire les éléments, à savoir :
r* La vitesse relative d'un point M du plan t. par rapport au plan p ;
2" Le centre instantané de rotation;
'6^ Les lieux de ce centre instantané dans le plan a et dans le plan p ; ces deux lieux ont une définition géométrique très simple au moyen des courbes A e^ B, qui permet d'en découvrir sans difficulté les centres de courbure;
4** Ces centres de courbure connus, on appliquera la
construction de Savary à la recherche du centre de
courbure de la trajectoire du point M. du plan ol par
rapport au plan ^,
(École Normale, 1898.)
Les mouvements absolus des plans a et |î sont deux rotations o) et — w autour des points O' et O; le mouvement du plan a relativement au plan p résulte donc de deux rotations égales et de même sens autour des points O' et O, c'est une rotation 2 w autour du milieu I de 0^0, et la vitesse relative du point M du plan a est 20) X Ml.
Le lieu des points I dans le plan p est la développante de la courbe B, décrite par le point I; dans le plan a c'est une courbe symétrique, développante de A; les' centres de courbure de ces développantes sont respectivement O et O'.
Menons la normale MI à la trajectoire relative de M, la droite MO' joignant le point M au centre de courbure O' de la roulante et IQ perpendiculaire à MI; joignons enfin le point Q au centre de courbure O de la base, le point 0| de rencontre de QO avec la normale MI est le centre de courbure de la trajectoire relative du point M.
142. On donne dans un plan deux droites OA, OA' auxquelles sont respectivement tangents deux cercles égaux C et G {fig^ i4); ^^^ cercles sont respectivement
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symétriques l'un de l'autre par rapport à la bissectrice Os de l'angle AOA', On fait rouler les ce des sur les droites OA, OA' avec la même vitesse angulaire constante w.
Quelles sont les courbes liées invariablement aux cercles C et C qui, dans le mouvement relatif de ces cercles, roulent l'une sur l'autre, sans glissement. Il y a lieu de distinguer le cas où les cercles C, C tournent avec des sens contraires de celui où ils tournent dans le même sens. Qu'arrive-t-il dans ce dernier cas? Comment peut-on alors définir le mouvement?
(Parisjuillet 1896.)
Premier cas. — Les deux cercles restant, à toute époque, symétriques l'un de l'aulre, pour avoir la vitesse
du mouvement relatif de C par rapport à C, il faut composer la rotation absolue de C avec celle de C changée de sens. Le mouvement relatif sera donc une rotation constante a co, autour d'un point B, qui se déplace sur O^, avec la vitesse constante w/'cosa; les lieus du point B
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relativement aux cercles G et G sont évidemment deux courbes identiques.
Pour obtenir le lieu du point B relativement au plan du cercle G soit, à Tépoque t, I^ le point de G qui viendra en contact avec lA, Bt sera le point correspondant de la base et Ton aura, en posant 01 = a,
Oi [i = a -h arclli = a -f- tùrt,
d'où
IiBj — (a -r o>rt) sina
et
IiBj — IB = oirt sina;
or les droites IB, l4Bi sont tangentes au cercle D concentrique à G et de rayon /'sina, et comme
DiBi— DB = IiB, — IB rrr w résina = arc DiD,
la base cherchée est une développante du cercle D.
Second cas. — Si le cercle G' tourne dans le même sens que le cercle G, le mouvement relatif résultant de deux rotations égales et de sens contraires est, à toute époque, une translation. La vitesse v de cette translation est perpendiculaire à la droite Iil'i, I'^ étant le point de contact du cercle G' avec la droite OA', dans la position qu'occupent ces lignes à l'époque /, relativement au cercle G; de plus on a
Or
d'oii
OiIi = a -f-/'to^, OiI'i = a — riùt,
Jil'i = Oïli-l-Oii; — aOjIiX OiI'i cos2a = 4 (a2 sin2 a -f- r^ w^ t^ cos^ a )
et
V = Ils) y/a'^ sin^a -T- r^ tn^ t^ cos^ a ',
cette vitesse va en croissant avec le temps.
Dans le cas particulier où a = o, la vitesse v est proportionnelle au temps, ^^ = uruy^tcosoL, et sa direction tourne avec la vitesse to, puisqu'elle est alors perpendiculaire à Oi Zi.
14-3. Une tangente d'un cercle C roule et glisse à la fois sur ce cercle en entraînant un plan qui glisse sur celui du cercle; les vitesses de rotation et de glissement sont constantes ; on demande les lieux des centres instantanés dans le plan fixe et dans le plan mobile.
Déterminer à un instant donné les points de la tangente qui seraient des points d'inflexion de leurs trajectoires,
(Grenoble, juillet 189T.)
Le mouvement du plan mobile résulte d'une rotation to autour du centre G du cercle de rayon r et d'une translation V dirigée suivant la tangente AT au cercle; la translation étant perpendiculaire à Taxe de rotation, le mouvement résultant est une rotation simple. Le point I, sans
vitesse, est situé sur AC à une distance du centre C don-
Y née par CI= — > la vitesse V étant comptée dans le sens
de la rotation.
La base est donc un cercle concentrique au premier et de rayon CI; la roulante est une parallèle à la droite AT
du plan mobile, située à la distance r -\ — de cette droite.
Le centre géométrique des accélérations est au point J symétrique de C par rapport au point I, car la droite AT enveloppant le cercle donné, le point G appartient à la circonférence des rebroussements; la circonférence des inflexions étant décrite sur IJ comme diamètre, pour qu'il y ait sur AT deux points dont les trajectoires présentent des inflexions, il faut d'abord que I se trouve entre A et
ViLLiÉ. — Comp. m. 10
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C, ce qui exige V <C o et que, de plus, la valeur absolue de ~ soit supérieure a -•
144. Un angle droit se meut de telle sorte que ses côtés restent tangents à une cycloïde fixe. Déterminer la basey la roulante et la circonférence des inflexion^.
(Gaen, novembre iSqS.)
L'angle formé par deux tangentes à la cycloïde étant la moitié de celui dont a tourné le cercle générateur, il en résulte que si M et M[< {fig- i5) sont les points de con-
Fig. i5.
tact des côtés de l'angle droit, les rayons CM et 64 M4 seront parallèles et de sens contraires, et que l'on aura AAi = ira, a étant le rayon du cercle générateur.
Menant les normales MA, Mi Ai à la cycloïde, leur point de rencontre I est le centre instantané de rotation répondant à la position MSM| de l'angle mobile ; les coordonnées de ce point, relativement aux axes fixes, sont
OP = OA-h AP = OA -+- AAi cos2 2 = «« 4- ^ (i
coso)
7r\ air . / ir
r = — PI = — ira sin -*- cos
CD aT. I izX
* = cos ( o ) ;
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la base est donc une cjcloïde allongée engendrée par le roulement d'une circonférence de rayon a, sur la droite y = — a, le centre du cercle parcourant l'axe des x et le
point décrivant étant situé à la distance — du centre.
La trajectoire du point S est une cycloïde obtenue par une translation de la base du mouvement, le cercle générateur roulant sur la droite jk = « ( i H — ) •
Les coordonnées du point I relatives aux axes entraînés SM, SM| sont
X = SB -h BM = BBisin 3.-1- aacos^ = irasin --j- 2acos->
r. O CD
Y = SBi -hBiMi = Tzacos^-\- ia sin-i->
d'où l'équation de la roulante
(2X — 7rY)2-h(2Y— 7rX)« = a«('ï^'--4)^
elle représente une ellipse dont les axes ont pour direction les bissectrices des axes coordonnés ; le grand axe, situé dans l'angle des coordonnées positives, a pour grandeur 2a(7t 4- 2) et l'autre ia{Tz — 2).
La figure mobile ne pouvant tourner d'une façon continue que d'un angle égal à - ? on ne doit considérer
comme utiles que les portions des courbes précédentes obtenues en faisant varier cp de o à tc, c'est-à-dire la boucle de la cycloïde base du mouvement, la partie complémentaire pour la trajectoire de S et, pour la roulante, l'arc d'ellipse compris entre le point X© = 2 a, Yq = cl'^ et son symétrique relativement au grand axe.
Enfin nous obtiendrons le cercle des inflexions- en remarquant que, la cycloïde étant Tenveloppe de la droite SM du plan mobile, son centre de courbure O' en M, obtenu en prenant A0'=: AM, appartiendra à la circonfé-
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rence des rebroussements , dont nous obtiendrons de même un second point O'^ ; prenant IJ = ID, cette droite IJ sera un diamètre du cercle des inflexions. On a encore
10' = i:a cos - — 2a sin -^ »
lUi = Tza sin — — la cos - y
d'où
IJ = a y/4 -H TT^ — 4 "ï^ sin ç ;
le diamètre du cercle des inflexions varie entre a(Tz — 2) et a y/4 + TT-.
145. Un plan P se meut sur un plan fixe Q, de telle sorte qu'une droite donnée D du plan V passe constamment par un point fixe O et qu'un point A {fig- 16) de la droite D décrive, d'un mouvement uniforme, une spirale d'Archimède ayant le point O pour pôle,
Fig. 16.
Déterminer les lieux du centre instantané de rotation dans le plan P et dans le plan Q.
Trouver, pour une position donnée du plan mobile, la circonférence des inflexions, le centre des accélérations et le centre de courbure de la spirale d'Archi-
mède au point A.
(Gaen, juillet 1893.)
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Le centre instantané de rotation est au point I de rencontre de la perpendiculaire 01 à la droite D, avec la normale AI à la spirale r = aQ, c'est-à-dire au pied de la sous-normale polaire, d'où
OI = -7;- = a.
La base est donc un cercle de centre O et de rayon a, et la roulante une droite parallèle à la droite D et située à la distance a de cette droite.
Le centre géométrique! des accélérations s'obtient par la formule
c'est le symétrique de O par rapport à I, résultat auquel on arrive immédiatement, si l'on remarque que le point O appartient à la circonférence des rebroussements.
Le mouvement du point A étant uniforme, ce point appartient à la circonférence lieu des points d'accélération tangentielle nulle; menant alors la perpendiculaire AS à AI, son point de rencontre avec la tangente commune à la base et à la roulante sera le point de cette circonférence diamétralement opposé au point I, d'où le centre C des accélérations au point d'intersection de cette circonférence avec celle des inflexions.
Le centre de courbure 0\ de la spirale d'Archimède s'obtiendra en appliquant, par exemple, la construction de Savarj modifiée. On peut en déduire le rayon de courbure AO^ = p de la spirale; on a
_ AI X OiQ _ Oi Q __ lOi _ Aï — p _ g — p cos V
^ "" a ~~ cosV ~" cos^V "" cos^V ~" cos^V
d'où
cosV(i-f- cos2V)'
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(l^aîileurs AS étant la tangente à la spirale, on a
tangV = 0,
et, finalement,
a(iH-Q»)''" 0»
146. Un angle de grandeur invariable a se déplace dans son plan^ de telle manière qiCun de ses côtés touche un cercle fixe C, de rayonK, et qu^ un point A. pris sur l'autre côté de l'angle, à une distance a du sommet, décrive une droite fixe CD passant au centre du cercle.
Déterminer la base, la roulante et la circonférence des inflexions.
Que devient en par ticu lier cette circonférence, quand
V angle mobile touche le cercle fixe au point où celui-ci
est coupé par la droite CD ?
(Paris, juillet 1892.)
Le centre instantané I (^fig* 17) est au point de ren-
Fig. 17.
contre du rayon CB du point de contact du côté OB et de la normale AI à l'axe ÇaX,
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Le lieu des points I dans le plan fixe est donné par l'équation
AG GH
GI = r= — T = — -f.; cosG cos'O
or la projection CH de AC sur le rayon vecteur du point I
est constante
GH = a sina -h R = 2/?,
d*où Téquation de la base
c'est une courbe symétrique par rapport aux axes coordonnés et qui présente des branches paraboliques.
Quant à la roulante, si l'on prend le point A pour origine des axes entraînés et pour axe des Y une parallèle à OB, elle a pour équation
Y = AH = 2/? tang6 ~ 2/) y;
c'est la parabole Y^ = 2/?X.
Si, en particulier, a= o, le point A serait sur le côté OB, et l'on aurait 2/? = R.
Pour obtenir la circonférence des inflexions, nous remarquerons d'abord qu'elle passe par les deux points I et A; d'ailleurs, G étant le centre de courbure de l'enveloppe d'une droite OB du plan mobile, son symétrique L par rapport au point I appartient encore à la circonférence des inflexions, ce qui permet de la tracer. Enfin le centre géométrique J des accélérations étant diamétralement opposé au point I doit être au point de rencontre de cette circonférence avec A^, et IJ est la normale au point I à la parabole roulante.
Si le point B vient en B< sur Cx^ les points I< et Ai coïncident, L< vient en J< tel que A4 J< = CA4 = 2/?, et
le cercle des inflexions est un cercle de rayon/?, tangent à la parabole en son sommet.
147. Une droite OD {fig- i8) tourne dans un plan et avec une vitesse angulaire constante w autour d'un de ses points O supposé fixe. Un cercle C roule en même temps, sans glisser, sur la droite OD avec une vitesse angulaire co^ également constante. Ce cercle entraîne une figure plane qui glisse sur le plan fixe.
On demande de trouver les deux courbes fixe et mobile qui roulent l'une sur Vautre, sans glisser.
Examiner ce qui arrive si les rotations to, a)| deviennent égales, mais de sens contraire,
(École Normale, 1894.)
Nous prendrons pour instant initial celui où le cercle G touche OD au point O et pour axe des x la position correspondante de OD, enfin nous compterons 0)4 en sens inverse de to.
Fig. 18.
Le mouvement du plan mobile est un mouvement résultant de deux rotations autour des points O et A, et le
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centre instantané, à l'époque t^ est sur OD un point I déterminé par la relation
0) X 01 — a>i X AI = o ;
or, a étant le rayon du cercle C, OA = aa), t^ on en tire
01 = *— et AI = — :
0)1 — tO 0)1 — O)
d'ailleurs, i = - : l'équation de la base est donc
c'est une spirale d'Archimède tangente à l'origine à l'axe des X,
Le lieu des points I, relativement aux axes entraînés O^X, 0| Y, s'obtient aisément en remarquant que
Ai = ei = pe,;
0)1 — to '
si donc on trace une développante du cercle de rayon p, ayant son origine sur CO^, et que l'on projette ses divers points sur les tangentes correspondantes du cercle C, on obtient la roulante.
Dans le cas particulier où les vitesses angulaires w et cO| sont égales, le mouvement est une translation; la vitesse \? commune à tous les points du plan est normale à OD et a pour expression
V = OA X 0) = aa)*f ;
elle est proportionnelle au temps. Cherchons alors la trajectoire d'un point du plan mobile, de O» par exemple;
on a
doc
—r- = — V sin6 = — atii^t sino)^, at
dy
-5-= pcos6= aw^icoso)^,
at
X = a{o)tcoso)t — sino)^) = rt(6cos6 — sin6), y = a{o)t sinoit -h costat — i) = a(6 sin6 -+- cos6 — i);
c'est une développante D| du cercle C| de rayon a et tangent à Ox,
i 48. Quelle courbe faut-il/aire rouler sur une droite fixe pour qiHun point M invariablement lié à cette courbe décrive une seconde droite inclinée d'un angle a sur la premier e1
Déduire de la construction de Savary une construction simple du rayon de courbure de la courbe cherchée,
( École Normale, 1890.)
Soient B la base, R la roulante et A la roulette du point M; la droite MI normale à la roulette du point M
Fig. 19-
{fig, 19) fait, avec la tangente B à la roulante, un angle constant v = a.
D'ailleurs, MX étant un axe polaire entraîné dans le mouvement, on a
tangp = —, - = cota = - j ^ dr a
d'où l'équation de la roulante
cette courbe est une spirale logarithmique ajanl le point M pour pôle (^).
On obtiendrait le centre de courbure 0| de la roulette du point M en joignant M au centre de courbure O' de la roulante, prolongeant cette droite jusqu'en son point Q de rencontre avec la droite IQ normale à IM et menant, par le point Q, une parallèle à 10' jusqu'à sa rencontre en O^ avec MI; or ce point O^ doit être rejeté à l'infini, puisque la roulette est une droite; donc il doit en être de même de Q. Il en résulte que le centre de courbure O' est au pied G de la sous-normale polaire ; c'est une propriété connue de la spirale logarithmique.
La relation
dans laquelle il faut faire R = oc, montre que le point J, centre géométrique des accélérations, se confond avec le point G, centre de courbure de la roulante.
149. Quellecourbe Oaui faut-il faire rouler sans glissement sur une corde KR d^une circonférence pour qu^ un point O, invariablement lié à C^, décrive cette circonférence.
(École Normale, 1892.)
Le point I, où la droite 00' {fig* 20) normale à Tare AB rencontre la base, est le point de contact de la roulante Cm avec la base; le point O étant pris comme ori-
( ' ) ViLLiÉ, Cinématique, page 55.
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gine, l'équation différentielle de la roulante est
d'ailleurs
tangf'= Yû = -j
d'où
rfO
dr
dz
— 2ar-\-c^
intégrant, on a
- -4- const. = - log [c^z — a-\- ^(c^z — a)^— /i^]. Nous déterminerons la constante en prenant pour axe
Fig. 20.
polaire, dans le plan mobile, la droite 01 quand le point I est au milieu H de AB; alors 6 = o donne
r = a — hy c^z — a = h, const. = - log ^,
d'où l'équation de la roulante Cm
OU encore
cette courbe est une spîrale tangente intérieurement au cercle r^=.a — h et qui se compose de deux branches symétriques, asjmptotiques au pôle. La longueur totale de cette spirale doit être égale à ic\ il est aisé de le vérifier en remarquant que
sinp =
ds ~~ a
- r) dr
d'où
, r( a — r) d^ \u, — r 1 ur /- ; j-
ds = ; = , ^ ^ , s = \/(a — r)2 — ^2,
sans addition de constante si l'on compte les arcs à partir du sommet de la spirale. Pour r = o, on a bien
Nous avons supposé l'arc AB inférieur à la demi-circonférence; s'il lui était supérieur, h serait négatif et la spirale aurait deux branches hyperboliques.
Enfin, dans le cas de A = o, on reconnaît directement que la roulante se réduit à un point situé à la distance a du point O.
150. Soient M un point d^ une figure plane de forme invariable, O^ le centre de courbure de sa trajectoire, I le centre instantané de rotation, Rappeler la démonstration de ce théorème classique : Vaxe radical du cercle de centre M et de rayon MI et du cercle décrit sur M0| comme diamètre passe par un point J qui est fixe, c^est-à'dire indépendant du point M choisi. De
', ainsi que les centres de courbure de e la courbe enveloppe de la droite AB.
(École Normale, 1896.)
istantané de la tige AB est au point I de )rmales AO, et GO des trajectoires des le point N où la tige AB touche son enied de la perpendiculaire abaissée de I
ra Taxe radical des deux cercles décrits centre avec AI pour rajon, et l'autre liamètre, ce qui donnera une première le se trouvera le centre géométrique J 5 le point G en fournira une seconde et section ; IJ sera la normale commune à lante.
i des points I, J permettra, à l'aide de la avarj modifiée, d'obtenir le centre de
7Me, page 86.
courbure d'une roulette quelconque, et, en particulier, celui de la courbe p.
Enfin la perpendiculaire IN à AB, donnant le point N de contact de la tige et de son enveloppe, le second point O2 de rencontre de cette droite avec le cercle symétrique par rapport à I, de la circonférence des inflexions, sera le centre de courbure de la courbe enveloppe de la droite AB.
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D'UN POINT FIXE
loi . Sur une sphère, un arc de grand cercle de longueur donnée l a ses deux extrémités B e^ G qui glissent sur deux grands cercles fixes se coupant en A et faisant entre eux V angle a.
On demande le cône base et le cône roulant.
Le pôle instantané I est au point de rencontre des arcs de grands cercles, menés par les points B et G normalement aux arcs AB et AG.
Pour rechercher l'équation du cône base, nous prendrons OApour axe des z et le plan bissecteur de l'angle a pour plan des xz, La normale au plan mené par OG perpendiculairement au plan AOG étant la tangente en G à l'arc GA, l'équation de ce plan normal est
d'où
X cos6 cos — \- y cos6 sin z sinô = o,
a .a /n a X cos — \-Y sm - r cos (6
tang6 = ^ = ^
et de même
r cos (0 -h tangc = -"
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on a d'ailleurs
cos l = cos b cos c H- sin 6 sin c cos a :
éliminant les variables 6 et c entre ces trois équations, on a l'équation du cône base
cos» / L« -h r» cos» U — ^\\ L« -4- r« cos« (^ -H -)] = Ls* 4- r» cos (6 J cos ( 6 -H - ) cos a ;
ce cône du quatrième degré est symétrique par rapport aux trois plans coordonnés.
Nous procéderons d'une façon analogue pour obtenir l'équation du cône roulant; prenant le plan OBC pour plan des XY et pour axe des X la bissectrice de l'angle BOC, on a
r sin ( 6 4- - ) r sin ( 6 )
tangC = y^ ^, tangB = -jT^^ '
cos a = — cos B cosC -+- sinB sin G cos/, d'où l'équation du cône roulant
cosîa [Zï + r^sinï/^e— -^1 Tzs-h r^ sin« /^O -F -]1 = rz»-+-r«sin U ^^\ s\n U -^ -) coslV ;
c'est encore un cône du quatrième degré symétrique par rapport aux plans coordonnés.
Dans le cas particulier où Tangle des deux cercles fixes
0L = -9 l'équation du cône base rapporté aux plans de ces
cercles est
5* tang» l = x^y^ -\-y^z^-^ z^x^ ;
les plans des cercles fixes sont encore des plans de symé- YiLLiÉ. — Comp, 111. II
trie; le cône roulant est du second degré et a pour équation
Z«= /'x^sin»- -Y«cos«-V
On obtient des résultats analogues quand la longueur de Tare mobile / = - •
153. Un corps solide se meut autour d' un point fixe avec une vitesse angulaire constante. On suppose :
1° Que la vitesse angulaire portée sur Vaxe instantané se projette sur une droite D, invariablement liée au corpsy suivant un se gment de grandeur invariable tù,
2** Que la projection de la vitesse angulaire sur un plan perpendiculaire à D tourne avec une vitesse constante — (0, relativement à des axes entraînés avec le corps.
On propose d^ exprimer explicitement en fonction du temps les trois angles d^Euler qui déterminent la position du corps relativement à des axes fixes,
(Paris, novembre 1892).
La droite D étant prise pour un des axes, O^, liés au corps, nous désignerons parwi la projection constante sur le plan des xy de la vitesse angulaire constante û de la rotation, et nous prendrons pour axe des x la projection de Q à l'instant initial ; enfin, nous choisirons comme axes fixes les positions initiales des axes coordonnés liés au corps.
On a les formules
p= wi coso)^ = t|^' sin6 sincp -h ô'cos<p, (i) l q = — wj sinoji = ^''sinô coscp — ô' sin^,
r= (jj = t}^' cos6 H- «p';
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On en tire
(2) o).sin(y-a.O^
^ sin6
(3) ô' = (Oi cos((p — u)f),
sinÔ d'où, en multipliant terme à terme les équations (3) et (4),
cosO
(4) W — Cp'= lJ»'cOSÔ = 0)1 sin((p — Oit) -r—^y
cos(q) — 0)0/ r X 6'cos6
^^ ^(cp'_a>)H r— - =o;
siii(cp — 0)^) ' sino
intégrant cette dernière équation, on a (5) siii(cp — (i>^) sin6 = const. = o;
la constante est nulle, car, pour ^ = o, on a
Pour que l'équation (5) soit vérifiée, il faut que l'on ait 8 = o, ce qui supposerait une rotation autour d'un axe fixe, ou cp = oj^j dans ce dernier cas, ç' = a) et i{^' = o, donc <|; = tj^o = o ; enfin, l'équation (3) donne
6'= toi, 6 = toj^.
On peut arriver aux résultats qui précèdent sans intégration, en déterminant d'abord les éléments géométriques du mouvement.
Le cône roulant est de révolution autour de la droite D,
et d'angle cxf donné par cosa'= --; la projection w, de ù
sur le plan des xy se déplaçant avec une vitesse angulaire constante, il en est de même pour la génératrice de contact Q sur le cône roulant et, par conséquent, la vitesse de roulement V est constante.
La formule
V ~" tanga tanga'
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montre que a est coDStant, d'où l'on conclut que le cône base est de révolution; on a d'ailleurs
V = — to sina' et, par suite,
1 il cosa' I / f I \ ,
; = ; — -, -+- - — , = ~. — j { cosa ; = — tanga ,
taiiga wsina sma sina \ cosa/
ce qui prouve que les deux cônes sont extérieurs et que leurs angles a et — a' sont complémentaires; il en résulte que Taxe du cône base est toujours dans le plan xOy^ mais cet axe est fixe : donc le plan xOy passe par une droite fixe et l'on a
i ' d'où
r = (0 = tp', <p = (i>f, et enfin
0' = i/p^~^- q^ = Wi, e = (1)1 f .
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MOUVEMENT GÉNÉRAL D'UN SYSTÈME INVARIABLE
153. Trois points d'une droite invariable sont assujettis à demeurer sur trois sphères ayant leurs centres sur Vaxe des z. Etudier les surfaces décrites par les autres points de la droite invariable.
(École Normale, 1889.)
Soient a, p, y les centres des sphères décrites par les trois points A, B, C de la droite invariable; tout mouvement élémentaire de cette droite est une rotation autour d'un certain axe IF, intersection des plans normaux aux trajectoires des points A, B, C, lesquels contiennent respectivement les normales Aa, B^, Gy aux trois sphères, donc ces droites rencontrent Taxe IF. Réciproquement, tous les axes tels que IF, 'pour une position déterminée de la droite mobile, sont sur un même hjperboloïde dont Oz est une génératrice du même système que ces axes. Mais la normale Mjjl à la surface décrite par un point M de la droite doit rencontrer tous ces axes : c'est donc une génératrice du second système de cet hyperboloïde, qui, par suite, coupe l'axe des z] on en conclut que la surface décrite par le point M est de révolution autour de Oz. Cette conséquence suppose simplement que les surfaces sur lesquelles les points A, B, G sont assujettis à se mouvoir sont de révolution autour de Os; dans le cas
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particulier où ce sont des sphères, les points a, p, y sont fixes ; donc il en est de même du point [Ji, en vertu de ce théorème de Géométrie :
Les points auxquels quatre génératrices du même système (Vun hyperboloïde coupent une génératrice de Vautre système forment un rapport anharmonique constant.
Tout point M de la droite décrit donc une sphère ayant son centre sur Oz,
Voici une solution analytique de la question : Soient
X, [JL, V les cosinus directeurs de la droite mobile MA; a, è, c les distances constantes d'un point M de la droite
aux trois points A, B, C; /, m^ n \e z du centre de chacune des sphères décrites
par les points donnés.
Le point A se meut sur la sphère
x^ -\- y^ -^ z^— ilz = r^— l^\
d'ailleurs les coordonnées X, Y, Z du point M satisfont aux équations
a? = X+Xa, y = Y -Jf \Lay ^ = Z-i-va, d'où l'équation
X2+Y»4-Z»-f-2a(XX-+-fxY-+-vZ)-2/(Z4-va)
et deux autres analogues
Xï-+-Y24-Z«-+-26(XX4-fxY4-vZ) — 2m(Z-+-v6) = A:2, X2-hY»-+-Z2+2c(XXH-txY + vZ) — 2/^ (Z4-vc) = Â:3.
Ces trois équations suffisent pour éliminer les trois cosinus variables qui ne figurent que par l'un d'eux v et la somme XX + u.Y + vZ.
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L'équation résultant de cette élimination est la suivante :
(X^-h Y«-4- Zi)[ab{m — /) -h bc(n — m) -+- ca{l — n)] — iZ[abn{m — /) -+■ bcl(n — m) -h cam{l — n)] = abki{m — l) -\- bcki(n — m) -+- caki{l — n);
elle représente une sphère dont le centre est sur l'axe Oz,
154. On considère, à un instant donné, une droite!) animée d'un mouvement quelconque. Prouver que toutes les droites suivant lesquelles sont dirigées les vitesses de tous les points de D appartiennent à une même surface du second degré. Examiner, en particulier, le cas où la droite D serait tangente à la trajectoire de Vun de ses points.
(Paris, juillet 1891.)
Si l'on prend pour axe des z Taxe hélicoïdal du mouvement donné, à l'époque considérée, et pour axe des x la plus courte distance de Taxe hélicoïdal et de la droite, les équations de cette droite sont
a? = a, y =■ bz,
et les composantes de la vitesse de l'un quelconque de ses points
la droite suivant laquelle est dirigée la vitesse de ce point a donc pour équations
— iiiy iùx y '
éliminant x^ y^ z entre ces deux équations et celles de la droite, on a l'équation du lieu
{yb-^^a)l _^
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elle représente un paraboloïde hyperbolique dont les plans directeurs se coupent suivant l'axe des x.
Dans le cas particulier où la droite D serait tangente à la trajectoire de l'un de ses points, on devrait avoir pour ce point
d'où la condition wa = V65 le point y = o dont il s'agit serait d'ailleurs le pied de la plus courte distance de l'axe et de la droite; le lieu des vitesses se réduit alors au plan double Y=6Z passant par la droite donnée et Taxe des X,
On arrive immédiatement aux résultats qui précèdent, si l'on remarque que tout déplacement élémentaire d'une droite étant une rotation simple autour d'une droite A conjuguée de D, les vitesses des points de la droite D sont parallèles à un même plan normal à l'axe A, et, comme ces vitesses rencontrent la droite D et sa position infiniment voisine, le lieu des droites suivant lesquelles sont dirigées les vitesses est un paraboloïde hyperbolique.
La droite D ne peut d'ailleurs être tangente à la vitesse de l'un de ses points que si elle est située dans un plan normal à A, et ce plan est alors le lieu des vitesses.
155. Dans un système invariable en mouvement on suppose connues les directions des vitesses de trois points. Déterminer, soit géométriquement, soit analytiquementj Vaxe instantané de rotation et de glissement.
(Paris, juillet 1890.)
Chasles a donné de ce problème la solution géométrique que voici :
Soient A, B, C les trois points du corps, la droite D
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passant par A et B a pour conjuguée une droite A, qui est rintersection des plans normaux en A et B aux vitesses de ces points. On obtient de même la conjuguée A' de la droite D' joignant A à C. Soient P et P' les perpendiculaires communes à D et A, D' et A', ces droites rencontrent normalementl'axe hélicoïdal; on obtiendra donc cet axe en menant la normale commune aux droites P et F.
Pour traiter la question par le calcul, nous prendrons AB pour axe des x et Taxe des y passant par le point C; nous chercherons à déterminer d'abord les composantes X, (X, V de la vitesse de l'origine O des axes coordonnés et celles jo, y, r de l'axe correspondant au point O. Soient OA ■= a\ «i , Pi , Y* 'es cosinus directeurs de la vitesse du point A; etc. Exprimant que les composantes des vitesses de chacun des trois points sont respectivement proportionnelles à leurs cosinus directeurs, on a
X __îJt-+-ra_v — qa X _[jt.-f-/'6_v — qb
«1 "" Pl ~ ïl ' «2 ~" P2 ~~ Ï2 '
_ fx _ V -\- pc
Ce sont là six équations homogènes du premier degré entre nos six inconnues; il doit donc y avoir entre les données une équation de condition que nous supposerons satisfaite. Les quatre premières équations donnent
X a — 6\a2 0^1/ X a — b\oLi a
et la sixième
A a — b \ OLi «1
enfin la cinquième fournit l'équation de condition
«2P3/ \a1P3 / Va» «1/
La composante arbitraire X disparaît ensuite des équations de Taxe hélicoïdal
\-\- qz — ry _ \x-\- rx — pz _ v-4- py — qx
lo6. Démontrer que, si deux points K et ^ d'un solide animé d'un mouvement hélicoïdal ont des vitesses parallèles, ces vitesses seront égales et la droite AB sera parallèle à l'axe central.
Cela posé, on considère un tétraèdre régulier SABC {Jig* 21) se mouvant de telle sorte que les vitesses des points Ket^ soient représentées en grandeur et direction par la droite AS, et que la vitesse du point C soit dirigée dans le plan ABC. Déterminer pour un instant donné l'axe central correspondant du mouvement du tétraèdre, la vitesse de glissement du solide suivant cet axe, la vitesse angulaire de sa rotation, enfin la direction et la grandeur de la vitesse du point C.
(Gaen, novembre 1888.)
Les vitesses des points A et B ont même projection, la vitesse de glissement V, sur l'axe hélicoïdal Oz et, comme elles sont parallèles, il faut de plus qu'elles soient égales; cette double condition entraîne l'égalité de leurs composantes
— a)j^ = — ^y\ iùx = wx' d'où x'=.Xf y' = y,
ce qui signifie que la droite AB est parallèle à l'axe hélicoïdal.
L'axe central étant parallèle à AB est perpendiculaire
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au plan CSD mené par le milieu D de AB; l'une des composantes V de la vitesse de C étant dans le plan ABC, pour que l'autre y soit également, il faut que l'axe central
rencontre la perpendiculaire CC au plan ABC. La projection de la vitesse de A sur le plan CDS est DS, la perpendiculaire DK. à cette droite DS, dans le plan CSD, donne le point K trace de l'axe central KH sur ce plan et la vitesse angulaire de la rotation du solide est
le triangle isoscèle SDK donne d'ailleurs
La vitesse de glissement, projection de AS sur AB est -> a étant le côté du tétraèdre; enfin, la position de l'axe central est déterminée par
CK = GDcot« = .^.
Il nous reste à chercher la direction et la grandeur de
la vitesse du point C ; on pourrait y arriver directement puisque Ton connaît ses deux composantes w.CK. sui-
vant CD et - normale à la première dans le plan CAB,
mais il est plus simple de remarquer que, les projections des vitesses de deux points G et B d'un solide sur la droite qui les joint étant égales (*), il en est de même de celle des points C et A sur CB.
D'ailleurs, la projection sur CB de la vitesse AS du point A est nulle, il en résulte que celle de la vitesse de C l'est aussi ; la vitesse du point C est donc normale à CB, dans le plan CAB, et, comme sa projection sur AB est égale à AD, la vitesse du point C est égale, en grandeur et direction, à la droite AO, le point O étant le centre du cercle circonscrit au triangle ABC ;
157. Une figure F de forme invariable se meut dans V espace dans les conditions suivantes : Un cercle C, lié invariablement à la figure F, roule uniformément sur une droite fixe AB, tandis que son plan tourne uniformément autour de cette même droite.
Prouver que tout déplacement infiniment petit de la figure consiste en une rotation simple.
Trouver les lieux des axes instantanés dans le corps
et dans ^ espace,
(École Normale, 1895.)
C) On démontre ce théorème en s'appuyant sur cet autre que la vitesse d'un point B est la somme géométrique de deux autres, la vitesse d'un point G et celle qui aurait B tournant autour d'un axe CI correspondant au point C ; or la projection sur CB de cette dernière composante est nulle : donc les projections des vitesses de deux points sur la droite qui les joint sont égales.
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Cette question, donnée à Caen en novembre 1887, a été traitée dans le 2* Volume, n° 93.
138. Le sommet M {fig* 22) d\in trièdre trirecLangle se meut sur un cône de révolution , en rencontrant toutes les génératrices sous un angle de 45°, V arête MA passe constamment par le sommet du cône et V arête MB est toujours normale au cône ; déterminer Vaxe hélicoïdal et le pas des hélices correspondant à ce mouvement,
(Caen, novembre 189a.)
Le mouvement du trièdre résulte d'une rotation w autour de l'axe 0;â du cône et de la translation V du point O
Fig. 22.
du solide, le long de OM; les composantes rectangulaires V et (or de la vitesse du point M faisant des angles égaux avec leur résultante, on a V = cor.
La vitesse d'un point quelconque x^ y^ z du solide a pour composantes
Vx=^ — wj/' + Vsina, Çy=ztùXy P2=Vcosa; l'axe hélicoïdal étant parallèle à Oz est le lieu des points
pour lesquels
ses équations sont donc
r = — sma = r sina, x = o:
la vitesse de rotation est w et celle de la translation le long de Taxe hélicoïdal HH' est
y = Çz = wrcosa; le pas deé hélices
/i = — V = 2'Tcrcosa.
La projection sur le plan des xy de l'hélice cylindroconique décrite par le point M a pour équation différentielle
dr rd^ = dp= - — , d'où r = Tq e^ •'"«,
^ sina
c'est une spirale logarithmique; enfin le lieu des axes hélicoïdaux est le cylindre
dont la base est une spirale logarithmique égale à la projection de la trajectoire du point M sur le plan de base.
159. On considère le mouvement d' un système d^axes mobiles So {mouvement d^ entraînement) et le mouvement d'un solide S 3 par rapport à ces axes mobiles. On suppose que ce mouvement relatif se réduit à une rotation.
Soit PQ Vaxe instantané de rotation et de glissement dans le mouvement d^ entraînement. Soit P'Q' Vaxe de rotation dans le mouvement relatif et w la vitesse de rotation.
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Soit P"Çl" l^axe instantané de rotation et de glissement dans le mouvement absolu de S3.
Soit RT la perpendiculaire commune à PQ et P'Q'.
On demande :
1° De démontrer que F'Q" est perpendiculaire à RT ;
2" De démontrer que F'Q'' rencontre RT;
3** De trouver V équation de la surface engendrée par V(^' quand on fait varier w, laissant Vaxe P'Q' invariable et sans rien changer au mouvement d'entratnement. Cette surface est un conoïde du troisième degré ; on prendra P'Q' comme axe des x et RT comme axe des z {Jig» 23).
(École Normale, 1891.)
Toute rotation pouvant être remplacée par une autre égale et parallèle, passant par un point quelconque A du
Fig. 23.
eu
Cl)
corps , et par une translation Taxe correspondant au point A sera, quel que soit ce point, la somme géométrique de la rotation w dirigée suivant Ox et de la rotation PQ perpendiculaire à O^; cet axe sera donc perpendiculaire à 0>s, et il en sera de même en particulier de l'axe hélicoïdal.
Pour obtenir les équations de l'axe hélicoïdal, nous chercherons les composantes parallèles aux axes coor-
doDnës, de la vitesse d'un point x^y^ z du solide S3 et nous écrirons qu'elles sont proportionnelles aux composantes parallèles aux mêmes axes delà rotation résultante. Soient /?, q et zéro les composantes de la rotation PQ, celles de la translation suivant PQ seront X/?, "kg et zéro, d'où
Çy;=\p -\- q(z — a), {>y=\q — (hz-t- p{z ~ a)j les composantes de la rotation résultante étant
to-H/?, q, o,
les équations de l'axe hélicoïdal P^'Q'' sont '
Xp -^ q{z — ^) _^ kç — ^^ — p(^ — ^)
) (w -+-/>)^ — qx = o.
La seconde de ces équations montre que l'axe hélicoïdal rencontre l'axe des z et la première qu'il lui est normal, ce que nous avions déjà démontré.
Si on élimine w entre les équations de l'axe P'Q", on a l'équation de la surface engendrée par cette droite, quand w varie seul,
qz(x^'hy^)^y[y(aq — lp)-+'X{ap'hlq)]; elle représente un conoïde du troisième degré.
160. Former par rapport à trois axes rectangulaires les équations de l'axe central correspondant au moucernent élémentaire d'un solide, sachant que ce mouvement résulte de deux rotations et de deux translations : Vaxe de Vune des rotations est égal à p et dirigé suivant Ox^ l'axe de l'autre est égal à q et dirigé suivant Oy ; la vitesse d'une des translations est égale à ap et parallèle àOx^ la vitesse de Vautre égale à bq et parallèle à Oy.
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Calculer le pas des hélices dont les divers points du solide décrivent chacun un élément.
Déterminer la surface engendrée par l'axe central quand on donne à p et à q toutes les valeurs possibles, a et b restant fixes. Montrer qu'un plan quelconque passant par une génératrice coupe la surface suivant cette droite et suivant une ellipse dont la projection sur xOy est un cercle passant à V origine.
(Gaen, juillet 1889.)
Suivant la même marche que dans l'exercice précédent, nous aurons
Vx=ap-\- qz, Vy—hq—pz, Vz^py — qx, d'où les équations de Taxe central
ap -4- q z hq — pz
—^ ^— = -^ — , py — qx — Q.
La vitesse angulaire de la rotation autour de cet axe est
(0= y/p'^-h q- et la vitesse de glissement V suivant cette droite étant égale à la projection de la vitesse v sur Taxe central a pour valeur
le pas des hélices décrites
, 27cV ap^-hbq^
Si entre les équations de l'axe central
Z = i, z = ^^~^^Pq X p' p^-hg'^
on élimine le rapport variable -» on aura l'équation d'un
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conoïde du troisième degré
{h — a)xy
lieu des axes centraux. Un plan quelconque passant par
la génératrice
{b — a)oL y = oix, z = r—
aura pour équation
la projection sur le plan des xy de son intersection avec le conoïde s'obtient par l'élimination de z entre les équations précédentes, ce qui donne, après suppression de la solution y — olx = o représentant la génératrice rectiligne, le cercle
X(i-h a2) (372-4-72) = (b — a)(x — ay)
passant à l'origine; la courbe plane correspondante est donc une ellipse.
On suppose qu^ une planète décrit autour du
Soleil S supposé fixe, une orbite circulaire dont le
plan demeure invariable, et qu^elle tourne en même
temps avec une vitesse angulaire uniforme autour d* un
axe passant par son centre et de direction constante.
Déterminer le lieu géométrique de Vaxe instantané
de rotation et de glissement, dans la planète et dans
Vespace.
(Paris, juillet 1893.)
Soient 0) la vitesse de rotation de la planète autour de l'axe de direction invariable, aie rayon de l'orbite de son centre, [x la vitesse angulaire de ce rajon et e l'obliquité de l'équateur sur le plan de l'orbite. Le mouvement de la
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planète résultant d'une translation, celle de soii centre P, et d'une rotation autour d'un axe w de direction constante passant par ce point, est un mouvement hélicoïdal autour d'un axe parallèle à w; les lieux cherchés sont donc deux cylindres normaux à l'équateur.
Nous prendrons un système d'axes en translation avec le point P : Pz coincidant avec w et P;r avec la ligne de l'équinoxe de printemps, et nous compterons le temps à partir de cet équinoxe. L'axe hélicoïdal, à l'époque tj sera le lieu des points ^, y, z de la planète, pour lesquels Va:= Vj= o ; cherchons d'abord les composantes de la vitesse d'entraînement à l'époque t. Considérons, à cet effet, un système d'axes fixes SxxyiZi parallèle au premier; les coordonnées du point P, dans le plan de l'écliptique, étant
a co% \i.t, a sin jjL^,
les composantes de sa vitesse sont, par suile, dans ce même plan,
et les projections de cette vitesse sur les axes Sxi et Sy^ sont
d'où les équations de Taxe hélicoïdal relativement aux axes en translation
Va: = — w/ — \La?>\n\t.t = o, Vj= isix H- (jiacose cosjjl^ = o;
Lia u.a .
le lieu de ces droites est un cylindre elliptique d'axes
iixa i[i.a
— i — coss et — ^ — •
Nous obtiendrons les équations de l'axe hélicoïdal par rapport au système fixe, en remarquant que deux des
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coordonnées du point P ont les valeurs
^ = acosixt, TQ = a cos e sin jjL ^, d'où
a?! = a ( I — — coss) cos iktj y^ = a f cose — — j sin \i.t\ le lieu de ces droites est un cylindre elliptique d'axes
-cosê)^ aafcosÊ — — )
Il nous reste à chercher le lieu de ces mêmes droites relativement à des axes entraînés avec la planète; nous choisirons comme axes PXYZ, fixes dans la planète, ceux qui coïncidaient, à l'origine du temps, avec les axes en translation et qui, par suite, ont tourné de l'angle tùt autour de Vz. On a les formules de transformation
X= X costsit -^y sin w^ = — — (cose cos{Ji^cosa)i-H sin [x^ sin to^),
Y = — xsmuit -\-y cos tut = — (cosscosfJi^sinto^ — sin fx^cosw^), que l'on peut écrire
— X = ^— cos2 - cos(o} — ii)t — sin2-cos(o} -f- [i)t ,
Y = ^— cos* - sin (w — ix)t — sin* - sin (o) -+- ii)t . 0) L '^ 2 J
Ces équations sont de la forme
— X = (r-f- r')cos6 — /cos(GH-<p), Y = (r H- r') sin6 — / sin(0 -h cp),
représentant l'épicjcloïde décrite dans le roulement extérieur d'un cercle de rayon H sur un cercle de rayon r, par un point situé à une distance / du centre du cercle rou-
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lant. Dans le cas actuel
r -f- r = ^ — cos*-» l = - — sin*-,
ces équations jointes à celle du roulement ^r=^r'
donnent
r __ 2(ji
d'où
r to — {1
1U. u.a . e , w — u art . e
tO-HfJLO) 1 aJ-hJJLU) 2
162. Dans un système invariable en mouvement, on considère deux plans faisant avec Vaxe instantané de rotation et de glissement des angles complémentaires. Démontrer que le produit des distances de leurs deux foyers à Vaxe instantané et le produit des distances de leurs deux caractéristiques à ce même axe, sont égaux à une même constante, quel que soit le système des deux plans choisis.
Nota. — Le foyer d^un plan est le point de ce plan dont la vitesse lui est normale.
La caractéristique d^ un plan supposé lié au système invariable est V intersection de ce plan avec sa position
infiniment voisine.
(Paris, novembre iSgS.)
Nous prendrons pour axes des z l'axe instantané à l'époque t considérée; l'équation d'un plan P dont la normale a pour cosinus directeurs a, p, y est
OLX -\- ^y -\- ^ z = a\
les composantes de la vitesse d'un point étant
Vx=—^y, Vy=^{ùX, Vz=h,
MOUVEMENT D'UN POINT
164. Un fil vertical AB, fixé solidement en A par son extrémité supérieure, se termine à son extrémité inférieure par un crochet B. Rabaissement de celui-ci au-dessous de sa situation de repos, quand on le tire en bas, provoque, de la part du fil, une résistance proportionnelle à cet abaissement même, que Von appellera X {en millimètres) j résistance ayant pour a:= i™"* une valeur donnée de F kilogrammes. Cela posé, on accroche en B un poids connu de P kilogrammes et on l'y abandonne sans vitesse. On demande:
i^ Quel sera l'abaissement maximum X du crochet ?
!i^ Au bout de combien de secondes cet abaissement aura lieu?
3** Quel sera l' abaissement final ou statique du crochet, après que le mouvement se sera dissipé?
(Paris, novembre 1894; a* question.)
Les forces verticales qui agissent sur le poids de masse p - sont le poids P et la résistance du fil Fx, d'où Téqua-
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tion du mouvement du centre de gravité de ce poids
g dt^
= P — Far,
dans laquelle g doit, comme x^ être exprimé en millimètres, la seconde étant prise comme unité de temps. Si l'on pose
l'équation précédente devient
dt^ k dont l'intégrale générale est
= acos«^|-i-6sin<^|
elle donne
g = . = ^f(6cos.^f-asin.^);
tenant compte des conditions initiales a:o= (^0 = 0, on a
^ = A-(.-cos*^f)=2A-sin.i^f,
Ce sont les équations d'un mouvement périodique d'amplitude X = 2 A:; la durée d'une période simple est
Le mouvement ne pourrait donc se dissiper,, et encore au bout d'un temps infini, que s'il y avait résistance du mi-
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lieu, mais le poids passera par une position d'équilibre pour
165. Déterminer une courbe telle qu'un point pesant, assujetti à se mous^oir sans frottement sur cette courbe, y puisse prendre une vitesse dont la composante verticale ait une valeur donnée.
(Paris, octobre 1889; i»* question.)
Considérons le cylindre vertical passant par une des courbes cherchées; si on le développe sur un de ses plans tangents, la transformée de la courbe répondra également à la question. Il suffit donc de chercher cette courbe plane ; enroulant ensuite son plan sur un cylindre vertical quelconque, on aura toutes les courbes jouissant de la propriété énoncée.
Nous prendrons pour origine le point de départ et pour axe desj^ la verticale descendante; nous aurons alors
ds
et, en appliquant le théorème des forces vives,
d'où l'équation différentielle de la courbe
k^ dx^ = {igy -+- pj — k'^)dy^ = (agjK -i- Z^^) cÇx^ dont l'intégrale
représente une parabole semi-cubique.
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Si la vitesse initiale est verticale, Âr = (^0) A = o, et l'équation de la courbe devient
166. On donne, dans un plan vertical, une courbe telle que la partie de Vune quelconque de ses tan^ gentes qui est comprise entre le point de contact et une horizontale donnée Ox ait une longueur constante a; cette courbe est une tractrice, et on la suppose parfaitement polie. Déterminer le mouvement d*un point pesant de masse m, assujetti à se mouvoir sur la tractrice, partant du point le plus élevé de cette courbe sans vitesse initiale et éprouvant de la part du milieu
ambiant une résistance égale au produit de - par le
carré de la vitesse.
(Gaen, novembre 1888.)
En désignant par a l'angle négatif, de valeur absolue inférieure à -9 que fait avec OxldL tangente à la tractrice, cette courbe a pour équation différentielle
dy —
y= — «sina = — ^~j~^ ^o\x y =z ae "y
Torigine des arcs étant au point le plus élevé de la courbe. L'équation des forces vives donne
ld(v^)= — gdy—^ds
OU
ds ^V^" a
cette équation linéaire en v^ a pour intégrale, en tenant
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compte des données initiales,
v^=iage ''\i — e "^J = igy i\ — — y, on en tire
/ , e" ds , / gt^\
yiagdt— — -= ) s — a\os.\i-\-- —
et
gt^-v- ia
c'est la loi du mouvement; la vitesse est maximum au
point y= -»
La réaction de la courbe est donnée par l'équation aux composantes normales
m-jr- = N — m^cosa;
or
■=r = -7- > o et dy = — a cos OLdn-= ds sin a, K ds ^
d'où
I _ tangg ^ y Zi = ï^Z! 4 /^!^Z.
R a as/a^—y^' ^ «^ V «-^r
D'ailleurs
g eus JL =
on a donc
g cos a = — /a2 — j/2 •
167. Mouvement d^un point non pesant sur une parabole, sous Vinjluence d'une force attractive émanant du foyer et variant en raison inverse du carré de la distance.
(Lyon, novembre 1888.)
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Soient m la masse du point matériel et — ^ l'expression de la force attractive, le théorème des forces vives donne l'équation
or
I — cosÔ . .6
asin*-
d'où
dr 6 ,.
— = — cot - a8 r 1
et
dr^ I ir dr^
dt^ ,6 7.r—p.dt^
= ^'^'(?-ro)+^5'
ce qui donne la relation entre le rayon vecteur et le temps
, . r dr
dt =
dont l'intégrale s'obtient à l'aide des fonctions élémentaires.
Les circonstances du mouvement dépendront du signe
de — {>\ ; si cette quantité est positive, la valeur maximum de r sera
le mobile oscillera entre les deux points de la parabole répondant à la valeur r^ du rayon vecteur.
Si -^ ^o = ^> '' tendra vers l'infini, le mobile passera
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par le sommet de la parabole si i-^) < o. La vitesse li-
mite pour r = 00 est l/^o — — ^
Réaction de la courbe, — La tangente à la parabole faisant avec le raj^on vecteur l'angle -> on a
mpî mu' . 6 -5- = — f-sin- -hN.
D'ailleurs
a ( /'Siii- 1 ^ ^ sin*-
d'où
2 cos -
sin3 - y/p
et enfin
2jJ.2\ v/^Ô
N p2 a2 . e — = -ô- — ^ sm - =
La réaction est constamment nulle et le mobile décrit librement la parabole, si l'on a
168. Un tube rectiligne, à section infiniment petite, est animé d^un mouvement hélicoïdal uniforme par rapport à un axe qui lui est perpendiculaire. Un point
matériel non pesant, qui se meut sans frottement à ^intérieur du tube, est soumis à l'action d'une force dirigée à chaque instant suivant la perpendiculaire à Vaxe et proportionnelle à la distance à Vaxe. On demande les mouvements relatif et absolu dupointy et la pression sur le tube.
Données : a, distance du tube à Vaxe; w et n^ vitesses de rotation et de translation du mouvement hélicoïdal; V"i coefficient d^ attraction pour V unité de ma^se à Vunité de distance.
On supposera le point placé à V origine en repos absolu à la distance a de Vaxe.
Cas particuliers ; [x = 2 w^, [ji = w^ ; quelle est, dans chacun de ces cas, la projection de la trajectoire absolue sur un plan perpendiculaire à Vaxe. Etudier le dernier cas ([^1= w^) en tenant compte du frottement .
(Grenoble, juillet i885.)
Nous prendrons pour axe des z Taxe hélicoïdal du mouvement, et l'axe des x passant par la position initiale Mq du point mobile, dont nous ferons la masse égale à l'unité; soit p l'espace parcouru, à l'époque t^ parle mobile dans le tube, compté dans le sens de la rotation (o.
L'une des équations du mouvement, z = ntj montre que la composante parallèle à l'axe O3 delà réaction normale N du tube est nulle; les équations du mouvement du point m, projection du point M sur le plan xOy, sont
d^ oc d^ V
d'où l'équation du mouvement
~~^ cosw^ -j— sinu) i = [x(â7sin(o^ — j^costof)
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et l'expression de la réaction
N = -tyCOSco^ 4- -T-j-sinoi^ -h jjL(a7 cos(o< H-j/" sintoi).
On a, d'ailleurs,
X = acostoi — p sinojf, j^ = a sinto^ -h p cosco^,
ce qui nous donne, par Télimination de x et j^, les équations
la forme de l'intégrale de l'équation du mouvement du point dans le tube dépendant du signe de lo^ — [x, trois cas sont à considérer :
I** (1)2 — [A = /r->o. — On a
et, en tenant compte des données initiales,
p est négatif et croît constamment en valeur absolue. On a encore
la réaction du tube est positive et croît indéfiniment. 20 (o- — [jL == — A-2 < o. — On a
p = T-sm A:/;
le mouvement relatif du point dans le tube est oscillatoire et d amplitude — r-*
La réaction
N = a(A:*-h 20)2 cosA:/),
ViLLiÉ. — Comp. III. j3
positive à l'instant initial, change deux fois de signe dans les oscillations simples dans lesquelles p croît, si
Z I, mais elle est toujours positive quand p décroît.
'JLtxi^
En particulier, si [Ji=: 2w2, on a A'= w et
p = — a sintxit;
la trajectoire du point m est une courbe fermée, algébrique et du quatrième degré
{y^-hx^— axy = a2 [72 -^(x — rt)2],
symétrique par rapport à l'axe des x. Ses équations sont, en coordonnées polaires,
r = a /i-h sin^oj^, 0=to^ — arctang(sinw^) ;
elle touche la circonférence de rayon a, aux points 6 = 0,
6 = TT, et celle de rayon a y/2 aux points 8 = ±:-; elle
présente donc deux inflexions entré ces derniers points. 3** (o* — [jL=o. — On a
p = — aixit, N = 2aa)2;
la trajectoire projetée est une développante du cercle de rayon a, et la réaction du tube est constante.
Etudions le mouvement relatif du point, dans ce cas spécial, en tenant compte de la force de frottement; la force attractive \t,r est égale et directement opposée à la force d'inertie d'entraînement; la force centrifuge composée 2(0 -7^ est donc égale et contraire à la réaction normale du tube, puisque le mouvement relatif est rectiligne; ce mouvement est alors dû à la seule force de frottement
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f étant le coefficient de frottement, et Téquatlon de ce
mouvement est
p décroît constamment et tend vers >: il en est de
même de la réaction N, qui est nulle à la limite.
Un point matériel non pesant est assujetti à
glisser sans frottement sur la surface d'une sphère. Il
est attiré par deux points fixes en raison directe des
masses et en raison inverse du cube des distances. Ces
deux points ont même masse et sont situés sur la sphère
en des points diamétralement opposés, trouver la loi
du mouvement,
(Paris, octobre 1890, 2® question.)
Soient m la masse du point mobile, p etp' ses distances aux centres d'attraction A et A' de même masse ml et a le ravon de la sphère.
Le théorème des aires projetées donne, en prenant la droite AA' pour axe des s,
(^> '^'dt='''
le mouvement en azimut est révolutif.
Le théorème des forces vives donne ensuite
mp* = — i\mm' / -| -î rr = ^ ^^' ( -s H — 7^ ) -+- const. :
J pi p3 \^p2 p'2y
d'où, en posant \m' := [jl^, et remarquant que
p2-hp'î=4a2, pp'=2ar,
la vitesse du mobile varie en sens inverse de r.
'enlielle de la trajectoire projetée est
dr
i€ dr r^
va
( {x» — c2 H- Ar2 ) ^ //a* \/(x2— c2
itégrable et donne -^ en fonction de ô
s ou d'une exponentielle, suivant que
nférieur à p,.
n r^a, les valeurs que peut prendre r
l'inégalité
mouvement dépendent alors du signe
> Cj l'inégalité précédente est toubile passe à l'un des pôles avec une ction d'une force infinie et les forplicables*
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Soit [JL<C c; posant
on reconnaît qu'il y a oscillation du mobile entre les palèles de rayon r^ ,
2° A = — ^"2 < o. — On devra avoir
If 2 ni
si (-^) <o, r décroît constamment jusqu'au passage
au pôle. Si ( -j- j > o, r commence par croître jusqu'à r^
ou seulement jusqu'à a, si r^ >> a et décroît ensuite jusqu'au passage au pôle, situé dans l'hémisphère opposé à celui du point de départ; dans le cas où Fi = a,
a2 dz
dt=t —
/fx2-
Z =zoe ^ .
et ce n'est qu'au bout d'un temps infini que le point mobile atteint l'équateur.
3° A = 0. — On a
jusqu'à ce que 2* arrive à la valeur dz a, et
en prenant pour axe polaire le rayon vecteur qui correspond au maximum a de r. La trajectoire projetée sur le plan de l'équateur est la spirale
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symétrique relativement à Taxe polaire et tangente à Téquateur.
170. Une surface est telle que, en choisissant convenablement les coordonnées curvilignes qui définissent les différents points, on peut ramener Vêlement linéaire {c^ est-à'dire la différentielle de Varc d'une courbe quelconque tracée sur la surface) à être déterminé par la formule
ds^= u{du^-hd{>^).
On demande Inéquation en termes finis des lignes géodésiques de la surface. Quelle est la représentation de ces lignes lorsqu'on fait la carte de la surface en faisant correspondre au point de coordonnées u et V le point d'un plan dont les coordonnées rectilignes ont les mêmes valeurs,
(École Normale, 1889, 2® question.)
Lorsqu'un point se meut sab**^*ottement sur une surface et n'est soumis à aucune forc^hiire que la réaction normale, il décrit une ligne géodésiqueàde la surface.
Appliquons à ce mouvement les équatiWis de Lagrange; la force vive est donnée dans l'énoncé; ej\e est, en faisant
du^ dv^ \
ds'^
dV^ df^
= uL
La fonction U des forces étant nulle/, ainsi que il vient
ôv
d dT
dH
= uv =
dt dv' ' dv'
c'est la première équation ; on peut renliplacer la seconde
T — U = const.
par ou
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Éliminant dt entre ces deux équations, on a l'équation différentielle des lignes géodésiques
, , Cl du , c du
dv = ± - = ±
v/cjw — c\ ^u —
En faisant la carte de la surface, on a la famille de paraboles quelconques ayant pour directrice Taxe des^
(r - ^)- = 4 cH^ - c^) = '^p{^--^)'
La surface dont nous venons de déterminer les lignes géodésiques est, d'ailleurs, applicable sur une surface de révolution convenablement choisie, en vertu de la forme de son élément linéaire.
171. Un point matériel non pesant se meut, sans /rottement et sans qu^aucune force extérieure agisse sur lui, sur la surface définie en coordonnées rectangulaires par les équations
a: = a sinw cos - j v=asinMsin— >
— l \l \ — a'^cos'^uduj
oit a désigne une constante donnée. Etudier le mouvement et calculer la réaction de la surface.
On prendra pour valeurs initiales
7" Vq =0, Mo = - >
et V on supposera que u décroît à V origine du mouvement.
Examiner le cas particulier où la constante a est
égale à V unité,
(Montpellier, juillet 1890.)
On a
x^'\-y^= r' = a' sin* u ;
r étant, comme z, fonction de u seulement, la surface donnée, dont on cherche une ligne géodésique, est de révolution autour de O:;; on a encore
dz^ -f- dr^ = du^ ;
u est donc l'arc de méridien et l'autre variable (; = aO, puisque
taneO = — = tang - :
d'ailleurs, en vertu des données initiales,
60= o, ro= a.
L'élément d'arc ayant pour expression
ds^ = dz^ -^ dr^ -^ r^ d^^ = du^ -h dv^ sin* w,
dans laquelle a ne figure pas, les surfaces de révolution obtenues en faisant varier ce paramètre sont toutes applicables les unes sur les autres et notamment sur la sphère de rayon égal à Funité, obtenue en faisant a = i.
Opérant comme dans l'exemple précédent, on a la force vive
d'où
p' sin' w = const. = /y
et
u'^ H- p'î sin2 u == u'q^ 4- v'q^ ;
éliminant v' entre ces deux équations, on a
— du , dv sin2 u
= dt =
v/w'o* — v'q^ cot2 u ^0
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les variables m et c' se séparent et Fintégration donne
cota= — 7-smp, ou r =
^,-^^sin^ae'
dans le cas de la sphère, a= i, cette dernière équation devient
elle représente une ellipse projection d'un grand cercle.
Nous aurions pu procéder autrement et chercher la relation entre u el v dans le cas particulier de la sphère; l'équation ainsi obtenue eût été générale, puisque les équations différentielles du mouvement ne dépendent pas de a.
Réaction de la surface, — Désignant par X Pangle que fait Taxe des z avec la normale à la surface, on a
-^ = Ncosa;
d'ailleurs, u étant l'arc de méridien,
sinX = — - = — J\ — a'^cos^a, cosX = acosw du
et
a cosw dt^
mais
dz I — — - du
dt ^ dt
d^z a^sinucosu du^ , d^u
TTTi" — / = -77; \J \ — a^ cos* u -7— -
df^ ^y _ ^2 cosî u ^^^ ^t'
et
^^^ - "0 ^0 cot u, -^- -^-^— ,
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d'où, finalement,
-j _ a sin M ( u'^ — v'^ cot^ u ) v'^ s/ \ — a^cos^a ^
dans le cas de la sphère
c'est une constante, ainsi qu'il était aisé de le prévoir, le rayon de courbure de la trajectoire étant constant.
172. Un point matériel sans pesanteur est assujetti à se mouvoir sur la surface définie par les trois équations
x^ y^ z désignant les coordonnées rectilignes et rectangulaires du mobile, u et v les paramètres variables de deux courbes orthogonales tracées sur la surface. On propose d^ étudier le mouvement du point uniquement soumis à une force attractive émanée de V origine et dont V intensité est égale à — mr^ m étant la masse du mobile et r sa distance à V origine.
Comme cas particulier, on prendra pour conditions initiales du mouvement
i^„ = I, Mo = \/5, Uq = Vq = o,
Woj ^0) ^^0» ^0 désignant les valeurs des coordonnées
curvilignes et de leurs dérivées par rapport au temps t
pour t = o.
(Lyon, juillet 1890.)
La surface sur laquelle le point est assujetti à se mouvoir est le cône du second degré
oo^~-y^=^ -7;
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nous étudierons ce mouvement par la méthode de Lagrange.
L'expression du carré de l'élément d'arc tracé sur la surface est
et celle de la force vive, en faisant m = i , il y a d'ailleurs fonction de la force
(2) l}=z— I rdr = = — i5p2,
V=-frdr = —Ç=-
d'où l'équation des forces vives
nous prendrons comme seconde équation du mouvement celle qui est relative à la variable p; on a
dv dp (w2 — 2) (5 — m2) dv
d'où l'équation
or l'équation (3) nous donne
substituant dans la précédente, il vient
d OU, en posant -j-j =/?,
dp 1 ^(2p'— h^)
dç v^ V
(5 OW) D = -j— = ^ = -î^ \ î
et, enfin,
(6) v^= vl cos2(/ + T:)-f-t^| sin2(^-hT).
Il est à remarquer que les racines v^^ et v^ sont réelles
sans quoi -r-^ serait constamment négatif. De plus, elles
sont positives; en effet, la constante — c, qui représente le produit de ces racines, a pour expression
(a2— 2)(5 — MÎ)
d'après les équations (5 bîs) et (3); or, en vertu des équations de la surface, ii^ ne peut varier qu'entre 2, et 5, donc — c est positif, et il en est de même de la somme h^ des racines; il en résulte alors que les racines (^^ et (^2 sont positives.
La variable (^ oscille entre Vi et ^2 o^ — ^t et — (^2? suivant le signe de (^oî ^ oscille de même entre y/a et y/5, ou ces quantités changées de signe si Wo<o. Le paramètre ç' étant connu, l'équation différentielle (4) déterminera, d'ailleurs, u en fonction du temps.
Dans le cas particulier de Ténoncé, on a
d'où
on a encore
w'= o, w = const. = v/ô.
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Le mouvement oscillatoire du point mobile a lieu suivant la génératrice du cône
-5 = 0, ^=y^ et la réaction de la surface est nulle.
CHAPITRE IL
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173. Une barre rectiligne, homogène^ non pesante y est assujettie à rencontrer un point fixe O sur lequel elle peut glisser sans frottement et autour duquel elle peut tourner. Etudier le mouvement de la barre, les conditions initiales étant quelconques.
(Paris, octobre 1889, 2* question.)
Le déplacement élémentaire initial de la barre étant plan, c'est dans ce plan xOy que s'effectuera le mouvement de la barre. En effet, la seule force qui agisse sur la barre, la réaction du point O, passant par l'origine, les sommes des moments des quantités de mouvement autour des trois axes coordonnés sont constantes et, par suite, nulles autour de Ox et O^. Mais, à une époque quelconque, les vitesses de tous les points de la barre sont dans un même plan P passant en O, il faut donc, en faisant la réduction au point fixe, que Taxe du couple résultant des quantités de mouvement, qui est normal au plan P, soit aussi normal à xOy^ pour que les projections de cet axe sur Ox et Oy soient nulles; le plan P se confond, par suite, avec le plan xOy,
Nous aurons les équations du mouvement de la barre dans son plan, en exprimant que la somme M des moments des quantités de mouvement autour de O, ainsi que
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force vive 2 T de la barre sont des constantes; nous calculerons d'ailleurs ces quantités en appliquant le théorème de Kœnig et le théorème analogue pour les moments.
Désignant par 2 a la longueur de la barre, r et 8 les coordonnées polaires de son centre de gravité, nous aurons
M = îi a /•* -rdt
d^ / on a donc les deux équations du mouvement
la première montre que le mouvement angulaire s'effectue toujours dans le même sens, et que la vitesse angulaire, toujours finie, varie en sens inverse de r*.
Le problème est d'ailleurs ramené aux quadratures elliptiques
dr . ^ . 3 B2
dt \ / ., . a'
la trajectoire du centre de gravité admet deux asymptotes aux distances qz 5 de l'origine.
Les circonstances du mouvement dépendent d'abord du
signe de (J)^-
SI (-J-) ^o, r croît indéfiniment.
Si (-1^) << o, r commence par décroître et divers cas peuvent alors se présenter :
km A
i" :^ — r= /:*> o; r décroît de Tq à A: pour croître
ensuite jusqu'à l'infînî.
2® x^ T^ <1 o; j- ne s annule lamais, r décroît confia i ^ at »* '
stamment et tend vers — oo.
3° rr^ r- = o; les quadratures s'effectuent aisément,
mais on peut reconnaître directement que r tend vers zéro, et 8 vers oo, au bout d'un temps infini.
La discussion précédente suppose que la liaison subsiste quel que soit r, c'est-à-dire que la barre est prolongée indéfiniment dans les deux sens par des parties sans masse, sinon la liaison cesse quand r = ± a; à partir de ce moment, le mouvement du centre de gravité devient rectiligne et uniforme, et la barre tourne uniformément autour
de ce point avec la vitesse angulaire (o = 7— ^•
Calcul de la réaction, — Le mouvement de la barre, relativement à des axes en translation avec son centre de gravité, est une rotation autour d'un axe fixe, due à la seule réaction normale. N du pointfixe; en comptant cette réaction dans le sens de la normale à la barre faisant
avec Ox l'angle 8 + - > on a
= — Nr.
3 dt^ or, l'équation (i) donne
dt^ ~ -; Tf d't
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d'où finalement
4a»AB
formule dans laquelle on prendra le signe supérieur si r croît.
174. Une barre homogène AB {fig^ 24 ), assujettie à demeurer dans un plan horizontal H parfaitement poli y a ses deux extrémités reliées par un fil flexible inextensible et sans masse ^ de longueur 2 a, passant dans un anneau infiniment petit situé en un point fixe O du plan H. Trouver le mouvement de la barre, en supposant qu'elle n'est soumise à aucune autre force que la tension du fil,
Fig. 24.
On montrera que la question, se ramène aux quadratures, en prenant pour variables la distance r du milieu G de la barre au point fixe O et V angle 6 de la droite OG avec une droite fixe du plan H.
(Paris, novembre 1892, 2® question.)
En écrivant que la force vive de la barre est constante, on a une première équation
ViLLiÉ. — Comp, m. i4
les seules forces qui agissent sur la barre passant par le point fixe O, la somme des moments des quantités de mouvement relativement à ce point est également constante.
en y joignant Téquation de liaison
nous aurons les trois équations nécessaires pour déterminer /', 8 et a en fonction du temps.
Pour ramener le problème aux quadratures, nous commencerons par chercher a ; on a
d^ _ ^'~3 dl e/cp _ ^ "^ ^ dt
^^^ dt" ^ l^ ' dt ~ , l^ '
substituant dans l'équation (i), il vient
r^ lcdt — -d(xj -^-—(cdt-hr^da)^
d'ailleurs dr s'exprime simplement en fonction de r, a et dcL, à l'aide de l'équation (3)
(6) r = — m smaaaa:
substituant cette valeur de dr dans l'équation (5) et ensuite celle de r en fonction de a, on a une équation dans laquelle ne figurent que a, dcLeldt] elle donne donc a par une quadrature, r s'en déduit immédiatement, enfin l'équation (4) fournit la valeur de 8.
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On peut obtenir directement l'équation différentielle de la trajectoire du centre de gravité G de la barre en éliminant dt entre les équations (i) et (2),
rr2rfÔ-+-^^(a + 6)l
or, on peut exprimer doL en fonction de r et dr] il suffit de joindre à l'équation (6) la suivante :
ce qui donne, par l'élimination de a,
rfr2
Cette équation donne la valeur cherchée de rfa; en la substituant dans l'équation (7), on aura la relation différentielle entre r et 6, dans laquelle 6 ne figurera que par sa différentielle rf8; l'équation de la trajectoire du point G s'obtiendra donc par une quadrature.
175. Une tige rectiligne pesante, OA {fig» aS), non homogène, d^ épaisseur infiniment petite, est mobile autour de l'une de ses extrémités O supposée fixe. Trouver le mouvement de cette tige placée dans des conditions initiales quelconques.
On prendra pour axes fixes la verticale descendante Oz et deux axes rectangulaires Ox et Oy dans un plan horizontal. On appellera 8 V angle zOh. et ç V angle du plan zOA avec le plan zOx,
(Paris, octobre 1895, 2* question.)
La vitesse v d'un point m de la barre situé à la distance p
du point O est donnée par la formule
d'où l'expression de la force vive totale de la tige, M désignant sa masse et k son rayon de giration relatif au point O,
la seule force extérieure agissant sur la barre, npn com-
pris la force de liaison en O, étant la pesanteur, la fonction U des forces a pour expression
U= M^acosô,
a étant la distance du centre de gravité G au point fixe O. Les fonctions T etU étant indépendantes de (p, Téquation de Lagrange relative à cette variable est
T— , = MXr^o'sinîO = const.
ou
dt '
c'est l'équation des aires projetées sur xOy,
Nous prendrons comme seconde équation celle des
forces vives
T — U = const.,
ou
cp'îsinse — ^cosÔ = ^;
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si toute la masse de la barre était concentrée en G, on
aurait k=^a : la tige oscille donc comme le ferait un
k^ pendule sphérique de longueur /= — Enfin, si la tige
est homogène
A:» = -^ et
176. Mouvement d^une barre homogène, pesante, dont une extrémité A glisse sur un plan horizontal xOy et Vautre extrémité B sur un axe vertical Oz {fig. a6).
On suppose qu'il n'y a pas de frottement ; on désigne par (f l'angle de la barre avec la verticale, et par V angle du plan vertical contenant la barre avec
le plan zOx.
(École Normale, 1892, 7,^ question.)
Le centre de gravité G, milieu de AB, se déplace sur
Fig. 26.
une sphère de rayon a égal à la moitié de la longueur de la barre; la force vive de ce point, auquel on aurait con* centré la masse M de la barre, est
Ma2(o'2+0'2sin2(p).
2l4 TROISIÈME PARTIE. — CHAPITRE II.
La force vive de la barre, dans un mouvement relatif à des axes en translation avec le centre de gravité, a pour expression
d'où
d'ailleurs
__(cp'2_|.e'îsm«cp),
2T=^^*((p'2+Ô'«siii2(p);
U = — M^acoscp;
en opérant comme dans l'exemple précédent, on a les équations du mouvement du point C :
-sin2cp = c,
3 oçp'2_i_ô'2sin2cp -+. _-2.cos9 = h\
ce sont celles du mouvement d'un pendule sphérique de longueur / == ^ .
177. Lune des extrémités A d'une barre homogène^ pesante, de masse Me^ de longueur 2/, est assujettie à glisser sans frottement sur un axe vertical Oz, tandis que Vautre extrémité ^est attachée au point O par un fil OB inextensible et sans masse de même longueur 2 1 (fig* 27). Trouver le mouvement du système»
On appellera 8 l'angle AOB que fait le fil avec la verticale Oz et a V angle que fait le plan AOB avec le
plan xOz,
(Ecole Normale, 1890, 2* question.)
Les coordonnées du centre de gravité de la barre sont $ = /sinôcosof, 7) = /sin6 sina, Ç = 3Zcos6,
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d'où, en appelant V la vitesse de ce point,
sin*ô
Ci-+-8sin
in* 6)];
la force vive de la barre, relativement à des axes en trans-
lation avec le centre de gravité, est
on en déduit l'expression de la force vive de la barre
de plus, la fonction des forces
Le théorème des forces vives donne alors une première équation du mouvement
en y joignant celles des aires projetées
dv. .
dt '
2l6 TROISIÈME PARTIE. — CHAPITRE II.
on a les équations nécessaires à la détermination des angles 6 et a.
L'équation qui donne 6 en fonction du temps est
posant cos8= m, on a pour déterminer u Téquation
jdv^ __ 3(i — M^)(3^f/ + A)— 2/c»
^ 'dï^ ~ 7 — 6m2 '
dont la discussion est identique à celle du mouvement du pendule sphérique. Toutefois, le mouvement du fil OB n'est pas pendulaire, à cause du dénominateur y — Ç^u^ qui ne figure pas dans l'équation en u du pendule sphérique.
Une barre métallique homogène AB est mobile
sans frottement sur un plan horizontal xOy, Uune
des extrémités A glisse sans frottement sur Vaxe fixe
Ox\ Vautre B est sollicitée par une force répulsive F
normale à Vaxe Ox et proportionnelle à l' ordonnée
du point B. Trouver le mouvement de la barre et la
réaction de Vaxe,
(Paris, juillet 1892, 2* question.)
Soient 2/ la longueur de la barre, m sa masse, $ et t) les coordonnées de son centre de -gravité, V la vitesse de ce point, et y l'ordonnée du point B. Les seules forces agissant sur la barre et qui sont la force F et la réaction R de l'axe étant normales à cet axe, on a
^=0, ^ = at + b;
le mouvement de la projection du centre de gravité sur O^ est uniforme.
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La seule inconnue restant à déterminer est donc l'angle 6 que fait la barre avec O^; nous emploierons pour cela le théorème des forces vives. On a
d'où l'expression de la force vive
2T = mV2
3 rf<2
= /n[a^+/2Q^cos^ô)^]
La force F = mky^ k étant, quel que soit le signe de y^ une constante positive; son travail élémentaire
d\} =mky dy^ d'où
U = — X:j2= 2/nX:/2sin»ô;
l'application du théorème des forces vives donne alors l'équation différentielle en 6
(i-+-3cos2Ô)^ =i2(/i — A:cos«Ô),
ce qui ramène le problème à une quadrature.
La constante h est essentiellement positive; elle ne pourrait être nulle que si l'on avait simultanément
et alors la tige resterait en équilibre. Les circonstances du mouvement dépendent des grandeurs relatives des constantes positives h et k*
\^ h^k. — ;77 ^^ s'annule jamais et le mouvement de
la barre autour de son centre de gravité est révolutif ; sa vitesse angulaire est minimum pour 9 =:= o ou tt et maxi-
mum quand (J = - ou —
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2° h <Ck, — En choisissant convenablement le sens positif de l'axe des y, on peut toujours supposer que 60 est compris entre zéro et tc; posant alors
6 oscillera entre a et tt — a.
3** Enfin, si A = /:, 6 tend vers zéro ou 7t, mais n'y parvient qu'au bout d'un temps infini.
Calcul de la réaction. — Pour déterminer la réaction R de l'axe O^, nous remarquerons que le mouvement de la barre autour de son centre de gravité, qui doit se traiter comme un mouvement absolu, sans addition de force fictive, est une rotation autour de l'axe vertical GÇ, d'où l'équation des moments
or, de l'équation qui donne ^-^ ? on tire par dérivation
rf*ô ,, ^.^ sinôcosO
ce qui donne
Cette réaction, toujours négative pour 8 = -> s'annule
quand passe par zéro ^ou tt; elle s'annule encore pour les valeurs de 8 données par l'équation
cos'
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pour que la valeur correspondante de 8 soit réelle, il faut que
0<4/24-^-I<3, ou ^<l^y
car la première condition est toujours remplie.
Considérons alors le cas du mouvement révolu tif A > k] si A^|/:, la réaction ne s'annule qu'aux passages à l'axe des x'y si A<<yA:, la réaction s'annule six fois dans un tour complet.
Soit, en second lieu, le cas du mouvement oscillatoire A < A", pour que la réaction puisse s'annuler, il faut que
cos*6 Icos'a ou
dans ce cas, la réaction s'annule deux fois dans chaque oscillation; elle reste constamment négative si A <; | A*.
179. Sur un plan horizontal parfaitement poli xOy est placée une barre homogène AB de masse M. et de longueur 2 a. Le milieu C de cette barre est attaché à un point fixe O du plan par un fil élastique OC dont on néglige la masse et dont la longueur à Vétat naturel est a. Le point C étant écarté de O^ de façon à tendre le fil et à lui donner une longueur ro supérieure à a, on lance la barre sur le plan. Trouver le mouvement?
A un instant quelconque t, on appellera r et ^ les coordonnées polaires du point C et (f l'angle de la barre avec Ox.
On admettra que la tension du fil OC, quand sa longueur est r, est proportionnelle à son allongement
/• — a, et, par suite, que V intensité de cette tension est MX2(r — a), \^ désignant une constante.
(Paris, mars 1897).
Le mouvement de la barre, relativement à son centre
de gravité C, est une rotation uniforme, -^ = const.,
attendu que la seule force donnée appliquée à la barre passe par le point C et que les réactions du plan sont parallèles à l'axe de rotation.
Le mouvement du centre de gravité est celui d'un point de masse M, soumis à Faction d'une force centrale
F= — MXî(/' — a), d'où les équations du mouvement de ce point
dt
= ^5— 2X2 r (r-~a)ûfr=p5-f-X2[(ro— a)2— (r — a)2];
en posant v\'^\'^{rQ — aY=k'^, cette dernière devient ce qui donne la relation entre r et t,
dr^ rî^ =:A:V2~X2r«(r-a)2-c2=/(r),
et l'équation différentielle de la trajectoire
le problème est donc ramené aux quadratures elliptiques.
Nous discuterons les circonstances du mouvement en
partant de la condition /(r) ^ o ; on reconnaît d'abord que
l'équation y*(/') = o a deux racines positives a et ^ sépa-
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rées par /'o; de plus, le produit des quatre racines de f{r) étant positif, les deux autres racines sont imaginaires ou de même signe. On peut même reconnaître que si ces deux dernières racines sont réelles, elles sont négatives et, par suite, que r ne peut varier qu'entre a et p. On a, en en effet,
JL
= r[Â:2— X2(r — a)(2r— a)]; or ce polynôme y (r) à ses trois racines réelles
et, comme elles séparent celles de /(r), les deux racines Y et 8 de/(r), si elles sont réelles, c'est-à-dire si
sont négatives.
Deux cas sont à distinguer suivant la grandeur de la plus petite racine positive a de /(/•).
1° a^«, ce qui se présentera si
alors la trajectoire sera alternativement tangente aux circonférences de rayons a et P; elle aura, d'ailleurs, sa concavité constamment tournée vers le point O, la force F étant attractive ou nulle; elle n'aura donc pas d'inflexion. 2^ a<;« ou k^a^ — c^^o. La trajectoire est encore tangente à la circonférence j3, mais quand r diminuant passe par la valeur a, la force F est nulle et reste nulle pour r <^a,he mouvement du point C, quand il coupe la circonférence de rayon a, devient rectiligne et uniforme, de
vitesse <^| = /:, jusqu'à ce que C rencontre à nouveau cette circonférence ; à partir de ce moment le mouvement se continue suivant les mêmes lois que précédemment sans changement dans les constantes, puisque c est le moment de la vitesse Vs,
En résumé, dans le cas qui nous occupe, la trajectoire est de forme discontinue, comme la force F; elle se compose de branches superposables comprises entre les circonférences de rayons a et p, reliées tangentiellement par des cordes égales de la circonférence a.
180. Une barre pesante, homogène, AA! a ses deux extrémités assujetties à glisser sans frottement, sur une même hélice tracée sur un cylindre circulaire droit, fixe^ dont V axe est vertical.
On propose :
1° De trouver le mouvement de la barre sur V hélice et les réactions de la courbe sur les deux extrémités de la barre,
1^ (Question de Cinématique). En considérant le
point C, situé sur Vaxe du cylindre,^ à égale distance
de A et de A', comme lié invariablement à la barre,
de déterminer, pour une époque quelconque, dans le
plan ACA', le point dont la vitesse est perpendiculaire
à ce plan,
(Paris, juillet 1895.)
I® Nous prendrons pour axe des z Taxe du cylindre dirigé suivant la verticale ascendante, et l'axe des x passant par la position initiale Ao du point le plus bas A de la barre AA'.
Soit aa* {fi g- 28), la projection sur le plan xOy de la barre à l'époque t\ l'angle aOa'=^ iol est constant, et si nous désignons par r le rayon du cylindre et (p l'angle de
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l'hélice avec Oz, la longueur L de la barre aura pour expression
Soient encore s Parc d'hélice Aq A parcouru parle point
A dans le temps ^, 8 = ^ l'angle Aq O a, elz = s cos (f
l'ordonnée du point A; tous les points de la barre décri-
vant des hélices de même pas, les composantes de la
vitesse d'un point de la barre situé à la distance / de Taxe
sont
dz ds . dd l sino ds
dt ^ dt dt r dt
la force vive 2 T de la barre de masse M est donc
.T=g(Mcos.,H-li^?i: ;./.);
d'ailleurs, c^rsina désignant la longueur de la demiprojection de la barre, on a
S7n/«=Mpî+ --5- =Mr2 f cos2aH —\
d'où
2T = M -j-^f I — -sin2asin2cp j .
Le travail élémentaire de la pesanteur ayant pour
lui, la barre descend indéfînîmenl ; it A monte pendant un temps
te.
ons. — Appelons N et R les compo-
fl rapportée à l'unité de masse de la
mt la normale principale et la binor-
jint A; N' etR' les quantités analogues
rivons d'abord les trois équations du
tre de gravité; on a
- =— £'H-(R + R') sino,
= ^COS(p=— (x2C0SCp,
R'= 5 P L = const.
smcp
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Le point g^ projection du centre de gravité G, décrit une circonférence avec la vitesse angulaire
<i6 sino ds sin© , . ,
dt r dt ,, V t* /»
d'où les deux équations intrinsèques du mouvement projeté
dv d^Q ^=p^^=-,.2cosasmcp
= — (R H- R') coso cosa H- (N — N') sina.
(N — N'= cota[(R-f-R')coscp— [JL^sincp] = -^ i- — = const.
sin^ tanga
et
= (R — R') coscp sina H- (N + N') cosa.
La seule équation qui nous reste à employer est celle du mouvement de la barre relativement à des axes en irans- 1 a lion avec son centre de gravité, qui est une rotation de
vitesse angulaire -1- autour d'un axe vertical; dans cette
équation, les réactions figureront par la somme R + R' et I21 différence N — N' : elle sera donc une conséquence des équations (3) et (4); il est d'ailleurs facile de le vérifier. En résumé, il n'y a que trois équations pour déterminer ^^s quatre composantes des deux réactions et l'une de ces Composantes reste indéterminée; si l'on fait, par exemple, R == R', on a
N-hN'= ?l!l!l(i;o— 1^U)2;
'^ somme N-f-N' décroît si la barre s'élève et devient ^^Ue au point le plus élevé; elle croît indéfiniment dans l^ période de descente.
ViLLiÉ. — Comp. III. i5
2° Tous les points de la droite horizontale CG décrivent des hélices normales à cette droite; la droite CG, normale aux vitesses de tous ses points, passe donc par le foyer F du plan ACA'. Si l'on mène en A un plan normal à l'hélice, ce sera le plan focal de ce point et il coupera la droite CG au foyer cherché.
Pour déterminer la distance X de ce foyer au point C,
nous remarquerons d'abord que la ligne de plus grande
pente AA' du plan ACA' fait avec Oz un angle constant j3
donné par la formule
o c sina
tangp =
racotcp acotcp^
exprimons maintenant que la somme des projections des composantes de la vitesse du point F sur le plan ACA' est nulle, nous aurons
_cosp + X^^sinp=o,
d'où
^ ^ acot^o
A = — r cot B cot cp = — r — : '- ;
^ ^ sma
c'est un point fixe de la droite GC, situé sur le prolongement de cette droite.
181. Une échelle pesante ÀB {fig- 29) s^ appuie sur un sol horizontal Ox et sur un mur vertical Oy^ le coefficient de frottement de l^ échelle sur le mur est égal à f\ la réaction totale se compose donc d^une réaction normale dirigée suivant AC et d^ une réaction tangentielle égale à la première multipliée par f et dirigée suivant Oy, Leur résultante , c^est-à-dire la réaction totale est dirigée suivant AD et, en posant tangîp =/*, on a
angle DAG = cp.
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Le coefficient de frottement de U échelle su?- le sol est aussi égal à /*, de sorte que, en appelant BD la droite suivant laquelle est dirigée la réaction totale du sol sur V échelle, on aura
DBG = 5aG = (p.
On demande :
1** De former l'équation différentielle du mouvement de V échelle;
2** D'intégrer cette équation.
On prendra pour inconnue 8 = OAB. On suppose l'échelle homogène de façon que son centre de gravité se trouve au milieu G de AB.
(Paris, novembre 1891; question unique.)
Soient P et Q les réactions totales du mur et du sol, et 2 /la longueur de l'échelle; les équations du mouvement
Fig. 39.
du centre de gravité sont, en prenant pour unité de masse celle de l'unité de longueur de l'échelle
or
-^ = Pcoso — Qsino,
^^2 =Psincp -+-Qcos(p- 2^/;
% - /sinO, r^ = /cosO,
d^où les équations
2 1^ l -j-j cos — -Y-^ sin e j = P cos cp — Q sin o, — 2 /2 ( -7-^ Sin H" -7-^ cos 6) =Psincp -hQ cos cp — ilg.
Le mouvement relatif du solidef autour de son centre de
gravité est une rotation de vitesse angulaire -j- autour
d'un axe mené par G perpendiculairement au plan de la figure; appliquant à ce mouvement le théorème des moments, on a
(2) MX:2j^ = 2i_^ = /[Qsin(6-cp)-Pcos(0-cp)J.
Éliminant P et Q entre ces trois équations, on aura Téquation différentielle du mouvement.
Les équations (i) nous donnent d'aboid
p =:2/^sincp -h2/2| _cos(9-hcp)— ^sin(0H-9>^, Q = 2/^coscp —2/2 __ sin(6-hcp)4- — cos(0-f-ç> :)J-
Substituant ces valeurs de P et Q dans l'équation (2) -, ^ vient
^^^ ^^^^"^^^^"^"^^""^ sin2cp= -^ sin(0 — 2cp).
Cette équation en Q, qui donne le mouvement angulai^*^^ du centre de gravité relativement à la verticale aiscendan t^? et qui serait du premier ordre dans le cas particulier <J ^ /=y/2, est de forme identique à celle du mouveme*^ d'un pendule simple, pour de petites oscillations, ' ^ résistance du milieu étant proportionnelle au carré ^ ^
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vitesse. Pour l'intégrer, posons
dt ~ ' dt^ ^ dt ~ d^ dt" 1 d^ '
COS2Cp ' /(| + C0S2Cp
îquation devient
|iialion linéaire en 8'-, dont Tintégrale générale est
)) 0'2 = Ce>^0 ^ [eos(Ô — ^^)-\-\ sin(0 - 2cp)] ;
i constante C se détermine par la connaissance de la itesse angulaire initiale.
Les formules (3) permettent ensuite d'obtenir les réac- 3ns P et Q et les calculs précédents ne s'appliquent que nt que P et Q sont-positifs.
L'échelle ayant été lancée dans le sens descendant, rrime le supposent les données, d'après la figure, Q croît;
alors O'o"> Y sin(2(p — Qq)? d{^'^) est positif au début,
la formule (5) montre qu'il en est, a fortiori, de même as la suite du mouvement; 8'^ va constamment en croisit et l'échelle glisse avec une vitesse croissante.
Si 0'(f < ^ sin(2'^ — 8o), 0'^ va d'abord en diminuant;
ris ce cas, il peut arriver que, pour une certaine valeur Q, Q'2 s'annule; mais alors l'échelle restera en équilibre ns la position correspondante. Il est évident, en effet, e l'échelle, placée au repos dans une position quelnque, ne saurait remonter; on reconnaît d'ailleurs que, ns l'hypothèse d'un mouvement ascendant, les forces P Q, qui feraient avec les normales correspondantes des
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angles — cp auraient, ainsi que la pesanteur, un travail négatif.
Voyons sous quelle condition l'échelle peut être en équilibre dans une position donnée AB.
Les réactions du mur et du sol faisant, au repos, des angles au plus égaux à <p avec les normales correspondantes, menons, de part et d'autre de ces normales, des droites AD, AD', et BD, BD' faisant avec ces normales l'angle cp ; le point de concours des réactions sera à l'intérieur du quadrilatère formé par ces quatre droites; le poids de l'échelle devant faire équilibre à ces deux réactions, la verticale de G devra passer par leur point de concours, c'est-à-dire traverser l'aire du quadrilatère; autrement dit, il faut et il suffît, pour l'équilibre, que la distance du point D à la verticale BC soit égale ou supérieure à celle du point G à la même droite, ce qui donne l'unique condition
BD sincp ^ /sin6;
or
BD = 2/cos(9 — cp),
d'où
2cos(6 — <j>) sincp^sinô ou Ol2çp;
l'angle de l'échelle avec le mur doit être au plus égal au double de l'angle de frottement. Si, en particulier, cp>45®, l'échelle est en équilibre dans toutes les positions.
182. Une plaque carrée homogène, pesante, HIRL, dont on néglige V épaisseur, repose par un côté IH sur un plan horizontal ^0't\ parfaitement poli. Trouver le mouvement de cette plaque en supposant les conditions initiales arbitrairement données.
On appellera Ç, y), !^ les coordonnées du centre de gravité G par rapport aux axes fixes OÇ, Oy), O^; 9 V angle que fait avec la verticale OX^ la normale G z
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à la plaque, A V angle que fait avec O^ le côté IH {fig. 3o).
(Ecole Normale, 1893 ; 2* question.)
Les axes de l'ellipsoïde central d'inertie de la plaque sont deux parallèles G^, Qy aux côtés du carré et la. normale G^ à son plan, il en résulte que le troisième angle d'Euler, l'angle 'f, est constant et égal à zéro, si l'on prend pour axe Gx celui qui est parallèle à IH.
Fig. 3o.
Le problème comporte donc quatre quantités à déterminer, les angles 9 et if^ et deux des coordonnées du centre de gravité, car la troisième JJ = asinô, en appelant 2 a le côté du carré ; pour les obtenir, nous emploierons les équations de Lagrange.
La force vive de la plaque, relativement à des axes en translation avec le centre de gravité, a pour expression
A, B, G étant les moments d'inertie relatifs aux axes principaux de l'ellipsoïde central et/>, q^ r les composantes de la rotation instantanée suivant ces mêmes axes; or
A = B = S/na72= — r— ,
G = 2/n(a72-hj^2) = 2 A
et, en tenant compte de <p = o,
Ajd2+ B^2_j_ Cr2= ^!^ [0'2-h (l -+- COS*0)t^'2].
D'ailleurs la force vive du centre de gravité auquel on attribuerait la masse M est
on a donc
iT = M($'2-i- 7)'2) -+- -Y- [(i -+" 3 cos20)6'2-h (I -t- cos26)f 2]
et
U=— M^Ç = — M^a sinÔ ;
les équations de Lagrange relatives à ^ et y^ donnent
le mouvement de la projection du centre de gravité sur le olan horizontal ^Oy\ est rectiligne et uniforme, ce qu'il était aisé de prévoir puisque les forces auxquelles la plaque est soumise, pesanteur et réaction du plan fixe^ sont verticales. L'équation en ^ est
(i -H cos^Ô) -r- = const. = k, at
d» varie toujours dans le même sens; enfin nous remplacerons l'équation en 8 par celle des forces vives
T — U = const.
ou
(i -f- 3 cos^e)^ -f- (i + cossô)^"^ -+- ^ sin6 = ^, ' dt'^ dt^ a
qui devient, par l'élimination de -^9
(i-f-3cos2Ô)^ =/,_^sinO ^——^
^ ' dt^ a 1-4-COS2
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Pour la discuter, posons sinô = w, on devra avoir
f{u) = (2 — aî) (h —^u\—k^^o\
or les racines Wi, Waj ^3 ^c l'équation y(w) = o sont réelles, car
/(— /ï)<o, /(wo)>o, f{/i)<o et /(«))>o,
et l'on a
— v/'2 < wi < wo < "2 < y/"^ < W3 ;
le facteur w — u^ étant toujours négatif, les deux autres u — «i, u — «2 doivent être de signes contraires.
On reconnaît d'abord que u^<io] en effet, la somme des produits des racines prises deux à deux ayant pour valeur — 2, on a
h ï^i Ml
Wi -h Z^2
or la valeur absolue du produit u^ U2 est inférieure à 2 et comme ^^3 est positif, la somme U\-\- «2 doit être négative, ce qui exige -que u^ soit négatif et que sa valeur absolue soit supérieure à celle de «2»
Soit, en premier lieu, z/|>> — i; à cette valeur u^ répondra un angle négatif ôi et à u^ un angle Q2 q"i peut être positif ou négatif, mais dont la valeur absolue sera inférieure à celle de 8| ; l'angle 8 oscillera donc entre les angles 6| et Ô2.
Si «I <^ — I, le facteur u — u^ est toujours positif et Ton doit avoir u^U2] cette condition est constamment
remplie s\ U2> i^ -r ne s'annule jamais et le mouvement
en 8 est révolutif. Mais, si W2<;i) il existe toujours un angle 62 dont le sinus est égal à Ui et g variera alors entre 82 et — (t: + Ô2).
183. Un disque circulaire A, de rayon R, est fixé dans un plan vertical. Un deuxième disque circulaire B, homogène et pesant, de même rayon R, est mobile dans le même plan vertical et assujetti à rester en contact avec le disque A, sur lequel il peut glisser sans frottement. Le disque B est abandonné sans vitesse initiale dans une position telle que la droite AB joignant les centres des deux disques fasse, avec la verticale ascendante, un angle de 45^. Trouver le mouvement du disque B. Former V équation déterminant Vangle que fait la droite AB avec la verticale ascendante au moment où le disque B quitte le
disque Pl (*).
(Paris, octobre 1896; 2* question.)
En désignant par 9 l'angle que fait la droite AB avec la verticale ascendante Ky et par N la réaction du cercle fixe sur le disque mobile, comptée dans le sens AB, les équations intrinsèques du mouvement du centre de gravité B de ce disque sont
d-t=^^di^=^''''^^ _=M^cos6-N;
la première montre que le centre de gravité se meut comme un pendule simple et la seconde donne la valeur de la réaction.
On a
cosO=^ et t^^=2^(7o— 7),
d'où
N = ^(37-2jo);
la réaction, positive au début du mouvement, s'annule
( ' ) Ce problème n'est qu'un cas particulier de celui qui a été donné, à Paris, en juillet i883; I" volume, n° 51.
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pour jK=ôJKoOucosô=^cos8o=^«A ce moment, le
disque B quitte le disque A et son centre de gravité décrit une parabole d'axe vertical avec la vitesse initiale
i^ = l/— T'R^'î cette parabole est d'ailleurs osculatrice à
la circonférence de rajon aR au point considéré.
Quant au mouvement du disque relativement à son centre de gravité, c'est celui d'un solide qui ne peut que tourner autour d'un axe fixe et qui est soumis à l'action de deux forces rencontrant cet axe; la vitesse initiale de rotation étant nulle, le disque est en repos relatif et son mouvement absolu est une translation.
184. Étudier le mouvement d^un disque circulaire plan, homogène, infiniment mince, deux points de la circonférence étant assujettis à décrire respectivement deux droites rectangulaires concourantes Ox et Oy,
On admet quHl n'y a pas d^ autres forces extérieures que les réactions des droites Ox et Oy, qui sont supposées normales à ces droites.
(Paris, juillet 1896; 2® question.)
Soient (fig* 3i) :
Fig. 3i.
OC
ÀB
= a, GC=b, 9 = A0C;
» l'angle du plan du disque avec le plan des xy ;
X, Y les coordonnées relativement aux axes CB et CG,
d'un point m du plan du disque de rayon r; m' la projection de m sur le plan des xy.
Projetant le contour OCDm'm sur les trois axes fixes, on a l'expression des coordonnées absolues du point m
x = {a — X) cos6 + Y cos<p sin 9, ^ — (a -4- X) sin -h Y coscp cos6, z =z\ sincp,
d'oii les trois projections de la vitesse v du point m
dx
—j' = — ^'{a — X) sin -h Y(6' coscp cosO — ^' sin^ sin6 ),
-^ = 6'(a -f- X) cosO — Y(Ô' cos<p sin -h cp' sin<p cosO), ^-=Ycp coscp;
on en déduit
(;2:=::e'2(a2_|_X2)4-2aXÔ'2(cOS20 — sin26)-4- Y2(cp'2-+-6'2C0S2cp)
— 2 0'Y[ (a — X) sin 0(6' coscp cosô — cp' sincp sin 6) -+- (a -H X)cos0(9' coscp sin -h cp' sin^ cos6)J.
Pour former la force vive S/n(^2= aT du disque, nous remarquerons que
2/?iXY = o, 2:mX = o, S/?iY = M6,
d'où
( 2T=: ^[(r2-i-4a2)O'2-4-(r2-h462)(cp'2-h0'2cos2cp)] ^ — iMabO' (^' coscp sin 2 -h cp' sincp COS26).
Les équations de Lagrange ne conduisent à des formules
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simples et faciles à discuter que dans les cas particuliers suivants :
1** Mouvement plan, o = o. La force vive prend la forme
(1) iT = — 6'2(3r2— 4a6sin2Ô) = const. ;
l'angle 9 varie toujours dans le même sens. La vitesse angulaire croît quand 9 varie de o à --^ elle décroît quand
6 croît de y k -p pour croître jusqu'à 8 == tt et repasser ensuite par les mêmes valeurs.
2° Les points A et B sont diamétralement opposés. On a alors b =^ o, a = r,
iT = -_[cp'2-i-e'2(5-i-cos2<j>)];
comme il n'y a pas d'autres forces que celles qui proviennent des liaisons, l'équation en 8 donne
(3) 0'(5 -hcos2(p) = c,
l'angle 9 varie toujours dans le même sens; enjoignant à celte équation celle des forces vives
(4) cp'2-+-ô'2(5H-cos2(p) =X:2,
on a les deux équations nécessaires à la détermination des angles 8 et (f. L'élimination de 9^ conduit à
(5) Cp'2=:A-2_
cos^cp et divers cas sont à distinguer
/:->>—• — Le mouvement en o est révolutif; o' es
maximum pour cp ==: o ou ir et minimum pour cp = - ou — ; V est maximum qyand cp' est minimum et inversement.
A*2< ^. — Le mouvement en o est oscillatoire, Tam-
plitude de l'oscillation est inférieure àTiet 8' est minimum au point milieu cp = o ou (p = t:.
A2-£!. - ^'2= ^'^^^'? ; Tangle o n'atteint sa li-
mite ±: - qu'au bout d'un temps infini.
3** Les points A et B coïncident. On a a = o, 6 = /',
2T = A]^[cp'î-H 6'2({ + cos^cp)] ;
le mouvement est de même nature que dans le cas précédent.
185. Un corps solide pesant, non homogène, ayant la forme d^un cylindre de révolution, est couché sur un plan horizontal fixe P sur lequel il peut glisser sans frottement. On suppose que le centre de gravité G du corps est sur Vaxe de révolution Gx du cylindre et que cet axe est axe principal dUnertie relatif au point G. Trouver le mouvement du solide supposé lancé sur le plan.
On appellera A, B, C les moments dHnertie du corps par rapport aux axes principaux G^, Qy^ Gz relatifs au centre de gravité,
(École Normale, 1895 ; 2* question.)
Le centre de gravité, assujetti à se mouvoir sur un plan horizontal, est animé d'un mouvement rectiligne et uniforme, puisque les deux forces auxquelles le corps est soumis, pesanteur et réaction du plan, sont verticales.
Le mouvement du corps relativement à trois axes G$, Gy|, GÇ, en translation avec le point G, est celui d'un solide ayant un point fixe et sur lequel n'agissent que des
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forces de liaison. Prenant l*axe GtJ vertical, l'un des angles d'Euler, cp = o, et, pour déterminer les deux autres, nous appliquerons les équations de Lagrange à ce mouvement relatif.
La force vive relative a pour expression
2T = A/?2-i- Bgr*+ Gr2= AO'2-h f 2(B sin^Ô + G cos^ô);
d'ailleurs U = o : l'équation de Lagrange relative à la variable A est donc
^'(B sin2ô -f- Gcos^e) = const. = k;
l'angle ^}i de O^r avec OÇ varie toujours dans le même sens.
L'équation des forces vives nous donne ensuite
A6'2-h t^'2(B sin^ô -4- G cos20) = ^2.
d'où l'équation en 9
A fi'2 _i - — A2
^" ^Bsin2e-t-Gcos2 ~^ '
Pour étudier les variations de l'angle 8, nous remarquerons que l'on doit avoir
;i2(Bsin2Ô4-Gcos20)^A:2;
prenant pour axe des z celui des deux axes d'inertie Gy, G^, dont le moment est le moindre, on a B >> G, et l'inégalité précédente peut s'écrire
. ... X:2-GA2 sin20 >
inégalité dont le second membre est inférieur à l'unité, puisqu'elle est vérifiée pour ô = 9o. Trois cas peuvent alors se présenter :
1® k' — C/i2<;o. — L'inégalité est toujours vérifiée, Ô' ne s'annule jamais et le mouvement en 8 est révolutif ;
2® A'2 — C/i2>o. — Posant alors
on devra avoir sin^ô^ sin^a; l'angle 8 oscille entre les valeurs a et Tz — a, ou entre tt + a et 2tu — a, suivant la valeur initiale de Tangle 8.
La vitesse angulaire A' est minimum pour sin^O^i, qui rend 8' maximum, tandis que ^' est maximum quand 6' passe par zéro, c'est-à-dire quand sin^O = sin^a.
30 A-2— CA2=ro. — On a
dtr=±zhi/ ^ ^ ^-. c?0,
y B — G sino
et ce n'est qu'au bout d'un temps infini que 8 atteint sa limite o ou tt.
• j îw»
Deux points matériels A et B de même masse m
glissent sans frottement sur deux axes rectangulaires
fixes Ox et Oy et s^y attirent en raison inverse du
carré de leur distance. Déterminer le mouvement des
deux points et la trajectoire du centre de gravité du
système.
(Paris, novembre iSqS; i^ question.)
Soit*^ la valeur absolue de la force attractive; les équations du mouvement de ces points sont
dt^ r2 r r^ dt^
or, si l'on attribue au point géométrique C, de coordonnées X et y^ une masse m, et si l'on suppose que l'ori-
gîne O attire le point C avec la force -^ï les équations de
son mouvement seraient celles qui ont été écrites précédemment; l'étude du mouvement du point C et par suite de ses projections A et B est donc ramenée à un problème classique.
La trajectoire du point C et celle du centre de gravité G du système sont des coniques semblables ayant l'origine comme foyer.
ViLUÉ. — Comp. III. i6
187. Deux points matériels M et M.^, de même masse m reliés par un fil inextensible et sans masse de longueur 2/, sont assujettis à glisser sans frottement sur un plan horizontal xOy. Ces points sont sollicités par des forces ¥ et¥^ dirigées vers Ox perpendiculairement à cet axe et égales respectivement au produit de la masse ni par les distances MP, MiP, des points à Vaxe, Mouvement du système.
On appellera Ç, vj les coordonnées du point Q^ milieu
du segment MM<, et 6 C angle de ce segment avec
Vaxe Ox {fig- 32).
(Paris, juillet 1891; 2® question.)
Les équations du mouvement du centre de gravité sont
dt^ "'^^ '^"^'d^ =— m(7-hjKi)=-2/nr),
d'où
(i) J = a-f-6^, T) = c sirK'^ -4- t);
la trajectoire du point C est une sinusoïde.
Fig. 32.
Considérant le système comme un corps solide, son mouvement autour du centre de gravité est une rotation dont l'accélération angulaire est donnée par la formule
(^20 Mom' F -4- Mom* Fi (F — F,)/cosO . ^ .
= = -z=z^ ^-L- = — sin6cos6:
dt^
iml^
en la mettant sous la forme
dt^
= — sinîiO,
on reconnaît que si l'on considère la droite CM' faisant avec Ox l'angle •26, le mouvement relatif de cette droite est celui d'un pendule de longueur g.
L'équation (2), intégrée une première fois, donne
(3) (^)=A._si„.0;
cette équation montre que le mouvement relatif de la droite MM| est révolutif ou oscillatoire suivant que k^ est supérieur ou inférieur à l'unité.
Dans ce dernier cas, posons
Â:2=sin2a, o<a<-j
6 oscillera entre ± ol, si l'on choisit la direction positive
de l'axe des x telle que <I On «< - •
Enfin, si /:* = i , on a
dl
et 8 n'arrive à sa valeur limite =b - qu'au bout d'un temps
infini.
Ce qui précède suppose que les deux points sont réunis par une lige rigide, ou, s'ils soni reliés par un fil, que la tension T du fil esl positive. A partir du moment où la tension change de signe, chacun des points redevient libre et se meut suivant la loi obtenue pour le centre de gravité, jusqu'à ce que la distance des deux points redevienne égale à 2/ et alors il y a percussion, à moins qu'à celte époque les projections des vitesses sur la direction du fil ne soient égales et de même sens.
Calcul de la tension. — L'une des équatious du mouvement du point M, est
/».-^^=-Tcos6;
or d'où
et
ari = 5 H- /cos6,
sinB -h -j-^ cos6j = — /cos6(Â:'— 2sin'6)
Si A-^^ 2, le mouvement relatif de MM| est révolutif et T reste au moins égal à zéro.
Si 2 >> A'^^ 1, le mouvement étant révolutif, T change de signe ; il en est encore de même dans le cas du mouvement oscillatoire, car la racine positive de l'équation
k^ — 2sin'6 = o est inférieure à a.
Enfin, si ^"2= 1, T s'annule pour
188. Un fil AB est suspendu à un point fixe A et porte à son extrémité B une masse m, dont les dimensions sont assez petites pour qu^on puisse r assimiler à un point matériel.
Un second filBC^ de même longueur que le premier, est suspendu au point B et porte à son extrémité C un point matériel de masse m^. On demande quel sera le mouvement de ce double pendule en supposant :
1° Que le mouvement se passe dans un plan vertical^
2° Que toutes les résistances passives sont négli — geables;
3° Que les oscillations sont très petites.
On désignera par l la longueur de chacun des fils et par 6 et 8| les angles de AB et BG avec la verticale.
On supposera les angles 9 e^ 6| assez petits pour qui on puisse, sans erreur sensible, remplacer sinô,
sîn6< ; cosô et cos6| par 0, 0,, i , i --
(Paris, juillet iSgS; 2* question.)
Les coordonnées des points B et G sont
a7 = /sin6, ^ = /cosO, Xi = /(sinÔ -f- sin6i), yi = /(cos6 -f- cosOi) ;
on en déduit les expressions des carrés de leurs vitesses
i;2= /îO'î, (;2 = /2[e'2-+-e'i2 4-2e'6; cos(0i— e)],
et celle de la force vive du système
iT = l^[{m -t- mi)0'2^ miO'i^-h amiO'O; 008(61— 0)];
il y a d'ailleurs fonction des forces
U = g{my -\- miyt) = gl[{^ -+- ni\) cos0 -f- /nicosôi].
Pour étudier les oscillations infiniment petites nous devons, d'après l'énoncé, négliger les termes d'ordre supérieur au second, ce qui donne
2T = /2[(,^i_^;yij)O'2^,^j0'^2_^2/n,e'o;],
u = — — [( m-f- mi ) 02 -4- /ni 0; ] -f- const. ,
et l'on a
Arp ^T* ^T T
— = /2[(/n-(-/ni)6'-i-/n,e',], ^ = o, -^ =— ^f (m + /w,)e;
Les équations de Lagrange prennent alors la forme simple
/[(m H- /ni)0"H-miO'(]-f-^(m -h mi)6 = o, /(6'-l-0'O-+-^0i = o;
ce sont des équations différentielles simultanées du second ordre, linéaires et homogènes, que Ton intégrera en posant
6 = X cos(r< H- [jl), Oi = Xi cos(r< -f- [jl),
les constantes X, Xi et r devant satisfaire aux deux équations
X(/72 -4- mx] {g — Ir^) = \ilmir^j Xi(^-/r2) = X/r2;
l'équation en r^ est donc
( m -f- mi ) ( ^ — //'* )2 = /ni l^ /•*, ou bien
ml^r'* — igl{m -+- mi)r*-h (m -h m\)g^= o,
équation du second degré en r^ qui a ses deux racines réelles et positives; pour chacune d'elles on aura un système de solutions particulières qui contiendra les constantes arbitraires A et |jl. En ajoutant ces solutions on aura l'intégrale générale
6=X cos(ri/ -I- [jl) -h X' cos(r2^-h [jl'), 6i = Xi cos(/'i^ H- [jl) -h Xj cos(r2< -f- [jl'),
avec
soit en tout quatre constantes arbitraires qui seront déterminées par les valeurs initiales de 8, 8< et de leurs dérivées premières.
Si l'on dispose des conditions initiales de façon que X' soit nul, il en sera. de même de )/j et les équations du mouvement seront
= X ços(ri^ -+- [jl), 6i = Xi cos(ri<-i- p.);
le mouvement sera une simple oscillation pendulaire. D'après ces deux formules, les angles et ô^ restent proportionnels dans tout le mouvement; il en résulte que les
conditions initiales qui donnent ce mode d'oscillation sont celles pour lesquelles les vitesses de rotation (-j-
-jj-j sont proportionnelles à 8© et (6« )o.
189. Un tube rectiligne homogène AB, de section infiniment petite et de masse m, est mobile dans un plan horizontal xOy autour de son milieu O, qui est fixe. Un point matériel M., de même masse m, glisse sans frottement dans le tube et est attiré par O proportionnellement à la distance. Trouver le mouvement du système.
On appellera mk^ le moment d^ inertie du tube par rapport au point O, V angle xOk. que fait le tube avec Oj:, r le rayon vecteur OM, ^mr la valeur absolue de V attraction du point O sur le point M.
On étudiera le mouvement en supposant que les va-
leurs initiales de r. -r:> -n soient
' cit at
dr d^
On cherchera en particulier la forme de la trajectoire du point M suivant les valeurs- attribuées à r^. Cette trajectoire peut-elle être un cercle?
(Paris, juillet 1890, 1^ question).
Les seules forces extérieures au s^^stème étant la réaction du point O sur le tube et la force attractive de O sur M, la somme des moments des quantités de mouvement par rapport au point O est constante, donc
le mouvement de rotation du tube a toujours lieu dans le
même sens, el la vitesse angulaire varie en sens inverse de r.
Le théorème des forces vives fournit la seconde équation du mouvement
l'élimination de ,- donne
dt
^^ _. ■±.dr yjr^ -^ k^ _ _4_ ^'' )/r^-\- k^
d'où l'équation différentielle de la trajectoire
\/f{r^)\/r^-hk^
ce qui ramène le problème aux quadratures.
Avec les données de l'énoncé, on a les valeurs des constantes
c = tOo(/'5 + k^), h^= 0)2 (rj -f- k^) -h {JirS, et le polynôme /(r*) prend la forme
/^r2) = (7-2- rj) [^l{rl + k^)- ^{r^^ k^)]
en posant
^, _ (Oo2r2 -4-^-2(0)2 -,X) ' 1 — •
Si r, est réel, c'est-à-dire si
A-2(tx-a)2)
r oscille entre r^ et r,, et la trajectoire du point M est une courbe sans inflexion, tangente aux cercles de rayons r©
et r< ; toutefois, sî Ti = o, on a
dt = — ;
r)/\L{rl — r^)
ce n'est qu'au bout d'un temps infini que /• est nul et la courbe est une spirale asymptotique au point O.
Si r^ est imaginaire, r varie entre ± To, la courbe se compose d'une infinité de boucles égales qui se coupent à l'origine et sont tangente^ au cercle de rajon Tq.
Enfin, le point M ne peut décrire la circonférence de rajon r© que si r*;f = r^, ou (Oq = y/[jL.
190. Les extrémités d^une droite matérielle homogène AB, de masse m et de longueur 2 a, peuvent glisser sans frottement sur une circonférence horizontale de rayon R. Un insecte de même masse m se trouve posé au milieu G de la droite supposée immobile, A V instant t =0, l'insecte se met à marcher le long de la droite AR^ de G nersQ, en parcourant des longueurs égales de cette droite en des temps égaux. Trouver le mouvement du système; calculer l'angle dont la droite a tourné à partir de sa position initiale quand l' insecte est arrivé à V extrémité B (^fig, 33).
On appellera 6 V angle que fait avec un axe fixe Ox le rayon vecteur OG = /• joignant le centre O au milieu G de la droite, la distance GM de V insecte M au point G, p = p« (p constante),
(Ecole Normale, 1891, 2* question.)
Les forces extérieures agissant sur le système formé parla droite et l'insecte sont la pesanteur et les réactions normales de là circonférence sur les extrémités A et B de la barre. Toutes ces forces ayant leurs moments nuls par rapport à la verticale O^ du point O, la somme des mo-
25o TROISIÈME PARTIE. — CHAPITRE III.
ments des quanlilés de mouvement autour de O est constante et, comme elle est d'abord nulle, puisque l'insecte et la barre partent du repos, elle reste constamment nulle. Calculons cette somme, elle se compose :
Fig. 33.
1^ De la somme des moments des quantités de mouvement de la droite par rapport à O, qui a pour valeur
dt \ ^ J dt'
2° Du moment de la quantité de mouvement de l'insecte M,
dt
expression qui représente d'ailleurs la somme des moments des quantités de mouvement relatif et d'entraînement, et qui aurait pu être écrite de suite.
On a donc
dtV'"-^-^^'"n^'^'=-''^
r vt
= Oo arctang
Quand l'insecte est arrivé en B, on â vt=: a, et
= 6o — — arc tan g
Dans le cas particulier a = R, 6 reste constant ; ce résultat était aisé à prévoir, toutes les forces agissant sur la barre, y compris le frottement exercé par l'insecte, étant dirigées suivant sa direction.
La méthode de Lagrange est applicable au problème actuel, bien que l'insecte ne puisse se mouvoir sur la barre qu'en vertu du frottement qu'il y développe. En effet, la condition unique pour que cette méthode soit applicable est que la somme des travaux des forces de liaison soit nulle pour tout déplacement virtuel compatible avec les liaisons telles qu'elles existent à l'époque considérée; or, si l'on fait t = const. dans l'équation de liaison p = vt, il en résulte que l'insecte est en repos relatif, et alors le déplacement virtuel compatible est le même pour l'insecte et le point de la barre où il se trouve; l'action et la réaction étant égales et directement opposées, la somme de leurs travaux virtuels est nulle.
Dans le problème actuel, on a, pour la force vive totale du système, en posant OM = /,
or
^ = -r' dt =^"^7i'
d'où, en substituant,
OÙ l = y/r2 _|_ ç'2 l'i n'est fonction que du temps.
D'ailleurs
U = o et -TA = o;
Téquation du mouvement est donc
dT
jô? = const.,
ou
('/'*-Hy^e'-f-/2e'
-+- çr = c,
et la constante est nulle en vertu des données initiales; nous retrouvons ainsi Téquation obtenue directement.
191. Étant donné un plan vertical ^xe xOy, on considère le système constitué :
I® Par une plaque homogène, pesante, ayant la forme d^un demi-cercle de rayon a et reposant, par son diamètre, sur Vaxe horizontal Ox^ sur lequel il glisse sans frottement ;
2" Par une tige rectiligne AB, homogène, pesante, infiniment mince, dont les extrémités A e^ B glissent sans frottement, Vune sur Vaxe O^r, Vautre sur la circonférence du disque, La masse de cette tige est supposée égale à celle de la plaque, et sa longueur égale au rayon a. Trouver le mouvement du système.
Déterminer les constantes dans le cas particulier où le système part du repos, la valeur initiale de V angle BA^ étant de So"* {.fi^g* 34).
(Paris, juillet 1894, 1^ question.)
Le problème comporte deux inconnues, la distance OA = ^ et Tangle BA j: = ; pour les obtenir, nous appliquerons les équations de Lagrange.
L'abscisse du centre C de la plaque est x -^ iaQ,o%h\ la plaque étant en translation rectiligne, sa force vive a
pour valeur, m étant sa masse,
fdx ^, . \^
celle de la barre est, en désignant par Ç et yj les coordonnées de son centre de gravité,
d'ailleurs
t = x-\ — cos6, Ti = -sinO:
d'où l'expression de la force vive totale du système 2T = m Ux"^— 5 ax'^' sinO -i-4a20'2 sin26 -\- ^^-^\ La seule force indépendante des liaisons étant la pe-
Fig. 34.
sauteur, dont le travail sur la plaque est nul, on a
U = — nigr\ =— - J mga sinO;
yrr\
elle est indépendante de x^ et comme — = o, l'une des équations de Lagrange se réduit à
dH
dx
-, = const.,
ou
dx
dt
4— — 5a— ,sine = A',
h = a^sineo=ia^,
nouvement deviennent
4a? -h 5acos6 = o,
équation en 8
lie Xf jusqu'à 8 = 0, tandis que la en croissant ; pour 8^0, il y a
révolution homogène, pesant,
sur un plan horizontal, sur
frottement. Suivant l'axe de
canal^ de section infiniment
ve un point pesant, de même
lasse m, pouvant glisser sans frottement le long du anal.
Etudier le mouvement du système en supposant le ylindre lancé sur le plan,
(École Normale, 1896; 1^ question.)
Le centre de gravité O du système, situé sur Taxe du ylindre à égale distance du milieu G de cet axe et du »oint M, est animé d'un mouvement rectiligne et uniforme lans le plan horizontal sur lequel il est assujetti à se mouoir. Nous étudierons alors le mouvement du système reativement à des axes en translation avec le point O, en e traitant comme un mouvement absolu.
Prenant les mêmes notations qu'au n** 185, nous aurons Tabord cp == o ; la force vive du cylindre relativement à des axes en translation avec le point G est, en tenant compte
deB = C,
soit GM = 2 p, les coordonnées polaires du point G sont p ôt di, et la force vive de ce point, en lui attribuant la Dasse m du cylindre, est
nfin celle du point M est la même; on a donc, en posant
expression de la demi-force vive du système
ti fonction des trois variables p, 9 et ^. Appliquant les cjuations de Lagrange, en remarquant que ôU = o, on a 'abord O'=const. ; le cylindre tourne uniformément au- Ourde son axe. Ce résultat pouvait se déduire immédiaementde l'équation d'Euler
qui devient -^ = o, puisque les forces agissant sur le
cylindre, pesanteur, réaction du plan fixe et pression du point M, rencontrent l'axe Gx du cylindre.
L'équation en ^ nous donne ensuite
t^'(A:2-f-pî) = const.
et celle des forces vives
ces deux dernières équations sonl identiques à celles que nous avons obtenues (n"* 130 et 173) et donnent lieu à la même discussion.
193. Quatre points matériels, de masses égales, assujettis à rester sur un plan donné fixe et parfaitement poli, occupent les quatre sommets d^ un losange articulé dont les côtés sont constitués par quatre tiges rigides et sans masse appréciable. On imprime au système un mouvement connu dans le plan donné et l'on propose de déterminer le mouvement ultérieur, en admettant qu' aucune force extérieure nHntervienne et qu'il ne se produise aucun frottement aux articulations.
Pour déterminer le mouvement qui aura lieu après que deux des points seront venus se choquer, on regardera ces points comme des corps absolument dénués d'élasticité.
Examiner en particulier le cas où, à l'instant initial, les milieux de deux côtés opposés du losange auraient des vitesses nulles,
(Caen, juillet 1884.)
Aucune force extérieure n'agissant sur le système, le mouvement de son centre de gravité G ou centre du lo-
sange est rectiligne et uniforme, et ce mouvement n'est pas modifié par le choc, puisque la percussion est intérieure.
Nous étudierons donc le mouvement du système relativement à des axes en translation Gx et Gy, Soient m la masse d'un point, a le côté du losange, l'angle de la diagonale CA avec Gx et a Tangle de cette diagonale avec le côté AB; les coordonnées de A sont
a? = acosa cos6, j^ = acosa sin6,
et celles de B
a? = a sina sin6, y= — asinacosO;
la force vive totale a donc pour expression
2T = 2ma2(e'2-4-a'2),
et comme 5U = o, les équations de Lagrange donnent
6'= const. = (Ot, a'= const. = 0)2.
Les mouvements révolutifs des diagonales et des côtés par rapport aux diagonales sont uniformes.
La percussion due à la rencontre des points B et D en G étant intérieure, la somme des moments des quantités de mouvement du système autour de G, ou
dt
n'a pas changé, donc 8' conserve la même valeur constante iûi ; les points B et D prennent le mouvement du centre de gravité et la droite CA continue à tourner autour de G avec la vitesse angulaire (o<.
Dans le cas particulier où les milieux de deux côtés opposés ont des vitesses initiales nulles, il faut d'abord qu'il
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en soit de même de leurs vitesses relatives, puisqu'elles soDt égales et de sens contraires, et il faut, de plus, que le centre de gravité soit au repos.
Supposons que ce soit le milieu de AB dont la vitesse initiale soit nulle, les coordonnées de ce point étant
J — -cos(0 — a), '/; = -sin(6 — a),
on a
dt) '^\di) ~ T \ dt ) '
et il faut que ^'(f= aj, ou (Oj = (O2.
Si le point de vitesse initiale nulle est le milieu du côté AD, on trouve de même (0| = — w^ et comme (O2 <[ o, puisque ce sont les points B et D qui se rencontrent, la rotation de la droite GA a lieu dans le sens direct dans le second cas et en sens inverse dans le premier.
19-4. Dans un vase se t rouirent deux liquides homogènes superposés; le liquide supérieur A est uniquement pesant; le liquide inférieur B est pesant et^ de plus, ses éléments sont attirés par un point fixe O proportionnellement aux masses et aux distances, La pression extérieure sur la surface libre est supposée nulle :
à" Le système étant en équilibre^ trou\>er la valeur de la pression en un point quelconque de la masse, la forme de la surface libre et celle de la surface de séparation;
2° Déterminer les constantes en faisant les hypothèses suivantes : le vase est un cvlindre de révolution d^axe vertical, de rayon R; la masse de ^ unité de volume de chaque liquide est [ji; le volume de chaque liquide est IttR^ ; le centre attractif O est au centre de
base du cylindre et son attraction sur un point de B de masse m placé à la distance r de O est -~-^
(École Normale, 1894; 2* question.)
i® Nous prendrons le centre d'attraction O pour origine et l'axe des z dirigé suivant la verticale descendante.
La différentielle de la pression p en un point quelconque ' du liquide B est donnée par la formule
dp = \t.{gdz — frdr)\
d'où
p= ^(igz — fr^)-^c\
les surfaces de niveau ou d'égale pression sont des sphères concentriques ayant leur centre C sur Os au point •^ — ^ .
Pour le liquide A,
les surfaces de niveau, ainsi que la surface libre p\ = o, sont des plans horizontaux.
La surface de séparation des liquides satisfait à Téquation ^ = ^1, ou
qui représente une sphère
dont le centre C| est situé sur Oz^ à la distance il est au-dessus du point C.
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2° On a Ç = R et Ci == o, le point Cj se confond avec le centre d'attraction, et le liquide B, de volume fie R^, occupe une demi-sphère de rayon égal à celui du cylindre.
Le volume total des deux liquides étant IttR^, l'ordonnée H de la surface libre du liquide A est égale à — I R, et comme, à ce niveau, ^^ = o, on a
Enfin la constante c est déterminée par l'équation de la surface de séparation
d'où
o.(c — c^^ ^fc — Ci)R
IX^ = 7 = y
On a observé la hauteur A = 44''53'44"î' d^une
étoile au-dessus de V horizon d^un lieu. La déclinaison
de V étoile est (ô = 22° ^'Sg", 3 ; au moment de V observa-
lion, V angle horaire de V étoile était ^^a/à 46°io'i 5", 2.
On demande de trouver la latitude du lieu {on fera
abstraction de la réfraction).
(Paris, juillet 1889.)
Dans le triangle de position PZE {fig* 35), on connaît
PE = - — 00, ZE = - — /i et l'angle ZPE = H, et Ton
^ ■Cl
demande de calculer PZ ^= -^ \, Au lieu d'appliquer les
formules générales relatives à la résolution d'un triangle dans lequel on connaît deux côtés et l'angle opposé à l'un d'eux, il est plus simple d'opérer comme il suit :
Dans la formule
posons
d'où
sin^i = sinX sinCD -t- cosX cosOO cosH,
sinCD = m coscp, cosOb) cosH = m sincp,
tangcp = cot(©cosH;
nous aurons
ce qui donne
sin^i = m sin(X -h o),
OAU^ t
^' cosCDcosH
Calcul de cp.
Calcul de X.
logcotût) — 0,39082
logsinA = 1,84870
logcosH —T, 84043
log sincp — ï, 93568
log tangcp — 0, 23x25
— log cosdt) = 0,o3322
cp = 59°34'5o"
— logcosH = 0, 15957
logsin(X-f-(p) = T,977i7
Résultat : Le problème admet deux solutions
Les longueurs des côtés d^un triangle sphérique
sont
b = ioo°i5'47'',8,
Ondemandede calculer : i"^ l'angle B(Jig, 36), 2® la Ion-
gueur de l'arc de grand cercle qui joint le sommet A
au milieu de l'arc BC.
(École Normale, 1889.)
Fig. 36.
Formules à employer.
B , /sin( p — a)sin(/
tang- = 1/ — ^^f- H^T
° 2 y sitipsin(p —
a . . a cosa = cosc cos — h sine sin — cosb.
En posant
cos— — m cos M,
sin — cosB — m sin M,
c'est-à-dire
tangM = tang - cosB,
on obtient
cos d^= m cos(c — M),
ou
cos d =
cos(c — M) cos cos M
Calculs auxiliaires.
Calcul de B,
log sin(/? — a) = î,985ô5
logsin(/? — c) = 1,62446
— log sinp — 0,24100
— logsin(/? — 6), = 0,15282
^- 34°48'ii",7
2log tang— — 0,00893
logtang— — 0,00196
Calcul de M.
Calcul de d.
log tang— = 1 ,84205
log
log — cos ( c — M ) = 1 , 70200
og — cosB = 3,65461
logcos- - 1,91441
Ju
^ — tang M -3,49666
— log COS M — 0,00000
— M- o°io'47''
log cos(7r — û?) = ï,6i64 1
d- ii4°25'i5
Résultats :
B= 90^15' 3r, 2, rf = 114°25'15\
61. A un certain moment, U anomalie vraie du Soleil, dans son mouvement apparent autour de la Terre,
est égale à
8o"io'57%6.
On demande de calculer pour le même moment le rayon vecteur^ V anomalie excentrique et V anomalie
moyenne. On prendra pour demi grand axe et pour excentricité de V orbite du Soleil
rt = j, 6 = 0,0167701.
(Paris, octobre 1889.)
Formules,
tang
u , / \ — e V , XV
— =4/ lanff-> r = rt(i — ecosw), Ç = m — esinw.
I log(i — e)= 1,99632 loge = 2,22453 loge = 2,22453
I log(i -4- e) = 1,99639 logcosM = T,27i3i — logsin i*= 5,3i442
log tang - = 1,92522 loge cos M = 3,49584 log sinw = 1,99229
log tang - = 1 ,91793 e cosm = o,oo3i32 log-; — , sinM= i, 53 124
Àê 9 1 11 1
- = 39° 37' 4" -^„ sin w = 0° 56" 38"
2 ^ ^ ^ sini"
Résultats :
u = 79^14'8', r = i-ecosu = 0,996868, Ç = 78n7'30".
62. On a observé au méridien le passage du centre du Soleil et sa déclinaison le i®"* ai^ril et le \^^ juin 1890, et l'on a trouvé
Différence des ascensions droites à ces deux, jours.. . 3''54™8%38
Déclinaison le 1*^' avril 4''38'6% i
Déclinaison le i" juin 22°5'24'',7
On demande de calculer V obliquité de Vécliptique.
(Paris, juillet 1890.)
On a(/^. 37)
(i) tang (D = tango) sin a,
(2) tang (3fc)'= tango) sin a';
puis
tangCD _ sina tangCÔ' ~ sina'
a -h a' a — a sin((D -f- (î)')
tang — ;^^ — = tang ^
2 sin((3fc) — Cô)
Fig. 37.
La formule (3) donnera a 4- a', d'où Ton déduira a, et
Ton aura ensuite w par la formule (i).
Résultats :
63. Deux étoiles de déclinaisons connues , 5 et 8', sont vues à un certain instant dans un même plan vertical, à des distances angulaires z et z' du zénith.
On demande de calculer ia latitude du lieu d^ observation.
(École Normale, 1890.)
Dans le triangle PZE {fig. 38), on a
cos$ = cosz cosX H- sinz sinX cosPZE;
dans le triangle PZE',
cos $' = cos^' cos X -v sin z' sin X cos PZE' ;
il suit de là
^__ cosÇ — C0S3 cosX cos$' — cos^'cosX
COSPZE = ; r-> = : , . ^ >
sin^ sinÀ sm^ sm A
puis
cosïsin^' — cos$' s'mz = (sin^'coss — cos^'sin<3)cosX,
,- cos^sins' — cos$'sinz
cosA — . . , r >
sin(^ — z)
ou, (p désignant la latitude,
sin(©sin^' — sin(©'sinz
Sin Cp = r-7—, r
* sin(>5 — z)
64. En un lien dont la latitude est 46''3i'25'',6 on a observé la hauteur^ du centre du Soleil h = 37''22'49"7 3. On sait que la déclinaison de ce centre était alors -f- 1 0^17' 58", 9. On demande :
1® U heure vraie correspondant au moment de Inobservation;
2^ Le changement qu'entraînerait dans cette heure une variation de ± 5' dans la hauteur.
Nota. La hauteur h est supposée corrigée des effets de la réfraction et de la parallaxe,
V observation a été faite avant le passage du Soleil
au méridien du lieu,
(Paris, novembre 1890.)
Formule,
tang — =
lïiip — - -\-(5^\ sin(/? — X) smp sin Ip ^- -\- h\
On trouve {fig* 39)
H = 45°9'32" ou 3^o™38».
L'heure vraie demandée est donc
,2h_ 3"o'"38»= 8^'59'"22» du matin
La formule
sinh = cosX sinCO -t- sinX cosCD cosH
donne
cos h ^h = — sinX cosCJt) sin H 8H ;
d'où
«,,, cos A SA , ^,
s\an cos(£) sintl
On trouve
d'où
8H = qz 1 , 655 X 5' = zp: 8' 16", 5 = zp 33», 1.
65. L^ ascension droite et la déclinaison d^une étoile ont respectivement pour valeur
JU = i8»'8'"i5','2, (D=-+-34«28'36;
V obliquité de V écliptique est
1** On demande de calculer la longitude l et la latitude X de V étoile,
1^ On donne à X un très petit accroissement SJU ; on
demande de calculer la variation correspondante SX de la latitude, en négligeant le carré de 80A9, ce qui permettra d^ écrire
de sorte qu'il suffira de calculer le coefficient numérique m,
(Paris, juillet 1891.)
Formules,
tangN = -^^^ tang/= -^^^ tangX, tangX = tang(N— a))sin/.
logtang(D = 1,83676 logcos(N—a))= 1,72433 log — tg(N — a)) = o,2o334 — log — s in cil<) = 0,00028 — logcosN = 0,08398 log — sin/== 1,99932
log — tangN = 1,83704 log — tangcil<)= 1, 44336 log tangX = 0,20266
— N = 34°29'4o'' log — tang/= 1,25217 X=57''54'28''
2® La latitude X est donnée par la formule
sinX = sin(D coso) — cos(D sinio sinA.
Une variation ^X correspond à une variation 8X donnée par la relation
cosX oX = — cosCD sino) coSciU Oa^l'.
Or donc et
cos X cos / = cos (D cos X ;
8X = — sin 0) cos l ^JU
m = — sino) cos/.
log sin 0) =1,59990 log cos/ = 2,74718
log — m = 2,34708
66. Connaissant l^ excentricité e de Vorbite d'une planète, calculer les valeurs u et v de V anomalie excentrique et de l'anomalie vraie qui répondent à une valeur \ de V anomalie moyenne.
On prendra
e=: 0,01677, ; = iSo^o'o".
(Ecole Normale, 1891.)
Formules.
u = ^-\- esiïi w, taftg - = à / tang - •
Calcul de u par la méthode des approxim,ations successives.
Uq — I So"
Mi = iSo^^-h
sin i5o°
sin
loge — 2,22453
— logsini''=5,3i443
log sin 1 5o° = T , 69897
sin i
7, Sin U\
log - — -„ sin 1 5o*= 3 , 23703
SI
Ma = 1 5oo
sin I
Résultat :
sin Un
^sini5o«= 1729= 28^49'' log sin Wi = 7,69260
log — — jrsinMi = 3,23i56 sin 1
-; — j. sin Wi = 28*24" sin I
log sinM2= 1 569269
^^G ~ — Ti sin ^2 = 3 ,23i65 ^ sin 1 '
-; — 7. sin Mo = 28' 24" sin i" ^ ^
Calcul de v.
^ log(i -h e) = o,oo36i
- log(i — e) = o,oo368 logtang^ =0,57917
log tang - = 0,58646
Résultat :
67. Calculer l'anomalie excentrique et l'anomalie moyenne d' une planète, sachant que V anomalie vraie est égale à
et que l'excentricité de V orbite a pour valeur
(Paris, novembre 1891.)
Formules»
= i/ tanj
u tang- ={/ tang-,
e s\nu Ç =u-
sin i"
Calcul de u.
- log(i — €) = F, 95002
— -log(i-+-e) = 1,95940 log — tang- = 0,71833
log tang Itz— — ]— 0,62775
iS^r w/ie sphère dont le rayon est égal à U unité
on considère un triangle sphérique dont les côtés ont
pour longueurs
On demande de calculer les trois angles du triangle,
(Paris, juillet 1892.)
Formules,
/sin(/? — a)s\ïï(p — 6)sin(/> — c) ~~ y ?>\np
tang— = -r-7 -» tang- = -,— — ,
°2 sin(/? — a) ^ -1 siïi{p — o)
tang- = -T-7 r«
° •! sin {p — c)
Calculs auxiliaires,
0,3 X 206265"= 6I879^5= 17° II' 19', 5 0,4x206265"= 82506" =22° 55' 6" 0,5 X 206265"= io3i32".5 = 28° 38' 52", 5
p = 34° 22' 39" p — a= 17° II' 19", 5 p— b = u°27'33"
/ fon
Calculs définitifs.
logsin(/? — a)
log sin(^ — h)
log sin(/? — c)
— log sin/?
2 log M
2,01621 T, 00810 — log sin (/? — a) = o , 52942
logM
logtang-
— log sin(/? — 6) = 0,70187
log tang —
— log sin (/? — c) = \ ,00072
log tang -
Jtà
69. Les coordonnées héliocentriques vraies de Saturne, le ^juillet 1892 à midi moyen de Paris, sont
4^= i8o°29'i",4, ^'e> = -^ 20 18'20^9, log/- = 0,97783,
Calculer ses coordonnées géocentriques au même moment,
O = io2°53'52",87, Po = 0°, logR = 0,00722
étant les coordonnées géocentriques vraies du Soleil,
(Ecole Normale, 1892.) ViLLiÉ. — Comp. III. 18
Formules à employer,
D cos p cos X = r cos 'ifl> cos 4^ — R cos L, DcospsinX = rcoslPo sin4i^ — RsinL, Dsinp ==rsinlJb,
avec L = 180"-+- 0.
De ces formules on tire
RsinQ
tang4^
^ ^ rcosiJb cosi*
"" RcosO
r cosDb cos 4^ „ cosX
rcoslib cos 4^ D2= r2-t- R2H-2Rrcos'lll)Cos(4;;^— -O)-
Calcul de X.
logR = 0,00722
— logr = ï, 02217
— log cos iJl) = o,ooo35
— Jog — cos4^= 0,00002
log sinO = 1,98890
log — cosQ = î, 34872
RsinO _ RsinQ
log .. ,, = 1,01866 — ^=1 =0
° rcosijb cos4^ rcosiJbcos^^ '
RcosO o Q/Q R cosO
log ., ,, =2.37848 —^ — =0
^ rcosiJbcos4;^ r cos Db cos 4;;^
loglang^^ = 3,0*2649 lang4^= o,
/ _ RsinO \ - o / I. RsinO \
^ V /-cosDbcos^;;^/ '^ \ /-cosDbcos^^/ '
, / RcosO \ r RcosO
log ( IH ^ ^—7-1=0,01026 .' ^
^ \ /'cosDbcos4^/ '
log— tangX = 2,97176
7C — X= 5°2l'll
X = iU^Z%%^"
r cosiib cos 4^
Calcul de p.
log langijl) == 2,60493
log — cosX = 1,99810
log — cos 4^= 0,00002
, / RcosO \ - o ,
- ^"H' "^ rC0Sa)bC0S4: J = 'J^
logtangp = 2,59279 P = TWZT
Calcul de D.
log cos (4^ — Q) = T, 33240
log coslft) = 1,99965
logR = 0,00722
logr = 0,97783
log2 = o,3o[o3
logîRrcos(41-- 0) = o,6i8i3 2Rrcos(4^— O) = 4,i5o8
2log7' = I ,95566 ''*" 90,294
2l0gR = 0,01444 R2=:::r I,o338
2logD= i,9799« logDi= 0,98995
Résultats :
logD= 0,98995
70. Calculer en temps vrai et en temps moyen l^ heure du coucher apparent du centre du Soleil à Paris le 3 novembre 1892 :
Colatitude de Paris 4i°9'49'',oo
'jO QUATRIÈME PARTIE.
Distance polaire du centre du Soleil à midi v
le 3 le 4
novembre....
novembre.. ..
io5°i8'i9", 103° 36' 46',
Temps
moyen
à midi vrai
le 3 novembre . . .
le 4 novembre . . .
ii"4r4o',o ii"43'°4iM
Rtfracuo
Parallase
n à l'horizon., horizontale du
Soleil. .
On cherche d'abord {fig. 4o) quelle serait l'heure du coucher du Soleil si la distance polaire du 3 novembre, midi, restait constante.
On détermine ensuite la valeur de la dislance polaire à cette heure, en admettant qu'elle varie uniformément dans l'intervalle de vingt-quatre heures.
Enfin la valeur de la dislance polaire ainsi trouvée
servira à cale
L'heure, e
Premier .
On trouv
l'heure vraie du coucher de l'astre.
temps moyen, sera donnée parla formule
Deuxième calcul, . . $1 = $ -f- ($'- ^) ^^•
On trouve
Troisième calcul, . . tang On trouve
Ht, _ Ain (pi — $1 ) sin (^, — X ) 2 ~~ y/ sin^isin(/?i — z)
En désignant par E' elE'' l'équation du temps aux deux midi consécutifs, par E Téquatîon du temps au moment du coucher vrai, on a
zi"5o™25' E = (E'^E')^^^^ =-i6-i9»,7;
d'où
71. La durée de la révolution de la planète Pallas autour du Soleil est de lôSgJjoSS; l'excentricité de son orbite est 0,2408186,
Calculer le temps qui s^ écoule depuis le passage de la planète à son périhélie jusqu!au moment auquel son rayon vecteur est perpendiculaire au grand axe.
(Paris, juillet iSgS.)
Formules.
tang -- = J/ — - — tang -, nt = u — e sin u, /i = — - •
1° En faisant, dans la première formule,
(; = 90**, d'où tang-=i,
on trouve
Calcul de t.
On trouve d'abord
-: — = sin w = i3°23'3o", sin r
ce qui donne
u — e sinw = 71^ = 62"4o'îi4''»
et en remplaçant n par sa valeur
Résultat :
72. L'observation de la hauteur du centrée du Soleil, à Marseille, a donné, corrections faites pour la réfraction et la parallaxe,
temps moyen de Paris.
Déduire de là la longitude de Marseille , sachant que la latitude de ce lieu est
et que la déclinaison du Soleil était
Le temps vrai à midi moyen de Paris était ce jour-là
ob3'"47*:93,
et le lendemain
Si la hauteur du Soleil est erronée de 3o", quelle sera V erreur correspondante de la longitude?
(École Normale, 1893.)
Dans le triangle de position, les trois côtés sont connus, et Ton peut calculer l'angle H par la formule
On trouve
En supposant que l'équation du temps Fé^t^ — i^ croisse proportionnellement au temps d'un midi à l'autre, le temps vrai de Paris au moment de l'observation sera donné par la formule
tv= im — ( E -h
On trouve
La longitude est alors donnée par la relation
L. (est) = H
On trouve
Pour trouver Terreur de la longitude, ou, ce qui revient au même, l'erreur 8H, différentions la formule
cosz = cos$ cosX -f- sin$ sinX cosH,
ce qui donne
sin zoz = sin $ sin X sin H 8H
d'où
çj„ _ cos/i SA
cosD coscpsinH
On trouve
oL = oH r= - 42%9.
acos^ —
aes aires, on a l'équation
r2 û?6 = G dt.
janiqiie, que le rapport — est con-
c'est-à-dire que l'on a C = nsja^p.
^ entre les équations (i) et (2)
— - = n \J a^p dt.
is» -
cos* -
lent
^(^i + tang^-
ang- -h - tang3 ..
puisque, pour 8 = o, on a ^ = o
Calculs.
loglang- = 1 ,76702
tang- = 0,5848
3 log tang - = T,3oio6
tang3_ = 0,2000 2 '
- tang3 - = 0,0666
tang — h - lang3- =; o,65i4
n est exprimé en parties du rayon dans cette formule; on a
II" n =: n arci =
d'où
logo,65i4 = î,8i385
log2o62^5 = 5,3i442
log 4 = 0,60206
— log3548, 1927 = 4,44997
log^ = 2,i8o3o ^ = 151^,46.
74. L observation au théodolite dUine étoile d^ ascension droite X et de distance polaire ^, à r heure sidérale 8, a donné z pour distance zénithale de l^ étoile
et L pour lecture du cercle azimutal. Déterminer la direction de la méridienne et la latitude du lieu
Fig. 41.
On prendra
O/AO
(Paris, juillet 1894.)
Formules,
H = e — Jl, = — 3»'4'"io" = — 46*^17' 3o",
. . sin^sinH sinA = ; >
sm^
tang-
^^^ ^ — cosl(A-hH)
Calcul de A.
logsin$ log — sinH — log sinz
log — sin A = 1 ,833o7
Les deux angles supplémentaires qui correspondent à ce logarithme sont
42°54'46'' et A= 222°54'46'.
La première valeur conduit, pour X, à une valeur très
petite; ces observations n'étant pas faites au pôle, cette solution ne convient pas.
La seconde valeur de A conduit au calcul suivant :
log tang|^(G — $) — 2,28020
log — cos^(A — H) = T, 84644
— log — cos|^(A H- H) = 1 ,53o44
logtang- — 1,65708
Se
X =-48°5o'i8'' Latitude = 4i° 9'42''
Résultats : La direction de la méridienne correspond sur le cercle azimutal à la lecture
75. Dans un triangle sphérique, on donne c, a — 6, A 4- B; on demande de déterminer a, 6, A, B, C. On prendra
Vérifier par un procédé simple les résultats obtenus,
(Ecole Normale, 1894.)
Formules.
sini(A-B) = sini(A + B) ^''"g'^V^^ 1 / , N cosl-(A — B) ,
^ sinj(a — b) ^^^
On trouve un procédé de vérification très simple dans les proportions de sinus :
sin A _ sinB __ sinC sina sin 6 ~" sine
Calcul de •
log sin = 1 ,92488
1 a — b - n rr
log tang — ^^— = i,6i55i
— logtang- =0,15387
log sin = 1,69426
Calcul de •
logcos — — = 1,93907
— log — cos — ; = 0,26697
JL
logtang- = 1,84613 log tang (7: j =0, 05217
TT
5L-ti = ,3i034'
a = i53°59'ii",35 b=z 109° 8'48",65
Calcul de C.
logsin — — = 1,87401 — logsin =0,41 863
Je
logtang- = T, 75518
logcot - = 0,04782
Vérification.
log sin A = 7,66612 log sinB = 1,99937 log sin G = 1,99737
log sina = 0,35795 — log sin 6 =r 0,02471 — log sine = 0,02671
Résultats :
76. On donne le demi grand axe a de V orbite d\tne planète et son excentricité e. Calculer le rayon vecteur r et V anomalie vraie v qui correspond à une anomalie excentrique u.
On prendra
u = 1,3236913 > Planète Mars. .
( Planôl
(Paris, novembre 1894-)
Formules, r = a(i — e cosa),
'ans— V/r-7
tang-
Calcul de r.
loge = 2,96907 log - cosM -- T,56526
log — e cosu = 2,53496
— e cosu — 0,03427
I — e cos a — 1 ,03427
log(i - ecosw) = Oj 01463 loga = 0,18289
logr = o, 19752 /•= 1,5758
Résultats
Calcul de v,
Jlog(i-^e) =0,01936 — |log(i — e; = 0,02127
log — tang- =0,16743
log — tang - = 0,20806
TT = 58°i3'4o''
r = 1,5758, v = 2kZ'Zl'W,
11, Le '2^ juillet 1895, à midi moyen de Paris, les coordonnées écliptiques de Vénus sont :
Longitude Latitude..
Calculer les coordonnées équatoriales de la planète, V obliquité de V écliptique étant 28^27' i8'', 73.
On devra vérifier V exactitude des résultats en calculant une relation dans laquelle entrent simultanément toutes les données et les inconnues du problème,
(Paris, juillet 1895.) Si, dans les formules
sinOt) = sinp costo 4- cos^ sintu sinL, — cosdt) sincAD = sinp sinto — cos p cosw sinL, cosOt) cose.l> = cosp cosL,
on pose
MsinN = sinp,
M cos N = cos p sin L,
on obtient
tangX = j^ tangL, tangût) = tang(N 4- w) sin X.
La formule de vérification à employer est
cosJlDCOsOt) = cosLcosp.
Résultats :
cAo = 166°54'9^48, (D - 4''47'57%43.
78. Le 2 juillet iSgS, à midi moyen de Paris, la planète Mars a pour coordonnées héliocentriques :
Longitude i52°56'24'',o
Latitude -\- i"47'37", 7
log du rayon vecteur 0,22164*26
Au même moment, les coordonnées du Soleil, par
rapport au centre de la Terre, sont :
Longitude ioo°i7'42*,25
Latitude o o o
log distance du Soleil à la Terre . . . 0,0071906
Calculer les coordonnées géocentriques de la planète.
(Ecole Normale, 1895.)
Les formules à employer sont celles du n° 69.
Résultats :
logD = 0,3840779
79. En un lieu de colatitude X, on observe le temps sidéral du passage d^une étoile d^ ascension droite «.l. et de distance polaire ^ au fil vertical de la lunette du théodolite, La lecture du cercle azimutal est L. On pointe ensuite la lunette sur une mire terrestre; soit L' la lecture correspondante . On demande de déterminer l^ azimut absolu.de la mire. On prendra
Ao = 8"33'"45%3 ^J? = 5o°45'2f", 2
L= i'20°8'5y,4 !-'= ij5"5i'4'',6.
Les lectures croissent de l^est à V ouest par le sud.
(Paris, octobre 1895.)
Formules,
H« ♦ . (^ T3 . k tangH sincj = f — X, tango = tangSt cosH, tanffA = -v— ? ït-^ •
sin(o —A)
Azimut relatif du point Sud L — A
Azimut absolu de la mire L' — L -t- A
Résultats :
H= — 48°ii'î>y, © = 39°i3'9', A= — 92°44'5i% L — A = 2i54°53'46'',4, L'— L-t-A=— 5y^ ^' ii\S,
ou 302° 57' 18^2.
Dans un triangle sphérique, on donne les trois angles
On demande :
1° De calculer les trois côtés a^ b, c, 2° Quelle variation entraînerait sur le côté a une variation de une seconde sur l'angle A.
(Paris, juillet 1896.)
Formules.
25=Ah-B + G— TT, tang ^ a = N sin ( A — 5),
__ / ^m5 tang|6 = Nsin(B — 5),
^ ^ V sin(A — s) sin(B — s) sin(G — s) tangue = ]Nsin(G — 5),
On trouve d'abord
La formule
cosA = — cosB cosC -h sinB sin G cosa
donne, par la différentîation,
sin A 8A = sin B sin G sin a Sa, ViLLiÉ. — Comp. m. 19
d'où
Sa
sin A SA
SA
On trouve
sin a sin B sin G sin 6 sin G
Par deux étoiles dont les données équatoriales
sont
X =4''36"23% II, (D =-f-22«3'5i'',6,
JU'=2''33'"36%8i, CD' = -+-i5°5' 4^2,
on fait passer un grand cercle.
Déterminer V ascension droite des nœuds de ce cercle
avec Véquateur et V inclinaison de son plan sur celui
de Véquateur.
(École Normale, 1896.)
Fig. 42.
Jo Jv
Des formules
tangût) = sin(X — N) tangi, tangOt)'= sin(<ill>' — N)tangi,
on lire
tangCD — tang(Ç' _
tang
— oHo
lani'cO-t- tangCW)' /«^ -h X'
° ° tang
c'est-à-dJre
tang
(>Jlo -\- eAo
tangt =
X — JU' sin((î)H-(î)') tang— ^- gi„(^_^,)>
tangCD'
sin(«il>'--N)
Calculs auxiliaires.
Calcul de N.
Jv) =
,ii=-
al,'-
oKo — fXt =
oil» — eiv>
OR0 -H C/l!> =
lo;*» 29' 58", 80
JU-4-JI
log tang
v\'> — oHo
log tang r
logsin(00-+-Ot)') logsin(00 — (D')r
e/v) -î~ «/At>
Calcul de i,
log tang (©'= T, 43060 — log sin( JVf>' — N) = 0,20679
log tangi = 1,53739
Les deux étoiles sont à peu près dans le plan de récliptique.
82. On observe à une heure sidérale 9, dans le premier vertical, un astre d^ ascension droite cl et de distance polaire ^. On demande de déterminer la latitude du lieu.
Influence sur cette latitude d'une erreur de i" sur cl.
Influence résultant d'une erreur de i" dans la détermination du premier vertical.
Données :
6'»i5"ii%3, 7*' 58" 17', G, 44''9'53%o.
(Paris, novembre 1896.)
Formules.
(2) tangX = tangÇcosH = cotç.
Pour écrire rapidement cette dernière formule, il suffit d'appliquer, au triangle de position PZE, rectangle en Z, la première règle de Mauduit relative aux triangles rectangles : Le cosinus d'un élément est égal au produit des co tangentes des éléments adjacents.
(3) oH= — 8a = i5''.
(4) 8cp = tang$ sinH sin*(poH.
De la formule
cot^sinX = cosX cosH -h sinH cotA on lire
SX ( cot $ colX H- sin X cos H ) = — sin H -^—-r >
c'est-à-dire, en supposant A = 90°, et en tenant compte
de (2),
(5) 8X = = sinH tang$ cosX SA = — Sip.
On trouve
<p =48°49'34%7, Sjcp =- 3%5895, Sjcp =-0',3i79.
83. Quel est, en temps vrai et en temps m,oyen, Vheure du coucher du centre du Soleil, à Paris, le jour du solstice d'été.
Latitude de Paris cp = 48°5o'ii'';
Déclinaison du Soleil le jour du solstice :
Temps moyen à midi vrai, le jour du solstice :
le lendemain :
(Paris, avril 1897.)
L'heure vraie du coucher du Soleil s'obtiendra au mojen de la formule
cos(7: — H) = tango tangCD.
On trouve
H = 7*^59°0%72 (heure vraie).
L'équation du temps à l'heure du coucher est
El = E -+- (E'- ^\tÈ£^221 = o^i°^3i',57.
La formule
^m = ^(^-f- El
donne ensuite le temps moyen cherché.
On trouve
Connaissant la longitude v d'une planète dans
son orbite ainsi que l' inclinaison to de l'orbite et la
longitude A du nœud ascendant^ calculer la longitude
et la latitude héliocentriques.
Données :
(Montpellier, juillet 1895.)
Formules.
u = ç — A, tang(^ — A) = tanga cosw; ^tangp = sin(4;^ — A) tangw.
On trouve
83. Calculer les heures du pjemier et du second contact de la Lune avec le cône d^ ombre pure pendant l^ éclipse partielle de Lune du 28 février 1896.
Eléments de l'éclipsé.
Temps moyen de Paris de l'opposition en
ascension droite To= 8''25'" i", 6
Ascension droite de la Lune a= io''45™2o', i5
Ascension droite du centre du cône d'ombre a' = io''45"2o*, i5
Déclinaison de la Lune = -h 7" 16' 18", 2
Déclinaison du Soleil 8' = — 7"54'2i'', i
Mouv' horaire en asc. droite de la Lune. .. . fi. = 34' 2,1
» » du Soleil fji'— 2' 20", 6
» en déclinaison de la Lune ... . v= — 17' 30^,7
» » du Soleil v' = -h 56^7
Parallèle horizontale équatoriale de la Lune 7:= ôi'iS", 4
» » du Soleil.. 7t'=: 8", 9
Demi-diamètre vrai de la Lune 5 = i6'4i", 7
» » du Soleil 5'= 16' 8%3
Le demi-diamètre apparent du cône d'ombre pure est
^(TT-f-T:' — s').
(Bordeaux, juillet 1895.)
Formules à employer.
m=ii—u.' . /T^ s asin(B — A)
sin(B — y) = -. '-,
d=s-hl~{--^T:-s') dcos(B~y) acos(B-A)
cos . (a — a') — a sin A -h = a cos A n = ^cosB m cos 8 — ^ sin B (Voir Astr. de Wolf.)
TC
Calculs auxiliaires.
CL — a', A = o, - S'= _ o''38'2^ 9 = -- 2282", 9,
m = 3i'4r,5 r^ i9oi'',5 Tr-+-7r'=r6i'24",3 s'= 16' 8", 3
Calcul de B.
tangB
/w cosS
log/n = 3,27910
logcosa = 1,99649
— log — /i = 3,00261
log— tangB = 0,27820 — B =62"i2'4o''
Calcul de b.
cosB log — w -2,99739 — logcosB o,33i4i
log— 6 - 3,32880
Calcul deB —
log — a r
~logd =
logsin
logsin(B — y) = 7^72870
B — Y = 32"22'2i'' et i47''37'39''.
Calcul de t.
log — a = 3,35849
logcos(B — A) = 1^66859
— log — ^> = 4,67120
, acos(B — A)
ïog ^ ^ = 1,69828
«cos(B —A)
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