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285. iiMinimmi* de ninurf. — La détermination des éléments du magnétisme terrestre se fait au moyen soit des boussoles, soit des magnétomèlres dus à Gauss et Weber.
Les instruments dont on s’était servi pour cette détermination jusqu’au moment où Gauss et Weber firent connaître leurs travaux sont au nombre de quatre : ce sont les boussoles de déclinaison, des variations, d’inclinaison et d’intensité. De tous les éléments que l’on a déterminés à l’aide de ces appareils, deux seulement peuvent être regardés comme connus avec une précision suffisante : re sont la déclinaison et les variations.
280. HouMMoIrM dr dériinniHon. — La mesure de la déclinaison comporte deux opérations : t" on mesure l’angle que fait le plan vertical qui contient l’aiguille aimantée avec un plan vertical défini soit par une mire fixe, soit par la position qu’occupe à un moment donné une étoile ou le centre du soleil; o° on mesure ensuite l’angle que fait ce plan vertical arbitraire avec le méridien astronomique du lieu. La boussole de Gambey, construite en vue d’efTectuer avec précision ces opérations, se compose d’un barreau aimanté prismatique, terminé par deux anneaux de cuivre
;ii.
A et B ( lig. i 84) qui portent deux croisées de (ils inclinés de 45 degrés sur l’axe du barreau. Il est soutenu (fig. i85) par un étrier de
Pijf. 1 86 .
cuivre suspendu lui-même par un faisceau de fils de soie sans torsion dont la partie supérieure s’enroule sur un treuil après avoir traversé un orifice triangulaire. Le faisceau de fils est ainsi tendu
vers l’un des sommets du triangle, qui sert de point de suspension invariable. Quant au treuil, disposé pour élever ou abaisser le barreau, il repose sur une traverse horizontale de cuivre PQ fixée elleinénie à deux colonnes verticales CE, DF de même métal. Le sys-
lèuic entier peut tourner autour d’un axe vertical en entraînant une alidade munie de deux verniers M. W', qui se meuvent sur un cercle horizontal gradué et que l’on observe au moyen de loupes. \ l’aide d’une vis de pression, on peut fixer l’alidade mobile en telle région du cercle qu’on voudra et l’on produit les petits déplacements avec une vis de rappel. Quant au rercle gradué, il est lixé à l’axe de l’instrument supporté par un pied à vis calantes. Knfin, sur les extrémités supérieures des colonnes verticales, reposent les tourillons d’un axe horizontal KF, auquel doit être constamment perpendiculaire l’axe optique d’une lunette GH, disposée de façon à pouvoir viser également les objets éloignés et les objets rapprochés. Pour écarter l'influence perturbatrice des courants d’air sur la direction du barreau, on ajuste deux boîtes non représentées sur la ligure, qui environnent le barreau . mais qui. portant des trous fermés par des glaces, n 'empêchent pas d’en apercevoir les extrémités.
287. l'Mizr de In houxiialr de (lianibej. — Pour se servir de cette boussole, il faut commencer par la régler, ce qui nécessite les opérations suivantes :
i° On rend vertical l’axe de rotation de l'appareil; on utilise pour cela un niveau porté par l'équipage mobile: on l’amène d’abord à être parallèle à deux des vis calantes, sur lesquelles on agit jusqu’à ce que la bulle soit au milieu; on fait alors tourner l’appareil de manière à amener le niveau dans une direction perpendiculaire à la précédente, et l’on ramène la bulle au milieu en agissant sur la troisième vis. delà suppose que la ligne qui passe par les deux extrémités du niveau est perpendiculaire à l’axe de rotation; on s’en assure en faisant tourner l’appareil de 180 degrés et constatant si la bulle occupe la même position par rapport à l’observateur; sinon, en agissant sur la vis du niveau, on déplace la bulle de la moitié de son excursion.
a® On rend horizontal l’axe EF. Pour cela on se sert du niveau précédent, qui généralement s'appuie par deux crochets sur cet axe. Si l’axe est horizontal, la bulle d’air doit conserver la même situation par rapport à l’observateur quand on retourne bout pour bout les deux extrémités de l’axe sur ses coussinets.
.‘5° Ou rend l’axe optique de la lunette perpendiculaire à l’axe de rotation. A cet effet on vise un point quelconque, puis, le reste de l'instrument demeurant fixe, on retourne bout pour bout l’axe EK et l’on cherche si la lunette peut viser encore le même point; sinon, l’on déplace le point de croisement dos fils du réticule jusqu'à ce ijue cette condition soit remplie.
Après ces opérations préliminaires, on vise avec la lunette un astre ou une mire éloignée et on lit la position des deux verniers de l’alidade sur le cercle horizontal. C’est à partir du plan vertical fixé pur cette lecture que l’on compte les deux angles d’où l’on déduit la déclinaison.
Des observations astronomiques déterminent l’angle (pie fait ce plan avec le méridien astronomique.
Quant à l’angle qu’il fait avec le méridien magnétique, on l'obtient de la manière suivante : on fait tourner l’appareil autour de son axe vertical jusqu'à ce que l’on observe, en inclinant convenablement la lunette sur son axe, le point de croisement des fils placés à une des extrémités du barreau. On lit alors les positions des deux verniers. Puis on répète la même opération en visant l’autre extrémité. Les nombres que l’on obtient sont très-peu différents, car le plan vertical décrit par la lunette diffère peu de celui qui contient l’axe du barreau. De la moyenne de ces deux observations on déduit la position du méridien magnétique par rapport au plan défini par l’observation de l’astre ou de la mire.
Mais comme l’axe magnétique du barreau ne coïncide pas avec la ligne qui passe par les croisées des fils, on répète les deux dernières observations après avoir fait tourner le barreau de t8o degrés autour de son axe de figure, et l’on fait la moyenne de ces observations et des précédentes.
Il y a dans 1a méthode que nous venons d’exposer d’autres causes d’erreur. D abord, pendant la durée des observations, la déclinaison change d’une quantité faible sans doute, mais dont il faut tenir compte, car elle est du même ordre que la précision que comporte l’appareil. On peut faire les corrections de deux manières :
î" Eu se fondant sur ce que la déclinaison varie peu dans un court intervalle de temps et que par suite les variations sont propor-
Domiciles au temps, on peut employer la méthode des alternances. Ainsi la mesure de la déclinaison absolue exige quatre observations : on pourra répéter deux fois chacune de ces observations à des époques t—r, /- également éloignées de l’époque t, et admettre ipie la moyenne est précisément ce qiron aurait observé à l’époque moyenne t. Mais cette manière d’opérer a l’inconvénient d’allonger encore la durée de la détermination.
a* On peut aussi, pendant qu’on fait l’expérience, faire observer par une autre personne une boussole des variations placée à une grande distance. On rapportera tous les résultats, par exemple, à l’époque t où l’on a commencé l’expérience; si au bout d’un temps r on fait une observation de déclinaison, cette mesure devra être corrigée de la variation de déclinaison observée pendant le temps t à l’aide de la boussole des variations.
Il est une autre cause d’erreur que l’on peut éviter : elle tient à l'influence qu'exerce sur la déviation de l'aiguille la torsion du fil. On remplace le barreau aimanté par un barreau de cuivre exactement de même poids; on le laisse prendre sa position d’équilibre: dans cette position le fil qui le soutient n’est pas tordu, et il faudrait pouvoir fixer cette position avec précision; c’est ce que l’instrument de Gambey ne permet pas de faire. On remplace le barreau de cuivre par le barreau aimanté, et l’on s’astreint à n’observer la déclinaison que lorsque le barreau aimanté occupe, par rapport à l’instrument, la même position que le barreau de cuivre; on est alors sùr que le (il n’est pas tordu , et par suite qu’il ne tend pas à dévier le barreau aimanté.
On pourrait simplifier l’opération en déterminant préalablement le rapport du moment de la torsion du lil au moment magnétique du barreau aimanté. Il suffirait pour cela de voir de quel angle le barreau aimanté se trouve dévié lorsque le lil est tordu de 3Go degrés: ou en conclurait la déviation produite par un nombre quelconque de degrés.
Cette détermination est nécessaire pour corriger les observations faites avec la boussole des variations. Il est vrai que la correction sera toujours très-petite: mais comme ce t instrument peut donner des résultats très-précis, elle n’est pas inutile.
'288. BouMMole «les variation*. — Lit boussole (les variations consiste en un long barreau aimanté AB |fig. i8f> ). suspendu par un faisceau de lils de soie sans torsion f, f, enroulés sur un treuil T.
ISO
Lue cane de bois vitrée à sa partie supérieure préserve le barreau de l'agitation de l’air: elle repose sur un socle de marbre dont le poids augmente la stabilité de l'appareil. Chacune des extrémités du barreau porte une petite plaque d’ivoire p, //, sur laquelle sont tracées des divisions équidistantes dont la valeur angulaire est d’environ oo minutes cl dont l'ensemble correspond à un angle de quelques degrés. Au-dessus de ces deux plaques s'élèvent verticalement deux microscopes M. M’ que l'on amène, à l’aide des vis mi— ernmelriqiies \ . \ à viser sur la plaque d’ivoire une division déterminée «pii sert do point de départ. On mesure la variation de la déclinaison par le nombre des divisions qui ont passé sous le point
de croisement des lils du réticule de chaque microscope. Un peut encore l’obtenir en visant aux deux époques le repère marqué sur les plaques d'ivoire et évaluant le déplacement des microscopes sur les règles devant lesquelles ils se meuvent.
En tenant compte des causes d’erreur (pie nous avons signalées dans l’usage des boussoles de déclinaison et des variations, et surtout en combinant les observations faites avec ces deux instruments, on peut déterminer la déclinaison et ses variations avec beaucoup de précision. Mais les procédés de Gauss et Weber qui seront exposés plus loin sont susceptibles d’une précision au moins aussi grande; de plus ils n’ont pas l'inconvénient d’exiger un appareil compliqué et par conséquent facile à déranger.
On trouve que les avantages de ces derniers procédés sont bien plus grands lorsqu’un veut arriver à la mesure de l’inclinaison et à celle des intensités, et l’on peut dire qu’avant leur emploi on n’avait jamais déterminé d’une manière convenable ces deux éléments.
*289. Boumolr «l'inrlinaiaon. — En opérant avec la boussole d’inclinaison ordinaire, on ne peut guère espérer avoir que des valeurs passables de l’inclinaison. Dans cet instrument, l'aiguille
liK. iS;.
aimantée AB ( lig. 187), traversée par un axe d’acier poli dont les extrémités reposent sur deux plans d’agate, peut se mouvoir dans
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un plan parall<,l<> au plan du limbe CI), (je limbe peut lui-même tourner union r d’un axe vertical , cl scs déplacements angulaires sont donnes par la position de l’alidade \ sur un limbe li\e K K perpendiculaire au premier et (pii est soutenu par un pied à vis calantes, au moyen desquelles onTaincuc à être horizontal. On peut , à l’aide de cet appareil, connaître la direction de l’aiguille aimantée dans tous les azimuts possibles.
En général, pour obtenir l’inclinaison, on détermine dans deux azimuts rectangulaires les angles ! et «" que font les directions de I aiguille avec l'horizontale, et l’on déduit l’inclinaison de l’équation
col- 1 — col - 1 4- col- i".
2‘Jl). Correction tira observations. — Chacune de ces observations doit subir plusieurs corrections.
i° L’ave de rotation ne passe généralement pas par le centre de l'aiguille. Pour remédier au défaut de centrage de l’axe de l’aiguille, on fait une lecture à chaque extrémité.
ri” De plus, l'axe de ligure de l’aiguille ne coïncide jamais avec ’axe magnétique; on élimine cette cause d’erreur en retournant
bout pour bout l’axe de rotation sur ses coussinets et prenant la moyenne des observations faites dans les deux cas.
3° Enfin, si le centre de gravité de l'aiguille ne se trouve pas sur l’axe de suspension, il faut renverser l’aimantation en communiquant à l’aiguille la même dose de magnétisme, puis recommencer la même série d’observations que précédemment et prendre pour tangente de l’inclinaison la moyenne des tangentes des angles observés.
Pour légitimer cette assertion, considérons une aiguille aimantée dirigée suivant AB (fig. >88) dans le plan du méridien magnétique et sollicitée par l’action terrestre dirigée suivant AE et BF'. Soit xy l’horizontale située dans le même plan. L’angle que l’on mesure est
Fig. >80.
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Bcy^i’. Soient /' le rentre (le jjravilc de l'aiguille et r Désignons jmr fi lit quantité de magnétisme concentrée à chaque pôle de l'aiguille, par F l’inlensité de l'action terrestre, action représentée par AF, BF'; l'aiguille sera en équilibre sous l’action du couple AF, BF’ et de son poids 1* appliqué au centre de gravité. Ou aura donc
or
donc
l’Xrtf — FftDD’:
1)1)’ - acD-- a /sin («'—»), Picosi’— aFft/sin(t’ ().
Un aura de même, pour l’observation faite après l’aimantation de l'aiguille en sens contraire,
Pi cos »*— -iFfi /sin (i — i"):
or, si l’on appelle ni ni' , les moments magnétiques de l’aiguille dans les deux cas, ou aura
•ifil i/i' , af il — m",
et les deux équations précédentes deviendront
Pi cos i — Fm' siu (i — i).
Pi cos F =Fm"sin(i — t").
Donc, si le rapport est connu, on peut, au moyen de ces deux équations, obtenir la valeur de l'inclinaison cherchée /. En effet, on déduit des deux équations précédentes
sin i’ cos i — cos T sin /
sin (i — i) ni1 cos t cos i
sin (i — ii m cos/' sin / cos / — cos i sin i 1 m
cos r
et
et, par suite.
langé
tangi'— tangi _ m" tangi— langé’ ni'
m'langé+ ni’ langé ni + m’
tangé + tangi’'
VJO
Si l’on suppose comme cas particulier que dans les deux opérations le moinent magnétique de l'aiguille ait la mèine valeur, c’est-à-dire
= I , pour la valeur de / on aura
. la liai" y laucr
Ainsi, dans le cas où la «juaiitité de magnétisme est la iiiéiue avant et après le renversement des pôles, il sullit, pour avoir la tangente de l’inclinaison, de prendre la dcini-soniiiic des tangentes îles angles observés.
Il résulte de là que, même dans ce cas particulier, ou n’est pas en droit de prendre la demi-somme des angles observés pour mesure de l'inclinaison, à moins toutefois nue ! et i' n’aient une valeur assez petite pour <pie l’on puisse, sans erreur sensible, remplacer la tangente des angles par les arcs correspondants.
On voit par ce qui précède que la détermination de l'inclinaison est une opération très-longue pendant laquelle la quantité à mesurer peut varier; or le mode de suspension de l’aiguille lui laisse trop peu de sensibilité pour que l’on puisse construire une boussole des variations. On est donc en droit de dire que jusqu’à présent l’inclinaison est peu connue.
‘i'.H. lnteiiMilé ninKiiétiqur. — Il résulte de là que l’inleilsité ne l’est pas davantage; en effet, on ne peut pas la mesurer en faisant osciller une aiguille d’inclinaison, parce que cette aiguille éprouve des frottements considérables et que le centre de gravité ne se trouve pas sur l’ave de suspension. Il faut donc nécessairement faire osciller une aiguille horizontale placée dans une petite chape de cuivre suspendue à un lil de cocon sans torsion. On détermine ainsi la composante horizontale de l’intensité, cl, en la multipliant par la sécante de l’inclinaison, on a l’intensité totale; ainsi la détermination de l’intensité se trouve entachée de l’erreur qui provient de l’incertitude de l’inclinaison.
On pourrait penser à corriger celte erreur en mesurant avec la boussole des intensités la composante horizontale du couple terrestre; malheureusement cet appareil ne présente pas non plus une
précision suflisantc, à cause des variations que subit le magnétisme terrestre pendant la durée de l’observation. Remarquons de plus que l’intensité magnétique de l'aiguille entre dans toutes les formules auxquelles conduisent les procédés (pie nous venons d’indiquer; il faut donc, pour que l’on puisse comparer les observations faites en différents lieux, que celte intensité n’ait pas changé, et c’est ce qui n’a pas lieu bien certainement. On prescrit, comme on le sait, d’employer plusieurs aiguilles qui devront donner toutes le même résultat: mais l’état magnétique de l’aiguille est tellement sujet à changer qu'il ne peut y avoir dans cette manière d’opérer aucune précision.
292. Procédé d'Arajgo. — Arago avait proposé un procédé fondé sur les phénomènes du magnétisme eu mouvement et qui permettait de mesurer l’intensité magnétique de l’aiguille indépendamment de la force de direction de la terre. Supposons que l’aiguille aimantée soit mobile dans un plan perpendiculaire à la direction des composantes du couple terrestre: il est clair que la terre n’interviendra en rien dans son mouvement; alors, si l’on fait tourner parallèlement à ce plan un disque de cuivre avec une vitesse donnée, les petits contre-poids qu’il faudra ajouter à l’une des extrémités de l'aiguille pour (pie le plateau la dévie de 10, a o , . . . degrés permettront d'obtenir la mesure de l'intensité magnétique de ses pôles.
293. Procédé €le Poituion. — Poisson a donné une autre méthode qui est susceptible d’assez de précision. Son procédé con-
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Fig. 189.
siste à faire osciller deux aiguilles aimantées d’abord séparément, puis sous l’influence de la terre et de l’une d’entre elles.
Soient (JH ( lig. 189) la trace du méridien magnétique, AB une aiguille aimantée suspendue horizontalement dans le plan du méridien magnétique: supposons que l’on écarte celte aiguille extrêine-
ment peu du méridien magnétique el qu’on la fasse osciller : ou pourra l’assimiler n un pendule composé: alors, en désignant paru le nombre d’oscillations qu'elle exécute en une seconde, par /.• le moment d’inertie de l'aiguille par rapport à l'axe de rotation, par /Tintensité de la composante horizontale du magnétisme terrestre, par m le moment magnétique de l’aiguille, par /sa demi-longueur, on aura
d’où
(1 ) («/- n2T!il. \
pour la seconde aiguille, ou aura de même (•j) m'f- ii'‘7rll/.
I; et k' sont des quantités que l'on peut déterminer : Gauss a donné pour cela un procédé expérimental; n et n sont donnés par l’observation: il suffirait donc d’une troisième équation pour calculer m, m' el f.
Pour cela, plaçons l’aiguille A’B' dans la direction GH. à une distance assez grande de AB pour que l’on puisse assimiler son action à une force parallèle, el de manière qu’clle soit de même sens que la composante horizontale du magnétisme terrestre. Puis faisons osciller l’aiguille AB sous ces deux influences, el soit n ’ le nombre d’oscillations exécutées en une seconde.
Nous supposerons dans ce qui va suivre que les longueurs a / et a /’ des aiguilles AB, A'IV sont assez petites pour que l’on puisse regarder tout le magnétisme comme concentré aux deux pôles. Soit de plus GG il. D’après cela, si nous appelons fi et jt' les quantités de magnétisme concentrées aux deux pôles, nous aurons
m — -i lu . m' — •! f fi .
Examinons maintenant les forces qui sollicitent AB, nous aurons d’abord la force mf et faction de A’B’ qu’il s’agit de calculer.
Pour cela, cherchons l’action des pôles A' el B’ sur le pôle A.
D’abord l’action du pôle B' est attractive et a peur expression
AÏV *" (rf- /-/’)*■
L’artion du pôle A' sur le même pôle e.sl répulsive et a pour expression
ÂA7* (ÏT-/+7)5’
donc l’action résultante sera
uf/ [ ~ ( rf - / + / v ’ ] '
On peut considérer celle force comme constante pendant toute la durée des oscillations, car, ces oscillations étant très-petites, on peut dire (|ue les distances mutuelles des deux pôles ne varient pas. L’expression précédente peut se mettre sous la forme
bien , connue . . _ . ; est très-petit .
Observons en passant t|ue cette formule fait voir <pie l’action réciproque de deux aimants de petite dimension est en raison inverse du cube de la distance.
Pour avoir l’action exercée par l’aimant A'B' sur le pôle B, il suffit de remplacer dans l’expression précédente / par - 1, ce qui donne, en changeant aussi les signes,
or (rf— Z)* est sensiblement éfjnl à rf-’^i — ^ et (rf -f-/ )3
donc la valeur approchée de la force .pii agit sur le pèle A sera
Afÿ»’ r
ir M'
ou bien, en multipliant les deux termes par i -f-jct négligeant . 1 x 4 /y/,.
La valeur approchée de la force ipii agit sur le pôle II sera i a fXfJ.ll ',fifx ..
Les deux forces > égales et parallèles, appliquées aux deux pôles A et B de l’aiguille, ont une résultante * 1 ^ qui passe au
milieu de la droite .pii unit les deux pôles; cette résultante a pour elfet unique de déplacer extrêmement peu l’aiguille de manière à faire prendre au lil qui la soutient une direction un peu différente de la verticale; mais comme cette force est très-petite, qu’elle a d’ailleurs à vaincre le poids de l’aiguille, et que le lil de suspension a été pris très-court, la déviation sera insensible. En résumé, l’aiguille VB oscillera sous l’action du couple terrestre et d’un couple
ayant pour moment 8 ^ — • Ce couple est d’ailleurs situé dans le
même plan .pie la composante efficace du couple terrestre.
Mois
mm
Vf
donc on aura dans le cas actuel
ni
•min il' )
ll"tTTiL
Cette troisième relation, jointe à celles .pie nous avons déjà trouvées, (.) et (o). permettra de déterminer ni. m’ et f.
En opérant par le procédé de Poisson, on peut arriver à une détermination assez exacte de l’intensité magnétique de la terre, mais
on ne pourra pas encore se mettre à l’abri des variations (pii surviennent pendant la durée de l’expérience.
Il faut nécessairement pour cela se servir d’un instrument qui n’exige qu’une seule lecture, ou bien employer la photographie pour enregistrer les observations.
Après ces considérations qui prouvent la nécessité de nouvelles recherches, nous allons exposer celles de Gauss cl Weber.
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294. DédinniMon. — Gauss et Weber ont inventé, pour mesurer la déclinaison, un appareil appelé magnéloinèlrc à un seul fil. Cet instrument se compose essentiellement d’un barreau aimanté d’environ o'“,7o de long, portant à une de ses extrémités un miroir et suspendu à un faisceau de fils sans torsion, de manière à être horizontal. A 5 mètres environ du miroir est un théodolite qui sert à faire les observations. Au pied du théodolite, et perpendiculairement à la direction de la lunette, est une règle divisée en centimètres et en millimètres. Voyons comment on peut, à l’aide de col appareil, mesurer les déviations de l’aiguille.
Soient CD (fig. 190 ) la règle divisée, AB l’aiguille aimantée et MN le miroir qui lui est perpendiculaire : supposons d’abord que AB soit perpendiculaire à CD et que P soit la division zéro de la règle. L’œil F,s- ’s0, placé en P verra par réflexion
cette division; mais si l’on suppose que l’aiguille prenne la position A'B', le miroir MN prendra la position .M'Y et l’on apercevra alors l’image de la division Q de la règle telle (pie 001 — IOP. Appelons V l’angle BOB', nous aurons
ce 1 p" p’ c d
BOB’-jPOQ:
r. IV. GmfiMviir s 1I1* |»Iiysi*|in‘.
49G LEÇONS SUR LE MAGNÉTISME TERRESTRE, d’ailleurs,
tang POQ = = tang nV.
Comme QP et OP sont ronnus, on en déduira V.
Si l’aiguille Al$ dans sa position primitive n’était pas perpendiculaire à CD. niais allait passer par une division P', on apercevrait non plus l image de la division P, mais celle d’une division P" telle que P*OP'=P'OP = V,'. On aurait d’ailleurs encore, en désignant par \ la déviation et par V, l’angle IOP,
lang POQ = ~ tango V,,
tangPOP’-=^i = IangaV;,
On pourrait donc encore calculer la déviation \ .
Cet instrument est susceptible d’une très-grande précision. En elfet. la règle peut être divisée en millimètres, et on évalue facilement les dixièmes de millimètre. 11 n’y a aucun inconvénient à donner au rayon du cercle une longueur de 5 mètres; par suite, la tangente du double de l’angle de déviation est connue à près, ce qui correspond à une précision de g de seconde.
Pour déterminer la déclinaison absolue, il suflira de chercher l’azimut dans lequel se meut l’axe optique de la lunette, ce qui est facile si cette lunette appartient à un théodolite ou à un cercle répétiteur. Il sullira de la diriger sur un astre dont la position soit bien connue. Un avantage considérable de cette méthode d’observation, indépendamment de la sensibilité qui peut être aussi grandi* qu’on voudra, c’est que tout petit déplacement du barreau qui n’est pas une rotation autour d’un axe vertical est sans influence sur les observations.
‘295. Intensité. — On obtiendra la composante horizontale de l’intensité magnétique du globe en faisant osciller le magnétoinètre sons l’influence de la terre, ou bien en observant la déviation que
produit sur le barreau aimanté un autre barreau dont la position est connue.
Pour déterminer les variations d’intensité, on se sert du magnétoinètre à deux fils. 11 consiste en un barreau aimanté AB (lig. 191) soutenu par deux fils mm, nri, peu distants l’un de l’autre. Ces deux fils sont dirigés de telle sorte que, si l’on remplace le barreau aimanté par un barreau de cuivre, celui-ci prend une position d’équilibre perpendiculaire nu plan du méridien magnétique. Il est clair que le barreau aimanté remis en place ne restera pas perpendiculaire
au méridien magnétique; par suite, les lils deviendront obliques et le centre de gravité du barreau s’élèvera, ün voit donc que l’on fait équilibre à l’intensité magnétique du globe par la pesanteur, et l’angle dont le barreau est dévié dépend de cette intensité. Cet appareil est extrêmement sensible et peut conduire à des déterminations très-précises dès qu’on a étudié sa marche.
296. Inclinaison. — Reste à mesurer l’inclinaison. On y arrive par un procédé très-détourné qui repose sur les phénomènes d’induction produits par la terre sur les conducteurs mobiles. Concevons un conducteur circulaire ACBD (fig. 199), dirigé dans le plan du méridien magnétique : si on le fait tourner autour d’un diamètre AB horizontal jusqu'à ce qu’il soit venu se placer dans un plan horizontal, on obtient un courant induit dont l'intensité est proportionnelle à la composante verticale de l’intensité du magnétisme terrestre. Au contraire, si on le fait tourner autour d’un axe
vertiral CD pour l’amener Hans un plan vertical perpendiculaire au méridien magnétique, on obtient un courant dont l’intensité est proportionnelle à la composante horizontale de l’intensité du magnétisme terrestre. En prenant le rapport de ces deux intensités, on obtient la tangente de l’inclinaison. H y aura des corrections à faire, parce que le diamètre AB n’est pas bien horizontal, que le diamètre CD n’est pas tout à fait vertical, et que l’on a pris pour méridien magnétique un plan qui ne coïncide pas exactement avec ce méridien. Mais on pourra toujours satisfaire très-approximativement à ces conditions. Ensuite on répétera les expériences de manière que les erreurs se produisent en sens contraire, et, en prenant la moyenne, on obtiendra des résultats très-exacts.
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297. Description des appareil*. — Les appareils qui servent à cette mesure sont disposés dans une salle qui a environ 1 1 mètres de longueur dans la direction du méridien magnétique.
Pour installer le magnétomètre, on commence par tracer approximativement avec la boussole ordinaire la direction de la méridienne magnétique. A l’une des extrémités de cette droite, l’extrémité sud. par exemple , on établit un support très-solide en maçonnerie sur lequel on place un théodolite; on y dispose aussi la règle divisée horizontalement et dans une direction perpendiculaire à la ligne méridienne que l’on a tracée, et on l’élève à une hauteur telle que le miroir du magnétomètre soit au milieu de la distance verticale qui sépare la lunette du théodolite de l’échelle graduée, afin que les rayons lumineux partis de la règle, réfléchis sur le miroir du magnétomètre, puissent pénétrer dans la lunette. Sur la paroi de la chambre opposée au théodolite on trace une mire verticale sur laquelle on doit pouvoir toujours diriger la lunette, ce qui permettra de constater que l’appareil n’a pas été dérangé. La distance du théodolite à la mire est à peu près double de celle qui sépare le magnétomètre de cet instrument, de sorte que l’on peut au besoin voir nettement les divisions de la règle et la mire, sans déplacer sensiblement l’oculaire de la lunette.
La salle des observations doit avoir une fenêtre disposée de telle manière que l’on puisse viser avec le théodolite, à peu près dans la même direction que la mire intérieure précédente, une mire verticale placée très-loin. Les coordonnées astronomiques de cette mire extérieure doivent être connues, c’est-à-dire qu’on a déterminé l’angle que fait avec la méridienne astronomique l’horizontale qui va de l’axe de rotation du théodolite à cette mire. Derrière le théodolite et près de l’observateur se trouve une horloge astronomique le long de laquelle est placé verticalement un barreau aimanté de petites
dimensions, dont la projection sur le parquet de la salle tombe sur la ligne méridienne que l’on y a tracée. La hauteur à laquelle se trouve ce petit barreau est d’ailleurs telle , que la direction prolongée de l’axe du magnétométre passe en son milieu. Il est aisé de voir que, dans celte position, cet aimant ne peut point déranger le magnétomètre. Nous dirons plus tard quel est son usage.
Au milieu de la salle, et sur la ligne tracée sur le plancher, on place le magnétmnètre. On lixe au plafond une règle de bois DU' (fig. 1 q3
Kijj. hj3
et ii)4| que l’on peut déplacer dans une coulisse MM' dont la direction est perpendiculaire au méridien magnétique. A cette règle sont
fixés deux appendices de métal E. E' qui sont traversés par une vis horizontale \'. Cette vis tourne dans l’écrou E. et son extrémité, qui est cylindrique, ne fait que glisser dans la cavité cylindrique dont est percé l’appendice E'.
C’est cette vis qui soutient le magnétométre par l’intermédiaire d’un lil J' enroulé dans le creux de la vis en allant de C vers B.
’94' Il résulte de celte disposition que,
lorsqu’on tourne lu vis pour la faire marcher dans la direction de B vers C. le fil s’enroule, et le point de contact se transporte sur la vis d’une quantité exactement égale à celle dont la vis a avancé : donc la partie verticale du fil occupe dans l’espace exactement la
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même position, de sorte que le magnétoinètre n’a fait que se déplacer verticalement. La vis porte un écrou mobile annulaire B; lorsqu'on a donné au magnétoinètre une position convenable, on
ramène cet écrou contre le support E et il empêche la vis de céder à l’effort qu’exerce le iil tendu par le barreau aimanté et qui la ferait tourner jusqu’à ce que le barreau vint rencontrer le sol. Le iil de suspension f du magnélomètre ( fig. i 9 5) est un faisceau de ooo lils de soie sans torsion. Pour obtenir ce faisceau, on enroule 100 fois un fil de soie sur une planchette étroite, suffisamment longue, en allant successivement d’une extrémité à l’autre; on fait glisser ensuite la soie hors de la planchette, et l’on a un faisceau de fils qui peut supporter un poids considérable.
. Ce fil soutient directement une tige de laiton II', qui se place perpendiculairement à la direction du méridien magnétique. Celte lige porte vers ses extrémités deux pointes i, t.
Ces deux pointes supportent deux anneaux oo' (fig. ig5) qui font corps avec une traverse M et un cercle horizontal gradué CC’
Fig. 196.
(fig. 196 et «97). Au-dessus du cercle, mais en contact avec lui, se trouve une alidade aa' (fig. 196) qui dépasse un peu le cercle.
oOi LEÇONS SLR LE MAGNÉTISME TERRESTRE.
Celle alidade peut tourner à frollemenl doux autour du centre du cercle : il faut que ce frottement soit suffisant pour qu’on puisse regarder le cercle et l’alidade comme formant un système invariable
Kij. 197.
lorsqu'on ne fait pas effort pour faire tourner l’alidade. Cette alidade est évidée à son intérieur, et le bord de la tranche intérieure porte un vernier qui se place naturellement devant les divisions du cercle horizontal CC'((ig. 1 97).
L'alidade an' porte à ses deux extrémités deux étriers ec (fig. t q8) sur lesquels se place le barreau aimanté AB. Enfin le barreau aimanté porte à son extrémité A un miroir m (fig. iq6). Le miroir
est fixé au barreau par l'intermédiaire de plusieurs vis (fig. 1 qq) qui permettent de le faire tourner autour d'un axe horizontal et d’un axe vertical. Il est placé à l’extrémité sud et constitue une partie
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du contre— poids qu'il fai.il nécessairement placer à cette extrémité pour que le barreau reste horizontal.
La ligure 19a donne une vue verticale de la partie supérieure de l’appareil : cette vue est prise dans le plan perpendiculaire au méridien magnétique.
La ligure 196 donne une vue verticale prise dans le plan du méridien magnétique.
La ligure 197 donne une vue horizontale de l’appareil; tout ce qui se trouve dans la ligure 1 95 a été supprimé dans celle-ci, excepté la traverse dd'.
La figure 198 donne une vue verticale d’un étrier, prise dans le plan perpendiculaire au méridien magnétique.
La ligure 199 représente le système de vis qui permet d’orienter le miroir, et enlin la figure 300 montre une partie de la règlp gra-
Kiy. *oo.
duée; les chiffres dont on regarde l’image dans le miroir au moyen de la lunette du théodolite apparaissent avec leur forme ordinaire.
Dans ces diverses ligures, les mêmes lettres désignent les mêmes objets.
Le barreau aimanté est placé dans nue boîte percée d’un trou à sa partie supérieure, pour laisser passer le lil de suspension, et d’une autre ouverture du coté du théodolite, pour que l’on puisse voir le miroir. La boite ne doit pas être trop grande, afin d’éviter les courants d’air qui troubleraient les observations.
L’expérience a montré la nécessité d’une précaution à laquelle on ne pensait pas être forcé d’avoir recours : la boîte se trouvant au bout de quelque temps traversée par des (ils d'araignée qui ôtent à l’aimant la liberté de ses mouvements, il faut avoir soin d'enlever ce» (ils.
2A)S. TlrHiirr» préliminaire*. — Avant do procéder aux observations, il faut faire un certain nombre de déterminations préalables. On mesure la distance horizontale de l’échelle divisée au miroir: cette distance est comptée sur la ligne méridienne que l’on
a tracée, ligne à laquelle la règle divisée est perpendiculaire. Si le miroir est formé de verre étamé, c’est à la seconde surface que se fait la réflexion; mais, à cause de la réfraction qu’éprouvent les rayons lumineux au travers de la lame de verre, les choses se passent comme si la surface réfléchissante était plus rapprochée. Soient, en effet, SI (flg. soi ) un rayon lumineux incident et IL le rayon réfracté dans le verre du miroir MM' : en désignant par n l’indice de réfraction , on a
sin f — n sin r,
et, comme les angles sont toujours trcs-petits, le rapport qui existe entre les sinus existe aussi entre les tangentes; donc
. tang i = « tang r.
Prolongeons SI jusqu’à sa rencontre en 1* avec la normale menée au point L, nous aurons dans le triangle IPR
IIU IIP tang i;
mais, dans le triangle donc on a
MIL. on a aussi
IR = RL tang r;
RP-RLr5^-
tang i
eu désignant par e l’épaisseur RL du miroir.
Le rayon réfléchi prolongé passe aussi par le point P; donc il se propage comme s’il avait été réfléchi sur une surface parallèle à la
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surface antérieure du miroir passant par le point P et située à une distance représentée par et il en est de même des autres rayons peu obliques. Si l’on prend n = ^ pour le verre, on a RP = ~ ■ Ainsi
il faudra prendre la distance de la règle divisée à la première surface du miroir et l’augmenter des deux tiers de l’épaisseur. Cette distance sera mesurée par les procédés ordinaires, à un millimètre près. Nous la désignerons par p.
On mesure aussi la distance du centre optique de l'objectif de la lunette à son axe de rotation : soit d celte distance.
Knfin on mesure la distance m du centre optique de l’objectif à la mire intérieure. Cette distance est sensiblement, égale à a p.
299. Manière ilr régler l'intlrumenl. — Pour régler l’instrument on commence par disposer le miroir perpendiculairement à l’axe géométrique du barreau aimanté.
Lorsque l'on considère ce barreau à un instant donné, sa position dépend de deux forces, la force de torsion du iil et l’action magnétique de la terre; ce que l’on constate dans les observatoires, c’est la position de la normale au miroir; or, il v a dans le barreau aimanté plusieurs lignes qu’il importe de distinguer :
i° L’axe magnétique;
2° L’axe de figure;
3" Une ligne que nous appellerons axe géométrique : c’est la ligne qui occupe la même position dans le barreau et dans l’espace, lorsque le barreau a été tourné de 180 degrés dans ses étriers, de manière que la face qui était tournée vers le haut soit tournée vers le bas, et vice versa.
La normale nu miroir sera généralement une ligne différente des trois précédentes; il importe de la faire coïncider avec l’axe géométrique. Pour cela on enlève le barreau aimanté de sa position ordinaire, et on le place sur un étrier fixe exactement semblable au premier. On regarde le miroir avec une lunette, et on se place de telle façon que l’image d’un objet vu par réflexion dans le miroir coïncide avec l’image directe : alors on est sûr que l’axe optique de cette lunette est normal au miroir. On retourne le barreau
dans son étrier: alors l’a\e optique de la lunette n’est plus en général normal au miroir; on fait tourner le miroir autour d’un axe horizontal ou vertical , de manière que l’angle formé par l’axe optique de la lunette avec la normale au miroir se réduise à sa moitié, puis on achève de faire coïncider ces deux lignes en déplaçant la lunette. On recommence les mêmes opérations jusqu’à ce que le miroir ne cesse pas d’être normal à l’axe optique de la lunette lorsqu’on opère le retournement du barreau aimanté; alors le plan du miroir est resté le même : or, il n’v a qu’une seule ligne du barreau aimanté qui soit restée fixe dans ce retournement, c’est l’axe géométrique, et, puisque le miroir qui lui est invariablement lié reste fixe aussi, il en résulte que l’axe géométrique est normal au miroir.
Une lunette n’est pas indispensable pour faire celte opération : on peut se placer devant le miroir en fermant un œil et regardant l’image avec l’autre œil. H faudra que cette image ne se déplace pas par le retournement du barreau dans ses étriers.
Le miroir étant ainsi réglé, on remet le barreau aimanté dans sa position ordinaire : il prend une certaine position d’équilibre. On pointe exactement la lunette du théodolite sur la mire intérieure et l’on ne doit plus changer son azimut jusqu’à la fin des observations. Dans cet étal de choses, le plan vertical passant par l’axe optique de la lunette fait un certain angle avec la normale au miroir, angle qu’il
faut évaluer. Soient (fig. aoa) GM la projection de l’axe optique du théodolite sur un plan horizontal, MN la projection de la normale au miroir; l’angle qu’il faut évaluer est a = NMG.
En regardant dans la lunette, on verra coïncider avec la croisée des fils du réticule l’image d’un certain point P de la règle divisée vue par réllexion dans le miroir. Il est clair que l’angle PMN est égal à NMG. Soit G la division de la règle comptée à partir d’un point arbitraire X qui correspond au point G; soit P la division qui correspond au point P : alors la longueur PG contient un nombre
Fig. sot.
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de divisions égal à P— G. Comme la règle divisée a été rendue perpendiculaire à la direction de l’axe optique GM, P — G est la tangente de l’angle aa dans le cercle de rayon j»~GM: donc
tanga#- — ■
On s’est arrangé de manière que cet angle a soit très-petit, de sorte que l'on peut prendre l’arc pour la tangente et l’on a
apa — P — G.
On voit que P — G est l’arc qui mesurerait l’angle a dans le cercle dont le rayon est a p. Nous conviendrons de rapporter tous nos angles à ce cercle de rayon a p, de sorte que nous prendrons P— G pour mesure de l’angle NMG.
Reste à dire comment on peut déterminer exactement la division de la règle contenue dans le plan vertical passant par l’axe optique de la lunette. Pour cela on se sera arrangé de manière que la règle divisée soit sur une verticale passant par la face antérieure de l’objectif de la lunette. On a pratiqué dans l’anneau qui porte l’objectif une échancrure dans laquelle peut passer un fil à plomb très-fin; la lunette étant réglée de manière à pouvoir viser la mire, on fait tourner l’anneau jusqu’à ce que le fil à plomb, vu au travers de la lunette, passe précisément par la croisée des fils du réticule; alors il est contenu dans le plan vertical passant par l’axe optique de la lunette; on n’a plus qu’à noter la division G de la règle sur laquelle vient battre le fil à plomb.
300. Erreur de collimation. — Gomme la détermination de la déclinaison est une opération qui doit être refaite souvent, on ne peut pas chaque fois déterminer l'azimut de la direction de l’axe optique de la lunette, et il est commode du rapporter cette direction à une autre bien connue. On la rapporte à la direction qui va de l’axe de rotation du théodolite à une mire éloignée
Soit AM (fig. qo3) la direction de l’axe optique de la lunette; soient O le centre de rotation du théodolite et OM' la direction qui va de ce centre à la mire éloignée M'. L’angle qu’il faut déterminer
esl MDM'=«. Après avoir lu la division devant laquelle se trouve le zéro du vernier, on tourne la lunette vers la inire M' et on lit la
division vers laquelle se trouve le zéro du vernier; la différence donne l’angle MEM'=AOB=jS. Or, dans le triangle DEM', nous avons a = /S — y, et, comme /3 est connu, il ne reste plus qu’à déterminer y. Si la lunette du théodolite avait son axe optique passant par le centre de rotation, l’angle y serait nul et l’on aurait a=-/3; voilà pourquoi y est appelé l’erreur de collimation.
Cette erreur peut être déterminée de deux manières différentes. On peut mesurer le rayon OA du cercle O, ainsi que la distance OM', et l’on a
OR
smy ou y = f7\T‘
Fit *o3.
Pour évaluer OB à une certaine distance du théodolite, on place une règle divisée horizontale sur laquelle on a mis un miroir dont le plan soit parallèle à celui de la règle. On s'arrange de manière que l’on voie l'image des fils du réticule, réfléchis sur le miroir, coïncider avec ces (ils ; si les lils du réticule ne sont pas visibles de la sorte, on leur substituera le lil à plomb dont il a été déjà parlé. Alors la règle divisée esl exactement perpendiculaire à l’axe optique de la lunette; on lit la division qui correspond à cet axe optique. On fait tourner le théodolite exactement de 180 degrés, et à cet instant, pour pouvoir encore viser la règle , il faut faire tourner la lunette de 1 80 degrés dans un plan vertical; on lit la division qui correspond à l’axe optique, et la différence RS (fig. aoA) est justement le diamètre AB du cercle O. Il est clair que cette détermination sera d’autant plus
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précise que la règle RS sera plus près de AB, parce que le défaut de parallélisme des deux rayons AR, BS sera moins sensible.
Quoique très-exacte, cette méthode serait trop longue; on opère ainsi qu’il suit. Après avoir lu la division à laquelle correspond le vernier lorsque la lunette a la position BM', on fait tourner le théodolite de 180 degrés environ, on retourne la lunette et on vise la mire M'; alors l’angle BM'B'=9y. On lira donc la division devant laquelle se trouve le zéro du vernier, et la différence entre la division qu’on lit et celle qu’on a lue lorsque la lunette était en BM' donne un certain nombre de degrés dont la différence avec 180 degrés est précisément l’angle ay. L’angle cherché sera donc
301. Angle üzimutai dea deux mire». — Pour déterminer l’angle azimutal de la mire intérieure et de l’autre mire extérieure dont la position par rapport au méridien est connue, on vise la mire intérieure avec la lunette, puis on fait tourner l’alidade de 180 degrés, on retourne la lunette sur ses tourillons et l’on vise de nouveau. Soient A. A' les deux lectures : on fait, par rapport à la mire extérieure, les mêmes lectures B. B', et, si l’on appelle z l’angle azimutal des deux mires, on a
302. Rapport du moment magnétique de l'aiguille au moment du couple de toraion du fil. — Pour procéder aux observations, on abandonne le barreau aimanté à lui-même: il prend une position d’équilibre sous l’influence du magnétisme terrestre et de la torsion du fil. 11 faut tenir compte de cette torsion dans les
observations. Désignons par ~ la division de la règle vers laquelle se dirigerait l’axe magnétique du barreau aimanté s’il n’y avait pas de force de torsion, et par ^ la division vers laquelle il se dirige
réellement. L’angle très-petit formé par ces deux directions, mesuré dans le cercle de rayon a p, est M, — M,. Donc, en appelant fi le mo-
ment magnétique du barreau aimanté, le roupie qui le sollicite à prendre la direction M„ est p(M|— M„), en remplaçant le sinus par
l’arr. Soit ^ T la division vers laquelle se dirigerait l’axe magnétique si la force de torsion existait seule, l’angle de torsion mesuré dans le cercle dont le rayon est a p est T— M,. En désignant par /a' la force de torsion du fil pour une torsion égale à i degré, le couple de torsion a pour moment
donc
ou bien
en désignant par n le rapport du moment magnétique de l’aiguille au moment de torsion du fil. On en déduit
( i +» )M, = nM„+T.
Gela posé, imaginons que l’on saisisse le cercle gradué GG' avec la main et que l’on fasse tourner l’alidade an' d’un angle k, de manière à augmenter la torsion du fil. Get angle k. rapporté au cercle de rayon ap, a pour expression a pk.
Soit maintenant Ma la division vers laquelle est dirigé l’axe magnétique de l’aiguille, on a
( i + ») Mj-=»M,+T 4- *pk.
d’où, en retranchant IVquation précédente,
(i + n)| Mj - M,)=» opk
et
Les directions M2 et M, ne sont pas observables, mais on peut connaître l’angle qu’elles forment, comme nous allons l’indiquer.
Soient OM„ (fig. aoô) la position primitive de l’axe magnétique du barreau, OS„ la position correspondante de la normale au miroir :
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on peut . par l’observai ion, connaître la division ^ S„ vers laquelle est dirigée la normale an miroir. Soient de même M, et S, les positions de l’axe magnétique et de la normale au miroir dans la seconde observation : on pourra
également déterminer la division ^ S,.
Mais l’angle M„OS„ est resté le même; on a ainsi
Ki». ni.
et par suite
donc
M.OS.-M.OS
Celle équation permettra de déterminer le rapport //. et. en résumé. les opérations à effectuer seront les suivantes :
i° On observera la division S„. dont l’image réfléchie par le miroir sera en coïncidence avec le lil de la lunette.
On fera tourner l’alidade an de l’angle k. de manière à augmenter la torsion du fil.
3" On notera la nouvelle division S, qui est cachée par le lil vertical de la lunette.
Ces diverses observations se font très-exactement: comme la distance de la règle au miroir est assez grande, ü mètres environ, un angle d'une seconde est facilement appréciable dans la déviation du barreau aimanté11'.
*l) Non* avons design*’ par — — s — les divisions vers lesquelle* tmnl dirigés Taxe iiia- 3 1
gnétique et la normale au miroir, parce que nous sommes contenus de rapporter tons les angles au cercle de rayon *i p et que, dans ce cercle, les angles en question se trouvent mesurés par M„, S.. D'ailleurs le nombre de divisions S„ est le nombre lu sur la règle, car, pour avoir l'ongle de la normale avec l'axe optique de la lunette, on prend la division dont l'image vient se former au point de croisement de* fils du réticule, et celle division est très-sensiblement double de celle vers laquelle est dirigée la normale au miroir.
\tnDKT, IV. — Onlérences de physique.
Mi
:,t-j Lur.o.NS sun i.t: macnktismk ter kestiik.
Ilrter minât ion du pion d'équilibre de» tor»ion
— Les observations précédé nies étant faites, on enlève le barreau aimanté du magnélomètre. et on le remplace par un barreau de laiton, exactement semblable, muni d'un miroir convenablement réglé et portant en son milieu un barreau aimanté de faibles dimensions. On fait avec le second barreau les mêmes observations qu’avec le premier, ce (pii conduit à une nouvelle équation de la forme
V l'aide de ces deux observations on pourra avoir la valeur de T. c'est-à-dire l'azimut pour lequel le fil se trouve sans force de torsion. En effet, nous avons les deux relations
1 1 -)-« ) M, hM„ i T.
(i +„')«; mM„ i-t.
d’où, eu éliminant ,M„.
I h — w‘ ) T n | i + «’ ) M — ii’ ( i -j— n t M , .
Les rapports n et »' sont connus, et il ne reste plus, pour avoir T, qu’à connaître M,. M,'.On \ oit qu'il est avantageux (pie n soit très-différent de n': de là le choix du barreau auxiliaire. Il ne Inut pas non plus que n' soit trop petit ou nul. aliu d’éviter l’influence des courants d’air, et pour qu’il soit possible de ramener le barreau en équilibre parla méthode ordinaire.
30/|. Correction relative à Unité du miroir nver l'ose magnétique de l'aiguille. — Keportons-nous à la (ijjure an» et désignons par a l’angle S,OMj mesuré dans le cercle de rayon au: nous aurons M, S| — <r. On connaît S, : tout revient donc à calculer a. En remplaçant M , par cette valeur, l’équation d’équilibre sera
lictournons maintenant l’aiguille dans l’étrier de la manière indiquée précédemment et faisons une nouxellc observation: la nor-
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male au miroir sera, je suppose, dirigée vers la division S4, el alors lu division Ms, vers laquelle se dirige l’axe magnétique de l’aiguille,
sera S.j+tr. Il est clair, en effet, que l’axe magnétique n’a pas changé de direction dans l’espace, mais, par suite du retournement, la normale au miroir qui coïncide avec l’axe géométrique de l’aiguille a passé de l'autre côté de l'axe magnétique, en faisant toujours avec lui l’angle <r.
Quant à la division T\ vers laquelle se dirigerait l’axe magnétique si la terre n’intervenait pas el que la torsion du lil agit seule, elle sera
Kn elfet, soient IT l lig. au 6 ) sa direction avant le retournement, el IN la position de la normale au miroir, qui est aussi celle de l'axe géométrique «le l'aiguille: l'angle TIN sera a. Soit maintenant IT’ la seconde position de l’axe magnétique, toujours en supposant que la torsion agisse seule; la ligne IN n’ayant pas changé dans le retournement, on aura encore
luli.
donc
MT' ct ;
T T-j-eo-.
Il résulte de là que l'équation d’éipiilihre après le retournement sera
uM„ = | I -f- ») ( S2 — I T I |T+-><7|.
Kn combinant celle équation avec la précédente, il viendra ( t — )— « ^ ( S.j — S, H- '!ir) — 'ICT o.
d’où
Les calculs que nous venons de faire sont relatifs au cas où l'axe magnétique est placé par rapport à l’axe géométrique comme l’in—
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«liiiuc la ligure -loi), c’est-à-dire «le telle sorte «|u’un observateur avant l’œil en 0 et regardant dans la direction OS, aurait l’axe magnétique à sa gauche. Si l’axe magnéti<pie «'lait placé à sa droite, on aurait
<*l , eu recoiiiinençaiit les calculs, on s’assurerait aisément «|ue la formule précédemment écrite subsiste encore.
Faisons maintenant la même opération avec le barreau de laiton muni du petit barreau aimanté, nous trouverons
; j et a étant connus, M, <*t M,' le seront aussi, et par suite il en sera de nubile de T.
Dès lors il est facile d’avoir l’angle que fait l’axe magnétique do l’aiguille avec l’axe optique de la lunette. Kn effet, cet angle «*st
V - car l’axe optique passe par la division G et l’axe «le
rotation «lu magnétomètro. tandis que l’axe magnétique passe par la division JM„, ou plutôt il passerait par cette division si la torsion n’existait pas. Rcmartpions «pic l’angle V est ici mesuré dans le rercle «le ravon i. Quant à M., sa valeur sera donnée par IVquatinn
dans laquelle a et T sont connus. On aura donc
■xpn
Si à l’angle V on ajoute l’angle que fait l’axe optique du théndolite avec la méridienne nstrnnonmpic dont l’azimut est connu par rapport à la mire placée à l’extérieur «le l’observatoire, on aura la valeur de la déclinaison absolue.
Dans les opérations «pie nous venons de d«*crire. il y a six lectures à fain*. celles des divisions S„, S,. S2. SJ. SJ, SJ, outre celle «le l’angle Ces observations auront une durée assez grande pour que.
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pendant ce tt“iii|)s. I<i déclinaison «il varié d’une manière appréciable: il est donc nécessaire de faire éprouver quelques corrections aux résultats de l’observation. On peut pour cela employer deux moyens : opérer par la méthode des alternat i\ es. ce qui augmente encore le nombre des lectures, ou bien se servir d’un autre barreau aimanté destiné à donner les variations qui affectent la déclinaison. On corrige alors, d’après les indications de ce second appareil, les valeurs des angles S„, S, , S2. SJ, S,', SJ. en les rapportant à l'époque moyenne des observations.
305. Calrnl definitif «Ira obaervationa. — Il y a encore une autre correction à faire, l/angle V, auquel nous sommes parvenus précédemment, mesure l’angle que fait avec l’axe optique de la lunette l’axe magnétique de l’aimant, lorsque la lunette vise sur la mire intérieure. On connaît de plus l’angle dont le sommet est sur
l’axe vertical de rotation du théodolite cl dont les côtés aboutissent aux deux mires intérieure et extérieure, angle que nous avons désigné déjà pur z; l’angle que l’on a besoin de connaître pour l’ajouter à V ou l’en retrancher est l’angle que fait l’axe optique de la lunette visant la mire intérieure avec la ligne qui va de la mire extérieure à un point de l’axe vertical de rotation du théodolite, tous ces angles étant supposés projetés sur un plan horizontal. Or cet angle peut se déduire des données précédentes, comme nous allons l'indiquer.
L’angle azimulal des deux mires que nous avons appelé .* a son sommet au centre de rotation C, défini plus haut, et ses extrémités sur la mire M ( lig. 307) et sur le signal méridien Z. L’angle qu’il faut connaître est l’angle MDZ de l’axe optique de la lunette avec la ligne CDZ dont l'azimut est connu. Dans le triangle <il).M on a
MDZ « MLD + DMC- .-i DMC.
Fig
l'our f« i i-e la correction, il faut connaître deux autres éléments. Il faut déterminer les divisions (î et G <jui correspondent au fil à plomb suspendu devant l’objectif avant et après le retournement du la lunette. Soit [f~ — ; cette longueur sera précisément In dis-
tance CC' du centre (i à une perpendiculaire à l’axe horizontal de rotation menée par le centre O de l’objectif. Soit K le point où cette perpendiculaire coupe la ligne CZ. on aura
l)MC l)MR f-KMC.
Or. dans le triangle KMC , ou a
siu KMC. CE sin KMC siu MCE K\l siu ;
ou sensiblement
KMC- p-|j sin :.
Mais, dans le triangle CC'K,
CK
sin CKC
siu ;
à très-peu près: donc
KMC
KM
O K KM
i/ étant 1 erreur leur valeur.
de collimation. Donc, en remplaçant les angles
^OKv KM -
par
Si l’on mesure la distance il du rentre de l’objectif à Taxe de
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rotation, on aura, cil négligeant (les quantités très-petites.
OK -il KG' il — g rot
et si l'on appelle m la longueur OM. distance du centre optique de l’objectif à la mire intérieure, on aura à peu près
KM m -j- il g roi:.
d’oii l'on déduit, en substituant ces valeurs de OK et KM dans l’expression de h,
lt r . _j_ </ h- v (d — g cot : ) m + H — q cot :
Kn » ajoutant l’angle V — ^ "" que fait l’ave magnétique du barreau avec l’ave optique de la lunette, on aura la valeur de la déclinaison absolue.
D’ailleurs nous avons vu | 304 I que
ipn
<rl
on a donc en définitive pour la déclinaison absolue cherchée u(i+T — (i + h S, — üt'i ii 4 r Itl — O col : 1
•i pu ii i i il — i/ lot :
Celle valeur est de la forme
Lorsqu’on aura déterminé les constantes il et b, celte formule donnera x au moyen d’une seule lecture. Il conviendra de vérifier les constantes a et l> à des intervalles de temps qui ne soient pas trop éloignés.
Il nous reste à faire une remarque : c’est que le barreau aimanté oscille constamment pendant les observations. On ne peut donc pas observer la direction de la normale au miroir. On prend pour S, la moyenne entre les trois divisions S'. S", S'" vers lesquelles sp trouve dirigée la norinalc-au miroir lorsque le barreau aimanté a trois
positions extrêmes successives.
Pour <|ue cela soit légitime, l'amplitude totale - — S* doit £lre très-petite. Pour rendre les oscillations très-petites, on se sert du barreau aimanté placé près de la pendule sidérale: l’observateur le met dans une position perpendiculaire au méridien magnétique, ses pôles étant tournés de façon que leur influence contrarie l’oscillation que le barreau du magnétomètre exécute en ce moment. Puis, lorsque ce barreau rétrograde, on retourne brusquement le barreau aimanté, de manière à contrarier encore l’oscillation. En continuant ainsi, on parvient très-vite à rendre les oscillations suflisamment petites. Tel est le procédé assez pénible qu'employait Gauss; on arrête maintenant avec la plus grande facilité les oscillations en disposant dans le voisinage du barreau des masses plus ou moins considérables de cuivre rouge, dans lesquelles se développent des courants induits qui réagissent sur l'aimant mobile et tendent à le ramener au repos.
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306. Identité fondamentale de la méthode de tiauRR et de la méthode de Poioeon. — La méthode employée par Gauss et Weber pour déterminer l’intensité du magnétisme terrestre est fondée sur le même principe <pie celle de Poisson , mais elle a reçu de grands perfectionnements.
La méthode de Poisson consiste, comme nous l’avons dit, à faire osciller isolément deux aiguilles sous la seule influence de la terre, puis à faire osciller l’une d’elles sous l’influence combinée de la terre et de la seconde aiguille et à comparer les nombres d’oscillations effectuées pendant le même temps. Mais les nombres d’oscillations accomplies par la première aiguille dans l’un et l'autre cas pendant un temps donné ne diffèrent pas beaucoup; en etfet. pour pouvoir assimiler la première aiguille à un pendule oscillant sous l’action d’une force constante en intensité et en direction, il faut placer l’aiguille auxiliaire à une grande distance et de plus choisir une; aiguille dont les lieux pôles soient assez rapprochés. Il résulte de là que l’action de cette aiguille auxiliaire est assez faible par rapport à celle i|ue la terre exerce et n’apporte ipic peu de variation dans le mouvement de l’aiguille oscillante. Il faut donc s’appuyer sur la mesure de trèspetites variations pour mesurer une quantité très-grande, et il est clair que la méthode n’est point susceptible de précision.
Dans la méthode de Gauss, l’aiguille auxiliaire est mieux placée; ou ne mesure plus la différence entre les nombres des oscillations que fait une aiguille d’abord sous l’influence unique de la terre, puis sous les actions réunies de la terre et d’une autre aiguille aimantée, mais le déplacement que subit l’aiguille mobile en équilibre sous l’action d’une aiguille auxiliaire, lorsque cette aiguille est placée dans une position convenable, et, comme l’angle de déviation peut être mesuré avec une extrême précision, les résultats sont trèsexacts. Nous allons établir d'abord les formules qui serviront à dé-
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terminer l’intensité «le lu composante horizontale du niaj'nétisme terrestre; nous dirons ensuite comment on détermine les constantes qu'elles renferment.
Supposons que l’on fasse osciller une aifpiille aimantée sous l’influence de la terre. Soient t la durée d’une oscillation, M le moment magnétique de l’aiguille, c’est-à-dire le moment du couple représentant l’action que la terre exercerait sur l’aiguille si son intensité était l’unité et si l’aiguille était perpendiculaire à la direction du méridien magnétique; T l’action qu’exerce sur l'unité de magnétisme la composante horizontale du couple terrestre, et k le moment d’inertie de l’aiguille par rapport à l’axe de suspension : nous aurons pour déterminer M lu relation
Celte formule n’est autre chose que celle du pendule composé: en effet, cclle-ei est
I étant la distance du point d’application de la force qui produit les oscillations à l’axe de suspension. Or, si l’on appelle p la quantité de magnétisme libre. TV sera l’attraction de la terre sur l’un des pôles, et il v aura une répulsion égale sur l'autre. Ces deux forces s’ajoutent pour produire le même effet, de sorte qui- g doit être remplacé par iTfi. On a donc au dénominateur :»/pT: or, *j Ip est
fr iiy.
le moment magnétique de l’aiguille employée, car le point qu’on doit considérer ici comme le point d’application île l’attraction terrestre est le pôle, et par suite I désigne la distance du pôle à l’ave <lc suspension et a / la distance des deux pôles.
Pour déterminer M et T il faut une autre équation. On Publient
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i*n cherchant l'angle dont l'aiguille AB ( fijj. ao8), qui a servi dans l'expérience précédente, dévie une aiguille A'B' priinitivement dirigée dans le plan du méridien magnétique; l'aiguille \B est supposée perpendiculaire à ce plan, et son prolongement va passer par le milieu (P de l’aiguille mobile.
Soit A J B | la position nouvelle que prend l’aiguille mobile: désignions par \ l’angle A'C’AJ, par r la distance BC’ qui est sensiblement égaie à BA\ par Ai- la longueur AB et par p et \x les quantités
de fluide libre en A et en A' : la répulsion entre A et A' est : —
(c +- Ac)
l’attraction entre B et A' est f-jy ■ Comme BC' est très-grand par
rapport à AB et A'B', on peut, dans une première approximation, regarder ces deux forces comme ayant même direction, et leur résultante est sensiblement égale à
-jpii'lr
r r + Arj* r'
Ce produit ojzAr du magnétisme libre dans les deux pôles par la longueur de l’aiguille, qui est à très-peu près la distance de ces pôles, est le moment magnétique M de l’aiguille AB; la résultante des actions sur le pôle A' a donc pour expression
ja\l
Ce pôle B’ sera sollicité par une force qui aura sensiblement la même valeur (pie la précédente, lui sera parallèle et de sens contraire. lies deux forces produiront un couple dont le moment est
I' étant la longueur A'B'. Ce couple est tenu en équilibre par le couple terrestre TfiTsinV: en écrivant que ces deux couples sont égaux, on a l'équation
V/ sinV ,
d’où l’on lire
( a ) >ang V ^ •
On voit ijik* , (Ihiis cette expression, le prodnil n'I' disparaît, de sorte <i(i*i»n n’ii pas à s’inquiéter du nioinenl magnétique de l'uifjuil 1<* mobile, ee qui n'est pas un des moindres avantages de celte métbode.
Cette équation (•»). dans laquelle V et r sont connus, déterminera le rapport .j. ; comme le produit MT est déterminé par l'équation ( t ) , il sera bien facile de déterminer T.
Tel est le principe de la méthode employée par Gauss pour la détermination de l'intensité magnétique fie la terre.
Celte méthode donne non-seulement le moyen de trouver le rapport de l’intensité magnétique de la terre en différents lieux, indépendamment de toutes les variations qui peuvent survenir dans l’état magnétique des aiguilles employées, mais elle permet encore d’évaluer l’intensité absolue au moyen îles unités de force ordinaires. Il suffit de faire un choix convenable d’unités. L’unité de force sera le kilograminètre, et nous appellerons unité de magnétisme libre une quantité de magnétisme telle, qu’en agissant à l’unité de distance sur une quantité de magnétisme égale à elle-même elle ait une action égale à l'unité de force.
Avant d’aller plus loin, il est nécessaire de rappeler quelques hypothèses généralement admises sur la constitution des aimants. Concevons un barreau aimanté dans lequel toutes les molécules de magnétisme libre sont sollicitées par des forces égales et parallèles dirigées dans un sens pour les molécules de lluide austral et en sens contraire pour les molécules de fluide boréal. La quantité de fluide austral qui se trouve libre dans le barreau aimanté est exactement égale à celle de fluide boréal, car l'expérience montre que, dans l'hypothèse de l’existence de ces fluides, leur séparation ne se fait que dans les éléments magnétiques, et, avant la séparation, ces deux quantités de fluides se neutralisaient exactement. 11 suit de là que. si l’on regarde comme positif un élément dm de fluide austral par exemple, et comme négatif l’élément correspondant de fluide boréal t pii agit en sens contraire, on pourra dire que la masse totale de fluide libre du barreau aimanté est nulle. Il peut paraître étrange <le dire qu’une quantité de lluide analogue à une masse est regardée
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comme négative, mais ce n’est là qu’un langage de convention. Si fi et fi sont deux quantités de Huidc qui agissent l'une sur l’autre à
la distance r, leur action mutuelle peut être représentée par ^jr">
f étant le coefficient spécifique de l’attraction ou de la répulsion. Lorsqu'il s’agit d’une attraction, nous regarderons ce coefficient comme négatif, et alors nous le prendrons positivement lorsqu’il s'agira d’une répulsion. Mais ici il \ a attraction lorsque les deux quantités de fluide fi et fi sont de nature contraire, et répulsion lorsqu'elles sont de même nature. Nous pouvons donc nous dispenser d’écrire ce coefficient f, à la condition de regarder les quantités de fluides de nature contraire comme affectées de signes contraires.
307. L'action de la terre aur l'aiguille aimantée me réduit à un roupie qui dépend à la foi» de l'intenaité magnétique terrestre, du moment magnétique et de la direetion de l’axe magnétique de l'aiguille. — Concevons un barreau aimanté placé dans une position quelconque : l’expérience prouvant que la décomposition du fluide magnétique ne se fait que dans chaqjie particule infiniment petite, et les quantités de fluide austral et boréal étant évidemment égales dans chaque particule. il est facile d’en conclure que l’action de la terre sur un barreau aimanté se réduit à un couple.
L'intensité de ce couple dépend de l'état magnétique de l’aiguille, du lieu où elle se trouve, et de sa position en ce lieu par rapport au méridien magnétique. .Nous allons chercher une expression de ce couple dans laquelle entreront le moment magnétique de l’aimant i*l la direction de son axe magnétique, ce qui nous permettra de définir d’une manière précise ces éléments qui jusqu’ici n’ont eu [mur nous qu'un sens assez vague.
Considérons un élément dm de fluide magnétique libre, appelons I* l’action de la terre sur l’unité de magnétisme : son action sur l’élément dm sera P dm et fera avec trois axes de coordonnées rectangulaires Ox, Oy, Oz des angles que nous désignerons par a, /S. y. Si nous appelons .r, y, t les coordonnées du point dm. les composantes de la force P dm parallèles aux axes seront
Pensa*/*». Pcos/3*/wi, P cos y dm.
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Comme toutes les forces élémentaires sont deux à deux égales et opposées , l’action totale se réduira à un couple. A cause de cela nous allons chercher seulement les sommes des couples élémentaires dont les axes sont parallèles aux trois axes de coordonnées. Les trois composantes précédentes nous donnent, suivant Ox, Oy, Or, les trois couples
l*r c os (S dm Py eos y dm .
Pxc s y dm l’rcns atlm,
Py cos ailm P.r cos jS dm.
Si nous intégrons chacune de ces expressions dans toute l’étendue du barreau, eu observant que a. (3. y sont constants à cause des faibles dimensions du barreau, nous obtiendrons pour les composantes du couple terrestre relativement à l’aimant considéré les expressions suivantes :
P cos (S | zJm — P cos y j ydm.
P cos j- I .rdm P cos a jzrlm.
P cos a Mfém P cos ;3 | .ni III :
et en posant
\ = j x il m , Y | y dm, j r ilm ,
lions aurons pour valeur des trois roupies
PZcos/5 — PY cosy.
PXeosy P/ cos a.
PY cos a -- P\ cosjS.
Yppelons a, li, c les trois angles que fait avec les axes de coordonnées la direction telle que les cosinus de res angles soient proportionnels à X. Y. /. de sorte que
cos a cos b cos r
les expressions précédentes deviendront
PtYI fcoscros.Ê — cos A cos y ).
PY1 (cosocos y cosccosa).
PM ( cos h cos a — cos a ros jS ) ,
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et par conséquent l’intensité G «lu couple résultant sera «lonnée par l’équation
G PM y/ ( cosc cos^ — cos b cos y )■-)- ( cosfl cos y cosc cosa )'-
+ ( rosi cosa — COSfl cnsjS)2.
Si nous développons la quantité sous le radical . en observant que
cos2 a + r os2 fi + cos2 y — i ,
nous pourrons la mettre sous la forme
cos2 c | i cos2 y 1 4- ros* b [ i — cos2 fi ) 4- cos2 a ( i — cos2 a )
•l cos /S cos y cos I) cosc •« cosa cos y cosa cosr
•i cosa cosjS cos « ros»;
et. puisque
«•os2 fl 4- cos2 li -f- cos2 r i, la quantité sous le radical devient
i — | cosa cos« 4- cos/3 cos/# -(-ros y cosc)2.
Désignons par v l’angle de la direction a, b. c avec la direction a, fi, y suivant laquelle agit le magnétisme terrestre; on a
ros — cosa cos« 4- ros /3 ros b -• cosy cosc;
donc
I 3 ) fi — PM sin v.
308. Am mnfrnéliqiie , moment mMKnéli<|UC d'nn barreau aimanté. — On trouve donc pour G une expression «pii est b* produit d’une quantité M par le sinus d’un angle a>. M ne dépend que de l’aimant «jue l’on considère : c’«*st ce «pie nous appellerons le moment magnétique de cel aimant; se est l'angle d’une certaine direction avec la direction a, fi, y. Cette direction faisant avec les trois axes de coordonnées d«‘s angles a, li.r. ce sera celle de \'uxe magnétique du barreau.
On voit par là que l’a\<* magnétique est déterminé seulement «le direction, mais non de position, en sorte qu'il y a en réalité une infinité d'axes magnétiques.
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Celte direction et le uioineul magnétique M jouissent d’une propriété remarquable. Imaginons un plan dont la normale fasse avec les axes de coordonnées des angles À, fi, v et dont la distance à l’origine soit égale à r, et cherchons la somme des moments par rapport à ce plan des quantités de magnétisme libre dans les divers éléments de l’aimant; x, y, z désignant les coordonnées d'un de ces éléments dm, sa distance au plan sera
•r cos A-)- y cos + c rose — r;
le moment de la force P dm est donc
PfxcosX + ycoSfi + rros»' rjdrn ,
et par suite on aura pour la somme des moments, par rapport au plan considéré, des quantités de magnétisme libre dans le barreau.
| P ( x cos A -f- y cos /* 4- r cos v — r) dm
PcosA | xdm -4- P cos/* j y dm h l’cos r J ; dm — Pc j dm — P(XcosA+Y cos/i-t-Zeosr);
car Pr j fl m — o, puisqu’il y a dans le barreau autant de magnétisme austral libre que de magnétisme boréal.
Dans l’expression précédente, remplaçant X, Y, Z par leurs valeurs en n, h, c, on aura
PM (cos A cosn +COS fi rosA+ rostres r) = PM cosip,
Ç désignant l’angle que fait la normale au plan avec la direction a. b, c.
On voit par ce qui précède que le moment des quantités de magnétisme libre dans l’aimant par rapport à un plan ne dépend nullement de la position absolue du plan, mais uniquement de sa direction. On voit de plus (pie ce moment est maximum et égal à PM quand <p = o. c’est-à-dire quand le plan est perpendiculaire à l’axe magnétique. Ainsi on peut dire que le moment magnétique de l’aimant est la valeur maximum de toutes les valeurs que prend la somme des moments des divers éléments supposés sollicités par des
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forces parallèles et écoles à l’unité, cette somme étant prise par rapport à un plan, lorsqu'on fait varier l’orientation de ce plan; et l’ave magnétique est toute droite perpendiculaire à ce plan pour lequel la somme des moments des forces élémentaires P dm est mo.ximum et égale à PM.
Il résulte encore de ce que nous venons de dire (pic la direction de l’axe magnétique définie par les angles n, li, c est indépendante des axes de coordonnées choisis, car il est clair que la direction du plan du maximum des moments n’en dépend pas; elle n. par rapport à l’aiguille, une position bien déterminée. La quantité M ne dépend pas davantage des axes que l’on a choisis, mais seulement de l’aiguille employée.
300. L'action île In composante verticale équivaut à un déplacement du centre de gravité. — Nous avons trouvé que l’expression du couple résultant de l’action de la terre sur l'aiguille aimantée est PM sin a. Si l'aiguille est librement suspendue par son centre de gravité, de telle sorte qu’elle soit entièrement soustraite à l’action de la pesanteur, elle ne pourra rester en équilibre que si le couple est nul, ce qui exige que l’on ait «=o, c’est-à-dire que l’axe magnétique de l’aiguille ait précisément la direction suivant laquelle agit le magnétisme terrestre. Le plan déterminé par la verticale et par la direction que prend l’axe magnétique de l'aiguille en équilibre est précisément ce qu’on appelle le méridien magnétique.
Mais si l’axe magnétique de l’aiguille n’est pas parallèle à la direction de la force P, le couple résultant n’est pas nul, et alors son moment linéaire a une certaine direction. Pour voir plus simplement quelle est cette direction, nous prendrons pour axe des x la direction de la force P, et nous ferons passer le plan des xy par la direction de l’axe magnétique. Nous aurons dans celte hypothèse
cos a — i . cos jS — o , cos y — o. cos c — o . -
Alors il 11e reste plus qu’un couple composant, PM cos b. dont le moment linéaire est dirigé suivant Taxe des r. Comme — ~ b = a = u,
Vkiiiikt, l\ . — r.onféwnce« «le |»liysi*|ii**.
ce couple, qui est le couple résultant, a pour expression PM sin ce,
■ ce que nous savions déjà; ruais maintenant ce roupie est entièrement déterminé, puisque nous connaissons son moment et que nous savons que son plan passe par l’axe magnétique de l'aiguille et par la direction de la force P.
Il est clair que ce roupie résultant peut être remplacé par l’ensemble de deux forces P, - P égales et parallèles à la direction suivant laquelle agit la terre, de sens contraire, appliquées en *l|! ’°9 deux points quelconques A, A' ( fig. sroq) de l’axe
magnétique, distantes de r et avant une intensité égale à — • Il y aura toujours une de ces forces qui fera un angle aigu avec la verticale supposée dirigée de bas en liant. Nous pouvons prendre pour point d’application de celle-là le rentre de gravité de l’aiguille. PM
Alors cette force — pourra être décomposée en deux, l’une dirigée
de bas en haut suivant la verticale, et l’autre horizontale. .Si l’on désigne par » l’angle de la verticale avec la direction suivant laquelle agit la terre, la première de ces composantes aura pour ex-
PM . . i • . i PM • • ,,
pression — cos i et la composante horizontale sin i. Un peut
aussi concevoir que l’autre force soit décomposée de la même manière. Alors le couple dont le plan avait une direction quelconque se trouve décomposé en deux autres dont l’un a son plan vertical et l’autre son plan horizontal. Considérons celui dont le plan est vertical : celle des deux forcesT', — T' qui est dirigée de bas eu haut étant appliquée au centre de gravité G, nous pourrons disposer de la distance r à laquelle se trouve l’autre pour que son intensité*
cos i soit précisément égale au poids v de l’ai—
r . . , PM ,
Kif.. t,o. guillc; il suflit de poser r«= — • Alors l’effet de
cette force est détruit par ce poids, et il ne reste plus que l’autre force du même couple appliquée en H ( lig. *iio) et tirant ch* haut
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en bas. Si l’on fait passer le (il (le suspension par ce poinl de manière à le rendre lixe, on détruira reflet de cette force; le couple vertical sera donc complètement détruit. On voit <|ue celte disposition de l’axe de suspension revient en quelque sorte à un déplacement du centre de gravité fi. d'une longueur — , sur l’axe magnétique cpii y passe.
Il n'\ a plus alors à tenir compte que du couple horizontal. Eu posant Psin/ = T, le moment du couple horizontal est TM sin co, <y étant maintenant l’angle du plan vertical passant par l'aiguille avec le plan du méridien magnétique. La force T est ce qu’on appelle la composante horizontale de l'intensité du magnétisme terrestre : c'est ce que nous nous proposons de mesurer.
310. Kxprmlon de la valeur ahatolue du couple terrestre. — Supposons remplies les conditions que nous venons d’indiquer: alors l’aiguille, abandonnée à elle-même et n'étant plus sollicitée que par le couple horizontal dont le moment est TM sin v. tournera jusqu’à ce qu’on ait TM sin« = o ou «-=0, c’est-à-dire jusqu’à ce que la direction de l’axe magnétique coïncide avec celle de la force horizontale T. En réalité ces deux directions ne coïncideront pas complètement, mais feront entre elles un très-petit angle à cause de la torsion du fil qui dévie toujours un peu l’aiguille. On peut s’arranger de manière que cet angle soit très-petit, en faisant tourner dans un sens convenable l’alidade an, et nous le supposerons assez petit pour qu’on puisse le négliger, de sorte que nous compterons l’angle de torsion à partir de la direction du méridien magnétique. Supposons maintenant que l’on écarte l’aiguille d’un angle 11 en dehors de sa position d’équilibre : elle sera soumise à l’action du couple terrestre TM sin h et du roupie de torsion A 11. A désignant le moment du couple de torsion pour l’unité d’angle. Ces deux couples, qui sont de même sens, se combinent en un seul égal à leur somme (TM + A) u, en supposant l'amplitude des oscillations assez petite pour qu’on puisse remplacer le sinus par l’arc. Posons ^ ^ 11 , l’expression du couple résultant sera
TM (!i!) ».
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Abandonnons maintenant l'aiguille à elle-même : elle se mettra à osciller sous l’action de la terre et du roupie de torsion . et nous pouvons regarder le couple résultant de ces deux actions comme
constamment égal à TM ( ) "• Si l’on applique au mouvement
d’oscillation de l’aiguille la formule qui donne le mouvement de rotation d’un corps solide autour d'un ave, on aura à considérer l’équation
ri» \ | U I
I M Il
<pii est justement la formule du pendule composé. On aura donc pour la durée des petites oscillations
Y tm ÎLti
* Il
Il -+- I /
/, est le moment d’inertie de l’aiguille autour de son axe de rotation: quant à «, c’est le rapport du moment du couple terrestre qui agit sur l’aiguille horizontale faisant un angle de po degrés avec le méridien magnétique, au moment du couple de torsion du fil pour l’unité d’angle; on le déterminera comme il a été déjà dit.
La formule précédente est bien homogène. Fin effet, le couple TM est le produit d’une force par une longueur ou le produit d’une masse par le carré d’une longueur, puisque la force est égale au produit de la masse par l’accélération; d’un autre côté, h, qui est un moment d’inertie, est aussi le produit d’une masse par le carré
d’une longueur: quant à — ^ c’est un nombre. Il résulte de là
que nous obtenons la valeur absolue du couple terrestre, et non pas seulement une quantité proportionnelle à ce couple.
311, Détermination «le» donnée* dr l>*pérlrnrr. —
Nous allons maintenant donner quelques détails sur les détermina-
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lions expérimentales. Dans In formule <|ui donne la valeur du couple terrestre entrent trois données de l’expérience : «, A et l. I,a valeur du rapport n se détermine comme dans la recherche de la déclinaison . à l'aide d’un barreau aimanté muni d’un miroir. Nous allons voir comment on détermine A et I.
Determl notion du moment d’inertie A. — On lie
peut pas déterminer le moment d’inertie A du système oscillant par des procédés géométriques; car les dimensions de l’aiguille et de l’étrier entrent dans la valeur de A, et le moment d’inertie de ce système complexe ne peut s’obtenir que par l’expérience.
Voici une méthode ingénieuse dont on peut se servir.
On commence par faire osciller l’aiguille du magnélomètre comme nous l’avons dit précédemment, et alors on est conduit à une relation de la forme
i*~PA.
I étant la durée d’une oscillation.
Perpendiculairement au barreau aimanté \U (lig. a.i i ), ou dispose sur le magnélomètre une grande règle en bois PO, de manière
Fis. a,,.
qu’elle se maintienne horizontale. Sur cette règle sont disposées, à des distances égales entre elles, de petites cavités dans lesquelles on place des pointes métalliques. Sur ces pointes on peut faire reposer des anneaux soutenant des poids égaux R. 11'.
Dans les expériences de (îauss, ces poids étaient d’un demi-kilo-
{'ranime. C’étaient deux sphères très-lourdes d’un métal non magnétique, de platine, par exemple. On fait de nouveau osciller le système, et. si l’on désigne par C le moment d’inertie de la règle par rapport au lit de suspension et par p, la distance des poids à l’axe de rotation, ou aura une expression de la forme
t'i Fd-f-C-j-al'pJ).
Kn plaçant les poids à une nouvelle distance p., et recommençant l’expérience, on aura une autre équation
^FfA + C+nPrf)
Par ces trois expériences on a trois équations entre lesquelles, éliminant C et K. on trouvera une relation qui permettra de déterminer h.
Comme la détermination de £esl très-importante, on ne se borne pus à trois observations, mais on fait un très-grand nombre de groupes de trois observations. On obtient ainsi une série de groupes de trois équations permettant de calculer autant de valeurs de L Ces valeurs ne sont pas toutes absolument les mêmes, parce que F varie dans f intervalle des expériences en raison inverse de TM.
1 l’aide du mngnétomètre à deux lils, dont nous parlerons dans la suite, on détermine la variation de TM. en sorte que l’on peut rapporter les valeurs de F à une seule et même époque, c’est-à-dire que l’on peut trouver les rapports de F', F*,. . . , avec F par exemple; on substituera ces valeurs dans les équations obtenues, et, en employant la méthode îles moindres carrés, on obtiendra la valeur de /. la plus probable.
313. Procédé de (joldsrhnildt pour rendre horizontal l’axe magnétique du barreau. — Pour déterminer la valeur de l. il faut d’abord rendre l’axe magnétique de l’aiguille horizontal: on peut employer, pour effectuer cette opération, le procédé suivant, indiqué par Coldscbmidl, astronome de Gœttingue*1*.
W ltç*nlUMr de* iinif'ii. lw\, iHâu. |». 1 58.
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Soit A BIX) (fig. ai-i) une section <lu barreau perpendiculairement à son axe de figure; nous supposerons <pie AB soit la face supérieure. CD la face inférieure. AC la face occidentale et BD la face orientale.
Le barreau aimanté que l’on emploie a une disposition telle qu’il soit facile de le placer dans l’étrier de manière que son axe de figure soit horizontal. Le miroir ayant été amené1 à être perpendiculaire à cet axe de figure, on note la division horizontale de la règle qui vient en coïncidence avec le fil de la lunette. On retourne alors le barreau dans son étrier, de façon que la face occidentale AC devienne la face supérieure : il est clair que, si l’axe magnétique faisait avec le plan horizontal passant par l’axe de figure un angle a, il fera avec le plan vertical et de droite à gauche le même angle a. On lit la division de la règle qui vient de coïncider avec le fil vertical de la lunette, et l’on marque la quantité dont le barreau a été enfoncé dans l’étrier. On retourne ensuite le barreau de 180 degrés de manière que la face orientale BD devienne la face supérieure, et l’on enfonce ce barreau de la même quantité dans l’étrier; il est clair que, lorsque le barreau a pris une position d’équilibre, l’axe magnétique a repris la même position que précédemment; mais comme le miroir n’est pas perpendiculaire à l’axe magnétique, on ne trouvera pas la même division de la règle en coïncidence avec le fi) vertical. On dérangera un pou le miroir, et, par une série de tâtonnements, on finira par le régler, de telle sorte qu’en plaçant le barreau dans l’étrier la face occidentale en haut, puis la face occidentale en bas, et l’y enfonçant toujours de la même quantité, on aperçoive dans les deux cas la même division de la règle. Alors la normale au miroir reste fixe dans l’espace par le retournement : comme l’axe magnétique du barreau est la seule ligne de ce corps qui garde une position fixe, il faut bien en conclure que la normale au miroir coïncide avec l’axe magnétique, delà posé, on remet le barreau dans sa position habituelle et l’on ne touche plus au miroir. En général on ne pourra plus voir l’image de la règle par réflexion sur le miroir; mais si l’on fait glisser le barreau dans l’étrier dans un sens convenable, la normale au miroir deviendra horizontale.
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ol alors on verra une ligne horizontale tracée sur la règle coïncider avec la croisée des fils du réticule. Gomme la lunette est autant audessus du miroir que celui-ci est au-dessus de la règle, on est sûr alors que la normale au miroir et par suite l’axe magnétique sont sensiblement horizontaux. Si celte exactitude ne sullit pas. on pourra retourner le barreau dans son étrier, de manière que la face supérieure devienne inférieure, et réciproquement, et que ce soit exactement la même partie du barreau qui se trouve dans l’étrier. En général, la ligne horizontale de la règle divisée ne viendra plus se placer sur la croisée des lils du réticule; on lui fera parcourir la moitié de la distance en faisant glisser le barreau dans l’étrier dans un sens convenable, et l’on verra si, en retournant encore le barreau, la ligne horizontale reste à la même distance de la croisée des lils. Un arrivera par tâtonnements à remplir cette condition.
3 I /|. Tlrsurr rxnclr de la durée d’une o»eillation. — |,a
durée d’une oscillation complète est l’intervalle de temps qui sépare deux retours successifs «lu barreau au même point avec une vitesse dirigée dans le même sens. Un constate que cette oscillation complète est effectuée quand on voit revenir la même division de la règle sur le fil vertical de la lunette, la vitesse de celle ligne étant d'ailleurs dirigée dans le même sens. Un trouve plus commode de ne compter que les oscillations complètes, mais il faut bien se souvenir que, dans la formule du pendule, I représente la durée d’une oscillation simple, c’est-à-dire de la moitié d’une oscillation complète. Le choix de la dixision dont on veut observer le passage est arbitraire; mais si l’on veut suivre un certain nombre d’oscillations, il importe qu’elle soit placée assez près de celle qui correspond à la position d’équilibre de l’aiguille, aliu qu’elle reste visible pendant toute la durée des oscillations.
Soient «, />, c trois élongations consécutives de l’aimant à partir de la division G que nous avons appris à déterminer; s’il n’x avait pas de variations dans l’amplitude des oscillations, la division correspondant à la position d’équilibre serait ' (// + b) et ' ( h I ; ces deux valeurs devraient être égales. Elles ne le sont pas généra-
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Icinenl; nmis si l’on prend leur moyenne ~ (n -f-»+ aô). on aura
In division qui correspond très-approvimativement à cette position d’équilibre. On choisira, pour en observer le passage, une division très-voisine de celle que l’on détermine de cette manière. Il faut en effet que cette division reste, pendant toute la durée de l’expérience, comprise dans l'amplitude de l’oscillation. Il y a à ce choix un autre avantage qui est très-grand. En effet, à l’instant où l’on aperçoit le passage de celte division devant le fil de la lunette, l’image de la règle a une vitesse maximum; en sorte qu’il est plus facile d’apprécier d’une manière nette le moment du passage de la division. Si l’instant du passage coïncide avec le battement du chronomètre, l’observation est faite; mais s’il n’en est pas ainsi, et c’est ce qui arrive le plus souvent, on observe les divisions p et (/ (pii passent devant le lil au moment où l’on entend deux battements consécutifs du chronomètre comprenant entre eux l'instant du passage de la division d'équilibre que j'appellerai m; alors il est clair qu'il faudra ajouter, au nombre de secondes qui marque l’époque du passage de
la division p, une fraction de seconde égale à ^ — — , pour avoir l’époque du passage de la division m. Cela revient à supposer (pie, dans l’intervalle qui sépare le passage des divisions p, q, m, le mouvement du miroir est uniforme.
On observe de celte manière la durée de plusieurs oscillations complètes; mais, pour connaître celte durée avec une précision qui soit en rapport avec l’exactitude de la méthode, il faut faire un trèsgrand nombre d’observations. Lt’un autre côté, il est impossible de continuer pendant longtemps une pareille observation sans une grande fatigue, et par suite sans chance d’erreur.
Voici le procédé qui a été employé : on observe la durée de quatre oscillations complètes, et, en en prenant 1a moyenne, on a la durée approchée d'une oscillation: un abandonne ensuite l’expérience à elle-même et l’on y revient au bout d'un certain temps. Un observe l’époque d’un nouveau passage et la durée de quatre oscillations complètes. En divisant par la première valeur, trouvée pour la durée d’une oscillation complète, le temps (pii s’est écoulé depuis qu’on a abandonné l’expérience jusqu’au moment où on l’a reprise,
LEÇONS SL lî LE MAGNÉTISME TERRESTRE.
on obtiendra le nombre des oscillations complètes <jui ont été accomplies dans cet intervalle. Le nombre que l’on trouvera ainsi sera en général fractionnaire, mais on choisira le nombre entier le plus voisin. A l'aide des quatre oscillations dont on a observé la durée quand on a repris l’expérience, on connaîtra la valeur approchée de la durée d’une oscillation à cette époque, et l’on se servira de celte valeur comme on s’est servi de la première pour calculer le nombre d’oscillations accomplies pendant la seconde interruption de l’expérience. En continuant de la même manière, on parviendra à connaître la durée d’un très-grand nombre d’oscillations, cinq ou six cents par exemple, et il suflira de diviser celle durée par le nombre total d’oscillations pour avoir une valeur très-approchée de la durée d’une oscillation.
Voici quelques nombres qui ont été obtenus d’après la méthode précédente :
T MM*» MDlilUU
1*' passage.
ai* 55" ti6Vi
La durée moyenne est de 4a*,ao.
On a repris l'observation à a3h 36“ 'io'.'S : l'intervalle écoulé depuis le commencement de l'opération est donc ib 4o“ 33\cj. Si' l’on divise ce nombre par 4a\ao, durée moyenne d’une observation, on obtient pour quotient i4a,c|83, ce qui veut dire que, pendant i1 Ao“ 33‘.<j. l’aiguille a fait i43 oscillations complètes. En divisant l’intervalle iu 4o* 33*, g pur 1 43 . on obtient la nouvelle valeur plus approchée de la durée de l'observation 4u‘, iq5. L’expérience que nous rapportons a duréjusqu’à a1 58", c’est-à-dire environ 5 heures. On a observé 4a a oscillations, et l’on a trouvé pour la durée moyenne d’une oscillation le nombre 4a*. 1 8344. On peut certainement répondre des millièmes de seconde.
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315. Réduction n Indurée dru oscillation* infiniment petites. — Remarquons maintenant que la formule du pendule dont nous avons fait usage ne s’applique qu’aux oscillations dont l'amplitude est infiniment petite, et, dans les expériences qui nous occupent, toutes les oscillations sont petites, il est vrai, mais pas assez pour que l’on puisse négliger les quantités du second ordre. On sait qu'en tenant compte de ces quantités la formule du pendule est
Mais si nous appelons a l'amplitude d’une oscillation mesurée sur le cercle dont le rayon est i , c’est-à-dire l’angle compris entre deux positions extrêmes consécutives de l’aiguille, et t' sa durée, si elle était infiniment petite, nous aurons
donc
d’on l’on tire avec la même approximation
11 faut donc, pour réduire la durée de chaque oscillation à ce qu’elle serait si elle était infiniment petite, calculer pour chacune ta.'
d’elles la fraction a.i et. en faisant la somme de ces « corrections
particulières , on aura la correction qu’il faudra faire subir à la duréo totale. On conçoit combien ces corrections seraient longues et laborieuses, mais on peut les simplifier en tenant compte de la loi de variation de l’amplitude a : en effet, le calcul montre et l’expérience confirme que l’amplitude des oscillations suffisamment petites et sufiisamment lentes d’un pendule oscillant dans un milieu faiblement résistant, comme l’air, décroissent en progression géométrique. On vérifie aisément que la même loi s'applique aux oscillations d’un
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barreau aimanté. Désignons par 0 la raison de la progression, par a„ i'ainpl itu<le de la h'""' oscillation, on a
a. --«fl"-':
les termes de correction seront, pour la première, pour la seconde et pour la u"m’ oscillation.
if
ti',’
~ 64 9 “ ÜÂ b
’ar conséquent, lu durée totale des oscillations qu’il faut corriger de
la somme de ces corrections devra être diminuée de t
-0“ ■3g5’ el’
en divisant le nombre ainsi obtenu par le nombre des oscillations, un aura la durée des oscillations supposées infiniment petites. On
peut donner une autre forme au terme de correction t-j^, transformer celte formule de manière à n’y laisser que des quantités que l'expérience donne immédiatement. On note la division a el la division b que l’on aperçoit lors de l’écart maximum de la première et de la dernière oscillation.
Examinons en particulier la première oscillation. La normale au miroir passant par la division S (fig. ai 3), on commence l’observation; cette normale va de S en A et de A en S , puis de S en B et enfin de B en 8; elle a alors accompli une oscillation complète : désignons par a l’angle AOB, et soit a l’excès de la division A observée sur S, en sorte que — mesure l’angle \OS, puisque p est
Fig. 9,3. la distance de la règle au miroir. L’os-
cillation qui a précédé l’oscillation antérieure répond au mouvement de la normale allant de S en C, de (i en S, de S en A et enfin de A en S. En désignant la moitié de AOC par a, on aura
, a a -fl*
Prenons le symétrique A' de A par rapport à 0<J, nous aurons A'0\= a-|<p. A’O \ ■--- a — \[/ .
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£ désignant l'angle A'OB. 4- l’angle COA'. On en déduit
A'OA -î±4L_i-?;
<p=A'J-BJ.
Q « Cd + B S- 3 A' S = A S ( -B + fl - 9 ) !-~ AJ
Comme les oscillations vont en diminuant très-lentement . fl est trèsvoisin de l’unité: il en résulte ipie l’on a sensiblement
et par suite or
donc
On aura de même
AOA'«>* * AOJ— - .
Il _ I f*
■J («fl— + .6*)'
On lire de ces deu\ équations
fl
afr
•xli
fl
r+fl'
Le terme de correction prend alors la forme
L «»4(» — Ô1) 9' (i-t-0)1 ti4.i -9') P' it-+-0)'J
ou bien
Dans cette expression il n'entre plus que des quantités que peut fournir l’expérience. On peut encore donner à cette expression une autre forme.
Si 6 est très-peu différent de l'unité, on peut poser ^ = t-f-A, et, en introduisant cette valeur dans l’expression précédente.
( , > \t ( . > N !» -eAj’laA-t- A’)
(1 + A)' _ (1 -i-Xi’
X(a-t-X;’(2-e Xi X(a-*-AÇ’
quantité sensiblement égale h ~r; on a donc enfin pour valeur de la correction
Ha'-b')
taHp’X
X étant d’ailleurs le logarithme népérien de - • Ayant ainsi la somme
de toutes les corrections, on déterminera aisément la durée moyenne d’une oscillation, cl alors on aura tout ce qui est nécessaire pour calculer le produit TM.
o 16. Déterminai ion «lu rapport ( - — Equation «le* viteMMea virtuelle» d’une iiiguille auxiliaire soumise à l’action de la terre, de l'aiguille principale fixe et de la torsion. — Nous venons d’exposer les calculs et les observations qu’il faut faire pour trouver la valeur du produit MT, nous allons maintenant entrer dans les développements nécessaires pour montrer
MESURE DE SON INTENSITÉ, comment on arrive à déterminer le rapport ,p à l’aide de la déviation (pie l'aiguille auxiliaire imprime à l’aiguille mobile.
Considérons l’état d’équilibre de l’aiguille mobile dont le fil de suspension passe par b* point (pie l’on peut considérer romme le rentre de gravité de l’aiguille déplacé par l’action de la terre, et cherchons quelle sera la position d'équilibre de cette aiguille sous l’influence de la torsion du lil de suspension, du magnétisme terrestre et de l’aiguille auxiliaire qui a déjà servi dans l’expérience précédente.
L'action delà terre et la torsion du lil se réduisent à des couples; il n'en est pas de même de celle du barreau aimanté. L’attraction de ce barreau peut toujours se réduire à une force passant par le centre de gravité déplacé et à un couple. Comme cette force est trèsfaible et ([lie l'aiguille a un poids beaucoup plus considérable, le centre de gravité ne sera déplacé que d’une quantité très-faible que l’on peut négliger. Cela revient à regarder l’aiguille comme étant
seulement susceptible de tourner autour du fil de suspension qui serait un axe fixe : pour qu’elle soit en équilibre, il faut et il suffit que la somme des moments des forces par rapport à cet axe soit nulle, ou bien encore que la somme des moments virtuels, pour une rotation infiniment petite autour de cet axe, soit nulle d’ellemême.
Nous prendrons pour axes de coordonnées trois droites rectangulaires; l’axe des x (fig. •( i 4 ) sera horizontal, situé sur le méridien magnétique et dirigé vers le nord-, l’axe des y sera horizontal et dirigé vers
l’ouest; enlin le (il vertical qui suspend l’aiguille mobile sera l'ave des z dirigé de bas en haut. Nous choisirons pour origine des coordonnées un point H situé sur la verticale du lil de suspension et dans l’intérieur du barreau mobile. Désignons par x, y, z les coordonnées d'un point w du barreau mobile et par c la quantité de magnétisme libre en ce point; l'action de la composante horizontale de la terre sur la molécule ni sera une force Te et agira parallèlement à l’ave des x; donc son moment virtuel, pour un déplacement infiniment petit, sera T edx; par conséquent le moment virtuel des forces dues à l’action de la terre sur toutes les molécules du
barreau sera VTe <lx.
Désignons par u l’angle que fait le plan vertical passant par l’axe magnétique de l’aiguille avec le plan du méridien magnétique des xz; par N . l’angle que fait aussi avec le plan du méridien magnétique l’azimut qui contient le zéro de torsion; alors N u est l’angle de torsion, et. si 0 est la force de torsion pour l’unité d’angle, le couple de torsion qui sollicite le barreau sera B ( N u); si l’on imprime à l'aiguille une rotation du, de manière à diminuer u, le moment virtuel de la force de torsion sera — N — «) du.
\ avons maintenant les forces introduites par l’action du barreau lixe sur le barreau mobile. Appelons Y, Z les coordonnées d’un point de ce barreau fixe . K la quantité de magnétisme libre en ce point , et r la distance au point m (.r, y, ; ) du barreau mobile.
L’action exercée par cette molécule sur le mobile AI sera — ■ A l’époque où Gauss et Weber exécutaient le travail que nous analysons, la loi de la variation en raison inverse du carré de la distance n’était démontrée que par les expériences de Goulomb, dont l’exactitude n’est nullement en rapport avec celle que comporte la méthode d’observation que nous décrivons; c’est pourquoi Gauss et Weber ont introduit l'exposant indéterminé u dont ils ont en même temps cherché la valeur.
Lorsque l’on déplace infiniment peu le barreau mobile, r s’accroît de dr, le point d'application de la force ^ se déplace de dr dans la direction de cette force; donc son moment virtuel est et.
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par conséquent, r" sora l’exPrpssi°n l^u moment virtuel «lu
couple résultant «le l’action «lu barreau fixe sur le barreau mobile. Nous pouvons maintenant écrire l’équation d’équilibre, qui sera
(h) VTc^4-VVEep-«(N-u)«/u = o.
Le premier membre «le cette équation est la différentielle, par rapport à u, «l’une certaine fonction Q qui a pour valeur
(5) VV_^+ie(N_«)2.
Écrire l’é«|uation (4 ) revient à chercher les conditions de maximum et de minimum «le la fonction fl.
317. Pour trouver ces conditions, il faut commencer par exprimer toutes les variables qui y entrent en fonction «le u et «le quantités constantes.
Les points de l’aiguille mobile seront rapportés à trois axes rectangulaires fixes dans cette aiguille.
Désignons par a, b, c les coordonnées d’un point (x, y, :) du barreau mobile, en prenant pour axe «les a l’axe magnétique, pour axe des c l’axe des z, c’est-à-dire la verticale passant par le point H du fil de suspension, et pour axe des l> une perpendiculaire aux deux premiers.
Puisque l’angle que fait l’axe des a avec l’axe des x est u, il est facile de voir que l’on aura les relations
| x — a cos u — b sin u.
(fi) • y — «i sin u 4- /» cos h,
Dans l’expérience, le barreau onlinairement fixe reçoit diverses positions: un point A de son axe magnétique se déplace «le manière à décrire une droite hli qui va passer en un point h' ayant pour coordonnées fixes a. y = /3. En faisant l’expérience, on s’efforce «b- faire coïncider le point li avec H , de sorte que l’on peut regardera Vfiidf.t, IV. — Confi‘ivnn*s «lo physique. 35
et fi comme des quantités très-petites. Rapportons les points du barreau fixe à trois axes rectangulaires h A, /iB, AC ayant pour origine le point h. L’axe des A est l’axe magnétique du barreau, l’axe des (i est la verticale parallèle à Hz, l’axe des B est perpendiculaire aux deux autres. Désignons par U l’angle de l’axe des A avec l’axe des ; , et nous aurons
. X =p- f- A cos U — B sin l .
(7) < Y = q-i- Asin II B cos IL
et il est facile d’exprimer ces quantités p et y coordonnées du point li. En désignant par 'J' l’angle de la droite AA' avec H.r et par R la distance hli', on a
p «= a + R cos , ÿ = /3+ R sin \p,
et
Si l’on substitue dans VTat la valeur de ,r tirée des équations ^ G ) . on a
^TV.r = T cos u NLie — T sin u
V ne est la somme des moments des éléments de fluide libre de
l’aiguille mobile par rapport a un plan perpendiculaire à son axe magnétique; c’est ce que nous avons appelé le moment magnétique
m de l’aiguille. Quant à ^he, il est nul, puisque c’est la somme des moments des mêmes éléments par rapport à un plan passant par l’axe magnétique. Donc ^Tc.r - - wT cos u.
Il faut maintenant chercher l’expression de On a
fS = (X - -r)* + (Y — ÿ)* -f- (Z — j)‘-, et, en remplaçant les quantités X, Y. Z, .r. y. ; et ordonnant par
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rapport à R,
r1 = R2 + a R | a eus 4» + j3 sin 44- A ros(4 — U) 4- B sin (4 — 1!)
— «ros (4 — m) — 4 sin (4* — «j J + ( a + A ros li — B sin II — a cos n + 4 sin «)*
+ ( /S + A sin l' + B cos U — a sin « — 4 cos u )‘J
+ (r‘ -reposons
k — a cos | 4- (S sin 4 4- A cos (4* — U )4- B sin (4* — L' )
— « cos (4* — «) — 4 sin (4' — «), tn = a + A cos U — B sin U — n cos w 4- 4 sin u, n — fi 4- A sin l! 4- B cos U — a sin u — 4 cos u.
Dans l’expression de r-, les deux ternies en R sont l<*s deux premiers ternies d’un carré, de sorte que l’on a
ra = (R + A)2 + ms 4- n1 + f- A-2.
Or, d’après la manière dont les polynômes k. m, n sont formés, on voit facilement que
k — cos4(«-t-AcosU — B sin U — n cos «4-4 sin nj
|- sin 4(/3+ A sin U 4- B ros U — nsin u — 4cos h)
= m cos 4/ +n sin 4-
Donc
nr + ir - A2 — (ni sin 4 — «cos 4)*.
et par suite
r*= ( R + kf + /,
en posant
/ — ( insin 4-n cos 4)* 4- p'1,
et désignant ainsi par / une quantité toujours positive. Dans toutes les expériences, R doit être très-grand par rapport aux dimensions des aiguilles aimantées, et par conséquent par rapport à A, B. «. 4. Donc R est très-grand par rapport à /. Il suit de là que, si l’on u
une fonclion quelconque de In distance r. on pourra la développer en une série ordonnée suivant les puissances négatives croissantes de H, et cette série sera trés-convergente. En développant r — <*“ il vient
- R 2^ R -(• + •) (aM+Ifl+l)
+ 'LH.'LiLR-(-+*)(3Ri + **+/)*
_n_Zi. îi±l. H+i R -»*+S)(sRit + A*+/)»H
et, en ordonnant suivant les puissances négatives de R,
■^ = R-<--1) — («~i)AR-’+(-~ R -<■ + •!
La quantité l est toujours positive, mais k peut changer de signe. Or les coefficients des diverses puissances de R ne renferment que des puissances paires ou impaires de k, suivant que le terme dont il s’agit est de rang impair ou pair; par conséquent les termes de rang pair changent de signe avec k, et ceux de rang impair ne changent pas. Il serait facile de démontrer la généralité de cette loi en cherchant la relation qui existe entre trois coefficients consécutifs.
319. dette série étant obtenue, il n’y a plus qu’à mettre pour sa valeur dans V ^ r « - , • Le premier terme est
R-t»-’) WEc.
Si l’on fait d’abord la sommation relative à e, on a qui est nul; donc le premier terme est nul.
Le second terme est nul aussi, car il est — (» - i ) R - * V1 V1 •
MESURE DE SON INTENSITE
un le reconnaîtra aisément si l’on démontre que généralement
VVEeA'-o. VVE*,- = o;
car, dans le premier terme =- o, et dans le second ^E = o , il n’y a que les termes de la forme
qui 11e soient pus nuis, et on a aussi
^j^EeX'bi — o, ^^EcBV— o, ^^EcB'/s'=o, à cause de
^EB — o, ’S'jb — o.
De plus, si les deux barreaux amiantés sont symétriques pur rapport aux points pris pour origines, les termes de rang pair disparaissent tous. Par cette symétrie on entend que, si en un point de l’une des aiguilles il y a une quantité e de fluide libre, au point symétrique par rapport à l’origine on trouve aussi une quantité e de fluide libre de même nature. En effet, ces termes ne renferment à leurs coellicients que des puissances impaires de k, et, si nous négligeons dans ces termes les quantités a et /S, un terme quelconque du coefficient est de la forme
VKeAv,
l'-f-i' étant impair. Si l’on change A en — A, et a en — a, E. e ne changent pas par hypothèse; donc l’élément ne fait que changer de signe. Ainsi les éléments de cette somme sont deux à deux égaux et de signes contraires; par suite, la somme est nulle.
La série sera donc de la forme
L’expérience montre que, si les dimensions des aiguilles sont très-
petites relativement a la distance R, cette série est tellement convergente que l’on n a besoin cle prendre que les deux premiers termes.
Calculons le coefficient du premier
On voit aisément que tous les termes provenant de A2 sont nuis, à l’exception de
— a cos ( xf» — U ) cos ( + - « ) ^ Aa Ee — — a m M cos ( + — U ) cos ($ - u),
m étant le moment magnétique de l’aiguille mobile et M celui du barreau fixe. Le terme en / donne
— a sin ( $ - 1 ) sin ( 4- — “ ) £ A«Ee =- — a mM sin ( ^ - L ) sin ( + — h ). Donc
G— (n— i)mM[»cos(«|<— U)cos(<|/— «)— sin(+— L)sin(i|(— «)].
Mous avons donc pour valeur de la fonction
fî= mTcosu+ (« — i)»«M [ncos(+-U)cos(+-u)
— sin(4' — U)sin(+ - «)] R— (*+■)
Pour trouver le maximum ou le minimum de cette fonction, et par conséquent pour obtenir l’équation de l’équilibre du barreau aimanté soumis à l’influence de la terre, de la torsion et du barreau auxiliaire, il faut égalera zéro la dérivée de cette fonction prise par rapport à la seule variable u. On obtient ainsi l’équation
mT sin » - 0 (N - u) + (a - i ) mM [ncos (<J'-U) sin (+ - u)
sin{ >— U)cos(>|<— «)J R
Tous les termes de cette série décroissent rapidement, à cause du facteur 11 et des coefficients f,f., qui vont eux-mémes en diminuant. Cette équation contient des quantités qu’il n’est pas possible
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de déterminer, niais on tourne la difficulté de la manière suivante. Supposons qu’on enlève l’aiguille fixe, l’aiguille mobile prendra alors une nouvelle position d’équilibre. Désignons par m„ l’angle que fait avec le méridien magnétique l’axe de l’aiguille : c’est la valeur de u particulière à ce cas. L’équation d’équilibre est
mT sin u0 •+• 9 (N — u0) = o.
Retranchons cette équation de la précédente après avoir changé tous les signes dans les termes de cette équation, nous trouvons
mT (sin u — sin u0) -f-0 (u„ — t») = (n — t)mM (•••)+••••
L’angle u — n. peut être mesuré exactement , quoiqu’on ne connaisse pas rigoureusement la direction de l’axe magnétique de l’aiguille mobile. Cet angle est évidemment égal à l’angle compris entre les deux positions correspondantes de la normale au miroir, parce <pie cette normale est invariablement liée à l’axe magnétique et située dans un même plan horizontal. Or ce dernier angle peut être mesuré très-exactement. Ainsi u — u0 peut être regardé comme connu avec beaucoup d’exactitude.
Dans l’expérience, les angles de déviation que l’on observe sont tous très-petits, parce qu’on est obligé de rendre R très-grand, conformément aux hypothèses qui ont été faites dans le calcul. Alors, l’angle u — u„ étant très-petit, on peut remplacer sin u — sin u0 par tang (a — w„) et u — u„ par tang (m — u0). Le second membre de l'équation renferme aussi l’angle u; si on le remplace par u„, on ne commet qu’une erreur très-petite qui est du reste multipliée par quantité elle-même très-petite. Il est bien entendu que l’expérience devra décider si les approximations auxquelles nous nous sommes arrêtés sont suffisantes.
Toutes ces réductions étant faites, l’équation devient
tn- iJmM (ncosf'l'- L')»in (’f - «J + »in {'!' - c) co« ('I1 - ».) j R + . . . .
tang (u— u J — *
ml - a
ou bien
tang {u -«,)=- FR -<• + •>+ FR “ <* + 3> + • . • .
L’expérience a confirmé cette formule; elle montre que les deux premiers termes de la série sont toujours suffisants, et même que le second est souvent sans influence. Elle a, en outre, montré que n est égal à a , de sorte que la tangente de l’angle de déviation est donnée par la formule très-simple
tang (u — «.J^FR-i + F'R-6.
Pour déterminer les deux coefficients F et F', on fera une série d’observations que l’on combinera d’après les méthodes connues. Ces coefficients étant mesurés en valeur absolue, on aura
n cos (>(/ — U ) sin (\[/ — u.) + sin ( 4< — mT-0
ou bien, en posant ~ ; = p,
M F ( i - pj
f (n— i) [n cosfvl' — l1 ) sin (vf< — u.) + sin (if/— U) cos (i|>— ajl
On remplacera dans le second membre n par a et p par 1a valeur qu’on aura déterminée expérimentalement, comme nous l’avons dit à propos de la déclinaison, pour le rapport du moment de torsion de l’aiguille mobile au moment magnétique.
Toutes les quantités qui entrent dans le second membre ayant été déterminées par l’expérience, on connaîtra la valeur absolue du rapport^' et par suite on pourra trouver T.
321. Correction» diverse». — î" Les bniTeaux ne sont pas symétriquement aimantés. — La méthode précédente suppose plusieurs conditions qui ne sont jamais rigoureusement remplies. De là la nécessité de certaines corrections.
On a supposé les barreaux aimantés symétriquement, d'abord lorsqu’on a dit que les puissances paires de R disparaissaient de la série, et ensuite lorsqu’on a regardé les angles u, u„ comme accessibles à l’observation. Or. on ne connaît pas exactement la direction de l’axe magnétique, et l’on est obligé de prendre pour cette direction celle des axes de figure. Les barreaux aimantés dont on
U) COS
(a — i JmM [
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se sert étant très-longs, res conditions sont à peu près satisfaites; mais elles ne le sont pas rigoureusement, et voici comment on en tient compte. Les coefficients des puissances paires ne seront pas rigoureusement nuis et l’on aura, je suppose,
tang(u — «„)== FR~3-f-F,R— *-f- F2R— 8-f- • • • •
Nous avons fait remarquer que F et F2 ne contiennent que les puissances paires de k, tandis que F|,F3 n’en contiennent que les puissances impaires. Il en résulte que F et F2 ne changent pas lorsque k ne fait que changer de signe, tandis que F, change de signe dans les mêmes circonstances. Or il est aisé de voir que k change de signe si l’on augmente l’angle 4» de 1 80 degrés. Si donc on fait une seconde expérience dans cette position, on a
tang(u'-#0)=F'R-,-F1'R-‘-FF;R-5
Si l’on ajoute les deux dernières équations membre à membre, on aura dans le premier membre
tang(u— «„)+ tang(u'— — alang^ (u — u„-f
/u+iï \
- a long u„J ;
en effet ou a
tangua - u0)
sin(n —u,, + siu(u — u.) cos i u — u„ ) -t- cos ( u — u„ )
cosfu'-u,.) “ “») + ros(7,’- ,anl»'(“' - “«)
cos [u—u0) cos (it — U,,)
et cette expression se réduit »
~ tang(u u0)-F^tang(u'-u0),
puisque cos (u — u0) et cos(u'— «„) sont sensiblement égaux à l’unité, et l’on a par conséquent
. ÎVtJj -5
Les eoellicients F, et F[ disparaissent, car ils sont très-petits et sensiblement égaux; leur différence F, — F[ est donc négligeable.
Voyons maintenant l’opération qu’il faut effectuer pour augmenter 4/ de 1 80 degrés. Soient CD ( fig. a « 5 ) la trace du méridien magnétique sur un plan horizontal, HH' la droite que décrit le centre du barreau auxiliaire quand on le déplace, AU la position de ce barreau dans la première observation; l’angle 4 sera l’angle HAD. Transportons maintenant le barreau AB parallèlement à lui-méme en A'B', de manière que /iH'=AH; R n’aura pas changé, mais l’angle i|/ deviendra l’angle
= 4+ iBo".
11 faudra donc faire une première observation en plaçant le barreau auxiliaire à droite du barreau mobile, et une seconde en le plaçant à gauche et à la même distance; on mesurera les différences n— u - u„ , dont on mettra les valeurs dans la formule précédente.
322. a11 L'axe magnétique du harreau ne coïncide pa$ avec l’axe de jifpirc. — Il faut maintenant corriger l’erreur que l’on commet en prenant pour U l’angle de AB avec CD, AB étant l’axe de figure du barreau auxiliaire. Si l’angle que l’on mesure est trop grand, par exemple, on retourne l’aiguille de manière que le dessus devienne le dessous, et réciproquement; dans cette nouvelle position, l’angle U sera trop petit de la même quantité. On fait les mêmes observations après avoir transporté le barreau en A'B': on obtient de cette manière quatre angles
Comme dans chaque observation le coefficient de R-5 reste le même, on aura, pour déterminer ce coefficient que nous désignerons
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par G, l'équation suivante corrigée des erreurs amenées par une aiinantalion irrégulière,
tang^ [(«!-«„)+( «2 — («i — «„) - («i — «„)] R-3+CR~5.
Il y a bien encore la valeur de u„ (]u’il faudrait corriger, mais u„ doit disparaître des formules, car u, — «j — u0 et u2 — «„ , u', — ti0
sont de signes contraires, comme le montrent les deux positions inverses occupées par le barreau auxiliaire; c’est pourquoi, en prenant la moyenne, nous avons mis le signe — aux deux derniers termes de l’expression de l’angle dans la formule précédente. En réduisant cette formule, il vient
tang (u.-t-u-i- u[ - u!) - II - 3-4-CR~ 5,
équation qui ne contient plus ua.
En résumé, dans chaque observation il y a quatre déviations à mesurer, et, comme il faut deux observations pour déterminer F et (i , il en résulte que l’on a à mesurer huit déviations.
Poailion à donner au barreau auxiliaire. — La position à donner au barreau auxiliaire n’est pas indifférente. On doit s’arranger de manière que les erreurs commises sur les angles ^ et U influent le moins possible sur F, et |>our cela faire en sorte que F soit un maximum ou un minimum. On sait , en effet, que lorsqu’une fonction est maximum ou minimum elle varie très-peu pour des valeurs croissantes de la variable: les petites erreurs que l’on commet changeront donc très-peu la valeur de F. La partie variable de F est
cos( ^ — U) sin ( — m„) -+- sin ( — U) cos(i{i— u„):
les deux variables sont et (J. Pour avoir le maximum ou le minimum de cette expression , égalons à zéro leur dérivée par rapport à U et par rapport à \f<: il viendra
sin ( xp — U ) sin (xf> — u.) = cos(4< — U)cos(4< - »„), cos(iJ/ — U -J- xf» — «„) — o :
554 LEÇONS S Lilt LE MAGNÉTISME TERRESTRE, la dernière donne
et, en portant cette valeur de 4' — dans la première, sin ( <|< — l ) cos ( 4» — U ) = o ,
d’où l’on lire
ou
Soit d’abord \p — U = o; alors 4*— «„ = -• et, connue u„ est trèspetit, 4/=- et par suite U = *-
Soit maintenant 4'— U alors 4»= o et U = — *< toujours en
La condition L o indique que lave magnétique du barreau lixe doit être perpendiculaire au méridien magnétique. Si avec cela
on prend 4' = o , le barrreau fixe doit être en A "B* (fig. ait»), dans une position telle que son centre soit sur le prolongement de AB. Si l’on prend 4* = le barreau fixe est en A'B', dans une position telle que sa direction aille passer par le centre C de l’aiguille AB. On trouve que la position A'B' rend F Fig. n6. maximum et que A"B" rend F mini-
mum, et le rapport des deux valeurs de F est n. Eu effet, quand le barreau auxiliaire est dans la position (î), on a
mM
et, quand il est dans la position (a), on a
mM
mT — b
MESURE DR SON INTENSITÉ. 555
On tire do là
L’expérience donne pour ce rapport la valeur a. De là une confirmation évidente de la loi des attractions en raison inverse du carré des distances.
Il n’est pas indifférent d’adopter la position (i) ou la position (9). La position ( 1 ) sera préférable. Kn effet, dans ce cas, une petite erreur dans la position du barreau mobile A'B' a peu d’inlluence sur la position du barreau AB, car, que l’on place le barreau A'B' un peu au-dessous ou un peu au-dessus de CD. l’action des deux pôles sur AB est altérée à peu près de la même manière. 11 n’en est pas de même dans la position (9) : si l’on ne place pas le barreau perpendiculairement à BA, on rapprochera de AB l’un des pôles de A'B" et l’on éloignera l’autre, de telle sorte que l’action pourra être sensiblement altérée.
324. iltiumé des opération*. — En résumé on opère de la manière suivante. L’aiguille AB étant suspendue par un faisceau de fils de soie et munie d’un miroir dont la normale coïncide avec l’axe de figure, on laisse cette aiguille se mettre en équilibre sous l’influence de la terre seule, on lit l’angle u„ que fait la normale au miroir avec le méridien magnétique, puis on place le barreau fixe en A'B' et on lit un nouvel angle u'; on retourne ce barreau, on lit u", on transporte le barreau A'B' de l’autre côté de AB dans une position symétrique et à égale distance du point C, et on lit les angles u!" et u":
alors on prend — — w„ pour l’angle de déviation, puis
on répète plusieurs fois ces observations en faisant varier la distance. Toutes ces opérations durent un certain temps. Il est donc nécessaire de tenir compte des variations d’intensité survenues pendant la durée des expériences. Ce qu’il faut mesurer, ce sont les variations rapides et non pas les variations lentes; on ne peut donc pas employer le procédé qui consiste à faire osciller le barreau du second magnétomètre et à suivre les variations de la durée des oscillations. En effet, pour évaluer la durée d’une oscillation, il faut mesurer la
durée totale d’un grand nombre d'oscillations; si l’on se contentait d’une observation très-courte, on n'aurait aucune précision; il faut donc se servir d’un instrument propre ii mesurer les variations rapides: c’est ce <|ui a conduit Gauss à imaginer le magnétomètre à deux fils.
VARIATIONS 0E L’INTENSITE
325. Principe du majrnétométre bifilaire. — Le inagnétomètre à deux fils se compose essentiellement d’un long barreau aimanté horizontal AB (fig. a 17) suspendu par deux fils mm' et nu' également tendus. Si le barreau n’était pas aimanté, ce système
Kig. «17. Kig. *iK.
serait en équilibre lorsque les deux fils se trouveraient dans un même plan et que leurs directions iraient concourir en un point situé sur la verticale passant par le centre de gravité du barreau. Si maintenant on fait tourner le barreau autour de la verticale, les deux fils ne se trouveront plus dans le même plan: comme leur direction devient oblique, et que leur longueur est invariable, il faut que le centre de gravité se soit élevé; il en résulte un couple horizontal qui tend à ramener le barreau dans sa position primitive. Si le barreau est aimanté, on conçoit que ce couple puisse faire équilibre au couple magnétique, et alors les variations de la position d’équilibre indiqueront les variations de ce dernier.
Formule M «= Sl'n «. — Couple statique. — Proje
tons sur le plan horizontal toutes les parties de l’instrument. Soit AB (fig. s 18) la projection de la position d’équilibre du barreau
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supposé non magnétique : A et B sont les deux points d'attache des deux lils; ces fils sont fixés au plafond en des points (pii se projettent sur AB en C et 1). Si l’on fait agir sur le barreau un couple horizontal, ce barreau tournera autour de son centre de gravité O, pendant que celui-ci glissera le long de la verticale. Supposons OA=OB=/, 0(1 = 01)=#. Pour qu’il y ait équilibre, il faudra que les conditions d’équilibre d’un corps solide libre de glisser et de tourner autour d’un axe soient satisfaites, c’est-à-dire que la somme des projections des forces sur la verticale soit nulle et que la somme de leurs moments par rapport à la verticale passant par le point 0 soit nulle aussi.
Soit A'B' la nouvelle position du barreau : les fils de suspension qui se projetaient en CA, 1)B se projettent maintenant de C en A' et de I) en B'; soit i l’angle que font les fils dans celte position avecla verticale : désignons par o> l’angle AOA', par S la distance 01 , par P le poids du barreau appliqué en 0, par t la tension égale des deux (ils, et enfin par M le moment du couple horizontal qui a fait tourner le barreau.
Si l’on projette les forces sur la verticale, on obtient l’écpiation
P 4- •!/ cos 1=0.
et, si l’on prend les moments des forces par rapport à la verticale passant par le point 0, on a pour seconde équation d’équilibre
M + iSt sin i = o,
d’où l’on tire, en éliminant la tension inconnue /,
M = PÆlang».
La distance du barreau aux points d’attache ne reste pas invariable, mais elle varie d’une quantité très-failde; on peut donc la regarder comme constante et égale à la longueur H du fil: de sorte que dans le triangle dont le sommet a pour projection le point C. dont l’angle au sommet est l’angle i et dont la base est A'C, on a sensiblement
. • vc
long» = -|r •
Il en résulte que
or, Æ.A'G est le double de l’aire du triangle O ATI, qui a aussi pour expression OG.OA' sin«e ou bien fft sinw: donc
M — P ^1 sin eo.
Telle est l’expression du moment du couple qui tend à ramener le barreau dans sa position primitive. Gauss a donné à ce roupie le nom de couple xlalique ou de force directrice statique. On voit que le moment de ce couple est proportionnel au sinus de l’angle de déviation, au poids du barreau, la distance des points d’attache des fils, soit sur le barreau, soit au plafond, et en raison inverse de la distance du barreau aux points d’attache.
Lorsque le barreau mobile AB (lig. 21g) est dévié de sa position d’équilibre en A'B', on peut dire qu’il tend à y revenir en vertu de
l’action du couple pF' ou mieux on peut imaginer le barreau comme sollicité par deux forces égales et contraires à parallèles à la ligne
qui joint les deux points d’attache dans la position primitive, et appliquées en deux points a et b situés à une distance l’un de l’autre égale à l’unité, il est Fig. «19. facile, en effet, de vérifier que. si le barreau est dévié de <u, le couple qui tend è le ramener dans sa position d’équilibre est sin&>.
327. Positions diverses que l’on peut assigner au magnétomètre bifilaire. — Supposons que le barreau mobile soit lin barreau aimanté avec toutes les pièces qui servent à le suspendre. Nous donnerons plus tard la description de res pièces; mais pour le moment il nous suffira de dire qu’elles permettent de placer le barreau dans tel azimut que l’on veut par rapport au plan vertical passant par les points d’attache.
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Au couple directeur vient se joindre le couple magnétique terrestre, cl In position d'équilibre dépend de leur combinaison.
On peut alors considérer trois cas : les deux positions du corps dans lesquelles il serait en équilibre sous l’action de chacune de ces forces séparément peuvent coïncider, être opposées ou bien former un angle.
Dans le premier cas, le barreau doit se placer, sous l’action de la force directrice statique, dans le plan du méridien magnétique, de telle sorte que son pôle austral soit dirigé vers le nord; dans le second cas. il doit aussi se pincer dans le méridien magnétique, mais le pôle austral étant tourné vers le sud; dans le troisième, il forme un angle avec le méridien magnétique. Gauss appelle ces trois positions : naturelle, inverse et transversale.
i" Dans In position naturelle, si l’on vient à écarter le barreau d’un angle <u, il se développe deux couples qui tendent h le ramener dans cette position; ces deux couples sont tjqS sin <u et >«T sin ai. Tout se passe donc comme si la composante horizontale mT avait été augmentée de car le couple qui tend à ramener le barreau
est ^ + »iT ^ sin eu.
•t" Dans la position inverse, l’équilibre persiste encore suivant la même direction; mais il est stable ou instable suivant que le roupie statique est plus grand ou plus petit que le couple magnétique. En effet, si l’on vient à écarter le barreau d’un angle ai, deux couples naissent encore. Le couple dû à la force directrice statique -^sin ai tend ô ramener le barreau dans sa position primitive, et le roupie dû au magnétisme terrestre mTsinoi tend au contraire à l’en écarter. Tout se passe donc comme si la composante mT avait été diminuée de -y? ' car le couple qui tend à écarter le barreau de sa position primitive est ^mT — sin ai. Le •barreau déplacé s’éloignera toujours davantage de sa position primitive si mT est plus grand que et il finira, après un certain nombre d’oscillations, par revenir au repos dans la position oppo-
Vkiîdet, IV. — Conférvnrf** il* physique. 3lï
sée pour laquelle le pôle austral est dirigé vers le nord. Mais alors
les fils de suspension se croiseront. Si wT est moindre que
le barreau reviendra dans sa position primitive. On conçoit que l’on
P la
peut disposer l’appareil de manière que wT soit égal à -yj ; alors le barreau sera en équilibre dans toutes les positions. En modifiant convenablement les distances f ou g, on peut toujours satisfaire à cette condition, et alors on aura un barreau aimanté asiatique.
On pourrait, d’après le même principe, réaliser un solénoïde asiatique de grandes dimensions; il suffirait de remplacer le barreau aimanté par un autre fil conducteur disposé en solénoïde, dans lequel on ferait passer un courant. En faisant en sorte que l’on ail
* /s = T, on aurait un solénoïde asiatique.
Le grand barreau aimanté asiatique pourrait aussi servir de galvanomètre.
Les deux positions précédentes ne peuvent convenir pour mesurer les variations de l’intensité horizontale.
3° Soient ON (fig. aao) la direction du méridien magnétique, OS la direction que prendrait le barreau sous l’action du couple statique seul; soit enfin OA la position d’équilibre qu’il prend. La condition de cet équilibre peut être représentée par l’équation
mT sin ( 9 — = sin <u.
Kig. i«<>.
Il est clair que l’angle u, qui détermine la position d’équilibre, peut varier pour deux causes, ou bien parce «pie T varie, ou bien parce que 0 varie. Or T est la seule quantité que nous désirions mesurer par les variations de a>; il importe donc que les variations de 6 produisent le plus petit effet possible sur celles de a>, et l’on trouve qu’il faut (pie l’on ail pour cela
6— u — qo°.
D’un autre côté, il importe aussi que les variations de T produisent
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sur w les plus grandes variations possible, el l’on trouve que cela exige 0=90°.
On peut satisfaire à peu près à ces deux conditions à la fois en faisant 0 = 90 et en prenant * jy- beaucoup plus grand (pie »hT. ce (pii fait que v reste toujours très-petit. Mors on a
long <u
III II rp
d’où l’on voit (pie la tangente de l’angle de déviation est égale à une constante multipliée par la composante horizontale du roupie terrestre; el comme l’angle a> est toujours très-petit, les variations de u sont à très-peu près proportionnelles à celles de T, de sorte
Fig. 3,1.
que l’on pourra connaître les variations de T au mojen de celles de <u; il suflira d’avoir déterminé par expérience la constante -™- • —
Pour comprendre comment on détermine cette constante, il faut connaître toutes les pièces dont se compose l’appareil.
502 LEÇONS SUIt LE MAGNETISME T EU K EST R E.
Description du mainMomèlrr bifilaire. — l-e
Fi*. nS.
magnétoniétre bifilaire est représenté dans les lijpires ani. a a a,
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•j a 3 et 39/1. Les figures 399, 993 et 9 a à représentent deux coupes rectangulaires de l’instninicnl , et In figure aai sa projection liori-
Kig. n4.
zontale. La figure 990 est une coupe verticale d'une partie de l'appareil. Les mêmes lettres représentent les mêmes objets dans ces diverses figures.
L’appareil peut se diviser en trois parties : i° les fils, qui servent à le soutenir: 3° l’étrier, qui supporte le barreau aimanté; 3° le miroir.
i° Le fil de suspension jf'J'' est unique, en acier, de 6 à 7 mètres de long et d’un diamètre suffisant pour porter un poids de 1 5 à 3o kilogrammes; il est attaché au magnétomèlre par ses deux extrémités et s’enroule en son milieu sur deux poulies métalliques fixées au plafond. Ces deux poulies tt, -tt glissent dans une rainure, de sorte qu’on peut les éloigner plus ou moins. On peut encore donner à la ligne qui va d’une poulie à l’autre telle direction que l’on veut. Il résulte de cette disposition que les fils seront toujours également tendus.
3° Par leur partie inférieure, les fils s’enroulent sur des vis présentant la même particularité que celle qui soutient le magnétomètre à un seul fil , c’est-à-dire que le point de contact du fil et de la vis garde toujours la même position dans l’espace.
Ces deux vis horizontales V font corps avec un cercle divisé horizontal CC. La liaison se fait au moyen de la pièce horizontale EK
et de la pièce centrale FF, comme on le voit fig. a a 5.
Cette disposition permet à l’alidade AA de faire un tour entier autour du cercle audessus duquel elle est placée.
L’angle de rotation s’apprécie avec beaucoup d’exactitude sur le cercle CC au moyen de deux verniers w, w tracés dans une petite échancrure de l’alidade.
Cette alidade dépasse le cercle CC et fait corps avec l’étrier GG, dans lequel se place le barreau aimanté (pie l’on serre avec les quatre vis p.
Le barreau doit être gros et lourd pour plusieurs raisons. Il faut d’abord qu’il puisse bien tendre les deux fils d’acier qui soutiennent tout le magnétomètre. Il faut ensuite qu’il produise entre l’alidade AA et le cercle CC un frottement qui ne puisse être vaincu par l’effort que font le couple statique pour ramener le cercle dans une direction cl le couple magnétique pour ramener le barreau dans une autre direction. Or il faut, comme nous l’avons dit, (pie le couple statique soit beaucoup plus grand que le couple magnétique. Enfin, en donnant à l’appareil un grand moment d’inertie, on obtient ce résultat qu’il n’est plus aussi impressionnable aux causes perturbatrices, telles que l’agitation de l’air ou bien une variation brusque dans la direction de la déclinaison. Dans l’observatoire de Geettingue le barreau aimanté pèse t
3° La partie centrale est traversée par un axe cylindrique na pouvant tourner à frottement. A sa partie supérieure, cet axe soutient un cylindre creux B qui porte un miroir vertical M. Le cylindre creux et avec lui le miroir M peuvent tourner librement autour de l’axe an, et, lorsqu’on veut empêcher celte rotation, on serre la vis y. Par sa partie inférieure, l’axe na fait corps avec une alidade hh qui, se recourbant, envoie ses deux extrémités glisser sur le cercle CG près de la graduation. Deux verniers W, W, tracés sur ces extrémités.
Ki». it&.
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permettent d’évaluer l’angle dont on a fait tourner le miroir par rapport au cercle. Lorsqu’on veut empêcher le mouvement de l’axe na, on n’a qu’à serrer la vis p. Ce qui soutient l’axe un, c’est son frottement avec la pièce F et les extrémités de l’alidade bb. On voit que, par cette disposition ingénieuse, on a fait servir le même cercle gradué à la mesure de deux angles de rotation indépendants l’un de l’autre.
329. Application du nuMtnétomètrc bifilaire à la mesure de* variation* de l’intensité horizontale. — manière de régler l'instrument. — Maintenant que nous connaissons les diverses pièces du magnétomètre à deux lils et les mouvements qu’elles peuvent prendre, nous sommes en état d’exposer les opérations nécessaires pour déterminer les variations d'intensité.
On commence par régler l’instrument, et, à cet effet, on place dans l’étrier un barreau de cuivre de même poids et de même forme que le barreau aimanté dont on doit faire usage, de sorte que la force directrice statique qu’il produit est la même que celle que produit le barreau aimanté. L’appareil prend une position d’équilibre, et dans cette position les deux fils de suspension doivent évidemment être situés dans un même pian. Cela étant, on fait tourner le miroir M jusqu’à ce qu’on aperçoive en coïncidence avec le fil vertical de la lunette la division G de la règle devant laquelle passe un fil à plomb suspendu devant l’objectif de la lunette. La lunette, comme dans le magnétomètre à un seul fil, a été réglée sur une mire intérieure qui permet de reconnaître si elle se dérange; le fil à plomb doit passer devant le centre optique de la lunette; enfin la règle divisée est perpendiculaire au plan qui contient le fil à plomb et le centre optique de la lunette. Lorsque l’image de la division G est en coïncidence nvec le fil du réticule, on est sùr que la normale au miroir coïncide avec la projection de l’axe optique de la lunette sur le plan horizontal passant par cette normale.
Remplaçons maintenant le barreau de cuivre par le barreau aimanté, en prenant soin de le disposer de manière que son pôle austral soit dirigé du côté du nord; si l’on abandonne l’appareil à luimême, il se produira une déviation, sauf le cas très-particulier où.
le système étant dirigé de manière que le couple dû à la force directrice statique soit nul. l’axe magnétique du barreau se trouverait dans le méridien magnétique. Par suite de cette déviation, l’image de la division G ne sera plus en coïncidence avec le fil vertical de la lunette; mais si l’on fait tourner l’alidade AA, qui soutient l’étrier, de manière à rapprocher le barreau du méridien magnétique, le pôle austral étant toujours dirigé vers le nord, on finira, après quelques essais, par ramener la division G en coïncidence avec le lil vertical de la lunette. La normale au miroir coïncidera de nouveau avec la projection horizontale de l’axe optique de la lunette, et, comme ou n'a pas changé la position du miroir par rapport aux points d’attache des deux fils d’acier, ces deux points d'attarhe auront repris leur position primitive, c’est-à-dire que l’appareil sera dirigé de telle sorte que le couple dû à la force directrice statique sera nul.
Gela étant, écartons le barreau du méridien magnétique. II se mettra à osciller sous l’action de deux couples qui s’ajoutent, le couple terrestre F„ et le couple sialique M„. Soit N le nombre d’oscillations exécutées par le magnétomètre pendant l’unité de temps: alors K. + M. est proportionnel à N2, et l’on peut poser
I; étant une constante qui ne dépend que du système oscillant, l’osons ||--^11„, l’équation précédente devient
On retourne le barreau aimanté bout pour bout, de sorte que le pôle austral se trouve dirigé vers le sud. Comme le couple statique a été pris plus grand que le couple magnétique, il y a encore équilibre stable. L’appareil ne se sera pas dérangé si l’axe magnétique du barreau coïncide avec son axe géométrique. Si la division G ne coïncidait plus avec la croisée des fils du réticule, on l’y ramènerait en faisant tourner l’alidade AA. Si, dans cette nouvelle position, on fait osciller de nouveau le mugnétomèlrc cl que l’on compte le
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nombre /i d'oscillations exécutées dans l’unité de temps, on a
M.(i — R0)=foi*.
Donc
d’où l’on déduit
Ce rapport R„ est par hypothèse [dus petil que l’unité; on doit s’arranger de manière qu’il en diffère très-peu, de ^ ou ^ environ. S’il en était autrement, on modifierait la force directrice statique en faisant varier la distance des deux points d’attache au plafond. On peut poser
R0=sin ;
et calculer l’angle z, plus petit que qo degrés, qui satisfait à cette équation. Cet angle étant connu et le barreau aimanté étant toujours dans la seconde position, c’est-à-dire dans le méridien magnétique avec son pôle austral dirigé vers le sud. faisons tourner l’alidade VA, qui supporte l’étrier, d’un angle de go" — z et abandonnons l’appareil à lui-mème. Il prendra une certaine position d’équilibre dans laquelle la ligne des points d’attache des deux fils fera avec sa direction primitive un angle x. Soit NS (fig. aa6) le méridien magnétique qui contenait d’abord l’axe magnétique du barreau. On a fait tourner le barreau d’un angle NOB = go" — z. Comme la terre tend à amener le barreau dans le méri- Fig. dien magnétique, le pôle boréal B en S, le bar-
reau aimanté fera tourner l’appareil dans le même sens d’un angle x dès que l’appareil sera abandonné à lui-même. L’angle NOB' est donc égal à x-t-go” — z, et la condition d’équilibre sera
ou bien
M„sinx = F„sin (x4-go“ — z)
sin x = sine sin (x + go* — t) = sin z cos (x — z) = sin z ( cos z cos x -f- sin x sin z).
Ou lire de là, en iiiulti|ilianl sin x par i = eossz-f-sin2,:,
sin x cos3 z = sin z cos z cos x ou tangx — tangz et x — z.
Donc l’angle ,\0H' est droit, et la nouvelle position d’équilibre est perpendiculaire au plan du méridien magnétique.
Celte opération est susceptible d’une vérification. L’appareil tout entier ayant tourné d'un angle ;, la normale au miroir a aussi tourné du même angle. Donc, si l’on fait tourner d’un angle z et en sens contraire de la rotation précédente l’alidade bl>, qui entraîne avec elle le miroir, on devra voir la division G venir coïncider avec la croisée des fils du réticule de la lunette. Si cette vérification ne se faisait pas, il faudrait recommencer les opérations précédentes.
Les conditions que nous venons d’indiquer étant remplies, l’ajHpareil se trouve dans son état initial. Les opérations qu’on a exécutées ont une certaine durée, et il faut rapporter tous les résultats à une même époque. Il est nécessaire de déterminer pour cette époque la déclinaison magnétique à l’aide du magnétomètre à un seul fil, ou seulement de remarquer la division devant laquelle se trouve l’aiguille d’une boussole qui donne les variations de déclinaison, afin qu’on puisse connaître cette variation au bout d’une époque quelconque.
330. Uarclir lien obaervnlion*. — Uojr n d'en déduire le* variation* d’intenalté. — L'appareil étant abandonné à luimême finira par se déranger pour deux raisons : d’abord parce que l’intensité magnétique du globe change, ensuite parce que la déclinaison change. La déviation de l’appareil se mesurera facilement à l’aide de la lunette, du miroir et de la règle divisée. Il s’agit de voir comment on peut en déduire les variations de la composante horizontale de l’intensité du magnétisme terrestre.
Remarquons, en passant, que le magnétomètre à deux fils pourrait servir à la mesure de l’intensité absolue, mais il faudrait faire pour cela des opérations assez compliquées. D’ailleurs les résultats auxquels on arrive sont moins exacts que ceux que fournit le magnélomètre à un seul fil; aussi nous ne dirons rien de ces opérations.
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cl nous allons tout de suite nous occuper de la mesure des variations d’intensité.
Supposons qu'à un certain instant on observe à l’aide de la lunette une déviation p : cela veut dire que tout l’appareil a tourné d’un angle p à partir de la direction initiale OL (fig. 007): par conséquent l’ave magnétique a aussi tourné du même angle, et l’on a BGB' =p. Cet angle peut être situé d’un côté ou de l’autre de AB. Begardons-le comme positif lorsqu’il sera compris dans l’angle BCS et comme négatif lorsqu’il sera dirigé dans l’angle BCN. Supposons qu’en outre le plan du méridien magnétique ait tourné à partir de
sa position initiale NS d’un angle NCN'=ÿ positif dans le sens de la flèche. Cet angle est donné par la boussole des variations ou le magnétomètre à un seul fil. Menons ab perpendiculaire à CS', nous aurons BC b = q; donc ACB'=p — t] et l’angle B'CN' est évidemment égal à yo°+p — i]. Dans la position ACB, la ligne qui joint les deux points d’attache faisait avec sa position de repos un angle z; cet angle est donc maintenant z+p. En supposant que le rapport du moment magnétique au moment statique soit devenu H = rR„, l’équation d’équilibre est
sin (*+p)=rRosin(90',+/>— q), et, comme Rosine, on a
sinti+pl
sin; cos (p—q)
Fig. ..7.
Ainsi ce rapport r est entièrement connu. Nous avons posé
r — R„ et
donc
«■-fr R ~w
Soient T l’intensité de la composante horizontale du magnétisme terrestre, m le moment magnétique du barreau; alors mT est le moment maximum F du couple qui sollicite le barreau aimanté à se diriger dans le plan du méridien magnétique. Nous avons vu que le
moment maximum M du couple statique a pour expression
donc
d’où
Le moment magnétique m0 se rapporte au barreau pris à la température qu’il avait à l'instant initial. Désignons par fi ce que serait ce moment magnétique si la température eût été zéro, et appelons r ce que devrait être la composante horizontale du magnétisme terrestre pour que l’on eût
Tf* — T0w0,
il vient
Z. Ærr;
d’ailleurs on a, d’après la loi de Kupffer, t étant la
température du barreau dans la seconde expérience et y le coefficient que l’on trouve dans les tables. On a aussi
£-,+jS(i— t.), J-t+0 («'-O.
eu désignant pur t, les températures au plafond , et
fa
jS étant le coefficient de la dilatation du laiton et a celui de l’acier. On prend pour température du fil de suspension la movenne des températures de scs deux extrémités. Si l’on pose
il vient
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T-(*+y<)(‘+/3«)(t+^) ^rr,
et, en négligeant les quantités du second ordre,
T=[.+7t+(/3-f)(ô + 0')]rr,
Cette formule servira à déterminer T lorsqu’on aura déterminé la constante r, ou, si on ne la détermine pas, elle fera connaître le rapport des intensités horizontales du globe à deux époques différentes.
Cette quantité t n’est pas absolument constante, car nous avons posé
Tf* — T„m0.
Le second membre est une quantité donnée une fois pour toutes: pour que t fût constant, il faudrait donc que /i le fût aussi. Or, ft est le moment magnétique du barreau aimanté réduit à zéro, et, lorsque
nous avons écrit l’équation 1 nous avons supposé que le moment magnétique du barreau ramené à la température zéro se rapporte a l’époque de la dernière expérience. Or on sait que le moment magnétique d’un barreau aimanté, réduit à zéro à des époques différentes, n’est pas absolument constant: il varie trèslentement et très-peu lorsque le barreau a été placé dans des conditions convenables, mais il varie. Il suit de lè qu’il faudra déterminer la constante t à des intervalles de temps qui ne soient pas trop éloignés, par exemple de huit jours en huit jours. Quand on aura un certain nombre de valeurs de t. on pourra avoir recours à ries formules d’interpolation pour les jours intermédiaires.
MESURE DE L’INCUNAISON.
331. Inconvénient de I» méthode ordinaire. — Nous avons déjà dit que les procédés anciennement employés pour déterminer l’inclinaison n’étaient susceptibles d'aucune exactitude. On sait que dans ces procédés, pour corriger l’erreur provenant du défaut de centrage de la boussole, on aimante l’aiguille en sens contraire; mais, pour que ce procédé fél exact, il faudrait rendre a l'aiguille la même intensité magnétique, et c’est ce qu’il est impossible de faire. En général, toute méthode qui nécessitera un renversement dans les conditions physiques de l’appareil sera vicieuse.
33'2. méthode de Gauia. — Gauss a donné pour la détermination de l’inclinaison une méthode qui ne nécessite pas ce renversement dans les conditions physiques de l’appareil. On détermine le rapport de l’intensité absolue des deux composantes horizontale et verticale du magnétisme terrestre; de la connaissance de ce rapport il est facile de déduire l’inclinaison.
Cette méthode est fondée sur le principe suivant : Imaginons dans l’espace une force magnétique quelconque et un conducteur métallique fermé dont le plan soit d’abord parallèle à la direction de la force; supposons que, par une rotation autour d’un axe convenablement choisi, on amène ce plan à être perpendiculaire à la direction de la force : pendant la rotation il se développera dans le conducteur un courant induit dont l’intensité est proportionnelle è l’aire du conducteur et à l’intensité de la force magnétique. Si l’on continue à faire tourner le conducteur autour du même axe jusqu’à ce que son plan soit redevenu parallèle à la force, on développe un courant de même sens égal au premier. Cela posé, imaginons un conducteur circulaire (pie l’on puisse faire tourner successivement autour d’un axe vertical situé dans le méridien magnétique et autour d’un axe horizontal situé dans le même plan. Supposons maintenant que, le conducteur étant situé dans le plan perpendiculaire au
MESURE DE L'INCLINAISON
méridien magnétique, on le fasse tourner de 180 degrés autour du diamètre vertical : le courant développé sera proportionnel à l’aire du conducteur et à la composante horizontale H de l’intensité du magnétisme terrestre: faisons maintenant tourner le conducteur, d’abord horizontal, d’un angle de 180 degrés autour de son axe horizontal, nous obtiendrons un nouveau courant proportionnel à l’aire du conducteur et <\ la composante verticale Y du couple terrestre. Si l’on parvient à mesurer les intensités I et T de ces deux courants, on aura
IV
T = R = tang 1,
i étant l’inclinaison cherchée.
Le conducteur que l’on emploie est une bobine plane d’un grand diamètre, que l’on fait tourner successivement autour d’un axe vertical et autour d’un axe horizontal. On mesure les intensités des courants développés, à l’aide d’un galvanomètre particulier dans lequel les déviations de l’aiguille sont appréciées au moyen d’un appareil à miroir. On observe les impulsions de l’aiguille du galvanomètre: or nous savons que ces impulsions sont proportionnelles aux quantités d'électricité développée, et ces quantités d’électricité proportionnelles elles-mêmes à l'intensité du courant. Ge sont ces quantités d’électricité qui sont proportionnelles aux composantes H et \ .
Il est impossible de placer les axes de rotation l’un parfaitement horizontal et l’autre parfaitement vertical; on corrige les erreurs qui résultent du défaut de coïncidence, en répétant l’expérience après avoir renversé la disposition de l’appareil et prenant la moyenne des résultats obtenus.
La méthode de Gauss, qui est très-précise, a été longtemps peu usitée, parce qu'elle nécessitait l'emploi d’un appareil inducteur et d’une espèce de galvanomètre encore peu connue.
333. Appareil simplifié donnant le» rapport» de» Inclinaison» en différent» lieux. — L'appareil de Gauss ne peut évidemment pas servir pour les observations que l’on fait en voyage. M. YVeber a construit un appareil très-simple qui peut être employé avec succès pour de pareilles observations.
Cet appareil, dont les figures an 8, 229 donnent une vue verlieale et horizontale, ne permet de déterminer que les rapports des
Fig. s s 8.
inelinaisons absolues pour les différents lieux de la terre. Il se rom-
pose d'un gros barreau de cuivre d’un centimètre d’épaisseur, contourné en anneau et mobile autour d’un axe horizontal au (fig. aa8 et saq): d’un côté l’axe a fait corps avec l’anneau et sert à lui imprimer un mouvement de rotation, île l'autre Kig, „9, l’axe bc reste lixe et traverse l’anneau
à frottement doux. La branche bc de l’axe supporte au centre de l’anneau une boite cb dans l’intérieur de laquelle est suspendue une petite aiguille aimantée.
On commence par amener l’axe de rotation dans le plan du méridien magnétique : pour cela on le fait tourner jusqu’à ce que l'aiguille aimantée vienne au zéro; l’appareil a été construit de telle sorte que l’axe se trouve alors dans le plan du méridien magnétique. On amène ensuite le plan de l’anneau à être horizontal, et il est clair que ce plan est alors perpendiculaire au méridien magnétique. L’anneau étant ainsi disposé, on le fait tourner de 1 80 degrés; un courant induit prend naissance, l’aiguille est déviée et la tangente île l’angle
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de déviation est proportionnelle au rapport j'( ou à la tangente de l’inclinaison au lieu où l’on fait l'expérience. Pour le montrer, analysons ce qui se passe. Chaque fois que l’anneau tourne de i 80 degrés, le courant change de sens; mais il tend toujours à faire dévier l’aiguille dans le mémo sens, comme nous allons le démontrer. La seule composante de la force terrestre dont il faille tenir compte est la composante verticale, car la composante horizontale, étant parallèle à l’axe de rotation de l'anneau, ne peut en aucune façon le faire tourner, et par suite, d’après la loi de Lenz, est incapable d’v développer aucun courant.
Choisissons pour plan de la ligure le plan horizontal : la compo-
Fijf. *.1n.
santé verticale de la force terrestre sera une droite NS ( lig. ;i3o ) perpendiculaire ù ce plan.
Supposons que le conducteur tourne à partir de cette position, de manière que le point C vienne en avant de la ligure, et soit f le sens du courant induit développé; tant que le point C s’éloignera de NS, le sens du courant ne changera pas; par conséquent le sens du courant persistera tant que le point C ne sera pas venu en C'. A cet instant le courant circule dans le sens de la (lèche f \ mais, dès que le point C aura dépassé C', le murant changera de sens, puisque ce point se rapprochera de NS et circulera dans le sens de la flèche f". Si l’on imagine un observateur placé dans le courant d’après la règle connue, on verra rpie sa gauche est encore dirigée vers ()', et par
\eri>f.t, IV. — f,«iii(V*ivnres de physique. l\~
suite que le [)ôle austral a doit être dévié encore dans le même sens.
Cela posé, nous savons que l’action d’un élément de courant sur un pôle est perpendiculaire au plan mené par l’élément de courant et par le pôle; comme l’aiguille est petite, nous pouvons supposer ce plan confondu avec le plan de l’anneau et regarder par conséquent l’action du courant sur le pôle comme perpendiculaire constamment au plan de l’anneau.
Appelons <p l’angle que fait le plan de l’anneau avec la verticale à l’époque /: pendant un instant dl il décrira un angle dÇ>, et, si l’on appelle rie rayon de l'anneau, X sa résistance, le courant induit qui en résulte sera représenté par
L’action exercée par chaque élément de courant sur l’aiguille sera
donc — en appelant M le moment magnétique de l'aiguille, et.
par suite, celle qu’exerce le courant tout entier sera
MT, -jttVMV 9 rtr = — s — cos
La composante horizontale de cette force qui est perpendiculaire au plan de l’anneau concourt seule à faire dévier l’aiguille, et son expression est
ittVMV
C()ÿ*<pd(p.
Pour avoir l’action exercée pendant une révolution entière, il faut intégrer de — ~ à ce qui donne MV.
Si, au lieu d’un seul tour, l’annenu en fait h. l’action sera n 7I^r MV. Telle est en définitive l’expression de la force qui sollicite
l’aiguille et la dévie; elle est horizontale et perpendiculaire au plan «lu méridien magnétique. Si l’aiguille a été déviée de l’angle a , il est clair que l’on devra avoir
m71. M \ cosa — Usina,
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»irVM V 4 V , ,
'«nga - — j— fl = A n = A tangi.
La tangente de la déviation est donc proportionnelle à la tangente de l’inclinaison; elle est du reste aussi proportionnelle au nombre de rotations effectuées en une seconde. Le rapport des déviations observées à l’aide de l’appareil en différents lieux fera donc connaître le rapport des inclinaisons. Du reste, si l’on a déterminé la constante A par des expériences préliminaires, l’appareil fera connaître tang» au moyen de tanga.
334. Ancienne théorie «In magnétiame terrestre fondée ■ur l'hypotHéae d’un aimant dont l’axe eut un diamètre de
la terre. — On doit à Euler le premier essai d’une théorie mathématique du magnétisme terrestre. Celte théorie est fondée sur l’hypothèse d’un aimant terrestre. On suppose que cet aimant est dirigé suivant un diamètre de la terre qui fait avec l’axe de la terre un très-petit angle, et que ses deux pôles sont à égale distancr du rentre. On peut déduire de cette hypothèse plusieurs conséquences sans le secours de l’analyse : i” Sur tous les points d’un grand cercle perpendiculaire à l’axe magnétique de l’aimant terrestre, l’inclinaison est nulle; ce grand cerrle est donc l’équateur magnétique, a" En chaque point de la terre, l’aiguille aimantée est toujours dirigée flans le plan du grand cerrle qui passe par ce point et par l’axe de l’aimant; les méridiens magnétiques sont donc des grands cercles. Quant a,u lignes d’égale inclinaison, ce sont des petits cercles dont le plan est perpendiculaire à l’axe de l’aimant.
Si l’on veut aller plus loin, il faut nécessairement faire «les hypothèses sur la position des pôles de l’aimant et admettre la loi de l’attraction en raison inverse du carré «le 1a distance. Euler, qui ne connaissait pas cette loi. y a suppléé par des hypothèses purement gratuites que nous ne rappellerons pas. Quant à la position des pôles de l’aimant, on la suppose assez voisine de la surface de la terre, afin d’expliquer comment il se fait que, dans le voisinage du pôle nord et du pôle sud, l’aiguille aimantée prenne une position verticale. On sait en effet que, si l’on promène une aiguille aimantée près d’un aimant, l’aiguille prend une position verticale lorsqu’cllc passe au-dessus du pôle de l’aimant.
335. Calcula «le Biot. — Détermination de l'angle de la résultante magnétique avec l’axe magnétique du globe.
— dette hypothèse n’a pu se soutenir dès qu’on a eu les éléments
nécessaires pour tracer les méridiens et l’équateur magnétiques; en effet, ni les méridiens ni l’équateur ne se trouvent être des grands cercles. Cependant il était utile de voir jusqu’à quel point elle représentait les observations et de chercher si l’on n’en pourrait pas déduire des formules empiriques suffisamment exactes. Ce travail a été accompli par Biot, qui en a publié les résultats en i8o'i. Le même travail avait été déjà exécuté par l’astronome allemand Tobie Mayer; mais il ne fut publié qu’en 1810, après la mort de cet astronome. Biot utilisa les déterminations «pie de Humboldt avait faites dans l'Amérique du Sud, où il avait mesuré l'inclinaison et l’intensité du magnétisme terrestre pour un grand nombre de stations; il y joignit les observations qu’il avait effectuées luimême dans diverses contrées de l’Europe, en France, en Allemagne, en Italie, en Espagne, discuta toutes ces observations, les compara à la théorie d’Euler, et cette étude eut pour résultat de changer complètement les idées que l’on s’était faites sur la position des pèles de l’aimant terrestre. C’est ce que nous allons essayer de faire concevoir.
Par l’aimant terrestre et par le lieu de l’observation, faisons passer un grand cercle que nous prendrons pour plan de la figure. Soient O | (ig. 3 * ) le centre de la terre, xx l’axe de l’aimant terrestre, A le pèle austral et B le pôle boréal de cet aimant : nous supposerons ces deux pôles situés à égale distance du centre O et nous poserons OA = OB =*= a.
Soit M un point de la surface de la terre : cherchons l’action exercée par l’aimant terrestre sur une molécule de fluide austral placée en ce point, dont nous désignerons les coordonnées par x, y. Prenons pour unité la masse magnétique de la molécule de fluide austral placée en M , et appelons /x les masses magnétiques des deux pèles A et B.
L’action du pèle A sur 1a molécule M sera une force répulsive
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JL.
SM
L’uelion du pôle B sur VI sera atlruclîve et aura pour ex|>ression
BMa
Soit .VI P la direction de la résultante de ces deux forces. Pour calculer cette résultante et sa direction , nous allons chercher ses composantes \ et Y parallèles aux axes 0.r et O ij.
Suivant Ox, la force répulsive émanée de A donne
^5 cos MA .r .
et la force attractive émanée de B
(Jonc
X — -L cos VI Ax AM3
BMJ
cos VI Bx.
rL. cos M Bx =
IiM-
(ilx 4- a )
AM
BMS
On aura de même
JL sin VI Ax \M3
lîM3
sinMBx-^:,
ÂTB*
BM*
Joignons les points 0 et M, désignons l’angle VI Ox par n et h; rayon de la terre par >\ nous aurons
x — rcosu , y =*= r sin m,
AMJ = a- — a2 4- r3 4~ aar cos u, BVr=a'* = «34- r* — aorcosu. ou bien, en posant u<=lir. Ii étant une cjnantité à déterminer. a3 = r2 ( î 4- a A cos n -f- A3 ), a'3 = r3 ( î — a h cos « 4- /j2
O11 en déduit
\ fl /COS U 4- Il COS U — ll\
~ ? I ‘a’ y fi /sin « sinu\
Désignons par /3 l’angle (|ue lait avec Ou; la résultante MP, nous aurons
si n u
c«s U + Il -r, — — ,
tan|î /S — ÿ
Celte formule ne peut pas servir immédiatement pour établir une comparaison entre les résultats de la théorie et ceux de l’observation, car elle contient l’indéterminée h. Biot a commencé par déterminer la position de l’équateur magnétique. Comme il ne s’agit que d’une vérification approchée, on ne devra pas prendre pour équateur magnétique la ligne réelle (pii est à double courbure, mais le grand cercle qui s’approche le plus de cette ligne. Il suffit donc de connaître deux points de l’équateur magnétique, mais, pour plus d’exactitude, on devra prendre deux points assez éloignés. Biot a choisi deux observations faites, l’une par Lapcyrouse sur la côte du Brésil, par îo"’^' de latitude australe et ‘>5"ü.V de longitude occidentale, l’autre par de Huinholdl au Pérou, par 70 1 ' de latitude australe et 8o"ôi' de longitude occidentale. A l’aide de ces deux observations, Biot a pu déterminer la position d’un grand cercle qui no s’éloignait pas trop de l’équateur magnétique vrai.
336. Nous pouvons maintenant expliquer comment de la formule^) on peut déduire l’inclinaison pour le point M. Désignons par X' la latitude magnétique du point M, nous aurons X — - — u;
pour obtenir l’inclinaison, menons la tangente MH au point M, l’inclinaison 1 sera égale à l’angle HMP; quant à l’angle /S, il est égal à l’angle obtus xPM', et si l’on pose MP* = /S', on aura /3' «= /3 •— 1 80". Cela posé, on trouve facilement
/S' = u 4- OMP— u -f- - — i = ir — {X'+ 1).
/3 = arc -- (X' + i).
Portant celte valeur dans la formule (1), il viendra
tang(X' + i) = —
cos X’ à'
sinX'+A
et celle formule donnera l'inclinaison i quand on connaîtra la latitude magnétique X'.
Voyons maintenant comment on peut calculer celle latitude. Soient AE (lig. a3*j) l’équateur terrestre, NE' l’équateur magnétique que l’on su|i|iose être aussi un grand cercle, et M le lieu donné sur le globe avant pour longitude AE — / et pour latitude géographique ME — X. Menons de ce point l’arc de grand cercle ME', perpendiculaire à l’équateur magnétique NE' : cet arc représentera la latitude magnétique X' du point M. Or, comme on connaît la longitude AN ou 'js du nœud de l’équateur magnétique, on aura NE = f — u. Ainsi, dans le triangle sphérique MNE rectangle en E. on connaîtra les deux côtés ME, NE; on pourra donc calculer l'hypoténuse MN ou H et l’angle N par les formules
Fi». *3».
COS 1 1 — COS X COS
long N
Lmg_X siu [l — a>)
L’angle N étant connu, on en retranchera l'inclinaison I =^ENE' des deux équateurs, et l’on connaîtra l’angle MNE'. Alors, dans le triangle MNE'. l’arc AIE' ou X’, latitude magnétique du point M, s’obtiendra par lu formule
sin X' — sin H sin (N — I).
337. Détermination dr la eonatante li. — Pour déterminer la valeur de la constante h. Biol a choisi une observation faite par de Humboldl à la station de («ariehnnu par ti" 3 V de latitude boréale et 70” 1 S' de longitude occidentale , ce qui donne 1 h° 5a' pour latitude magnétique du lieu. L’observation a donné 3o°a W pour l’inclinaison en ce lieu. En parlant de là, si l’on voulait résoudre la formule par rapport à li. 011 trouverait une valeur négative, ce qui ne peut avoir aucun sens. Il a donc fallu, pour se faire une idée de la valeur de li, opérer d’une autre manière. Après avoir remplacé
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dans la formule (u) X' par sa valeur, on a donné à li differentes valeurs el l’on a calculé les valeurs correspondantes de i, (pie l’on a comparées à celles <|u’avait données l'observation. Voici le tableau
is résultats obte
nus :
DIKrÉREHCKS
iscu*.tisns>
IVJLIMIMI1
avec les
VALEtlB» llK II.
ralculôes.
obwrvép.
inclinaisons
observées.
ifi"55'
0,îl
afi" ,7'
•17" 5 fi'
luGniiiiviit petit.
3118. t’onMéi|uenee« du calcul de /». — Du tableau précédent il ne résulte pas qu’en prenant li très-petit on représente d’une manière sullisainmcnt exacte l’observation; cependant on doit en conclure que si l’on veut assimiler le magnétisme terrestre à un aimant il faut supposer les pôles de cet aimant très-voisins du centre de la terre, cl toute hypothèse physique qui conduirait à un résultat contraire devra être rejetée.
Kii partant de ce résultat, on peut mettre la formule (i) sous une forme assez simple. On ne lient pas faire immédiatement /i — o dans la valeur de tang/3, car elle devient indéterminée; mais on suppose d’abord /« très-petit, de telle sorte que hr soit négligeable. Alors, en développant, il vient
i + 3/icosti, a'3— i 3/icosk;
en substituant on trouve
sinu sinu cosu sin au
cos a — s cos u — « cos 3U+;
3 cos u 3 3
Cette formule devient, en introduisant l’inclinaison i et la latitude
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lang(X'-H) =
xin aÀ
cos a X' — ^
SI. krnlFt. aslronoine russe, a donné à la formule de Biol une expression beaucoup plus simple.
La formule (3) peut être mise sous la forme
tang(X' + i)-=
a si n X’ cosX' a cos2X' — j 3
3 tanfjX' a
et, en développant ,
inngX’-i- tang/ i — lang X’ tang i
d’où
3 tang X'
cos’X
3UingX'-^^+3tangi-~|:! = 3tangX' 3lang2X'tang. .
•/ . . ,,n a tang X' xtang/
3 tangi ( i + tnng-X ) -75^—
ou bien, en observant que 1 -f* tang' X' = ’
et par conséquent
tangi atangX' coslX' cos’X'
langi = a tang X'.
On en déduit le théorème suivant : la tangente de l’inclinaison est double de la tangente de la latitude magnétique.
(jette formule représente assez exactement les observations dans le voisinage de l’équateur magnétique ; on en fait un fréquent usage pour obtenir les divers points de cet équateur. On détermine l’inclinaison en un point voisin de l’équateur magnétique et l’on calcule à l’aide de la formule précédente la valeur correspondante de X'; 011 déduit de là la position d’un point de cet équateur, car en chaque point on connaît la direction du méridien magnétique sur lequel ou doit porter X'.
ÔS
33'.L Calcul dr l'intensité en «uppocant h Iréa-petit. —
La théorie (lu magnétisme que nous venons de développer permet de calculer aussi l’intensité F de la force magnétique en un point de 1a terre. On a en elfet
K - ytt*+ Y3 = £ loin* u T — ~ , ? -7 ï
r ( L(i +2/1 cosu)* (1 — ‘îlicosu,* J
[COSU + /l COS U — h
(i-t-aAcosu)î (1— a/tcosu)" J '
en négligeant IP, développant et admettant toujours la même approximation, il viendra
K = p 1 3 6 A2 si n2 u cos2 u -(- £( cos u -j- h ) ( t — 3/i cos u )
■-(cosk — /i)(i -t-3/tcosn)JJj *
— jt £ 3 G /»2 si n2 u cos2 u -j- 4/i2(i — 3costt)-J 1
= —, j^3 G li- cos2 u -j- 4/»2 - u U lî* cos2 u j — f 1 3 cos2 u j '
— ~r (i + 3 sin2 X') ’ •
Cette formule conduit à ce résultat, que l’intensité magnétique au pôle est double de l’intensité magnétique à l’équateur.
L’observation 11e confirme pas celte conclusion, et en général la formule qui donne la valeur de F ne sc vérifie que d’une manière assez grossière. Cette formule 11’est donc pas exacte, mais elle peut servir de type à une formule empirique. Ainsi on pourra poser
F = ft(ff+4sinïA')’,
a et h étant deux constantes que l’on déterminera au moyen de deux observations. Cependant cette formule ne peut représenter la valeur de F en tous les points du globe: elle n’est guère exacte que dans le voisinage de l’équateur.
Les calculs de Tobie Mayer sont peu différents de ceux de Biol; au lieu de supposer l’aimant terrestre passant par le centre de la
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terre, il le suppose un peu excentrique, ce qui lui permet d'olxtenir des formules plus compliquées « la vérité, mais qui se rapprochent davantage de l'observation.
La conclusion qu’il faut tirer de tout ce qui précède, c’est que. dans l’hypothèse du magnétisme terrestre, il faut admettre l’existence d’un petit aimant dont les pôles sont très-rapprochés. Cette hypothèse revient d’ailleurs à celle d’Ampère sur l’existence des courants terrestres. Il ne résulte pas de là que le magnétisme ou les courants terrestres soient ainsi resserrés dans un petit espace, mais seulement que les choses se passent comme s’il en était ainsi; rien n 'empêche d'ailleurs que les fluides magnétiques ou bien les courants fermés ne soient distribués clans tout l’intérieur de la terre.
340. Hypothèse d’Hnnateen. — Hanstecn, physicien de Christiania, a cherché à perfectionner la théorie du magnétisme terrestre; il a établi des formules empiriques assez exactes en supposant à l’intérieur de la terre deux aimants excentriques dont l’un serait beaucoup plus puissant que l’autre. Quand on admet cette hypothèse, on est conduit à parler des quatre pôles magnétiques de la terre, qui sont ceux de ces deux aimants; ainsi entendue, cette locution est exacte; mais elle ne le serait plus si, par pôles de la terre, on entendait, comme on le fait ordinairement, les points où l’aiguille aimantée prend une direction verticale. Au lieu de deux aimants, on pourrait en supposer un plus grand nombre et en ajouter un chaque fois qu’il serait besoin d’expliquer un phénomène dont l’hypothèse faite jusque-là ne pourrait rendre compte. Il est certain qu’on arriverait ainsi à des formules empiriques utiles pour l’observation, mais rien dans cette manière d’opérer ne ressemble à une théorie du magnétisme.
341. Idée générale de la théorie de Caun et de «on objet. — Tel était à peu près l'état de la question quand Gauss l’a reprise. Il a cherché à donner une théorie du magnétisme indépendante de toute hypothèse sur la distribution du fluide magnétique dans l’intérieur de la terre. Il a supposé seulement qu’il y a dans l’intérieur de la terre des aimants analogues à ceux que nous
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possédons, ce qui revient à admettre dans l’intérieur de In terre des centres d’artion attirant et repoussant en sens inverse du carré de la distance, sans rien préjuger sur l’origine de ces centres, qui pourraient être attribués aussi bien à l’électricité qu’au magnétisme.
L’action magnétique de la terre sur une molécule quelconque placée à sa surface sera . en grandeur et en direction, la résultante des actions de tous ces centres sur cette molécule.
3/l2. Définition de l'unité de fluide magnétique. —
Désignons par dpi la masse magnétique d’un de ces centres ayant pour coordonnées ti, h, c: soient x . y. i les coordonnées d’une molécule magnétique quelconque dont nous prendrons la masse magnétique pour unité, et soit p la distance de cette molécule au centre magnétique n, b, c : nous aurons
p— y/(.r oj-+(y -/<)'■' -H(c r)‘-,
et les composantes de l’action du centre magnétique sur la molécule considérée seront
d\ = -jr~ '(u , il/ = '-jjr dpi.
3Æ3. Définition du potentiel. — Nous avons déjà vu (pie ces trois expressions sont les trois dérivées partielles d’une même fonction
à laquelle Gauss a donné le nom de jHilenliel. Mais MM. Green et Glausius ont réservé le nom de potentiel 5 l’expression
-iPf-
dp i . dpi étant les masses de deux molécules appartenant à deux corps
Ô88 LEÇONS SL H LE MAGNÉTISME TEK HESTRE. différents qui agissent l’un sur l’autre, et ils ont donné à l’expression -fj,e nom de fonction potentielle. Cette modification paraît convenable, et nous l’adopterons.
Supposons que l’on cherche la composante de l’action terrestre suivant la direction de la tangente à une courbe placée à la surface de la terre; comme la direction des trois axes est arbitraire, on pourra placer l’ave des x suivant la tangente à la courbe, et alors cette composante sera représentée par ou par dx désignant l’accroissement de l’arc de la courbe.
Si l’expression ^ est positive, cela voudra dire que la composante de l’action terrestre est dirigée suivant le sens où l'on compte les arcs: si au contraire celte expression est négative, c’est que la composante est dirigée dans un sens opposé.
K /| h . Formule \ | V„=- J (pcosOdx et eontéqnentet. —
Cela posé, appelons £ l’intensité de l’action magnétique de la terre sur la molécule (x. y. :) et 0 l’angle de sa direction avec la direction du. nous aurons
Ts ~ ?ros6d\ - tp eos Odx :
prenons maintenant sur la courbe que nous avons imaginée doux points P„ et P, correspondant aux arrs et *, , désignons par Y„ et V, les valeurs de la fonction A en ces deux points et intégrons depuis le point P„ jusqu’au point P, . il vient
V, X0 — J ' tpcnxQdx.
On déduit de celte formule plusieurs conséquences importantes:
i" La valeur de l’intégrale C' (pcasOd.t étant égale à la différence des valeurs de la fonction V aux deux extrémités de l’arc P, P,, laquelle ne dépend que des coordonnées de ces extrémités, est complètement indépendante de la nature de la courbe (pii unit les deux points.
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•j" (lotte intégrale est nulle quand, la courbe étant fermée, un revient nu point de départ.
3" Quand sur une courbe fermée l’angle 6 n’est pas constamment droit, ses valeurs sont en partie plus grandes, en partie plus petites
TT
que
Surfaces de ni venu V — V„ et leurs propriétés
Soit V. une valeur particulière de la fonction V : l’équation V = V„, renfermant trois variables coordonnées d’un point quelconque, représente une surface qu’on appelle surface de niveau : à chaque valeur de la constante V„ correspond une surface différente. Il est aisé de montrer que In résultante de l’action magnétique terrestre sur un point de celte surface lui est normale. En effet, prenons pour axe des z la normale à la surface, les axes Ox et Oy étant situés dans le plan langent. Puisque V est constant sur toute la surface, il l’est dans une petite étendue du plan tangent tout autour du point de
contact. Donc = o, = o pour le point considéré. Les composantes de l’action terrestre sur l’origine, dirigées suivant O.r et 0 y. étant nullcs, l’action résultante est dirigée suivant 0;, et par conséquent elle est normale è la surface, (lonsidérons une seconde surface de niveau infiniment voisine de la première \ — \'0+d\„, et soient J: la distance normale des deux surfaces, et <p l’intensité de l'action magnétique sur un point quelconque de la couche V — V„: on aura, d’après ce qui précède.
Or </V„ est une quantité constante; donc l’intensité de l’action magnétique en un point quelconque d'une surface de niveau est en raison inverse de la distance normale de cette surface à la suivante infiniment voisine. Il en résulte que, si l’on conçoit une série de surfaces de niveau infiniment rapprochées, on partagera l’espace en une suite de couches dans toute l’étendue desquelles la force magnétique sera toujours en raison inverse de l’épaisseur.
Les propriétés dont nous venons de parler ne sont pas suscep-
tiblcs de vérification expérimentale; mais on peut établir, pour des points situés à la surface de la terre, «les propriétés analogues que l’expérience peut vérifier.
Formule
t eos T ils. — <'on»é<|iaeneeM. — Ad-
s V, — V. — ( 'u cos
mettons qu'en un point quelconque P (fig. 9,33) de la surface de la terri- <p soit riutensilé et PM la direction de la forci1 magnétique terrestre, t. l'intensité1 et P\ la direction de la projection Ç> sur le plan horizontal. Le plan Ni PM sera le plan du méridien magnéi sera l’inclinaison du lieu.
Par le point P traçons une courbe quelconque sur la surface de la terre et appelons t et 6 les angles que fait la tangente à cette courbe menée par P avec les lignes PN , PM. On aura comme précédemment
il\ — Ç cos 0 ils;
Kir. >3.1.
tique et l’angle NPM
I OS I
cos 0 cos i eos t ;
ll\ — Tl COS T ils,
d'où
V,- V„- f\rc0ST«/».
On conclut de celle relation :
i" One la valeur de l’intégrale I n eos t ils est entièrement indé-
pendante de In nature de la courbe qui unit les deux points s„ et 9° One celte intégrale est nulle «piand on l'étend à tous les points d'une courbe fermée;
3° Que, si l'angle t n’est pas constamment droit sur toute l'étendue de la courbe, il est tanlét aigu et tanlèt obtus.
lérlBeatlon dr« connéquencrii prrrÇdrntm, — Les
deux premières conséquences ont été vérifiées par Gauss.
Considérons à la surface de la terre supposée sphérique une série de points dont la longitude et 1a latitude sont connues et où l’on a mesuré l’intensité horizontale du magnétisme terrestre. Joignons ces points entre eux par des arcs de grands cercles, nous aurons formé un polygone sphérique P„P,P2. . . pour lequel les théorèmes précédents doivent se vérifier. Désignons par S0, S ,, <î2,. . . les déclinaisons aux points P„. P„ P2, .... et soient enfin (0,1), (1,0), (i ,a), (a,i), . . . les azimuts des côtés P„P,, P,P2, . . . aux points P„ ou P,, Pi ou P2,. . . comptés ordinairement à partir du sud vers l’ouest.
L'angle t, qui varie d’une manière continue sur chacun des ■ ôtés du polygone, change brusquement à chaque angle et présente alors deux valeurs différentes. Ainsi, au point P,, considéré tour à tour comme l’extrémité du côté P„P, et le commencement du côté P|P.,. l’angle r a les deux valeurs (i ,o) -f- St, ir -f-(i ,a) + 5,. En désignant par t0 , t, les valeurs de l’angle t au point P0 considéré comme point de départ, et au point P! considéré comme point d’arrivée du côté P„P,, on pourra prendre comme valeur approchée
de l’intégrale j'n cos t d» relative au côté P0P, la quantité i ( w, COS T„ + 7 r, cos T, ^ P„P, , ou bien, en remplaçant t„ et rt par leurs valeurs,
ija:, fos[( l,o) + J,]— 7r„cos[(o,»)+ <î0]j P.P,.
On trouvera de même, pour la valeur approchée de la même intégrale correspondant au côté suivant du polygone P,P2,
MttjCCS [(a,i) + <J2] — w, cos [(i.a) -t- Jjj PiP2,
et ainsi de suite. L’erreur commise sera d’autant plus petite que la distance des points P„, P, sera moindre. En faisant la somme algébrique de tous les produits analogues relatifs aux divers côtés, on doit obtenir zéro.
Appliquée à un triangle tracé sur la surface de la terre, l’équa- V hait, IV. — Cuiifci cocc» de pliyai |iie. 38
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t: eos t iln = o donnera
Tl, j P.P, COS [( O, I ) + <5.] - PJ»# COS [ (o,-j) + i„j|
+ -, M’0P.J COS [(l,tl) + <J,] - P.P, COS [(l,o) + J|]j -t- »a|P0Pj cos [(2,0) -t- A|] — l\Ps cos [(a. i) + ^]|== o*
Pour donner une application de cette formule, Gauss a [iris les observations suivantes :
(îœUingue
Milan
Paris
J, = , 8*3S* ... i„ “• <>7“ôG' ... <?■ 1 ,357
8,= i8*3.r... »', — li3“4i/. . . £,= 1,294 S, = a:<“ 4'... i, = 67*36'... £, = i,348
d’où l’on lire
To =,0,00980, 71,-0,57094, 7ra = o,5i8o4.
Kn parlant des positions géographiques suivantes :
LOGITIÜE
LATITUDE. DK
GBEKNWICII.
GceUinguc 5i°3a' 9”58
Milan 45* a 8' 9° 9'
Paris 48*5a' a’ai'
et sup|>osant la terre sphérique, on trouve :
(2.0) = a38”ao' ao" (o,a)= G4°4o'ia"
P.P, - G* 5' a 8* P, P, = 5*44' 6" P.Pj— 5° 3 a' 4"
En substituant toutes ces valeurs dans l’équation trouvée et e\primanl les distances en secondes, on trouve
17006 7TU -f- 2774 7T, — 30377 WS = °*
7t.» — 0,86 1 5 8 tt, -f- o , 1 36 1 3 7r,.
En partant des intensités horizontales de Goettingue et de Milan, on obtient pour relie de Paris n-, — <),.’> 1 6g(i , valeur i|ui diffère de 0,001 de l’intensité observée directement, o,5i8o4.
3 4 8. Parallèle» magnétiques Y = Y,; leur» propriété». —
Les surfaces de niveau coupent la surface de la terre, et par leur nterseclion avec cette surface y tracent une série de courbes fermées. En un point quelconque de l’une de ces courbes, menons un plan qui lui soit normal. Ce plan passera par le centre de la terre supposée sphérique : il est donc vertical. De plus il contient la direction de l’intensité de l’action magnétique terrestre sur le point considéré, puisque cette direction est une normale à la surface de niveau sur laquelle se trouve la courbe considérée. Il résulte de là que la méridienne magnétique est en ce point normale à la courbe considérée. Ces courbes fermées, intersections des surfaces de niveau avec la surface de la terre, qui sont les trajectoires orthogonales des méridiens magnétiques, sont appelées parallèles magnétiques. Les méridiens magnétiques sont des courbes tracées à la surface de la terre, telles, que la projection sur le plan horizontal de l’action magnétique du globe en un quelconque de leurs points leur soit constamment tangente. Prenons deux surfaces de niveau V=V0 et V=V0-( -rfV„ (pii déterminent deux parallèles magnétiques : si ch est la distance
normale de ces deux courbes, est l’intensiLé horizontale du magnétisme terrestre. On voit que, dans toute la zone comprise entre ces deux courbes, l’intensité horizontale varie en raison inverse de la largeur de la zone.
349. Considération» sur la pos»ibilité de l’existence de deux pôle» magnétiques de même nom à la surface de la terre. — Gauss a aussi examiné la question des pôles magnétiques de la terre. On a souvent émis l'opinion qu’il existait deux pôles magnétiques terrestres dans chaque hémisphère; mais on a donné à ce nom des sens différents. Ce que nous entendrons par pôles magnétiques, ce sont les points où l’aiguille aimantée, librement suspendue par son centre de gravité, prend une position
verticale. Pour expliquer les phénomènes que l’on observe en Sibérie et dans l’Amérique russe, Hansteen a été conduit à admettre l'existence de quatre pôles de ce genre. Il supposait que l’action terrestre pouvait se ramener à celle qu’exerceraient deux aimants excentriques dont l’un serait plus fort que l’autre. Hansteen ajoute que ces quatre pôles ont un mouvement régulier autour des pôles terrestres, les deux pôles du nord allant de l’ouest à l’est dans une direction oblique, et les deux pôles sud, de l’est à l’ouest, aiesi obliquement. 11 assigne à ces révolutions les durées suivantes : le pôle nord le plus fort, 1890 ans; le pôle sud le plus fort, àfioâ ans; le pôle nord le plus faible, 8fio ans; le pôle sud le plus faible, 1 3o3 ans.
Gauss a fait voir qu’il ne peut exister à la surface de la terre que deux pôles magnétiques; en admettre un plus grand nombre, ce serait se mettre en désaccord avec tout ce que l’on observe, comme nous allons le faire voir.
Au pôle magnétique terrestre l'action magnétique est, par définition , normale à la terre; d’ailleurs elle est aussi normale à la surface de niveau qui passe en ce point. Donc un pôle magnétique terrestre n’est autre chose qu’un des points de contact de la surface de la terre avec une surface de niveau. Gela posé, soient AB (fig. a34) In surface de la terre et CD une surfa-e de niveau qui la touche au point P, que nous supposerons être un pôle boréal. Puisque le point P est un pôle nord, le lluide austral est attiré vers le centre de la terre; par conséquent, si l’on considère deux surfaces de niveau C'D\ CD" infiniment voisines de CD. rfV sera négatif quand on passera de la surface CD à la surface CD’, et positif quand on passera de CD à CD'. Car soit d: la distance normale des deux surfaces CD et CD", distance comptée de
P vers CD", l’action terrestre sera j, < et , comme elle agit dans le sens
de la flèche, il faudra que dV soit négatif. On verrait de même que JV est positif lorsqu’on passe de CD à C'D'. Il résulte de là que dV
e.ir. .34.
est nul au point I* rie la surface CD. Le point P est donc un maximum ou un minimum de V ; et comme la fonction \ va en croissant lorsqu’on marche de LD en C'D', il en résulte qu’en P elle est minimum. On verrait de même que, au pôle sud, la fonction V est maximum.
350. Supposons maintenant qu’il existe à la surface de la terre plus d’un pôle de même nom, deux pôles nord par exemple, et soient P,, P.2 (fig. o35) ces pôles et V„ V.2 les valeurs correspondantes de la fonction potentielle. V, étant plus grande que V2 ou tout au moins égale à retle quantité, mais pas plus petite qu’elle. Prenons une valeur W, de la fonction V qui soit un peu plus grande que V,, et, par conséquent, supérieure aussi à Vs. La surface de niveau correspondante donnera lieu à un parallèle divisant la terre en deux portions, celle des points où V est plus grand que W, et celle des points où il est plus petit, et cette dernière comprend les deux points P, et P.2. Ce parallèle doit former autour du point P, une courbe fermée ne comprenant pas le point Pa, car, la fonction potentielle étant minimum au point P,, de quelque côté que l’on s’avance ù partir de ce point, cette fonction doit d’abord aller en croissant, et le lieu des points où V est un peu plus grand qu’en P, forme une courbe fermée qui ne peut contenir d’autre point minimum que P,. Le point P.2 doit donc faire partie d’une autre zone, où la fonction V soit plus petite que W, ; ainsi le parallèle V = W, se
compose au moins de deux branches fermées renfermant chacune les points P, et P.2. Il est toujours possible de tracer un parallèle V — • Ws qui embrasse à la fois les deux points P, et P.2; car, si l’on donne à W,2 la plus grande valeur de V, ce parallèle laisse toute la surface de la terre d’un même côté. Si maintenant on fait varier V d’une manière continue depuis W, jusqu’à W„ on obtiendra d’abord une série de parallèles à deux branches fermées, dont chaque branche enveloppe les points P,
Hg. «SS.
cl P2, puis une série de parallèles à une seule branche embrassant à la fois les deux points P, et P2. Le passage de l’une de ces séries à l’autre se fera nécessairement par un parallèle en forme de 8, ou
Fig. aM.
par un parallèle composé de deux parties fermées tangentes en un seul point, ou bien tout le long d’un arc, comme l’indiquent les ligures a3(î.
Ilans chacun de ces trois cas on est conduit à des conséquences qui paraissent en contradiction avec les faits. Dans le |»temier cas. le parallèle aurait un point multiple, et, comme la direction de l’aiguille de la boussole de déclinaison est normale nu parallèle en ce point, cette aiguille devrait prendre deux directions, ce qui est impossible : il faut donc que l'intensité soit nulle en ce point. Dans le cas où il y a deux branches tangentes, la composante horizontale ne devrait à la vérité avoir qu’une seule direction au point singulier, mais elle devrait avoir deux sens opposés, suivant qu’on s’en approche par des points situés dans l’intérieur de l’une ou de l’antre courbe, ce qui est impossible. Il en résulte que la composante horizontale doit encore être nulle. Le point singulier est donc, dans les deux cas qui précèdent, un vrai pôle magnétique, mais un pôle tantôt nord, tantôt sud : nord par rapport aux points situés à l’intérieur de la courbe, analogue à la lemniscate, et sud pour les points extérieurs. Dans le troisième cas on aurait une série de pôles analogues. Comme les résultats de l’observation sont contraires à ces conséquences, nous admettrons qu’il n’y a qu’un pôle magnétique.
351. Inexactitude d’une méthode fréquemment employée pour déterminer Ira pôle* magnétiques. Nous
ferons remarquer, en passant, une erreur que l’on a commise quelquefo.s en voulant déterminer la position du pôle, Après avoir choisi (|eux points où l'inclinaison est très-voisine de qo degrés, on cons-
truit les méridiens correspondants et l’on regarde leur intersection comme donnant la position du pôle, delà suppose évidemment que les parallèles infiniment voisins du pôle sont des cercles. Or ces parallèles sont des courbes résultant de l’intersection de la sphère terrestre avec les surfaces de niveau. Lorsque ces deux surfaces sont très-près de se toucher, leur intersection a pour limite une ellipse et non un cercle.
352. Relation» entre le» trois élément» magnétique» d’un lieu. — Examinons maintenant les vérifications et les applications que Gauss a faites de sa théorie. Il faut pour cela établir des relations entre les trois éléments magnétiques d’un lieu, inclinaison, déclinaison, intensité. Prenons trois axes rectangulaires: l’axe des.r sera horizontal, contenu dans le méridien astronomique du lieu et dirigé vers le nord; l’axe des y sera horizontal aussi, mais dirigé vers l’ouest. Soient M un point quelconque de la terre supposée sphérique, pour lequel on veut connaître les trois composantes X, Y, Z de l’action magnétique du globe, et V la fonction potentielle. On a
Soient h la colalitude du lieu et è la longitude comptée en allant de l’ouest vers l’est. Si R est le rayon de la terre, on a
et, par suite,
dx => — R du,
Y y dV
~ R Tu 1
dy*=— RsinudX,
R sin u (/À
Considérons l’intégrale définie T = Ç X du ; il est aisé devoir que l’on a
_ -j- R _= O ; du du
donc, en intégrant,
V+RT-V
V, étant une quantité indépendante de u; je dis qu’elle est aussi indépendante de la longitude X. En effet, V, étant indépendant de u, on peut faire u = o, et cette quantité ne change pas; mais le pôle appartient à tous les méridiens; donc V, est indépendant de À et l’on a
d’où
rfT _ _ i rfY Jk = R rfX ’
et, par suite,
Y = -— — = — du
sin u rfX = sin uj0 rfX
11 résulte de là que, si l'on connaît pour tous les lieux de la terre la composante nord de la force magnétique, on peut en conclure immédiatement la composante ouest de la même force pour les mêmes points du globe.
La réciproque n’est pas vraie : il ne suffirait pas de connaître la composante ouest, pour tous les points du globe, pour pouvoir en déduire la composante nord. En effet, posons
on aura
donc
ou bien
U =J~sin u Y rfX,
rfy
rfX
i rfv
R du
rfU
du
Cette équation fait voir que, si l’on connaît la composante ouest de la force magnétique pour tous les points du globe et la composante nord pour tous les points d’un méridien, ou même d’une ligne quelconque allant du pôle nord au pôle sud, on pourra déterminer immédiatement cette dernière composante pour tous les points du globe.
Cps théorèmes peuvent donner lieu h des vérifications importantes.
353. Nous allons maintenant faire intervenir la composante verticale. Nous avons posé
V — pfe.
Si r, u, X sont les coordonnées du point attiré, point que l’on suppose extérieur à la terre ou à sa surface, et r„, u„, X„ celles d’un centre quelconq lie d’attraction intérieur à la terre, on a
et
p1 = r2 — 9it„ cos 8 -f- r* cos 8— cos u cos «„ -f- sin « sin «ucos(X — XJ;
d’où il résulte
^ | î — u rj [cos u cos u„ + sin u sin u„cos (X — XJ] -f 2j * •
Comme on suppose tous les centres d’action intérieurs à la terre, on aura, pour chacun d’eux, r„ plus petit que la quantité constante r. Il suit de là que l’on peut développer la puissance — ^ en
une série ordonnée suivant les puissances entières croissantes de ^ ; ainsi on a
dp ilp
T,, T„ T3 étant des fonctions entières et rationnelles de cosucosu,, et -in usina, cos(X — X0). Si maintenant on intègre dans les limites du corps, on aura \ développé en série :
. R!P„ , ICP, , R'P, ,
U désignant le rayon de la terre, et, pour déterminer les coellicients P„, P, , . . on a
R’P. = f dp, R'P, =Jt, r. dp, R'P, =j T, ri dp
f,00 LEÇONS SUR LE MAGNÉTISME TERRESTRE, cl, comme j c/ft = o, la fonction V se réduit à
et les coefficients P,, P2, P,v. . . satisfont a partielles
équation aux différences
rf’P.
sio’ii (/).'
Pour avoir les trois composantes X, Y, Z, il suffit de prendre, comme nous Pavons vu,
. i r/V y' 1 dV •! dV t
' fY 77h * ItsinurfX’ ‘ dr '
on a donc
R’/dR , RdP, , 5!dP \
r* \ du r du ‘ r* du / ’
IP /dP, , RdP, R’dP, , X
r3 sin ü V dX /• (/X r* </X / ’
On déduit de ce qui précède les conséquences suivantes :
Si l’on connaît les valeurs de la fonction Y pour tous les points de la surface de la terre, on pourra s’en servir pour obtenir les valeurs de la même fonction pour tout l’espace infini. On en déduira aussi les composantes X, Y, Z, non-seulement pour tous les points de la surface de la terre, mais encore pour tous les points de l'espace. En effet, si l’on pose r=R, il vient
J'_P1 + PI+PS
les fonctions P„ P2, P3, . . . n’ayant pas changé, car elles sont indédantes de r. Or, la fonction V étant donnée pour la surface de la terre, on pourra développer en une série de la forme
p — A, + Aj+ As-t-> . - ,
le terme général A, étant une fonction entière et rationnelle de
ros u cos u„ et de sin usin h,,cos (X— X,) et satisfaisant à l'équation aux différences partielles
*•("+ ,)A.+S;r + cotM^
du stn’ii dX'
et l’on sait que ce développement ne peut se faire que d’une seule manière. Il en résulte
Pi == A., P, = 4,. P3=4,,...:
donc tout re développement de V est connu pour tous les points de l’espace.
Pour trouver la valeur de Va la surface de la terre, il suffirait de connaître X pour tous ses points; car X étant connu, en le dévelop-
pant en série et en identifiant, on aurait les valeurs de
d’où l’on tirerait les valeurs de P,, P3, . . . en intégrant de zéro à «. Il suffirait de même de connaître Y pour tous les points du globe et \ pour tous les points d’une ligne courbe quelconque allant du pôle sud au pôle nord. Enfin il suffirait aussi de connaître Z pour tous les points du globe; car, en le développant en série, on aurait
et, en identifiant,
P2 = jB2,
On pourrait, en déterminant Y par l’un ou l’autre de ces trois procédés, soumettre la théorie à de nombreuses vérifications et obtenir des formules très-précieuses. Malheureusement les données que l’on possède ne sont pas suffisantes pour permettre ces vérifications; c’est pour cela que Gauss s’est borné à une vérification [dus simple, mais moins rigoureuse.
Les formules précédentes étant des séries convergentes, on peut se borner aux premiers termes; Gauss s’est arrêté au quatrième. Les formules ainsi simplifiées renferment a h coefficients numériques. Pour les déterminer, il suffisait de connaître X et Y pour i a stations différentes; ayant déterminé ces a 4 coefficients, on a des valeurs approchées de X, Y, Z, V pour tous les points de la surface
de la terre, et même pour tous les points extérieurs. Pour avoir une idée de la longueur de res ealculs, il suffira de dire que, bien qu’il n’y ait que ai coefficients numériques, il y a 7 1 termes.
354. ComparalMon »ve* l’expérience. — Gauss a ensuite comparé les résultats fournis par le calcul avec ceux qui avaient été trouvés par l’expérience en pi stations différentes. Dans un grand nombre de cas, la différence entre le calcul et l'expérience est comparable aux erreurs d’observation : elle est même quelquefois inférieure à la différence qui existe entre les observations faites dans un même lieu par deux observateurs exercés. Gauss a appliqué ses formules à la détermination du pôle nord magnétique, et il a trouvé pour l’année i83o la position suivante : ÿ3°35'de latitude nord, et aGA'a i' de longitude à l’est du méridien de Greenwich. Le capitaine Ross avait trouvé par l’observation que ce pôle était situé à î degré au-dessous : on peut regarder cette approximation connue très-satisfaisante. Le pôle sud a été trouvé pour la même époque à 79*35' de latitude sud et 159*30' de longitude à l’est du méridien de Greenwich : ce point est situé sur la terre Victoria.
Au pôle nord l’intensité serait 1,701; au pôle sud, 9,953.
Valeur du moment magnétique de la terre. — Les
mesures d’intensité absolue effectuées par Gauss lui ont permis de calculer le moment magnétique de la terre. Il a trouvé qu’il est le même que celui qu’on obtiendrait en prenant 8,5oo trillions de barreaux d’acier aimantés pesant chacun 5oo kilogrammes et ayant 5o centimètres de longueur. Il a calculé que si le magnétisme libre était distribué uniformément dans le sein de la terre, chaque mètre cube devrait en contenir une quantité équivalente à huit de ces barreaux. Gomme nous savons que la croûte terrestre est bien loin d’avoir une aussi grande puissance magnétique, on doit en conclure que le magnétisme terrestre se trouve concentré vers le centre de la terre. Gauss a encore trouvé que la direction de l’axe du moment magnétique fait avec la droite qui joint les deux pôles un angle de 9* 5'.
356. Distribution fletlve du magnétisme libre à la surface de la terre équivalente au magnétisme intérieur. —
Enlin Gauss a cherché quelle serait la distribution des fluides à la surface de la terre dont l'effet pourrait équivaloir à l’action magnétique du globe. On sait que Poisson a démontré, en effet, que l’action d’un corps magnétique peut être remplacée par celle d’une surface chargée de fluide magnétique. Gauss a trouvé que l’hémisphère sud devrait être chargé d’une couche de fluide austral, et l'hémisphère nord d’une couche de fluide boréal. La ligne de séparation des deux fluides ne diffère pas beaucoup d’un grand cercle qui couperait l’équateur sur les côtes de Guinée, à iô degrés de longitude ouest de Greenwich. La densité de ces couches devrait être variable d’un point à l’autre, et serait maximum en deux points de l’hémisphère nord : l’un situé sur les côtes de la Sibérie, à 71 degrés de latitude boréale et 116 degrés de longitude orientale; l’autre situé au sud de la baie d’Hudson, à 55 degrés de latitude australe et a63 degrés de longitude orientale; elle serait maximum en un seul point de l’hémisphère sud peu différent du pôle unique, à 70 degrés de latitude et t5/i degrés de longitude.
357. Vérifle»ilon« ultérieure*. — Peu de temps après Gauss. MM. Weber et Goldschmidt ont pu recommencer ces calculs en employant io3 observations, ce qui leur a permis de tracer les
parallèles magnétiques et les lignes isodynamiques. On admettait que l’équateur magnétique, c'est-à-dire la ligne sans inclinaison, est aussi la ligne d’intensité minimum; mais les calculs de MM. VVeber et Goldschmidt ont montré qu’il n’y a pas de ligne d’intensité minimum. Les lignes isodynamiques ne diffèrent pas beaucoup des parallèles magnétiques à une certaine distance de l’équateur; cependant, près de l'équateur, elles se partagent en deux
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groupes de lignes fermées (lig. •jii'j) s’enveloppant les unes les autres de telle sorte qu’il n’y a que deux points d’intensité minimum. L’un de ces points est situé prés de l’île Sainte-Hélène, pur îh'q' de latitude australe et 35o°i a' de longitude orientale : l’intensité y est représentée par 9.8981; l’autre est situé entre la Nouvelle-Guinée et les îles de la Sonde, par 5° 7' de latitude boréale et 1 78" a 8’ de longitude orientale de Greenwich : l’intensité y est représentée par 3, 2 48 1 .
L’intensité magnétique du globe est maximum en trois points. L’un de ces points diffère peu du pôle magnétique sud; il est situé par 70°q' de latitude australe et 1 6o°a6' de longitude orientale de Greenwich : l’intensité y est représentée par 7,8989. Les deux autres sont situés dans l’hémisphère nord et diffèrent peu des deux points où la distribution fictive indiquerait une inclinaison verticale : l’un est situé par 54°3a' de latitude boréale et afii'ay' de longitude orientale de Greenwich : l’intensité y a pour valeur 6,1 Gi 4; l’autre est situé par de latitude et 1 îq'ây' de longitude orientale:
l’intensité y est représentée par 5,9 1 1 3. Il résulte de l’inspection des cartes qui ont été construites que la distribution du magnétisme terrestre est beaucoup plus régulière dans l’hémisphère sud que dans l’hémisphère nord. Gauss a cherché si une partie du fluide magnétique ne peut pas être extérieure à la terre, et il a reconnu que, s’il y en a en dehors de la terre, la quantité en est très-faible; s’il en était autrement, la composante verticale de l’intensité magnétique suivrait des lois très-différentes.
358. Variation» de» élément» du magnétisme terrestre. — Variations régulières, diurnes et annuelles. — Les nombreuses séries d’observations magnétiques régulières qui ont été exécutées, soit pîir les soins de l’Association magnétique dirigée par Gauss et Weber, soit dans les observatoires établis par le gouvernement britannique dans ses diverses colonies, ont permis au P. Secchi111 de tenter la détermination des lois qui régissent les variations diurnes et annuelles des divers éléments magnétiques. Les variations diurnes de la déclinaison étaient jusqu’ici seules connues
(*> Il nuovo Ciment» , t. I , p. 60. Le mémoire du P. Secchi a été analysé par Yerdeldans les Annal?» de chimie et de physique, (3), L XLIV, p. 966 (i8.’>5).
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avec quelque cerlitude. Dans les nouveaux observatoires on observe, en outre, les variations d’intensité de la composante horizontale et de la composante verticale du magnétisme terrestre: il est facile d’en conclure les variations de l’inclinaison.
En discutant les nombreuses observations magnétiques, et principalement les travaux des observatoires anglais publiés par M. le colonel Sabine, le P. Secchi a reconnu les lois suivantes :
i° Les variations de l’aiguille aimantée suivent le temps local. On avait remarqué depuis longtemps que les variations de l’aiguille aimantée suivent la marche du soleil et n’ont, par conséquent, de rapport qu’avec le temps solaire vrai du lieu de l’observation. On a reconnu depuis qu'il en est de même dans toute l’étendue du globe terrestre, au moins pour les variations qu’on pourrait appeler les variations ordinaires de l’aiguille. Il y a seulement quelque différence dans les divers observatoires entre les heures vraies des maxima et des minium. Les perturbations extraordinaires, les orages magnétiques d’Arago ont semblé devoir être simultanés et sans aucun rapport avec le temps local, tant qu’on n’a connu que les observations de cinq ou six villes européennes fort peu éloignées les unes des autres. En discutant l’ensemble des nouvelles observations, le P. Secchi croit avoir reconnu que ces perturbations extraordinaires sont aussi en rapport avec le temps local, et, par exemple, qu’elles sont surtout fréquentes vers q heures du soir et vers 7 heures du matin.
•j“ Le pôle magnétique de l’aiguille qui est le moins éloigné du soleil fait une double excursion diurne, de la manière suivante : son plus grand écart occidental a lieu quatre à cinq heures avant le passage du soleil au méridien astronomique ; il marche ensuite vers l’orient avec une vitesse croissante qui atteint son maximum à l’instant où le soleil traverse le méridien magnétique; une ou deux heures après a lieu la plus grande excursion orientale. Le pôle revient ensuite vers l'occident jusqu'au coucher du soleil. Pendant la nuit, le soleil passant au méridien inférieur, la même oscillation se répète, mais dans une moindre amplitude. Les heures limites varient avec les saisons, avancent généralement en été et retardent en hiver. Les amplitudes des excursions sont d peu près dans le rapport des arcs parcourus par le soleil le jour et la nuit.
Pour éclaircir l’énoncé de celte loi, sur la ligne OE(fig. a38),
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dirigée de l'est à l’ouest, indiquons les heures de la journée, zéro étant l’heure du midi vrai, et. au-dessus et au-dessous de cette ligne, représentons les positions de l’aiguille aimantée à diverses heures en un lieu de l’hémisphère austral cl en un lieu de l’hémisphère boréal. Dans les lieux voisins de l’équateur, où le soleil passe deux fois
Fig. >38.
par an au zénith, les variations de l'aiguille changent de sens suivant que le soleil se trouve dans l’hémisphère boréal ou dans l’hémisphère austral. Il est digne de remarque que ce changement de sens n’ait pas lieu à l’instant où le soleil passe au zénith du lieu d’observation, mais à l’instant où il traverse l'équateur.
Parmi les conséquences que l'on peut tirer de cette loi. nous si-
Fig. t3g.
gnalerons la suivante : Si l'on construit à la manière ordinaire la courbe des variations diurnes movennos de la déclinaison en un
lieu donné, en prenant pour abscisses les heures et pour ordonnées les écarts de l’aiguille par rapport au méridien magnétique, la forme de ces courbes démontre avec évidence que les variations dont il s’agit suivent une période semi-diurne, à l’inverse de la plupart des variations météorologiques, dont la période est diurne. On reconnaît toujours, en effet, dans ces courbes, deux maxima et deux minima: seulement, comme l’amplitude des oscillations dans les deux pé-
Fig. s&o.
riodes n’est pas la même, on a généralement rapporté les phénomènes à une période de vingt-quatre heures, et l’on a cru qu’il n’y avait chaque jour qu’un seul maximum et un seul minimum.
Nous reproduisons ici deux de ces courbes, celle de Hobart-Town (fig. ‘j3g), et celle de Toronto (fig. ti&o), qui montrent en même temps l’opposition des variations diurnes dans les deux hémisphères.
3° La vurialiuu ihunie de la déclinaison de l'aiguille uinuiiilée est la somme de deux variations distinctes, dont l’une dépend seulement de l’angle horaire, et l’autre de la déclinaison du soleil. Ces deux oscillations produisent, en se superposant . tous les phénomènes des variations diurnes et des variations annuelles.
L'observation journalière ne peut donner que la combinaison des effets de l’angle horaire et de la déclinaison du soleil. Tour séparer les effets de ces deux causes, il suffit de construire les courbes qui
V cadet, |V. — Cïiifércnres île physique. .Uj
<i08 LEÇONS SUR LE MAGNETISME TERRESTRE.
se rapportent à dos déclinaisons opposées du soleil. Dans les régions équatoriales ces courbes présentent leurs indexions en sens opposés,
de manière que l’induence de la déclinaison du soleil est tout à fait manifeste. On en peut juger par la ligure ait, où la ligne pleine représente la courbe de la variation diurne moyenne de la déclinaison pendant l’été, à Sainte-Hélène, et la ligne ponctuée représente la courbe de l’hiver. Dans les régions tempérées, l’effet est moins facile à discerner.
4° Les variations de l’intensité magnétique horizontale sont soumises à la loi suivante : L'intensité magnétique horizontale est sujette à une variation qu’on peut regarder comme la somme de deux variations élémentaires dont l’une est à période diurne, l’autre à période semi-diurne. L’amplitude de la variation à période semidiurne dépend de la latitude géographique et est nulle à l’équateur. Les phases successives de la variation totale dépendent d’ailleurs de la distance angulaire du soleil au méridien magnétique.
La composante verticale de l’intensité magnétique est également soumise, dans ses variations, à une loi très-simple que l’on peut énoncer comme il suit : Les variations de la composante verticale ont les mêmes périodes que les variations de la composante horizontale: mais les maxima de l’une correspondent aux minima de l’autre, et réciproquement. Ces dernières variations présentent quelques irrégularités qui ne se rencontrent pas dans les variations de la composante horizontale; cette circonstance paraît résulter de l’imperfection du procédé par lequel on mesure la composante verticale.
En combinant les deux lois précédentes, on trouve l’énoncé suivant : Les variations diurnes de l’inclinaison suivent une loi analogue à celle des variations diurnes de la déclinaison; mais elles sont en avance de trois heures sur ces dernières.
5° Les lois des variations de l’intensité totale sont moins faciles à reconnaître, faute d’observations suffisantes, surtout au voisinage de l’équateur. On peut cependant distinguer dans ces variations deux maxima et deux minima diurnes. En hiver, l’intensité totale est plus
grande «juVn été. D’ailleurs les circonstances locales paraissent exercer une très-grande influence.
En résumé, on peut dire que toutes les variations diurnes magnétiques dépendent du soleil. Dans les latitudes moyennes elles ont toutes une période de douze heures; mais, comme l’interposition du globe terrestre entre le soleil et l’aiguille aimantée diminue l'amplitude tle l’oscillation nocturne, la marche des phénomènes semble indiquer l’existence simultanée de deux périodes, l’une de vingtquatre, l’autre de douze heures. La latitude géographique influe naturellement sur les phénomènes, et à l’équateur quelques variations ne montrent plus qu’une période simple de douze heures, la période de vingt-quatre heures ayant disparu.
359. Hypolhétes aur la cause de* variations diurnes du magnétisme terrestre. — Le P. Secchi croit trouver l’origine de ces variations dans l’hypothèse qui fait du soleil un aimant d’une grande puissance, agissant par influence sur le globe terrestre. Il est visible que, dans cette hypothèse, les phénomènes doivent dépendre principalement de la distance du soleil au méridien du lieu de l'observation, et, comme le soleil traverse deux fois par jour ce méridien, il est évident que la période principale des variations magnétiques ne doit pas être de vingt-quatre, mais de douze heures. D’ailleurs l’influence du soleil doit être plus grande lors de son passage au méridien supérieur que lors de son passage au méridien inférieur; la période secondaire de vingt-quatre heures trouverait ainsi son explication.
Faraday attribuait les variations diurnes aux changements de température de l’atmosphère. Ayant démontré que l’oxygène de l’air est magnétique, il fut naturellement conduit à admettre que l’atmosphère terrestre agit sur l’aiguille aimantée; mais celle action doit nécessairement varier avec la température, car l’oxygène, comme tous les corps magnétiques, perd une partie de son intensité magnétique à mesure que sa température s’élève. Le matin, l’atmosphère est plus chaude et moins magnétique à l’est; par conséquent l’aiguille doit se porter vers l’ouest, et la déviation est maximum lorsque la différence de température des régions est et ouest de l’atmosphère
est lu plus grande possible, c'est-à-dire vers neuf heures du malin. Le soir, c’est l'inverse qui a lieu; aussi l’aiguille se porte vers l’est. Il parait dillicile d’expliquer dans cette hypothèse l’existence d'une période de douze heures.
Du reste, ces deux hypothèses sont possibles, et il peut très-bien se faire que les deux causes qu’elles assignent agissent simultanément.
360. Perturbation* magnétiques accidentelle*. — Outre les variations régulières dont nous venons de parler, on observe, à des époques dont le retour n’a rien de régulier, des agitations ou perturbations extraordinaires de l'aiguille aimantée que l’on a appelées perturbations accidentelles ou orages magnétiques. Arago avait reconnu que ces phénomènes concordaient avec l’apparition d’aurores boréales et s’observaient simultanément en divers points éloignés du continent européen. Les travaux importants de l’Association magnétique allemande démontrèrent que ces orages magnétiques revenaient accidentellement et sans régularité; qu’ils avaient lieu en même temps dans toute l’étendue du territoire des observations; que la correspondance se soutenait de la manière la plus complète et la plus surprenante, non-seulement dans les grandes oscillations, mais dans presque toutes les plus petites, en sorte qu'il ne restait rien, quant à l’existence et à la direction de la perturbation, qu’on pût légitimement attribuer à des causes locales. Il n’en était pas de même pour la grandeur des perturbations, que l’on trouva généralement plus faibles aux stations méridionales qu’aux stations septentrionales, de sorte qu’en Europe l’énergie de la force perturbatrice devait être regardée comme d'autant moindre qu’on avançait davantage vers le sud. Mais la discussion des observations conduisait en meme temps à admettre l’existence d’autres actions probablement indépendantes les unes des autres. Les observations faites dans les colonies anglaises cl discutées par M. le colonel Sabine ont donné plus de précision aux connaissances antérieures t'1. Ainsi le caractère simultané des per-
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turbations a été encore manifeste lorsqu’on a comparé les observations faites simultanément à Prague et à Breslau, en Europe; à Toronto et à Philadelphie, dans l’Amérique du Nord. L’occurrence de ces orages magnétiques a toujours semblé fortuite, mais ils se sont caractérisés par des affections communes nu globe entier et simultanément manifestés dans les stations les plus distantes.
Un autre résultat annoncé par M. le colonel Sabine, c’est que les perturbations, quelque irrégulières qu’elles paraissent quand on les considère individuellement, seraient néanmoins, dans leurs effets moyens, des phénomènes strictement périodiques, qui suivent pour chaque élément, avec chaque lieu, si on prend la moyenne d’un grand nombre de jours, une loi dépendante de l’heure solaire vraie, et qui constituent ainsi une variation moyenne diurne totalement distincte de la variation diurne régulière. Cette relation des perturbations avec une loi dépendante de l’heure solaire conduisit à les attribuer à l’action du soleil. M. le colonel Sabine a été plus loin : il a trouvé une variation périodique de la grandeur et de la fréquence des orages magnétiques correspondant exactement pour la durée de la période, et coïncidant pour les époques des maxima et des minima avec la période décennale de la fréquence et du nombre des taches du soleil que M. Schwabe a déduite de ses observations systématiques commencées en 1826 et continuées pendant les années suivantes. Cette correspondance entre les orages magnétiques et les changements physiques de l’atmosphère du soleil éliminerait toute hypothèse qui assignerait à la cause des perturbations magnétiques une origine locale, soit à la surface, soit dans l’atmosphère de notre globe, soit dans le magnétisme terrestre lui-méine, et obligerait à les rapporter à l’influence solaire sans faire connaître cependant le mode suivant lequel s’exerce cette influence.
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LEÇONS SUR L’OPTfOI E.
361. Divers procédés de détermination. — La vitesse (le propagation de la lumière a été déterminée parties procédés variés que l’on peut rattacher à deux classes distinctes :
1° La méthode directe, dans laquelle on a utilisé l’observation des astres ou l’observation de phénomènes produits à la surface de la terre;
a" La méthode indirecte, dans laquelle on s’est servi du phénomène de l’aberration.
I 0 DETERMINATION DR LA VITRSSK DE LA LUMIÈRE PAR LES ORSERVATIONS ASTRONOMIQUES ET TERRESTRES.
362. Premier «ytlrme d'expérience» proposé par On lilée. — C’est Galilée qui a pour la première fois posé le problème de savoir si la lumière met un certain temps A passer d’un point à un autre ou si elle se propage instantanément. Avant lui, la propagation instantanée de la lumière éLiit considérée comme un fait évident. Dans ses dialogues sur les sciences modernes, il indiqua , pour résoudre la question, un procédé grossier qui permet seulement de constater que, si la lumière ne se propage pus instantanément, elle a une vitesse beaucoup plus grande que les vitesses que nous sommes accoutumés à considérer.
Deux observateurs se placent à une certaine distance l’un de l’autre: ils sont munis tous deux d'une lumière et d'un écran, et ils
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conviennent chacun démasquera sa lumière à l'instant où il verra nue la lumière (le l’autre est découverte.
Avant de procéder aux expériences, les observateurs se placent dans une chambre où la durée de la propagation de la lumière doit être évidemment insensible, et ils s’exercent à découvrir leurs lumières nu même instant. Quand ils sont arrivés à ce résultat, ils s’installent de nuit à une grande distance l’un de l’autre, après s’être munis de lunettes qui permettraient de faire les observations jusqu’à une distance de i5 à 18 kilomètres. Si la lumière met un temps appréciable à parcourir la distance qui les sépare, il y aura un intervalle de temps sensible entre le moment où un observateur découvre sa lumière et celui où il aperçoit l’autre lumière découverte.
Galilée fil l’expérience pour une distance de aoo mètres; plus lard les académiciens ilel Cimentn la répétèrent pour une distance plus grande, a kilomètres environ : dans les deux cas les résultats furent négatifs.
363. Idée* de lleararlrs conduisant a une propagation instantanée. — Descartes fut conduit par ses idées théoriques à considérer la vitesse de propagation de la lumière comme infinie. En effet, il regardait la lumière comme résultant non pas d’une ondulation . mais d’une pression transmise du corps lumineux jusqu’à l’œil, et, comme il supposait le plein absolu, il en concluait que In propagation de cette pression devait être instantanée. Descartes n’est donc pas, comme on l’a dit quelquefois, le créateur de la théorie des ondulations: tout l’honneur de cette découverte revient à lluyghens et à Hooke.
36 A. Découverte de K«-mer. — Irrégularité de* éclipsés* de* satellite* de Jupiter. — (le fut dans la seconde moitié du \vn* siècle (de 167*1 à i G — G ) fî; que l’astronome danois Ramier mesura pour la première fois la vitesse de la lumière.
Gel astronome avait été amené en France par Picard, à la suite d’un voyage que ce savant avait entrepris pour déterminer la po-
1 1 Mèiwiits //t* Vnnrirnur Irtw/mfV, \, ."> ~j T» .
sition exacte de l’observatoire de Tycho-Brahé. Il fut attaché à l’Observatoire de Paris où, sous la direction de Cassini, il s’occupa de l’observation des satellites de Jupiter.
On sait que ces satellites pénètrent à chaque révolution dans le cône d’ombre de Jupiter, et il semble que ces éclipses fréquentes doivent permettre de déterminer avec exactitude les mouvements de ces astres; mais en observant les immersions et les émersions de ces satellites dans le cône d’ombre, particulièrement celles du premier, Rœmer reconnut que le phénomène était irrégulier. L’intervalle de temps qui sépare deux immersions ou deux émersions n’est pas constant, et il est difficile de se reconnaître au milieu des inégalités qu’on observe.
La première idée qui se présente pour expliquer ces inégalités consiste à supposer que le mouvement du satellite est irrégulier, ou que les observations présentent quelques erreurs accidentelles; mais dans ce cas les différences devraient disparaître lorsqu’on prend les moyennes d’un grand nombre d’observations, et c’est ce qui n’a pas lieu. Rœmer fut ainsi conduit à se demander si le phénomène n’était pas dû à la propagation de la lumière.
Supposons, en efTet, que, le soleil étant en S (fig. aûa), noir considérions Jupiter au moment où il est en quadrature avec la terre; Jupiter étant en J,, et la terre en Tlf le déplacement relatif des deux planètes sera alors le plus considérable. Supposons qu’on observe dans le voisinage de cette position deux immersions ou deux émersions consécutives d’un satellite de Jupiter, l’intervalle qui séparera ces deux phénomènes sera la durée 6 de la révolution du satellite; cette durée peut être appréciée avec une très-grande exactitude en prenant le temps qui s’écoule entre une émersion et une autre émersion séparée de la première par plusieurs milliers d’émersions, car alors l’erreur que l’on commet est sensiblement la même que s’il s’agissait d’une seule observation, puisque les variations de la période comprise entre deux émersions ou deux immersions consécutives sont très-petites
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et alternativement de signes différents ; de plus , se trouvant divisée par un nombre très-grand, elle devient négligeable.
Soit t l’instant réel de la première immersion, l’immersion suivante aura lieu au temps t + 9, mais on apercevra le premier phénomène à l’époque l + y» D étant la distance de Jupiter à la terre et V la vitesse de la lumière; quant à la deuxième immersion, elle sera vue de la terre à l’époque + — S— * S étant la variation de
distance des deux planètes, considérée comme positive ou négative suivant que les deux astres s’éloignent ou se rapprochent.
Quand la distance augmente, ou observera donc un intervalle plus long que la durée 9 de la révolution; quand elle diminue, on trouvera un intervalle plus court. Comme c’est à l’époque des quadratures que S a sa plus grande valeur, c’est alors que le phénomène sera le plus sensible, et l’on devra ainsi mettre en évidence la durée de la propagation de la lumière. Cependant, à l’époque où Hœmer faisait ses recherches, les procédés d’observation n’étaient pas encore assez perfectionnés pour que l’on pût déduire avec quelque exactitude la vitesse V, connaissant la différence entre la durée 6 d’une révolution du satellite et l’intervalle de deux immersions successives. S
c’est-à-dire connaissant ÿ et de plus les quantités D et S qui sont données par la connaissance des mouvements de Jupiter.
Mais si l’on prend toutes les observations d’éclipses qui se rapportent à l’intervalle compris entre la conjonction de Jupiter et l’opposition suivante, et toutes celles qui se rapportent à l’intervalle compris entre cette opposition et une nouvelle conjonction, la somme des effets de la durée de la propagation de la lumière devient trèssensible et l’on peut en calculer la vitesse.
En effet, supposons d’abord la terre et Jupiter en conjonction en J2 et T2 (fig. a/i3): au bout d’un certain temps Jupiter se trouve en J3 en opposition avec la terre qui se trouve en T3. Pendant cette période la terre s’est écartée de Jupiter d’une quantité égale au diamètre de l’orbite terrestre. Donc les intervalles entre deux immersions consécutives du satellite de Jupiter devront dans cette période surpasser la durée de la révolution du satellite, et la somme des
excès devra être précisément égale au temps employé par la lumière pour parcourir le diamètre de l’orbite terrestre. Si l’on désigne ce temps par k et le nombre des éclipses par n+i, l’intervalle entre la première et le dernière immersion sera égal à nO + k; en désignant cet intervalle par T, on aura
Depuis l’opposition jusqu'à la conjonction suivante, la terre se rapprochera de Fig. iis. Jupiter d’une quantité égale au diamètre de
l’orbite terrestre. Dans cette période, les intervalles observés entre deux immersions consécutives seront donc moindres que la durée 8 de la révolution, et la somme des différences sera encore égale à k. On aura
T=nO-k,
d’où l’on conclut
Cette quantité k, temps que met la lumière à traverser le diamètre de l’orbite terrestre , a une valeur très-appréciable. Rœmcr l’a trouvée égaleà ao minutes, ce qui correspond à une vitesse de 48, ooo lieues. Ce nombre est doublement incertain à cause de l’imperfection des connaissances que l’on avait relativement au diamètre de l’orbite terrestre.
365. Doute* de Coooinl. — Cassini fit aux observations de Rœmer une objection qui semble d’abord péremptoire : si les irrégularités observées pour le premier satellite tiennent à une cause générale, comme la propagation de la lumière, ces irrégularités doivent aussi s’observer pour les autres satellites. Mais, à l’époque des travaux de Rœmer, les moyens d’observation n’étaient pas encore assez perfectionnés pour permettre de reconnaître ces irrégularités qui ont été parfaitement constatées plus tard.
Dans une seconde série d’observations, Rœmer trouva 1 4 minutes
pour la valeur de k : la différence considérable qui existe entre ce nombre et le premier indique toulc l’imperfection des moyens d’observation dont il disposait.
366. Imperfection» de In méthode de Reiner. — Remarques et calculs de Delambre. — Lu méthode de Rœmer a été pendant longtemps abandonnée pour deux raisons :
i° A cause du défaut de précision que présente l’observation des éclipses ;
a" Par les inégalités des mouvements des satellites.
D’après Delambre, le défaut de précision peut aller jusqu’à 3o secondes dans les observations du premier satellite; il atteint î minute pour les observations du deuxième, 3 minutes pour celles du troisième, et 4 minutes pour celles du quatrième; quelques éclipses de ce dernier, où il ne reste dans le cône d’ombre que pendant un petit nombre de minutes (t8 à to), peuvent même échapper à certains observateurs.
Pour ce qui est des mouvements des satellites de Jupiter, ils ne sont pas aussi simples que nous l’avons supposé précédemment : leurs éclipses ne sont pas absolument périodiques et, tant que ces perturbations n’étaient pas bien connues, on ne pouvait déduire des observations une valeur exacte de la vitesse de la lumière.
Cependant Delambre utilisa les observations faites sur un millier d’éclipses, au voisinage des conjonctions et oppositions de Jupiter, et embrassant une période de 1 4o années, principalement les observations que Bradlcy avait faites pendant le xviii' siècle, il conclut de ses calculs que la lumière emploie 8 minutes i3 secondes à traverser l’orbite terrestre, ce qui donne pour la vitesse de la lumière 71,000 lieues de a5 au degré, à a, 000 lieues près.
MÉTHODE DE M. FIZEAU
367. Expériences de 91. Fiseau en ISâB(l). — Les méthodes que nous allons décrire sont destinées à rendre sensible le temps employé par la lumière pour parcourir des distances peu considérables à la surface de la terre.
Compte» rend tu, XXIX, go, 1 8 A y .
Les premières expériences de M. Fizeau remontent à 1849 : en voici le principe. Devant une source lumineuse, on place une roue dont le pourtour est muni d’un grand nombre de dents; les rayons lumineux passent à travers les intervalles qui existent entre les dents et vont se réfléchir sur un miroir placé à une grande distance, normal à leur direction, et qui les renvoie par conséquent dans leur direction primitive.
Si la roue est immobile, les rayons repasseront par les intervalles creux; mais si la roue tourne, elle se sera déplacée pendant le temps que met la lumière à aller de la roue au miroir et à revenir du miroir à la roue, et une partie des rayons lumineux réfléchis sera interceptée par les dents opaques de la roue. Si en particulier on suppose la largeur des intervalles creux égale à celle des dents et la vitesse de rotation de la roue telle que, pendant le temps nécessaire à la lumière pour parcourir le double trajet de la roue au miroir, les intervalles viennent exactement prendre la place des dents et réciproquement, les rayons réfléchis seront complètement interceptés; si la vitesse de la roue vient à augmenter ou bien à diminuer un peu, une partie des rayons réfléchis passera de nouveau.
Nous allons faire voir que l’expérience est réalisable avec les vitesses que l’on peut donner à une roue dentée et les distances auxquelles on peut opérer. En effet , soient d le nombre des dents de la roue, h celui des tours qu’elle fait en une seconde, l la distance de la roue au miroir, v la vitesse de la lumière : pendant le temps que met la lumière à aller de la roue au miroir et à en revenir, c’est-
à-dire pendant le temps —1 la roue devra tourner d'un arc égal à comme, dans l’unité de temps, la roue tourne d’un angle égal à unit, pendant un temps égal à ^ elle tournera d’un angle égal à a nn — ; on devra donc avoir
a ntt
a/ ne
t> ad’
d’où
v= al. and.
Si l’on suppose e=3o6,ooo kilomètres, /=5 kilomètres et d— 1,000, on aura
3o6, 000 = 90,000 n, d’où n = '^;
’ ' in 7
n serait donc égal environ à 1 5. Pour que l’expérience réussisse entre deux stations distantes de 5 kilomètres, il faut donc, si la roue a 1,000 dents, qu’elle ait une vitesse de rotation de i5 tours par seconde, ce qui peut se réaliser facilement.
368. Difficultés de eette méthode. — Les difficultés que présente celte méthode consistent dans l’ajustement exact de deux appareils séparés par un intervalle de 5 kilomètres et qui doivent être disposés de telle sorte que le miroir renvoie exactement les rayons dans leur direction primitive. De plus, il faut que la roue soit travaillée avec une grande perfection, de manière que la substitution d’un intervalle transparent à un intervalle obscur se fasse complètement et simultanément pour toutes les dents. On atténue de la manière suivante la cause d’erreur résultant de ce que cette condition n’est jamais remplie. Supposons que la roue prenne une vitesse double de celle pour laquelle elle intercepte les rayons réfléchis; il est clair que, pendant que la lumière accomplira son double trajet, un intervalle creux viendra prendre exactement la place de l'intervalle creux précédent, et les rayons réfléchis passeront en totalité. Si la vitesse de la roue devient triple delà première, un intervalle opaque viendra prendre la place d’un intervalle creux, et les rayons réfléchis seront de nouveau interceptés complètement. On verrait de même que, si la vitesse de la roue est égale à 5, y,. . . fois celle que nous avons supposée en premier lieu, les rayons réfléchis seront complètement interceptés. En donnant successivement à la roue ces diverses vitesses, on pourra en déduire un certain nombre de valeurs de la vitesse de la lumière et obtenir une valeur moyenne affranchie, du moins en grande partie, des erreurs provenant des irrégularités de la roue.
369. Ajustement des appareil!. — Voyons maintenant comment on parvient à ajuster les appareils. Il est clair d’abord qu’on ne pourra pas prendre pour source lumineuse une lumière ordinaire; car les rayons émanés de la source s’aflaiblissent avec la distance à cause de leur divergence et, après leur réflexion sur le miroir, ils n’auraient plus d’intensité appréciable. Il faut s’arranger de
U*lle sorte que les rayons lumineux conservent une intensité constante. A cet effet, on place derrière la roue dentée une source lumineuse quelconque, une lampe par exemple, et devant cette roue on dispose une lentille achromatique convergente de telle sorte que les intervalles des dents soient nu foyer de la lentille. Les rayons, au sortir de la lentille, seront parallèles et se propageront sans s’affaiblir; et, si on les fait réfléchir sur un miroir normal à leur direction, ils reprendront leurs directions primitives, se réfracteront en traversant la lentille et viendront converger à leur point de départ.
Mais il est facile de voir que, avec ce dispositif, on ne pourrait jamais obtenir dans l’ajustement du miroir une précision sullisante, car il suffira que la normale au miroir fasse un angle d’une minute, et même moins encore, pour que les rayons réfléchis cessent de tomber sur la lentille.
On emploie alors l’artifice suivant : à la deuxième station, on reçoit les rayons sur une lentille convergente dont on rend l’axe exactement parallèle à celui de la lentille par un procédé que nous indiquerons plus loin; les rayons viennent converger au foyer principal de cette lentille, où se trouve un miroir que l’on rend aussi normal que possible à l’axe de la lentille, sans qu’il soit nécessaire de remplir cette condition avec autant d’exactitude que dans la première disposition. Les rayons réfléchis sortent parallèlement à l’axe de la deuxième lentille, et, quoique chaque rayon suive individuellement une route différente, les deux cylindres des rayons réfléchis et incidents coïncident sensiblement; les rayons réfléchis tombent sur la première lentille parallèlement à son axe et vont converger à son foyer principal, c’est-à-dire au point de départ.
Telle est la disposition à laquelle s’est arrêté M. Fizeau. Elle exige, comme on le voit, l’emploi de deux lentilles convergentes dont les axes soient rigoureusement parallèles. Pour arriver à satisfaire à cette condition, on se sert non de deux lentilles isolées, mais des objectifs de deux lunettes astronomiques. Dans chacune de ces lunettes, on place le point de croisement des fils du réticule au foyer principal de l’objectif, puis on dirige chaque lunette de telle sorte que le point de croisement des fils de son réticule coïncide avec le point de croisement des fils de l’autre lunette: on est alors srtr que
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les axes des deux lunettes sont rigoureusement parallèles. On remplace le réticule d'une des lunettes par la roue dentée, celui de l’autre par le miroir. On voit que, pour que cette substitution soit possible, il faut faire usage, non pas de lunettes ordinaires dont les verres sont supportés par des tuyaux, mais simplement d’un système d’objectifs et d’oculaires rendus solidaires.
Enfin, il reste une dernière condition à remplir : il faut faire arriver de la lumière sur la roue dentée, de manière qu’il soit facile de constater la disparition des rayons réfléchis. La source lumineuse est une lampe S (fig. a tilt) placée derrière une lentille convergente L; le faisceau convergent est reçu sur une lame réfléchissante AB à faces parallèles, et réfléchi de manière que les rayons viennent converger en un point C' de la circonférence de la roue dentée; une autre partie des rayons traverse la lame dans la direction BC. Les rayons réfléchis sur le miroir de la deuxième station reviennent traverser la lentille L', tombent sur la lame AB, s’y réfléchissent en partie et la traversent en partie dans les directions comprises entre BD et AD'. Donc, si l’on n’aperçoit pas de lumière entre les directions BD, AD', on conclura è la disparition des rayons réfléchis; c’est dans cette direction qu’on place un oculaire.
M. Fizeau établit ses deux stations l’une à Montmartre, l’autre à Surcsnes, à une distance de 8,633 mètres de la première. Les observations devaient nécessairement être faites de nuit; elles ne furent pas très-multipliées, et les résultats auxquels elles conduisirent ne présentèrent pas une netteté parfaite.
En effet, on n’arrive jamais, sans doute à cause des imperfections
de l’appareil, à observer une disparition complète des rayons réfléchis; on constate seulement un très-grand affaiblissement et, comme on ne connaît pas exactement la vitesse de rotation de la roue dentée au moment où l’on observe la réapparition de la source lumineuse, on ne peut guère espérer de déterminer par celte méthode la vitesse de la lumière avec plus de précision que par les observations astronomiques.
M. Fizeau a donné comme résultat de ses expériences le nombre 71,000 lieues de a 5 au degré comme représentant l’espace parcouru par la lumière en une seconde; mais, comme les détails des observations n’ont pas été publiés, il n’est pas possible déjuger du degré d’exactitude de ce nombre.
HéTUOOE DE FOUCAULT.
370. Première idée d’applieatlon de la méthode du miroir tournant à la lumière par M. Wheatetone en INST. ■>—
La méthode employée par Foucault est supérieure à la précédente; elle repose sur l’emploi des miroirs tournants dont M. Whealstone s’est servi pour mesurer la vitesse de l’électricité. M. Wheatstone avait reconnu que ce procédé se prêtait généralement à la mesure des intervalles de temps très-petits et avait proposé de l’employer pour évaluer la vitesse de la lumière. Il devait suffire de produire une étincelle électrique, de la faire réfléchir par un miroir tournant placé à une grande distance, et de déduire du déplacement de l’image le temps employé par la lumière pour aller jusqu’au miroir.
M. Wheatstone avait surtout pour but de chercher si la vitesse de la lumière est plus grande dans les milieux plus réfringents, comme l’indique la théorie de l'émission, ou plus petite, comme le veut la théorie des ondulations, et de décider ainsi par expérience d’une manière définitive entre ces deux théories.
Si l’on fait parcourir des chemins égaux dans l’air et dans l’eau à des rayons partis d’une même source, avant de les faire réfléchir sur le miroir tournant, les vitesses de propagation étant inégales dans ces deux milieux, on aura deux images qui ne coïncideront pas. On reconnaîtra facilement, à sa teinte et à son peu d’intensité, l’image fournie par les rayons qui ont traversé l’eau, et, d’après la position
de celle image par rapport à l’autre, on verra si la lumière se propage plus vite dans l’air que dans l’eau ou inversement. M. Wheatstone croyait nécessaire de faire parcourir aux rayons lumineux de très-grandes distances dans l’air et dans l’eau ; c’est ce qui l’empécha de réaliser son expérience. Il se proposait d’employer un tube de plus de t,5oo mètres rempli d’eau, qu’on devait enfouir sous le sol pour le préserver des variations de température; ce tube devait se recourber à angle droit à ses deux extrémités, et des miroirs inclinés à A5 degrés devaient permettre aux rayons de suivre le tube dans toute sa longueur. Dans ces conditions, l’expérience est irréalisable; M.Wheatstone ne publia pas ce projet: il n’en parla que dans des lettres adressées à Arago et à d’autres savants.
Système d’expérieneea proposé pur Arago en 1 Alt
— Arago reprit la question et chercha à se procurer des miroirs tournant plus vite que ceux de M. VVheatstonn, re qui devait permettre de réduire beaucoup la distance à parcourir par le rayon lumineux pour que l'expérience fût possible. Au lieu de miroirs faisant seulement soo à 3oo tours par seconde, Arago fit construire par Bréguet un mécanisme d’horlogerie qui mettait en mouvement un miroir faisant 3,ooo tours par seconde. A l’aide de ce miroir on devait pouvoir rendre sensible le temps nécessaire à la lumière pour parcourir A ou 5 mètres et opérer par conséquent dans l'intérieur d’un laboratoire.
Mais l’expérience telle que la concevait Arago ne peut être exécutée, a cause de l’omission étrange d’une précaution essentielle : en effet, elle nécessite l’emploi d’une lumière instantanée, comme l’est celle d'une étincelle électrique; or, au moment où la décharge a lieu, le miroir tournant se trouve dans une position qu’on ne peut assigner n priori, et, pour que l’observation soit possible, il faut que l’observateur soit placé dans la direction du rayon réfléchi, ce qui n'aura lieu que par hasard. Arago, pour augmenter les chances de visibilité du phénomène, proposait d’échelonner plusieurs observateurs dans le laboratoire; mais il faudrait encore dans ce cas faire un très-grand nombre d’expériences avant de tirer parti d’une seule. M. Wheatstone, pour lever celte difficulté, n imaginé une dis-
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position qui décharge la batterie lorsque le miroir se trouve dans une position déterminée, de sorte qu’on peut assigner d’avance la direction du rayon réfléchi.
‘il “2. multiplication drt miroir* tournant*. — Arago a pensé à substituer au miroir faisant 3,ooo tours par seconde et sujet à s’user très-rapidement trois miroirs, faisant chacun 1,000 tours par seconde, qui réfléchissent successivement le rayon lumineux et qui produisent pnr conséquent le même effet. Mais on rencontre ici les mêmes difficultés que précédemment, et l’on ne peut employer de disposition mécanique simple pour lier la production de l’étincelle aux positions des miroirs.
373. Introduction de miroir* fixe* dan* l’appareil, indiquée par Bciacl. — Bessel avait proposé à Arago une modification qui consiste à placer en face d’un miroir mobile un miroir fixe pour renvoyer les rayons sur le miroir mobile; cette disposition a le double avantage d’augmenter le trajet parcouru par les rayons lumineux et de présenter la même sensibilité que si l’on employait un deuxième miroir mobile tournant avec la même vitesse que le premier. *
37 h. Perfectionnement considérable introduit dan* la méthode par Foucault, en 1H50. — Arago n’utilisa jamais les miroirs qu’il avait fait construire. Foucault réalisa le premier l’expérience en lui donnant une disposition qui permet à l’observateur de se placer constamment dans la direction du rayon réfléchi. Soit un miroir mobile AB (lig. a 45), sur lequel tombe un faisceau de rayons parallèles; ces rayons sont réfléchis et viennent tomber sur un miroir CD normal à leur direction, placé à une certaine distance, qui les renvoie dans leur direction primitive. Pendant que la lumière fait ce double trajet, le miroir AB tournera d’un certain angle et viendra en A'B', de sorte que les rayons qui reviennent tomber sur ce miroir seront réfléchis dans une direction qui fait avec la première un angle double de AOA'. c’est-à-dire de l’angle dont tourne le miroir pendant le temps nécessaire à la lumière pour parcourir deux fois la dislance des deux miroirs.
Soient d cette distance, v la vitesse de la lumière, n le nombre de tours que fait le miroir en une seconde, on aura
atf a
v an-36o’
a étant l’angle des deux positions du miroir, et par suite aa la déviation de l’image, déviation que l’on peut reconnaître lors même
qu’elle n’est égale qu’à un petit nombre de minutes. Si l’on connaît la valeur de a, on peut tirer de cette équation la valeur de v,
ad- an- 36o
On peut aussi remarquer, et c’est là le grand avantage que présente l’appareil de M. Foucault, que, si la direction des rayons incidents est fixe, la direction des rayons réfléchis sera également fixe pour une vitesse de rotation constante du miroir, quelle que soit la position qu’il occupe.
De plus, il est inutile de faire usage d'une lumière instantanée; en eflet, les rayons n’arrivent à l’œil dans la direction que nous avons indiquée pour les rayons réfléchis que lorsque , après avoir été réfléchis sur le miroir fixe, ils iront rencontrer le miroir mobile dans une position déterminée, ce qui n’arrivera que pendant un instant très-court à chaque révolution du miroir. L’œil verra donc, s’il est
placé dans la direction indiquée, les rayons réfléchis pendant un instant très-court à chaque révolution; à cause de la persistance des impressions lumineuses, il apercevra une image continue et dont le déplacement par rapport aux rayons incidents est constant. Soit a l’angle des rayons réfléchis avec les rayons incidents, exprimé en degrés, minutes et secondes; on a, comme précédemment,
ad- an- 36o
Cherchons la vitesse qu’il faut donner au miroir pour que a soit, par exemple , égal à i o minutes , en supposant d égal à 5 mètres; on aura
o r io-an-ai6oo
ooo ooo ooo = — »
d’où
3o6ooo ooo
Le miroir doit donc faire 7,083 tours par seconde pour produire une déviation de 10 minutes. Pour une déviation de t minute il suffit de 708 tours par seconde; cette déviation de 1 minute est parfaitement appréciable. Si la distance était de 5 kilomètres, on aurait, avec une vitesse de 708 tours par seconde, une déviation de 1,000 minutes ou i6°4o'.
375. Description de l’appareil. — 11 nous reste maintenant à décrire avec détails l’appareil employé par Foucault pour réaliser ses expériences. Les rayons du soleil sont introduits dans une chambre noire par une ouverture, suivant une direction rendue constante à l’aide d’un héliostat; ils sont reçus sur un premier diaphragme AB (fig. a 46) percé d’une ouverture rectangulaire au milieu de laquelle est tendu horizontalement un fil D : c’est ce fil qui sert de point de mire.
Au sortir de ce diaphragme les rayons rencontrent une lame de verre L à faces parallèles, inclinée sur leur direction : une partie du faisceau est réfléchie parcelle lame et ne sert pas à l’expérience; l’autre traverse la lame et vient rencontrer une lentille convergente
E qui a pour effet de diminuer la divergence trop considérable des rayons. Au delà se trouve une autre lentille convergente O à long foyer, achromatique et aussi bien travaillée que possible. Au foyer conjugué du diaphragme on aura une image A'B', mais on ne permet pas à cette image de se former et, à quelque distance de la lentille, on place un miroir m qui est précisément le miroir tour-
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nant. Nous supposerons d’abord ce miroir immobile dans une certaine position : les rayons lumineux, au lieu d’aller converger aux différents points de A'B', iront former alors une image A"B" qui sera située, par rapport à l’image A'B' et au miroir m, comme l’est une image formée par un miroir plan par rapport à l’objet qui la produit.
Au point où vient se former l’image A"B", on place un miroir destiné à faire rebrousser chemin aux rayons lumineux; c’est un miroir concave dont le centre coïncide avec le milieu du miroir réfléchissant m. Par suite de cette disposition, tous les rayons qui, réfléchis par le miroir en m, vont tomber sur le miroir concave, iront converger après la réflexion aux différents points du miroir m, mais dans un ordre inverse. L’emploi d’un miroir concave est préférable à celui d’un miroir plan : en effet, les rayons réfléchis par un pareil miroir conserveraient après la réflexion la divergence qu’ils ont en tombant sur le miroir m, de sorte qu’une partie seulement
de ces rayons tomberait de nouveau sur ce miroir; tandis que le miroir concave ramène sur le miroir m tous les rayons qui s’y étaient réfléchis une première fois. Les rayons qui sont ainsi renvoyés sur le miroir m s’y réfléchissent et prennent absolument les mêmes directions que s’ils émanaient des différents points de A'B'; donc, après avoir traversé les lentilles O, K et la lame L, ces rayons iront converger aux différents points de AB. Ceux de ces rayons qui se réfléchiront sur la lame L iront former une image ab disposée par rapport à AB et à la lame L comme l’est une image par rapport à l’objet qui la produit. On aura donc en définitive en ab une image du diaphragme de même grandeur que lui.
On commence par observer cette image à l’aide d’une loupe ou d’un oculaire, lorsque le miroir m est immobile ou animé d’une faible vitesse. Lorsque le miroir tourne, on apercevra une image en ab, au moment où les rayons réfléchis par ce miroir iront tomber sur le miroir concave, c’est-à-dire une fois par chaque révolution du miroir si ce miroir n’est élamé que sur une face, une fois à chaque demi-révolution si le miroir est étamé sur les deux faces, comme c’était le cas dans les expériences de Foucault. Si le miroir tourne lentement, on apercevra en ab une succession d’alternatives de lumière et d’obscurité; mais si la vitesse dépasse U à 5 tours par seconde, on aura, par suite de la persistance des impressions lumineuses, une image continue en ab. Si la \itesse est peu considérable, cette image ne sera pas déplacée d’une manière appréciable; mais, si la vitesse de rotation continue à croître, l’image se déplacera sensiblement, et de la mesure du déplacement on pourra déduire le temps nécessaire à la lumière pour aller du miroir mobile m au miroir concave, et revenir de ce dernier miroir au premier. En effet, pendant que les rayons vont du miroir m en A'B" et en reviennent, le miroir m a tourné d’un certain angle et est venu en m'; les rayons, après s’être réfléchis sur le miroir m', auront les mêmes directions que s’ils provenaient, non plus des différents points de A'B', mais des différents points de A"B", symétrique de A'B’ par rapport au miroir m'.
Ces rayons, après avoir traversé la lentille, iront donc converger, non plus aux différents points de AB, mais aux différents points do
A, B! ; les rayons partis du point D en particulier iront converger au point D,, milieu de A,B,; les rayons réfléchis par la lame L iront converger aux divers points de a,i, , symétrique de A,B, par rapport à la lame L , et l'image du point D sera en d , , milieu de a,è,. On aura évidemment, à cause de la symétrie,
ddt ■■=■ DD,.
376. Relation entre le déplacement de l'image et l'angle de rotation du miroir. — Cherchons maintenant une relation entre le déplacement x de l’image du point D, c’est-à-dire de l’image de la mire, déplacement qu’on mesure directement, et l’angle a dont tourne le miroir pendant le temps nécessaire pour que la lumière parcoure le double trajet du centre C du miroir m en D" et de D* en C.
Posons CO = Æ, CD*=^, OD = d. Le déplacement angulaire du miroir étant très-petit, DD, et D'D* peuvent être considérés comme des arcs de cercle décrits du point 0 comme centre; on a donc
DD, d
DD, «=(/r/, = x, CD' est symétrique de la direction du rayon réfléchi quand le miroir est en m, CD* est symétrique de la direction du même rayon quand le miroir est en m', c’est-à-dire quand il a tourné d’un angle a; donc
D"CD'= 2a, D'D*= sa xCD'= uaxCD',*= aaé';
par suite,
où 1 on tire
iaS' S + S '*
et
a est l’angle dont tourne le miroir pendant le temps nécessaire à la lumière pour parcourir deux fois la distance CD', c’est-à-dire pour parcourir une distance égale à aJ.
Connaissant la vitesse de rotation du miroir, on peut trouver le temps qu’il met à tourner d’un angle a, angle donné par l’équation précédente, au moyen de x, S, S* et d que l’on mesure directement: on connaîtra par suite le temps nécessaire à la lumière pour parcourir la distance a S' et l’on pourra en déduire la vitesse de la lumière.
377. Disposition du miroir tournant. — La principale difficulté d’exécution que présente cette méthode consiste dans la construction du miroir tournant. On ne peut employer une glace étainée, cardans un pareil miroir la surface réfléchissante est formée par du mercure presque liquide contenu entre le verre et une feuille d’étain; lorsqu’on ferait tourner rapidement le miroir, le mercure se porterait vers les bords par l’efl'et de la réaction centrifuge et le miroir perdrait bientôt tout son pouvoir réfléchissant. Pour éviter cet inconvénient, Foucault a fait usage de miroirs argentés à l’aide d’une solution de sels d’argent et de corps organiques réducteurs.
mesure de In vitesse de rotation du miroir. — Le
miroir tournant était monté à l’extrémité d’un axe vertical qui portait à sa partie inférieure le disque supérieur d'une sirène. On faisait arriver dans le tambour de cet instrument un jet de vapeur produit par une petite chaudière; on obtenait ainsi facilement un mouvement rapide et régulier, et en réglant, au moyen d’un robinet, l’arrivée de la vapeur, on pouvait à volonté augmenter ou diminuer la vitesse de rotation.
M. Wheatstone a employé pour la première fois cette disposition dans ses recherches sur la vitesse de l’électricité; seulement, comme il n’avait pas besoin d’une vitesse de rotation aussi considérable que celle qui est nécessaire dans les expériences dont nous parlons, il mettait la sirène en mouvement à l’aide d’une soufflerie.
11 s’agit maintenant de connaître lu vitesse de rotation de l’ave de la sirène et par suite celle du miroir. Le jet de vapeur, étant périodiquement interrompu, produit un son; on peut en prendre l’unisson sur le monocorde, déterminer le nombre de vibrations auquel il correspond, et, comme on connaît le nombre de trous que porte
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le plateau, en déduire le nombre de tours qu’il fait par seconde. Mais ce procédé manque d’exactitude, car le plateau de la sirène tourne très-vite: le son produit est extrêmement aigu : l’oreille peut à peine le percevoir, et il lui est difficile d’apprécier à cette hauteur même une différence d’un ton.
Foucault a utilisé un autre son qui se produit dans la sirène, que l’on désigne sous le nom de son d'axe et dont nous allons faire connaître la nature. Si un corps solide a reçu un mouvement de rotation autour d’un de ses axes principaux d’inertie, pourvu qu’on lui restitue à l’aide d’une force extérieure perpendiculaire à l’axe la quantité de mouvement qu’il perd à chaque instant par suite des frottements et des résistances étrangères, il tournera indéfiniment et d'un mouvement uniforme autour de son axe. Mais, lorsque l’axe de rotation n’est pas un axe principal d’inertie, le corps ne peut tourner sans avoir en même temps un mouvement d’oscillation, mouvement qui devient très-sensible lorsque la vitesse de rotation est considérable; il y a une oscillation complète à chaque révolution. En vertu de ce mouvement , l’axe vient heurter deux fois à chaque révolution les tourillons dans lesquels il repose: si la vitesse est suffisamment grande, il en résulte un son continu qui correspond à un nombre de vibrations, pendant l’unité de temps , égal au nombre de tours de l’axe pendant le même temps. C’est de ce son, désigné sous le nom de son d’axe, que Foucault s’est servi pour déterminer la vitesse de rotation du miroir. On conçoit qu’il importe que l’axe de rotation ne diffère pas trop d’un des axes principaux d’inertie, sans quoi les oscillations seraient trop fortes et détruiraient bientôt l’appareil.
Four amener l’axe de rotation à différer peu d’un des axes principaux d’inertie, on se sert d’un plateau triangulaire muni de trois vis qu’on peut enfoncer plus ou moins et qu’on fixe à l’appareil; pour achever de le régler on donne quelques coups de lime sur les bords du plateau. Si l’opération est bien conduite, la rotation doit se faire avec une vitesse constante, et par suite l'image réfléchie ab doit être dans une position fixe et ne pas donner d’oscillations.
C’est ainsi que Foucault a pu rendre sensible le temps nécessaire à la lumière pour parcourir un espace de â à fi mètres.
Huppuri dn vitMwa de In lumière dnna l’aie et
dana l’eau. — Il a aussi fait servir son appareil à la comparaison des vitesses de la lumière dans l’air et dans l’eau. A cet effet , à côté du miroir concave A"B", il en dispose un autre à la même distance du miroir plan m: sur le trajet des rayons lumineux qui vont de m à ce nouveau miroir, il interpose un tube de verre rempli d’eau et fermé par des lames de verre à faees parallèles. La réfraction à travers l’eau empêcherait les rayons de venir converger sur ce miroir si l’on n'avait soin de corriger cet effet à l’aide d’une lentille. Les deux faisceaux de rayons qui reviennent sur le miroir m ont parcouru des chemins inégaux: l’un est resté constamment dans l’air et l’autre a traversé une colonne d’eau; ces deux faisceaux ne reviendront donc pas sur le miroir au même instant, par suite ils ne trouveront pas le miroir dans la même position, et les deux images a,6, et a.2b.2 qu’ils produisent ne coïncideront pas; si la vitesse de rotation est assez grande, les deux images se sépareront. D’ailleurs on reconnaît toujours l’image formée par les rayons qui ont traversé l’eau: à sa couleur verte, si l’on se sert d’eau ordinaire; à sa couleur bleue, si l’on emploie l’eau distillée, et à sa moindre intensité. Si la vitesse de la lumière est plus faible dans l’eau que dans l’air, les rayons qui ont traversé la colonne d’eau sont en retard sur les autres; donc l’image qu’ils forment sera plus déviée par rapport à la position qu’elle occupait lorsque le miroir était immobile que l’image formée par les rayons qui n’ont traversé que l’air. Si au contraire la vitesse est [dus grande dans l’eau que dans l’air, l’image due aux rayons qui ont traversé l’eau doit être moins déviée que l’autre. Or, l’expérience montre que c’est l’image formée par les rayons qui ont traversé la colonne d’eau qui est la plus déviée; il en résulte donc que la vitesse de propagation de la lumière est plus grande dans l’air que dans l’eau.
On peut aussi, pour faire l’expérience, se servir d’un tube à moitié plein d’eau; on a alors une image verte à la partie inférieure, blanche à la partie supérieure. Les deux parties de l’image coïncident quand le miroir est en repos; mais celte coïncidence cesse d’avoir lieu quand le miroir est animé d’une vitesse suilisante, et l’on constate que la partie verte est plus déviée que la partie blanche.
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Foucault n’a pas pris de mesures exactes; il s’est contenté de mesurer approximativement les déplacements des deux images à l'aide d’une échelle divisée placée au foyer de la loupe qui sert à observer ces déplacements. Il a trouvé ainsi que la vitesse de la lumière dans l’eau est sensiblement les j de la vitesse dans l’air, ce qui est conforme à la théorie des ondulations, puisque l’indice de réfraction de l’eau, indice qui, dans cette théorie, représente le rapport des deux vitesses, est égal à
380. I/f> méthode de Fouenult peut «e prêter n des meuiren exacte*. — Nous venons de voir que Foucault a facilement constaté, à l'aide de son appareil, la durée de la propagation de la lumière; il est aisé de voir qu’on pourrait arriver par cette méthode à une exactitude de beaucoup supérieure à celle que l’on peut attendre de la méthode fondée sur les observations astronomiques.
Si l’on se propose de faire servir l'appareil de Foucault , non plus à la démonstration, mais à la mesure de la vitesse de la lumière, il faut augmenter beaucoup la distance du miroir concave au miroir mobile et la prendre, par exemple, égale à i kilomètre. L’ajustement du miroir devient alors Irès-dillicile. De plus, si l’on employait sans rien y changer la disposition que nous avons décrite, l’image formée au foyer conjugué du diaphragme aurait une trèsgrande étendue et par suite ne conserverait qu’une intensité inappréciable. On remédie à cet inconvénient, mais d’une manière trèsimparfaite, en rendant les rayons parallèles, comme dans l’appareil de M. Fizeau ; à cet effet , on place le diaphragme au foyer principal de la lentille O; les rayons sortant parallèles de celte lentille sont reçus à la deuxième station sur une deuxième lentille convergente, dont l’axe est rendu parallèle à l'axe de la première, comme nous l’avons indiqué, et dont le foyer principal est au centre du miroir m. On peut, sans erreur sensible, ne pas tenir compte des épaisseurs de verre que traversent les rayons lumineux; on a encore, dans ce cas.
Comme S est très-petit par rapport à S1, la formule se réduit sensiblement à
x — • ida .
Cherchons entre quelles limites sera comprise l’approximation : supposons d = a mètres; la vitesse de la lumière est d’environ 3o6,ooo kilomètres par seconde; elle parcourt donc a kilomètres en jjd— de seconde. Si le miroir effectue 1,000 tours par seconde, pendant le temps que la lumière met à parcourir a kilomètres il tournera d'un angle égal A =n°an' environ. On a donc
x — bm tang !j0ao'
ou environ ^ de mètre, c’est-à-dire 16 centimètres.
On peut mesurer le déplacement .r à — de millimètre près; on connaît donc x à jj-jj de sa valeur; si l’on a la même approximation dans la valeur de a, c’est-à-dire dans la détermination de la vitesse de rotation du miroir, on obtiendra la vitesse de la lumière avec une approximation de ou de sa valeur absolue, approximation de beaucoup supérieure à celle (pie pourraient donner les phénomènes astronomiques.
Pour mesurer x à moins de de millimètre, on pourrait tendre sur l’ouverture du diaphragme, non pas un fil unique, mais une série de fils parallèles et distants de i millimètre. On verra ces (iis dans l’image ab; de plus, on aura au foyer de la loupe une lame divisée de telle manière que 5o divisions occupent ig millimètres. Cette division formera, avec la série des traits équidistants, un véritable vernier qui donnera le ^ de millimètre. On peut aussi faire mouvoir la règle divisée à l’aide d’une vis micrométrique.
Voyons maintenant comment on pourra arriver à une certaine précision dans la mesure de la vitesse de rotation du miroir. Supposons que, à l’endroit où se forme l’image ab, on ait placé une roue dentée, de telle sorte qu’une des extrémités de l’image se projette sur la circonférence de la roue; à chaque demi-révolution du miroir, une portion de la circonférence de la roue sera éclairée pendant un temps très-court. Supposons que la roue dentée soit ani-
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mée d’une vitesse dp rotation telle que. pondant que le miroir fait une demi-révolution, une dent vienne exactement se substituer à la précédente; alors, toutes les fois que le miroir sera éclairé, les dents paraîtront occuper la même position, et la roue semblera immobile. Il en sera encore de même si la vitesse de la roue dentée est un multiple exact de celle que nous venons de définir; car alors, si à un certain moment on voit une dent en un certain point, on verra toujours une dent au même point lorsque la roue sera éclairée, ce qui la fera paraître immobile. Mais si la vitesse de la roue a unp valeur différente de celles dont nous venons de parler, il n’en sera plus de même: aux instants où la roue sera éclairée, on la verra dans des positions différentes, et elle semblera en mouvement. On donnera à la roue dentée un mouvement régulier et continu de rotation à l’aide d’un mécanisme d’horlogerie, puis au miroir une vitesse de rotation telle que la roue dentée paraisse immobile : on est sûr alors que, pendant te temps employé par le miroir pour faire une demi-révolution, la roue dentée marche d’un nombre exact de dents. On arrive ainsi à une vitesse telle que, le miroir faisant une demi-révolution, la roue dentée marche d’une seule dent. La vitesse de rotation de la roue dentée n’a pas besoin d'être considérable; ainsi, lorsque le miroir fait 1,000 tours par seconde, si la roue dentée a 1 ,000 dents, il suffit qu’elle fasse a tours par seconde; si elle a ùoo, aâo dents, elle devra faire h , 8, . . . tours par seconde. La vitesse de rotation de la roue dentée est connue avec beaucoup de précision; il en sera de même de la vitesse de rotation du miroir, qui est un multiple de la première.
a" DETERMINATION DE LA VITESSE DE LA LIMIERE PAR L’ABERRATION.
381. Phénomène de l'aberration, découvert |iar Bradley. — Le phénomène de l’aberration, que l’on a utilisé pour déterminer la vitesse de propagation de la lumière, fut découvert par Bradley dans une série d’observations entreprises de 1705 à 1798 en vue de déterminer la parallaxe annuelle des étoiles et par suite leur distance à la terre en fonction du rayon de l’orbite terrestre.
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On ne peut espérer de déterminer cette parallaxe que pour les étoiles dont l’observation offre quelque précision, c’est-à-dire pour les étoiles qui passent près du zénith du lieu où l’on observe; car c’est seulement dans le voisinage du zénith que les observations ne présentent pas l’erreur due à la réfraction astronomique, erreur dont il n’est pas facile de tenir compte exactement.
382. Rrcherehe* de IHoIrnnn et Brndley » l’aide du née teur zénithal de molyneux. — Ces remarques, dues à l’astronome anglais Molyneux, le conduisirent à construire un instrument spécial nommé tecteur zénithal, qui se composait d’une lunette trèspuissante mobile dans le plan méridien, mais seulement sur un arc d’un très-petit nombre de degrés à partir du zénith. .Munis de cet instrument, Molyneux et Bradley commencèrent en 1735 une série d’observations sur l’étoile y du Dragon qui passe très-près du zénith d’Oxford, où ils observaient, et par un hasard heureux se trouve près du pôle de l’écliptique. Us mesurèrent chaque jour la déclinaison de cette étoile en observant sa distance zénithale au moment de son passage au méridien. La réfraction ne peut entacher ces mesures que d’une erreur constante qui provient de la détermination de la distance zénithale du pôle; cette erreur disparait en prenant les différences. Ils reconnurent ainsi que l’étoile se dirigeait pendant huit jours vers le sud du zénith; la variation observée était trop grande pour qu’on pût l’attribuer à la parallaxe, et de plus, en vertu de la parallaxe, l’étoile aurait dû marcher vers le nord. Molyneux étant mort pendant le cours de ces observations, Bradley les poursuivit seul et reconnut que l’étoile, après s’être déplacée vers le sud d’un angle de 19 à 20 secondes, s’arrêtait, puis revenait à sa première position, puis la dépassait, marchait de 19 à ao secondes vers le nord, puis revenait vers le sud, et ainsi de suite, la période de ce mouvement étant d’une année.
Le hasard avait voulu que, au moment où Bradley commença ses observations, l’étoile fût dans sa position moyenne, c’est-à-dire dans la position où la vitesse est maxima, de sorte qu’au bout d’un petit nombre de jours le déplacement devint sensible.
383. Variation en déclin»! «on |iro|Mrtionnrllr au ni nus de la latitude astronomique | époques des maxima et des minlma de déclinaison. — Bradley ne se fît d’abord aucune idée de la cause du phénomène. Il observa une autre étoile située dans une région tont opposée à la première et qui passait au méridien environ douze heures après celle-ci. Il constata un mouvement en déclinaison s’accomplissant dans une période d’une année, comme celui de y du Dragon, mais d’une amplitude un peu moindre.
11 étudia ensuite les déplacements en déclinaison de toutes les étoiles qui passaient près du zénith , à l’aide d’un nouveau secteur zénithal qu’il fit construire et qui permettait les observations à 6° 3o' de part et d’autre du zénith. Tous ces astres présentent un mouvement en déclinaison dont la période est d’une année, mais l’amplitude de cette oscillation varie quand on passe d’une étoile à une autre, et de plus, à un même instant, elles sont dans des phases différentes de leur mouvement. Bradley reconnut qu’une étoile est dans sa position extrême lorsque le mouvement de la terre est perpendiculaire à la droite menée de la terre à l’étoile; dans sa posilion moyenne, lorsque le mouvement de la terre est dirigé suivant la projection de la droite qui joint la terre et l’étoile sur le plan de l’écliptique. Il fut ainsi nécessairement conduit à chercher une relation entre la grandeur du déplacement d’une étoile et ses coordonnées. En employant les coordonnées équatoriales, on ne trouve pas de relation; mais si l’on introduit les coordonnées écliptiques, on reconnaît que le déplacement d’une étoile en déclinaison est sensiblement proportionnel au sinus de la latitude.
384. Explication et loi» de l’aberration. — Le phénomène découvert par Bradley et désigné par lui sous le nom d’aberration est évidemment en relation avec le mouvement de la terre sur son orbite. Bradley eut l’idée d’en chercher la cause dans la composition de la vitesse de la lumière avec la vitesse de translation de la terre dont est animé l’observateur (l*.
Soient E (fig. 367) la véritable position d’une étoile à un instant donné et 0 celle de l’observateur; pour déterminer la position W Phtlotophintl Tran*aelii»n* f. 17*28,1. XXXV, p. 63 7.
de l’éloile, on se sert de deux points O et M entraînés par le mouvement de la terre; lorsque l’observateur aperçoit l’étoile sur la même ligne droite que ces deux points, il la considère comme située dans la direction OM. Mais supposons que l’étoile située en réalité dans cette direction envoie un rayon EM qui arrive en M lorsque l’observateur est en O, il est évident que ce rayon n’arrivera pas à l’observateur; car, pendant que la lumière va de M en 0, en vertu du mouvement de la terre le point 0 va en 0'. Joignons O'M
(fig. a4 8) et considérons une étoile en E' située sur le prolongement de cette droite; pour un observateur placé en 0, la direction véritable de cette étoile est OE' parallèle à O'E'; cependant il la verra dans la direction OE. En effet , à un certain moment, un rayon lumineux parti de E' arrive en M; pendant que la lumière va de M en 0', l’observateur va de 0 en 0’ et reçoit par conséquent ce rayon en 0'; donc pour lui ce rayon passera par les points M et 0, et il verra dans la direction MO , non pas l’étoile E qui y est réellement, mais une étoile E' située sur une direction OE' faisant avec la première un certain angle. Pour avoir la direction apparente de l’étoile E, il faut prendre 00”=00' et joindre 0"M. Pendant que la lumière de E va de M en 0, l’observateur va de 0" en 0 et la lumière lui semble passer par les points M et 0” et par l’étoile. Le mouvement de la terre a donc pour effet de produire un déplacement apparent de l’étoile dans le sens E'EE'. Il est facile de trouver la grandeur du déplacement angulaire; en effet, soit a l’angle de la direction réelle de l’étoile avec sa direction apparente.
c’est-à-dire ce qu'on nomme l’aberration , on a sin a sin MO'O
Or les longueurs MO et 00’ sont les longueurs parcourues dans le même temps par la lumière et par la terre ; elles sont donc dans le rapport v et V des vitesses de la lumière et de la terre. Si l’on désigne par i l’angle MO’O, c’est-à-dire l’angle de la direction apparente de l’étoile avec la direction du mouvement de la terre, on a pour la valeur de l’aberration
sin a = ÿ sin i.
On voit de plus que l’aberration a toujours lieu dans le plan passant par la terre, l’étoile et la direction du mouvement de la terre.
385. De là résultent les conséquences suivantes : i° Si l’on prend une étoile située dans le plan de l’écliptique, l’aberration se fera toujours dans ce plan; l’étoile paraîtra décrire dans ce plan une petite ligne droite et osciller autour d’une position moyenne. Il y aura deux instants où l’aberration sera nulle : quand on aura i— o, c’est-à-dire quand le mouvement de la terre sera dirigé vers l’étoile, ou dans la direction opposée. L’aberration sera maxima quand on aura i = go°, c’est-à-dire quand le mouvement de la terre sera perpendiculaire au rayon qui joint la terre et
l’étoile : on a alors pour l’aberration sin« = ^ •
a0 Supposons l’étoile au pôle de l’écliptique, la direction du mouvement de la terre et celle du rayon vecteur font toujours un angle de qo degrés; on a donc constamment sina = ÿ et l’étoile paraîtra
décrire autour de sa position moyenne un cercle dont le rayon est égal à la demi-amplitude de l’excursion totale d’une étoile située dans le plan de l’écliptique. A un instant donné, l’étoile se trouve sur le point de ce cercle qui est dans un plan passant par la position moyenne de l’étoile, la terre et la direction du mouvement de la terre à cet instant.
3° Considérons une étoile ayant une position quelconque, nous
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allons voir que la courbe qu’elle décrit diffère peu d’une ellipse. En effet, supposons l’orbite terrestre circulaire et prenons la terre dans
une position A (fig. a 4g) où son mouvement est perpendiculaire au rayon lumineux AE. Ce rayon sc projettera sur l’écliptique suivant OA L’aberration a sa valeur maxima, car on a 1 = 90°, et par suite sina = ^; elle se fait dans le plan AIE. Supposons maintenant la terre en T : la direction de son mouvement est TI; l'angle ET1 est égal à 1; l’aberration Fis. se fait dans le plan ITE, et
Prolongeons les deux tangentes en A et en T jusqu’à leur rencontre en I; les deux plans IAE, ITE se coupent suivant une droite IE parallèle à AE. Par le point T menons une parallèle TP à OA; TP est la projection de TE sur le plan de l'écliptique; donc l’angle ETP est égal à la latitude X de l'étoile E.
Considérons l’angle trièdre avant pour sommet T et pour arêtes TE, TP et Tl: on a
cos ETI = cos ETP cos PTI +sin ETP sinPTI cosETPI.
L’angle dièdre ETPI est droit , car TP est la projection de TE sur le plan de l’écliptique, et par suite le plan ETP est perpendiculaire à ce plan ; on a donc
cos ETI — cos ETP cosPTl
ou
cos i = cos X cos PTI :
or
PTI — PTO — 90" et PTO = 1 80” — AOT.
Posons AOT = w, il vient
cosi «=rosX sinw.
Cherchons maintenant la position relative des plans dans lesquels se produit l’aberration en T et en A : soit <p l’angle de ces deux plans. Considérons le trièdre ayant pour sommet le point I et pour arêtes IE. IA et IT ; en remarquant que l’angle EIA est droit, on a
cosAIT = — cosû> = — sin icostp.
Nous avons donc les trois équations
sma = ysini, cosi = cosX silice, eosce = sini cos<p.
Pour trouver une relation entre a et <p, il faut éliminer i et w; on a alors
i — sin2i = cos2X(i — cos2 ce) = cos2X ( i — sin2icos2^),
d'où
. sin’X
sln 1 1 - cos’ X cos’ <p ’
et par suite
. v sin X
Sln a = r- ■ , •
v y1 1 — cos Xcos’tp
Sur la sphère céleste, par la position vraie de l’étoile, faisons passer un arc de grand cercle dont le plan soit celui dans lequel a lieu l’aberration lorsque la terre est en A, c’est -à— dire quand on a <p=o. Sur cet arc de grand cercle, à partir de la position de l’étoile, portons une longueur dont le sinus soit proportionnel à la valeur de
sina quand on y fait <£ = o, c’est-à-dire à la valeur de y; comme l’angle a est très-petit, on peut, sans prreur sensible, regarder la longueur elle-même comme égale à y*
Menons un autre arc de grand cercle passant par la position vraie de l’étoile et faisant avec la première un angle <p,; portons sur cet arc, à partir de la position vraie de l’étoile, une longueur proportionnelle à la valeur de sina quand <p = Ç>,, nous aurons ainsi la position apparente de l’étoile quand l’angle <p aura la valeur <pt. On déterminera de cettp façon une série de points représentant les positions
apparentes de l’étoile et formant une courbe dont l’équation polaire est
_ e sin X
^ V v/~ cô? X cos’ <p
Cette relation est celle qui existe entre le rayon vecteur d’une ellipse et l’angle que fait ce ravon avec le grand axe.
L’étoile parait donc décrire autour de sa position moyenne une ellipse; le grand axe de cette ellipse est parallèle au plan de l’écliptique et égal à -yi et par suite il a la même valeur pour toutes les étoiles. Le petit axe a pour valeur ~ sinX, valeur que prend p quand on y fait ^=90°; le petit axe de l’ellipse est donc proportionnel au sinus de la latitude.
L’aberration fera donc varier d’une manière plus sensible la latitude et aussi la déclinaison pour les étoiles situées près du pôle de l’écliptique. C’est le cas dans le juel se trouve l’étoile y du Dragon que Bradley observa en premier lieu.
386. Détermination» diverse* de la constante de l'aberration. — Bradley trouva ao",9 pour la valeur maxima de l’aberration, c’est-à-dire pour l’arc dont le sinus est égal au rapport ce rapport étant égal à on en conclut que la lumière traverse l’orbite terrestre en 8' 19".
Voici les différentes valeurs trouvées pour le maximum de l’aberration en commençant par la valeur déduite de la vitesse de la lumière , vitesse calculée elle-même par les observations des satellites
de Jupiter :
OBSERVATIONS MODERNES
Observations de M. Lindenau sur la polaire ao'.i 4<j
Observations de MM. Stmve et Reuss, exécutées h Dorpat de 18a a à i838, sur les variations de la polaire en ascension droite, calculées par M. Peters ao ",4ao
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Mêmes observations sur les variations de la polaire en déclinaison.
calculées par M. Lundald •jo'.oôi
Observations de M. Peters sur la polaire à l'observatoire de Poul-
kova ao\5o3
On pourra donc prendre pour valeur de l’aberration la moyenne des nombres précédents, ao\5; l’erreur sera moindre que ^ de seconde.
387. Degré d'exactitude de la valeur de la vitrante de la lumière déduite de l'aberration. — On obtient ainsi le ra|>port de la vitesse de la lumière à celle de la terre. Celte dernière se calcule à l’aide des dimensions de l’orbite terrestre; or ces dimensions sont au nombre des éléments les moins bien connus de la sphère céleste. Encke a calculé, d’après toutes les observations des passages de Vénus en 1761 et 1 7 G ÿ, la parallaxe du soleil, qu’il a trouvée égale à 8", 071 16, nombre dont la précision n’est probablement pas égale à celle du nombre qui représente l’aberration. En admettant qu'il ait le même degré de précision, on trouve pour la vitesse de propagation de la lumière 3o6,4o8 kilomètres par seconde, à g; près: c’est environ 76,000 lieues modernes ou 70,000 lieues de a 5 au degré.
Mais la parallaxe solaire est imparfaitement connue; sa valeur, déduite des observations faites sur les oppositions de Mars, serait de q", 1 a 5. On ne peut donc espérer de déterminer par des observations astronomiques la vitesse de la lumière avec plus de précision, tant que l’on ne connaîtra pas avec une approximation plus grande la distance de la terre au soleil, c’est-à-dire jusqu’en ■ 88/1, époque du prochain passage de Vénus sur le soleil.
388. Difficulté relative à l’aberration dami le ayatème de* ondes. — Nous allons maintenant passer en revue les conséquences que l’on doit tirer du phénomène de l’aberration relativement à lu liaison qui existe entre le mouvement de l’éther et celui de la matière pondérable.
Dans le raisonnement que nous avons fait pour expliquer ce phé-
nornènc, nous avons implicitement supposé que la lumière se propage dans l’atmosphère comme si la terre était immobile. Cela se conçoit dans le système de l’émission; mais pour se rendre compte du phénomène dans la théorie des ondulations, il faut admettre que l’éther n’est pas entraîné par la terre : or, d’un autre côté, l’existence de milieux inégalement réfringents montre bien que la matière pondérable exerce une action sur l’éther; il faudrait donc admettre que , les milieux pondérables exerçant une action sur l’éther, l’éther contenu dans l’atmosphère n'est pas sensiblement entraîné par la terre. Mais alors comment expliquer ce fait que le phénomène de l’aberration n’est jamais modifié par l’épaisseur plus ou moins grande des milieux réfringents qui se trouvent dans la lunette ? Car en admettant même que la colonne d’air contenue dans le tube de la lunette n’entraîne pas l’éther avec elle, ce qui paraît assez singulier, du moins les milieux réfringents, comme le verre, devraient agir sur l’éther et l’entraîner; donc l’épaisseur et la nature de ces milieux devraient influer sur l’aberration; cependant l’expérience montre qu’il n’en est rien.
Boscowich proposait, pour rendre le phénomène sensible, d’employer une lunette dont le tube serait rempli d’eau; nous verrons plus loin quels résultats donnerait cette expérience.
389. Expérience négative d’Arago, démontrant que la vitesse de la terre est sans influence sur l’indice de réfraction de la lumière venue des étoiles. — Arago a essayé de lever toutes les difficultés que nous venons de faire connaître par l’observation d’étoiles situées dans des régions différentes du plan de l’écliptique. En effet, considérons un prisme réfringent et faisons tomber sur ce prisme des rayons émanés d’une étoile située dans la région vers laquelle marche la terre : tout se passera comme si la vitesse du prisme, c’est-à-dire la vitesse de la terre, s’ajoutait à celle de la lumière. Si l’on observe au contraire une étoile située à « 80 degrés de la première, tout se passera comme si les rayons arrivaient sur le prisme avec une vitesse égale à la différence des vitesses de la lumière et de la terre : or l’indice de réfraction est le rapport entre la vitesse de la lumière dans le prisme et dans le
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milieu extérieur: donc les indices devront être différents dans les deux cas; les déviations minima ne seront donc pas les mêmes, la différence sera de 1 o à i 5 secondes et pourra par conséquent être facilement appréciée. Cependant les expériences d’Arago n’ont donné que des résultats négatifs.
Dans la théorie de l’émission . ce phénomène est à peu près inexplicable. Arago, pour en rendre compte, lit une hypothèse qui consiste à admettre que les corps lumineux émettent des molécules lumineuses animées de vitesses très-différentes, mais que, parmi ces molécules, celles qui sont animées d’une vitesse déterminée, ne pouvant varier de de sa valeur, sont les seules qui agissent sur l’œil. — Cette hypothèse est peu probable, et du reste elle serait complètement renversée par les expériences photographiques qui conduisent à admettre que les molécules lumineuses doivent avoir une vitesse rigoureusement déterminée pour agir sur l’œil et pour produire des phénomènes chimiques.
Il n’est pas non plus facile de se rendre compte des particularités que présente le phénomène de l’aberration dans la théorie des ondulations; on est bien obligé, en effet, d’admettre que l’éther contenu dans les liquides et les solides éprouve une action de la part de ces corps et se trouve entraîné dans leur mouvement; on ne voit pas pourquoi il n’en serait pas de même de l’éther contenu dans l’air atmosphérique; cependant le phénomène de l’aberration, par la manière dont il se produit, indique que l’influence de l’éther ainsi entraîné est négligeable.
390. Hypothèse de Fresnel sur la quantité d’éther que la terre entraîne dans son mouvement. — Pour concilier ces conclusions en apparence si opposées, Fresnel a fait la remarque suivante : l’éther est condensé autour des molécules des corps réfringents, et, quand ces corps se déplacent, ce n’est pas le volume tout entier de l’éther qu’ils contiennent qui participe à leur mouvement, mais bien l’excès de ce volume sur celui que contiendrait un même volume vide.
Pour l’air, dont l’indice de réfraction par rapport au vide ne diffère pas beaucoup de l'unité, cet excès d’éther qui participe au
mouvement n’est pas la jjjj ni même h jAj partie de la quantité totale d’éther qui y est contenue; on conçoit donc que le mouvement de cet éther n’inllue pas d’une manière sensible sur l’aberration.
391 . Comment on doit en conséquence modifier la vitesse de l’éther. — Formule de Fresnel démontrée par SI. Eisenlohr. — Nous sommes ainsi amenés à nous demander quelle sera l’influence des corps pondérables sur les phénomènes optiques. Considérons un système de corps en mouvement; une partie de l'éther qui s’y trouve contenu participe au mouvement. Fresnel a été conduit à admettre que la vitesse de l’éther contenu dans ces corps est à la vitesse de ces corps comme l’excès de la densité de l’éther dans ces corps sur la densité dans le vide est à la première densité. Il a donné de ce principe une démonstration peu satisfaisante, mais on peut le démontrer au moyen des remarques suivantes, analogues à celles que l’on doit à M. Eisenlohr. Prenons pour unité la densité de l’éther dans le vide; soit î+A la densité de l’éther dans le corps considéré, que nous supposons être un prisme solide; soit v la vitesse de ce corps à l’extérieur duquel est le vide. Pendant un temps infiniment petit dt, le déplacement du corps est vdt. Considérons la base du prisme située du côté de la région vers laquelle se fait le mouvement; soit S la surface de cette base : dans la portion de l’espace comprise entre la position de la base au commencement et à la fin du temps dt, il y avait une quantité d’éther égale à S vdt; à la fin de ce temps il y aura dans cet espace une quantité d’éther égale à Se</((t + A) : il s’est donc introduit dans cet espace une quantité d’éther égale à SvdtA. Si nous admettons le principe énoncé plus haut, on voit que pendant le temps dt l’éther s’écoulera de la
base du prisme avec une vitesse égale la quantité d’éther
qui s’écoulera dans le temps dt sera S(i+Al ~±dt, car cette
quantité est évidemment proportionnelle à la densité de l’éther dans le corps solide : cette expression se réduit à SvAdt, que nous avons trouvée plus haut. Il en sera de même pour l’autre base du prisme. Ce que nous venons de dire pour un temps infiniment petit peut Vebdet, IV. — Conférences de physique. !ik
s’étendre à un temps fini, d’où il résulte que tout se passe en réalité comme si l’éther était animé d’une vitesse qui serait à celle du corps pondérable dans le rapport de A à i + A.
39‘2. Explication de l’aberration dans un milieu différent du vide ou de l’air. — En nous fondant sur ce principe, nous allons faire voir qu’on doit toujours trouver la môme valeur pour l’aberration, soit qu’on l’observe dans le vide, soit qu’on l’observe à l’aide d’une lunette contenant de l’eau ou d’autres milieux réfringents.
Soit SI (fig. a5o) un rayon venant d’un astre S et tombant normalement sur une couche d’un milieu homogène; si le milieu est immobile, le rayon arrivera au point A. Supposons le milieu animé d’une vitesse de translation B perpendiculaire à la direction Fig. s5o. du rayon SI ; soit v la vitesse de la lumière :
la vitesse de l’éther renfermé dans le milieu sera
_ÔA_ 1 -l- A
Les vitesses
de la lumière dans les deux milieux sont en raison inverse des racines carrées des densités de l’éther dans ces deux milieux; on a donc
ce qui donne, pour la vitesse de l’éther.
Si l’éther seul était en mouvement, le rayon n’irait pas au point A, mais en un point B' tel, que ce point viendrait de B' en A en vertu de la vitesse de l’éther, pendant que la lumière va de 1 en A; si le milieu seulement était en mouvement, le rayon arriverait en un poirfl B" tel , que ce point viendrait de B" en A en vertu de la vitesse 6 du milieu pendant que le rayon vient de I en A. Les deux mouvements existant simultanément, il en résulte que le rayon arrive en
un point B tel, que ce point va de B en A en vertu d’une vitesse égale à la différence des vitesses du milieu et de l’éther, c’est-àdire à
pendant que la lumière parcourt IA, et l'on voit l’astre dans la direction BI. Si l’on pose AB = x, IA = /, et si l’on remarque que la
vitesse de la lumière dans l’intérieur du milieu transparent est y on a
Or I v n
n' it
Or 7 représente la tangente de l’aberration , ou, si l’on veut, l’aber-
ration elle-même, est la valeur de laberration dans le vide: il
existe donc entre y et - la même relation qu’entre un angle d’incidence dans un milieu dont l’indice de réfraction est n et l’angle d’émergence correspondant; il en résulte que, si l’on observe le rayon au sortir du milieu transparent, on trouvera pour valeur de l’aber-
ration y Donc l’interposition des milieux réfringents n’influe en rien sur la valeur de l’aberration.
393. Influence générale du mouvement de la terre ■ur le* phénomènes d’optique. — Nous avons maintenant à chercher quelle est l’influence du mouvement de la terre sur les phénomènes optiques en général, à voir, par exemple, si les lois de la réflexion et de la réfraction qui ont été trouvées, en supposant immobiles les surfaces réfléchissantes ou réfringentes, ne sont pas modifiées par suite de l’existence de ce mouvement. En effet, si l’éther était entraîné dans le mouvement commun avec la même vitesse que les corps pondérables qui y participent, il est clair que tout se passerait comme si le système entier était en repos ; mais il n’en est rien. L’étber du vide ne participe en aucune façon à ce mouvement, l’éther de l’air n’y participe que très-peu. Enfin, l’éther
des corps pondérables est entraîné avec une vitesse qui varie avec la nature du corps, mais qui est toujours plus petite que celle des corps pondérables. H y a lieu de rechercher quelle est l’influence de cette inégalité de vitesse. Nous supposerons, dans ce qui va suivre, que le milieu extérieur est le vide, et que par conséquent l’éther qui y est contenu n’est entraîné en aucune façon par le mouvement de la terre. Si ce milieu était l’air, les résultats ne seraient changés, d’après ce que nous avons dit plus haut, que d’une quantité très-petite.
394. Réflexion. — i° Cas où la surface réfléchissante est parallèle d la direction du mouvement de la terre. — Nous commencerons par le phénomène de la réflexion et nous considérerons d’abord le cas où la surface réfléchissante AC est placée de telle façon quelle glisse parallèlement à la direction du mouvement de la terre. On prend à chaque instant pour direction de ce mouvement la résultante du mouvement de translation et du mouvement de rotation de la terre. Considérons un faisceau de rayons parallèles tombant sur la surface AC. Soient SA (fig. soi) un de ces rayons, AB la trace d’un
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plan normal à la direction du rayon passant par le point A, SB un rayon tel, que pour venir du plan normal jusqu a la surface réfléchissante il mette un temps égal à l'unité. Si l’on prend pour unité de longueur la vitesse de propagation de la lumière dans le vide, on aura BC= i. Pour avoir la direction du rayon réfléchi en A, il faut, d’après une construction connue, décrire du point A comme
centre, avec un rayon égal à l’unité, une circonférence à laquelle on mène une tangente par le point C, et joindre le point de contact au point A. Cette construction se fera de la même manière, que la surface réfléchissante soit immobile ou non, car l’éther extérieur n'est pas entraîné. On a ainsi la direction absolue AK du rayon réfléchi ; AK = t puisque K est le point de contact de la tangente. Mais remarquons que le point physique, qui était en A lorsque le rayon incident arrivait en ce point, n’y est plus lorsque le rayon réfléchi arrive en K. En vertu du mouvement de translation de la terre, pendant que la lumière va de A en K, c’est-à-dire pendant l’unité de temps, le point A vient en A,, et, si l’on représente par 6 la vitesse du mouvement de la terre, on aura AA, = 0. L’observateur placé en A, et qui, pour déterminer la direction du rayon réfléchi, se sert de deux mires placées l’une en K, l’autre en A, verra donc ce rayon dans la direction A, K; c'est ce que nous appellerons direction apparente du rayon réfléchi.
Soient i l’angle d’incidence, x l’angle apparent de réflexion, c’està-dire l’angle de A,K avec la normale à la surface, dans le triangle KAA, ; on a
AA, 6 sin AK.A,
AK i sin AA,K
Or
on a
AKA,*=KA|C - KAA, =
ou
AA,K
a sin (i-x)
Donc l’angle apparent de réflexion n’est pas égal à l’angle absolu d’incidence; mais ce dernier angle n’est pas égal à l’angle apparent d’incidence. En effet, prenons à gauche du point A une longueur AA2 = 0. Considérons le rayon SA2 et prenons sur ce rayon, à partir du point A2, une longueur A2P = i. Pendant que la lumière va de P en A2, le point A2 va de A2 en A. Le rayon incident en A aura
donc la direction apparente AP. Soit y l’angle apparent d’incidence: par un calcul tout à fait semblable au précédent, on aura
d’autre part on a
g *iti {i-y).
cos y ’
sin (i— x)_ cosx ’
on en tire y — x.
Dans ce cas, l’égalité subsiste donc rigoureusement entre les angles apparents de réflexion et d’incidence.
395. fl" Cas où In surface réfléchissante est entraînée par la terre dans une direction parallèle « celle des rayons incidents. — Supposons en second lieu que chaque point de la surface réfléchissante soit animé d’une vitesse parallèle à la direction des 'rayons incidents et
Fig. 'Si.
égale à 6. Soit AB (fig. a5a) la surface réfléchissante: au bout de l’unité de temps elle sera venue en A,B,, de manière qu’on ait AA1 = BB1 = ff.
Considérons un rayon SB tel , que pour aller du plan normal à la direction des rayons incidents jusqu’à la surface réfléchissante, dans sa position nouvelle au bout de l’unité de temps, la lumière mette lin temps égal à l’unité, c’est-à-dire tel qu'on ait B,k= i,
Pour avoir la direction absolue du rayon réfléchi, on trace du point A comme centre, avec un rayon égal à l’unité, une circonférence à laquelle on mène une tangente par le point B,, et l’on joint le point de contact C au point A. En effet , les rayons SA et SBj sont tels, 'qu’ils rencontrent la surface réfléchissante à des époques séparées par un intervalle de temps égal à l’unité. On a ainsi la direction absolue AC du rayon réfléchi. La direction apparente de ce rayon sera A,C; quant à la direction apparente du rayon incident.
elle coïncide évidemment avec la direction absolue du même rayon,
puisque le point A se déplacé parallèlement à cette dernière direction.
Soient donc f l’angle d’incidence, r l’angle absolu de réflexion, x l’angle apparent de réflexion. Dans le triangle AAtC, on a
6 sin ACA, i ^sin CA,A’
et
d’où
ACA,«= CAE — CA, A =» — (ï -t-r) — [w — (i-t- x)] = x - r. CA, A = w — (i f-x) ; sin CA , A = sin (i + x),
et par suite
ü sin'x-r)
sin h + x)
Prolongeons CB, jusqu’à sa rencontre avec AB en D. Dans le triangle rectangle ACD on a
AC = t. AD sin CDA = AD sin r, AD = AB + BD.
Dans le triangle AKB on a
d’où
AB sin AKB
KD sin KAB’
AB
. +6 sjnï
Dans le trianql
le BB,1) on a
Bit sin BB,D
BB, sin BOB,’
d’où
BD sin BB,D 9 sin BDB,
Or
BB,D = B,BA — B,DB = ~ — « — r
et
BDB, = r;
donc
BD~ecosl'+r)
sin r
et
L’équation
i =ADsinr
devient
ig(|+e)sinr + eco8(.+r).
D’nulre part, on a
g _sin(x-r) sin (i+x)
Mettons ces équations sous la forme
sin (x — r) = 6 sin (f + x) ,
( i + 0) sin r -f- 6 cos (i + r) sin i = sin i;
éliminons r entre ces deux équations, et pour cela développons sin(x — r) et cos(» + r),
il vient
— cosxsinr-|-sinxcosr = 0sin(i + x),
( i + 9 cos2 i) sin r + 9 cos i sin i cos r = sin i.
Éliminons cos r en multipliant la première équation par ôcosisini.
VITESSE DE PROPAGATION DE LA LUMIÈRE. 695 la deuxième par sin x, et retranchons; nous aurons ainsi [( t + 9 cos2 t) sin x -+- 6 cos x sin i cos i] sin r — sin isin x.
En éliminant de même sin r, il viendra
[(i +6 cos 2t) sinx-f-0cosx sin icos i] cosr=sin t rosx-4-0 sin (i+x). Elevant au carré ces deux équations et ajoutant, on a [(t +0cos2 i) sinx-f-ôcos i sin icos x]2=sin2 i-+-aôsin i cos x sin (i +x).
Nous pouvons négliger dans le calcul les termes en tf2; en effet, la vitesse de la lumière étant prise pour unité, l’aberration est une quantité très- petite; O1 sera par conséquent de l’ordre des de l’aberration, c’est-à-dire tout à fait inappréciable. Il viendra ainsi successivement
sin2x-(- a® cosi sin x sin (» + x) = sin*t + a 6 sin i cos x sin (i-|-x), sin2x — aôsin (i+x)sin (« — x) = sin2 i, sin2x— 20 (sin2 x — sin* *') =— sin2»,
(sin*x — sin2i)(i — a0) = o, i = x.
Donc, dans ce cas encore, l’angle apparent d’incidence est égal à l’angle apparent de réflexion; mais ce résultat n’est plus rigoureux, comme dans le cas précédent : il est seulement approché à moins d’une quantité de l’ordre du carré de l’aberration, c’est-à-dire à
de seconde près, quantité bien au-dessous des erreurs d’observation.
396. 3° Réflexion sur un miroir quelconque. — Si maintenant nous supposons à la surface réfléchissante un mouvement quelconque, nous pourrons décomposer ce mouvement en deux autres s’effectuant, l’un parallèlement au mouvement de la terre, l’autre parallèlement à la direction du rayon incident. Chacun de ces mouvements élémentaires n’ayant, comme nous l’avons vu, aucune influence sensible sur la réflexion, il en sera de même du mouvement résultant.
397. Héfr»«ti*n. — Nous allons maintenant considérer le cas de la réfraction. Nous supposerons successivement la surface réfringente animée d'un mouvement parallèle ou perpendiculaire à la direction des rayons lumineux incidents. Nous démontrerons que dans chacun de ces deux cas la loi de Descartes se vérifie avec un degré d’approximation égal à celui que nous avons trouvé pour les lois de la réflexion : nous pourrons ensuite envisager le cas général.
398. i° Cas où le mouvement de la terre est parallèle ù la direction des rayons incidents, — Supposons que la surface réfringente MN se meuve parallèlement à la direction des rayons lumineux incidents, avec une vitesse 0, et de plus que le milieu extérieur soit le vide: prenons pour unité la vitesse de propagation de la lumière dans le vide et représentons par u la vitesse de propagation dans le milieu réfringent. Considérons les rayons incidents dans le milieu réfringent et examinons les phénomènes à l’émergence. Soit AC (fig. a53) la position de la surface réfringente; au bout de l’unité de temps cette surface sera venue en A'C', de sorte que AA'=CC'=0. Par le point A menons un plan normal à la direction des rayons incidents, et soit SB le rayon qui met un temps égal à l’unité pour aller de ce
plan à la surface réfringente dans sa nouvelle position au bout de l’unité de temps. On voit que les deux rayons SA et SB rencontrent la surface réfringente à des époques séparées par un intervalle de temps égal à l’unité. Pour avoir la direction du rayon réfracté correspondant à SA, il faut donc, du point A comme centre, avec un rayon égal à u, puisque le milieu extérieur est le vide, décrire une circonférence, mener par le point C' une tangente à cette circonférence, et joindre le point de contact D au point A ; on a ainsi la direction
Fig. >53.
absolue AD du rayon réfracté; la direction apparente sera A'D; l’angle apparent d’incidence est ici égal à l’angle absolu d’incidence, puisque le mouvement s’effectue parallèlement à la direction des rayons incidents. Soit r cet angle: désignons par I l’angle absolu de réfraction et par x l’angle apparent : nous aurons dans le triangle DAA'
h s‘“ A'DA sin D.A'A’
or
A’DA = x — I , DA'A = x — r,
donc
0 sin (a— Il
sin (a— r)
Pour éliminer 1, cherchons une deuxième relation; à cet effet, prolongeons DC' jusqu’à sa rencontre avec AC en E. On a, dans le triangle rectangle ADE.
AD — i = AEsinI, AE-AC + CE;
dans le triangle CC'E, on a
CE _CE
cc” e
sin CC'E.
sin CEC’
or
d’où
donc
CEC' — 1, ï-r+CC'E + I-ir,
CC'E = — + r — I ;
#cos(I — r) BC
sin I ’ ' sin r ’
La longueur BC, plus la longueur CC' qui est égale à 0, sont parcourues par la lumière pendant l’unité de temps. Pour exprimer BC en fonction de la vitesse de la lumière, il faut faire intervenir le principe de Fresnel. La vitesse de propagation de la lumière dans Je milieu pù se trouvent les points B et C est u; mais l’éther est
entraîné avec une certaine vitesse qui vient s’ajouter à la vitesse u. Or, la densité de l'éther dans le vide étant t, sa densité dans le
milieu réfringent sera V et la vitesse avec laquelle l’éther sera en-
donc avec une vitesse égale à u + 6(i — a2), et, comme elle met un temps égal à l’unité pour aller de B en C’, on a
BC + 0 — « -f- 0 ( i -- «*),
d’où
Bd = u (i — Ou):
|>ar suite.
Ad “(i,—
sin /• *
donc
AE = Ad + CE = u(,."ft,'+0cos
ou
i = AE sin I = ^ — — sin 1 -+- 6 cos sin r
On a donc les deux équations
sin (x — I) = 9 sin (je — r) ,
« (1 — Ou) sin 1 -f- 0 cos (1 — r) sinr = sin r.
Four éliminer I, développons les premiers membres des deux équations, nous aurons
— cos x sin I + sin x cos 1 = 0 sin (x — rj ,
[u (« — Ou) + 0sin2r] sin I -+-0sin r cos r cos I *=sin r.
Eliminons successivement cos I, puis sin 1, nous trouverons les deux équations
[n (î -- Ou) sinx-+-ôsin3rsinx + 0sin r cos r cos x] sin 1 =sinrsinx, [u (î — Ou) sin x + 0 sin2 r sin x-+-0sin r cos r cos x] cos I «=sin rcosx
+ 0u sin (x — r).
Elevons au carré ces deux équations, ajoutons-les membre à membre, et remarquons que le multiplicateur de sin I et cos 1 peut s’écrire
u(i — du) sinx-f-0sinrcos(x — r),
nous aurons
[u(i — 0u)sinx+0sinrcos(x— r)j2=sin2r+ 90usinr cosxsinfx— r).
Si maintenant nous négligeons les termes en & 2, dont la valeur est extrêmement petite, comine nous l’avons vu plus haut, il viendra successivement
ou
et enfin
u2 ( 1 — aôu) sin- x 4- 9#u sin r sin x cos (x — r) = sin2 r-f- 90u sin r cos x sin (x — r),
tt2(t — !!0u)sin2x = sin2r— a du sin2r,
u2 sin2 x = sin2r.
Donc, la loi de Descartes se vérifie avec une approximation extrêmement grande entre l’angle apparent de réfraction et l’angle apparent d’incidence, qui est ici égal à l’angle absolu.
399. a° Cas oit le mouvement de la terre est perpendiculaire à la
direction des rayons. — Considérons le cas où la surface réfringente MN est animée d’un mouvement perpendiculaire à la direction des rayons incidents, mouvement dont la vitesse est 6.
Nous supposerons encore que les rayons incidents traversent un milieu réfringent où la vitesse de propagation est u, et nous considérerons le phénomène à l’émergence; nous conserverons les mêmes notations que précédemment. Soit AC (fig. 9Ô/i) la position de la surface réfringente à un cer-
tain instant : au bout de l’unité de temps, cette surface est venue en A'C', de sorte qu’on a AA' = CC’ = Ô. Soit SB un rayon tel, que, pour aller du plan normal à la direction des rayons incidents jusqu’à lu surface réfringente dans (a position qu’elle occupe au bout de l’unité de temps, il mette un temps égal à l’unité; les deux rayons SA, SB rencontrent la surface réfringente, l’un en A, l’autre en D, à des époques séparées par un intervalle de temps égal à l’unité. Donc, pour avoir la position du rayon réfracté, il faut, du point A comme centre, avec un rayon égal à u, décrire une circonférence, mener par le point D une tangente à celte circonférence et joindre le point de contact £ au point A. On aura ainsi la direction absolue AE du rayon réfracté; A'E sera sa direction apparente.
Dans le triangle AA'E on a
or
donc
« sin AEA W “sin AA'E’
AEA' — * — I ~r i — — x + rj = x — I ;
0 _ sin (x — U cos(jr — r)
Prolongeons ED jusqu’à sa rencontre avec AC en K, nous aurons, dans le triangle AEK,
i = AK sin I et AK = AC 4- CK;
or
CK CD
sin CDK sin CKL)’
CD <= CC' tang r — 6 S — 1 0 cosr
CDK + j-r+I = w,
CKD = I,
d’où
CDK = *-(!-»•):
donc
cos (1 — r)
' cosr sin I ’
ensuite
AC
-sv bc-bd-cd.
VITESSE DE PROPAGATION DE LA LUMIÈRE. 701 Pour trouver BD, remarquons qu’en vertu du déplacement du corps l’éther est entraîné, nvec une vitesse égale à dans une
direclion perpendiculaire à celle des rayons incidents. Cette vitesse n’inllue en rien sur la vitesse de propagation de la lumière dans la direction de ces rayons, et, par suite, comme la longueur BD est parcourue par la lumière dans le milieu réfringent pendant l'unité
de temps, on a BD = u. D’ailleurs, CD =6 ' ; donc
1 cos r
u cos r — Ôsin r si n rcosr
AC
En mettant pour AC et CK leurs valeurs dans l’équation
i — AK sin I .
il vient
u cos / • — 6 sin r sin r cos r
ûSinr .
- 8 cos { 1 •
cosr '
On a donc les deux équations
sin (x — I) = ôcos(x — r),
(u cos r — 8 sin r) sin I + 8 sina r cos ( I — r) = sin r cos r.
En développant, il vient
— cos x sin 1 4- sin x cos 1 = 8 cos (x — r),
(u cos r — 6 sin r cossr) sin 1 -4- 0 sin' r cos rcos 1 = sin r cos r.
Divisons cette dernière équation par cos r, nous aurons (u — 6 sin r cos r) sin 1 -+- 6 sin2 r cos I = sin r. Eliminons successivement cos I et sin I , nous aurons
[usinx — 8 sin rcos r sin x-t-0cosxsin2r] sin 1 = sin r sin x, On, en simplifiant,
[usinx — 6sinrsin(x — r)J sin 1 =■= sin r sin x,
et de même
[u sin x — 0 sin r sin (x — r)J cos I = sin r cos x 4- i/0 cos (x r).
Elevant au carré et ajoutant, il vient
[« sin x — 0 sin rsin (x — r)]2 = sin2r-t- 2 u0 sin r cos x cos (x — r).
Développons le premier membre et supprimons les termes en 0i. comme nous l’avons fait plus haut, nous aurons successivement
ii-sin2x— 2«i0sinrsinxsin(x— r)«=sin2r+au0sinrcosxcos(x~ r). u2sin2x — sin*r-f- 2U0 sin r cos r.
sin'x
sm’r , .smr sin
1 <• = — — -+-20 cos r
U* Il
in’r / 20u cos r\ .
~ÜT \l+ sin r )'
d’où l’on tire, en extrayant la racine carrée au même degré d’approximation ,
sin x =
sin/-/ , 0urosr\ u \ sin r )
sin r u
cos r
r est l’angle absolu d’incidence, mais cet angle n’est pas égal à l’angle apparent d'incidence. En elle!, pendant que la lumière va de B en D, c’est-à-dire pendant l’unité de temps, l’éther se déplace dans la direction BA d’une quantité égale à 0 (t — u2); si donc on prend BB'=0( i — u2), ce sera le rayon SB' qui viendra passer par le point D; de plus, quand la lumière sera arrivée en 1), le point B’, en vertu du mouvement du corps, sera venu en un point B" tel. qu’on ait B'B"»=0; B"D sera donc la direction apparente du rayon incident.
Soit y l’angle apparent d’incidence, on a
d’où
BB"=B B’— BB'=0— 0(i — u2)=0u2, BB"= BD tang BDB"= u lang (y -- r) = 0u2;
tanç(y-r)=0u.
L’angie y — r étant très-petit, on peut écrire
d’où
et
y — r=6u, y = r-\-bu
sin y =sin (r-t-Ôu) = sin r-j-Sucos r.
en prenant sin0u = 0u et cos#u=t, ce qui est permis puisqu’on néglige les quantités de l’ordre de b'1. Or l’équation (1) donne
on a donc
«sin j; = sinr-f-6u cosr; usinx*^sinÿ.
Donc, dans te cas encore, la loi de Descartes est vraie très-appro.\imativement entre les angles apparents d’incidence et de réfraction.
400. Démonstration expérimentale directe du principe de l'resnel par 1H. Vizeau. — L’hypothèse de Fresnel explique, comme nous l’avons vu, un grand nombre de phénomènes; cependant elle parut d'abord étrange à la plupart des physiciens, qui continuèrent à supposer l’éther complètement entraîné dans le mouvement des milieux pondérables, de sorte que le phénomène de l’aberration fut longtemps regardé comme ne pouvant s’expliquer complètement dans la théorie des ondulations.
C’est à M. Fizeau que l’on doit d’avoir démontré, par une expérience décisive, l’exactitude du principe posé par Fresnel. Cette expérience consiste à observer le déplacement des franges d’interférence produites par deux faisceaux lumineux dont un traverse un milieu pondérable animé d'un mouvement dans la direction du ravon. Le déplacement peut se calculer soit en supposant la vitesse de l’éther égale à celle du milieu pondérable, soit en lui donnant la valeur qu’assigne le principe de Fresnel. En comparant le résultat du calcul avec le déplacement observé, on pourra prononcer entre les deux hypothèses. Pour rendre le phénomène plus sensible, on est conduit naturellement à prendre deux corps identiques animés VtuoiT, IV. — Conférence* de physique. 6 S
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de mouvements de sens contraires et traversés chacun par un des faisceaux lumineux; comme il faut de plus employer des corps transparents d'une grande épaisseur pour avoir un déplacement appréciable, il était naturel d’avoir recours à des colonnes liquides : c’est ce qu’a fait M. Fizeau.
401. Appareil d’Arago pour étudier l’influence de* couche» d’air d’inégale densité. — L’appareil dont s’est servi M. Fizeau est une modification de celui qu’a employé Arago pour étudier les franges d’interférence de deux faisceaux lumineux qui traversaient deux colonnes de gaz d’une grande longueur.
On ne peut évidemment employer dans ce cas ni les miroirs de Fresnel ni le biprisme. Arago s’était arrêté au dispositif suivant. La source de lumière est une fente étroite S (fig. a 55) perpendiculaire au plan de la figure; à quelque distance est placée une lentille achromatique L dont la fente occupe le foyer principal. Les rayons sortent delà lentille parallèlement à son axe et vont tomber sur un écran MN percé de deux ouvertures larges séparées par un intervalle opaque de quelques centimètres. On a ainsi deux faisceaux un peu éloignés, ce qui est nécessaire pour qu’on puisse disposer sur leur passage les deux tubes AB, A’B\ rem- Ng'»"- plis de gaz, qu’ils doivent traverser; ces
deux tubes sont fermés par des plaques de verre tout à fait identiques. A cet elfet on coupe en deux une plaque de verre parfaitement homogène et qui a en tous ses points la même épaisseur, comme on s’en est assuré au sphéroinètre, et l’on se sert des deux moitiés pour fermer les extrémités correspondantes des deux tubes. Derrière les deux tubes se trouve une deuxième lentille achromatique L' dont l’axe est exactement parallèle à celui de la première; les rayons des deux faisceaux sont rendus convergents vers le foyer en S'; le
passage des rayons à travers cette lentille ne leur donne, comme on sait, aucune différence de marche, et l’on pourra observer les franges dans le plan focal de la lentille. Les franges sont très-resserrées à cause de la distance des deux faisceaux qui interfèrent, distance considérable par suite de la largeur de l’intervalle opaque: mais elles sont très-brillantes, et l’on peut les grossir beaucoup à l’aide d’une loupe et môme d’un microscope, sans quelles cessent d’être nettes.
A 02. Appareil de HI. Fizeau. — M. Fizeau a introduit dans cet appareil un perfectionnement important, qui consiste à augmenter la largeur des franges, malgré la grande distance des deux ouvertures O et O', sans diminuer leur intensité, et à rendre ainsi le phénomène plus sensible. A cet effet, entre les deux tubes et la lentille L, on dispose sur le trajet des faisceaux lumineux deux lames de verre à faces parallèles RS, R'S' (fig. a56), obtenues en coupant en deux une lame bien homogène et ayant partout la même épaisseur : ces lames sont également inclinées sur les deux fais- -* ccaux . qui les traversent sans prendre aucune différence de marche , mais qui sortent suivant ST, S'T', parallèlement à leur direction primitive, en se rapprochant l’un de l’autre; il en résulte que les franges d’interférence que produisent les deux faisceaux lumineux auront la même largeur que si l’intervalle 00' était plus petit. En employant des lames de verre suffisamment épaisses et fortement inclinées sur les directions des rayons, on peut rapprocher beaucoup les deux faisceaux et par suite augmenter notablement la largeur des franges sans pour cela diminuer leur intensité.
Pour réaliser l’expérience imaginée par M. Fizeau, il suffirait de remplir les tubes AB , A'B' d’eau courante circulant en sens contraires dans les deux tubes; le déplacement observé des franges d’in*
terférence permettra de calculer le rapport de la vitesse de l’éther à celle de l’eau. En effet. soient v la vitesse de propagation de la lumière dans le vide, u celte vitesse dans l’eau, 8 la vitesse de l’eau.
I la longueur de chacun des tubes AB, A'B', 8x la vitesse de l’éther. Dans le tube où l’eau marche dans le sens de la propagation des rayons lumineux, la vitesse de propagation de la lumière est u ~ Ox ;
le temps que met la lumière à parcourir ce tube est u~g~' Bans
l’autre tube, l’eau marche en sens contraire des rayons lumineux: la vitesse de propagation de la lumière est u—Ox; le temps employé par la lumière pour parcourir ce tube sera ■ En sortant
des tubes, les deux faisceaux ont donc une différence de marche égale à l’épaisseur du vide que la lumière traverserait dans le temps
Si l’on représente cette différence de marche par y, on aura donc
Or celte différence de marche y peut se déduire «lu déplacement observé des franges d’interférence : on connaît v, u, 8, I; on peut donc de l’équation précédente déduire la valeur de x et voir si cette quantité est égale à l’unité, comme le veut l’hypothèse qui suppose l’éther complètement entraîné par la matière pondérable, ou bien à L “ comme le veut la théorie de Fresnel.
M. Fuseau a encore introduit quelques perfectionnements dans l’appareil que nous venons de décrire; il a renoncé à employer deux tubes séparés, car, malgré toutes les précautions, l’eau pouvait y être à des températures différentes et avoir par conséquent des densités et des indices de réfraction différents, ce «pii devait produire entre les deux faisceaux une différence de marche et rendre par suite l’expérience tout à fait inexacte. Il s’est servi d’un tube unique <|u’une cloison incomplète sépare en deux moitiés dans lesquelles l’eau circule en sens contraires; elle arrive en A cl sort en A'. Enfin,
pour ('Ire Lien sôr (|ue les différences qui peuvent exister entre les deux colonnes liipiides ne donnent pas aux deux faisceaux une différence de marche indépendante du mouvement de l’eau, M. Kizeau a disposé l’appareil de manière que chacun des faisceaux traverse les deux tubes en sens contraires.
On prend pour source lumineuse un point S (fig. 307) placé sur le côté; les rayons qui en émanent tombent sur une lame de verre réfléchissante MN et rencontrent ensuite la lentille achromatique L, disposée de telle sorte que son foyer principal coïncide avec l’image S' du point S donnée par la surface MN. Les rayons, après s’être réfractés à travers la lentille, en sortent parallèlement à son axe. traversent les deux ouvertures O et O' de l’écran , puis les deux tubes AB et A'B', et vont tomber sur la lentille achromatique 1/ dont l’axe est parallèle à celui de la lentille L et qui les fait converger à son foyer principal. En ce point se trouve un petit miroir plan M' perpendiculaire à l’axe de la lentille; les rayons réfléchis vont tomber de nouveau sur la lentille L', mais les rayons qui ont traversé la partie inférieure de la lentille vont après la réflexion traverser la partie supérieure; donc les rayons qui ont traversé AB dans le sens du mouvement de l’eau vont traverser le tube A'B' aussi dans le sens de ce mouvement, et les rayons qui ont traversé A'B' en sens contraire du mouvement de l’eau traverseront encore le tube AB en sens contraire de ce mouvement. Au sortir du tube, les rayons vont tomber sur la lentille L, qui les fait converger en son foyer principal S'; c’est en ce dernier point qu’on observe le système des franges d’interférence. On se sert dans cet appareil de deux lames de verre obliques K et K’, destinées, comme nous l’avons vu, à rapprocher les faisceaux et à élargir les franges.
K.f. ii-.
LEÇONS SLR L’OPTIQUE.
403. Résultat des expériences de VI. Fizenu. — En donnant à l’eau une vitesse de a mètres par seconde. M. Fizeau a obtenu des résultats sensibles; mais il a fallu porter la vitesse jusqu’à 7 mètres par seconde pour avoir des effets mesurables. M. Fizeau a obtenu un déplacement égal à o,46 d’une largeur de frange; la théorie de Fresnel donne o,4o; l'hypothèse qui supposerait l’éther animé de la même vitesse que l’eau donne 0,9a. Comme on n’a guère à choisir qu’entre ces deux hypothèses, on peut regarder le principe de Fresnel comme vérifié par l’expérience.
En opérant avec de l’air animé d’une vitesse de 9 5 mètres par seconde, M. Fizeau n’a pas trouvé d’effet sensible,
VITESSE DE PROPAGATION DES RAYONS DE DIVERSES COULEURS
404. Ancienne idée de Newton, reprise plus tard par Melvil et Courtixron, et enfin par Araito. — Depuis longtemps les physiciens se sont demandé si, dans le vide, les rayons de différentes couleurs se propagent avec la même vitesse, ou, en d’autres termes, s’il y a ou non dispersion dans le vide. Newton, dans une lettre à Flamsteed, l’engage déjà à observer attentivement l’immersion ou l’émersion des satellites de Jupiter et à voir si ces phénomènes ne sont pas accompagnés de coloration. En effet, si la vitesse de propagation n’était pas la même dans le vide pour les rayons de différentes couleurs, les rayons rouges se propageant plus vite que les rayons violets, à l’immersion les rayons rouges cesseraient de nous arriver avant les rayons violets et le satellite devrait se colorer en bleu ou en violet; de même, à l’émersion, les rayons rouges devraient nous arriver en premier lieu, et le satellite aurait une teinte rouge. Flamsteed n'observa rien de semblable et les idées de Newton furent oubliées jusqu’au milieu du xvin" siècle, où deux membres de la Société Royale de Londres, Melvil et Courtivron, appelèrent l’attention des astronomes sur cette question. Les résultats de l’observation furent négatifs.
Arago eut l’idée de substituer à l’observation de l’immersion ou de l’émersion des satellites de Jupiter, observation qui ne peut être très-exacte à cause du peu d’éclat de ces satellites et de la courte
durée du phénomène, l’observation des éclipses de soleil produites à la surface de Jupiter par les satellites. D’après ce que nous avons dit plus haut, les points que vient d’atteindre le cône d’ombre devraient disparaître colorés en violet; ceux qu’il vient de quitter seraient rouges. Dans cette méthode, au lieu de déterminer les changements d’un astre d’un éclat très-faible, on compare la teinte d’un petit disque à la teinte du reste de la planète, teinte qui est invariable. Les conditions sont donc beaucoup plus favorables; cependant Arago n’obtint aucun résultat.
405. méthode d'Araco fondée sur l'observation des étoiles changeantes. — Il eut alors l’idée de recourir à des étoiles changeantes. Il y a certaines de ces étoiles dont l’intensité se réduit presque à zéro; parmi les étoiles visibles à Paris, il faut citer Algol qui, en quelques heures, passe de la 3' à la 6' grandeur. Supposons qu’une étoile s’éteigne complètement, ou nous soit cachée par un écran opaque, ou tourne vers nous une partie non lumineuse; si les rayons différemment colorés se propagent dans le vide avec des vitesses inégales, comme la lumière met plusieurs années pour venir jusqu’à la terre, même des étoiles les plus rapprochées, si petite que soit la différence de vitesse de ces divers rayons, il pourra en résulter une différence d’un quart d’heure on même d’une demiheure entre les temps qu’ils emploient pour venir de l’étoile à la terre. Donc, si l’étoile s’éteint par une cause quelconque, les rayons rouges cesseront d’arriver un quart d’heure ou une demi-heure avant les rayons violets, et, pendant ce temps, l’étoile paraîtra colorée des teintes les plus réfrangibles du spectre. De même, lorsque l’étoile reparaîtra, les rayons rouges nous arriveront un quart d’heure ou une demi-heure avant les rayons violets, et, pendant ce temps, l’étoile paraîtra colorée des teintes les moins réfrangibles du spectre.
Si les changements d’intensité des étoiles ne sont pas accompagnés de changements de teintes ou si ces changements de teintes ne se font pas d’après les lois que nous venons d’indiquer, il faudra en conclure qu’il n’existe aucune différence sensible entre les vitesses de propagation des rayons de différentes couleurs dans le vide : les changements irréguliers de couleur qu’on pourrait observer devraient
être attribués à des phénomènes physiques s’opérant à la surface de l’étoile. Les observations faites sur Algol ont démontré de la manière la plus nette que les changements de teintes qui résulteraient d’une inégalité de vitesse entre les rayons de différentes couleurs ne se produisent pas.
Remarquons que, pour qu’on puisse tirer de là une conclusion légitime, il est nécessaire de répéter l’observation à des époques où la terre a des vitesses différentes; sans quoi il pourrait arriver que, par une coïncidence fortuite, les rayons violets envoyés par l’étoile avant sa disparition arrivent en même temps que les rayons rouges envoyés avant la réapparition suivante, ce qui. malgré l’inégalité de vitesse des deux espèces de rayons, fait disparaître la coloration; mais cette coïncidence ne pourrait exister que pour une position particulière de la terre, et la coloration reparaîtrait pour toute autre position.
Il est donc nettement démontré que les temps nécessaires aux rayons rouges et aux rayons violets pour venir d’une étoile dont la lumière met plusieurs années à arriver jusqu'à nous ne diffèrent pas de cinq minutes. Donc les vitesses de propagation des rayons de différentes couleurs dans le vide ne diffèrent pas de de leur valeur, c’est-à-dire que, si cette différence existe, elle est bien audessous des quantités que nous pouvons mesurer.
406. Coloration produite par le mouvement dea milieux pondérables. — Il nous reste à parler des changements de couleur que peut produire le mouvement des milieux pondérables. C’est là un point que Fresnel avait négligé d’examiner. Considérons un prisme entraîné par le mouvement de la terre et recevant les rayons venant d’une étoile; supposons ce prisme animé d’une vitesse dirigée vers l’étoile et égale à 0; soient v la vitesse de propagation de la lumière dans le vide, T la durée d’une vibration de l’éther dans le vide : à un certain instant les molécules d’éther qui se trouvent à la surface du prisme sont dans une certaine période de leur mouvement; les points de l’éther qui sont à une distance X — eT de cette surface sont dans la même période de leur mouvement. Si le prisme était immobile, il faudrait un temps T pour que ce mouvement
arrivât à la surface du prisme, et la durée de la vibration sur cette surface serait T; mais le prisme vient au-devant du rayon lumineux avec une vitesse 0; donc le mouvement parti des points situés à une distance X de la portion initiale du prisme rencontrera ce prisme après avoir parcouru une longueur y donnée par l’équation
d’où
ex
v = vTe-
A ce moment la surface du prisme sera dans la même phase de vibration qu’à l’instant initial.
La durée d’une vibration à la surface du prisme est donc le temps nécessaire à la lumière pour parcourir la distance y, temps
égal à
; si le prisme était immobile, la durée d’une vibration
serait ce temps est'donc réduit dans le rapport de r à v-\-Q. On
verrait de même que, si le prisme s’éloignait de l’étoile avec une vitesse 6, la durée d’une vibration serait augmentée dans le rapport de e—0 à e. De ces changements dans la durée des vibrations résulte un changement de coloration ; mais les effets dont il s’agit sont très-petits. En effet, la longueur d’ondulation se trouve altérée d’environ de sa valeur, changement qui pourrait être appréciable par l’observation du déplacement des raies du spectre donné par l’étoile. Mais l’expérience présente de grandes difficultés et n’a pas encore été réalisée.
407. Idée de Tl. Doppler eue l'explication de» couleur» complémentaire» de certaine» étoile» double». — C’est M. Christian Doppler qui a le premier appelé rallenlion des physiciens sur les changements décoloration que peut produire le mouvement des eoq>s pondérables. 11 a appliqué ces idées à l’explication du phénomène si singulier de la couleur complémentaire, que présentent assez fréquemment les étoiles d’un même système double.
On sait que ces étoiles ont des masses comparables, et qu’elles
tournent, non pas l’une autour de l’autre, mais autour de leur rentre de gravité commun: on peut donc les supposer animées au même instant de vitesses sensiblement égales et de sens contraires.
Pour la lumière venant de l’étoile qui se rapproche de la terre, la durée de vibration est diminuée, et, par suite, si elle était d’abord blanche, elle se colorera en bleu ou en violet. Pour la lumière venant de l’étoile qui s’éloigne delà terre, la durée de vibration est augmentée d’une quantité égale à celle dont elle est diminuée pour l’autre; cette lumière se colorera donc d’une teinte complémentaire de la première.
Mais dans cette théorie, pour que les colorations fussent sensibles, il faudrait que la vitesse des étoiles dont il s’agit fût comparable à la vitesse de propagation de la lumière, ce qui est difficile à admettre.
Il est facile de voir que ce phénomène de coloration n’a pas lieu pour les sources lumineuses qu’on observe à la surface de la terre. Dans ce cas la source est entraînée par le mouvement de la terre aussi bien que l’observateur, et il y a compensation. En effet, considérons un mouvement vibratoire partant de la source: au bout du temps T d’une vibration, ce mouvement a parcouru une longueur X, mais la source a marché de 0T en sens contraire; donc la distance de deux points qui sont dans la même phase de leur mouvement vibratoire, ou la longueur d’ondulation, sera X+0T. Mais l’observateur marchant vers la source avec une vitesse 0, on verrait comme plus haut que le temps d’une ondulation serait réduit dans le rapport de t’ à v+6, et que, par suite, la longueur de l’ondulation serait réduite dans le rapport de t’T à rT+0T ou de X à X + OT. Donc tout se passe pour l’observateur comme si la longueur d’ondulation était X.
408. Vérification directe de* idées de fi. Doppler dans le eas du son, par fflll. Scott Russell et Buys Ballot. —
M. Doppler a fait remarquer que des phénomènes du même genre doivent se manifester dans le cas du son , lorsqu’on se rapproche d’un corps sonore : la durée d’une vibration doit diminuer et le son monter à l’aigu; si, au contraire, on s’éloigne du corps sonore, la durée d’une vibration augmentera et le son deviendra plus grave.
Ces conséquences de la théorie ont été vérifiées expérimentalement par deux observateurs, MM. Scott Russell et Buys-Ballot. Ce dernier opéra sur 1p chemin de fer d’Utrecht J Amsterdam; il fit pincer à des distances d’un kilomètre des personnes munies d’instruments à vent ou à cordes, parfaitement accordés de manière à donner la même note; il se plaça sur une locomotive lancée à toute vitesse et reconnut que l’acuité du son augmentait à mesure qu’il se rapprochait de l’un de ces instruments et diminuait quand il s’en éloignait : la différence était d’environ un demi-ton.
A09. Expérience de DI. Ftieau. — M. Fizeau a opéré d’une façon plus simple : il employait deux roues concentriques (fig. a58); la roue extérieure portait un certain nombre de dents aux extrémités d’un même diamètre, la roue intérieure ne portait qu’une dent. Supposons que cette dernière roue reçoive un mouvement rapide de rotation dans le sens de la flèche, la roue extérieure restant fixe et l’observateur étant placé en 0; lorsque la dent de la roue intérieure rencontre les dents supérieures de la roue extérieure, on a un corps sonore qui se rapproche de l’observateur; lorsqu’elle rencontre les dents inférieures, on a un corps sonore qui s’éloigne de l'observateur. On doit donc, d’après ce que nous avons dit, avoir une succession de deux sons, l’un plus aigu, l’autre plus grave : c’est effectivement ce que l’on observe.
Fig. *58.
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4 1 0. Division du sujet. — La météorologie optique comprend non-seulement l’explication des apparences lumineuses rares qui se présentent dans l’atmosphère, mais aussi l’étude des modifications permanentes que les rayons de lumière y éprouvent soit dans leur nature, soit dans leur couleur, soit aussi dans leur direction : nous la diviserons en trois parties.
Dans la première partie, nous étudierons la propagation des rayons lumineux dans les couches de l’atmosphère quand il n’y a au milieu d’elles aucun corps accidentel en suspension dans une proportion plus grande que l’ordinaire, et les propriétés de la lumière atmosphérique.
Nous parlerons, dans la seconde partie, des phénomènes produits par la réfraction, la réflexion et la difTraction de la lumière à la rencontre de gouttelettes d’eau en suspension dans l'atmosphère.
La troisième partie comprendra l’étude des phénomènes, d’apparences et de causes très-variées , dus au passage de la lumière à travers des particules de glace.
I. PROPAGATION ET PROPRIÉTÉS DES BAYONS LUMINEUX QUI SE PROPAGENT DANS L’ATMOSPHERE.
l" RÉFRACTIONS ASTRONOMIQUES.
Réfraction de* ray ont lumineux par l’atmoaphère
— Nous parlerons d’abord de la réfraction des rayons lumineux à travers les couches d’air qui constituent l’atmosphère terrestre. La question compx-end deux parties, suivant que l’on considère la lumière comme venant d’un astre, c’est-à-dire d’un point situé hors de l’atmosphère, ou bien comme émanant d’un point de l’atmosphère elle-même.
La première question est la plus simple : en effet , les rayons se réfractent dans ce cas graduellement, assez faiblement et d’une ma-
uière régulière. Dans le second cas, au contraire, les rayons traversent les couches voisines de la terre, dans lesquelles la densité de l’air varie fort irrégulièrement. On ne peut résoudre complètement ces deux problèmes, même le premier, parce qu’on manque de données sur la constitution de l’atmosphère.
412. Réfraction astronomique. — Connaissant les indications du thermomètre et du baromètre, on cherche une relation théorique entre la direction des rayons qui arrivent à l’œil et la direction qu’avaient ces rayons avant la réfraction. Cette relation contient des constantes qu’il faut déterminer empiriquement.
Pour trouver cette relation, on suppose que la constitution de l’atmosphère est symétrique autour de la verticale. Ce cas se rencontre souvent, c’est à peu près l’état moyen de l’atmosphère. II arrive cependant quelquefois que cet état est loin d’être réalisé; mais alors les observations astronomiques n’ofTrent plus rien de certain. Admettons donc que tout soit symétrique autour de la verticale, ou, ce qui revient au même, par rapport au centre de la terre, c’està-dire que l’atmosphère soit composée de couches sphériques concentriques. Cette hypothèse n’est pas absolument exacte, car les différentes parties de chaque couche sont très-inégalement échauffées pur le soleil; mais si l'on imagine une calotte atmosphérique limitée par l’horizon sensible, on y pourra considérer l’hypothèse précédente comme suffisamment exacte. D’ailleurs la réfraction est nulle au zénith et va toujours en croissant à mesure qu’on s’en écarte, et cela pour deux raisons : d’abord, le rayon lumineux rencontre des couches de plus en plus denses en se dirigeant vers la surface de la terre; il se rapproche donc constamment de la normale; de plus, le rayon traverse une épaisseur de chaque couche d’autant plus grande qu’il se présente plus obliquement; la somme totale des réfractions augmente donc de plus en plus.
Soient M (fig. a 59) un point de la surface de la terre, MN la verticale, S’MN = z la distance zénithale apparente d’un astre dont les rayons arrivent suivant la direction SM ; la distance zénithale vraie est sensiblement l’angle SKN = Z. Rigoureusement, c’est l’angle SMN; mais si l’astre est assez éloigné, MS peut être considéré
comme parallèle à KS. La différence A — ; entre la distance zénithale vraie et la distance zénithale apparente mesure l’effet de la réfraction. On pourra poser Z — z= Az=/(z), la fonction /(z) dépendant de plusieurs paramètres qui varient eux-mêmes avec l’état de l'atmosphère qu’il faut déterminer et qui dépendent aussi de certaines constantes. Pour évaluer ces constantes, on mesure la hauteur méridienne d’un astre circompolaire en observant ses culminations inférieure et supérieure, et l’on prend la demi-somme des deux ob-
Fig. »»y. Fig. f6u.
servations. S’il n’y avait pas de réfraction, on aurait ainsi la hauteur du pôle, et l’on devrait trouver la même valeur en opérant de la même manière avec toutes les étoiles circompolaires. Or l’expérience prouve que toutes les valeurs trouvées sont différentes les unes des autres : c’est un effet des réfractions diverses. Les distances zénithales vraies sont donc, pour une étoile, à ses deux culminations,
z-l-Az, z'-4-A’z; la demi-somme est - (z-t-z')-l- - (Az-j-A'z), qui représente la distance zénithale du pôle. Mais on peut trouver cette distance en remarquant que, plus les étoiles se rapprochent du pôle, plus les différences de culmination, et par suite celles de réfraction, diminuent; pour l’étoile polaire, par exemple, elles sont presque nulles; on peut donc avoir ainsi la vraie distance zénithale du pôle. On observe alors la demi-somme des réfractions pour des points
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également éloignés du pôle et on les compare avec les hauteurs théoriques, ce qui permet de déterminer les constantes entrant dans la formule. Nous allons voir qu’il n’y en a en réalité qu’une seule, qui porte le nom particulier de constante de la réfraction.
Équation de Ih trajectoire du rayon lumineux
Cherchons d’abord l’équation de la trajectoire du rayon lumineux qui traverse l’atmosphère. Soit I (fig. afio) un point quelconque de cette courbe : supposons la terre exactement sphérique et joignons son centre 0 au point I; posons 01 = R, NOI — V. Considérons un point I’ très-voisin du point I et décrivons du point 0 comme centre, avec 10 pour rayon, une circonférence qui coupe OP en P. Nous aurons IP=— RdV, et, d’autre part, dans le triangle IPP, IP = l'P lang I'. Or l'P = — </R; donc IP = — d\\ tang 1'. Mais l’angle en I' est formé par la direction du rayon lumineux avec la normale à la surface limite d’une couche de densité uniforme; cet angle peut être considéré comme égal à l’angle en 1 ou i; donc IP = — </Rtangi= — R d\ . d’où
On ne peut admettre l’égalité des angles en 1 et en I' qu’autant que ces deux points sont infiniment voisins; mais supposons que l’atmosphère soit composée de couches d’inégales densités et d’épaisseurs finies, alors la ligne II' sera une ligne droite dont la dimension lie sera plus infiniment petite, et il faudra tenir compte des quantités que nous avons négligées.
Soient et p les inverses de la vitesse de la lumière dans la n et la (m-|- t)"*”' couche, il est facile d’établir la relation à laquelle l’angle i doit satisfaire. On a sini./a, = sinr.fi . relation dans laquelle r. = l'I0; d’autre part, le triangle II'O donne
sin rm »ini„^,
On déduit de là la valeur de sin r„: on aura, en la substituant dans
Vcrdet, l\ . — Conférence* île physique. 'iü
7i>0 LEÇONS Sl'lt I/O PT I OU K.
l'équation précédente ,
. . siii» l\.
fin ftt
ou
R.ft.siii (,= K
u sim
Si relie relalion est vraie en passant de la «*** à la (n -f- i)"’"' courbe, elle a lien entre deux rouches quelconques; donc le produit de la distance de la surface d’une couche au centre de la terre par l’inverse de la vitesse de la lumière dans cette couche et par le sinus de l’angle d’incidence est constant; on a donc Rftsini = a, ft étant l’indice de réfraction de la couche par rapport au vide. La détermination de a ne présente aucune difficulté; en effet, au point M, i — :: Il est le rayon n de la terre; ft est une donnée immédiate de l’observation : nous la désignerons par elle dépend de lu pression et de la température, et elle est connue par les expériences de Biol et d’Arago. On a donc flp0sin2=«; d’ailleurs, de Rpsini — at
on tire langi ■-•=:* et, en remplaçant a par sa valeur, on a
” y II fi’ — a 1 1
lang i
tifjL „ sm :
11 yA*,-i
donc l’équation de la trajectoire est
, <l\ lift siu ;
il n
15 y /<** — |p fî *î«*-
Si l’on savait comment p dépend de B, en exprimant jt en fonction de R, on pourrait intégrer; mais cette intégration offre peu d’intérét, puisque la quantité qu’il s’agit de déterminer est la différence Z — r.
A 1 fl. Recherche de ln valeur de la réfraction. — Pour la trouver, prolongeons la tangente au point I ( fig. oti i ) jusqu’au point Q. où elle rencontre la normale en M; l’angle IQN = Ç est celui qu'il s’agit de déterminer: or, dans le triangle IQO. on a \ -+- 1 ,
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d’où l'on déduit rfÇ = ilX + <//. Il
s’ngit do trouver une expression (le <K, car la somme des différenticlles d'C esl précisément égale à Z — z dont nous cherchons la valeur. A cet effet, revenons à l’équation Rfisint — #. Différcntions celte équation et dis isons tout par Kpsini, nous aurons
ill\ (Ifx r//
It ft tangt
d'autre part , nous avons
R(7n = tang,:
donc
f/\ t/fi . lli
langi ' u long /
d'où l’on lire
il fi .
ft lanK'-
et, en remplaçant il\ -j -ili par relie valeur,
il’C — tang »
i/fi
ou encore
<lï-
— » fi. SMI i/fi
Itfi y/ fi’ - |". f II sin’:
Si l’on connaissait fi en fonction de R, i/fi serait ronnu en fonction
de </R et l’on pourrait calculer l’intégrale I r/£, qui esl la correction
cherchée Z — z.
C’est ici <|ue la solution du problème commence à devenir hypothétique. Le rapport jj esl assez peu différent de l’unité: on peut
Ui.
le désigner par i— #, * étant petit et positif. Il vient alor>
__ -(»- *J p.nnzdp
/x* — ( i — .») ‘ftjsin*!
Nous pouvons écrire le dénnuiinnleur de la manière suivante :
PP, y - sin3: + (a* - *= ) sin3: .
et, en ne considérant que la partie qui est sous le radical, on peut lui ajouter cos3:-|- sin3: — 1: elle deviendra alors
cns3 r + — , — !+(•>* *l ) sin3 ; ,
Pi
et l’on aura
jÇ (i — *) sin :dfi
/ay/cos*: — ^ i ■+■ (a* — **'; sin1 :
Pour établir une relation entre p et R. il est commode de passer par l’intermédiaire de la densité; or, on sait par l’hypothèse de Newton et les expériences de Biot et Arago qu’on a u* — i =cp, p étant la densité; donc
par suite.
p«.= ,+rp. pc=-i+rp0;
pdp = - dp, *—7^.
n n 2 ' (1 2 ( I -hep)
Comme on le voit, on n’introduit encore jusqu’ici rien d’h\|>< thétique, et l’on aura
, x • ri/p
— (î — s) sin :
i +rp
' \A°*’ - t -wpj + 1 **-*’ > sin’ •'
— ( i — *) sin : ' ^ - | t-t-cp.
/ cos* ; — (
Posons, pour abréger,
il vient alors
+-cp„
— a, ( i — i) sin
I1-", (,"9]vWî"m,(' -0
f (îj — j’)sin':
415. Hratrirtion du problème au «u de hauteur* au-deaaua de l’horizon «upèrirurea à IO ilezréa. — Ici
commence l’hypothèse que l’on introduit pour établir une relation entre p et >. Nous nous bornerons à considérer des hauteurs audessus de l'horizon supérieures à io degrés; on peut, dans ce cas, opérer d’une manière très-simple; la question serait plus complexe pour des hauteurs plus petites.
La relation théorique qui lie la densité de l’air à la hauteur n’est pas connue, mais, quelle que soit celle que l’on en déduirait entre * et p, on pourrait toujours la développer en série; i — * peut donc se développer suivant les puissances de la densité en série convergente. Si la série était assez convergente pour qu’on pût se borner au premier terme, i pourrait se représenter par un polynôme algébrique. Les considérations conduisent à poser hypothétiquement l’équation
1 lût. ( t
pJA
re qui revient à poser
Cette hypothèse ne représente pas rigoureusement la constitution de l’atmosphère, mais on peut en faire usage si elle reproduit approximativement les nombres que l’on déduit de l’observation des phénomènes. On aura doue
p) |^/«w.-3ai(,-ej
[a j — s s in
lüï LEÇONS SUR L'OPTIQUE.
Examinons à |>nrl la quantité sons le radical, nous avons
•t.« JT - * | •! *|
-j* [• î.)hî[' -**«(* -j)]"+ »î
On aura donc sous le radical
L' ~Ha'V
pj 1
i -ta, | i
pj 1
eus-1 :
et, eu supprimant les facteurs communs au numérateur et au dénominateur.
dp
— a, sin ;
On peut maintenant intégrer facilement celle équation; en effet , si l’on pose
im- I
l’cquation précédente devient
K du-
Pour déterminer la constante K
, on a
</ir — si n : i na, —
*Jm - 3
yp'-p
d’où il résulte que
tiw
(3 III - l)V I — IC*
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L’intégrale de cette expression est
Z - arc si n «p 4- r.
KM— I
La valeur de la constante r s’obtient par l'intégration entre le» limites p — o et p p„.
On a, pour p — ».
ir [ i - sa,) ' si»
et , pour p p„,
Connue la différentielle itÇ est toujours négative, nous prendrons en sens inverse la différence des deux valeurs de l’intégrale pour avoir une expression positive, et nous aurons finalement
JdÇ—Z-r — A: ^“rr)*“arcsin [(i •?«,) 3 sin:](-
h 1 G. Formule «le Mimpaon. — On peut donner une autre forme à cette expression, car on a successivement
arcsin JYi — ‘ sin:l *=; -(•!«- i)A:^t -ia 3 sinr
— sin f"; — (-un 1 1 A: J •
Kn ne tenant pas compte de l’origine, on pourra écrire M sin : — sin (; — NA;).
Cette formule, donnée par Simpson, peut servir d’une manière suffisamment exacte jusqu’à 8o degrés, c'est-à-dire tant qu'on est au delà de i o degrés au-dessus de l’horizon. Introduisons la réfraction horizontale li; pour rela faisons î=«)0 degrés. Nous aurons
M = cos N/i,
donc
co» N h sin : -- sin (z — NA:).
Comme on no peut oblouir diroclciiiont la réfraction horizontale li. cette dernière formule renferme en réalité deux constantes à déterminer.
A 17. Formule de Hrndlry. — liradley a aussi donné une formule <|ui peut se déduire de celle <|iie nous venons d’indiquer,
\lsin: = sin(r \A:).
.Ajoutons et retranchons sine de pari et d’autre, nous aurons ( i + M) sin : « a sin ^ A.*) cos ^ A; .
1 1 — M) sin z = a cos ~ ~ A: y sin ^ A: ,
et, en divisant ces deux équations membre à membre.
Phi introduisant des constantes qui n'ont aucun rapport avec M et .N, on peut donner à celte formule 1a forme suivante :
tanga A: — jSlangtz — «A:).
Telle est la formule de liradley; si a A: est très-petit, on peut poser aA:-=j3 tang(z — aAî) et obtenir la valeur de A: par approximations successives. On néglige d’abord a A; par rapport à : dans le second membre: on a ainsi une première valeur de A:,
A: lan(;;;
on substitue cette valeur approchée dans le second membre, pour en avoir une plus exacte. Cette formule ne peut servir que jusqu’à l’incidence de tio degrés environ; mais, comme les distances zénithales comprises dans ces limites sont celles que l'on observe le plus fréquemment, on fait souvent usage de celte formule.
IV ‘ V
posé
rP-
et i — * — .
.Nous allons exprimer toutes ces quantités au moyen d’une des variables; or les variables sont de deux sortes. Si l’on avait la relation entre p et la distance R au rentre de la terre, on pourrait résoudre le problème en intégrant soit d’une manière finie, soit par un développement en série. On ne connaît pas celte relation; niais supposons que la température soit invariable, la relation entre p et * est alors facile à établir.
Considérons une colonne d’air cylindrique et verticale, niant pour base l’uuité de surface. L’air de cette colonne sera on équilibre dans les mêmes conditions qu'une masse fiuide, lorsqu’une tranche quelconque sera en équilibre sous l’action des forces qui sollicitent ses deux faces. Or une tranche supporte de bas en haut la pression atmosphérique — p , de haut en bas la pression p-\-dp (dp étant négatif). Soient p la densité de la tranche, gQ l’intensité de la pesanteur à 1a surface de la terre, II la distance de la base inférieure de la tranche considérée au centre de la terre, on a une troisième force agissant de haut en bas sur la base inférieure : c’est le poids
de la couche d'air d’épaisseur r/li, lequel est égal à //„ in prfR. Dans le cas de l’équilibre, on aura donc
— ilp + P </R “ o .
d’où
dp—BoiïP11 R-
Or on a, d’après la loi de Mariette,
d’où l’on déduit
En substituant, on trouve
dp a1 ... . a
ou
P- il r ;
P Il-
pur conséquent . ou intégrant ,
, H-P-al
'■P“*fî+u:- p
Si l’on fait K = fl, on obtient
d’où
et enlin
- Uÿjp.
Posons p„—tfjpJ, / étant par conséquent lu hauteur d’une colonne atmosphérique exerçant la pression />„: la formule se simplifie alors et l’on a
as
Gelte formule est inexacte, car la température n’est pas la méinc à toute hauteur. Lapiarc et surtout Biot ont cherché des relations entre la température et la hauteur; ils ont utilisé pour cela les observations faites par Gay-Lussac dans son ascension aérostatique et par de Huinboldt dans ses voyages sur de hautes montagnes; mais il n’y a pas grand avantage à employer les formules paraboliques
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qu’on déduit du ces observations, et on est toujours conduit, en définitive, à des modifications de constantes.
f|19. Formule de Besset. — Il est plus simple d’opérer comme l'a fait Busse! . et de déterminer les constantes qui compensent les erreurs provenant de la théorie. Posons en conséquence
P = PS
d’où
-t ^ fie ils, et ‘ <■- e
En Taisant ces substitutions dans la formule, il vient
a, (i — j (Sr si u ; <li
i — e) V uns*: — sa, ' i — e / a- (•!*—*=) sm1 :
Le facteur e — *ja, est toujours assez, petit, car i — j* est
toujours moindre que 1'unité: il varie de i à i — tac, : or, on peut toujours remplacer dans une intégration un facteur qui varie peu pur la moyenne de ses valeurs extrêmes. L’expression différentielle cessera d’étre exacte, mais cela ne fait rien pour I intégration.
Comme on ne peut intégrer sous forme finie, nous allons développer en série; nous ordonnerons le radical suivant les puissances de jt, qui est une quantité très-petite puisque ^ diffère peu de l’unilé et que l’on a ^ = i— *; et, si nous remarquons que *- sin‘J;
peut être considéré comme très-petit pur rapport aux autres termes, nous aurons
a.pe sut :as
(i — e) [cos1: — aa,(j — r )+aJsin’:J
- - (Si .
a, /3e sm ;*<«
ÏT *
sin’ : t'ds
Tan leçons sun loptique.
Réduisons les deux derniers termes au même dénominateur cl nous aurons dans le développement pour second terme
<x, pe si il : xds
cos1 Z
— sa, ( i — r ^)+jsin*r]
| cos* Z
(i — c ") -t- ajsin* :
(le second terme contient la première et la deuxième puissance de * au numérateur: on peut le négliger; en effet, pour z — qo. ce qui lui donne la plus grande valeur possible, il devient
or, pc s ils s— (i— s [ai— aa,
x étant très-petit, (i — e ) développé en série se réduira sensiblement à son premier terme — jS», et du reste il est dans tous les cas plus petit que £*. L’expression devient donc
j,/3c ^ aa,/3.') a,jS \*r ^ ilsii— a«,jS^
i— e) (ar-aa,/3jr^' »l— ej\/8(,i a,/3 )*
Si l’on intègre entre zéro et l’infini . on aura un terme beaucoup plus grand que celui que l’on cherche. La constante a, est connue; la constante j3 est également connue, c’est-à-dire qu’en supposant les réfractions représentées par le premier terme de la formule on
détermine la constante /S; on trouxe alors ~opour l’intégration entre o et oo. (le terme étant tout à fait négligeable, nous nous bornerons nu premier terme de la valeur de dÇ qu’il faut intégrer entre *=o et la valeur de s qui correspond aux dernières limites de l’atmosphère. Mais il est beaucoup plus commode d’intégrer depuis * = o jusqu’à .t--oc, seulement il faudra retrancher de l’intégrale ainsi obtenue In xaleur de l’intégrale prise entre la valeur de x qui correspond à la limite supérieure de l’atmosphère et l’infini. Cette correction pourra s’effectuer par la détermination de la constante /S. sur laquelle portent (ouïes les erreurs.
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Pour simplifier le dénominateur, posons *' = * ! —
la quantité sous le radical devient alors cos*z-f-o*'sin*:; le numérateur peut s’écrire — «,sin idc- et on peut développer e~^‘ suivant les puissances de », et par Suite suivant celles de En substituant dans la valeur de Ç. on arrive à la formule suivante:
» a,f3sin;«/j'
(i -e] ^cos*: + 2J sin*î )
X e 4- -y J ‘îe
sin : \
— ’î/S * - s/S.t — ,Sj' \
3se + r )+ •••
Il faut maintenant intégrer chacune de ces expressions entre les limites de o etoo; il est facile de voir que toutes ces intégrales
se ramènent à le ilt. En effet, les intégrales sont de la forme
suivante :
|* “ r i/s sin : r
1 ° ^cos’ : + as’ siu1
que l’on peut représenter généralement par y/ô /S 4,(“) étant
une fonction inconnue. On pourra exprimer la valeur totale de la réfraction au moyen de ^(u), car on a
vpfi(|= e
rot* ; I
c’est ainsi que l’on a construit des tables pour la réfraction.
On met pour /S la valeur convenable; en considérant les étoiles
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circumpolaires, on obtient la valeur de 3 qui correspond à un état atmosphérique donné. Bessel a posé /3 = — ^ ^ a . I et j3 dépendant de l’état des couches atmosphériques dans les parties inférieures de l’atmosphère. Ceci est encore tout à fait empirique; mais par certaines hypothèses sur j3 on parvient ù représenter assez bien l’ensemble des observations.
Phénomène du mirage. — Théorie de fflonge
Lorsque le point d’où émanent les rayons lumineux est situé dans l’atmosphère elle -même et que les couches qui composent cette atmosphère présentent une loi de distribution différente de la loi ordinaire, on observe un phénomène connu sous le nom de mirajr et dont nous allons donner l’explication.
Nous supposerons l’atmosphère composée découches dont la densité croît ou décroît à mesure qu’on s’élève, mais reste la même pour une étendue considérable d’un même plan horizontal: celte hypothèse suffit pour les couches peu éloignées du sol. Celte disposition par couches horizontales d’une densité uniforme donne lieu à une particularité remarquable quand se présente en un certain point une variation de température dans toute l’étendue du plan horizontal qui passe par ce point. C’est celle particularité que nous allons étudier.
Prenons [tour axe «les .r l’horizontale menée dans le plan de la courbe suivie par la lumière et passant par le point le plus bas de celte courbe, et pour axe des une ligne verticale; désignons par i l’angle de la tangente en un point quelconque avec l’axe des.r : nous
aurons lang i 'J. • Substituons à < sa valeur en fonction de l’indice
de réfraction. Pour relu, désignons par jm , fé. fi",. . . les indices de réfraction des diverses couches consécutives par rapport au vide, et par i. f, les angles des éléments de la trajectoire compris
dans ces couches avec les normales aux points où ces éléments rencontrent les surfaces de séparation des couches; on a
si ni--' si ni ,
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d'on l’on déduit
fi sin i=fi' si nf — f*" sin T' — - . . -,
relation qui exprime que, pour toutes les couches d’épaisseur Unie, ftsiniesl constant. Il est évident que la même relation subsiste lors même que la densité du milieu ou l'indice de réfraction varierait d'une manière continue : on a donc d'une manière générale fisini=C et, si ft„ et ia sont les valeurs de fx et de f à l’origine, l'équation précédente devient
fisin<»f<,sini.;
or, si les couches successives ont des densités qui varient infiniment peu lorsqu’on passe de l’une d'elles à la couche voisine, les éléments consécutifs de la trajectoire sont très-petits, l’angle i que fait un des éléments avec la normale à la couche devient l’angle de la tangente à la trajectoire avec celte normale qui est l’axe des z, et l’on a
langi — ^7; en combinant cette équation avec la première, on aura l'équation de In trajectoire.
On tire de la première
. . fi.sin/. .
Vfi'- fit suri.
sm i aB~ * cos #
d’où
fi.sin/.
hiimi ~ :
\ fit SI"1
Z rf--’
et par suite
Telle est l’équation différentielle de la trajectoire : il ne reste plus qu’à intégrer; mais l'intégration est inutile pour le but que nous nous proposons.
Dans le ras des réfractions astronomiques, fi est une fonction de z qui décroît à mesure que z augmente; dans des circonstances particulières il pourra se faire que, pour certaines valeurs de z . f* décroisse en même temps que z; le phénomène du mirage aura lieu si la trajectoire du rayon de lumière a une tangente horizontale: dans ce cas, le rayon, après s’ètre rapproché de l’horizon suivant SI (fig. *» a ) par exemple, pourra se relever suivant 10 et montrer à
ru
l'observateur. dans une direction OS', l'image S' d'un objet S placé à une certaine hauteur au-dessus de celle surface.
Concevons que la densité de l’air aille en croissant à mesure qu’on se rapproche du sol et jusqu’à une très-petite distance de l’horizon :
K ij».
la trajectoire d'un ravon lumineux arrivant de S (lig. a63) jusqu’à celte distance sera une courbe concave vers l’horizon, et si, à partir
Fig. i63.
de la hauteur dont il s’agit jusqu’au sol, la densité de l’air va en décroissant, il arrivera, pour un grand nombre de rayons, que la courbe restera toujours concave: mais pour d’autres plus inclinés il pourra se faire que le sens de la courbure change: il v aura alors un point d’indexion et. dans ce cas, si le rayon n’est pas arrêté à la surface de la terre et si la couche limite est suffisamment élevée, la trajectoire se relèvera vers l’œil 0 d’un observateur et lui donnera une image S' de l’objet: mais une seconde image S* sera visible: c’est celle que produisent les rayons envoyés directement par l’objet à l'observateur et qui lui sont parvenus sans avoir traversé les couches d’air inférieures. Ainsi l’observateur croira voir les objets tels que S
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et leur image S' renversée et telle que la produirait un miroir; si parmi ees objets se trouve Palmosplière bleue, il apercevra vers le bas l’image bleue du ciel, ce qui complétera l’illusion et fera croire à la présence d’une nappe réfléchissante.
421. Condition* du phénomène. — Pour que ces phénomènes se manifestent, il faut que la trajectoire lumineuse ait une
tangente horizontale, c’est-à-dire que l’on ait f^—o: l’équation différentielle de la courbe devient alors
ft*=^sinIi„:
or, comme sin i. est toujours plus petit que l’unité, /x est toujours plus petit que f/0; il faut donc que la densité de l’air où se trouve la portion de la courbe à tangente horizontale soit inférieure à la densité de l’air à une certaine hauteur. L’air doit donc être plus échauffé au contact du sol; cette condition se trouve remplie toutes les fois qu’une plaine a reçu la chaleur des rayons solaires et que tes couches d’air en contact avec le sol ont pris une disposition différente de l’état d’équilibre ordinaire.
Ce phénomène se présente assez rarement dans les climats du nord , car le sol n’est pas fréquemment dépourvu de végétation sur une grande étendue. Cependant on l’observe sur les grandes roules qui présentent un développement assez considérable dans le sens rectiligne, dans les Landes et les plaines sableuses de la Provence, enfin en Egypte , où on l’étudia pour la première fois.
422. niraj» latérwl et mirage supérieur. — Puisqu’une simple distribution inverse de couches d’inégale densité suivant la verticale donne lieu au mirage, on doit l’observer dans des circonstances diverses : ainsi, il y a quelques années, on pouvait voir des effets de mirage latéral sur un mur du jardin du Louvre détruit actuellement. Des phénomènes de ce genre ont été fréquemment observés sur les côtes de Normandie et de Picardie , car souvent la mer est plus chaude que la terre, et, si l’on regarde un objet, on en voit l’image latérale. Sur les côtes sablonneuses de Dunkerque, Biot et
Yerdet, IV. — Confi ronres de physique. !t-j
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M. Mathieu ont eu plusieurs fois l’occasion de l’observer lors de leurs opérations pour la mesure de la méridienne.
il arrive même quelquefois une chose assez curieuse : à mesure que l’on abaisse le point lumineuv vers la couche ayant le minimum de densité, l’objet finit par ne plus être aperçu. Il résidte aussi de là qu’une personne peut être vue seulement en partie, car il pourra se faire que, parmi les rayons qui partent de certains points de l’objet, les uns, qui se redressent, passent au-dessus de l’œil, les autres, qui s'infléchissent vers l’horizon, passent en dessous.
Dans les mers polaires, il arrive souvent que l’on observe une image supérieure et renversée des objets; le mirage est alors supérieur. L’air étant extrêmement froid à la surface du sol, le décroissement de densité dans le sens vertical y est beaucoup plus rapide que dans nos climats; on conçoit donc que le mirage supérieur s’v produise fréquemment. Du reste, on peut dire que le mirage supérieur existe toujours, car, d’après ce que nous venons de voir, le mirage se manifeste quand les rayons lumineux traversent sous de grandes incidences des couches de densités décroissantes: or, dans l’air supposé calme et dans les états ordinaires du sol, la densité des couches diminue à mesure que l’on s’élève: il doit donc se produire un mirage supérieur; mais, dans les climats tempérés, la loi de décroissement est lente, les rayons partis d’un objet sont réfléchis de manière à ne pouvoir aller de nouveau rencontrer la surface delà terre qu’à une très-grande distance. On peut, grâce à ce phénomène, voir quelquefois des objets situés au delà de l’horizon, mais c’est extrêmement rare. Dans les cas ordinaires, cette sorte de mirage échappe à l’observation pour les objets voisins, parce que les rayons vont rencontrer la surface de la terre trop loin, et pour les objets éloignés parce que la lumière est trop affaiblie par son long parcours.
423. Objection» faites à la théorie de monter. — La théorie que nous venons d'exposer n’est que le développement de l’explication suivante donnée par Monge: lorsque le sol est très-écbaulfé , l'atmosphère se dispose en couches dont la densité va en décroissant; outre les rayons (pii arrivent directement à l’œil, il en arrive d’autres qui sont déviés et réfléchis totalement.
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On a fait à cette explication diverses objections ; ainsi on a dit qu’il n’y avait pas réflexion, car, pour qu'il y ail réflexion , il faut que le rayon incident fasse un angle avec la surface; or il finira par être langent à une couche d’air, il ne pourra donc pas se réfléchir.
En réalité ce n’est pas là une objection; il est vrai que le rayon une fois horizontal ne peut plusse réfléchir; mais, si l’on démontre par les lois générales qu’il doit sc relever, c’est comme si l’on démontrait qu'il se réfléchit : c’est donc une difficulté de mots qu'il faut faire disparaître complètement par la théorie.
Nous avons trouvé plus haut l’équation delà trajectoire du rayon lumineux, mais on a objecté à ce calcul que la formule
ftsini^f^sint',,
qui sert de point de départ, n’a de sens qu’aulunl qu’il x a réfraction, et que par conséquent elle ne convient que jusqu’au point où le rayon est devenu horizontal. Au delà c’est un résultat analytique dont la signiticution physique n’est pas du tout démontrée. C’est là que se trouve la difficulté : on x a répondu de deux manières. Dans la théorie de l’émission, on a dit que le rayon lumineux produisant le phénomène rencontrait dans les couches atmosphériques une puissance réfringente successivement décroissante, se trouvait attiré sans cesse par les couches supérieures et plié vers elles, et, si l’inclinaison est convenable, cette attraction pouvait aller jusqu'à le courber et l’obliger à revenir vers le haut de manière à traxerser de nouveau les mêmes couches en sens contraire et à remonter xers le point où arrive le rayon direct.
424. Théorie de Bravais. — La théorie des ondulations a conduit Bravais au même résultat. Considérons une série de couches parallèles entre elles, de densité variant d’une manière continue. Ce que nous avons appelé trajectoire du rayon lumineux est une courbe normale aux surfaces des ondes, c’est-à-dire aux lieux des points animés à chaque instant d’un mouvement concordant. Le problème à résoudre est donc celui-ci : étant donnée à un instant quelconque la forme de la surface de fonde, chercher comment elle est altérée.
Comme tout est sj métrique autour de la verticale, toutes les sur-
faces de l’onde .sont de révolution autour de celle droite; il sullit donc de savoir ce qui se passe dans un plan méridien.
Considérons donc, dans le plan méridien, un rayon de lumière SI (fig. 96/1) qui rencontre en I la couche II', menons la normale IP à ce ravon; soient SI' un autre rayon incident émanant de la même source et l'P sa normale. Le rayon SI se réfracte généralement et les deux rayons sont tels qu’ils arrivent en même temps, l’un en I', et l’autre en I"; la droite l'I* sera donc, d’après la pro-
Kig. •><>4.
priété de la trajectoire, la nouvelle normale au rayon réfracté, et II" un élément infiniment petit de la trajectoire du rayon; le temps employé à le parcourir est pdx, en désignant par fz l’inverse de la vitesse de la lumière dans la couche d’air et par dx l’élément II". Le rayon SK, qui arrive en K en même temps que SI arrive en I, parcourt l’arc kl'=</*' de sa trajectoire avec une vitesse dont l’inverse est fi'; il emploie donc le temps fi'da' qui est égal à pdx.
Il s’agit de déterminer fz' et dx ; or on a d’abord fz'=fz-| -du; puis les deux arcs dx et dx' appartiennent à deux trajectoires infiniment voisines qu’on peut regarder comme ayant même normale et même centre de courbure P. de sorte que, p étant le rayon de courbure de 11" et p celui de Kl', on a
ds _ p ds’ p’
Or on a p' — p — l'I", et, dans le triangle Il'l", l'I" = dx tang TU' ; mais l’angle I'II' est formé par le rayon incident avec la surface
d’incidence, donc il est égal an complément de i dont la tangente est donc on a = et lu proportion précédente devient
ds
ils
p — -jf il*
d’où
En substituant à y et à ils' leurs valeurs, on trouve y'tls'—yilx 4- ~j~ tlztlx — ^ j- ils-.
Le terme du développement qui viendrait ensuite serait du troisième ordre; nous ne l’écrirons pas.
L’équation y! ds = uds devient donc, en supprimant les termes communs,
<ljx
il; tlx ■■
Cl lit
ils- ;
c’est une équation différentielle du second ordre que nous pouvons encore transformer. En effet , on en tire
1 llfÂ I ils
u il: p d.r '
or on a
tP;
ds f , d:Jÿ \ Æï5
et en substituant ces valeurs il vient
iP:
i il y <l.i ’
y d: il:'
ou
dy
dz
tl.c
</:> ' th?
Le numérateur de la fraction du second membre est la moitié de la différentielle du dénominateur; on a donc, en intégrant,
L.P = ^L. t'+ajî
d’où l’on lire
Telle est l'intégrale première de l'équation du second ordre, et par suite l’équation différentielle du premier ordre delà trajectoire. La valeur de la constante C n’est autre chose que psi ni; ainsi la théorie générale nous conduit à la même équation que le raisonnement (pie nous avons fait précédemment ; nous en conclurons que le raisonnement était evacl.
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A 25. ÉquRtlom dlITérenlIellH de la trajectoire d'un rajon lumineux. — .Nous n’avons considéré dans ce qui précède que l’influence de l’atmosphère terrestre sur la marche des rayons lumineux. M. Ruminer*1' a obtenu des résultats très-intéressants en étudiant ce qui se passerait à lu surface d'autres planètes.
Considérons un milieu où l’indice de réfraction « est une fonction continue des coordonnées x. y. z; soit /(x,y, r) = n cette fonction : pour avoir les équations différentielles de la trajectoire d'un raton lumineux, il faut exprimer que le rayon lumineux se rend d'un point à un autre dans le temps le plus court, c’est-à-dire que l’intégrale l'ut/x est minima.
Or on a
,U ~ \j (S):+ (S)'J + Wf (/< = \x'J +/- + ;■» di.
L’intégrale à rendre minima est doue
| a v x^-f y'-+ dl.
Appliquons les principes du calcul des variations, nous aurons les équations
^ Muitnlnhenrhlp ilrr Akatlnnir :n ileiiin , i H(io , p. Ao5. Vcrdet a donné une anaKse du mémoire de M. Ruminer dans le* !/»«. tir chim.el tir /tlty*.% (3), Ll , 4 c|<> [itttiij.
ou
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du d.r
el de même
(bi
iln
En remplaçant dans ces trois équations V x'1 + y'1 4- j’"' dt par sa valeur d», on a pour équations différentielles de la trajectoire d’un rayon lumineux, dans un milieu quelconque dont « est l’indice de réfraction ,
iln
. (il (Lu .
as
Hs
dn
dy-
tln
dx
et on prouve aisément que ces trois équations se réduisent réellement à deux, l’une quelconque d’entre elles étant une conséquence des deux autres.
4 '26. Application à une otmocphère formée de couche# concentrique# avec la planète. — Supposons ces équations a|>pliquées à une atmosphère planétaire disposée par couches d’égale densité concentriques avec la planète; l’indice n sera simplement fonction de la distance r du point considéré au centre de la planète, et la trajectoire sera plane. Si l’on prend le plan de cette trajectoire pour plan des x, y. la troisième équation différentielle sera satisfaite d’elle-mème, et on déduira aisément des deux premières
, rf.r , < I v
y .i ’-e/’-e; Ull \\'J ’+y'+;':/
\U -dt
d ! nz' X _
y /x',+/,+i'*dt
c'ii ayant éjja rd à la circonstance que, n étant simplement fonction de \fx*+y% l’expression y' J” — x|J" est nulle. Développant, on obtient
„ (y d. J - xd. d£j + du (y js - .r J) = o.
c’est-à-dire
nd.
/ rff </v\ / f/.i. </V\ ,
+ U T-Xts)dn = °'
<Iy\
dy d.ï
ou , en posant x -j- --y ^ — ji,
dont l’intégrale est
ii dji -j- ji dn — o , ll/l - (J.
Si l’on passe des coordonnées rectangulaires aux coordonnées polaires, en faisant
x = rcos^, y = rsin<p, r“ Yx’+y1.
cette équation devient
d’où
\ ch ' -+- /-*</ ^
Cf fr
Soit R le rayon de la planète; posons r = R + r, R<p=u. On pourra considérer u et r comme les coordonnées d’un point quelconque de la trajectoire dans un système particulier, où les abscisses u seront des arcs de grand cercle comptés à la surface de la planète , et les ordonnées r des hauteurs verticales comptées à partir de la même surface. L’équation différentielle précédente deviendra
rf» =
(l\ + i')\ (ItH-rlV-C*
et si l’on place l'origine des coordonnées au point où le rayon rencontre la surface de lu planète, si de plus on désigne par n0 et par i
les valeurs en ce point de l’indice de réfraction et de l’angle de la trajectoire avec la direction du rayon de la planète, on aura, en remarquant que i a pour sinus la valeur particulière de l’expression
pour u = u , i> = o.
du
au'+dv'
ou
et
(i = Ra.sin i
J’1' K’n„sin idv
o (lt + e) y/( II -i- v)’n’— R'i^sin'i
Dtaeuimion de l'équation de la Irajeetoire. — On
admettra, pour discuter cette expression, que l’indice de réfraction, toujours plus grand que l’unité, est une fonction continue de la seule hauteur v. qui tend vers une limite finie lorsque v devient infini, et dont les deux premières dérivées ne deviennent infinies pour aucune valeur positive de v.
On supposera d’abord que pour toute valeur de v l’expression
V = ( B 4- r)3 n3 — R- »3sin2 f
garde une valeur positive différente de zéro. S’il en est ainsi, on démontre aisément que l’intégrale qui donne la valeur de «, prise entre les limites o et oc , conserve une valeur finie; en désignant cette valeur parc, l’équation
représente une asymptote dont la trajectoire lumineuse s’approche indéfiniment à mesure qu’elle s’écarte delà planète. Réciproquement, un point situé è une très-grande distance de la planète, sur la verticale dont l’équation est ii = c, envoie à l’origine des coordonnées
un rayon qui y parvient sous l’inclinaison i. L’excès de l’angle « formé par les verticales de l’origine des coordonnées et du point
Itlli
u = c sur l’angle i est ce (|u’on appelle la réfraction atlronomujue , dans le cas restreint (pie l’on considère ordinairement.
Supposons, au contraire, que V s’annule pour une ou plusieurs valeurs positives de v, et soient l> la plus petite de ces valeurs, a la valeur de u correspondante, on aura
'<> R‘n .si II i tir o (R-eu)y Y
On a d’ailleurs, en vertu du théorème de Taylor, en désignant par V(r) la valeur de V (pii répond à line valeur particulière I de la variable plus petite que b,
\(v) = \(b) (6-r|V'(6)+^VV>,
l étant compris entre zéro et b.
Donc, si \ ’(i| n’est pas nul en mémo temps que \ (b), c'est-àdire si, lorsque v passe par la valeur />, Y s’annule en changeant de signe, on pourra poser
\\ étant une fonction de c qui demeure finie et différente de zéro pour i j — b. On en conclura, en appliquant les règles relatives aux intégrales définies singulières, que la valeur ci-dessus de a est finie. Au contraire, si \'(b) s’annule en même temps (pie V (4) . on devra poser
H étant une fonction de c qui ne devient pas infinie pour r^-b, et on en conclura que la valeur de a est infinie.
Dans le premier cas. « étant fini, la trajectoire du rayon s’élève de l’origine jusqu'au point dont les coordonnées sont a et è; comme ensuite e ne peut dépasser la valeur b sans que V'V devienne imaginaire, on doit, lorsque cette valeur est atteinte, considérer r comme décroissant et attribuer le signe — à de. On détermine ainsi une seconde partie de la trajectoire, exactement symétrique de la première, qui par conséquent va rencontrer la surface de la planète au point dont l’abscisse est in. Il est évident que cette marche des
rayons lumineux constitue précisément le mirage supérieur dont il a été question précédemment (422).
Dans le second cas. a devenant infini lorsque r tend vers la valeur finie b , la trajectoire lumineuse tourne indéfiniment autour de la planète en s’approchant du cercle asymptote dont le rayon est
Il est important de considérer l’influence de l’incidence /.Supposons (pie l'expression ( R + »)*«* prenne sa plus petite valeur pour r — i S, et déterminons la valeur particulière I de « qui réduit \ à zéro pour v— /S. Cet angle étant aigu, nous aurons
sin I =
( II -+■ & ) a
Il est clair que V ne pourra être nul que si / est compris entre les limites I et Par conséquent, tous les rayons qui à l’origine feront
avec la normale un angle moindre que 1 s’écarteront à l’infini de la planète en se rapprochant d’asymptotes rectilignes. Ils offriront donc tous les phénomènes de la réfraction astronomique plus ou moins développés. Mais tous ceux dont l’incidence originaire sera plus grande que I s’élèveront seulement à une hauteur li moindre que /Set retourneront à la surface de la planète, à moins qu’ils ne tournent indéfiniment autotir de cette surface, en se rapprochant d’un cercle asymptote. En particulier, les rayons pour lesquels / I ont un cercle asy mptolc dont le rayon est R -f /S, car la valeur de V atteint son minimum pour c S, et, comme elle est nulle si on joint à cette hypothèse celle (pie /--=>!. il en résulte (pie l’on a simultanément V =-=o , \ ' • o.
428. Hnlriflioiu s Introduire dons l'application aux planètes du système solaire. — Conséquences. — Pour appliquer ces considérations aux diverses planètes du système solaire, on devra les supposer parfaitement sphériques et négliger la variation de la température de l'atmosphère (pii dépend des coordonnées géographiques. On pourra même, dans une première approximation, négliger la variation qui dépend de la hauteur, et représenter en conséquence le rapport de la densité d’une couche atmosphérique
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de hauteur v à la densité de la touche superficielle par l’expression connue
Re
où X désigne la hauteur d’une colonne ayant partout la même densité gue la couche superficielle, «jui exercerait une pression égale à celle de l’atmosphère totale. Il suit de là qu’en appelant k la puissance réfraelivc de la couche superficielle ou aura
Ile
.. . , X(R-ee) , ,
/r — l -r ke 1 — i 4- ke
en faisant, pour abréger,
Hv
On conclut de là
J’1’ R*V i + k sin idv
\ — ^R + rJ* ^ i -| - ke ■— R- ^ i + k*J sin»,
V'= a (R + b) (i 4 -ke W) — ®\
V’- + **“'[• + (‘~^irb))s]'
V" étant toujours positif, on voit que V' est croissant et ne peut s’annuler que pour une valeur unique de v. Si V' est négatif pour v — o, cette valeur /S est positive, et réciproquement. Mais si V' est positif pour »= o, il est aussi positif pour toute valeur positive de e. Lu fonction V est donc constamment croissante et ne se réduit jamais à zéro, puisque sa valeur initiale est positive. Ainsi on n’observera que les phénomènes de la réfraction astronomique, et, à parler rigoureusement. aucun point de la surface ne sera visible d’un autre point de la surface, sur tous les corps célestes pour lesquels on aura
c’est-à-dire
p ^aXji-eA)
Tel est le eas de la terre, pour laquelle
R = 6366i«)8m, X = 797 4"‘. A = o,oooà8cj, et par suite
ïX(i-h4) m
— —7 = O-j 0()Q OOO .
Si au contraire on a
aX(i -4- Am k ’
V' sera nul pour une valeur positive /S de v qui se calculera numériquement sans difficulté. Soit 1 l’angle aigu qui réduit V à zéro, pour r = /3, on aura
sin I
KjS
,ke
et pour toute valeur de i comprise entre I et * l’équation aura deux racines réelles et positives, puisque en supposant, dans V, r — ,3 et i compris entre I et *1 V est négatif. La plus petite b de ces racines sera le maximum de hauteur où pourra s’élever un rayon dont l’incidence initiale est plus grande que I. En appelant comme plus haut on la distance de l’origine au point où ce rayon vient couper une seconde fois la surface du corps céleste, on voit facilement que A décroit continûment de /S à zéro, et on de l'infini à zéro, si i croît de I à Donc, en désignant par », , i2, t,,. . . la série des incidences
pour lesquelles oa a les valeurs Rw, aRw, 3Rw, .. ., ces valeurs forment une série décroissante dont le premier terme est plus ou moins voisin de * et le dernier tenue est I. Il suit de là que d’un point quelconque de la surface du corps céleste on verra cette surface tout entière, et même qu’on en verra une infinité d’images, constituant par leur ensemble une calotte concave, limitée par un
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cercle élevé Ho ^ — I au-dessus de l’horizon vrai, <|ui sera l’horizon apparent. La première image sera comprise à l'intérieur du cercle élevé de - la seconde formera un anneau compris entre les
cercles élevés de * — », et île ? — et ainsi de suite. Il n'est pas
besoin de faire remarquer de quelles étranges déformations ces images seront affectées: en particulier le point situé aux antipodes aura pour images successives la série des cercles limites qui viennent d’étre définis.
Si l’on suppose i compris entre zéro et I, l'angle est toujours positif et croissant avec ». D’ailleurs, comme, à la limite I. on n simultanément V=o. VG=o, on voit, en remontant à l’expression de que cet angle croît jusqu’à l’infini. Si l'on appelle f, f, f", ... les valeurs particulières de f qui rendent successivement égal à it .
•nr. -5 7r . . . ., ces angles formeront une série croissante ayant pour limite I, et il est facile de voir que d’un point quelconque de la surface de la planète on verra la sphère céleste tout entière, qu’on en verra même une infinité d’images, limitées successivement par des
cercles élevés au-dessus de l’horizon de — f, - — f, - — j" ....
— —F. Les mêmes déformations extraordinaires auront lieu dans
l’image de la surface de la planète : en particulier, les images successives du nadir seront les cercles limites qui viennent d’être définis.
Knfin. il est à remarquer qu’un observateur placé en dehors de la surface de la planète doit voir d’abord une image principale circulaire de la surface InUtle de la planète, et tout autour une infinité d'images annulaires. Il voit même dans l’atmosphère de cette planète une infinité d’images de la sphère céleste, fies deux conséquences sont faciles à apercevoir en examinant avec un peu d’attention les propriétés des trajectoires lumineuses qui viennent d’être exposées. L'est en particulier ainsi que la planète sera vue par un astronome placé sur la terre.
V2D. C’m de I» planète Jupiter. — Supposons que l’atmosphère de Jupiter soit de même nature que l'atmosphère terrestre. Désignons par h la hauteur d’une colonne d’air, de densité égale à la densité de l'air sur la surface de la terre, qui exercerait la même pression que I atmosphère de Jupiter: appelons À, la valeur de X relativement à la terre, g-, et g l'intensité de la pesanteur à la surface de la terre et à la surface de Jupiter. S le rapport de la densité île l’air à la surface de Jupiter à sa densité à la surface de la terre: il est clair qu’on aura
Par suite, si k et 4, sont les puissances réfractives de l’air à la surface de Jupiter et à la surface de la terre, on aura
!h Ai
d'ailleurs. X se rapportant à Jupiter comme X, à la terre.
donc les réfractions extraordinaires précédemment décrites auront lieu à la surface de Jupiter, si l’on a
c’est-à-dire
Ti
En adoptant î o,8ti pour le rapport des rayons de la terre et de Jupiter, 338 pour le rapport de leurs masses, on trouve
!l- ■= -i.8lifi
et la condition ci-dessus se réduit à
Il suflirait donc que l’atmosphère de Jupiter eut la vingtième partie de la puissance de l’atmosphère terrestre.
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Si i’on admet que les masses des deux atmosphères sont dans le même rapport que les masses des planètes respectives, h sera déterminé par l’équation
mr™’
R et R, étant les rayons de Jupiter et de la terre. On trouve dans cette hypothèse
4=o,oo484 . X = ‘»78ü'"
et
£=ii3i)/im, l-86°ia\
ce qui donne 3° 48' pour l’élévation de l’horizon apparent au-dessus de l’horizon vrai.
Il est évident que les conclusions des calculs précédents ne s’appliquent en toute rigueur qu’au ras d’une atmosphère absolument transparente. Dans la réalité, on ne verrait un peu distinctement à la surface de Jupiter qu’une partie de la première image de la planète et de la première image du ciel. Tout au plus le sob il demeureraitil constamment visible. Quant aux images ultérieures, elles seraient sans doute tellement affaiblies, que leur ensemble donnerait simplement naissance à une bande bleue s’étendant des deux côtés de l’horizon apparent à une distance plus ou moins grande.
h° COLORATION ET VISIBILITE DE L'ATMOSPHÈRE.
430. Couleur bleue du ciel. — L’atmosphère dans son état normal donne lieu à des phénomènes que nous allons étudier : nous voulons parler de sa coloration et de sa visibilité.
Il semble, à première vue, que l’atmosphère soit bleue; mais, en examinant les faits avec attention, on reconnaît que la couleur bleue du ciel se produit dans des circonstances très-variées. 11 est à remarquer, d’abord, que cette couleur bleue nous vient de tous les points de l’atmosphère et non pas seulement de ceux qui reçoivent directement les rayons solaires : la lumière revient donc colorée en bleu vers notre œil, quel que soit le chemin quelle ait suivi. Ce phénomène diffère totalement de ceux que présente un verre coloré : il y a à expliquer la visibilité de toutes les parties d’une manière intense
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dans toutes les directions, et la disparition de la couleur bleue par l'interposition des nuages.
On peut faire l’hypothèse d’une teinte bleue inhérente aux molécules d’air: l’atmosphère serait bleue de même que l’eau est bleue lorsqu’elle est pure, verte lorsqu'elle est impure. Mais ou doit regarder l’atmosphère comme à peu près incolore. Si elle était bleue, les objets éloignés devraient présenter celle teinte, ce que l’on n’observe généralement pas; cependant un fait paraît confirmer celte prévision, c’est que les montagnes éloignées paraissent bleues : on attribue généralement ce phénomène à la masse d’air interposée, dette explication est renversée par la remarque suivante, due à Saussure : les \lpes. couvertes de neige, paraissent blanches lorsqu’elles sont vues de très-loin; au contraire, les montagnes qui semblent bleues sont des montagnes de couleur très-foncée. Il faut donc, pour expliquer la coloration des montagnes bleues, dire que l’on voit une teinte bleue dans cette direction, comme on la voit dans une direction quelconque, et que la lumière que l’on reçoit est envovée par l’atmosphère.
Si l’air atmosphérique avait une couleur propre, cette couleur serait plutôt rouge ou rouge orangé, comme il résulte de l’observation des teintes crépusculaires qui se produisent lorsque la lumière nous arrive après avoir traversé des couches d’air de plus en plus épaisses : les objets éclairés dans ces circonstances sont dans les conditions les plus propres à manifester la couleur de l’atmosphère.
Il y a donc là des phénomènes très-particuliers a expliquer, et l’on ne peut songer à une couleur propre des molécules d’air.
Théorie» de léonard de Vlnet e* de nariotte
Les théories qui ont été proposées sont très- nombreuses; la plus ancienne est due à Léonard de V inci. Il supposait que l’œil reçoit d'un point de l’atmosphère la lumière diffusée par ce point et en même temps le noir des espaces célestes. On crovait à cette époque que le noir, au lieu d’être l’absence de lumière, était une qualité particulière de la lumière, et l’on pouvait supposer que le bleu résultait de la combinaison de la couleur noire avec celle de la lumière diffusée.
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Mariotte n donné plus tard une théorie que Bouguor a développée et qui a eu un certain succès, il suppose que la lumière arrivant du soleil se réfléchit sur les particules d’air elles-mêmes, qui auraienl la propriété de ne réfléchir que de la lumière bleue: or on n’a pas d'exemple d’un milieu dont les particules réfléchissent la lumière, et. s’il s'agit des molécules d’air, on ne conçoit pas que les molécules d’un milieu qui reste toujours le même puissent réfléchir la lumière.
Du reste, on ne peut pas attribuer le phénomène à une inégalité de densité, car dans ce cas, que la variation supposée soit lente ou brusque, la réflexion totale ne se produira que dans certaines directions et à la surface de certaines rouelles: par exemple . à la surface de couches sensiblement planes, parallèles à l'horizon, il y aurait une direction déterminée suivant laquelle on recevrait de la lumière, tandis que dans les autres directions on n’en recevrait pas : or, tous les points de l’atmosphère agissent de la même manière.
432. Théorie de l'sbri et de Newton. — Mais s’il faut rejeter l’hypothèse d’une réflexion sur les particules d’air ou sur des couches de densités différentes, il est impossible de se refuser à admettre qu’il y a en suspension dans l’air des particules étrangères qui produisent le phénomène. Cette idée, proposée pour la première fois par Fabri. physicien français du vvn' siècle, fut adoptée et complétée par Newton.
Si l’on admet que le phénomène est dfl à des matières tenues en suspension dans l’atmosphère, on ne peut penser qu’aux particules d’eau, car la poussière ne monte jamais assez haut pour donner lieu aux apparences observées, et, d'un autre côté, l’eau à l’étal de glace ne produit que des phénomènes locaux.
Newton croyait à la présence dans l’air de gouttelettes d’eau extrêmement petites, cpii réfléchiraient la lumière des lames minces, particulièrement le bleu du premier ordre. Du reste, les épaisseurs des particules d’eau n’étant pas toujours les mêmes, les couleurs de la lumière pourraient varier. Celte théorie présente des inexactitudes. D’abord la couleur rouge des nuages ne peut être expliquée par la dimension des gouttelettes d’eau (pii s’y trouvent, car les
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nuages prennent toujours In couleur d«* la lumière qu'ils reçoivent et nous l’envoienl sans In modifier. De plus, l’idée de globules sphériques suspendus dans l’air présente des dillieultés; elle ne permet pas de rendre compte des teintes observées au lever et nu coucher du soleil. L’explication de Newton n’est donc pas admissible.
433. OlMmsilaiu de Forhes. — Forbes a montré en i 84."> <pie l’eau répandue dons l’atmosphère possède toutes les propriétés nécessaires pour colorer la lumière. Depuis, il a indiqué comment le hasard l’avait conduit à ses découvertes sur ce sujet. Il se trouvait, par une belle journée, placé sur une locomotive ayant le soleil opposé au tuyau d’échappement, et regardait cet astre à travers le jet de vapeur : il l’aperçut coloré en jaune orangé à un endroit où la vapeur n’avait pas encore pris la forme de nuage blanc. Des signaux lumineux observés le soir sur la route parurent avoir la même teinte. Il fallait en conclure que la vapeur à l’état gazeux cl sec passe, avant de prendre l’apparence de nuage, par un état intermédiaire sous lequel elle transmet une couleur rouge orangée. Si la vapeur se trouve dans l'air à cet état particulier, elle doit transmettre et réfléchir la lumière; elle transmettra le rouge orangé et réfléchira la teinte complémentaire, c’est-à-dire le bleu. La lumière transmise aura une teinte orangée, jaune ou rouge, suivant l’épaisseur plus ou moins grande des particules d’eau, et tous les phénomènes que présente la lumière à l'horizon se trouveront expliqués par la combinaison des teintes fournies par réflexion et par transmission.
434. Théorie de IM. ClauMiua. — M. Clausius a prouvé que l’état particulier sous lequel se trouve la vapeur d'eau dans l’air est le commencement de l’état vésiculaire. Si l’eau forme une vésicule aussi mince que possible, elle réfléchira vers l’ceil la première teinte lumineuse des anneaux de Newton, et. comme le premier anneau obscur est sensiblement bleu , il est tout à fait évident que les premières vésicules qui se forment, étant extrêmement minces, doivent réfléchir les rayons bleus et transmettre la teinte complémentaire.
Il faut ajouter que l’nlmosphère nous transmet la lumière sans
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en altérer lu propagation rertilij^ne : or il n'en serait pas ainsi dans le ras oh elle traverserait des globules pleins et sphériques comme le supposait Newton. Kn effet. un faisceau cylindrique serait alors transformé en un faisceau conique ayant pour sommet le lover de la lentille formée par le petit globule, et le phénomène se présenterait sous un tout autre aspect; les contours qui limitent les objets observés à la surface de la terre on les astres ne seraient plus nettement déterminés. Il résulte de là que. puisqu’on admet l’evislence et l’action de corpuscules étrangers, il faut les choisir de manière que la marche de la lumière ne soit pas contrariée. I ne lame homogène à faces parallèles peut seule satisfaire à celte condition : la lame peut être courbe, de forme quelconque et en particulier sphérique. Des molécules de cette forme doivent exister dans l’atmosphère, car la forme vésiculaire est celle sous laquelle s’y condense la vapeur.
\insi les vésicules d’eau disséminées dans ralmosphère réfléchissent la lumière qui se colore eu bleu par interférence; elles nous transmettent des rayons colorés en jaune orangé aussi pur interférence. Ces idées sont d’accord avec l’ensemble des observations. Les couleurs réfléchies doivent être [dus marquées que les couleurs transmises, et c’est en effet ce qui a lieu : la teinte rouge n’est sensible que sur la lumière solaire qui a traversé les couches île l’atmosphère les plus basses; ces couches contiennent vers le soir une plus grande quantité de vapeur d’eau que dans la journée, à cause du refroidissement île l’air au coucher «lu soleil.
Ouand l’air est humide, la teinte bleue finit par passer au blanc : cela se comprend facilement. Lorsque l’atmosphère sera très-sèche, elle ne contiendra qu’un très-petit nombre de vésicules: de plus, ces vésicules auront une épaisseur Irès-faihle et par conséquent réfléchiront le bleu du premier anneau de Newton, et quelquefois même ne réfléchiront aucune lumière; ou observera alors le bleu caractéristique des climats méridionaux. Si la vapeur d’eau est plus abondante, les vésicules augmentent d’épaisseur, mais leurs épaisseurs sont très-différentes les unes des autres; on doit donc recevoir par réflexion des rayons lumineux de toutes couleurs, dont les effets combinés donnent des rayons blancs. A mesure que les dimensions des vésicules augmenteront, la proportion de lumière
blanche augmentera: enlin un nuage ne diffusera plus vers noire ceil que de la lumière blanche.
Héfutation dn objection* faite* à cette théorie
dette théorie a soulevé diverses objections. On a dit qu’il est impossible d’admettre l'existence de vésicules dans l'atmosphère sèche. Cela est incontestable, mais il v a incessamment dans l'atmosphère des courants qui mélangent des couches de températures différentes; de là de petites précipitations de vapeur d'eau à chaque instant.
On a aussi avancé que des sphères pleines liquides rempliraient aussi bien le but que des vésicules creuses. Mais il faut remarquer que la lumière réfléchie par une goutte d’eau sphérique se compose de la lumière que réfléchit la première surface, plus la lumière réfléchie par la seconde surface. La lumière reçue par la première surface est renvoyée dans toutes les directions; mais sur la seconde les rav uns u arrivent qu’a près s’être réfractés, de sorte qu’un faisceau cylindrique devient un cône quand il arrive à la seconde surface, et il n’y aura qu’un très-petit nombre de directions suivant lesquelles la lumière se composera de deux rayons réfléchis par les deux surfaces et capables d’interférer. L’objection n’a donc aucune valeur et l’on ne peut se refusera accepter l’explication de M. (llausius.
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436. Découverte d'Araf*. — Direction du pion de polarisation. — La réflexion de la lumière sur les vésicules d’eau donne lieu à un autre phénomène, la polarisation atmosphérique, dont la découverte est due à Arago. Kn regardant le ciel à travers une lame de quartz et un analyseur, il observa une coloration; il essaya alors de regarder de la même manière la lumière d’une lampe ou des nuages : il ne trouva rien de pareil: mais la même apparence se reproduisait s’il plaçait dans ce cas devant la première lame une tourmaline ou une lame de spath pour polariser la lumière: la polarisation atmosphérique était ainsi trouvée en même temps que la polarisation chromatique.
La lumière du ciel est donc polarisée, et, si l’on reçoit sur un polariscope à bandes de Savart. placé dans une lunette, la lumière
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ijui émane tle divers points du ciel, on reconnaît que le plan de polarisation contient le soleil, l’observateur et la direction du rayon que reçoit l'tril : c’est le caractère le plus marqué de la polarisation par réflexion.
La loi que nous venons d'indiquer est due à Ara go; elle se vérifie très-exactement si l’on considère des points qui ne soient ni rapprochés ni très-éloignés du soleil; mais la lumière que l'on reçoit sur l’analvseur est loin d’être complètement polarisée.
h\M . Horloge polaire de SI. WHealitone. — La relation qui existe entre le plan de polarisation de la lumière bleue du ciel et la position du soleil a permis à VL Wheatstone de construire un instrument curieux auquel il a donné le nom i\'lwrlo/je polaire et qui peut indiquer l’heure à cinq minutes près. Il se compose d’un tube incliné suivant la direction de l’axe du monde et qui reçoit les rayons parallèles à cet axe : ces rayons sont polarisés dans le plan qui passe par le soleil et par l’axe du monde; or ce plan n’est autre chose qu’un plan horaire; si donc l’appareil permet de déterminer à chaque instant ce plan, on aura par cela même la position du plan horaire et par suite l’heure solaire. A cet effet , à l’une des extrémités du tube est placée une lame mince cristallisée; l’épaisseur de cette lame a été choisie de manière à développer des couleurs très-sensibles; on la forme parla juxtaposition de parties d’épaisseurs diverses figurant une fleur ou un papillon et qui prennent dans la lumière polarisée des colorations différentes. On regarde à travers l’analyseur et l’on tourne la plaque jusqu’à ce que la coloration disparaisse : la section principale de la lame mince est alors parallèle au plan de polarisation de la lumière incidente. Comme la plaque mise en mouvement déplace une aiguille qui parcourt un cadran, on peut conclure l’heure de cette simple observation si l’on a disposé le cadran perpendiculairement à l’axe du monde, ce que l’on fait une fois pour toutes.
^38. Position des point H neutres. — Si le soleil est trèsélevé au-dessus de I horizon, les choses se passent comme nous venons de I indiquer; mais, s’il est xoisin de l’horizon, le phénomène
change. Au-dessous de 3o degrés d’élévation du soleil, la polarisation atteint son maximum en un point ipii est à qo degrés du soleil. Cette polarisation diminue à partir de là jusipi'à un point où elle est nulle et que l’on appelle point neutre. Le point neutre s'élève de i n à •!.’> degrés au-dessus de l’horizon du côté opposé au soleil; au-dessous de re point, le plan de polarisation est perpendiculaire au plan de réflexion.
Ce point neutre n’est pas le seul : il en est un autre qui a été découvert par M. Babinet au voisinage du soleil, quand il est voisin de l'horizon. Ce point se trouve au-dessus du soleil. Au-dessus de ce point le plan de polarisation est vertical, au-dessous il est horizontal.
M. Brewster en a indiqué un troisième un peu au-dessous du soleil; au-dessous le plan de polarisation est horizontal, au-dessus
il est vertical.
Dans la figure ‘itio, les points N, N', i\" représentent les points neutres, M est le point maximum. Les lettres V et H représentent les portions d’arc où le plan de polarisation est vertical ou horizontal. Dans tout autre plan vertical que celui (pii passe parole soleil, il n’y a pas de point neutre.
Explication de la polarisation atmosphérique
Ces phénomènes tiennent aux réflexions multiples de la lumière sur les vésicules de vapeur d’eau. Du rAté opposé au soleil, nous recevons de la lumière qui a été réfléchie : cette lumière est presque exclusivement polarisée dans le plan vertical. C’est surtout dans les régions inférieures de l’atmosphère que ces réflexions sont multiples; la lumière y est généralement polarisée dans le plan horizontal : on aura donc, dans la région opposée au soleil, delà lumière polarisée dans le plan vertical et de la lumière polarisée dans le plan horizontal; il peut ainsi exister un point où la compensation des deux faisceaux pidarisés soit complète; au-dessus et au-dessous de ce point neutre, l’une ou l’autre polarisation domine.
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Au voisinait- <lu soleil, la lumièrr réfléchie une seule luis esl très— peu polarisée, parce que l'angle sous lequel tondre la lumière n’est pas favorable à la polarisation. Donc, dans In direction du soleil, la lumière n'est pas polarisée. A une certaine distance, la lumière réfléchie une seule fois est beaucoup moins polarisée querelle qui esl réfléchie plusieurs fois; on comprend donc que la polarisation horizontale domine sur la verticale; au delà des deux points neutres, la polarisation devient verticale.
(Jette explication a été donnée pour la première fois par M. Bahinet; elle permet de concevoir comment il se fait que la lumière des nuées ne soit pas polarisée. Lu nuage esl un système de vésicules très-nombreuses ayant toutes les dimensions et toutes les épaisseurs possibles: en un point donné la lumière est réfléchie dans toutes les directions, et de la combinaison de tous ces rayons réfléchis résulte la disparition de toute espèce de polarisation. I n nuage est donc anulogue à un corps diflringent: il renvoie de la lumière dans toutes les directions sans la polariser. Quand un nuage est interposé entre notre o-il et le soleil, la lumière qui \ pénètre est diffusée uniformément dans toutes les directions. On voit donc qu’il ne peut \ avoir dans aucun cas de polarisation appréciable dans les nuages.
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HO. Ilcturipiion du phénomène. — Lorsque les vésicules de vapeur d’eau, plus abondamment répandues dans l’almosphère qu’à l’état normal, ne sont pas cependant en assez grand nombre pour produire un nuage et forment sur le ciel comme une gaze transparente, on voit se produire autour désastres le phénomène ries courwinn. Le sont des cercles colorés que Ton observe souvent autour de la lune et du soleil et qui paraissent immédiatement en contact avec le disque de ces astres, présentant leurs couleurs dans l’ordre caractéristique des phénomènes de diffraction, le rouge en dehors et le violet en dedans. Pour les observer avec le soleil, il faut regarder cet
astre avec uii verre noir ou par réflexion dans l’eau, afin d’atténuer le trop grand éclat de la lumière solaire qui empêche d’apercevoir toute lumière voisine dont l’intensité est beaucoup moindre*1 .
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\'l\. Dncrlpllon du phénomène. — Les gouttelettes d’eau provenant de la condensation des nuages produisent, lorsipi'elles réfléchissent les rayons solaires, u n phénomène très-brillant que l’on appelle arc-en-ciel. On l’observe à l'opposé du soleil, lorsque les rayons solaires rencontrent de ce coté un nuage se résolvant en pluie : il se présente sous la forme d’un arc de cercle dont le centre est sur la ligne passant pur le soleil et par l'uni de l’observateur, et tpii est formé de bandes concentriques offrant toutes les couleurs du spectre, le rouge à l’extérieur et le violet à l'intérieur. Trèssouvent. en dehors de ce premier arc, on eii distingue un second, beaucoup plus pâle, qui présente la même série de couleurs que le premier, mais dans un ordre inverse. Dans la région comprise entre les deux arcs, le ciel parait plus obscur que partout ailleurs.
La théorie de l’arc-en-ciel, entrevue depuis longtemps, a mis un grand nombre de siècles à se compléter. Les premières idées exactes sur l'explication de ce phénomène paraissent dues à Tliéodorich . moine dominicain, qui en donna, au \ix ” siècle, le vrai principe reproduit plus lard par Antonio de Dominis. archevêque de Spalatro en Dalmatie. La théorie développée par Descaries et reprise par Newton, qui ne lit qu'expliquer la coloration, a été complétée dans ces derniers temps par M. Virv : elle se trouve maintenant établie de la manière la plus satisfaisante.
La description que nous avons donnée du météore indique déjà qu'il est dû à une combinaison de réflexions et de réfractions de la lumière solaire. Il y a réflexion, car on voit l’arc sur les nuages à l’opposé du soleil; il y a de plus réfraction, le phénomène de dispersion qu’on observe en est la preuve: et comme l’arc-en-ciel n apparaît qu’au moment où les nuages se résolvent en pluie, on peut
Ou n*a pas reproduit ici IVxpliraliou complète du phénomène des couronnes panv ijuVIlo ;• été donnée par Venlet dans un mémoire inséré au* innale* tir rhlmir ri tir fthifÂtt/ur WXIV, p. *mj * et réimprimé dans le t«*ni*» I" de **»«. o-uxre*, p. 97.
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en conclure qu’il y a réflexion de la lumière sur les gouttelettes d'eau et réfraction dans leur intérieur.
h h '1 . Principe de ln théorie de Deoeortes. — Considérons une goutte d'eau, à laquelle nous pouvons supposer la forme sphérique, puisque c’est la forme d'une masse liquide abandonnée à elle-même; supposons qu’elle soit rencontrée par un faisceau lumineux composé de rayons parallèles et cherchons re qui se passe dans un plan de symétrie : une infinité de rayons parallèles situés tous dans ce plan arrivent à la circonférence de grand cercle qui limite la goutte d’eau; ils sont partiellement diffusés à la surface extérieure de la goutte et rendent visibles le nuage et la chute de la pluie; parmi ceux de ci*s rayons qui pénètrent à l’intérieur de la goutte, il en est qui, après s’être réfractés à la première surface, se réfléchissent à la seconde, sont renvoyés vers la première et sortent de la goutte, soit immédiatement, soit après avoir subi un certain nombre de réflexions intérieures.
Etudions en particulier ceux de ces rayons qui émergent après une seule réflexion à l’intérieur : il est visible qu’ils n’éprouvent pas tous le même changement de direction; or. s’il en est un dont la déviation soit un maximum ou un minimum , un rayon très-voisin de celui-là, en dessus ou en dessous, émergera en faisant avec lui un angle qui sera un infiniment petit du second ordre, tandis qu’à une certaine distance de ce rayon deux rayons incidents infiniment voisins sortiront de la goutte en faisant un angle qui sera un infiniment petit du premier ordre. Il résulte de là que les rayons émergents ne seront pas renvoyés indifféremment dans toutes les directions et par suite ne seront pas distribués uniformément dans toutes les portions de l'espace : il y aura accumulation de rayons dans le voisinage de la direction d’émergence du rayon qui correspondra au maximum ou au minimum de la déviation, et il eu résultera un plus grand éclairement si l’on admet que les intensités des rayons s’ajoutent toujours arithmétiquement.
Au lieu d’une goutte d’eau, si l’on considère un système de gouttes frappées par les rayons du soleil . celles qui sont dans une position telle que les rayons qui émergent dans la direction d’éclairement
maximum tombent dans l'œil de l'observateur paraîtront plus brillantes «jue les autres et se dessineront aver plus d’éclat sur le nuage qui se résout en pluie; et, comme le phénomène est le même dans tous les plans qui se coupent suivant la droite menée par le soleil et l'œil de l’observateur, l'ensemble des gouttes les plus éclairées formera un arc de cercle dont le centre sera sur cette droite et dont l’étendue variera avec la hauteur du soleil au-dessus de l’horizon.
Telle est en résumé la théorie proposée par Descartes et que nous allons développer.
/i'l3. Hayon» effleure*. — Soit un rayon lumineux SI (lig. •j(Jli) émanant d'un point de la surface du soleil et tombant sur une goutte d’eau de forme sphérique. Par ce rayon et le centre 0 de la goutte menons un plan qui détermine pour section un grand cercle. Le
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rayon incident SI se réfracte en se rapprochant du centre, et arrive suivant IP à la deuxième surface; au point P une partie du rayon émerge et une autre se réfléchit suivant PI", arrive en I" où se produit une autre réflexion partielle, et ainsi de suite jusqu'au point P", par exemple, où nous considérons le rayon émergent 1"R'. Ce rayon a donc été réfléchi un nombre quelconque de fois et réfracté deux fois. Pour déterminer sa direction, cherchons l’angle dont tourne le rayon à chaque rencontre avec la surface. Ces rotations connues, si Pou en fait la somme arithmétique on aura l'angle
LEÇONS SUR l/OPTIQLF..
don! il faut faire tourner le rayon incident pour avoir la direction d'émergence. Cet angle, que nous appellerons rotation totale, pourra être, de plusieurs circonférences. Il est un autre angle très-important aussi à considérer, c'est celui que fait la direction du ravon émergent tel que riV dans le sens suivant lequel il se propage avec le ravon incident IS compté du point d’incidence vers le soleil : on l’appelle la déviation.
Pour trouver lu valeur de ces angles, désignons par i l’angle d’incidence. par r l’angle de réfraction: i — »■ est la rotation du ravon réfracté II’ par rapport nu rayon incident SI prolongé; l’angle dont tourne ensuite le ravon est
H ri -jr HT;
or HT- sr, donc la rotation est égale à it — a r. Toute rotation ultérieure aura la même valeur: donc la rotation totale pour un nombre de réflexions représenté par k est
k (ir •!»•).
A l’émergence, l’angle de réfraction étant r, l’angle de la normale avec le rayon émergent sera i, la rotation sera encore i — r. et l’on aura, en désignant par p la rotation totale,
p —al i r}-r l'tn ‘tel.
I.a direction du rayon émergent se trouvera donc délinie sans ambiguïté quand on connaîtra l’angle d’incidence et le nombre de réflexions.
Pour deux rayons du faisceau incident placés sviuélriqueinenl par rapport à lu droite qui va du soleil au centre de lu goutte, les angles d’incidence ont la même valeur: il en est. de même des rotations : les rayons à l’émergence sont donc symétriques ; de plus, si l’on considère des rayons d’un même coté de l’axe de symétrie, l’angle ta des valeurs qui croissent depuis zéro, et l'angle p prend des valeurs correspondantes: il en résulte que le faisceau de ravons parallèles qui tombe sur la goutte d’eau se transforme, après un nombre quelconque de réflexions, en un faisceau divergent. Si l'on
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reçoit ce fnisceau sur un écran . l'éclairement. mi lieu d élie indépendant de la distance connue cela serait si l'on supprimait la goutte, va en décroissant très-vite à mesure que l’on éloigne l’écran de la goutte. De plus, si l’écran reste à une distance constante et que l'on en considère différents points, l'éclairement n’y sera pas uniforme; il sera d'autant plus grand que l’écart angulaire de deux rayons émergents provenant de deux rayons incidents voisins sera (dus petit; et si cet écart est assez faillie pour qu’il \ ait presque parallélisme, l’éclairement qui en résulte sern incomparablement plus grand que dans le voisinage.
Il est clair « priori qu’il doit y avoir quelque chose de pareil pour que l’arc-en-ciel se produise; en effet, si en aucune région l’intensité de la lumière réfléchie n’était plus grande que dans les régions voisines, le nuage qui se résout en pluie offrirait un éclairement à peu près uniforme dans toute son étendue.
On arrive à la même conclusion par l’étude de la fonction p. Soit I la valeur de l'incidence qui correspond à un maximum ou à un minimum de celte fonction, si elle en est susceptible; pour les valeurs de i voisines de I. l’angle des ravons émergents provenant de deux rayons incidents très -rapprochés sera extrêmement petit par rapport à celui que formeraient à l’émergence deux rayons également rapprochés l’un de l’autre, mais dont la rotation ne serait pas voisine du maximum ou du minimum ; en d’autres termes, une variation infiniment petite de i produit en général une variation de même ordre pour p , mais dans le cas du maximum ou du minimum la variation de p est un infiniment petit de second ordre: les ravons émergents, étant presque parallèles, produiront un éclairement plus grand et dessineront sur le nuage une ligne brillante dont il s'agit de chercher la position et la forme. On appelle ruyou» cjficnre* ces ravons qui correspondent au maximum ou au minimum de la rotation.
Le point important consistait à établir qu'après un nombre déterminé de réflexions il y a une direction unique pour ces rayons efliraces. C'est Descartes qui en a démontré l'existence et expliqué les propriétés. Pour ce qui est de la coloration du phénomène, il la reproduisit en exposant une boide de verre à un faisceau de ravons so-
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laires; iNewtoii fil connaître quelle en était la nature <*t compléta ainsi la théorie «le Descartes.
Wik. Direction dco rayon» rfflrarr». — Les rasons effleures ont pour angles d’incidence les valeurs de i qui rendent la rotation maximum ou minimum, c’est-à-dire celles «pii annulent In dérivée de p prise par rapport à i; on a donc
/ de
et comme, de l’équation
sin»*= iisin r,
on tire il en résulte
rosi = n cosr
Jr
li'
COS
Telle est l’équation qui donnera les valeurs de l’incidence des rayons efficaces. Pour faire disparaître r de cette équation, «mi peut l’écrire
ir cos2 r -= 1 1; + i )2 cos2 1.
D’ailleurs on a
ii2sin2r = sin2i.
et en ajoutant res deux équations membre à membre il vient
ou bien
ii2 - |/.-24- •! i ) cos ’ i -f- i cos2 I ,
et enfin
il2 — i { /.•’ + -il; ) ros*i,
i étant plus petit que qo degrés, sa valeur est déterminée sans ambiguïté par cette équation, et il en est de même des valeurs de r et de p.
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On voit d'abord , par la valeur de cos « , i|ue . si n est plus petit que l'unité, il n’y a jamais de rayons etiicaces. Ainsi, un nuage de bulles d’air, observé du fond d’une masse d’eau, ne donnerait pas d’arcen-ciel. De plus, cos i devant être plus petit que l’unité, on doit avoir
»*— i k'1 -I- ■(/■' ou
»Ck+ i.
Si l’indice « est compris entre i et 9 , il y aura des rayons efficaces, quelle que soit la valeur de A’, (pii est toujours au moins égale
à l’unité. L’indice de réfraction de l’eau étant d’environ |, on en conclut que, lorsque les rayons solaires tombent sur des gouttes d’eau, il y a des rayons efficaces pour tous les nombres possibles de réflexions intérieures.
Si n est compris entre a et 3 , k doit être au moins égal à 9 : ainsi , dans un nuage de petites sphères de diamant, ou, ce (pii est facilement réalisable, dans un jet de sulfure de carbone tenant du pliospbore en dissolution, le premier arc manque; celui qu’on voit correspond à deux réflexions, aussi est-il Irès-pàle.
En général, l’indice étant compris entre deux nombres entiers consécutifs, le nombre de réflexions k doit être au moins égal au plus petit de ces nombres.
445. Explication dea couleurs. — L’arc-en-ciel n’est pas seulement une ligne brillante; c’est de plus une ligne colorée. Pour se rendre compte de cette coloration, il suffit de remarquer qu’à chaque valeur de l’indice de réfraction 11 correspond une valeur de p déterminée; il y aura donc autant de rayons efficaces differents qu’il y a de rayons différents dans le spectre solaire; aussi le phénomène sera-t-il formé de bandes diversement colorées. On peut déterminer l’ordre dans lequel se présenteront les couleurs. En effet, dans l’expression générale de la rotation,
p= 9 (« - r) + A-(* — arf,
si l’on convient de représenter par p la rotation minimn pour un
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nombre / île réflexions, p ne dépendra plus que de la variable « , et, par conséquent . on verra comment varie la rotation des rayons efïi-
Vaces lorsqu’on passe du ronge au violet en cherchant le signe de ^ : a cet effet, prenons la dérivée de p par rapport à «, nous aurons
iln
rfn
Pour remplacer^ et par leurs valeurs, revenons à l'équation ( » ); il viendra, en prenant la dérivée des deux membres.
ut comme
on u
. . tli
i n* 1 /t*+aÂ-
iSi
sin z -
/(A'-ei)’ M»
V A'5 VI k '
tli
iln ^
D’un autre côté, on tire de l’équation sin i- n siur . sin/ i (À- +-!)*— il’
et
d’où l’on déduit
tir i
iln n [k
il n y
If + ik
cos r \
//P + aA-
r . ■=*-;[ ncos
<//i ii* \
Mr(k1+ ’ik)
et enfin, en portant les valeurs ‘1° fjJi e* JJ, dans l’expression de jjjj.
dn n \ h* — i
(■elle expression es! toujours positive, et par suite la rotation des rayons efficaces augmente d’une manière continue lorsqu’on passe îles rayons rouges aux violets.
446. De* area visible*. — Cherchons maintenant quelles sont les conditions de visibilité du phénomène. Supposons qu’on mène par l’œil de l’observateur 0 (lig. ofiy) une parallèle SOS' aux rayons tels que SG qui tombent sur la goutte, et faisons tourner la ligne
Kijf. aC;.
SG d’un angle égal à la rotation des rayons efficaces, qui peut étrille plusieurs circonférences. Si la direction des rayons émergents est telle qu’ils passent derrière le nuage, soit en s’élevant vers le ciel, soit en s’abaissant vers le sol, qu’ils ne rencontrent qu’à une grande distance, le phénomène n’est pas visible pour l’observateur; mais si la direction des rayons efficaces se dirige vers la terre suivant GO, par exemple, l’observateur qui tourne le dos au soleil a devant lui une inlinité de gouttes qui lui renvoient une lumière très-intense. D’ailleurs le plan de la figure est un plan quelconque passant par la parallèle OS' aux rayons lumineux: si on le fait tourner autour de OS', la direction des rayons efficaces qui arrivent à l’œil décrira un cône dont l’intersection avec la surface du nuage dessinera la ligne des gouttes d’eau brillantes, et, comme le phénomène est projeté sur la sphère céleste, cette ligne d’intersection sera un arc de cercle en général plus petit qu’une demi-circonférence, le soleil se trouvant au-dessus de l'horizon presque toutes les fois que l’on observe l’arc-en-ciel; si le soleil est à l’horizon, on aperçoit une
Ykrdf.t, l\ . — C.onfi‘renr«* <1** 'iy
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demi-circonférence; enfin, s’il est au-dessous do f horizon et qu'on observe le phénomène en ballon ou du liant d'un pic élevé, on verra plus d'une demi-circonférence; rex dernières rirronslanres se présentent assez rarement.
Nous avons supposé jusqu’ici que le système des {jouîtes d’eau qui produisent l’arc-en-riel était immobile; en réalité, les gouttes d’eau sont en mouvement, et le phénomène serait instantané si, en se succédant assez rapidement à la même place, elles ne produisaient sur la rétine uni' impression persistante.
Du reste, on a souvent occasion d’observer les effets produits par un système de gouttelettes d’eau immobiles, le malin, lorsque la rosée forme des gouttes égales à la même bailleur sur l'herbe d’une prairie. Dans ce cas, l’arc étant déterminé par l’intersertion de la surface conique dont nous avons parlé avec la nappe de gouttelettes (pii est à peu près plane et à peu de distance de l'observateur, l’intersection peut être une des trois sections coniques: l'iris lumineux que l’on observe est le plus souvent un arc d'ellipse.
447. Premier are. — Considérons en particulier le cas où le milieu réfringent est l’eau, et cherchons l’effet produit sur les rayons lumineux par une seule réflexion. Pour cela, dans la formule générale de la rotation,
p= 1(1 — >■) + /■(* ir).
nous ferons /.— i et nous substituerons à i et à r leurs valeurs déduites de l'équation
qui donne la direction des rayons eflicaces. Ces directions changent avec l’indice de réfraction des rayons que l'on considère, et, si l’on
prend les valeurs ^ ou et f|''1 pour indices de réfraction de l’eau
relativement aux rayons rouges et violets, on en conclura pour tes rotations correspondantes
p, i .V'i.r-jo.
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I n rayon de luini^n* blanche tombant sur lu jjoulli* ( > dans la direction SG s’épanouira donc, après une réflexion dans l’intérieur de la goutte, en un faisceau divergent compris entre les rayons GH et fiV. et tous les rayons colorés efficaces réfléchis une fois dans la goutte se trouxeront compris entre les deux surfaces coniques que l'on obtiendrait en faisant tourner les droites GH et GV autour de GS' comme axe. Par conséquent un observateur dont l’œil est placé en 0 recevra dans la direction GO de la goutte G une lumière rouge plus intense que celle qu’il reçoit des autres gouttes situées dans le même plan, et. comme les choses se passent de la même manière dans tous les plans menés par la ligne SO, l’œil recevra des rayons efficaces rouges de toutes les gouttes qui seront à l’intersection de la surface du nuage avec la surface du cône engendré en faisant tourner la droite OG autour de l’axe OS'. Quelle que soit la forme du nuage, les rayons rouges ainsi reçus par l’œil se projetteront suivant un arc de cercle qui sera l’intersection de la sphère céleste avec la surface du cône dont nous venons de parler et dont la demiouverture angulaire, appelée la déviation, est égale nu supplément île p,, c’est-à-dire à
'.-.V'iO*.
On vurru de même les autres couleurs du spectre disséminées sur des arcs de cercles concentriques produits par l'intersection de la sphère céleste avec des surfaces coniques dont l'axe commun est la ligne OS’ et dont la demi-ouverture angulaire est comprise entre la déviation KOS’ des rayons rouges et la déviation \ OS’ des rayons violets, laquelle, étant égale au supplément de p, , a pour valeur
'io“i 6 Vio*.
(les arcs seront doue distribués à l’intérieur de l'arc rouge suivant l’ordre des réfrangibilités croissantes. Il semble, d’après cela, que l’on doive observer une série d’arcs de couleurs diverses et trèspures et présentant les raies de Frauenholèr. Rn réalité, les teintes se fondent les unes dans les autres, et l’on ne voit même pas d’une façon bien distincte l’orangé et l’indigo. On explique cette confusion des couleurs en remarquant que chaque point du soleil donne lieu
à un arc particulier, cl, comme cet astre a un diamètre apparent de 33 minutes, les arcs se superposent partiellement et on n’y voit pas de raies pour la môme raison qu’on n’en distingue pas lorsqu'un faisceau lumineux, qui pénètre dans une chambre obscure par une fente étroite, tombe sur un prisme cl ne Iraverse pas une lentille. Du reste, si l’on considère les rayons d’une réfrangibilité déterminée partis de toute la surface du soleil et tombant sur une môme goutte, on voit qu'ils forment un cône dont l’ouverture angulaire est égale au diamètre angulaire du soleil, et, comme tous ces rayons éprouvent la môme rotation , ils forment à l'émergence un cône de môme ouverture; on a donc le véritable arc en imaginant que chaque espèce de rayons donne lieu à une bande égale au diamètre apparent du soleil, et il y a autant de bandes que de couleurs différentes; de là le manque de pureté du phénomène résultant.
Parmi les rayons parallèles qui tombent sur la goutte d’eau et émergent après une seule réflexion, ceux qui éprouvent une rotation minimum ne contribuent pas tous à former la partit* visible de l’arcen-ciel; menons, en effet, par le centre 0 ( fig. t»8 ) de la goutte
une parallèle SG aux rayons incidents : cette droite partage, dans le plan de la ligure. la goutte en deux parties symétriques; deux ravons SI et SI, , pris à égale distance de SA et de part et d'autre de cette ligne, subissent la môme rotation; mais tandis que les rayons tels que SI émergent en se dirigeant vers la terre suivant l"R pour produire, s’ils ont la position Fl«**68* qui convient aux rayons effi-
caces, le premier arc-en-ciel, les autres se relèvent à l’émersion suivant r;R, et ne peuvent ôlre reçus par un observateur placé à la surface de la terre, mais ils donnent un arc que l’on a quelquefois observé, soit dans les ascensions aéroslaliques. soit au sommet
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de hautes montagnes, 1*11 s’élevant au-dessus des nuages. Dans ce cas, on peut apercevoir un cercle complet lorsque le soleil est suffisamment voisin de l’horizon.
MH. Deuxième are. — Los rayons qui émergent après deux réflexions donnent naissance à un arc-en-ciel extérieur au premier que l’on appelle deuxième arc. Faisons en effet l i dans l’expression de la rotation, nous aurons pour valeurs des rotations des rayons efficaces rouges et violets
p, •»3o";>8'ôo\ p, — u .S U° <(’,»o’'.
Ces rotations étant supérieures à 1 Ho degrés, il est aisé de voir que les rayons cflicaces rouges ou violets qui lomhcnl sur la goutte à sa partie supérieure, c’est-à-dire au-dessus du rayon qui passe par son
Fig. «69.
centre, se relèveront après deux réflexions de manière à émerger vers le haut; au contraire, les rayons (pii rencontrent la goutte à sa partie inférieure en I (fig. aôq) sont, à l’émergence, dirigés vers le bas et peuvent être reçus par l’observateur.
Soient donc CR ( lig. 370)0! GV les directions des rayons efficaces rouges et violets obtenus en faisant tourner le rayon incident, dans le sens de la flèche, des angles p„ et p, ; l’observateur placé en 0 recevra plus de lumière rouge de la goutte G que de toutes les autres
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situées dans le plan de la ligure, et les (jouîtes (pii lui envoient des rayons ellicaces rouges seront situées sur un cône qui a pour ave OS'
et dont le demi-angle au sommet est égal à p„ — i 80”, c’est-à-dire à
5o”.’)8'âo'’.
De même, les gouttes qui enverront en 0 des rayons violets ellicaces seront distribuées sur un cône ayant même axe que le précédent et dont le demi-angle au sommet a pour valeur p, — 180°. c’est-à-dire
(iet angle est plus grand que celui qui correspond aux rayons rouges: par conséquent le second arc-en-ciel présentera ses couleurs dans l’ordre inverse du premier : le violet sera à l’extérieur et le rouge à l’intérieur. Les autres couleurs seront étalées sur lu zone comprise sur la sphère céleste entre les deux cônes «huit les demiouvertures angulaires sont 5o°.»8'ôo” et à V;)' no".
La différence de ces deux angles étant 3" io'3o", si on la compare à In différence correspondant au premier arc (pii est r'i.Y, on voit (pie les couleurs seront bien [dus étalées dans le second arc que dans le premier : elles seront donc moins intenses pour cette raison, et aussi parce que la lumière se trouve répandue sur un arc appartenant à un cercle d'un plus grand diamètre. Il est une autre circonstance qui contribue particulièrement à affaiblir l’éclat des rayons qui produisent le second arc, c’est la double réflexion qu'ils éprouvent à l'intérieur de la goutte: aussi arrive-t-il souvent que cet arc est à peine visible.
MÉTÉOROLOGIE OI’TIOLE. 77.i
4 4 !). Arc* «l'ordre* «upérleiirx. — Les doux arcs dont nous venons de parler sont les seuls qu’on aperçoive, bien que, d'après la théorie, il puisse s’en produire une infinité, il est \rai que le nombre de res ares sera limité à cause des réflexions successives qui affaiblissent l’intensité des rayons lumineux: cependant la différence du premier arc au second n’est pas tellement grande qu’on ne puisse penser que le troisième arc sera \isible. .Nous allons voir que le troisième et le quatrième ne pourraient être observés que dans des circonstances tout à fait exceptionnelles, mais que le cinquième peut être aperçu par uu observateur placé entre le nuage et le soleil.
Considérons d’abord le cas de trois réflexions : faisons Jt— 3 dans la formule qui donne la rotation des rayons efficaces; si nous ne considérons que les rayons rouges, nous trouverons
i = ■y6“.)o' et p 3i8*a V 36o" 4i°3(>'.
La direction des rayons efficaces passe donc derrière le nuage et. pour recevoir ces rayons, il faudrait se trouver sur une montagne au moment où le soleil à l’horizon serait masqué par un pic étroit et où un nuage se résoudrait en pluie entre le soleil et l’observateur, concours de circonstances (pii se réalise rarement.
Si l’on suppose quatre réflexions, on trouve
i 79""' et p 4o V’i .V = 36o” f- 44°i 3'.
La déviation diffère peu de la précédente: les rayons efficaces qui rencontrent la goutte à sa partie inférieure sont dirigés vers le haut: c’est l’inverse pour ceux qui la rencontrent à sa partie supérieure. Cet arc ne peut être observé avec la lumière solaire.
Pour le cinquième arc. 8i‘‘‘»f>’, p— 486”- 36o“-f- i-»6°: la déviation est de ."> 4 degrés. Cet arc est visible à l’extérieur du second , et ou l’a quelquefois observé malgré sa faible intensité, surtout dans les cascades où les gouttes sont assez rapprochées de l’œil.
Les arcs supérieurs au cinquième n’ont jamais été observés que dans les laboratoires et grâce à des dispositions expérimentales particulières. M. Itabinel en a vu davantage en se servant d’un jet d’eau éclairé par une source lumineuse très -brillante. Le minéralogiste anglais Miller u observé les douze premiers arcs en subs-
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tiluant au jet d'eau une lige de verre cylindrique dont la section transversale lient être assimilée à celle d’une goutte d'eau.
Enfin M. Billet a observé les di\-neuf premiers arcs en éclairant, à l’aide d’un faisceau de rayons solaires renvoyé |iar un héliostat. une colonne cylindrique d’eau qui tombait verticalement au centre d’un cercle de 3 mètres de diamètre : une lunette portée par une alidade permettait d’observer les divers arcs qui se sont trouvés dans les directions indiquées par la théorie.
Kelalrrrarnt dm ditrrsn région* du nuage
Pendant la durée du météore, l'éclairement des diverses régions du nuage n’est pas uniforme; l’espace compris entre les deux premiers arcs est relativement obscur, la partie supérieure au second arc est plus éclairée, enfin la partie inférieure au premier est encore plus brillante. Pour rendre compte de ces particularités, cherchons dans quelles circonstances la déviation est un maximum ou un minimum :
il siillit pour cela de déterminer le signe de • On a successivement
,lp
di
4 { li -f~ ! )
fPç ,!ï '
Le signe de ^ est donc contraire à celui que prend quand on donne à i la valeur de l’incidence des rayons efficaces. Or, de l’équafion sin i — n sin r on déduit
dv
rfi*
i/c cos i di n cos r
u cos r sin i4- nsi u rcosi
. de di
signe de -jj, est donc celui de
cos r sin i — cos i sm r . .
.de
En remplaçant . par sa valeur, on a
cos r sin i
cos* f si n r acos’rsm i — cos’ i sin r
is r n cos r
L’angle r étanl plus petit que qo degrés, le numérateur esl toujours positif et l’expression prend le signe du numérateur, lequel a pour valeur
. ■ sin‘( si n ( iiiiJi . . sim
h sm i = « sin i <
si l’on suppose »•= jj; h sin i est [dus grand que > le numérateur est toujours positif, et il en est de même de -Jï; la rotation des rayons efficaces esl donc toujours un minimum, quelle que soit la valeur de le.
Il résulte de là que, si la déviation s’obtient en retranchant une quantité fixe de la rotation, la déviation est aussi minimum; si c’est la rotation qu’on retranche d’une quantité fixe, la déviation est un maximum.
Le premier arc offre un exemple du second cas. Au-dessus de cet arc. les rayons réfléchis une seule fois et qui sont les plus brillants ne peuvent arriver à l’œil de l’observateur, parce que l'angle des rayons incidents et des rayons émergents qui produisent le premier arc a la plus grande valeur possible. Au contraire, les rayons qui partent de la région intérieure à l’arc arrivent à l’observateur aus-i * bien que les rayons diffusés et produisent l’éclairement de cette région.
Pour le second arc. on se trouve dans le cas d’une déviation minimum; par suite, l’espace qui le sépare du premier arc n’envoie aucun rayon réfléchi deux fois: l’espace qui le surmonte en envoie et paraît plus éclairé, mais il esl moins brillant que la région inférieure au premier arc. Entre les deux arcs le nuage n’est éclairé que par les rayons qui ont subi plus de deux réflexions: de là son obscurité relative.
Ares surnuméraires. — Théorie d’Young. — On
voit que la théorie de Descartes, que nous venons d’exposer, rend compte des faits d’une manière satisfaisante. On peut y ajouter une particularité signalée par Arago. c’est que la lumière esl polarisée dans le plan de réflexion : en regardant le sommet de l’arc avec un prisme de ISicol dont la section principale est verticale, on constate
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un .11,1 <jue l’éclat de culte partie (lu l are est minimum; il devient maximum i|iiand on tourne du qo degrés la section principale du prisme analyseur.
Mais en observant le phénomène avec attention on remarque à l’intérieur du premier arc et à l’extérieur du second des bandes colorées figurant ce que l’on appelle des arc» surnuméraires que la théorie précédente est impuissante à expliquer. Ces arcs présentent la succession de couleurs suivante : le rouge en dehors, Je jaune, le vert et le violet, puis des alternatives de vert et de violet eu nombre variable; leur largeur va en diminuant depuis le sommet de l’arc jusqu’à l’horizon; ils ne sont pas constants dans leur apparition et ils se montrent surtout dans les pluies fines : les conditions de leur existence sont du reste un peu contradictoires, car dans les pluies lines et rares la quantité de lumière réfléchie est faible et on est exposé à ni- pas distinguer ces arcs surnuméraires.
C’est Aoung qui a attiré l’attention des physiciens sur ces particularités, sans toutefois en donner l’explication complète. La théorie de Descnrtes suppose que les intensités des rayons lumineux s’ajoutent toujours arithmétiquement, ce qui est faux pour les rayons qui émanent d’une source unique. La superposition se fait d’après le principe «les interférences: au voisinage de la direction des rayons ellicaces, on a de chaque côté des rayons qui ont même rotation et émergent parallèlement ou à peu près: l’intensité à leur point d’intersection dépend donc de la différence de marche qu’ils ont prise eu suivant dans la goutte des chemins différents.
Considérons, par exemple, les rayons ellicaces rouges tels que SI llig. uti), qui produisent le premier arc-en-ciel et dont la rotation est d’environ i 38 degrés; les rayons de même couleur qui rencontreront la goutte au-dessous du point d’incidence I de ces rayons ellicaces auront une rotation qui augmentera depuis 1 38 degrés jusqu'à 1 8o degrés, rotation du rayon SA dont l’incidence est normale à la goutte: et de même ceux dont le point d’incidence est compris entre le point 1 et le point de contact K du rayon tangent auront une rotation qui croîtra de i38 degrés jusqu'à an \ r, r étant l'angle de réfraction limite. Cet angle limite est, dans le cas du passage de? l'air dans l’eau, égal à àH" 3 à '; par suite la rotation du rayon langent en K
MÉTÉOltOLOLIK OI'TlObE. 777
sera — - ■ c|,j"tto,== i(iâ°4o'. Il résulte de là i|ii’il > aura une
infinité de sxslèmes de deux ravnns tels que SB et SC. situés de |>url
et d’autre de SI, <|iii émergeront de la goutte parallèlement, puisqu'ils auront éprouvé des rotations égales, et (pii devront s’êlre réfléchis au même point à l’intérieur de la goutte. Comme ces rayons parcourent des chemins inégaux dans les mêmes milieux, ils prendront des différences de marche et leurs intensités s’ajouteront ou se retrancheront suivant ipie ces différences seront égales à un nombre pair ou impair de demi-longueurs d’onde. Ils donneront donc lieu à des niaxima et à des minium de lumière alternatifs pour les rayons homogènes, et à des bandes colorées si les rayons incidents sont les rayons solaires.
Dans le cas du premier arc, la déviation des rayons eflicaces est un maximum: il en résulte que celle des systèmes de rayons qui interfèrent sera plus petite (‘I donnera lieu à des bandes colorées toutes intérieures à l’arc et qui sc succéderont jusqu’à la distance où les couleurs provenant de l’interférence des rayons cesseront d’être distinctes.
Si le diamètre des gouttes d’eau est très-grand, les différences de marche des rav ons croissent très-vite et les maxima et minium de lumière trop rapprochés deviennent indiscernables : ou u'observe alors qu’une bande colorée. \u contraire on les aperçoit nettement, si les gouttes d’eau sont petites, et leur ensemble constitue une série d’arcs distincts. On comprend par ces explications pourquoi leur aspect, leur nombre, leur largeur sont variables et pourquoi la partie supérieure seule du nuage, où les gouttes sont petites, convient à leur formation.
Les mêmes considérations permettent de rendre compte des arcs surnuméraires qu'on observe quelquefois à I extérieur du second
arc : ils proviennent de l’interférence de rayons situés de part et d’au Ire des rayons efficaces et qui émergent parallèlement après avoir éprouvé deuv réflexions à l’intérieur de la goutte; leur intensité est plus faible que celle des rayons du premier arc, aussi ne sont-ils que rarement visibles.
Ou reste, on peut manifester facilement l’existence de ces arcs surnuméraires en éclairant un jet d’eau avec une source lumineuse intense : c’est ainsi que .M. Babinet a pu compter jusqu’à seize franges à l’intérieur du premier arc et huit à l’extérieur du second.
flb'2. Théorie de VI. 4lry. — Surface de l'onde à l'rmer Kence de la goutte. — La théorie d’Young indique les lacunes qui existent dans l’explication complète de l’arc-en-ciel plutèt qu’elle ne les comble. M. Ain a fait remarquer que la diffraction, bien plus «pie les interférences, doit être regardée comme la cause du phénomène. fin effet, une onde plane qui tombe sur une goutte d’eau v éprouve des modifications telles, que derrière cette goutte, au lieu d’une onde plane, on a une onde courbe ; M. Ain a cherché, par les procédés employés dans l’étude des phénomènes de diffraction , quelle est la lumière envoyée par cette onde, et les conclusions de sa théorie ont été confirmées par les observations de M. Miller.
Considérons une onde plane qui pénètre dans une goutte d’eau et cherchons ce qu’elle devient à la sortie. 11 est aisé de voir, d'abord, que la surface de cette onde est de révolution autour du rayon incident qui passe par le centre de la goutte, car tout est symétrique par rapport à cette droite. 11 suffit donc de considérer ce qui se passe dans un plan méridien que nous prendrons pour plan de la figure. Les rayons solaires incidents subissent une réflexion et deux réfractions, et leurs intersections successives à l’émergence forment une caustique à deux branches. Soit SI (fig. -rj-t) la position des rayons efficaces de Descartes; les rayons qui rencontrent la goutte au-dessus du point I forment une branche E'Kti de in courbe «pii est asymptote à la direction l"B des rayons efficaces émergents (car les rayons infiniment voisins de SI tendent à être parallèles à l"U au sortir de la goutte), et qui de plus est tangente en K à la direction d’émergence du rayon incident très-voisin de celui qui est taugmit à la circonfé-
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ronce. Quant aux rayons <|ui rencontrent la goutte au-dessous du point I, ils ont, comme les premiers, une rotation moindre que celle des rayons efficaces, et forment la seconde branche A DK de la courbe
l'in-
asymptote à la direction d’émerj;ence l"R prolongée en sens contraire, et tangente en A au rayon incident SA normal à la circonférence, lequel est la direction d’émergence du rayon extrême.
On démontre, dans l’étude de la propagation des ondes lumineuses, que, si l’on prend une développante de cette caustique, les rayons partis en même temps d’une section droite du faisceau incident arrivent ensemble à la développante. Si donc on fait tourner celte développante autour du rayon incident qui passe par le centre de la goutte, on engendrera une surface qui sera celle de l’onde derrière la goutte. Celte développante, en vertu du théorème de Gergonne, coupe orthogonalement les rayons émergents compris dans le plan de la figure; elle est donc normale ù la direction d’émergence l'R du rayon efficace au point 0, où elle rencontre cette droite ou son prolongement TT; son rayon de courbure devient infini en ce point, d’où il suit qu’elle présente en 0 un point d’inflexion, et de part et d’autre de ce point la forme HOL.
Pour trouver l'équation de celte développante, prenons pour axe des y la direction d’émergence OY (fig. 5*73) des rayons efficaces, et pour axe des x une perpendiculaire à OY passant par le point 0 et dirigée vers le côté d’où vient le rayon incident.
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On peut représenter In développante par i%*<ju{ition
ÿ«= Vr4 B.r- + ( i.c3 -+- Dx 4
ce qui donne A o, B o, el l'équation de la courbe est
Comme l’origine des coordonnées est un point d’inflexion, on a, pour .r — o ,
IVous pouvons ne prendre que trois termes, car x est toujours très-petit dans la portion de courbe (pie nous considérons.
Fig.
Telle est 1’équulinn de la section méridienne MOL de la surface de l’onde.
A53. recherche de l'action de l'onde émerjrente mr ramène à celle de l’action d'une nection méridienne. —
On démontre, en appliquant la méthode suivie pour l’explication des phénomènes de diffraction, (pie l'action de celte onde sur un point éloigné M, voisin du rayon efficace, est proportionnelle à l’action du méridien dans le plan duquel se trouve ce point. Pour cela on joint ce point M à un point quelconque S de la courbe méridienne : si l’on considère le parallèle engendré par le point S, on voit (pie le point le moins éloigné de M est le point S lui-même, et si l’on prend sur ce parallèle, à partir de S, des points tels (pie la différence de leurs distances à M soit égale à une demi-longueur d’onde pour deux points consécutifs, on aura décomposé le paral-
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lèle en uni' série d'arcs tels que lu différence ilr*s rayons vecteurs émanés de M est constante. La grandeur de ces arcs dits élhnentuires décroît à mesure qu’on s’éloigne de S, et que leur obliquité croit: donc la vitesse absolue des vibrations que chaque arc envoie en M diminue quand la distance a S augmente; ces vitesses ont des signes alternativement positifs et négatifs, à cause de la différence moyenne de ~ qu’ont les rayons vecteurs consécutifs. Si m, m', m ", ... sont les vitesses absolues qui correspondent à chaque arc. la série à ternies décroissants
représente la vitesse totale des vibrations en M. La limite de cette série est comprise entre 1 — m et i ; elle est donc une fraction de la vitesse envoyée par le premier arc ou un multiple de la vitesse envoyée par le point S lui-méme.
On trouvera de même que l’action exercée par un autre parallèle est un multiple (h* la vitesse qu’envoie celui de ses points qui est dans le méridien de M. Le facteur par lequel il faut multiplier la vitesse varie sans doute, puisque les différents points de la courbe méridienne ne sont pas dans les mêmes' conditions: mais, dans une étendue géométriquement peu considérable, on peut le regarder comme constant; il en résulte que la vitesse envoyée par toute la surface de l’onde est proportionnelle à celle qu’envoie la courbe méridienne. Et si l’on envisage les points peu éloignés de la direction des rayons efficaces, on peut encore, pour tous ces points voisins, regarder comme constant le fadeur qui multiplie l’action de la courbe méridienne sur l’un d’eux.
A54. Action de in aeellon méridienne de In surface de l'onde sur un point nitué dont non plnn. — Les considérations permettent de ramener un problème de figures à trois dimensions à la géométrie plane : il suliirn en effet de chercher l’action de la courbe méridienne sur un point situé dans son plan et dont ou fera varier la position: on aura ainsi la distribution des intensités lumineuses à différentes distances des rayons efficaces.
Soit M un point quelconque dont /> et ij sont les coordonnées :
LEÇONS SUH L’OPTIQUE.
nous supposerons toujours M très-éloigné de la goutte et très-voisin des rayons cflicaces, c’est-à-dire tf très-grand par rapport à p. La vitesse de vibration envoyée en M par un élément dt situé en S, dont les coordonnées sont x et y, est proportionnelle à sa longueur dt et au sinus d’un multiple du temps. Si la vitesse de vibration en
un point de la surface de l’onde est représentée par sin aw cette
expression convient à toute la surface de l'onde d’après sa définition même: et si l’on considère une onde sphérique issue de S à cette époque l, elle ébranlera le point M qui est à la distance S, à l’époque
r -t- Y î on il,,ra ,l°nr 1° v'L‘sse envoyée par le point S en M à l’époque/ en remplaçant, dans sinair.-pi t par t — ce qui donne
si,,9*(-ï-x)’
11 faut encore introduire une fonction k île la distance S et de l'inclinaison de MS sur l’onde, ce qui donne pour l’action de l’élément considéré en S
A'i/ssin a7r
De plus, la petitesse de l’abscisse par rapport à l’ordonnée et la faible étendue de la courbe rendent l’inclinaison de dt extrêmement petite, de sorte que d» = dx\ le contact est en effet du second ordre. Cette faible inclinaison est cause que l’angle de SM avec la courbe est sensiblement constant, et, comme la distance SM est extrêmement grande et que ses variations sont relativement très-petites, le facteur k, qui dépend de ces deux quantités, peut être considéré comme constant : la vitesse envoyée par l’élément dt au point M sera donc proportionnelle à
dx sin 97r — ÿj •
La vitesse reçue par le point M sera la somme des vitesses envoyées par chacun des éléments de la courbe, c’est-à-dire l’intégrale tle l’expression précédente étendue à toute la courbe.
Il faut remarquer que l'équation '|u'‘ nft,,s nvons
adoptée pour la courbe, ne représente rigoureusement la section méridienne de l’onde que dans une très-petite étendue; il semble donc qu’elle soit insuffisante si l’on intègre en prenant des limites infinies; mais comme les éléments éloignés n’introduisent pas de changements sensibles dans les valeurs des intensités, il est peu im-
portant que l'équation y = — représente plus ou moins complètement l’onde linéaire à une distance un peu grande de l’axe des y.
Prenons donc pour expression de la vitesse
en développant, on a
sin ‘>tt .y. | il.r eus -iir r — eus ew ,j. | il.r sin -jn î •
ür on sait que, si la vitesse d’un mouvement vibratoire est représentée par
A sin ->7r .y. — B cos -vn y.
et qu’on pose
y= tangô.
cette vitesse peut s'écrire
\ = V# + B* [-== sin nw.y — - JL= COS « J) = V A* •+- B2 sin ^ •tir y — 6 ) •
et l’intensité du mouvement vibratoire est A* + B‘J = I*.
455. Calcul de l’intenaité luminruvr en un point quelconque. — C’est cette intensité qu’il importe de chercher dans lu question qui nous occupe; nous allons donc étudier In variation de
I* = ^ J" dj: cos *»ir j ^ 2 + ^ f dx sin air j et calculer cette quantité avec une approximation suffisante.
Vcrdct. IV. — Conférences île p|i\Mi|ue. .*»o
On a
x étant toujours très-petit, on pool négliger ,r°. i*t si l’on pose
jfl 4. ,fi = r-,
il vient
ip. r — .t3 —
a 7.1-’ Üïï’’
en oxtravanl la racine carrée d’après la formule du binôme. on trouve
et en supprimant les termes qui rontiennent x à une puissance supérieure à la troisième,
p.r j! , q.r' p' .r5 r’ ac' 3 «* c1 ac'
/u-' p’ .r’ \ ac' ar“ /’
ou encore
On peut simplifier celte valeur. En effet, ^ est la tangente de l’angle nue fait avec l’axe des y le rayon vecteur allant de l’origine au point où l’on cherche l’intensité de la lumière, et cet angle est toujours très-petit; on peut donc négliger les puissances de - supérieures à la première et c se réduit alors à
en portant cette valeur dans l’expression de S, elle se réduit à
7 ai/ r a (/'
:ia'
On peut faire disparaître le terme en x1 en choisissant une nouvelle variable x telle que
lîl-
il vient alors
I '2(1 If »/ ’2(j '2(f \ if/ V/V V 'if// VI// 3/1* /
et, pn né^li|;eant les termes <|ui contiennent le facteur
, - r + S, - •r’ + b -/ + rb (r'5 - 3"5 ÏT')’
f désignant l'ensemble des termes indépendants de .r'.
Telle est la valeur qu’on doit mettre pour S dans les intégrales; du reste ilx — iLr. On a ainsi pour expression de l’une d’elles
, . \i i r sin -vit . t — « I I A
Mais en changeant l’origine du temps, de sorte que
l’expression se simplifie un peu et l’on a pour valeur de l’intensité lumineuse au point M
I- - [ J ,lr
+1 J^'sinS<r',-3',fÇT)]J’
Supposons n et X connus : les valeurs de ces intégrales, qui sont définies, bien que nous n’ayons pas encore fixé leurs limites, dépendent seulement de tangente de l'angle des rayons efliraces
avec la direction suivant laquelle on cherche l’intensité de l’éclairement. On peut donr calculer une table des valeurs de i dans les diverses directions et étudier ses maxima et ses niinima.
Four effectuer ce calcul , on pose
air.r’’
d’où l’on déduit
x — tr y — — »
il.r' — dir r1 .
Siibstiluniil ras valeurs dans le premier ternie de l2, on a *>/— I *'/'»' cos ( tr1 - .V P tr v3/^ ) .
ou
Si l’on pose
..i fa* “I V '<
les deux termes de I* deviennent
y — J nie ros - ( tr‘ - mtr), \ <hv sin ^ ( tr3 — mtr ).
Ces intégrales, analogues à des fonctions d’ordre supérieur de la variable, jouissent de la propriété suivante : si k est une valeur très-
très-grand devant I . En effet, supposons
qu’une valeur considérable de tr rende, pour une valeur constante de m, l’expression tr3 — mtr égale à h u — i . nombre assez grand en valeur absolue : le cosinus de ^ (ùtt — i ) est nul. Si alors on fait croître
tr jusqu’à ce que tr3— mi v prenne la valeur ^itt-f- t , le cosinus reste positif dans tout cet intervalle. Si au contraire tr croît de sorte que tr3 — mtr varie de /itt-f-i à 6m -f- 3 , les éléments de l’intégrale seront tous négatifs. Pour de grandes valeurs de n, un très-petit accroissement de tr suffira pour produire ces variations, et plus n sera grand plus seront petits les accroissements. La somme d’éléments
tous positifs, résultant de la variation de a depuis sa valeur initiale jusqu’à ic-f A,u?, est égale à A,ir multiplié par une valeur moyenne de l’élément. Soit M|A,u' celte somme, résultant d’une variation
qui fait passer de ( à// i ) ” à ( '\n -+- •) ” l’expression qui est sous le cosinus; soit de même MaA.,u? la somme résultant de la variation qui fait passer la même expression de (4«+ ij”à (4«-|-3)”.
Les quantités A, te, A., te vont en décroissant à mesure que œ croit; car si l’on pose
A (te3 — tnte) = ti
ou
( 3 te- — m) A, te — m.
on voit (|uc A,ir est d’autant plus petit que te est plus grand. Ainsi chacune de ces périodes où le signe du cosinus reste constant donne des termes alternativement positifs et négatifs et qui décroissent indéfiniment; on peut donc tout négliger à partir d’un certain terme, comme nous l’avons indiqué.
Si maintenant on remarque que tv est très-grand par rapport à X, on voit que dans l’étendue de la courbe w aura de très-grandes valeurs, et, pour limites des intégrales, on pourra prendre — o© et -f- oc .
Comme il s’agit de comparer les intensités lumineuses en divers points tels que M, ou peut supprimer le fucteur constant
rr,
dtt
? cos - ( UT a '
p) jJ + [J dw sin * ( ro* — mi u?) p •
L’intégrale du sinus île — oc à -)-oc est nulle; celle du cosinus est égale à
A =*» 9 J dtr cos” | if3 — wir ).
et comme les maximu et les minima du carré coïncident avec ceux de la quantité même, il suflira de chercher pour quelles valeurs de m relie quantité est maximum ou minimum. A est en effet une
fonction de m: on la calculera pour des valeurs positives et négatives de m variant pur dixième à partir de zéro, et, à l'inspection de la table, on verra dans quels intervalles sont compris les maxirna et les miniina. On aura, en général, pour deux intervalles tels que
des valeurs de A telles que
Mais on peut dans ces intervalles représenter la fonction par une formule parabolique u+bm + cm* et calculer exactement la valeur de m (pii correspond au maximum. Or, on sait que
aux valeurs de m qui donnent les maxime et les miniina correspondent donc des valeurs de ^ qui leur sont proportionnelles. On peut donc déterminer sinon les valeurs absolues de |j. du moins leurs rapports, c’est-à-dire les rapports des tangentes des angles que font les directions des rayons efficaces avec les directions des inaxima et des miniina d’éclairement. Ces rapports sont indépendants des dimensions des gouttes d’eau.
A56. KSaiiluu. — M. Airy a effectué une série de calculs de ce genre; il a trouvé que, si m est négatif et d’abord très-grand en valeur absolue, l’intégrale varie sans inaxima ni miniina et croît rapidement quand m tend vers zéro; mais le maximum n’arrive pas pour »t= o, il correspond à une certaine valeur positive de m. Au delà de ce premier maximum, on a, pour des valeurs positives et croissantes de ni, une série de miniina et de maxirna dont la valeur absolue est moindre que celle du premier maximum.
De là résultent les conséquences suivantes : 1° la déviation du premier urc-en-ciel ne correspond pas à m — o, c’est-à-dire à la déviation des rayons efficaces, mais elle est un peu plus petite; •j" pour des valeurs négatives de m, c’est-à-dire lorsque la déviation
esl plus grande que celle des rayons efficaces, l’intensité lumineuse diminue rapidement; par conséquent, l’éclairement à l’extérieur de l’arc est très-faible à une petite distance; 3° pour des valeurs positives de m, c’est-à-dire pour les déviations moindres que celles des rayons efficaces, il y a une série de mavima cl de minium de lumière; le premier maximum produit le premier arc-en-ciel, et les autres les arcs surnuméraires qu’on observe dans son intérieur.
à 57. Variation des dimensions angulaires de l'are avec le diamètre dea gouttes d’eau. — Ainsi la théorie de Descartes nous induit en erreur et sur la position de l’arc-en-ciel et sur les variations d’éclairement dans son voisinage. L’orc-en-ciel qui correspond au premier maximum est toujours un peu intérieur à celui qu’indiquerait cette théorie. Il s’en rapproche si les gouttes de pluie sont grandes, il s’en éloigne si elles sont petites, et les distances des autres mavima et minium suivent les mêmes variations. En effet, on a
</ 4 y 3asX’
formule qui montre comment une même valeur de m peut donner pour ^ des valeurs plus petites lorsque n* augmente; or, il est aisé
de voir que a varie proportionnellement uu rayon de la goutte. (Considérons, en effet, deux gouttes d’eau de rayons différents r et r' : les sections méridiennes des ondes émergentes seront des courbes semblables dans lesquelles le rapport de similitude sera le rapport des rayons: par conséquent, si l’on désigne par n et a’ les valeurs du paramètre pour les deux courbes, par x et y, x' et y' les coordonnées de deux points homologues de ces courbes, rapportées respectivement à leur point d’intersection avec la direction du rayon efficace pris pour origine, les équations des deux courbes seront
H on aura
On va déduit
r il'
Or. - varie en raison inverse de a‘; il varie donc aussi en raison <1
inverse de r*. Donc, si le rayon devient plus petit, - devient plus
grand ; les arcs surnuméraires sont donc d’autant plus écartés les uns des autres que le diamètre des (jouîtes est plus petit, et, de plus, l’écart entre le premier arc-en-ciel et la position que lui assigne la théorie de Descartes augmente lorsque le diamètre des gouttes diminue.
En déterminant l’exacte position d’un maximum donné, on pourrait déduire le rayon des gouttes de pluie; mais l'effet produit par le diamètre du soleil ôte à ce procédé toute précision.
4f>8. CSénéralIté de la théorie de RI. Airy . — La théorie de M. Airy se prête aussi bien à l’explication des phénomènes que présentent les rayons qui sortent des gouttes d’eau après deux réfractions cl un nombre quelconque de réflexions. Si on l'applique au cas de deux réllexions, on trouve que le second arc-en-ciel correspond à une déviation un peu plus grande que celle des rayons cllicaces de la théorie de Descartes, et que l’écart augmente lorsque le diamètre des gouttes diminue; de plus, qu’à l’intérieur de cet arc l’intensité lumineuse diminue rapidement, et qu’à l’extérieur il se produit une série alternative de maxiina et de minimu de lumière qui donnent lieu à des arcs surnuméraires d’autant plus écartés les uns des autres que les gouttes d’eau qui les produisent ont un plus petit diamètre.
La théorie de M. Airy a été vérifiée par les expériences de M. .Miller. On produisait dans une chambre obscure un jet d’eau que l’on éclairait par un faisceau étroit de rayons solaires; on observait avec un théodolite un arc surnuméraire d’ordre déterminé dont on relevait les dimensions angulaires, on mesurait les tangentes des angles qui correspondent aux autres arcs, et, comme ces rapports des tangentes sont théoriquement déterminés et qu’ils sont indépendants du diamètre des gouttes d’eau, il a été facile de comparer
avec l’expérience les prévisions de la théorie et d’en démontrer l'exactitude. Les vérifications faites sur des arcs naturels ont conduit aux mêmes résultats.
459. Are-en-elel blanc. — L’arc-en-ciel blanc est un phénomène peu commun qui s’observe sur des brouillards épais se résolvant en pluie à gouttelettes très-fines. Il se manifeste sous la forme d’un arc de cercle qui présente la couleur rouge en dehors et dont le demi-diamètre apparent est plus petit que celui de l’arc-en-ciel ordinaire; il varie entre 38° et 4i°,5, limite à laquelle il se confond avec le premier arc-en-ciel. Bouguer a observé dans les Cordillères que la valeur de ce demi-diamètre était descendue à 33°, 5, mais aucune observation postérieure n’a donné un angle aussi faible.
L’explication la plus plausible de l’arc-en-ciel blanc consiste à l’attribuer à l’action de la lumière sur des gouttelettes d’eau d’un diamètre suffisamment petit. Si l’on applique, en effet, la théorie de Descartes complétée par M. Airv, on remarque que la direction du maximum de lumière est d’autant plus éloignée de la direction des rayons efficaces que le diamètre des gouttes d’eau est plus petit. Si l’on suppose les gouttelettes très-fines, l’arc tend à se rapprocher du centre, et, d’après les calculs de M. Haillard, le demi-diamètre angulaire peut être compris entre 4i°,5, valeur correspondant au premier arc-en-ciel ordinaire, et 35°, ce qui est conforme aux résultats de l’observation.
Il est rare que les couleurs soient séparées dans l’arc-en-ciel blanc, et cela tient à diverses circonstances. D’abord, comme dans l’arc ordinaire, à cause des dimensions angulaires du soleil, le phénomène observé n’est que la superposition de tous les effets que produiraient les divers points isolés de l’astre : de là un mélange de couleurs qui produit l’aspect blanchâtre de l’arc bordé seulement d’une teinte rouge. De plus, si les gouttelettes d’eau sont trèspetites, la quantité de lumière réfléchie dons leur intérieur doit être très-faible, et, l’arc étant peu intense, on n’en distinguera pas la coloration. A celte dernière explication ou peut objecter que les gouttelettes étant très-petites réfléchissent, il est vrai, peu de lu-
uiièrc: mais connue, sous le menue volume, il y en a un plus grand nombre, l’cflel lolal produit doit «lire le mi'ine nue si les gouttelettes avaient les dimensions ordinaires. Toute difficulté disparait si l’on remarque que les gouttelettes sont de diamètres très-différents : chaque système de gouttes d’un diamètre déterminé donne lieu à un arc particulier, et le phénomène que l’on observe, étant produit par la superposition de tous ces arcs colorés, doit présenter une teinte blanche uniforme, sauf sur les bords de la zone, où la coloration doit être très-faible.
Ilien que celte explication de l’arc-en-ciel blanc paraisse satisfaisante. il n’est pas sans intérêt d’indiquer une théorie qui avait été proposée par Bravais. Supposons dans l’atmosphère des vésicules aqueuses dont l’enveloppe, sans augmenter de diamètre intérieur, s’accroîtrait extérieurement par suite de la condensation de la vapeur. et qui auraient par conséquent une couche liquide d’une épaisseur comparable au rayon de la cavité intérieure. Considérons les rayons qui arrivent sur la vésicule : une partie de ces rayons, après avoir été réfléchis à l’intérieur de la couche liquide, seront renvoyés vers l’observateur; ils seront évidemment compris entre deux surfaces coniques, l’une formée par les rayons tangents extérieurement à la goutte, et l’autre formée par les rayons qui, après s’être réfractés, sont tangents à la sphère intérieure. Si donc la couche liquide est suffisamment épaisse, elle pourra laisser passer les rayons efficaces qui engendrent l’arc-en-ciel ordinaire. .Mais, pour une épaisseur moindre, il ne sortira de la goutte que les rayons compris entre les deux surfaces coniques dont nous venons de parler et qui laisseront voir une large bande éclairée qui est l’arc-en-ciel blanc.
in. phénomènes produits paix l* action i>k lx lumière
SUR DES CRISTAUX DE GI.ACE EX SISPEXSION DANS L'ATMOSPHÈRE
h li 0. Phénomène!) divers produit» par des erlitaux de glace. — Les phénomènes qui prennent naissance lorsque des cristaux de glace sp trouvent disséminés dans l’atmosphèrc ne sont jamais isolés; il s’en produit le plus souvent plusieurs qui apparaissent simultanément, parce qu’ils dépendent de la même cause.
On tienne le nom de halos a des cercles colorés <|iii se montrent autour du soleil et <|uel<juc(ois de la lune: le plus fréquent a un demi-diamètre angulaire de au degrés. L’ordre des couleurs est l’inverse de celui que présentent les couronnes : le rouge est à l’intérieur et le violet à l’extérieur. Ce phénomène, très-fréquent dans les régions septentrionales, n’est pas rare dans nos climats; on en note plusieurs par semaine dans les observatoires météorologiques.
Un autre cercle, dont le demi-diamètre est de 46 degrés, entoure le premier et présente les couleurs dans le même ordre: c’est le halo de 46 degrés.
Le phénomène le plus fréquent après celui-là consiste en un cercle blanc passant par le soleil et parallèle à l’horizon. On le nomme cercle parhélique.
Sur ce cercle se trouvent plusieurs images blanches ou colorées: aux points où ce cercle rencontre le halo intérieur sont deux images du soleil colorées en rouge en dedans. Ces images sont assez nettes quand le soleil est à l’horizon: quand il est plus élevé, on les observe un peu nu delà de l’intersection. On les nomme jmrhélies.
Plus rarement on observe deux images analogues aux précédentes, situées aussi sur le cercle parhélique, mais à l’intersection du halo de 46 degrés.
Plus rarement encore, et toujours sur le cercle parhélique, on observe d’autres images du soleil, c’est-à-dire des points où se manifeste un accroissement brusque de lumière. Ces points n’ont pas «le position fixe. On les rencontre entre yo et i 4o degrés à partir du soleil. On leur donne le nom de parmitliélies. L 'anthilie est une image blanche que l’on voit sur le cercle parhélique à l'opposé du soleil.
En dehors du cercle parhélique se trouvent quelquefois des courbes moins simples que les halos et le cercle parhélique. Du parhélie appartenant nu halo de a a degrés parlent deux arcs obliques que l’on nomme arcs de Lôwiti.
D’autres fois, à la partie supérieure cl à la partie inférieure de chaque halo, ou voit des arcs langeais qui. pour le halo de au degrés, se prolongent quelquefois et linissent pardonner une sorte de
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halo elliptique; le halo de U 6 degrés présente aussi des arcs tangents. mais ees arcs ne se prolongent jamais.
Enfin, sur les côtés, on voit quelquefois des arcs tangents supralatéraux ou infralatéraux.
Tous ces phénomènes peuvent être étudiés théoriquement.
Il en est d'autres moins connus : ce sont des lueurs secondaires qui paraissent être les images des phénomènes ci-dessus décrits qui se reproduisent autour de certains centres tels que les parhélies. lesquels agissent comme des sources pouvant donner lieu à des phénomènes analogues à ceux que produit le soleil, mais bien moins intenses; ce sont des halos extraordinaires, des arcs circumzénilhaux situés au-dessus du soleil et qui semblent embrasser le zénith; des halos inclinés sur l’horizon, des courbes passant par l’anthélie, enfin des images du soleil hors du cercle parhélique, quelquefois au-dessus, quelquefois au-dessous, le plus souvent disposées en série sur une ligne verticale.
Ces phénomènes ne peuvent s’expliquer par l’action de vésicules ou de gouttelettes d’eau sur la lumière, comme les couronnes et l’arcen-ciel. De plus, ce sont des phénomènes produits le plus souvent par réfractiôn, car la plupart sont diversement colorés; ils doivent tenir à des particules réfringentes peu fréquentes, puisqu’ils n’ont qu’un éclat assez faible quand on les observe dans nos climats, lisse manifestent plus souvent en hiver qu’en été, lorsque le temps est sec et qu’apparaissent des traces de cirrus, ces nuages les plus élevés (pie l’on observe souvent dans les régions boréales. Au pôle nord ces phénomènes brillent tous les jours d’un éclat extraordinaire; en Finlande et à Moscou on leur trouve une complication et une intensité inconnues dans nos pays.
C’est à l’eau congelée ou à l’existence d’aiguilles de glace dans l’atmosphère que Mariolte a eu recours pour expliquer quelques-uns de ces phénomènes, et l’on a attribué les autres à la même cause; mais on n’a pas évité toujours l’arbitraire et l’on a admis des angles réfringents très-compliqués qui expliquent tout. Galle et Bravais ont soumis ces théories à une discussion sérieuse, de manière à ne plus laisser de doutes sur 1a valeur de l’explication de toutes ces apparences.
4f>1. Forme dm cristaux de «lace. — D'abord, quelle esl la forme (les aiguilles de glace? La glace est un corps biréfringent à un axe, mais la différence des deux indices esl très-failde; car Brexvster a démontré qu’il faut une épaisseur assez considérable de la laine de glace pour faire apercevoir les anneaux colorés dans la lumière polarisée. L’observation directe montre que les cristaux de glace sont rhomboédriques. Si l’on place, en effet, de lu neige sous un microscope, on trouve qu’elle présente des formes dérivées du svstème rhoinboédrique. Pendant les voyages dans les régions polaires, ou même dans nos climats lorsque la neige tombe en parcelles clairsemées dans l'atmosphère, on a souvent l’occasion d’observer la neige sous forme de flocons réguliers ou de cristaux groupés suivant des lois très-régulières et appartenant au système du prisme hexagonal régulier. Les formes cristallines de la neige se retrouvent aussi dans la glace compacte; on l’observe souvent dans les stalactites de glace. M. Martins (l1 a constaté au Spitzberg l’existence de pavages analogues aux pavages basaltiques. Scoresby, qui a fait sur ce sujet des observations très-complètes, a reconnu qu’une forme cristalline se rencontre plus souvent que toutes les autres, c'est celle du prisme hexagonal, qui se présente sous deux aspects : ou très-allongé, c’est-à-dire en aiguilles qui se produisent surtout par les temps vaporeux et très-froids: ou très— aplati , c’est-à-dire en tables. Les formes aciculaires et tabulaires sont donc prédominantes.
De la forme de ces cristaux de glace il résulte que l’on aura à considérer trois espèces d’angles réfringents :
Angle de-tio degrés formé par deux faces non adjacentes;
Angle de îao degrés formé par deux faces adjacentes;
Angle de qo degrés formé par les pans avec la base du prisme.
De ces trois angles il en est deux dont la considération joue un rôle important dans l’explication des phénomènes. L’angle de i ao degrés ne peut donner de réfraction, car un prisme ayant cet angle produit la réflexion totale. Les angles de 60 et de qo degrés donneront lieu à une réfraction et à une réflexion. On peut encore avoir des angles rentrants par suite du groupement de deux cristaux.
Nous avons parlé de prismes hexagonaux dont les angles sont
W loyale» ru Scandinavie , Géographie physique, I. I, p. i 55.
<le 190 degrés; r es angles n’onl pas été mesurés, mais les figures données par Scoresby, comparées avec les observations faites à l’aide de la pince à tourmalines, ne permettent pas de doute à cet égard, (les cristaux ont l’apparence de lames hexagonales; aux sommets de l’hexagone viennent se joindre des lames hexagonales très-allongées dont l’extrémité est terminée par trois branches. Ces figures ont tout à fait le caractère de symétrie du système hexagonal, et des observations multipliées de ce genre équivalent bien à des mesures d’angles.
Nous supposerons d’abord ces prismes de glace distribués dans l’espace d'une façon tout à fait arbitraire, et nous pourrons ainsi expliquer certains phénomènes. Après avoir déduit de cette disposition indéterminée toutes les conséquences possibles, nous supposerons aux prismes des directions particulières qu’ils prennent de préférence à d’autres, et nous essayerons d’expliquer d’autres phénomènes.
462. Explication dm halo». — Le halo de 99 degrés a été expliqué par Mariette. Si I on suppose qu'il existe des prismes de glace distribués dans l'espace d’une manière quelconque, il se trouvera toujours des prismes dont les arêtes seront disposées perpendiculairement aux plans que l’on peut mener par IVeil de l’observateur et par le soleil. Or le minimum de déviation pour un rayon qui tombe sur un prisme de glace dont l’angle est de (> 0 degrés est précisément égal à *9 3 degrés. On conçoit donc que, dans toutes les directions faisant cet angle avec la ligne qui joint l’œil au soleil , on aperçoive un maximum de lumière. D'ailleurs, l'angle du minimum de déviation étant moindre pour les rayons rouges que pour les rayons des autres couleurs, il est clair que le halo devra être rouge en dedans.
Le halo de 4(5 degrés a été expliqué par Cavendish; il l’attribue à la réfraction de la lumière à travers les faces inclinées les unes sur les autres de qu degrés; la déviation minimum calculée est de 46 degrés. On explique le phénomène comme dans le cas précédent : les couleurs sont distribuées de la même manière; mais l’angle réfringent étant plus considérable que pour le halo de sa degrés, l’écartement des rayons réfractés est plus grand; il en résulte que le halo
<1p 46 degrés est moins lumineux, car la lumière est disséminée sur un anneau de rayon double el de largeur double.
La lumière des halos est réfractée sans réflexion; car on reconnaît, en observant la polarisation des rayons ipii en arrivent, que la lumière de ces halos est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence ou au plan qui passe par l'œil de l’observateur, le soleil et le point du halo considéré, tandis que, dans l'arc-en-ciel, lu lumière est polarisée dans le plan d'incidence. Comme vérification on a cherché à déterminer l’indice de réfraction de la glace, connaissant l’angle réfringent el les dimensions du halo de A 6 degrés; le nombre calculé s’est trouvé conforme à l’expérience.
Brewster a reproduit un phénomène analogue à celui qui nous occupe en faisant passer la lumière à travers un grand nombre de petits cristaux. Il cmplovait une solution d’alun comprise entre deux verres et produisant une multitude de cristaux octaédriques; la lumière en les traversant donnait un cercle brillant, mais elle n’en donnait qu’un, car il n’y avait qu’un angle réfringent.
463. Cercle parhélique. — Les halos de q a et de 46 degrés sont les seuls phénomènes que l’on puisse expliquer en supposant dans l’atmosphère des prismes de glace d’une direction absolument quelconque. Pour rendre compte des autres phénomènes dont nous avons parlé, il faut supposer des prismes présentant une situation prédominante; or la forme générale est ou aciculaire ou tabulaire: ces prismes, sous l’influence de leur poids, tendront à s’orienter d’une certaine manière : les prismes allongés se disposeront verticalement, les prismes aplatis se dirigeront de façon que leur base soit verticale.
La réflexion de la lumière sur les prismes de glace placés dans tous les sens, mais ayant leurs surfaces réfléchissantes verticales, donne lieu au cercle parbélique. Si ces petits plans verticaux sont très-nombreux, ils produisent sur l'œil la sensation d’un cercle entier. La réflexion sur les bases verticales des prismes tabulaires donne lieu au même phénomène. Cette explication du cercle parhélique est due à ïoung. Souvent l'illumination éblouissante de l’atmosphère dans le voisinage du soleil empêche ce cercle d’être vu jusqu’au point de rencontre avec le disque de l’astre.
464. Parhélie*. — Lc*s parhélies ont été expliqués par Mariotte. Ils sont liés à l’existence des prismes aeiculaires verticaux : s’il existe un grand nombre de ces prismes, ils produisent les parhélies pour les minima des déviations. Concevons une série de prismes verticaux dont les angles réfringents soient de 60 degrés. Si le soleil est à l’horizon, les rayons solaires tombent dans une section principale; la déviation minima des rayons qui traversent les prismes est de 99 degrés, de sorte <]u 'alors les parhélics sont non-seulement sur le cercle parhélique, mais aussi sur le halo de 99 degrés. Lorsque le soleil s’élève au-dessus de l’horizon, le minimum de déviation croit jusqu'à une certaine limite; on comprend donc pourquoi les parhélies ne sont pas sur le halo quand le soleil est au-dessus de l’horizon et comment cette coïncidence s’établit quand le soleil est sur le point de se coucher ou peu après son lever. Comme les diverses couleurs du spectre ont un minimum de déviation particulier, il en résulte que les couleurs s’échelonnent : le ronge est le plus près du soleil; [dus loin les couleurs se superposent et l’on a une queue blanche qui s’étale parallèlement à l’horizon sur une longueur de 10 à 90 degrés. Les parhélies sont plus brillants que les halos, car les prismes verticaux sont plus nombreux que ceux qui ont toutes les directions possibles.
Si l’on conçoit que les prismes, dans leur chute, exécutent de part et d’autre de In verticale des oscillations dont l’amplitude soit du reste très-petite, il résultera de ce balancement de l’axe des arcs obliques observés par Lôwitz. dont ils portent le nom, et expliqués par Galle et Bravais.
Le parhélic de A 6 degrés est très-rare; les observations à ce sujet font défaut et l’on n’en connaît pas exactement la place. M. Bravais les regarde comme produits à 44 degrés par les parhélies de 99 degrés qui agiraient comme le soleil.
465. Par»**théll«f. — L’explication du paranthélie et de l’anthélie est un peu plus délicate que celle des parhélies. Ce sont des points du cercle parhélique qui présentent une grande intensité. Cherchons les modifications qu’il faut faire éprouver à un rayon pour qu’il soit renvoyé dans une direction faisant avec la première
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un angle constant : il est aisé de voir «ju'il siillil de deux réflexions sur deux lames faisant également entre elles un angle constant.
Supposons, en effet, un rayon incident SI (fig. 97/1) qui tombe sur le miroir DB, est renvoyé suivant II' sur le miroir DG, et se réfléchit suivant l'R; la déviation du rayon est indépendante de l’angle
Kig. «7V. Fig. .7:..
d’incidence. Ko effet, soient 1, 1 les angles d’incidence. Par la première réflexion le rayon a tourné de 9 (90“ »). par la seconde il
a tourné de a (90" — /'); la rotation totale est donc de
3 6 0" ( 1 -j- éj :
mais dans le triangle DIT on a 90" f + 90"
d’où
r — 1 Ho" — A :
La déviation est donc Stio* A, et par conséquent elle est la mémo pour tous les rayons. Par suite, s’il existe des conditions telles que les rayons puissent éprouver deux réflexions, il en résultera une déviation constante. Or des prismes de glace, groupés de manière à présenter deux faces en contact, donnent lieu à des angles rentrants de 1 •! o degrés. Les rayons incidents qui viennent se réfléchir sur les deux faces formant cet angle éprouveront une rotation de 3<io— 1 ao= 360 degrés. U résulte de là que. si l’on mène par l’œil de l’observateur une droite passant par le centre du soleil et une autre faisant avec lu première un angle de 960 degrés, cette seconde droite coupera la sphère en un point où l’on apercevra une image du soleil. On aura ainsi deux images placées sur le cercle parhélique à 190 degrés du soleil.
\ croit. IV. — r.uiiIVrenctîs d«* plivsiqu**. 5l
La réflexion sur les faces intérieures du prisme hexagonal peut donner lieu au même phénomène. Considérons un rayon SS(fig. ay.r>) qui pénètre par l’une des faces du prisme et vipnt se réfléchir à l’intérieur en I, sur une autre face, en faisant avec la normale un anglep; le rayon réfléchi rencontrera la face adjacente suivant II' en faisant un angle p avec la normale à rette seconde face. Or, dans le triangle LU’, nn a
d’où
p-fp' — l Q O".
Or l’angle d’incidence limite est d’environ 4 9 degrés; il résume de là que l’une des deux réflexions à l’intérieur du prisme sera totale. Si le rayon émerge après avoir subi deux réflexions, il concourra il la production «lu paranthélie; si le nombre des réflexions qu’il subit est impair, il ne sera pour rien dans l’apparition de ce phénomène.
Considérons le cas où le prisme aurait pour section droite un triangle équilatéral : un rayon de lumière tel que SI (fig. 976) se
réfracte en I, et après deux réflexions en R et R' émerge en I' suivant la droite I'S'; la déviation, après ces deux réflexions et ces deux réfractions, s’obtient de la manière suivante : soient »
et r les angles d’incidence et de réfraction en I, p et p' les angles d’incidence en R et R', enfin i* et r' les angles d’incidence et de réfraction en I'. La rotation en I est i — r; en R elle est de 1 8o° — ap; eh R' elle est de 1 80° — ap'; enfin en I' il y a une dernière rotation de La rotation totale est donc
1 — r-f 1 80° — np — t— 1 80” — np'-f-i' — r — 1 8o‘’-t-i -f-f, car
r+p=(io". p-t-p' = (jo”, r-f-p’ — 60°.
Fig. ,76.
et la déviation est
Cette déviation est susceptible d’un minimum situé dans une direction qui fait un angle de q8 degrés avec celle des rayons solaires, ce qui est bien la distance angulaire du premier parnnthélie du soleil.
466. AntHélle. — L’anthélie est une tache lumineuse blanche, n’offrant pas un disque nettement terminé. Son diamètre excède souvent le diamètre apparent du soleil. Pour expliquer ce phénomène, on suppose que les prismes hexagonaux lamellaires se disposent de manière à avoir leür axe cristallographique horizontal, et de plus l’une des trois diagonales verticale. Considérons les rayons qui, après avoir traversé l’une des quatre faces verticales du cristal, se réfléchissent deux fois dans l’intérieur des quatre angles dièdres de 90 degrés formés par ces faces et ressortent par la face d’entrée. Il est facile de s’assurer que ces rayons donnent naissance à l’anthélic. Supposons, en effet, que le soleil se lève et que les rayons incidents soient horizontaux; faisons une section dans le prisme par un plan horizontal qui sera le plan de la figure. Soit SIRR'l'S' (fig. 977) la route du rayon deux fois réfléchi : d’après ce que nous
avons vu plus haut, la somme des angles IRR', RR'I'= 1 80 degrés ; donc les deux directions IR, l'R' sont parallèles; il en est de même de SI et ST. Des deux réflexions, la seconde ne peut jamais être totale en R'; sans quoi, IR étant parallèle è l'R', le rayon ne serait pas entré dans la lame, car s’il arrivait suivant RI il se Mais la première réflexion en R peut être totale, et elle le sera si l’angle d’incidence en R est au moins égal à 4 9 degrés. Dans ce ras le phénomène présentera un plus vif éclat. Lorsque le soleil a une certaine hauteur au-dessus de l’horizon, les résultats que l’on obtient sont à peu près les mêmes.
réfléchirait totalement en
Sur les dessins des cristaux de glace observas par Scoresbv on remarque des systèmes de stries parallèles, inclinés l’un sur l’autre de fio ou de (io degrés. Ces systèmes donnent naissance h des courbes obliques qui passent par l’antbélie : c’est un phénomène d'astérisme dont l’explication est due à Bravais.
467. Are* tunjcrnlH. — Les arcs tangents ont été expliqués' parVoung. Si, parmi les prismes dont les angles réfringents sont de Oo degrés, il en est un grand nombre à axes horizontaux, ils donneront une infinité de parhélics dont l’un sera leparhélie de aa degrés, et qui se prolongeront sous forme de deux arcs tangents au halo et pouvant se réunir en constituant une courbe unique dont la forme déterminée par le calcul est une ellipse; mais la portion inférieure et la portion supérieure sont plus visibles que la partie moyenne. C’est \ enluri qui a fait voir que le halo elliptique était formé par la réunion des deux arcs tangents.
Lorsque ces prismes à axes horizontaux prédominent dans l’atmosphère, les pans de ces prismes ayant de petites dimensions laissent donc passer peu de lumière; aussi l’intensité des arcs tangents qu’elle produit est-elle très-faible relativement à celle du cercle parbélique.
Les arcs tangents au halo de 46 degrés s’observent plus souvent et ont plus d’éclat : ils sont dus à la réfraction île la lumière par les angles réfringents de qo degrés que présentent les prismes verticaux non pointés, très-fréquents dans l'atmosphère. Chaque système de prismes dont l’arête est parallèle à une direction particulière dans le plan horizontal donne lieu à un point, et la série de ces points forme l’arc tangent au halo. Celte explication, donnée par Calle, a été complétée par les calculs plus développés de Bravais.
Les arcs tangents latéraux sont dus à des prismes tabulaires à axe horizontal.
468. Phénomènes iteeondaire*. — Les phénomènes suivants ont été rarement observés et mal mesurés: ce sont le plus souvent des cercles dont le soleil n’est pas le centre, des parhélics et pnranlhélies qui ne satisfont pas aux conditions précédentes: on
les regarde comme des phénomènes secondaires produits par les précédents.
Si l'on considère un point <|uelcon(|Uc appartenant à un parhélie, à un halo, à un arc tangent, etc., comme une source lumineuse située dans lu partie du nuage générateur la plus voisine du soleil, ce point lumineux pourra à son tour donner naissance à des parhélies. halos, etc., dans le trajet des rayons à travers la seconde moitié du nuage, celle gui avoisine l’observateur. On aura ainsi des parhélies secondaires, etc., que l’on sera quelquefois porté à confondre avec les phénomènes primitifs d’une autre série.
Area lénltlisut. — Halos extraordinaire*. — Il est
d’antres phénomènes, tels (pie certains arcs du zénith, que l’on ne peut expliquer qu’en admettant d’autres angles réfringents sur les pointemenls des prismes.
On observe aussi quelquefois des halos extraordinaires dont l’angle n’est ni de a a ni de 46 degrés: ils sont dus à d’autres angles réfringents que l’on pourrait déduire de là et comparer aux angles que comporte le système cristallin de la glace.
470. Colonne* Inminrimm. — Fmii soleil*. — Des lueurs blanches, verticales, semblables à des colonnes lumineuses, se montrent quelquefois à l'époque du lever ou du coucher du soleil ou de la lune; parfois même ces lumières accompagnent les astres dans leur route sur la sphère céleste. Bravais attribue ces phénomènes à la réflexion des rayons lumineux sur les bases inférieures de prismes peu écartés de la position verticale. Si même il arrive que ces prismes soient immobiles, ils forment un miroir parallèle à In surface terrestre. Il en résultera une image blanche du soleil, circulaire et aussi élevée au-dessus de l’horizon que l'astre est abaissé au-dessous. On aura ainsi un faux soleil qui descendra vers l’horizon à mesure que le soleil s’éloignera du lieu de son lever. C’est ce phénomène qu'aperçut le Hollandais Bnrefilz dans le célèbre hivernage qu’il fit à la Nouvelle-Zemble.
On aperçoit quelquefois des faux soleils en contact avec les bords du vrai soleil, peu après le lever ou peu avant le coucher. Il arrive
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aussi que les colonnes blanches se disposent en croix, ce qui semble prouver ipie les phénomènes sont dus à la réflexion de la lumière dans des cristaux.
471. Expérience* de Bravai* mr la reproduction artificielle de ee* phénomène*. — Bravais a essayé de reproduire artificiellement quelques-uns de ces phénomènes, par exemple les parhélies.
Ils sont produits par des prismes verticaux de 60 degrés dans une position telle que les rayons solaires soient dans la direction du minimum de déviation. Comme on ne peut placer une infinité de cristaux dans toutes les positions possibles, Bravais fixe un prisme de 6 o degrés sur un axe vertical et lui imprime, à l’aide d’un mécanisme d’horlogerie, un mouvement de rotation assez rapide pour qu'il fasse une centaine de tours par seconde. En plaçant ce prisme devant une source de lumière, une bougie, placée à 7 ou 8 mètres de distance cl à la même hauteur que le prisme, dans une salle obscure, on produit, en un instant unique pour l’œil de l’observateur, la série variée des positions des prismes verticaux de glace, de sorte qu’on devra apercevoir à travers le prisme tournant des phénomènes analogues à ceux qu’offre, vu de loin, un nuage composé de prismes de glace verticaux. On peut aussi réaliser ces expériences avec un prisme de verre ou d’eau et se servir de la lumière solaire, à la condition d’en affaiblir convenablement l’éclat. On constate ainsi que, dans la direction qui correspond au minimum de déviation, on a une image d’une intensité bien plus vive que dans toute autre direction et qui représente le parhélie.
Pour observer le paranthélie, Bravais dispose sur le même axe mobile deux lames réfléchissantes inclinées l’une sur l’autre de Go degrés; il les fait tourner très-rapidement pour obtenir l’effet d’un grand nombre de systèmes réfléchissants semblables, orientés d’une manière quelconque. On observe ainsi une image de la source lumineuse dans une direction qui fait un angle de 130 degrés avec la ligne qui va de I’umI de l’observateur à la source. Dans toute autre direction il y a cependant aussi de la lumière réfléchie après une seule réflexion.
Pour reproduire le phénomène de l’anthélie, il suffit de faire pénétrer un rayon lumineux dans un milieu réfringent limité par des faces faisant entre elles des angles de cjo degrés. A cet effet, on remplace le prisme tournant par une lame rectangulaire de verre à arêtes verticales, et, pour éviter la multiplicité des images, on noircit trois des faces latérales et on laisse à découvert seulement la quatrième II' (fig. 277). C’est par cette face que les rayons lumineux entrent , et ils sortent après s’être réfléchis sur les faces R et R' en suivant la roule SIRRTS'. On augmente encore la netteté du phénomène en dépolissant la face opposée à R, qui ne doit pas être rencontrée par les rayons lumineux. On dispose l’arête d’intersection des deux faces R, R', sur lesquelles s’effectuent les deux réflexions internes, suivant l’axe de rotation de l’appareil; et, pour que la tête de l’observateur qui reçoit les rayons I'S' n’intercepte pas les rayons SI, on place la bougie de l’autre côté de la lame et on reçoit la lumière qui en émane sur un petit miroir vertical placé à 9 centimètres de la lame et qui la renvoie sur l’appareil suivant SI. En amenant le plan vertical du miroir à être perpendiculaire au plan vertical passant par l’axe de rotation de la lame et par le centre de la flamme de la bougie, l’observateur, placé immédiatement audessous du miroir, voit se former dans la direction de l’axe de rotation une image non colorée de la source lumineuse, et cette image sera parfaitement fixe [tendant le mouvement de la laine, si l’arête de l’angle dièdre RR' est rigoureusement parallèle à l’axe de rotation de la lame.
On peut imiter aussi les arcs obliques de l’anthélie. A cet effet, 011 remplace la lame précédente ou le prisme tournant par une lame de verre disposée verticalement et par conséquent parallèle à l’axe de rotation de l’appareil. On produit à sa surface un système de stries parallèles en passant, dans une direction convenable, le doigt légèrement graissé : il convient que les stries soient inclinées de 35 degrés environ sur le plan île l’horizon; il est indifférent, du reste, que l’une des faces de la lame ou toutes les deux portent des stries, pourvu que dans ce dernier cas les deux systèmes soient parallèles. Lorsqu’on fait tourner la lame en face d’une source de lumière et qu’on regarde cette source à travers la lame.
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on voit des stries lumineuses diverger de la source. Si la source lumineuse est dans le plan horizontal qui passe par le centre de la laine, la croix est formée par deux arcs de grand cercle <pii se coupent suivant des angles latéraux de 110 degrés; l'angle supérieur ou de raccordement est donc de 70 degrés, douille de l’inclinaison des stries. Si la bougie a une élévation de ao degrés audessus de l’horizon . les arcs obliques se rapprochent de la verticale, dette expérience explique les croix de Saint-André que l’on a vues quelquefois passer par le centre du soleil. Le même phénomène peut se produire sur l’anthélie. Pour cela, il suflil de tracer des stries sur la face d’entrée des rayons qui pénètrent dans la lame quadrangulairc de verre qui nous a servi pour reproduire le phénomène de l’anthélie. \lors l’image anthélîque de la bougie est traversée par des arcs lumineux en sautoir, absolument pareils à ceux de l’expérience précédente: seulement la clarté de cette image est Irèsamoindrie par la formation des deux arcs obliques.
Tous les phénomènes qui dépendent de prismes à axes verticaux peuvent se reproduire avec la jdus grande facilité. Si l’on veut, par exemple, imiter l’arc tangent cireumzénilhnl qui esta degrés du soleil, il suffira de fermer la base supérieure du prisme à eau par une lame de verre à faces parallèles, en excluant avec soin toute bulle d’air, puis de diriger sur la hsae supérieure du prisme un rayon solaire plongeant incliné de 1 .1 à ‘io degrés sur l’horizon, (le rayon, pénétrant par la base supérieure du prisme, sortira, après deux réfractions, par les faces latérales, en se rapprochant de la verticale, et si l’on place l'ouï près de la base inférieure du prisme et que l’on regarde vers le liant, à travers la face latérale, 011 apercevra sur le plafond de la salle un bel arc-en-ciel présentant le rouge en dehors et le bleu à l'intérieur. Le phénomène aura le maximum de netteté si l’on a noirci deux des faces verticales du' prisme tournant pour éviter la superposition imparfaite des arcs produits par les trois faces qui se présentent successivement, pendant la rotation du prisme, devant l’œil de l’observateur. A défaut de lumière solaire, 011 pourra se servir commodément d’une bougie que l’on disposera dans le voisinage du prisme tournant, mais un peu au-dessous : en plaçant l’œil au-dessus du prisme, on recevra
la lumière qui, pénétrant par la face latérale du prisme, sorl par la base supérieure, et l’un observera les mêmes phénomènes.
M '2. Observation simultanée de ee» phénomène» et de particules «lacées dans l'atmosphère. — Circonstances de leur production. — Nous avons rendu compte des phénomènes (pii précèdent en admettant la présence de particules glacées dans l’atmosphère. A cet égard, les relations de voyage dans les régions boréales fournissent de nombreux témoignages. Suivant F. Marions de Hambourg" , l’un des premiers voyageurs qui aient fait des observations au Spitzbcrg, «les frimas tombent de la même manière que la rosée, la nuit . dans nos climats. On les voit plus distinctement quand le soleil darde ses rayons vers un endroit umbragé. Toutes res parcelles brillent comme des diamants et paraissent comme ces atomes que l’on remarque lorsque le soleil luit. TV
Ellis à la baie d’Hudson, l’arrv à l’ort-Ho» en, Grandes , kucmlz sur le Faulhorn, ont vu des hulos et en même temps des aiguilles de glace flottant dans l'atmosphère et brillant au soleil.
Les nuages sur lesquels se forment les halos sont toujours des cirrus plus ou moins légers, quelquefois des vapeurs neigeuses qui communiquent à l’atmosphère un éclat particulier (pic l’oeil a peine à supporter. Situés dans de hautes régions où règne un froid éternel , ces cirrus peuvent se montrer en toute saison, même sous l’équateur. Mais c’est seulement en hiver, par des temps froids et calmes, (pie les nuages générateurs du halo peuvent quelquefois s’abaisser jusqu’à terre et se laisser voir à une petite distance.
Lorsque les couches élevées de l’atmosphère sont saturées d’humidité, au-dessous de zéro, le moindre abaissement de température détermine la précipitation de la vapeur d’eau à l’état cristallin.
Hans le cas général, cette précipitation a lien d’une manière confuse; les particules cristallines se groupent irrégulièrement. Les nuages ainsi constitués sont blancs et doués de pouvoirs réflecteurs considérables; ils absorbent la plupart des rayons qui les traversent. Au commencement on voit apparaître une vapeur laiteuse,
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un voile unifonnc sur le ciel, d’un éclat éblouissant. Dans un état plus avancé, ces nuages se disposent en longs filaments, en cirrus.
Mais si la condensation se fait d’une manière lente et régulière, il se produira de préférence telle ou telle forme de cristaux. Si, par suite de l’agitation de l’air et de l’égalité de leurs dimensions dans tous les sens, les cristaux n’ont aucune orientation , ils donnent lieu aux halos de a a et de 46 degrés.
S’il se forme des cristaux à axes allongés qui tombent lentement dans une atmosphère calme, l’une des pointes dirigée vers le sol, on voit alors le parhéliede a a degrés, son parhélie secondaire, l’arc tangent horizontal du halo de 46 degrés, le paranthélie de i ao degrés et le cercle parhélique.
S’il y a en abondance des cristaux lamellaires hexagones tombant dans l’air suivant le plan de leurs bases, on verra un halo de a a degrés dont la partie supérieure cl la partie inférieure sont plus lumineuses que les parties latérales, et on apercevra en même temps les arcs tangents horizontaux de ce halo, les arcs tangents latéraux du halo de 46 degrés et le cercle parhélique.
Enfin les cristaux lamellaires ont quelquefois une structure telle que la chute se fait suivant une des trois diagonales. Dans ce cas se produisent les arcs tangents extraordinaires du halo de y a degrés, le parhélie de 46 degrés, l’anthélie, etc.
Le cas des balancements, l’accroissement pendant la chute, un commencement de fusion établissent des passages entre les apparences diverses que nous venons de signaler.
11 ne parait pas que ces phénomènes dépendent d’une force directrice autre que la pesanteur; si les axes des cristaux étaient dirigés soit par la force magnétique, soit par l’action des rayons solaires, le parallélisme qui en résulterait se traduirait aussitôt par des modifications d’un certain ordre dans les phénomènes optiques dus à ces cristaux; or, on ne découvre rien de semblable.
Formes diverses que peut prendre un lutlo. — U
n’est pas possible de représenter par une seule figure la série complète des formes que peut prendre un halo complexe, par la raison que ces formes varient avec la hauteur du soleil au-dessus de
l’horizon: mais en choisissant quatre termes de passage on reproduit à peu près la série des phénomènes.
i° Supposons le soleil à une hauteur de t degré (fig. a 7 8). Le halo le plus complexe possible se compose alors du halo de sa de-
Fig. >7« Fig. *79.
grés, de celui de 46 degrés, de l'arc tangent supérieur au halo de a a degrés, de la lueur verticale et quelquefois de deux faux soleils.
a0 Si la hauteur du soleil est de «8 à ao degrés (lig. a 7 1)), on peut voir le halo de a a degrés avec son arc tangent supérieur, celui de 46 degrés avec son arc tangent supérieur et ses arcs latéraux, le cercle parhélique avec les parhélies de a a degrés, les paranthélics de îao degrés, l’anlhélie et une double croix qui passe alors par Panthélie, enfin une lueur verticale.
3° Lorsque la hauteur du soleil est de 45 degrés (lig. a8o), on peut observer le halo de a a degrés avec son halo circonscrit, le halo de 46 degrés avec ses arcs tangents latéraux, le cercle parhé-
Fig. »8o. Fig. *81.
lique avec les parhélies extérieurs au halo circonscrit, les paranthélies de lao degrés, Panthélie et la croix à quatre branches de Panthélie.
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k° Enfin, si la hauteur <lu soleil est de 63 degrés (lig. :i8i), on jieut voir le halo de a-j degrés, le cercle parliélique mec les paranlhélie.s de tau degrés et une partie du halo de ili degrés, ordinairement réduit à sa partie inférieure avec son arc tangent inférieur.
Un halo quelconque se manifestant, il suffira de jeter les jeux sur ces ligures pour se rendre compte des diverses courbes ou taches lumineuses qui raccompagnent, et, si quelque partie du météore échappait à cette comparaison, elle rentrerait dans la classe des phénomènes plus rares dont nous avons parlé.
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INSTRI MF.NTS D’OI'TIQI E.
!\1\. Définitions. — Nous définirons les instruments d'optique des combinaisons dp surfaces réfléchissantes i*t de surfaces réfringentes, dont le but est de substituer à l’objet lumineux une image réelle ou virtuelle plus avantageuse à considérer. Tantôt, comme dans In chambre claire, on se propose de donner à l’image une situation commode pour la dessiner, tantôt, comme dans la lanterne magique et la chambre obscure, on cherche à amplifier ou à réduire l’image; enfin, dans les instruments d’opti<|ue les plus importants, comme les lunettes pt les télescopes, l’image est virtuelle et toujours amplifiée.
Cette définition exclut de la catégorie des instruments d’optique les appareils tels que le kaléidoscope et le pbénakistico|ie, foudés sur la réflexion seule et sur les propriétés de la rétine; l’héliostal et le porte-lumière, qui ne sont encore que des surfaces réfléchissantes; le collimateur, les goniomètres, qui, tout en avant un emploi fréquent en optique, ne sont pas compris dans les instruments d’optique proprement dits.
On peut distinguer, dans Ips instruments d'optique, deux systèmes :
1° Le système objectif, qui donne une image réelle dp l’objet; cette image est contemplée par l’œil ou reçue sur un écran et sprt. par exemple, à produire des impressions photographiques;
a® Le système oculaire, donnant de l’objet une image virtuelle qu’il est plus avantageux à l’œil de contempler que l’objet même; il peut d’ailleurs être dirigé sur l’objet ou sur une image réelle, c’està-dire avoir un objectif ou en être dépourvu.
De là trois espèces d’instruments :
1" Les instruments à objectif :
a° Les instruments à ocidaire :
3® Ceux qui ont à la fois système objectif et système oculairp.
Toute étude des instruments d’optique doit donc être nécessni*
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renient précédée |iar une i*(ii<le complète dos systèmes objectifs et oculaires; nous suivrons la marche universellement adoptée, en commençant par l’élude des miroirs et des lentilles et passant ensuite à l’élude de leurs combinaisons.
475. objectif*. — f,es appareils producteurs d'images réelles ou systèmes objectifs sont de deux sortes ; les sy stèmes réflecteurs et les systèmes réfringents; en d’autres termes, les miroir» et les lentille*, Chacun d’eux a ses avantages propres et mérite un examen attentif: on peut d'ailleurs les comprendre dans un même sy stème d'étude, comme nous le montrerons plus loin : mais il convient déconsidérer d’abord chacun en particulier.
t° MIROIRS.
476. Miroir* concave*. — Nous rappellerons d'abord la relation (pii existe entre les distances de l’objet et de son image au sommet d’un miroir sphérique concave et le rayon de ce miroir. La convention (pie nous ferons sur les signes sera transportée du reste à tous les autres miroirs : toutes les longueurs seront comptées à partir du point où la surface est rencontrée par son axe. point que l'on appelle sommet; elles seront prises positivement du côté d’où vient la lumière, et négativement en sens contraire; le rayon du miroir aura lui-inème un signe conforme à cette convention. Cependant, lorsqu'un introduit dans les formules la distance focale, il peut arriver qu’on la considère comme une quantité numérique; il y a donc lieu de distinguer deux sortes de formules, mais on pourra toujours les ramener sans dillirullé à un seul type, à l’aide des conventions sur les signes.
Théorie élémentaire de* miroir* concave
Soient A (fîg. 98a) le sommet du miroir MM', (! le centre, P le foyer lumineux, lv son foyer conjugué; en posant
AP-p, AP'-/, AC — H.
on a
INSTRUMENTS D’OPTKJUE. 8.11
formule où les quantités sont rensées positives dans le sens indiqué précédemment. Il sullit de la discuter pour connaître le cas de réalité
Kig. 181.
ou de virtualité des images. Si en eiïet p est supposé plus grand
que R, on a - <Cn’ et il en résulte ou »'< R. D’ailleurs,
1 ** P ** jj
p' doit être plus grand que - pour que la somme ^ï+- puisse être
égale à ^ • On voit par là (pie, si p décroît jusqu’à R, le foxcr se déplace depuis le foyer principal jusqu’au centre du miroir. Si maintenant on suppose p <Z R. il faudra que l’on ait »'> R. /(décroissant jusqu’à p' croît jusqu’à l’infini. Enfin, pour /><“’ p' est négatif, on a un foyer virtuel qui, situé à l’infini lorsque p diffère très-peu de -> se rapproche du miroir quand p diminue et se trouve sur le miroir même si /> = o.
Reste à considérer le cas où p est négatif, Le que nous appelons en effet le point lumineux est le point de croisement de l’axe du miroir avec les rayons lumineux ; on peut donc concevoir que ce point soit situé derrière le miroir. La formule
indique en ce cas que p' est positif et plus petit que ^ • Le foyer conjugué du point lumineux virtuel est donc réel et compris entre le sommet et le foyer principal.
La formule que nous venons de discuter est obtenue en ne tenant Ykrdict, IV. — Conférences «le physique. 53
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pas compte de quantités pplites qui no sont négligeables que dans le voisinage de l’ave; elle n'est donc qu’une première approximation . et il est nécessaire d'examiner les phénomènes de plus près.
Cherchons d'abord comment sont distribués les points de rencontre des rayons réfléchis avec l’axe. Pour les rayons centraux, la formule (») donne la valeur exacte
i u i \p R i pH
p„ Il p R/) ’ ‘ip— R*
mais elle ne convient pas aux rayons réfléchis à quelque distance de l’axe, en 1 par exemple. Dans le triangle P1P', IC est la bissectrice de l’angle I, (’P -=p — R, CP’ ■■= R — p', et l’on a
Ht I* r
Substituons, dans cette équation, à PI et P I leurs valeurs en fonction de l’angle ACI
PI \ H* 4- (p- R i2 4- R (p — Ri cos ti .
P I \ R2-H R Pf >RtR -yicnsC,
il vient, en élevant au carré.
| R4 + (/< R )s -f- ■» R ( p R ) cos (1| ( R - p'j*
- [ R* + I R -p'f — iR( R /é)cosr.] \p R)*.
Simplifiant et supprimant le facteur (p — p' ) R qui donne une solution p — p étrangère à la question, on a
d’où
R ( p + /< i •! R •' - (p Ri (R p i eos < i o ,
Il «Il — i>i + -dl /> 11) eos ( ^
11 + •( ' p - 11] cos t;
Telle est In distance au sommet du point où l’axe est coupé par les ruvons réfléchis en I, et sur tout le rerrle que découpe sur le miroir un cône concentrique d’ouverture Si nous supposons qu’il
s’agisse des rayons marginaux. C sera la demi-ouverture angulaire du miroir cl p' la dislanrc du sommet au foyer de ces rayons.
478. Aberration longitudinale. — Si l'on désigne par p la distance focale conjuguée des rayons centraux, p' étant celle des rayons marginaux, la dillérence p' yé mesurera en quelque sorte l’écart qui existe entre le miroir tel qu’il est et le miroir hypothétique considéré d’abord. On appelle cette différence une aberration, et comme elle est comptée dans le sens des longueurs focales, on l’appelle aberration longitudinale; p' et p avant des signes et des grandeurs variables, nous conviendrons d'appeler aberration longitudinale la différence p' — yé prise avec son signe, et nous la repré-enterons par
Si la différence y/ — pu est positive, cette longueur sera portée à partir du foyer des rayons centraux, du côté des valeurs positives; -i elle est négative, on la portera en sens contraire; il ne reste plus aucune ambiguïté en avant égard à ces conventions.
delà posé on a, en remplaçant y/ par sa valeur ^ ^ <
, , 'lit tp- U g (y — costj
I' P» (•!/> — ll)[lt ■! (p — H’ coati] ’
expression dont le numérateur est toujours positif; la longueur p y/ est donc toujours négative, à moins que le dénominateur ne soit négatif.
Considérons d’abord le cas où le point lumineux et le foyer sont réels.
Soit p> K : le dénominateur est positif et, par suite, on a p — y/<Co; ainsi, tant que le point lumineux est au delà du centre du miroir, il faudra porter du côté du miroir la longueur y»’— p\ Si p
est compris entre R et le facteur -vp 15 est positif et le signe de l’aberration est déterminé par celui du facteur 15 9 \p - R) cos (J.
Klle est négative comme dans le cas précédent, si l’on a
r s fp - H I cos ti > o, p > H (i - 2 t4c
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et, comme on a cos C <" i , 1 -n < ' , la condition précé-
i cos(. a l
dente revient donc à
pétant moindre ([lie condition qui est remplie tant que y est compris entre H et 5 .
L’aberration est donc toujours négative quand le point lumineux et le foyer sont réels.
Considérons maintenant le cas dep<-- Le facteur ap — R est négatif; l’autre peut encore être positif pour des valeurs sufïisamment grandes de y , et alors l'aberration est positive. Le foyer des rayons centraux est virtuel et plus éloigné du miroir que le fover des rayons marginaux. Mais y continuant à diminuer, on arrive à avoir et Ç<-; alors, les deux facteurs du dénominateur
étant négatifs, l’aberration redevient négative; le foyer des rayons centraux est alors le plus voisin du miroir. Il est clair d'ailleurs que,
lorsque y~ 11 (i — ) ' I aberration est infinie.
Enfin, si y est négatif, mettons en évidence son signe en posant y- — w. Le facteur — t® — Il est négatif: Il — a («+ R) cos C, l’autre facteur, devient aussi négatif pour une valeur suffisamment grande de vs et conserve ce signe; donc, si le point lumineux est virtuel, l’aberration longitudinale de sphéricité commence par être positive, puis, lorsque l’on a
K — •! («r -f- R ) cos C o,
elle devient négative. Elle est encore infinie pour
R— a(«r-|-R) cosC ou «=|l(— -L-{, — i^.
La considération de l’aberration longitudinale ne suffit pas pour définir l’effet des réflexions sur un miroir. Les rayons, en effet, s’écartent de l’axe après l’avoir coupé, et cette diffusion influe aussi bien que la concentration des rayons sur l’illumination d’un écran.
Dans un plan passant par l’axe, il y a concentration de la lumière dans le voisinage d’une courbe à laquelle sont tangents les rayons réfléchis; mais la considération de cette courbe, appelée caustique, n’a pas d’utilité dans l’étude des instruments d’optique; nous nous bornerons à étudier la distribution de la lumière sur un écran situé dans une position particulière, après avoir défini ce qu’on appelle aberration latérale.
A79. Aberration latérale. — Parmi les foyers compris entre celui des rayons centraux et celui des rayons marginaux, celui où la lumière est la plus intense, parce que les rayons y sont plus rapprochés, est celui des rayons centraux; c’est à lui qu’on s’arrêtera en cherchant avec un écran le hner conjugué d’une source lumineuse. L’écran étant en ce point P' (fig. uSS), les rayons réfléchis loin de
Fig. i83.
l’axe viendront rencontrer son plan en une série de points situés dans un cercle dont le rayon sera P'H si le miroir est supposé limité en M. C’est le rayon de ce cercle qu’on appelle aberration latérale.
Son expression s’obtient sans dilliculté quand on connaît l’aberration longitudinale X au signe près. On a en effet, en la désignant par fi,
[i — X long P’P,II -= X lang^C + I ),
car P'P|ll = .MP,A = MCA-t-CMP1; l’angle MCA=C, demi-ouverture angulaire du miroir, et CMP, = I , angle d’incidence des rayons marginaux; I est une fonction de C et de p qu’on déterminerait par le calcul du cercle d’aberration latérale.
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480. Aberration» prineipnlr». — Bornons-nous ;iu seul r:is important pour les instniinenls «l'opliipie , relui où les rayons incidents sont parallèles à l’axe du miroir, ainsi que cela est représenté
K.», -ss.
sur la figure a 84. Les aberrations K, K et KH reçoivent alors le nom (Wiberralions prineipnlr *. Si l’on fait p <so dans l’expression de p — p\ il vient
K (i — costj).
i cos C
on a de même, pour fi.
KH = ft =
K ( i - cosC, •i cosC.
tang aC.
Ici en effet I ( I. Le signe de fi n'a aucune signification, puisque \i est le rayon d’un cercle.
Si l’ouverture angulaire du miroir n’est pas très-grande, ce qui est le cas ordinaire de la pratique, on peut exprimer d’une manière très-simple et assez précise les quantités X et u en fonction de l’ordonnée extrême du miroir.
Soit en effet y l'ordonnée du point M. on a
slll ( ■
COs t ,
si n •><;
i v\ If— v
COs •»( ,
If -
langat!
iy\ If — v
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Do là les expressions rlo À et fi.
VJ
:i \ II* — v*
Rrtn-x-n» -£) _ IM — iv’
f.es valeurs conviennenl, «|uel que soit mais si re rapport est • • v'
assez petit pour qu'on puisse négliger elles se simplifient beaucoup. La précision que l'on obtient est d’ailleurs très-grande dans les cas ordinaires; ainsi, pour un miroir de 1 mètre de ravon et de
10 centimètres de largeur, on a y — — o",oâ; l'approximation
sera poussée jusqu’à la quatrième puissance de ~ • c'est-à-dire de millimètre.
Développons les radicaux jusqu'à ce degré :
V il- - y- Il .
ali
Substituant . il vient .
au même degré d'approximation,
fl)
'lit
: -iltV
'.it
r* -iv _ — y
Vit ' It -ilt» ‘
Ainsi, l'aberration longitudinale est proportionnelle nu carré de l'ordonnée des bords du miroir ou à la surface du miroir, et en raison inverse de son ravon. L’aberration latérale est proportionnelle au cube de l’ordonnée ou de la largeur du miroir, et en raison inverse du carré du rayon.
181. MTet physique dr l'atirrralion. — On décrit souxenl les eflels de l’aberration d’une manière très-incomplète: on laissp
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croire que sur un écran placé au foyer principal des rayons centraux le cercle d’aberration latérale principale sera à peu près uniformément éclairé : or, il n’en est rien; il serait inconcevable, dans l’hypothèse de ces images élargies par l’aberration, que les miroirs des télescopes pussent donner des images distinctes des objets éloignés, lorsque ces miroirs ont 1 mètre de rayon et 10 centimètres de largeur, chaque point donnant lieu dans ce cas à un cercle lumineux de ^ de millimètre de rayon. Une telle image grossie n’aurait plus rien de distinct. En réalité, il y a très-peu de lumière sur les bords du cercle d’aberration; l’illumination décroît très-rapidement à partir du centre, et l'image sensible d’un point se réduit presque au centre même si la lumière incidente est peu intense.
Pour le reconnaître, considérons un faisceau de rayons incidents parallèles compris entre deux cylindres infiniment voisins dont les rayons sont y et y + dy; ces rayons tombent sur une zone infiniment étroite du miroir et sont réfléchis tous de manière à éclairer une couronne comprise entre deux cercles d’aberration dont fi et sont les rayons. La quantité de lumière incidente est proportionnelle à a ttydy, elle est renvoyée sur une surface égale à uw fidfx. Donc la densité de la lumière à une distance latérale /a de l’axe vis-à-vis du foyer des rayons centraux est
•j7rvrfv y rfy
■mfiAy. fi i/fi
Or on a
y a R’ rfy •jR! y rfy y R*
fi y* ’ rffi 3y* ’ fi rffi 3y*
Substituant pour y sa valeur ÿ = \/afzR2, on a
y rfy _ylP 'ilP R’y'ÿ
fi rffi 3^afiH.)* pp n’ 3ftî
L’intensité de la lumière sur le cercle d’aberration va donc en décroissant en raison inverse de la puissance ïj de la distance fi; elle décroît donc fort vite du centre à la circonférence. D’après cette
expression, l’intensité de la lumière au centre est infinie; cette inexactitude provient de ce qu’on a négligé les quantités qui empêcheraient l’expression de devenir infinie. Une objection plus grave à ce calcul serait qu’on a ajouté tous les ravons sans tenir compte des lois de l’interférence; il ne faut donc le regarder que comme fournissant un simple renseignement sur la manière dont décroit la lumière. Nous indiquerons plus loin comment on ferait le calcul rigoureux. Mais, d’autre part, il faut avoir égard à la remarque suivante : que la théorie de l'émission sulfit pour rendre compte de la production des images, de la formation des ombres, des effets des miroirs quand ils ont des dimensions sensibles; en conséquence, le calcul qui précède a son importance: il suffit pour expliquer la netteté des images que produisent les objets éloignés dans les miroirs des télescopes, (iliaque point donne en effet pour image, non point un cercle uniformément éclairé, mais un cercle où la lumière a une intensité maximum an centre et décroît rapidement à partir de ce point.
482. Miroir» convexe». — La théorie des miroirs sphériques convexes se déduit des formules obtenues pour les miroirs concaves en changeant le signe de R. Lorsque p est négatif, le foyer est virtuel ; il est réel lorsque p est positif. On a trouvé
, . — alt(p— R)* (i— cosC.
f* l'° (ap— K) [K+ a (p— R)cosC]
Si l’on met en évidence le signe de R, on a i a i
et l’on voit que, si p décroît de l'infini à zéro en étant positif, on a toujours p’ < o, ce qui indique un foyer virtuel; en valeur absolue
p' décroît de ~ à zéro; ainsi, lorsque p a une valeur finie, le foyer
est compris entre le foyer principal et le sommet du miroir. Lorsque p est négatif, c’est-à-dire lorsque les rayons tombent sur le miroir
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<*11 convergeant . mi peut nvoir un fojer réel. Discutons celte hvpoihèse. Faisons varier /> en valeur absolue depuis zéro jusqu’à " : f> est positif et croît de zéro à oo; le foyer est donc réel; mais si p dépasse c’est-à-dire si lu lumière virtuelle a son origine au delà du fover principal, le lover conjugué est virtuel aussi, et entre les distances des l'overs conjugués au sommet il y a les mêmes relations <|uc dans le cas des hivers réels et d'un miroir concave. Il suffit, pour le démontrer, de changer tous les signes de la formule qui convient à celui-ci; elle ne change pas et convient au miroir convexe.
L’aberration longitudinale est égale à
, xR(R + />}' (i — cosC)
P P - up-ellj a (/>-+- 11) cosC— II*
Sou signe dépend encore uniquement de celui du dénominateur; elle est positive tant que l’on a
■i | />4- K ) cos (1 > H
lt (î — a cos G
P> ucost; '
ce qui indique une limite au-dessous de laquelle les valeurs positives île fi donnent une aberration négative. En considérant des valeurs négatives de />, ou voit facilement que, si f> en valeur absolue est
moindre que • l'aberration est positive: quelle est négative, si fi • # U
dépasse - •
Les valeurs des aberrations principales sont d'ailleurs les mêmes, au signe près, que pour les miroirs concaves,
Il i rosO ■« rosC.
It (i — cosC .
■“ Vcost-r tan« l(-
On ferait du reste les mêmes calculs que précédemment pour trouver la répartition de la lumière sur le cercle d’aberration latérale.
Nous avons étudié les aberrations longitudinale et latérale de-> miroirs sphériques pour un point lumineux situé sur l’axe. Si l’on
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veut considérer un point lumineux pou ilislanl «le cri axe, il sullil île répéter sur l'axe secondaire les riinslrurlions ipie nous avons faites sur l’axe principal.
^83. niroira aplanétlquea. — Considérons maintenant les miroirs aplanéliques. c'est-à-dire les miroirs qui réfléchissent vers
un point unique la lumière qui tombe sur leur surface. La surface intérieur.1 d'un ellipsoïde de révolution à l'un des fox ers duquel on aurait placé un point lumineux . celle d'une des nappes de l’hyperboloïde de révolution à deux nappes, le point lumineux étant au foyer de l’autre nappe, sont des systèmes aplanéliques. De même, si l’on suppose un système de rayons incidents parallèles, un paraholoïde de révolution dont l’axe est parallèle aux rayons les renverra tous vers un même point.
Dans tous les cas, la théorie géométrique de l’optique indique pour image du point lumineux un point mathématique. Tel n’est pas cependant l'effet de res miroirs : à un point mathématique ils substituent un système d’anneaux colorés plus ou moins étalés et résultant de ce que tout miroir est nécessairement limité.
Pour nous rendre compte de ce lait . considérons d’abord une onde sphérique limitée AB (lig. •i8.’>). et cherchons la lumière qu’elle envoie dans le plan :»/ mené par le centre 0 perpendiculairement à l’axe O.r.
Sur lu calotte sphérique ACB nous n'axons que des mouvements vibratoires concordants. Nous la supposerons assez petite pour avoir le droit de considérer les vitesses envoyées au point 0 comme sensiblement parallèles, c'est-à-dire comme s’ajoutant algébriquement . et, afin de n’avoir pas à tenir compte de l’intluence mal connue de l’inclinaison des rayons lumineux sur la surface de l’onde, nous ne nous occuperons, dans le plan mené par le point 0, que des points tels «pie M très-voisins de celui-ci.
Le point M recevrait d’un élément unique d2<r de la surface de l’onde, situé en P par exemple, une vitesse proportionnelle à la surface tPv, car il est bien évident que, si nous considérons deux éléments infiniment voisins de la même surface, comme ils ont la même position relativement au point M, ils lui enverront chacun des vitesses égales, et par conséquent leur ensemble enverra une vitesse double de la vitesse envoyée par un seul, dette vitesse dépend en outre de l’angle que fait la direction MP avec la surface de fonde; dans les conditions actuelles, cet angle est sensiblement de oo degrés; enfin elle dépend de la distance MP=(f, et tout porte à croire qu’elle est en raison inverse de la simple distance. Mais nous ne tiendrons pas plus compte de celte influence que de la précédente, en nous astreignant à la condition de ne considérer que des points très-voisins de fonde sphérique concave. Cette influence est très-sensible sur la phase du mouvement vibratoire communiqué au point M, mais elle ne l’est pas sur son intensité.
Ainsi, en désignant par h le rapport constant de la vitesse de vibration communiquée au point M à la surface fier qui l’envoie, on a pour expression de cette vitesse
WS<7.
Le mouvement vibratoire dont (Pa est animé peut se représenter pur le sinus d’un multiple du temps; il en doit donc être de même au point M, seulement le mouvement qui anime le point M à l’époque t
est le même que celui qui existait è l’époque t — ^ sur la surface de fonde. Si donc les variations du mouvement vibratoire se représentent sur celle-ci par sin air.j.> elles se représenteront pour le
point M par une expression qui se déduira de la précédente en rem- S
plaçant t par t— y On a donc pour cette vitesse
licPo- sin air
Nous supposons la vitesse rectiligne sur la surface de fonde et par conséquent au point M; néanmoins nos résultats seront généraux, car. si la lumière n’était pas polarisée, on pourrait toujours décom-
poser la vitesse suivant deux axes rectilignes, et alors nos raisonnements porteraient sur une de ces projections.
La vitesse envoyée au point M à une époque quelconque par toute la surface de l’onde sera donc
li 0s in aw (-J — f) d*».
Pour intégrer, il faut remplacer S et d'1 a par leurs valeurs en fonction des coordonnées y, £ de M, et x, y, z de tPv. or on a, en appelant y le rayon de l’onde,
S = \Zx* -t- (y — v)* + (* — Ç)2 — VT — uyy — arÇ + yl+1?, d>a=dydz.
Mais nous simplilierons l’expression de S en supposant les termes yy. .r£ très-petits par rapport à f *, et les termes y2, Ç2 négligeables devant cette même quantité; malgré cette restriction, nous aurons traité le problème d’une manière générale, puisque nous trouverons que dans celte hypothèse la lumière est insensible à une distance extrêmement petite du foyer; dès lors il serait inutile de chercher ce qui se passe en des points situés au delà des limites pour lesquelles on peut négliger y 2 et Ç2. Prenons donc pour S
L’expression à intégrer est ainsi
/. JJsin (?-{ + dydz.
l'ne des intégrations sera toujours possible, soit par rapport à y, soit par rapport à z; mais la seconde intégration ne sera pas possible en termes finis, parce que nous supposons l'onde limitée par un cercle; néanmoins cette expression a été étudiée avec tant de soin et de détail par M. knochenhauer, que la distribution de la lumière autour du foyer est aussi connue (pie si l’expression précédente pouvait se résoudre en termes finis. Nous ne la discuterons pas et nous renverrons aux leçons sur la diffraction, où ce calcul se trouve
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sous uni' forint' peu différente do rolle qu’il conviendrait de lui donner ici.
Le résultat du cnlnil est le suivant : l’iniciisilé de la lumière esl niiixiuiiini au foyer: elle décroît lentemenl d’abord, |niis |dus rapidemenl, cl atleinl un minimum très-peu dillérenl de zéro: cil s'éloignant toujours du foyer elle eroil, nlleint un second maximum beaucuu|> plus faible qne le premier, puis une série de minime
et de maxima qui vont en décroissant. K n prenant pour abscisses les distances des points au foyer et pour ordonnées les intensités lumineuses à ces distances, on a une courbe analogue à celle qui est représentée lijj. ti8G, et qui montre à l’œil les variations de l'intensité lumineuse, \insi , dans un miroiraplanétique. loin d’a- Fg ..ni; voir un point mutbématiquo
lumineux au fovrr, ou a une tache centrale brillante, d’un éclat assez uniforme: elle est environnée d’un anneau assez obscur, celui-ci d’un anneau brillant, et ainsi de suite. Les anneaux obscurs ne sont jamais complètement noirs. Les diamètres de ces anneaux ne suivent pas une loi simple, ils approchent des termes consécutifs de la série des nombres impairs. Kn représentant par i 1a quantité de lumière comprise dans la tache brillante centrale jusqu'au premier minimum, les quantités de lumière comprises entre deux minium consécutifs sont :
Jusqu'au i" minimum .... I.uooii
l)u i"au ■>' iniuimuiu 0.089?
Du a* nu .1* minimum o,o??.ri
bu nu 4' minimum 0,007?
Du 4* nu fi’ minimum 0.001 1
Les autres quantités sont trop petites pour qu'il x ait intérêt à en tenir compte. Si I on fait la somme îles quantités de lumière conte-
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nues dans les anneaux brillants limités comme un vient de le faire, et qu'on In compare à In quantité de lumière renfermée dans la tache centrale, on voit que celle-ci contient les .- de la lumière émise par la calotte sphérique.
La disposition de ces anneaux dépend de la longueur d'onde; nous aurons donc une apparence d’anneaux colorés, phénomène rappelant les aberrations de réfrangibilité. Celle aberration particulière résulte nécessairement du mode de propagation de la lumière; mais il est possible delà réduire singulièrement ou de diminuer de beaucoup le diamètre des anneaux. Ce diamètre varie en effet en raison inverse de l'ouverture angulaire du miroir, c’est-à-
dire du rapport y de la largeur du miroir à sa distance locale; par suite, en augmentant la valeur de y, on réduira les diamètres des
anneaux. On peut arriver facilement à des dispositions telles qu'ils ne soient visibles qu’à la loupe ou au microscope.
Réflexion sur le* miroirs non «plonétlqueo
Que se passe-t-il si le miroir n’est pas aplanélique ? Dans ce cas la solution mathématique du problème est beaucoup plus difficile et n’a même pas été donnée jusqu'ici; mais on peut sans elle rendre un compte exact des phénomènes, ainsi que nous allons le montrer.
.Nous n’étudierons qu'un cas particulier, celui d’un miroir sphérique NX' (lig. o 8 -ÿ ) . recevant des rayons parallèles à l’axe. Soit K
ri*. >»;•
le foyer des rayons centraux; cherchons comment se distribue la lumière dans le plan mené par le point l*’ perpendiculairement à
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l'axe AF". Prenons le point A pour origine et AK pour direction des x positifs.
Le mouvement vibratoire au sommet A du miroir étant représenté par sin air ,|.i cherchons à représenter le mouvement vibratoire incident au point P. Ce mouvement aurait aussi pour expression sin air .j, si le rayon SP arrivait jusqu’au plan tangent en P'; il est donc représenté en P par
Slll ‘>77
ou
sin a
d’après la règle qui nous fait passer du mouvement vibratoire d’un point d’un rayon lumineux à celui d’un point d’un même rayon situé plus près de la source. Ce mouvement incident en P enverra au point M des vitesses proportionnelles à la surface <Pcr de l’élément P et à une fonction h de la distance MP et de l’inclinaison de cette droite sur la surface de Fonde; mais, comme précédemment, nous supposerons /i constant pour tout le miroir. Posant MP = Æ, il suffira de remplacer l par t — y dans l’expression du mouvement du point P pour en déduire celui du point M; nous aurons donc pour expression de la vitesse envoyée au point M , parallèlement à un axe déterminé,
/idVsin air (-y- -F ~~j~ ) ’
et, comme précédemment, remarquons qu’il n’est pas nécessaire de supposer le mouvement vibratoire rectiligne en M; s’il ne l’est pas, on le décompose suivant deux axes perpendiculaires et la vitesse en M résulte de deux vitesses rectangulaires
/irfVsin air ^y. + ) « luPa sin ut ^y H — y~') •
Notre calcul nous conduira donc à des résultats généraux, lors même qu’il n’aura été fait que dans l’hypothèse d’un mouvement vibratoire rectiligne.
Il nous reste à trouver l’intégrale qui représente l’action du miroir
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H 'il
tout »*ii I ht
| | il* G sill 07T f/j. + ) 1
Or, **n ;ij»|M'laii{ f. «. <£ les t,o«»rfloiint*i*s du point M; .r . i/, ; celles du point I*. on ;i
J-\l/ -rj2 4“ ( >l JI'tIs -J'
\ y* — -j-r -r •f*-r >f -r C2 4- •j'+ :* Si Vf *>£; .
nu, à caiiso de l'équation de la s|)hèr<‘ rlonl le miroir l'ail partir* . i*l qui est
.r- fifr + y-’ 4- o.
il lient
j \ -yi -f- >r-rCJ «Ç: \ t / t m- r- >»// •>£:.
Dans cette dernière expression, nous notons pas tenu compte de a2 et CJ; nous supposons le point M assez près du foier pour nue ces quantités soient négligeables et que ijy et Ç; soient très-petites patrapport à f* ; on aura donc avec la même approximation
D’ailleurs
it!<r ~ di/ il: :
donc l’intégrale à calculer est
| | ih/il:
où il reste encore à remplacer .r par sa valeur tirée de l’équation de la sphère. Or, tant que l’ouverture angulaire du miroir n’est pas
très-grande, on peut se contenter de la valeur approchée .r ~ÿf~' qui s’obtient en négligeant .r-. On fera donc cette substitution dans l’expression à intégrer après avoir développé en série, et on ne conservera dans cette expression que les termes de l'ordre: ~f"*
\ crdf.t, l\. — * r.nnlV'iviice* île |ihw<|in*.
Il est nécessaire de pousser l’approximation jusque-là pour avoir une différence entre les miroirs aplanétiques et ceux qui ne le sont pas. On obtient de la sorte une expression dont l'intégration dépend de ht suivante :
I <J* cos (nw4 -f- n*)<
qui n’est pas connue et qui n'a pas été étudiée; de sorte que la théorie précédente n’a pas été développée jusqu’au bout, mais il n’est pas nécessaire d’aller au delà |>our le but que nous nous proposons, car l’observation permet d’expliquer les phénomènes d’une manière complète.
485. Effets produits par Ira miroir* aplanétiques dans des plans parallèles au plan foeal principal. — Supposons que l’on observe axer une loupe oculaire l’image produite dans le plan local principal par un miroir aplanétique; nous avons décrit les apparences qui s’v manifestent. Que l’on éloigne un peu la loupe de l'n-il alin de voir la distribution de la lumière dans un plan situé un peu plus près du miroir, on voit la tache centrale blanche se percer dans son centre d’un trou de plus en plus obscur; si l’on avance davantage la loupe, le trou obscur devient un anneau obscur avec une tache blanche qui apparaît au centre et dont l’éclat est différent de celui de la tache précédente, et elle se perce à sou tour d’un trou obscur; si l’on avance encore la loupe, on remarque en même temps que, à mesure que l’on s’écarte du plan focal, les intensités lumineuses de ces divers anneaux deviennent de plus en plus comparables. On a les mêmes apparences si l’on rapproche la loupe de l’œil de façon à voir ce qui se passe dans des plans plus éloignés du miroir que le plan focal.
Par conséquent, à mesure qu’on s’éloigne du foyer d’un miroir aplanétique, on diminue l’accumulation de la lumière au centre et on rend sa distribution de plus en plus uniforme sur tm grand espace.
Nous pourrons expliquer ces faits d’une manière très-satisfaisante comme il suit. D'abord la forme circulaire de la tache et des anneaux résulte de la symétrie qui existe par rapport à l’axe du miroir.
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Si le miroir est aplanétique, toutes les vibrations envoyées au lover principal sont rigoureusement concordantes, mais elles offrent des différences de phases sensibles lorsqu'on s’écarte un peu du foyer sur l’axe du miroir : si nous prenons, par exemple, un point plus voisin du miroir, les différents rayons qui y arrivent n’ont pas parcouru des chemins égaux; au lieu d’apporter des vibrations concordantes, ils déterminent des mouvements qui se détruisent en partie, et cette destruction peut devenir assez complète pour donner naissance à une tache à peu près noire. Il en sera ainsi lorsque, les différences de marche du rayon qui parcourt le chemin le plus long et du rayon qui parcourt le chemin le plus court étant X, on pourra diviser tous les rayons en deux groupes ayant une différence de marche moyenne égale à • En s’avançant encore, les différences de marche augmentent et on trouve un point pour lequel les rayons peuvent se dix iser en trois groupes analogues à ceux qu’on vient de définir: deux de cesgroupes.se détruisent et le troisième subsiste: on comprend donc qu'à l’obscurité presque complète de la tache noire succède un maximum de lumière, et ainsi de suite.
A 86. Effet» produit» par le» miroir» non aplanétiqur».
— Nous pouvons maintenant nous rendre facilement compte de l’effet d’un miroir non aplanétique. Supposons que ce miroir soit une surface sphérique concave MlN (lig. a88) présentant en F le
loyer des rayons centraux et en F' celui des rayons marginaux. Décomposons le miroir à partir du sommet A en zones assez petites pour que les rayons incidents qui rencontrent chacune d’elles ap-
portent à lt*ur fover dos vibrations très-sensiblement concordantes. La première zone ali produira en F nno tache cenlrale blanche et large à cause de la petitesse de la zone que nous considérons: l’effet des autres zones sera d’altérer la netteté de celle apparence. Lu zone suivante a’ b donnera à son foyer, c'est-à-dire en un point un peu plus rapproché du miroir (pie le loyer des rayons centraux, l’apparence que donne un miroir aplanélique à son foyer principal: seulement le phénomène sera modifie par l’effet des autres zones, et l’apparence que nous venons de rappeler dominera, mais sans régner seule. L’influence perturbatrice sera d’autant plus grande qu'on s’approchera davantage des bords du miroir, parce que l'effet que produit une zone à son foyer est de plus en plus comparable aux effets des autres zones sur le même point. Il résulte de là que l’effet de toutes les zones prises ensemble sera une tendance à la répartition uniforme de la lumière; (pie dans le plan focal des rayons centraux l'intensité lumineuse n’est pas infinie au centre, et ne décroît pas à partir de là d’une manière uniforme, ni suivant In loi simple que nous avions trouvée: l’accumulation au centre sera d’autant plus grande que le miroir sera plus voisin d’être aplanélique. On observera enfin un éclairement confus des diverses zones dans les plans qu’on peut mener perpendiculairement à l’axe du miroir entre les points F et F’.
487. Valeur pratique dea miroirs. — La conclusion à tirer de ce qui précède, c’est que les miroirs aplanétiques sont plus avantageux que ne l’indique l’optique géométrique, puisque la répartition de la lumière est d’autant plus voisine de l’uniformité que le miroir est plus éloigné d’être aplanélique. Mais en même temps In théorie des ondes signale une imperfection (pie l'optique géométrique ne faisait pas soupçonner : c’est qu'au lieu de donner pour image d’un point un point mathématique, les miroirs aplnuéliquos donnent une tarhe blanche de dimensions finies, entourée d’un sy stème d’anneaux dont les deux premiers sont visibles avec des sources un peu éclatantes, comme celle que donne par exemple le soleil en se réfléchissant sur un globule de mercure.
\ raison même des dimensions finies de ces taches, la netteté des
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images n’est point uniquement subordonnée à Ih perfection du travail dos surfaoos réllérhissantcs. Ainsi, un miroir aplanetique étant donne, il n’est millomont oorlain «pi'il donnera d’un objet une image tellement nette, qu’il sullise de la grossir pour apercevoir dos détails de plus en plus petits. L’expérience montre mie si l’on forme au foyer d’un pareil miroir l'image d'une nébuleuse, et qu'on la grossisse de plus en plus pour l’observer, ou arrive à une limite au delà de laquelle on n’aperçoit plus de nouveaux détails; ce n’est pas que l’intensité de la lumière fasse défaut , mais l’image est elleiuéme un peu confuse : on comprend, en effet, que les taches blanches, qui sont les images des différents points de l’objet, empiètent les unes sur les autres et masquent les lins détails. Ou peut dès lors se demander quelle est la limite inférieure de la distance de deux points lumineux pour que leurs images soient distinctes.
r|MN. ■.imite de la «iaibllitÿ dea détail» dana lea miroir» apianétiqura. — Considérons un point lumineux I’ (lig. a8ul pris sur l'axe du miroir nplanélique, à une très-grande distance de
Fi|;. »S<).
ce miroir; son image P’ sera au milieu de CA, rayon de courbure du miroir à son sommet. Un autre point lumineux Q- pris sur In perpendiculaire menée à l’axe par le point P. et très-voisin de P, viendra de même former son image en Q’. et pour que les deux iuiuges»nc se superposent pas dans une certaine étendue, il faut que la distance P'Q' soit dans un certain rapport avec les dimensions de la tache centrale. Ce rapport est une fonction de l’intensité de la lumière incidente, fonction impossible à déterminer; nous la
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désignerons par m et nous supposerons celte quantité constante dans l’étendue visible de l’objet. Il faut donc qu’on ait, en appelant d le diamètre de la tache centrale,
P'Q’ = ml.
On en déduit, en divisant par 1VC ou f.
"Pt “ “ lanK = A
A est la tangente du diamètre apparent sous lequel on voit les deux points P, 0; c’est le diamètre apparent du plus petit objet dont l’image ait des limites que l’on puisse distinguer en plaçant l’œil au centre du miroir. Le diamètre d de la tache centrale varie en raison
inverse dey.; si donc on pose d n y • l’expression de A devient
^ mn
Ainsi le diamètre A varie en raison inverse du rayon du cercle qui limite le miroir; on pourra donc, en augmentant beaucoup ce rayon, atténuer considérablement les effets de l’aberration de diffraction. Mais on sera arrêté dans la pratique par une double raison. En effet, les miroirs qu’on emploie sont des miroirs paraboliques, et on ne peut pas leur donner une surface indéfiniment croissante, parce que les rayons réfléchis doivent arriver au foyer avec des directions telles qu’ils ne se détruisent pas, ce qui exige déjà que les angles des rayons réfléchis entre eux ne soient pas trop grands ou que l’ouverture angulaire du miroir n’excède pas certaines dimensions. D’autre part, les images sont observées avec un microscope : il faut donc que les rayons ne fassent pas entre eux des angles trop grands. On n’a pas dépassé dans les miroirs de ce genre une ouverture angulaire de -io degrés. C’est donc en augmentant à la fois la distance focale et les dimensions du miroir qu’on diminuera autant que possible les effets de l’aberration de diffraction. Encore sera-l-on arrêté dans l’épuration de l'image par les inégalités de réfraction qui se produisent dans les régions inférieures de l’almos-
phère , où une couche d'air d’une certaine épaisseur n’est jamais parfaitement homogène.
489. Conatrurtion dru miroir* paraboliques. — Il résulte de tout ce rpii précède que la construction d’un miroir exactement parabolique est très-importante; nous entrerons donc à cet égard dans quelques détails.
Autant que possible on donnera au miroir de grandes dimensions transversales, et on ne sera limité dans cette tendance que par la dilliculté d’avoir une masse réfléchissante d’une homogénéité suflisante.
Lorsqu’il s’agira de lui donner exactement la forme parabolique, on aura affaire à un problème d’une tout autre nature, (pii n’exige
qu’un travail mécanique excessivement faible, mais d’une perfection extraordinaire. La différence entre un miroir parabolique et un miroir sphérique ayant même rayon de courbure au sommet est en efl'et extrêmement petite, et le calcul suivant donnera une idée exacte du peu de matière qu’il faut enlever à un miroir sphérique pour le rendre parabolique.
Considérons la section AO (fig. 090) faite par un plan quelconque passant par l’axe du miroir sphérique, et trayons dans ce plan la parabole BO, qui a même centre de courbure C au sommet O. En prenant pour origine des coordonnées le centre du cercle, son équation est
x1 + g* = Itf-,
et celle de la parabole
Supposons que les deux miroirs aient même ouverture angulaire; le rayon extrême CA, qui est normal au miroir sphérique, sera aussi sensiblement normal au miroir parabolique, de sorte que AB représente l’épaisseur de la couche de matière qu’il serait nécessaire
Ki|j, 5.JO.
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d’enlever normalement au miroir s|»h«*ri,|ue sur son pourtour pour le rendre parabolique; cotte épaisseur \.eî -f- y- -- -\f est la limite supérieure du travail matériel à effectuer; or ou a .r - - uf et
l'expression précédente devient, après substitution,
Kii nous conlentaiil de l'approximation fournie par les trois premiers termes du développement, la valeur de l'épaisseur maxiiiia à enlever devient
Prenons pour exemple le plus grand miroir paraboliipie >|ui ail été réalisé : nous exonérons même ses dimensions: ee miroir, le dernier construit par lord Koss, a. d'après l’auteur lui- même, une distance focale f de à h pieds anglais, et y mesure 3 pieds anglais, c'est-à-dire environ o"\i)i. Nous prendrons y i mètre et f i N mètres. Ko effectuant les calculs, on trouve pour l'épaisseur cliercliée de millimètre, c’est-à-dire environ — de millimètre.
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On comprend maintenant que pour amener un miroir sphérique à la forme parabolique il suffira d’employer des actions mécaniques analogues à celles dont on se sert eu optique pour amener les surfaces réfléchissantes au dernier degré- de poli.
Notre but n'est point de décrire toutes les pratiques mises eu o-uvre par les opticiens dans leurs ateliers; de telles descriptions sont insuffisantes, et il faut , pour réussir dans ce travail . posséder les tours de main bien connus de ceux qui s'eu sont occupés longtemps; nous donnerons donc seulement le principe des opérations.
I.e procédé général pour construire une surface sphérique consiste à user une surface sur une autre, en interposant une poussière à grain lin avec une petite quantité d'eau pour faciliter le mouve-
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nient; pour que l'iisnre se produise plus vite, I une des surfaces est faite d’une matière moins dure que l’autre: les deux surfaces arrivent ainsi à s'appliquer exactement l’une sur l’autre, quelles que soient leurs positions relatives. Lorsque l’on en est là, on est stlr qu’elles sont sphériques, car il nv a que deux surfaces sphériques qui satisfassent à celle condition.
(l’est par le frottement contre un bassin creux ou une matrice convexe qu’on arrive à réaliser des miroirs sphériques. Un obtient la surface sphérique concave ou convexe du bassin et de la matrice, en les usant I un sur I autre: généralement ils sont en bronze. Il en faut de dimensions très-variées alin de pouvoir fournir des miroirs sphériques de tous les ravons. I e métal des miroirs est un peu moins dur que le bronze; l’allia;'!' qui le constitue répond à peu près à la formule (lu* Su. c’est-à-dire qu’il contient environ (ili de cuivre pour 33 d’étain: il est d’un blanc d’acier et prend un beau poli, mais il est très-cassant: pour atténuer autant que possible cet inconvénient, on doit prendre un soin extrême d’assurer l’homogénéité du métal dans sa fusion et sa coulée.
On obtient les miroirs plans par le frottement de trois surfaces à peu près planes l’une contre l’autre : lorsqu'elles s'appliquent exactement l’une sur l’autre, quelles que soient leurs positions relatives, il v a nue probabilité extrêmement grande qu’elles sont planes; il y a, pour ainsi dire, l’infini à parier contre i qu'il en est ainsi.
La poussière que l’on interpose entre les surfaces frottantes est de l’émeri à grain de plus en plus lin. On sait que dans l’industrie les poudres d’émeri de différents grains s’obtiennent en délayant dans l’eau l’émeri tel qu’on le recueille dans la nature, en Asie Mineure par exemple, puis séparant les parties déposées au bout de i, <i,3,. . 10, 9 0, 3o minutes; on obtient ainsi des poudres à grains de plus en plus lins. On termine le polissage au rouge d’Angleterre ou colcothar, obtenu par calcination du sulfate de fer. Le frottement s’opère du reste aussi uniformément que possible: il doit s’effectuer, pour les miroirs sphériques, de la circonférence au centre, et ou le dirige soit avec la main, soit à l’aide d’appareils spéciaux agissant plus régulièrement et sur des masses plus considérables. \u reste, ces machines ne font pas autre chose que donner à la pièce
mobile ce* mouvements de rotation arccompagnés de glissements que lui donnerait la main d’un bon ouvrier, et les machines inventées par lord Ross pour tailler un paraboloïde ne sont pas d’une autre nature.
C’est en 1777 que Mudge, opticien anglais, construisit les premiers miroirs paraboliques. En creusant un peu un miroir sphérique vers son centre, on y diminue le rayon de courbure, et, par conséquent, on rapproche le foyer F0 des rayons centraux du foyer F des rayons marginaux; on comprend donc qu’en diminuant convenablement le rayon de courbure depuis les bords jusqu’au centre on puisse amener tous les rayons réfléchis sur les diverses zones du miroir à passer par le même foyer : c’est ce qu’a fait Yludge en dirigeant le travail mécanique du polissage de manière à enlever un lieu plus de matière au centre que sur les bords. 11 est parvenu ainsi à diminuer considérablement l’aberration de sphéricité. Comme la quantité de matière est extrêmement faible, on emploie comme poussière interposée le rouge d’Angleterre; quant à la surface frottante, il convient qu’elle soit un peu flexible pour obéir dans une certaine mesure à la pression de la main : la poix, durcie par l’addition de quelques matières minérales, a été signalée depuis longtemps par Newton comme très-propre à faire un polissoir pour cet usage.
C’est ainsi que, dans ces derniers temps, lord Ross, M. Lassell et d’autres astronomes sont parvenus à construire des miroirs présentant une très-faible aberration de sphéricité. Us reconnaissaient que lu forme parabolique était atteinte, par la beauté des images que formait le miroir ; ils reconnaissaient qu’ils l’avaient dépassée quand , après avoir travaillé le miroir pendant un certain temps, les images formées 11e présentaient pas une netteté plus grande que quand le miroir était sphérique : c’est donc par une sorte de hasard qu’ils arrivaient à arrêter l'opération juste au moment où la forme parabolique était atteinte; cette méthode empirique présentait en outre un grave inconvénient, celui de nécessiter un grand nombre d’essais, pour cnacun desquels il fallait monter le miroir dans l’appareil, qui permettait de le diriger vers les objets célestes.
490. Procédé de Foucault. — On doit à Foucault d’avoir donne aux opticiens un procédé sur, à l’aide duquel on peut, en travaillant inégalement les diverses régions du miroir, savoir à un moment quelconque de combien l’on s’écarte de la forme que l’on veut obtenir et dans quel sens. Cette méthode a été indiquée par Foucault à l’occasion d’une application d’un procédé d’argenture découvert par M. Steinheil, de Munich, et qui cpnsiste à réduire un sel d’argent par une matière organique; la couche d’argent ainsi déposée est d’une minceur extrême; elle présente rigoureusement partout la même épaisseur et offre une homogénéité parfaite: si c’est sur une lame de verre qu’on l’a déposée, il suffit de la nettoyer ensuite avec une éponge pour lui donner l’éclat métallique le plus parfait. Il est évident que la faculté d’appliquer cette mince couche d’argent sur une surface quelconque rend inutile l’usage du métal des miroirs, qui est assez lourd et surtout très-cassant, ce qui rend son travail et sa manœuvre très-difficiles; d'ailleurs l’éclat de l’argent est bien plus vif que celui du métal des miroirs; enfin les miroirs argentés ont un avantage encore plus grand que tous les précédents : dans les grandes villes connue Paris, Londres, Manchester, etc., où l’on brûle une quantité- considérable de gaz d’éclairage, la surface des miroirs se ternit sous l’influence des vapeurs atmosphériques; pour leur rendre leur éclat primitif, il faut les polir à nouveau, et, comme on enlève dans cette opération des épaisseurs qui sont de l’ordre de celles que l’on a détachées pour passer de la sphère au paraboloïde, tout le travail est à recommencer; aussi les astronomes entourent-ils des précautions les plus minutieuses le miroir d’un télescope dont ils veulent pouvoir se servir pendant quelques années. Si, au contraire, on a affaire à un miroir argenté, il s’altérera, il est vrai, aussi vite; il se sulfurera même plus vite en s'oxydant moins; mais, pour lui rendre son premier éclat, il suffira d’enlever les impuretés à l’aide d’un linge un peu rude appuyé avec une force suffisante, et d’argenter de nouveau sa surface; on aura une nouvelle surface partout équidistante de la première, et qui sera, par conséquent, encore un paraboloïde de révolution; d’ailleurs cette seconde surface est à une distance pour ainsi dire infiniment petite de la première.
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Ou coiii|>r«‘ii<l (loin- (ont l'intérêt qui s'attache à la construction des miroirs argentés. La substance choisie connue la plus commode à travailler a été le \erre. On prendra un disque en verre de telles dimensions qu’on voudra ; on choisira un verre (h* bonne qualité, que l'on trouvera facilement, car il n’est pas nécessaire qu’il soit homogène à l’intérieur: il convient qu’il soit particulièrement riche en chaux, alin qu’il soit très-peu livgromélrique. Le croxvn, le verre n {[lace des anciennes fabriques sont très-coin cnables; h* verre à glace qu’on fabrique aujourd'hui est trop riche en potasse et en soude.
C’est à M. Sleinhei! qu’on doit les premiers miroirs argentés, et il en a vu immédiatement toute la portée. Foucault a retrouvé de son côté le procédé de M. Sleinheil, en a fait une étude bien plus complète, et le premier il a donné à l'opticien un procédé sur pour se diriger dans le travail dilliriie d'un miroir parabolique.
V.) I . manière de vérifier al la aurfaee du miroir eat de révolution. — On commence par amener le miroir de verre à l’état de miroir poli cl sphérique. A cet état il réfléchit assez la lumière pour donner, dans une chambre obscure, une image nette d'une flamme un peu visible. Pour faire voir comment ou pourra vérifier si la surface du verre est sphérique, supposons celle condition satisfaite et par conséquent le miroir AB (lig. sgi) sans aberration pour un point lumineux placé à son centre; il jouit encore de la même propriété, à trèspeu près, pour un point C, situé à une très -petite distance du centre, dans un plan perpendiculaire à l’axe; il s’ensuit que tous les rayons partis du point C viendront former en un point C'. symétrique du premier par rapport à l’axe 00', une image sans aberration. (pii jouira des propriétés des images produites au foyer des miroirs aplanétiques, c’est-à-dire qu’elle sera formée d’une tache centrale bordée d’un système d'anneaux. On réalise le point lu-
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minoux on recevant sur un diaphragme très-inince . percé d’un |)elil trou, ia (lamine d’une bougie ou d’un bec do jpiz, ou mieux encore un faisceau lumineux SI, rendu convergent par une lentille L, plan convexe, à court foyer, et renvoyé sur le trou (1 par un prisme à réflexion totale M\l\ Pour examiner l’image (1 formée dans le plan focal, il est nécessaire d'armer l’o-il d’une loupe, et alors on voit l’apparence que nous venons de rappeler; celte image doit être symétrique par rapport à toutes les directions: la parfaite symétrie ne sera point altérée si l’on avance ou si l'on recule un peu la loupe pour voir en avant ou en arrière du plan local les apparences que nous avons décrites précédemment. S'il \ a une déformation dans le système des anneaux, on en conclut que le miroir n’est pas symétrique par rapport à l'axe, et ou recommence à nouveau le travail du verre. On peut, de l’apparence des déformations, conclure de quels côtés se trouvent le plus grand et le plus petit diamètre et corriger la forme de la surface.
492. Vérification de la sphéricité du miroir. — Supposons que par des investigations de ce genre on ait reconnu que le miroir est de révolution : il faut naturelleménl vérifier la sphéricité par des moyens plus délicats. On prend un petit réseau a mailles
rectangulaires, formé de lils très-lins de platine ou d'une autre substance, et préparé avec le soin qu’on apporte à la construction des micromètres destinés aux observations astronomiques; on le place dans la petite ouverture du diaphragme, et très-près du centre, dans
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le plan focal mené par le centre même : l'image de cp réseau, formée de traits obscurs sur un fond noir, ne sera parfaitement identique à l’objet que si le miroir est rigoureusement sphérique. On étudiera donc cette image avec un appareil grossissant, et l’on vérifiera si elle est identique à l’objet. On augmente singulièrement la délicatesse du procédé eu examinant l’image au moyen du microscope nu devant duquel on a placé un diaphragme percé d’un trou très-étroit. L’elfel de ce diaphragme I (lig. a 93) est de donner à l’observateur des images des différentes mailles du réseau, réfléchies chacune par des portions différentes du miroir; par exemple, l’image N’ du point ^ est formée par le petit cône N’ai de rayons qui se sont réfléchis sur la portion centrale ab du miroir; le point M’. au contraire, proviendra du cône MW de rayons réfléchis sur la portion marginale cd\ ainsi chaque point de l’image est formée de faisceaux très-étroits, réfléchis en des points différents de la surface du miroir, et si l’une quelconque de ces régions n’est pas parfaitement sphérique, comme son effet n’est pas masqué par celui des autres, la déformation sera aussitôt évidente.
Supposons que dans une certaine région la surface du miroir soit parfaitement sphérique AB (lig. î»q3) et quelle ait pour rayon la distance qui sépare le plan du réseau du sommet du miroir : elle
donnera une image identique à l’objet lui-méme, c’est-à-dire des mailles égales entre elles et égales à celles du réseau. Supposons au contraire que dans une certaine région le rayon de courbure soit un peu moindre que celui que nous venons de supposer comme en CD (lig. o () à) : les rayons lumineux réfléchis dans cette région vien-
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(Iront former une image de l’objet un peu en avanl du centre, et les mailles carrées seront un peu plus petites (pie dans le réseau. Elles seront au contraire agrandies si la réflexion a lieu dans une région où le rayon de courbure soit plus grand que celui que nous supposons : tel est le cas de EF (lig. a g 5). Enlin, lorsque les trois hypothèses précédentes sont réalisées, et que la section du miroir pré-
►V «ab-
sente l’aspect GH (lig. ag6), on a dans l’image des mailles égales à celles du réseau, des mailles plus grandes et d’autres plus petites; et comme il y a continuité, on a pour image des Fils du réseau une série de lignes courbes se rapprochant pour donner les mailles les plus petites de l’image, et s’écartant pour en représenter les mailles les plus grandes. L)e l’examen de cette image, on conclut si le miroir est voisin de la forme sphérique ou s’il s’en écarte beaucoup : dans ce dernier cas, on le reporte sur sa matrice; dans le premier cas, voici comment on recherche les corrections qu’il faut lui faire subir.
493. moyen de corriger l'imparfaite sphéricité du miroir. — Le procédé repose toujours sur la propriété qu’a un miroir sphérique d’ètrc aplanélique pour un point lumineux placé dans le plan focal du centre, très-près de ce point. On réalise le point lumineux, comme nous l'avons indiqué plus haut, en renversant vers le diaphragme un faisceau lumineux dont la divergence est juste assez grande pour illuminer toute la surface du miroir : la totalité des rayons réfléchis vient former en M’N' (fig. agi) une image du point MN
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composée d’une lâche cenlrale ol d’anneaux très-étroits. Si en MW on pince nu diaphragme opaque Irès-pclil. de manière à rouvrir la portion cenlrale de celle image, un plaçant l'œil Irùs-près derrière ce diaphragme et regardant le miroir, ou ne recevra aucun ravon réfléchi directement par celui-ci: on le verra cependant éclairé d’une manière très-faible, à cause du pouvoir diffusif très-petit dont jouit toujours le pidi spéculaire le plus parfait: mais cet éclairement du miroir sphérique sera uniforme. Si le miroir n'est pas exactement sphérique, il y aura des aberrations sensibles et des rayons réfléchi' directement par le miroir qui arriveront à l'œil placé très-près du bord de l’écran: la surface du miroir paraîtra donc inégalement éclairée. De ces inégalités on peut conclure en quels points et dans quel sens le miroir s’écarte de la forme sphérique.
En effet, établissons un diaphragme 1)0' (pii couvre le centre ()' (lig. ‘i 9 7) du miroir AB. et plaçons l'œil Irès-prèsdu bord inférieur de cet écran. Supposons qu'aux points I* et P' la surface du miroir fasse saillie sur la surface sphérique: les normales en ces poiuls viendront couper l’ave entre le centre et le miroir, et les rayons ré-
l 'l[. »•);. rij. xj*.
fléchis passant au-dessous de l'écran seront reçus par l o-il : la région PP' semblera illuminée. Si au contraire la surface du miroir AI* (lig. 098) est en arrière de la surface sphérique, les ravon* réfléchis en P et P' viendront rencontrer le diaphragme avant de rencontrer l’ave, la région PP’ paraîtra obscure. Par conséquent, si le miroir n’est pas sphérique, au lieu d’une apparence lumineuse uniforme, il présentera îles parties obscures indiquant les creux et des parties
brillantes correspondant à des saillies dp la surface. L’œil verra donc en quelque socle le relief de la surface que l’on construirait de la manière suivante : qu’on prenne une surface plane d’étendue égale à la surface du miroir, et qu'aux divers points de cette surface on élève des ordonnées égales aux distances des différents points du miroir aux points correspondants d’un miroir rigoureusement sphé-
Kig. a99.
rique; si. par exemple, le miroir offre une section de la forme nhr (lig. aqq), les extrémités des ordonnées formeront une courbe nlblcl renflée vers le milieu. On juge ainsi du genre de corrections à faire subir nu miroir et . dans le cas actuel, nous voyons que pour atteindre la forme sphérique il faut faire rentrer les bords.
De là l’idée neuve et hardie des retouches locales appliquée au travail du verre. Pour la réaliser. Foucault lixait le miroir sur un support et, avec un polissoir en verre de à ti centimètres de diamètre et du rouge il’ Angleterre, il travaillait à la main les régions qui avaient paru brillantes : l’apparence lumineuse s'en conserve aisément dans l’esprit, et d’ailleurs on peut tracer des traits au crayon rouge sur tous ces points pour se guider sûrement. L’opération étant prolongée quelque temps, ou soumet de nouveau le miroir à la même épreuve, et on voit si l’on a atteint la limite qu’on s’était proposée, si on l’a dépassée ou si l’on est resté en deçà.
La supériorité de ce procédé, qui constate et mesure presque
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l'erreur, et n’oblige pas à monter le miroir dans un télescope pour viser un objet réleste, est maintenant bien évidente.
49 4. Passage de la forme sphérique à la forme parabolique. — La forme sphérique étant obtenue (c’est un point de départ nécessaire), on la transforme d'abord en celle d’un ellipsoïde de révolution à foyers peu distants. Le même procédé que nous avons déjà décrit sert encore à reconnaître quand on a atteint rigoureusement cette forme : le point lumineux qui envoie sur le miroir le faisceau divergent est à l’un des foyers de l’ellipsoïde, et c’est en un point plus éloigné, second foyer de la surface, qu’on place le petit écran derrière lequel on met l’œil pour voir si la surface du miroir est bien uniformément éclairée. S’il n’en est pas ainsi, on note les saillies et les creux, et pour les faire disparaître on emploie des retouches locales. On recommence ensuite la même opération en écartant davantage les foyers: dans les grands ateliers dont dispose l’industrie, on peut leur donner une distance de «5 à 30 mètres. Arrivé là, l’opérateur a presque atteint la forme parabolique; plus les foyers sont éloignés, moins on trouverait d’aberration en visant un objet céleste.
Pour donner an miroir ainsi préparé la forme parabolique, on place à une distance d’environ no mètres un collimateur qui envoie sur le miroir un faisceau de rayons parallèles entre eux et à l’axe : ils doivent former ou foyer une image sans aberration; c’est maintenant cette image que l’on couvre d'un petit diaphragme, et, en plaçant l'œil à côté, on voit illuminée avec plus d’éclat la portion de surface qui fait saillie sur le paraboloïde. Lorsque, par des retouches locales, on a obtenu un éclairement uniforme, on peut essayer le miroir en visant un objet céleste, ou une mire terrestre sur laquelle on a tracé des traits rapprochés, noirs sur fond blanc ou inversement, et qui est à une grande distance. Celte opération donne la limite de puissance du miroir, c’est-à-dire le minimum du diamètre apparent de la distance de deux points dont les images sont distinctes.
On a reconnu qu’en diminuant l’ouverture angulaire d’un miroir au moyen d’un diaphragme placé au devant ce minimum devient
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plus grand, c’est-à-dire que la netteté des images diminue; il devait en titre ainsi dans un miroir aplanétique, car nous avons vu que par cette diminution on augmente les aberrations de diiïraction. Cependant on ne peut pas espérer d’arriver à une netteté indéfinie en augmentant indéfiniment la largeur du miroir sans changer son ouverture angulaire; on est arrêté dans cette voie par la nature de la surface, qui n’est jamais mathématiquement polie.
Dans un miroir ordinaire, la netteté de l’image augmente lorsqu’on supprime une certaine zone de ce miroir; il est donc bien dilférent d'un miroir aplanétique.
On pourrait, en prenant le miroir tel que le donne l’opticien, c’est-à-dire un miroir sphérique vérifié au sphéromètre, commencer tout d’abord parla dernière opération, recourir immédiatement au collimateur et employer la méthode des retouches locales jusqu’à ce qu’on obtienne une image sans aberration; mais il faudrait enlever une trop grande épaisseur de verre, et il en résulterait des tâtonnements beaucoup plus longs que ne l’est toute la série des opérations que nous avons décrites et qui n’exigent, à chaque fois, que l’ablation d’une très-petite quantité de matière.
2° LKKTIM.ES.
495. Réfraction de la lumière à travers un milieu limité par une aurfacr aphérique. — Pour les lentilles comme
Fig. 3oo.
pour les miroirs, nous rappellerons d’abord les formules approchées
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obtenues en négligeant les aberrations. Nous conserverons toujours les conventions de signe suivantes : supposons que la lumière, passant du milieu le moins réfringent dans le milieu le plus réfringent, rencontre une surface concave, toutes les distances comptées à partir du sommet A (lig. 3oo) vers le côté d’où vient la lumière sont positives; le rayon de la surface concave est positif; dans le cas d’un point lumineux virtuel, les distances comptées de son côté sont négatives; enfin, si la surface est convexe au lieu d’élre concave, on regarde son rayon comme négatif.
Avec ces conventions, on a, pour tous les cas où la surface de séparation des deux milieux est sphérique, la formule
Ï' ~i ~ îT
où p représente la distance du point lumineux 1* nu sommet A de la surface sphérique MN, p' la distance au même point de l’intersection Il de l’axe et des rayons réfractés tels que H 1 1 II . h l’indice de réfraction, R le rayon de la surface. La figure montre que le fovcr est virtuel lorsque // est positif; c'est en effet le prolongement du rayon réfracté qui vient couper l’axe en II. A cause du défaut de symétrie de la formule, on ne peut conserver aux points P, Ü le nom de foyers conjugués en attachant à ces mots le même sens que dans la théorie des miroirs; mais on peut leur attribuer la signification suivante. Concevons dans le milieu le plus réfringent un système de rayons tels, que prolongés ils passent en II ; ces rayons réfractés iront passer par le point P d’après le principe du retour des ravons; de celle manière, Il et P peuvent être dits foyers conjugués; effectivement, pour appliquer à ce cas la formule précédente, il faudra changer R en — R. u en j*p en —y' et p' en — p,
et alors la formule restera la même. Mais il faut se garder de croire que celte dénomination signifie qu'en plaçant le point lumineux en Il le prolongement des rayons réfractés passera en P: il n’en est rien.
H est intéressant de rechercher dans quel cas les rayons réfractés provenant de rayons incidents parallèles à l’axe sont convergents.
INSTIILMENTS D'ÜI'TlUl K.
Si l’on fuit yi ^ ce, on a
Telle est la distance au sommet A du point de concours des rayons.
Si f est positif, ce foyer principal est virtuel et en conséquence les rayons réfractés sont divergents. Or f est positif lorsque R et « — i sont de même signe; lorsque ces quantités sont positives, on est dans le cas où nous nous plaçons généralement, c’est-à-dire dans le cas de rayons arrivant du milieu le moins réfringent sur une surface concave: lorsque ces quantités sont négatives, il s’agit de rayons passant du milieu le plus réfringent dans le milieu le moins réfringent, la surface de séparation étant convexe vers le premier.
Si au contraire f est négatif, le foyer principal est réel, et les rayons réfractés sont convergents : c’est ce qui arrive dans les deux cas où l’on a
o avec « — i
o avec n — i
Dans le premier cas, les rayons passent du milieu le moins réfringent dans le milieu le plus réfringent, et la surface de séparation est convexe vers le premier. Dans le second cas, les rayons lumineux parlent du milieu le plus réfringent et tombent sur une surface concave.
Ces considérations sont utiles dans la théorie de l’iril, qui n’est pas à proprement parler une lentille, mais plutôt un système de surfaces séparant des milieux dont la réfringence n’est pas tout à fait la même.
rl%. Réfraction m travers un milieu limité per deux surfaces sphérique*. — Supposons maintenant que le second milieu soit limité, du côté où nous l’avons supposé indéfini , par une seconde surface MW (fig. 3oi), sphérique comme la première, de même axe AX et assez rapprochée pour que l’on puisse négliger l’épaisseur de la lentille que l’on réalise entre ces deux surfaces. Appelons w la distance focale des rayons centraux, en supposant un instant le second milieu indéfini de l’autre côté de la première
surface MN ; nous avons vu que, si les rayons émanent du point P. on a
■as i> Il
où le signe de or résulte de ceux de y» et de K. Considérons maintenant les rayons comme émanant du point fl de l’axe déterminé par
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la distance tu, et tombant sur la seconde surface : soit y/ la distance de A au point P' où les rayons centraux réfractés rencontrent l’axe, et soit H' le ravon de la seconde surface. On aura, d’après la formule précédente.
équation qui, combinée avec la première, donne entre y; et y/ la relation suivante :
p'~p~ ni iv i"~ 'Hr bv-7’
Telle est la formule des lentilles, formule générale si l’on se rappelle les conventions faites sur les signes.
A ‘.17. I/rntilIrn convrrtrnlrn et divergente». — Celle formule \o nous permettre de distinguer immédiatement les lentilles en deux classes : lentilles convergentes, qui pour yi= oc donnent ./< o, et lentilles divergentes, qui dans le même cas donnent />o.
On suppose ici n> i; mais si l’on avait n < i , les lentilles convergentes dans l'hypothèse de n> i deviendraient divergentes, et vire versa; ainsi une lentille d’eau sera convergente dans l’air, et une lentille d’air limitée par les mêmes surfaces sera divergente dans l’eau.
Mais revenons au cas le plus habituel, n^> i; pour que /soit négatif, et par suite la lentille convergente, il faut «pie l’on ail
condition qui donne, pour R > o, les limites suivantes pour R' : R > R' > o, et qui. dans le cas de R < o, fournit encore Ips sui-
Fig. 3o«.
vantes : R' > o, et R’ <C o avec la restriction R' > R en valeur absolue; on obtient ainsi (fig. 3 o •> ) les lentilles ronrave-ronvexc à centre épais C3, plan-conveve C.2 et biconvexe C,.
L’examen des cas divers fournis par la condition
ferait tout aussi facilement trouver les différentes sortes de lentilles divergentes, savoir ; les lentilles concave-convexc à centre mince Ds, plan-concave Da et biconcave D].
498. Forera conjuguée de* lentille». — Lorsque l’on considère une quelconque de res lentilles, le point lumineux et son foyer réel ou virtuel peuvent encore être compris sous le nom de foyers conjugués; mais, afin de ne point s’égarer sur le sens de cette
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expression , il faut remarquer avec soin le défaut de svmétrie en p el p de la formule
Si l’on y change p en y»’, il faut, pour qu’elle ne change pas, remplacer encore p' par — p. Donc, si un faisceau conique tombant sur une lentille produit son foyer d’un certain côté et à une certaine distance de celle-ci, c’est de l’autre côté, et à la même distance, qu’on devra placer un second faisceau lumineux pour avoir un foyer situé par rapport à la lentille dans une position symétrique de celle du sommet du premier faisceau. Par exemple, dans le cas d’une lentille biconvexe AB (lig. .*io3), dire que les points P, P' sont des
l'ijj. Su.".
fox ers conjugués signilie qu’en plaçant le point lumineux en P on a un foyer en P’; et qu’il faudrait mettre le point lumineux en i r. symétrique de P’, si l’on voulait avoir un foyer en tt’, point symétrique de P. Dans la lentille biconcave, ou aurait une autre disposition des foyers, niais avec les mêmes relations entre eux, en ayant égard aux signes.
45)9. Aberration d'une mirfarr réfringente. — Cherchons maintenant avec plus de rigueur en quels points viennent rencontrer l'axe d’une surface réfringente les différents rayons émanés d’une source P (lig. .'î o A ) située sur cet axe, et réfractés en divers points de la surface. Pour la symétrie des raisonnements et des ligures, nous supposerons qu’il s’agit d'une surface concave vers le milieu le moins réfringent, el que le point P est situé dans ce mi—
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lieu. Appelons a l'angle île l’iixe avec la normale au point d'incidence H: p et p' les distances de ce point à la source lumineuse P
Fig. Ho 4.
et à son loyer II. La considération des triangles CHP. CHII fournit les relations
sini p— R sine p— R
sin a p sin a p ’
relations qui transforment la suivante,
en celle-ci :
sin i = h sin r.
« -U n It
On a d'ailleurs sans dillicullé les valeurs de p et p' en fonrtion de R .p.p' et de l’ordonnée y du point d’incidence H,
p- R- + l/i R )•’ + •! R [p R ) cos a .
p - ■ R- + (// R)s+ ull (p II) cos a.
ou, en remarquant que la projection Rcosa de HC sur l'ave est égale à V R" y1-
p'- R-+ (p R)-+ •» ip R)vK*- y-.
et, après substitution, on arrive à la relation définitive entièrement rigoureuse,
V^sR ’ + p1 — 3pIV + a (/» — ll)v^R’— V a R! + /)'■— sp'R + 3 ( p' — 1\ ) \/F'— y'
Cette équation pourra se résoudre; elle est du deuxième degré en p • et pn. Mais il n’y a pas d’intérêt à la considérer d’une manière générale: le seul cas utile est celui où l’ouverture angulaire est petite.
500. Coa d'une surface réfringente de petite ouverture angulaire. — Supposons y assez petit relativement à R pour qu’on
puisse négliger jj-, • On aura vR3 — y'1 = R — et l’équation se simplifiera beaucoup :
yV+/(>-fvj
On peut encore la simplifier en remarquant que— , est de l’ordre
yl
de et par conséquent négligeable: alors, en extrayant la racine cariée par approximation, on a
et en effectuant les divisions au même degré d’approximation,
Divisons par R et réunissons les termes qui ne contiennent ni R
ni yJ
« 1 n— 1 . y [ <i(p — R) /i i\ tp — R) / i I \ 1
" L p ’ R Vp R / P'R Vp R II
L’expression comprise entre crochets peut s’écrire
p Vp R ) p Vp R/
et on peut la simplifier par la considération suivante ; jVel^, ne diffèrent des valeurs jj-, et jp relatives au\ rayons centraux que de quantités de l’ordre de y'2, d'après la formule même, puisqu’on néglige y*; on peut donc mettre ces dernières quantités à la place des premières; l’équation qui les fournit est, comme on sait,
,_iT
Après cette substitution, l’équation (i) devient
i_LV
TT
^ 3«’ \ll
qui représente la loi de la réfraction opérée sur une surface sphérique concave, d’ouverture angulaire très-petite,
501. Aberration longitudinale. — On voit, en appliquant cette formule aux rayons marginaux et la comparant à la précédente qui convient aux rayons centraux, que l’aberration longitudinale dépend du terme en y1. Pour trouver comment elle varie, désignons-la par Ap et traitons celte quantité comme un infiniment
petit; partant de la valeur qui correspond aux rayons centraux.
on a
Pour//2 on mettra une expression indépendante de y1; l’aberration longitudinale Ap' varie donc proportionnellement à A qui n’est autre chose que le terme en y1 de l’équation (a); de plus, elle est. toutes choses égales d’ailleurs, de signe contraire à ce terme; ainsi, suivant que le coefficient de y2 est positif ou négatif, le foyer des rayons marginaux est plus près ou plus loin de la surface réfringente que le foyer des rayons centraux. La discussion des différents cas qui peuvent se présenter n’offre d’ailleurs ni difficultés ni grand intérêt.
50*2. Cm où l'aberration longitudinale est nulle. —
Mais il est intéressant, au point de vue théori<|tie, d’examiner dans ipicls cas l’aberration longitudinale c>l nulle, Elle sera nulle, aux quantités du second ordre près, lorsque le coellirient de y sera nul . r'est-à-dire lorsqu'une des deux conditions suivantes sera satisfaite :
ii i a a- i
p î\~0' IV p ~ '
Elles donnent pour p des valeurs pour lesquelles il est aisé de voir que l’aberration est nulle, non pas seulement aux quantités du second ordre près, mais absolument nulle. En effet, ces valeurs de p sont
y» —H cl ~ R (« -4-
Dans le premier cas, le point lumineux est au centre de la surface réfringente ; les rayons sont normaux à cette surface : l’aberration est donc nulle. Dans le deuxième cas, la formule qui convient aux rayons centraux donne pour p' la valeur tirée de l’équation
p-=njirrr)+—-
ou
Cette valeur, qui détermine le foyer R des rayons centraux, convient aussi aux rayons marginaux; car joignons un point I. pris sur les bords de la surface, aux points II, P, G; des relations
il résulte
p K» «II.
IV “V-R
c’est-à-dire que dans les triangles CHïT, CHP les côtés qui comprennent l’angle G sont proportionnels :
CP CH CFI -car "•
Les deux triangles sont donc semblables el le rapport de similitude est n : ainsi, en désignant PH, HH par p el p', on a
Cela posé, cherchons le rapport des sinus des angles PHC, HHC, que nous désignerons par i et .v: il est facile de voir que l’on a
sin i -= — n— •
el sin.r’
si ni p l\ p ,i
si n i /> — R p n
i étant l’angle d’incidence, ,r est l’angle de réfraction; les rayons réfractés par les bords de la surface viennent donc passer exactement nu foyer de. rayons centraux: l’aberration est, ainsi que nous l’avions dit, rigoureusement nulle.
L’aberration latérale s’obtient en multipliant l’aberration longitudinale par In tangente de l’angle de l’axe avec le rayon marginal réfracté, ou. plus simplement et d’une manière approchée, en multipliant l’aberration longitudinale par p •
Les deux cas où l’aberration longitudinale est nulle, la surface réfringente étant sphérique, sont des ras particuliers où se trouve remplie la condition à laquelle une surface doit satisfaire pour être aplanélique.
503. Condition* auxquelles doit Mlithire une surface réfringente pour être aplanétique. — i° Cas où le point lumineux et son foyer sont l’un réel, l’autre virtuel. — Considérons, en effet, une surface de révolution réfringente à foyer virtuel, le point lumineux étant réel et situé en P (tig. 3o5); et cherchons quelle doit être la courbe méridienne pour que celte surface soit aplanétique. Soit un rayon PI =p tombant du point P sur la surface, el soit PT un rayon inlinimenl voisin. Du point P comme centre, avec PP pour raxon, décrivons l’arc de cercle l'K : en appelant i l’angle
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d'incidence du rayon PI, on a
IK
Mais IK = — dp, et, en désignant Tare Al par s. Il’ égale ifs-, donc
sin i —
dl.
ils
Comme, par hypothèse, les rayons réfractés rencontrent l’axe an
Fig. 3o6.
même point it, on aurait de même, en considérant le triangle U'k ,
dp
smr- - 7- ■
fis
Donc, suivant la loi de Descartes.
d’où, en intégrant,
dp'.
ds '
Ainsi, deux points étant donnés, dont l’un doit être un point lumineux réel et l’autre un foyer virtuel . la surface sera aplanétique si sa courbe méridienne est une des courbes en nombre infini représentées par l'équation précédente.
La même condition subsiste si l’on prend un point lumineux virtuel et son foyer réel.
Dans le cas où il s’agirait d’un miroir réfléchissant, on arriverait ù l'équation
Des hyperboloïdes de révolution en nombre infini satisfont ù cette condition.
504. a" Cas où le point lumineux et son foyer sont tous deux réels ou virtuels. — Pro|»osons-nous maintenant de rechercher la condi-
fig .‘JoO.
tion à laquelle doit être assujettie une surface réfringente aplanétique lorsque le point lumineux et son foyer sont tous deux réels ou tous deux virtuels : c’est le cas représenté par la figure 3o6.
En considérant deux rayons infiniment voisins PI, PI', qui se propagenl dans le milieu réfringent suivant Iir, I'w, on trouve, par des calculs qui sont identiques aux précédents à un signe prés, l’équation
Dans le cas des miroirs, on trouverait pour équation de la section méridienne
équation d’une ellipse dont le cercle est un cas particulier.
505. 3° Surface aplaniliyue pour des rayons incidents parallèles. — Enfin, lorsque les rayons incidents (fig. 307) sont parallèles à
l'axe A\, on doit compter les distances p à partir d’un plan BC perpendiculaire à leur direction. Appelons « la distance d’un point I de la surface réfringente à ce plan et supposons «> 1, ce qui est le
Fig. 307.
cas ordinaire. Ln rayon ST, infiniment voisin de SI, se'réfractera de manière qup sa direction rencontre l’axe au même point 7r que 1p premier. On aura d’ailleurs, en désignant par du la variation de u qui correspond à un déplacement ils du point d’incidence, l’équation
. . il u
SI
On a de même
et on en conclut
dn r -
dp'
,ls
u — ap’ =
rn,
équation des courbes méridiennes des surfaces aplanétiques pour un point lumiiieuv situé à l’infini. Comme l’origine des distances u est arbitraire, on peut faire la constante r égale à zéro et l’on a
U = llp'.
Or. les courbes telles, que le rapport des distances d’un quelconque de leurs points à un foyer et à une droite soit constant, sont des ellipses; une surface elliptique concave peut donc faire converger vers un foyer unique et virtuel les rayons parallèles à son axe.
Il est facile de voir qu’à chaque valeur de 11 correspondent des ellipses d’une excentricité déterminée. Cherchons en effet la eondi-
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lion pour que l’ellipse dont l'équation esl
soil romprisp parmi ppIIps <|iip reprpspnlp IVnuation On a
, rx
f* == fi -
el en appelant il la distance à l’axe Oy (fq;. 3o8) de la droile DD'
K if. 3o8.
dont il a été question, el qui n’est autre que la direrlriee,
n — il .r.
Il faut donr que, pour tous les points de l’ellipse tels que |, on ait il .r — u {n — .r'j •
luette équation ne peut avoir lieu dans res ronditions que si l’on a
Par conséquent , n étant donné ainsi que le foyer F, il y a encore une infinité d’ellipses ayant toutes même excentricité el déterminant au-
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tant de surfaces réfringentes aplanéliques pour un point lumineux situé à l’infini. Lorsque la surface tourne sa concavité vers ce point, ce qui est le cas de la figure précédente, comme l’indique le signe de n , le foyer virtuel est relui des foyers de l’ellipse tpii est le plus éloigné de la surface.
Si l’on voulait recevoir les ravons lumineux sur la convexité de la surface, on aurait alors un foyer réel, et l’on voit facilement que ce point coïnciderait avec le foyer fie l’ellipse le plus éloigné de la surface. I)ans tout ceci on suppose, comme il a été dit plus haut, l’indice de réfraction n plus grand que l’unité.
Ces observations fournissent quelques indications utiles pour la construction des lentilles. Si en effet on reçoit des rayons tels que SI (fig. 3oq ) , parallèles à l’axe, sur la face convexe d’un ellipsoïde de
Fig. 3oy.
révolution convenablement choisi, tous ces rayons convergeront vers le foyer K le plus éloigné; et si, pour deuxième surface de la lentille, on prend une surface sphérique MN avant pour centre ce foyer même, les rayons convergeront tous en ce point.
Ainsi, en augmentant convenablement la courbure du côté convexe d’une lentille convcxe-concave à surfaces sphériques, et tournant ce cèlé rendu elliptique vers les rayons lumineux, on réalisera un système parfaitement aplanélique; on pourra toujours arriver à ce résultat par la méthode des retouches locales. Dans ce cas on a, comme on le voit, un foyer réel. Mais si c’est la surface concave
INSTRUMENTS D OPTIQI K. SRI
do In lentille qu’on rend •>lll|)ti(|ii<> el i|u’nn If m rm» vers In source lumineuse. In lace convexe restant sphérique, on a un foyer unique, mais virtuel; les rayons semblent, à leur sortie, émaner de ce point comme d’un centre.
(les remarques, si on les met en pratique avec l’aide des retouches locales, pourront conduire un jour a fies résultats d’une grande importance.
f)0ti. Influrnrr «le répnitiaeiir «le* lentille*. — Abordons maintenant la théorie complète fies lentilles. El d’abord cherchons l’influence fie l’épaisseur, en faisant usage des formules approchées qu’on emploie d’ordinaire. Afin de n’avoir que des quantités positives, considérons un ménisque divergent qui reçoit sur sa face con-
Fig. 3 > a .
cave les rayons émanés d’un point I* (fig. il i o) situé sur l’axe à unp distance p du point A. (les rayons, réfractés par lu première surface, concourent en un foyer virtuel FI. dont la distance ■a au |M)int A est donnép par l’équation
Il 1 u — 1
Considérons maintenant II comme un point lumineux réel pour la seconde surface; il en est situé à une distance zt' — zr + h, en désignant par h l’épaisseur de la lentille. Soit p' la distance à la même surface du fover virtuel P\ où concourent finalement les
rayons, on a
/i' ni R'
Pour arriver à la relation qui lie yi, y/ el h, il faut éliminer m entre les deux équations précédentes , après avoir remplacé ns par
ns -j-li. Mais comme li est petit, on peut substituer à —,
ns + li
rs \
ns)
il i nsi
Il II
Kn additionnant membre à membre les équations ( i vient
(jj— jf ) ~ ÿ '
et (*-4, il
Enfin, en remplaçant ns par sa valeur
on a
h (i n- iy
Il faudrait v remplacer encore y/ par y>' — h pour que les distances lussent comptées toutes à partir de A. Cette formule montre que l’influence de l’épaisseur n’est pas la même, quelle que soit la face tournée vers la source lumineuse, résultat que n'indiquail en aucune façon la théorie ordinaire, où l’on néglige entièrement l’épaisseur des lentilles. Lorsque les rayons incidents sont parallèles, celte formule se simplifie; car si yj = co. on a
?-(—)«- irHC-r)'-
Enfin, si R est infini en même temps que yi, l’influence de l’é-
paisseur est nulle. Ce résultat est évident « priori, car, dans une lentille plan-concave qui reçoit le faisceau lumineux par la face plane, les rayons incidents pénètrent normalement dans la lentille et ne sont réfractés qu’à 1a seconde surface.
507. Aberration d’une lentille. — Le calcul de l'influence de l’épaisseur des lentilles sur la position des foyers est beaucoup plus long lorsqu’on tient compte de l’aberration de sphéricité. Nous
Fi J. Su.
avons déjà vu qu’en appelant p la distance du point lumineux 1* ( li jj. 3 i i ) au sommet A d’une surface sphérique concave, et w la distance au même point du foyer n où concourent les rayons réfractés à une distance y de l’axe, on a la formule
sr /) R an* Vit /> ) \p R/ ^ ’
Considérons le point n, situé à une distance k' — h de la seconde surface, comme un point lumineux réel, et cherchons la distance à cette même surface du foyer P’ conjugué de ir: désignons cette distance par p et posons P'h = p et wll = p. En imaginant que la lumière vienne de l’extérieur, suivant KP', et se réfracte en k suivant kC\ les calculs deviennent tout à fait symétriques de ceux qu’on a faits précédemment; ainsi on a
sin C'kP' = sin i ■
sin C', sinC'k7r=sinr
T II' I /I II
devient tout à fait analogue à la suivante,
II— Il BT— Il
! — Il 7— •
qui nous a servi de point de départ dans notre premier calcul; il nous sullira donc, pour arriver à la relation qui lie w et //, de remplacer, dans celle qui existe entre p et vs. les lettres yi, c r. Il, ».
par sr', p\ H', on a ainsi
Dans cette équation, on peut mettre y2 au lieu de y'2, car la différence de ces quantités est négligeable dans le cas où nous nous plaçons, puisqu’il s’agit de rayons marginaux peu inclinés sur l’axe; d’ailleurs l’ordonnée extrême des deux surfaces est la même dans les lentilles de verre, et y'1 — y2 est alors tout à fait insignifiant. Il faut en outre, dans cette équation, remplacera' par w-f -/t; seulement, dans le terme en y2, nous ferons simplement «' = vs, car h est de l’ordre de la différence des sinus verses des angles que fait l’axe avec les rayons marginaux ; h est donc de l’ordre de y2, et conséquemment négligeable dans le multiplicateur de y2. Ainsi, après avoir chassé les dénominateurs et mis l’équation sous la forme
(ï-îf)V-
nr' ~~
Vif IIVS' )
on remplacera,
dans le
premier
membre. — ,
TB
par la valeur trouvée
plus haut
nh n
. ÎLl
vs cr
TT
“iï” ~
3 Vif
Maintenant, il ne reste plus <|u’à éliminer xs entre celle é<|iia(iun et l'équation analogue déjà établie pour la première surface. Ajoutons-les membre à membre et nous aurons
(fi-if)
Le multiplicateur de tj1 a pour valeur
in
l/l IM-l^/l I N'J «’(«- l) / I It-h l\ f t I YJ
r U ~ I> J \J> ~ ï\) i \IV H® ) U ~ ÏÏ7
C-ir)T
Connue on le voit, il contient encore®: mais on tirera de l'équation 4- une valeur sullisaniiiicnt approchée de ® pour la substituer dans l’expression précédente ; en ayant aussi égard à la relation -f- (ii — i) dont le degré d’exactitude est le méine,
les facteurs qui contiennent w pourront s’écrire
ÏF
lits
ÎV ‘
+ 1 fi , n- iN i fn- n-— i n- n ,i i \
if \p+ ir ) ~ï? vit ~ a — r +ïv r'J
+ ')(r— à-)Ji
fin conséquence, la valeur de y devient
et la relation définitive qui lie y/ et /> est
'•-H-. )(i-i O-IO+tt)’
n— i » r/ 1 n -i- r\ / 1 i yJ /i n *■ i\ / i i v-'i
in- y lu /> ) v/i it/ U’ iK ) l/é nv J
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Il est bon de reuiiirqucr (|iù*lle n’est pas symétrique en /> et elle ne l’est pas non plus pur rapport à K et IV; ainsi la position des foyers dépend de 1a face tournée vers la lumière.
.‘>08. Cm où le* rayon* incident* aont parallèle*. —
Considérons le cas particulier où ]i = z c. Posons alors p'=f, distance focale des rayons qui rencontrent la lentille à une distance y de l’axe, \ppelons f, la distance focale des rayons centraux, il vient
■> ChfH (t)’^ (Hè-x) (H)1
Cette expression n’est pas symétrique en R et IV: l’aberration longitudinale dépend donc de la surface de la lentille que l’on tourne vers les rayons lumineux. On voit en outre que le premier terme du
second membre est égal à y ’ que le second est un terme correctif
qui fait estimer avec plus de rigueur la distance focale et le pouvoir grossissant; et qu’enfin le troisième caractérise la perfection plus ou moins grande avec laquelle la lentille réunit les rayons centraux et
marginaux, \insi, en désignant par A y- les variations de y- lorsque l’on donne à li ou // un accroissement, ou a
C’est du dernier terme que nous déduirons la valeur de l’aberration longitudinale A ,f0: quant à l’aberration latérale, nous savons qu’elle offre peu d’intérét, vu la distribution non homogène de la lumière sur le cercle d’aberration. Il est au reste facile d’en déduire la valeur de celle de l’aberration longitudinale, en multipliant celle-ci par la tangente de l’angle que font les rayons marginaux avec l’axe, tangente (pii est égale très-approximativement à ■ Mais revenons à l’aberration longitudinale principale.
Comme on a d’une manière générale A f— f* A ^ la valeur de A,/, est évidemment
Telle est l’expression de l’aberration longitudinale principale. Nous allons chercher si, dans les lentilles en verre, on peut la rendre nulle, ou, sinon, quelle est sa valeur minimum. Pour celle recherche, il est commode de poser
on a alors
Pour (pic cette expression soit nulle il faut, lorsqu’on tient compte dey, que le dernier facteur soit nul; on a donc, dans celle hypothèse .
S3 — [J' — (n* — i ) (S ■— <T)| |(«— i)(i— S') — O, ou, en développant les calculs,
s3 — r+(«a - [(«... ,)(i_ i). rf
La solution S S' correspond à une lentille dont les deux surfaces ont des ravons égaux de même signe; mais une telle lentille n’est autre chose qu’un verre de montre et ne peut être employée dans les instruments d'optique; ainsi cette solution ne convient pas à la question. Supprimant le facteur 5— S', il vient
ou
S3 1 1 -H«4- i )(*— i )3J — SS' |u(«+ i)(«— i )s-f («4- i)2(9H-f-3) 1 1
I.ies verres dont on fait les lentilles ont des indices de réfraction peu différents de ; faisons donc « — ^ dans l'équation précédente. En posant =jr, ou a, toutes réductions faites.
/X- tix + ay- o,
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«'< juul ioti i|iii n’a «j ue des racines imaginaires. Ainsi, on ne peut donner à la lentille aucune forme pour laquelle l’aberration longitudinale soit nulle.
Mais on peut la réduire à un minimum. Cherchons parmi toutes les lentilles la distance focale p qui donne la plus petite aberration. 11 suffit d’égaler à zéro la dérivée de l’aberration prise par rapport à 1a variable S par exemple; l'équation F (n — î) (S -- S’) déliniro (!$'
la dérivée — ^ i . et par suite S sera la seule variable indépendante,
l'ài effectuant ce ealeul ou a
.‘îcî1 ( I* — S'Y + o | S — (h -t- 1 1 F |- ( f S') — o, et, en mettant pour F sa valeur.
+ a| S' (ir . )(S i')J[(«-.)(i
La solution S — S' correspond à un cas illusoire, et, en ôtant le facteur S — S', on a une équation du premier degré qui donne sans ambiguïté la relation qui doit lier S et S pour que l’aberration soit un minimum,
3 ( <î -t- S") — (an 4- 3) (m — i )- (i S'j 4- a (n 4- 3) (« — i) S — • o. équation (pii se réduit à
<Î4- (iiT — u,
d’où
ïï4-iï = o.
et |iar suite
R’ = — üK.
\insi, |iour obtenir la plus petite aberration, il faut donner à lu deuxième surface de la lentille un rayon de signe contraire au premier et sextuple de celui-ci. Klle peut donc être biconvexe ou biconcave; la face la plus courbe est tournée vers les rayons incidents.
Il est intéressant de connaître la valeur de re minimum d'aberration: nr, en inlroduisant l’Iiv |>otlièse R' (JR dans l'expression
de j un
La distance focale de la lentille est dune égale aux du plus grand
des deux rayons: pour obtenir la valeur de l'aberration, on remplacera 5 et S' par
Ton uura
Ainsi l’aberration, dans le cas où elle est uiinima, égale les
du rapport de y - à la distance focale; elle est de signe contraire à relui de f. et par conséquent positive dans une lentille conver-
Ki*. .lit.
gente AB (fig. 3 1 :i). c’est-à-dire qifalors le lover des rayons marginaux est plus près de la lentille que celui des rayons centraux. C’est le cas de la ligure.
Les formes des lentilles le plus ordinairement employées produisent une aberration plus grande : rherchons-en la valeur dans le
H'JII
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cas de la lentille plan-convexe et de la lentille à courbures égales ou lentille éq uiconvexc.
Si la première tourne sa face plane vers la lumière, on a lî = oo , S— o. S'— a F, et l'aberration est
1 >1 (lT\ _
File est presque une fois et demie supérieure à l’aberration minima. Si au contraire on tourne la face convexe vers la lumière, on a
S — 9F, <T — o, et l’aberration égale — ^ y (S 4- ^ y qui
surpasse l’aberration minima. mais de moins de De là l’usage
fréquent des lentilles plan-convexes, (pii. présentant la face courbe vers la lumière, équivalent presque dans la pratique à des lentilles où l’aberration serait réduite à sa plus petite valeur.
La lentille équiconvexe est celle que l’on considère le plus fréquemment dans les traités d’optique, et c’est d’après l’aberration qu’elle produit que nous jugerons de l’importance de cette imperfection dans les lentilles, au point de vue de la pratique. On a ici
S- -ÿ et t--¥.
La valeur de l’aberration longitudinale principale est
-i.rf,
Comparons cette valeur à l’aberration minima. qui nous
voyons que dans la lentille équiconvexe elle est une fois et demie plus grande.
509. Importance relative de l’aberration de sphéricité et de l’aberration de réfrangibilité. — Pour traiter complètement le problème de l’aberration de sphéricité dans les lentilles, il serait nécessaire de considérer les rayons inclinés sur l’axe d’une manière quelconque : mais , à cause de l’extrême longueur des calculs .
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il est bon <!<■ chercher quelle est l'importance il<* l’aberralion de ces rayons oblii|ues, et de \oir si l’on ne peut se contenter de ce qui a été dit sur les rayons parallèles à l’a\e.
Il existe, en effet, dans les lentilles une aberration de réfranjji— bililé que l’on corrige avec beaucoup de peine, et si, après qu'on l’a rendue aussi petite que possible, elle conserve encore une valeur comparable à l’aberration de sphéricité des rayons parallèles, il n’y aura pas grand intérêt à étudier celle-ci pour les rayons obliques. Or l’aberration de réfrangibilité est égale à la variation produite dans la distance focale f, lorsque l’indice de réfraction » varie; elle est donc égale à
La valeur de y se compose de (h — 1) (S — S'), plus des termes qui sont fonctions de n et proportionnels à l’épaisseur h de la len-
yl ,
tille, ou ky; on aura donc, pour A. ^ le ternie An (i S!), puis • • y*
des termes où An est multiplié par // ou par y et qui sont très-petits par rapport au précédent. Ainsi, pour première approximation, l’on a
A./— /An (S-S1) - -p\n—~-
s'appelle le pouvoir dispersif; en le représentant par d, l'aberration de réfrangibilité est représentée par fil, produit de la distance focale par le pouvoir dispersif.
Les rapports des aberrations de sphéricité, dans la lentille d’aberration miniuia et dans la lentille équiconvexe, à cette aberration de réfrangibilité, sont
i \ pd il pd
Or il est assez ordinaire que l’on ail y = ^: c'est la valeur que
Frauenhofer adoptait pour ses objectifs. D’autre part, le pouvoir dispersif du crown est o.o.l; celui du (lint o,o5. Kn substituant ces nombres dans les rapports précédents, ils deviennent :
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Dans la lentille d'aberration minima en flinl. jj j
Dans la lentille d'aberration minima en crntvn.. | ,|0 l'nlierralioa
Dans la lentille équiconvexe en flinl ^ 1 de réfrangibilité.
Dans In lentille rqiiirnnvexe en wi*n '
iG
On ne peut donc songer à corriger l'aberration de sphéricité sans avoir préalablement nchromntisé la lentille aussi exactement que possible.
Comme dernier exemple, nous citerons un grand objectif de Frauenhofer, de a mètres de distance focale, et dans lequel y = ■
L’aberration de sphéricité n’était que de o",oo37, c’est-à-dire de moins de h millimètres, quand la lentille d’aberration minima en aurait produit une de o",ooaa , c’est-à-dire plus grande que a millimètres. Ces quantités sont très-petites, comparées à l’aberration de réfrangibilité qui, dans une lentille en flint, était égale à o“,io. et, dans une autre lentille en crown, à o™,o6.
Ainsi notre étude de l’aberration de sphéricité ne peut s’appliquer à la pratique qu’après une étude complète de l’achromatisme.
On substitue généralement les axes secondaires aux directions des rayons sans déviation; on commet ainsi une erreur qu’il importe de connaître et d’éviter; c’est également à tort que l’on suppose les images comprises entre les cônes avant pour sommet le centre optique. Nous avons donc à reprendre à nouveau toute la théorie des lentilles, en cherchant le degré d’approximation de nos calculs pour la recherche des foyers.
510. Règles empirique» suivie» dam* la construction de* objectif* — Avant d’exposer la théorie complète des lentilles, nous donnerons, comme conclusion de ce (pii précède, nu sujet des aberrations de sphéricité et de réfrangibilité, une règle suivie dans les ateliers de Cauchois, et que suivent encore beaucoup d’opticiens sans trop en connaître les raisons. Elle est relative à la construction d’une lentille achromatique. Lne lentille achromatique se compose d’une partie en croon et d’une partie en flint, substances dont les
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indices moyens diffèrent peu dp elle produit donc sur les rayons moyens du spectre l’effel d’une lentille unique limitée par les surfaces non communes des deux précédentes. On taille ces surfaces de manière à rendre l’aberration de sphéricité minima; ainsi le rayon de la surface en flint sera six fois plus grand que celui de la surface en crovvn; quant à ce dernier, il est donné par la formule élémentaire en fonction de la distance focale. Ainsi on a
7=(" - ')(i + iï')’
IV = fi K.
(îela fait, on cherche, par les règles élémentaires de l’achromatisme, quel doit être le rayon commun des surfaces de crown et de flint en contact; on monte les «leux lentilles ensemble et on reconnaît : i"que le système est imparfaitement achromatique; a° que la distance focale diffère un peu de la distance calculée; 3° que l’aberration de sphéricité n’est pas minima : mais les trois conditions qu’on s’était imposées ne sont cependant pas loin d’être réalisées. On monte la lentille sur une lunette et on vise une mire très-éloignée : des barres noires, comme des caractères d’imprimerie, font une mire convenable à une distance suffisante; on peut aussi viser le ciel : par la coloration des images, on juge du degré d’achromatisme obtenu, et on rend cet achromatisme aussi parfait que possible en travaillant les surfaces de contact des deux verres; puis il faut restituer à la distance focale la valeur qui convient en retouchant une des surfaces extérieures, et comme ce travail a détruit l’achromatisme, on le rétablit en revenant encore aux surfaces de contact. Chaque opération détruit partiellement l’effet de la précédente, mais, en continuant à corriger la distance focale et l’achromatisme, on parvient à réunir les deux conditions à la fois, il reste une troisième surface à laquelle on n’a pas louché : c’est elle qui servira à corriger l’aberration de sphéricité; pour cela, on examine un objet éloigné en couvrant successivement le centre puis les bords de la lentille, à l’aide de diaphragmes convenables; i*l dans les deux cas il faut que les images aient la même netteté sans qu’on soit obligé d’enfoncer plus ou moins l’oculaire; jusqu’à
••p qu’on y soit arrivé, on modifie la courbure de la troisième surlace en se guidant par la formule d'aberration minima. Ce dernier travail détruit en partie l'effet des précédents, mais il suffit de les reprendre dans le même ordre, et, en n’enlevant «pie des quantités de matière extrêmement petites, ou modifie assez les courbures pour réaliser toutes les conditions qu’on s’était imposées. C’est d’après «s règles que sont faits la plupart des objectifs îles bonnes lunettes; ils sont excellents, mais ce ne sont pas les plus parfaits que la théorie nous permette d’imaginer.
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511. Imperfections de In théorie précédente. — Nous avons signalé l'inexactitude des résultats auxquels conduit la théorie élémentaire de l’aberration de réfrangibilité, appliquée aux lentilles; celte inexactitude provient de plusieurs causes : on a substitué des axes secondaires aux rayons sans déviation; on a négligé l’épaisseur de la lentille; enfin on a déterminé les foyers par des constructions planes, sans s’inquiéter des aberrations des rayons non situés dans les plans considérés. On voit donc que pour mettre quelque rigueur dans les calculs il faut renoncer aux constructions géométriques simples, et considérer à l’aide de la géométrie à trois dimensions les rayons réfractés dans des plans divers; c’est à ce point de vue que nous allons traiter de la réfraction. On doit à (îauss d’avoir introduit dans cette question la géométrie à trois dimensions, d’une façon très-élégante, et nous le suivrons dans ses calculs.
Ajoutons que l’aberration de sphéricité a été étudiée par Kuler, non sans de longs calculs, et que la théorie élémentaire de l’achromatisme est due à Dollond et à quelques autres opticiens anglais.
5112. Réfraction par une Mtrfaec sphérique. — Kn premier lieu, considérons la réfraction, par une surface sphérique, d’un rayon situé d’une manière quelconque par rapport A l’axp, mais trèspeu incliné sur lui.
Soit l’axe 0.r (fig. 3i3) parallèle à l’axe de la surface, r’est-àdire à la ligne qui joint le rentre de la calotte sphérique considérée
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■à >on pôle ou sommet : appelons A et (j les abseisses du sommet A et du rentre C. Nous compterons les abseisses positivement dans le spos de la propagation de la lumière : cette convention, contraire à
Ki(. 3i3.
celle cpie nous avons faite quelquefois, a pour but de faire croître les abscisses à mesure que le rayon s’avance vers les diverses surfaces dont il sera question par la suite. Un rayon quelconque SP, qui rencontre la surface considérée, a pour équations
Il est commode de les écrire sous une autre forme, en remplaçant x par x — A et mettant en dénominateur dans son coefficient l’indice de réfraction » du milieu qui précède la surface; on aura ainsi pour équations du rayon incident
b et c sont les coordonnées du point où ce raton rencontre le pian tangent mené par le sommet A. Nous supposons, comme il a été dit, le rayon SP très-peu incliné sur l’axe des x, et par conséquent ,3 et y sont des quantités très-petites, de l’ordre des angles d’incidence et de réfraction; dans nos calculs, l’approximation sera poussée aux valeurs de l’ordre du cube de ces quantités.
Kn désignant par u l’indice de réfraction du milieu qui suit lu
\ tRDtT, IV. — (’.onf«'*r*»nres d** pln**i<jm\ ;»7
surface*, les équations du rayon réfracté peuvent se mettre sous la forme
dans lesquelles /S', y', b', c ont des relations déterminées avec /S . y, b. c. Pour trouver ces relations, considérons le point P où le rayon incident se réfracte; joignons-le au centre <1 H soit 6 l’angle de PC avec l’axe. L’abscisse de P est
OA 4- AH = A -j- R (« — eos 6) :
cette valeur, substituée dans les équations des deux rayons, détermine des valeurs identiques pour y ainsi que pour On a donc
- R (i — cos 0 ) 4- b = —, R ( i — ros 6 ) -t- li',
~ R (« — cos Ô) + c = ^ R (i — cos $J + r .
i — cos 6 est un sinus verse, quantité infiniment petite du second ordre ; les premiers termes sont donc du troisième ordre et on les néglige: ainsi
Il reste à déterminer /S' et y'.
Considérons les points Q, Q', où le rayon incident et le rayon réfracté rencontrent le plan perpendiculaire à l’axe mené par le centre C; les points C, Q', 0 sont sur une droite intersection de ce plan avec le plan normal d’incidence : nous désignerons par X, X' les angles de cette droite avec PQ et PQ', et par f, r les angles d’incidence et de réfraction. En considérant les triangles PQC et PQ'C, on a
sin i CQ sin r CQ' _
sin X lt ’ sin X’ R ’
donc
CQ' sin r sin X « sinX CQ sin i sin X' n'sinX
Mais le rapport est celui des projections de CQ' et CQ sur les
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axes îles y el des r, projections ipii sont les y et les z des points ()’ et (), dont l’abscisse est j: = f!. Les équations du rayon incident el du rayon réfracté deviennent donc
sin X sin X
sin X
sin /
On peut simplifier ces relations en remarquant que le rapport de sinus d’angles infiniment voisins de <jo degrés ne diffère
de l’unité que de quantités infiniment petites du second ordre, et comme b' et r' sont égaux a li et c, aux quantilés infiniment petites du troisième ordre près, on a avec la même approximation
Oos quantités doivent demeurer infiniment petites du premier ordre;
il faut donc que- — - — ■^so‘,‘nl <l*< premier ordre.
513. Réfraction par un nombre quelconque de aurfaeea sphérique*. — Passons au cas où le rayon lumineux, toujours peu incliné sur l’axe, rencontre une série de m surfaces sphériques ayant toutes le même axe. Soient A,, A,, A2, ..., A, les
abscisses des sommets; (!0, C,, Cs C„ celles des centres de
courbure; «ot a, , . . . . , nm les indices de réfraction des milieux
qui précèdent les surfaces caractérisées par les indices o, 1, e,..., m; et soit enfin n„ + 1 l’indice de réfraction du milieu qui suit la m*"" surface.
Le ravon incident a pour équation
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Pour caractériser le rayon réfracté une fois, on a d’après re qui précède
Aj [■!>,.
y. » . . n. — nm
et. pour simplifier les notations, nous poserons
en augmentant tous les indices d’un nombre égal d’unités pour avoir u2 um: les valeurs de /S,. y, prennent ainsi la forme
Pour passer du rayon réfracté une fois au rayon réfracté deux fois, il faut donner aux dernières équations la forme qu’avaient celles du rayon incident, afin que les calculs soient symétriques: le ravon , réfracté une fois contiendra donc dans ses équations la coordonnée A, du deuxième sommet, et par exemple l’une d’elles sera
è, est une nouxelle quantité qu’on détermine en identifiant cette nouvelle forme d’équation avec la première.
d’où
en posant, pour simplifier l’écriture.
Les fonctions t.,, I3, ... s’obtiennent en augmentant convenablement les indices. Kn résumé, le rayon réfracté une fois a ses équations île la forme de celles du rayon incident, et , de même que l’une
est déterminée en fonction de
(Je même nous déterminerons l'équation correspondante du rayon réfracté deux fois, en fonction de
Le troisième rayon réfracté dépend pareillement de h.2 et le quatrième de b3 et /S^ enlin le »« + i““, (pii est le rayon émergent . dépend de hm et j3m + l dont les valeurs sont
K A-.-H.A. A. + , 0m + uubm.
Nous ne considérons qu’une des équations de chaque rayon, on passerait à l’autre en changeant y , A, / 3 en z, c. y.
Toutes les relations précédentes sont linéaires; ainsi les constantes qui entrent dans les équations des divers rayons sont des fonctions linéaires cl • A, et /3„; elles ont de plus avec les constantes initiales A., A des relations remarquables qui permettent de considérer les coefficients de A„,/3„ comme les numérateurs et les dénominateurs des réduites d’une fraction continue. Considérons, en effet, la suite des termes :
Premier ravon.
A = yS„-(- «„A„.
Deuxième rayon,
b\ — b„ 4- h ( A + «u A) = A { * 4- «.h ) 4* Ah ,
A- “A4- «.A 4- «j (« 4- «oh) b„+u,l, /30 “ A | «0 4~ «i(i 4- «„h)] 4- A ( » 4- »ih)-
Troisième rayon.
Les coellicients de A, et de A suivent la loi qui lie les numérateurs
et les dénominateurs des ternies des réduites d’une fraction continue : chacun d’eux est égal à l’antéprécédent , augmenté du produit du précédent par une quantité nouvelle; par exemple, dans A,, on voit que le coefficient de h , est égal à celui de A„ dans l’expression de A, plus le produit d’une quantité nouvelle t2 par le coefficient de A„ dans l’expression de /3.,; la même relation existe entre les coefficients de /3„. Si donc l’on calcule les réduites de la fraction continue
leurs numérateurs sont les coefficients de A„ dans les expressions des constantes A|,(S2. b.,. /33, etc.; leurs dénominateurs sont les coefficients de j3„ dans les mêmes expressions. On remarquera que pour déterminer le »i-t- i'""‘ rayon réfracté, c’est-à-dire le rayon émergent, il faudra calculer la sa - i""' et lu w"" réduites; en conséquence, si
nous les désignons par ^ et j < la différence /// lik sera égale à -f- 1 , et cela d’après celte propriété qu’ont deux réduites consécutives
pn* <le donner une expression A!,) — Bw Ai*+’1 qui
égale -f-i si «+ i est pair, et — i si « 4- î est impair. Ainsi le rayon émergent est déterminé par les équations
dont les coefficients sont donnés par
!>. ■- ffA„ + /'&.
AA„ 4- //S
et
c- /;r« + y. + ,=Ac„-f ly„.
avec la relation
/;/ — lib — i .
Pour abréger l’écriture, nous marquerons d’un seul accent les coefficients qui entrent dans les équations du rayon émergent: ainsi posons
bm = b\ = /3\
il vient alors
!>' — gb o 4- A/ 3„.
d’où l’on déduit, en multipliant la première par /puis par A-, l’autre par A puis par g, et retranchant,
A„ = lb' — //£'.
A-flS'-W'.
Nous avons ainsi déterminé complètement le rayon émergent. Avant de le comparer au rayon incident, nous ferons encore celle remarque sur toutes les réduites, et en particulier sur g, A, A, /, c’est que ces quantités sont des fonctions de u0, I,, Uj. t3, ..., qui
ne changent pas si l’on renverse l’ordre de celles-ci, si par exemple on change u„ en t3,tl en u.^, u, en L,, et réciproquement.
51 A. Théorie générale des foyer» et des images. —
Revenons maintenant au rayon incident. Prenons sur lui ou sur son prolongement au delà de la première surface un point arbitraire dont les coordonnées sont £. a, Ç : ces valeurs satisfont, par conséquent, aux équations du rayon incident, et l’on a
A cause de leur symétrie, considérons seulement la première de ces équations et remplaçons-y jS, et b . par leurs valeurs en fonction de b', /S': il viendra
OU
ce qui donne une
LEÇONS Sl’R I/OPTIQUE.
nouvelle expression de h',
,, ». i + /S' [ uji j(£-\.)|
nj /.•(? \.
(jette expression, substituée dans les équations du rayon émergent, V introduit ainsi les coordonnées d’un point du rayon incident: on pourra donc chercher si à ce point ne correspond pas quelque autre point remarquable. Effectuons cette substitution : l’une des équations du rayon émergent prendra la forme suivante.
(.r - .V)rf-
On a de même pour la seconde équation
j ) «'|»../i-ÿt< V |* . n£_
De là cette conséquence : ces équations sont satisfaites si on annule la parenthèse pour déterminer x, et qu’on égale y et aux termes qui restent; le point dont les coordonnées s’obtiennent de cette manière est situé sur le rayon émergent, et, en appelant £', a’, Ç’ ses coordonnées, on a
(aimme ou le voit, ces trois coordonnées sont fonctions de g, h. À, /. c’est-à-dire des positions et de la nature des milieux réfringents: puis de ç, u.Ç. (pii déterminent un point du ra\ou incident. Mais elles sont entièrement indépendantes de è„, r„, ipii déterminent le point d’incidence sur la première surface. Donc tout rayon passant an point l ï. a, £|, et rencontrant les surfaces réfringentes dans le
voisinage de l’axe, vient passer au point (£'. Ç ). Pour arriver à ce résultat, on néglige les quantités de l’ordre du sin* de l’angle du rayon incident avec l’axe. Il est donc démontré d’une manière trèsgénérale, au degré d’approximation qu’on v ient d’indiquer, que les rayons passant en un point situé ou non sur l’axe, et qu’on peut appeler foyer, vont passer à un deuxième lover, après réfraction sur un sy stème de surfaces sphériques ay ant même axe. Le premier lover est réel si l’on a £ — <Z o, et virtuel dans le cas de Ç — A„> o : le deuxième est réel pour ç'~ V !> o et virtuel pour o.
Considérons les situations relatives de ces deux foyers: la comparaison de leurs abscisses n’olfre rien de remarquable, mais on a pour les autres coordonnées
v C __ JK
relations qui indiquent que les projections du point lumineux et de son foyer sur le plan yz sont situées sur une ligne droite passant par l’origine, que par conséquent le point lumineux et son foyer sont dans un même plan avec l’axe des .v. Comme, d’autre part, £’ ne dépend que de la valeur de ;, les points lumineux situés dans un plan perpendiculaire à l'axe ont leurs images dans un même plan aussi perpendiculaire à l’axe. El de toutes ces remarques il résulte avec évidence que l’image d’un objet plan est plane et semblable à cet objet.
Le rapport des dimensions linéaires de l’image et de l’objet s’appelle grossissement; comme on le voit, sa valeur est ici
Si cette expression est positive, £' ont les mêmes signes
que £. a, £, et par suite l’image est droite; si l’expression est négative, l’image est renversée.
On peut donner à cette expression du grossissement une autre forme, en ayant égard à l’identité gl kh ----- 1. car on a
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d’où
et en ajoutant g- de part et d’autre, après avoir tout multiplié par G
A , </A- (Ç- A.) AA
/T+k "Sr + /1j- A(Ç- A.) i*J-A(f- A.,ï
( gl-kh)tt , n.
Le grossissement peut donc s’exprimer par
Les formules précédentes sont parfaitement exactes, aux termes près de l’ordre de l’aberration de sphéricité. Mais les constantes g', A, Y /, qui y entrent, les rendent peu propres à la discussion des circonstances intéressantes au point de vue pratique: il importe donc de les transformer, et ceci nous conduira à une théorie de la formation des images incomparablement plus exacte que la théorie ordinaire, sans cesser pour cela d’être aussi simple.
PImm et pointa principaux. — D’abord , pour le cas
d’une surface réfringente unique, nous avons vu que si l’une des projections du rayon incident est représentée par
9~îix~ A) + 6’
la projection correspondante du rayou réfracté a pour équation » = £(* *) + *•
où /S' est déterminé par l’équation /3' = — g b\ A — (i est égal
et de signe contraire au rayon de courbure de la surface, si elle tourne sa convexité vers les rayons lumineux: il est de même signe que ce rayon, si la surface tourne sa concavité vers les rayons lumineux. Or, en examinant ces équations, on peut dire qua ce degré d’approximation le rayon incident et le rayon réfracté coupent en
un même jioinl le plan mené perpendiculairement à I’a\e par le sommet de la surface réfringente : ceci nous donne un point du rayon réfracté, et il sullira d’en chercher un second pour le déterminer complètement.
Si l’on possédait un plan doué de la inéme propriété, lorsque le rayon traverse un grand nombre de surfaces réfringentes, on conçoit qu’il serait d’une grande utilité pour la construction du rayon réfracté; cherchons donc s’il n’existerait pas un pareil plan.
L’une des équations du rayon incident sur la première surface est . comme on l’a vu.
Téquation correspondante du rayon émergent est, d’autre part,
Si, au lieu d’égaler les valeurs dey correspondant à une même abscisse x, il nous est plus commode de le faire pour des abscisses distinctes, il est clair que le résultat sera le meme, car nous aurons deux plans rencontrés à la même distance de l’axe, l’un par le rayon incident, l’autre par le rayon émergent: de l’un des points connu, on passera à l’autre en menant une parallèle à l’axe. Soient donc E. K’ deux valeurs spéciales de x, telles qu’on ait
K - AJ + /,„ - A') +gb. + /i/3„.
Pour que les plans correspondant aux abscisses K , E' jouent le rôle du plan dont on a parlé dans le cas d’une surface unique, il faut que l’équation précédente ait lieu pour tous les rayons incidents: elle doit donc être satisfaite quels que soient et /S „, ce qui exige que les coefficients de ces quantités soient nuis : en les égalant à zéro, nous aurons deux équations du premier degré qui détermineront E et E'. On ne peut, comme dans le cas d’une seule surface, avoir un plan unique, car les équations qui en donneraient l’abscisse sont en général incompatibles. On a donc
rtofi
d’où
E'=A' + (i-ff)£:
et semblablement
*ïr “ «' ( K' - A' ) + * - ( 1 - 1) i + A •
d’où
Les deux pians ainsi déterminés ont été appelés par Gauss les plans principaux. Les plans principaux sont donc des plans perpendiculaires à l’axe du système réfringent, et rencontrés à la même distance de l’axe, le premier par le rayon incident, le second par le rayon émergent.
Les points où ils coupent l’axe ont été appelés les powls principaux.
Les plans principaux étant au nombre de deux, on convient que le premier soit celui qui est déterminé par A., »0. /, k, c'est-à-dire celui dont on considère l’intersection par le rayon incident; l’autre est appelé le second, quelle que soit d'ailleurs sa situation par rapport au premier et à la source lumineuse. Le point de rencontre du premier plan par le rayon incident est défini par les données mêmes; par ce point, on mène une parallèle à l’axe jusqu’à la rencontre du second plan, et l’on connaît ainsi un point du rayon émergent.
516. Plan* focaux. — Connaissant un point du rayon émergent, il suffira d’un deuxième point pour le déterminer entièrement. Pour cela, nous considérerons le rayon incident comme appartenant à un faisceau de rayons parallèles, et nous en déterminerons le lover de convergence. Or, en vertu des propriétés du plan mené perpendiculairement à l’axe par le foyer des rayons parallèles à l'axe, il suffit de trouver ce loyer: incidemment, nous chercherons aussi le point d’où les rayons incidents doivent émaner pour émerger parallèlement à l’axe; ces deux points, que nous désignerons par F’ et F, détermineront les plan' focaux du système.
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Appelons F l’abscisse du point F où se croisent les rayons incidenls donnant à l’émergenre des rayons parallèles. Pour déterminer F, il faut exprimer t|ue les rayons éinerj;ent parallèlement à l’axe: par consérpient, dans l’eqiialion
U — l~l^‘ (x - \’) + gb'+ l,i S„
qui est une de celles du rayon émergent, il faut nue l’on ail
et on a une condition analogue au moyen de la seconde équation du rayon émergent; mais, à cause de la symétrie, il est inutile de l’écrire. La valeur de /S., substituée dans l’équation de la projection du rayon incident sur le plan xy, lui donne la forme
Nous pouvons dès lors trouver aisément le point F, qui est le point où ce ravon incident coupe l’axe; faisons y— o dans cette équation, elle devient
d’où
ün remanpiera la simplicité de la relation qui existe entre F et K,
Cherchons maintenant F’, abscisse du point où l’axe est coupé par les rayons émergents provenant des rayons incidents parallèle?, à l'axe. On fera — o, et l’une des équations du rayon émergent considéré sera
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Pour avoir 1«* point de renrontre avec l’axe, faisons-y y—o; il vienl
d’où
On remarquera la relation très-simple <|ui existe entre F' et E\
Les abscisses des points principaux sont E et E'; celles des plans focaux sont F et F'; on distingue le premier plan focal et le deuxième comme on n distingué le premier plan principal et le deuxième, c’est-à-dire par des propriétés physiques et non par la situation dans l’espace. Ajoutons cette remarque bien évidente, qu’en vertu du principe du retour inverse des rayons, si la lumière vient de l’autre côté, le premier plan focal devient le second, et rire rersa.
Construction géométrique du rayon émergent
La considération des plans focaux et principaux conduit à une construction très-simple du rayon émergent correspondant à un rayon incident donné. Traçons l’axe du système, ainsi que les quatre plans dans les positions indiquées par les formules: dans la figure, ils sont dans l’ordre qui convient à une lentille convergente. Sup-
Pig. 3iA.
posons (fig. 3iA) le rayon incident (i) (a) situé dans un plan passant par l’axe; cette hypothèse n’a pour but que fie faciliter le tracé de la figure, et ne restreint nullement la généralité de la
construction, (le rayon incident vient rencontrer le premier plan principal au point (a), et, comme nous l’avons dit, la parallèle à l’axe menée par ce point (a) détermine en (3), sur le second plan principal, un premier point du rayon émergent. Pour l’autre, nous l’aurons en menant par le foyer F une parallèle au rayon incident, et. par le point où elle coupe le premier plan principal . une parallèle à l’axe jusqu’à la rencontre du deuxième plan focal. C’est en un point de ce plan focal que convergent tous les rayons provenant de rayons incidents parallèles à celui que nous considérons. Nous avons démontré en effet que l’abscisse du foyer n’est fonction que de celle du point lumineux, et ceci étant vrai, si loin que soit le point lumineux des surfaces réfringentes, est vrai lorsque les rayons incidents sont parallèles; leur fover est donc sur le deuxième plan focal, et le rayon proposé, qui en fait partie, va passer à ce foyer. Maintenant, parmi tous ces rayons parallèles, considérons celui qui passe en F : en vertu des propriétés de ce point, il émergera parallèlement à l’axe; donc le point (a), où il traverse le deuxième plan focal, est le foyer cherché; ainsi (3) (5) est le rayon émergent.
C’est un grand avantage de celte méthode de faire ainsi abstraction de toutes les surfaces intermédiaires et de permettre la construction des rayons émergents à l’aide des seuls plans focaux et principaux.
Il est utile d’ajouter que ces propriétés conviennent à la réflexion: on considère dans ce ras la surface réfléchissante comme séparant deux milieux où les indices de réfraction sont nf et — np, de sorte que l’indice relatif est — i ; par ces substitutions toutes les formules s’appliquent à ce cas.
Propriété remarquable dra plana principaux
— La considération des plans principaux permet encore de mettre en évidence des propriétés remarquables d’un système de surfaces réfringentes, en introduisant les abscisses de ces plans dans les équations des rayons lumineux.
Soit le roeflirient d’inclinaison de la projection du rayon ineident sur le plan des .ry. et soit B l’ordonnée du point où ce rayon
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coupe le premier plan principal, L’une des équations qui déterminent le rayon incident est
et l’équation analogue pour le rayon émergent est
U = -jfr- (.r — K") -L H.
Mais il y entre b0, quantité qu’il faut faire disparaître : c’est l’ordonnée du point où le rayon incident coupe le plan perpendiculaire à l’axe au sommet de la première surface réfringente; sa valeur est
en substituant, on trouve
».+//3.-*B + Mi /) + /&-«»+•/$.,
et l’équation du rayon émergent est
-(.r- l\')+ IL
Sous cette forme, elle est plus simple et va nous permettre de comparer l’effet du système réfringent a celui d’une surface unique.
Supposons en effet que, supprimant les surfaces et les milieux considérés, à l’exception du premier et du dernier, on considère une surface unique qui les sépare; soient E, C, les abscisses de son sommet et de son centre de courbure: on sait que les projections sur un plan d'un rayon incident et du rayon réfracté correspondant peuvent être représentées dans ce cas par
et
avec la condition
(x K | + Il
Or, que faut-il pour que le rayon réfracté par cpüc surface unique soit parallèle au rayon émergent du système de surfaces réfringentes considéré plus haut? Il sullit évidemment que l’on ait
ou, ce (pii revient au même,
II'— H, r,
c’est-à-dire qu’il sullit de choisir convenablement le rayon de courbure E — C de la surface unique.
Si donc on suppose au premier point principal E le sommet d’une surface réfringente séparant le premier et le dernier des milieux, et
ayant son rayon " dirigé du côté d’où vient la lumière ou du
côté opposé, suivant que cette expression est positive ou négative, l’effet de cette surface sera le même que cplui du système de milieux et de surfaces considéré d’abord, mais quant à la déviation des rayons seulement: ainsi, un rayon incident donnera dans les deux cas un rayon réfracté dans la même direction, mais, pour avoir dans leur vraie situation les rayons émergents du système de plusieurs surfaces, il faut déplacer les rayons émergents de la surface unique parallèlement à eux-mêmes, jusqu’à ce que chacun d’eux rencontre le deuxième plan principal en un point situé comme le point où il rencontrerait le premier plan principal.
Ainsi, pour faire usage du rayon émergent de la surface unique, on lui mènera une parallèle par le point (3) de la ligure précédente: cette parallèle sera précisément (3) (5). La considération de celte surface est utile dans la théorie de l’œil , mais elle ne convient pas à une série de lentilles situées dans l’air, car on aurait « »i„— o, ce qui ne convient à aucune surface.
Cm on 1rs deux milieux extrême* mont Identiques
— Au lieu de substituer une surface unique au système réfringent que nous étudions, il est souvent plus utile de considérer une lentille unique, infiniment mince et située dans la position du premier plan principal: et l’on arrive à des résultats simples, dans le cas où Vkhoet, IV. — r.onfêivnces «l<» physique. .‘>8
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le premier milieu est le même que le dernier; soil donc Une
des projections d’un rayon incident étant représentée par
nous savons que la projection sur le même plan du rayon réfracté par le système des milieux réfringents est représentée par
Ali
Or, à la place de ce dernier rayon, considérons un rayon qui lui soit parallèle et se projette suivant la droite
KH- B
Celui-ci est lié, comme on le voit facilement, avec le rayon incident par la même relation qui existe entre le rayon réfracté par une lentille d’épaisseur négligeable p! le rayon incident d’où il provient: en effet, les abscisses ,r, .r’ dps points où ils coupent l’axe sont déterminées par
iS.+Atr
seulement, avant de chercher si ces quantités entrent effectivement dans une relation telle «pie
il faut avoir égard aux conventions de signe; or, p est la distance du point lumineux à la lentille, distance comptée positivement du côté d’où vient la lumière: donc p— K— .r, et l’on a de même j> - K — t. Peut-on égaler l’expression
à l'inverse d’une constante? Si on le peut, il est clair que la constante sera la distance focale d’une lentille qui produirait sur les rayons incidents les mêmes changements de direction que tout notre
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système réfringent primitif. Or, il est facile de voir que
1 1 jS„ -e A- h /3„ i
K v' K - > Un, Bn„ n.
Donc, la lentille inlininienl mince «pie l’on devra placer en K pour obtenir les changements de direction des rayons devra avoir "" pour distance focale. Pour revenir nn\ conventions de (iauss sur les signes, cette distance focale doit s’écrire — et alors la lentille est convergente lorsque celte quantité ^ est positive; elle est divergente si cette quantité est négative. La considération de celte lentille nous servira dans le cas où n'—n0, qui est celui où nous nous plaçons, exactement comme la surface réfringente nous servait dans un cas plus général; nous mènerons donc par les points d’incidence sur le premier plan principal des parallèles à l’axe, jusqu'à la rencontre du deuxième plan principal ; puis, par les points de rencontre, nous mènerons des parallèles aux rayons déviés par la lentille unique; nous aurons ainsi une construction facile des rayons déviés par un système de milieux et de surfaces, (ieci revient, comme on le voit, à effectuer d’abord la déviation des rayons, puis à opérer une translation de- ceux-ci d’une quantité égale à la distance des deux plans principaux.
520. Simplification de la construction du rayon émergent. — La construction géométrique peut être simplifiée d’une manière remarquable dans le ras où les milieux extrêmes sont identiques. En effet, nous venons de voir que par le point que l’on connaît déjà du rayon émergent, c’est-à-dire le point (.’!). il faut mener une droite dont la projection sur le plan xy ail pour coelli-
cient d’inclinaison -• Or, que l'on joigne le point (i) (lig. 3tü) au premier point principal E : la droite ainsi déterminée a pour coefficient d’inclinaison de sa projection sur le plan xy le rapport de l'ordonnée de ( i ) à la distance EE; c’est donc
Mais, à cause de la relation F — E = ^°> l’expression précédente se réduit à donc la droite (1) E est parallèle au rayon émer-
gent. Ainsi, dans le cas où le dernier milieu est identique au premier, on tracera la droite (i) E. et par le point (3) on lui mènera une parallèle.
Dette construction nous montre que tout rayon incident qui passe au premier point principal correspond à un rayon émergent qui
Fig. Sia.
passe au deuxième point principal et qui est parallèle au rayon incident : on retrouve ici les rayons sans déviation de la théorie ordinaire des lentilles. Nous arrivons donc à cette proposition : Dans un système de milieux réfringents dont le premier et le dernier sont identiques, il existe deux points tels que tout rayon incident passant au premier correspond à un rayon émergent qui lui est parallèle et qui passe au deuxième point. Dans le cas où l’on n’a qu’une lentille, le rayon réfracté dans l’intérieur passe par le centre optique.
521. délation entre l’objet et l'image. — Les relations établies précédemment font connaître les distances des plans focaux aux plans principaux; on a
Des distances s’appellent distance » focales du système. La première distance focale est l’excès de l’abscisse du premier plan principal sur celle du premier plan focal; la deuxième est l’excès de l’abscisse du deuxième plan focal sur celle du deuxième plan principal. Les distances focales sont égales si M„*=n'.
L’introduction des distances focales dans les formules les rapproche singulièrement des formules de la théorie élémentaire.
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Nous commencerons par nous servir de ces distances focales pour simplifier l’expression du grossissement du système et la relation des positions de l’objet et de l’image.
On a vu ijue si £, e , £ désignent les coordonnées d’un point où passe le rayon incident, le rayon émergent passe en un point dont les coordonnées Ç'. sont données par les relations
nji g (£- AJ J-AiÇ-A.
" AJ*
En remplaçant A0 et A', coordonnées des sommets des surfaces extrêmes, par leurs valeurs en fonction de celles des plans principaux, savoir :
ces coordonnées prennent la forme
- gl + g) - y l£ - E)
AiE- £)
-!<-</) £ [«.+ A (K- £.] - «.* [(j- «) J - g (É - E)] k n.-t-At(K-£)
... LV w'(E — g)
n,+A(E — Çl’
Ces formules, d’une simplicité remarquable, permettent d’obtenir
nous lino forme commode lu relation qui lie E', ç el E. On ii en effet la valeur de E’, el par suite de l’inverse
et, en niulliplianl tout para’,
Telle est la relulion nui lie les distances de l'image el de l’objet aux plans principaux. Dans le cas où /»'=»„, elle devient
qui est toul aussi simple el incomparablement plus exacte que U formule donnée par la ihéorie élémentaire
dont elle a du reste la forme. On voit que, si les plans principaux coïncidaient, l’effet du système serait celui d’une lentille infiniment
mince dont -t-' serait la distance focale; or, on peut imaginer qu’ils
coïncident, puis transporter les rayons émergents, parallèlement, d’une quantité égale à la distance des deux plans principaux, et l’on aura ainsi les rayons émergents dans leur vraie position. C’est une nouvelle démonstration de la construction que nous avons donnée de ces rayons par la considération d’une lentille infiniment iniuce.
Il existe des valeurs de a', £ en fonction îles abscisses F, F’,
«les plans focaux et de la distance focale^"; rien n’est plus facile que
de les déduire des valeurs précédentes, en se reportant aux relations
U vient alors
f-FV
"■+fc(K-ï“e)
AMU- ç;
Considérons le cas où n-—nc et posons — j »- 0 , £ étant la distance focale de la lentille infiniment mince dont il vient d’étre question. Nous avons vu qu’on a déjà la relation extrêmement simple
on a de plus, d’après les valeurs de çf, a'. que nous venons de trouver.
et par suite
Ce rapport est une expression très-remarquable du grossissement : c’est le quotient de la distance focale par la distance du premier
foyer au point lumineux. On peut la comparer à l'expression ^ _ -j ■ qui est une valeur bien moins exacte du grossissement dans la théorie élémentaire, et qui a la même forme que la précédente. Suivant
que ^ est positif ou négatif, l'image est droite uii renversée.
Enfin , on a
Fl ’ ~ -T"
dont la discussion permettra de trouver les relations de grandeur et de position i|u’on recherche ordinairement dans la théorie élémeirtaire, avec une approximation indéterminée.
521 où dn rayon*» Inridrnli parallèle» émergent parallèlement. — Nous axons, dans ce (pii prérède, ramené la théorie d’un système quelconque de lentilles au degré de simplicité de la théorie des lentilles infiniment minces que l’on considère habituellement dans les cours élémentaires. Toutefois, les calculs sur lesquels sont fondées les déductions applicables aux instruments duplique souffrent une exception d’autant plus importante à signaler, qu’elle est réalisée dans tous les instruments dressés pour un mil infiniment preshxle. En edet, les abscisses des points principaux et des fovers deviennent infinies lorsque la fonction algébrique entrant au dénominateur, est nulle: par conséquent nos conclusions ne sont plus applicables, et ce cas doit être étudié spécialement. D'abord, quand se présente-t-il?
Considérons le raxon incident dont une projection est représentée par
«•t le raxon réfracté correspondant, dont la projection a pour équation
kh„ + 1&„ ... . . .
Dans l’hypothèse /. — o, le roeflirient de x est indépendant de bn; il reste le même pour tous les points où /3„ est le même. Comme ces remarques s’appliquent à l’autre projection des rayons considérés, on voit que dans ce cas les rayons arrivant parallèlement à une droite déterminée donnent des rayons émergents parallèles à une autre droite. Ce sont les systèmes ainsi combinés qui échappent à nos conclusions, et pour en indiquer un exemple il suflira de citer la lunette astronomique ajustée pour un œil infiniment presbyte: l’image des objets infiniment éloignés vient se faire au lover principal de la première lentille, et l’observateur met l’oculaire à une
distance telle que les rayons provenant de cette image sortent parallèlement à une direction donnée pour converger sur la rétine.
Mais cette exception est loin de constituer une lacune regrettable dans notre théorie des lentilles, car elle correspond précisément à des phénomènes d’une telle simplicité qu’il est inutile de recourir à la considération des plans principaux. Considérons en effet une des projections du rayon incident
et celle du rayon émergent
dans lesquelles A„, A' sont les abscisses des sommets des surfaces extrêmes. Nous pouvons donner à cette dernière équation la forme suivante :
et pour cela il sullil de poser ou bien
ou encore, à cause de la relation g/ /.7i = 1.
A'=A '~gkH\
ce qui définit la situation du point A’. Cela posé, nous pouvons déterminer le grossissement et construire les rayons réfractés.
D'abord, a, £ étant les coordonnées d’un point OÙ passent des rayons incidents, tous les rayons émergents vont passer en un point a’, £', et ceci d’après une démonstration indépendante de h; les valeurs Ç', a', sont dans le cas actuel, où le — o,
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Elles foui voir évidemment que le grossissement ^ = ««=£>• est indépendant de £. Donc, dans un système de lentilles telles que des rayons parallèles émergent encore parallèlement, \q (jronsixtetnenl linéaire est indépendant de la distance de l’nlijet au système réfringent.
023. Point oculaire. — Démarquons i|ue si ç \„. c’est-àdire si le point dont on cherche l’image est situé dans le plan tangent au sommet de la première surface, on a
Ç V fri,"’ V.
Ainsi, le point A" (lig. .'I il>) est l'image d’un point situé au sommet île la première lentille: c’est ce point qu’on prend pour centre de l’anneau oculaire, et on l’appelle le point oculaire. Il va nous servir à la construction des ravons réfractés et à la détermination du grossissement angulaire.
En eil'et, supposons le point oculaire déterminé. Limage d’un petit objet situé dans le plan perpendiculaire à l’axe au point A„
est une surface plane passant par le point oculaire: mais comme on peut regarder tous les rayons incidents comme assujettis à couper le plan A0 à une petite distance de l’axe, il est certain que tous les rayons émergents passeront par un point de l'anneau oculaire, et il suffira de déterminer ce point.
Soit donc un rayon incident rencontrant le plan A„ en un point M, dont a, K sont les coordonnées: soit A" le point oculaire; le rayon émergent passera en un point M", dont les coordonnées n”, C sont déterminées par les équations
it-.
ce dernier point VI’ est donc connu. La direction du rayon émergent
est tout aussi facile à calculer, car ^ " définissant celle du ravon
incident, un sait que celle du ravou émergent est définie par
(iL, (?•, |,|| i,;,.,, 1 q>, 1 ?;■; C(. ritv„n est donc comnlélement délcrn n fi n if n • 1
miné.
Ainsi, lorsqu'un Faisceau de rayons incidents parallèles à une droite donnée tombe sur un système réfringent, on prend pour plan des sij le plan déterminé par l’ave du système et la direction du Faisceau: est la tangente de l’angle de ces rayons avec l'ave,
et. en supposant que ces rayons viennent du bord evtréine d’un objet dont l’autre bord est sur l’ave, c’est la tangente du diamètre apparent de cet objet; les rayons émergents sont parallèles à une autre
direction qui Fait avec l’ave un angle dont la tangente est^"< et ils vont former sur la rétine l’image du bord extrême de l’objet , l’autre étant sur le prolongement «le l’ave. Le grossissement angulaire est donc / Dans le cas où «pii se présente seul dans les ins-
n . in- l&
Iruments usités, le diamètre apparent de l’image est et par suili* / est le grossissement angulairi*.
52 A. OrMaiMrmrnt d’une lunette astronomique. —
On a vu «pie g est le grossissement liimnirc; or / = -•> donc le grossissement angulaire est l’inverse du grossissement linéaire. De
ttf. -li;.
là le procédé connu pour mesurer I : on cherche le rapport «les dimensions de l'anneau oculaire à celles de l’objet. Kn géinVnl . / est ce «pi'on appelle le grossissement de l’appareil.
Il est facile de reconnaître que le grossissement linéaire dans la lunette astronomique est indépendant de la position de l’objet lumineux. Soient en effet M, M' (fig. 317) deux lentilles infiniment minces dont F, f sont les distances focales, et qui sont situées à la distance 00'— F + f.
Soient p la distance de l’objet lumineux à la première lentille, et p' la distance OF de l’image a/3: on a
?+rv
Le grossissement linéaire est
li _ J;'
La distance FO' de l’image à la deuxième lentille est
on a donc, en désignant par p" la distance è cette lentille de l’image A'B\
et le grossissement linéaire par cette deuxième lentille est
Donc le grossissement total de la lunette est
F / F J Vf = _/
p— K K — /)' p-V „ pV V (p—F) — pV F
Cette expression 11e contient pas p: donc le grossissement est indépendant de la distance de l’objet à la lunette.
Le signe — signifie que, si la première image est réelle, la deuxième est virtuelle.
525. Cm d’une lentille unique. — Revenons maintenant à nos formules générales et appliquons-ies au cas d’une lentille unique.
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afin d’en tirer des formules simples qui seront utiles dans l’étude des instruments d’optique. Nous supposerons le premier et le dernier milieu identiques; ce n’est guère que dans la théorie de l’œil qu’il y a lieu de faire usage des formules dans toute leur généralité.
Dans le ras d’une seule lentille, la fraction continue qu’il faut considérer a la forme très-simple
Les quantités g, h,k, l. qui définissent les plans principaux et les plans focaux, sont les numérateurs et les dénominateurs des deux réduites de cette fraction, et sont égales à
#=1+11.1,, h = tt, A = u„+u, + «.«,<,. /=! + «,/,.
et dans ces expressions u„, I, ont le sens que voici ;
On a en général u0 = " ' _ I!" ; nous désignerons par n l’indice de
réfraction du verre, et comme les milieux extrêmes sont l’air, on a «„= i ; A. et C. sont les abscisses du sommet et du centre de courbure de la première surface; nous poserons A„ C.-- — R, en comptant R comme positif dans le sens des abscisses croissantes. On a, d'après ces conventions,
La valeur de t, est désignons par e l’épaisseur A, A., qui
est toujours positive, il viendra
Soit R' le rayon de la deuxième surface; l’expression générale
se réduira ici à
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Substituons ces \aleurs de u„, u,. t, dans les expressions de //■, li, le, I: nous aurons
JL ’
il I il — I II I II — I I*
n "* u ir ‘ iv v
,11— i <■ r IV '/<'
Maintenant il esl facile de trouver les plans principaux, les foyers
et la distance focale. D’abord, la distance focale ^ ^ valeur unique, puisque ».= «'; celle valeur esl
Il IV
a une
<1—1 II I II — I c
ir ir 'T'ii
Il IV c
Les points principaux sont déterminés par
TT-f'*.
»i — î zi
Il IV c
ii — i ii — i n
IV c n — i ii
K IV
ii — i n — i
Un aurait sans difficulté les foyers par les formules
Un peut donc, par les constructions indiquées, trouver l’effet d’une lentille avec beaucoup de précision; les formules dont on fera usape sont d’ailleurs aussi simples que celles qui sont relatives à une lentille infiniment mince.
Digilized by GoogI
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Supposer une lentille infiniment mince, c’est supposer que les deux plans principaux se confondent en un seul; on s’écarte ainsi de la réalité d’une quantité que l’on peut apprécier, en quelque sorte, par la différence E' K Or
Il _ Il
K'. K 4=1 Jp-.
#1-1 II l II
En effectuant la division, on a approximativement
h’ ' Ji_ li _ <■ ' h i e i n
Dans le cas d’une lentille biconcave ou biconvexe, la somme — est très-grande par rapport à j-; le dernier terme est «lonc négligeable, et l’on a sensiblement E' — E = c — ■ I fortiori la même
conclusion subsiste si l’un des rayons est infini. Mais, dans le cas d’un ménisque, il faut que les rayons soient assez différents pour qu’on puisse négliger le dernier terme.
Cherchons la position du centre optique. Les équations des projections d’un rayon incident et du ravon réfracté dans le verre, sur le plan des xy. sont, comme on l’a vu,
Supposons que le ravon incident passe au point principal x y — o : on a alors
Tirant de là b. pour le substituer dans l’équation du rayon réfracté, il vient
»“H*+Tr*(E-- A)],-r“ v> S(K-A>-
L’abscisse du point où il coupe l’axe des x est indépendante de /3; elle ne dépend pas davantage de 3 ; donc tous les rayons qui passent au point principal se réfractent suivant des directions qui se coupent toutes en un même point et émergent sans déviation. Ce point est le centre optique; d ne jouit d’ailleurs d’aucune propriété utile dans une théorie exacte; dans la théorie élémentaire, on prend ce point comme point principal et comme centre optique tout à la fois, car ces divers éléments se confondent.
526. Cm d’un ajiième de lentilles. — Lorsqu'un système de lentilles constitue un instrument d’optique, au lieu de considérer les surfaces réfringentes en elles-mêmes, comme dans la théorie générale, on préfère définir chaque lentille par sa distance focale et ses points principaux.
Soient ^ 2, .... les distances focales d’une série de len-
tilles constituant un instrument d’optique; soient E„. [„ les abscisses des points principaux de la première; K,, I, les abscisses de ceux de la seconde lentille, et ainsi de suite. Le rayon incident a pour équation de l’une de ses projections
B„ désignant l’ordonnée du point où ce rayon rencontre le premier plan principal; on peut calculer cette quantité par les méthodes précédemment indiquées.
La projection correspondante du rayon à sa sortie de la lentille est, d’après les formules générales que nous avons établies,
ou, en introduisant la distance focale de la lentille.
y — (fie £ B.) (-r - l„) + B„ = jS, (x - I.) + B„.
Ainsi cette équation, relative au rayon réfracté par la première lentille, est définie parles quantités
et de plus elle représente une des projections du rayon incident suite deuxième lentille: elle conduira donc à l’équation relative au rayon réfracté par la deuxième lentille si on lui donne la forme
C’est ce que l’on peut toujours faire en posant
et alors la projection du rayon réfracté par la deuxième lentille a pour équation
Comme on le voit, elle est définie par les quantités B, et jS2. dont les valeurs sont
B, — B„ + ( K, IJ
De même le rayon émergent de la troisième lentille est caractérisé par les quantités B2 et /S,. qui ont des valeurs de la même forme que les précédentes,
B2= B, + /3, (Ej— I,), & = & — £Ba,
et ainsi de suite. Donc, entre les constantes qni définissent les rayons réfractés par la suite des lentilles du système, existent des relations de même forme que celles qui ont servi à définir les rayons réfractés par une suite de surfaces séparant "des milieux différents. On posera, d’après cela ,
et. en considérant la fraction continue
on aura des réduites dont les numérateurs et les dénominateurs jouiront des mêmes propriétés, dans le système formé de lentilles, Ykiidbt, IV. — Conférences de physique.
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i|up ceux des réduites étudiées précédemment . dans un système formé de milieux différents séparés par des surfaces sphériques. Soient donc G, H, k, L Ips quantités analogues à relies que nous avons désignées alors par g, h, k, /; la même série de calculs démontrera que le rayon émergent du système de lentilles se projette suivant une droite ayant pour «‘quation
dans laquelle I' est l’abscisse du deuxième plan principal de la dernière lentille, et B', /S1 sont donnés par les relations
B' = GB„4-H/3„, /S' = K.B..+ L
On a toujours
GL — Hk= i.
Ainsi, l’identité de ces calculs et de ceux que nous avons effectués prouve que dans tout système de lentilles il existe deux points principaux dont les abscisses sont des fonctions des distances focales et des positions des points principaux de chaque lentille; la connaissance «le ces points et des foyers caractérisera le système. On établirait, comme on l’a fait dans les calculs déjà cités, «|ue les abscisses de ces quatre points sont : pour le premier point principal ,
HT
pour le deuxième point principal,
pour le premier foyer, pour le deuxième foyer.
et — ^ serait la distance focale d’une lentille infiniment mince, produisant sur les rayons les mêmes déviations que le système considéré.
527. Cm» particulier de deux lentille». — Un cas particulier mérite d’être considéré plus en détail; c’est celui d’un système de deux lentilles. Nous désignerons, pour simplifier, les distances focales de ces lentilles par 0 et tp'. Les valeurs de G, H, k\ L sont pour ce cas
d’où l’on conclut que la distance focale est
K Ç+Ç j K' —Ii’ l’abscisse du premier point principal
K |-L-p; i W-IJ d r' k + F.'— Ii
celle du second
Ces expressions sont, comme on le voit, composées avec E, 1', p, E'— I , comme les expressions correspondantes, relatives au cas d’une
lentille unique, le sont avec A„. A'. * * -•
On peut enfin chercher, dans ce système de deux lentilles, la distance des deux points principaux; son expression est
ou, en effectuant la division approximativement, par la raison que E' — 1 est très-petit par rapport à +
<p+<P-(E’-lf
Cette expression se réduit, en négligeant le dernier terme, à
I — E — 1' — E'. Donc la distance des deux points principaux d’un système de deux lentilles est égale, à très-peu près, à la somme des distanres des deux points principaux de chaque lentille.
528. Détermination expérimentale dea constante* d’un système optique. — Nous avons lait dépendre les propriétés d’un système optique quelconque des quatre expressions algébriques que nous avons appelées g, li, k, l ou G. H, K, L, suivant que le système est défini par les indices et les surfaces réfringentes ou par les points principaux et les distances focales des lentilles qui le composent. Ces quatre quantités se réduisent en réalité à trois seulement, car on a toujours gl — hk=i et GL HK = i. Donc tout système optique est connu, et l’on peut calculer son action sur des rayons quelconques, lorsqu'on a déterminé trois des constantes que nous avons définies: c’est maintenant de cette détermination que nous avons à nous occuper.
Les positions et les grandeurs relatives d’un objet et de son image dépendent de ces constantes: il est donc évident qu’il sutlira de les déterminer dans trois expériences différentes, pour obtenir trois relations qui sulliront pour faire connaître les constantes que l’on cherche. On arrivera d’ailleurs, de celte façon, à des équations du premier degré très-faciles à résoudre.
Ainsi, soient K, F’ les abscisses des deux foyers, et f la distance focale du système : nous supposerons que les milieux extrêmes sont les mêmes. Soient £, £ les abscisses de l’objet et de son image; on a entre ces quantités la relation
Or, prenons sur l’axe un point lixe à partir duquel on comptera les distances; soit I) son abscisse, et posons
La relation qui précède devient, après substitution,
Cette équation signifie qu’entre les distances d’un point quelconque
de l’axe à l’objet , à son image et aux foyers, on a la même relation qu’entre les distances comptées de l’origine. Dès lors une deuxième expérience donnera une équation de même forme,
et une troisième expérience donnera (V p)(b" -
Dans ce système de trois équations, a. a', b, b', b * sont des quantités que l’on mesure; p, q,f s’obtiennent en résolvant les équations. Pour avoir p etÿ, on élimine le terme du deuxième degré pq en écrivant
on a de la sorte p et q au moyen de deux équations linéaires et sans aucune ambiguïté. Après quoi, l’une quelconque des trois équations précédentes détermine f1, et par conséquent /, au signe près; mais le signe est donné par la situation même de l’image dans les expériences. Ainsi, lorsque l’objet lumineux est très-éloigné. une image droite prouve que y est négatif; une image renversée correspond, au contraire, à une lentille convergente, et par suite f est positif.
Une fois p,q et /connus, on a par là même F, F', puis /, c’està-dire trois fonctions connues de on peut donc déterminer
ces trois constantes.
Il est commode, pour la symétrie des équations, de prendre trois cas où les images de l’objet soient réelles; mais cela n’est pas indispensable, et, pour rendre les équations très-différentes les unes des autres, on peut parfaitement se servir d’images virtuelles. Pour cela, il suffit d’avoir un système optique tel qu’un microscope parfaitement connu, et de le placer sur l’axe de la lunette en une position telle que l’image virtuelle en question produise une image réelle sur les fils du réticule. Dans tous les cas, la condition à remplir est d’avoir trois équations assez différentes pour que l’incertitude des mesures n’influe pas sensiblement sur les résultats.
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Connaissant /V n grandeur et en signe, on a aussitôt k par l’équalion
Quant à g, /, on les tire des équations
dans lesquelles on connaît F. F’ par les calculs précédents, k par l'équation ci-dessus, et enfin A,. .V par des mesures faciles à effectuer, puisque ces quantités sont les abscisses des sommets de la première et de la dernière surface. D’ailleurs m„ et 11' sont égaux à i .
C'est ainsi qu’on détermine les coefficients d’où dépendent tous les effets d’un instrument d’optique.
Parmi les dispositions que l’on peut donner aux trois expériences, il en est une qui est très-commode. On reçoit les rayons parallèles k l’axe sur le système donné, et ils convergent au deuxième foyer: puis on retourne le système pour les faire converger au premierfoyer: on a ainsi F' et F. Une troisième expérience donne y : on se place dans des conditions aussi différentes que possible des précédentes, et pour cela il suflil de rapprocher l’objet lumineux du système optique, autant qu’on le peut sans cesser d’avoir une image réelle de l’autre côté. Dans une expérience ainsi faite, on mesure «, b, et l’équation
donne C sans difficulté.
529. Théorie île» micromètre» «stronomlquM. — Cette étude générale des instruments d’optique n’a pas une utilité qui soit dans tous les cas très-apparente. Mais elle est indispensable pour la solution générale d’un problème qui se présente souvent en astronomie, et dont Bessel et quelques autres astronomes n’avaient donné ipie des solutions particulières, (."est à Gauss que l’on en doit la solution générale.
Dans les instruments astronomiques destinés à des observations
mirrométriques, par exemple à la mesure du diamètre apparent des planètes ou de la distance des étoiles doubles, l’observateur déplace deux lils tendus au foyer d’un oculaire positif jusqu'à ce qu’ils soient tangents aux bords de l’astre ou situés devant les étoiles: la distance des deux fils est connue avec une très-grande précision , et c’est de là qu’on déduit le diamètre apparent de l’objet ou la distance angulaire des étoiles. Il sullit, dit-on généralement, de joindre le centre optique de l’objectif aux extrémités de l'image réelle de l’objet, et dans ce triangle l’angle au sommet est celui sous lequel on verrait l’objet du centre de l’objectif. Mais cette construction est inexacte, et nous avons démontré qu'il faut, par le premier point principal, mener des parallèles aux rayons lumineux qui partent des bords de l’objet; des parallèles à ces mêmes lignes, menées par le deuxième point principal, vont loucher les bords de l’image, dont on connaît la grandeur et la position: on peut, par conséquent, déterminer l’angle au sommet de ce triangle avec une grande précision.
On voit que l'incertitude de la première construction porte sur la hauteur du triangle dont l’image de l’objet est la base: avant que l’on connût la théorie de Gauss, on plaçai t le sommet de ce triangle soit au centre optique, soit au sommet extérieur de la lentille : l’erreur résultant de cette inexactitude est faible sans doute, mais trèssensible, et, pour en donner une idée, nous prendrons un exemple, en faisant abstraction des conditions d’achromatisme qui compliquent la recherche du deuxième point principal.
Soit un objectif non achromatique, limité par des surfaces sphériques convexes dont les rayons sont l’un et l’aufrc de o mètres; soit u = 1 ,5 son indice de réfraction. La position du deuxième point principal se déduit de la théorie des lentilles par la formule
La distance focale est sensiblement égale à R, et nous pouvons négliger l’erreur en posant ^ =- i ; alors on a
T«îlle est la distance du point cherché au sommet extérieur de la lentille, car R est négatif. Cette distance — - - e égale — ^ e: le
deuxième point principal est donc situé au de l’épaisseur de la
lentille. Si donc on a pris la distance du foyer à la surface extérieure pour hauteur du triangle, on a fait sur celte hauteur une erreur de .^c: si l’on a pris le centre optique pour sommet, l’erreur
est de ~e. L’erreur relative dépend donc du rapport de l'épaisseur à la distance focale. Supposant l’épaisseur égale à i centimètre, on trouve une erreur de 77^— ou île— — suivant qu’on admet l’une ou
l’autre de ces déterminations hypothétiques. Une telle erreur est faible; cependant, sur une distance angulaire de 1 Soo secondes, qui est environ celle des bords extrêmes du soleil, elle est de 3 secondes ou de 1 seconde et par conséquent excède de beaucoup
les limites des erreurs des mesures micrométriques. Il est donc illusoire de perfectionner le micromètre si on n’a pas aussi égard à la lentille; le perfectionnement apporté par Gauss à la théorie des lentilles a donc une importance de premier ordre.
On peut en dire autant à l’égard des héliomèlres ; dans ces lunettes, l’objectif a été scié en doux et on déplace les deux parties dans un plan perpendiculaire à l'axe, jusqu’à ce que les deux images que l’on obtient du même objet soient tangentes. La tangente du double du diamètre apparent est égale au rapport de la distance des deuxièmes points principaux des deux moitiés à la distance focale de Gauss. En appliquant à ce cas la théorie des lentilles inlinimcnl minces, et se servant du centre optique, on commettrait des erreurs de l’ordre de celles que nous venons de signaler.
Condition» de l'neHronioliitme de» objectifs
La théorie générale des lentilles donne des notions précises sur l’achromatisme des objectifs.
Proposons-nous de construire un objectif parfaitement achromatique. c’est-à-dire tel, que pour toute position de l'objet il n’y ail entre les images- formées par les rayons de réfrangibililés différentes
que des distances négligeables. Il faut pour cela que G, H, k,L soient indépendants des indices, ou bien aient les mêmes valeurs pour les indices des rayons que l’on veut réunir. Il est commode de considérer parmi ces quatre quantités les suivantes. G, H. k. fonctions de l’épaisseur de l’objectif et de la substanrc qui le compose. Or, il est évident que pour obtenir un achromatisme parfait il faut que ces fondions restent constantes lorsque l’indice n éprouve un accroissement An: il faut donc que l’on ait
AG» o, AH = o. Ak = o,
AG. AH, Ak désignant les variations des quantités G. Il, k. En se bornant au premier terme de leur développement en fonction de An, on traite ces variations comme des différentielles du même ordre. Pour reconnaître ce que signifient physiquement ces conditions, rappelons qu’en désignant par et <p' les distances focales de deux lentilles, et par e la distance K’— 1 du premier point principal de la deuxième au deuxième point principal de la première, on a
e,<p.<p' sont des fonctions de l'indice de réfraction: on peut donc les affecter du signe A, et l’on écrit en conséquence
AG
le elÇ
Ail ^ Ae — o.
Il en résulte
équation absurde, car elle signifie que la distance focale d’une lentille unique est indépendante de l’indice de réfraction. Il est donc impossible d’obtenir un objectif achromatique pour toute distance de l’image.
Mais si l'on détermine une position de l’objet pour laquelle on veut une image achromatique, le problème est possible. Il suffit que l’abscisse Ç' de l’image ne varie pas avec n, c’est-à-dire que l’on ail
AÉ'^o,
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et que de plus les dimensions transversales de l’image soient avec celles de l’objet dans un rapport indépendant de n, ce qui s’exprime [iar l’équation
On n’a donc que deux conditions à remplir, au lieu de trois qu’aurail exigées l'achromatisme absolu. De plus, la distance focale doit avoir une valeur assignée, ce qui fait une troisième équation à satisfaire; des quatre rayons de courbure des lentilles, un reste donc indéterminé; on en profite pour rendre l’aberration de sphéricité mi— nima.
D’après cela, on voit que l’égalité des rayons des surfaces en contact est une condition superflue, et, si on se l’impose, on se prive de la faculté de rendre l’aberration de sphéricité rninima. Quant
aux conditions exprimées par AÇ' -- o, A = o, la théorie permet
de les considérer comme d’égale importance.
Enfin l’épaisseur des lentilles n’est point arbitraire; on la réduit autant que possible, mais il faut avoir égard aux conditions de solidité et de permanence de l’instrument; il convient donc de rapprocher les lentilles qui s’achromatisent jusqu’à ce que la présence d’anneaux colorés indique qu’elles sont très-voisines ; il faut éviter de les déformer en les pressant l’une contre l’autre; leur distance est dans tous les cas négligeable. La pratique fait connaître l’épaisseur qui convient à chaque diamètre ; ainsi une lentille de verre de 1 2 centimètres de diamètre a 8 à » o millimètres d’épaisseur centrale.
Le problème de l’achromatisme a autant de solutions particulières que l’instrument a d’objets spéciaux : des conditions différentes existent donc pour une lunette astronomique, pour un microscope, pour un objectif de chambre obscure photographique. Le premier de ces instruments n’aebromatise que les rayons parallèles; le second convient pour les rayons émanés de points très-voisins du premier foyer; le troisième enfin n’est achromatique que pour les objets situés à une distance déterminée, et, s’il convient à des vues lointaines, il remplit d’autres conditions que l’objectif destiné à reproduire des images d’objets voisins, des portraits, par exemple. En outre, dans
tous les objectifs servant en photographie, l’achromatisme doit porter sur les rayons violets et ultra-violets, et non sur ceux qui sont dépourvus d'action chimique: cette remarque, d’ailleurs, a été faite depuis longtemps.
531. Condition* d'achromatisme de l’objectif d’une lunette astronomique. — Comme exemple des calculs à faire dans chaque cas, indiquons les conditions d’achromatisme de l’objectif d’une lunette astronomique. Il faut que les images d’objets trèséloignés produites par les deux espèces de rayons qne l’on veut achromatiser se fassent a égale distance de la lentille et aient une même largeur. La première condition signifie que la distance focale /
doit être indépendante de n: ainsi \J^= o; or f ^ donc AK~o.
La seconde condition , savoir : que le grossissement doit être le même pour les deux couleurs, sera évidemment satisfaite si les seconds points principaux coïncident, car par ce point unique on ne pourra tracer qu’un seul angle ayant ses côtés parallèles aux rayons incidents extrêmes. Or l’abscisse du deuxième point principal du système
de deux lentilles est L -i — r- • On aura donc
IG (l-GMK
AI ______
ou bien
IvAI’ — AG-o.
(.elle condition, que l’on développera, jointe aux deux autres
Ak — o,
détermine trois des rayons de courbure. Le quatrième étant arbitraire, on en profitera pour rendre minima l’aberration de sphéricité.
Nous n’avons étudié l’aberration de sphéricité que dans le cas d’une seule lentille, mais il est facile d’en déterminer la valeur dans un système de deux lentilles; car il suffit de prendre le foyer des
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rayons marginaux de la première comme un objet placé devant le deuxième, et d’en chercher l'image en considérant les rayons réfractés par les bords de cette deuxième lentille. La distance du point que l’on obtient ainsi au foyer des rayons centraux déterminé de la même manière est l’aberration cherchée. En écrivant qu’elle se réduit à un minimum, on aura la quatrième équation du problème précédent.
Nous ne développerons pas ces calculs, car il n’existe sans doute pas un seul objectif construit d’après ces principes. Les calculs de Gauss ont été jusqu’ici peu connus, et, d’autre part, les opticiens se sont laissé guider par des méthodes analogues à celles de Cauchois; ceux qui n’ont pas introduit l’égalité des rayons des surfaces en contact ne sont arrivés à de bons résultats que par empirisme.
On peut d’ailleurs obtenir une grande variété d’objectifs ayant tous la même distance focale en construisant des systèmes achromatiques où les lentilles convergentes sont en crown et les lentilles divergentes en flint: en effet, dans un tel objectif, il reste deux rayons indéterminés; si l’on a dix ou douze lentilles de flint et de crown, on peut donc les combiner pour annuler l’aberration de sphéricité autant qu’il est possible. C’est ainsi que Frauenhofer obtenait des formes d’objectifs qu’il conservait aussi longtemps que l’indice de son verre restait le même, et qu’il modifiait par la pratique, dans le cas où il avait un verre nouveau.
Biot a étudié, dans son Astronomie physique, une lunette de Frauenhofer, afin de comparer les courbures des lentilles à celles que la théorie avait indiquées; il a trouvé entre elles des différences notables, quoique l’instrument donnât d’aussi bonnes images que celles qu’on pourrait attendre d’un objectif calculé très-exactement.
Il faut reconnaître d’ailleurs que. pour un objectif de lunette, la théorie exacte de l’achromatisme n’a pas toute l’importance qu’on pourrait supposer, car l’épaisseur des lentilles est petite par rapport à leur distance focale; « fortiori en est-il de même de e, distance du second point principal de la première lentille au premier point de la deuxième. Cela posé, il est facile de prouver que les conditions exactes d’achromatisme ne peuvent que très-peu différer de celles que donne la théorie élémentaire.
En effet, nous avons d’abord
et
AK o ,
l’équation AK = o revient donc à la suivante,
s étant très-petit devant et Ç\ et A s étant aussi très-petit devant Ap et A^’, cette équation se réduit sensiblement à
c’est-à-dire à la condition qu’indique la théorie élémentaire où l’on suppose l’épaisseur infiniment petite.
Nous avons d’autre part
or
GAI AG == o;
c’est-à-dire sensiblement l’unité; l’équation se réduit donc à
Al =AG.
Or on a
la variation de 9’ sera donc multipliée par quantité très-petite: donc Al’ est sensiblement nul. il en est de même de AG, qui est proportionnel à Ainsi la deuxième condition indiquée par
la théorie exacte est presque satisfaite d’elle-méme, quand on a soin de prendre des lentilles très-minces. Nous avons vu que la première se réduit sensiblement à celle que fournit la théorie élémentaire: il
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n’esl donc pas étonnant que les constructeurs les plus intelligents se soient contentés de cette théorie très-simple, sauf à recourir pour plus de perfection à un empirisme bien dirigé.
Si,. pour les objectifs de lunette, on n’a pas fait de recherches exactes pour guider la pratique, u fortiori en est-il de même pour les objectifs des chambres photographiques et des microscopes, qui exigent des calculs plus difficiles. Il faudrait calculer, pour la photographie, des objectifs pour les objets voisins et d’autres pour les objets éloignés. On s’est borné jusqu’ici à une expérience qui consiste à combiner des lentilles en crown el en flinl choisies dans une collection nombreuse, jusqu’à ce qu’on ait de bons résultats : c’est ainsi qu’a procédé Baldus pour ses objectifs de chambre obscure.
Pour le microscope, la théorie élémentaire est complètement insuffisante, car l’épaisseur des lentilles est de l’ordre de leur distance focale; de là la nécessité d’une théorie facile à imaginer d’après ce qui précède, mais qui n’a jamais été ni développée, ni par conséquent appliquée.
532. Pointa nodsin de Idstinc. — A cette étude générale il faut ajouter l'exposition d’un perfectionnement apporté à la théorie de Gauss par M. Listing, physiologiste allemand. Ce perfectionnement, qu’il est nécessaire de connaître pour l’élude de l’œil, est relatif au cas où les milieux extrêmes du système réfringent sont différents.
On sait, en effet, que dans ce cas les rayons émergents ne sont pas parallèles aux rayons incidents, comme dans les constructions très-simples qui se rapportent à des milieux extrêmes identiques, ("est afin de rendre générale cette simplicité de constructions que M. Listing a été amené à considérer deux points qu’il a appelés nottaujr. Ce sont des points tels que tout rayon [lassant au premier donne à l’émergence un rayon qui passe par le deuxième et est parallèle au rayon incident: ils rendent donc exactement dans le cas général le même service que les points principaux dans un cas particulier.
Cherchons donc si de tels points existent. Soient D, D’ leurs abscisses. L'équation d’une des projections d’un rayon incident passant
INSTRUMENTS D’OPTIQUE, par le premier de ces points est
et l’équation correspondante du rayon émergent
— A') + gA.-+- A|S..
dans laquelle n' est l’indice du dernier milieu, A' l’abscisse du sommet de la dernière surface, et b„ l’ordonnée du point où le rayon incident rencontre le plan tangent au sommet de la première surface. Ainsi A„ est donné par
Substituant , on a
J--*— Ti (.r- A’)+ff^(A-Ü|'+*ft.
Il faut, s'il existe des points nodaux. que cette projection soit parallèle à celle du rayon incident, c’est-à-dire que le coefficient de x — A' soit égal au coefficient de x — I). ou que l’on ait
fi. __ <t|8.(A — l))-e/ff.w.
ou bien, en divisant tout par —et multipliant par
ou
11 existe donc un point tel que les rayons incidents qui y passent émergent parallèlement à la direction primitive. Le deuxième point nodal est évidemment l’image du premier, et on obtient son abscisse en faisant y =*= o dans l’équation relative au rayon émergent .
A/SL
ou , en réduisant les derniers termes au même dénominateur et remarquant que gl — hk = i ,
d’où
». - giï ", k
Il est facile de relier la position des points nodaux à celle des point' principaux et à la distance focale. On a en effet
Donc l’abscisse du deuxième point nodal est égale à celle du deuxième point principal, diminuée de la distance du premier foyer au premier plan principal, c’est-à-dire de la première distance focale. avec son signe.
On a encore
D' _ |) _ V— A 4- M--<) + "'(|-f) = jy _ E.
Donc, une fois le deuxième point nodal trouvé, on a le premier en portant en arrière une longueur égale à la distance des deux plans principaux.
Travaux de Bios uur Ica instrumenta d’optique
— Biot a développé, dans son Trait è (T Astronomie physique, une théorie complète des instruments d’optique. Cette théorie est au fond identique à celle de Gauss, en ce sens que les mêmes relations lient dans l’une et dans l’autre les images et les objets: mais Biot n’y arrive que par d’interminables calculs et ne traite jamais la question avec cette généralité qui distingue les calculs du géomètre allemand.
Il trouve que les effets d’un instrument d’optiq îe peuvent être connus lorsque l’on possède trois éléments dont ils dépendent tous-, il fait un choix de ces trois quantités, qui est assez convenable dans la pratique, mais peu avantageux sous d’autres rapports.
»° La distance focale principale comptée à partir de la dernière surface réfringente. Pour rendre ceci plus clair, il faut dire que l’instrument est censé ne servir qu’au seul objet pour lequel on l’a construit, et que les milieux extrêmes sont l’air: la distance focale considérée par Biot est
9° Le second élément est la distance du point oculaire à la dernière surface réfringente: le point oculaire est considéré dans tous les cas : c’est l’image du sommet de la première surface réfringente. Nous avons vu qu'en faisant A„ et ».= »'= i on a
Le second élément que détermine Biot est donc
3° En dernier lieu, il considère ce qu’il appelle le grossissement angulaire de l’appareil. Soit un rayon passant au sommet de la première surfare : sa projection a pour équation
La projection correspondante du rayon émergent est
y = ip„[x— A') + /i&.
La tangente de l’angle que fait l’axe avec le rayon émergent est donc égale au produit de / par la tangente de l’angle qu’il fait avec le rayon incident; si alors on regarde la première tangente comme mesurant le diamètre apparent de l’image et la deuxième celui de l’objet, on peut dire que / est le grossissement. Biol admet comme évident qu’il en est ainsi dans tous les cas, bien que la propriété du point oculaire «existe que pour des rayons incidents parallèles, et qui sortent encore parallèles entre eux suivant une direction différente; l’axe de l’œil se déplace vers cette nouvelle direction. Mais dans le cas où l’ieil ne voit pas par des rayons parallèles, le gros-
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sisseraenl angulaire n’esl pas égal à /. Celte quantité peut néanmoins définir l’instrument, et Biol en fait usage en prenant pour la troisième quantité caractéristique le rapport de grandeur de l’anneau ocidaire el de la première surface de l’objectif.
534. Distance de la vision distincte dans les instruments d’optique. — Pour compléter la théorie des instruments d’optique, il reste peu de chose à ajouter à ce qui précède. Nous avons donné des détails suffisants sur les objectifs, sur la composition des lunettes et des télescopes, et on appliquera sans peine ces principes généraux à chaque cas particulier: nous n'étudierons qu’un petit nombre de points non compris dans les développements antérieurs el souvent traités d’une manière inexacte.
La distance de la vision distincte est une chose très-mal définie, el il reste même quelque incertitude sur sa valeur. Ce n’est pas une donnée constante pour un même observateur, car les conditions dans
friff. 3i#.
lesquelles se place l'œil varient avec l'instrument dans -lequel il regarde. Mais existe-t-il un état vers lequel tende l’œil ?
Pour répondre à cette question, nous remarquerons d'abord que tout instrument d’optique se termine par une loupe : tout revient donc à établir la théorie de la loupe dans ses rapports avec l'accommodation de l'œil. Considérons pour cela l'œil comme une lentille
sans épaisseur, d’une distance focale de 1 5 millimètres , el plaçons à une distance d de celte lentille la lentille infiniment mince C (fig. 3«8), de distance focale y, qui doit fonctionner comme loupe. Pour qu’un objet AB soit nettemenl aperçu, il est nécessaire et suffisant que l’image virtuelle A'If qu’eu donne la loupe se forme à une distance du centre optique de l’œil égale à la distance de la vue distincte, dette distance, que nous laissons ainsi indéterminée, sera désignée par A. La formule des lentilles, appliquée à celle situation de la loupe, de l’objet et de son image, est par conséquent
Par suite, le grossissement, qui est le rapport des diamètres de l’image el de l’objet supposés vus à la même distance de l’œil, aura pour expression
Or. si l’œil regardant dans la loupe cherche à s’accommoder pour voir les plus petits détails, on pourrait croire qu’il rend le grossissement le plus grand possible, el par suite s’accommode pour la distance A la plus grande possible; un œil normal obtiendrait donc un grossissement infini.
Or, il n’en est pas ainsi : ce qui importe pour la visibilité des détails n’est pas le rapport des diamètres que nous avons appelé grossissement, c’est surtout le diamètre apparent d’un objet linéaire d’une grandeur déterminée; ainsi, c’est le diamètre apparent du millimètre que l’on contemple à travers la loupe qui en caractérise la puissance. Or, quel est ce diamètre ?
Soit i la dimension de l’objet: celle de l’image est, comme nous
l’avons dit, i + • pur suite, se trouvant située à la distance A
de l’œil, elle a un diamètre apparent égal à
Ueci nous montre que, d et f restant constants, la puissance de la loupe ou le diamètre apparent d’un objet déterminé s’accroît d’au-
tio .
tant plus que l’œil peut s’accommoder à une moindre distance de vision distincte; le myope a donc un avantage sensible sur l’observateur doué d’un œil normal , dans l’usage de la loupe, dépendant cet avantage deviendrait insensible si y était assez petit.
On voit donc que l’œil s’efforce de voir le plus près possible quand il s’arme d’une loupe, afin d’obtenir un plus grand diamètre apparent; aussi l’usage prolongé de cet instrument produit ou augmente infailliblement la myopie, en habituant l’œil à la distance minima de sa vue distincte.
L'usage de la loupe à long foyer ou à faible grossissement, comme les verres de besicles, *la loupe de graveur ou d’horloger, engendre au contraire la presbytie en ôtant à l’œil la faculté de s’accommoder aux petites distances; elle supplée d’abord à cette accommodation, puis devient indispensable.
11 est à croire que dans tous les instruments d'optique l’œil se comporte à peu près comme pour la loupe: ainsi le grossissement idéal des lunettes astronomiques, calculé pour un œil infiniment presbyte, est un minimum qui ne se réalise presque jamais dans la pratique, mais qu’il est bon de conserver comme une constante de l’instrument.
De ces remarques il résulte que ce qu’on peut appeler puissance d’une loupe est la quantité ^1 — yj + qui diffère entièrement du grossissement 1 + c<’ grossissement est inadmissible, puis-
qu’il croîtrait avec la distance de la vision distincte et serait infini pour A = oo; la loupe serait alors inutile, car on ne verrait pas plus de détails sur l’image que sur l’objet même. Les mêmes observations s’appliquent au microscope composé : le grossissement mesuré à la chambre claire est un mauvais moyen de caractériser la puissance de l’instrument, parce que d’abord, la distance A pouvant recevoir des valeurs assez différentes, il en résulte pour le grossissement une variation du simple au quadruple, sans que la puissance du microscope ait varié; d’autre part, suivant qu’on éloigne plus ou moins le papier sur lequel se projette l’image dans la mesure avec la chambre claire, celle image a tel grossissement qu’on veut; aussi a-t-on été obligé de convenir que le papier serait
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placé à o 5 ou 3o centimètres de l’œil. Il serait donc infiniment plus avantageux d’adopter le diamètre apparent d’une fraction de millimètre pour mesure de la puissance de l’instrument; il sullirait pour l’obtenir de diviser le grossissement calculé par la distance A de la vision distincte. Dans la mesure par la chambre claire, on diviserait le grossissement par la distance du papier à l’œil de l’observateur. On éviterait ainsi toute ambiguïté. Le diamètre apparent ne varie que très-peu d’un observateur à un autre, et par conséquent tel micrographe ne reprocherait pas aux constructeurs de microscopes de leur attribuer des grossissements quatre ou cinq fois trop forts, ainsi qu’il est arrivé dans ces derniers temps.
Ces remarques ne s’appliquent pas aux instruments servant aux observations astronomiques, parce que là le grossissement est le seul moyen de mesurer la puissance ajoutée à la simple vision.
535. Perte apparente de la faculté d'accommodation dans l'uufe des instruments d’optique. — Il est utile de donner l’explication d’un fait qui frappe tous les observateurs qui font usage de la loupe ou du microscope : c’est la très-faible variation que l’on peut apporter à la distance de l’objet au verre de l'instrument; dans le microscope surtout, cette variation est presque inappréciable. De là celte conséquence paradoxale que la faculté d’accommodation de l’œil aux distances a disparu ; et en effet on a formulé cet énoncé. Mais il est facile de voir que cette faculté de l’œil subsiste entièrement, et qu’elle est toute mise en jeu par le très-petit déplacement qu’on peut donner à l’objet.
Dans une loupe, en effet, l’objet doit donner une image située entre les limites de la vision distincte, c’est-à-dire depuis l’infini jusqu’à environ 10 centimètres dans le cas d’un œil normal; or, l’image est à l’infini quand l’objet est au foyer principal de la loupe, et, lorsqu’on fait avancer l’objet de ce foyer vers la loupe, l’image s’approche très-rapidement jusqu’à une faible distance de l’œil, distance qui n’est bientôt plus que t 5 centimètres environ: ainsi les limites du déplacement de l’objet sont d’une part le foyer de la lentille, de l’autre un point voisin de la lentille elle-même; pour peu que la distance focale soit faible, on voit combien ces limites
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sont resserrées; le calcul est facile à faire pour une distance focale de i centimètre par exemple, et, dans ce petit déplacement de l’image, la faculté d’accommodation est mise en jeu tout entière, tandis <|ue dans la nature elle s’exerce pour des déplacements de l’objet beaucoup plus considérables.
Dans un microscope composé, l’effet est à peu près le même; l’image réelle afl ( fig. 3jg) d’un objet AB, qui est produite par un
I >g- 3 ly.
objectif C à très-court foyer, doit tomber entre le foyer principal d’une loupe I) cl un point voisin de cette loupe, en vertu de ce qui précède. Or, quel est le déplacement à donner à l’objet pour que son image se déplace de celte très-petite quantité? Il est évidemment beaucoup plus petit encore : il sullil souvent d'un déplacement de de millimètre pour ôter toute possibilité d’apercevoir l'image; la faculté d'accommodation de l'œil ne cesse pas pour cela de subsister tout entière.
Les calculs pratiques que l’on pourrait faire à ce sujet n’offrent aucune difficulté.
536. Dm loupes composées. — On sait que le pouvoir grossissant d’une loupe croît lorsque la distance focale, et par suite le rayon de courbure, diminuent; mais, d’autre part , les aberrations de sphéricité, dont l’expression contient des termes en ^ < aug-
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mentent rapidement et ùtenl loule netteté aux images. Il est doue nécessaire de trouver des moyens d’y remédier.
L’un des plus ingénieux consiste à employer une lentille sphérique évidée suivant une zone autour de la partie centrale, jusqu’à une assez gronde profondeur (fig. 3oo); alors il ne passe que les
rayons reçus sous une incidence à peu près normale et l’aberration est très-petite, bien que le champ et le pouvoir grossissant soient considérables. Cette loupe est due à \\ ollaston : on la construit aujourd'hui en accolant deux lentilles hémisphériques aux deux faces d’un diaphragme métallique percé d’un trou en son centre.
Le même problème est résolu dans les loupes composées. En réunissant convenablement deux lentilles d’égale distance focale, on obtient le même grossissement qu'avec une lentille unique dont la distance focale serait la moitié de la précédente; et avec ce svstèmc de deux lentilles, l’aberration est double de celle que donnerait l’une d’elles, tandis que la lentille unique qu’on substituerait à ce système produirait une aberration octuple. Il y a donc avantage à former des systèmes de deux et meme de trois lentilles; c’est ce qu’on appelle des doublets et des triplets. Lorsque ces instruments sont construits avec soin, ils sont formés de lentilles plan-convexes tournant leur face plane vers les rayons lumineux. Nous avons vu en effet
que l’aberration produite par les lentilles de cette forme est voisine du minimum; seulement la face de la lentille tournée vers les rayons lumineux n’esl point ici celle que nous avons trouvée dans le cas
H où p est très-grand, car c’est actuellement p' qui est grand, tandis que p est petit. Il en résulte que les conséquences diffèrent : et, dans les objectifs de microscopes, c’est la face plane tournée vers l’objet qui donne lieu à l’aberration minima. Celte remarque s’applique aux objectifs achromatiques, car, au point de vue des aberrations de sphéricité, leur système équivaut è une lentille plan-convexe unique : on les forme d’une lentille plan-concave en flint et d’une lentille biconvexe en crown (fig. 3a i).
537. Dca objectifs de mieroaeopea. — Les objectifs de microscopes présentent dans leur composition des particularités trèsremarquables dont l'explication n’a été donnée que depuis peu d’années. D’abord, sans autre raison que de diminuer l’aberration, on les forma de deux ou trois systèmes d’objectifs achromatiques superposés; nous venons de voir en effet rpie les aberrations s’ajoutent simplement, tandis qu’un objectif unique produisant le même effet aurait une aberration proportionnelle au cube de sa courbure. Mais on remarqua de plus qu’il y a avantage à employer toute la surface des objectifs; si on les munit de diaphragmes, il arrive, par un phénomène de diffraction, que les mêmes détails ne peuvent plus être distingués; c’est aussi ce qui a lieu quand on masque une partie du miroir, dans les télescopes de Foucault. Les constructeurs furent donc conduits à augmenter et à utiliser toute la surface des objectifs, et ils le liront avec un succès étonnant. On ne comprend pas en effet comment, en recevant des rayons inclinés sur la normale d’un angle qui va jusqu’è 70 degrés, on peut avoir des images nettes; dans ces conditions, les meilleurs objectifs astronomiques 11e donneraient que des images extrêmement confuses. Les meilleurs constructeurs, Nachet, Hartnack. obtiennent d’excellents résultats en recevant sur un objectif un cône de rayons lumineux émané d’un point unique et de 1 '10 degrés d’ouverture : ceci dépasse entière-
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nient les limites que l’on admet dans la théorie ordinaire des lentilles.
L’explication rie ce fait remarquable fut donné par le botaniste anglais Lister, et servit de point de départ aux nombreux perfectionnements apportés à la construction des microscopes depuis une trentaine d’années. Le raisonnement de Lister repose sur ce fait constaté par l’expérience, qu’une lentille plan-convexe M (fig. 3na)
F’ A' F A Oll
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est aplanétique pour deux points lumineux placés sur son axe, l’un A en deçà, l’autre B au delà du foyer principal F: il suflit en effet d’étudier les images réelles ou virtuelles de cette lentille, en n’employant que le centre ou que les bords, pour reconnaître que les images conservent leur netteté lorsque l’objet lumineux occupe une de ces deux positions; on se sert de loupes pour contempler ces images. De plus, l’expérience et le calcul démontrent que si le point lumineux est situé entre les deux points A et B que nous venons d’indiquer, l’aberration est positive, et s’il est d’un côté ou de l’autre, elle est négative.
delà posé, plaçons l’objet au deuxième point A d’aberration minima; si l’image virtuelle formée se trouve occuper en B'C' le premier point d’aberration minima d’une seconde lentille M', il est évident que l’on aura derrière ce système une image réelle presque dépourvue d’aberration. Qu’arrivera-t-il maintenant si on dérange l’objet? Placé un peu plus loin de la lentille, il produira une image virtuelle où l’aberration sera positive , c’est-à-dire que l’image formée par les rayons marginaux sera située à une distance positive de l’image des rayons centraux, en parlant du côté L d’où vient la
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lumière; mais la seconde lentille agira en sens contraire pour produire une aberration négative; on conçoit donc qu’il y ait compensation; il en serait de même pour un déplacement de l’objet dans l’autre sens. Ainsi, en établissant des rapports convenables entre les aberrations des deux lentilles, on peut obtenir uti système à peu près dépourvu d’aberration pour des positions assez différentes de l’objet. On voit que la perfection d’un objectif double dépend essentiellement de la distance des deux lentilles. Dans le cas où il y a trois, quatre lentilles, les phénomènes sont analogues, et l’on comprend aisément qu’un empirisme intelligent puisse conduire aux résultats que nous avons signalés et qui paraissaient inexplicables.
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POLARISATION ROTATOIRE MAGNÉTIQUE
538. Découverte du phénomène. — La découverte des phénomènes de polarisation rotatoire magnétique date de la fin de l'année i865.
Faraday s’était toujours préoccupé de rechercher une relation entre le rayonnement calorifique ou lumineux et l’électricité; après avoir longtemps essayé si le passage d’un courant à travers un corps n’en modifie pas le pouvoir réfringent, il eut l’idée de faire agir le courant sur un milieu traversé par la lumière polarisée. I n corps transparent et monoréfringenl étant placé sur la ligne des pôles d'un électro-aimant (fig. 3a3) en fera cheval, un peu au-dessus de la
Fig. Si3.
surface polaire, il le fit traverser par un faisceau lumineux polarisé parallèle à 1a ligne des pôles, et il reçut le faisceau sur un analyseur biréfringent placé en A. Par une rotation convenable de l’analyseur il éteignit l'une des images, et, l’électro-aimanl ayant été mis en activité, il la vit reparaître. Le plan de polarisation de la lumière était donc dévié. Cette déviation était en général très-faible, mais ave • certaines substances elle était assez notable pour être mesurée.
C’est â Londres, dans les caves do l’Institution Morale, et à l’aide d’une lampe de médiocre intensité, que Faraday étudia ces phénomènes. Celte lumière jaunâtre non homogène était éteinte par l’analyseur,' puis, au moment où l'on faisait passer le courant dans
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l’éleclro-aimant, l’image éteinte reparaissait rolorée et très-peu intense, l'autre restait brillante et à peine colorée.
En faisant tourner la section principale de l’analyseur, on voyait les images changer de couleur et d’intensité et arriver à la teinte violacée limitée avec beaucoup de précision par le rouge et le bleu . et connue sous le nom de tante sensible.
Il était donc démontré que, si un corps transparent est traversé par un rayon polarisé parallèle à la ligne des pôles d’un aimant, le plan de polarisation tourne d’un certain angle.
539. siens de In rotation. — Si l’on renverse le sens du courant, et par suite les pôles de l’aimant, la rotation change de sens, en gardant la même valeur absolue. On peut préciser dans chaque cas le sens de cette rotation par les considérations suivantes :
Regardons la substance transparente comme airpantée, c’est-àdire admettons, daprès la théorie d’Ampère, qu’il s’y développe une série de courants circulaires dirigés comme le seraient ceux d’un solénoïde équivalent à l’aimant. Pour un observateur qui reçoit le rayon lumineux, le plan de polarisation paraît tourner dans le sens où circule l’électricité positive dans les courants du solénoïde. Représentons Kig. 3«4. le sens de ce mouvement par des flèches A, A' (lig. 3 ai), et supposons que le mouvement lumineux vienne d’arrière en avant suivant BC; l’observateur qui le recevra observera une rotation du plan de polarisation de gauche à droite.
I)e là cette conséquence que. si l’observateur, sans toucher à l’électro-aimant, va regarder dans le polariseur et fait réciproquement fonctionner comme polariseur l’analyseur de l’expérience précédente, la rotation paraîtra avoir changé de sens; il suffit, pour le comprendre, de regarder la face postérieure de la figure : le courant semble tourner de droite à gauche.
La rotation du plan de polarisation s’effectue donc dans des sens opposés sur deux rayons qui traversent la substance en sens contraires.
üt .
540. Moyen d’nmplifler In rotation. — De la non-inversion de la rotation pour les rayons lumineux de direction opposée résulte la possibilité d’accroître la rotation du plan de polarisation. Concevons en elïet un fragment de la substance ABCD (fig. 3a5),
Fig. 3*5.
étamé au mercure sur (leux faces opposées AD, BC, à la réserve de deux régions situées aux extrémités d’une diagonale. Le faisceau polarisé arrive suivant une direction SI un peu inclinée sur 1a normale aux bases étamées, pénètre par une des régions libres et sort par l’autre suivant BT, après un certain nombre de réflexions sur les deux faces.
L’observateur qui recevrait le rayon avant sa première réflexion constaterait une déviation du plan de polarisation d'un certain côté, à droite par exemple, ce qui signifie que si les vibrations des molécules s’effectuaient suivant unidroite verticale AB (fig. 3afi) dans le rayon incident, elles s’effectueraient suivant une droite A'B’ inclinée d’un certain angle a vers la droite, après avoir traversé une fois la substance. Le rayon réfléchi une fois aura son plan de polarisation dévié encore de a vers la gauche de celui qui le reçoit: pour le premier observateur, la déviation totale du plan de polarisation sera sa vers la droite: les vibrations s’effectueront suivant A"B’'; après f, g. .1.6. deux réflexions, elle sera 3a; enfin, s’il y a six ré-
flexions, comme la figure l’indique, la déviation sera 7a. c’est-àdire sept fois plus grande que le premier procédé ne la donnait. On pourra ainsi observer le pouvoir rotatoire dans des substances où il
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aurait été inappréciable; mais cet artifice, excellent pour l’investigation , ne convient pas dans des recherches précises, car la réflexion , même sous l’incidence normale, altère 1a nature de la lumière.
541. Perfectionnements divers. — Aussitôt que les expériences de Faraday furent connues en France, divers physiciens essayèrent de les répéter. Pouillet, au Conservatoire des arts et métiers, et M. Edmond Becquerel , au Muséum d’histoire naturelle, y réussirent, grâce à la puissance des électro-aimants qui étaient à leur disposition. Ce dernier physicien introduisit même un perfectionnement à l’appareil. Dans l’éleclro-aimant employé par Faraday, le corps transparent n’était pas placé dans la position la plus favorable pour recevoir l’ac- ‘■'K -1*7- tion des pôles, puisqu’il était au-dessus du
plan <les surfaces polaires. Cet inconvénient disparaît si l’on surmonte ces surfaces de deux armatures en fer doux aa\ bb’ (fig. 327), traversées d’un trou cylindrique par lequel passe le rayon lumineux:
Fi (j. 3a8.
sur son trajet on dispose la substance transparente c et l’effet obtenu est plus intense.
Quelques mois après, M. Ruhmkorff remarqua que la forme de
1er à cheval est indifférente. <|ue la seule chose importante est la continuité de la matière ferrugineuse entre les hélices et le voisinage des pôles. Les actions des deux pôles, étant contraires, produisent sur un corps placé entre eux des effets concordants, et l’on a par suite des phénomènes plus intenses qu'au moyen d’un pôle unique; de plus, les réactions de deux pôles voisins accroissent l'intensité de l’aimantation. En conséquence, M. Ruhmkorff rapprocha les pôles A', B (fîg. 028) de deux électro-aimants puissants, dont les axes en fer doux sont creusés pour le passage du rayon lumineux; de plus, il anéantit les deux autres pôles A, B', en les réunissant par une barre de fer doux recourbée deux fois suivant PRSI*', et percée de trous vis-à-vis de ceux des bobines; 011 voit qu’il est alors très-facile de placer, la substance transparente en C sur le trajet du ravon lumineux MX, précisément là où se développe la plus grande quantité de magnétisme libre; il en résulte une plus grande intensité des phénomènes.
Pour l’accroître encore, M. Ruhmkorff dispose en avant des pôles, en F et F', deux pièces de fer doux, de dimensions moindres que les surfaces polaires précédentes, et qui font l’effet de deux pointes où le magnétisme tend à se concentrer avec une remarquable intensité.
Enfin, dans le but de faire varier la distance des pôles, la barre horizontale est rendue indépendante des pièces latérales, qui glissent dessus cl s’v fixent à l’aide d’écrous V, V'. lin obstacle empêche les pôles de se précipiter l’un contre l’autre dans le cas où l’une des vis serait inul fixée, et prévient ainsi la rupture des lames transparentes et de tout ce qu’on met entre les pôles.
Il faut avoir soin de maintenir très-propres les surfaces de contact, caria transmission du magnétisme est toute différente lorsqu'il y a continuité métallique et lorsqu’il existe une couche de rouille; c’est le côté faible de l’appareil de M. Ruhmkorff. Si l’on rapproche exactement les surfaces, il est le plus avantageux de tous.
542. Action des aimants et drs rournnts. — L’identité des forces électriques et magnétiques rendait présumable la production des phénomènes rotatoires au moyen des aimants ou des courants. On constate en effet que des aimants très-puissants agissent
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sur In lumière polarisée; il faut des appareils très-sensibles pour manifester celte action, et cela se comprend, car la rotation n’est pas considérable avec des électro-aimants ordinaires, et l’électro-aimanl le plus médiocre est rendu facilement supérieur à l’aimant le plus puissant. Quant aux hélices traversées par des courants, mais dénuées d'axes en fer doux, elles sont aussi assez peu énergiques; mais leur emploi mérite d’élre signalé comme un procédé important dans beaucoup de questions. On sait ce que c’est qu’un courant qui agit dans un lil déterminé : on peut mesurer son intensité, calculer son action sur une aiguille, en un mol la force employée est bien définie. Il en est tout autrement d’un électro-aimant : les pôles magnétiques y sont distribués suivant une loi compliquée qui dépend de l’intensité du courant. Lorsqu’on emploie l’hélice sans fer doux, une bobine longue, couverte de 5o à 60 kilogrammes de gros lil, n’excède pas les dimensions convenables. Dans l’axe on dispose la substance transparente et on observe que le plan de polarisation est dévié dans le sens où l’électricité positive circule dans la bobine. C’est qu’au fond la disposition est la même qu’entre les électro-aimants de M. lluhmkorff; une aiguille s’y comporte en effet de la même manière. Faraday a observé que la grandeur de la rotation croît à peu près proportionnellement à l’intensité du courant employé, mais il mit peu d’exactitude dans ces mesures.
Substance» avec lesquelle* on produit la rotation
— Toutes les substances solides ou liquides essayées par Faraday lui présentèrent le pouvoir rotatoire magnétique, mais avec une intensité qui variait d’un corps à l’autre d’une manière inattendue. Ainsi le borosilicate de plomb, qui est un verre pesant jaunâtre jouissant d’une dispersion remarquable, est éminemment propre à l’observation du phénomène; la rotation y est six à sept fois plus grande que dans l’eau ; dans ce liquide elle l’est plus que dans l’alcool et l’éther. Faraday n’a pu rattacher ces faits ni aux propriétés magnétiques ou diamagnétiques, ni à aucun caractère des substances.
M. de la Kive lit remarquer que les substances dont le pouvoir rotatoire magnétique est ie plus grand sont fortement réfringentes.
%fi LEÇONS SUR L'OPTIQUE.
Cette remarque résultait fies observations de Faraday sur le verre pesant et de M. Berlin sur le biclilorure d’étain et le sulfure de carbone; elle est vraie en général, mais il n’y a point parallélisme des pouvoirs dans les deux séries de corps où on les a mesurés.
M. Edm. Becquerel observa que certaines dissolutions de sulfate de fer ont un faible pouvoir rotatoire magnétique, tandis qu’on voit des dissolutions de nickel avoir une action considérable. Cela semblait exclure tout rapprochement entre cette action et les propriétés magnétiques. Il vil aussi ce fait très- remarquable, que c’est seulement suivant l’axe que les phénomènes sont sensibles dans les cristaux à un axe. On n’a rien ajouté à cette observation. Le quartz, le spath peuvent servir à la vérifier; mais le spath offre des phénomènes peu intenses et qui disparaissent par suite de la moindre erreur sur la direction de l’axe.
L’action de l’aimant ne semble pas modifier la biréfringence dans les cristaux qui jouissent de cette propriété.
544. Loi empirique de M. Berlin. — En i 848. M. Berlin publia un mémoire contenant un grand nombre de mesures de rotations produites par diverses substances. Ces mesures, faites avec l’appareil de M. Ruhmkorffque possède l’Ecole Normale, lui parurent propres à donner la loi élémentaire du phénomène: mais le point de vue restreint sous lequel il envisagea l’action d’un électro-aimant ne lui permit d’arriver qu’à une loi empirique : il crevait les surfaces terminales de l’électro-aimant de M. RubmkorfT assimilables aux pôles d’un aimant, ce qui est inexact, car ces surfaces ont des dimensions sensibles et leur action n’est pas réductible à celle d’un point.
M. Berlin ôta une des branches de l’appareil de M. Ruhmkorff, et plaçant les corps transparents, verre, sulfure de carbone, etc., à diverses distances delà surface qu’il assimilait à un pôle, il mesura les rotations correspondantes et trouva que les rouillons décroissent en pro/p-esswn fréoméirujuc si les distances croissent en progression arithmétiijue.
Si telle était la loi du phénomène, on pourrait calculer l’action des deux branches dans l’appareil complet. Soient en effet A, B t fig. üaq) les surfaces polaires ; décomposons la substance Irans-
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parente en tranches d’épaisseur infiniment petite dl-, appelons/ la distance de la tranche considérée mn au point milieu 0 de la sub
Fig. 3>s-
stance, x la distance de ce milieu à la surface A, et a la distance AB des deux surfaces. La rotation produite sous l’action de A par la tranche dl peut être représentée par
— m lx — l )
<; die ;
car x — l est la distance de dl à A; m est la raison de la progression, raison que donne l’expérience faite avec une seule branche de l’appareil; C est une constante dépendant de la nature de la substance et du magnétisme libre sur une branche.
La rotation produite par la meme tranche dl sous l’action de B est de même
Cdle
a étant la distance des deux surfaces polaires.
Si donc aLest la longueur de la substance transparente, l’action totale est
J C.dl[e +e J.
L’accord de cette formule avec l’expérience est satisfaisant.
Mais il est impossible de regarder chaque surface polaire comme un point unique, car l’espace qui les sépare est souvent moins long qu’elics ne sont larges; la loi précédente n’est donc qu’un résultat empirique, ce n’est pas une loi élémentaire. Les phénomènes qui se représentent par une progression géométrique décroissante sont assimilables à la propagation de la chaleur dans une barre , c’est-àdire sont tels que l’action en un point résulte des actions développées sur les points voisins et peut être regardée comme pro-
duitc par eux. Or, ici rien de pareil n’a lieu : si l'on met entre les surfaces polaires une série de substances transparentes, l’action produite par chacune d’elles est indépendante de celle des autres, et la même, <|uel que soit l’ordre dans lequel on dispose ces substances. Ces phénomènes ne résultent donc pas d’une transmission graduelle, et l’on est par cela seul conduit à douter de la formule de M. Berlin.
545. Action mngnétique. — Ces doutes sont fortifiés par cette autre remarque, que les phénomènes très-divers produits par un électro-aimant et un courant fermé sont proportionnels entre eux et ne dépendent que d’une constante unique qui ne lient qu’aux conditions de l’expérience.
Soit en effet (lig. 33o) un électro-aimant E, agissant sur le pôle austral A Kie Mo- d’une aiguille aimantée dont les dimen-
sions sont assez, petites relativement à celles de l’élertro-aimant et à la distance qui l’en sépare pour qu’on puisse réduire l’action de ce dernier à celle de deux pôles, ce qui est possible.
L’action sur A est déterminée en grandeur et en direction, c’està-dire que, si l’on met en A une sphère de fer doux, les fluides magnétiques s’y sépareront parallèlement à la direction AB de celte résultante, et les quantités de fluides séparés seront proportionnelles à lu grandeur de celte ligne; elles seront telles que leur attraction réciproque fasse équilibre à l’action qui tend à les séparer, c’est-à-dire à AB. Ainsi l’action magnétique de l’éleclro-aimanl sur un point dépend uniquement de l’action exercée sur une molécule aimantée située en ce point.
Si en A se trouve un élément de courant, l’action de l’éleclroaimanl sera une force perpendiculaire au plan de l’élément et de la ligne AB; elle sera proportionnelle à AB et au sinus de l’angle de AB avec l’élément de courant ; si donc la résultante AB de l'action sur un pôle est connue, on connaît par cela même l'action sur un élément de courant dirigé comme on voudra.
Enfin, si en A se trouve un élément de conducteur dont on fasse
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varier la distance à l’électro— aimant , il en résulte une action inductrice que MM. Neumann et Weber ont appris à évaluer par la seule connaissance de AR.
Ainsi, lorsqu'on a déterminé la grandeur et la direction de la résultante des actions de l’électro-aimant sur une molécule de magnétisme libre, on en conclut son action sur un corps quelconque, sur un élément de courant, et enfin son action inductrice sur un conducteur.
Etant donné un phénomène produit en A par l'électro-aimant. toute modification de cet électro-aimant qui n’altère pas AR ne sera pas constatée par l’observation. Donc les phénomènes observés dépendent en chaque point uniquement de la résultante des actions de l’électro-aimant sur une molécule magnétique située en ce point. Pour abréger, nous appellerons cette résultante action magncliijuc en un point donné.
5 AG. Relation entre l'action magnétique et l’aetion optique. — D’après cela, on peut à priori prévoir que l’action optique d’un électro-aimant ne pont dépendre que de son action magnétique, qu’elle est une fonction de cette action et qu’elle varie de la même manière avec la distance.
Cherchons à vérifier celte hypothèse. Pour cela il faudra :
t° Mesurer l’action optique;
a” Mesurer l’action magnétique ;
3° S’arranger pour que celle-ci puisse être regardée comme constante en grandeur et en direction dans toute l’étendue de la substance transparente.
Celte dernière condition est importante, car si l’on place la substance de telle sorte que dans sa masse l’action magnétique varie en grandeur et en direction, il est probable que les actions optiques des couches de la substance perpendiculaires au rayon lumineux sont différentes; on n’observe donc que le résultat d’un ensemble d’actions inégales et on ne peut point chercher de loi. C’est ainsi qu’on avait remarqué que l’action optique diminue à mesure que le milieu du fragment transparent est approché du milieu de la base de l’aimant; cela n’est point étonnant si l’on considère les variations
de l’action magnétique aux différents points; en représentant grossièrement celte action par les répulsions AR, AR', AR" (fig. 33 1) d’un pôle unique A, la symétrie des forces indique que l’action parallèlement au rayon est nulle. En réalité, les choses sont beaucoup plus compliquées, et si on laisse ainsi l’action optique variable on ne pourra rien conclure.
C’est ce qui est arrivé à M. Matthiessen : ce physicien, cherchant si la rotation est proportionnelle à l’épaisseur de la substance, écartait ou rapprochait les électro-aimants comme si c’était chose indifférente, et il conclut que la rotation ne croît pas aussi vile que l’épaisseur. Dans son travail il est difficile de distinguer le vrai du faux, et le mieux est de n’en point tenir compte dans une discussion sérieuse.
Il est nécessaire que les diverses tranches de la substance exercent des actions égales sur le rayon lumineux; on peut constater que cette condition est remplie en se servant d’un fragment du corps de dimensions moindres que celles qu’on emploiera, et le transportant en divers points de la région où l’action magnétique est constante: si la rotation mesurée reste la même, on en conclura que l’action optique ne change pas lorsque l’action magnétique est elle-même invariable; le phénomène sera simple et élémentaire, et c’est alors seulement qu’il y aura lieu de chercher une loi liant l’action optique h l’action magnétique.
5A7. Champ magnétique d'égale intenaité. — Pour rendre l’action magnétique constante dans une région assez étendue. Faraday usa d’un artifice qui consiste à surmonter les deux branches de son électro-aimant de deux cubes en fer doux CC' (fig. 33a), terminés par deux plaques carrées qu’on peut rapprocher plus ou moins. Le magnétisme accumulé sur ces grosses pièces est distribué assez uniformément, et il est facile de voir qu’entre elles l’action magnétique varie peu en intensité et en direction. Considérons, en effet, un point M de cette région; l’action magnétique en ce point diffère peu de la résultante des actions des deux forces placées en regard.
Kig. 33 1.
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Pour un point voisin M' situé sur la même ligne perpendiculaire à deux faces des cubes , les actions des molécules de la face A , plus voisine, sont plus grandes, mais elles font des angles plus grands avec la direction de la résultante que les molécules de la face B , de sorte qu’il s’établit une compensation Irès-approchéc; de même les composantes dues à l’autre face sont plus petites mais moins obliques sur la résultante.
Ainsi, un déplacement de M en M' fait varier deux causes qui agissent en sens inverses, et on conçoit que dans une certaine région iNP l’action magnétique ne change pas sensiblement de valeur. Il en est de même si l’on s’élève en M,: l’action des points plus voisins de M, que de M augmente en même temps que l’angle qu’elle fait avec la résultante; la compensation peut donc s’établir dans un espace fini. On a ainsi une région où l’action magnétique est constante en grandeur et en direction.
Faraday attachait une grande importance ù cette constance dans l’élude des phénomènes diamagnétiques, surtout lorsqu’il était question de l’influence des plans de clivage dos cristaux sur ces phénomènes. C’est qu’en effet cette condition est nécessaire : dans une masse sphérique homogène, placée sur la ligne des pôles, la distribution du magnétisme est symétrique par rapport au diamètre parallèle à cette ligne; dans une sphère cristalline, on conçoit qu’il en soit autrement : la distribution du magnétisme dépend du diamètre que l’on met suivant la ligne des pôles; et pour être sùr que dans la comparaison de ces diamètres on n’attribue pas à la structure un effet qui peut être dû à des changements de distance des divers points de la masse aux pôles, il faut que l’action magnétique sur un point reste constante quand on déplace un peu la sphère.
Pour constater l’égale intensité de l’action dans une région déterminée, Faraday employa les deux procédés suivants : 1° Sur une feuille de papier ou de bois disposée dans celte région, il projetait de la limaille de fer : si elle se disposait en lignes droites parallèles, comme la direction de ces lignes est parallèle à l’action magnétique.
F»ir. 3J*.
il était assuré de la constance de cette action quant à la direction. •j° Pour reconnaître la constance en intensité, il promenait dans la région une spirale plate de lil de fer S (fig. 333), en rapport avec un
Fig. 333.
galvanomètre G; ce système ayant une certaine position déterminée, si on le déplace parallèlement à lui-même entre les plaques, l’action inductrice est nulle lorsque l’action magnétique est constante. En effet, plaçons le point du conducteur fermé perpendiculairement aux actions magnétiques : les actions électro-magnétiques sont toutes dans le plan même du courant, et l’on n’a pas de composante perpendiculaire à ce plan; donc un déplacement quelconque perpendiculaire au plan du courant ne peut donner aucun courant induit.
On mettra donc le plan de la spirale parallèle aux plaques, on la déplacera parallèlement à l’axe de la région qu’elles limitent : s’il n’y a pas de courant induit, la constance d’intensité est certaine.
Voyons l’application de ces dispositions à l’appareil de M. Ruhnikorff.
Il a suffi de remplacer les petites armatures des électro-aimants par des armatures F, F' (fig. 3a8) de ia centimètres de diamètre mises en regard.
Pour reconnaître la constance de l’action magnétique dans l’intervalle. on y dispose une substance transparente et l’on tourne l’analyseur jusqu’à ce qu’on ait la teinte de passage. On déplace alors la substance, et on peut parcourir ainsi 3o à /io millimètres sans que la teinte varie; il suit de là que les armatures étaient assez grandes pour que les diverses tranches du fragment eussent une action optique constante.
On peut encore procéder autrement : supposons que l’on ait un moyen de mesurer l’action magnétique, et qu’aux divers points du
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champ on ln trouve la même, sauf îles différences de l’ordre des quantités négligeables; il est clair que ces opérations auront le double résultat de faire connaître la valeur de l’action magnétique et d’en vérifier la constauce. C’est ce procédé que l’on a suivi.
548. mesure de l’aetion magnétique. — Pour mesurer l’action magnétique, on pouvait songer à se servir d’une aiguille d’acier fortement trempé, aimantée assez énergiquement. Le carré du nombre de ses oscillations, dans un temps donné, mesurerait l’action magnétique, à la condition toutefois que le magnétisme de l’aiguille fôt invariable, et par suite qu’elle ne fût soumise qu’à des actions faibles; or l’énergie des électro-aimants de M. Huhmkorff modifierait profondément l'état d’une telle aiguille, surtout si elle avait de petites dimensions longitudinales et lors même qu’elle serait très-fortement trempée. Il faut donc rejeter ce procédé. Il semble que l’on puisse avantageusement substituer à l’acier un fer parfaitement doux; eu admettant que le magnétisme qui y est induit soit proportionnel à l’action qui le développe, on voit que l’action de l’électro-aimant sur le barreau est proportionnelle au carré de l'action magnétique; il suffirait donc de mesurer la première par les oscillations. Mais la loi de proportionnalité cesse lorsque la force inductrice est intense.
Si l’on emploie, au lieu de fer doux, de la stéarine, du phosphore, du plomb, du bismuth, ou toute autre substance diamagnétirpie, on pourra obtenir de meilleurs résultats, car le pouvoir diamagnétique est proportionnel à l’action de l’électro-aimant entre des limites étendues. Mais, en comptant les oscillations, on n’arrive à aucune précision parce qu’elles sont très-lentes.
On pourrait encore disposer entre les branches de l’électro-aimant un petit sol énoïde suspendu par deux fils conducteurs, comme le fait M. Weber; ce solénoïdc est parcouru par un courant invariable dont la direction est telle que l’élerlro-aimant tende à renverser ses pilles : la grandeur de la force qui le dévie de sa position d'équilibre est proportionnelle à la tangente de l’angle qu’il fait avec cette position. Ce procédé est très-exact, mais le faible espace où l’on devrait disposer le solénoïde en rendrait l’emploi incommode. Voici une méthode plus simple.
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méthode fondée itur le» courant» d’induction
Elle est fondée sur le développement d’un courant d’induction par la rotation, autour d’un axe perpendiculaire à la direction de l’action magnétique, d’un petit conducteur plan disposé dans le champ magnétique.
La rotation d’un conducteur fermé développe, en effet, un courant induit, et la translation de ce même conducteur n’en produit pas. Pour le faire voir, supposons un courant fermé plan (lig. .‘134),
r.8. su.
et représentons par mR l’action magnétique constante dans toute l’étendue du champ. Sur un élément de courant mu l’action de l’électro-aimant sera représentée par
Il sin eu du .
sa étant l’angle de ds avec R, et ds étant l’élément de courant. Cette force est perpendiculaire au plan qui contient nui et l’action magnétique.
Traçons dans le plan du courant, et par un point 0 quelconque, deux axes rectangulaires, l’un 0.r parallèle, l’autre 0 y perpendiculaire à la projection de l’action magnétique sur ce plan. D’après la règle des courants sinueux, on pourra remplacer nui par ses deux projections «P. Pm sur ces deux axes, et la résultante R sin ce d!» par les actions de l’éleclro-aimant sur ces deux projections «P, Pm.
Soient 9 l’inclinaison de R sur le plan du courant et a, (3 les
POLARISATION ROTATOIRE MAGNÉTIQUE. 975 angles de mn avec les axes. L’action de l’élerlro-aimant sur P« est R sin 6 cos a ds,
sur mP elle est
R cos fi ds.
Sur les projections des éléments suivants, les forces sont respectivement parallèles aux précédentes; donc les résultantes sont égales aux 'Oiumes des forces, et l’action de l’électro-aimant sur le circuit est la résultante des deux forces
cos a ils . R J' cos /3 ds.
qui sont nulles. L’électro-aiinant ne peut donc produire aucun mouvement de translation du courant fermé; son action se réduit à un couple.
De là on conclut, d’après la loi de Lenz. que toute translation du circuit ne donne aucune induction, et que toute rotation produit un courant induit.
Si donc on observe, en déplaçant le circuit parallèlement à luiméme, qu’il n’y a pas production de courant induit, on est sôr que l’action magnétique est constante dans toute l’étendue du champ parcouru.
550. Relation entre l’action magnétique et le courant induit dù à la rotation du courant fermé. — En communiquant au courant plan une rotation d’une grandeur déterminée, on
peut trouver la valeur de l’action magnétique. M. Neumann a donné, en effet, une représentation géométrique de l’action inductrice du pôle d’un solénoïde sur un courant fermé qu’on déplace d’une manière quelconque. On construit les cônes ayant pour sommet le pôle A (lig. 335) ou la molécule magnétique inductrice , et pour bases le conducteur fermé dans les deux positions MN, M'N'. Le courant induit dans le passage de la première à la seconde est proportionnel
Ycudet, l \ . — Conférences de physique. 6m
Fi*. 335.
à la différence des surfaces interceptées par ces cônes sur la sphère dont le rayon est égal à l’unité et qui a le sommet pour centre; si l’on considère ces surfaces comme mesurant les ourerture s angulaires des cônes, on dira que le courant induit est proportionnel è la variation de l’ouverture angulaire du cône initial.
Cette conclusion ressort des formules de M. Neumann : il a fait voir (pie la force électro-motrice développée par un déplacement infiniment petit du courant est proportionnelle à la variation infiniment petite de l’ouverture du cône; si donc Vr U représente celle variation dans le temps Ht, la force électro-motrice sera
k\ Ht.
k est une constante dont la détermination est très-importante; elle dépend de la quantité de magnétisme de la molécule A.
Si L est la résistance du conducteur, la quantité d'électricité qui circule dans le courant induit est
KV Ht
et si l’expérience dure un certain temps, la quantité totale d’électricité (pii circule dans le (il. pendant que l’ouverture angulaire subit une variation finie, est
lig 336.
tité bien différente de l’intensité — - qui varie d’un instant à l’autre; u„ et u , sont les valeurs initiale et finale de l'ouverture angulaire.
POLARISATION ROTATOIRE MAGNETIQUE. 977
Ces considérations sur le courant induit nous permettent d'en déterminer la valeur dans un déplacement quelconque, et de la comparer à l’action magnétique supposée constante en grandeur et en direction.
Supposons le conducteur plan et soumis à l'action d’un centre magnétique unique M (fig. 3 3 G ) ; dans l’aire plane qu’il délimite, considérons un élément de surface (Pu situé à la distance OM r du pôle M; soit 6 l’angle du rayon MO avec la normale à l’élément.
La projection de d2u sur une surface sphérique a>ant M pour centre et »• pour rayon est (Pu cos0; l’aire interceptée, sur la sphère dont le rayon est l’unité, par le cône circonscrit à l’élément (Pu, c’est-à-dire son ouverture angulaire, est ^‘^< os , celle Ju conducteur J — • Soit fi un nombre proportionnel à la quantité de magnétisme libre en M.
’lt1 CO cos (t
est une quantité dont la variation est proportionnelle au courant induit développé dans le circuit plan par un déplacement quelconque, puisque, d’après la loi de M. Neumann, le courant induit est proportionnel à y. et à la variation de l’ouverture angulaire. Le courant induit est donc proportionnel à
/ fiPucosO fd'u cos0’\
Si le conducteur qui se déplace est soumis à l’action d’un grand nombre de centres magnétiques voisins, le courant induit est proportionnel à
/ Cd'u cosÔ rd‘ucos6‘\
Or on peut renverser l’ordre des sommations, c’est-à-dire calculer l’action de tous les centres sur un même élément (Pu dans ses deuv positions, et étendre la sommation de la différence à tous les éléments; la quantité précédente est donc égale à
y cos 6 'ç’firosô-'
Or, si Ton suppose au point O une molécule de lluide magnétique égale à l’unité, l’action de la molécule M sur elle est ^ ; j^cos b
est la projection de cette force sur la normale à ^ est la somme des composantes, suivant la même normale, des actions de tous les centres magnétiques sur cette molécule O; c’est donc la projection sur cette normale de l’action magnétique au point O, car l'action magnétique en un point donné n’est autre chose que la résultante des actions des centres magnétiques sur une molécule égale à l’unité située en ce point.
Si donc on désigne par R celle résultante, et par a l’angle qu’elle fait avec la normale au courant plan, on a
V f*cosb »
' -, = K rosa.
On a de même, dans la seconde position du courant, Y fl cosfr
> a — — h rosa.
La quantité proportionnelle au courant induit est ainsi représentée par
I </*w(Rcoss - R’coscé ).
Si l’action magnétique est, comme on le suppose, constante en grandeur et en direction, on a R = R', et a. a' ont la même valeur pour tous les éléments d'2(j; par conséquent, si l’on désigne l’aire
totale du conducteur I d-eo par a,
aR (rosa — cos a')
est une quantité proportionnelle au courant induit; en la multipliant par on a la quantité totale d’électricité qui a traversé ln section du lil induit pendant toute la durée du déplacement.
Si l’on suppose a = o , a'= 90 degrés, le courant induit est représenté par <tR: il est donc proportionnel à l’action magnétique.
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On peut encore supposer a=*=o el a — 180 degrés, et l’on a pour le courant induit oarlt.
On mettra donc le plan du courant fermé d’abord perpendiculairement h l’action magnétique, puis on le fera tourner de qo degrés ou de 180 degrés autour d’un axe perpendiculaire à la direction de l’action magnétique; on mesurera le courant induit, qui sera proportionnel à l’action magnétique dans une région où elle est constante en grandeur et en direction.
Il faut nécessairement se borner à faire usage d’un petit anneau quand on veut s’assurer de la constance de cette action; seulement les mesures sont alors fort délicates. Mais dans les expériences ordinaires 011 remplace cet anneau par une petite bobine (J ( fig. 337 )
Fi*. .W7.
sur laquelle est enroulé un fil de cuivre recouvert de soie, de manière à constituer un système de courants circulaires. Cette bobine est montée sur un support en laiton que l’on dispose entre les deux branches de i’éleclro-aimanl,eton l’amène à une hauteur convenable à l’aide d’une crémaillère engrenant avec le pignon solidaire du bouton D et de la vis de pression H. En agissant sur le bouton R,
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on fail tourner la bobine autour d’un de ses diamètres FG entre •leux obstacles fixes, limitant une rotation de qo degrés; il eût été glus avantageux de la faire tourner de 180 degrés, mais c’eût été aussi plus incommode. O11 mesure le courant induit développé, et l’on obtient en même temps l’action magnétique.
551. ITIenurr du ceurant induit. — Heste à savoir comment on peut mesurer le courant induit; or on va voir que c’est justement la quantité de ce courant qui se déduit le plus facilement de l’observation; il serait bien plus difficile de connaître l’intensité de ce courant à un instant donné.
Supposons que. pendant la durée très-courte de la rotation, le circuit soit en rapport avec un galvanomètre assez éloigné pour être en dehors de l’action de l’électro-aimant : le barreau aimanté, d’abord en équilibre, reçoit du courant induit une impulsion qui \arie à chaque instant; elle est proportionnelle à l’intensité 1 du courant à l’instant considéré, et à une fonction <p des dimensions du barreau, du cadre et de leur position relative; celte fonction peut d’ailleurs être calculée géométriquement.
La vitesse de l’impulsion que reçoit l’aiguille pendant le temps dl est proportionnelle à la force i<p et au temps dt; on peut donc la représenter par kiÿdt, k étant un facteur dépendant du mode de suspension de l’aiguille. La vitesse communiquée au barreau pendant la rotation est donc
| kiÇdt,
expression dans laquelle <p et 1 varient avec le temps. Cependant, si la durée de la rotation est très-courte relativement à celle d’une oscillation de l’aiguille, le déplacement de celle-ci peut être regardé comme négligeable, c’est-à-dire que l’on peut considérer <p comme une constante; la vitesse de l’aiguille est donc proportionnelle à j idt, qui n’est autre chose que la quantité d’électricité qui a traversé la section du conducteur pendant sa rotation; on aura donc une mesure de celte quantité en évaluant la vitesse de l’aiguille. Or cela est facile, car, dès que le courant induit a cessé, l’aiguille a reçu dans un temps
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très-court une vitesse Unie; elle s’écarte et se trouve sollicitée en sens contraire par le magnétisme terrestre; la force ellicace est proportionnelle au sinus de la déviation : les oscillations de l’aiguille sont donc soumises aux mêmes lois que celles d’un pendule cpii s’écarte d’un angle fini de sa position d’équilibre, et sa vitesse est proportionnelle au sinus du demi-angle d’écart, lorsque l’aiguille passe à la position d’équililre.
Ceci toutefois n’est exact que si les résistances au mouvement sont très-peu considérables; si, par exemple, il n’v a que la résistance de l’air, la vitesse se mesure par le sinus du demi-angle d’écart, ou, ce qui revient ici au même, par l’écart initial lui-même.
Telle est la quantité qui mesure ce que nous avons appelé le courant induit, et ce que l’on a souvent pris pour valeur de l'intensité de ce courant, par une interprétation inexacte des laits.
Les galvanomètres dans lesquels l’aiguille ne rencontre que la résistance de l’air pour réduire sa vitesse à zéro sont fort incommodes, parce que l'amplitude des oscillations décroît fort lentement; les expériences en deviennent fastidieuses, et il arrive très-souvent que le soleil n’est pas assez longtemps découvert pour éclairer d’une
I manière sullisamment prolongée les appareils d’optique qui donnent le rayon polarisé. Il est donc utile d’amortir les oscillations de l’aiguille, en conservant une mesure exacte de sa vitesse.
On peut employer pour cela le procédé de Gauss; après l’observation du premier écart, on laisse revenir l’aiguille AB (fig. 338) à sa position d’équilibre et on place alors loin d'elle un fort barreau A'B' disposé perpendiculairement à sa direction, de manière à contrarier son mouvement. On choisit à propos les ins-
Fj» 33g t * *
lants où l’on doit retourner ce barreau, et, sans qu’il soit besoin d’y mettre de la précision, on arrive bien vile à amener l’aiguille au repos.
552. Emploi du KRlvonomrtrr de H’rhrr. — I. 'amplitude du premier écart du barreau est proportionnelle au courant induit. — Il vaut mieux disposer l’aiguille du galvanomètre
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au centre d’un cadre elliptique de cuivre rouge où se développent des courants induits de grande intensité, qui tendent à détruire le mouvement actuel de l’aiguille. Telle est la disposition du galvanomètre de Weber, où le temps nécessaire aux observations suffit pour que l'aiguille revienne d’elle-méme au repos. Mais comme on développe ainsi une énorme résistance au mouvement de l’aiguille, le sinus de la demi-déviation ne peut plus être pris sans examen préalable pour mesure de la vitesse initiale.
Nous avons donc à chercher les lois du mouvement d’une aiguille sous l'action du magnétisme terrestre et des courants induits qu’elle développe dans le voisinage. On supposera que l’aiguille s’écarte peu de sa position d’équilibre, ce qui permet de négliger la résistance de l’air.
Soient x„ et x les angles que fait à l’instant initial et à l’époque < l’aiguille aimantée avec une direction fixe arbitraire passant par l’axe de suspension. L’action du magnétisme terrestre est proportionnelle à sin(x— x„) ou plus simplement à x — x0, dans notre hypothèse de petits déplacements. L’action du courant induit est proportionnelle à son intensité, laquelle dépend de la vitesse de l’aiguille et de sa situation relativement au cadre; mais si l’écart x — x„ est petit, on peut négliger cette dernière cause et regarder le courant induit comme proportionnel à la vitesse •
Il est maintenant facile d’écrire l’équation différentielle du mouvement, en exprimant qu’il y a équilibre entre les forces agissantes et celles qui produiraient le mouvement si l’aiguille était libre, prises en signe contraire. Or chaque point de l'aiguille possède sur l’arc de cercle qu’il décrit une vitesse r étant sa distance à l’axe
de suspension; en un temps infiniment petit cette vitesse augmente • • • *
de r^~ fit, et la force qui produirait cet accroissement est mr~[n'
La somme des moments de ces forces par rapport à l’axe [iris pour tous les points, et en signe contraire, est
ll'x
M étant
,lr *'* de
moment d’inertie de l’aiguille par rapport à l’axe de sus-
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pension ; le moment de l'action magnétique terrestre est -- T(x - .r„ ), T se rapportant seulement à la composante horizontale de Faction terrestre.
Enfin, k désignant une constante qui dépend des lois de l'induction. — est Faction du courant induit. On a donc
d’x k dx T / ,
IF ' M Tl
qu’on écrira, pour simplifier, d'x , , dx
de-
! + +rt-(x-x0
On intègre cette équation différentielle en posant
x — \eal ,
et en substituant il vient
d’où
a2 4- o/ia -|- n- — o.
a = - Il dh — a2.
Si a est réel, il en résulte
x — Ae* '+ Be*
équation dans laquelle a et *’ sont des racines négatives: alors l’écart actuel, étant la somme de deux expressions décroissant en progression géométrique, se réduirait lentement à zéro, et l’aiguille ne passerait point au delà.
Mais si l’on remarque que k, expression de la résistance apportée par le courant induit, quand ^ i, est inférieure à T. il s’ensuit que h est pluS' petit que a et cpie les racines de l’équation précédente sont imaginaires. On a en conséquence
x--x0 \e‘(-h+ >F=* V-) + Be' (“ h ~ V "’ ~ A’ V17^ )
= c^' [A(coslv,«*— A*-hV -isintv'n*- A*)
+ B (cos l yW2 A* — v i sin/v«* A*)|,
expression réelle si l’on prend pour A el B des valeurs imaginaires: on a donc
x — x„ c~bl ( M cos l Va* — A* 4- N sin l \ a* - A*)
où les deux tenues de la parenthèse peuvent être réunis comme il suit :
x — xa — He-/l! sin (/ + 9) s/a'1 — A*.
Ici l’on a A <d « ; cette expression nous apprend que le mouvement s’exécute par des oscillations isochrones d’amplitude indéfiniment décroissante. En effet, l’écart x — x, est nul à l’époque où l’impulsion a cessé d’étre communiquée, ce qui correspond à t 9. Mais nous pouvons compter le temps à partir de cet instant; alors l’écart sera nul pour l— o dans l’expression
x — xq — Hc_/l< sin t Va* - /t*.
Ainsi x —x„ est nul pour (= o. Il l’est encore pour l égal à
3ir
yV — A’ y«! — h! y «’ — A'
L’aiguille repasse par la position d’équilibre au temps ’ qui
est la durée constante d’une oscillation.
Pour avoir l’amplitude, on n’a qu’à chercher les valeurs de t qui rendent la vitesse nulle. Pour cela on pose
-jj — o = — A sin t ya* — A1 + V'a* — h1 cos <v a* — A1,
d’où
tang l V a* — A* ’
équation qui a une inimité de racines. Soit t, la plus petite racine positive, les suivantes sont
y a* — As y n’ — A!
Les divers écarts ont donc lieu à des intervalles de temps égaux, et
POLARISATION ROTATOIRK MAGNÉTIQUE. 985
la durée qu’on mesure par l’observation peut être relie qui sépare les écarts inaxima, ou celle qui sépare deux passages de l’aiguille par la position d’équilibre.
L’amplitude du premier écart est, d’après les valeurs précédentes du temps,
x, — x, =■ He“*<l sin t, v - /é2.
La valeur du sinus se déduit de la valeur connue de la tangente, et l’on a
-Al, . j-
„ Va*- A*
x, x. — Hc i—
L’écart de l’autre côté est
xa — x„ = — Hc
v vv-/.y ,
le suivant est
— x„ =- Hc
et ainsi de suite. Les valeurs obtenues de ces écarts sont, comme on voit, les termes d'une progression géométrique décroissante.
Si donc l'expérience apprend (pie telle est en effet la loi du décroissement d’amplitude, et que de plus les oscillations sont isochrones. on pourra regarder l’équation différentielle comme s’appliquant à la question, ou, ce qui revient au même, la vitesse initiale assez petite pour qu’on puisse négliger ce qui l’a été dans le calcul précédent. Or c’est ce qui a été vérifié. En conséquence, les écarts successifs sont représentés par les formules qui précèdent. Le premier écart est
-ht, ,
X|— x. — Hc
Cherchons la vitesse initiale. C’est la valeur de ^ pour o. On obtient ainsi
/rfxx
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En divisant l’écart par cette quantité, il vient
On trouve ainsi que l’amplitude du premier écart est proportionnelle à la vitesse initiale, et par suite au courant induit; il sullil donc d’observer cette amplitude pour mesurer le courant induit.
On remarquera que le facteur - — est indépendant de l’intensité du courant.
L’influence du cadre de cuivre rouge n’empêche donc pas de prendre pour mesure du courant induit et de l’action magnétique l’amplitude du premier écart du barreau, c’est-à-dire le déplacement initial de l’image dans la lunette.
Sans doute elle diminue l’amplitude de la déviation, mais elle éteint si rapidement les oscillations du barreau mobile que les observations deviennent d’une facilité surprenante, surtout si l’on fait usage d’un barreau aimanté creux, dont le moment magnétique est presque le même que celui d’un barreau massif, mais dont le moment d’inertie peut être beaucoup moindre.
553. Manière de Taire lea expérience*. — H est facile maintenant de comprendre la marche à suivre pour faire chaque expérience. On place les grandes armatures aux extrémités des bobines écartées à la distance convenable; on fait passer un courant dans la bobine; on dispose le système tournant dans l’intervalle qui les sépare, et l’on fait cinq ou six observations du courant induit. Le mouvement est donné rapidement avec la main à la petite bobine; on arrive facilement à produire une rotation rapide et régulière, ce qu’on reconnaît au mouvement de l’image des divisions de la règle; si, dans le déplacement de cette image, on voit des retards puis des accélérations, il faut recommencer. On passe ensuite à l’observation optique tn amenant la substance transparente à la place même qu’occupait la bobine, et on mesure la rotation au bout de quelques instants, lorsque l’action magnétique, qui ne se produit pas instantanément, a atteint toute sa valeur; puis on répète l’observation
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du courant induit : la différence entre ces dernières mesures et les premières n’est pas de plus de — si la pile est bien montée; alors la moyenne des actions magnétiques, avant et après l’observation optique, est égale à l’action magnétique existant pendant qu’on mesurait l’action optique. Si la différence est trop grande, on doit tout recommencer en remontant la pile à neuf.
554. Remarquée sur l'observation optique. — l" Faible amplitude du phénomène. — L’observation optique mérite quelques détails. D’abord le phénomène à observer est d'une faible amplitude; une longueur de 4o à 5o millimètres de sulfure de carbone donne, lorsque la pile est puissante, une rotation de ta à i5 degrés, et l’on ne dépasse guère ce chiffre. Avec l’eau, le verre, on a des nombres bien plus petits. De plus, si l’on fait varier la puissance de l’appareil entre des limites un peu étendues, il faut nécessairement mesurer des rotations faibles; on est donc obligé d’y apporter de la précision.
Pour cela, on commence par supprimer la détermination de l'azimut primitif du plan de polarisation; on la remplace, comme l’a indiqué pour la première fois M. Berlin, par la mesure de l’azimut de la teinte de passage ou de l’extinction, faite sous l’action du courant dirigé dans nn certain sens, et la mesure de l’azimut de la même teinte après avoir changé le sens du courant. La différence des deux observations égale le double de la rotation du plan de polarisation; on a ainsi doublé l'amplitude du phénomène en diminuant les chances d’erreur. Il convient, avant d’intervertir le sens du courant, de fermer le circuit par un circuit auxiliaire; on évite ainsi les perturbations qui accompagnent toujours l’ouverture et la fermeture d’un circuit hydro-électrique.
L’observation de la teinte de passage donne des résultats trèsprécis. Sa production dans deux azimuts opposés permet de mesurer des rotations de 3 à 4 degrés à ~ près. Il suffit pour cela de remplacer la lumière des nuées ou d’une lampe par la lumière solaire réfléchie par un héliostat ; cette lumière intense fait apprécier les vuriations de teintes produites par de très-petits déplacements du plan de polarisation: la lumière des nuées ne donne au contraire
qu’une intensité très-faible à l’image extraordinaire, et l’on apprécie très-mal ses variations de couleurs.
Si les rotations étaient très-considérables, la teinte de passage aurait une intensité comparable à celle de la lumière incidente, l’œil serait ébloui et il serait nécessaire d'opérer autrement. Mais dans les expériences qui nous occupent, il n’y a pas d’inconvénient à augmenter la lumière, et si, en opérant sur de longues colonnes de liquide, l’œil était ébloui, il serait facile d’interposer un verre ou de revenir à une source lumineuse moins intense.
Quoi qu’il en soit, l’usage de la lumière solaire et de la teinte de passage donne une détermination dns azimuts précise à a ou 3 minutes près. On détermine la teinte de passage en tournant l’analyseur de façon à faire varier les teintes du rouge au violet, puis revenant en sens inverse. On répète cinq ou six fois cette opération, et l’on n’a jamais de différences de plus de 5 minutes pour les azimuts. Leur moyenne est donc, à a ou 3 minutes près, l'azimut de la teinte de passage. Comme on observe pour chaque rotation deux azimuts de teinte de passage, l’approximation est de 5 à 6 minutes, ce qui, pour 5 degrés, fait ^ et — pour to degrés.
555. a° Litage de la lumière homogène. — Lorsqu’on veut employer la lumière homogène, on en obtient une qui l’est sensiblement et dont l’œil supporte bien l’éclat, en faisant passer la lumière solaire à travers une dissolution de sulfate de cuivre dans le carbonate d’ammoniaque en excès : cette liqueur bleu céleste, sous une épaisseur de t décimètre environ, donne un spectre où l’on ne distingue que la raie G et les régions voisines. A l’œil on voit le reste du spectre très-faible.
Pour observer l’azimut de polarisation, on suit la règle de Biot; on détermine les positions de l’analyseur pour lesquelles commence et finit l’extinction du rayon quand on tourne dans un sens, puis quand on ramène l’analyseur en sens contraire. On a le soin de ne comparer entre elles que les disparitions, ou les apparitions, sans mêler ces mesures les unes avec les autres. Du reste, l’œil ne jouit pas d’une égale sensibilité pour saisir ces deux phénomènes. L’appréciation des disparitions est celle qui se fait le mieux. Ici on a
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moins de précision que dans l’observation de la teinte de passage; mais comme la rotation des rayons bleus est notablement plus grande que celle des rayons jaunes, il y a une sorte de compensation.
556. H" Précision de I instrument. — Il est important que l’appareil optique soit assez parfait pour qu’on puisse répondre d’une rotation de 5 minutes; il faut qu’il mesure i minute, et même moins, avec précision, et pour cela il suffit de le construire avec soin. Au lieu d’une alidade transversale glissant sur le limbe, disposition qui met le vernier dans un plan différent, on emploie un cercle entier mobile dans un cercle fixe divisé en degrés et tiers de degré; le cercle mobile porte deux verniers situés aux extrémités d’un même diamètre, et qui, étant dans le plan du limbe, sont d’une lecture facile; ils donnent la minute. Au besoin une loupe sert à observer la coïncidence des traits. On peut ainsi répondre de a ou 3 minutes dans le résultat d’une observation.
557. 4* Extinction de l’image. — Il importe de bien apprécier le point où il y a extinction de l’image extraordinaire. Les rayons incidents sont polarisés par un prisme de Nicoi, et tombent sur un autre prisme de Nicoi servant d’analyseur. Si l’on regarde derrière l’analyseur, après avoir placé les sections principales des deux prismes à peu près à angle droit, on voit une lumière trèsaffaiblie provenant de l’image du soleil réfléchie par l’héliostat; il faut chercher à voir nettement cette image et l’on emploie pour cela un verre concave si l’on est myope; sans cela on ne perçoit qu’une impression vague peu propre à donner des résultats précis. Cette image semble fort éloignée et l’on ne peut, en faisant tourner l’analyseur, constater qu’avec peine ses variations d’intensité. Il vaut bien mieux viser, au lieu de cette image petite et éloignée, une surface large et plus rapprochée ; on ferme l’appareil de M. Kuhmkorff par des diaphragmes étroits, et l’on vise le dernier avec une lunette de faible portée; on voit alors un large disque lumineux sur un fond illuminé par une faible lumière diffuse, qui provient de réflexions sur les diverses parties de l’appareil. Quand l’électro-aimant n’agit pas, on voit l’image extraordinaire s’éteindre en prenant l’éclat de cette lu-
mière diffusa : on juge très-exactement de la coïncidence, et celte extinction est plus sensible que dans les appareils de Biol. Vient-011 à faire passer le courant, l’image réparait colorée et l’on apprécie très-facilement la teinte sensible. Cette surface large, que l’on vise très-commodément, remplace avec avantage l’image éloignée et trop brillante du soleil.
558. 5* Précautions relatives <1 la substance transparente. — 11 faut éliminer toute circonstance qui pourrait dépolariser la lumière, c’est-à-dire diviser le rayon polarisé en deux rayons polarisés à angle droit et présentant une différence démarché, c’est-à-dire qu’il faut éviter toute double réfraction accidentelle de la substance*.
Il n’est pas facile de trouver des verres qui ne soient pas trempés plus ou moins, mais, quand ils sont peu biréfringents, on peut les employer dans la portion qui est dépourvue de biréfringence, c’està-dire suivant l’axe de double réfraction. Dans son voisinage, on voit, avec l’appareil de Norrembcrg, un espace noir par lequel on fait passer le rayon polarisé. On détermine cette région, suivant M. E. Becquerel, qui a signalé cette précaution, au moyen de deux prismes de Nicol croisés à angle droit; dans la position de l’extinction, on interpose le corps transparent; l’image extraordinaire reparaît; on le déplace alors jusqu’à ce qu’elle ait de nouveau disparu : la région traversée par le rayon polarisé est monoréfringente.
Le verre pesant, très-dilatable par la chaleur, prend facilement une double réfraction sensible longue à se dissiper; pour éviter les variations de température, il convient de le disposer longtemps à l’avance dans le laboratoire à côté de l'appareil et de ne le manier qu'avec des pinces de bois.
On place les liquides dans un tube de cristal entouré d’une gaîne de laiton taraudée à ses deux extrémités, et garni de plaques de verre dépourvues de toute biréfringence et également pressées sur tout leur contour. On obtient une pression uniforme en posant la plaque sur l’extrémité du tube parfaitement dressée, la recouvrant d’une rondelle de cuir et d’une virole de laiton qu’on visse sur le tube jusqu’à ce qu’il soit bien fermé.
Il importe que les surfaces soient très-propres, les liquides lim-
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pitiés et purs; des poudres Unes en suspension produisent des réflexions qui dépolarisent partiellement la lumière et font apparaître dans le champ de la lunette une foule d’étincelles brillantes qui gênent les observations. Enfin, il faut éelairer également en tous ses points l’image que l’on vise.
Il suflira d’expérimenter sur des liquides et des solides ayant des pouvoirs rotatoires magnétiques assez grands, de valeur différente, comme le verre pesant, le Oint, le sulfure de carbone, etc. L’étude de tous ces corps conduit exactement aux mêmes résultats.
559. Résultant lien rxpérirnrrs. — Il résulte de l’ensemble des observations qu’il y a proportionnalité entre l'action magnétique et la rotation ilu plan île polarisation.
Cette proportionnalité s’observe quand on fait varier l’action magnétique en rapprochant ou en éloignant les bobines, ou bien en augmentant ou diminuant l’intensité du courant de la pile.
Cette loi comprend toutes celles que l’on pourrait formuler sur les variations des actions magnétique et optique; ainsi, si l’on fait varier dans un certain rapport l’intensité de tous les centres magnétiques, la rotation dans une tranche transparente varie dans le même rapport. El si l’on pouvait faire varier les distances de cette tranche à chaque centre dans le même rapport, chose qu’on ne peut réaliser sans déformer le système magnétique, les rotations varieraient en raison inverse du carré des distances à l’un des centres et proportionnellement à la quantité de magnétisme qui s’y trouve accumulée.
Tout cela est compris dans la loi de proportionnalité. On pourrait chercher à la vérifier en soumettant à une même action magnétique des tranches d’inégale épaisseur d’une même substance. Si chaque tranche agit également sur la lumière, les rotations seront dans le rapport des épaisseurs. On peut, par exemple, se servir d’un parallélipipèdc rectangle dont les arêtes sont inégales. Mais l’opération est difficile à réaliser, par suite de réchauffement du verre qui absorbe les rayons peu réfrangibles et prend la structure d’un cristal à un axe dont l’axe serait la ligne d’échauffemenl; il arrive alors qu’au moment où Ton veut opérer sur la seconde face, c’est- VenbET, IV. — Conférences de physique. G 3
à -cl i ro dans une direction perpendiculaire à la première, on trouve le verre temporairement biréfringent : il faut attendre longtemps pour que celte propriété se dissipe, et pendant ce temps l'action magnétique aura beaucoup varié.
Il vaut mieux expérimenter avec divers fragments sciés dans un même morceau do verre et d’épaisseurs inégales, et déterminer b* rapport de la rotation à l’action magnétique pour chacun d’eux. Si ces rapports sont proportionnels aux épaisseurs, la précision des expériences est justifiée, et c’est ce que prouvent les nombres obtenus. On voit, du reste, que l’on peut opérer sur chaque échantillon à des époques différentes.
560. Dxpliration de la loi de II. Berlin. — Les expériences de M. Berlin avaient conduit à une loi simple, en contradiction avec la loi de proportionnalité à laquelle nous sommes arrivés. Nous avons expliqué pourquoi la loi de M. Berlin doit être rejetée, nous allons rendre compte de la simplicité «le cette loi : ou bien elle n’est qu’un accident extraordinaire, ou bien elle a quelque fondement; on va voir qu’elle n’est qu’un accident dépendant de l’appareil employé.
M. Bertin a trouvé que, lorsque la substance transparente est soumise à l’action d’une seule bobine garnie d’une petite armature voisine du corps transparent , si les distances du centre de la substance a la surface polaire croissent en progression arithmétique, les rotations du plan de polarisation décroissent en progression géométrique. Et lorsqu’il y a deux bobines, la rotation est la somme des termes de deux progressions géométriques, l’une croissante, l’autre décroissante.
Or, s’il arrivait «pie, avec la loi suivie pour l’accroissement des distances, c’est-à-dire avec des distances en progression arithmétique, les actions magnétiques fussent décroissantes en progression géométrique, la loi de M. Bertin serait un pur accident. Et de plus, cela doit être si la loi que nous avons donnée est exacte.
C’est ce «pii a lieu en effet. Si l’on place à diverses distances, a, 3, à, 5,. . . centimètres de la surface qui termine la petite armature de l’électro-aimant, la bobine servant à mesurer l’action magnétique, elle donnera la valeur moyenne île celte action dans
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les régions voisines. En opérant ainsi avec l’appareil qui avait servi à M. Berlin et (|ui appartient au cabinet de physique de l'Ecole Normale, on a obtenu une série de nombres décroissant lentement, à peu près en progression géométrique, le rapport de chacun d’eu\ nu précédent différant peu de 0,7;). Après un intervalle de deux mois, pendant lequel l’éleetro-aimant avait été souvent mis en usage et démonté, la raison de la progression fut trouvée égale à 0,78. On a cru pouvoir en conclure que six ou sept ans auparavant, c’est-àdire en 1 8 7 et 18/18. époque des expériences de M. Berlin, l’é— leclro-aimanl était dans le même état: les actions magnétiques décroissaient donc comme les termes d’une progression géométrique ayant 0,71) pour raison. Or les actions optiques observées par M. Berlin forment une progression géométrique dont la raison est 0,78.
Ainsi la simplicité de cette loi ne laisse aucune raison d’y attacher de l’importance; elle 11e fait que vérifier, dans un cas particulier, la loi de proportionnalité que nous avons établie.
561. ('a* où le rayon lumineux rat oblique à la direction de l’artlon magnétique. — L'appareil de M. Rtihmkorlf ne permet d’observer la rotation du plan de polarisation que dans les cas oii le rayon est à peu près parallèle ou perpendiculaire à la ligue des pôles. Nous avons étudié le premier cas; dans le second,
la rotation est nulle comme l’a reconnu Faraday.
Pour étudier le phénomène lorsque l’angle des deux directions a une valeur intermédiaire, il est nécessaire de disposer un appareil particulier.
On pourrait présumer qu’il sullit d’incliner le corps sur la direction «le l’action magnétûpie et de le faire traverser par un rayon lumineux réfléchi sur des miroirs plans parallèles M . M' (iig. 33q), dont l’un reçoit les rayons incidents et l’autre les rayons transmis; mais un appareil modifié pour arriver à ce résultat est difficile à régler; les miroirs métalliques sont altérables, et les résultats peu dignes de confiance.
Pig. .X39.
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11 fout revenir au premier dispositif (les expériences de Faraday . Un électro-aimant en fer à cheval, dont les branches verticales sont représentées en projection suivant A, B (fi g. 34o), est monté sur un pied à vis calantes V, V", V ", Xm; il peut tourner autour d’un axe vertical situé à égale distance de A et de B, et l’alidade C permet d’apprécier les déplacements angulaires sur le limbe gradué ED. La substance sur laquelle on expérimente est placée au-dessus du plan qui limite les branches de l’électro-aimant, mais il faut modifier l’appareil de telle sorte (pie la substance soit dans un champ magnétique d’égale intensité. Pour cela, chaque branche est surmontée d’une armature en fer doux, creusée d’une rainure assez large dans laquelle une lige se meut à frottement dur. Les deux tiges s’avancent
Fijr. 3&n.
l’une vers l’autre, et portent chacune une plaque de fer doux II K . de o", 16 de long, de o“,o U de large et de on,.oo5 seulement d’épaisseur. Après avoir reconnu la constance de l’action magnétique dans toute l’étendue du rectangle compris entre les bases supérieures HK, H'K\ ainsi qu’un peu au-dessus et un peu au-dessous, on dispose la substance transparente sur un support qui est placé entre les branches au niveau des bases supérieures des plaques et qui porte un limbe gradué L, sur lequel repose une seconde plaque O mobile autour d’un axe vertical, et munie d’un vernier. C’est sur cette seconde plaque que l’on place la substance transparente. On peut ainsi faire varier l’angle du rayon polarisé et de la ligne d’action
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magnétique. Il a paru commode de laisser le rayon fixe et dirigé suivant MN; il faut donc, pour opérer sous des incidences variables, faire tourner l’électro-aimant, en laissant la substance fixe ou, si elle participe au mouvement du support, en la ramenant à sa position initiale par une rotation contraire de son support. De cette manière, lorsque a est la rotation de l’élcctro-aimant, a est aussi l’angle des deux directions de l’action magnétique et du rayon.
Supposons l’appareil exactement réglé, il suflira de faire coïncider les deux directions, puis de les écarter d’un angle a, en observant chaque fois la rotation.
Mais l’appareil n’est jamais parfaitement réglé; il faut, après un écart a à droite, produire le même écart à gauche, et prendre la moyenne des rotations observées comme représentant la rotation pour l’angle a; on la compare à celle qu’on suppose correspondre au zéro, laquelle résulte de moyennes d’observations fréquentes, à cause des variations de la pile.
562. Lot du (ORlmw. — Quel que soit l'angle d’écart des deux directions, le phénomène n’est qu’une rotation du plan depolarisation; les teintes se succèdent dans l’ordre habituel lorsqu'on opère avec la lumière blanche, et toujours on peut éteindre l’image reparue, dans le cas de la lumière homogène.
On a constaté que la rotation du plan de polarisation est proportionnelle au cosinus de l’angle compris entre la direction du rayon de lumière et celle de l’action magnétique.
Elle est donc maximum quand les deux directions coïncident, et varie peu dans le voisinage; la différence des rotations ne redevient distincte que quand a est de t ou a degrés; ainsi, le parallélisme des deux directions, qu’il est impossible de réaliser rigoureusement, n’a pas été établi dans les premières expériences avec les deux bobines de M. Ruhmkorff; jamais on n’a disposé la cuve à sulfure de carbone autrement qu’en établissant, à i ou a degrés près, le parallélisme entre ses faces et les surfaces des armatures: la loi ellemême fait voir que cette approximation est suffisante (i:.
■l) Lorsque Ton compare la rotation qui correspond au 2<;ro à reJle qui a lieu jmiiii
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503. Krlalion entre le pouvoir rotatoire magnétique, ilantt leu tnibtttanrea uniréfringenteo, et la nature île ceo MubMtaneeM. — Les recherches précédentes font connaître le phénomène dans un corps uniréfringent quelconque. Il importe de comparer les pouvoirs rotatoires des diverses substances aux autres propriétés qui les caractérisent, bien qu’il n’y ait pas lieu d’espérer quelque relation simple; on a du moins ainsi l’avantage d’avoir des idées nouvelles sur les substances qui jouissent île ces propriétés.
564. Mélange de deux fluide*. — Biot s’est attaché à démontrer qu'en mélangeant deux fluides, l’un actif, l’autre inactif, le mélange a un pouvoir rotatoire proportionnel au nombre des molécules actives situées sur le trajet du rayon, c’est-à-dire a le même pouvoir que les fluides placés à la suite l’un de l’autre. La même chose a lieu quand les deux fluides sont actifs : l’unité de longueur du mélange de volumes V, V' de deux liquides actifs produit la même rotation que deux longueurs des fluides séparés, la première égale à
r — ~T7i » la seconde à •
Il est naturel de se demander si une loi analogue n’a pas lieu pour la rotation magnétique; en opérant sur des sels en dissolution, on pourra arriver à résoudre cette question et en même temps à s'éclairer sur la nature de la dissolution.
565. Sel* transparent* incolore*. — Considérons d'abord les sels transparents incolores, par exemple les chlorures des métaux alcalins; on peut y joindre ceux de zinc et d’étain , qui ont même un pouvoir rotatoire considérable.
l'angle a, rex|K*rience ne donne on réalité que les rotations pour les angles o° et - — — •
Puis, comme l'angle o01 n'est pas en réalité rigoureusement nul, mais égal, par exemple,
, . 4 . „ R +Ii* a-fi + a + e
a + e, il s ensuit qu on n compare les rotations II pour e, et — pour
ou a. domine H diffère peu de la vraie valeur qui correspond au zéro, tant que * n'est pas plus grand que i5 ou ao degrés, il n’y a |«s de différence entre les nombres lus dans l'expérience à droite et l'expérience à gauche; l'influence de l'irrégularité des pièces de l'appareil est nulle. Mais si a — 45 degrés, la différence est sensible et peut être supérieure aux erreurs habituelles d'observation.
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Si Ton compare à l’eau distillée une série de dissolutions d’un même sel, on trouve que les pouvoirs rotatoires peuvent se calculer h priori , en admettant (pie la rotation produite par une dissolution soit la somme des deux rotations produites par les molécules d’eau et par les molécules de sel, la même par conséquent que si les substances étaient séparées.
Il faut comparer les pouvoirs rotatoires à celui de l’eau distillée; mais comme les rotations sont faibles entre les grandes plaques, il convient de leur substituer les petites armatures qui accroissent considérablement les actions magnétique et optique. Cela est sans inconvénient, car, lorsque deux substances transparentes quelconques de même épaisseur ont été placées successivement dans la même position entre les armatures de l’électro-aimant, les diverses couches correspondantes de ces deux substances ont été impressionnées par des actions magnétiques égales. Elles ont donc exercé des actions proportionnelles à l’action spécifique des deux substances, et il est facile de conclure de là que les intégrales de ces actions optiques élémentaires, c’est-à-dire les rotations observées, sont dans le même rapport que si l’action magnétique eût été constante dans tout l’espace compris entre les armatures. On obtiendra donc le rapport des pouvoirs rotatoires à l’un d’eux que l’on choisira comme unité.
11 faut tenir compte de la rotation produite par les plaques de verre qui forment le tube. Cette action, insensible dans le cas des grandes armatures, est ici très-énergique, car les plaques sont trèsvoisines des petites armatures. On fait aisément la correction, en déterminant avant toute expérience le rapport des rotations produites par la cuve vide et la cuve pleine d’eau distillée dans la situation qu’elle doit constamment occuper dans les expériences. Il est d’ailleurs commode d’avoir des cuves d’égales dimensions pour opérer alternativement sur divers liquides.
On constate ainsi sans ambiguïté que le pouvoir rotatoire d'une dissolution saline est la somme des jmuvoirs rotatoires de l'eau et du sel ; la rotation se calcule comme pour le mélange des liquides actifs de Biot.
lin fait très-digne d’attention, c’est que dans la loi précédente il faut considérer les dissolutions comme formées d’eau et d’un sel
998 LEÇONS SUIt L’OPTIQUE.
anhydre dissous, lors même que le sel cristallise avec plusieurs équivalents d’eau. C’est ce que démontre l’étude des dissolutions de chlorure de calcium. La forme cristalline se détruit donc par la dissolution, et le sel dissous est le sel anhydre, contrairement à l’opinion des chimistes. C’est ainsi du moins qu’on a dû considérer les sels observés.
566. Sein coloré*, gela mncnHiqurs. — 11 est une classe de dissolutions qui mérite une attention spéciale : ce sont les dissolutions des sels magnétiques. Certains d’entre eux, comme le prolochlorure de fer. ont un pouvoir rotatoire magnétique plus petit que l’eau distillée: les sels de nickel, au contraire, ont un pouvoir rotatoire plus grand. Dans l’étude de ces substances colorées, M. Edmond Becquerel, entraîné par des idées inexactes sur le diamagnétisme, n’a pas remarqué, en déterminant la rotation à l’aide de la teinte de passage, que celte teinte n’a pas de signification absolue cl ne répond pas aux mêmes rayons lorsque la lumière qui sort de la colonne liquide est blanche et lorsqu’elle est colorée , par exemple lorsqu’elle a perdu ses rayons jaunes, comme cela arrive pour les sels de nickel. On peut corriger cette inlluence des rayons colorés dans les dissolutions de nickel, d’urane. de chrome, etc., en se servant de deux cuves bien identiques, l’une remplie d’eau distillée, l’autre contenant la dissolution. On met la première entre les deux bobines, et en dehors, avant le prisme de Nicol, on dispose la seconde de telle sorte que le faisceau qui sort de l’eau a la même composition que celui qui, dans le second cas, sort de l’autre cuve quand les deux cuves ont été changées de place. Les résultats obtenus par les teintes de passage sont alors comparables.
Le pouvoir rotatoire magnétique de la dissolution de proloclilorure de fer est d’autant plus petit qu’elle est plus concentrée, et, lorsqu’elle l'est jusqu’à cristalliser, il est nul. Le sel agit donc contrairement à l’eau distillée. On le prouve, au reste, en observant le pouvoir d’une dissolution de composition connue, qu’on étend d’eau plus ou moins; on peut en conclure la part de l’eau distillée et la part du sel. En supposant le protoeldorure de fer à h équivalents d’eau, les nombres observés ne concordent pas du tout avec
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les nombres calculés; avec le sel anhydre, les phénomènes ont lieu exactement comme si la rotation était la somme de deux parties, l’une due à l’eau, l’autre de sens contraire, proportionnelle à la quantité du sel anhydre. Les faits observés avec le sulfate de fer s’interprètent de même.
On ne peut, dans les expériences exécutées sur ces corps qui attirent l’oxygène de l’air, compter sur la même précision que s’il s’agissait du chlorure de calcium, mais elles sont toutefois sullisnntes pour établir que :
t° il est très-probable que, dans les dissolutions salines, le sel est anhydre ;
Il v a certains sels dont la dissolution, placée dans l'axe des bobines, produit une rotation contraire à celle de l’eau, du verre pesant et du sulfure de carbone.
il n’est pas inutile d’insister sur ces conséquences importantes.
567. État dra aela dans Ira dltuMoluf ions. — Les chimistes regardent généralement les sels dissous comme possédant, au sein de l’eau qui leur sert de dissolvant, les équivalents d’eau qu’ils ont lorsqu’ils cristallisent. Ainsi, une dissolution de sulfate de chaux contiendrait du sulfate à 9 équivalents d’eau CaOSOs,aHO; celle de sulfate de fer contiendrait le sel FeOSO’.yllO. Ils se fondent sur ce que la calcination détruit la couleur de ce dernier sel : d’après cela, le sel anhydre, s’il était dissous, donnerait un liquide incolore, tandis que la solution est réellement verte comme le sel cristallisé.
Mais nous remarquerons d’abord que la teinte blanche produite par la calcination n’est pas du tout la couleur du sel lui-même : les réflexions totales et les diffusions produites par les parcelles de la matière calcinée, qui est toujours très-divisée après çetle opération, cachent la vraie couleur du sel, laquelle est très-faible. Ce sel anhydre peut d’ailleurs être coloré, car les oxydes naturels anhydres ont des couleurs variées. On sait, du reste, que des substances colorées réduites en fragments suffisamment petits donnent des poudres presque blanches.
Ensuite nous citerons des faits à l’appui de l’opinion énoncée dans la première conclusion. M. Wfdlner a mesuré la force élastique
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des vapeurs émises par les dissolutions salines, et trouvé «ju’elle se formule simplement quand on évalue les quantités de sel anhydre, tandis qu’en regardant le sel comme hydraté il en est autrement.
M. Hiidorf a étudié empiriquement la variation du point de congélation de l’eau avec divers poids de sel dissous : il a été conduit aux mêmes conclusions.
On voit par là que la physique a le moyen de résoudre cette question de chimie: Ou'v a-t-il dans une dissolution saline? Le pouvoir rotatoire magnétique de cette dissolution peut l’indiquer. L’étude des solutions de sulfate de protoxyde de fer démontre en effet que le pouvoir rotatoire magnétique est proportionnel à la quantité de sel anhydre contenue dans la dissolution.
568. Pouvoir rotatoire matnétique négatif des dissolutions salines. — Soient A la densité d’une dissolution, s le poids de sel dissous dans un poids « — e d’eau; l’unité de volume de la dissolution contiendra un poids de sel égal à eA et un poids d’eau égal à (i — e)A. Si donc on suppose que le sel et l’eau agissent sans s’influencer mutuellement, et que l’on opère sur une colonne liquide de longueur égale à 1, et enfin que l’on désigne par p le pouvoir rotatoire magnétique du sel, celui de l’eau étant i, on pourra conclure de la théorie que p égale lu somme des pouvoirs rotatoires de l’eau et du sel.
Le pouvoir rotatoire r du sel est dii au poids sA répandu dans l’unité de volume; le pouvoir rotatoire moléculaire du sel est donc C’est ce quotient qu’on trouve en effet constant dans les dissolutions inégalement concentrées d’un môme sel.
Dans le cas où p est plus petit que (t — e) A, c’est que la substance exerce sur la lumière polarisée une action contraire à celle de la plupart des corps transparents; il convient d’appeler son action pouvoir rotatoire négatif.
Deux catégories de sels se présentaient dans les substances précédemment indiquées comme devant donner lieu à la recherche de ce pouvoir rotatoire négatif: les nitrates et les sels de fer.
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Le nilrate d’aiumoniaquc en dissolution a, comme les autres nitrates, un pouvoir rotatoire très-faible, |>ius petit que celui de l’eau mais plus grand que (1 — e)A, et par conséquent positif. Cette substance agit donc comme l’alcool ou l’éther qu’on mêlerait à l’eau.
il en est autrement des sels de fer. Les expériences faites sur le sulfate de protoxyde de fer et le protochlorure de fer en solutions concentrées ont montré que ces sels ont un pouvoir rotatoire négatif proportionnel à la quantité de sel dissoute, le sel étant considéré comme anhydre dans la solution.
C’est surtout au moyen de ces deux sels qu’on a reconnu la nécessité de considérer le sel anhydre pour trouver un pouvoir rotatoire moléculaire constant à ce sel.
Quelque concentrée que soit la dissolution de sulfate de protoxyde de fer, on ne peut aller jusqu’à renverser le sens habituel de la rotation; on réduit toutefois la rotation à zéro au moyen de la solution de protochlorure aussi concentrée que possible. Mais avec les sels de peroxyde de fer, par exemple avec le pcrchlorure dissous dans l’eau, l’alcool, l’éther ou enfin l’esprit de bois, dont à 5 parties dissolvent 55 de sel. on forme des dissolutions fortement colorées qui font tourner le plan de polarisation très-fortement dans le sens négatif. Cette dernière dissolution est le milieu connu qui agit le plus énergiquement sur le plan de polarisation; sa rotation est triple de celle que produit le sulfure de carbone, double de celle que produit le verre pesant.
Mais il n’a pas été possible d’appliquer les calculs indiqués précédemment au sesquichlorure de fer dissous dans les liquides cités plus haut, parce qu’il y a, au moment de la dissolution, dégagement de chaleur et production de gaz, phénomènes qui indiquent uno action chimique assez vive et la production de composés nouveaux,
569. Eaaai de rlaBaifleation dea subManecR. — lit) examen sommaire des faits nous porterait à classer les corps en deux catégories : les corps diatnagnéliques. à pouvoir rotatoire positif; les corps magnétiques, à pouvoir rotatoire négatif; et à dire que l’énergie rotatoire est d’autant plus grande que le corps est plus fortement magnétique ou diainagnétiqur.
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Mais il y a bien ries exceptions relatives aux corps diamagnétiques, et, pour les autres, la généralisation est prématurée.
11 convient de rapporter les propriétés magnétiques et optiques à la nature du métal, et les exemples suivants nous montreront la diversité des cas qui se rencontrent.
La liaison supposée plus haut entre le diamagnétisme et le pouvoir rotatoire positif semble subsister quand on étudie les cyanures doubles de fer et de potassium. Le prussiatc jaune est en effet diamagnétique et son pouvoir rotatoire est positif; le prussiate rouge et ses dérivés sont magnétique s et agissent négativement. Ce dernier composé est même excellent pour manifester le pouvoir rotatoire négatif, parce qu’il ne s’altère pas, comme le pcrchlorure de fer cristallisé, et qu’on peut plus facilement se le procurer et le conserver.
Il en est tout autrement lorsqu’on passe au nickel et au cobalt. Les sels de ces métaux magnétiques ont un pouvoir rotatoire positif, assez grand dans ceux de nickel et comparable à celui des sels de zinc et d’étain, faible pour ceux de cobalt et difficile à déterminer à cause du pouvoir colorant dont ils jouissent. D’après ces faits contraires à la loi énoncée d'abord, on peut croire que si le prussiate jaune est positif ce n’est point parce qu’il est diauiagnétique, mais parce que rien n’y décèle le fer, ni physiquement ni chimiquement, tant qu’on ne détruit pas l’existence du composé.
Le manganèse établit une transition entre le fer et le nickel, car les sels de protoxyde sont magnétiques et ont un pouvoir rotatoire positif, tandis que, parmi les sels de sesquioxyde, un manganocyanure analogue au prussiate rouge a montré comme lui un pouvoir rotatoire négatif. Mais ce fait, qui est la règle générale pour le fer, est ici l’exception.
On peut donc ranger les métaux magnétiques en trois groupes : 1" fer; a” nickel et cobalt; 3° manganèse. Le premier type offre un pouvoir rotatoire négatif, à moins que 1a présence du fer ne soit déguisée dans le composé; le pouvoir rotatoire est au contraire positif dans le deuxième groupe, et enfin dans le troisième les deux cas se présentent.
Quant aux autres métaux magnétiques, on peut les ranger dans un de ces trois groupes.
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Le chrome se range avec le fer. En effet l’acide (-bromique, le bichromate de potasse, (|ui sont magnétiques; le chromate neutre de potasse, qui est diamagnétique, ont tous offert un pouvoir rotatoire négatif, assez fort pour les deux premiers corps et faible pour le dernier. Les sels de protoxyde et de sesquioxyde n’ont pu être étudiés.
Le titane, rangé par Faraday parmi les corps magnétiques, l’est en effet, ainsi que son oxyde. 11 est utile de remarquer ici qu’il est impossible d’établir par expérience si un métal pur est magnétique, car il peut renfermer un millionième de fer métallique échappant h l’analyse, et capable de faire paraître le métal magnétique. Dans les oxydes, les sels, il faudrait, pour produire le même effet, une proportion de sel de fer facile à reconnaître. C’est en opérant sur ces composés qu’on élimine celte cause d’erreur. En tenant compte de cette observation, il n’y a pas de doute que le titane ne soit plus magnétique que le chrome. Le bichlorure de titane, sel liquide, incolore et volatil, se prête très-bien aux expériences en hiver et dans un local froid. On l’observe dans un tube fermé par des glaces; il a un pouvoir rotatoire négatif à peu près égal en valeur absolue à celui de l’eau. Et si , par le procédé de M. Quel, plaçant un index de ce liquide dans un tube de verre, on détermine le sens de l’action des électro-aimants, on trouve que ce bichlorure est diamagnétique.
Le cérium et le lanthane sont indubitablement magnétiques : le chlorure de cérium donne dans l’eau une dissolution rose qui jouit d’un pouvoir rotatoire négatif C’est probablement aussi le cas des sels de lanthane, car ils ont présenté un pouvoir inférieur à celui de l’eau distillée.
Le molybdène, l’acide molybdique ont une action magnétique; les molybdates étudiés sont diamagnétiques et leur pouvoir rotatoire est positif.
Ainsi . les trois types déjà signalés peuvent comprendre ces derniers métaux sans que rien puisse faire présumer auquel de ces types un métal donné appartiendra.
On voit, en résumé : i" que toutes les substances diamagnétiyuex où il n’entre que des métaux diamagnétiques*11 ont un pouvoir rota-
^ L’oxygène est magnétique , mais ne paraît pas modifier le pouvoir rotatoire d’un métal ; l’oxyde a un pouvoir de même sens (pie celui du métal.
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toire positif; a“ que les substances diumagnétiques ou magnétiques où il entre quelque métal magnétique se groupent en trois classes :
Celle du fer. A côté du fer, on mettra le titane, le cérium, le lanthane et probablement le chrome. Le pouvoir rotatoire est négatif.
Celle du nickel. Avec le nickel, il faudra placer le cobalt, le molybdène. Le pouvoir rotatoire de ces corps est positif.
Celle du manganèse, type intermédiaire, dans lequel certains composés ont un pouvoir positif, d’autres un pouvoir négatif.
570. Hypothèse» divergea. — On a cherché une relation entre lu grandeur du pouvoir rotatoire magnétique et l’indice de réfraction de la substance, relation qui semblait probable, vu la simplicité des lois des phénomènes rotatoires. On peut croire en effet, à cause de cette simplicité, que l’action magnétique s’exerce sur l’éther de la masse, soit directement, soit par l’intermédiaire des dernières molécules. Or, on sait que la densité de l’éther se mesure par la racine carrée de l’indice de réfraction, et le grand pouvoir rotatoire du bichlorure d’étain, du sulfure de carbone, coïncide précisément avec un pouvoir réfringent considérable.
Mais cette remarque de M. de la Rive ne peut être prise pour une loi absolue, car le nitrate d’ammoniaque a un indice de réfraction considérable et un faible pouvoir rotatoire; des dissolutions de chlorure de calcium, de carbonate de potasse, de sel ammoniac ont pour indice de réfraction i ,3 7 et des pouvoirs rotatoires différents (i,a3, 1,08, 1,37). Ainsi, bien que le plus souvent de grands indices de réfraction correspondent à des pouvoirs rotatoires considérables, l’ordre des corps est différent dans les deux séries.
On peut en dire autant de l’intensité de l’action magnétique de la substance. Le sesquichlorure de fer a une action magnétique et un pouvoir rotatoire positif très-énergiques; mais, d’autre part, le bichlorure de titane, qui est magnétique aussi, est en même temps négatif, ce qui montre bien l’absence de toute relation absolue entre ces propriétés.
Ainsi, le pouvoir rotatoire dépend d’un ensemble complexe de propriétés dont l’analyse n'esl pas trouvée. L’indice de réfraction, l’action magnétique sont des éléments importants, mais ce ne sont
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pas les seuls à considérer, et l’on ne peut jusqu'ici que signaler des tendances, sans pouvoir formuler de loi générale.
57 1 . ■ nflurnrr de I» nature de la lumière tur la grandeur de la rotation du plan de polarisation produite aous l'influence du magnétisme. — Jusqu’ici, nous avons étudié les phénomènes de polarisation rotatoire magnétique au moyen de la lumière blanche ou bien d’une lumière homogène; mais les recherches précédentes sont loin d’épuiser la question. Il importe notamment de connaître l'influence de la nature de la lumière employée, c’est-à-dire la loi qui peut lier la longueur d’onde à la grandeur de la rotation.
Quelques expériences ont été faites en i85i sur ce sujet par M. VViedemann, à l’aide d’un procédé employé déjà par M. Broch, et qui n’est autre chose que celui qu’avaient indiqué avant lui MM. Fizeau et Foucault.
572. Application de la méthode de HH. Fizeau et Foucault. — Un faisceau lumineux tombe d’une fente étroite sur un polariseur, traverse la substance transparente, puis rencontre un prisme dont l’arélc est parallèle à la fente et qui est dans la position du minimum de déviation. En mettant l’œil derrière le prisme, on voit un spectre ordinaire, avec les raies de Frauenhofer, et, si la substance transparente est inactive, l’addition d’un analyseur devant l’œil ne fait (pie réduire l’intensité de la lumière dans la proportion de î à cos2 a pour le rayon ordinaire ou de î à sin2a pour le ravon extraordinaire, a étant l’angle du plan de polarisation primitif avec la section principale de l’analyseur.
Mais si la substance est active, l’intensité de la lumière est réduite dans des proportions inégales pour les diverses régions du spectre; si le polariseur et l’analyseur sont des prismes de Nicol et la section principale de l’analyseur parallèle au plan de polarisation d’un des rayons qui constituent le spectre, l’intensité de ce rayon sera réduite à zéro et l’on verra dans cette région une ligne noire. Les régions voisines auront aussi une intensité très-faible. Cette bande noire se déplacera lorsqu’on tournera l’analyseur. Si la rota-
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lion est considérable, il se peut que plusieurs couleurs aient leur plan de polarisation parallèle à la section principale de l’analyseur. On verra donc q, 3, . . . bandes noires.
Lorsque, par une rotation de l’analyseur, on amènera le milieu de la bande noire en coïncidence avec l’une quelconque des raies de Frauenhofer, l’angle dont on aura tourné l’analyseur mesurera la rotation pour les rayons de la couleur correspondante.
Les résultats fournis par cette méthode sont supérieurs à ceux qu’on obtiendrait avec une lumière monochromatique dont on chercherait la longueur d’onde, car cette lumière obtenue par des milieux absorbants aurait toujours un spectre étendu, et la longueur d’onde serait mal définie.
Remarque sur l’étendue des handea noire
L’application de la méthode de MM. Fi/.eau et Foucault offre de grandes dilïicultés. D’abord, les pouvoirs rotatoires magnétiques ne sont jamais considérables, cl il en résulte que la grandeur des rotations varie peu d’une extrémité du spectre l’autre. Ainsi, elle peut être de 7 degrés à une extrémité et de 18 degrés à l’autre. Lors donc que l’on amènera la section principale de l’analyseur parallèlement au plan de polarisation qui a été dévié de 1 o degrés, on aura là. il est vrai, une ligne noire, mais les extrémités du spectre ellesmêmes, et n fortiori les parties voisines de la ligne noire, seront trèssombres. L’intensité, en effet, sera représentée à une extrémité par sin2(io° — 7"), et à l’autre par sin2(i8° — 10"), quantités très-petites. Le spectre entier sera donc si faible qu’on aura peine à voir les raies et la situation exacte de la ligne noire.
M. Wiedemann obviait à cette difficulté par l’artifice suivant : entre le premier prisme de Nieol et la substance, on met un tube contenant une dissolution sucrée, ou plus simplement une plaque de quartz perpendiculaire dont la rotation s’ajoutera à celle de la substance soumise à l’action magnétique. Supposons que la rotation soit de 18 degrés pour les rayons rouges, de a5 degrés pour les rayons jaunes, de 5o degrés pour les rayons violets, et cela sous l’action de 1a plaque de quartz seule. La substance qui produirait les rotations 7, 10. 18 degrés ajoutera son effet au précédent, et
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les plans de polarisation des couleurs considérées seront déviés de »5. 35, 68 degrés. Les différences de ces déviations sont assez considérables pour que, le rayon correspondant à 35 degrés étant éteint, les autres restent très-visibles. Les phénomènes sont encore bien appréciables lorsqu’on dispose la rotation magnétique pour qu’elle se retranche de lu rotation du quartz, car les différences il, iâ, 3 •> degrés dilfèrenl elles-mêmes suffisamment.
Lorsqu’on fait usage de cet artifice, il faut avoir soin de placer la dissolution active ou la plaque de quartz assez loin de l'électroaimant pour que l'inlluence de ce dernier soit négligeable.
On doit aussi ne pas exagérer l’amincissement des bandes obscures, car lorsqu’elles sont étroites elles ne se déplacent plus que par de grandes rotations de l’analyseur. Dans l’observation directe, une rotation de i i degrés suffisait pour faire parcourir à la bande noire toute l’étendue du spectre : après l’addition du quartz, le même espace n'était parcouru que par une rotation de 68 9.5 = 43 degrés,
c’est-à-dire quatre fois plus grande. La méthode perd donc sa sensibilité en devenant praticable, et par suite chaque observateur doit chercher les lames compensatrices qui lui semblent amener les déterminations dans les meilleures conditions possibles. Des rotations de 18 degrés pour les rayons rouges, a.*» degrés pour les ravens jaunes et 5o degrés pour les rayons violets, ont paru les nombres les plus convenables. On arrive à peu près à ces résultats en se servant d’une lame de quartz de t millimètre d’épaisseur. Une telle lame est très-commode parce qu’elle se place derrière le polariseur en y occupant peu de place, et qu’elle se trouve soustraite à l’action magnétique pour peu qu’on éloigne le polariseur. Mais il faut que l'axe de la lame soit bien parallèle aux rayons, et c’est une condition assez difficile à réaliser.
574. Remarque sur l’action des plaques qui ferment le tube. — Il se présente en outre deux difficultés qui exigent certaines modifications dans la disposition de l’appareil et un agrandissement notable dans ses dimensions.
Rappelons d’abord que les seules expériences qui nous intéressent sont relatives aux liquides. Ce sont les seuls corps que nous puissions
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obtenir purs et transparents. Les solides sont presque tous opaques, et le petit nombre de ceu\ qui ont de la transparence sont des verres plus ou moins trempés et de composition mal délinie : nous devons donc les laisser de côté.
Les liquides sont enfermés dans une petite cuve fermée par des plaques dont le pouvoir rotatoire sera ici très-influent. La correction, facile à faire dans les expériences sur la lumière blanche, à l’aide delà teinte de passage, est ici très-délicate, puisqu’il faudrait faire des corrections pour toutes les couleurs, et pour cela déterminer la dispersion très-petite des plans de polarisation dans ces plaques : chaque résultat serait compliqué d’une double erreur; il faut donc rendre nulle l’action des plaques.
Pour cela, on remplace les électro-aimants par des hélices, dans l’axe desquelles un long tube est disposé pour contenir le liquide; les extrémités du tube dépassent celles du manchon formé par les hélices, et les plaques cessent d’avoir aucune influence. Si, en effet, on compare l’action de cet appareil à l’effet des électro-aimants de M. Ruhmkorff, on trouve qu’une colonne d’euu de 60 centimètres n y produit pas une rotation plus grande qu’une colonne de 60 millimètres dans l’appareil de M. Ruhmkorff; l’action des plaques, qui donnait des rotations de ao minutes à i degré, ne produira plus que des rotations de a à G minutes, en les supposant placées dans l'intérieur de l’hélice; et si on les met en dehors, leur action sera tout à fait négligeable. On constate en effet quelles ne produisent pas plus de rotation quand le courant passe que lorsqu'il ne passe pas.
Remarque sur les variation* de température
Enfin, il y a dans ces observations une dernière cause d’erreur, c’est l’échauffement que le faisceau lumineux ne peut manquer de produire par son action prolongée sur le liquide; l’appareil s’échauffe aussi considérablement par le passage du courant. Comme les mesures pour chaque raie prennent beaucoup de temps, vu les moxennes que nécessitent les variations de la pile, ces variations de température ont le temps de devenir sensibles et de modifier légèrement les propriétés optiques des substances; cependant il rie faut |>as en exagérer l’influence, car des variations de 5o à Go degrés ne feraient
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que les modifier assez faiblement. Mais, d’autre part, les variations de température produisent dans les liquides des courants qui donnent lieu à des réfractions irrégulières et rendent les observations impossibles, à moins qu’on ne puisse attendre assez longtemps pour (pie l’équilibre de température soit établi. On évite ces inconvénients en séparant le tube à liquides des parois de l’hélice par un manchon rempli d'eau. Des variations de 3 à h degrés sont tout à fait négligeables.
576. Dispasliien qui permet dsbtrri rr toujaur» leu rttiea du apeetre, — Il est une disposition qui permet d’observer toujours facilement les raies du spectre avec lesquelles la bande noire doit être amenée en coïncidence : elle consiste à déplacer la fente et à la placer après les tubes contenant les liquides, au foyer d’un collimateur qui enverra sur le prisme des rayons parallèles. Le collimateur, le prisme et la lunette forment alors un speclroseope, et pour donner au phénomène plus d’intensité il est avantageux de recevoir sur une lentille cylindrique les rayons polarisés que l’on fait tomber sur la fente du collimateur.
manière d’amener en eolneidenee Ira raiea el
le» bande» noire». — Pour obtenir de bons résultats par la méthode de MM. Fizeau et Foucault, on ne peut se contenter déjuger à l’œil de la coïncidence d’une bande noire avec une raie du spectre. Le peu d’éclat de celui-ci empêche qu’on distingue la raie dès qu’elle commence à être couverte par la région sombre qui avoisine la ligne noire. M. Wiedemann met d’abord le réticule d’un oculaire positif en coïncidence avec la raie, puis amène le milieu de la bande sous le til du réticule. Ce procédé vaut mieux que celui de M. Arndtsen, qui faisait coïncider le fil avec les bords de la bande obscure, bords toujours mal définis.
D’ailleurs, pour les raies D, E, F, situées dans la partie la plus brillante du spectre, la méthode de M. Wiedemann laisse peu à désirer; les nombres trouvés diffèrent au plus de 5 à îo minutes. Mais avant la raie C et après la raie G, le spectre est si peu lumineux que tout s’éteint sous la bande noire.
ti'l.
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Et même pour les raies G et G, il existe une cause «l'erreur facile à concevoir; c«*s raies sont situées en «les points où l’intensité lumineuse décroît rapidement (fig. 3 à i), et lorsque la ligne noire coïncidera avec une de ces raies, l’obscurité sc prolongera inégalement de chaque côté; il suit de là que le milieu de la région obscure n’est
(•■If.
pas du tout la ligne noire; de plus, une seule des limites de la région obscure sera assez tranchée pour être observée, et cela ne suffit nullement pour déterminer le point qu’il faut amener sur la raie.
Le moyen le plus satisfaisant pour obvier à cette difficulté consiste à armer l’œil d’un verre de couleur rouge pour G, bleu ou v iolet pour G; on affaiblit ainsi beaucoup le jaune et le vert, ce «jui diminue l’effet du contraste; et de plus on a l’avantage d’avoir le maximum d’intensité lumineuse tout près de la raie qu’on observe. On est donc dans les meilleures conditions pour opérer.
Toutefois, on n’observe pas au delà de G et de G ; on n’a donc que cinq déterminations à effectuer; la longueur d’onde varie dans cet intervalle entre des limites qui sont entre elb's environ comme- est ài.
578. Ké»ulu»t« de» observation*. — La loi «|u’on devait s’attendre à trouver est naturellement celle qu’on croyait exister pour certains liquides actifs par eux-mêmes : c’est la loi de la raison inverse du carré des longueurs d’onde.
Une expérience de M. E. Becquerel semblait confirmer cette idée. Ge physicien avait placé un verre pesant entre les branches de l’appareil de M. Ruhmkorff, et en avant une dissolution de sucre capable de rétablir la teinte de passage par une rotation égale et contraire à celle «jue produisait le verre. Si les lois de la rotation sont les
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mêmes pour le verre et le sucre, tout phénomène rotatoire doit disparaître, et c'est ce qu’il crut reconnaître.
Mais, pour apprécier la valeur de celte observation, supposons que la rotation produite par le sucre soit de i a degrés pour le rouge, de iti degrés pour la teinte de passage, de »8 degrés pour le violet; qu'on superpose à ces rotations celles qui sont produites par le verre pesant , savoir : t o degrés pour le rouge . — i G degrés
pour le passage du rouge au violet, et — 36 degrés pour le violet. Il restera des rotations du plan de polarisation : iî- io = +3 degrés pour les rayons rouges, zéro pour les rayons jaunes moyens, a 8 — 36= -8 degrés pour le violet.
Ainsi, sur un espace qui n’aura pas plus de to degrés d’étendue, se trouveraient les plans de polarisation de toutes les couleurs: d’autre part, si l’on songe qu’une plaque de quartz de J de millimètre qui donne des rotations de même ordre ne présente aucune coloration quand on opère avec la lumière d’une lampe ou des nuées, on comprendra que dans le cas actuel toute coloration soit insensible: il en serait de même pour une plus grande différence dans les rotations : on ne verrait que des minima sans variations de teintes.
Mais en opérant avec la lumière solaire il reste une coloration très-sensible aux environs de l'extinction; elle prouve que tous les rayons ne s’annulent pas en même temps. Ainsi, tout ce qu’on peut dire, c’est que la loi supposée n'est pas exacte et que les rotations sont d’autant plus grandes que la longueur d’onde est plus petite, sans prétendre donner de loi précise.
M. \\ iedemann a tiré les mêmes conclusions d’observations sur le sulfure de carbone, mais la précision de ses mesures n’atteignait pas plus de ’ de degré et même a degrés. Il déterminait à » de degré près les variations que l’hélice produit dans le pouvoir rotatoire des essences de térébenthine et de citron. Ici l’addition du quartz ou d’une dissolution quelconque était inutile, et ou mesurait directement les azimuts; les résultats obtenus montrent que la variation du pouvoir rotatoire est pour chaque couleur proportionnelle au pouvoir propre de l’essence relatif à cette couleur.
On a reconnu , au moyen d’expériences assez nombreuses, que
la marche du phénomène est la même dans le quartz el dans la plupart des liquides organiques. La loi de la raison inverse du carré des longueurs d’onde n’est qu’une première approximation de la loi réelle: les rotations varient plus rapidement qu’elle ne l’indique. \insi, comparons les rotations à relie qui correspond à la raie K, rotation que nous prendrons pour unité, el soient pour une substance quelconque
les rotations calculées; on trouvera par expérience
"I constamment
La différence entre une rotation quelconque et la rotation prise pour unité est plus grande que la loi ne l’indique ; elle est du reste supérieure aux erreurs d’observation.
C’est sous cette forme qu’il convient de présenter les résultats des expériences. On choisit la rotation correspondante à la raie K pour unité, parce que celle raie occupe à peu près le milieu du spectre; il est donc facile de bien déterminer la différence des azimuts suivant lesquels il y a coïncidence de la bande noire avec la raie K, pour deux directions opposées du courant, c’est-à-dire le double de la rotation. On passe ensuite à I), puis on revient à K; on compare la valeur trouvée pour D à la moyenne des valeurs trouvées pour E, et ainsi de suite.
Mais ou ne pourra se contenter de cette seule série d’observations, à cause des erreurs de pointé de la lunette. Le fil du réticule cache les raies étroites et ne vise pas mieux les raies trop larges, de sorte qu’il faut réitérer plusieurs fois les observations dans un sens, puis en sens contraire. D’après cela, la détermination complète des rotations correspondant aux cinq raies G, 1), K, F. G ne demande pas moins de aoo à 3on lectures d’azimuts.
Il faut avoir soin d’éviter réchauffement et de réduire à peu de
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chose les variations de la pile, en se servant de couples de Bunsen récemment préparés.
Avec ces précautions, on trouve que toute» les substances donnent une loi de rariations de rotation /dus rapide que la loi de l’inverse du carré des lon/rucurs d’onde. De plus, elles se divisent en deux catégories : celles dont l’indice de réfraction ou, ce qui revient au même, le pouvoir dispersif est faible : elles s'écartent peu de la loi énoncée; telles sont l’eau et les dissolutions de chlorure de calcium, de chlorure de zinc et de protochlorure d’étain; les écarts sont irréguliers, difficiles à esmer avec rigueur, car ils dépassent de fort peu les erreurs d’expérience.
Quant aux substances très-réfringentes ou très-dispersives, comme les essences d’anis, de cannelle, de cassia, de sassafras, le bichlorure d’étain, la créosote, le sulfure de carbone, etc., elles offrent avec la loi des différences considérables, qu’il est impossible d’expliquer par des erreurs d’expérience, car elles en sont des multiples assez grands. La loi exacte de la dispersion des plans de polarisation spéciale à une substance donnée est toujours telle que le produit de la rotation par le carré de la longueur d’onde aille en croissant de l’ extrémité la moins réfrangible à l’extrémité la plus réfrangible du spectre. Ainsi, les pouvoirs rotatoires magnétiques du sulfure de carbone et de la créosote, rapportés à la même intensité du courant, ont présenté les valeurs suivantes pour les principales raies du spectre :
Sulfure de carbone. 5.37.'! 6,978 9,089 11.906 ib.h'jb
Créosote 3. 869 5,! 17 6,768 8.370 11,696
Les produits de ces nombres par les carrés des longueurs d’ondulation exprimées en cent-millièmes de millimètre ont pour valeurs :
Sulfure de carbone . 98,180 96,178 «8,908 -i6,a83 98,696
Créosote 16,669 17.760 18,670 19.689 91,607
Les différences avec la loi de l’inverse du carré des longueurs d’onde sont donc très-grandes pour les liquides dont le pouvoir dispersif est considérable: mais la variation des rotations pour diverse s
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subxtonces ne suit fins l'ordre des pouvoirs dispersifs. comme on peut le voir par la comparaison des expériences faites sur le sulfure de carbone et la créosote. Si l’on prend, en ell'et, le rapport de chacun des produits indiqués ci-dessus à leur taleur moyenne, on obtient les deux séries suivantes :
Sulfure île carbone . 0,909 0,969 0,987 J.oSs 1,1 «9
Créosote 0.886 0.96s 0.99a 1,066 1,137
La variation relative est donc plus grande dans le cas de la créosote. et cependant l'indice de réfraction varie bien plus de la raie G à la raie G, dans le cas du sulfure de carbone, que dans celui de la créosote.
Ces résultats présentent une grande importance au point de vue de la discussion des théories proposées pour l'explication de ces phénomènes ' .
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125. Diflicullés d’une division de la France en niions clnnatoriales, dans l’étal actuel de la science* — Examen de la division proposée par M. Charles Martins.
126. Manifestation des |)hénornèues climatologiques dans la distribution des végétaux naturels ou cultivés. — Conditions calorifiques du développement des végétaux établies par M. Alphonse de Candolle. — Conditions accessoires : abondance et distribution des pluies, intensité des vents, etc,.
127. Discussion des influences de diverses natures qui s’ajoutent aux influences climatériques pour déterminer les limites géographiques des principaux végétaux agricoles.
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1 30. Recherches d'Arago sur les anciens hivers remarquables par leur intensité. — Principaux arguments présentés par M. Fustes en faveur de l’hvpothèse de la variation des climats. — Discussion de ces arguments d’après MM. de Gasparin et Dureau delà Malle.
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