Contribution à l'étude des surfaces réelles rapportées aux coordonnées curvilignes de leurs lignes de courbure
Haumé-Hérouard
Lu avec liregratuitement.com, la bibliothèque des livres libres et gratuits.
RABAUD
PORTIER BLAISE PÉCHARD .
D. TOMBECK.
. Physique.
. Physique.
. Analyse supérieure et algèbre supérieure.
. Zoologie, anatomie, physiologie comparée.
. Botanique.
. Mécanique physique et expérimentale.
Calcul différentiel et calcul intégral.
. Chimie organique.
. Chimie (Enseignement P.C.N.)
. Physique. —
. Minéralogie.
. Astronomie.
. Mécanique analytique et mécanique céleste.
. Géologie,
. Chimie.
. Chimie biologique.
. Physique générale.
. Zoologie (Evolution des êtres organisés }) . Chimie appliquée.
. Chimie.
. Physique mathémat. et Calcul des probabilités. . Aviation.
. Chimie physique.
. Zoologie, anatomie, physiologie comparée, . Botanique
. Physique.
. Mécanique rationnelle.
. Géométrie supérieure.
. Physiologie végétale.
. Application de l'analyse à la géométrie.
. Physiologie.
: Géographie physique.
. Calcul différentiel et calcul intégral.
. Physique théorique et Physique céleste.
. Histologie,
. Mathématiques générales.
. Physique.
. Zoologie.
. Géologie.
: Zoologie (Enseignement P.C.N.).
. Chimie.
. Physique (Enseignement P.C.N.).
. Zoologie (Evolution des êtres organisés).
. Biologie générale.
. Physiologie.
. Chimie organique.
. Chimie (P..G.N:).
GASTON
ARBOUX
https://archive.org/details/1A41554011 0007
Lu d F2 > Cd Ë s AE ES = l ES = 1 _ a æ ET DE —— re nd ets z
A Mossirun L sn L ”, nr
= LEUR), à |
SECRÉTAIRE PERPÉTUEL DE L'ACADÉMIE DES SCIENCES L A PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES
d Hommage respectueux ie Fee ne, cn, | LA Ps A cité tt”
| cd = F- Fr ’ _—_— DEEE BE DS | z — :
# > 2 ca L
“à ue A MONSŒEUR A Dre CL. GUICHARD É
INTRODUCTION
Dans ses remarquables leçons sur la Théorie générale des Surfaces, Gaston
Darboux montre (t. IV, Chap. virr) que si l'on prend l’équation du plan
tangent à une surface © sous la forme
(a Be i(B-—x)y + (a8—-1 7 E— 0
£ étant une fonction de zet 6, et si cette surface est rapportée aux coordonnée: curvilignes de ses lignes de courbure u et v, on a les relations
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dans lesquelles w désigne une fonction auxiliaire eL p et q les dérivées partielles de £ par rapport à z et £; de plus, si la surface Ÿ est réelle, w est une expression imaginaire de module un et z et f ainsi que p et q sont imaginaires
conjuguées.
tie
Il résulte de cela que si, inversement, on se donne une fonction z telle que w — ei?, on pourra, en choisissant convenablement les solutions des systèmes (1) et (2), obtenir une infinité de surfaces réelles rapportées aux coordonnées curvilignes de leurs lignes de courbure, ces surfaces étant définies comme l'enveloppe de leurs plans tangents.
Cette question a été étudiée par Darboux dans le même Chapitre var. Il a montré que la résolution des systèmes (1) et (2) peut se ramener à celle d'une équation à invariants égaux admettant une solution particulière de module un, suivie d’une quadrature. Il a fait remarquer de plus que la loi de récurrence de Moutard, sur les équations à invariants égaux, s'applique au cas particulier précédent, pourvu que l’on prenne comme solution de passage d’une équation à l’autre l'une quelconque de celles qui donnent pour + et ÿ des quantités imaginaires conjuguées.
Les calculs relatifs à l'application des résultats obtenus par Darboux, au cas où l'équation à invariants égaux est intégrable par la méthode de Laplace, deviennent très laborieux dès que cette équation est d’un rang supérieur au premier.
Le but de notre étude a été de chercher à déterminer, par une méthode directe, les éléments réels qui rentrent dans les expressions de «, &, p et q relatives à une fonction + donnée.
Nous avons montré, dans le Chapitre 1, que le problème revient au fond à la résolution d’un système de la forme
0x de ot de
St pe 0 ES EE Te (3)
et que l’application de la méthode de Moutard conduit à une série de fonctions %, 92... On …. que l’on peut déterminer sans avoir recours aux équations à invariants égaux.
Ce qu'il y a d'important dans la forme des équations (3) c’est que si l’on pose
(f] in II
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elles deviennent identiques à celles qui ont été obtenues par Darboux dans ses Compléments et solutions nouvelles sur les équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre intégrables par la méthode de Laplace (t' IL 2% édit. «Chap vi).
lo ce
Le Chapitre 11 de notre mémoire a été consacré à l'étude du cas où l’équation à invariants égaux, déduite des systèmes (1) et (2), est intégrable par la méthode de Laplace.
Nous avons montré comment on pouvait obtenir, dans cette hypothèse, par un procédé simple et régulier, la solution complète du problème.
Dans le Chapitre 111 nous avons étudié au point de vue géométrique les surfaces successives Ÿ, et S», obtenues par application de la méthode de transformation de Laplace, en partant, d’une part, des tangentes aux lignes de courbure de la surface À et, d’autre part, des tangentes aux courbes correspondantes tracées sur les surfaces des centres $ et S:.
Nous avons ensuite montré comment il était possible de déterminer, par voie récurrente et par le seul emploi des fonctions H, et 0, de Darboux ou de fonctions jouissant des mêmes propriétés, d'une part, les paramètres directeurs des tangentes aux surfaces successives le long des courbes u et v et, d'autre part, les coordonnées d’un point quelconque de ces surfaces.
Enfin, le Chapitre rv a été consacré à l'application des résultats trouvés dans les deux Chapitres précédents, au cas où la suite des surfaces X, et S, est limitée. Cette étude nous a permis d’obtenir les éléments nécessaires à la détermination d’un certain nombre de surfaces rapportées aux coordonnées curvilignes de leurs lignes de courbure. |
CHAPITRE
Détermination des surfaces réelles rapportées aux coordonnées curvilignes
de leurs lignes de courbure.
1° -— Soient u et v le; coordonnées curvilignes des lignes de courbure d’une surface À.
On sait {!) que si Ion appelle « et G les coordonnées symétriques de la représentation sphérique d'une surface quelconque, l'équation du plan tangent en un point de cette surface a pour expression
(a+ Br +i(B—a)y+(ai—1):+6=0, (1) : étant défini par une relation de la forme dé= pdo.+qdf, (2)
p et q désignant des fonctions de « el f.
De plus, si la surface est réeile et rapportée aux coordonnées curvilignes de ses lignes de courbure (?), les quantités « et f ainsi que p et q sont imaginaires conjuguées et satisfont au même système d'équations aux dérivées partielles
ue Cop -Un (3) op ,9q 0p ,94.
TP ou Dops dop (&)
w désignant une quantité imaginaire de module un, dont l'argument # est défini par l’une des équations (3) ou (4).
Il résulte de ce qui précède qu’à toute surface réelle Ÿ, qui ne se réduit —
(1) Darsoux, Théorie générale des surfaces, t. I 2° édit., p. 297. () Même ouvrage, t. IV, p. 170 et 178.
QUE
pas à un plan, correspond une fonction & déterminée à un multiple de x près.
Considérons inversement cette même fonction £, les équations (3) lui font correspondre une infinité de représentations sphériques et l’ensemble des équations (2), (3) et (4), une infinité de surfaces dépendant d’une constante arbitraire.
Parmi ces surfaces on obtiendra celles qui sont réelles en prenant pour 6, æ, p et q deux systèmes de solutions imaginaires conjuguées quelconques
du système unique LAON Ra Roi TTC Re rT
ct pour la constante arbitraire une constante réelle.
Le problème de la détermination des surfaces réelles, correspondant à une même fonction &, revient donc, au fond, à la recherche de tous les systèmes de solutions imaginaires conjuguées des équations (5).
Pour résoudre cette question, posons
2 i 7 À oT+ =, i(wT—") — 97, (6)
et éliminons Z et T entre ces équations et les équations (5). On obtient ainsi, toutes réductions faites et en tenant compte de la relation
(0 — CR (7) 05 0 ol do HE =g, ==. (8) ou ou ov ov
Il résulte des équations (6) que l’on obtiendra la solution du problème en prenant pour z et { toutes les solutions réelles du système (8) ; on aura ensuite pour les valeurs correspondantes de Z et T
DT (Art) De (rt): (9)
Ce qui précède montre que l'on obtiendra toutes les surfaces réelles en donnant à la fonction £ toutes les formes possibles et que l’on pourra les déterminer explicitement toutes les fois que l’on saura résoudre le système (8).
20. — Reprenons ce dernier système ; on en déduit, par dérivation et en tenant compte des équations elles-mêmes, les deux relations
O?z de . no 2@ oudv ‘ ouov ‘“oudv ?
(10; ot do 09 09
Qudv “Quov ‘Qu 0 —
ui
DS , pes . . En . .
d’où l’on tire, en multipliant la deuxième par i et ajoutant,
d°(z+ it) 0® do . d :
ouov (ER Je+in=0,
ou encore, en posant
Le dodo duo0v ouov? (11)
GE) OI Loe oudv | ouodv
Cine. (12)
On retrouve ainsi la propriété de la fonction z + if de satisfaire À une équation à invariants égaux admettant la solution particulière de module un eëy, mais la réciproque n’est pas vraie, c’est-à-dire que toutes les solutions de l'équation (12) ne satisfont pas au système (8).
Considérons en effet les deux équations (10), dont l'équation (12) n'est au fond que l'expression condensée ; on peut, comme il est facile de le vérifier, les remplacer par les suivantes :
0 { 0z 19 ot d@\00 = dv\ou ‘ du ODEOD/ OU RE
n) ( 5) + (5 Ha 5
ou\dv ‘ov ou ou / 0v
Sous cette forme, on voit que si l’on désigne par z et{, un système quelconque de solutions des équations
ot d® CE do = En i RTE OU ou 0 (e on pourra écrire oz 29 al d9 = Qu Ju =!» Gi pe À (15)
Il résulte de cela, qu'une solution de l'équation (12) ne satisfera au système (8) que si elle correspond à la solution particulière zéro des équations (14). Bien que l’équation (12) ne puisse remplacer le système (8), nous allons montrer comment sa considération permet, sous certaines conditions, de déduire les unes des autres, par application de la méthode de récurrence de Moutard ('}, toutes les équations à invariants égaux admettant une solu-
(:) Darsoux, Théorie générale des surfaces, t. IF, 2° édit., p. 161.
Ur.
tion particulière de module un, et, comme conséquence, toute une série de fonctions # en partant d’une fonction initiale #. Soit
d'{zitih) , dLo’e
(l oudv | Ouas DEN (26)
une équalion à invariants égaux déduite de l’équation (12) par application . de la méthode de Moutard. Cette équation admettra une solution de module un si l’on a
d'Le® dd
Qudv — Qu dv” CE Posons =", q=g—2; ol la relation de récurrence Lover if Lee 0'L(z+it} 7 duo0v | dudv ! duo0v ? 9)
dans laquelle z + il représente une solution de l’équation (12), montre que l’on peut prendre
pé=p+E), ÿ=arcty (5)
D’après cela, les équations (11) et (17) donnent, en tenant compte des relations (10) et après réduction,
D IONE AOACIA CU):
CHE) Su dv + ou dv + ou 00
do _ ot ne 29 Po je Sr me Ti ra
H est facile de voir que cette dernière équation peut être mise sous la forme simple
ol d@\ fol d\ or 09 024 do (x 15) (Se Fa ele +) (+152) =0. (21) Si donc on désigne par K une certaine fonction de u et v, on peut écrire les deux relations
ol 09 oz 09 ) OUR OTT moe TIE
07 de d 0%) = Lt K 2 2 ov F ov K(s, de) (en)
ni
On déduit de ces deux équations, en dérivant la première par rapport à v, la seconde par rapport à u et en tenant compte des relations 10),
0K /dz de \ 0K fol 09 ov (SE) 0, ou (Gi) =0.
: = ; : ; : 0909 ps On doit donc avoir, d’après les équations (13), en supposant Se différent de zéro,
Soit 0 29 ot 09 du pr ro où ‘où 0; soit 0K E 0K 5 OL OU
et par suite K—constante.
Dans la deuxième hypothèse les équations (22) et (23) peuvent s’écrire
d(Kz—1) de ou + (Ki+2) ou =0, (24) OAKÉHZ) ne 10 5 (Kz—t) 0
et expriment que les quantités Kz — { et K{ + z doivent satisfaire au système (8).
De plus, l'identité Ki—t+i(Ri+)=(2+ ii) (K +)
montre qu’elles satisfont également aux équations (12) el (19).
: 00 0pu, -ù ET > : FT :
Si le produit LS était nul, c’est-à-dire si l’équation (12) était du premier rang, et si de plus le système (8) n’était pas vérifié, il serait facile de montrer que l'équation (16) serait également du premier rang et par consé-
quent identique à l'équation (12). Nous pouvons donc écarter ce cas particulier. Il résulte de ce qui précède que l’on peut énoncer le théorème suivant : La condition nécessaire et suffisante pour que l'équation (16) admette comme l'équation (12), dont elle dérive, une solution particulière de module un, est que la solution de passage z + if satisfasse au système (8).
Cette condition étant supposée remplie, les quantités p? et a sont données par les équations
mi=pta+t), (25) pi ÿ—2arcige. (26)
Inversement, je dis que toute équation à invariants égaux qui admet une solution particulière de module un peut être déduite d'une équation de même nature et jouissant de la même propriété au moyen de la méthode de Moutard. La démonstration est immédiate, car les équations (8) et (26) permettent de déterminer, par l'élimination de z et £, la valeur de 2 relative à l'équation (12), en fonction de la quantité correspondante @e l'équation (16).
Cette élimination donne, tous calculs faits,
) Ü SL. \ ?] 2Ltÿ 2 pme 0œ\ _ 2] cop 08 op ou PR 2) ou\ 2 dv
Ce résultat montre que de même que l'équation (12) peut donner naissance à une infinité d'équations de même nature, l'équation (16) peut être considérée comme dérivant, par application de la méthode de Moutard, d’une infinité d’autres équations jouissant des mêmes propriétés.
En résumé, la méthode de récurrence de Moutard s'applique aux équations à invariants égaux admettant une solution particulière de module un, sous la réserve que la solution de passage z + 1 satisfasse aux équations (8).
Ce résultat est extrêmement important, car il montre que tout système de la forme (8) peut donner naissance, sans passer par les équations à invariants égaux, à une infinité d’autres systèmes de même nature au moyen de la formule de récurrence
pi=p—24rclg— »
et qu'inversement, tout système de cette nature peut être considéré comme dérivant, dans les mêmes conditions, d’une infinité de systèmes de même forme. |
30, tions (8) ; on peut prendre, d’après le système (6),
Soient À et y, 1 et m deux systèmes de solutions réelles des équa-
aie? (in B=te Qi) (27)
g=—iei? (Him), p=ie*(l- im). (28)
no
On déduit immédiatement de à, en posant d’une façon générale
ot _d® r ÔZ d9 à ae Te Pre (29) dau=(Qdu—ip’du):—i?
(30) d3—(\du+ is dv)e”?, dg=(l'du- im dv})e—i?, (31)
dp=(l du + im dv)e à
Les équations (28) et (30) permettent par suite d'écrire l'équation (OA toutes réductions faites, sous la forme essentiellement réelle
d£—2(m\ du +lu’dv), (22)
d’où l’on tire, c désignant une constante réelle, e—2 [ m'du+ip'av+e. (33)
En résumf, les équations (27), (28) et (33) donneront les éléments d'une surface réelle toutes les fois que la fonction + sera telle que le système (8) pourra être intégré.
Considérons enfin les fonctions z et Ÿ définies par les équations (29); on à par exemple
dT ={(z du — il dv)e Ris (34)
En écrivant que cette expression est une différentiel'e exacte on obtient les deux relations
è ): 7° De HU pie @5) qui relient directement les fonctions z’, Ÿ et «.
Il est facile de voir que ces équations ont une certaine analogie avec les équations (8) ; on passe en effet du système (35) au syst'me (8) en remplaçant les dérivées des inconnues prises par rapport à u par celles prises par rapport à v et inversement.
Il résulte de cela, que les équations aux dérivées partielles qui donnent séparément z et z’ ou { et sont adjointes l’une de l’autre.
Cette remarque sera u‘ilisée dans le Chapitre suivant où nous allons étudier en détail le cas où les fonctions + donnent des équations à invariants égaux intégrables par la méthode de Laplace.
CHAPITRE II
Cas où la fonction + permet de former une équation
à invariants égaux intégrable par la méthode de Laplace.
49, — Reprenons les équations
GHi) | FLE (54 it)=0, (1) dudv ‘| audv
0z 09 dE d9
É ! — > — 9 du | du 0, d0 “dv 0. (2)
Nous allons d’abord montrer que si l'équation (1) est intégrable par la méthode de Laplace, il en est de même de celles qui seraient obtenues par l'élimination de z ou { entre les équations (2) et réciproquement.
Soit en effet z + if une solution de l’équation (1), supposée intégrable par la méthode de Laplace, et posons
0 0$ Æ Elf lle A TS 19 Zi—=—1 CE 4 il) (z | il) ou (3) 0 a QU YATE HE Lil) —i(:+ Des (4)
L’élimination de z+il entre ces deux équations et l'équation (1) donne, en tenant compte de la relation
d’Lp? do 09
dudv dudv’
Ca Op O1 , de HR É =0 ee 1 à
re)
Il résulte de cela et de la forme des expressions de z’, et’, que l'élimination de z’ ou £’ entre les équations (35) du chapitre précédent donne une équation intégrable par la méthode de Laplace. Les équations qui donnent z et étant respectivement adjointes de celles qui donnent 7° et f jouissent par conséquent de la même propriété,
ue
Réciproquement, supposons que l'élimination de /, par exemple, entre les équations (2), donne pour z une équation intégrable par la méthode de Laplace ; cette équation admet donc une solution particulière linéaire et homogène par rapport à une fonction arbitraire de l’une des variables indépendantes ainsi qu’à un certain nombre de ses dérivées. On en conclut facilement, en tenant compte de la première équation (2), que l'équation (1) jouit de la même propriété et par conséquent qu’elle est intégrable par la méthode de Laplace.
On déduit de cette proposition et de certains résultats du Chapitre précédent que si l’on peut trouver toutes les fonctions +, telles que l'équation (1) soit intégrable par la méthode de Laplace et admette une solution de module un, on pourra, par cela même, former tous les systèmes (2) dont les inconnues z et { pourront être obtenues par l'intégration d'équations aux dér vées partielles intégrables par la méthode de Laplace. |
59, — Soit o une fonction réelle quelconque des deux variables imdépendantes u et v ; on peut écrire d’une façon générale
U et V désignant respectivement des fonctions réelles de u et v, et &’ une expression qui ne renferme aucun terme fonction seulement de l’une des deux variables indépendantes.
D'après cela, la fonction + se présente sous quatre formes différentes suivant que l’on a BRON UE DATE 0) (6) DONNE 0 Les variables indépendantes étant restées jusqu'ici indéterminées, nous les choisirons de telle façon que l’on ait pour les valeurs initiales des fonctions (A lorsque les quantités U” ou V’ ne sont pas nulles,
Les résuitats obtenus par Darboux sur l'application de la loi de récurrence de Moutard aux équations à invariants égaux intégrables par la méthode de Laplace, et ceux que nous avons obtenus nous-même dans le Chapitre précédent sur l'application de cette loi aux équations à invariants égaux admettant une solution particulière de module un, montrent que l’on obtiendra l’ensemble de ces dernières équations, qui sont intégrables par la méthode de Laplace, en appliquant la loi de récurrence de Moutard et
ed.
en partant, pour chacune des formes de la fonction +, de l'équation du rang le plus bas qui admet une solution particulière de module un.
L'étude de l'équation à invariants égaux du premier rang montre qu'elle admet les trois types de solutions particulières de module un correspondant aux trois premières formes des relations (6) et qu’elles n’en admet aucune correspondant à la quatrième forme.
Nous sommes donc conduit à rechercher s’il existe des équations du second rang jouissant de cette propriété.
Comme nous l'avons dit précédemment, nous supposerons
DEV
Soit, d’après cela,
P=U; +Vi+i(U:+ Vi) (7)
la forme générale de la solution de l'équation du premier rang qui permet de former les équations cherchées, U,, U;, V, et V, désignant respectivement des fonctions réelles des variables u et v. Ces quatre fonctions doivent satisfaire à la relation
me=(14€) (145€), (8) dans laquelle
+ : : ÉRMUrEN p=(Ui+ Vi} +(U:+V:}, is tu 0
L’équation (8) donne, tous calculs faits et après groupement convenable des termes,
ARENA) CUP EDS) CV NT) (UE Un)
. ia 9) Ut Va®+ Vs \ VS Viva + :
= UiU”:;—U;U”i Prenons les dérivées des deux membres de cette équation, successivement par rapport à u et par rapport à v, on obtient la relation CENT) (D -CU')-E CV Va) (Ut U'1)=0,
d’où l’on déduit successivement, m, n et p désignant trois constantes arbitraires, U”i+U’:=m(U’’>—U’:) Vo V'i=—m(Vi+ Ve), (10)
UV’, +U:=m(U'—U:)+n VV =—m(V'i+ Vo) +p. (11)
SE, Ve
D’après cela, l’équation (9) peut s’écrire R(V'i+ V:)+p(U’r— 0)
VE Ve (12) : RAS
U#+US
P(O’—U:)—UiU”>+ UV”: + D) Er Ce
Prenons les dérivées des deux membres de ces dernières équations ; on obtient, en tenant compte des équations (11), (V4 V2) (V:+mVi+n)=0, (14) (U”’>—U':) (—Ui+mU;:+p)—0.
Je dis que les seconds facteurs des expressions précédentes ne peuvent être nuls ; car, s’il en était ainsi, on aurait, d’après les équations (11),
Vi—mV:+p—0 où U:+mUi—n—0
et par suite les quantités V, et V, ou U, et U, se réduiraient à des constantes. La fonction +’ ne contiendrait donc au plus qu’une seule variable indépendante, ce qui-serait contraire à l'hypothèse.
On doit donc avoir
N'a V=0, U’:—U—0, (15) et par suite, d’après les équations (10), en supposant que m est finie, NV = 0, OUT Re D, (16)
On déduit facilement des équations (15) et (16) pour les valeurs des quantités U,, U;, V, et V, des expressions de la forme suivante :
Ui=acos(u —x)+ «, U:=asin(u—«)+ @s.
Vi= bcos(u—8)+ pb; Vi bsin(r—8)+ Bb»,
a, D, &, bi, @, D, à et $ désignant des quantités constantes.
Pour que ces solutions conviennent il est nécessaire et suffisant qu'elles satisfassent à l'équation (9).
En faisant la substitution on obtient la condition
(a+ bi) + (a+ b:)= + pe,
ME 7 ER
On satisfait évidemment à cette équation en posant a=Ycosé, b—vsint, di bi = vcos, @+ bi vsint:,
», Cet & désignant trois constantes arbitraires. D’après cela on aura, tous calculs faits, pour la forme cherchée del’expression (7), la valeur suivante :
P=veili(eiu—2—cost+eito-B—Ensint +1). (17) Nous avons supposé dans ce qui précède que m avait une valeur finie: s’il en était autrement, on poserait m ——, dans les équations (10).et l’on arrim
verait encore à la même conclusion.
La relation
donne, en se servant des imaginaires,
s . Ui+Vi—i(U:+ Vi) RAT ENT EAU: EN):
On a donc, d’après les équations (5) et (17), en prenant comme variables indépendantes les quantités u—a—{, et u—f—,, ce qui ne modifie pas les CONITONSUR—ANE— PIC
e—ucost +e—wsint
—u+u+cte- = —_— ? are eiucosé+eivsin( +1
En résumé, les valeurs initiales des fonctions + sont données par les expressions GES p—v+ete p—utete (18 bis) et par l'équation (18) 6°. Revenons à la résolution du système (2). Les équations (3) et (4) montrent que si l'équation (1) est de rang n, les expressions de 7, et ?’, et par
suite de z’et L sont au plus de rang n+-1 par rapport à chacune des variables ; il en est par conséquent de même de celles de z et { quisont respectivement
adjointes des précédentes.
Il résulte de cela que la suite de Laplace relative aux équations qui donnent
zet test limitée dans les deux sens,
ee
Remarquons enfin que si les solutions du système (2). sont au plus de rang p par rapport à u et de rang q par rapport à v, l'équation (1) sera d’un rang au plus égal au plus petit des deux nombres p et q.
Ces résultats étant acquis, nous nous appuierons, pour la résolution du système (2), sur les propriétés des fonctions ET et 6 considérées par Darboux dans ses solutions nouvelles sur les équations aux dérivées partielles du second ordre intégrables par la méthode de Laplace (*).
On a relativement à ces fonctions, p désignant un nombre entier quelconque, les quatre relations suivantes :
0Hy 00»
À y — DES TL T0 ou ? ? Ju Hy10p-+1,
Oûpi1 d0Hp
15 Op+1= Hp+ity,
ov ov (19) --2LHp pp HF? RP 9 d?L0, 0p—10p-11= 0 Done Si l’on pose, d’une façon générale, 6p Op+1 _ —}H > Zp lp Hy, | (20)
on peut remplacer les deux premières équations (19) par les suivantes :
02p ,, Hp Op Hp SE: ne a nn (21) On a de plus les relations Hp =?» 1H» 1 0 (22)
Les deux équations (21) montrent que z, et{, donneront les solutions du système (2) si l’on peut déterminer trois fonctions H2-1, H} et Hp:1, satisfaisant à la troisième équation (19) ainsi qu'aux deux relations
Hoi 09 H» 1 2H d9 DS out et
Il est facile de voir, d’après l’équation
dLo? Vo 0»
ouov ou dv”?
(') DarBoux, Théorie générale des surfaces, t. IT, 2e édit., p. 135 et suivantes.
ee
que l’on peut prendre pour les fonctions cherchées
— 100 : ds HSE Se cut. (23)
Pour la symétrie dans les calculs ultérieurs nous donnerons la valeur zéro à l’indice p pour lequel le système (21) est identique au système (2); autrement dit, nous poserons
9 9 ? / ECS, Hop, Hip se (24)
La suite de Laplace relative aux équations qui donnent z et { étant limitée dans les deux sens, il en est de même, d’après les propriétés des fonctions H, de la suite formée par ces fonctions ; autrement dit, il existe deux nombres entiers et positifs n et n° tels que l’on ait, pour tout entier q positif ou nul,
Ha => 0, H- (19 ==(I D'un autre côté, les équations Hn A 0, H-» = 0 expriment que la fonction z, est de rangs n'—1 par rapport à u et n par rapport à v, et la fonction {, de rangs n° par rapport à u et n—1 par rapport à v. L’équation (1) sera par suite d’un rang au plus égal au plus petit des deux
nombres n et n°.
Ces résultats étant acquis, les fonctions 0 sont données par la formule
générale :
dx OGDa\ mA 28 0-8 .
os D; (U,, ee More )+ r D, (vsf,5 M ue) (25) Dans cette expression,
U, et V, sont respectivement des fonctions arbitraires et réelles de u et v, qetr des nombres entiers ayantpour somme la quantité constante n+n'—3 que nous représentons par m—1,
: et £ des fonctions de u et v définies par les relations
mn
À CA EC 235 p— me NA EH,
enfin Am et À des fonctions de u et um et À’ des fonctions de v que nous allons déterminer.
L'expression de $ montre que cette quantité sera donnée, comme la fonction +, par un élément de la suite des fonctions H si l’on peut satisfaire à la relation
mn A he s De Po L Xi À
c’est-à-dire, d’après la nature des quatre fonctions xm, À, him et À’, aux équations
m1 Mm—Il
(1) pe me = \pA=C (26)
c désignant une quantité constante.
Pour résoudre cette question, remarquons que l’on peut écrire
izm SL == 24 (RU Ci, | Ui U U »
ui Ur Um AE Lg nitre ’ {UR—1) Gni—1) Cn—1) ui Us . à «+ + + Um
les quantités ui et G désignant respectivement des fonctions de u et de v linéairement indépendantes.
On a ensuite, en posant
# VA (@ C2 Sn » #2 73 (a L C2 > 1 A°;,= ; Cn—1) : Qn—1) C1) @ Gr On ne 1 À A = =
D'après cela, on peut remplacer les équations (26) par les suivantes :
m1 (=) Um A°1 mi Se sr d’où l’on tire immédiatement CAES € 4 AT Bon = NT É ne A°— .
CA’: A c'e
On obtient ainsi les valeurs de Am, m et À” en fonction des éléments de la quantité H_,,_,.
Il résulte de ce qui précède que la formule (25) donne, en faisant rentrer une constante convenable dans la fonction V, et en adoptant les dernières notations,
d d—+p—3 ) 0p= D? (OH 2. Re (0) (27) | 1 Ô dU—p—?) Anpaumpt Do (Von, Hu... ne n+).
On a en particulier, pour les solutions du système (2), soit ( Hs 02% dima: 2 na TE Se (28) soit (in Ho dt = — 2 lo= se 20 = Hp ° (29) Si l’on avait à la fois H — H, — 0 la solution ne pourrait être obtenue
par aucun des deux systèmes (28) ou (29) ; mais les équations (2) donnent dans ce cas
NS to, = U. (30)
Les résultats précédents montrent que les premiers éléments à calculer Nu no 209 PTE “s sont les trois fonctions p?, p 7 et pre Il est facile de voir que l’on peut
éviter ce calcul et obtenir directement ces fonctions par voie de récurrence,
comme il a été fait pour les fonctions + correspondantes,
L'’équation
2arclg=
Di D CENT,
donne en effet, en dérivant par rapport à 4,
ol ie On 09 Fous ou, OU RO TO EEE
c’est-à-dire, en tenant compte des relations
d{ a] oz 0) sm ou ou ou ou de: 09 [TA OT PL
ou encore, en remarquant que l’on a
PF. 31) UT AOC NS : pr = —p 7, +) — 22207, (32) On aurait de même NU To te Gise =—ps,(@+8)+2tt GP (33)
Les équations (31), (32) et (33) donnent les formules de récurrence cherchées.
Nous avons montré précédemment que l’on pouvait obtenir toutes les fonctions + en partant des valeurs initiales données par les équations (18) et (18 bis). En ce qui concerne la détermination des valeurs initiales corres-
pondantes de la fonction &?, il est facile de voir que l’on peut adopter, dans le cas de l’équation (18),
: = p° = D [cu VD + Va | c'est-à-dire, toutes réductions faites,
p— (1 +cosicos uw) (1 +sintsin v)Æsin{cos!sinusinv, (34) et dans celui des équations (18 bis),
Comme application des résultats précédents, nous allons vous proposer de calculer les solutions du système (2) relatives aux équations du second rang et à la quatrième forme des relations (6).
Les équations (18) et (34) donnent, tous calculs faits,
SOON EEnS Hni=e, —siné (sin£+ cos v), ou ,00 er Hip, cost (cost cosu)
On a par suite
d’où l’on déduit DE; H=çn'—2)=Hn = Hi=p D’après cela, l'équation (27) donne, par exemple,
CNE RENE
| é. ou
Or, l'équation (34) montre que l’on peut prendre
1+cosécosu cosisinu 9 A— — cost(cost+cosu)= 0.
— cosésin u cosécos 1 On a donc, d’après les équations (29), ô: Le 09 :
À 3 ! . \ ET rrlRAteE (35)
Ho ot 1 Lo! d'9 09 7 Le Ce Re APR UE JL dv
c’est-à-dire, pour la valeur de z, en remarquant que l’on a
do DL ee de 06 pue colo:
dudv du0B de Ge?
)p )Lo?
0% Ve p
TT Nr dv
On déduit des équations (35) et (36), tous calculs faits, pour la solution correspondante de l'équation (1)
} Uiélcost—iVieisint | (Vie | (Uieï ” * eiucoséewsint +1 Ÿ ei ein
70,-— Nous avons fait remarquer, à la fin du Chapitre précédent, que l’on passait du système (2) aux équations
02e 0 GX . 0 LA Sn led Due 350 (38)
en remplaçant les dérivées des inconnues prises par rapport à u par celles
prises par rapport à v et réciproquement.
D’après cela, si l’on veut obtenir directement les quantités z’ et ?’ on est
conduit à considérer les fonctions 0” définies par les égalités
0Hy 20’»
a 6°? —Hy 7 = Hp 0p+1,
(39) 00”p-1 0H Dr TROT
pi = Hp 0p
et qui satisfont, comme les fonctions 0, à la formule de récurrence
AT 2 PILE
PRET Et ? Qudv
Posons, par analogie avec ce qui a été fait dans le paragraphe précédent,
Op 0°pnr (40) . P les équations (39) donnent )z Hp ot H,+ CZ p pl RE p+1 re (41)
On a de plus les relations
lpHp=2 pH t1=0ph, (42) D'un autre côté, les propriétés corrélatives des fonctions 0 et 0 montrent que la fonction 0, étant donnée par l’équation (27) on a , d 0 (+p-3) 0’p =D (Va 0-5 Ho, VER Hs) (43)
n'+p—3 one te à OGR—p—2) + A A‘ D, (Ur , Jon? NS nreeer) H 1) les quantités U, et V, étant respectivement des fonctions réelles des variables
He Cv:
Les équations (40) donnent en particulier pour les solutions du système
soit rue CR 1e Ho 020 :
ui lo arr Co soit £ 01 , e Ho 92 Don ET: RTL: ou (45)
PEN
Si l’on avait à la fois H;—H,=0o les valeurs de z’, et l’o seraient obtenues par les deux expressions
ze Ur d6—= Vo. (46)
80, — Les équations (20), (21), (22) et (24) montrent qu’à toute valeur de la fonction 0, donnée par la formule (27) correspond, par voie récurrente, un système de solution des équations (2), linéaire et homogène par rapport aux deux fonctions arbitraires U, et V, ainsi qu'à un certain nombre de leurs dérivées ; de même, à toute fonction 0’, définie par la formule (43) correspond un système de solutions des équations (38) jouissant de la même propriété par rapport aux fonctions U, et V:.
D’après cela, l'équation d(z+itje EP —(z'du— il dv}e ®
est une relation différentielle, linéaire et homogène par rapport aux quatre fonctions U,, U:, V, et V:. On en déduit, a et b désignant deux constantes réelles et arbitraires,
z+it= ae tre ie (au i l’dv)e À?
ou encore, en égalant les parties réelles et les parties imaginaires et tenant compte des équations (20), d— aHicos(o+ b)+ F(U,V:), bi aEosiri(o + b)+ D(Un, Vi).
les expressions F et Ÿ étant des fonctions connues de U, et de V; et nulles iden tiquement pour U: = V, — 0.
Les équations précédentes permettent d'obtenir, de proche en proche, au moyen des deux premières équations (19) et par des seules opérations de dérivation, pour une fonction 0, quelconque, une expression de Ja forme
7 (u,v)-+Y(U:. Vi),
f désignant une fonction connue et une expression qui comme F et est nulle identiquement pour U: = V: = 0.
Or, on peut déterminer le nombre p de manière que la fonction 0, ne contienne, par exemple, aucune dérivée de la fonction U;. On a d’après cela
Ui=X(Vi)+f(u,v)+Y(U:V:),
/. désignant une expression différentielle linéaire et homogène par rapport à la fonction V..
Appelons U,, et V,, un système de valeurs de U;et de V, qui correspondent respectivement à U, = 0 et V, =: 0; l’équation précédente peut s’écrire
Ui= (V1) +/{u,v)+4(U:,0) ou encore, en remarquant que l’on doit avoir
U,0=X(V1,0) + (uv), (47) Ui=Ui+4(U0:,0). (48)
On trouverait de même pour les fonctions V,,, et V, des expressions de la forme Vi:0=Xi(U1,0) + (uv), (49) Vi Vi,o Vi(O, Va). (50)
Les équations (48) et (50) montrent que l’on obtiendra les valeurs de U, et de V;, respectivement en fonction de U, et de V:, lorsque les quantités U:,0 et V, seront déterminées. C’est la question que nous allons maintenant traiter.
Considérons pour cela les deux équations (47) et (49); la forme des fonctions 0 montre que l’on peut les écrire
Us= Yu f (Vis), Vin= o ? (Un), (51)
u; et v; désignant respectivement des fonctions des variabies u et » linéairement indépendantes, ji et +; des expressions différentielles et linéaires par rapport aux deux fonctions V;,4 et Us.
Pour que les équations précédentes puissent être vérifiées, il est nécessaire et suffisant que l'on ait, quels que soient et j, ai et b; désignant des quantités constantes
J,(Vin)=a,, g,(U)=b
, à / . L ° D'après cela, les équations (51) donnent pour U,set Vi, des expressions de la forme
\Y a Urw=Yau, Vio= Ÿb,0,. (52)
les quantités ai et b; devant satisfaire au système d'équations linéaires certainement compatibles
ON — NI = AD) a; (Eue)=6,,
Ces résultats montrent que les fonctions U,, et V,, ne dépendent, en réalité, que d’un seul système de constantes a; ou b; dont plusieurs d’entre elles peuvent être prises arbitrairement; car, s’il en était autrement, la fonction aei(?+b) ne pourrait contenir aucune constante arbitraire.
Il n'est pas inutile de remarquer que les valeurs U,, et V:, de U, et de
V, sont celles qui correspondent, à un facteur constant près, aux solutions de module égal à l’unité de l'équation (1).
Proposons-nous maintenant le problème inverse de celui que nous venons de traiter c’est-à-dire de déterminer U, et V;, respectivement en fonction de U, et de V,.
Les équations
CNET 0x 499 p on ‘am 7? Œ
donnent, en tenant compte des relations (40), be F (UV), Gu—D'(ULV:,
F° et æ’ étant des expressions différentielles linéaires et homogènes par rapport aux fonctions U, et V..
Les équations précédentes permettent d'obtenir, de proche en proche, au moyen des relations (39), pour une fonction 0’, quelconque, une expression
de la forme
0p= 4 (Ui, Vi),
4’ désignant une fonction de même nature que F° et +”.
On en déduit, pour une valeur convenable de p,
Vo= T° (U:) +4 (Ui ) V1)
ou, en remarquant que l’on a 0% (U2)+ CU, V0) Vo= (0, Vi Vic). (53)
On obtiendrait de même
Ur=ÿi(Ui—U:0,0). (54)
Les fonctions U,, et V;, ayant été déterminées précédemment, les équations (53) et (54) donnent la solution du problème.
CHAPITRE III
Considérations sur les surfaces successives obtenues par application de la méthode de transformation de Laplace en prenant comme point de départ
les lignes de courbure d’une surface réelle.
90, — Soient Ÿ une surface réelle et uetvles coordonnées curvilignes de ses lignes de courbure.
La théorie des congruences rectilignes (‘) montre que le système conjugué
u = Cet v = c* tracé sur la surface À permet d'obtenir, de proche en proche, une suite illimitée ou non de surfaces
D ps pret Lys De D dos () Nous supposerons que ces surfaces sont déterminées, dans le sens des indices croissants, en partant des tangentes aux courbes v = c".
Enfin, nous désignerons respectivement par Fh et À; les courbes v = c"et u== c* qui passent en un point M: de ZA correspondant à M de Ÿ et par An+1; A’n41, A’’n+1 les paramètres directeurs de la tangente commune aux courbes lh et Ah41 aux points Mà et Mh +1.
Aux surfaces de la suite (1) nous associerons les surfaces .. DS PIS tp Da . TS ST Si, .. Sg—1,9q° .. (2)
obtenues de la même manière et définies de la façon suivante :
La surface S sera le lieu des centres de courbure de la surface Ÿ le long des courbes l et le sens des indices croissants sera encore déterminé en partant des tangentes aux courbes » = c".
Enfin, nous désignerons respectivement par C, et D, les courbes v = cet u = c* qui passent en un point P, de S, correspondant encore à M de È et
(!) Dargoux, Théorie générale des surfaces, t. IT, 2e édit., p. 16 et 17,
io
par Bn, B’n, B’n, les paramètres directeurs de la tangente commune aux courbes Cn et Dh+1, aux points Ph et Phy1.
Il est à remarquer que la surface S, sera le lieu des centres de courbure de la surface È le long des courbes À.
Cela posé, considérons quatre suites de courbes ln, An, Cn et Dh passant par les points M, et P, des surfaces > et Sn ; nous allons démontrer, relativement à ces courbes, un certain nombre de propriétés qui résultent de leur définition même.
Les surfaces S et $, (voir fig. p. 41) représentant le lieu des centres de courbure de la surface À, la tangente commune aux courbes D, et C est perpendiculaire au plan tangent à Zen M ; de plus, les binormales à ces courbes sont respectivement parallèles aux tangentes aux courbes F et A.
On déduit immédiatement de ces propriétés que la tangente commune aux courbes D et C;, qui n’est autre chose que la caractéristique du plan oseulateur à la courbe D, quand u varie, est perpendiculaire au plan osculateur à la courbe T ou encore au plan tangent à À, en M, ; par suite, la binormale à la courbe D est parallèle à la caractéristique du plan osculateur à la courbe l' quand »v varie, c’est-à-dire à la tangente à la courbe F, ; enfin, la binormale à la courbe C. étant perpendiculaire au plan tangent
à S en P est parallèle à la tangente commune aux courbes T et À..
Il résulte de ce qui précède que les propriétés corrélatives que nous avons énoncées relativement aux surfaces S;, S et È se retrouvent sur les surfaces S, S. et 2, et par conséquent, de proche en proche, sur un groupe quelconque de surfaces S{n4), Sn et Zn.
On peut donc, d’après cela, adopter pour les paramètres directeurs des binormales aux quatre suites de courbes que nous avons envisagées les quantités suivantes :
137% 1); B’-(n 1)s BC 1}
An, B n—1); 13) C1) B?? Qi—1)s
On sait que toute droite Pa Ph+, passe par le point correspondant M, de ©,; de plus, nous démontrerons dans le Chapitre 1v que les deux tangentes aux courbes l, et À, aux points M, et M, sont rectangulaires.
100, — Les résultats précédents montrent l'importance des deux séries de paramètres directeurs An, An, A°n ; Bn, B'n, B’n, qui donnent à la fois les directions des tangentes et des plans osculateurs aux quatre suites de courbes Th, À, Cn et Dr.
Nous allons nous proposer, dans ce paragraphe, de montrer comment on peut obtenir ces quantités, de proche en proche, en fonction des cosinus directeurs a, &, &”’ : b, b’, b’’et c, c’, c’’ des tangentes aux courbes F et A et de la normale à la surface Y.
Tout d’abord, les propriétés du trièdre mobile attaché à une surface et formé en chaque point par les tangentes aux lignes de courbure et la normale à la surface (‘) montrent que les neuf cosinus directeurs précédents satisfont aux deux systèmes d'équations aux dérivées partielles
0b (©) a @ —— = LA 4 ou Lo dv sr «@ G) (à) ac G) oc @] a Q, — —b ; ‘ ou % 0v Bi; (6) 1— 15258:
Pis q, r et r, désignant des quantités qui vérifient les relations
dpi 29
ou = UT Sn die (6)
Les équations(4)et(5) donnent, par des éliminations convenables, en tenant compte du système (6), les trois équations aux dérivées partielles
ME
da aa ? OLr: Gi)
duodv dv ou DA Are
22b Dh (O] Dr : ©
Juov du 0 À D (7)
©) i ï de de ®oLg de ® oLp dudv ou dv 0v ou
D'autre part, on a pour la courbe F, par exemple, d’après la définition même du plan osculateur
@_@ a ® \ où Ja B4 —=0, > 5x Ba —0. (8)
(1) Dargoux, Théorie générale des surfaces, t, I, 2e édit., p. 65 et 66 et t. II, 2e édit p. 384. ; k
Dérivons ces deux dernières équations par rapport à à v; on obtient, en
tenant compte des équations (7) et (8),
QG) Ya (à) 8 1 see da
AU jp TABY > £ Q@) () (Q] v_© da oLri ça 0B ES AB4 9v du | À Ou ov j
En combinant convenablement les quatre équations précédentes on en
déduit les deux relations
() ; É =. fe L B®=0 ou ou
OR T Ne
à v(2a 7 OLr:\ 0B: 0 \ou ou 00 4
qui expriment que la direction définie par les quantités entre parenthèses est celle de la binormale à la courbe D, c’est-à-dire de la tangente à la
courbe Il.
On conclut aisément de ce qui précède que la loi de succession des directions An An, À’’n n’est autre chose que celle qui résulte de l'application de la méthode de Laplace aux équations linéaires aux dérivées partielles du second
ordre
On obtiendrait évidemment un résultat identique en ce qui concerne les directions B», B’n, B’’n des tangentes communes aux courbes Cr et Day.
Cela étant, reprenons le système (4) et posons
Ci)
A Ai Ce ( () bo) ë Ti T-1 TOR re
les quantités +, r.. et +, étant assujetties à satisfaire à la relation
eLT
Cons
Il est facile de voir que dans ces conditions les équations (4) et
(9) sont
NES
tout à fait analogues aux équations (20) et (21) du Chapitre 11. On peut donc écrire d’une façon générale
dOtp ,®© 0A» (Q) our io Car ) re: ) (Q) @) Cip--1 OTp b 9 ov Apt =TpHÂp 40) , LT
PAT TE Judp*
Il résulte de ce qui précède que la détermination des paramètres directeurs An An À°’n revient, au fond, à celle des fonctions +1. C’est cette question que nous allons maintenant résoudre.
On sait (!) que les cosinus directeurs de la normale à une surface sont donnés par les expressions
26 0 be op Et os MATE NE ()
dans lesquelles + et 6 désignent les quantités définies par les équations (27) du Chapitre t.
Cela étant, dérivons les équations (11) successivement par rapport à u et
par rapport à v ; on obtient, tous calculs faits et en posant pour simplifier l'écriture
y=1+cf, (12) de 2 AO | de” - 2Y se Ju = (cos? —uc) Ju = il sing — pc’), x = lite Ju POUCES) oc 2u . 2 dc? 2u to dc”? 2h , apr (sing—X), : (—cosp—)c), Re [G—e”}]. (14)
Si l’on compare ces résultats aux équations (5) et si de plus on remarque que les quantités entre parenthèses ont pour chacun des systèmes (13) et (14) une somme de carrés égale à un et forment avec c, c’, c’? un déterminant de valeur un, on en conclut que l’on doit avoir
(') DarBoux, Théorie générale des surfaces, t. I, 2e édit., p. 297.
rie
D'après cela, le système (6) et les équations (40) du Chapitre précédent
donnent, en adoptant pour + la valeur CH,
les deux relations
261 ot
DT O Lee 10
On en conclut, d’aprèsles équations (39) du Chapitre 11, que l’on peut écrire
d’une façon générale
Dry 00» , dv 2 PP Yp = tp dpi,
00”p1 tp
2 2 T ir, 10, F On CITES Lee a 5
, d'Lt PAPAS do *
De plus, la théorie des équations adjointes permet d'obtenir les deux autres
séries de relations
Ty 00»
—(,,—Ty—— = 2% # du joe 7 1) du Ty 10 Hs
00p j-] dTp ? Tv dv O1= tp 0.
Il résulte de ce qui précède que les fonctions rA définies par les équations (15) et (17) ou (19) satisfont à la question que nous nous étions posée.
Sans entrer dans le détail des calculs en ce qui concerne la détermination des paramètres directeurs Bn, B’n, B’’h, on verrait facilement qu’en posant
CR
dans la troisième équation (7) on peut écrire, d’une façon générale, les deux
séries de relations
Qi) :
Le Pb 00°» RD bd pal pi Pie ; _@ D d6p1 2By G° — A0 9° 2 p ou Tu Mel p+l Ÿ,
OUR
qui, avec l'équation (20), permettent d'obtenir les paramètres directeurs cherchés.
De même que dans le cas des fonctions =», la théorie des équations adjointes donne les deux autres séries de relations
Gi) 0B»
(D 00p ou
0p—By» CD TU
(à) ci 28pt1 0Bp B Le pH
? dù dv
6p1—=B Op.
119. — Nous terminerons ce Chapitre de généralités en montrant comment on peut obtenir, par voie récurrente, les coordonnées cartésiennes Zn, Un, Zn 3 Xn Yn, Zn des surfaces >} et SA en fonction des éléments qui déterminent la surface 2.
On sait (‘) que les coordonnées x, y, z de la surface À et X, Y,Z de la sur-
face S sont données par les formules
a—iy= Ep, a+iy= + —4 =. (23)
X—iY=—p+f(st+ rt), X+iY=—g+afsti/rt), Z=—g+(y—2Xs+v/rt). (24)
.- De plus, le rayon de courbure de À, le long des courbes l, est donné par l’expression
2R=—g+y(s+ V/ri). ‘+ (25)
Dans les formules précédentes les notations sont celles adoptées dans le Chapitre 1 et les quantités r, s, { représentent les trois dérivées partielles du second ordre de % par rapport à « et 6 ; enfin on a posé. pour simplifier l'écriture,
pa+qp—é=g, 1+af=Y. (26)
Cela étant, nous allons d’abord mettre les formules (24) sous une forme plus simple qui ne renfermera plus les fonctions r, s et t.
Pour cela, nous remarquerons que l’on a, d’après les formules d’Olinde Rodrigue,
oz dc”?
re SRE (27)
(") Dargoux, Théorie générale des surfaces, t I, 2e édit., p. 297.
CT
On déduit de cette relation, en remarquant que les équations (26) donnent, d’après les résultats du Chapitre 1,
dy=2(u\ du +)\u’dv), (28)
dg=2(ul du + \m dv)
la valeur du rayon de courbure principal R
Cette dernière équation, comparée à la relation (25), montre que l’on a s+Vrt= 5 :
D'après cela, on peut écrire les formules (24) sous la forme suivante qui ne renferme plus les dérivés r, s et 1:
l v X—iY=65—p, XHiY=as—g, 2Z=(7—2)5 9. (29)
Ce résultat étant acquis, considérons d’abord le cas de la surface Y*,.
On a les deux systèmes d'équations
An An An É s ne
Poe © OYn — in
Pr dv 7)
Kn et K’n désignant les valeurs communes des rapports précédents.
Les deux premières équations (10) et les équations (30) donnent, s, représentant l’une quelconque des coordonnées Zu, Yu, Zu, les deux équations aux
dérivées partielles
don Ta d6n Tn+1K°n 06n 0 oduov dv ou TukKn dv ré
(31) d°6n Tn 06n Tn—1Kn06n
dudv don Re QU)
ce Or les courbes u et v tracent sur la surface Z, un système conjugué, on a donc les relations de récurrence (!)
Kytn 0ôn K’ntr-1 0u 6
On1= On
(32) K’utn dGn On—1 = ©: .
Mon NT
Le problème que nous avons en vue revient donc à la détermination du n pe.
Pour effectuer ce calcul, nous remarquerons tout d’abord que les équations (5) et (13) donnent
rapport
c'est-à-dire, en tenant compte des équations (9), A 20 Les relations (10) et (19) donnent par suite An— 20». (33) 1 résulte de cela que l’on a, d’après les équations (30 et (32),
On1Tn O7 Ent 1 dv
Zn = 2 ,
(34) OnLiTn 1 Ozn Ontn OU
Zn—1 = Ent
Posons d’une manière générale
Zntn= —ln.
Les équations précédentes donnent, en tenant compte des relations (19),
ot d6, Sr 0n— in Se = Li—10n-1 , (35) dûnty Oh n On: 1—={n t 10».
On obtient ainsi, par voie récurrente, toutes les fonctions {; en partant de la valeur initiale {=Hy (36) déduite de la dernière équation (23).
() Dargoux, Théorie générale des surfaces t. II 2e édit., p. 18 et 19.
no
Les équations (30) donnent par suite, d’après ce qui précède,
6 (2) Kn _ "7 90\m CE 5 ; (37) (er
ou Tn
On peut donc écrire les équations (32)
Ô ln On-1T Leo le On+1—On dV\Ta
06n EE d (2 ) Ces” Ontn--1 males
ou Ou \Tn (38) rat) On—1—On De ou Th Lee Se dv RES dD\Tn Considérons maintenant le cas des surfaces S, et posons Br Le B’r = B’’r —M Xl 0Zr ou ou ou (39) » LE Ba-1 _ B’r1 ee 1e —M'»,
0Xn OYn Zn 0v ov ov
En raisonnant comme dans le cas précédent on verrait que l’on peut écrire, sn désignant l’une quelconque des coordonnées Xn, Yn, Zn,
Mn0’n On Sn-1—= PR NPaba a Sn , (40)
= M'a0’n OSn St AL M0”n-1 dv ‘
Pour déterminer le rapport Sr nous remarquerons d’abord que l’on a, d’après la troisième équation (11), GENE 2 c’est-à-dire, en tenant compte des équations (15) et (20) B’’=7—2H.
Les relations (17) et (21) et les équations (39) du chapitre précédent donnent ensuite d’une manière générale
B— Tn—2Hn. (41)
oi
D’après cela, les équations (39) et (40) donnent
(tn —2Hn)0°n 0Zn (n—1— Hs) 0 dv
Znh= Zn (12) (cn—1—2Hn—1) 0°n 0Zn Pa Zn (ou 2Hn)dem ion à Je dis de plus que si l’on désigne par h’ la fonction 0’ qui correspond à À — lon a, quel que soit l'indice p,
Tp— 2H» Rp bp Tp—1 —2H 51 Rp ip—1
22 H» Go CIE, Fe Hp 6°» Hp à (3) 9 dZLp D To—2Hy» à (52) à 2 0Zp =. Tp—1—2Hy à (Ge). (44) ou Hy ou\0» dv Hp dv \0’p
En effet, les équations (19) et (39) du Chapitre 11 et (17) et (19) de ce chapitre donnent, par des combinaisons convenables,
Hp-1tp —Tp1Hy Hptp=1 —7T) Hp
Op 0pu un” 6p0°» Cé D) Tp = 6p0°p11 0 / Tp 0p-110"p où ()=x EE ÿ ou FAR H} d K désignant une fonction indépendante de p, Or, on déduit de la première équation (28) a FH) ir ou \Ho/ H} “ On a donc K—2 et par suite Hptp1 19 Hp—1 = 20p0"p, (45) d Tp 6p0°p11 à Tp 0p-+10°p LR TA Ve =) so Pr EP x) . FE ou (2) Do: (46) On aurait de même pour les fonctions /, les relations analogues Hptp1—toHp1=20php; (47) 0 [lp \ Sphp+i 0 {bp Op p 0v (F5) =2 HD ou (2) =. Fo (48)
Ces résultats étant acquis, les relations (45) et (47) montrent de suite
que si la première équation (43) est satisfaite il en est de même de la seconde et réciproquement.
nt Pen
D'après cela, supposons que les équations (43) soient vérifiées pour p = n; on trouve sans difficulté, au moyen des relations (46) ct (48), qu'il en est de même des équations (44).
" eo + )Z À 02 u 1 Enfin, si l’on remplace __ et = par leurs valeurs dans les relations (42),
on obtient la seconde équation (43) pour p=n +1 etla première pour p=n—1 ; comme cette équation est vérifiée pour p = 0, d’après la troisième équation (24), la proposition est démontrée,
Il résulte de ce qui précède que les équations (39) donnent
Er 0 f I =)
Mn dœ\P, , Mn a 2 bon. ou \ 0? ”
2 [Rn Sn-1—Sn ÉaHn (%:) À Sn it de 0 (Rn\° Où {) hB (qe) (50) ; 2 f{Rn Sms, . 0 nHn—1 Qu ( )
Sn art ci ?] Fr ?
Tv 0 n—1Hn xl)
CHAPITRE IV
Application des résultats prédédents
au cas où la suite des surfaces Y, est limitée.
12.— Considérons parmi toutes les suites de surfaces Ÿ,, qui ont été envisagées au Chapitre précédent, et qui correspondent à une même fonction 6, celle dont la surface initiale 5 se réduit à une sphère de rayon un, c’est-à-dire à la représentation sphérique des surfaces À répondant à la fonction 6.
Les deux droites MM, et MM: sont polaires réciproques par rapport à la sphère.
Supposons, d’une manière générale, deux droites D et D’ polaires réciproques par rapport à une sphère Si la droite D enveloppe une courbe C, la droite D’ enveloppe une courbe C? polaire réciproque de la courbe C, et le point de contact P°’ de la droite D’ avec son enveloppe est le pôle du plan osculateur au point correspondant P de la courbe C ; de même, le point P est le pôle du plan osculateur en P’ à la courbe C’.
D'après cela, si l’on se déplace sur une courbe À de la sphère 5, le point M, est le pôle du plan osculateur à la courbe À en M, c’est-à-dire du plan MM-1M->; de même, le point M-1 est le pôle du plan MM, M; ; enfin, à deux positions infiniment voisines du point M;, quand u varie, c’est-à-dire à la droite M, M,, correspond comme polaire réciproque, d’après la théorie des tangentes conjuguées de Dupin, la droite M-1M_2 intersection du plan osculateur en M à la courbe À avec le plan osculateur infiniment voisin.
On démontrerait de la même manière que la propriété précédente a lieu, d’une façon générale, pour deux droites correspondantes quelconques Mp Mp+1 et M »M-{P+1) qui sont par suite rectangulaires.
Ces résultats étant acquis, nous allons nous proposer de chercher dans quelles conditions la suite des surfaces 5», et par conséquent celle des surfaces De cob limitée.
supposons, pour fixer les idées, que la surface 5m (m:-0) soit la dernière de Ja suite dans le sens des indices croissants,
Pour qu’il en soit ainsi, il est nécessaire et suffisant que cette dernière surface se réduise à une développable de génératrice FA ou à une courbe unique l'y.
Dans la première hypothèse l’arète de rebroussement Am+1 de la surface 5m admet, quel que soit u, comme polaire réciproque par rapport à la sphère s la courbe ÀA_»; la surface 5-n doit donc se réduire à une courbe unique À». On démontrerait de la même manière que dans la seconde hypothèse la surface 5_{m+1) se réduit à une courbe unique F-(m+1); par suite, la surface 5m se réduit à une développable de génératrices À m.
Il résulte de ce qui précède que si la suite des surfaces 7, est limitée dans un sens par une surface développable, elle se termine dans le sens opposé par une courbe unique et réciproquement.
D'après cela, nous pouvons toujours supposer, sans restreindre la généralité, que la surface limite sx est une développable de génératrices Fm; les courbes ln-1 sont alors des courbes planes.
Plusieurs cas peuvent se présenter suivant la nature de la développable 5».
a) La surface 5,, est une développable quelconque.
Dans cette hypothèse, la surface o_" se réduit à une courbe gauche A_,,.
b) La surface ch est un cône.
Si le sommet de ce cône ne coïncide pas avec je centre de la sphère 3 la surface 5_m se réduit à une courbe plane À_» ; dans le cas contraire, le plan de la courbe A_» est rejeté à l'infini, les tangentes aux courbes A_{m-1), le long d’une même courbe l'-{m-1) sont parallèles et Jes courbes À_(m-1) Sont gauches; la surface 5_(m_1, est alors la dernière de la suite dans le sens des indices décroissants.
c) La surface 5m est un cylindre.
Cette hypothèse peut être considérée comme un cas particulier de la précédente en supposant que le sommet du cône est rejeté à l'infini; la surface 5_m se réduit donc encore à une courbe plane A_»; de plus, le plan de cette courbe passe par le centre de la sphère 5 et est normal aux génératrices du cylindre 5m.
d) La surface sn est réduite à une droite unique Fm.
Si cette droite ne passe pas par le centre de la sphère 5 la surface 5_» est également réduite à une droite À_» normale à la droite Fm et les courbes À_; 1) sont planes; dans le cas contraire, la droite A_» est
rejetée à l'infini et les plans des courbes A_{»_1) sont parallèles et nor-
maux à la droite Tm; la surface 6_{m_1) est alors la dernière de la suite dans le sens des indices décroissants,
Re
Les résultats que nous venons d'obtenir pour les suites de surfaces 5» permettent d’énoncer, relativement aux suites correspondantes de surfaces 2», les propriétés corrélatives suivantes :
Lorsqu'une suite de surfaces ©, définie au début du Chapitre nr est limitée, elle se termine toujours dans un sens, que nous adopterons pour celui des indices croissants, par une surface développable 2» (m>o) de génératrices ln et les courbes l'm_1 sont planes.
Dans le cas où la surface Ë» est une développable non cylindrique, ou bien les courbes À_, où A_(m_1) sont gauches et leurs tangentes le long d'une même courbe T_» où (m1) sont parallèles, ou bien les courbes À_,, sont planes et situées dans des plans parallèles.
Si au contraire la surface ©» se réduit à un cylindre, ou bien les courbes Am Où À_(m-1) sont planes et situées dans des plans normaux aux génératrices du cylindre, ou bien la surface ©_» se réduit à un cylindre de génératrices A_» normales à celles du cylindre Ÿ» et les courbes A_(m-1 sont planes.
Pour terminer ces considérations géométriques, nous remarquerons que les propriétés corrélatives des tangentes et des binormales aux quatre séries de courbes l'», Ap, Cp et D, permettent d’énoncer, relativement aux surfaces Sp, les propriétés suivantes qui entraînent leurs réciproques.
Si la surface 2h est une développable non cylindrique, les tangentes aux courbes D-{m_1) le long d’une même courbe C-(m-1) sont parallèles et les courbes D _(m_1) sont gauches; de plus, la surface Sm+1 ou Sm est une développable de génératrices Cm+1 ou Cm, suivant que la suite des surfaces 2, se termine dans le sens des indices décroissants à la surface Ï_» ou Y_(m1) et les courbes Cm ou Cm—1 sont planes; enfin, la développable Sm+1 se réduit à un cylindre si les courbes ÀA_;, sont planes.
Si au contraire >» est une surface cylindrique, et que les courbes ÀA_» ne se réduisent pas à des droites, les conclusions sont les mêmes que dans le cas précédent sauf que les courbes D_{m-1) sont planes et situées’ dans des plans parallèles et que la surface Sm+1 où Sn se réduit toujours à un cylindre.
Enfin, si la suite des surfaces Ÿ, se termine dans les deux sens par une surface cylindrique, les courbes D-(m—1) et Cm sont planes et situées dans deux séries de plans parallèles rectangulaires.
Il résulte de ce qui précède que si la suite des surfaces 2, est limitée il en est de même de celle des surfaces S> et réciproquement,
130. —- Nous allons nous proposer maintenant de chercher les expressions analytiques des résultats géométriques que nous venons de trouver en supposant que la surface Ë2} (m=0) se réduit à une développable de génératrices lm.
Le problème que nous avons à résoudre revient au fond à la détermination de fonctions 9, telles que la suite des surfaces 5, correspondant à chacune d'elles, satisfasse à l’un quelconque des différents résultats que nous avons obtenus par la voie géométrique.
Pour traiter cette question nous remarquerons d’abord, d’après les équations (20) et (21) du Chapitre précédent, que si l’on désigne par cp, C’p et c’’h les coordonnées d’un point quelconque d’une surface 5}, on a, quel que soit l’indice p,
LE 1 De Cp= — C’p— 1 Pre rs t = (1)
De plus, le tableau (3) du même Chapitre montre que l’on peut prendre comme paramètres directeurs des binormales aux courbes !”, les quantités
Cela posé, nous avons d’abord à exprimer que les courbes Fh_1 sont planes et que la surface 5» est située à distance finie.
Ce qui précède montre que si l’on désigne par V, V’, V’’ trois fonctions indépendantes de u, les conditions nécessaires et suffisantes pour que les courbes l—1 soient planes sont données par les équations
D’après cela, si l’on représente par K la valeur commune des rapports précédents, la deuxième équation (21) du Chapitre 111 donne
(à) REC ET g êLK : ti) —Jn ou U —(m—1) 7 fe Deus
Or, cette dernière relati n ne peut être satisfaite que si la fonction 0’-m est nulle ; car, s’il n’en était pas ainsi, on aurait
B-» Br B'°’_/»
B (On >» (O2 Hier om D
c'est-à-dire que les courbes Th seraient des lignes asymptotiques de Ia surface Zm-1, ce qui est impossible,
ee LL
Réciproquement, si la fonction 0’_» est nulle et que de plus la fonction 0’_{m_1) est différente de zéro, l'équation (21) précitée donne des relations de la forme (2).
On a donc les deux conditions 6° _(n—170 , 60. (3)
Si l’on conserve les notations du Chapitre 11, ce résultat montre que les fonctions 0, cherchées sont de rang m où m—1 par rapport à u suivant que l’on a
U:=U:» ou UZU:,.
On démontrerait de la même manière que les conditions nécessaires et suffisantes pour que les courbes ÀA_» ou AÀ_{»_1) soient planes sont données par les systèmes de relations
0°m2—=0 , 6’mt1<0, (4) ou Om1—=0, 0» 20. (5)
D'autre part, les équations (1) montrent que si les trois paramètres directeurs B», BR’, et B’’, ne sont pas nuls simultanément, c’est-à-dire si Jes courbes C}, sont déterminées, la surface 5, sera ou non située à distance finie suivant que l’on aura
tp 70 ou 139 =)
Il résulte de cela et des considérations géométriques précédentes sur les surfaces S, que la condition nécessaire et suffisante pour que la surface 5» soit située à distance finie est donnée par la relation
Tm70. (6)
Cette condition et les résultats obtenus aux Chapitres 11 et 11 montrent que la fonction H, peut être nulle, mais que la fonction Hn-1 est certainement différente de zéro.
De plus, la surface 5m+1 étant la dernière de la suite dans le sens des indices croissants les équations (1) doivent donner pour les coordonnées Ci Cr Lt C mi des formes indéterminées ; on a donc en particulier, d’après l'équation (41) du Chapitre 11,
Fm+2— 9 Hi 0! (7)
Ye
Les deux résultats précédents montrent que les fonctions 0, cherchées sont d’un rang au moins égal à mn et au plus égal à m+-2 par rapport à v.
Il ne nous reste plus pour avoir en main tous les éléments nécessaires au classement des fonctions 9,, d’après leur signification géométrique, qu’à chercher les conditions nécessaires et suffisantes pour que les courbes lhm+1 ou À_" soient rejetées à l'infini.
Pour obtenir ces résultats il suffit d'exprimer que les directions des tangentes aux courbes ln où À_{»_1, sont les unes indépendantes de v et les autres indépendantes de u.
On trouve ainsi respectivement, d’après les équations (10) du Chapitre z11 et en utilisant un raisonnement analogue à celui qui a servi à obtenir les conditions (3), les deux systèmes de relations
Tm1—= 0, Tm É 0; (8) T—m—=0 T—(m—1) 0. (9)
Sous cette forme ces conditions ont l'inconvénient de se prêter difficilement au classement des fonctions 0,. Les équations (17), (18) et (45) du Chapitre nr permettent de les remplacer par un certain nombre d’autres qui ne renferment que les fonctions 0,, 0”, et H.
On obtient ainsi, suivant la valeur de l'indice p pour lequel la première fonction H, est nulle, les résultats suivants :
Lou rx 10, tm 0.
ae Hont2>=0, Hymh130; Ont2=0, Bmi—0.
DM in 0 0 di et (10) pl Hn=0, Er 120, 20 orme En
ce H-(m 100, 27 ef) n Om — 0, D 0
b). En 0, EE -0-<0; 8 n—=0 où 6-10. (11) GE H-@-1=0, H-(m—2)5< 0.
Nous remarquerons enfin que les fonctions 6, cherchées se trouvent parmi celles qui ont été définies au Chapitre m1. Réciproquement, à toute fonction 0, de ce Chapitre, correspond une suite finie de fonctions tp CB et par conséquent, d’après les équations (1), une suite limitée de surfaces sp.
Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires pour résoudre la question que nous nous sommes posée au début de ce paragraphe.
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On trouve ainsi, en désignant par 0, [U:(p), Vi(q)} une fonction 9, du rang p par rapport à u et q par rapport à p, les résultats suivants :
1° La surface X,, est une développable non cylindrique de génératrices Ph.
a) La surface Ÿ_» est la dernière de ja suite dans le sens des indices décroissants.
On a, si les courbes À_» sont gauches,
Gi U:,o(m), Vi(m+2)|, Vi V0, (12)
et si ces courbes sont planes, 6 U,0(m), Vi,o(m+2)]
ou
GÜiu(m), Vi(m+1)|, VV 0 (13) ou enfin
dUi(m—1), Vi(m+1) UiUe : VV
b) La surface E 4» 1) est la dernière de la suite dans le sens das indices décroissants ; les courbes À_{»_1, sont alors des courhes gauches
On a dans ce cas Go[U:,n(m), O(m+2).. (14)
29 La surface 2» est un cylindre de génératrices Tm.
a) La surface Z_» est la dernière de la suite dans le sens des indices df:croissants.
On a, si les courbes À_ sont planes, BIO(m), Vi,o(m“-2)] (15) ou
m), Vi(m+1)|, VV
et si ces courbes se réduisent à des droites, c’est-à-dire si la surface Y_,, se réduit à un cylindre,
Oo U1,0(m), V0 (nm 1 )] ou
G{U(m —1), Viso(m+-1)) UiZU::
ou BU). Vi(m), Vi Vis (16)
ou enfin G[Ui(m— 1), Vi(m)|, U:ZU:, Vi Vie
b) La surface Z_{»_1) est la dernière de la suite dans le sens des indices décroissants et les courbes A_{»_1) sont planes.
On a dans ce cas
6o[Ui,o(m), 9(m+1) an ou 6 Ui(m—1), O(m+1)}, Ur Us
Si la suite des surfaces ©, était limitée dans le sens des indices décroissants à une surface développable Ë_» de génératrices A_», on obtiendrait des résultats analogues aux précédents en remplaçant 0, par #, et en permutant les courbes l, et À_, ainsi que les variables u et v.
Il est important. de remarquer que les fonctions U,, et V;,, qui rentrent dans une même fonction (, et qui sont données par les équations (32) du Chapitre n, ne doivent pas satisfaire aux équations (47) ou (49) de ce Chapitre, car, s’il en était ainsi, la surface Ÿ se réduirait à un plan.
Les différentes formes que nous venons d’obtenir pour les fonctions 0, ou 0, montrent que la solution
1 è 1+iu— AH @+ 0)
de l’équation (1) du Chapitre 11 est d’un rang au plus égal à m+1 par rapport à l’une des fonctions arbitraires et m2 par rapport à l’autre, l’équation (1) est donc elle-même d’un rang au plus égal à m+-1.
140. — Les résultats que nous avons obtenus au paragraphe précédent ne permettent évidemment de déterminer que la représentation sphérique des surfaces répondant aux hypothèses envisagées. Pour obtenir les surfaces elles-mêmes il faut joindre à chaque fonction 0, une fonction h;, de même rang par rapport à u et par rapport à v, dans laquelle les fonctions U, et V, ont des valeurs arbitraires que nous désignerons par U, et V;. Il est bien évident que lorsque ces dernières fonctions varient les surfaces *» et Sp se déforment tout en conservant les mêmes directions de tangentes aux courbes u—ct et —ct.
Nous allons nous proposer, dans ce paragraphe, de chercher quelles valeurs il est nécessaire de donner aux fonctions U, et V, pour que la suite
NOl
des surfaces È, ou S) se termine, au moins dans un sens, par une courbe où par une surface réduite à un point.
Nous supposerons, comme il a été fait précédemment, que la surface Zn (m>0) est une développabie de génératrices l'm.
Dans le cas des suites de surfaces Ÿ, nous remarquerons tout d’abord que l’arête de rebroussement de la surface Ë» peut être considérée comme la surface Ÿhn+1 réduite à une courbe Am+1. Si cette dernière courbe est située à distance finie, et si nous exprimons qu’elle a une longueur nulle, la surface Zn se réduira à un cône ayant le point Mn1 comme sommet; si au contraire elle est rejetée à l’infini la surface Ÿ,, se réduira à une droite unique ln pourvu que la longueur des courbes A} soit nulle.
Dans le sens des indices décroissants, et suivant les circonstances, la surface © _» où À (m1) se réduira à une courbe unique A_» ou A_{m—1) si les courbes l'_m Où l_(m—1) ont une longueur nulle.
Il résulte de ce qui précède que le problème analytique revient à exprimer qu’un élément de courbe A, ou l_, (p=0) est identiquement nul.
Pour que la première condition soit réalisée il est nécessaire et suffisant que l’on ait
no non 0e (18)
Or les équations (30) et (33) du chapitre précédent et la relation
ZpTo= — lp donnent :
mn it dÙ _ dv 00 do \w IN ANS CNT, nn PTe
Si l’on remarque de plus que les trois paramètres directeurs Ap, A’p, Ah ne peuvent être nuls en même temps et que la fonction 6, est certainement différente de zéro, on en conclut que l’on peut remplacer les équations (18) par la relation unique
à lp AC
c’est-à-dire, en désignant par U une fonct'on indépendante de V
mb (19)
Op
Les équations (19) et (35) du Chapitre nt ainsi que les relations (45) et (47) donnent, par des combinaisons convenables et en tenant compte de l'équation (19),
0) Pt) dé er
20}(Rp —U0”p)= Hh(ta—1— Ur» = 1),
GpU?— pi Up).
On déduit de ces relations, en désignant par U, une fonction indépendante de v et différente de zéro,
2h Ut) br TpU” = 011 U.
La dernière équation montre que si 0,41 est nul la fonction U doit se réduire à une constante et réciproquement ; dans ce cas, la fonction U, peut être prise arbitrairement ; si au contraire 0,41 est différent de zéro, on a
La deuxième équation (19) du Chapitre 1 et les relations (7) et (8) montrent d’ailleurs que dans ce dernier cas l’expression . est bien une fonction deu.
Il résulte de ce qui précède que la condition (19) peut être remplacée par les deux relations
k’p= UV’p + 5 HU,, (20) 710) —= Op-1U:
qui déterminent dans tous les cas la forme de la fonction h’,.
Cette deuxième fonction une fois connue, les résultats obtenus au Cha-
pitre 11 permettent de calculer la fonction h’, ainsi que la fonction h, correspondante.
On trouverait de même pour que l’élément de courbe F_, soit identiquement nul, en désignant par V et V, deux fonctions indépendantes de u,
re la dernière devant être différente de zéro, les deux relations de condition
Ro = V0 1) + à HoeVe (21) TpNV'—=0 p Vi.
Examinons maintenant le cas des suites finies de surfaces S, en supposant, comme précédemment, que la suite des surfaces Ÿ, se termine dans le sens des indices croissants par une développable de génératrices ln.
On remarque de suite, d’après ce qui a été dit au paragraphe 12, que la surface S_(m—1) peut se réduire à une courbe unique D(m-1); de plus, si la surface Ÿ_» est différente d’un cylindre, la suite des surfaces S, peut être limitée dans le sens des indices croissants à un cône Sm+1 ou Sm on a une droite unique Cm+1 Où Cm, suivant que la suite des surfaces 2, est elle-même limitée dans le sens des indices décroissants à la surface X_» OÙ À (m1); enfin, si à» est une surface cylindrique, la surface S» peut se réduire à une courbe unique Cm.
Il est facile de voir que l’on pourra réaliser analytiquement les conditions précédentes si l’on sait exprimer que les courbes C-(m—1), Dm+2, Din+1 ou DA ont des longueurs nulles.
Un raisonnement analogue à celui qui a servi à établir l’équation (19) montrerait pour qu'il en soit ainsi que l’on doit avoir respectivement, U désignant une fonction indépendante de v et V une fonction indépendante de u,
Ron) = V8? (m1); (22) R’o=U8’ (g=m+2,m+1,m) (23) 150. — Pour terminer cette étude nous allons donner quelques applications des résultats obtenus dans les deux paragraphes précédents. a) Cas de m = 0. Dans cette hypothèse les surfaces 2 sont des développables de génératrices r.
La fonction 0[U:,0(0), Vi(2)}, Vi Vis,
correspond aux développables les plus générales. Ces surfaces se réduisent à des cônes quelconques si l’on a de plus
H Ri=UVi+ an U
Quant aux fonctions 6 U:,0(0), Vi:0(2)|
et 0[U1,0(0), Vi(1)}» VV 0
elles correspondent aux hélicoïdes développables qui se réduisent à des cônes de révolution si l’on a, dans le cas de la première fonction,
Ri=UP:+ eu U”,
et dans celui de la seconde LRi=UVsr U=Ct, Enfin les fonctions do[0(0!, V:,0(2)] et 6 0(0), Vi(1)} Vi Vis correspondent aux surfaces cylindriques. Ces cylindres seront de révolution si la surface $, se réduit à une droite unique C;, c’est-à-dire, si l’on a k’,= UP”.
b) Cas de m == 1. Dans cette hypothèse les surfaces Ÿ ont leurs lignes de courbure planes au moins dans le système FT, Les fonctions (12), (13), (14) et (15) correspondent aux surfaces à lignes de courbure planes dans le seul système l ; si l’on a de plus h=U8":, ces lignes de courbure sont circulaires.
Les fonctions (16) et (17), au contraire, correspondent aux surfaces à lignes de courbure planes dans les deux systèmes ; si l’on a de plus RU, Ro VO (24) on obtient les cyclides.
Les deux relations précédentes ne sont pas forcément compatibles quelles que soient les fonctions U et V. Nous allons chercher dans quelles conditions elles peuvent être vérifiées simultanément.
NÉE) SIENNE
On déduit immédiatement des relations (26) que si le produit H, H., est nul l’une au moins des deux fonctions U et V doit se réduiré à une constante; de plus, les équations (39) précitées montrent que s’il en est ainsi on doit avoir
U=N=Cte,
Supposons maintenant que le produit H, H-,; soit différent de zéro et que la fonction H, ne contienne aucun facteur fonction de 4 ou fonction de v. Les équations (25) donnent dans ce cas, c désignant un facteur constant, la relation unique
NEUETCER: (27)
Cette dernière équation montre que si H, n’est pas de la forme V,—U,, ces quantités désignant des fonctions respectives de v et de u, le facteur c doit être nul et l’on a encore
VEN Cr:
Dans le cas contraire, l'équation (27) peut s’écrire V—-cV,=U—cU, et donne, en désignant par c, une nouvelle constante,
U=cU;+c, V—=cVi+e.
Il est important de remarquer que les fonctions (14) et (17) donnent les surfaces de Monge, les dernières correspondant aux surfaces moulures; si l’on a de plus
Ri=UP, les fonctions (17) donnent les surfaces de révolution.
c) Cas de m — 2. Dans cette hypothèse la surface S-, peut se réduire
à une courbe unique D, si la condition
este ME (28)
est vérifiée, ;
me
Or, il est facile de démontrer géométriquement que les surfaces S_; et S; sont respectivement les lieux des centres des sphères osculatrices aux
courbes l' et A.
D'après cela, les fonctions 0, trouvées au paragraphe 13 permettent de déterminer, en tenant compte de l’équation (28), les surfaces à lignes de courbure sphériques dans le système l.
On verrait de même que si l’on a en outre
R’:=U6) (29) les fonctions (16) et (17) permettent d'obtenir les surfaces à lignes de courbure sphériques dans les deux systèmes.
Nous allons chercher, comme précédemment, dans quelles conditions les équations (28 et (29) peuvent être vérifiées simultanément.
Les équations (39) du Chapitre 11 donnent ici les deux relations (Ri— UP” :)H:= 6" HU” (Ro N°5): 0" 1H iv”.
On en déduit immédiatement que si le produit H; H-, est nul l’une au
moins des deux fonctions U et V doit se réduire à une constante; de plus, s’il en est ainsi, on doit avoir comme dans le cas précédent
U=V=Cte, Supposons maintenant que le produit H, H-, soit différent de zéro.
Les équations (39) précitées montrent que les fonctions U et V doivent satisfaire aux deux équations
2h Hi Apte LE ou | H;H: du H: HH° dv He Us
of Eee n) er El à () o
20 H>H, 2v \ H_:1 H_:H$ ou | H:
Pour résoudre ce système nous remarquerons qu’on peut le mettre sous la forme i=p i=q D ue,(V)= Zv, f,(U), {=1 j=1 Ÿ =?" = > 0,9" ,(N) = ë, f°,(U),
ART
les quantités u;, ur, v,, v'», désignant respectivement des fonctions
de u et de » linéairement indépendantes, dans chacune des deux équations x me , - . CE û
et #, (V), #’, (V), JO) f'; (U) des fonctions linéaires et homogènes par
rapport à V et U ainsi qu’à un certain nombre de leurs dérivées.
Les équations précédentes ne peuvent évidemment être satisfaites que
si l’on a, en désignant par les lettres a et b, affectées d'indices inférieurs et supérieurs, des quantités constantes,
DD
HU) Na, (=1,2%.0)5 eV) any, ((=1,2/%"p); i—1 ÿ—=1 DD 120; HU), G=12% 9): gr(V)= Y boy, (ÿ=1,2....p°)
ÿ—1 ji
Si ces équations sont compatibles on obtient pour U et V des fonctions linéaires et homogènes par rapport à un certain nombre de constantes arbitraires ; dans le cas contraire, le problème n’admet que la solution
U=V=Cte,
Vu el approuvé :
Paris, le 10 Juillet 1920.
LE DoYEN DE LA FACULTÉ DES SCIENCES, F. HOUSSAY.
Vu et permis d'imprimer :
Paris, le 10 Juillet 1920.
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