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PARALLÈLES ET AXIALES.
ET
PROCÉDÉ NOUVEAU DE CALCUL GRAPHIQUE DÉDUITS DE LA CONSIDÉRATION DES COORDONNÉES PARALLÈLES.
i . L'étude que nous allons présenter se rapporte à la Géométrie plane.
Nous avons choisi, parmi les très nombreux systèmes de coordonnées tangentielles (*) que Ton peut considérer, les deux qui nous ont paru les plus simples, l'un correspondant aux coordonnées rectilignes ordinaires, l'autre aux coordonnées polaires, et nous les avons étudiés avec quelque détail 5 ce travail, où se trouvent exposé nos principaux résultats, constitue donc, pour ainsi dire, l'esquisse d'un Traité de Géométrie analytique fondé sur l'emploi des coordonnées spéciales que nous envisageons. Aussi n'insistons-nous que sur les points où ces coordonnées offrent quelque particularité, laissant de côté les propriétés communes à tous les systèmes de coor-
( ' ) Rappelons ici que les coordonnées tangentielles que Glebsch appelle les coordonnées lignes sont les inverses, changées de signe, de l'abscisse et de l'ordonnée à l'origine d'une droite rapportée à deux axes concourants, Ox et Oy; on les désigne d'habitude par les lettres u et v; les coordonnées que nous désignons plus loin par ces deux lettres sont différentes des précédentes.
données tangen délies, qui ont souvent été exposées et que chacun connaît. #
Cette étude nous a en outre conduit à une méthode de transformation géométrique qui est exposée dans les §§ IX et X.
Qu'il nous soi t permis d'attirer l'attention du lecteur sur la courbe dont l'étude assez détaillée fait l'objet du n° 50, et qui donnera lieu, sans doute, à de nouvelles remarques.
Nous terminons par l'exposé d'un procédé nouveau de calcul graphique qui résulte de la considération des coordonnées parallèles et qui trouve son application dans la pratique de l'art de l'Ingénieur.
I. — Coordonnées de la droite
2. On donne deux points A et B, dits origines des coordonnées, et, par ces points, deux droites parallèles Au et Bt>, dites axes des coordonnées (fig. i ).
On porte sur les axes des segments AM = a et
Fig. i.
BN = y, comptés positivement dans le sens de A vers m, et de B vers y, et négativement dans l'autre sens. On détermine ainsi deux points M et N. Les longueurs u et t>, prises avec leurs signes, seront dites les coordonnées de la droite MN.
3. Angle d'une droite quelconque avec l'axe AB des origines. — Les constantes particulières à chaque système de coordonnées sont l'angle 8 que les axes de coordonnées font avec Taxe des origines, et la distance d de ces origines.
Voyons comment, en fonction de ces quantités et des coordonnées u et v d'une droite, s'exprime l'angle a que fait cette droite avec Taxe des origines.
Menant par le point M (Jig. 2) la parallèle MP à AB,
on a
sinNMP __ NP sina _ v — u
sinMNP ~ MP ° U sin(6^=~a~j ~~ d '
d'où Ton tire aisément
(v — u) sinô
(1) tanga
d-h (i> — #)cosÔ
4. Angle de deux droites. — a et a' étant les angles que ces droites font respectivement avec Taxe AB, on a
Appliquant alors la formule
= tang,'-tang»
tanga tanga
on trouve
(a) tangV - d% ^ ^ f __ u ,^ ç __ u ^ d[(s>' — u')-h (i> — u)\ cosO
(6) La condition de parallélisme de deux droites est doue
ce qui était évident a priori, et la condition de perpendicularité,
(4) «i*-t-(ç>'-- u')(v — u) + d[(v'— u') + (v — m)]cosÔ = o; si l'angle 8 est droit, cette dernière condition se réduit à
(4') rfï-4-((/-_ U ')(V- W) = 0.
5. Droite moyenne. — Etant données des droites (1*1, v K ), (u 2 i> 2 ) > • • • 9 (u m -i v m ) en nombre quelconque /», nous appellerons droite moyenne de ces m droites celle dont les coordonnées sont
et •
On voit que cette droite (D) est telle que, si une sécante parallèle aux axes la coupe au point D et coupe les droites données aux points D<, D 2 , . . . , D m , le point D est le centre des moyennes distances des points Dj , D 2 , . . . , D TO . Nous exprimerons ce fait en disant que la droite (D) est moyenne des droites données par rapport à la direction de cette sécante.
Transformation des coordonnées.
6. Changement de l'axe des origines. — On prend pour nouvel axe des origines une droite A t B< , déterminée par ses coordonnées AA< = a et BB< = b. Les formules de transformation sont, dans ce cas,
(5) u = iii~\- a,
U et v étant les coordonnées d'une droite rapportée aux
(7 ) origines A, B, et ii 4 et y « les coordonnées de la même droite rapportée aux origines A« et B 4 .
7. Changement des axes de coordonnées parallèlement à eux-mêmes, en conservant le même axe des origines. — Soient Au et Bp les auciens axes, A, u t et B 1 ^ 1 les nouveaux (fig. 3).
Appelons a la distance de Au et A<u,, comptée parallèlement à AB et (3 la distance de Bv et B< v K . La similitude des triangles MM, Q, NN« R et M, N, P< donne
Uj — U _ V t — V _ Vi — U\
~ ~~ ~~]T~ ~ rf-f-p — a' d'où Ton tire (6) u=( d+J)u t - aVt
et
8. Changement des axes de coordonnées dans une direction quelconque , en conservant les mêmes origines. — Soient Au et B pies anciens axes, etAu« etBt> 4 les nouveaux [ûg. 4)- On a, dans les triangles AMM 4
et BNN„
u _ v _ sin(8 1 — a) _ sin8! -cosôitanga Ui ~ v x ~~ sin(8 — a) ~~ sinô — cos6 tang a ' or
fon<tw (pi— Mi)sine!
tans a = -= ; ^- ;
° rf-+-(^t — u 1 )cosOi
on en déduit, après réduction,
uy v t rfsinÔ — (i>! — ai)sin(6 1 — 6) Gette substitution, faite dans une équation algébrique
Fig. 4.
F ( u, f ) = o, n'altère pas le degré de cette équation, non plus que les deux premières substitutions, ce qui devait avoir lieu.
9. Transformation générale. — Toute transformation peut se décomposer en plusieurs autres qui rentrent dans les cas précédents.
Soit, par exemple, à passer d'un système ( Au, B*>) à un autre ( A t u l9 B< v { ) qui lui est parallèle.
Appelons A 2 et B 2 les points où la droite & { B t coupe respectivement Au et Bf. Nous passerons du système (Au, B*>) au système (A 2 u, B 2 y) par la première transformation, puis du système (A 2 u, B 2 *>) au système (AiU 4 , BiV t ) par la deuxième.
Soit maintenant à passer du système (A a, Bç>) à un système ( A< M n b t v K ) quelconque.
Appelons A 2 le point de rencontre de Au et A< m,, B 2 le point de rencontre de B^ et B| f 4 . Nous passerons du système (Am, By) au système (A 2 m, B 2 *>) par la première transformation, puis du système (A 2 it, B 2 f) au système (A 2 zi,, B 2 ^ 1 ) par la troisième, et enfin du système (A-jii!, B 2 *><) au système (A t u^ B 4 ^) par la première.
II. - — Equation du poiwt
10. Si Ton considère un point fixe P et une droite variable MN passant par ce point, il existera entre les coordonnées de cette droite une relation qui sera l'équation du point P.
Cette relation est facile à établir. Tirons AP et BP {fis- 5)* et posons
Fig. 5.
Nous aurons, pour une position quelconque de la droite
MN
BN _ ^M Kl] MA' ~ NJÈf' / : ' ou
ou encore
telle sera l'équation du point P.
1 1 . Réciproquement, toute équation du premier degré représente un point. Soit, par exemple,
une relation à laquelle satisfont constamment les coordonnées de la droite MN. On voit facilement, et c'est d'ailleurs un résultat bien connu, que la droite ainsi définie passe constamment par le point P tel que, si Vp est parallèle aux axes de coordonnées, on a
(8) pB-~T
(9) i>P = Y = T rG
Pour que le point P soit sur Taxe des origines, il faut que y, et, par suite, C soit nul. L'équation d'un tel point est donc
Pour que le point P soit à l'infini, il faut que y soit infini, et, par suite, que A H- B = o.
Si le point P est sur Ah, son équation se réduit à
Au -+- G = o; sur Bi>,
Bi>h-C=o.
Coordonnées de la droite AP,
coordonnées de la droite BP,
Pour le point à l'infini dans la direction des axes, A = o, B = o $ l'équation de ce point sera donc C = o.
Si l'équation du point est mise sous la forme
u = mv -+- n,
on a
n = AA' et m
Remarquons enfin que, si A et B sont de même signe, le point P est entre les axes de coordonnées $ s'ils sont de signes contraires, le point P est en dehors de ces -axes.
13. Point de rencontre de deux droites. — Soient les droites définies par les coordonnées (m<, v h ) et (m 2 , ^2)- On a immédiatement, pour l'équation de leur point de rencontre,
(io) ou
Uz — U t V% — Vi
14. Condition pour que trois droites passent au même point. — Cette condition sera, d'après ce qui précède,
U\ Vi I
(il) Ui v 2 1 =0.
ti z i> 3 I
15. Équation générale des points situes sur une droite donnée. — Si u t et v K sont les coordonnées de la
( »a ) droite donnée, l'équation de tout point situé sur cette droite sera de la forme
^ '* * ' 1 PM k étant égal a -^ •
Distance de deux points. — Soient [fig> 6) deux
Fig. 6.
points P et P / ayant pour équations
Au + Bp + C = o et
A'w-+-BV-+-C' = o.
Menons par les points P et P' les parallèles P/> et Vp'
aux axes, et par le point P 7 la parallèle P'Q à AB; nous
aurons
PP'* = 82 = PQ2 -+- P'Q* -+- 2PQ. P'Q cos6 ;
or
et, en appelant d la distance AB,
Bd _ B'd A-*-B A' + B' ;
P'Q = Ap - A> =
donc
')(ÂTB-r|rB') rfco$e '
( >3) 17. Distance d'un point à une droite. — Soient le point P dont l'équation est
Am -4- Bi> -+- G = o,
et la droite MN dont les coordonnées sont u { et v t
ri o« 7*
C/*S' 7)' Abaissons du point P la perpendiculaire k PH sur MN, et menons parallèlement aux axes la droite Vp qui coupe MN au point P 7 . Nous avons
PH = PP'sinPP'H = (P/> — Vp) sin(6 — a),
a étant l'angle de la droite MN avec AB.
Or nous avons vu que
pour P*p, on a
d'où
enfin
d'où
on a
x jf
AB
sin(6 —
sina
\— Ui
n<rVft «r\
rfsinô
Vi — Ui-h rfcosO
el
d sin^
sini H — i) = ±z
D vient, par suite, pour l'expression de PH.
(14) PH = qp
(-^ "*" ^ ^d*-r- («*i II, >*-r-îï</l v Pi tt,)COs6
Si l'on veut, par exemple, la distance o de l'origine À
à la droite (if f , i>, ), on aura, en appliquant la formule
précédente,
u, </§inQ
|/rf*-t- (i?, — u\^-*- *d{v t — «i jcosft
18. Droites et points imaginaires. — Nous appellerons droites imaginaires les droites dont les coordonnées seront de la forme
u = a -+- bi t v = c -+- di.
Deux droites seront dites imaginaires conjuguées quand leurs coordonnées seront respectivement conjuguées. La première aura pour équation
u = a -h bi, v = c -+- di; la seconde
u = a — bi, v = c — di.
La droite médiane de deux droites imaginaires conjuguées est réelle; ses coordonnées sont en effet a et c.
Le point de rencontre de deux droites imaginaires conjuguées est réel ; son équation est, en effet,
v — c — di u — a — bi
i di i bi
OU
Un point est dit imaginaire lorsque les coefficients de
( i5 ) son équation sont imaginaires :
(A + Bï)b + (C + Di> + E + Fi = o.
Point imaginaire conjugué
(A-BO« + (C-Di> + E-Fi = o.
En ecriva.nl les équations
Aw + Cp + E+i(Ba-i-Dp + F)=:o et
Am+G^ + E-i(Bm + D^ + F) = o,
on voit que ces deux points se trouvent sur la droite qui joint les points réels dont les équations sont-
Att+Gv + E = o et Bk + Dp + F = o.
19. Théorème. — Toute équation homogène de degré m en u et v représente- un système de m points réels ou imaginaires situés sur l'axe des origines.
Nous exprimerons ce fait en disant qu'une telle équation représente une ponctuelle située sur Taxe des origines.
III. — Courbes en général
20. Nous ne ferons pas la théorie complète des courbes en u et v, qui est identiquement la même que celle des courbes en x et y lorsqu'on y permute les éléments point et droite.
Ainsi, le point de contact de la tangente (i^, y,) a pour équation
et la recherche des tangentes à une courbe, issues d'un point donné, sera la même que celle des points de rencontre d'une courbe et d'une droite en coordonnées or-
( -6) dinaires. >~ous n'avons pas à insister sur ces questions, qui rentrent dans le domaine des propriétés générales des systèmes de coordonnées tangentielles; mais nous devons faire ici quelques remarques spéciales au système qui nous occupe.
En premier lieu, remarquons que, les tangentes aux points de rencontre de la courbe F(i/, v) = o et de la droite (u f , p<) étant données par la résolution du système d'équations
f(m, *o = o, «iF;, — c,f;— f; = o,
où t est une variable, introduite pour l'homogénéité, et que Ton fait ensuite égale à i , on aura les u des points de rencontre de la courbe avec l'axe A u en résolvant le système d'équations
et les e des points de rencontre avec Be en résolvant le
système
21 . Remarquons maintenant que les tangentes parallèles à une direction donnée sont obtenues par la résolution du système d'équations
où k est une constante donnée.
Pour les tangentes parallèles à l'axe des origines, A = o.
Mais une droite parallèle aux axes de coordonnées ne saurait être définie par les coordonnées u et p. Toutes les droites parallèles aux axes, passant, en effet, par le point de rencontre de ces axes (situé à l'infini), ont même u et même e, tous deux infinis. Nous définirons de telles droites par leurs distances a l'un des axes,
( '7) comptées parallèlement à Taxe des origines, et que nous appellerons leurs abscisses, rapportées à l'axe considéré. Proposons-nous dès lors de déterminer les tangentes
à la courbe
(équation algébrique de degré m), parallèles aux axes.
Etablissons d'abord un lemine.
L'équation algébrique, de degré m, la plus générale en u et p, peut s'écrire
o = A f>" l -M>" | - , (Bif*-f- B )
-+- P m - 2 (CjMÎ+CtM + CoJ-H...
Divisons par v m ,
(P m M'»-hP /tt -,W'"-»H-...-hPo).
Si l'axe An est tangent à la courbe, ses coordonnées vérifieront cette équation ; or les coordonnées de cet axe se composent d'une valeur finie quelconque h pour u et d'une valeur infinie pour v. L'équation précédente devra donc être vérifiée par
ce qui exige que
et la réciproque est évidente.
Soit donc maintenant à trouver les tangentes parallèles aux axes, pour la courbe
Conservant le même axe B*>, transportons Taxe Au parallèlement à lui-même de la quantité a comptée le long de Taxe des origines, le point A restant sur cet axe.
Pour avoir la nouvelle équation de la courbe, appliquons les formules (6) et (&) du n° 7 en y faisant P = o, ce qui donne .
du\ — %V\
a— cl
L'équation demandée sera donc
o=A.c+»r'(B,i^Er' + B '
Déterminons a par la condition que le nouvel axe A m" soit tangent à la courbe; pour cela, d'après le lemme précédent, annulons le coefficient du terme en y™, ce qui donne
* Y p / a Nm
O = A -h Bi -+- C 2 ( -} ) -h ... -4- P m I — — > I >
équation du degré m en a dont les m racines a<, a 2 , ..., oi m déterminent autant de tangentes parallèles h Au.
Posant
d'où
dz
nous pourrons énoncer ce résultat de la manière suivante :
Appelant a M a 2 , . . . , a m /e5 abscisses, rapportées à
( >9 ) l'axe Au, des tangentes parallèles aux axes de coordonnées, pour la courbe de la classe m,
F(â, p) = o, ces abscisses seront déterminées par
(i prenant toutes les valeurs i, 2, ..., m), z K , z 2 , . .., z m étant les racines de l'équation que Von obtient en remplaçant, dans V ensemble homogène des termes de degré m de F (a, y), u par z et v par 1, et en égalant ce polynôme à zéro.
On déduit de là, comme corollaire, que la condition nécessaire et suffisante pour que deux courbes de la classe m aient les mêmes tangentes parallèles aux axes de coordonnées est que les équations de ces courbes contiennent la même partie homogène de termes de degré m. Nous utilisons plus loin cette remarque.
22. Dans le problème précédent, nous nous sommes seulement occupé de rechercher les droites, parallèles aux axes de coordonnées, qui sont tangentes à la courbe; mais on peut aussi se proposer de trouver les équations des points de contact de ces droites et de la courbe.
Il est aisé de déduire ce résultat de celui qui vient d'être obtenu, mais nous allons faire voir qu'on peut l'établir sans calcul, par une remarque bien simple.
Nous avons vu (n° 11) que le point à l'infini dans la direction des axes a pour équation C = o -, il est donc corrélatif de la droite de l'infini en coordonnées ordinaires : par conséquent, le problème qui consiste à trouver les points de contact des tangentes à une courbe, issues de ce point, est le même que celui qui consiste,
( «o ) en coordonnées ordinaires, à trouver les tangentes à une courbe, en ses points d'intersection avec la droite de l'infini, c'est-à-dire à trouver ses asymptotes. Par suite, on voit que :
L'équation de la courbe étant écrite, en groupant les ternies de même degré,
on aura les équations des points de contact de toutes les tangentes parallèles aux axes de coordonnées par la formule
(i prenant toutes les valeurs i , 2, . . . , m), où Z( est racine de V équation
C'est, en effet, ce que Ton obtient par une recherche directe.
23. asymptotes. — On voit immédiatement que les coordonnées des asymptotes, tangentes dont le point de contact est rejeté à l'infini, sont données par la résolution du système des deux équations
F^*, v) = o et
DU DEUXIEME DEGRÉ
24. Equation générale et équation réduite. — L'équation générale des courbes du deuxième degré, dans ce système de coordonnées, est
A u- -h 7. B uv -+- G v 2 -h 2 D u -+- 2 E ç -h F = o.
On peut mettre cette équation sous une forme simple par un choix convenable d'axes de coordonnées.
Conservant d'abord le même axe des origines, prenons pour nouveaux axes de coordonnées les tangentes à la courbe, parallèles aux axes primitifs.
A cet effet, appliquons les formules de transformation du n° 7 et annulons (n° 21) les coefficients des termes en u 2 et v 2 . Cela donne
A(rf-4- p)»+ 2Bp(c?-h P) -+- Cp* = o et
AaS-2Ba(û?-a) + G(rf-a)î = o,
l'abscisse (3 étant comptée à partir de B*', et a à partir de Au. Rapportons les deux abscisses à l'axe A u, en
posant
P' = rf+P;
nous avons ainsi, au lieu de la première équation,
A P'« — 2B £'(rf - p') + C(rf — p') 2 = o.
Donc les abscisses a et (3' des tangentes parallèles aux axes, rapportées à l'axe Au, sont les racines de l'équation
A** — iBz(d — z)-{-G(d — z)*=o ou
(A + aB+G)j«-arf(B + C),8 + G#=:o.
Discutons cette équation.
Si C = o, l'une des racines est nulle et l'axe Au est tangent à la courbe, ce que nous savions.
Si B 4- C = o, les deux racines sont égales et de signes contraires; par suite, le centre de la courbe est situé sur A m. On verrait de même que, si A H- B = o, le centre est sur Bç\
SiA-h2B-f-C = o, l'une des racines tend vers l'infini, c'est-à-dire qu'une des tangentes parallèles aux axes
est rejetée l'infini. La courbe est donc alors une parabole.
Si(B + C) 2 — (A-+-2B-f-C)C=B2 — AC = o, les deux racines sont égales; les tangentes parallèles aux axes se confondent; la courbe est alors une hyperbole; les tangentes confondues donnent une asymptote.
Supposons que les deux tangentes soient distinctes et à distance finie. En les prenant pour axes de coordonnées, nous mettrons l'équation de la courbe sous la
forme
MMe-h3VM-hP*>-t-Q = o.
Conservant maintenant les axes de coordonnées, changeons les origines en les transportant aux points de contact des nouveaux axes avec la courbe.
A cet effet, appliquons les formules de transformation du n° 6, et annulons les coefficients des termes en u et y; cela donne
et l'équation de la courbe devient, après réduction,
NP
ou
j\P— MQ
uv
Telle est donc l'équation réduite des coniques à centre, en coordonnées parallèles.
25. Nature de la courbe. — Laissons de côté, pour le moment, cette forme simplifiée de l'équation des coniques, et voyons à quel caractère on peut reconnaître la nature d'une courbe du deuxième degré donnée.
( * ) Reprenons l'équation générale
Cherchons les tangentes parallèles à une direction
donnée pour laquelle
les v de ces tangentes seront donnés par
\(s> — k)*-hiBv(v — k)
-f- Ce 2 -t- 2D(p — k) -+- aEi> -+- F = o, ou
-+-2[— (A-+-B)A-+-D-+- E]p + A^-2DA'+F = o.
Nous voyons d'abord que, si A H- 2B -h C = o, une des racines v, quel que soit #, est inGnie} Tune des deux tangentes parallèles à la direction donnée est rejetée à l'infini; la courbe est alors, comme d'ailleurs nous l'avons déjà vu, une pcu'abole.
Supposons maintenant A -h 2B -+- C différent de o ; la réalité des racines t> dépend du signe de
<p(rt) = [-(A+B)* + D + Ep
AE* - 2BDE + CD* -+- F(B* - AG) = A
discriminant de l'équation de la conique.
Posons
La valeur de [/. pourra alors s'écrire
{x = FA.
Supposons A différent de o, c'est-à-dire que Ja conique ne se réduise pas à un système de deux points.
Alors, si [x ^> o, le trinôme <p(A~) a ses racines réelles; par suite, quand on donne à k toutes les valeurs possibles, ce trinôme est tantôt positif, tantôt négatif; il en résulte que l'équation en v a, pour certaines valeurs de A, ses racines réelles, pour d'autres valeurs de A", ses racines imaginaires; la courbe est une hyperbole. Les racines de l'équation <p(A) = o donnent alors les directions asympto tiques.
En particulier, si B 2 — AC = o, la valeur de jx, prise sous sa première forme, se réduit à
(x = [(A + B)E-(B + G)Dp,
quantité essentiellement positive; on a, par suite, une hyperbole; d'ailleurs, dans l'équation
le coefficient du terme en k 2 s'annulant, une des racines devient inGnie, c'est-à-dire que la direction des axes de coordonnées est direction asymptotique. Nous avons déjà obtenu ce résultat au n° 24.
Considérons maintenant le cas où [x = o, ou , puisque A est supposé différent de o, le cas où r = o. L'équation
( *5 ) a, dans ce cas, ses racines égales; les deux directions
asymptotiques sont confondues; la courbe est une parabole.
Si [Ji <^ o, le trinôme cp (A") a ses racines imaginaires; il conserve donc, pour toute valeur de Zr, le signe de son premier terme; par suite, si B 2 — AC^>o, le trinôme est constamment positif, l'équation en v a toujours ses racines réelles ; on a une ellipse réelle; si B 2 — AC <^ o, le trinôme est constamment négatif, l'équation en v a toujours ses racines imaginaires ; on a une ellipse imaginaire.
Résumons cette discussion :
Les fonctions des coefficients de l'équation du second degré, caractéristiques de la nature de la conique représentée par cette équation, sont les suivantes :
AE* — aBDE -h CD* -+- F( B* — AG) = A,
B2_AG = û.
Si A = o, le premier membre de l'équation se décompose en un produit de facteurs linéaires : on a un système de points.
Si A est différent de o :
TA > o hyperbo!e r
T = o parabole,
8 > o réelle,
maginafrc.
TA < o ellipse \ «, ^ .
26. Centre. — Le v de la droite médiane des deux tangentes, parallèles à la direction Zr, est donné par la demi-somme des racines de l'équation en ç ,
quant à I'm, il résulte de la formule
L'élimination de k entre ces deux équations donne l'équation de la courbe enveloppée par cette droite médiane. On trouve
c'est l'équation d'un point. La droite médiane de deux tangentes parallèles est, en effet, un diamètre } l'équation que nous venons d'obtenir est celle du centre de la courbe.
Si (A-f-B) -h (B-j- C) = A-f- aB + C = o, ce point est à l'infini; nous retrouvons ainsi la condition déjà obtenue par d'autres considérations, pour que la courbe soit une parabole.
Si A-f-B = o, le centre se trouve sur l'axe Bp; si B -H C = o, il est sur l'axe Ku\ conditions déjà trouvées d'une autre manière au n° 24.
Si D + E = o, le centre est sur l'axe des origines.
Remarquons que, en écrivant l'équation de la courbe
F(a, «0 = o, l'équation du centre peut s'écrire
27. Directions conjuguées. — Cherchons maintenant la direction conjuguée d'une direction donnée, c'est-à-dire la direction de la droite qui joint les points de contact des deux tangentes parallèles à une direction donnée.
La direction d'une droite, ainsi que nous l'avons déjà vu, est caractérisée par la différence des coordonnées de cette droite.
Pour toute droite parallèle à la direction donnée, nous
avons
pour toute droite parallèle à la direction conjuguée,
Le problème revient à trouver la relation qui existe entre k et k t .
Menons par le centre de la conique donnée
F(a, p) = Am 2 +2Bw+Gp î +2Dm + 2Ep+F = o,
une droite dont les coordonnées sont u t et v { . On a
F Kl -4- F^ = o.
Cette droite coupe la conique en deux points où les tangentes sont parallèles. Ces tangentes passent par le point dont l'équation est
MF^-f- vF'^-h F' (l = o
ou, d'après l'égalité précédente,
(u — v)F' Hl +Ft t = o,
point qui est situé àl'inGni.
On a donc, en appelant k le coefficient qui détermine la direction de ces tangentes, %
F' tt Dih-+-Epi-+-F
F Ul Attt + B^ + D
Or M| et V\ sont liés par les relations
(A h- B)u t H- (B -+- G)Pi -h D -h E = o et
d'où l'on tire
A + BU,-(D + E
Port a ut ces valeurs de a, et v % dans l'expression de À, on a, après réduction,
( B* — AC jU-, - p A -B'E- < B — C)D]( k -h *i)
-^[(D-î-Ei*— F(A-r-aB + C)]=o.
Telle est la relation qui lie les constantes À et k t , définissant deux directions conjuguées dans la conique considérée.
28. Axes. — Pour déterminer les axes, on adjoindra à l'équation précédente la formule (4) du n° 4
d 1 -h kk x -f- d( k -+- k t ) cosô = o,
qui exprime la perpendicularité des directions définies par À et À~ f9 d étant la distance des origines et l'angle des axes de coordonnées avec l'axe des origines.
En éliminant À 1 entre ces deux équations, on a une équation du second degré en À, dont les racines donnent les valeurs de k etÀ M puisque les deux premières équations sont symétriques en À et k t .
29. Axe de la parabole. — Dans le cas de la parabole, Taxe se détermine très aisément. L'équation du centre, situé à l'infini, peut s'écrire, en tenant compte de la condition A-+-2B-f-C = o,
(A -f- B)(tt -p) + D + E = o;
d'où l'on lire
La direction de l'axe est ainsi déterminée.
Si D + E = o, l'axe est parallèle à l'axe des origines. Si A -h B = o, il est parallèle aux axes de coordonnées.
( *9) Si l'on a, à la fois, À -f- B = o et D-f-E = o, on voit, en tenant compte de la condition A -f- *iB -f- C = o, que l'équation prend la forme
A(w-p) î + , iD(a — p) h- F = o;
elle représente alors un système de deux points situés à l'infini.
30. Cercle. — Reprenons la relation qui lie les coefficients k et ki de deux directions conjuguées
(B* — AG)A:A: I + [(B-hC)D — (A -4- B)EJ(# -+- *,)
Si la conique est un cercle, la direction définie par k { est perpendiculaire à la direction définie par Zr, quel que soit A*. L'équation précédente doit donc être identique à la condition de perpendicularité
kk x -\-d(k'-+- £,)eosO -±- d* = o; par suite, ou doit avoir
V — AC
</cos6
Telles sont les conditions pour que Ton ait un cercle.
Si les axes de coordonnées sont perpendiculaires à
Taxe des origines, cosô = o, et ces conditions deviennent
(B*— AC)rf» = (D-*-E)« — F(A + aB + C).
31. Jiïquation réduite. — Prenons la forme réduite de l'équation des coniques
uv = K.
JNous avons vu qu'elle représente une conique touchant les axes de coordonnées aux origines.
Cherchons les tangentes parallèles à Taxe des origines, en faisant u = v\ cela donne
Si donc K ^> o, on a une ellipse.
Si K << o, une hyperbole.
En elle t, dans ce cas (n° 25),
TA- K TA
K est le carré du demi-diamètre b conjugué de Taxe des origines, ou, ce qui revient au même, du demi-diamètre parallèle aux axes de coordonnées.
L'équation réduite des coniques exprime, par suite, la propriété suivante :
Dans une conique, le produit des segments déterminés par une tangente quelconque sur deux tangentes parallèles entre elles (à partir de leurs points de contact) est constant et égal au carré du demi-diamètre parallèle à ces deux tangentes,
Le centre est déterminé (n° 26) par
milieu de la distance des origines, et les asymptotes par l'équation précédente jointe à celle de la courbe
uv = b*, d'où l'on tire, pour ces asymptotes,
u = bi, v = — bi
et
u — — bi\ v = bi.
33. La relation qui lie deux directions conjuguées (n° 27) est dans ce cas
kk x
-+- &2 — ou £/c, = — 4 6 2 .
Ce résultat peut s'interpréter géométriquement sans difficulté et conduit à un théorème connu.
Par le point dont l'équation est
u = mv H- /i,
menons les deux tangentes à la conique. Les v de ces tangentes seront donnés par l'équation
mv 2 -+- nv — b z — o.
Pour que ces tangentes soient confondues, il faut que
/i 2 -h 4 mb* = o.
Telle est donc la relation qui doit être remplie pour que le point soit sur la courbe. L'équation de tout point de la conique sera donc de la forme
u = mv ± ib\/ ' — m,
et l'on sait que m est le rapport des distances à A et à B du pied de la parallèle aux axes de coordonnées, menée par le point considéré.
L'équation en v écrite plus haut montre que, si m est constant et n variable, le produit des racines est constant; or, m étant constant, on voit que le point se meut sur une parallèle aux axes de coordonnées. De là ce théorème :
C étant une conique, D une droite quelconque, on mène à C une tangente A parallèle à D, et dont le point de contact est A. Les tangentes à C, issues d'un point quelconque de D, déterminent sur A, à partir de A, deux segments dont le produit est constant.
Détermination des foyers.
35. Nous avons vu (n° 3) que l'angle d'une droite avec Taxe des origines est donné par
(v — u) sin0
tanga =
d -h (v — u)cosb' il s'ensuit, en posant tanga = m,
. . md
sino — m cosQ Soient alors donnés un point
(b) u-hpv -f- q — o, et une conique
(c) AM ! + 2B^ + Cv 2 + 2Dtt + 2Ep + F = o.
On aura les m des tangentes menées de ce point à
cette conique, en éliminant u et v entre les équations
(a), (&), (c),ce qui n'offre pas de difficulté. On trouve
ainsi
P, Q, R étant des polynômes du second degré en p et q.
Si le point représenté par l'équation (&) est un foyer, les m des tangentes issues de ce point ont pour valeurs
\j — i et — \j — i; par suite, l'équation précédente doit
être identique à
m 2 +i = o, ce qui exige que
Q = o et P = R.
On a ainsi deux équations du second degré en p et q qui font connaître les valeurs de ces paramètres, relatives aux foyers de la conique.
(33) V. — Exemples d'application des coordonnées
36. Une conique variable est constamment tangente à deux droites parallèles fixes et touche une conique fixe toujours au même point, trouver le lieu du point de rencontre des tangentes communes à ces deux coniques.
Prenons pour origine A le point de contact fixe des deux coniques, et pour axe AB la tangente en ce point, pour axe Au la droite menée par ce point parallèlement aux droites fixes données, et pour axe Bi> une parallèle quelconque à cette droite.
Equation de la conique fixe
(a) A w 2 -4- aBap-t- Cv 2 -\- 2D11 = o;
équation de la conique variable
où A', B', G sont constants, d'après le corollaire qui termine le n° 21, puisque la conique variable a toujours les mêmes tangentes parallèles aux axes.
Multiplions (a) par C, ((3) par C et retranchons } il vient
M [(AC — A'C)a-h»(BC'— B'G)p + 2(DC- D'C)] = o,
équation qui donne les pôles communs aux deux coniques.
u = o est leur point de contact fixe.
(ÀC— A'C)u -4- 2(BC- B'C)p -h a(DC— D'C) = o
est le point dont on cherche le lieu 5 or le rapport des
( ! ) Voir la Note I à la fin du Volume.
distances de ce point aux axes de coordonnées, égal à AC — AT ® tant indépendant du paramètre variable qui est D', ce point reste sur une droite parallèle aux axes de coordonnées : tel est donc le lieu cherché.
37. Nous allons montrer maintenant comment les coordonnées parallèles permettent de déduire corrélativement des théorèmes nouveaux de ceux qui sont établis au moyen des coordonnées cartésiennes ( * ); deux questions seront corrélatives lorsqu'elles reposeront sur les mêmes équations en x et y d'une part, en u et v de l'autre, et que ces équations seront soumises aux mêmes opérations; seules les interprétations géométriques différeront. En voici des exemples :
En coordonnées cartésiennes, on a :
Si une droite se déplace en restant parallèle à ellemême, elle coupe constamment une courbe fixe du m ième or dre en m points dont le centre des moyennes distances décrit une droite.
Or, à des droites parallèles, en coordonnées cartésiennes, correspondent, en coordonnées parallèles, des points situés sur une parallèle aux axes de coordonnées; au centre des moyennes distances, correspond la droite moyenne relative à la direction des axes de coordonnées; comme ces axes sont d'ailleurs quelconques, nous aurons, en coordonnées parallèles, le théorème suivant :
Si un point décrit une droite D, la droite moyenne, relative à la direction de D, des m tangentes que Von peut mener de ce point à une courbe fixe de la m ième classe, passe par un point fixe.
(') Nous reviendrons avec détail sur ce sujet dans les chapitres IX et X.
En coordonnées cartésiennes, on a encore ce théorème :
Le centre des moyennes distances des to(77ï — i) points de contact des tangentes à une courbe fixe d'ordre m, parallèles à une direction donnée^ est fixe lorsqu'on fiait varier la direction des tangentes.
Par transformation corrélative nous aurons, en coordonnées parallèles, le théorème suivant :
Une droite D se déplaçant parallèlement à ellemême coupe constamment une courbe fixe de la classe m en m[m — i) points; la droite moyenne, relative à la direction de D, des tangentes en tous ces points, est fixe.
COORDONNÉES AXIALES.
VI. — Formules fondamentales
38- Définition. — Oii se donne une droite Ox, axe du système, et sur cette droite, un point O, pôle du système. Une droite est déterminée par l'angle Q qu'elle fait avec Gx et la distance \ de son point d'intersection avec Ox au point O. Les coordonnées \ et 8 portent, bien entendu, leur signe.
Toute relation entre \ et H définit alors une courbe par ses tangentes ; elle est l'équation de cette courbe.
Transformation des coordonnées
i° On change de pôle, en conservant le même axe. Dans ces conditions, 6 reste le même ; si X ( est la nouvelle valeur de la coordonnée linéaire et si a est la distance, prise avec son signe, du nouveau pôle à l'ancien, on a
2° On change d'axe, en conservant le même pôle. Si (o est l'angle du nouvel axe avec l'ancien, on a
(a) 0=Q,-i-ci>
et
X sinô = Xj sinQi; d'où
X t sinOj
sin(6! -h o>)
3° On transporte l'axe parallèlement à lui-même, le pôle restant sur une perpendiculaire à la direction de cet axe. Alors, 9 reste le même, et Ton a
(3) X = X t — Acotô,
h étant la distance du nouvel axe à l'ancien.
Toute transformation peut, par décomposition, se ramener aux trois précédentes.
4-0. Passage aux coordonnées parallèles. — Prenons pour origines des coordonnées parallèles deux points de l'axe Ox équidistants du pôle O et pour axes des u et des v les perpendiculaires élevées par ces points à la droite Ox. Nous aurons, en appelant 8 la distance commune des nouvelles origines au point O,
tansrO =
28 il
Pour passer des coordonnées axiales aux coordonnées parallèles, les formules seront donc
tangO
au
Pour le passage inverse,
( w = (3 — X)tang6, j ç = — (S-t-X)tangO.
41. Relation avec les coordonnées ordinaires. — Etant donnée l'équation en x et y d'une courbe, on formera très simplement l'équation en \ et 6 de cette courbe rapportée à l'ancien axe des x pris pour axe des \ et à l'ancienne origine prise pour pôle, en prenant l'équation de la tangente à la courbe en fonction de son coefficient angulaire m 9 et remplaçant dans cette équation y par zéro, x par \ et m par tangO.
42. Equations de courbes usuelles. — Ces équations se déduisent des équations correspondantes en x et y parle procédé qui vient d'être indiqué; les deux premières sont très aisées à obtenir directement.
Point,
X = a— b cotO,
a et b étant les coordonnées rectangulaires de ce point. Cercle,
(X — a) sinô -+- b cosô — R = o,
a et b étant les coordonnées rectangulaires du centre et R le rayon. Si le cercle est tangent à Ox 9 c'est-à-dire si b = R, l'équation peut s'écrire
À = a -+- R taog - •
Ellipse rapportée à son axe focal et à son centre,
X» = a*-h6»cot*8,
a et b étant les demi-axes de la courbe.
Hyperbole,
X» = a« — ô*cot*6.
Parabole rapportée à son axe et à son sommet,
X -f-£cot*ô = o
/> étant le paramètre de la courbe.
43. Equation générale des coniques. — Prenons l'équation générale des coniques en coordonnées parallèles
et opérons la transformation indiquée au n° 40; il vient pour l'équation en X et 6 correspondante
[(A-4-aB-4-C)X*
a(G — A)8X -h ( A — aB -4- C)8*] tang*0
— a[(D ■+■ E)X — (D - E)8] tangB -+- F = o.
Posons
c = (A — 2B-hC)o«, /=F.
L'équation devient
(<zX*H- 26X -+■ c) tang 2 8 -+- (2</X -h ie) tangÔ -+-/ = o.
Ainsi donc, étant donnée une conique, on obtient, pour son équation en \ et 8, une expression, égalée à o, qui contient un terme en tang 2 9 dont le coefficient est un trinôme du deuxième degré en \ un terme en tangQ dont le coefficient est un binôme du premier degré en \ et un terme constant.
Réciproquement, toute équation de cette forme représente une conique, car les six équations précédentes permettent, lorsqu'on se donne arbitrairement 8, de déterminer A, B, C, D, E, F, en fonction de a, b , c, d, e,/*. On trouve
Remarquons que, sia = A-+-2B-+-C = o, la courbe est une parabole.
Pour reconnaître la nature de la courbe, formons (n° 25) la quantité
jjl = ( A -+- aB h- C)[AE* — 2BDE -t- CD* ■+■ F(B* — AC)] ;
on trouve
H = — gj [ae 2 — 2bde -h cd* +j (6 2 — ac)].
On peut toujours faire en sorte que a soit ]>o; il suffit donc de considérer le signe de
A = ae 2 — ibde -4- cd*-\-f( b* — ac ) ;
c'est le discriminant de la forme obtenue en remplaçant, dans l'équation axiale de la conique, XtangO para: et tangÔ par j', et Ton a
A > o hyperbole, A < o ellipse.
Si A = o, on a un système de deux points.
Pour déterminer le centre, les axes, etc., il suffit de prendre les équations trouvées en coordonnées parallèles, et d'y remplacer u et v par leurs valeurs en fonction de X et 6, et les coefficients A, B, par leurs valeurs en fonction de a, &, ....
VII. — Etude générale des courbes
44. Détermination des points d'une courbe, répondant aux diverses tangentes. — Si M est le point de contact d'une tangente MT (fig- 8) qui coupe Ox au
Fig. 8.
point T, et si MT' est la tangente infiniment voisine,
on a, dans le triangle infinitésimal MTT',
MT _ sinMT'37 TT 7 "" sinTiMT''
ou, en désignant par t la longueur, prise avec son signe, de la tangente MT, et négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur,
(5) <=rfô sin8 -
On déduit de là que si la perpendiculaire élevée à Ox par le point T coupe au point I la normale correspondante, on a
TI= 5T
Les coordonnées du point M rapporté à Taxe Ox et à la perpendiculaire Oj à cet axe sont immédiatement données par les formules
x = X H — js- sinô cosô.
au
Remarque. — Les valeurs de pour lesquelles
-^•sinô devient infini font connaître les asymptotes,
45. Les coordonnées \ et 8 ne permettent pas de définir les droites parallèles à Ox\ mais on peut déterminer les tangentes à une courbe donnée, parallèles à Oa:, par leurs distances à cet axe, en cherchant la limite
de y = --r sin 2 pour 9 = Ru, et Ton a ensuite les points
de contact de ces tangentes en cherchant la limite de
x = X -+• -y E sin 6 cos6 ou
pour la même valeur de 0.
(4» ) 46. Rayon de courbure, — Nous avons appelé I Je point où la perpendiculaire hOx, élevée par le point T, coupe la normale à la courbe au point M; soit C le centre de courbure répondant à ce point M; nous avons, d'après une formule bien connue,
par suite,
rf(MT)
MC = MI
ou, en appelant r le rayon de courbure,
û dt
c'est-à-dire, d'après la formule (5),
(6) r=a a jcos6+ 3sr 8in«.
On a ensuite la longueur d'un arc de la courbe par la formule
(7) s= I rd%.
47. Evaluation des aires. — On a très simplement l'aire comprise entre la courbe, l'axe Ox, et deux tangentes quelconques (X , 60) et (X, 8) en divisant cette aire en triangles infinitésimaux par les tangentes menées aux points intermédiaires entre M et M\ la surface de chacun de ces petits triangles est égale à
ou, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur, à
**rf6 1 fcCk .
ou K5ê sine )^ e;
( 43 ) il viendra, par suite, pour l'expression de Faire cherchée
(8) ' = -U(5ê sine )^
Si Ton veut l'aire S comprise entre la courbe, Taxe Ox et les ordonnées M Po et MP, on a
2 = <j -+- tr. MTP — tr.M T P
<•> > -J[jC(S-)'-
-Hf-irsinô) sinôcosô — ( -^ sin6 J sinÔ cos8
VIII. — Applications
48» Trouver une courbe pour laquelle le segment de la tangente compris entre le point de contact et l'axe Ox ait une longueur constante /. — Cette courbe est celle que décrit un point lié par un fil inextensible à un point qui se meut sur une droite indéfinie; de là le nom de tractrice.
La formule (5) (n° 44) donne immédiatement pour l'équation différentielle de la courbe
, cfk . A _,. / c?8
t=~iû sin " ou rf À = -7— r-
aQ sin
Intégrons, en faisant en sorte que \ = o pour 6 = ? -
A = J.Ltang- ou e' = tang-«
Telle est l'équation de la tractrice.
Cette courbe (fig- 9) présente un point de rehaussement A sur la perpendiculaire OY à OX et s'étend symétriquement de part et d'autre de cet axe en tendant
(') Voir la Note III.
asymptotiquemcut vers l'axe OX. On a
dX dû
sinô
d*\ _ — / cos6 d¥ = sm 2 e '
par suite, la formule (6) donne pour le rayon, de courbure
r = JcotÔ,
ce qui moutre que le centre de courbure est au point de rencontre I de la normale à la courbe et de la per-
pendiculaire TI à Ox, résultat qu'il était bien aisé de prévoir.
Cherchons la longueur de Tare, comptée à partir du point de rebroussement A. La formule (7) donne
s= 1 /cot6 db = Z.L sin6.
Évaluons maintenant Taire OAMT ; nous avons, d'après la formule (8),
/*de =
Or traçons du point O comme centre un cercle de rayon égal à /, c'est-à-dire passant par le point A, et
tirons la droite OB parallèle à MT; nous avons
AOB = 6 — -
donc
aire secteur AOB
par suite,
aire OAMT = aire OAB.
Si nous voulons avoir Taire OAMP, il suffit de retrancher de Taire précédente celle du triangle MTP; et comme ce triangle est égal à OBR, on voit que
aire OAMP = aire ABK.
11 résulte de Tune ou Tautre de ces expressions que Taire totale comprise entre la tractrice et Taxe Ox est égale à Taire du demi-cercle OA A Ai .
49. Trouver une courbe telle que la portion TI ( fi g* io) de la perpendiculaire àOx menée par le pied. T de la tangente, et limitée, d'une part à Ox, de l'autre à la normale correspondante, ait une longueur constante L — Nous avons vu (n° 44) que
par suite,
et
TI
cCk
'' db ;
db
en prenant \ = o pour 9 = o.
C'est une cycloïde (Jig. i o) dont les points de rehaussement R, R', . . . sont sur la parallèle à OX menée par le point A tel que OA = /.
(46) L'équation de la courbe montre que, si Ton trace le
demi-cercle A A A, de centre O et de rayon égal à /,
on a
OT = arcA B.
De plus, d'après la formule (5), on a
MT = /sin6 = BK,
BK étant la perpendiculaire abaissée de B sur Ox. La formule (6) donne, pour le rayon de courbure,
ou, puisque TI = /,
r = 2/cos8,
MC = *MI
on reconnaît bien là une des propriétés caractéristiques de la cycloïde.
La formule (y) donne, pour Tare compté à partir du point O,
s = %l I cosB^e = '2/jinô = 2MT = aBK.
L'arc OR a donc pour longueur i L
Quant à Taire OMT, elle est donnée, d'après la for-
mule (8), par
ij 2 \ 2 4 /
Mais nous avons
/* 6 aire secteur OA B = — ,
aire triangle OBK = - / cos 6 . / sin = — ;
par suite,
• ^m/rrr aireA BK aire OMT = - •
On peut aussi prendre le demi-cercle A^A'A', de ravon égal à — > et qui est coupé par OB au point B';
on a
aire OMT = aire A' B'K'.
Il résulte de là que
aire ORR, = ™^<>BAO = aire a , qWA ,
50. Trouver une courbe telle que la distance OD de chacune de ses tangentes au point O soit égale à la longueur MJN de la normale correspondante comprise entre la courbe et Vaxe Ox (Jîg> 1 1 ). — La distance OD du point O à la tangente Çk, 0) est égale à *k sin 9.
Quant à la normale, elle est donnée par
«6 cos 6 On doit donc avoir ( * )
. . A dk sin*ô do cosQ
(')' Il est important dç remarquer que nous supposons ici les segments OD et MN de part et d'autre de la tangente; dans le cas contraire, il faudrait changer le signe du second membre, et l'on trouverait pour solutions une parallèle à Ox et un cercle de centre O.
OU
/ tans 1 !
Intégrons, il \icnl
ou
LÀ = LsioG — C
à = asinQ.
Telle est l'équation de la courbe cherchée; étudions eu
Fig. ii.
détail ses propriétés géométriques qui, on Ta le voir, sont assez curieuses.
D'abord la longueur de la tangente est donnée, d'après la formule ( 5 ), par
t = acosO sinG.
Cette équation, jointe à la précédente, montre que la courbe peut se construire point par point de la manière suivante : portons sur Taxe Ox la longueur OA = a, et traçons le cercle, de centre C, qui a OA pour diamètre ; tirons la droite OK faisant avec Ox l'angle 8 et joignons le point A au point K; nous avons
AK = OAsin6 = asin6 = X;
abaissons maintenant sur Ox la perpendiculaire KH ;
nous avons
KH = AKcosô = asinô cosô = t;
de là, la construction suivante : porter sur Ox la longueur OT = AK, puis sur la parallèle à OK, menée par le point T, la longueur TM = HK\ on a ainsi la tangente MT et son point de contact M.
MN étant la normale, remarquons que
TM TN= -\ = asinô = OT,
COS
propriété que nous pouvons énoncer ainsi : le segment
de l'axe Ox compris entre la tangente et la normale
est égal au \ de la tangente.
De ce que AK = OT = TN, résulte l'égalité des
triangles OAK et IJNT, IT étant perpendiculaire à Ox;
par suite,
IN == OA = a,
c'est-à-dire que la portion delà normale comprise entre V axe Ox et la perpendiculaire à cet axe menée par le point T est constante et égale à a.
Remarquons aussi que IT = OK.
Par le point T, élevons à MT une perpendiculaire qui coupe Taxe Oj au point U; puisque OT = TN, les triangles OTU et TJNI sont égaux, et par suite
TU = NI = a;
le segment TU est de longueur constante; de là ce théorème :
Si l'un des côtés d'un angle droit est de longueur constante et glisse entre deux axes rectangulaires, l'autre côté enveloppe la courbe qui nous occupe. Cela fournit un mode de génération mécanique de cette courbe, par ses tangentes.
( 5o ) Le rayon de courbure, d'après la formule (6), est donné par
r = ia cos*6 — a sin 2 6 = — i cosaO,
expression qui se construit géométriquement de la manière suivante : prendre sur Ox le segment Cy = 3 CH ; le rayon de courbure au point M est égal à Oy, car
KCA = 2KOA = 26.
Valeurs remarquables du rayon de courbure :
Au point O, /* = ia.
Aux points pour lesquels cosaQ = £ et qui s'obtiennent en prenant pour la longueur CH le \ de CA, r = a.
Aux points pour lesquels 8 = - H- K - > /•==-•
Aux points A et A', /• = — a.
Il y a quatre points de rebroussement R, R', R' 7 , R" 7 correspondants aux valeurs de 8 pour lesquelles /• s'annule, c'est-à-dire pour lesquelles cosaÔ= — ^. Pour
obtenir ces points, prenons le segment CF égal à -5- et
compté négativement à partir du point C, puis élevons par le point F la perpendiculaire EE' à Ox-, prenant OS = AE, menant par le point S des parallèles à OE et OE', et portant sur ces droites les segments SR et SR ; égaux à EF, nous avons les points de rebroussement R et R'. Les autres sont les symétriques de ceux-ci par rapport à Oj", car la portion de la courbe, à gauche de Oy, répondant aux valeurs de comprises entre tz et ait, est symétrique de la portion à droite qui correspond aux valeurs comprises entre O et 7t. D'ailleurs, chacune de ces branches se compose elle-même de deux parties symétriques par rapport à Ox.
La courbe est ainsi parfaitement connue de forme } il reste à en trouver la rectification et la quadrature.
La longueur de Tare, comptée à partir du point O, est donnée par
J/* /" / n "\ rt \ /rft *K ri
\ rd§= j ( — l cos2Ô)dô= i — -sinaO.
o Jo \ a • * / » 4
Traçons le cercle de centre C, dont le rayon CA 4 est
moitié de CA, c'est-à-dire égal à -; ce cercle est coupé
par CK au point K| ; abaissons sur O x la perpendiculaire
K| H 4 ; nous avons
. a tt «6
arc A 1 K 1 = T 26 = — > 4 ^
KjH! = - sin2Ô;
donc
arc OM = arc AjKj H- 3K t Hi.
Pour l'aire comprise entre la courbe, Taxe 0,r, et la tangente MT, elle est donnée, d'après la formule (8),
paF fi
d = - I (acosô sinô)* dti
fi
sin
Or,
= fjf .™..e*=î;( e "
~ 4 _. i a* ft a 2 8
aire secteur CAi K! = «20 = — — >
2 iG 16
n v u * a a a • û a* sin 4 8
aire CKiti! = - - cos20 -S11128 = — Vi
par suite,
aire OMT = aire GA,K, — GKjHj = aire AtKjH,.
De là résulte que
aire ORA = aire AjK^ et
aire ORR' = aire cercle A^.
MÉTHODE DE TRANSFORMATION GÉOMÉTRIQUE FONDÉE SUR LA SIMPLE COMPARAISON DES COORDONNÉES PARALLÈLES AVEC LES COORDONNÉES RECTANGU- LAIRES (»).
IX. — Exposé de la méthode
51 . Si dans les équations d'un problème traité en coordonnées rectangulaires, on remplace x et y par u et ^, on tombera sur une proposition corrélative, en coordonnées parallèles.
Pour les propriétés descriptives, on retrouve les théorèmes que donne la méthode des polaires réciproques } nous ne nous y arrêterons pas. Mais la transformation des propriétés segmentaires, angulaires et barycentriques conduit à des particularités assez intéressantes que nous allons signaler.
Définitions et Principes.
Nous représenterons les points par des lettres
majuscules, les droites par des minuscules. On point
sera parfois désigné par les noms de deux droites s'y
coupant, et une droite par les noms de deux de ses points.
, , ( d'un point )
La lettre représentative { ,, , . >, mise entre
1 ( d une droite )
, , . , . , , ( engendrée )
parenthèses, désignera la courbe l , , } par
A ° | enveloppée ) L
ce point cette droite
(') Cette méthode appartient à la famille des transformations gauches réciproques du i er degré.
( 53 ) Une courbe pourra être aussi considérée îndépendam-
( du point ) . ( l'engendre ) „ ,
ment l , , r , . f qui J ., ° , >; elle sera alors
( de la droite ) x (1 enveloppe )
représentée par une lettre spéciale.
Les deux systèmes que nous allons comparer sont ainsi constitués :
Le système de coordonnées rectangulaires comprend un point origine O par où passent deux axes coordonnés rectangulaires x et y. Les x se comptent sur l'axe .r, à partir de point O, les y sur Taxej^, à partir du point O.
Le système de coordonnées parallèles comprend un axe origine o sur lequel sont les points coordonnés X et Y.
Les u se comptent sur la perpendiculaire à l'axe o menée par le point Y, et à partir de ce point, les v sur la perpendiculaire à l'axe o menée par le point X, et à partir de ce point ( i ).
On a ainsi :
Coordonnées du point O
Equation de Taxe x
Equation de l'axe y
Coordonnées de Taxe o
Équation du point X
Equation du point Y
au point A défini par-r/et^ correspondra la droite a pour laquelle u { = x t et v K = J\ .
( * ) II semble naturel, au premier abord, d'accoupler, d'après l'ordre alphabétique, la lettre u avec la lettre X et la lettre v avec la lettre Y; mais, pour que le point coordonné X soit corrélatif de l'axe coordonné x, il faut que son équation soit corrélative de celle de cet axe, qui est y = o; l'équation du point X doit donc être t> = o, c'est-àdire que les t> doivent se compter à partir de X, et, par suite, les u à partir de Y.
Droite divisant le système de deux autres dans un rapport donné.
53. Si, sur la droite qui joint deux points donnés A et B, nous prenons un point P, tel que j^ = A: (le paramètre k portant son signe), nous disons que le point P divise le segment AB dans le rapport À, et si (j?<>J'i) (x 2 ,jk 2 ) sont les coordonnées rectangulaires des points A et B, les coordonnées rectangulaires du point P seront
Prenons maintenant deux droites a(i*i,Pi) et b(u 2 , p 2 ), rapportées à notre système de coordonnées parallèles, et coupons-les par une parallèle aux droites Yk et X^; soient A le point où cette droite coupe a, B le point où elle coupe b ; prenons le point P qui divise le segment AB dans le rapport À~; lorsque l'on fera varier la droite AB, en la laissant parallèle à Y«, le point P engendrera une droite p qui passera par le point de concours des droites a et b et dont les coordonnées seront
précisément
m, — kut ç t — kv*
Aussi, par analogie avec ce qui précède, dirons -nous que la droite p divise le système (ab) dans le rapport
A: et exprimerons-nous ce fait par l'égalité U-r ) = À~.
Dès lors, nous voyons que si le point P divise le segment AB dans le rapport /t, la droite p corrélative de P divise le système (ab) corrélatif de AB dans le même rapport.
Ce principe renferme toute la transformation des propriétés segmentaires.
En particulier si k = — i, le point P est le milieu du segment AB ou le point moyen des points A et B, et de même, la droite p sera dite médiane du système (ab) ou droite moyenne des droites a et b.
Points parallèles.
54. Prenons maintenant, en coordonnées rectangulaires, la droite a dont l'équation est
y = mx -\- n.
Le coefficient m, égal à la tangente de l'angle que fait la droite a avec l'axe .r, définit la direction de cette droite, c'est-à-dire que toutes les droites qui correspondent à une même valeur de M concourent en un même point de la droite à l'infini du plan} ces droites sont dites parallèles.
Soit alors A le point corrélatif, dont l'équation en coordonnées parallèles est
v = mu-\- n.
D'après ce que nous avons vu en traitant de l'équation du point (n° 11), si nous menons par le point A une parallèle à Xt>, qui coupe l'axe o au point A', nous
avons
par suite, tous les points qui correspondent à une même valeur de m sont distribués sur une même parallèle aux droites Yu et Xt> ; nous dirons par analogie que ces points sont en relation de parallélisme ou plus simplement parallèles ( * ).
( ! ) Cette définition et celles qui suivent n'ont d'autre objet que d'abréger le langage dans le cours du présent travail.
( 56) Si donc on veut déterminer sur une droite donnée le point parallèle d'un point donné, on prendra l'intersection delà droite et de la parallèle à Xc menée par le point.
Module angulaire d 'un point.
55. 11 ne suffisait pas, pour pouvoir transformer les propriétés angulaires des systèmes de droites, de voir (ce qui d'aillleurs ne présentait pas la moindre difficulté) quelle était, en coordonnées parallèles, la relation entre les points équivalente au parallélisme entre les droites; il fallait encore reconnaître quel élément commun à deux points répondait à l'angle de deux droites, afin de pouvoir étendre aux systèmes de points les relations d'angles établies pour les systèmes de droites ; cette dernière recherche présente au premier abord quelque difficulté; mais nous croyons qu'elle devient des plus aisées par l'introduction de l'élément que nous appelons le module angulaire d'un point.
Voici comment nous définissons cet élément (fig- ia
Viç. 12.
Étant donné le point A dont l'équation est
s? = mu -+- n ,
( 5 7 ) prenons le point parallèle A' situé sur l'axe o ; nous avons
Par le milieu Z de XY menons une parallèle à Y u et X*> et prenons sur cette droite la longueur
XY Zi_ = ZX=— :
l'égalité précédente peut s'écrire
A'Z- XZ A'Z — Zû Z12 l tangA'QZ — i
rn — - — — _______ — ~ » •
A'Z + ZY "" A'Z-hZU ~~ A'Z ~ tangA'liZ + i'
"Zû + I
mais, tang-- étant égal «V i, on peut aussi bien écrire
tangA'QZ — lang-
ui =
l = tan g (A'QZ-!);
i -H tang A' _JZ tang-
or, Zû étant égala ZX, l'angle XûZ est égal à -; par
suite
m = tangA'QX.
Cet angle A'QX, qui est le même pour tous les points de la droite A A', c'est-à-dire pour tous les points parallèles à A, sera dit module angulaire de ces points.
Le point Q, qui est invariable, recevra le nom du pôle du système de coordonnées parallèles considéré, et la droite ÛX, également fixe, celui à! axe polaire de ce système.
De ces définitions résulte la règle suivante : pour avoir le module angulaire d'un point donné A, il faut prendre, sur l'axe o, le point parallèle A', et le joindre au pôle Ù } l'angle que la droite QA' fait avec Vaxe polaire QX est précisément le module angulaire cherché.
On voit, en outre, que le module angulaire d'un point est égal à l'angle que fait avec Taxe x la droite corrélative, en coordonnées rectangulaires.
Angle de deux points.
57. Soient A et A t (Jig. 12) deux points dont les équations respectives sont
v = mu -+- n
et
ç = m i u->r ri\.
Prenons sur Taxe o les points A' et A' t , parallèles aux deux premiers. L'angle A f QA\ est égal à la différence des modules angulaires des deux points, et nous
avons
tangA'QA'^
1 •+- rhnti
Nous appellerons cet angle A'Q A', angle des points A et A t .
Pour tous les points situés sur une même parallèle aux axes Xc et Ym, cet angle est nul. Il est le même pour deux points quelconques pris respectivement sur deux parallèles fixes aux axes Xt> et Y u.
Si nous prenons maintenant en coordonnées rectangulaires, les droites dont les équations sont
y = mx -+- n, y = m x x ->r ni,
l'angle de ces deux droites nous est donné par
Tït\ — m
tangV =
mmi
Nous voyons donc que l'angle de deux points, en coordonnées parallèles, est égal à l'angle des deux droites corrélatives en coordonnées rectangulaires.
58. Ce théorème nous permettra de transformer les théorèmes, établis en coordonnées rectangulaires, où entrent des relations d'angles. Nous le compléterons par la remarque suivante :
Si les points A et A { , se déplacent d'une manière quelconque dans le plan, mais en conservant un angle constant, les points A r et A\ marquent sur l'axe o des divisions h omographiq u es .
En effet, étant l'angle constant des points A et A,, on a
za; za'
L>Z liZ
tang0= — ZÏ^TZA"
I+ Lz»
ou, en représentant le segment de longueur constante QZ par 8, *
za' x za; 2-x a' a; + ^ = 0,
1 tangB 1
ce qui démontre le théorème. De plus, le terme constant 8 2 étant indépendant de l'angle 9, on voit que les points doubles des divisions homographiques, correspondant aux diverses valeurs de 8, sont fixes; ces points sont d'ailleurs imaginaires.
59. Supposons que les points A et A< se déplacent r sur une droite, la propriété homograpliique étant pro-
jective, ces points détermineront également sur cette droite deux divisions homographiques. D'ailleurs les droites corrélatives de ces points passeront par un point fixe; on peut donc énoncer le théorème suivant :
Si, en coordonnées rectangulaires, on a deux systèmes de droites a, b, c, . . . , a^ ij, Cj, . . . , issues d'un même point P, et telles que les droites correspon-
dantes a et a x , b et b u cet c t , . . . , fassent un angle constant, on aura corrélativement, en coordonnées parallèles, deux divisions A, B, C, . . . , A i9 B t , Ci, • • . , situées sur une même droite p et qui seront en homographie.
On peut encore dire :
Si un angle constant de côtés a et b tourne autour de son sommet P, les points corrélatifs A et B des droites a et b marquent sur la droite p corrélative du point P deux divisions homo graphiques.
De tout ce qui précède résulte un moyen de transformer les propriétés angulaires relatives à un système de droites quelconques situées dans un plan, et d'en déduire des propriétés homographiques lorsque ces droites passent par un même point.
Poin ts perpendiculaires . ■
60. Si nous supposons que l'angle de deux points, défini comme il vient d'être fait, soit droit, nous dirons que ces points sont en relation de perpendiculari té ou plus simplement perpendiculaires.
Remarquons que ce genre de relation entre deux points dépend essentiellement du choix des axes de coordonnées. »
Soient A et A< deux points perpendiculaires quelconques, A' et A\ les points parallèles aux premiers, qui sont situés sur Taxe o; la relation homographique, établie plus haut, qui lie les points A' et A' n devient
dans ce cas
za' x za; h- o* = o,
c'est-à-dire que ces points sont en involution.
Le point Z est le point central de cette involution.
61. Pour trouver sur une droite d le point perpendiculaire à un point donné A, voici comment on procédera : prendre sur Taxe o le point A' parallèle à A, et, dans l'involution qui vient d'être définie, le conjugué B' de A', prendre enfin sur la droite d le point B parallèle à B', en tirant BB' parallèlemen t à Xt> et Yu\ le point B sera le point cherché.
Pour déduire, dans cette construction, le point B' du point A', il suffit de joindre le point A' au pôle Û du système, et de mener par le point Q une perpendiculaire OB' àû A' jusqu'à sa rencontre B 7 avec l'axe o.
62. Comme précédemment, on voit que si un angle droit de côtés a et h tourne autour de son sommet P, les points A et B, corrélatifs des droites a et b } marquent sur la droite p, corrélative du point P, deux divisions en involution.
Remarques sur la transformation des coniques.
63. Si, dans l'équation en coordonnées rectangulaires d'une conique T, on remplace x et y par u et t>, on obtient l'équation de la conique corrélative 1^, en coordonnées parallèles.
A chaque point de la conique Y correspond naturellement une tangente de la conique T A et réciproquement. Si sur une tangente à la conique F, on prend le point perpendiculaire au point de contact, on a l'élément corrélatif de la normale à la conique T; aussi ce point sera-t-il dit point normal.
Aux asymptotes de Y correspondent dans Y t les points de contact des tangentes parallèles à Xv et Ym; nous appellerons ces points les points asymptotes.
Aux foyers de Y correspondent pour Y t deux droites, dépendant, bien entendu, du choix des axes, et telles
(tiu )
que leurs points d'intersection (imaginaires) avec cette conique sont respectivement parallèles aux points qui divisent le segment XY dans les rapports
y 7 — 1 el — ^ — I.
Nous appellerons ces droites les droites focales.
Soit d une droite qui coupe la conique T aux points A et B; du point D corrélatif de d, partiront deux droites a et b, corrélatives de À et B, et qui seront tangentes à la conique T, ; lorsque la droite d se déplacera parallèlement à elle-même, le point D se déplacera sur une parallèle à Y m, et comme le milieu du segment AB décrira une droite d! , la droite moyenne du système (ab) passera par un point fixe D'.
Le point D', ainsi obtenu corrélativement du diamètre d\ sera dit point diamétral.
Tous les diamètres d 1 passant parle centre de T, tous les points diamétraux D 7 seront sur une même droite, dite droite centrale, dont les coordonnées seront données par le système d'équations F^ = o, F^ = o.
A deux diamètres conjugués de Y correspondent deux points diamétraux conjugués de IV Les deux points diamétraux de T,, qui sont entre eux à angle droit, sont corrélatifs des axes de T, et recevront pour cette raison le nom de points axiaux.
64. Nous nous arrêterons là de ces analogies ; on voit qu'il est très aisé, étant donné un élément quelconque de la conique T, de trouver l'élément corrélatif de la conique IV
65. Disons un mot maintenant des coniques représentées, en coordonnées parallèles, par certaines équations simplifiées de coniques en coordonnées rectangulaires, après remplacement de x et y par u et u.
66. Prenons l'équation corrélative de celle du cercle en coordonnées rectangulaires
elle représente une hyperbole (Jîg. i3) dont le centre O est à la rencontre de la droite équidistante de Y m et Xv>,
Fig. i3.
et de la droite X' Y' dont les coordonnées sont u= a, v = b : cette droite X'Y' est la droite centrale de l'hyperbole. Portant sur les axes de coordonnées, de part et d'autre deX'Y', les segments
on détermine les asymptotes AC et BD ; les droites AB et CD sont tangentes à l'hyperbole ; si cette courbe coupe les axes aux points M, N, P, Q, on a
les tangentes en M et en Q passent par le point X', les tangentes en N et en P par le point Y'.
Nous désignerons, en raison de leur équation, les hyperboles ainsi placées par rapport aux axes, sous le
( «< ) nom d'hyperboles corrélatives de cercles, et nous pourrons dire d'une manière générale qu'ime hyperbole corrélative de cercle est une hyperbole telle que les axes Y u et X v soient tangentes à son hyperbole complémentaire.
De môme que trois conditions suffisent à déterminer un cercle, trois conditions suffisent à déterminer une hyperbole corrélative de cercle. En particulier, il n'existe qu'une hyperbole corrélative de cercle inscrite à un triangle.
Prenons maintenant l'équation
dont la corrélative, en coordonnées rectangulaires, représente une hyperbole équilatère rapportée à ses axes. On voit, toujours en appliquant les règles du Chapitre IV, que cette équation représente une parabole ayant son axe dirigé suivant XY, son sommet situé au milieu du segment XY, et qui coupe Taxe Xy en des points M et N tels que XM = XN = a.
11 résulte de là que si la distance XY des points origines est égale à 2 a, le point X est foyer de la parabole.
68. Enfin, l'équation corrélative de l'équation réduite de la parabole y-= ipx^ c'est-à-dire
représente une hyperbole tangente à XY au point Y et ayant pour asymptotes d'une part l'axe X^, de l'autre la
droite dont les coordonnées sont u = £, v = p. Nous
avons déjà vu, d'ailleurs (n° 25), que la courbe en 11 et v pour laquelle B* — AC=o, c'est-à-dire qui est
( 65 ) corrélative delà parabole, est une hyperbole ayant une asymptote parallèle à Xe et Yu.
Nous n'insisterons pas davantage sur ce sujet et nous allons passer maintenant aux applications (*).
Soit maintenant le théorème de Ménélaûs
Les côtés AB, BG, GA d'un triangle étant coupés respectivement aux points M, N, P par une droite quelconque, on a
MA NB PC
MB NG PA
7i. Théorème de Jean de Géva :
On joint les sommets A, B, G d'un triangle à un point quelconque; les droites ainsi menées
69'. Théorème corrélatif :
Deux points parallèles (n° 54) sont joints à trois points aa\ bb' , ce' t l'un par les droites a, b, c, l'autre par les droites a', b\ c'; si l'ona(n° 53)
/ ab \ _ / ac
les points ad \ bb\ ce* sont en ligne droite.
70 f . Théorème corrélatif:
Les sommets ab, bc, ca d'un triangle étant joints respectivement par les droites m, n, p, à un point quelconque, on a (n° 53),
\mo J \nc J \pa]
7\'. Théorème corrélatif :
On coupe les côtés a, b, c d?un triangle par une droite quelconque; les points ainsi obtenus déter-
( ! ) Dans les applications qui suivent, on trouvera, à côté de théorèmes nouveaux, d'autres propriétés connues; mais notre but n'est ici que de bien mettre en relief l'esprit de la méthode.
déterminant sur les côtés opposés respectivement les points M, N, P, on a
Prenons maintenant ce théorème
Dans une conique, le point de contact d'une tangente quelconque est le milieu du segment déterminé par les points où cette tangente coupe les asymptotes.
minant avec les sommets opposés respectivement les droites m, n } p, o/ia(n°53)
/mb\ ,nc\ (PJL\ =U \mc ] \na) \pb J
Corollaire :
Les points d'intersection des côtés et des droites moyennes (n° 53) des systèmes de côtés opposés sont en ligne droite ( 1 ).
72'. Théorème corrélatif :
Dans une conique, la tangente en un point quelconque est la droite moyenne (n° 53) du système formé par les droites qui joignent ce point aux points asymptotes (n° 63).
Nous placerons ici une remarque : les définitions que nous avons posées sont fort utiles pour opérer ces déductions corrélatives de théorèmes connus, mais les énoncés qui en résultent peuvent être modifiés en remontant au sens contenu dans ces définitions. Ainsi le théorème précédent deviendra :
On joint un point quelconque M d'une conique aux. extrémités A et B d'un diamètre de cette conique; le point que la tangente en M détermine sur une droite de direction conjuguée à la direction AB est le milieu
(') Ce théorème peut s'énoncer ainsi : Un triangle détermine, sur une transversale quelconque, trois segments; les milieux de ces segments sont joints aux sommets opposés dans le triangle, par des droites qui donnent trois points sur le périmètre de ce triangle. Ces trois points sont en ligne droite. La démonstration directe de ce théorème est très facile.
(6 7 ) du segment déterminé sur celte droite par les droites MA et MB.
Prenons encore ce théorème
Une droite quelconque coupe une conique en deux points; en ces points on mène les tangentes cl la conique; ces tangentes déterminent sur l'une des asymptotes un segment dont le milieu est sur la droite donnée.
73'. Théorème corrélatif :
Par un point quelconque on mène deux tangentes à une cpnique ; les points de contact de ces tangentes joints à l'un des points asymptotes (n° 63) forment un système de deux droites dont la droite moyenne passe par le point donné.
Ce dernier théorème corrélatif peut s'interpréter ainsi :
D'un point M on mène à une conique les tangentes MP et MQ qui touchent cette conique aux points P et Q ; on joint les points M, P et Q à un point quelconque A de la conique; une droite 7 de direction conjuguée à la direction du diamètre qui passe au point A, coupe les droites A M, AP, AQ respectivement aux points M', P ; , Q' ; le point M r est le milieu du segment P' Q'.
Autrement dit : Les droites AP, AM, AQ et la tangente à la conique au point A forment un faisceau harmonique.
Si l'on suppose que le point M s'éloigne à l'infini, on retombe sur le théorème énoncé plus haut.
Ces quelques exemples suffisent à montrer comment s'opère la transformation des propriétés segmentaires ; passons maintenant aux propriétés angulaires.
Transformation des propriétés angulaires.
74. Nous rappellerons en commençant que nous nommons point normal à une courbe pour une tangente
donnée le point, pris sur cette tangente, qui est perpendiculaire au point de contact. Le point normal est corrélatif de la normale. La courbe qu'il décrit est corrélative de la développée et, par suite, la tangente à cette courbe corrélative du centre de courbure.
Voyons maintenant quelques exemples de transformations :
Théorème
Les perpendiculaires élevées aux trois côtés d'un triangle par les milieux de ces côtés se cou-
75'. Théorème corrélatif :
Les points pris sur les trois côtés d'un triangle et qui sont perpendiculaires (n° 60) aux sommets opposés sont en ligne droite.
Nous appellerons ces points points hauteurs.
76'. Théorème corrélatif :
Tous les points normaux (n°76) à une hyperbole corrélative de cercle (n° 66) sont sur la ligne centrale (n° 63) de cette hyperbole.
77'. Théorème corrélatif :
Si deux points variables décrivant chacun une droite fixe sont constamment à angle droit (n° 60), la droite qui les joint enveloppe une hyperbole corrélative de cercle (n° 66).
La ligne centrale de cette hyperbole est la droite moyenne du système formé par les deux droites fixes.
78'. Théorème corrélatif :
Les points perpendiculaires aux trois sommets d'un triangle et qui sont pris sur les droites moyennes
pent en un même point qui est le centre du cercle circonscrit.
Théorème de Simpson
On prend un point M sur le cercle (M) circonscrit à un triangle^ de ce point on abaisse des perpendiculaires sur les trois côtés du triangle; les pieds de ces perpendiculaires sont sur une droite d.
Si les points M et Mi sont tels que le centre du cercle (M) soit le milieu du segment MM^ les droites correspondantes d et d^ sont perpendiculaires.
La courbe décrite par le point de rencontre des droites perpendiculaires d et d\, lorsque les points M et Mi se déplacent sur le
des systèmes formés par les côtés se croisant en ces sommets sont sur une même droite qui est la ligne centrale de l'hyperbole, corrélative de cercle, inscrite (n° 66, dernier alinéa).
79'. Théorème corrélatif :
Les droites qui joignent les points hauteurs ( n°'77') d'un triangle aux sommets opposés et les droites moyennes des systèmes de droites formés par les côtés pris deux à deux sont tangentes à une même hyperbole corrélative de cercle.
Cette hyperbole, que nous appellerons hyperbole des neuf droites, est tangente à toutes les droites corrélatives des points remarquables situés sur le cercle des neuf points.
80'. Théorème corrélatif :
On prend une tangente m à l'hyperbole corrélative de cercle (m) inscrite à un triangle; sur cette tangente, on prend les points perpendiculaires aux trois sommets du triangle et on les joint respectivement à ces sommets par des droites; ces trois droites concourent en un même point D.
Si les droites m et m^ sont telles que la ligne centrale de l'hyperbole (m) soit la droite moyenne du système ( mm\ ), les points correspondants D e<Di sont perpendiculaires.
La courbe enveloppée par la
cercle (M), est le cercle des neuf points du triangle donné ( 1 ).
Théorème de Frégier
Deux droites perpendiculaires d et d tournent autour d'un point M pris sur une conique; ces droites coupent respectivement la conique aux points P et V : la droite PP' passe par un point fixe situé sur la normale à la conique au point M.
droite qui joint les points perpendiculaires D et Di, lorsque les droites m et m^ se déplacent tangentiellement à V hyperbole (m), est l'hyperbole des neuf droites du triangle donné.
81'. Théorème corrélatif :
Deux points perpendiculaires D et D' se déplacent sur une tangente m à une conique; de ces points on mène à la conique les tangentes p et p'] le point pp' décrit une droite qui passe par le point normal (n° 76) à la conique, situé sur la tangente m.
La réciproque de ce théorème corrélatif peut, en vertu d'une remarque qui a été faite plus haut, s'énoncer ainsi :
Les tangentes à une conique, issues des différents points d'une droite, marquent sur une tangente quelconque à cette conique des points en involution. Dans cette involution, le point de rencontre de la droite et de la tangente considérée est conjugué du point de contact de la tangente. C'est une propriété connue.
Le théorème qui termine le n° 34 est un cas particulier du précédent, lorsqu'on prend la tangente parallèlement à la droite donnée.
Théorème
Les trois hauteurs d'un triangle inscrit dans une hyperbole équilatère se coupent en un même point de cette courbe.
82'. Théorème corrélatif :
Les trois points hauteurs d'un triangle circonscrit à une conique dont les points asymptotes sont perpendiculaires sont situés sur une même tangente à la courbe.
( l ) Ces deux derniers théorèmes ont été proposés comme Questions dans les Nouvelles Annales (3 e série, t. II, p.|479> Question 1473).
( 7' ) Nous pourrions multiplier ces exemples de transformation des propriétés angulaires au moyen de notre méthode; mais nous pensons en avoir assez dit sur ce sujet.
Note sur la transformation des propriétés
batycentriques.
83. Nous avons déjà donné des exemples de cette transformation au Chapitre V. Nous demanderons la permission de faire sur ce sujet une petite remarque.
La droite que nous avons appelée moyenne d'un système de droites (n° 5) peut recevoir une définition géométrique indépendante du système spécial de coordonnées que nous envisageons \ la voici :
La droite moyenne, par rapport à une direction donnée d'un système de droites situées d'une manière quelconque dans un plan, est le lieu du centre des moyennes distances des points oh les droites données sont coupées par une sécante parallèle à la direction donnée.
Les coordonnées parallèles permettront évidemment de déduire toutes les propriétés de cet élément géométrique des propriétés établies en coordonnées ordinaires pour le centre de gravité d'un système de points.
84. Un seul exemple, joint à ceux qui ont déjà été donnés (n° 37), suffira à faire comprendre la manière d'opérer cette transformation.
Coordonnées rectangulaires :
Quand un triangle se déplace en restant inscrit dans une conique et circonscrit à une parabole, son centre de gravité décrit une ligne droite.
Quand un triangle se déplace en restant circonscrit à une conique et inscrit dans une hyperbole ayant une asymptote parallèle à Yu et Xv {*), la droite moyenne de ses trois côtés passe par un point fixe.
( » ) Voir n° 68.
( 7* ) Ce théorème corrélatif pourra s'énoncer plus simplement :
Quand un triangle se déplace en restant circonscrit à une conique et inscrit dans une hyperbole H, la droite moyenne de ses trois côtés, relativement à Vune ou Vautre des directions asympto tiques de l'hyperbole H, passe par un point fixe.
85. On voit qu'on a ainsi un moyen d'obtenir sans calcul une série de théorèmes intéressants*
C'est, en particulier, par cette méthode que nous sommes arrivé à tous les théorèmes donnés sans démonstration dans notre Note Sur la droite moyenne d'un système de droites ( f ). Nous avons, dans les transformations qui nous ont conduit à ces théorèmes, fait usage de plusieurs des principes qui viennent d'être exposés. Aussi renverrons-nous le lecteur à ce travail.
Résumé.
86. La méthode qui vient d'être développée permet, étant donnée une propriété segmentaire, angulaire ou barycentrique quelconque, d'en déduire immédiatement et sans calcul une propriété corrélative. Nous avons vu, en outre, quelles étaient les remarques qui permettaient de traduire l'énoncé de ces théorèmes en faisant abstraction de la considération des coordonnées parallèles qui auraient servi à les obtenir.
( l ) Bulletin de la Société mathématique, t. XII, p. n4*
PROCÉDÉ NOUVEAU DE CALCUL GRAPHIQUE FONDÉ SUR L'EMPLOI DES COORDONNÉES PARALLÈLES.
L'emploi de la méthode graphique pour effectuer certains calculs, qui se rencontrent dans la pratique et qui n'exigent pas une très grande approximation, est à la fois commode et expéditif. Il permet de substituer à des opérations longues et compliquées une simple lecture sur un Tableau, parfois complétée par un tracé fort simple, ce qui, d'ailleurs, n'est pas le cas pour notre procédé.
Dès 1846, M. Lalanne qui, depuis, a doté la Science de l'Ingénieur de tant d'autre6 précieuses découvertes, proposait une méthode de résolution graphique des équations numériques ( 4 ). Voici le principe de cette méthode, exposé sur le cas de l'équation
z n -\-pz-\- q = o,
le seul qui intéresse la pratique, et encore lorsqu'on y fait n = 2 ou n = 3 .
Dans l'équation
z n -\-pz -+- q = o,
donnons à z une certaine valeur a, et remplaçons p et q par les variables x et y. Nous aurons
expression qui peut être considérée comme l'équation d'une droite rapportée à deux axes Ox et Ojr. Si l'on fait varier le paramètre a, la droite représentée par cette équation se déplacera en restant tangente à une
( ' ) Annales des Ponts et Chaussées.
( 74 ) certaine courbe E, son enveloppe. Supposant cette courbe tracée, on voit immédiatement ce qu'il y a à faire, pour résoudre une équation
z n -hpz -+- q =o donnée.
On prend le point dont les coordonnées sont x=p, y = q^ par ce point on tire les tangentes que l'on peut mener à la courbe E. Les valeurs du paramètre a correspondant à ces diverses tangentes sont égales aux racines réelles de l'équation proposée. Pour obtenir ces valeurs, il suffit de remarquer que le paramètre a correspondant à une tangente donnée est égal au paramètre angulaire de cette tangente, changé de signe.
M. Lalanne trace d'avance, à la courbe E, qu'il nomme solulive, un certain nombre de tangentes à côté desquelles il inscrit la valeur correspondante du paramètre a ( * ) ; si l'on prend alors le point dont les coordonnées sont x = p,y = q, on voit quelles sont celles des tangentes tracées qui se rapprochent le plus de celles qui sont issues de ce point, et Ton en déduit, par une approximation à l'œil, les valeurs du paramètre a répondant à ces dernières, c'est-à-dire les racines de l'équation proposée.
En fait, le procédé de M. Lalanne se réduit à ceci : une courbe E est tracée sur un plan} l'équation donnée détermine un point dans ce plan-, les tangentes à la courbe E, issues de ce point, font connaître les racines de l'équation. Or on ne peut, en toute rigueur, mener à une courbe graphique des tangentes par un point ; on ne sait déterminer ces tangentes qu'approximativement -,
( ' ) Les tangentes toutes tracées compliquent un peu le Tableau ; on verra qu'elles sont inutiles dans notre procédé, qui ne repose que sur l'emploi des points de notre nouvelle solutive.
(75 ) il n'en est pas de même des points de rencontre de cette courbe avec une droite, le tracé même de cette droite déterminant les points où elle coupe la courbe.
Cette idée, très naturelle, nous a conduit à chercher de nouvelles solutives donnant les racines des équations proposées par la simple rencontre de ces courbes avec des droites correspondant à ces équations.
Nous y sommes arrivé très aisément au moyen des coordonnées parallèles, et Ton verra que le procédé qui en résulte est des plus simples. Nous ajouterons que c'est cette recherche qui a été l'origine du travail qu'on vient de lire.
Donc, dans l'équation
z n -h pz ■+- q = o,
remplaçons z par a, p et q par u et y. Nous avons
expression qui peut être considérée (II, H) comme l'équation d'un point P rapporté à deux axes parallèles AuetBp. Ce point peut être très aisément construit. En effet, si p est le point où la parallèle aux axes, menée par ce point, coupe la droite AB, on a [formule (8)]
ce qui détermine la droite Pp.
Si la droite AP coupe Bç> en B', on a
(6) BB' = — a»,
et, si la droite BP coupe Au en A', on a
(c) AA' = — a»"i.
On peut donc, au moyen des formules («), (&), (c), construire les droites P/>, AP et BP; deux de ces droites suffisent pour déterminer le point P.
Pour que la construction soit plus facile, on prendra des axes Au et BV primitivement gradués.
Si l'on veut faire usage de la formule (a), on opérera de la manière suivante : on joindra le point coté ( — 2) sur l'axe Bf au point "coté 1 sur Taxe Au-, la droite ainsi menée coupera, d'après la formule (a), la droite A6 au point p correspondant.
Mais, dans le cas du deuxième et du troisième degré, on peut très aisément se servir des seules formules (&) et (c) en employant une Table des carrés et des cubes, ce qui évite toute espèce de calcul ( '). Lorsque a devient trop grand et que l'on sort des limites de la graduation, on n'a qu'à se servir de cette remarque que AP coupe la parallèle équidistante de Au et Be au point coté
( ) y et que BP coupe cette parallèle au point coté
Quoi qu'il en soit de la manière d'opérer ( et ce que nous venons de dire suffit largement sur ce sujet), on obtient une série de points à côté desquels on a soin d'inscrire la valeur de a correspondante. D'ailleurs, il suffit de considérer les valeurs positives de a \ cela a l'avantage de supprimer tous les points extérieurs aux axes et, par suite, de réduire de beaucoup ies dimensions du Tableau 5 on en sera quitte pour chercher les racines négatives des équations comme racines positives de leurs transformées en — z.
On obtient donc une série de points cotés. Ces points sont distribués sur une certaine courbe qu'il est facile
(') Nous avons construit de cette manière la solutivede la courbe du troisième degré représentée sur la Planche qui termine le volume, et nous avons pu nous convaincre que ce procédé est aussi commode que rapide.
( 77 ) de tracer. C'est cette nouvelle courbe que nous appellerons la solulive de l'équation
z n -\-pz-h q — o,
et nous la représenterons par C n ( * )•
Quel que soit /z, la courbe affecte la même forme générale (Jîg- i4) 5 elle part du point Btangentiellementàla
Fig. i' 4 .
droite AB et s'infléchit graduellement et d'une manière continue pour tendre asymptotiquement vers la partie négative de l'axe Au.
Le point coté 1 est le même sur toutes les courbes C«. Ce point est à égale distance des axes Au et B*> sur la droite u = v = — i •
Voilà donc notre Tableau graphique construit. Nous le compléterons par un transparent sur lequel nous aurons marqué une droite d'un trait fin; ce détail pratique est d'une grande importance ; il permet de ne point
(') Remarquons que, si ?(/?, q) = o est la condition pour que l'équation z n -\-pz ■+- q = o ait une racine double, l'équation de la courbe C„ est <p(a, v) = o.
( 7») tracer sur le Tableau des traits de crayon qui ne tarderaient pas à l'obscurcir et à le mettre hors d'usage. Pour résoudre l'équation
z n -\-pz -4- q =o,
oùp et q ont des valeurs déterminées, on place le transparent sur le Tableau où est dessinée la courbe C w , de manière que la droite marquée sur ce transparent passe par le point de l'axe Au coté p et par le point de Taxe B*> coté q. Les cotes des points où cette droite coupe C n donnent les racines positives de l'équation proposée. Pour avoir les racines négatives, il suffit de prendre la transformée en — z, ce qui se fait en changeant p en — p si n est pair, q en — q si n est impair. Nous résumerons ainsi ce qui précède :
n pair : Les racines positives sont données par la droite (u =/>, f = 7). Les racines négatives sont données par la droite (u = — p, v =q).
n impair : Les racines positives sont données par la droite (w = p,v = q). Les racines négatives sont données par la droite (a = j?, v = — q).
Remarquons en passant qu'il résulte nettement de ces constructions que l'équation
z n -\-pz-h q = o
ne peut avoir plus de deux racines réelles, si n est pair, plus de trois, si n est impair, ainsi que le montre d'ailleurs l'application du théorème de Rolle.
La courbe C n étant graduée, on lit immédiatement les cotes des points qui font connaître les racines cherchées, mais on peut supposer que les axes Au et Bv soient seuls gradués : dans ce cas, on peut avoir la cote a correspondant à un point P pris sur là courbe C„, par une construction inverse de celle qui a été donnée plus
(79) haut; la parallèle aux axes, menée par le point P, coupant la droite AB au point p, on joint ce point p au point de Taxe Au coté 1; la droite ainsi menée coupe Bi> au point coté — a, ce qui fait connaître a.
Dans le cas de la solutive C 2 de l'équation du second degré, on peut procéder plus simplement. En effet la formule (c) devient alors.
AA' = — a;
il suffit donc de joindre le point P au point B et de lire la cote du point où cette droite coupe Taxe Au.
En somme, notre procédé se réduit à ceci :
Une courbe C n est tracée sur un plan 5 l'équation proposée détermine une droite dans ce plan*, les points de rencontre de cette droite et de la courbe C n font connaître les racines de l'équation.
Nous terminerons par quelques remarques sur la solutive C 2 de l'équation du deuxième degré. Nous allons faire voir que cette courbe permet d'effectuer les six opérations fondamentales de l'Aritlimé tique.
Disons d'abord que la courbe C 2 est une branche d'hyperbole. Les asymptotes de cette hyperbole sont d'une part Taxe Au, de l'autre la droite dont les coordonnées sont u = 2,p = i. On peut, d'ailleurs, au moyen des formules que nous avons données dans le Chapitre consacré aux courbes du second ordre, déduire tous les éléments de cette hyperbole, de son équation
qui est
Mais ne considérons que la portion de cette hyperbole qui constitue la solutive C 2 .
a « et a 2 étant les racines de l'équation
z 2 -h pz -+- q = o, la droite 11 = /?, v = q coupe la courbe C 2 aux points
' So .
cotés 2, et z 2 . Réciproquement, la droite qui joint les points de C 2 cotés *, et x s conpe l'axe Au au point colép et Taxe B? an point coté q. D'ailleurs on a
de là, le moyen d'effectuer graphiquement Y addition ( f ) et la multiplication.
Si l'on joint le point de Taxe Au coté ( — p) au point de la courbe C 2 coté z,, la droite ainsi menée coupe la courbe C 3 en un second point dont la cote a 2 est égale à p — a, } de là le moyen d'effectuer la soustraction.
Si l'on joint le point de l'axe Bp coté q au point de C 3 coté ai , on a une droite qui coupe C 2 en un second
point dont la cote a, est égale au quotient — ; de là, la
division.
Lorsque les points cotés a, et a 2 viennent à se confondre, la droite qui les joint devient tangente à la courbe C 2 - Dans ce cas p = — aa f et q = aj. Donc, pour élever au carré un nombre a, , il suffit de joindre le point de C 2 coté a, au point de Au coté ( — i^i), la droite ainsi menée coupe B^ en un point dont la cote est égale à a*.
Quant à Y exfraction de la racine carrée,- elle résulte de la résolution même de l'équation du second degré. En effet, extraire la racine carrée du nombre N, c'est résoudre l'équation z 2 = N. Il suffit donc de faire p = o, q == — N, c'est-à-dire de joindre le point A au point de Taxe Bv coté — N 5 la droite ainsi menée coupe la
courbe C 2 en un point dont la cote est égale à ^N.,Delà aussi un autre procédé pour Y élévation au carré; la
(') Inutile de dire que jamais dans la pratique on n'effectuera une addition ou une soustraction par un procédé graphique; nous ne signalons ce moyen d'effectuer ces opérations que pour compléter la théorie de notre Tableau de calcul graphique.
( «« ) droite joignant le point A au point de C 8 coté a coupe l'axe Bf au point coté a 2 ; c'est d'ailleurs une des propriétés qui nous ont servi pour la construction.
La solutive C 3 permet de même d'effectuer les élévations au cube et les extractions de racine cubique.
Nota, — La Planche qui se trouve à la fin du Volume fait connaître la solutive C 3 de l'équation
z*-hpz -+-Ç = o.
C'est une courbe de troisième classe dont l'équation est
Les droites en traits pointillés se rapportent à la résolution de deux équations prises à titre d'exemple. L'une de ces équations a servi au calcul d'un remous dans une rivière (voir annales des Ponts et Chaussées, Cahier de novembre 1884).
NOTE I
Sr» F3Œ APPllCATIO* DES COOftMXSÉZS PAftAIXBLBS.
L'emploi des coordonnées parallèles, qui est tout indiqué pour l'étude des courbes définies par une propriété de leurs tangentes ('), est particulièrement commode lorsqu'il s'agit d'une courbe déterminée par la relation qui existe entre les distances de ses tangentes à des points fixes donnés dans le plan.
Soient, en effet, P If P ÎT .... P, P m les points donnés,
Prenons deux axes parallèles quelconques Au et Bp perpendiculaires à la droite AB. La distance o t - du point P/ (dont l'équation est A/M -4- B/f -*- C,- = o) à la droite ( u , v) est donnée par [formule (i4\ page M]
^ _ ( A/M -+- B/f> -+- d )d '~ iA/h-B,) /S* -*-(* — uf
cl étant la distance AB.
Donc, si une courbe est définie par la relation
qui lie les distances de ses tangentes aux points P t , P 2
( ' ) A ce propos, je ferai remarquer que la solution des questions 35, 36 et 41 de la page m du tome m du Cours de Calcul infinitésimal de M. Houël est immédiate par l'emploi des coordonnées parallèles. La plupart des autres exercices sur les courbes planes, contenus dans ce Chapitre, se résolvent très aisément au moyen des coordonnées axiales.
P/, . . . , P„, son équation en u et v sera
(A,tt+ B t p-+- C t )f/ \
( A ! -f- B i ) v/rf« + (v — m)* '
(A 2 M + B;f+Gî)rf
(A w mh- B„p-+- C/t)<i
\ (Aa-f-B*)/*** -*-(* — a)»
Si la fonction F est algébrique et entière, faisons apparaître ses groupes homogènes de termes, en écrivant
alors, si Ton pose, pour abréger,
l'équation précédente s'écrit <p//i(Xi, X 2 , . . ., X n )
Si la fonction F est homogène, ilsuffit donc, dans F = o, de remplacer 8j, 8 2 , . . . , ô« par Xj, X 2 , . . . , X».
Si F ne comprend que le groupe homogène cp /n et un terme constant K, l'équation en u et v se réduit à
/y y v n , «■ l y^-Hf-") 2 "]™-.,,
<?M A i> a î> • • •> A /iJ-t- ^ 2 I ~~
Par exemple, si la relation donnée est
'f2(3l,0 2 , ...,§«)— K = O, © 2 étant homogène et du deuxième degré, on a
• y Y Y ^ K \ d*-+-(v — ")* 1 __„ Cp 2 (A!, A 2 , . . ., X„) — K I -j£ I — a,
équation d'une conique.
Donc :
Théorème. — Si une fonction homogène et du second degré, des distances d'une droite mobile à des points fixes donnés dans un plan, est égale à une constante, cette droite a pour enveloppe une conique.
Si l'on ne donne que deux points fixes, on les prendra pour origines, et les axes seront les perpendiculaires à la droite AB menées par les points A et B. L'équation de la courbe sera alors
F r du , dv i =o,
Wd*-t-{v—u)* ■ ^d*-t-(v — u)*\ et, si la fonction F est homogène, simplement
Nous ferons, au sujet des courbes ainsi définies, quelques remarques générales.
Soient a^ a 2 , .. ., a n les projections des points A^ A 2 , ..., A„ sur l'une des tangentes 8 à la courbe considérée, et M le point où 6 touche cette courbe. Par M, menons une perpendiculaire à 6, par A,- une perpendiculaire à Ai ai; ces droites se coupent en a,; a,- a/ est la normale à la courbe lieu du point a t -, et si e est l'angle de contingence de la courbe considérée au point M, on a, pour l'accroissement infiniment petit de A,a z ou 8/,
( i ) d$i = Ai a/e = M a/ e = X/ s,
en posant Ma/= X/.
Or
dF ,. dF _, dF ,„ »
-jr- dài -+- -jK- rfôj -h... -+- -=k- ab n = o ; aùi aÔ2 cto n
donc, après division par e,
, dF . dF . dF .
(2) -jy- Ai -+- -75- A 2 -l-. . .-f- -pr- A n — o;
dùi dù-2 do n
ce qui montre que le point M. est le barycentre des points a u
dF a 2> • • • ) #«) respectivement affectés des coefficients —?— 9
dF dF
-«r y ' ' •> -tn-* Le point M est ainsi déterminé.
«Oj do n
Soit maintenant G le centre de courbure répondant au
point M; on a
rfX/ = (M<*/— MC)s
ou, en posant MG = R (rayon de courbure),
(3) dh = (h- R)e.
Différentions alors l'équation (2); cela nous donne
2 h ^£w h dh + 2S
d'où, en tenant compte de (1) et (3),
2 2 5« XA * + 2 5s; s -
rf8/ 1 = j
rf8;
l'expression ( \ -=' X,- j ayant un sens symbolique.
On peut interpréter géométriquement ce résultat, qui donne la construction du rayon de courbure.
Supposons 81, 8 2 , . . . , 8,1 liés par la relation linéaire
H181 -+- HjSj-h. . •■+- H n Q n = K; dans ce cas,
dF dF _ dF _
as; "' ^ *• '"*' ~dTn~ «'
et toutes les dérivées secondes sont nulles.
La formule (4) donne donc
p Hi 8j -h H 2 02 -+- . . . -+- H ;l ù n K
Le ravon de courbure est constant. Donc la courbe est un cercle.
Le théorème que nous obtenons ainsi est facile à démontrer directement. Voici comment il s'énonce :
Si les distances de chacune des tangentes d'une courbe fixe G, à n points fixes y sont liées par la relation
la courbe G est un cercle de rayon -=rn- dont le centre est le
bary centre des points fixes respectivement affectés des coefficients H l5 H Î7 . . ., H rt .
Réciproquement, si n^3, étant donné un cercle quelconque, les distances de chacune de ses tangentes à n points fixes pris arbitrairement, sont liées par une relation linéaire.
SUR LE BARYCENTRE D*UN SYSTÈME DE POINTS
Si les points P t , P s , ...,P« ont respectivement pour équations
X, = Af u -+- Bi v -+- G! = o,
X s = Aj u -+- Bj v -+- Gj = o,
X ft = A A it + B /t i>-H-C/,= o,
le barycentre de ces points respectivement affectés des poids a 1? a 2 , . . ., a n a pour équation
Les formules (8) et (9) (II, u) permettent de le démontrer bien aisément.
En particulier, le centre de gravite a pour équation
On peut faire usage de ces formules pour la démonstration du théorème qui termine la Note précédente.
SUR LES TRANSFORMATIONS AXIALES DES COURBES PLANES
1. Voici comment je définis une transformation axiale : soient données une courbe G et une droite A; une tangente quelconque t à la courbe G coupe Taxe A en un point T et fait avec cet axe l'angle 8 ; menons par le point T une droite t' faisant avec A un angle 6' lié à 6 par une certaine relation
La droite t' aura pour enveloppe une courbe G' qui sera dite la transformée de la courbe G.
Ainsi, si la relation (i) est de la forme
tang- tang- = K,
la courbe G' est, en vertu d'un théorème démontré par nous (Nouvelles Annales, 3 e série, t. II, p. 249), symétrique, par rapport à A, de la transformée par semi-droites réciproques de la courbe G. On retrouve bien aisément au moven de nos formules les propriétés fondamentales de cette transformation.
La distance tangentielle de deux courbes est égale à la distance tangentielle de leurs transformées.
Les centres de courbure à la courbe et à sa transformée en des points correspondants sont sur une perpendiculaire à Vaxe de transformation , etc.
3. D'une manière générale, éliminant entre (1) et l'équation de la courbe G en coordonnées axiales, on a l'équation de la transformée C'.
* r Lr-» .a ût C «se
os T'/l. 4'if.r-t* f* T"ii * -rt*: £h »x x* i-k qx* Us m.
courb*% C *f C, ^:*^"-?*^»:^ijT«r j-^r i.3%xemies t et t. se
eo'/p+nt en î sur Â-3 pi* r m '?*..ï~Zm~.zire ele^em à A /**/" fc point T. rr-altat <pi ** ê-i^t ax~i <i* la cocsïdératïoa do e£&tre ioUabUc^ de rebâti : s.
On a. poar valeur d* raj:a de c:xr£-^r* à la cearbe C [formule 6 . n*-l6\
r = a^ % co~$ — /£ t illicite même pour la courbe C".
r = ifc { h — - ) co**"— /î j * — r ) *in % .
Kemarquant que
sinV=cos9, cos&' = — sînfl.
&<*)=/* (v - Ij = ti, y* o ,, =/„ (o -\) ,
on déduit aisément des deux formules précédentes la suivante :
r cosô -f- r'cosO' = 2TI.
Soient M et M' les points de contact respectifs de* et de /'avec et C, A et A' les centres de courbure correspondants. Projetons ces divers points en m, m', a et a' sur la droite TI. L'égalité précédente peut s'écrire
ma ■+- m'a' = 2TI.
Portons sur TI, à partir du milieu H de cette droite, et dans le sens de T vers I, le segment HK = TI; nous aurons, en remarquant que H m = H m',
Ha + Ha'=2HK.
Donc le point K est le milieu de la distance aa' des projections des centres de courbure A et A' sur la perpendiculaire TI à A. Ce théorème fournit une construction facile du centre de courbure A', connaissant A.
Si la courbe G se réduit à un point M, la courbe G' est une parabole ayant le point M pour foyer, et la droite A pour tangente au sommet. Dans ce cas, r= o, et, comme dans tous les cas TI = MM', on voit que
r'cosô' = 2 MM',.
ce qui s'exprime ainsi :
Dans la parabole, la projection sur Vaxe du rayon de courbure en un point quelconque est double du rayon vecteur de ce point.
La transformation orthotangentielle fait généralement correspondre à une courbe G de la classe m (*) une courbe G' de la dasse a m, tangente à l'axe de transformation A en m points.
Si la courbe G est tangente à Taxe A en p points, la classe de C' est abaissée de p unités.
Si la courbe G est tangente à la droite de l'infini enp' points, la classe de G' est abaissée de p' unités.
Gomme application des deux remarques précédentes, on voit que la transformée d'une parabole tangente à A est une parabole tangente à A. Ce théorème est bien facile à démontrer directement, car l'équation d'une parabole tangente à A étant
(MX-t-N) tangô + PX-H Q = o,
( l ) L'équation générale en coordonnées axiales des courbes de la classe m est
(a m \ m -i-a m _ l \ m - 1 -+-... -+-a,X-f-a )tang TO 6 -t-(6 m _ 1 X w - 1 + . . .4- ô )tang" l - 1 6 -k . .
-t- ( /?, X -h h ) tang8+ / = o.
(90 ) l'équation de sa transformée est
(PX-hQ)tangO— (MX + N) = o.
Si la courbe G est une parabole ayant son axe perpendiculaire à A, la courbe G' est une parabole de même foyer et même axe que G; de plus, si F est le foyer commun, P le point où Taxe commun coupe A, A et A' les sommets respectifs de G et G', les segments PF et A A' ont même milieu (voir Nouvelles Annales, a* série, t. XIX, p. 266).
Si la courbe G est une hypocycloïde à quatre rebroussements ayant deux rebroussements opposés sur A, la courbe G' est la courbe étudiée au n A 50 {voir p. 49)* Si Ton complète la fig. 1 1 (p. 48) en appelant N' le point où NI coupe Oy, on voit que NN' = 2 NI, car TN = OT ; or on a vu que NI est constant; il en est donc de même de NN ; , et, par suite, la courbe en question est une développante d 'hypocycloïde à quatre rebroussements. Cette dernière remarque nous a été communiquée par M. Cesaro.
Si la courbe C est une hypocycloïde à trois rebroussements tangente à A, la courbe G' est une hypocycloïde égale à la première, tangente aussi à A, et passant par les deux points où C est coupée par A( 1 ).
Enfin, voici comment s'engendrent, dans ce système, les courbes r qui sont leurs propres transformées (anallagmatiques du système) : considérons une parabole tz ajant son foyer fixe, et astreinte, en outre, à une condition simple quelconque ; par le point où sa directrice coupe A, menons à la parabole les deux tangentes t et t\ Quand on fait varier la parabole it, les tangentes t etx' enveloppent une courbe T.
4. M. Gcsaro, jeune géomètre italien, bien connu par ses belles recherches en Arithmologie, nous a adressé d'intéressantes applications des coordonnées axiales. Nous en extrayons les quelques théorèmes suivants, dont la démonstration se fait bien facilement au moyen de ces coordonnées.
(o étant un angle constant, considérons la transformation
(') Ce théorème résulte d'un théorème de M. Laguerre (Bulletin de la Société mathématique de France, t. VII, p. 1 12 )
axiale définie par
dont la précédente est un cas particulier.
Soit Ou la transformée de C ; au point M de G correspond le point Ma, de C^ , au centre de courbure A, le centre de courbure Aq, ; les tangentes correspondantes t et t^ se coupent sur A en T.
I étant le point où la normale en M à G coupe la perpendiculaire élevée à A en T, le lieu du point M w (pour le même point M), quand on fait varier u>, est le cercle K décrit sur TI comme diamètre.
Portons sur TI la longueur IU égale à Tl et sur la perpendiculaire élevée en I à TI, en prenant pour sens positif le sens
des X négatifs, la longueur IV =-^ ; le lieu du centre de
courbure A w (pour le même centre A), quand on fait varier co, est le cercle K' décrit sur UV comme diamètre.
Lorsque o> = — (transformation orthotangentielle), les points
correspondants de deux courbes conjuguées sont diamétralement opposés sur K. Il en est de même, sur K', des centres de courbure. La Note de M. Gesaro, qui contient d'autres remarques intéressantes sur ces transformations, paraîtra dans les Nouvelles Annales; nous y renvoyons le lecteur.
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