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AYERTISSEMENT.
Cet ouvrage résume une partie des exercices paratoires au concours d’agrégation, qui font l’objet de mes conférences de troisième année à l’Ecole Nor-
male. Il peut servir de complément aux Traités de Calcul différentiel et intégral, et de Mécanique rationnelle, dans lesquels les applications sont ordinairement très-restreintes. Mon but sera atteint, si je suis parvenu, en facilitant l’intelligence des théories, à initier aux progrès de la science cette jeunesse d’élite qui se prépare à subir les fortes épreuves de la licence et du concours d’agrégation.
Parmi les questions résolues, plusieurs se trouvent déjà posées dans les œuvres des Bernoulli, dans les Actes de l’Académie de Saint-Pétersbourg, dans les Annales de Gergonne, etc. Les sources auxquelles j’ai puisé sont indiquées dans le cours de l’ouvrage. Ces solutions fournies par ces divers Recueils sont très-dignes d’intérêt au point de vue historique; mais il faut convenir que souvent elles sont obtenues par des procédés artificiels qui, tout en faisant briller la grande sagacité de l’inventeur, n’ouvrent pas la route à suivre pour les questions de même
V leiLLE. Court d‘ Analyse. a
AVERTISSEMENT
espèce. Ce défaut de méthode nous frappt^ surtout dans les questions de mécanique. Je me suis attaché, dans la mise en équation de ces problèmes et dans leur discussion, à suivre une marche didactique, présentant l’application régulière des grands principes sur lesquels la science repose aujourd’hui.
Tje désir de ne pas excéder les bornes d’un ouvrage destiné à l’enseignement m’a conduit à exposer, d’une manière très-succincte, les travaux de MM. Hamilton et Jacobi, qui ramènent l’intégration des équations générales de la dynamique à la recherche d’une solution complète quelconque d’une équation aux différences partielles du premier ordre, non linéaire. J’ai pu développer davantage, à l’occasion du problème célèbre du mouvement d’un point matériel attiré par deux centres fixes, l’usage remarquable que M. Liouville a fait des coordonnées elliptiques. Cette méthode nouvelle est très-propre, par sa simplicité, à entrer dans l’enseignement. Elle réduit immédiatement aux quadratures les équations du mouvemeni d’un point matériel, dans tous les cas où la fonction des forces satisfait à une certaine condition d’intégrabilifé.
Parmi les théories qui forment la première partie de cet ouvrage, un chapitre devait être consacré à la démonstration de plusieurs propositions générales, énoncées dans le Mémoire de M. Poinsot sur ime Théorie nouvelle de la rotation des corps. Ce chapitre, devenu
avertissement.
mutile par suite des développements analytiques que vient de publier l’auteur*, a été retiré. Qu’aurais-je pu ajouter à l’exposition si Inmineuse dont M. Poinsot avait déjà donné un modèle dans .sa Statique?
Qu’il me soit permis d’exprimer ici ma reconnai.s.sance à M. Stnrm, dont les affectueux conseils et les utiles indications m’ont souvent "uidé dans ce travail.
( i5 mai i85 1 .)
Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. XVI, i85i.
CHAPITRE PREMIER
SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DE LA DYNAMIQUE RÉDUITES AU PLUS PETIT NOMBRE POSSIBLE DE VARIABLES.
L’illustre auteur de la Mécanique analytique a donné , dans la deuxième partie de cet ouvrage, une forme remarquable aux équations difl’érenticllcs de la dynamique réduites à ne contenir que les seules variables dont dépend, à chaque instant, la position du système. Ce qui caractérise ces équations et les rend cmineninieiit propres à la résolution de la plupart des problèmes , c’est que les termes où entrent les dillérenticllcs relatives au temps proviennent uniquement d’une seule fonction T, qui n’est autre que la demi-somme des forces vives de tous les points du système.
Cependant ces équations si utiles sont omises dans les Traités de mécanique les plus répandus.
La démonstration de Lagrange [*) n’est pas complète; nous allons d’abord montrer eu quoi elle est insuffisante
(*) fircanique analytique , seconde partie ^ section IV.
PHEMIERE 1‘AHTIF,.
Représentons par
(i) I. = O, M = O, IS = O,
les équations de condition, au n ombre de é, qui existent entre les coordonnées x,y, z, x\ . . . des diirércnts points d’un système en mouvement, et qui sont données par la nature de chaque problème. Soit n le nombre des points matériels; on peut tirer des équations (i) les valeurs de <' coordonnées en fonction des 3 « — /antres, ou, plus généralement, on peut concevoir que les 3 n coordonnées soient remplacées par des fonctions connues de 3 n — / nouvelles variables S, y, , et par cette transformation, on sait
que la formule générale de la dynamique
(=) 2 (y-«' ^ v+ (z-m^yz = o
se partage en ‘in — i équations distinctes , qui suffisent pour déterminer les valeurs de 6, çp, i]' , . . . en fonction du temps.
Cela posé, l’analyse de Lagrange suppose que l’expression de chaque différentielle dx en fonction des nouvelles variables 0, y, ne diffère de la variation corres-
pondante èx que par le changement du d en à. Or cela a lieu, en eÜ'et, lorsque la fonction des variables 0, ip, ;i,. . ., que.x représente, ne contient pas le temps t explicitement; mais il n’en est plus ainsi, si x est une fonction explicite de t et de 9, çp, i{/, . . . . Soit
on a
et
df , rf/ . df , df ,,
dx -7- d t — dtt — — do A -f- . . .
dt
dt,
, d/. rf/. df^,
^9 do d')^
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La dill’érenliclle dx renferme le terme
df
dt, qui n’a pa.s
son correspondant dans la variation dx, puisqu’on prenant cette variation on doit laisser t. constant.
C’est pourquoi nous croyons faire une chose utile à l’enseignement en reprenant l’analy.se de Lagrange, et lui donnant toute la généralité désirable [*) ; en même temps nous eu simplifierons l’algoritlime.
Soient donc 6,ç, 'Pt • • les variables réduites au plus petit nombre possible dont x, j', z , x', . . . sont des fonctions connues , déduites des équations (i). Comme ces dernières peuvent contenir le temps t explicitement, cette variable entrera généralement dans les fonctions que x,^, Z , x', . . . représentent. Posons
rfO
ht
jt ^
^ dxdrdz^^^ .
Un aura pour — i — > Ox, üy, oz^ des expressions de
la forme
^ a -f- -f- fï, tp^ -f- a-i -+- . . . ,
— = y -f- c9' C| -H -4- • • • > ^z = ciî9-t-c,5(f-f-CjJi]<-J-..-;
(*) A la fin de la démonstration de I-agrange on lit ces mots : « Celte e transformation aura lien également, quand même parmi les nouvelles « variables il se trouverait le temps I, pourvu qu'on le regarde comimc con- « stant , c'est-à dire qu'on fasse j < = o. » Mais les calculs sur lesquels cette transformation repose doivent alors être modifiés; et ce sont ces modifications necessaires qui font l’objet de ce chapitre.
rnEMIKRE PARTIE.
a,^,y rpprôsciilcnt les dérivées partielles des fonctions X, Z, par rapport à t, si eettc variable y entre explicitement. Ces termes ne se retrouvent pas dans les valeurs de ây, oz.
a , /3, y, a , h, c, a,, i,, c,, . . . sont des fonctions connues de
Cela posé; avant de substituer dans l’équation (a) les valeurs de x, z , ^ j • • •» ôx, etc., on transforme le tri-
nôme
dO
en deux groupes contenant des diflércnticllcs du premier oixlrc, et soumis, l’unau signe i/, l’autre au signe d. A cet cflét, on a identiquement
df
dt'
d / d.T „ dy ^ rfz . \
dt \ dt dt dt I
l / dx^ dy dz‘ \
en sorte que l’équation ( a) prend la forme
d I dx _ dy ^ dz
" dt\dt
„ \ 1 / dx' dy dz ’\
Sz] 5 — f-_ I
I a \ dt' dt' dt' /
ZSz)—.o.
Maintenant on calculera séparément les deux quantités
dx
di'
dt '
dz I (dx'
dt 2 \rfr’
dt' dt')'
Mais, comme on devra finalement égaler à zéro l’ensemble des termes que multipliera chacune des variations indépendantes ÔO , dif,..., et que d’ailleurs ces variables entrent évidemment de la même manière dans les calculs ,
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on s’attachera seulement à faire ressortir la composition du coefficient de âO.
On aura ainsi
l(*Vg + :ï) = * + B.' + C?l’ + DO- 2 \de^ dO do] 2 ^
\dt de dl
en posant , pour abréger,
a’ -+- P’ + y’ = 2 A , aa + èp + cy = B, a» -4- - 4 - c» = C ,#
(la, + bb, -H ce, = D .
Différentions la première expression par â et la deuxième par d-, il viendra ^en observant que = â.^ = â.6’'j>
ijdæ^ dy dz^\ (d\ „dB 0"rfC „,rfD \, -f- ( B -f- C -4- D -f- ..,)(? 0^ -f- * • • t
dt \dt
Sx -
.^Sy -^.±^3z'j = ±{B + C0' + Dy'-^...).5-0 - 4 - ^ B H- CO' -f~ D y’ -f-
Si l’on substitue ces valeurs dans l’équation (4) , les tetmes multipliés par dQ' disparaissent d’eux-mémes ^ c’est cette réduction qui fait le succès de la méthode ; il reste , poulie coefficient de la variation o0,
l'dA
\dÔ"
C0'4-D/+...) „rfB 6 " dC
dD
dO
dO
LJ
6 PREMIÈRE partie.
Actuellement, désignons par T la demi-somme des forces vives du système,
= 2 ( A -t- B6'-i- h Doy-f- . . .
On voit que l’expression (5) n’est autre chose que
quant à la partie du ^emier membre de l’équalioii (4), qui renferme les forces appliquées (X, Y, Z), savoir,
s(Xôx-t- Y5j-t- Zôz),
sa transformation en fonction des variables 0, <}), J*,..., s’elTectuera par voie de simple substitution , et l’on connaîtra, dans chaque cas particulier, sans difficulté, le coefficient de d0 qui en provient.
Dans les applications ordinaires de la dynamique, il existe une fonction des forces , c’est-à-dire qu’on a
ï(X«/x -f- Y + Zrf:) = rfV,
V étant fonction de t, 0, et, par suite,
2 (X0x -t- Y 0/ -t- Z ^3 ) = ^ (ÎO -t- .. ..
Le coefficient complet de tî0, dans l’équation (4), devient donc
^d': rfo f/e ’
Kn définitive, l’équation (4) se partage ilans les sui- •
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vantes :
~ "de
HI
\ de
r/rp
[ de
Ces équations sont en même nombre que les variables 6, ®, dont dépend, à chaque instant, la position du
système. Nous les appliquerons à la solution de divers problèmes, dans le cours de cet ouvrage.
Quand les fonctions T et V ne renferment pas le temps < explicitement, ce qui exige que les liaisons du système, exprimées parles équations (i), soient indépendantes du temps, on obtient immédiatement une intégrale première des équations (6), en les multipliant respectivement par c?0, dtp, dip,..., et ajoutant les produits; il vient
D’ailleurs, T ne contenant pas le temps f, on a
dT , ,
clT,
et V ne contenant que 6, cp, ip, sans 6', <p', p',..-,
7lû
(i 9 ■ il V d V .
on a
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L’équalion ( 7 ) devient donc Elle est intégrable , et donne
. — T — V = const.
Mais , par le tbéorème des fonctions homogènes ,
dù'
,dT
on a donc définitivement
(8) T' — V = const.
Cette intégrale, d’une grande importance dans la solution des problèmes de mécanique , contient le principe des forces vives.
Il est utile de remarquer la forme que prend la fonction T dans divers cas.
Si l’on définit la position d’un point m {fig- i), par l’ordonnée parallèle à l’axe oz , m P = z , la projection o P = r de son rayon vecteur sur le plan xoj, et l’angle Poo: = i|», on aura
dx' -f- rfy’ = rfr* -tet , par conséquent ,
On passera ensuite de ce système de coordonnées mixtes, à celtii des coordonnées polaires ordinaires
[ om = R , l’angle zom — 0, et l’angle P ox = i|/ ] ,
en substituant aux variables z ci r les variables R et 0 qui sont liées aux premières, absolument de même que r et l’étaient à x et r- On aura donc
dz‘ -(- rfr’ = f/R’ -f- R’ tlO' -,
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ajoutant membre à membre avec fÉr’ djr'‘ = dr' -f-
il viendra
<£e’ -f- dy^-\- dz‘ = rf R’ -f- R’ 0’ -H ; et comme r = R sin 0 ,
dx' ^ dy' dz' = rfR’-HR‘{t/6’-+-sin' 0rf<{-’),
enfin
rfR’
df
dO'
sin’ 0
Remarquons encore que les transformations précédentes ne sont pas seulement applicables au cas où les variables 0, y , . sont réduites au plus petit nombre possible , c’est-à-
dire ne dépendent d’aucune équation de condition. Il peut arriver que des difficultés d’élimination conduisent à conserver, dans le calcul, un nombre de variables 0, plus grand qu’il n’est nécessaire pour définir à chaque instant la position du système; alors on pourra toujours écrire l’équation (4) sous la forme
dd
Sif -j- ,,, = O ;
mais il ne serait plus exact d’égaler séparément à zéro le coefficient de chaque variation o9, puisqu’elles ne
sont pas indépendantes. On devra associer à cette équation les équations do condition qui lient encore les variables 0, et qu'on diflérentiera par d. Puis on appliquera à ce système, soit la méthode des multiplicateurs, soit telle autre méthoded’élimination qu’on jugera convenable , ainsi qu’on l’explique dans les Trai tés de mécanique pour l’éqnalion (4 ) , prise sous sa forme primitive et associée aux équations de condition L = o , M = o.
IMIEMU-IUE PARTIE,
ghapitrp: il
SUR LES COJVDITIONS DE STABILITÉ ET d’iINSTABILITÉ DE
l’équilibre d’un système de points matériels.
Considérons un système de n points matériels en équilibre et liés entre eux d'une manière quelconque. Ces liai- -sons sont, en général, exprimées par des équations L = o, M = O, ]N' = o,...,
entre les coordonnées X, z, x\. . . des divers points du système. Si nous désignons par île nombre de ces équations, il y aura 3 « — i variables indépendantes, et l’on peut concevoir ipi'on exprime toutes les coordonnées en fonction do ces variables.
ISous supposerons, comme dans le chapitre précédent, que les forces (X, Y, Z) satisfassent à la condition que la somme
ï(Xd.c-|- Yrf/ + Zrfz),
étendue à tous les points du système, soit la dilférentielle immédiate d’une fonction ç des coordonnées x, y, z, x ', . . . , ou , du moins . nous supposerons que la somme ci-dessus devienne intégrable après qu’on l’a réduite à ne plus contenir que les seules variables indépendantes. Les forces de la nature , attractives ou répulsives, qui émanent de centres fixes, ou des actions mutuelles entre deux masses, et qui ne ilépeudent que des distances, remplissent, comme on sait, cette condition.
Si ce, (3, y,... désignent un système de valeurs des variables indépendantes qui déterminent une position d’équilibre, et qu’on vienne à leur attribuer des variations infiniment petites da, d|3,. . ., on a, en vertu du principe des
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vitesses virtuelles, {5, y) =o; d’où l’on conclut que,
pour chaque position d’équilibre , la fonction (j> est , en général, un maximum ou un minimum. Il y a entre le maximum et le minimum de la fonction ç une dilférence fondamentale. Quand le maximum a lieu réellement, l’équilibre est stable, c’est-à-dire que si l’on écarte extrêmement peu le système de sa position d’équilibre, et qu’on imprime à chacun des points qui le composent de très-petites vitesses initiab;s , les déplacements de ces points resteront très-petits pendant toute la durée du mouvement, et ne dépasseront Jamais certaines limites très-rapproebées de la position d’équilibre; au contraire, si la fonction ç est minimum, l’équilibre est instable, c’est-à-dire que le système, une fois écarté de la position d’équilibre, tendra à s’en éloigner de plus en plus, quel que soit l’ébranlement initial.
^'ous allons démontrer ces deux théorèmes importants.
La démontration du premier est fondée sur le principe des forces vives. Elle suppose, par conséquent, que les équations de liaisons L = o , M = o , IN = o ne renferment pas le temps t.
jVous avons déjà désigné par « , |3 , y, . . . les valeurs des variables qui déterminent une position d’équilibre. Soient /I, < 7 , r,... les accroissements que prennent, au bout du temps É, ces variables, par suite d’un déplacement trèspetit imprimé au système; p, < 7 , r sont des fonctions inconnues du temps f , dont les valeurs initiales po, fo commencent par être très-petites. Désignons par Vp la vitesse initiale, pareillement très-petite, communiquée à la masse w; chacune des coordonnées jy, z, est une
fonction connue de a -I- /r, |3 -|- < 7 , y -t- r, tjui ne renferme pas le temps t.
Cela posé, on a, à l’origine du mouvement,
ï/ziVJ (a (5 + v„, 7 -t- c,, . . .)-(-consl.,
IMlEMIEllE PAKTU;.
et, au bout du temps f,
2 /« V’ = <p(a -4-/;, P -I- 7 -H r) + consl. ;
d’où
2/7» V’ == 2/wV; -I- ?{a +p, fi -t- 7, 7 4- — 7(a4-//,, P 4-?,, 7 4-r,,...).
Maintenant, pour démontrer la stabilité de l’équilibre dans le cas où y (a, | 3 , y,...) est un maximum, on s’attache à faire voir que si les variables p, q, ne restaient pas toujours comprises entre des limites déterminées et trèspetites, il arriverait un instant où la somme 2 mV’ aurait une valeur négative, ce qui serait absurde.
Ici , M. Lejeune-Dirichlet a notablement perfectionné la démonstration ordinaire (^). Celle-ci laissait à désirer, non sous le rapport de la rigueur, mais de la généralité , attendu qu’elle reposait sur la considération des termes du deuxième ordre, en /», <7, r, que fournit la série de Taylor appliquée à la fonction y(a4-/?, 4- <7, termes
dont l’ensemble peut s’évanouir sans que le maximum cesse d’avoir lieu.
Voici, sauf quelques modifications de forme, le procédé de M. Dirielilet. Posons
fi 4-7, 7 7 7 > '■«
il en résulte
7(«4-p., P 4 - 7,, 74- r,,...) = 7(a, fi, 7,... ) 4 - '!<(;/. , 7,, ro,...), et
2/nV’ = 2 ///V; 4- '!<(//, 7 , r, ...) — •!(//„, 7 „, r,, .. . 1 .
On a
(•) Journal de Mathématiifucs pures cl applnpiévs ( 1847 ).
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et puisque(ji(a, ( 3 , y , . . .) eslmaximum, la fonction r, . . .)
devra être constamment négative, tant que les variables q, r,... auront des valeurs numériques Inférieures à certaines limites positives p\ q\ r'. On peut supposer les valeurs absolues de ^o, q^, /05 plus petites que p', q\ r', et alors il est certain que, pendant un certain temps , les variables P, q, r seront aussi numériquement plus petites que ces limites. .Te dis maintenant que cet état de choses se maintiendra pendant toute la durée du mouvement, c’està-dire que chacime de ces variables restera constamment inférieure à la limite qui lui correspond.
En effet, soit A la plus petite valeur absolue que puisse prendre la fonction <p(p, q, t",...) , lorsqu’on attribue divers systèmes de valeurs très-petites à p, r,..., tels que l’une, au moins, de ces variables soit égale en valeur absolue à sa limite p', q', r' (A n’est pas nulle) ; et supposons que l’écart initial satisfasse à la condition
S/nV; — 7 o, c,, .. .)<A,
ce qui est toujours possible.
Cela posé, si les variables p, q, r ne restaient pas constamment au-dessous de p', q\ r',... ; comme ce sont des fonctions continues du temps, il faudrait qu’à un certain instant une ou plusieurs de ces variables devinssent numériquement égales à leurs limites respectives, sans qu’aucune des autres variables eût dépassé la sienne : à cet instant on aurait
et ajoutant cette inégalité à la précédente.,
lin\'l -t- if(p, 7, r, . . .) — iHp., 7,, .)<0;
par conséquent, 2mA ’ aurait une valeur négative.
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Ainsi , dans le cas où la lonclion f est un maximum , les variables /f, q, r ne pouiTont pas croitn* au delà de certaines limites déterminées et aussi petites que l’on voudra. Les vitesses des dillérents points du système seront également limitées, puisque 2 mV* reste toujours inlérieiire, ou au plus égale à
lm\l — </., r ,, . . .).
Passons au cas où la l’onction f est un minimum.
Le mode de démonstration que nous venons d’cxpo.ser n’est pas propre à mettre en évidence l’instabilité de l’équilibre.
Lagrange a résolu cette dernière partie de la question, dans la sixième section de la Mécanique analytique, où il étudie les oscillations très-petites d’un système de points matériels autour de leurs positions d’équilibre. 11 y démontre incidemment l’instabilité, dans le cas où la fonction o est un minimum.
Nous nous proposons de donner à cette démonstration une forme plus simple et propre à être admise dans l’enseignement. En même temps nous signalerons un cas où l’analyse de Lagrange est en défaut.
Nous partirons de l’équation générale de la dynamique.
rf’r ,
"dr'
et d’abord, il convient d’y remplacer a:, z, x',... par leurs valeurs en fonction des 3« — i variables indépendantes, tirées des i éxjuations de condition L = o, M = o,
N = o, Cliacune des coordonnées x, y, z, x',... peut
être considérée, ainsi qu’on l’a déjà dit, comme une fonction de « -t- p, (3 -I- 9 , 7 -+- /•,... sans t^a,ji, y,... désignant
THÉOniES GÉNÉRALES.
les valeurs des variables pour la position d’équilibre. jNous supposerons, pour abréger récriture, que ces variables soient au nombre de trois.
Lorsqu’on substitue les valeurs de x,j', s, x',... dans la somme
2(Xrf.r-t- Yrfr-t-Zrfz),
elle devient, par hypothèse, la difiérentielle exacte d’une fonction 9 (a -1- p, /S -t- (7 , 7 4- r) ; par conséquent , la même substitution , ellécluée dans le second membre de l’équation (i) , où les cl sont changés en d, donnera
(2) 2(XJx-t-YJj-f-Zoz) = iî.ç{a-|-/^,(5-t-7,7-(-r).
Tant que p, q, r auront de très-petites valeurs , cette fonction 9 pourra être développée, par la formule de Taylor, en série très-convergente, ordonnée suivant les puissances et les produits de p, <7, r. Comme 9 (a, | 5 , y) est un minimum, les termes de première dimension en /t, y, /• seront nuis, et l’on aura
-f- (A/?’ 4 - B<7’ 4- Ce’ -f- i\)pq 4- aE/J/' -(- 2 F 7/ ) -f- t,
en posant, pour abréger.
- B dp»
doLcly ’
d^dy
£ désigne l’ensemble des termes d’ordre supérieur au second, qu’il est inutile de développer. Nous supposons que le minimum de la fonction puisse être constaté par la considération des seuls termes du deuxième ordre ; en sorte que le polynôme ( Ap’ -)- B/7’ 4 - • . . 4 - 2 F qr) conserve con-
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stammenl le signe -f-, quels que soient les signes et les grandeurs de p, <7, r.
En prenant la variation de la fonction ç, et omettant les termes provenant de £ , lesquels contiendraient les carrés et les produits des variables p, 17, r, supposées très-petites, on aura simplement
P -t- <7, 7 -+- r) = (A/< 4- + Er)^/> 4 -{D/>-l-B(/-f-Fr) 57 -(-(E/)-l-F 7 -t-C/')^r.
Si l’on compare entre eux les groupes de termes qui mulliplient d/>, J<7, dedans le second membre de celte égalité, on remarquera que les coefficients des variables qui entrent dans un groupe se répètent tous une fois dans les autres groupes, à l’exception du coefficient de la variable soumise au signe d dans ce même grou|>c, lequel ne se répète pas. Par exemple , les coefficients D et E du premier groupe qui est alïccté de dp, se retrouvent une fols dans les autres groupes, savoir, I) dans le deuxième groupe et E dans le troisième, et, de plus, ils multiplient précisément la variable dans CCS groupes; mais le coefficient A n’est pas répété. Cette remarque, qui nous sera utile plus loin, subsiste évidemment quel que soit le nombre des variables indépendantes.
Considérons actuellement le premier membre de l’équation (2). On a, pour chaque coordonnée, un développement en série de la forme
X = a n, P n, 17 +- Uj r -\- Ç ,
y = b -t- è 1 P -+- è J ry -f- è, r 4- >i ,
• Z = c 4- Cl P 4- c, 7 4- Cj r 4 6,
’ j;'= n'-+-a' f/4-rtî 74-Oj C4- Ç',
», 0, désignent l’ensemble des termes du deuxième
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ordre et des ordres supérieurs. Les coefficients «, rtj,...,
/'i,... etc., sont des constantes données.
On en déduira les valeurs de , et aussi
dr df‘ df‘
celles de ox, d)', dz; et l’on négligera les termes qui proviendront des restes r;, G,..., parce que, dans les pro-
, . rf’x ^ d^y .
dults —-ÛX,
dt‘ ’ rln d
ces ternies introduiraient les car-
rés et les produits de ;i, </, /• et de leurs dérivées, que nous sommes convenus de négliger. On aura ainsi
•AH| Ôx-I
dr dt^ ■
dp
dt'
dt‘
dt^ df=
en posant
ï /w (a ; -h G : -I- e ; ) = A', lmlol + h\-hr\) = W, I ni (a J -i~,h J -t- e ’ ) = C',
2»({a,a.,-+- />,(i,-hr,c,) = D', (a,a,-|- b, + c^c^) E',
2 OT (a.a, -I- bj b^ -f- c,c^) = F'.
Il y a, sur la composition des groupes qui multiplient ôp, oq, âr, d^ns le second membre de l’équation ci- dessus, une remarque analogue à celle que nous avons faite plus haut. Chaque coefficient se trouve répété deux fois, à l’exception du coefficient de la dérivée de la variable soumise au signe d dans le groupe que l’on considère. Ainsi , par exemple, les coefficients D' et F/ du premier groupé*’ en âp se retrouvent, l’un dans le deuxième groupe, l’autre dans le troisième, et ils y multiplient précisément les dérivées de la variable p. Ce fait est général , et a lieu quel que soit le nombre des variables Indépendantes.
Les deux membres de l’équation (2) étant ainsi transfor-
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mes, ou devra égaler respectivement les coeHicienUs de cliacune des variations indépendantes dp, dfj, ùr, que cesdtmx membres renferment. Il en résultera des équations linéaires à eoefHcients constants, en même nombre que les variables indépendantes p, q, r, et pmpres à déterminer, par approximation, ces variables en fonction du temps, du moins tant qu’elles resteront très-petites.
(ies équations sont ici au nombre de trois, savoir ;
(if
, f/ ’ 7 , fl ‘ r
fit ’ fit ’
ft’i
3) in' 7F + B' 7,; + Ti77 - n/'- B'/ - Fc = o
(It
fit’
fit' fit' fit' ‘
V fj — G c = O .
En rapprochant les deux remarques que nous avons faites ci-dessus, on peut dire que tout coedicient de l’une de ces équations se retrouve dans rune des autres, à l’cxceptioti des deux cocllicients relatifs à la variable p dans la première équation, .à la variable q dans la deuxième , à la variable r dans la troisième, lesquels ne sont pas répétés. De plus, les coefficients relatifs à une variable, et susceptibles de répétition , dans l’une des équations (par exemple I) et D'dans la première) , deviennent , dans l’une des autres équations, coefficients relatifs à la variable pour laquelle il n’y avait pas répétition dans l’équation d’où l’on est parti.
Nous allons maintenant démontrer que, dans le cas où la fonction (j> est un minimum, les valeurs de p , q , r, qui vérifient ces équations , ne sauraient demeurer toujou rs trèspetites, quelle qu’ait été leur petitesse dans l’origine. 11 en faudra conclure que l’hypothèse d’un mouvement oscillatoire dans lequel les points du système resteraient toujours
TIIÉt)niES GÉNÉRALES.
très-voisins de leurs positions d’équilibre , est inadmissible, et, par conséquent, que l’équilibre est instable.
On sait qu’on satisfait aux équations (3) par des valeurs de la forme
P = /■ H sin ( f \/p — h), q =z A' Il s\n {t — h), r — h" H sin ( r — /<) ,
H et A étant des constantes arbitraires ; et l’on a , pour dé-
terminer p et les rapports — ? — > les trois équations
(4) |p(D'/--t-B'y^'-|-F'r) -h(DX -(-B<'-HFr) = o,
( P (E' -I- F' k' -+- Ck" ) -f. (E X 4- F /?■' -H C k" ) = o .
De deux d’entre elles, on dt*duira les valeurs des rapports k' k"
7 “» -r 1 sous forme de fractions rationnelles contenant la k k
deuxième puissance de p, et la substitution de ces valeurs dans la troisième équation fournira une équation en p du troisième degré. En général, cette équation en p sera d un degré marqué par le nombre des variables qui servent à déterminer la position du système. A chacune des racines de cette équation correspondra un système de valeurs des rap- /■' k"
ports — ? — 5 on pourra prendre, pour la symétrie, k égal
au dénominateur commun de ces rapports. De cette manière, on aura trois systèmes de valeurs particulières pour p , q et il ne restera qu’à en faire la somme (en afl’ectant dans chaque système les constantes arbitraires H et h d’un caractère différent) pour avoir les intégrales générales des équations (3). Quant aux six constantes arbitraires, on les
déterminera au moyen des valeurs données de p , <y , r,
dq dr ■ • . , ,
— t ^ pour t = O-, comme ces dernières sont supposées tres-
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petiles, il est visible ijue les valeurs de li le seront aussi; et, par suite, les valeurs de />, q, / seront très-petites, du moins au romineiicement du mouvement, ainsi que cela devait être.
Or, sans prendre la peine de composer réquation en p , on peut s’assurer aisément qu’elle n’aura pas de racines réelles et jMsitwes-, et cela suffira pour prouver l’instabilité de l’équilibre. Car alors les valeurs de Vp étant toutes imaginaires, les sinus qui entrent dans les expressions de p, q, r se transformeront tous en exponentielles réelles, et, par suite, les valeurs générales de//, q,r se composeront de termes de la forme
(Rc'" + Sc-“'),
où nous désignons par w l’une des valeurs de \ — p, et par R et S des constantes qui dépendent du déplacement initial du système. Si 11 n’est pas nul, le terme ci-dessus finira par croître indéfiniment avec t. Ainsi , à moins qu’on ne suppose le cas tout à fait exceptionnel d’un déplacement initial , présentant cette circonstance singulière que tous les coefficients, tels que R, des termes à exposants positifs, soient nuis, on sera certain que les valeurs des variables p, q, r cesseront d’être très-petites au bout d’un certain temps. Le système tendra donc toujours à s’éloigner davantage de sa position d'équilibre, quel que soit l’ébranlement initial: sauf toutefois le cas unique que nous venons de signaler, et où l’analyse précédente ne permet pas d'affirmer qu’il y ail instabilité.
La question .est ramenée à prouver que l’équation en p n’a pas de racines réelles et positives ; à cet effet , nous allons mettre les équations (4) sous une autre forme : désignons par T ce que devient la demi-somme des forces vives des points du système, e’est-.à-dirc la fonction
dy^ dz‘
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ijuaiiil oii y rcmplaKC
f/.c (■/)' dz 1 1
-r > -z-y -r par IfS >alcurs siuvanUrs :
de de de '■
— (t I ti — ^ et < /■ — f— (I -, f* J = -j- b, k' -f- k" ,
de de
de
de
nous aurous T = ifA'X’-
B' X '= + C' X -H 2 D' X X' 4 - 2 K' XX" -H 2 F' X ' X
Soit encore V ce que devient le polynôme du deuxième ordre de la fonction des forces , c’est-à-dire ^ quand on y remplace p, e' respectivement par h , A', A", en sorte que
V = |( A X’ 4- B X'’ -t- C X"’ 4 - 2 D XX' 4- 2 E XX" 4- 2E X'X").
Il suit des remarques que nous avons faites sur la composition des équations (4)5 que les coefficients de p dans ces équations ne sont autres que les dérivées partielles de T relatives à A, A', A", et que les groupes indépendants de 0 ne sont autres que les dérivées partielles de V relatives aux mêmes quantités. Les équations (4) peuvent donc s’é< rire
3 I rx Cl •
ainsi :
dT ^ dp ■ di
“ dk" '
■ dk ''
dk' ''
dk" ''
et si on les ajoute, après les avoir multipliées respectivement par A, A', A",..., on aura, vu que 'I' <‘l V sont des fonctions homogènes du deuxième degré ,
f/r 4- V = o, d’où
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Celle formule renferme la démonstration de la proposition énoncée. En elfet , remarquons que les valeurs réelles de p doivent correspondre à des valeurs réelles de A, A', k" •, et qu’en supposant A‘, A', k" réelles , les fonctions T et V sont essentiellement positives, savoir ; la fonction T, par sa délinition meme, puisqu’elle provient d’une somme de carrés de quantités réelles, et la fonction V parce que tp (a, /3, y) est un minimum. Donc les valeurs réelles de p sont négatives.
Il nous a sulli, pour établir l’instabilité de l’équilibre, de démontrer que l’équation finale en p ne saurait admettre de racines réelles positives.
M. Sturm a soumis les racines de cette équation à une diseussion approfondie. Après avoir établi que toutes ces racines sont récllas et inégales (ce qu’avait déjà fait Laplace, d’une manière moins simple, dans un chapitre de la Mécanique céleste ) , M. Sturm a fourni le moyen de les séparer, et a fait eonnaitre plusieurs propriétés remarquables qu’elles possèdent. Un extrait seulement de ce Mémoire important a été inséré dans le Bulletin de Férussac {octobre iSap).
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CHAPITRE III
INTÉGRATION d’oN SYSTÈME d’éQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
DU premier ordre, d’après M. JACOBI. APPLICATION
AUX ÉQUATIONS GÉNÉRALES DU MOUVEMENT o’uN POINT MATÉRIEL.
1. On propose d’intégrer un système d’équations différentielles du premier ordre, de la forme suivante :
‘ dt dx"' dt dx ’ dt dy’’’ dt dy' '
V étant une fonction connue des variables .r, x\j,y\ qui ne renferme pas la variable t explicitement.il suffira, pour l’exposition de la méthode, de considérer le cas de quatre équations différentielles.
On sait que les intégrales renfermeront quatre constantes arbitraires a, jS, (2'j en sorte que, si on- les suppose résolues par rapport aux constantes, elles prendront la forme
y,(f, x,x', 7, /) = a', ■Sf,{t,x,x',y,
De plus, chacune des fonctions ç, ip,... satisfait identiquement à l’équation aux différences partielles.
dt^ d'^ d\
dt
dx dx'
d^ d\ dx' dx
do dV dtf d\ _
dy dy dy' dy
Et réciproquement, si une fonction x, x', y,y'), dans laquelle t, x., x'., j, j' sont considérées comme des lettres indépendantes , est telle , qu’elle satisfasse identiquement à l’équation ( 2 ), on aura une intégrale des équa-
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lions (i), en posant x, x',j, y') = a , où a désigne une constante arbitraire, et a:, y'des fonctions de la
variable indépendante t , qui satisfont, aux mêmes équations dillérentielles.
Cela posé, si l’on prend pour y la fonction V, il est visible que l’équation (a) sera identiquement satisfaite; car V
ne contenant pas t , le terme ~ est nul , et il reste l’identité
d\ d\ d\ dV dV dV dVdV__
dx dx' ilx' dx dr dy' dy' dy ^
Donc V = a est une intégrale première des équations (i), et cela, quelle que soit la fonction V, pourvu que t n’v entre pas.
Supposons maintenant que le problème , qui a eonduit à des équations différentielles de la forme (i), soit de telle nature , qu’on sache trouver une seconde Intégrale
la fonction F ne contenant pas la variable t.
C’est ce qui a lieu, par exemple, dans la dynamique, lorsqu’on étudie le mouvement d’un point attiré vers un centre fixe ; le principe des aires fournit cette seconde intégrale. Nous développerons plus loin cette application.
Le théorème de M. .Tacobi consiste en ce que , la seconde intégrale une fois connue, on pourra toujours déterminer, à l’aide d’une simple quadrature , les deux autres intégrales qui complètent la résolution du problème.
En effet, çonccvoiis qu’on ait tiré des deux intégrales V = «, F =T^es valeurs de x' ci y' en fonction de oc, y, a et/3, et qu’on les ait substituées dans la première et la
, , , V , r • dV d\
troisième équation du système (i); les lonctions — ? —,
ne coiilicndronl plus, après cette substitution, que les va-
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l'iables x et j', et nous les désignerons, sous cette nouvelle
forme, par
(iX
\rfx‘
La question sera ainsi ramenée à intégrer le système des équations
' ^ .lit V-r'/’ lit \rf/
et tout se réduit à trouver deux fonctions II de t, .r et y, ijui satisfassent à l’équation aux difTérences partielles '/n dn/dV\ dn fdv\
A cet dl’et, nous allons démontrer que x' et_y', étant considérées comme des fonctions de x,jy, oc , /3, déduites des deux premières intégrales, x'dx-t-y'dy est la dilïéren-^ tielle exacte d’une fonction 0 de x^y, a et |3. 11 suffit, pour
cela , de prouver que
Or, si l’on diflérentie, par rapport à a:, les équations V = a, F = jS , en y regardant x' . y' comme fonctions des variables indépendantes x et y^ il viendra d\ dV dx’ dV dy' _
dx dx' dx dy' dx '
d F d F dx' d F dy'
dx dx' dx dy' dx
• . . dx'
Rliininant —■> on en tire dx
dy,
dx
U. XX
dx dx'
dx' dx
d¥ d\ (IF d\ dx’ lïÿ' “ dÿ dl'
Kn changeant x enj', x' en y' et vice versa, on a dF d\ dF d\ dx' dy dy' dy' dy
■ dF dy' dx'
dF d\ dx' dy'
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Les dénominateurs sont égaux et de signes contraires : il reste à faire voir que la somme des numérateurs est nulle, ou que
— '/FrfV_rfFrfV_
<Lr dx' dx’ dx dy dy' dy' dy
Eflectivement, cette équation exprime que la fonction F satisfait à l’équation ( 2 ), et c’est ce qui a lieu, puisque F est une intégrale des équations ( 1 ).
On peut donc poser
, de -^~dl'
de dy ’
et la fonction 0 sera connue par l'intégration directe de la différentielle x'dx -Fy'dy^ réduite aux deux variables x et y.
Maintenant je dis que deux valeurs de la fonction O , propres à satisfaire à l’équation (4), sont
de de
En elfet , puisque l’équation \ — a — o deviendrait identique par la substitution des valeurs de x' et y' en _ fonction de x,y, a, /3, on pourrait, après la substitution, égaler à zéro sa différentielle par rapport à j3, oc étant considérée comme constante; ou, ce qui revient au même, on peut dilférentier d’abord l’équation, par rapport à (3 , en y regardant x' et y' comme des fonctions implicites de j3 , et lie substituer leurs valeurs qu’après la différentiation. On a ainsi
/yvxdx'
\ dx' J '/p \'iy] 'fp
Remplaçons dans cette identité x' par ‘^1 y' par ^5 et Mitervcrtissons l’ordre des diflërcntiations; nous aurons en-
Diyi* cod by GoOi'jK
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core identiquement
'rfV\ ‘’d^
\dx' ) dx \dy' j dy
donc ^ satisfait à l’équation (4), puisque d’ailleurs celle fonction ne contient pas t; par suite,
rfp P
(/3' désignant une constante arbitraire) , sera une troisième intégrale des équations (i).
En dirt'érentiant l’équation V — a = o par rapport à «, ou trouvera de même l’identité
Ce qui prouve que la fonction — 1 satisfait à l’équa-
tion (4) ; donc la quatrième intégrale sera
A la rigueur, on aurait pu s’arrêter à la troisième intégrale ~ = Gt regarder le problème d’intégration des
équations (i) comme résolu, puisqu’il était réduit aux quadratures : en efl’et, les trois premières intégrales fournissant les valeurs des trois variables x', y',j en fonction de x; si l’on substituait ces valeurs dans l’équation
dx _ d\
7i~dP'
on aurait
■=/(-r, ît. [C P')
d’où
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Mais ce calcül est moins simple que le précédent , pari'c «pi’il exige une quadrature de plus.
Nota. Les équations V = a, F = | 3 , ne cesseraient pas d’être les intégrales des équations (i), si l’on introduisait dans celles-ci un facteur X fonction de t et de V, en sorte que les étjuations devinssent
<lx ^
dt dx' ’ dt dx * dt dy' ’ dt * dy ’
car d’abord le facteur \ disparaîtra de l’équation (2), i|uand on y remplacera par V ou par F, et cela , qutd que soit ce fadeur, fonction de V ou non ; puis , si X est fonction de t et de V, il deviendra , en vertu de V = « , une simple fonction de t qu’on pourra faire passer en diviseur avec dt, dans les équations dillérentielles ; en posant \dt = dt , T sera une fonction de t connue par la quadrature fldt-, dz remplacera dt dans les calculs précédents, et l’on trouvera pour quatrième intégrale
2. y/pjdica lions. — ^fous ferons d’abord , eu peu de mots, l’application de cette méthode d’intégration au problème du mouvement d’un point matériel sollicité par une force dirigée vers un centre fixe et fonction de la distance.
(ies équations sont
éc
tlt '* y '
en prenant le plan de la trajectoire pour plan des x) , le centre fixe pour origine, <'t désignant par r le rayon vec-
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leur du mobile, et par R la fonction de r tpii représente la force. Soit
= V=/Rdr + j(.r'’+/»).
Au lieu des deux équations du second ordre, ou aura le système équivalent des quatre équations du premier ordre ;
dt dx' ' dt d.r ’ dt dr' ’ dt d)
Ainsi, le problème pourra être résolu pai- la méthode développée plus haut.
\ = a, c’est-à-dire
/Rr/r= a
est une première intégrale. On y reconnaît Vèquation d(‘s forces vives.
Le principe des aires fournit la deuxième équation xr' -yx'= ji.
Ces deux intégrales ne sont, relativement au problème de dynamique qui nous occupe, que des équations différentielles du premier ordre, ou , suivant l’expression de .M . Hamilton, des intégrales intermédiaires propres seulement à faire coniiaitre les composantes de la vitesse du mobile, lorsque a: et J' seront déterminées en fonction du temps. Pour avoir les deux autres équations qui sont les véritables intégrales en quantités finies du problème, on tirera des deux premières les valeurs de x' et y’ en fonction de or, J, a et (5; puis on formera la différentielle x' dx-y-y' dy . On trouve ainsi
r' d.v -t- y' dy ~
8 (xdv — ydr)
En posant, pour abréger.
± - ya (U •+-«)/■’ — ./ Adr = — l'.
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l'onlormémeiil a la théorie, cette dilVéroniielle est imiué-
diatemeiit intégrable et donne
H = ^ arc tang -h
ou bien, en désignant par 6 l’angle du rayon vecteur avec l’axe des x,
0= p6 + J'-^{r)dr.
Il ne reste plus qu’à différentier la fonction © successivement par rapport à |3 et a [/3 et « entrent dans (^‘)], puis ou posera
rfe f/0
La solution complète du problème est ainsi réduite à ne dépendre que d’une seule quadrature (/■) dr.
Au lieu d’intégrer (/■) dr, pour dillérentier ensuite l’intégrale par rapport à /3 et a, il sera, dans certains cas, préférable de dillérentier d’abord sous le signe / et de n’intégrer qu’après. Les deux intégrales se présenteront alors sous la forme suivante ,
J ^2 (U a)r’— ji’
Supposons, par exemple, que la force centrale soit eu raison inverse du carré de la distance
R=^^) d’où U=:-5
et l’on aura, par ces formules,
- fi' := H I ~r==
r\J 2 -xr^
-t- 2 ur —
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d’où l’on lire
y/ 1 -I- — “Ë_ cos (0 — P')
OU r
e cos (9 — P' )
en posant
^ I H !— = c’ et — = « { I — c’ ) ;
rt et e sont des constantes arbitraires qui remplacent a. et |3. Cette équation détermine la trajectoire, section conique dont le centre fixe est un foyer. Enfin, la position du mobile au bout du temps t est connue par la dernière inlégrale
J y 2 ar’ -i- 2 pr -
Si l’on y l’cmplacc 2 a par — et /i’ par ftn (i — e’), il vient
rdr
— — [fl — r)’
Pour simplifier, on pose et l’on a
na[t
-f- ît ) — I
mais l’expression de t en r, sous forme finie, n’étant pas d’un usage commode, on préfère introduire la variable n ou V anomalie excentrique , en posant
r = a ( 1 — c cos U ) ,
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et l'inttigi-alo pnicédcnic sc rtkiuit à Ht z= U — c sin U ,
«>ii comptant le temps à partir de l’époque où u = o.
INousne poursuivrons pas plus loin la solution bien connue de ce problème.
Revenons à la fonction 0 , dont l’expression , dans le cas d’une force centrale quelconque, a été trouvée
» = fl arc tang
<lr
D’après la manière dont cette fonction 0 a été calculée, on a
f/s , f/j; dx fit
dS
dÇ'
dy
fit
On peut donc remplacer dans l’équation des forces vîtes fis . ds
di' y d7'
.r' par y' par ~i et l’on a identiquement
Ainsi la fonction 0 vérifie identiquement cette équation aux différences partielles du premier ordre.
Réciproquement, si l’on trouve une fonction 0 de.r et 7 , contenant deux constantes arbitraires a , fit, autres que celle qu’on peut y introduire par simple addition, et vérifiant idciitiqucmeiit l’équation (5), les intégrales complètes des équations difrérontielles
dr=-^7'
flf‘ r
seront
fis
df!
ds
dit
ot! et ( 3 ' étant deux nouvelles constantes arbitraires.
dette proposition remarquable, qui permet d’exprimer
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les intégrales finies du mouvement par les dérivées partielles d’une seule fonction ô, satisfaisant à une équation aux différences partielles du premier ordre, n’a pas seulement lieu dans le cas d’un point sollicité par une force dirigée vers un centre fixe; elle s’étend <à tout système libre de points matériels , dans lequel la fonction des forces U ne contient pas le temps t explicitement.
L’idée première de ce théorème est due à M. Hamilton [Transactions philosophiques, i83'4 et i835). Mais ce savant avait cru que la fonction 0 devait être assujettie à satisfaire en même temps à deux équations aux différences partielles, tandis qu’«/ie seule équation suffit, ainsi que l’a fait voir M. Jaeobi [Journal de Mathématiques de M. Liouville, i838, page 6b).
Il ne sera pas inutile de rapporter ici la démonstration fie iM. Jaeobi, en nous bornant, pour simplifier, au cas d’un seul point matériel , ce qui n’altérera en rien le fond de la démonstration.
Continuons à désigner par Ü la fonction de x,y, z sans t , dont les dérivées partielles représentent les composantes de la force accélératrice appliquée au mobile; les éf|uations dilVérentielles du mouvement sont :
' f/.r ’ dfi ft) <lt' flz ’
et le théorème à démontrer peut s’énoncer ainsi ;
Soit 0 une fonction de x,y, z contenant trois constantes arbitraires (autres que celle qu’on peut tou-
jours introduire dans cette fonction par simple addition) et vérifiant identiquement l’équation aux différences partielles
2(lM-a).
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Les équations ((>) auront pour intégrales roin/>lètes
ria , fl B lie
-jâ = P’
da. ' ’ rff
/5', y' étant trois nouvelles constantes arbitraires ; et les trois intégrales intermédiaires
dz
dx
de
dl'
dt
de
dy' Ut
de dz '
jeront connaître les composantes de la vitesse suivant les axes des coordonnées.
Démons! ration . — Si nous diHerciilions les équations ( 8 ) par rapport à / , les ronstantes a', j3', y' disparaissent, et il vient
d'e dx d'e dr
d a dx dt d'e dx d 6 d.r dt d^e dx
dadr dt d‘‘e dr d 8 dy dt iPe dr
d’e dz __ Uadz dt d^e dz
d^dz dt
iPe dz
dy dx ,dt . dydy dt dydz dt
Ces équations délcrmiricni les valeurs de Or
‘ dt dt dt
si on les compare aux trois identités qu’on dé<luit de l’é-
(juation ( 7 ), en la diflerenliant partiellement par rapport à
a, /3, y, savoir,
de
dHf* de
de
dadx dx
d a dy dr
dadz
riz
fin
d’e de
de
d^dx
dx
d^dy dy
7lfd'z
de
d^e de
de
dy d.r
dy dy dy
dy dz
on reconnaît immédiatement que les valeurs de —5
^ dt dt
^5 tirées du premier système, sont respectivement les
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,, , fU-} de d& . , . ,
nieiiies que colles de — ? — j ^ ■> tirees du second système.
Donc on a déjà
dx de djr d e dz d 0
dl dx ' dt rly dt dz
Difl’érentiaiit de nouveau ces dernières expr<;ssions , par rapport à il vient
di")
d'e de
~dF~
dx'
dx
dxdy dy*
dxdz dz
tl'e
dS
d'e de
dt'^
dxdy dx
dy' dy
d^dz
lïz'
de
d'e de 1 1
de
dF~
dxdz
dydz dy
dz'
liF'
Or les seconds membres sont précisément les dérivées partielles de la fonction U, qu’on tirerait de l’équation (7); donc on a
d^x _dV d'y _d\i d'z _dH fit' dx ’ dt' dy ^ dt' dz
Les équations (6) sont donc satisfaites par les valeurs de Z , en fonction du temps , tirées des équations (8) ;
ce qu’il fallait démontrer.
Nota. Puisque la fouction des forces U ne renferme pas./ explicitement, le principe des forces vives a lieu, c’est-àdire que , '
c étant une constante, ou bien, d’après ce qui précède,
(de\' (de\' ide\' ,
11 résulte de là que la constante a de l’équation (7) n’est autre que la constante c qui entre dans l’équation de.s forces vives,
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IVous avons supposé ^ dans tout ce qui précède, (jue la f’onclioii des forces D ne renfermait pas le temps ; si le contraire avait lieu, comme, par exemple, dans le cas d’un point attiré par des centres mobiles, ladbnction 0 ne serait plus indépendante du temps , elle serait remplacée par une fonction $, vérifiant identiquement l’équation aux diflél’cnces partielles
On démontrerait, par des calculs semblables aux précédents, que les trois intégrales complètes du mouvement seraient
et l’on aurait toujours les intégrales intermédiaires
ilx rfS dy- d?i dz dS
dt dx ’ de d y * dt dz
Ce cas doit comprendre celui que nous avons ti’ailé plus haut; et, en effet, lorsque U est indépendante de t, le principe des forces vives, combiné avec les intégrales intermédiaires , donne
on en conclut
dS
dt~~ •’
et si l’on pose
0 sera une fonction de (,r , )■ , z , a , , y,) sans t . , vérifiant
l’équation (y). La première des intégrales ci-dessus — = a ,
U;s autres seront composées en 0 comme en S. On retrouvera ainsi les intégrales ( 8 ).
La première partie de ce travail a été rédigée d’après une Leçon de M. Liouville au Collège «le France.
Le lecteur, curieux d’approfondir cetlé importante théorie et de connaître les applications dont elle est susceptible, |)ourra consulter le Mémoire, déjà cité, de 1\I. .Tacobi , et le secoiid Mémoire de M. Liouville, sur quelques cas particuliers où les équations du mouvement d’un point matériel peuvent s'intégrer [Journal de Mathématiques . page 4 to; 1847 ).
deviendra
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CHAPITRE IV
nÉVÉI.ül>PF..ME»TS SUR l.E CALCUL DES
VARIATIOKS.
i . Sur la recherche des nuixima ou minima de l’intégrale I \dx, dans le cas oit les deux fonctions incon-
nues y et z que V renferme, sont assujetties à satisfaire à une équation différentielle
Rappelons d'abord la méthode que l'on suit, lorsque l’équation, à laquelle les fonctions y‘et z doivent satisfaire, est une équation finie
c est-à-dire, lorsque la ligne qui doit jouir de la propriété du maximum ou du minimum, est assujettie à être située sur la surface représentée par cette équation. On en conclut, entre les variations âx, ây, àz, la relation
dF
dF
dF
fA) — — 5a: H- —— 0 r H —Szz=o,
dx dy ' dz
d’où l’on peut tirer $ z en fonction de dx et ày, et substituei-
sous le signe f dans l’expression | à{\ dx), (|ui ne ren-
fermera plus alors que les deux ^variations indépendantes dx, èy\ mais comme la quantité sous le signe /qui doit être égalée à zéro est de la forme Aw -f- A'w', il est préférable de remplacer dans l’équation (A), à y etds par leurs valeurs
tî_r = /dx -f- w, dz =r z'Jx -J- m';
TIIÉORIKS GÉKÉIUI.KS.
Cl, en ajanl égard à réqiialioii
rf F = O, ou
fTx "^f/f
rétjiialioii (A) se réduit à
Tirant île là le rapport —, et le substiluaiil dans l’équa- I ion
il vient
Kn posant
f/V=Mf/x4-Nf/»--4-Pf/v'+Qf//' -(-N'f/z+P'f/z'-i-Q'f/3"-f-..., on a
à rétpiaiion précédente il faut associer F{x, J, l)=ro.
Ces deux équations déterminent y cl z en fonction de x'.
Celle méthode doit être inodihéc, lorsque l’équation qui a lieu entre J' et z n’est pas finie, mais différentielle, tell(' que réfjualion (i). Voici le procédé général à suivre.
Puisque l'équation ^i) doit être satisfaite par les valeurs <lex, Z qui répondent à tous les éléments de l’intégrale
I \ f/x, on aura, pour chacun de ces éléments,
11 en jésuite entre les variations d.r, dj , oz, de ces divers
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élémeuls, une iiitinitë cl’éqiia lions de condilioii , qu’il faut associer à
J' 5 ( V (Ix) — O.
Pour employer la méthode des multiplicateurs, concevons chacune des équations ( 2 ) multipliées par un coefficient indéterminé, variant de l’une à l’autre, et qu’on peut représenter par une fonction [Irlx) de x-, ajoutons la somme de ces produits
Àô F tJx — i>
à l’équation (3), ce qui donnera
(4) J' s [\ ilx) + kS V il.r = O ;
puis, considérant toutes les variations comme indépendantes, nous égalerons à zéro tous leurs coefficients.
A cet cllét, il faut développer l’équation (4). En edectuant la différentiation indiquée par â dans le terme \ dx, et intégrant par parties, "on a d’abord
dxSV — <iy Sx d.v = O.
Le binôme dxo\ — d V d x prend , comme on sait, la forme suivante :
rfrrJV-rfV5,r=:N«-t-P^-+-Q'^“-t-. . . -I
dx dx
dx"‘
Soit
</F= mdx-\-ndy-\^pdy' qdy" -y . . . -\-n’ dzy-p' tlz' q’ d-i ' .... On aura
S F=xmSx-ynSy-‘rpSy' -\-qSy" . . . -\-n' Sz-\-p' 3 z'-yq'Sz"-i-,,.
da> d^ U
=ox(w-(-«r'-Fp/"-F<7,r"-t-. «w • •
, du' d^b>'
' -y /I Ijj P — \-q - -5
dx dx'
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Le coefficient de 6x est nul, en vertu de l’équation
rlF = 0-,
il reste donc
du d’ta * ! , t .d^u
L’équation (5) devient
HN'+xV)«'H-(P'+â/)^'+(Q'+>7')S+-
dx—o.
Conformément à la théorie des variations, on intègre par parties pour faire disparaître, sous le signe les indices de différentiation auxquels sont soumises les fonctions arbitraires fl) , (i)'; et l’on trouve
wh;
( B w -H W u')dx — O,
en posant
ll = V(îx-+- |^(PH-'*;))— -f-.
B= (N -H kn)
f/(P -4- \p) d^q + Aïf)
dx
dx <lx^
Actuellement on égalera à zéro les coefficients de toutes les variations , ce qui donnera , pour un point quelconque de la ligne représentée par les équations cherchées,
et pour les points limites ,
l'IlEMlKRt lUHTIE.
Knlrc les équations ((>) 011 éliminera l’indéteniiiiiée A; et l’équation résullaute, ronibinée avec l’équalioii (t), fournira la solution du problème. L’crpation aux limites (7) -servira à déterminer les constantes arbitraires introduites par l intéfyation.
Il est aisé de s’assurer <juc cette oiétbode, appliquée au cas où l’équation qui lie y et z est une équation linie,
«■onduira à l’équation déjà trouvée. En Hl’et , il faut faire, dans les résultats précédents,
Mors les équations (()) se réduisent à
TiJF ~
OU A
ou A-+-A— dz
(Ix
(Ix^
Ici riudéterminée À n'est soumise à aucun indice de ditférentiation, en .sorte que réliminalion se fait immédiatement, et fournit l’équation
(^uatit à l'éipiation aux limites, elle est Indépendante de X.
2. INous allons appliquer la méthode des variations à la rcchercbe de certaines relations générales tjui existent entre les coeHicients /.», //, d’une expression dillerentielle pdx -+- (jdy -t- vdz^ assujettie à diverses conditions, et dans laquelle y, z sont des fonctions indéterminées d’une variable indépendante l. ('.es relations se présentent dans plusieurs théories importantes de la dynamique, telles que le principe des forces vives et celui de la moindre action.
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Proposons-iiojas d’abord de dctermiiner quelles condiliv>is doivent remplir les fonctions p, <7, r des variables x^y^z pour que l'intégrale définie
f ptljc H- y (/y rdz)
conserve une valeur constante^ quelles que soient les fonctions de t que X ^y et z représentent.
(Les fouclious_y et z sont seulement assujetties à prendre des valeurs fixes [j„, (jj'j, z,) pour les limites Xo , Xj. ) D’après l’énoncé, on doit avoir
j 3 [ptl.T ■+■ ffdy + /■rfz) = O.
Jx,
On développera cette condition par la méthode des variations; et, pour abréger, on pourra ne pas attribuer de variations à X, attendu que les limites de l’intégrale sont fixes. 11 vient
\ -y f/dny -y rdSz '
en désignant, comme à l'ordinaire, par y' et z' les déri-
, dr dz vees Tdx il.v
On intègre par parties les deux derniers termes afi'ectés de la double caractéristique dâ,
jT
Substituant dans la première équation, et omettant les
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tenues dégagés du signe’ J\ <jui sont nuis aux deux limites, il vient
Tl faut maintenant égaler à zéro, séparément, les groupes de termes multipliés par ây clâz :
dp d(j idr dq\
Tj-T.-^\Ty-dzY=^' l ‘^1 d'~ \ ,
in.
dz
dr
dx
et comme ees deux équations doivent subsister, quelles que soient y' et z', on en conclut
dp. dq ttq dr dr dp
dy dx dz dy dx dz
Ces équations expriment (jue la quantité pdx + qdy y- rdz doit être une différentielle exacte relativement aux trois variables x,y, z, considérées comme indépendantes.
l'elles sont les conditions cherchées. IVous n’avons considéré que trois variables; mais il est évident (jue pour tout autre nombre, on arriverait, à l’aide des mêmes calculs , à la même conclusion .
. Réciproquement, si l’on a
pdx y- qdy y- rdz = d.q (x, y, z),
et qu'on imagine deux relations arbitraires entre y, z et x, telles que pour r = Xo on ait
et pour X — .fl ,
yz=y,, z=z„
l’intégrale définie
J f ( pd.r y- qdy -+- rdz )
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conservera une valeur constante, quelles que soient les fonctions de x que y et z représentent.
. En elfet , puisque l’on a , en considérant les variables x , y, Z comme indépendantes ,
f{pdx + qdy -t- rdz) = t({x, y, z) + const.,
cette équation subsistera encore, lorsqu’on établira entre ces variables telles liaisons qu’on voudra. Si donc l’on conçoit que J et Z soient des fonctions de x qui , pour x = Xo , prennent les valeurs ^o) et pour x = a?,, les valeurs y,, onaura
/ (pdx-hqdy-hrdz) = q{x,,y,,z,) — f [x,, y., z,) ,
résultat constant , quelles que soient les fonctions de x qu’on choisira pour y et z.
C’est ainsi qu’en mécanique , lorsqu’il existe une fonction des forces , c’est-à-dire quand on a
l(H.dx-t- Y dy -y Zdz)z= d.<f[x , y, z. .
l’accroissement de la somme des forces vives de tous les points du système passant d’une position à une autre, est représenté par
2/wV; — ÏAnVJ = 2 [œ(x,,y,, z, — y (r„, y,, z,,...)],
et cet accroisscîment ne dépend que des coordonnées des mobiles à ces deux limites , et nullement des courbes qu’ils ont pu décrire pour passer de la première position à la seconde. Mais il résulte de ce qui précède, que l’accroissement de force vive dépendra, au contraire, des chemins parcourus dans l’intervalle des deux positions, toutes les fois qu’il n’existera pas de fonction des forces.
3. On suppose que la différentielle d'une fonction T de la variable indépendante t soit
rfT = pd.r -P qdy 4- rdz,
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où J', J , Z sont des fonctions (fuc/confjiies rte t, et p, g, r des fonctions de x,j', z, ponçant contenir t\ et l'on propose de dètcnnincr-gueUes conditions p, g, r doicent remplir, pour gu en attribuant à x,j, z des variations arbitraires ôx, âj, dz, l'expression correspondante de oT se déduise de d'Y par le simple changement des d en S, en sorte gue l’on ait
JT =: pSx -H r/S r -\-zSz.
Puistjue 'T z:: fpdx -i- t/dj ■+■ rds ,
on aura
JT = / J'(pd.v -+- t/dr -t- rdz)
— fSp.dx -Jr nq -dr -i- S r dz + pSdx -‘r qSdy rS dz,
Pt iutpgrant par parties les termes où les caractéristiques d, (î sont superposées,
JT = p$x-\- t/oy -f- rSz
— J [Sx dp — dxS p) ( J )■ d.) — dy S q) -y[5zdr — dzSr).
Remplaçons sous le signe y, r/p, èp^ dg, 6g, dr, or patleurs valeurs, savoir,
dp dp
dii = -t dt H — l-dx dt dx
’ip~-~ox-\- — 0 Y dx dy ~
dp , dp -j-dy -y- -.-dz, dy dz
(on ne doit pas faire varier t dans le calcul de 6p ) , il vient
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l)’aj>rès Véiioiu-t‘, la ijuantité soumise au sigue ./ «luit être nulle; et comme âx, dj, a z sont des variations arbitraires, on aura les trois étjuations,
.dp
(lq\
dr'\
L dz
dp
\dy
dx j
1 dt ^
dx j
dt '
idq
dx idq
df,
\dx
dyj
dt \dz
~Ty)
' dt ~
dt ’
/dr
dp'
dq\
dr
dz .
[dr
dz]
^ dt
dt
.Mais le dénominateur commun des valeurs de — » H-» --
fit fit- >k
qu on tirerait de ces étjuaticms étant nul, il faut, pour qu’elles ne soient pas impossibles, que les seconds membres soient nuis aussi. On aura donc
ce qui prouve déjà que les fonctions /?, q, r ne doiwnt pas contenir tt Cela posé, l’une des trois équations précédentes sera une conséquence des deux autres; mais, comme cellesci doivent subsister indépendamment de toute valeur particulière attribuée aux rapports on detra égalei'
* *■ flx ai: "
séparément à zéro les coefficients des différentielles dx, dy^ dz , ce qui fournira les trois équations
fip fit/ tUj dr dr dp
dr dx ’ dz dr ’ dx dz
Ce sont , comme dans la question précédente , les conditions nécessaires et suffisantes pour que pdx -I- qdy H- rdz soit une différentielle exacte par rapport à x, y ^ z considérées comme 'variables indépendantes .
•4. Kxaminojis maintenant si les conditions précédentes
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subsisteraient dans riivpotlièse où x-, y, z seraient liées par nue étpiation (inie,
11 en résulte, entre les variations ox, ây, âz, la relation
(Î2=;p^x + QSr,
oi^’on désigne par P et Q les dérivées partielles
dz dz d.T dy
Dans ce cas, on devra plus égaler à zéro, sous le signe J’, les coeflicicnts des trois variations dx, d)', dû, puisqu’elles ne sont plus indépendantes ; mais si l’on commence par y remplacer rune d’elles , ds, par sa valeur
Pdjr - 1 - Qo r,
la quantité sous le signe J prendra la forme ( A ~i- CP) 'ix -4- [ lî -h CQ )
en désignant, pour abréger, par A , B, C les coefficients primitifs de dx, dy, d s.
Pour que l’expression de dT garde la forme V Sx -4- 'j S y rS Z ,
on devra poser
A -I- CP = O , B -t- CQ = O,
Ces deux txjuations rentrent l’une dans l’autre , eu égard à la relation
dz — Prf.r H- Qr^ , et l’on a ainsi l’unique condition
flx fir
On y satisfait en posant les équations (i) , c’est-à-dire que si pdx + qdy -h rdz est une dill'érenticllc exacte par rapport aux trois variables .r, y, z, considérées comme indépendantes , l'expression de d'P se déduira de c/T en changeant
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les d eu d; mais ceita 'coridilion ti ’cst plus nécessaire. L’é- <|uatioii (a) exprime seulement que la quantité
pdx -4- (jdy + rdz
^ doit devenir une différentielle exacte après qu’on en aura éliminé une variable à l'aide de l’équation
En cUbt , on a
pdx + qdy -y- rdz = {p ■+- rV)dx (<•/ -H rÇ^)dy, et si l’on développe la condition
d.{p + cP) </(</ -4- rQ )
dy dx ’ '
en y legardanl z comme égale à F (,r, y), et ayant égard à •la condition .
li! — r '
. dy dx ’
on retrouve réquatioii (a).
Les raisonneiiients et les conclusions précédentes s’éleudraieiit sans modilicalion au cas d'une expression dillériMitielle renfermant plus de trois variables x, y, z,..., liées ou non par des étpialious de condition.
En mécanique, lorscpi’on veut établir le principe de lu moindre action , ou consitlère un .système de points matériels, assujettis à certaines liaisons exprimées par des équations entre leurs coordonnées .a’, y, r, x',..., où le temps r u’eiUre pas explicitement, (ies points sont soumis à l’action de foices (X, Y, Z,) telles que l’on ait
ï ( X dx y- \ dy V.dz)x= d ,q[x , y , z, .r', . . ),
et, en désignant par \ la vitesse du point tient la masse est III . on a
d 1 m\‘ ~ i ( X dx T- Y dt * ’Ldz'].
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La démonslratiuii du principe de la moindre action (2^/nVdi = ininimuin) '
exige qu’on prenne la variation de Z et, à cet effet,
on tire immédiatement de l’équation précédente,
^ iSX mV'=X(XSj: -hYSx + ZSz).
Ou voit, par ce qui précède, que cette conclusion ne serait plus admissible si l'expression
2(Xrfx-t-Y<^ -t- Zrfz)
n’était pas une dillérentielle exacte, par rapport à toutes les variables x,jr, z, considérées comme indépen-
dantes , ou du moins si elle n’était pas susceptible de devenir dillérentielle exacte, après qu’on aurait éliminé un nombre de variables égal au nombre dos équations qui les lient.
EXERCICES d'analyse.
CHAPITRE PREMIER
DE LA KEVRÉSEMTATION d'l'NE SURFACE SPHÉRIQUE SUR UN PLAN.
La position d’un point sur une surface est en général définie par deux coordonnées. Si l’on désigne par (t, u) les coordonnées d’un point quelconque d'une première surface, par [x, y) les coordonnées d’un point d’une autre surface, et qu’on pose arbitrairement deux équations entre
à chaque couple de valeurs de ï et «, c’est-à-dire à chaque point de la première surface, correspondra un couple de valeurs pour x et y, c’est-à-dire un point de la seconde; surface. 11 existera entre les éléments géométriques corrélatifs des deux figures , certains rapports de grandeur et de forme qui dépendront du choix des fonctions / et F. Nous nous proposons de rechercher quels sont ces rapports, en supposant que la première surface soit une sphère, et l’autre un plan.
1 . Théorème. — Une portion de surface sphérique ne saurait être exactement représentée sur un plan par une surface égale et superposable à la première.
La position d’un point p surla surface de la sphère (yi'^. 2 )
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est déterminée par sa longiinilc \/i = t, comptée à partir d’un méridien convemi I 5 AC, et par sa latitude np = u.
^ Soit pqrs un élément de surface compris entre deux parallèles et deux méridiens infiniment voisins , on aura
1»! — du et pr = cos « . dt (le rayon de la sphère étant pris pour unité).
On peut considérer cet élément eommeun rectangle, dont l'aire sera mesurée par
p(l .pr = cos U . du dt .
Soit P un -point du plan que nous regarderons ccimme correspondant au point /> , et dont les coordonnées x et y seront des fonctions, prises à volonté, des deux variabh's / et U. Au point <7, qui naît du point p par le changement de « en n -f- du , correspondra sur le plan un point Q, dont les coordonnées seront , „ . dx , dy ,
de même , les coordonnées du point R , correspondant de /> seront
dx
dy
dt
df.
enfin les coordonnées de S, correspondant de s, seront
dx , flx
X -) dt -y- du
dt du
dy
dt
dt ■
du
du .
On en conclut
donc V élément plan PQRS est un jtnrallélogramine , quelles que soient les fonctions de t et de u que x et r représentent.
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Les côtés PQ, PR représeuteut sur le plan réléineiU du méridien et l’élément du parallèle-, si l’on désigne par f et (|;les inclinaisons respectives de ces côtés sur l’axe des .r, on a
d Y dx
dr dx
tang^=:^:— , tang^- = ^:-; on en conclut
tang QPR =
ily dx du dt
dy dx dt du
dx dx dt du
dy dy dt du
et, par suite, l’aire du parallélogramme PQRSest
. • I dx dy dx dr\ .
PQ. PR . sin QPR = — —
\ dt du du dt I
Actuellement posons les conditions pour tpio l’clùincnl plati PQRS soit ntl rectangle égal à rélément spliériiiuc ptjrs. Ces conditions sont au nombre de trois, savoir :
PQ = p<i , PR = pr , . ngle QPR — ^ ,
c’est-à-dire ;
• ' ' du
dx dx dt du
^ (ly _
dt du
Ce sont trois équations aux dillérences partielles du preluier ordre, entre x, et les variables indépendanti-s / et U.
Il s’agil de prouier (|u il n’est pas possible de délerininer pour .1' et J, des ronctions de l et u. telles que ces trois <*<|ualions soietil satisfaites: à rel ell'et , ttous introduirons.
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avec Kulcr ('*'), l'angle y déjà délliii plus haut par l'équation
dr dx
ip est une fonction inconnue de t et u. Les trois équations ci-dessus seront remplacées par les quatre suivantes :
dx
dx
— = sin œ fos « , — - = cos <
dt ^ dit
dr
— — — cos » cos U, = sin (t .
dt ^ du ^
Les deux premières font connaître les dérivées partielles d<! la fonction x par rapport à f et u ; elles doivent donc remplir la condition d’intégrabilité
dx dx
d— d — dt du
du dt ’
iTi la développant , on a
cir
sin » -é- -t- cos » cos « --A = sin » sm u.
. dt du ^
Pareillement, la condition
d~~ d — dt du
du
donne
dt
du
dtu u O
cos ï — sni Y cos u ~ — cos if sin « .
Or, si l’on élimine tour à lotir ^ et ~ entre ces diMix ’ dt du
«'■f|ualions, il vient
ds dy . f
cos u ~ — O, =r sin « ; '
du dt
d'ou l'on tire tleux conclusions contradictoires, savoir ;
(“) Acatlcmic de Saint l’cieribouig , 1777
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que la fonction ç est indépendante de «5 2” que la même fonction renferme la variable u. Donc les équations (i), ( 2) et (3 ) sont incompatibles, et la représentation graphique exacte d’une surface sphérique sur un plan est impossible; ce qu’il fallait démontrer.
2 . Proposons-nous maintenant cette question ; Est-il possible qu'il y ait similitude entre les deux éléments corresponrlants pqrs?
La similitude n’entraîne que deux conditions ;
PQ PR
— = — > angle QPR = -5
pq pr ^ ^ I •
dx dx ■ dy dy
dt du dt du
du
Posons, comme dans le premier cas, tang® = -^i et c<"s
dx:
du
deux équations seront remplacées par les trois suivantes ;
d\ dx cos M ,
du dt
dy . dx eos -f- = sin »
du
dy
du
dx
s.n^ ^ = -cüs;,-;
ici, comme nous avons trois fonctions inconnues x, 15) et le même nombre d’équations à satisfaire, on comprend <[ue le problème sera possible, en général. iSous nous bornerons à discuter un cas, qui ne laissera aucun doute sur celte possibilité; c est celui où l’on ajoute à la similitude une nouvelle condition de nature à simplifier la représen-
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talion graphique de la sphère, à savoir que l’élément PQ du méridien soit perpendiculaire à l’axe des jr. ^
Alors on a o =^, et les trois équations précédentes se réduisent à
cos M — = du
dx
on conclut des deux premières que x sera indépendant de M, et y indépendant de t : par suite, la troisième équa-
. , dx . . dx
tiott apprend que — sera une constante, puisque si —
fêtait fonction de dépendrait aussi de celte variable.
. . dx J, . . . ■
ïioit — = 71 , d ou X = nt -h const. ; x croissant proportionnellement à la longitude t , /es méridiens seront representèssur le jdan par des droites perpcrn/icidaires à ox , dont les distances miilucllcs seront proportionnelles aux unifies que ces méridiens font entre eux. A des méridiens équidistants aiigulainuneiit , corréspondronl des droites parallèles équidistantes.
Oiiant aux parallèles sphériques, puisque l’élément PR est à angle droit sur PQ , il prendra une direction constamment parallèle à l’axe des x; par consé([uent , les parallèles spliériqiu-s seront aitssi représentées par des droites J perpendiculaires aux premières, mais inéf^alemenl {listantes. La loi de ces distances sera fournie par l’équation
dr
cos « ; .
du
d’où l’on lire, en intégrant,
^ = 77 1 tang
-t- const.
Nous conviendrons que l’axe ox représente l’équateur, cl que l’origine des coordonnées corresponde au [Kiim A ,
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pour lequel on a ? = o, « = o. Alors nous aiuons
SI l'on eonsidère sur la sphère {Jig- 3) un élémeul /m> appartenant à une eourbe quelconque, et (jue P\ soit l’éléinentde la ligne plane correspondante, on a
tang vpr :
cos U lit ’
VR dy
tang VPR = — = — - •
® PR n Ht
Or = — : donc tang ypr = tang M^R. Ainsi on vécos un ' ^
rifie qu’une eourbe quelconque fait, avec chaque méridien,
le même angle sur la sphère et sur le plan.
La ligne à double courbure, qui sur la sphère coupe tous les méridiens sous le même angle, et qu’on nomme loxodromie f sera représentée sur le plan par une ligne droite. C’est cette propriété qui a fait adopter le mode de représentation graphique que nous venons d’étudier, dans les caries marines dites de Mercalor. En mer, le pilote ne s’attache pas à suivre la ligne la plus courte d’un point à un autre, c’est-à-dire l’arc de grand cercle «qui joint ces deux points, parce que cet arc fait avec les méridiens successifs des angles dilléreiits , et qu’il serait très -compliqué de diriger à chaque instant sous ces divers angles la route du vaisseau par rapport’ aux méritliens. Déplus, si l’on s’engageait dans cette voie, les déviations inévitables causées par les courants ne tarderaient pas à faire sortir le ralsseau de l’arc de grand cercle qui joint le point de départ au point d'arrivée , et dès lors totU le calcul des angles sous h'squels on doit rencontrer les méridiens successifs serait à recomiuencer. Au contraire, pour suivre la loxo-
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drotnie, il ii csl pas besoin de calculs; on joint par une droite, sur la carte marine, le point de départ au point d’arrivée; on mesure l’angle que cette droite fait avec l’une des parallèles qui représentent les méridiens , et le pilote n’a qu’à maintenir, à l’aide de la boussole, la direction du navire sous cet angle constant.
Toutefois, on conçoit que cet angle peut lui-mème devenir fautif par suite des déviations auxquelles le vaisseau est exposé, et qui peuvent nécessiter le tracé d’une nouvelle loxodromie : on a soin, dans le cours du voyage, de déterminer de temps en temps la vraie position du lieu oit l'on se trouve, afin de corriger l’angle sous lequel on se dirige. "
Tandis que les courbes loxodromiques sont représentées, sur le plan, par des lignes droites, les arcs de grand cercle sont représentés par des courbes transcendantes.
En ellét, soit hp un arc de grand cercle, incliné à l’érjuateur de l’angle;) An = 9; l’équation de cet arc en coordonnées sphériques est
tang U ~ tang 6 sin t.
(On passerait au cas d’un cercle, situé d'une manière quell'onque, par un simple déplacement d’origine sur l'équateur, ce qui reviendrait à remplacer t par l -f-const). I.a courbe EP, ((ul répond à cet arc sur le plan, sera définie par les équations
associées à la précédente.
Pour avoir l'équation de cette courbe en coordonnées rec-
r = " I tang ^
(*) D’après mie propriété connue des projections stércograpbiqiios, In projection stèrcographiqiic de la loxodromie sur le plan de rèqnateiir sera une courbe l'aisaiit un angle constant avec ses rayons vecteurs, c’est à-dire une spirale logarithmique.
EXEUCiCES D A^ALYSE. fjy
langles, il reslo à éliminer / et u enlrt; ces trois éejuations;
on a
.'■=tang(j+^) =
PLANES
1. Relnliotis crilre lu rayon de courbure d'une courbe plane et le rayon de courbure correspondant de sa dcvc-
Soifiit AlK’ ( fig. 4) une courbe plane, A'B'C' sa développée , P un rayon de courbure AA' de la première , p' le rayon de courbure correspondant A'P de la seconde; sî l'on considère un rayon infiniment voisin lîli', faisant avec AA' un angle d <^ , on sait que l’arc A'B' de la développée est égal à
loppcc
la diirérenlielle ^/p, et que p' est la limite de ; donc
' Si l’équation de la courbe AB est donnée en coordonnées restangulaircs x et j, on tirera aisément de l’équalioii (i)
l’expression du rapport — i en fonction des dérivées de y par rapport à ,t. Kn elî’et, on a
lift lift
p f ifs
/Is désignant la dillérenliellede l’arc de la courbe AB, Or, si l’on dill’ércnli»’ par rapport à x l’expression
Digilized
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OÙ r
on a
Il vient
>lr'
d^Y fU' '
dp _ 3pq’ — r(i 4-/jJ)
dx
D’ailleurs
«loue
-Y-fr, on [Misant r~
ds ;
p' _ + 'ipq' — rji-h/,') P q‘
2. Au lieu de délinir la roiirbe AB par une iVfiialion entre les deux variables x et j, on peut se préposer de la définir par une équation entre les deux variables pelp'.
En effet, /j, q, r sont des fonctions de jr déterminées par l’équation de la courbe = u; si l'on conçoit qu’on
ait remplacé ces fonctions par leurs valeurs dans les équations
q P Ip ’
il ne restera jilus qu’.i éliminer x entre ces deux équations’. Ou bien , s’il n’est pas possible d’exprimer q, r en fonction explicite de x, on éliminera x et y entre les deux équations ci-dessus, associées à <p[x,j) = o.
. Par exemple , s’il s’agit d’une ellipse , dont l’équation est
on aura
— bx
— ab
— 3fihx
Digitizfld by Googlc
DEVXIÈMF. PAmiE.
Ut , par suite ,
{(•/' — c'j:^y p' c‘‘x\jti' — J.’ ^
Ou lire de la première
en posant
t'eiie valeur de r*, substituée dans la seconde é<jualion, donne
ou Lien, en rétablissant la valeur de z, ,
Telle est 1 équation qui lie, dans l'ellipse, les deux rayons p. p'. Kilo montre que la plus grande valeur de p
estyi et la plus petite — ; et, qu’à ces deux limites, le
rayon de la développée, p' = o. Le maximum dep a lieu au sommet du petit axe, et le minimum au sommet du grand axe.
f.es calculs précédents s’appliquent à l’hyperbole, en changeant b en b\^ — i. Dans le cas du cercle, n — by et i’<H|ualion précédente devient
elle se partage en deux , p ^ a , p' = o,
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J. Dcternnner la courba dont la rayon dc-courbura est proportionnel à celui de sa dèecloppéa.
Soit y = A ; l’équation dillérentielle de la courbe elicrchée sera, d’après la relation ( 2 ) ,
’ip — r
Cette équation ne eontenant pas explicitement .r , ou lui * appliquera la méthode du changement de variable indépendante; prenons /J» pour variable indépendante,, il vient
^ dq dq dp dq
4 dx dp dx dp'^ ‘ - '
L’équation prend la forme
ndp
OU
3/J — k dff
r dp ^ = O .
Les variables étant séparées, on intègre, et l’on a
Y 1 (i -h/i’) — ^ arc tang p — I ci; = o ,
c étant une constante arbitraire, et 1 la caractéristique d<;s logarithmes népériens. , .
Si 1 on remplace q par et qu’on résolve par lapporl
à dx , il vient
^ nre lariiT;; , dp
dx =
ii+ipÿ
ou, -en posant p = tang(p, par suite,
dx = C6' * ^ cos q dq ;
dy = cc sin
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Avani il alli'r plus loin, rrmarqiions.. qu(‘ fetle ileniièii! uxprc’ssion de t/x aiiraîL pu être obleuue j)lus siiupleiiient, en partant de l’équation (i). L’ille donne, en diél,
et puisque - = / ,
intégrant, il vient
Or, ® étant l’angle de la tangente avee l’axe des.r, on a '
(le '
COSfp = — - et . (h = Çirlrf-,
«loue
par suite
ros <f ■
(Ir
kti
(le ~ 0 ros ^ (I O ~ rc • ros lyf/œ ,
eoniiue oi-tlessus. ,
Intégrons maintenant les expressions de dx et d) ; il viendra '
,r — X = c ’’ ( siii * n- /< ros ») , '
■’ ~ P = iî ' é '' y — ros ?) .
a et jü sont deux ronstantes arbitraires, qu’on peut toujours faire disparaitre en transportant les axes coordonnés jiarallèlement à eux-mêmes, aux points x~<x^ y = ce qni d’ailleurs ne cbange pas l’angle ij-. C’est potirquoi nous omettrons ces deux lonstantes dans les calculs* qui vont sniivre.
l/éliinination de (jp, entre les deux étjuations précédentes, fournirait résjuation de la courbe cliercliée; mais il vaut
D;-; ■ by Googic
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mieux employer les coordonnées polaires. On lire, par division , .
y /■ tang f — i
X /■ + tang f
tang — j
H--tangii)
ou, en désignant par 6 l’angle mox {fig- 4)» dont la tan-
gente est par w l’angle dont la tangente est j.»
tang & = tang (ç — w) et <y — 9 — u.
Mais f — 0 n’est autre que l’angle omT que fait la tangente avec le rayon vecteur om ; cet angle est donc constant, propriété qui caractérise une spiVa/e 7og'ant//mt(^Me. . .
Si , aulieude diviser_y par x , on avait ajouté les carrés de ces variables , on aurait eu l’expression du rayon vectéur'oui.
et puisque (p = 6 -I- w ,
c’est bien l’équation polaire d’une spirale logarithmique, dans laquelle l’angle de la tangente avec le rayon vecteur
a pour tangente trigonométriqüe ^ . Dans l’hypothèse 4^ = i',
cet angle est de 45 degrés.
On aurait pu achever l’intégration, sans recourir aux coordonnées polaires, en remplaçant tangip par ^ dans la
valeur précédente de"^? ce qui, eût donné l’équation diflerentielle du premier ordrè ■ '
xdxr^ ydy — k(xdy — X^x)-,
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eu divisant les deux membres par x'-hy ', ils deviennent intégrables, et l’on a
* arc Uni; -
I •’i AS
Ae = Ac ,
résultat conforme aux précédents.
4. Etant donnée une courbe AB, si l’on forme sa développée A' B', puis la développée A" B" de A' B', courbe qu’on peut appeler développée du second ordre de la courbe primitive, puis la développée A'^'B'" de A"B", ou développée du troisième ordre , et ainsi de suite, on aura, en désignant par p, p', p'\ p'",..' les rayons de courbure correspondants de la courbe AB et de ses développées successives ,
Le problème que nous venons de traiter n’est qu’un cas particulier de celui où l’on proposerait de déterminer une courbe telle , que son rayon de courbure eût un rapport constant avec celui de la développée du n’'"' ordre.
On aurait à intégrer une équation linéaire de l’ordre n ,
L’intégrale est
A, désignant l’uiie des racines n'*"'" de A, et c, une constante arbitraire. L’indice i prend successivement les valeurs I, 2, ... , n.
On en conclut, comme précédemment, deux équations tinies entre x,, y et(p, savoir:
y— p = 2 (.<,sinif — cosy)
• Di. ■:
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L élimination de f entre ces deux équations n’est plus possible en général. On peut remplacer leur système par le suivant : r-
(t — a) sin <p — ( r — P ) cos.^ = y° A,e ,
(x— a) coS(p + (_;<• — p)sin f = y A, r*’’’.
La seconde équation étant la dérivée de la première par rapport à y, la courbe cherchée est l’enveloppe des droites cpe représenté la première équation quand on y fait varier y; et ces droites sont tangentes à la courbe.
5. Déterminer la courbe dont le rayon de courbure en chaque point est une fonction donnée du rayon secteur mene d’un point fixe à ce même point.
Soient om = r (fig. 5) le rayon vecteur, cm = p le rayon de courbure correspondant ,
mTxi=(p, moT=e, omT=\.
P d^-d9 + dv' = 7/ =
A l’aide des deux dernières relations, on peut élimii de J expression àc.p.ds et dO, et il vient
Cette formule, qui convient à toute courbe plane est propre à résoudre tous les problèmes dans lesquels le rayon ^ de courbure P sera donné en fonction du rayon vecteur/ ou du produit r sin V ( projection du rayon vecteur sur là normale) ; car elle permettra d’exprimer V en fonction de /
par une quadrature , et comme on a d’ailleurs tang V =
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conclura r eu fonclion de 6 par «ne nouvelle in.é-
înéral p =/(' )• L’équation (i) donnera rdr
on
gration
Ainsi , soit en géii
d’où
rf(rsinV) = y^^^-
r rdr
, sinV = c-Hj c étant une constante arbitraire.
WN
dr
Ainsi, le problème se ramèue toujours aux quadratures.
Examinons le cas oü le rayon de courbure est proportionnel au rayon vectcui .
On a, en désignant par n une constante donnée,
L’équation (i) devient
d’on
d{r sin V) = n dr -.
^ ^ ^ r sin V = nr -+- c.
Si l’on a // > I, la constante arbitraire c devra être négative , atin que la valeur de sin V soit plus petite que i .
Si l’on a n <Ci , c pourra être positive ou négative; et si l’on supposait de plus, e= o, on aurait sin V = « ; l’angle V
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sérail couslanl. La courbe cherchée sérail doue une spirale lagarilhmique. En eflél, dans celle spirale, dont l’equalion
est /• = A e™ ^ on sai l que p = /• V •
Si «= I, la constante c devra être négative ou nulle.
Soit c = O , on en conclut V = J; c’est le cas du cercle.
puisqu’alors = o ; d’où r = const. Le cercle n’est d’ailleurs qu’un cas particulier de la spirale logarilhmi<,ue Laissons ces cas particuliers, et revenons à l’cquation ( a ) ; ■rm en lire
nr 4- c
/•rf 6 1 ?'
= arc cos t
La seconde intégrale prendra des formes différentes, selon que n sera 1 ou i •
Soit n<^\, on aura
Si l’on suppose c = o, on retrouve r — Ae , spiiale logarithmique.
Dans le cas où /i = i, la coiistaiilc c restant quelconque, la formule précédente n’est jias applu-able. L’intégi ation
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(lirecle de l’expression de d9 donne , en changeant c en — c ,
ou bien
arc cos
^0 4- arc cos ^ ^ ^ ^ ^
La constante remplace ’ù. L’hypothèse c = o donne r = const. , comme on l’a déjà vu.
D’après ce qui précède , on voit que la propriété d’avoir le rayon de courbure proportionnel au rayon vecteur issu d’un point flxe , n’est pas caractéristique de la spirale logarithmique, mais qu’elle appartient à une classe de courbes transcendantes assez étendue.
Nous avons indiqué plus haut que la formule (i) convient aussi aux problèmes dans lesquels on demande une courbe dont le rayon de courbure est une Jonction donnée de la projection (r sin V ) dit rayon vecteur sur la normale.
En effet, soit
P=/{rsln,V),
et posons
/•sin V = z;
l’équation (i) donne
rdr=f[z)dz,
dont l’intégrale est
r’4-c = //(z)rfz = F(z),
Pt remplaçant z par sa valeur en r et 0, r’ 4- c = F
Si l’on peut la résoudre, soit par rapport à soit par rapport à r, l’intogralion s’achèvera par des quadratures.
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Par exemple, soit
P = nr sin V ;
cm aura
r’ — a’ = «r’sin’V,
n étant une constante arbitraire, d’où
— a’ dr
/ yr’ — a’ dr r v^(/i —
Si l’on suppose a = o, cette intégrale se réduit à
on retrouve la spirale logarithmique , résultat conforme aux propriétés bien connues de cette courbe ; et pour n = i , la spirale dégénère en un cercle.
Autres solutions. — Comme exercices d’analyse, nous indiquerons l’usage qu’on aurait pu faire, dans les problêmes précédents, des' formules ordinaires du rayon de courbure en coordonnées polaires et en coordonnées rectilignes.
En l’égalant à — i on a ,
Cette équaûon ne contenant pas 6 explicitement , on l’a<* baisse au premier ordre , en posant
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et l’équation devient
N(r' + p^f = -ip‘—r^y
On la simplifie en posant
d’où il vient
P = ru,
dp du
Tr^'^^'~Tr'
i . ru du
Comme = - // (i4- u’), on est conduit à prendre pour
inconnue la fonction i 4 -«*.
Soit
il vient
Les variables se séparent, el Ton a
dr dt .
dont Tintégrale est
r t{i — nt)
et
nt
elle coïncide avec réquation (a) obtenue dans le précédent
calcul, car là variable t n est autre que etc.
2°. L’expression de p aurait pu encoi-e s’écrire :
~de'
\rd0j
Digilizud by GoogI
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fl celte forme conduirait à prendre pour inconnue
L’équalion du problème serait ainsi
Elle ne dillère pas de l’équation (3), car
du ru du
— = , etc.
dr '
3”. Si l’on part de l’expression de p en coordonnéi^s rectilignes,
dx
l’équation du problème est
En multipliant les deux membres par le facteur
X py ou
le second membre devient
xdx ■+■ ydy
n {xdx ydy)
différentielle exacte, et le premier membre devient (x y-py)dp
dont on n’aperçoit pas immédiatement l’intégrale; cepen-
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dani l’intcgralion par parties donne
'* xdp
px
r dy
■* pydp _
Jst^+y
et, en ajoutant,
py)dp _ jjx — jr
L’équation ( 4 ) s’intégre donc une première fols par cette méthode , et donne
Or
! px — Y
P^— y _ — ydx _ r»r/9 _
^ i-\- p' \Jdx^ -f- dy'‘ d*
L’intégrale précédente équivaut donc à r sin V ;=. «r c ;
c’est l’équation (2) de la première solution , etc.
6. Déterminer une courbe dont le rayon de courbure, en chaque point , est égal à une longueur donnée multipliée par le sinus de l’angle Cf que Jdit la tangente en ce point avec une droite fixe.
On a l’équation
f = a sin tp. , ^
En partant de la relation p = ^ 4 et choisissant la droite
fixe pour axe des x, on trouve , par une intégration bien simple ,
•ï’ — ïax\
d’où l’on conclut (jue la courbe est une cycloïde dont le
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cercle générateur a pour rayon On peut aussi chercher
directement l’équation de la courbe en coordonnées rectangulaires, etc.
7. Déterminer une courbe plane telle, que l’arc compris entre deux de ses points, soit égal à l’arc de cercle décrit du point d'intersection des normales menées par ces points, comme centre, avec un rayon égal à la moyenne arithmétique entre ces normales [*).
Soient {fig. 6)
AO = p, mO = q,
deux normales à la courbe cherchée, ip l’angle AOm, s l’arc Am; on doit avoir
Soit m' un point infiniment voisin de m; m'O' la normale correspondante. Menons OH perpendiculaire et Op parallèle à cette normale; nous aurons
Or Donc
On a aussi
</s ~ m[t -i- lifn',
m^ — qdq, pn«'= OH = OO'sinç = rfp.siixp.
ds = qdq -H dp . sin q.
O'H — dq — dp. cosq.
Ainsi, entre les quatre variables .v, p, q, on a les trois équations
-—=p-yq,
dq =.dp.cOiq,
ds = qdq -(- sin f . <ÿi.
( •) Commentaires de Sainl-Pétci shoarg, 1749' Mémoire d’Eulef.
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Si l’on élimine p et </, il lesleia une équation diflérenllelle entre s et ip. Pour l’obtenir plus eommodéinent , posons
d’où
ds = O du udif.
Les équations précédentes deviennent
111 = P q, dq = COS 0) . dp,
<fdu=[q — n)dq iÀnq.dp.
La première donne
q = 1 U — p, dq = 2 du — dp,
et, substituant dans les deux autres, il vient 1 du = [ \ ->t- cos q) dp, qdii = {u — />) dç + sin Ÿ dp,
entre lesquelles il reste à éliminer p.
Substituant dans la seconde la valeur de dp, tirée de la première, on a
( 2 sin ç \
I + COS(p
du
dm
Didérentiant et remplaçant ^ par sa valeur
vient, toutes réductions faites,
. / 2 sin q \ d' U
du,
dq
COS
-, il
‘ ' dm*
' I -H cos ^
Le premier facteur égalé à zéro donnerait
tangiip =
ce qui exigerait que (p fiit constamment nul; alors la ligue AH serait droite, et l’arc Am pourrait être regardé comme apparteftant à un terele de rayon infini. Fx'artons cette so-
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lution, qui sera d’ailleurs comprise dans la solution générale. T.e .second facteur, égalé à zéro, donne
a cl è sont deux constantes arbitraires.
On conclut de là le rayon de courbure de la courbe cherchée
ds
0 = -— = 4- ti,
rfy
et le rayon de courbure de la développée
p' étant constant, la développée est un cercle. Donc la courbe cherchée est une rîéueloppante de cercle. I.e rayon de ce cercle e.st égal à a , et comme on a pour (p = o, p = i, la constante représente le rayon de courbure AC du point . ■ A. Si l’on supposait a = o, la développée se réduirait à un point, et la développante deviendrait elle-même un cercle.
En effet, le cercle satisfait évidemment à l’énoncé du problème.
La tangente en m fait avec l’axe des x un angle complémentaire de (p y on a donc
dx . rfr
_ = smy, ;^ = cosy,
et, remplaçant ds par sa valeur -f- h) i/ip,
rfx = ( <7y 4- è) sin yrfy, rfjr=(ay4-à) cos <p rfy.
Intégrant, et déterminant les constantes par la condition que pour pi = o on ait
il vient
X — è = asiny — («y 4- é)cosy,
)^4-n = acosy4-(ûy4- è)siny.
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Pour éliminer f , on remplace le système de ces équations par le suivant :
(x — (/ -(- rt)* — fl’= (fl^ hy,
(x — 6) sin I]) -t- ( J -I- a) cos y = a.
Ces deux équations expriment deux propriétés caractéristiques d’une développante de cercle de rayon a, et l’on aurait pu les écrire immédiatement ; la première signifie, en efi’et, que la longueur de la normale c'm est égale à l’arc CC'(aç) augmenté du rayon de courbure AC = i; et la seconde apprend que la projection du contour polygonal mP PI, sur le rayon IC', est égale à ce rayon. Ti’élimination de (f se fait sans difficulté , et l’on a
— b \J [x — by + {y ay — a’ j
, , f— b -H \l{x — by + {y + ay —
-(-{/-(-«) cos I — = ^i.
Telle est, en coordonnées rectangles, l’équation de la courbe demandée.
On a
Im = (x — by + {x
soit Ito = R, on en tire
RrfR = (x — b)dx-h{x -i- ajefy = (a^ -X h)adt}.
Or
ds = (fl<p -f- b)d<f ;
donc
RrfR = arfj, d’où an.t = R’ — RJ,
en désignant par R, le rayon vecteur IA. Ainsi on a la proportion
2 fl ^ R — R, ^ I R R, r r J
c’est-à-dire que l’arc Am est une quatrième proportionnelle au diamètre de la développée circulaire, à la diffé-
EXERCICES d’aNALYSR. ^9
rence des rayons vecteurs menés du centre du cercle aux extrémités de l’arc et à la somme de ces mêmes rayons.'
Remarque. — Le problème que nous venons de résoudre a mis en évidence une propriété remarquable , qui n’appartient qu’à une développante de cercle , c’est que la longueur d’un arc de cette courbe est égale à l’arc de cercle qu’on décrirait du point d’intersection des deux normales extrêmes avec un rayon égal à la demi-somme de ces normales.
Il est facile de démontrer directement ce théorème.
Soient '•
AC = 6 , otC'=p, arcA/ii = j, CI = n;
on a
P AC arc CC^ ^3 b 01 ^ y
rf.f = p</^ = ( A -f-
d’où
s — — ^ b ^ ^ y “i" b b ) “ -J ^ ( AC -f- fn C^ ) .
Or
- AC = AO — CO, mC' = md-t-C'0 et C0 = C'0; ”
donc
I = i ip( AO -f- wO). ' ■
DigitizHd by Cii,ogI(
SURFACE SOLS UN ANGLE CONSTANT
1 . Théorème. — Si l’on trace sur une surface conique quelconque une ligne géodèsique (ou ligne la plus courte entre deux de ses points), chacune de ses développantes sera située sur la surface d’une sphère, ayant pour centre le sommet du colley chacune de ses tangentes fera un angle constant avec le rayon de la sphère aboutissant au point d'incidence, et les plans tangents de la surface conique et de la sphère, en deux points correspondants, seront perpendiculaires entre eux.
L’équation aux ditl'érences partielles d’une surface conique , dont le sommet est à l’origine o des coordonnées, est .
en posant
dz dz
Considérons sur cette surface une ligne géodésique A m H ( l') - En désignant par i l’arc B «I , compté à partir d’un
certain point B, et terminé au point m(x,y, z), les équations dlll'érentielles de cette ligne sont, comme on sait ,
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Si l’on substitue, dans l’équation (i), ces valeurs de p et de <7, on a
,dx J dr ,dz -J- -hyd + zd = O.
as as ds
(iCtto équation, qui a lieu pour toute ligne géodésique appartenant à toute surface conique dont le sommet est en O, va nous fournir la propriété dont il s’agit.
Soit m' y' , z') un point de la développante, en sorte que rnrn' = j -|- a , a étant une constante ; comme mm' est tangente à la courbe Ab, on aura
d’où
dj:
ds
, dj^
ds
I . \dy t , . dz
ds
, dy
ds
dx
dx' = — (s-ya.)d'^, dx'=—{s-Jrxld~, dz' = -{s-!rOi)d^, et, par suite,
diW -Jry'dy’ -f- z’dz’ = — (^ + a) ( xd^ -y yd + zd^
\ ds ds ds
V. ds ds ds ds ds ds j Or, en vertu de l’équation (2) et de la relation
le second membre de l’équation précédente est nul ; donc • x'dx' 4 - y’dy ' 4 - z'dz' = o ,
et intégrant ,
équation d’une sphère, dont le point o est le centre. La développante A' B' est donc située tout entière sur cette
J ni
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sphère, ceqiril fallait démonirer. Pour délermiucr la eonstaiite U, il suliira que l’on donne la distance à l’origine, du point décrivant ut' , dans rnne de ses positions.
Soit O l’angle mm' o-^ on a
dx tir dz -i-z —
coso;
ds
' ds
I / ,dx dr dz\ I
Or, en intégrant par parties l’équation ( 2 ), on a
dx dy dz
dx ds ils
donc coso=const, ce qui est la seconde partie du théorème.
La distance de l’origine o à la tangente mm' est aussi conslanté, puisqu’elle est égale à rtsiny; donc la tangente mui' reste constatmneiU tang«;nle à tiue seconde sphère concentrique à la première.
On a aussi
dx , dy xd— y d — as fis
OU
dx ' ^"‘d;
fis
dh
^’^Tx
dx
ds
ou cosij/ = o, tfi désignant l'aiigh; que le rayon <Je courbure P de la ligne géodésique au point m , fait avec le rayon correspondant (oui'). Ainsi, le rayon ile conrhui'e tic la ligne géodésique {^lequel est perpendiculaire au plan tangent de la surface conique), est perpendiculaire au rayon correspondant ont de la sphère qui contient la développante; ou, ce qui revient au même, les plans tangents de la surface conique et de la sphère en deux points correspondants sont perpendiculaires entre eux; ce qui est la troisième partie du théorème.
Remarque. — L’équation (3) manifeste d autres pro-
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priétés de la ligne géodésiqiie. En désignant par R le rayon • Vecteur om = \l , cette équation peut s’écrire (4) RrfR — uts = cils,
cl intégrant , '
Ro désigne le rayon vecléur o 15 correspondant à 5 = o , et la constante <; est égale à la projection de ce rayon sur la tangente en 15. 11 suit de là que la longueur de l’arc l5/« sera constructible par la règle et le compas, quand on counaitra les rayons vecteurs des deux extrémités de l’arc. La courhè est donc rectifiable.
Considérons deux éléments consécutifs mm', m' m" de la ligne géodésique; on a [Jig- 8)
X flx y fl y 3 dz f/R
cos Lfim, ^
,ei, en vertu de l’équation (4),
R cos C mm’ = s c ■.
au point m', on aura de même
, R'cosC'w'/«"=r.»' + r, et , par suite , romme s' — s — d.c = mm',
Pi' cos C'm'm" — R cos C mm' = mm'.
Or, si l’on projette le rayon R sur la langenle mm', et ([ue mP soit cette projection , on aura
mm' •— m P — Vm' — — R cos C mm' -f- R' cos Cm' P ; par suite, l’équation précédente se réduit à cos Cm'm" = cos Cm' P .
Les deux angles C'm'm", C'm'P sont donc égaux : c’està-dire fjue deux tangentes consécutives de la ligne géodé-
fi.
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siquc sont également inclinées sur l’aréte inlerinérliaire du
cône.
Cette propriété résulte d’ailleurs immédiatement de cette considération , que la ligne la plus courte sur une surface conique doit avoir une transformée rectiligne dans le développement de la surface. Sur un cylindre, la ligne géodésique, ou l'hélice, a la forme d’une spirale qui coupe toutes les arêtes sous un angle constant. On voit que dans le cône il n’en est plus ainsi. L’angle w'mO, que l’élément mm' fait avec l’arête correspondante, et que nous supposons aigu , est plus petit que l’angle m "w' O correspondant à l'élément suivant, puisque ce dernierégale Pm'O ; il y aura donc, dans l’étendue de l’are 15mA, un élément qui fera un angle droit avec l’arête, et sa distance au sommet du cône sera minimum; de part et d’autre, la courbe s’éloignera du sommet jusqu’à l’infini.
Dans tout ce qui précède , nous n’avons particularisé en rien la surface conique. Si on la suppose de révolution autour de l’axe des z , il sera facile, en partant de l’équation
(où la constante A désigne la tangente de l’angle que l’arête fait avec l’axe) , d’obtenir l'équation de la projection de la ligne géodésique sur le plan des xq'. En elfet, en divisant l’une par l’autre les valeurs des dérivées partielles /> , r/ , on a une équation immédiatement intégrable
dx dy
in
d’où
xdy — yd.r — cds ou r‘‘ d^ — cils ,
6 désignant l’angle de la projection r du rayon vecteur om avec l’axe des x. Cette équation exprime que Vaire décrite parla projection du rayon vecteur sur le plan des xy croit
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proportionneUamcnt à l'arc décrit sur la ligne gêodésiquo.
Si l’on remplace dans l'équalion précédente ds par sa valeur
+• /•’ rfô>.
il vient
ilH =z
dont l’intégrale est
edr
en posant = m.
On déterminera les constantes c et w, en assujettissant la courbe à passer par deux points donnés sur la surface conique. Supposons, pour simplifier, que les deux points soient situés sur un même parallèle de rayon b ; faisons passer le plan des zx par l’un d’eux, et soitO, la valeur de ô qui correspond à l’autre ; on aura les deux relations
COSOT (0,
ou
C — h COS m ~ •
Pour 6 = — ) la valeur de /'atteint son minimum// cos//i — ;
en ce point, la tangente est perpendiculaire au rayon vecteur. Le point correspondant de la ligne géodésique est le plus rapproché du sommet du cône, puisque le minimum de R a lieu en même temps que celui de r, et la tangente fait pareillement un angle droit avec l’arête du cône. Ce point, qui est ii égale distance des deux points donnés, est un .sommet de la ligne géodésique.
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Pour 0 — ~± — ^ î OU a /• = 00 , ce qui iléleimine sur
le cône deux arêtes asymptotes de la ligue géodesiquc , symétriquement placées par rapport à l’arèle miniraa.
2 . Déterminer sur la surface d’un cône la courbe qui coupe les arêtes sous un angle constant, et qui passe par deux points de cette surface. — Longueur d'un arc de cette courbe^ mesure de la portion de surface conique, comprise entre cet arc et les arêtes qui passent par ses extrémités. — Transformée de la courbe dans le déi’cloppetnent de la surface conique sur un plan .
Soit AmB {fig. 9) une courbe dont la tangente wT fait un angle constant a avec l’arête om d’une surface conique; nous ne supposerons pas d’abord que cette surface soit de révolution. L’énoncé fournit immédiatement une équation dUrérentielle de la courbe
xêx yily zdz
où R = \/x’ -H.r’-t- z’-
Cette équation prend aussi la (orme
I 2 ) cos a = -- — »
IS
R = s cos a -t- consl.
On conclut de là que la courbe cherchée est rectifiable ., et que l’arc croit proportionnellement au rayon vecteur. Si la courbe doit passer par un point A, dont le rayon O A = R„, et que l’on prenne ce point pour origine des arcs , on aura pour la longueur de l’arc Am
cos «
Pour calculer la portion de surface coniijue AmBo, on la décompose en éléments triangulaires iuliniment petil.s
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morn', dont cliiicuii a pour mesure la moitié du produit de sa base par sa liaut,eur ol, qui est Usina. Ainsi
„ /''^•Rd.vsina H f/R . tanea Rî — R!
«0= / -= I — îtanL'a.
A ’■ Ja. ’ 4
aire A/«
La transformée de la courbe dans le développement du, cône sur un plan est une spirale logari/liinique, puisque l’angle a demeure le même, et qu’ainsi la transformée est une courbe qui coupe tous ses rayons vecteurs sous un angle, constant. L’équation de cette spirale se déduit immédiatement de l'équation (2). En cllet , quand on développe la surface conique, R et s ne cbangent pas de longueurs : donc, sur le plan du développement, _^on a encore
'/R = cosar//;
mais
on en conclut
tanga
et
R = Ac
La courbe primitive, tracée sur le cône, présentera donc la forme d’une spirale qui s’approche de plus en plus du sommet, lequel est un point asymptotique de la courbe.
Rien (|ue cette courbe fasse une infinité de circonvolutions sur la surface conique sans jamais arriver au sommet , la longueur de l’arc compris depuis le point donné A jus-
(ju’.à ce point asymptote , est finie et égale à •
Le cas où a = - donne R = coust. La transformée est
alors un cercle, et la courbe primitive, sur le cône, est une courbe spliérü/uc , c’est-à-dire celle qui résulterait de l’intersection de la surface conique avec une sphère ayant le sommet pour centre.
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Considérons en particulier un cône de révolution autour de l’axe des z. Pour achever de déterminer la courbe, on est naturellement conduit à chercher sa projection sur le . plan des xy ^ perpendiculaire à l’axe du cône ; et comme il s’agit d’une spirale, on aura recours aux coordonnées polaires. Soit P la projection du point
oP = R, Pox=0, P«o = p,
(5 est un angle constant.
On a
sin ^ sin P
Z ■= r cot p, eh= dr cot p
(Js = ^ dr‘‘ -t- r’ f/ fl ’ -I- dr'‘ cot’ 9.
Par suite, l’équation (a) donne
rfr’ = sin’ P cos’a (rfr’ /•* rfO’ -+- dr^ cot’ p),
d’où
dr
— = Sin Bcota f/fl.
équation d’une spirale logarithmique qui coupe ses rayons
vecteurs sous un angle dont la tangente est- ^"^ - ” •
® ® sin P
On pouvait obtenir ces résultats, sans calcul intégral , en considérant l’angle trièdre dont le sommet est en in, et qui a pour arêtes la tangente mT , la génératrice otn, et la parallèle /n P à l’axe. Cet angle trièdre a trois éléments constants, savoir ; le dièdre droit, dont l'arète est om, et les faces adjacentes T mo — a , P/;/o = /3 ; il est donc complément déterminé dans ses autres cléments. Donc, le dièdre suivant ntP, ou bien sa mesure oPT, est un angle constant. I.e lieu des points P est donc une .spirale logarithmi-
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que 5 de plus, oT, inlersectiou de deux plans perpendiculaires au plan Pmo, est perpendiculaire à ce plan; donc l’angle PoT est droit, et l’on a
oT R tanga tanga
tang oPT = — =
^ O P Rsin^ sin^
La troisième face PmT de l’angle trièdre est aussi constante. En sorte que la courbe qui coupe toutes les génératrices d’un cône droit sous un angle constant est telle, que ses tangentes font aussi un angle constant avec l’axe du cône. Ceci n’a lieu que dans le cône droit; car si l’on a à la fois
dz
ds
= const 1
ds
= const ,
Il en resu
Ite
— — = const, dz
R = kz
équation d’un cône droit.
On peut se proposer de déterminer le plan osculateur de la courbe A m B , son rayon de courbure , le lieu des centres de courbure, etc. Tous ces calculs sont simples et n’offrent pas de difficultés.
3. Nous terminerons cette étude en signalant une propriété remarquable de la courbe dont il s’agit.
Tandis que le point m décrit la courbe Am B, le point T où la tangente rencontre le plan perpendiculaire à Vaxe mené par le .sommet du cône, trace une développante de cette courbe.
La démonstration est fort simple. Le triangle rectangle wPT donne
ffc 2 „ . ds
-r = — - s n ou m r “ Z — ,
nS m I nz
et diHëieiulahl
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il . m T = <ls -h zil .
Or ou a vu plus haut cjue <*sl une (juaulité ronstantt;; (loue on a siinplemeiit
d.niT = ds.
Ainsi, (piaïuJ on passe du point /«à un point infiniment voisin lit' , l’accroissement inünimenl petit de la tangente inT est égal à rélémcut imn' : donc, si l’on suppose un fil Üexible et inextensible enroulé sur la courbe n/w'-lî, et ijui s’en sépare tangenticlleinent suivant 7/*T, et cpie l’on développe ce fil en le tenant tendu, son extrémité T ne sortira pas du plan xoy , et tracera sur ce plan une développante de la courbe Atii 15.
Cette développante est elle-même une spirale logariltimii/iwj car on a ,
oT=rtang7,PT=i^^'^“c^^'.
sin 8
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CHAPITRE IV
St!l\ l.ES TIlAJFXTOinES or.THOGON ALES .
Etant donnée une équation
dans laquelle le paramètre c peut recevoir toutes les valeurs possibles, on se propose de trouver une courbe qui coupe à angle droit toutes celles que renferme cette équation.
Supposons qu’on ait attribué à c une certaine valeur, et soient X, y les coordonnées du point où le lieu cherché coupe la courbe qui répond à cette valeur de c ; le coefTicipnt an-
ftŸ d¥
gulaire de la tangente à la courbe en ce point est — ^ ’ et le cœflicient angulaire de la tangente au meme point du lieu est On devra donc avoir
<lx
(ly dx dy
Et l’equation (i) est vérifiée par le même système de valeurs de X et jy. Si donc on élimine entre les équations (i) . et ( 2 ) le paramétrée, qui varie d’un point du lieu à un autre, l’équation résultante conviendra aux coordonnées d’un point quelconque du lieu ; ce sera donc l’équation dillércnticlle de la courbe clierchéc . Telle est la méthode générale.
11 peut arriver qu’au lieu de l’cipiation finie (i), on ait ,
Diriilz.-I by jCiHiglc
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seulement l’équation diflérentiellc des courbes données
Dans ce cas, il n’y a plus d’élimination à faire; il suffit, pour obtenir l’équation des trajectoires orthogonales, de
remplacer dans l’équation (3), — par — — •
dx
Quand l’équation (3) sera de la forme
le changement de ~ en — —5 ne modifiera en rien cette dx dy
équation dilîëi'cntielle. L’intégrale générale des trajectoires orthogonales sera donc la même que l’équation finie des courbes données. Ceci s’explique en remarquant que la constante c entre alors au carré dans cette équation,laquelle représente ainsi deux courbes appartenant à l’un et à l’autre système.
Nous allons appliquer cette théorie à divers exemples.
f. Étant donnée une suite iC ellipses (ou hyperboles) homoj'ocales , déterminer la courbe qui les coupe à angle droit (fig. 10 ).
L’équation des ellipses de mêmes foyers F, F', rapportées à leur centre O et à leurs axes de direction commune , est
c désignant l’excentricité constante, et b le paramètre variable, qu’il s’agira d’abonl d’éliminer entre cette équation et la suivante :
dy h'' X , ilx { ê ■' -t-. c’ ) >■
M*îl. ' ."JBJl .l'J J!
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L’équation résultante est
Elle convient également aux trajectoires orthogonales d’une suite d’hyperboles homofocales, puisqu’on changeant en — b^ dans le calcul précédent, on n’altère en rien l’équation (4)-
Pour l’intégrer, on la multiplie par^> et il vient
(.rdrV ^ / ’r’ i:^\yriy ^
\xdxj \ x‘‘ x‘‘ ) xdx x‘ ’ "
Par celte transformation , on a introduit dans tous les tcrmesjy’, x*, et les différentielles yJy , xdx ; on est donc conduit à poser
et l’équation prend la forme
du
~di
lû
Elle ne renferme les variables qu’au premier degré.
Si on la dill'érentie , comme on le fait d’ordinaire en pareil cas, on sera conduit à une équation renfermant en facteur
"•, d’où l’on conclut que l’on aura une intégrale particulière (au moins), en posant
du 1 . >
— ■ = const = a , U ou u— ut ü.
dt
D’ailleurs, sans difléreiitier, on voit à priori que l’hypothèse U = -f- |3 transformera l’équation (5) en une équa-
tion du premier degré en / , et comme on a deux constantes a , (3 , on pourra en disposer pour annuler le terme en t et le terme indépendant. Or il arrive que le terme en f disparaît
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de lul-inème, el l'o» a entre a. et (3 la seule relation
donc U —
-fl/
est l’intégrale générale de l’équation (5) , et, par suite, l’équation des trajectoires orthogonales est
(6) (p-4-c»)jr’-4- ^.r’ = p(p-t-c’).
Cette i-quation représente, pour des valeurs négatwes do )3 , une suite d'hyperboles ayant mêmes foyers que les ellipses proposées et qui les couperont à angle droit. Ce résultat est facile à vérifier d’après les propriétés de.s coniques.
Pour des valeurs positives de/3 , l’équation représente une série d’ellipses liomofocales qui ne sont autres que les ellipses proposées, et-qui répondraient au problème dans lequel on supposerait donné un système d’hyperboles homofoeales.
Nota. L’équation (4) , divisée par ]>rend la forme
d’où l'on voit que si l’on y changeait -
ly
tir
en
-î-» elle ne tlx
changerait pas; par conséquent, elle ne dillère pas de l'équation dillérentielle qu’on eût obtenue en éliminant lê entre ré([uation des ellipses proposées et sa dilférenti'elle immédiate. La remarque qui a été faite plus haut dans la théorie était donc applicable, et pouvait dispenser des calculs d’intégration auxquels nous avons eu recours , puisque l’intégrale était connue d’avance.
2. Étant donnée une suite de paraboles ayant meme axe et même foyer, déterminer la courbe qui lés coupe à angle droit .
J..’équalion des paraboles données, rapportées à l’axe et
Digilized by Gpôglc
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au foyer coiiiinuii , est
jr'=
‘ly P
L’élimination do p entre cette équation et • donne
i dy\' 7.x dr
"■ T-Tr~ * ~
d’où
ou bien
<iy.
dx
xdx -t- vdy
y x' -f- jr’
Le premier membre étant une diHérentielle exacte, on a pour l’intégrale cherchée
Elle ne did’çre pas de l’équation des paraboles données. Selon qu’on attribuera à c des valeurs positives ou néga-‘' lives, celte équation représentera deux séries de paraboles de même foyer, et chaque parabole du premier syslènn; coupera .à angle droit toutes celles de l’autre système.
Ici encore, l’équation dilléreniieile étant du deuxième
degré en ^ et ayant pour dernier terme — i, ou pouvait
se dispenser de chercher l’intégrale qui était connue d’a- \ance.
3. Déterminer les trajectoires orthogonales d'une suite d'hyperboles ayant un meme centre et les mêmes sommets réels.
En parlant de l’équation a* y' — Id x’ = — •’ a' IP, où b est le paramètre variable, on trouvera sans dilliculté l’intégrale
q 6’ DEIXIKMK l’AIlTIE.
A est une constante arbitraire dont la valeur absolue ne doit pas dépasser le demi-axe iransverse a. Si l’on donne à A des valeurs positives, on aura une suite de courbes que l’axe des X divisera en deux parties symétriques, et dont tous les points seront situés du côté des x positifs : ces courbes correspondront aux branches d’hyperboles qui s’étendent dans le même sens. L’inverse aura lieu pour des valeurs négativesde A-, et comme en cbangeantAen — A, etxen — x, l’équation reste la même, il suffira de construire les trajectoires qui répondent aux valeurs positives de A. >
(iomme cas particulier , soit A = l’équation des tra-
jectoires orthogonales devient
Pour X = a , on a
'if
on a ainsi deux points de la courbe où l’ordonnée est maximum.
Si l’on pose x = a ( i -f- r ) , il vient
On voit immédiatement que, dès que la valeur absolue de Z atteint ou dépasse l’unité , y est imaginaire.
Entre les limites des valeurs de z , on pourra développer / (1 -H z) en série convergente et calculer approximativement les valeurs de l’ordonnée dans le voisinage du sommet. Cette courbe fermée est divisée symétriquement par l’axe des .r, et coupe cet axe en deux points situés de part et d’autre du sommet. En ces points, la tangente est perpendiculaire .à l’axe des x.
Nous nous bornerons à énoncer les solutions des problèmes suivants :
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i. Détenniner les trajectoires orthogonales d'une suite d hyperboles équdalcres ayant les mêmes asymptotes.
On trouve des hyperboles t’quilatères ayant pour axes les asymptotes des premières.
5. Déterminer les trajectoires orthogonales d’une suite de logarithmiques ayant un point commun et une même asymptote ii).
L’équation des courbes données peut s’écrire
y = al —, m
a étant le paramètre variable, et m la distance du point donnérà l’asymptote.
L’équation des'trajcctoires orthogonales est
l> étant la constaiite^arbitraire. Si on la suppose nulle , on a
y = -±ixJ ~~l±-
Pour X = O , on a y = o , lim <
Pourx = m — o\, ona y = rt 7 w \/2 =dr AB, — = o,
l’ordonnée est maximum; x ne peut dépasser c’est-
à-dire à peu près \m — oc , et pour cette limite, J = o,
6.- Déterminer les trajectoires orthogonales d’une suite de droites qui ont pour enveloppe une parabole donnée - F.n prenant l'équation de la parabole sous la forme y'=ipx,
t)ii est conduit à une é(|ua(ion dilfénuitiellc où ) et x n’en-
OEl \I1:MK HAUTIR.
irent <]u’aii preiiiicr degré, eldoiit rinlégrale est
/J (_>- -f- c)’+ 3-rj(r -H c; + = O, ,
f étant une constante arbitraire.
7. Déterminer les trajectoires orthogonales d'une suite de paraboles ayant même paramètre p et même axe.
Soit __r’ = 2 /j(x — a)
l’équation de ces paraboles. On trouve des courbes lognrithmiques
y — ce .
La sous-tangente est constante et égale à p.
8. Déterminer les trajectoires orthogonales des courbes renjèrmécs dans l’équation différentielle.
x{jê — — 2.r=)r/j = ü.
On trouve Tintégrale — axy -h x’ = o (loliuin de Descartes).
9. Tiiéouéme. — Si Von conçoit deux cj'cloïdes égales ayant leurs bases suç deux droites parallèles, et disposées de manière à se rencontrer , elles se couperont orthogonale ment.
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CHAPITRE y
QUESTir)SS SUll I.A CYCI.OÏnE.
1 . Déterminer un segment de cycloïde (^/hP dont l'aire soit carrahie (Cg. 12).
Soient CP=:.r, /«P=:r, P« = z, arcC/j=:,f, Co = <7;
ou sait que y = z ■+■ s. Or »
aire C/n P = .rr — Cn P =z .r(z -f- r) — — 7 {n — Ji
et réduisant ,
aire C /n P = y (j; + a)z + (x — 7«).r.
Pour que celle expression soit algébrique et sans quadrature, il faut et il suillt que les termes où entre l’arc s disparaissent , c’est-à-dire que x = yfl.
Ainsi r abscisse extrême (CP) doit être moitié du rayon du cercle générateur.
On a alors
„ 3 triangle D//r
aire Cm P — ^ az=
Ainsi le segment cycloïdnl carrahie est équivalent à la moitié du triangle équilatéral inscrit dans le cercle générateur. ,
2 . Déterminer un segment Cl/n (compris entre l’arc et la corde) dont l’aire soit carrahie.
On a
segm. CAm = segm. Cl/nP — triangle C/i P = >z 4 - — ")•»•
Pour qu’il soit carrable, il faut et il suflit que x= n, et alors, segm. Cl/// = ÿn*. ■ -
- : fi
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Ainsi l'ahscisic exlrt/ine iloil être égale au rat ou du cercle géncrulcur, et le segment est étjuiraleut au quart du carré inscrit dans ce cercle.
Déterminer un segment mVm' V dont Vane soit carrable
On il m Pw'P' = C/«’P* — ti.ni P. >
Soient CP' = j' , arc C = s', «' P' — s';
il vient
m P m' P' = ^[x'd-.rz-ha{ z> - a) } + .«'( a:' - i i {.r- j a).
Pour que celte expression soit carrable, il laut et il suftit qu’on ail
Cette équation n est possible, .? et s étant positifs, qu autant que les abscisses r et x' seront tontes deux plus petites ou toutes deux plus grandes que { a.
(Le contraire aurait Heu si l’on deraaiulaitque la somme des deux segments C w'P' -4- C m P , ou , ce qui est la même chose , -le segment ot'CQPP', fût carrable. Les jioints P et P^ devraient alors tomber, 1 un en deçà, 1 autre au delà du milieu du rayon C O. ) .
On poura se donner, d une inlinili' de manières, hviap-
port — • Soit, par exemple, s' — is. On tirera de 1 équation,
précédente ,
Il V a, de plus, entre x et .r', une autre relation provenant de ce <[ue ces abscisses sont les sinus verses des arcs s et s. dans le cercle de rayon a \ on a
cos - —7 cos’ a »
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doux ccjualioiis délcrmiiioioui x ol x‘ . Co problcme admet doue une infinité de solutions.
A. Déterminer un segment in\m' dont rair'e soit carrahle.
L’aircm X w' s’obtiendra, en retranchant de la précédente l’aire du trapèze mjPP'w' ou|(jr' — x) (z'-l-.v'-f- s + .ç), ' ce qui donne
m X /«' = ( fij^'ures cnrrables ) -f- (.v' — s
ï'oinme s' ne peut être égal à s, il faut et il suffit ijuc x-\-x'z=n ou CP = oP'.
Ainsi les points P, P' devront tomber entre le sommet C et le.centre O , et ils seront respecVxement à égale distance de CCS deux points. ^
Déplus, on reconnaît aisément que le segment carrablc ni\in' est èfjuivalcnt à la différence des deux triangles
Dw'P'etDuP.
Si les points Pet P' tombent, l’un au sommet C, l'autre au centre o, on retrouve le segment CI m' considéré (a"), lequel est équivalent au seul triangle Dn'o (l’autre s’évanouissant), c’est-à-dire au quart du carié inscrit dans b? cercle généraleur.
5. Déterminer un segment mCQ, tel que ta distance de son centre de graoitc au sommet C soit exprimable sans quadrature par une formule algébrique.
Désignons par.r, cette distance , par st le segment circulaire CnP; on a
IU
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' OU bien , eu égalai aux relations
jr = z-i-s, a = ~as — — x)z, \l2ax — j:' =r s;
_ (4 -t- «.r 3 fj'^) 5 3 ( 2 j:’ — «’) s
Pour que celle expression devienne algébrique, il faul ^ qu’elle soit indépendante de l’arc s : on ne saurait égaler à zéro les coeflicieuls de .v dans les deux termes ^ car les deux équations en x seraient contradictoires. Mais on devra établir, entre les coeflicienls de s, le inèine rapport qu’entre les parties algébriques du numérateur et du dénominateur, c’est-à-dire j)0.ser
4 3 rt- 3{2.r’— n^)
' ' ' .r -4- rt 2 .r — a
aucfuel cas l’expression de x, se réduira évidemment à
qui est indépendante de î. . -
(On arrive à la même condition, en expi'imant t|uc la dérivée de a:, par rapport à s est nulle. )
I/équation (i) .se réduit à
X (x — 2 rt )’ = o ;
d’où X = 2 « = CD , et , par suite , x, -j n.
Ainsi , le seul segment compté à partir du sommet , dont le centre de gravité puisse être déterminé par une formule algébrùpie , est la cycloïde entière
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chapitrp: VI.
THÉORÈMES SIR LES E.X V ELOP TES
M. .Vlagmis a démontré de Gergoiine, I. XVl)')
par une analyse assez romplifjuéo , plusieurs théorèmes intéressants sur les enveloppes des cordes d'une courbe plane assujetties à certaines conditions.
’ La Géométrie pure Iburnit de ces théorèmes des démons- I trations fort simples. <|uc nous présenterons comme exercices de synthèse inlînitésimale.
■Les trois j)remières j)roposiiions sont conformes à celles de M. Maguus ; la ([uatrièmé manifeste une propriété nouvelle de l’enveloppe des cordes de contact d'un angle circonscrit à une courbe plane.
1 . L’enveloppe des cordes qui soiis-tendent des arcs de meme longueur d une courbe plane quelconque , touche chacune de ces cordes en un point qui est le symétrique , par rapport au milieu de la corde , du point où elle est coupée parla bissectrice de l’angle des tangentes menées aux extrémités de l’arc.
Considérons deux cordes infiniment voisines AB, A' B', qui se coupent en I {fig- i3). Puisque les arcs AB, A'B' ont même longueur, l’arc AA' sera égal à l'arc BB'; or les ' deux triangles AVI, BB'I, qui ont un angle égal en I, donnent
AI AA' sinSA'l AA' H' S ïïr~ÎÏÏf ' sinSB'I~ BB' ' A's‘
.Si l'on passe à la limite, on a
,VA' B'S BT AI A« i
lu,. — =., ''"'b1=ÏÏ7.’
Io4 r>EL\IÉME fAtîTlE. ’
T étaiii le point de concours des laiigeiites en A et 15, et w la limite encore inconnue des ])Ositions du point I, c’est-àdire le point où l’enveloppe touche la corde; donc
îû
ât'
Mais si H est le point où la bissectrice ’l'H coupe la coi'de AB,
Bï BH .
" Xt = âh ’
iü
BH
ÂH’
j A w = BH , f Bw = AH ;
ce qui démontre que le point w est symétnquc du point H par rapport an milieu de AB. c. g. f. d.
' Dans le cercle, ces deux points se conl'ondent avec le milieu de la corde.
2. L'enveloppe des cordes de même longueur, dans une courbe plane 'quelconque, •touche chacune de ces cordes en un point qui est le symétrique , par rapport au milieu de la corde , du pied de la perpendiculaire abaissée, sur sa direction, du point de concours des tangentes à ses extrémités.
Soient AB, A'B' deux cordes inliniment voisines et égales ; de leur point de concours I comme centre, décrivons les deux arcs Ma, W b ; on aura
A« = B/,, et ^ = 577;-
ab :
A'B'=AB, d’où
Lorsque A'B' se rapproche indéfiniment de AB, les directions des cordes Ma, B' A tendent à devenir perpendiculaires à AB; donc
Ma .. Aa.taneSAl lane SAI
—TT = hiii — - = Iim — ” •
B b . tane SBl
tans; SBI
Soit H le pied de la perpendiculaire abaissée du point .v
ÏXERCICKS l>'\NALYSF,.
BU
âh’
sur AH : on a
tanifSAl BH , A'«
= — — ; ' (lom- lim— — - = lii:
tanj; SBI AH B
Pt, par suite,
AI BH
Mais la limite du point H est le pied de la perpendiculaire abaissée du point de concours des tangentes sur AH ; le théorème est donc démontré.
3. L'enveloppe des cordes qui sous-tendent , dans une courbe plane quelconque , des segments équivalents , touche chacune de ces cordes en son milieu (fig. i5).
Puisque les segments AA'H, A'HlV sont équivalents, il en sera de même des deux secteurs IA A', IBB'; et, comme la limite du rapport de chaque secteur au triangle homologue est l’unité, on aura aussi
litn
triangle lAA'
triangle IBB'
IA
liai
IB. IB
lim '
lA
IB
(ju en lin lim — =
On peut démontrer ce dernier théorème par le calcul, d’une manière assez simple; cependant la démonstration géométrique a l’avantage. Voici la démonstration analytique (jue nous proposerions ;
Equation de la courbe AH. . . y = ® (j^) ;
( i) E([uaiion de la corde AH .... y = «.r ■+■ l>\
condition d'invariabilité du segment ,
( ?, ^ \'^ [.r] — nx — b\ dx = const.
Si 1 on difieienlie l'équation (i) par l apjHJi l au parainéli c a , ni V regardant b comme une l'onction implicite de a , déterminée par l’équation (a), il vient
,n, . , ilb
l.c point de contact cherché sera détcrininé par le système
des équations (i) et (3), après ipi’on y aura remplacé
par sa valeur tirée de l’équation (a). En dill'érentiant sous le signe somme , on a
y '.r I ) — «j:, — b ~ u, ■? ( •ro ) — a.r, — o , et, si l’on ctlectue rinté£{ration iuditpiée , il reste
ll'où
lût
<iette valeur, snhstituée dans i'éiptatiou (3), donne, pour l’abscisse du point de contact de la corde et de l’enveloppe.
(’,e (jui démontre le théorème énoncé.
■i. ü enveloppe tics cordes de contact d'un angle T invariable , circonscrit à une courbe plane, touche chaque corde eu un point qui la divise en deux segments proportionnels aux projections des rayons de courbure adjacents sur la direction de la corde ( lig. 1 6 ) .
Soient Af>, A' 15' deux positions inliiiimcnt voisines de la
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corde rte cou tact; <», çp' les angles que les langeiUes AI’, H 1’ font avec une droite fixe; AC, HD les rayons de courbure des points A et H.
Puisque l’angle A'I’B doit rester invariable , oti aura «)) — Ÿ'=const. ; d’où dn^ — d^^'.
BB
cos ABD
donc , en désignant par ai la limite des positions du point 1 ,
A&i _ AC. cos BAC _ AH
ÏÏ7. ~ bdTcÔsTbÏ) “ bk”
Dans le cas du cercle, les points 11 et K , et par suite le point (i), se confondent avec le milieu de la corde.
(ie théorème n'est pas celui de M. -Magnus; la propriété démontrée analytiquement par ce géomètre se résume dans la construction suivante;
Le point de contact de la corde et de l’ein>eloppe est le sjniétrique , pur rapport au ndlieu de la corde, du point où celle-ci est coupée par la perpendiculcdre abaissée du sommet T de l’angle circonscrit, sur la droite HS qui joint les milieux des diagonales du quadrilatère AHlKi.
Pour déduire cette construction du théorème précédent, tout .se réduit à prouver qu’en désignant pars le point on la perpendiculaire abaissée du point Tsur R.S rencontre AH, on a
\i KK A£ bd . Al
— = — 5 ou , ce rpn revient au nièinc , — - •
n À A 1 1 i> ft A» * « J» I
f)Ki \ii;\ii; l AiiiiF..
(^;lle rdaliuli conslitue mur proitricté apparleiiant à tout (juadrihuère ( AHDC), dont voici l’ciioiicé :
Si , par /e point de concours (T) (fig. 17), des perpendiculaires élevées de deux, sommets consécutifs ( A, B) sur les côtés opposés (AC, BD) flui j aboutissent , on mène une perpendiculaire (Te) à la droite (RS) (pii joint les milieux des diagotudes, cette perpendiculaire divisera le côtéXWen deux segments (Ae, \it) inversement proportionnels aux projections des côtés A(i et BD sur AB.
Eu .olict, soient P, (,), X, \ les projections des soiiinuris A«, B, C, D sur la droite Te, a et 3 les incliiiaisons lie AT et de B T sur la nièincr droite; on a
Ac
AP
PQ
sin a ’’
HT
sin P
AC
PX
BD
sin P
BD.AT_AP QY ÂcTbT — BQ ■ PX ’
mais PX = QY ,
car, soit O le point de rerneontre de la nukliaiie RS a\cc la perpendiculaire Te , on a
PX = PO 4- OX = PO + OQ = OY 4 - OQ = QY ;
donc, enCn, ‘ ..
BD.AT_ AP_Aî ÂC.BT ~ BQ ~ îü ’
5 . JN'ous terminerons ce chapitre en démontrant, par la synthèse géométrique, diverses propriétés appartenant à une classe particulière de courbes enveloppes, aux causlitpies par réflexion dans le cercle.
Rappelons d abord la formule de Petit [Jig. 18). Soient Pie point lumineux , Pm, Ptn' deux rayons incidents infiniment voisins, mB, m'B' les rayons réfléchis correspondants qui se coupent an point 'F. Ce point à la limite, appartient à l’enveloppe des rayons rélléchis, c'est-à-dire à la cansliqite. Soient P/n = /j, T/« = /»', A w = \ a.
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La ronmil»; il»: l’etil (itablil mu; i-»;lalioii eulif />, /»' et a. \ oici comment on y parvient.
L’angle »riiici»lence étant constamment égal à l’angle de rétlexion, les rapports des accroissements dillércntiels de ces deux angles à l’élément mm' de l’arc du cercle réflecteur seront égaux, ces rapports étant pris à leurs limites. Ou a ainsi
_ AA' BB
mm' mm'
Or, à cause des triangles semblables (mPm', APA') , (»«T;n', I5T1Î'), on a, en prenant toujours les rappoits à leurs limites,
AA' _ PA _ 4 rt — /^ BB' _ 4^1 — p' mm' Vm p ' mm' p'
Substituant dans l’équation précédente, il vient
La figure suppose le point lumineux P intérieur au cercle.
Si le point P était extérieur au cercle, il faudrait changer le signe de p dans la formule ( 1 ).
Nous nous bornerons à considérer le cas où le point P est situé sur la circonférence irlii cercle rèjléctcur (fig. 19 ).
Sidansl’i-quation (i) on fait p — 4«, on en tire p' ='-a -, c’est-à-dire mT = Le rayon réfléchi touche la caus-
tifjue. en uh point dont la distance au point d incidence est le tiers de la corde que produit ce rayon.
Si l’on pi'end sur le prolongement de PO une distance OK égale au tiers du rayon du cercle , A K sera égale à -j P.A ; en sorte ([ue le point II .sera celui où la caustique rencontre
1 lO
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le diamèli’c l'A (jiii est à la" fois rayon inricleiit cl réilédii. (a; (liainètre est évideninieiu un axe de la courbe.
Un cercle décrit .sur PH comme diamètre, interceptera sur chaque rayon incident P//t un segment égal aux }dccc rayon; par consétjucnt, le .segment exlfu-ieur sera précisément égal au rayon réfléchi /«T, ce qui fournit un moyen simple de construire la caustique par points.
La droite HT est parallèle à la normale Ont. En eflet , Orn étant bissectrice de l’angle P/nS, on a OS OP _ iOP _ OR m S m P 7 P T
Celte propriété fournirait aussi une construction graphique de la caustique. I^’équation de cette courbe en coordonnées polaires s’en déduit Iri-s-siinplement. En effet, prenons le point 11 pour pôle et le dtamètnî PH A pour axe, et posons HT = /•, angle TH.\ = 6, Om — ô. En projetant le contour polygonal ÜHTn/ sur Om, on a
Om = OR ens 9 -I- RT -|- ;/)T cos j 0, ou
h ~ ti cos 9 -h c -f- 4 ^ cos’ 4 6 ;
d’où l’on lire
r — ~b[\ — ros 9).
Ta caustique est donc une épicycloïde engendrée par un point de la circonférence d’un cercle de rayon roulant
sur un cercle fixe de meme rayon et concentrique au cercle réflecteur.
(iette épicycloïde touche l’axe de symétrie PA au point R, qui est un point de rebroussement, et elle a en P uji contact du deuxième ordre avec le cercle réflecteur.
(Cherchons la longueur de l’arc P/iT que nous désignerons par s. E équation (a) fournil la valeur de ^ qu’on
KXEIK ic:i:6 U \^AL^SK.
substitue (iaiis l’expression de ils^ et il vient
ou eiu’oi'(*
rf.v=: — ^^'sin^Ci.«-/9,
■* = — cos -i- 0 = ^ 1’ «/ ,
Ainsi la causlique est rectifiable , et l’arc compté à partir (lu point lumineux est égal à la somme des deux rayons incident et ré-flèchi (ex. dernier étant, limité au point où il touche la caustique).
La longueur de la demi-caustique PhR est égale a\i ■ doiihlc de sa corde PR.
Si 1 ’on prolonge /«T d’une quantité mP' égale .à mP, on aura arc P«T = TP'i par conséquent, le lieu des points P' est une développante de la eaustique. J/équation de ce lieu s’obtient en projetant le contour polygonal PO/h P' sur PP', qui est parallèle à Om. Soient PP'=R, P'PA=0; on trouve R = 2 è (i + cos©).
Ainsi , la développante de la caustique est une nouvelle épicjcloïdc engendrée par un cercle de rayon b (c’est-àdire triple de celui du cercle généraU'ur de la caustique) roulant sur un cercle de meme rayon, (jui n’est autre que 'le cercle réflecteur Les deux épicyeloides sont tournées en sens inverse.
( .es derniers résultats pouvaient èti t; obtenus .«ans calcul , en remarquant «|uc le point P' a])partient vi.siblement à un cercle égal au cercle réllceteur, dont le centre o' est sur le prolongement de o/n, et dont l’arc ///P' égale l’are /n P. ( iqnséquemnuînt , si I <in faisait roul(!r le cercle o' sur le cercle o, à j)artir du point de contact P, ce dernier point . emporté avec le cercle mobile, dé/’iirait la développanle dout il s’agit.
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Dans le cas général où le point lumineux P est placé d’une manière quelconque dans le plan du cercle réflecteur, le lieu des points P', tels que mP' = mP, estuneépte^c/o<</(; rallongée ou raccourcie , selon que le point lumineux est intérieur ou extérieur au cercle.
La seconde épicycloïde remplirait évidemment le rôle d’une caustique relative à un cercle réflecteur concentrique au premier, et d’un rayon triple. Or, cette épicycloïde a pour développée; la première épicycloïde, c’esl-.à-dire la caustique proposée. On ce tclut de là que la caustique proposée a elle-même pour néweloppée une troisième épicycloïde ou caustique relative à un cercle réflecteur concentrique au premier J et d’un rayon trois fois J ^ petit.
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EXERCICES SCR LE CALCUL DES VARIATIONS
C Déterminer, parmi toutes les lignes d’une longueur donnée et terminées à deux points Jixes (A , B), celle pour laquelle la somme des produits le chaque élément ds par le carré de sa distance à la droite AB est un maximum. Cette somme représente, en Mécanique, le moment d'inertie d’uL ligne matérielle supposée homogène.
(Ce problème a été proposé au concours d’agrégation de 1848 par M. Sturm , qui a fourni sur ce sujet plusieurs indications utiles à l’auteur.)
Prenons la. droite AB pour axe des x [fig- 20), et le point A pour origine-, l’intégrale qu’il faut rendre maximum est ^ ^1 ^ désignant la distance AB; et
si a/désignc la longueur donnée de la courbe, on doit avoir
D’après la règle d'Euler pour les maxima relatifs, on posera
iî( y ’ -f- -H a) lis = o.
Nous allons d’abord démontrer que la courbe est plane.
Comme les limites sont Gxes , on‘ peut ne pas attribuer de variations à l’une des coordonnées; nous choisirons x pour la symétrie. En effectuant, d’après cette convention, ■les différentiations indiquées par le signe ô dans l’équation
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précédeiUt:, puis égalant séparément à zéro les eocfficients do dj" et dz , on obtient les deux équations
Z ds — ^/. ( y ’ - 4 " -h ^ ) T
' ' ds
Si l’on multiplie la prcmièi'e par z , la seeonde par y, et cpi’on retranebe les produits, on a une dilTérentielle exaete dont l'intégrale est
, . I dr dz\
au point A , z cl y sont nulles; d'ailleurs les cosinus ^
restent finis : donc la constante c = o. Par suite, comme le facteur + (qui se réduit à a au point A)
n’est pas nul pour tous les points de la courbe, il faut que l’autre facteur soit nul.
On a donc z dy — ydz= o ,
d’où s = ^y,
équation d’un plan conduit suivant l’axe AR, et dans lequel est située la courbe.
Prenons ce plan pour celui des jçy. Afin de déterminer plus simplement la forme de la courbe, il convient de reprendre le calcul en partant de l’équation
S. [a — J^)ds = o,
dans laquelle on pourra ne pas faire varier l’ordonnée y. On obtient ainsi, sans difficulté, l’intégrale première
ds
c étant une constante arbitraire.
Digitize:: cy Couple
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On peut toujours faire en sorte que ~ soit positif au
point A, en y plaçant l’origine des arcs. Cela posé, l’équation (i) montre que les constantes c eta sont de même signe , et, de plus, que c est <^a , puisqu'elle donne, au point A,
c = a • HemaiTjuons, en outre, que ^ ne peut deve-
nir négatif en aucun point de la courbe, car il faudrait, pour cela, que qui est une fonction finie et continue
de X, passât par zéro; d’où résulterait c = o: ce qui est impossible. Ainsi, l’arc et l’abscisse varient constamment dans le même sens de A en B.
Il y a un point C (yi'g'. 21) dont l’ordonnée est maximum,
pour lequel i. L’ordonnée de ce point est t/a — c,
quantité réelle d’après ce qui a été dit ci-dessus, et pour
toute valeur dej^> \ja — c, ^ serait >■ i, ou ~ imaginaire. On voit ici pourquoi nous sommes partis de l’équation I â (a — f/s = O, et non pas de celle-ci :
d ds = o, qui diffère de la précédente par le
signe de l’indéterminée a. En elTet, cette seconde forme, tout aussi admissible que l’autre à priori , nous eût conduit à l’ordonnée maximum y — \jc — a, et comme c<C.o, cette ordonnée eût été imaginaire.
La propriété de maximum dont jouit la courbe Am B apprend que cette courbe doit être concave vers l’axe des x dans tout son cours; car si elle était convexe dans le voisinage de A, par exemple {J/g- 22), comme elle doit aboutir en B, elle devrait présenter quelque part un point d’inllexionE; or, en repliant l’arc rentrant EmF autour de la
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t;onU: El;’ pour le meltre en saillie Em'E, on agrandirait visiblement les distances des divers éléments de rare a l’axe AB, sans changer leurs longueurs; et, par suite, l’intégrale J serait plus grande pour la courbe Am'B
que pour AmB, ce qui est absurde. La concavité de la courbe vers l’axe étant établie, il en résulte que — va en
croissant avec donc est positif, et, par suite, en
dlfférentlant l’équation (i), on voit que la constante n est positive.
On tire de l’équation (i) .
± c dy
I „ ; dx = . ' ~ •
Cette valeur de dx est adectéc du double signe it ; mais le signe -h seul doit être pris à partir de l’origine A jusqu’en C, puisque, dans cet intervalle, y crôît avec x; et, de C eji B, on doit prendre le signe — ; ainsi, pour des
valeurs de — égales et de signes contraires , on a des vadx •
leurs égales de y : on en conclut que la courbe est symétrique par rapport à la perpendiculaire à l’axe des x menée
par le point C, pour lequel -^ = o. Soit AB = 2 l’abscisse AD du point le plus haut sera égale à /j , et l’on aura
dy
première équation de condition entre les constantes a et c. Puis, comme la longueur de l’arc AC doit être égale à l, on
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aura, entre les mêmes constantes, l’équation
(« — ,r-) dy
mais ces quadratures ne sont pas exécutables.
Si la longueur donnée l différait peu de en sorte que la courbe AC B dût s’écarter peu de la corde AB , on pourrait négliger sous le radical, et l’expression de dx deviendrait intégrable. Ne considérons que la moitié AC de la courbe, ce qui est permis, vu la symétrie; et, pour l’bomogénéité, remplaçons a par a} et c par ma*, m est <C| i. Nous aurons
am.dr
dx = ,
<Vni\
c’est l’équation d’une sinusoïde.
Pour x=bj l'ordonnée doit atteindre son maximum; d’où l’on conclut
b ^7 n ma 7.
, , aVl — m- 2 b J i — I
L ordonnée correspondante est — =
• 2 mn
par suite, l’écjuation de la courbe prend la forme
2 b J i — m- . -rx
r — sin — J- •.
mn 2 0
où il ne restera plus que la constant(; m a déterminer, par la condition cjue la longueur du demi-arc AC soit égale à /. La valeur de m dépendra d’uim fonction elliptique.
Bien ,que nous n’ayons considéré que le signe -4- du radical , dans l’intégration précédente, l’équation ci-dessus
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n’en représente pas moins toute la courbe, puisque la va-
leur de ^ qu’on en tire, change de signe quand ,r atteint
et dépasse /->, et reprend àex — b à x=’xb, les mêmes valeurs absolues que de a: = o à x= b.
L’équation ( 2 ) se présentera de nouveau dans un problème de mécanique , que nous traiterons dans la troisième partie de Oet ouvrage (livre premier, chapitre IV).
2. Étant donnés deux plans parallèles, et un point A dans l’un d’eux, on propose de mener de ce point à l’autre plan, une ligne de longueur donnée, telle que l’aire de la surface cylindrique ayant celte ligne pour directrice , et pour génératrices des perpendiculaires terminées aux deux plans , soit maximum ou minimum (fig. 23).
Soit MAN le plan qui renferme le point donné A -, prenons l’autre plan pour celui des xj , et pour axe des z la perpendiculaire abaissée du point A ; soit Ao = /< ; les coordonnées du point indéterminé 15, où la ligne cherchée doit rencontrer le plan des xy. Puisque la hauteur h de la surface cylindrique est constante, l’aire de la portion
\jdx''-\-dy*. Cette intégrah; doit être maximum ou minimum, en même temps
à une constante l.
f.a règle des maxima relatifs fournit l’équation
i {fis -t- <* \/ ù'x’ -H fiy') = o ; r|i la développanl , on Uouve les iiois é(|uatioiis dillércn-
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li«'lles
dr. \ _
■ sjdx^+lp j “
dy \
\Jdx^ -y dy ■ j
tjui se réduisent, comme ou sait, à deux distinctes. D ail-
leurs , en multipliant la première par la deuxième par ^5 la troisième par —» et ajoutant les produits, on
trouve une identité.
L’intégration donne / dx
dx
<•" \>dx--ydr^
ir/.v
dr
dx^ -(- dy ’ da~ ^ ’
C, C', C" sont trois constantes arbitraires, entre lesquelles il existe une relation que fournit la condition
dx\’ du
hm
mais il est inutile de la chercher.
Quant à l’équation aux limites, les termes relatifs a la limite fixe A disparaissent, et ceux relatifs à la limite li se partagent dans les deux équations suivantes ;
/dx tlx \ — n
\jdx'>-ydy'‘)
où .r et ) doivent être remplacées par les coordonnées ,
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J a (lu point B. Mais, comme les premiers membres de ces équations sont constants pour tous les points de la ligne cherchée, en vertu des équations (i), les constantes C et C' sont nulles; par suite, les deux premières équations (i) sc réduisent à
On y satisfait d’abord en posant
rf.r fi y
— = O et -f-
ce qui indiquerait , pour la ligne cherchée , la direction de l’axe oz-, l’aire de la surface cylindrique correspondante serait nulle.
Cette solution peut être admise comme uti minimum dont la surface cylindrique s’approche! indéGniment , à mesure que le point B se rapproche de l’origine o , et que la ligne AmB tend à prendre une direction perpendiculaire aux deux plans.
On satisfait encore aux équations (2) en posant
( 3 ) '^dx^ -1- ’ -1- ads = O.
Or on a
^ dx‘‘ dy'‘ = ^ ds‘‘ — dz‘ ;
011 en conclut
dz — i \/ I — a‘‘ . ds.
Ce résultat s’accorde avec la troisième des écjuatious (t) qui est une conséquence des équations (2). L’intégration donne
En convenant de compter l’arc s , à partir du plan des xy , on déterminera la constante a par la condition que , pour
Di^ - xt by Googli
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Z = fl, on ait s — l, d’où Vi — = y . On a onün
Ainsi, l’analyse ne fournil rclalion entre l'arc,
compté à partir de l’un des plans , et l’ordonnée perpendiculaire à ce plan; l’ordonnée croit proportionnellement à l’arc : la ligne chercliée est donc une hélice. Quant à lasurface cylindrique sur laquelle cette hélice est située, et dont l’aire est un maximum, elle est indéterminée de forme et déposition; seulement, l’arc on B, qui lui sertde base, sera assujetti à une condition de longueur. En elïet , désignons par 'j l’ârc Bn dont la dillérenticlle est \J dx^ dy'^-, l’équation (3) dans laquelle on remplacera n par sa valeur, donne
ds ,
d’où
cl si l’on fait s = l , on en lire arc B no = — h'. Tous
les cylindres qui auront pour base une courbe de celte longueur, quelle que soit d’ailleurs sa forme, auront une aire équivalente à l’aire maximum.
héciproquement , quand on aura fait choix d’une courbe onB dont la longueur soit \/l* — A*, la ligure de la ligne A m B sera déterminée parla condition qu’elle soit un arc d’hélice tracé sur la surface cylindrique AonB.
En effet , soit Z l’ordonnée ntn correspondant à un arc Bn = a, on auraz = k g, k étant un coelïicient constant dont la valeur s’obtiendra en faisant à la fois ’
z=zli, G— — Id, d’où X =
et , par suite ,
r fj.
sfr — A’
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Oa eu conclut la dill’éreutiellc de l'arc s ou Bm :
f/.t = \/rf a’ + f/î ’ =r
d’où
et pour Z — h, s = l , ce tjui devait ùtre.‘
Solution synthétique du même problème. — On peut obtenir sans calculs tous les résultats auxquels nous venons de parvenir.
Supposons que la surl’ace cylindriquequi jouit de la propriété du maximum ait été développée sur un plan; le dc^ veloppement sera un rectangle AoQM, dont la. base oQ aura même longueur que l’arc on B, et puisque la hauteur A O est une constante donnée h , cette base devra être maximum, en même temps que la ligne menée ilu point A au point Q (transformée de la ligne AmB), aura une longueur donnée /; il faut donc que cetlc Iranformée soit une ligne droite, et, par suite, la ligne AniB dans l’espace sera un arc d’hélice. De plus , on aura oQ = <jl~ • — !d. Telle est donc aussi la longueur de l’arc on B , base de la surfacecylindrique, etc.
Remarque. — Si le point B, au lieu d’être seulement assujetti à être situé dans le plan des X)', avait été donné par la question, ainsi que A, en sorte que la ligne cherchée dût aboutir à deux points fixes. des deux plans , la synthèse précédente subsisterait sans niodilication , et la ligne qui , menée dupoint A au point B, engendrerait uneaire cylindrique maximum, serait toujours un arc d’hélice. Mais, indépendamment du maximum, il existe alors une aire cylindrique /nmù/tMw , différente de zéro. Enelfel, la surface cylindrique dont l’alrc est minimum, doit avoir pour base, sur le plan des , la ligne la plus courte que l’on puisse tracer
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du poiiil O au point B. Donc , celte base sera la ligne droite oB, et, par conséquent, la surface cylindrique sera le plan
AaBC.
Quant à la directrice qui va de à B , sa figure est indéterminée ; elle doit seulement satisfaire à la condition que sa longueur soit égale à /. Le problème ne sera possible
qu'autant que l’on aura »
11 ^tà remarquer qu’ici la surface cylindrique à aire minimum est déterminée, et la ligne AmB reste arbitraire, tandis que pour la surface cylindrique à aire maximum, c'était le contraire qui avait lieu.
Le calcul des variations, appliqué au cas qui nous occupe, où la limite B est supposée fixe, ne rend pas un compte exact des faits que la synthèse a mis en évidence d’une manière si simple ;
• L’équation aux limites est alors identique et ne fournit plus aucun renseignement sur les constantes (i et C' qui entrent dans les deux premières équations (i). En les divisant l’une par l’autre , on trouve
de C '
d’où
La pro jection de la ligne A ni B sur le plan des xy est donc la ligne droite oB, cl, par suite, la surface cylindrique se réduit au plan AoBC. Comme les coordonnées Xq, Jo du
point B doivent vérifier l’équation précédente, on a — = — ;
Ce rapport est ainsi complètement déterminé, indépendamment de la constante a et de la longuenr donnée /; mai*
réi|ualion ^ ~ ne peut Icnirlieu des deux équations (i) ;
UEi xii:me i’autie.
il y
t'I si l’on remplace dans Tune d'elles^- par sa valeur, et (ly^ par vV/.ï* — dz*, on en lire
dz
dx
=z const.
La projection sur le plan des zx serait doue aussi une ligne droite, et, par suite, la ligne AwB dans l’espace serait droite , ce qui est en conlradiclion avec les résultats obtenus plus haut.
La règle d’Euler, pour les maxima relatifs, parait donc ici en défaut. Cette anomalie tiendrait-elle à ce lue le point B étant donné do position , la projection de la ligne cherchée sur le plan des xy est par cela même déterminée, SI7//S que la longueur l de la ligne y entre pour rien; en sorte que celle-ci reste entièrement arbitraire? L’intégrale -
\idx'-\-dy* étant alors un minimum absolu, la re-
cherche de la surface cylindrique , dont l’aire est minimum , ne serait pas, à proprement parler, une question de mini- "niurn relatif.
3. On suppose que la différentielle d'une Jonction '1’ des ■variables x,y, z soit exprimée par
(i) d1 = y.dx -\-ydy+Zdz,
X, y, Z étant des fonctions connues de x, y, z, et l'on propose de déterminer, entre toutes les courbes terminées a deux points donnés, celle pour laquelle l’intégrale
J f 'Lds est un minimum [ds est l’élément ditlérenliel de
l’arc de la courbe cherchée, ct.Xo , x, désignent les abscisses ffs deux points donnés)-, on doit avoir «
0 ( T ds ) = O ,
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l*it)
J I^T + -^o f/)’ 4- ^ 3 fiz\ -)- f/.f ( X lî .r -f- Y 5) 7. Sz) j = o.
Intégrant par parties les termes où les caractéristiques â, d sont superposées , et remarquant que la partie hors du signe J qui provient de cette intégration est identiquement nulle à cause des limites fixes, on trouve les trois équations
ds
'Il
ds
Yds=o,
d.T — — 'Lds = o;
rtï
deux d’entre elles comportent la troisième, en vertu de la relation (i). Ces équations sont précisément celles qui déterminent la figure d’équilibre d'un fil flexible et inextensible attaché aux deux points donnés , et dont chaque point est soumis à l’action d’une force ayant pour composantes rapportées à l’unité de longueur, X, Y, Z; la fonction (T) représente la tension en ce point.
Cette remarque nous dispense d’insister sur l’intégration de ce système d’équations.
Si la courbe cherchée avait été assujettie à avoir entre les deux points extrêmes une longueur donnée /, on aurait posé, conformément à la règle des maxima relatifs,
J (' • ^(T -t- «) ds = o,
a étant une constante indéterminée; et il est clair qu’on serait parvenu à trois équations qui n’aiu-aient diflëré des précédentes, qu’en ce que T aurait été changé en T -I- a.
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Cl's équations appartiendraient encore à la ligure d’équilibre d’un fil llexible placé dans les mêmes conditions que ei-dessus, et ayant de plus la longueur donnée /.
Ainsi l’analyse nous conduit à cette propriété remarquée par Euler, que si Xf/j: -f- W/ -h- est une différentielle exacte r/T d’une fonction des trois variables y, z, la courbe formée par le fil en équilibre sous l’action des forces (X, Y, Z), sera , entre toutes les courbes de même longueur passant par les deux mêmes points , celle pour laquelle l’in-
Tr/s prise entre ces points est un minimum. •
Ce théorème s’étend, sans difficulté, au cas où la courbe est assujettie à être située sur une surface.
Déterminer une courbe plane, <T une longueur donnée, et terminée à deux points fixes, telle que l'ordonnée de chacun de ses points, perpendiculaire à un axe donné, soit proportionnelle à une ceitaine puissance de l'ordonnée correspondante à la même abscisse, d’une deuxième courbe, dont l’aire rapportée au meme axe et aux deux limites fixes soit un maximum.
Soient (xo , y^o) » (■^n.Yt) les coordonnées des deux points limites A et B [fig- 24); y, V deux ordonnées corre.spondaiites mP, m'P des deux courbes; on a par bypothèst!
Y = ir-,
k et n étant des quantités constantes données, et la condition du maximum s’exprime par
0 ( ky' dx a ^ dx^ -f- dy ) = o.
On trouve sans difficulté
. dx
ky'y U — V,
ds
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c étaiil une conslanle arbitraire; d’où
Pour « = 2 , celle équation est celle de la courbe nommée élastique.
Pour ii — \ et c = O, cette équation représente une cycloïde dont le cercle générateur a pour diamètre L’hypothèse c = o répond au cas où les deux points extrêmes A et 13, au lieu d’être fixes, sont assujettis «à rester sur des parallèles à l’axe ox.
Pour n = i , et en général pour toute valeur de n de la forme i on trouvera une courbe algébrique.
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CHAPITRE VIII
EXEnCICES SER l.ES MAXIMA ET MIÎilMA.
Déterminer le volume maximum intercepté dans un hémisphère donné par un parallélipipède rectangle dont la base oPQR (tig. a5) a l'un de ses sommets o au centre de la sphère, tandis que le sommet opposé Q est situé sur la périphérie .
Soient R le rayon de la sphère, oP = «, oR = |3; V le volume oPQRSZT ; on a
V — Ç dx Ç dy \Ik ^ — — y’, a’+p’=R'.
Jo Jo
En efFectuant l’intégration relative à y, il vient,
(i) y~ I — P’ — x’-f-KR’ — x’) arc
Jo L v'R’—
On pourrait achever l’intégration; mais cela n’est pas nécessaire pour la détermination des dimensions du parallélipipède maximum. L’expression précédente de V peut s’écrire
V=J* /(x,p)rfx.
Or la condition du maximum fournit l’équation
dV dV dx d^ da ’
ji est liée à a par la relation
rfS a
a’ -f 8’ = R’, d’où l’on tire — ,
nxi;nr.ic.Es d aaai.yse.
»;t, par suite
Comme ne dülère évidemment de 4 ^ nue par le chanrf P a a ‘ '
gement de a en |S, èt réciproquement, on aperçoit qu’on aura une solution de l’équation (2) en posant a = jS = ^ R v/2 ; mais on ne voit pas que cette solution soit la seule. Calculons les deux dérivées de la fonction V,
4^ = /( a 3 ) = !■ ( R’ — a’ ) arc sin
a CÉ '
(Ce dernier calcul n’était pas nécessaire, vu la symétrie déjà remarquée.) Substituant dans l’équation (2), il vient
S» — «■’ = O , d’où P = a.
La valeur correspondante de la différentielle seconde de la fonction V, ou
ÎZ
rf’V rf 8 d'-\ 2 ^ --- -f
d oL d^ doi 7/ P
est négative et égale à — t:. >
Ainsi , le parallélipipède qui intercepte le volume maximum, a pour base un carré; son côté est moitié du côté du carré inscrit dans le grand cercle de la sphère.
Au reste, la valeur du volume V peut être calculée par la géométrie ordinaire, en remarquant que ce volume est la différence entre le quart de l’hémisphère et la somme de deux calottes APQT, BQR.S ; on trouve ainsi , sans supposer
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fl uuui a — P —
son rapport au liuitième tle la splière est (| — i).
Si l’on n’avait pas suppost; que le sommet Q de la bast; aboutît à la péiij)hérie, le calcul de V n’aurait plus été praticable par la géométrie ordinaire; il aurait fiillu achever l’intégration indiquée dans la formule (i).
On trouve d’abord
tlx V R’ — P’ — a:’ (/u;
= y a 3 V'R^ — a’ — P' H- j P ( R’ — p’) arc sin
ba seconde partie
î arc !
est moins simple; l’intégration par parties la fera dépendre de l’intégrale
R’ — -2- j ■v‘ tir
( RI _ v'R’ — P’ — X’
Au lieu de la réduire aux fi-aclions rationnelles, il vaut mieux remarquer que
rf.arcsin - - . = -^:r=rr=r.-
Ajoutons cette diüérentielle , multipliée par un (acteur indéterminé ni , à celle qu’il s’agit d'intégrer; il \iendra
tJo
tic = A + w . a H' si 11 —
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Or on peut disposer de m de manière que le numérateur du premier membre
— ™ Rî .r- -h m R jî
soit divisible par R* — x®; en cfl’et, le reste de la division est nul pour in — et le quotient est ^ •
-U’après cela , il vient
^Jo 7r’-J
; rfx — A
TT T
fj’ — x-
Le calcul de A est ainsi ramené à celui de l’intégrale * 2 R’ — j-
=. c/.r, qui s’obtient aisément.
Toute substitution faite, on trouve
V=-^aSv’R’ — — P’ + c?( 3R’ — SAarcsin -
-l-^*(3R’ — g^larcsiii , ^ ■ — .^R’arrsin .
On pourra discuter cette expression , dans riiypotbè,se où la base du parallélipipède est un carré n’aboutissant pas à la périphérie, c’est-à-dire où a = /3; chercher la condi-' tion pour que le volume s’exprime algébriquement sans arc sinus, etc.
2. Déterminer les dimensions d'un cylindre droit inscrit dans une sphère donnée, telles que la surface ou le • volume soit maximum. (Annales de Gergonne. )
En faisant varier la demi-hauteur x depuis zéro jusqu’au rayon R, on reconnaît, à priori , que la surface latérale ex le volume sont susceptibles de maximum. Mais rien n’indique qu’il V ait un maximum pour la surface totale.
DKiMKME PAirm:.
i:iv.
f,e ralfui doiint' ;
Surface latérale. . . .
Surface totale
Volume
V= 27 tj(R’ — jt').
1 /équation
fis ,
— = O aonne
djc
fix^
se réduit à
J.,f cylindre dont la surface latérale est maximum, a donc pour hauteur le côté du carré inscrit, et pour rayon de? base la moitié de cette hauteur : sa surface est double de celle d’un grand cercle. >
I, équation — = o flonne
d'où l’on ne tire que des valeurs imaginaires pourx : il n'y a, pour la surface totale, ni maxituum ni ininiinum.
Enfin , l'équation — o donne
se réduit à
Va
En conséquence, le cylindre dont le volume est maximum a pour hauteur les deux tiers du triangle équilatéral inscrit, et le volume est triple de celui d’une sphère dont cette hauteur serait le diamètre.
d. Parmi tous les arcs <hf cercle d’une longueur donnée et de. rayons différents , déterminer celui auquel cnrrcsl>ondun segment maximum. (Annales de Gergonnc, t. XV . ) Soient Z la longueur del’arc ACB (/ig. 26), .rie rayon OA , J Faire du segment ACHTj on a
aire ACRI = secteur OACB — triangle OAK,
ou
EXERCICES I) ANALYSE
- Ar x’ sin
Celle formule convient au cas où le segment excéderait le demi-cercle , en ayant egard au signe du sinus.
F.n égalant à zéro 4 ^, il vient dx
— I l cos 7.x sin — 1 •
On satisfait à cette équation de deux manières, en posant
/ Il
cos — =o, ou lana — = — .
La première .solution
cos -
o donne x =
n étant un nombre positif quelconque. La valeiu- corespon-
dante de est — 2 (2 n -f- 1) tt.
Donc il y a maximum. On trouve ainsi une infinité de segments maxima, dont les aires sont données par la formule '
2 ( 2 « -H I ) JT ' ■
Le segment maximum maximorum correspond à « = o , d’où
C’est un demi -cercle. Chacun des autres segments maxima se compose d’un certain nombre de cercles entiers superposés , plus un demi-cercle.
Le résultat obtenu pour le segment maximum maxinionmt pouvait être prévu, en remarquant que si l’on juxtapo-
l34 IlELXlfc.ME EARTIE.
üail au segment maximum uii second segment égal, de manière qu’ils fussent de côtés dillérents de la corde commune, on aurait un contour fermé, de longueur 2 /, qui devrait embrasser une aire maximum, propriété qui n’appartient qu’au cercle.
a seconde solution
/ / lang — = — - ' 2 X 2 X
fournit aussi uneintiuité de valeurs réelles pour x, que l’on pourra construire par l’intersection des deux lieux géométriques
y — Z, J = laiig Z , Z désignant le rapport -
A ces valeurs de x répondent des mininia pour la l'onc-
tPy . l
tion y: car elles réduisent à -l cos* —
rfx’ 2X^ 2.r
On a aussi, pour ces valeurs de.f,
Pour X =■ yz , on a y = o ; l’arc se réduit à une ligue droite.
l.es maxixna et minima doivent se succéder alternative-
ment. Eiieliét, lesvaleurs de —> qui répondent aux maxima, .sont
X 3 r 5 JT 7 TT
et si l’on représente par la suite o, «, (3, y, d,. . . les valeurs du même rapport qui répondent aux minima, on a
3x ..Sx f. 2
lu
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Ou peut se proposer une question de maximum semblable à celle que nous venons de résoudre, pour les volumes des segments sphériques ayant une surface donnée, et appartenant à des sphères de rayons variables.
i. Étant donnés deux arcs de grands cercles d’une sphère , perpendiculaires entre eux, et deux points A et b sur l’un, d’eux, un propose de déterminer sur V autre arc un point , tel que l'angle AC, 15 du triangle sphérique qui a ces trois points pour sommets , soit maximum ou minimum (fig. ay).
Soient ÜA = «, l)I{ = è, DC .r.
l,e rayon de la sphère étant pris pour unité, ou a
, , , sinfè — aisinx
( 1 ) taiig ACB=:tang OCB — DCA)= . ^ , - •
^ sin asm 6 -f-cosa cos PSin'x
Posons
sin a siiiè A , cos a cos 6 = 15 .
Comme sin (/^ — a) est un facteur constant et positif, il s’agit de déterminer Ic’s valeurs de x, propres à rendre maximum ou minimum l’expression
smx 4- B sin’. r
On égale ~ à zéro, et l’on a
tl.v
cos X (A — B sin’ x) = o ,
é([uation .à laquelle on satisfait de deux manières.
i”. Soit ços.r = O ; comme x est compris entre o et r, on
aura .r = -i et pour cette valeur de .r, ou trouvera
fi ’ r (A — B )
OEliXlKME P\UTIE.
Cette valeur de - 7 =^ sera ué£;ative, si l’on a A — H o,
fLr
ou bien
îr ' 3n-
COS (« -H i) <1 O , c’esl-à-dire - « -)- i
Dans ce cas, tang ACB, et, par suite, l'angle ACB luimême sera maximum.
Au contraire, la valeur de sera positive, si l’on a
el il y aura minimum, d^r
dx‘‘
, 3tt ou (7 -H e ^ — >
Enfin se réduit à aéro, si l’on a
TT 3r
à =: -■) ou a + 0 =
On peut alors recourir aux dérivées d’ordre supérieur, et l’on s’assure ainsi que s’annule, et que-y-^ prend une valeur négative ; mais il est plus simple de remarquer que l’expression de qui se réduit, dans le cas qui nous occupe, à
COS^ JC ^ >
— ^ passe évidemment du positil’ au négatif, lors-
que X atteint et dépasse y 11 y a donc maximum.
TT
La formule ( i ) donne , pour x = ~,
tang ACB = tang (ê — a), ou ACB = ê — a.
L’arc — a) ou la base AB liu triangle qui jouit de la propriété du maximuni ou minimum, mesure donc l’angle ACB. Efl'ectivement , si l’on prend l’arc DC' égal à un quadrant, le point C' sera le pôle de l’arc de grand cercle DAB; les côtés AC', BC' seront aussi égaux au quadrant.
nous ne
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ü". Soit A — B sin’ x = o , d’où sin x — y/ g ;
prenons que le signe + du radrcal, attendu que l’are x est comprisenire o et tt. Pour que cette valeurde sin x soit réelle
et plus petite que i , on doit avoir o ^ > c’est-à-dire
cosrtcosà>o et cos[a b)'^ o , d’où l’on conclut que les deux arcs a et b devront être tous
deux plus petits, ou bien tous deux plus grands que et, déplus, leur somme sera, dansle premier cas, plus petiteque
3ir
dans le second cas, plus grande que — La valeurde
est
^ elle est négative;
pour sinx = \/ -
V 2 Av' AB
par conséquent il y a maximum. La formule (i) donne pour^
sinx =y/g,
tang ACB =
^th — a)
\/ sin 2 a sin 2 ê ^
ou, plus simplement,
sinfà — a)
sin ACB = — L ■
sm (6 H- a)
Comme à un même sinus répondent deux arcs Supplémentaires, X aura deux valeurs, telles que DC" et bc'" = r — DC"(ytg. 28). Au milieu de l’arc C"C'" se trouve le pomt C’ pour lequel l’angle AC'B est minimum, comme on l’a vu dans la première partie do cette discussion.
En rt-sumé , le problème comporte au plus trois solutions, savoir; deux maxima_ séparés par un minimum, et nu moins une solution qui est alors un maximum. Pour qu’il y ait trois solutions, il faut et il sulfit que la somme
DF,l:X»:.MF. PARTIE.
u-\-,b sôil plus petite que ^ ou plus grande que
alors.
si Ton conçoit que le sommet Cdu triangle cherché, d’abord situé en D, s'élève sur l’arc de grand cercle dans le sens DCE, l’angle ACH, d’abord nul, ira Cu croissant et atteindra un premier maximum AC" 11, puis üu minimum \C' B à go" de distance des extrémités D et ïi de l’arc , puis un second maximum AC"' B, C'" étant aussi distant de K (pie C" l’est de D^ euliu il redeviendra nul au point E.
Lorsque la somme a b est égale <à A ou à les deux
points C", C"' se confondent avec C'; il n’y a plusqu’ime solution , et l’angle AC' B est alors maximum.
Enfin, quand la somme n -î- i est plus grande 4*"'’ ~ t-‘* Stt . ,
plus petite que — -i il n’y a (pi'une solution; l’angle AC'B est maximum. ‘
\ous n'avons pas égalé ^ à l’inlini-, on recounait aist--
uient (juc cette nouvelle équation ne fournirait ni maximum ni minimum. En elfet , la valeur de.. l’ cpii satisferait à l’équation
A -4- R sin’x = O
rendrait ta ug yV CB itilinie, ou l’angle ACB droit; et lorstjuc .r, croissant à partir de o, atteindrait et dépasserait. cette valeur, le dénominateur de tang y\CB, d’abord positif, deviendrait négatif, tandis que le numérateur conserverait le signe-)-; l’angle ACB, d’abord aigu, deviendrait obtus: il continuerait donc à croilre.
Si l’angle des deux arcs de grands cercles DAE,^DCE, n’était pas supposé droit, on serait conduit à chercher le maximum d’une exprc’ssion de la forme
siii j:
A R sm .r -t- (ism .c <a)s.''
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Ku égalant ^ à o, et prenant pour inconnue cot Jf =
on obtiendra une équation du troisième degré en 2, privée deseeond terme. Dans le cas où cette équation aura scs trois racines réelles, on pourra ramener sa résolution à l’équation connue de la trisection de l’angle. Ces racines répondront à deux maxima séparés par un minimum. Nous ne développerons pas ces calculs.
O. Ces mêmes choses étant posées que dans le problème précédent, h rcxceplion de l’angle des deux grands cercles, que nous supposerons quelconque, on propose de déterminer le point par la condition que l’aire du triangle sphérique .\CB soit maximum (fig. 29).
Soient 1 )A = «, DB = ù, DC = Xj angleAD(i=a; S l’aire du triangle ABC rapportée au carré construit .sur le rayon pris pour unité; 0 et cp les angles du triangle Di\C , dont les .sommets sont A etC; « et les angles du triangle DBC.dont les soinmçts sont B et (].
On a S — iL 4- •:
tang - S = taug -
+ 0) , d'uù
tang
Or les analogies de Neper donnent .r — h
CÜS ■
: COt
rj.
: COt - ■
COS
' • > • on substituera CCS valeurs dans le développement tle tang - S.
<-t si l’on pose, pour abréger, cot^ = Â , il vient
tang - S =
(.QS cos cos —
ros cos -h COS COS
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OU, en reniplaçiiiil les produits de eosliius par des sommes, et réduisant
/ sin - — sinx
tang— S :
(i ^')^eos^-î^cosx-f-cos — - — j — (i — X ’)
’é+fl .
siii sin.r
Il s’agit donc de déterminer' la \aleur de x pour laquelle l’expression
a’) I cos -cosx - 1 - cos 1 — ( 1 — ;s
sin siux
est maximum.
I•'n égalant à aérô, on tr()uve siinpleinent
cos X cos ■
Il est remarquable que la constante k a disparu , en sorte c{ue la valeur cherchée de x est indépendante de l’angle que les deux grands cereh« font entre eux. Comme le
cosinus de — est toujours moindre, numériquement,
que le cosinus de valeur de cosx tirée Je l’équa-
tion précédente est plus petite que i . Le problème aura donc toujours une solution. Selon que la somme a -h l> sera plus petite ou plus grande que la demi-circonférence, l'arc x sera lui-mème plus grand ou plus petit qu’un quadrant. La valeur de x tirée de l’équation (i) réduit rcxpression ( h —a\ .
X)s I — sm X .
' — -- » eu désignant par U le déno-
rainateur de Il y a donc maximum : d’ailleurs il est visible que l’aire ACR, qui devient nulle f|uaud le som-
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mot C est en I) ou on E, doit passer parmi maximum dans l’intervalle.
I..’ équation (i) fait voir que l’arc — est riiypotéiiase
d'un triangle rectangle dont les côtés de l’angle droit sont
— - — et (u — x) ; si donc on prend le milieu I de l’arc Ail,
cl que l’on construise sur le côté Al un triangle rectangle en A, dont l’hypoténuse IG égale DI, le côté AG sera égal à 7T — X. On portera cet arc en EC à partir du point E , et AGB sera le triangle demandé,
Si n + ô = TT , on a cos a: = o et x' = ^ ; les deux points
A cl B sont alors équidistants des extrémités D et E; le triangle devient isocèle, et son somm'et est au milieu de l’arc ED. .
Nous avons négligé la valeur de x qu’on tirerait de l'équation 00 , parce que cette valeur réduisant à zéro
le dénominateur de lang-j-S, on verrait, comme dans le problème précédent, qu’elle ne fournit pas tin maximum pour l’aire du triangle considéré.
6. Parmi tous les quadrilatères ayant trois côtés donnés, dont deux opposés sont égaux , déterminer celui dont Faire est un maximum. (Annales de Gergonne, tome XX.)
Cette question a trait au problème de statique dans lequel on demande quelle doit être la disposition des pieds de l’homme debout , pour que les chances de rupture de l'équilibre soient diminuées le plus possible. On suppose un écartement donné BG = b des talons , et les deux pieds d’égale longueur, AB = DC=« faisant va-
rier les grandeurs des deux angles B et C que les axes des pieds font avec la droite qui joint les talons, l’aire S' du quadrilatèn' ABCD variera, et la question consistera à dé-
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UM-miner les valeurs de ees angles pour ijue l’aire soit niaximuni.
On trouve succcssivenienl
~ [s\n B r sinC) — sin (B 4- C) ;
en écalant à zéro les dérivées partielles — 4^? on a les
, f/ls «C
deux équations propres à déterminer B et C. On en tire B = C arc cos ^
h — Sa'
Le quadrilatère sera doue un trapèze isocèle, ou, pour revenir au problème d éqtiilibre, l’homme devra diriger ses pieds également en dehors. Si l’on suppose u = i, on aura B = i 2 o“, et si i — o, on aura B = i35"; le trapèze se réduit alors à un triangle rectangle. Si h croît à partir de zéro, l’angle E formé par les axes des pieds décroît à partir de po degrés, et s’approche indélîniment de zéro, .sans jamais atteindre cette limite.
7. « points , A’, .'V',. . . étant donnés sur un plan, déterminer un point ni , tel ipic la somme des distances , (m A 4- m \' 4- m Si' . .*. ) soit un minimum.
Sî l’on rapporte tous ces points à deux axes rectangulaires tracés à volonté dans le plan , et qu’on égale à zéro les deux dérivées partielles de la somme proposée, par rapport aux coordonnées du point cherché, on reconnait que la somme des cosinus des angles formés par les droites niA , tuA', m A" ... . • avec un meme a.xe (juelconçue, doit être nulle,
■ Cette proposition fournira autant d’équations qu’il y a d’angles autour du point cherché, en prenant successivement pour ax(! chacune des droites niA , niA', niA",. . . . L’angle que form(> chaque droite avec elle-même étant zéro.
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il faudra que la somme des cosinus des anfj;les que les autres Ibrmcnt avec elle soit égale à — i.
Dans le cas de trois points A , A', A", on trouve ainsi que les trois angles Am A', \/nA'\ A'riiA" sont égaux-, et, par suite, leur valeur commune est de 120”, ce qui conduit.à* la construction connue.
Dans le cas de quatre points A,A', A", A'", on trouve que les angles opposés au sommet sont égaux-, ce qui conduit au point d’intersection des diagonales du quadrilatère A A' A" A'", etc.
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CHAPITRE IX
APPLICATIONS IIF.S ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DES DEUX PREMIERS ORDRES A LA DÉTERMINATION DE DIVERSES COURBES PLANES d’après DES CONDITIONS DONNÉES.
1. Déterminer, i". une courbe plane telle, que les tangentes menées aux fieux extrémités d’une corde quelconque, et la perpendiculaire élevée sur le milieu de celte corde, se rencontrent en un même point;
2 ”. Dne surface telle, que les plans tangents menés aux deux extrémités d’une corde quelconque , et le plan perpendiculaire au milieu de cette corde, se coupent suivant la même droite.
i". De ce que le point de concours des tangentes AT, m'V (fg- 3i) doit être situé sur la perpendiculaire élevée au milieu I de la coide Arn, on conclut que les deux angles m AT, AmT doivent être égaux , et réciproquement.
Or, si l'on pose
;;;AT=rO, A/« = r, on a langA/wT =
(ir
A sin 9 , A étant une constante arbitraire
C’est l’équation d'un cercle dont le rayon est - > et le centre sur la normale A y-
Il a sudi d’écfire cpie l'angle d'une tangente quelconque
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avec la conle issue d’iui point fixe A , était égal à l’angle que la tangente fixe A'I’ lait avec cette même corde ; et puisque la courbe obtenue est un cercle, on voit, à posteriori, que la même égalité d’angles aura lieu pour toute corde non issue de l’origine A.
2 °. Soient ABC,/nl}(^ [fiS‘ plans tangents de
la surface cbercliée, A m la corde de contact. Suivant cette corde, conduisons un plan quelconque A /«D; il déternfincra, dans la surface, une sectioti dont les tangentes en A et m seront les traces AD, «/!) du plan sécant sur les deux plans tangents; et, puisque le plan passant par le milieu 1 delà corde Km et par la droite BC, doit être perpendicu- ' laire sur Am, la droite DI , comprise dans ce plan, sera perpendiculaire sur cette même corde. La condition de la première partie de l’énoncé est donc remplie par la section AmD; conséquemment, cette section sera un cercle.
La surface cherchée étant coupée suivant un cercle par tout plan passant par le point A , n’est autre qu’une sphère dont le centre est sur la normale A s et le rayon arbitraire.
Soient Am = r, mAD = ô, et supposons que le plan sécant passe par la normale As ; on aura (i”)
/• = Asin6, or /■= y sinO=-;
et, conséquemment ,
sera l’équation de la surface en coordonnées rectangulaires.
2. Déterminer une courbe plane telle , fjue le rayon vecteur issu ri’ un point fixe soit proportionnel au cube delà perpendicuiaire. abaissée, de ce point sur la tangente à V extrémité rlu rayon vecteur.
En désignant parc le rayon vecteur, par 6 l’angle qu’il
fait avec nu axe fixe, par - le ia]»|>ort constant, on a
lO
l’équation
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qu’on intègre l'acileracnt en posant r * ~ z.
L’intégrale est
\ c ! cos J 0
Cette courbe est telle , cptc Van^/e 0 formé par le rayon vecteur çm {lig. 33) ai’cc l'axe polaire, est triple de l’angle formé par la perpendiculaire oV avec le même axe, propriété qui aurait pu servir à sa définition.
Enell’etjsoit moV—mO\ on aura oP=::/’eosw0 et
oP = c’ r, d’où
cos' m 0
Or l'intégrale donne
\c I cos’ f 0 ’
m=j, et, par suite, Pox = jO.
Une autre propriété de la même courbe , c’est qu’e//e est l'enveloppe des positions que prend, la perpendiculaire au rayon 'vecteur issu du centre d’une hyperbole équilatère dont le demi-axe est égal à c, lorsque ce rayon décrit l’hyperbole.
En elïet, soit mQ { fig. 34) la perpendiculaire au rayon om-, désignons om par/;, l’angle mQx par a; par r et 0 les coordonnées d’un point quelconque de la perpendiculaire ;mQ‘, son équation est
D -ri i.y Googk
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(*l le point m étant sur l’hyperbole, on a
cos 2 y.
éliminant p entre ces deux équations, il vient
cos 2 a sin’ ( 0 — a )
Pour avoir l’enveloppe, il faut égaler à zéro la dérivée lie cette équation relative à a , ce qui donne simplement
TT
cos (3a — 0 ) = o , d’on a =r ^ H i
puis substituer cette valeur de a dans l’équation de la ligne mobile : on retrouve ainsi l’intégrale déjà obtenue.
3. Déterminer une courbe plane telle, que l’on ait, pour tout point ( X ,y) de cette courbe^ la relation
N désignant la longueur de la normale terminée à l’axe des x,S„ la sous-normale, p le rayon de courbure.
En remplaçant ces longueurs par leurs expressions analytiques , la condition de l’énoncé devient
Le signe -)- convient aux courbes convexes vers l’axe dcs.r , le signe — aux courbes concaves.
Le moyen le plus simple d’intégrer cette équation linéaire consiste à lui appliquer la méthode qui convient aux équations de la forme
fi"* Y ff"* ' Y
(n.r-t- b)" ' H- A{nx + b)”-‘ — — — - -h • . . by
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l'rcnous tl'abord lo signe <'i posoiis_> = .r*, k c(ani une indéterminée; le t’aeieur.r'', eoimnun à tous les tcrni<-s de l’équation (a), dis]>arnit, et il reste
/(’ — 3 A -f- 2 = O , d’où /i = i , A = 2.
L’intégrale ehercliée est donc
y ~ ax -f- bx '^ ,
a et h étant des constantes arbitraires.
Celte équation repr^ente des paraboles passant par r origine, et dont t axe principal est parallèle h l’axü (les Y ■
Pour que ces paraboles soient convexes vers l’axe des .r, il faut et ilsuHitquc la constante b reçoive des valeurs positives. Si on lui attribuait des .valeurs négatives, on aurait des paraboles concaves vers l’axe des x, qui satisferaient bien à l’équation ditlérenlielle ( 2) dans laquelle on prend le signe -f- , mais non pas à la condition de l’énoncé telle qu’elle a été posée dans l’équation (1). Ces paraboles répondraient à la condition
Si l’on prend le signe — dans ri'qualion (i),la meme traaisformation conduit à l’équation
A’ -4- A — 2 = 0, d’où A — I , h ~ — 2.
L’intégrale est
y = ax
Elle représente, pour des valeurs positives du paramètre b, des courbes concaves vers l’axe des x, et pour <les valeurs négatives de b, des courbes convexes qui ne satisferont pas à la condition (i), maisà la condition (i'). Ces courbes présentent une branche infinie qui a pour asymptotes l’axe des i et la droite | = n.r-.
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l,V-(juiUioii (’i) aurait encore pu être intégrée à la maiiièriï des équations lioiuogcnes en posant y — c ; on !a ramènerai l ainsi à V {■quation d'Euler
du
Th
Lue intégrale particulière de cette équation est u — - ■>
et l’on en conclut l’intégrale générale en posant « = + 1 ;.
Knfin , on intégrerait encore l’équation ( 2 ) en posant ) = xs , ce qui la réduirait, dans le cas du signe -I- , à
— — = 0, (tou z—a.r + l> dx-
et , dans le cas du signe — , :'i
dx‘ X dx X'
-1. Uètenniner une courbe plane telle, que Von ail, entre les angles a. et (3 que forment le rayon vecteur orn (fig. 35 ) et la tangente /ttl’ avec une droite fixe oTj:, la relation
tang P = — cot 2 a, lang a = tang p ■+" tang’ p •
On en lire d'où Or,
On a floue à intégrer l’équation dillérentielle
tanga=-l, tttngP = g.
y <lx — X dy = it a: -f- f(r’ ,
dy
OU, en posanr ,
y — pjc.=: ± X V 1.-+- p‘
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I^’intégi’iili’ est
y‘ -+- x‘ — a ex = O,
c élaui lino oonslanlo arbitraire. Ainsi la courbe cherchée est un cercle de rayon quelconque passant par le point O et ayant son centi'e sur l’axe ox. La géométrie rend aisément compte de cette propriété du cercle.
5. Si une courbe AB (fig. 36) est telle, quen menant d'un point quelconque m , une normale mS jusqu à la droite Ax, et du pied de cette normale une ordonnée Sp, on ait
Sp — S/w = const.,
les sous-normales successives PS, ST, TL , . . . , seront égales entre elles, et réciproquement .
Soient {x,y) , , les coordonnées des deux points
m, P, rapportées à deux axes rectangulaires dont l’un est la ligne Ax; on a , d’après l’énoiieé,
y' est une fonction de x' , déterminée par l’équation de la courbe , et , par conséquent , une fonction implicite de x : on aura donc, en dilîérentiant par rapport à x les deux équations précédentes ,
,dy' dx’ . dy r i dr\ ‘ 1
dx' i dy \‘ d‘‘ y
\ djc) ^ ,
Subslituani flans la première, à la place de
dx-’
sa v;i
aleui
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tiré»’ tle la (Iciixiènie, il vienl
Si l’on n’a pas
on (■onclul de eiïUc équation
d.T* ' dx
roi
e’esl-à-tliie PS =• ST, e. t . n.
Voyons iiiainlenanl ce que signifie l’équation
. , , dx' d I d) \
Son premier membre rejireseiite — — ou -7- I ) ’
HX flél* \ \%X *
on aurait dotic
dy
X -t- V -f- =r c, c étant une constante
" dx
011 ydy -t- (x — c) rfx = o ,
, et finalement y'+ {x — c)'=: P ;
équation d’un cercle dont le centre n’est autre que le point S de l’axe o.r, puisque c représente aussi la valeur constante dex'=oS. Bien que ce cercle remplisse la condition de l’énoncé, en ce sens que la dillércnce entre la normale niS et l’ordonnée (ou rayon) Sp est constamment nulle, cependant le théorème dont il s’agit ne lui est point applicable, puisque les sous-normales, à la suite de PS, sont toutes nulles. L’analyse précédente est d’ailleurs en défaut dans ce cas, puisque x' étant constante, l’on ne peut plus regarder y' comme fotiction implicite de x.
Rccipvoquement , si l'on suppose qu’à partir d’une ordonnée ni P, les sous-normales successives PS, ST,... soient
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égales eiiirt; files , on aura
r/jc'
tlx
el, multipliaiil de pari et d’autre par dx' = d -f- ji
(iy
> ' df r r/ I .r • " dx
■ dx I
, , dy
ydry-y—d.y -ji.
dx dx
Les deux membres sont des diHéreutielles exactes relatives à J.’; donc
y'- — y‘‘ + j' 4- coust. ,
OU S P rr: Sw + consl.
Il faut remar(|uer que ce théorème ne suppose pas que
la sous-normale y ^ nù partout une 'valeur constante.
' dx
Si l’on part d’un autre point que m, on aura une nouvelle série de sous-normales égales entre elles, mais qui pourront être différentes des premières.
Si l’on ajoutait cette condition nouvelle, que la sousnormale fût constante , ou
Y — P , on en conclurait r'‘ — 7. px -f- q.
La courbe Am B serait alors une parabole ayant pour axe la droite Ax. Dans ce cas, on aurait non-seulement
S/J — Sm =const., mais encore Sm — mP = const. ; et, de plus, les deux constantes seraient égales au carré de la sous-normale /^*, en soi'te que les carrés des ordonnées et des normides siiccessiues
j/jP , mS , Sp , pT , Tq,.. . ,
formeraient une progression arithmétique ayant pour raison le carré de ta sous-normale.
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CHAPITRE X
APPLICATION DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES A LA DÉTERMINATION DE DIVERSES SURFACES SATISFAISANT A DES CONDITIONS DONNÉES.
1. Dcternuntit' la suijace telle, que si-, d*un j)oint ilonné O, ou mène une perpendiculaire oA sur un de ses /dans tangents , le rectangle construit sur cette perpendiculaire et sur la normale /«N terminée à un plan fixe xoj mené par le point donné, soit équivalent au carré de la distance om du point donné au point de contact ^üg. 3yj.
La condition du problème est
( I ) O A X "I N = om . ♦
Désignons par X,j, z les coordonnées du point de contact m, par p, q les dérivées partielles • ^ dx dy
± {z—px—q y ) _ m P
on a
oA ;
, cosP/hN
om — x’+f’ 4 -
En substituant ces valeurs dans l’équation (i)’, il vient ±z(!: — />x — 7J-) = x” 4-j' 4-z’;
comme le second membre est essentiellement positif, on devra prendre , dans le premier, le signe -|- ou le signe — , selon que les deux facteurs (z ctz — px — qy) seront de même signe ou de signes contraires; or le facteur (z — px — qy) représente l’ordonnée o B du point où le plan tangent rencontre Taxe des z. De là, deux cas à distinguer ;
i". Les points m et B étant d’un meme côté du plan fixe, on a l’équation z (z — px — qy) = x' -f- v • -f- z’,
UEl'XlKMt H\n l IF-.
I J 4 ou
xzp~>ryzii z= — {x'- y-).
(jCtle équalioij aux dilîcronces partielles du premier ordre, a pour intégrale
elle représente une surface symétrique par rapport au plan fixe, dont la propriété caractéristique est que, toute section plane passant par l’axe perpendiculaire à ce plan, est un cercle. Ce cercle a son ceutrc au point o , et son rayon est une fonction arbitraire de l’azimut.
On retrouve les mêmes résultats, sans calcul intégral, par le raisonnement suivant ;
I.a similitude des triangb^s o AB, wPi\ , donne
O A . Hi N = O li . /« P ;
par conséquent, la condition de rénoncé équivaut «à O B . //i P = OUI ,
on bien , si l’on mène la perpendiculaire ml sur oZ, on doit avoir
oB . ol = om .
Donc le triangle omB est rectangle en ni ; mais la droite m B, ([ui est à la fois dans le plan ZoP et dans le plan tangent, est tangente .à la section produite par le plan ZoP dans la surface cherebée ; donc cette section est un cercle de rayon orn. En désignant par R ce rayon et par 6 l’angle Pox, l’équation de la surface sera de la forme
2". Les points ni et B étant de côtés différents du plan fixe, on a l’équation z ( px -|- r/y — z) — (x* 2*),
ou
xz P +■ y 2 q — 3 2' -+- -h ,r% *
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dont l'intégrale est
elle représente une surface symétrique par rapport au plan fixe. Les rayons vecteurs d'une section plane passant par l’axe perpendiculaire à ce plan , sont proportionnels aux carrés de leurs projections sur un axe fixe quelconque tracé dans ce même plan.
Si l’on demandait que le rectangle (o A . n/JN) fût équivalent h un carié donné, on trouverait pour intégrale
s’it = X- y
Kn prenant pour
une fonction entière du premier
ou du deuxième degré, cette équation, qu’on discutera facilement, repésentera des surfaces du deuxième ordre.
Î2. Étant donnée l'équation d’une surface ,
on propose de déterminer l’équation d’une autre surface, rapftortée au même système de coordonnées rectangulaires, telle qu’un prisme droit dont les arêtes sont parallèles à l’axe des z , intercepte sur ces surfaces deux portions équivalentes. ' '
Soient e
dz — P dx -y qdy
l’équation dilférentielle de la première surface; dz = rdx -4-
l’équation dilférentielle de la seconde.
Les éléments des deux surfaces, projetés sur le rectangle dxdy, ont pour expression
dx dy \j i -y p‘ -y fp , dx dy \j \ r- -y s'^ . ,
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l’ar coiiséqiK'ut , les l'onclioiis inconnues r cl .v tlevronl satisfaire à la condition
a laquelle il faut joindre
dr ds dy dx
Ces deux équations détermineront, dans chaque easparliculier, les fonctions r et s, et , par suite, z en fonction de .r (U de y.
I Cas on la surjacc donnée est plane.
Soit s = rt + fux -i- wy récjnalion de ce plan; on aura P = m,f/ = n., et en posant m* -f- «* = a’, « désignera la tangente irigonométrique de rinclinaison du plan donné sur le plan des l’équation (i) deviendra
+ A- = a% (I ou r (- A _ O ,
dx d.c
et , en ayant égard à l’équation ( 2) ,
dr
dr
r — -t- V«’ — r-’ — = o, dx dy
é(|Uation aux dillérc-nces partielles, linéaire el’du premier oixlre, dont l’intégrale est
La fonction pétant arbitraire, on peut encore écrire celle intégrale sous la forme
sx — ry=z,f[r).
y joignant r” + s’ =«*, on a deux équations lijiles propres à déterminer r et s en fonction de x et j, après que l’on aura disposé de la fonctionarbitraire. Leproblème admet donc une infinité de solutions.
Conmu- cas particulier, soit çp (/■) = o; ot) lire des équa-
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lions pm'wlentcs
/ x<lx -\-yilr ^
consf .
C’est r équation d’un cône de résolution autour de Vaxe des Z , dont Varéte fait asec le plan des xy le môme angle que le plan donné. Si Ton remarque que chaque élément superliciel du cône se confond avec le plan tangent , lequel est partout également incliné sur le plan des on se rendra
compte aisément du résultat précédent.
Autre solution. Si l’on posé avec Euler • r — % cos w , i = a sin &> ,
l’équation (i) sera satisfaite identiquement, et la question sei-a ramenée à déterminer pour r.) une fonction de x et y, telle que l’on ait
COS 6 ) sin M
riy • tlx ’
ou «
. ri M rtbj
sm w (- COS 6) — - = O.
. rty dx
I. intégration donne
xsino) — /cos 01 = ç(oi).
Celte équation fournira pour w une infinité de fonctions de X et y. Les valeurs correspondantes de z se tireront de l’équation
dz — a. (cos 0) dx -i- sin w dy ) , qui , intégrée par parties , donne
2 = a (xcos sin o>) + a / y r/oi -t- const.
Examinons quelcjues cas particuliers.
i". Soit w = const. 2= P ;
la fonction q disparaît de l'expression de z , et l’on a iinmé-
TT
i58 in:i xik>iK PAin rE.
(liatcm(;nt •
Z rrz a (xcosp -t- r siu P) -h const.,
êijuution d'un plan incline sur le plan des xj, de in même quantité que le plan donné. '
Soit 9(01) = O,
d’où jr sin M — ^cosw = o,
ou en tire sin w et cos o) que Ton substitue dans l’expression de s ; il vient
Z = a +.r’ -t- const.
('.'est le cône droit déjà trouvé.
3". Soit iji (t.)) = a sin M — àcosw,
d’où (a; — ajsinw- — [y — à)cosw = o,
et z=a[(x — o)cosM + (j — à) sin w] + const., ou enfin z = a ^ [x — a )’ -t- ( j — à )’ + const.
Cette équation représente encore un cône de révolution dont les arêtes font le mèma angle que dans le cas précédent, avec le plan des xj-, seulement l’axe est parallèle à l’axe des z, au lieu de coïncider avec lui.
Les différentes hypothèses que nous venons de faire sur la fonction (j) sont les seules qui puissent conduire à des ■ surfaces coniques (le plan étant compris parmi ces surfaces).
En efl'et, pui.squ’on a posé
rznacosw, .ç=asinM,
l’expression générale de z peut s’écrire sous la forme i zx rx -h sr -y a. f <f [ü>) êu -i- const.
Or l’tqualion aux différences partielles des surfaces coniques est
Ainsi, pour que l’équation précédente se réduise à cette
Digilized by Gnogk
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l'orme, il l'ani <|ue /"'p ('->) (lt<> soit mille ou égale à
— (ar ^ « + 6 sin w ) ;
(i’où l’on conclut que rime des trois hypothèses suivantes doit avoir lieu ;
f.i = const. , ou ç((»)=o, ou ly (w) = U siu w — ècosw.
a". Cas 0(1 fa surface jlou née est. de révolution autour de l’axe des z. ^ ^
Prenons, comme i^xtun pie, le paraholoïde de révolution
On a /; = -,//=: —
Soit
a dz — rdx - 1 - sdy
l’équation dill'érentiille de la surface cherchée, on doit avoir
En dilfércntiant par rapport à ,r, et ayant égard à l*équa-
lion ( 2 ) , il vient .
dr j dr
dx dr
L’intégrale de cette équation aux ditl'érences partielles est
Quand on aura fait choix d'une fonction ç, on en tirera la valeur de la fonction r, et, par suite, on connaîtra mais le calcul est plus simple en introduisant, comme précédemment, uye fonction angulaire w.
Posons r = a: cos w -l- J' sin w , J = .rsin(.> — ycosw.
11 en résulte identiquement ;•* -i- s* = .r’ + y*; en sorte que la question est ramenéi; à déterminer pour w une fonc-
IÜ<» l)P,l\lÈ»fK PAIITIK.
lion telle que rrl.r -+- sdy, c'esl-à-ilire
(x cosw + y sinw) dx -J- (x sin w — y coSoj) dy
' soit une (liHéreiitielle exacte. En développant cette condition, on est conduit à une é([uation aux dillércnees partielles, qui s’intégre sans dillicullé. Cette intégrale est
2 XJ" COS W — (x’ — _j-’) sin w =: o (w).
Elle fournira une infinité de valeurs de w.
L’équation des surfaces demandées sera de la forme
2 <73 = (.r’ — y’’) cos 6) -t- 2 x>' sin (.> — ( m ) </ w ,
où l’on remplacera o) par la valeur tirée de l’intégrale précédente. Si l’on suppose
w = const. = S,
• ou n’a point à recourir à l’équation intégrale; cai- la condition d’intégrabilité de rdx -j- sdy est alors remplie d’ellemème. 11 vient
2 az ~ (.r’ — j’ ) cos (î -H 2 XJ sin p.
QueHe que soit la constante (3, celte équation représente (\es parabploïdes hyperholiques. En particulier, si
on a
ou a
ftz = xy.
Cette dernière équation sc ramène à la précédente par une transformation de coordonnées
- I X = X cos 0 — Y sin 0 tt |
1 J = X sin 0 -y Y cos 0 ’ ^ 4 ) '
par conséquent, elles apparticmncnl à un même paraboloïde, dans lequel les deux paraboles principales ont même paramètre 2 «, tU leur axe principal dirigé suivant l’axe (les Z.
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Él uni donnée la formule
U = ff<l^ <iy ^ ■ + P‘ + 7%
fini exprime r rare d’une surface (nielcotujue , on propose d’en déduire la formule
U = 2 JT y R (Is ,
(pii confient, nu cas où la surface est de révolution .
Soient oZ l'axe de révolution [fg. 38), AwH une section méridienne, R= oP la projection du rayon vecteur om sur le plan des xy., R sera aussi le rayon du parallèle qui passe par le point ni , et l’on aura
R = V^.r’ z = (ji(R), f/.v =y*r/R’ -f- ffc" = f/R V^i H-f' ( R),
J^ar suite, la formule donnée devient d’abord
u=//f/xrf>vi +
Remplaçons les coordonnées rectangulaires x, y par les coordonnées polairesR et 9 = Poy; on sait, parla théorie du changement des variables indépendantessouslesigne f y, (|ue l’élément dxdy devra être mnplacé par Rf/Rf/9, et l’on aura
U = /'/R ,/R v/ 1 + «'TRy- <hi.
l/inlégration relative à 6 s’e(léctue iinmédialerneni , et
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pour obtenir la surface entière, il faut intégrer depuis 0=oàô = 27Ï, ce qui donne
V — 7. TtJ^ R. dR. ^ I + (R j’ = 2 7 r_y Rr/.v- C’est le résultat qu’il s’agissait d’obtenir.
Étant donnée la formule
y = ff{^-z')dxdy,
qui exprime le volume d’un solide cylindrique compris entre le plan des ocy et une surface quelconque , on propose d’en déduire la formule
V = 7r/RVz,
qui convient au cas où le volume est de révolution autour de l’axe des z.
En introduisant comme ci-dessus les coordonnées polaires R et 6 , la formule donnée prend la forme y = ff{z — z')RdRdt).
Z et z' sont les deux ordonnées mP, m'P qui répondent à une même valeur du rayon R, et comme elles sont indépendantes de l’azimut 6 , on peut intégrer immédiatement par rapport à celte variable 5 il vient, eu égard aux limites 0 = 0 , 0 = 271,
(A) V = 2,r/('2— z'jRrfR.
Cette expression de V, bien que réduite à une intégrale simple , diffère cependant de la formule
(B) \ = r:fR}dz.
Cette différence tient à ce qu’elles répondent à deux modes distincts de décomposition d’un même volume en éléments infiniment petits. Tandis que la formule (B) suppose le volume décomposé en tranches cylindriques par des plans perpendiculaires à l’axe de révolution, il est aisé de s’assurer que la formule (A) suppose le même volume dé-
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composé t;ii amicaux cyliiuli iqucs , parallèles à Taxe. En cllét, deux cylindres ayatil pour axe os, pour bases les cercles de rayon R , H , et même hauteur [z — z') ,
comprendront entre eux une portion infiniment petite du volume, dont la mesure sera 2 tt (s — z') RrfR (en négligeant les infiniment petits du second ordre).
La formule (A) peut se ramener à (R) par le procédé de l’intégration par parties, qui a précisément pour effet de changer le mode de décomposition d’une intégrale en remplaçant une somme d’éléments par une somme équivalente; il vient , en elï’ei ,
V z= 2 ir / ( z — a') K d K = TT R’ ( î — s' ) — ir R= rfr -H TT / R’ rfj' .
Les intégrales doivent être prises depuis la limite K = o pour laquelle on a s = oB , s' = o A , jusqu’à la limite R = IH , qui répond au point où l’ordonnée s est tangente à la méridienne A niB, et alors la différence (s — z') se réduit à zéro. Donc le terme 7 : R* (s — z') s’évanouit aux deux limites, et si l’on pose, pour abréger (oA =«, oB = j3, KH = y ) , l’intégrale y’R'Jz, qui se rapporte à la partie du volume située au-dessus du parallèle IH , devra être prise entre les limites /3 et y , tandis que l’autre qui correspond à la partie du volume situé au-dessous de ce parallèle, devra être prise de z' = <x à z’ = y. L’équation précédente se réduira donc à
7t I'r^ d-J J et
RV/z'-f-
Enfin les deux dernières intégrales peuvent être réunies
en une seule
et l’on a définitivement
R'dz.
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IJ. Calcul (le diverses intégrales définies.
\ . On propose d' intégrer 1'e.r pression
J P “ cos 1 9 (n- 2 x cos 4- 2 x'cos 2 Ô -f- 2 ,r’ cos 3 6 -t-...) t> \/ 2 ( cos 6 — cos a )
dans laquelle x est uiu^ conslante <' i, et la série convergente que renferme le munérateur est prolongée à riiilîni.
Pour sominci' celte série, on transforme les cosinus en exponetitiellcs imaginaires à l’aide de la formule
2 COS iif) z= -4- e ■ " * V'’-
puis on ajoute les sommes des deux progressions géométriques résullanlcs; il vient
I -t- 2 a: cos 6-1- 2 .r’ cos 2 6 -1- 2 .r‘ cos
I — 2 .r cos 6 -f- .r’
et l’intégrait! cliercliée prend la forme
^•=(l — .tr’)
Jo V I cos 6 — cos X ) ( I — 2 r ros 6 -|- a: “ )
Pour faire disparaître le radical , on change de \ariable. en posant
sin 40 =r sin 4 a sin z ;
il vient
4 V sin- 4 a sin’
ou bien
^ ^ J> (i — •î-)''cos’;
-H ( I — 2 ,j; cos « -f- x’) sin’
F\Er.C,U;KS n \!\AI,\ SK.
f)r, on a
J A’cos'z + R^sin’j ,AB I
II.- taru
~ ÂB \ Â t'onst.
En ayant egard aux limites o, et remjdaeant A j)ar
t *'* 1^ pat’ V 1 — 2 X co.sa -I- X' , on a définitivenient, pour l’intégrale tdierchéc,
2 y ) — 2x cos a -f- .r-
Cette inlégralo se présente flans le déveloi>penieni en sé- 1 ics tngoiioinetr'ujues des Jonctions de deux vnrinhJes. {Consulter, sur cette importante fjuestion , le Mémoire de M. Diriehlet, inséré dans le /ourno/ de Crelle , tome XVII.)
-. On propose ne enlcider f’inlégralc définie
Poson.s
f \ cost 0 -f- 2 ,r sin’ '
cos’ 9 -t- 2.r sin’ 0 = ), sin 0 . z,
Z étant une variable qui remplaeera ,r , et?, une eon.stante
• 1. • . • X’s’ cot ’ 0
indéterminée; on en tire .r = — , et, nar suite
m' col* h
> = / sin 0 J
v/ a <7 -e cot‘
On disposera de rindéterminée X pour réduire à l'unité le
DEUXIEME PARTIE
Eoclîîcient de z‘‘ dans rexponenlielle. Soit donc \ = — > il
vient
rw* Cüt* 6
/«sinO /
c~ dz .
col’ f)
Dans le cas où la constante a serait égale à — j la
limite inférieure de l’intégrale devenant zéro, on aurait
et, par suite, l’intégrale cherchée serait immédiatement eonnue sous forme finie ,
/n* col* 0
m sin 0
J IZ
cot’ 6
— ce : on ne connaît
Soit, en général , in ^ a
oc
' e " ; mais on peut
la développer en série convergente ordonnée suivant les puissances croissantes de a. On a d’abord
r r fvc*.
Or
Intégrant, on aura
, la’ la’ la
dzT= a.
(ii'lie série est convergente, (|uelr|uc .soit a, et comme ses
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termi^s sont alUTnaliveincnt positifs et négatifs, reireur coiutnisc en s’arrêtant à un terme tic rang quelconque est de signe contraire à ce terme et une fraction du terme suivant.
l.r’intégration par parties fournitun autre développement en stû’ie convergente de la môme intégrale.
Lorsque a} est égal ou supérieur à 2 , les séries précétlentcs ne sont pas d’une convergence assez rapide pour être commodément employées. Laplacc, dans sa théorie des réfractions astronomitpics ('*'), a donné, pour le cas dont il s’agit , un développement d(! l'intégrale sous forme de fraction continue. A cet elfet, il part d’une troisième série ,
qu’on obtient aisément par les transformations suivantes ;
2af'*'' 2
mais , comme le rapport d’un terme au précédent
loin de converger vers une limite plus petite que i pour des valeurs croissantes de n , croit justju’.à l'infini, cette •série est divergente; il vaudrait mieux, pour la rigueur
(*) Mt caniqur i viestv , tome IV, page 283.
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du raisoiiiiemcnl, n’on pas faire usage. Voiiû couimciit M. Jacobi a reciiOé le procédé de Laplace ;
(Les développements qui suivent sont empruntés à une , leçon de M. Liouvillc, au Collège de France.)
Posons
d’où
\ = jT* dz,
— = 2a e I e dz — i = 2 a v — i ,
Soit
dx'* dx!' ùa”“'
— = V| ; et, en gener.il ,
on aura
Posons, en général, V„ = ( — i)" '■< l'équation (H)
deviendra
fl -f- I
ou, si l’on pose <7 = et qu’on divise par y„^, , (B')
Transformons de même l’équation (,A). A cet elVet, on déduit V, et V de l’expression de V„ , en y faisant n = i , « = o , savoir ;
KSERCICES d’analyse.
(-•l, subslilu.ini dans (A), on a
Acluolleincnl , on
lire des écjualions (A') el (15'),
(iO "
ifiy
Il importe de démontrei' que ■ restera positif quel que
soit n ; pour cela, il suflit de faire voir que est jiositif <iuel que soit //•, et, comme on a
la question revient a prouver que ( — i)" - — est positif.
' ' dx" ‘
Pour simplilier la recherche de — — , transformons la
dx"
fonction V de manière que les limites de l’intégrale soient indépendantes de or. En po.saiit z = a 4 - 3 ,, les limites deviendront O et oc , et l’on aura
résultat essentiellement positif.
Ee dévcloppcriient de l’intégrale proposée en fraction continue se déduit immédiatement de ee qui précède.
nEtMLMfc Ï'AKTIK.
( )ii n
Pour appliquer celle fraclioii eonlinue au calcul approché de l’iiiiégrale, ou l’oi'uiera les réduilcs successives, <jui seronl alleruali veraeul plus grandes el plus pelitcs que la fi-aclioii continue. 11 suftira de calculer dirccicmcnt les
<leux premières réduiles ( -el 1 ; Icssuivaules s’endé-
duiront d’après la loi connue : le numérateur d’une réduite (juelconque est égal au niunérateur de la réduite précédente, plus, au numérateur de la réduite qui précède de deux rangs mulli]>lié par le numérateur de la fraction intégrante à latjuelle on s’arrête. Les dénominateurs se forment il’après la même loi. Ainsi, les cinq premières réduites ■sont ;
I 1 -+-<■/ i-t-Sy I -+-67-1-37’ I -+- 107 157’ '
à [)arlir de la cinquième, le numérateur el le dénominateur d’une réduite de rang quelconque sont des trinômes du second degré en 7, dans lesquels le terme indépendant de q est égal à 1 .
d. Parmi les courbes définies par l’équation différentielle.
EXEnCICES d’akalvse. i^i
détcnnincr celles (jui coupent à angle droit le cercle dont l’équation est y* x' =
L’équation (i) rentre dans la classe des équations de la f'ornie
il‘ y f/x’
qu’on intègre immédiatement en les divisant par—; car
le premier membre devient une somme de dillérentielles exactes.
On trouve pour intégrale
puis la seconde condition de l’énoncé fournit, entre les
constantes a et l>, la relation z= î « y/ r' —
l’ar conséquent, les courbes cherchées sont renfermées <lans l’équation
l. Étant donnée l’équation n, = o, on
propose de déterminer la relation tpii doit exister entre les paramètres a et pour que les courbes représentées par cette équation aient pour cneeloppe une courbe donnée dont l’équation est ç (x, y) = o.
La relation cherchée résultera de l’élimination de a; et p entre les trois équations
vr ; ^ ! \ dV (la dV d-i
Soit, par exemple, l’équation y' -y ax y- b ~ o , (pii représente une suite de paraboles de même axe. et cherchons la condition pour epu^ ces paraboles aient pour en-
nELXlKME l'AiniE.
nous troinci'ons
vdopju! lo criA'lc y* + .r~ — r- — o;
— r‘ ; Cl, par suite, réqualion des paraboles , réduite à ne plus contenir qu'un seul paramètre arbitraire a,
V’+ ff.C — O.
3 . Dclerminer la relation tjiii existe entre deux fonctiotis M et jN de X et y ^ telles que la quantité
M dx 4- K dy iMz -I-
soit une dijjerentiellc exacte. ^
L’expression proposée ne reui'erme (pie le rapport et
l’on doit seulement se proposer de déterminer ce rapport. . . ÎN'
Soit — = 2 5 la condition pour que l'expression
dx -4- zdr X 4- Z y
soit une didérenlielie exacte, se réduit à dz dz
(•qualion aux dillérences partielles dont l'iniéftrale est
,\insi , les fonctions M et iN doivent (‘ire telles, (jue leur rap- ])ort soit une simple fonction de -5 ou, ce qui revient au
m(';me, une fonction du degré o de y et x.
Celle condition est évidemment remplie, si l’on prend
pour ÎM et t\ deux fonctiotis homogènes du même degré;
. , , . , (/j; 4- iN
et, en cllcl, on sait qu alors la quantité ■
EXF.RCICKS t) AXAl.VSE.
iin<‘ tliiréit'iuiellc ('xaile. Mais on voit , do plus, (|u'oIlo le sera «‘iicore, si, après avoir pris à volonté la foiielion M,
on rlioisit unq fonction j\ qui soit égale au produit Mç »
^ étant une lonction arbitraire. Par exemple, soient
M = .r’ — 3a;, N = (.r’ — 3.z ) = .vf — 3 j ;
expressioti
— 3 X ) c/x -I- ( x_r — ’ix) <ly X' — 3.x’ .X) ’ — 3/’
s(!ia un<! dillérenticlle exacte.
(). //ifègrcr i’ Lujuntion (lifj'érentialle
rx' -h f dx-
I z/) \’ dr
liette équation étant homogène par rapport à •)■ et à scs
dérivées, on pose^ = ; il en résulte une équation du
premier ordre entre ii et X, qui est vérifiée par la valeur
u = -i et l'on en conclut l’intégrale générale t;n posant, comme dans Vt-f/nnlmn d’Euler, ii = — i- z, etc. I/iiité-
;rale est
r’ = (IX + è.r*.
Intégrer les deux éijiialions siiiiidtn/iées
( I î ?. (ixy ~ — 2 Z f (t r — 6M ..f- rt /;y — o
' ' d.r ' dx
(2 ) 7.(l>y-\-hz — rt.r ) — •>.{dx — « i r H- Z — è ) = <».
. dx dx
.Si fou élimine-^ «'litre ces équations . il vient
( 3) 2 (//I — rt.t ) dz U [z — h) dx = O.
IIKUXIEME 1-AltTIE.
('“(jualioli no ooiitoiianl (juo les doux variables z el .r, on peut rinlégrer. A c«‘t eflet , on la rend homogène par la iransfoi'niation connue, el l’on trouve l’intégrale
(4) fl.r — 3’= c(s — è)’,
c étant U71C constante arbitraire.
Puis, si l’on remplace dans l’équation (i) r/.r par sa valeur en riz tirée de l’équation (3) , il arrive qui; x disparaît conipléteincnl, el il reste
rr/z — (3 — b)dy O.
L’intégrale de cctie équation est
K étant une constante arbitraire.
Les intégrales (4) et (5) résolvent la question ; on peut simplifier la première intégrale à l’aide de la seconde. Soit cK* = H; la constante H remplacera c, et l’on aura
(6) — na- = O.
Si l’on veut interpréter les étjuations (5) et (6) géométriquement, on peut dire qu’elles représentent une courbe, intersection d’un paraboloïde et d’un plan parallèle à l’axe du paraboloïde.
Intégrer Verjuation aux rliffcrrmces partielles
L’intégrale est
La surface qu’elle représente peut être considérée comme le lieu des intersections des sphères (x’-f-j'"’ -f- '* = o’)
avec les c«)iies du second
-t-jr
EXEltClCES IJ ANAI.YSi:. I -J
9. hilcgrer /<av licii.r tujiiiiliotis Hncairer, siinuJhDices il‘.r
. — Jl_ _i_ «’x — «’rt cos />t(.v cos bt -f- 1 sin ) = O ,
^ (ir- ' . J >
I li
IF
+ n’ ) — «’« sin ht^^x cos bt 4- y sin bt) = o.
On remplace les variables ,r el v par deux nouvelles variables U el eu posant
X cos bt -t- ) sin bt = ii ,
X sin bt — r cos bt — c,
et l’on parvient à deux équations linéaires à eoeflicients constants en u el e.
,lr
1 )-(-/•>’]« 4- 2 /■' ^ O , ' lit
d‘v , , , , du
dt' ' 'It
dt
On les intègre par la méthode des exponentielles en cherchant une solution delà forme
u= ce^^, i> — c .
La substitution de ces saleurs conduit à deux équations propres h déterminer les demx inconnues a elfr; a dépend trune équation bicarrée,
On en tirera quatre valeurs de a égales deux à deux el de signes contraires : à chacune d’elles répondra une valeur de fx fournie par l’équation
On trouvera ainsi quatre couples de valeurs particulières des inconnues u el y dont on fera la somme pour chatpic
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iiicomiiu;, en diangeaiil la eonslanlt; aibilrairc- c d’un « ouplcà un autre. Il restera à substituer les valeurs géiu?rales de a et e dans les formules
.X = U cos ht -+- V sin ht, r = U sin ht — r cos ht,
et 1 on aura x et y en fonction de t et de ([uatre i-onstantes arbitraires.
il.égrcr les (ujuations sintultanêcs
lit
tlx
— — H « eos h — a
tU ’
-f- «sin 0 — h = U , et — r tang 6=0,
l/ans les<iucllcs a,b , c désignent des eonstantes données.
(Les calculs suivants sont détachés du problème de la ligne du poursuite résolu par ÏNIM. Sturm et Querret dans les yinnales de Gergonuc, tome XIII. Ce problème sera traité dans la troisième partie de cet ouvrage. )
Le plus simple est de chercher d’abord l’expression de Ô en fonction de x. A cet ellèt, on didérentie l’équation (. 3 ),
et l’on remplace — j ~ par leurs valeurs tirées des équations (i) et (2) ; il vient h
d. tang 6
‘ ~ fit
• ax cos 6
d. tang ü dx
d ou , en posant = n
dx
n — = cos h d . tang h ~
d . tang 0
L’intégrale est
tang <J ■
tang’ 0 -h tang’O— [j^-
KXKRCICKS I) A^ AL^SF. i ^
l,a conslaiilo arbilraire h représeiilc la valeur de .r tom-sjtoiidaiiU: à(/ = o;on lirt; d<; ré(juatioii précédente, en multipliant les deux membres par taug 6 — y Tang^,
rang 0 — v'''r+ndrg ^0 I",
et ajoutant membre à nuimbre,
par suite, cos U = - — ^ : .
Cette \aleur étant substituée dans l’équation (i), il ii'y restera que t (;l x ,
l/intégrale est
I + 1 y // / fl — I J J
Ou peut choisir l’origine de t. de manière que , pour x~h^ on ait<=.o; cette convention fixe la valeur de la constante C, ou
et , par suite ,
2 at
~ir
LU
0 et t étant connus en fonction dex , le problème de calcul jntegral est résolu^ car on aura , sans iioiivellc ifitégi'utioii ^ y en fonction de x a l’aide de l’équation (3) , dans laquelle t. et tangg seront remplacées par leurs valrmrs tirées des intégrales (4) et (5),
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Les i'ormulcs ( 5 ) et (6) tlcvieimcnt illusoires dans le cas particulier où n = i , c’est-à-dire où c = « -h !>■ L’expression de th se réduit alors à
et son intégrale n’esi plus algébrique ; elle prend la forme et, par suite , l’équation (6) sera remplacée par la suivante,
(6 bis)
lay , , ■ , I b\ a — à f / xY
Si l’on regarde J' et .r comme les coordonnées rectangulaires d'un point, on pourra s’exercer à construire les courbes représentées par les équations (6) et [ 6 bà). En transportant l’origine sur l’axe des y négatives à une dis-
h {na b) . , . . , ,
tance — é, on fera évanouir le lcrinc constant du
second membre, et si l’on pose en outrt:
il)
h [a — h) l'xy-*-' a n (' w -I- I ) \ b J
on aura r — n -j- i> -,
de sorte qu’après avoir construit les courbes (paraboliques ou hyperboliques) représentées par les équations (7), on u’aura plus qu’à faire la somme algébrique de leurs ordonnées correspondantes à la même valeur de x.
On construira de même l’éf[uation (6 bis) à l’aide d’une parabole ordinaire et d’une logarilbinique.
11. Ètntit ilonnèe une sérieront les termes sont fonctions (le X , si on les niiilfii>/ie ftar dx , et /fti'on intègre, il nrrh'c, dans certains cas, (/ne l’on sait déterminer, sons
EXERCICES 1) AîiM.YSE.
forme jinic, une Jonction égale à la somme de ces intégrales; et, fuir suite, en diÿérentiant celte Jonction, on connaitra la somme de la série proposée.
Appliquons ccttc niélliodc à la sommation de la série
tant; — f — -lani'— -H — : taiu; 1- . . . 4-
— tang
Le rapport d’un terme au préeédeut, • -t tend,
latig •
pour des valeurs croissantes de n, sers la limite -j; par eonsétjui nt , cette sé-rie est convergente pour toute vali;iiide.r (à l’exception de celles cpii rendraient l une des tangentes infinies, et qui sont comprises dans la formule X — 2 "“* . 7t).
Multipliant par dx et intégrant, il vient, en désignant pary la somme inconnue de la série ,
. cos - 4 -
— 4 - c cos — 4-
cos - cos — cos — 2 54 2 ^
Or, on trouve aisément
, , XXX sin X
( I ) cos - cos — CüS — ... ri:
Il suflit, pour cela, de mulllplu*r les éfpinlions suivanles membre à membre,
sm X 2 siii - cos — .
sin — = 2 sm — cos •- . 2 2 * 2 -
X .XX
^in — = 2 sm — cos — s- 2^ 2’ 2'
sin = 2 sin — c<»s — •
jgo UF.IXIKME PAUTIE.
Mullipliaut et réduisant, ou a
sin X = 2" sin ^ ros ^ cos ^ ros ■ eos - >
Sin—; ^ r
CI ri 'T* JC JC JC
ou — - = - JT • ‘-■"S T. ’
I s^_ |.siux+ l.x.
et pour H = <x> , on a la relation (i).
Donc I Y <lr = c —
Dillérentions maintenant les deux membres de cette équation, et nous aurons
V COt X.
Telle est la somme de la série proposée.
Puisque l’on a , identiquement ,
i_cotx = -tang^ + :^tang^+^tang--h
on en lire
On peut, dans eette dernière égalité, faire x = tt, et 1 on a cette formule remarquable ;
!=■ tang^ + i.ang^ + ^tan.;-;^+....
EXERCICES DK MÉCANIQÜE.
CHAPITRE PREMIER
SCR I.’atTR.ACTION MCTCELLE UES CORPS.
1. Un point matériel A est situé dans le plan d’un anneau circulaire , homogène , d’une épaisseur injinimenl petite, dont chaque point l’attire en raison inverse du carré delà distance. On propose de déterminer l’attraction totale exercée par l'anneau.
Soient rie rayon om de l’anneau {fig. 39 ), a la distance o A du point attiré au centre, [x la masse de ce point, u sa distance au point m , 0 l’angle mo A , o> l’épaisseur constante de l’anneau, p sa densité. Les actions exercées par tous les points de l’anneau sur le point A auront évidemment une résultante uniipie dirigée suivant Ao; et, si l’on désigne par y l’intensité du pouvoir attractif rapporté aux unités de masse et de distance, rattradion totale exercée sur le point A sera exprimée par
Digilized by vjOOglc
en |>(isant
et, comme on a
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fim = ’tto r /16 n— vV'H-a- — 2arcf)s5, l’expression de ^ prend la forme
' ..'o vV^ + a’
2 a c cos 0
Selon que la valeur trouvée pour A sera positive ou ncgalive , le point sera repoussé ou attiré par l’anneau.
L’intégrale précédente Ji’cst pas calculable sous forme linie; mais on peut en obtenir une valeur approchée par un développement en série, et l’on va voir que ce développement met en évidence le changement de sens de l’atlraclion , lorsque le point A passe de l’extérieur à l’intérieur de l'anneau.
Supposons d’ahord le point attiré extérieur à l'anncau, ou
Remplaçons, dans le radical, eos 6 par
et Tuettons en évidence le facteur a; il vient ^
Or, 011 a
I .3.3 ; ■ ■ 1 r, /TT
~ 4 Tg ■ r
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SLTie c;oiivorgenlc , puisque - <^ i ; cl il esi a remaifjiu'r
que la convergence aurait encore lieu, si l’on rcnluisait les (liflcrents termes à leurs modules respectifs,
car le rapport d’un terme au précédent ^ ' - j tend,
pour des valeurs croissantes de n , vers la limite - <1- On a pareillement,
/' r _5yCT7\~2 I r ~r,y[ZTi
I c =: iH K
I. 3 r’ —ïSy'ir; 1 . 3.5 r’ _
série ijui ne dilTère de la précédente que par le changement de 0 en — 9 .
Puisque les séries (i) et (2) sont convergentes, par le fait seul du décroissement des modules , si on les multiplie membre à membre, en ordonnant par rapport aux puissances croissantes de - , on aura aine nouvelle série conver-
gentc dont la somme sera le produit des sommes des deux autres.
Or celte multiplication produit des termes de deux espèces, les uns indépendants de 0,
, + {1 îl\ Vf ' • . . .
\2ay \2.4a’,' \2.4.6 a' j ’
les autres dépendants de 6, et cjuc l oir peut grouper deux .à deux de la manière suivante ;
OU 2 (1 eus [n —
mais lorsque ces derniers termes, nuillipliés par i/C, seront soumis à rintégratioii qui est indiquée dans l’expression de V, les intégrales s’évanouiront aux deux limites, o et 2 7: ; on peut donc les omettre, et, en intégrant entre les mêmes limites les termes de la première espèce multipliés par r/ 9 , on aura simplement
Supposons maintenant le point attiré intérieur à Vanneau, ou a. r. Le développement précédent de V n’est plus admissible; car, /'étant plus grand que a , la série est divergente. 11 faut alors développer suivant les puissances de en préparant le radiral sous la forme
\/ r’-pa' — 2 X /■ ros U et l'on trouvera
“V+( — -V-pl
Actuellement, pour avoir l’action exercée sur le point /\, il reste .à dilfércntier par rapport à a la première ou la seconde de ces expressions de \ , selon que le point attiré est extérieur ou intérieur .à l’anneau; et l’on a
Pour un jwint extérieur,
L expression de la force étant négative, le jMiinl sera attiré et marclicra vitrs la surface externe de l’anneau.
Pour un point intérieur.
EXEnCICES DE MÉCAMQEE. 1 85
l,a valeur île A esl positive; ilonc le point sera repoussé (lu centre vers la circourérence de raiiiieau.
Ainsi, il n’en est pas des actions exercées par les éléments d'un anneau sur un point placé à l'intérieur, comme des actions exercées par les éléments d'une couche sphérique qui envelopperait ce point; on sait que la résultante de ces dernières est nulle, en sorte que le |>oint qui leur est soumis reste en équilibre, quelle que soit sa position dans l'intérieur de la couche.
Cette diHércnce de résultats s'explique aisément ;
En ell'et, soit mm' un élément infiniment petit de l'anneau {fig. 4‘>) j joignons Am, Am'; ces droites prolongées interceptent un second élément l>j>' comparons les actions contraires de ces deux éléments sur le point :
L’attraction de mm' sur A est égale à
mm
uj P 'ù
1, attraction de pp' sur .A est égale à
/ pp'
Or, les triangles infinitésimaux Amm',
A/J/j' sont sem-
hiahles, et donnent la proportion
mm' pp'
A m A jj
doue le rapport de l'attraction exercée par mm' à l'attrac-
tion (;xerece par/J/> est égal a-^-^; et, par suite, le point A
est plus attiré par celui des deux éléments dont il est plus voisin. Sidoncondiviserauneau en deux parties Cmli, C/j B par une perpendiculaire élevée en A suroA, l'arc Cm B exercera sur A une attraction prépondérante, et ce point marchera vers 1 en s’éloignant du centre.
Si, au lieu d’un anneau plan, il s’agi.ssait d'une couche sphérique, les éléments lincaircs mm' , pp' seraient rem- (jlacés par des ('•Icments .vi//ir///cér7.< . liascs des deux cônes
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iiilhiitéïiluaiiK doiil A sérail lesoininel; ces iiases éiaul semblables seraient entre elles dans le rapport
mm' Km
^ on — ^ ;
pp' ^p
et, par eonséijuent, les actions contraires de ces deux éléments de eouelie sphéricjue seraient égales entre elles. Le plan 15 AC partagerait donc la couche tui deux segments dont les attractions se détruiraient mutuellement.
2. L'attraction exercée par une barre homogène XX' (fig. 4')> 'Ir. longueur indéfinie et d’une épaisseur trèspetite, dont chaque point attire un point extérieur h en raison inyerse du carré de la distance, est égale à l'attraction qu exercerait suivant cette loi, sur le meme point A, un demi-anneau circulaire DoE de même matière et de même épaisseur, tangent à la barre, ayant son centre en A , et pour axe la perpendiculaire abaissée de ce point sur la barre ; V attraction est inversement proportionnelle à la simple distance du point attiré à la baire.
Soient ////«' = c/uninélément de la barre, xladistance owi, 0 l’angle oAm, a la distance Ao; et conservons aux lettres p, la même signification cpic dans le problème précédent. Si l’on pose , pour abréger, p,/ o) p = K, l’attraction exercée par l’élément mm' suivant A m sera
ado a
or X — a tani; 0 , d on d.v = , A ni =
cos- 0 cos 0
I. expression de l attraction de mm' devient J. dO WudO
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Or, lellc ('bl aussi l’atliaclion (jui serait exertoo sui- A par l’élément pp' de ranneau eireiilairc DoE.
L’altraclion totale de la barre sera évidemment dirigée suivant la perpendiculaire Ao; pour l’obtenir, ilsuflira de faire la somme des composantes suivant cette direction de
toutes les actions élémentaires exprimées par K — cette
somme est
cos 0 fl 0
Elle est donc en raison inverse de la simple distance.
Si l’on considérait seulement l’attraction exercée par une portion finie IfC de la barre sur le point A, il est clair qu’elle serait égale à l’attraction de la portion PQ de l’anneau comprise entre les rayons vecteurs extrêmes; par suite elle serait dirigée suivant la bissectrice de l’angle BA(i, et il serait facile de calculer son intensité en faisant la somme des actions élémentaires estimées suivant celte bissectrice. P’n désignant par 0^ , G, les angles oAB, l’attraction de la portion 15(i serait mesurée par
3. L’atiractioii exercée par une couche MiS plane, homogène, (l’une étendue indéjinie et d'une épaisseur infiniment petite, dont cha<iac point attire un point extérieur A , en raison ineerse du cube de la distance, est égale à rattraction qu'exercerait , suivant lu même loi, nue couche hémisphérique DoRE, de même épaisseur et de même matière, tajigcnte au plan MA , ayant son centre au point A , et pour axe la perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan. Cette ut traction est inversement proportionnelle à la simple distance \ o du point attiré au plan (fig. 42 ).
Soieiu ko ■= n, B l’anglo o A »/ , rniigli- que le rayon vecleur ont ou r l’ail avec une droile (ixe ox Iracce dans le jilan. Considérons nu élénieiU dont la surface, exprimée dans le système de coordonnées r et '.p ? est rriril!^ \ rattraction qu’il exerce sur le point A, suivant A//i, est
Krdrd-]/ Ksin 9<^0 rfij/
niiisque A/« r= i r — n taii" 9.
ros 9
Or, l'élénienl de la couclic hémisphérique, correspondant à iniii\ étant s\nB dB tl<!^ , .sou attraction sur A sera
K . rt' sin 9 d 9 </-i K . sin 9 i/9
— ou
n' Il
c'est-à-dire égale à la valeur ci-dessus.
L’attraction totale du plan indéfini MN est évideininenl dirigée suivant Ao, et sa valeur est la somme des composantes suivant •celte direction des actions élémentaires exprimées parla forniule précédente, ou
. ktt
sin 9 ros 9 c/9 = .
l.a proposition ipie nous venons de démontrer dircclenienl pouvait être déduite de la précédente, en décomposant la couche plane en une infinité de tranches matérielles parallèles entre elles, et prenant la résultante des actions de toutes ces tranches:
En elTct, soit TXiE 4^) 1 tine de ces traqches; la
perpendiculaire i>\ la coupe en un point C, et la direction sera celle de la résultante des actions de tous les éh'*menls de la tranche sur le[)oinl A.
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Cm — AC = b, CAM = w,
, , Ht \ b il (,> b
mm z= (Ix - a [ü tani; ot) = — — ; A m ~ ,
COS’cü COSM
l’attraction tic rélémciU inin' sur A est égale à Kt/x Kcoswt/w
et, par suite, l'attraction totale, delà tranche indélinie Dtil’i est '
2K râ Rff
T— I COS-W«M
Elle est inversement proportionnelle au carré de la distance AC; le point A est donc dans le même cas que s’il était sollicité par une infinité de forces , émanant de tons les points C de la droite indéfinie yj ', et inversement proportionnelles aux carrés des distances. C'est précisément le cas du théorème 2; donc la résultante de toutes ces forces sera égale à
Kr _ Kr
2 fl fl
résultat conforme à celui que nous avions trouvé.
TUOISIEME l'AlVTIU.
Dcicnniner la courhe fixe hniW (fij
(jiu-île un poids P est assujeUi à glisser pour <ptCj dans toutes ses positions, ce poids fasse èqaildtre à un poids P' suspendu verticalenient à un cordon inextensible , qui passe sur une poulie (Z et s’attache au poids P. [On néglige le poids du cordon.)
Prenons pour axes la verlicalc CP'xet l’horizontale Cj-, soient .v et y hs coordonnées ilu poids P, r le rayon veeleur CP, x' l’abscisse du point P', l la longueur constante du cordon P' CP; on a
Le système étant à liaisons complètes, le principe des vitesses virtuelles ne fournit (pi’une seule équation
P t/jc -+■ P' dx' — ü ,
à laquelle il faut associer celle qu'on obtient en dilVéreii-, tiant l'équation de condition précédi'ule,
ctx' -t- i/r = O ;
éliminant dx:' , il vient
P f/.r — P' tir = O ,
et , intégrant ,
r ~ .r -I- consI
EXEUUCES DE mécanique;. 1C)I
Le rayon vecleur éiaiit Ibnclioii ralionnelle de l’abscisse,
la courbe cherchée sera une section conique ayant le point C
pour foyer, et pour axe principal la verticale Ct. Comme le
poids P est en partie détruit par la résistance de la courbe
sur laquelle il repose, et que le poids P' conserve toute son
action, il est évident que P doit être plus grand que P'; ce
qu'indique d’ailleurs l’équation P = V flr. On a donc
— I, et, par suite , la section conique ne peut <-tre qn une
hyperbole.
La constante arbitraire introduite par l’intégration sera déterminée par la condition que la courbe passe par un point donné. Si l’on suppose que ce point soit l'origine C, la constante sera nulle ; le rayon r sera proportionnel à l’abscisse x, ce qui caractérise une ligne droite, ou plutôt un plan incliné passant par le point C, et sur Icquid le poids P pourra glisser.
2. Une barre pesante A15 (fig. 45) est mobile dans un plan vertical ABC, autour d’un axe perpendiculaire à ce plan, et passant par l' extrémité A. yiu sommet C de la verticale AC est placée une poulie , sur laquelle s’enroule une corde 15Ci\I, inea tensible , dont un bout soutient l’extrémité B de la barre, et l’autre un poids i\L On propose de déterminer une courbe fixe DME, telle que le poids INI assujetti à reposer sur cette courbe , fasse constamment équilibre à la base.
La ligure peut représenter la section verticale faite par le* centre de gravité (i du tablier d’un pont-leois , et les tensions des deux chaines qui soutiennenl le pont seraient remplacées par leur résultante dirigée suivant le cordon lîC.
Les forces qu’il s'agit d’équilibrer sont le poids P de la barre appliqué à son centre de gravité (i et le poids M.
Soient. r et x' h-s abscisses des points (i et M , comptée»
iy2 TROISIEME l'UlTtE.
SUT l’axe \ei tieal C.r à partir de l’orit'iiie (i. la; principe des viiesses virtuelles donne r»kjuation
( I ) M dx + P dx' =: O.
Soient AC = h, AB = /, AC = .v, C,in = /■; n la lotigiieur totale du cordon BCM; nous introduirons comme variable auxiliaire l’abscisse CK du point B -, soit CK = X.
Les liaisons du système s’expriment par bîs dmix étpialions
( /'= /cH-(rt — r)' — 2/(X ,
d’où l’on tire
i rfX = dx’,
I (fl — r] dr + /i d \ = O ;
éliminant dx' et d\ entre les équations (i) et (2), il reste une équation entre les coordonnées r et a: du point M ,
— r)dr= -- - dx.
Soit, pour abréger, ^ = ù; l’intégration donne
ar = hx -t- c,
c étant la constante arbitraire; ou, si l'on désigne par 0 l’angle MC.r,
ni- — — br cos 0 c.
Soient r„, Q„ les coordonnées d'un point donné par letpiel la courbe doit passer 5 on aura
c = ( « — b < os 0, ) /'o — — ■ ' ' 2
iNous nous bornerons à discuter le cas où les cooidon-
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nées. / „ , Oo saiisl’onl à la cumlilion c = o. .Mors, on supprimant le facteur r, on a simplement
r — 7. a — 7. b ('OS 6 .
La eourb(î représentée par cette équation est bien connue;, c’est l’épicycloïde qu’engendre un cercle de rayon a, roulant .sur un autre cercle égal au premier, tandis qu’un point m pris sur un rayon du cercle mobile et distant de son centre de la quantité A, tourne avec celui-ci.
En ellct, soient A ( /%■ 4?) point où se touchaient les deux cercles à l’origine, m la position du point décrivant lorsque le cercle roulant , dont le centre est C', est venu toucher en b le cercle fixe dont (] est le centre; en sorte (jue arc AB = arc A' B ; soient C A = a , c' in = h. Prenons sur le rayon fixe CA , prolongé s’il est nécessaire , une longueur CO = /»; le point O sera l’origine des rayons vecteurs, et CO ar l’axe polaire. SoientOm = /', niOx = Q\ mOétant palàllqleà CC', se projette en vraie grandeur surcette droite, et l’on a
CC' = 0' w' -t- 2 CO', on 2 « = r •+- 2 b cos 9,
d’où
r — 7a — 26 cos 0.
Dans la construction de cette courbe, on distingue trois cas ;
Dans le cas où « = />, on a
r = 2 a ( i — cos 8 j.
Si l’on décrit un cercle du point C comme centre avec a pour i-ayon {Jig. 4d)î et que l’on tire un rayon vecteur qiudconque CIMN incliné à la verticale de l’angle 6, on aura
R.S = f/(i — cosO), el , par suite, r =2 RS;
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on aura donc un point M de la courbe en prenanl (IM double de RS.
En désignant par \ l’angle de la tangente avec le rayon vecteur, on trouve
ce qui permet de' construire aisémentla tangente en cliaque point. La courbe touche en C la verticale Cx; elle coupe le cercle en un point T, tel que RT est égale au rayon , et la tangente en ce point est horizontale.
Le poids M ne saurait s’écarter du centre C au delà de '1', et, quand il atteint cette position, le pont-levis est devenu vertical; son poids est détruit par la résistauce de l’axe A, et le poids IM est également détruit par la résistance de la courbe sur laquelle il repose. L’autre position limite du pont-levis est l’horizontale AH; la valeur correspondante du rayon vecteur (’,«/ est
r = a — -h d oii cos 6 = — — — ;
2 fl
ces valeurs de r et de & déterminent un certain point V de la courbe, et la seule portion utile de l’épicyclo'ide,- c’est-àdire celle que le poids pourra décrire, sera l’arc VI’. Le point V sera en C, quand on aura n — -f- /*. Nous ne
nous arrêterons pas à la fliscussion des deux autres cas.
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CHAPITRE III
SDK L’ÉQlULIBnF. n’iTIK FIL FLEXIBLE ET INEXTENSIBLE.
C De la figure d'équilibre d’un Jil flexible, homogène, d’une épaisseur constante et d’une longueur donnée , at~ taché par ses extrémités a deux points fixes A, B, et dont chaque point est sollicité par une force dirigée vers un centre fixe o , et fonction de la^ distance du point à ce. centre.
Prenons le centre fixe o [fig. 48) pour origine des coordonnées. Soient R la force appliquée au point m {^x , y, z) et rapportée à l’unité de longueur du fil ; T la lension en ce point; r le rayon vecteur om.
[.es équations d’équilibre sont
dx
ds
dy
d.'lf- —
R - ds o,
ds
dz
R - f/.f zr 0
ds
Démontrons d’abord que la courbe AmB est plane.
En combinant deux à deux les équations préccdenli's, pour éliminer les seconds termes, on en tire
Xf/ . T — rd . T o
ds ds '
. ~.dz , dx
xrf.T zd.T — = o
ds ds
dx\
dz dx\
et , intégrant ,
T {xdy — /dx") = cds,
T ( xdz — zdx ) = c'ds.
ig6 tho’isikmf. haktie.
Di visons niombro à membre, poui' éliminer T, et niellons x' en diviseur, il vient
xdz — zelx k ( xdy — ydx )
/r désignant la eonstante - ■ Enfin, par une seeonde intégration , on a
-=rk-- + k',
ou z = kj-f~k'x,
équation d'un plan passant par l’origine. Les eonslanles A' et // seront déterminées par la condition que ce plan renferme les points extrêmes A et IL
Le fil en équilibre est donc contenu tout entier dans le plan conduit par ses deux extrémités fixes et par le centre d’attraction, ce qu’il était aisé de prévoir.
Prenons ce plan pour celui desa:i'; nous ne conserverons ainsi que les deux premières équations (i),
dx X
T- R - ds —
ds r
ris
Nous en avons tféjà tiré {’-)
ils
R-’-rA<= O.
dx\
ds
Le premier membre de cette intégrale représente le mometit de la tension T par rapport au centre fixe. Ainsi le moment de la tension en chmjue point, par rapport au centre jixe, est constant. Soit p la distance oD ( fig. 4p) du centre à la direction de la tension , l’équation préct^ dente peut s’écrire
la tension varie donc en raison inverse de la distance du
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fCiitro iîs«î à sa direction, ou encore, crt raison inverse de la projection du rayon vecteur sur la normale ml\.
Si l’on multiplie les équations d’équilibre respeclive-
— et qu’on ajoute les produits, on a,
;zr’ *
comme on sait,
rfT = R rfr, d’où ( 3 ) T = c' +J R fir.
(ie tpii montre tpie Vaccroisseinenr de tension, en passant d’nn point h an antre du fil , dépend unùjueinent des distances de ces points au centre d’attraction.
En éliminant T entre (2) et (3), on a l’équation difl’érentielle de la ligure d’équilibre,
(r' + y’Rrf/-) {xdr — vrfx ! = rds.
Soit mox — 0-, on a
xdy — rdx = r^dO, d.f = sidr’ -H rV 0’
ou tirera de l’équation précédente
± c.ir
dd-.
r\/{c' -^- fRdry r’ — c’
La recherche de la figure d’équilibre est ramenée à une quadrature qu’on saura déterminer exactement pour certaines valeurs defnnées de la fonction R.
Nous avons trouvé (page 67), pour l’expression génélale du rayon de courbure d’une courbe plane,
rdr
^ (•/(rsinV’ ’
où V désigne l’angle de la tangente avec le rayon vecteur. Or
donc
csinV = /. = -=;,-^— ;
d[nin V ■ =
cRf//
-/Rù/)’
igS
et, par suite,
/•(c' + fR(lr)- P ~ cR
Telle est l’expression du rayon de courbure en fonction du rayon vecteur.
Examinons, en particulier, le cas où la force centrale suit la raison inverse du carré de la distance ;
L’équation (4) devient
it c dr
/• ^ ( U — r' rf — c’
et SI I on pose - = z ,
\cdz
\/ c” — 2 fi c' Z -t- (fi’ —
L’intégrale s’obtient sous forme finie et prend des (ormes différentes selon que
fi>-C ou fi<[c, 'ou fl = c. ^
Soit, par exemple , u* — c’ = — n’ ; on trouve
fie' c' / / 9 •
1 — y u’ cos ( ' ' — — M
" " \\j n‘ + fl’
Cette équation pourra se construire à l’aide d’une section conique.
Pour déterminer les trois constantes «, c’, w, on a les conditions que le fil passe par les points donnés A et B, et qu’il ait une longueur donnée; si ces conditions ne fournissent pas des valeurs réelles et finies pour les constantes, on en conclura que la forme adoptée à priori pour l’intégrale n’est pas admissible, et l’on recommencera le calcul en partant d’une autre forme.
F.XERCICKS riE STATIQUE.
I•'n gélu’i al , la courbe est rectifiable , car on a
ds 7= tir
rVO’
((A — c' r) tir y^(fi — cV)’ — c’
A = c" y/(fi — c’r)’ — c’.
Remarque sur l’élimination de la tangente T dans . la recherche de la figure tl’équilibre du Jil flexible.
Dans la question qui vient de nous occuper, il a suffi, pour obtenir l’équation de la courbe formée par le fil, de substituer dans une combinaison des équations (i), la valeur de T tirée de l’équation (3). Eu général, l’élimination de T pourra se faire ainsi , toutes les fois que les composantes X, Y , Z de la force (centrale ou non centrale) qui sollicite chaque point du fil, satisferont à la condition d’intégrabilité
Xrfx -1- Y -f- Ztlz — ti^ [x ,Y , ^i)', parce qu'alors on aura
T = f — (Xrf.r-(- \dy 'Ldz) — const. — z).
Cependant , si (Xcir -|- Y^V -I- Z,dz) n’était pas une différentielle exacte, on peut demander comment s’ellécluerait l’élimination de 'F. Pour répondre à cette question, nous prendrons les équations de l’équilibre du fil sous la forme générale
proposons-nous d'en éliminer T (U z afin d’avoir une équation dill’éreiilielle entre >■ et j: seulement. Si l’on cllcctue
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les (lilîëmitialiüiis iudiquées , en prenant par exemple X pour variable indépendante, les quantités qui dépendent de 'r et de z dans nos trois équations sont au nombre de einq,
T, (/T, Z, dz, d‘z.
En dilVérentiant de nouveau trois fois de suite cliacunc de ces équations, on aura en tout douze cfjuntious, d’où l’on pourra éliminer les onze inconnues
T, dT, d’T, d^T, d‘T,
Z, dz, d’z, d'z, d'z, d'z.
Il restera une équation dilférentielle du cinquième ordre «mtre et J’; cette équation fera connaître y en fonction do X et de cinq constantes arbitraires ; par suite, et T seront aussi des fonctions connues de x et des mêmes constantes. On aura , pour déterminer ces cinq constantes, les conditions que la courbe passe; par deux points donnés et ail une loiii^ueur donnée.
Voici une autre; méthode d’élimination plus simple. J.e système des équations (t) peut être remplae;é par le suivant :
Yd.r
Xdz
' \ ds ds ds d.s I
... I dx , dz
Ltix z= r I —d
dz dx , d.v ' ds I ’
dT
ds ds — ( Xdx -h Y f!j- -f- Zf/z) ;
puis, si l’on elieiseles eleux pi-emières, membre n membre, e»n a, e‘n premaiil .7’ peuir variable; indépendante,
Y d.r — X dr dx '
Xdz — Zdx d’z’ dx'
e''ejiialiou inelépendaute’ ele ’l’ ea du deuxième o/y//y; par rapport à V e’i à Enlin, en substituant dans la Ireeisiémeéepiatievii la vale’ur de* T lire-e ele l une ele's deux pi emièiTS,
on a
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5SO t
\t/x -4- Y (h '/,rh~ — fl •
(ix‘
équation dilVérenlicllc ilu ordre entre j', z et x.
Ainsi , on est amené à intégrer deux équations simultanées, l’une du deuxième ordre , l'autre du troisième. Les intégrales renfermeront, eoni'orrnément à ce que l’on a vu dans la première méthode, cinq constantes arbitraires. ,
il. De in chaînette sur une surface courbe.
Soit L = O l’équation de la surface rapportée à un système d’axes rectangulaires dont l’un, celui des z, est supposé vertical et dirigé en sens inverse de la pesanteur; posons
! dL '\ ■
(4jrl
et soient N la résistance de la surface rapportée .à l’unité de longueur tlu lil , p le poids de cette unité ; les équations d’équilibre sont ;
(t -f- fis - o,
\ as ] dx
on en lire flT = pdz ,
d’on T- = /JS -f- .
J.e fil ayant une longueur donnée, et étant fixé par ses deux extrémités à deux points donnés de la-surface, il v aur;i, dans la figure d équilibre, un certain point plus bas (|ue tous les antres. .Soient r i'oidonnéc' verticale, et pit la
au2
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tension «lu (il ('n ec point ; on aura
])h ~ f)c -(- A , d’où \ — /> (/i — c);
d'où l’on voit que si le plan des xj est demeuré arbitraire , il suflira qu’il soit placé à une distance h du point le plus bas, pour que la constante A soit nulle; alors on aura simplement
c’est-à-dire (|ue si l’on venait à rompre le (il en un point quelconque, on pourrait maintenir une des portions en équilibre, en lui ajoutant un prolotigemenl vertical de même densité passant sur une poulie (ixe, et terminé au plan fixe des x, j. ‘
Plus généralement, la din'érenee des tensions en deux jtoinls quelconques égale le poids d’une longueur de fil égale à la dilVérence des hauteurs de ces deux points au-dessus d’un même plan horizontal.
Discutons quelques cas particuliers.
i". La suif ace L es! cylinilrique et son axe est vertical.
On a • ^
L = /(x,7) = o, d’où = O. .
La troisième équation (i) se réduit, en y remplaçant T par ]>z,ù
zdz \
d ^ j = ils., d’où z‘ — ,<t- + h',
en comptant l’arc s à partir du poiut le plus bas. Cette relation est précisément celle qui a lieu, dans la ebainette ordinaire, entre l'arc et l’ordonnée verlicale: donc la courbe tracée par le fil sur le cylindre est telle, qu’elle a pour transformée une chaînette dans le développement d»; la surl’ace.
La résistance .N est égale et contraire à la pression exercée
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tli; dehors en dedans sur la surfaee par le iil; on la ealeuhx a au moyen des deux premières équations (i).
Supposons qu'il s’agisse d’un eylindre à base eireulain;,
on lire des tioux premières équations (i), multipliées respee-
itiais puisque
ds
dl. dL
7 x' dr'
( d'if d'ü-
ds <ts
V ds ds
+ = on
d'if
dx- -h dr’ 1 1
+ ds =
ds'' \ 1
donc rN = ± /.2 [ ( - I ] = ±; !>z ~ ■ )
ou , enGn ,
rN =
pid
La pression varie donc en raùon inrerse de la hauteur du point considéré au-dessus du plan horizontal des x ^ y . '
Comme on a T = pz , on peut dire eneore que la pression en chaque point varie en raison inverse de la tension corrcsp ondante.
a". La surface L est une swjace conique de révolution dont l'axe est vertical.
Ici , il convient de prendre pour origine le sommet du cône, et, par conséquent, la constante A de l’expression de T ne sera plus nulle en général; on aura T = -f A /' ( s -t- h — '
2o4 troisième partie.
F,n pmiaiu pour axe des z Taxe du cône , et désignant par a le demi-angle du sommet, il vient
L = -H cos’ a — 3’ sin’ a ,
— = IX cos’a, — = 2 )• cos’ a , — — 2 s siii’ a .
rlx (iy ■ rtï
Substituant ces valeurs dans les éijuations (i), on tirera des deux premières,
/ '■èr 1 . / ax \
et, intégrant,
dx •<
= 0 ou d.T[x'-^ds
dx\
/ (ty dx\
Cette intégrale, transformée en coordonnées polaires, va nous fournir la projection horizon taie de la courbe cliercliée Soit & 1 angle que fait atec l’axe des x, la pro|ection horizontale de l’arète du cône aboutissant au point (x, r, z ) du lil ; on a
, , , , , cos a , cos a .
X dy — Y ilx — dO , z = r , ilz 3= — — dr,
sin a sin a
dr^
siu’a'
et. ces valeurs substituées dans l’équation précédente, 011 tire
B dr
de =
r ^{/jr cos a -I- A sin a)’ r’ — B’ sin’ a
Cette expression n’est pas intégrable, en général, sous forme finie. Klle le devient si l’on suppose e = /i, ou A = o; alors
dO =
dr
B’ sin’ a
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, . K sin a
ou bien , en iio.sanl — = u ,
* < f cos a . r‘
,, . — du
2 sm a. tlH — — ---
I ,’intcgi'ale est
2 (0 — o>) sin X = arc cos
R sin a
, i>cusx
Au point le plus bas, ou peut supposer 0 = ^ en l'aisant
passer le plan des yz par ce point ; et, de plus, on a alors /i sin a
cos a
etc.
Pour avoir la transformée de la courbe décrite par le fil dans le développement du cône , désignons par R la longueur de l’arè le dont la projection est et part) l’angle du développement du cône (jui répond à 6,
r=Rsina et 0/-=«R, d’on 0 ■ •
sin a
Ces valeurs étant substituées dans l’intégrale précédente, on trouvera l’équation d'une hyperbole équilatèrc.
Le calcul de la pression N ne présente rien de remar- (juablc.
•4. Délcriiu'ncr ràpuùscur variable et supposée très-petite d’un fil flexible, homogène et pesant, suspendu à deux points Jixes, de sorte <pie sa figure soit une courbe donnée.
Kn prenant le plan de la courbe pour celui des , et pour axe des y la verticale dirigée en sens contraire de la pesanteur, on a les qqualions
dx
</ . T -t- g o> ds -xz 11 ,
ds , .
'»> désignant le produit de la densité du fil et delà seetion noiTuale qui a lieu au point in ( fig. 49).
ds
De la première équation , on tire T = gh — ? gh étant la
tension au point le plus bas C; et cette valeur de T, substituée dans la deuxiciiie équation, donne
dv
hd
dr / rfv’
dr
Soi t =])\ on ti re dx '
dx
F,a courbe ACH étant donnée, on tirera de son équation
les valeurs de P et ^cn fonction de x, et, par suite, on
aura la fonction de x que ü) représente. L’équation précédente peut s’écrire
O désignant le rayon de courbure de la courbe donnée ; supposons que cette courbe soit un cercle ayant son centre en D sur oy , et soit G l’angle (>D/n ; on aura p = tang 0 , et, par suite,
P cos’ 0
P étant constant, on voit que w , c’est-à-dire l’épaisseur du lil , variera en raison inverse du carré du cosinus de l’angle 6: elle sera la plus petite possible au point le plus bas C
ou 1 on aura w = —
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CHAPITRE IV
St a I.A FiauHE rERMANEKTE QfE PEUT PaENDllK EN SYSTÈME VAKIABLE DE POINTS MATÉRIELS, ANIMÉ d’dn MOUVEMENT DE ROTATION.
1. Un fil flexible, homogène , non jiesnnt et de longueur invariable , est animé d’un mouvement de rotation autour de la droite qui joint ses extrémités fixes. Ce fd peut-il prendre une figure permanente , et quelle sera cette figure? (Question proposée par M. Sturm , au concours d’agrégation de i8/ja. )
Pour que le fil puisse prendre une figure pcrmaiiciile, il faut que le mouvement de rotation soit uniforme. En effet, supposons que le fil tourne en conservant constamment sa figure; on ne changera rien à son mouvement en supposant qu’il devienne rigide, puisque les forces eflédives prises en sens contraires, qui , d’après le principe de d’Alembert, se font actuellement équilibre sur le fil flexible, se feront encore équilibre après sa solidification ; mais alors ce fil sera dans les mêmes conditions qu’un corps solide tournant autour ffun axe fixe, sans être sollicite par aucune force, et l’on sait qu’alors la vitesse angulaire de l olalioii est constante.
.Supposons donc qu’un fil Am B {fig. 5o) tourne avec une vitesse constante autour de l’axe AB; prenons cette droite pour axe des ,r et le point A poui' origine. f,a force effective , rapportée à l'unité de longueur du fil , qui sollicitii chaque élément ds , peut en général se décomposer en deux,
l’une tangeniielle, ds (qui est nulle ici, puisi{ue la vi-
tesse \ ne varie pas avec t ); l’autre centripète , — ils, qui
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esl diligée suivant le rayon rdu cercle décrit par le point ni. En désignant par o) la vitesse angulaire de rotation, on a V = /’ci), cl c = fj la valeur de la force centripète est donc rw’ r/s , et ses composantes parallèles aux axes des ar , j, z sont O, — — w’ Z.
Or, le fil doit être eu équilibre sous l’action de semblables forces prises en sens contraires; on aura donc les équations
ds
dz
'‘■'^ds
' Z ds — O.
De ces équations, on conclut d’abord que /a courbe- est plane :
En effet, si l’on multiplie la seconde équation par z et la troisième par y, et qu’on retranclie membre <à membre, il vient
ds ds
équation qui équivaut à
, „ [ d y dz \
dont l’intégrale est
dz \
Mais la constante c est nulle ; car. au point A , on a j = o ,
df dz
^ 1 — ne peuvent prendre que des
5 = 0, et les cosinus
valeurs finies, ainsi que la tension T. Ces valeurs devant vérifier l’équation précédente, on en tire c=o, et, par suite , on a pour tout point de la courbe ,
z dy — y dz
o, «Il
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d'où
Z — nijr -f- n ,
équation d’uu plan parallèle à l’axe des x. Ce plan , devant renfermer les points A et B, passera par l’axe lui-même, d’où M = o; quant à la constante m, elle doit rester indéterminée, puisque le fil peut être placé dans un azimut quelconque.
Prenons pour plan de la courbe le plan xKy ., nous n’aurons plus à traiter que les deux équations
dx
d . T -|- u’ r rfi == O .
ds
La première s’intégre immédiatement, et donne
en désignant par .j c w* la constante arbitraire.
cest une quantité positive, car la tension T est positive,
et l'on peut toujours faire que ^ soit positif au point A,
en y plaçant l’origine des arcs. Substituant cette expression de T dans la seconde équation, il vient
dy
-f- -f- irds “ O.
dx
Cette équation déterminera la Cgure d’équilibre du fil.
11 est à remarquer que le facteur w a disparu ; d’ailleurs , la valeur de la constante c ne dépend que des limites et de la longueur du fil , mais nullement de co; donc la forme de la courbe ne dépend pas de la vitesse angulaire. Ce résultat , en apparence paradoxal , s’explique en observant que , d’après l’équation (i), si le mouvement s’accélère, la ten-
aïo thoisiéme partie.
sion du (H en eliaque point .tugnirnle proportionncllcnient
au carré de la vitesse angulaire.
,ly
Pour intégrer l’équalion précédente, on pose — p ,
d’où <h
— ^ I + /P , et il vient
cp dp
ou en tire l’intégrale première
o.y liy = O ;
c i p‘‘ ~ a — yr‘‘, ou ( a a étant une constante arbitraire.
. djc
Comme on a au point A, a on voit que
la constante a est de même signe que c, c’est-à-dire positive-, et de plus, qu’elle est plus grande que c.
dx
-J- ne peut devenir négatif en aucun point de la courbe ;
dx
car le changement de signe de s’il avait lieu, exigerait que cette fonction flnie et continue de x passât par zéro, d’où l’on conclurait que la constante c est nulle : ce (jui est inadmissible. Ainsi , l’arc croit constamment avec l’abscisse depuis A jusqu’à B. '
Oe l’équation précédente on tire
c dy
cette expression n’est pas intégrable, en général 5 mais 011 peut reconnaître d’après elle certains caractères 'de la courbe, y ne saurait dépasser 'Ja — c, quantité réelle d’après ce qui a été dit plus haut; quand l’ordonnée atteint
cette valeur maximum, on a ^ = o, et, par conséquent, la tangente est parallèle à l’axe AB.
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A partir de l’origine A , jusqu’au point C pour lequel y — — c, on devra prendre le signe ■+■ dans le second
nieinbre de l’équation (2), puisque croît avec x; au delà de ce point, j commence à décroître, on prendra le si-
gne — ; et l’on voit qu’à des valeurs de ~ égales et de
signes contraires, répondent des valeurs égales de : la courbe est donc symétrique par rapport à la perpendiculaire à l’axe de révolution menée par le point le plus haut.
L’équation (2) coïncide avec celle qui résout le problème d’analyse traité dans la seconde paitie de cet ouvrage ( chapitre VJl^ § >)• Le lecteur y trouvera les équations de condition qui existent entre les constantes a et c, ainsi que la discussion du cas où la longueur donnée (2/) du fil diffère peu de la distance (ai) des points extrêmes A et B. La figure d’équilibre se confond alors sensiblement avec une sinusoïde.
Mais il faut remarquer qu’outre la courbe ACB, qui satisfait au problème d’analyse dont nous parlons, il existe une infinité d'autres figures d’ équilibre également possibles. En effet, la figure ACB suppose que le fil soit situé tout entier d’un même coté de l’axe AB. Or, si l’on conçoit qu’avant de lui imprimer son mouvement do rotation on l’ait partagé par moitiés , telles que ACO , OC'B [fig- 5 1) placées de part et d’autre de l’axe-, puis, qu’on l’ait mis en mouvement en fixant d’abord son point milieu O, il est visible que ce point , abandonné à lui-même , demeurera immobile en vertu des tractions parfaitement égales et contraires qu’il éprouvera de la part des portions égales et symétriques qu’il sépare, et le fil se mouvra avec la figure permanente ACOC' B. Cette figure présente deux points C, C' où l’ordonnée (abstraction faite du signe) alicinl la valeur maximum a — 05 mais les constanles a cl c ne seront plus
ai 2
les mêmes que dans le premier cas, où il a’existait qu'une ordonnée maximum. En effet , en conservant les notations ih ^ il pour désigner la distance AB et la longueur du fll,
nous avons AP = ^ ^rc AC = ^ -, les équations ( 3 ) et ( 4 )
du problème d’analyse déjà cité seront donc remplacées par les suivantes :
On conçoit de même que le fil pourrait être partagé en trois, en quatre, en n parties égales situées alternativement de part et d’autre de l’axe {fig- 5 1 ) .
L’équation de la sinusoïde obtenue par approximation dans le cas où la figure du fil s’écarte peu de la droite AB , rend bien eompte de ces diverses solutions. En effet , on a trouvé (page iiy)
où les constantes a et c ont été remplacées , pour l’homogénéité, par a* et ma'.
Pour déterminer a et w, on a les conditions que la courbe passe au point B , et que l’arc AB ait une longueur donnée : les coordonnées du point B étant y = o , x= ih, on aura d’abord
ib \ji
ma
n désignant un nombre entier quelconque ; et, par suite,
1 b J i — . nn
y == — sin — -J X .
mn TT 2 P
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En iloiinant successivementà n les valeurs i , 2 , 3 , 4> • ■ • ^ cotte équation représentera une infinité de sinusoïdes qui •seront les difl’érentes figures d’équilibre dont nous avons reconnu la possibilité.
2. JJnvase à deux branches verticales AB , CD ( fig. 52), réunies par un tube horizontal , et symétriquement disposées parrapport à un axe vertical oz , contient du mercure dans ses deux branches. On suppose quel’ on imprime à ce vase un mouvement uniforme de rotation autour de oz. La colonne mercurielle se divise et laisse un vide efgh dans la branche horizontale qui n’est plus qu’en partie remplie, tandis que le liquide s’ élève dans les deux branches verticales .
On propose de déterminer la figure permanente du liquide et les dimensions de l’espace vide.
D’après le principe de d’Alembert, il doit y avoir équilibre , eu égard aux liaisons du système , entre les forces appliquées à tous les points de la masse liquide en mouvement et \c& forces effectives prises en sens contraire.
Si l’oii désigne par X , Y , Z , les composantes de la forc-e, rapportée à l’unité de masse (la pesanteur), qui agit au point dont les coordonnées sont x,y , z, par p la pression en ce point, par p la densité du liquide, parX', Y', TJ les composantes de la force accélératrice qui produirait sur chaque point libre le mouvement qu’il a réellement; on a, d’après les principes de l’hydrostatique ,
dx
■ly
Or, on suppose que le liquide tourne en conservant une figure pc'rmancnte; la pression/) est donc indépendante du
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temps, el n’est fonction que des coordonnées J , z. Par suite, on déduit des trois équations précédentes,
= P [(X — X') rfx -t- ( Y — Y') rfj + ( Z — Z') rizj ,
équation propre à déterminer la pression.
Il en résulte que la figure permanente ne sera possible" qu’autant que l’expression
p[(X-X')^ + (Y-Y')rfjV(Z-Z')rfz]
sera la différentielle totale d’une fonction de x, a. Cherchons la valeur de cette expression ;
La densité P est une constante donnée.
En prenant pour axe des z l’axe de révolution , on a
La force accélératrice effective se réduit à la force centripète ’ puisque la composante tangentielle
nulle dans un mouvement uniforme ; soient wla vitesse angulaire de rotation, rla distance du point (x,y,z) à l’axe oz, on a y=trw, p = r = ^ x’.-f-j'® : la force efl’ective a donc pour intensité rtd*, et comme elle est dirigée suivant le rayon /■, ses composantes sont
par suite ,
= P [ — g-rfz M- w’ ( x<ir -+- jrfy)].
Cette expression est bien une différentielle exacte, et en l’intégrant on a
(l) /^= —g’pz -1-^ (x>-|- /’)-+- c,
c étant une constante arbitraire, qu'on déterminera plus loin.
lit s surfaces supérieures nh, ni des deux colonnes liquide.^
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sont lies surfaces de niveau, c’esl-à-dire que la pression est constante dans tous leurs points : ou a donc pour ees surfaces
dp = O, ou — » dz H t/(x’ -+-/’)= o ;
d’où l’on lire
A étant une nouvelle constante.
Aihsi les surfaces libres ah , cd sont des portions d’un même paraboloïde de révolution dont l’axe est celui de la rotation.
Les surfaces libres inférieures cj\ gh appartiennent aussi à un paraboloïde de révolution autour du même axe, dont l’équation ne différera de la précédente que par la constante, et sera
mais les constantes k et k' ne sont pas indépeudaiites entre elles. Si l’on exprime qu’à la première surface, la pression/» est égale à la pression atmosphérique t3 , et qu’à la seconde surface la pression est nulle, on aura, d’après l’équation («),
— + O = — g'pX' -t-c ,
d’où
gp
Pour que les deux paraboloïdcs qui limitent la colonne soient complètement déterminés, il ne reste plus qu’à calculer la valeur de k. A cet effet, on a la condition que le volume de cette colonne soit équivalent à la moitié du volume total qu’occupait le mercure, à l’origine du mouvement, avant que la masse ne fût divisée. Or, le volume rt/n;/ s’évalue par les règles ordinaires de la euhature des solides
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lcrmiriés par des surfaces de révolution. Comme on doit admettre qu’il reste toujours du mereure dans la branche horizontale CB, on pourra coneevoir deux sections normales p(j, rs ^ entre lesquelles sera comprise une partie du liquide regardée comme fixe et connue, et il ne restera qu’à évaluer les cylindres pqef, rsab , tronqués par les paraboloïdes définis par les équations (a) et (3) , où k' sera remplacé par k -h — • gp
La somme de ces deux volumes dépendra delà constante A, et en l’égalant à la moitié du volume total du mercure diminuée de la partie connue p(/rSy on aura une équation propre à déterminer k.
Cela fait, on calculera sans difficulté le volume de la partie vide ej'gh.
Enfin, comme on a c = u -P- gpk, l’équation (i) devient
— gpz + ^ + +
et fait counaitre la pression en un point quelconque de la masse liquide.
EXEÎICICES DE M ÉCAW E .
DE LA TUACTOIRE ET DE LA LIGNE DE POURSDITE
1 . Déterminer le mouvement d’un point matériel attaché à un fd inextensible et sans masse, situé dans un plan horizontal , dont l’autre extrémité est entrainée le long d’une courbe donnée avec une vitesse donnée, constante ou variable. — On a égard au frottement sur le plan {*).
Soient x et y (fig- 53) les coordonnées du point m dont la masse sera prise pour unité ; a et /3 celles de l’extréniilé A du fil qui est assujettie à décrire la ligne donnée CD; 0 l’angle de la direction du fil avec l’axe ox: a et )3 sont des fonctions, censées connues, du temps. En représentant par T la tension du fil , par l sa longueur m A , par R la résistance duc au frottement, on aura pour équations du mouvement ,
avec
d^x ^ dx
— = TcosQ-R_,
!^=_ïsinO-R^^, dt‘ ds
( X — a = — t cos 0 , ( V — S = / sin 6.
(ies quatre équations permettent de déterminer , C et T en fonction du temps.
I.’élimination de T entre les deux premières donne d’a
( *) .Académie do Saiiil-l’étcrsbnuri! , iÿ 84 • Memcire d'Eulor à consullci.
ai8 bord
, (Px (P Y „ / . ^dx dy
13) sm 0 — f- cos 0 - 7 ^ + R sin 9 — h cos 0 4-
' dp dp \ ds ds
INous nous bornerons à considérer deux cas limites , pour lesquels cette équation se simplifie, savoir ;
i". R = O ; /e frottement est supposé nul.
équation (3) se réduit à
(4) sin9— + cos9_ = o.
Si l’on y remplaçait et par leurs valeurs tirées des
équations ( a) , on aurait une relation entre 0 et < , qui ferait connaître le mouvement de rotation du point m autour du point A. Mais, comme on ne peut pas intégrer en général cette équation dillérentielle, nous ne l’écrirons pas et nous nous bornerons à la former directement dans quelques cas particuliers où elle est intégrable.
En premier lieu, supposons que le point A soit assujetti à décrire une ligne droite d’un mouvement uniforme; prenons cette droite pour axe des x, et soit h la vitesse du mouvement ; on aura
~dF
et l’équation précédente se réduit, après la substitution indiquée ci-dessus , à
ù’9 „ dd
— — = 0 , U ou — =const. = — c.
dp dt
(Nous représentons la constante par — c, parce que 0 diminue quand t'augmente.)
Ainsi, le mouvement relatif du point ;/i, [>ar rapport au point A , est uniforme.
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• Ce résultat est une conséquence du principe général des mouvements relatifs. En etlét, la force qui sollicite le point A dans son mouvement •rectiligne étant nulle, la force égale et contraire qu’il faut appliquer en tn pour avoir le mouvement relatif de ce point autour de A est nulle : d’ailleurs , la tension du fil dirigée suivant le. rayon niK ne donne pas de composante tangentielle ; donc Iç point m tournera uniformément autour de A. ,
On conclut Immédiatement de là que la trajectoire du point m sera du genre des cycloïdes. En ellét, si l’on considère un cercle d’un rayon indéterminé AB = ;• [fig. 54) , qui roule d’un mouvement uniforme sur une droite CD parallèle à ox et distante de cet axe d’une quantité égale à le centre A décrira lui-même, d’un mouvement uniforme, l’axe ox ^ et le rayon AB tournera aussi uniformément. Prenons sur ce rayon prolongé, s’il est nécessaire, un point M distant du centre de la quantité Am = /. Pour que ce point ait exactement le mouvement de la masse rn, il suffira que le centre A marche sur ox avec la même vite.ssc b que l’extrémité homologue A de la tige mobile, et que le rayon /■ satisfasse à la condition ,
— rd fj = bdt, d’où /•= — •
Selon que l’on aura / > ou I cf -, ou / = -, le point in
décrira une cyc/oide allongée, ou une cycloïde raccourcie, ou une cycloïde ordinaire. *
L’analyse va nous conduire aux mêmes conséquences. Les équations ( 2 ) donnent ;
rfx , . . .
— = h — c isin 4 = à — cr.
de .
^ = — f /cos 0 = — c
d OÙ Ion conclut l’équation différentielle de la trajectoire
du poi nt/« on coordonnées rcclangulaires
dont rintégrale est
X = -arc cos"^— v//‘ — const.
On reconnaît ici une courbe du genre des cycloïdes. En cllet, celle courbe serait engendrée par un point du plan
d’un cercle de rayon - , dont le centre parcourrait l’axe ox ,
tandis que le cercle roulerait sans glisser sur une parallèle à cet axe , l représentant la distance du point décrivant au centre du cercle.
La valeur de la constante c dépend des données initiales. Supposons qu’à l’origine du mouvement, le fil ait été placé dans la position o C (/îg- 55), perpendiculaire à la directrice ox, et prenons cette ligne pour axe desj'. Le point mobile, qui est alors en C, a jxtur coordonnées x—o, y = oC = l', nous supposons de plus que ce point n’ait pas de vitesse initiale.
On aura pour t — o,
fj = -, — = 0 , ou ti—cl=.o, (1 ou r—-‘
V- — [b — c/)’ + r’ ( /’ — /’) = -h c’’ f — 2 bcy
les maxima et miniina de cette vitesse correspondront aux mlnima et maxima de l’ordonnée y.
Dans le cas que nous venons de discuter, on a plus simplement
Aux points de rebroussement C et D, la vitesse est nulle ; et, au sommets, elle atteint son maximum égal à 2 ft, c’est-à-dire au double de la vitesse de translation du point A.
Si le mobile avait une vitesse initiale /r, inclinée à l’axe des X du même angle a que le fil moteur (angle que nous ne supposons plus droit), on aurait, pour f = o,
rfx (iy
— k cos a, — = — A- sin a ,
(U de
d’où
k cos a — b — c/ sin a , sin a = c/ cos a ;
Cl l’élimination de la constante c conduirait à une équation de condition entre les données du problème, A, b, a, savoir :
k = b cos a .
Ainsi , pour que le problème fût possible, la vitesse initiale du point m devrait être la projection, sur la direction du fil, de la vitesse constante qui anime le point A.
En général , puisqu’on a
dx
di
• ely
c/ sin G , = — cl cos 9 ,
dt ’
on voit que la vitesse du point m peut toujours être décomposée en deux autres, l’une constante égale à h et parallèle à l’axe des x, l’autre dont la grandeur c/ peut être quel-
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conque, et tloiil la direclion csi perpendiculaire au fil moteur m T.
^ous avons supposé jusqu’ici que le point A se mouvait unifonnémenl. Examinons le cas où il décrit une ligne droite d’un mouvement unij’ormément accéléré.
En prenant toujours celte droite pour axe des x, on a d' a.
fJ=o, — = const. = /.
Par suite, l’équation (4) se réduit à f/’O /■
— -f--s.nô = o.
Il en résulte que le fil A m oscille de part et d’autre de l'axe oj:, comme un pendule simple de longueur /, dans lequel la force de grandeur et de direction constante qui remplace la gravité , serait égale à A.
Le principe des mouvements relatifs permettait encore de prévoir ce résultat, puisqu'ici la force qu’il faut appliquer à m, pour avoir son mouvement relatif autour de A , est une force A constante en grandeur et en direction : le point m oscillera donc autour de A , comme un pendule simple.
Le mouvement du point m se ramène encore à celui du pendule simple, dans le cas où le point A est assujetti à décrire un cercle d'un mouvement uniforme.
Soient R le rayon o A [fig. 56) et m la vitesse constante avec laquelle ce rayon tourne autour du centre o, pris pour origine des coordonnées ; on a
a = R cos ti>t , P = R sin w t.
Par suite , on tire des équations (a) les valeurs de
— en fonction de 6 et de / : et en les substituant dans l’édf‘ ’
<{uation (4) on a
/ — ; — R w' siii ( 0 -h oü t) = o.
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Si l’on pose ô -|- oit = (p (ç désigne l’angle du iil m A avec le rayon o A), réquation précédente devient
l — — !■ — R w’ sin ç = O.
fit' ^
Elle exprime que le fil A m oscille autour du rayon o A , comme tm pendule simple de longueur l, soumis à une force R (i)*, de direction constante.
2 ". R = oc : /e frottement est supposé infini.
Cela revient à supposer que le mouvement du point nt ait lieu par une suite de chocs instantanés imprimés dans la direction du fil m A , et que la vitesse acquise soit incessamment détruite parla résistance du plan.
Le point m décrit alors une courbe dont la tangente coïncide, à chaque instant, avec la direction même du fil moteur.
Cette première conséquence est mise en évidence par l’équation (3), qui se réduit à
. _ , . dx dy
(5) sin 9 - — f- cos 9-^ = 0 ,
d s ds
d ou — = — tang 9.
La courbe ainsi décrite se nomme tractoire.
La détermination de la tractoire est un problème de pure géométrie.
Le point A étant assujetti à décrire une courbe donnée f'[x,y) = o, on aura , entre a et |3 , la relation
puis , si l’on pose
(Jx ,
dx
on a
cos 9 =
sinG==
ces valeurs substituées dans les équations ( 2 ) donnent
-Ip
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L’éliminalion de a etjS entre les équations (6) et (7) fournira, entre x , y et /a , l’équation diflerentiellc de la courbe cliercbéc.
On pourra , dans certains cas, diriger avec avantage le calcul de la manière suivante :
Les équations (7) donnent
cl a. — dx —
d’où
Ipdp
f/p = pdx +
Idp (i +/>’)’
P — pd a =
Idp
Comme S est une fonction connue 9 (a), on a
= 9' (a) da ;
et substituant dans l’équation (8) , on a une équation du premier ordre entre 71 et « ,
\/ 1 (“) — P] do- — Idp = o,
dont on peut faire disparaître l’irrationnelle en posant
-t- p’ = Z — p, d’où
dp
ch >
l’équation dilfércntielle devient
ch , , , Z I
da. ^ ' 2 2
CcslVc'f/ualion d’Euler. On sait l’intégrer, généralement, toutes les fois qu’on en connaît une intégrale particulière ; car alors on la ramène à l’équation linéaire.
Lorsque z et par suite p sont connus en fonction de « , le reste du calcul s’achève sans dilBculté.
Examinons d’abord le cas où le point A décrit une ligne droite o.r (fig. 57).
EXKKCICES DE MÉCAMyDE. • 2a5
On a (3 = O, et la seconde des équations ( l'ouniit immédiatement 1 ’équation difféi eiulelle do la tractoire
Avant de chercher l’intégrale entre eto:, on peut obtenir une relation très-simple entre l’arc a et l’ordonnée y,, en
remplaçant par son égal l’équation devient
(lo)
d’où l’on tire
dr
en prenant pour origine des arcs le point H dont l’ordonnée r = /•
Cette équation montre que la tractoire est asymptote à la directrice ox; car s = oo donne >' = o. Elle touche d’ailleurs en B l’axe oy.
L’analogie de l’équation (lo) avec celle qui a lieu entre l’ordonnée d’une chaînette de paramètre l, et l’arc compté à partir du point le plus bas, nous conduit à rechercher dans cette courbe une propriété de la tractoire : si l’on considère une chaînette LCL' 58), ayant pour équation
on sait qu’on en déduit
ds
,rfY YdY
.« = / -rrr > et , par suite , s =
(iX
ds
or, si du pied R de l’ordonnée mR, on abaisse une p<;rpendiculaire sur la tangente mT, on a
dX
donc m'î =: .V et ’I'K
JX^—s‘ = /.
Ainsi la courbe CTV , lieu des points T, est une développante de la chaînette, et de plus la tangente à cette développante, dont la direction n’est autre tpie celle de la perpendiculaire TR, est telle, que la portion comprise entre le point de contact et l’axe ox est constamment égalé à l. Si l’on transportait la chainetle sur la figure précédente, de manière que son axe prit la direction oy, et que son som- . met C coïncidât avec 11, les deux courbes CTV , RmlJ coïncideraient.
La tractoire est donc nue développante de la chaînette, dont le paramètre est la longueur constante diijil moteur.
On déduit de là une construction fort simple du rayon de courbure delà tractoire. En effet, il suffitd’éleveraupoint A une perpendiculaire à l’axe ox, et le point D où cette droite rencontre une perpendiculaire elevécen m sur mA, est le centre de courbure correspondant au point m. Les triangles semblables DmS, AmS donnent ensuite
/// D ; w A : III S : as , d’où D = l y/ — I ■
l’elle est la longueur du rayon de courbure.
La longueur de la normale mlV s’en déduit; car le triangle DNA donne
»j D . OT N = in A ’ =
On peut remarquer aussi qu’entre les ordonnées correspondantes mP, DA delà tractoire et de la cbainette, on a la relation = /*.
Reveiionsà l’équation ( 9 ) ; on en tire
et si l’on pose V/’ — y ’ = s , on a dx
=1 — de -4—
/-<lz
(La caractéristique log désigne ici des logarithmes népériens.)
Telle est l’équation delà tractoire B t«U.
L’équation différentielle ydx = — \! P — mani-
feste une propriété remarquable de l’aire de la tractoire, c’est qu’elle est réductible à l’aire du eercle. En effet , on a
Donc , si l’on décrit de o comme centre, avec o B ou Z pour rayon, un quart de cercle BLHE, l’aire B/nPo de la tractoire sera équivalente au segment circulaire BLHI , et l’aire asymptotique Bmxo aura pour mesure le quart de cercle
Comparons entre eux les chemins parcourus simultané- * *
ment par les points m et A. On a déjà ds = — l puis ,
comme a = x , on en tire
Donc
tls
da. l
= cos
ou
ydy _ —l'dy y/7î3y.
V b cos 0 ,
b désignanila vitesse constante ou variable du point A , et e celle du point m : ainsi la vitesse du point m sur la tractoire est, à chaque instant, la projection sur sa propre direction de la vitesse du point A.
Dans le cas oxï le mouvement du point A est uniforme, b est constante, et si l’on compte le temps à partir du
point B, pour lequel x = o, 0 = - , on u
X = bt — /cosO, j^=/sinO,
d’où
(tx (I fi
— = ti + / sin 0 — , (it (U
dr d 0
— = / cos 0 — • dt dt
Ces valeurs, substituées dans l’équation (5) , donnent
(II) / — -P 6 sin 0 = o ,
lani; - 0 = e ^ ;
0 étant connu en fonetioii du temps , on connaîtra aussi y par la formule y = / sin (5 , d’où
bt
et par suite, on pourra assigner à chaque instant la position du mobile sur sa trajectoire. Enfin, si l’on demande quelle serait la force accélératrice R capable de faire décrire la tractoire au point ni supposé libre, on tirera des équations ci-dessus ,
sin’ 0 COS0, ~~ï^~ y s*" ® (cos’ 0 — sin’ 9j;
d’où
(ST =r‘"«=
Cette force décroît proportionnellement h la distance du point in à la directrice, et sa direction fait avec l’axe des y positives un angle égal à 2 0. Comme la tangente à la trac-
toîre fait avec le même axe un angle ^ 0, on voit que
ces deux directions ne coïncident qu’au point de départ B
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pour lequel 0 = et l’angle qu’elles l’ont entre elles est égal à ^ — Ô*
Pour terminer , nous analyserons brièvement le cas traité par Euler , où la courbe décrite par le point A est un cercle : alors, dit Euler, singulari fortund cvenitut tractoria definiri possit.
Nous emploierons les coordonnées polaires om = r, moA =d (fig.^g). Soient
OT T = / , O T = « , T ma ~ If ; puisque /«T est tangente à la tractoire, on a nlO
tang(f = d ailleurs, «’=/’ + /-’ — a/cros^. <
En éliminant r entre ces deux équations, on exprimera alsémeut 9 en fonction de (f par une quadrature. A cet cfl’ct, on dill’érentie la seconde équation , ce qui donne
flr — r r
donc
Isin d If
/ cos ' ’ — /’sin’ip’
et, par suite ,
dr
l sin f d If
— /’ sin’ (p
/siii
y tang fdif
— /’ sin’ If
sin*
© = Z sin^
^ ç / sin y rf ■;) Idz Idz
d’où
Z cos f /■' -+- 3^ — a’ -f- 3* '
9 = arc.ang!-/J 4- const .
La dernière intégrale oH’rc trois cas .à distinguer :
i“. Si a , 011 a
dz
L arc tang -
et par conséquent, si l’on rétablit la variable ®, ona l sin q> t/ — a’ l sin ip
sin <> <J l'‘ — d arc tang — arc tang
' sJ d — sin’ç
\/ a' — < ’ sin’ (p
La constante arbitraire a été déterminée par la condition que pour 6 = o , on ait y = o, c’est-à-dire qu’à l’origine le fil AB soit dans la direction prolongée du rayon oh.
L’angle y ne saurait dépasser la valeur pour laquelle
sin 0 — J-, alors r=\J — a’ , et l’angle au centre moT est droit.
Ô et r étant exprimés en fonction de ç, on peut regarder le problème comme résolu,
2°. Si / a , on a
- fl’ + z’ a sj d — / ’ X -f- V a’ — l‘‘
etc.
3 ". Si / = a , on a directement
/•/ 8 = tang- ly f ,
d’où 6=:tang<p — ç, et rz^a/cosçp.
A l’origine , Q — o, <p = o, et ra sa plus grande valeur a/; 0 allant en croissant, ip augmente continuellement puisque
^ est positif; mais o ne peut dépasser ni même atteindre
^5 auquel casr=o, et 6 = 00 .Ainsi, tandisquelefilfaitune
infinité de circonvolutions autour du cercle, le point mobile m s’approche indéfiniment du centre, qui est un point asymptote de la tractoire.
2 . Nous rapprocherons de l’élude de la tractoire , celle d’une courbe analogue qui a été l’objet des recherches de plusieurs géomètres. (Consulter les Annales de GergonnCj
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tome XIII, solulions de MM. Slurni,QuciTol cl Thomas de Saint-Laurent.)
La ligne de poursuite est décrite dans les circonstances suivantes :
On suppose qu’un chien se dirige avec un effort constant vers l'endroit où est son maître, qui, de son côté, parcourt unijoimément une ligne droite ; mais une résistance d’inten~ sité constante et parallèle à la route que suit le maître détourne sans cesse le chien de la direction qu’il tend à prendre. (C’est ce qui a lieu , par exemple, si le chien nage dans un canal dont le bord recliligneesl parcouru par le maître ; le courant fait dévier le chien de la direction qu’il veut prendre, en l’entrainant parallèlement au hord du canal , soit dans le sens de la marche du maître, soit en sens contraire.) On demande la courbe que décrit le chien, la distance qui le sépare à chaque instant de son maître , sa vitesse , etc.
Soient O B {fig. 6o) la droite que parcourt le maître ; B sa position au bout du temps /; m celle du chien; g la vitesse du maître; h la vitesse également constante avec laquelle le courant entraînerait le chien s’il s’y abandonnait : h sera positive dans le sens mR, et négative dans le sens opposé; h la vitesse constante qui résulterait de l’ellbrt fait par le chien dans le sens m B, et avec laquelle il marcherait de m vers B, si le courant n’existait pas.
D’apr ès le principe de l’indépendance des mouvements simultanés , il est facile de ramener la question au cas où le mouvement du chien aurait lieu dans un fluide stagnant qui ne lui opposerait aucune déviation. A cet elfct, il suffit de concevoir que le canal et le terrain sur lequel il est situé soient entraînés d’un mouvement commun-, dans le sens du courant et avec la vitesse h , sur un plan fixe , et que le maître marche sur ce terrain mobile avec une vitesse égah' à g — h\ tandis que le chien se dirigera vers lui avec la vitesse A. On déterminera la irajcctoin' ainsi décrite en
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la rapportant à deux axes rectangulaires tracés dans le plan mobile; ensuite on passera aisément des coordonnées relatives à ces axes , aux coordonnées relatives à deux axes tracés dans le plan üxe sur lequel tout le sj'stèmc est censé glisser. Kclaircissons ce dernier point.
Prenons pour axe des la droite parcourue par le maître, et pour axe des x la perpendiculaire abaissée sur cette droite du point do départ A du chien. Soit o k = a\ comptons le temps L et l'arc s décrit par le chien, à partir de l’instant où il était en A , en sorte que l’on ait à la fois
,\u bout du temps soient X, Y les coordonnées du point m où se trouve le chien, relatives à deux axes fixes; ,r, r ses coordonnées relatives aux deux axes mobiles avec le plan de la trajectoire, et qui , à l’origine du temps , coïncidaient avec les axes fixes. L’axe desj)^ ne cesse pas de coïncider avec celui des Y; mais l’axe des X s’est transporté parallèlement à lui-mème de la quantité (Y — j) avec la vitesse /i, tandis (jue le point ni décrit sur le plan mobile l’are s avec la vitesse A ; on aura donc
La question est ramenée à déterminer, s’il est possible, et s en fonction de x;.ct l’on s’est all'ranehi de la déviation causée par le courant.
Actuellement, la droite mobile wB doit être, comme dans le (iroblème de la iractoire , considérée comme tangente à la courbe A ru ; seulement, la longueur inli n’est pas constante.
Lu désignant oB par y,, on a
<■/) — Vi
n îifi'a I** iM|)|HU l (|f la vili’ssr ilii mailro à (•elle du rliiiui ,
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sur lo plan mobile, et eotnine ce rapport est celui des éléments r/)‘, et t/s, on aura
— ntls — nr/.r
L’élimination de y, entre les deux é“quations ci-dessus fournira l’équation dill’éreiitielle de la courbe décrite sur le
plan mobile ; en posant on trouve
et intégrant, on a
‘'P de
P \J \ -t- p‘=: [cx)'‘.
Déterminons la constante arbitraire c. Comme la lai'geur du canal n’entre pour rien dans les calculs précédents, on peut la supposer itidéfinic du côté où se meut le chien, et regarder celui-ci comme nageant depuis un temps illimité. D après cela, le point A, pris arbitrairement comme point de départ, peut être supposé tel, que la droite qui joint le chien à son maitre soit alois perpendiculaire à oy : ainsi , quand le chien est en A , le maître sera o, et l’on aura en même temps
X ■= a, p~ O, (I ou c = - ;
Lne deuxième inlégration donne
puis , eoinme
il vient
TUOISIE.MK PAnTIE.
Ces formules sont en défaut pour h — i. Dans ee eas, on a
Connaissant >-■ et s en fonction de on aura, par les formules ( I ) ,
et si n = I ,
Discutons d’abord le cas où h — a, e’est-à-dire où le chien se dirige sans déviation, comme il le ferait sur un terrain solide , vers le lieu où il voit son inaitrc; alors Y se confond avec j, et la trajectoire est définie par les forinules( 2 ) ou (4), selon que n est di fièrent de i, ou égal à i.
Si n diffère de i , la trajectoire sera toujours une courbe algébrique; on la construira au moyen de deux courbes auxiliaires, en posant
car J
On pourra môme faire disparaître les termes constants que n et c rciifermcnl, en transportant l’origine au point de
l’axe des y, pour lequel y = — slo** l’expression
générale de y se réduit à
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Soit;’ la distance mBdu chien à son maître; on aura, par le triangle mBQ, /• = x V^i + p* , ou
w '=ï[©'-(î)"]=î[(;)”'+(îrj-
Cette distance ne pourra devenir nulle avec x, qu'autant que n sera plus petit que i .
Il existe une relation remarquable entre /■, x et le rayon de courbure p ; on a
dx
dp n i p‘ dx
P = ^ ; or -7- = — ^ ^ donc P
ou bien
Ainsi le rayon de courbure de la trajectoire est une troisième proportionnelle à la distance du chien à son maître , et auproduit de la distance du chien à la droite que parcourt le maître multipliée par le rapport des vitesses. Ce théorème fournit une construction simple du rayon de courbure en un point donné de la courbe.
On doit remarquer que ces résultats n’exigent pas que les vitesses du maître et du chien soient constantes, mais seulement qu’il existe entre elles un rapport constant.
Quand lavitcsscduchicncst uuc constante donnée A, on a
szzz kt.
et comme s est connu en fonction de ar, on en conclut l’expression du temps en fonction de la même variable,
^=drr[(;) T^L(r-l-
Soit, comme cas particulier, n = -j , ou la vitesse du maître moitié tic celle du chien ( lig. 6’i).
Digilized by Googlc
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Si l’oii iraiisporlc l’origine au point o' de l'axe oy , pour lequel y= 7 rt, il vient
Ces é([uations sont faciles à discuter sans recourir aux fonctions u et r*.
La trajectoire est symétrique par rapport au nouvel axe o'x', et située tout entière à droite de py; l’origine o' est un sommet. Pour ,r = n , on a jy =: ± j rt , ce qui donne deux points A, A', pour lesquels l’ordonnée est maximum.
Pour .r = 3 a , on a y = o , /7 = ; les deux branches (jui
partent du sommet o' se croisent sur cet axe à une distance 3 en faisant avec lui des augles de 3 o degrés ; au delà de ce point, elles s’étendent à l’infini au-dessus et au-dessous de l’axe. Pour o, les formules (8) et ( 3 ) donnent r=o,s—l a.
L’arc A o', parcouru par le chien jusqu’à la rencontre de son rnaitre, est la seule partie de cette courbe qui convienne au problème de dynamique. Cet arc est égal à la distance initiale o A augmentée d’un tiers, et pendant le temps employé par le chien à décrire cet arc, le maître a parcouru les deux tiers de cette même distance.
Soit, en second lieu, w = i, c’est-à-dire, la vitesse du maître è^ulc à celle du chien ( fig. 62).
Si l’on transporte l’origine dans le sens desjy négatives ,
de la quantité la formule (4) devient
x' a . [ x\ .r’ tt f n\
y~ 11 - ,Oll>=-^ (--II - .
[\ a ] ij « x***/
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Ce cas est le seul où la trajectoire soit une courbe transcendante.
On la construira à l’aide d’une parabole ^ ^ et
d’une logarithmique | t>= -1 J ’ entièrement
située dans l’angle des coordonnées positives jo'.r', attendu que l’on a toujours
etelle.se compose de deux branches infinies , convexes vers l’axe desx, dont l’une AD a pour a.symptotc l’axe des j';
l’autre AD' n’a pas d’asymptote rectiligne , puis(|ue ~ croit
indéfiniment avec x; l’ordonnée AP est minimum;
tance rw B ou r =
/■ décroît avec
la dis- .r, et
tend vers la limite Ainsi le chien se rapprochera de plus
en plus de son maître, sans que la distance qui les sépare soit jamais nulle, ni mêinc égale à la moitié de sa valeur primitive.
Le rayon de courbure p = — • Pour le construire, on
prendra sur la normale une longueur wS = wtQ = x, on joindra SB, et la perpendiculaire BC a cette dernière droite ira couper la normale au centre de couibure.
Revenons au cas général où le chien est dévié par un courant. La trajectoire est définie, comme on l’a vu, par l’équation
n “«-t-ilya) 'J n— IL\^/ J
et le temps s’exprime en
l'onction de l’abscisse X. — .T par
TROISIÈME VARTIE.
l’équation
Il n’y a rien à changer non plus à l’expression de la distance /•,
Enfin , pour avoir la vitesse du chien , qui répond à une valeur quelconque de x, on remarquera que cette vitesse est la résultante des deux vitesses h et A , dont la première est dirigée suivant une parallèle à l’axe des j, et dont la seconde fait avec l’axe des x un angle dont la tangente trigonométrique est la valeur de p déjà connue
Soit 9 l’angle de ces deux composantes; on aura A’-f- A’ -f- 2 /(X cos ç;
Lorsque n — i, ces formules doivent être modifiées comme on l’a déjà dit. La trajectoire est alors une courbe transcendante definie par l’équation (7).
^ Nota. On aurait pu établir toutes les formules ci-dessus sans ramener le problème au cas où la déviation est nulle ,
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011 décomposant, selon les règles ordinaires , les vitesses A et h parallèlement aux axes coordonnés i on aurait eu ainsi pour équations différentielles du mouvement du chien,
Ax ^ ^ — S‘)
•If ^x‘ + (y — ’’ ‘Af sjx'' + (/ — gty
l'.Iles s’intégrent commodément, en introduisantune variable auxiliaire 6 telle que
y — gt = x tang 6,
et l’on est ramené. à un système d’équations simultanées tout semblable à celui que nous avons traité dans la seconde partie.
Une des applications les plus intéressantes des formules ci-dessus a trait au sillnge <T une harque. qui, pnrtanl de l'un des bords A d'une rivière dont la largeur est a , tend sans cesse vers le point directement opposé o de l'fiuire bord (fig. 63 ).
Alors gz=Q, et « = — j\ les équations (6) et (9) de-
viennent
Pour que le point fixe vers lequel tend la barque , et qui n’est autre que l’origine odes coordonuées, puisse être atteint, il faut et il suffit que l’équation précédente soit vérifiée par x=o,)' = o; et pour cela on doit avoir A ]> A , c’est-à-dire que l’impulsion imprimée par les rames doit être supérieure à celle du courant.
F.n supposant cette condition remplie , la valeur de -yt '
tirée de l’équation (1 1), s'annule pour .r = «
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Au point C, (UHcrminé par celte ahseisse, la barque est dirigée perpencliculai renient au courant , et sa distance à la droite qui joint le point de départ A au point d’arrivée,
est iiiaxiinum.
Soit par exemple A = 2 A; on aura au point C, x :
d’où y =
Au point d’arrivée, ,r = o, y- = oc ; au point de départ ,
Le temps T, nécessaire pour traverser la rivière, est,
nk
d’après la formule (i 2 ), T = -, — y •
Si l’eau était stagnante (A = o), l’équation (i i) se réduirait à Y = o; la barque suivrait en ell'et la droite oA. Le
temps nécessaire à la traversée serait j •<] T; ainsi que
cela devait être, le retard croît avec la vitesse du courant. I.orsque A = A , l’équation (i i) se réduit à
l'ille représente une parabole dont le foyer esta l’origine, et le sommet au point où elle coupe le bord oy\ l’ordonnée
de ce point est—" Ainsi, quand laforced’impulsiondes rames
est égale à celle du courant, la barque n’atteint pas le bord au point désigné; mais elle aborde à un point en aval, distant du premier de la moitié de la largeur de la rivière.
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CHAPITRE IL
Sun l.E MOUVEMENT d’uN POINT ASSUJETTI A DÉCKIKE UNE
counnE Fixe : variétés nu pendule simple.
1 Un point matériel pesant est suspendu à un point fixe, par un fil fiexiblc, inextensible et sans niasse , qui se meut dans un plan vertical en s’enroulant sur une courbe fixe telle, que la tension du fil soit constante : cette courbe passe par le point de tension où elle a pour tangente la verticale. On donne la longueur du fil et la vitesse du pendule au point le plus bas : il s’agit de déterminer la loi du mouvement et la forme de la courbe fixe. (Concours d’agrégation de i845.)
Soient l la longueur o A du fil [fig . 64 ) , ^ la tension constante. Quand le pendule a la position quelconque omm\
la tension est égale à la somme de la force centrifuge et de la composante normale de la pesanteur
P / on
a donc
(<’ dr
5 désigne l’arc om de la courbe fixe; x et y sont les coordonnées du point m.
Le rayon de courbure p est égal à la partie rectiligne mm' du fil, attendu que la trajectoire Am' est une développante de la courbe fixe ; donc
Soit A la vitesse donnée du pendule au point le plus bas A,
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le principe îles forces vives donne pour l’expression du carré de la vitesse e au point né (aé, Ÿ ) ,
Substituant CCS valeurs dans l’équation (i), il vient
L’intégrale de cette équation , linéaire du premier ordre , est
/ ~ X * — 2 !tI
( 2 ) y = C(l-.fy
Telle est la relation générale qui existe entre l’ordonnée verticale ) et l’arc s île la courbe fixe compté à partir du point de suspension.
I.a constante X est connue d’après l’état du pendule au point le plus bas; car réc[uation (t) dorme pour ce point
si dans l’équation ( a) on fait^y = o , ,î = o, et qu’on remplace X par la valeur ci-dessus, on en tirera la valeur de la constante arbitraire r,
.Actuellement, on aura aisément e’ en lonçtion de ,v par la formule
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OU voit que la vitesse va coiitiiiuellement eu décroissant à mesure que l’arc augmente.
Le rnoweinent peut-il être oscillatoire? Il faudrait pour cela que o pût devenir nulle , ce qui ne saurait avoir lieu que pour une valeur de s égale à l : mais cela est inadmissible, puisqu’on a
riiypolhéso s = l duiiDcraît ^ — — **
Ainsi le mouvement du pendule ne sera pas oscillatoire. On reconnaît encore d'une autre manière que la vitesse ne saurait devenir nulle à aucune époque du mouvement ; en l’ffet, la vitesse devenant nulle, la tension du fil se réduirait à la composante normale de la pesanteur g éos 0 , 6 désignant l’angle de la partie rectiligne du fil avec la verticale ; mais cette tension serait visiblement moindre que celle qui
a lieu au point le plus bas et qui est égale à H — -j, et,
par suite , la condition du problème qui exige l’invariabilité de la tension ne serait plus remplie.
r.a valeur précédente de-;- peut s’écrire
Au point O, s = o, et l’on trouve — = i-, effectivement, eu
ce point la tangente est verticale. .< augmentant, -L diminue
^ rt.Ÿ
et devient nul quand on a
d’où l’on tire une valeur de s plus petite que /, et. par cou-
iSÛI
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séquciit , adinissiblo. Au point ^■om;spolldalll , la partit' libre du (il est horizontale, et la vitesse du mobile est égale à
s continuant à croître , ^ devient négatif et atteint son minimum ( — 1) pour
la vitesse correspondante est
c’est la plus petite valeur qu’elle puisse recevoir. Le pendule est alors vertical , le point matériel en haut. Au delà de cette position , il n’est plus possible de déterminer la courbe
propre à remplir les conditions de l’énoncé , puisque —
prendrait des valeurs absolues plus grandes que i .
Pour achever de déterminer la courbe fixe, il resterait à déduire de l’équation (2) l’équation finie de cette courbe en X et y. Mais il est préférable de clierclier la trajectoire Am', qui est une développante de la courbe fixe. On passe ensuite aisément , par voie de différentiation et d’élimination , de la développante à la développée. Suivons cette nouvelle marche.
La tangente au point m' étant perpendiculaire à la tangente en w , ou a
dj- dx'
Th ~ ~Ti7'
et l’équation (1) prend la forme
ds' P
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JP
dr'
(Nous prenons le signe — au numérateur, parce que la
trajectoire c*st concave vers l’axe des ji qu'ainsi ^
est négatif.) L’équation précédente devient, eu y substituant ces valeui s ,
^•’+ ag [y'— /) dp _
SP
les variables se séparent ;
dy' dp
X>_|_2g-(j' l) ^ {^+P^){SP — '>'^*-yp'‘)
Onvériüequela valeur de ^ qui satisfait à cette équation
est négative; en effet, 2 g [jr' — /) est une quantité
essentiellement positive, égale au carré do la vitesse et le
facteur gp — X ^/i -f- est au contraire négatif, puisque X, X*
dont la valeur est g' -t- y» surpasse g.
Pour intégrer, il convient de poser
P = tang «l’nù il vicni
dp
dy'
■dot et V 1 -1- />’ = ■
eos o>do>
vos M
— /) sin &> -t- À '
l’intégration donne
(^'sin<.> 4- X)’= 2 g (v' — /)!>
r claiil une conslanle arbitraire.
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Un tire de celle équation la valeur de g sin o), et, |»ar
suit*!, celle de ^ —
V^S'’ — g’=sin’f
Or P = donc
' dy
dx' :
OU, en ]K)sani y^A’ 4- o.g{ y' — l) =
{ cz — \ ) Z dz
rdx' =
yJg'—{cz — \Ÿ
Ainsi la détermination de la trajectoire est ramenée à une quadrature qu’on achèvera par la méthode des fractions rationnelles.
2. Déterminer le moimement d’un point matériel pesant , suspendu à un Jil flexible, inextensible et sans masse, dont l’autre extrémité est attachée à la fforge d’une poulie fixe : ce pendule est mis en mouvement dans le plan du cercle de gorge qu’on suppose vertical, et dont la circonférence est en partie embrassée par le Jil.
Le pendule étant enéquilibredans la position verticale DU (fig. 65), supposons qu'on l’en ait écarté en l’amenant dans la direction AB, et qu’on ait en même temps imprimé une vitesse A au point matériel ; soit Cw la position du pendule au bout du temps t. La trajectoire décrite par le point;» est connue, car c’est une développante du cercle oA; et l’arc H , compté à parlirdu poinlle plusbas H , s’exprime aisément en fonction de l’angle Col) que fait avec 1 horizon le rayon mobile aboutissant au point où le lil se sépare langentiellcment du cercle.
Soit = Cin—p, CoD — 0, oA — a, 1)11= A; lorsque l’aiT prend un accroisseineni infiniment pi'lit ds .
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raccioissemuiil correspondaul f/9 est égal à l’angle de eoiitingeiice de la trajectoire, relatif au point /n, puisque le i-ayoïi oC est constamment perpendiculaire au rayon de courbure Cm ; on a donc ■
Mais
P = DH -t- arc DC = h -y nO
donc
rf.v = [aB -y b) tlB ,
s~ — -y-bB
Si l’on prend pour axe des x l’horizontale oU.t. et pour axe des y la verticale oP diiigée dans le sens de la pesanteur, on tirera de l'équation précédente celle de la trajectoire rapportée à ces axes. Ce calcul a été fait (page^y); nous ne le rapporterons pas.
Cherchons à déterminer le lieu du point m sur sa trajectoire, au bout du temps t. Le principe des forces vives donne l’équation
J et h désignant les ordonnées des points ni et 1$.
Pour en déduire 9 en fonction de t, il faut y remplacer s ely en fonction de 9 ; nous avons déjà
f/.ï = [aO ■+■ b)flB.
En projetant les points C. et A sur la verticale oy, et désignant par X l’angle d’écart initial AoD, on trouve
- r = {fiB -h II ) ros 0 — n sin 0 ,
h = (rt ï H- />) cosa — n siti a;
et substituant ces valeurs dans l’cqualion (i), il vient
dt —
2g [« (0COS0 — a cosa + sina — sin0) + i (cosO — cos a)]
Cette expression n’est pas intégrable en général.
Considérons le cas où le pendule ne fait que de petites oscillations de part et d’autre de la verticale DH; l’angle « etla vitesse doivent être peu considérables ; onpeut même, sans diminuer la généralité des résultats , supposer h = o , en augmentant convenablement l’angle a.
Si l’on néglige les puissances de 6 et a supérieures à la seconde, l’équation ( 2 ) se réduit à
, /Z rfO aBdO
dt — — 1 / : ' ' =r •
V g \/a’— 0’ \/gb(oc^—B'‘)
Kn intégrant et observant que 0 = x quand t = o, il vient
, L’équation ( 1 ) donne d’ailleurs pour le carré delà vitesses
(4) c’ = gê (a’ — 0’).
On tirera de ces formules les mêmes conséquences que pour le pendule simple ordinaire. Le pendule atteindra la verticale avec une vitesse maximum x \fgb, au bout du temps
J TT ptiis il passera de l’autre cùlé, et sa vitesse ira en
décroissant jusqu’à zéro pour 0 = — a ; la valeur correspondante de.^ est ir y/ -, c’est-à-dire double de la durée de
la demi-oscillation descendante : alors le pendule redcscendi-a , cl il fera ainsi une série d’oscillations isoclirones et d’égale arnplilude. l.e iciups irime oscillnlioii entière est
n f*'*" ninplitU'Ic PSI 22 .
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Oii doit remarquer que si le rayon a de la poidie ii’a pas une valeur très-grande, le terme V* — 0" n’aura
qu'une inlluence très-faible et comme négligeable vis-à-vis du premier terme du second membre de l’équation (3). En le négligeant, on aurait la formule ordinaire des petites oscillations d’un pendule simple de longueur b.
Nous rapprocherons des questions qui viennent d’ètre résolues sur le pendule, un exercice bien simple, et dont l’application est fréquente dans cette théorie ; il s’agit de déterminer la longueur du pendule simple correspondant à un pendule composé donné.
3. Un pendule se compose d’une tige pesante AB (fig. 66), d’une épaisseur constante et très-petite, à l’extrémité de laquelle est suspendue une sphère homogène dont le point O est le centre. On propose de calculer la longueur l du pendule simple correspondant.
Soient M la masse totale du système , iVJK* son moment d’inertie par rapport à un axe parallèle à l’axe ^e suspension XY et passant par le centre de gravité G dû système, a la distance AG, r la distance d’un point quelconque de masse ni à l’axe; on a
. K’ M (a’ -(-K’) 2/nr’
lz= a -K = — i = ;
n Mfl Rln ’
or, 'Lmr^ peut se décomposer en deux parties : le moment d’inertie de la tige A 15 par rapport à l’axe de suspension , plus, le moment d’inertie de la sphère par rapport au même axe. Soient// lalongueur de la tige, Pson poids, p sa densité, i l’aire de la section droite; on aura pour le moment d’inertie de la tige,
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l^e moment de la sphère se ealcule d’abord pour uii axe parallèle à XY, passant par le centre o; on trouve ainsi 2 P' R’
^ désignant le poids de la sphère et R son rayon;
et si l’on y ajoute, conformément à la règle, M {/t-(-R)*, on aura, pour valeur complète du moment d’inertie de la
sphère par rapport à l’axe XY
Il reste à diviser la somme des moments calculés ci-dessus
par iMrt ou — > ce qui exige qu on déterminé la
distance a : soit I le milieu de AB ou le centre de gravité de la tige; le centre G est tel , qu’oii a la proportion
(--pr)p'
IG : lü:: P': P-i- P', d’oii ig = Y- '
et , par suite , n = Al-t-IG =
(P-f-2P')/i-t-2PR
donc en fit'
2 5PA'-l-3P'[2R»-t- 5(A -h R)’] i5 (P+ 2P')A-+- 2P'R
Si l’on désigne par L la longueur AO ou A -f- R , et qu’on suppose le poids de la sphère très-grand par rapport à ce-
lui de la tige, on pourra négliger le rapport — > et l’on aura sensiblement pour longueur du pendule simple
■4. Déterminer la courhe qu'un point matériel pesant^ animé d'une vitesse initiale donnée, doit suivre pour que sa distance au point de départ croisse proportionnelle^ ment nu temps.
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• Soit A !o point de départ {jîg- 67 ), An; = r.
On doit avoir
dr = cdt.
l^a constante c n’est antre (pic la vitesse initiale du mobile’, car on a
a» point A, dr^dsy a m'i — = — = c;
Nous désignerons eette vitesse initiale par \l"igh^ en sorte que la condilion de l’énoncé s'exprimera ainsi :
(1) dr r= ^9.g/i.dt.
Soit 0 l’angle du rayon A ni avec la verticale Ay; le principe des forces vives donne l’équation
(2) = 2g-(/; -(- rcosO);
éliminant dt entre les équations (i) et (?•),. il vient
d’où l’on tire, en remarquant que 9 décroil quand t. on r augmentent ,
dr
dO
V'cos 5
telle est l’équation dill'érenlielle de la trajectoire. Les variables y sont séparées; mais le second membre n’est pas inti'grable sous forme finie, et son intégrale dépendra des foniuions elliptiques.
A défaut d’une relation entre r cl 6, on pi'ut en obtenir une entre r et l’arc d’une courbe auxiliaire. Supposons construite la courbe représentée par l’équation
f h \ 2 cns 2 M, ,•
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dans laquelle w désigne l’angle que le rayon vocleur p l'ail avec une droite fixe; et soit 7 l’are de cette courbe compté à partir d’un point tel qu’il décroisse quand o) augmente; nous aurons
, — A \fi.da
COS 2 m
par conséquent, si l’on pose 9 = 2W, il vient
d’où , en intégrant ,
Nous ne mettons pas de constante arbitraire dans cette intégrale, parce que nous plaçons l’origine de l’are a au point qui correspond à r — o, c’est-à-dire au point dont les
coordonnées sont = î, p — h\li cos a J > a désignant la
valeur initiale de l’angle 9 .
Ainsi le rayon vecteur de la trajectoire se construira par une troisième proportionnelle à la longueur constante 2 h et à l’arc ct de la courbe auxiliaire définie par l’équation (4). Cette courbe n’est autre que la lemniscate correspondante à une hyperbole équilatere dont le demi-axe transverse est égal à /t y/2 .
O. Un problème analogue à celui que nous venons de résoudre a été traité par Fuss [Mémoires de. Saint-Pétersbourg, 1824), et par M. Serret [Journal de Mathématiques pures et appliquées, tome IX) :
Déterminer la courbe qu'un point matériel pesant, parlant du repos, doit suwre pour que ses arcs, comptés à partir de l'origine, soient décrits dans le temps qu’un meme mobile emploierait h décrire les cordes de ces
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arcs.
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Kii coiiservaiil les mêmes nutations que dans le problème précédent , l’équation ( 2 ), où l’on fera h = o, fournira l’expression du temps employé à décrire l’arc Am,
d’ailleurs, le temps nécessaire au même mobile assujetti à parcourir la corde Am est évidemment
y g cos 9
1/équation du problème est donc
cl, si l’on diüérentic, il vient simplement
dr cos 2 6 . rffl r sin 2 0 '
l’intégrale est
rz= a \/sin 2O,
a désignant une constante arbitraire. Cette équation représente une lemiiiscale dont le centre est au point de départ du mobile, et dont l’axe est incliné de 45 degrés sur la verticale.
Si les deux temps, au lieu d’être égaux, devaient être dans un rapport cuiislani, on parviendrait de même à une équation intégrable.
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CHAPITRE III
SI U LE MOUVEMENT d’uN POINT MATÉRIEL SOUMIS A l’aCTION o'uKK OU PLUSIEURS FORCES CENTRALES.
I . Déterminer le moiiveinent d'un fioint matériel m , attiré on repoussé par deux rentres Jixes F, suivant la loi de l'inverse du carré des distances. On suppose que le mobile a reçu une vitesse initiale dirigée dans un plan passant par les deux centres d'attraction ('•').
Prenons pour axe des x la droite FF', et pour axe des r une perpendiculaire à celle droite menée par le centre dans le plan où s’accomplit le mouvement. Soient FF' = «, FP=o:, mP=-v, F//t=c, F'm=/'', mFx=6, w/F'.r = 6';
g. g' les actions exercées par les points P, F' à l’unité de distance, et qui seront considérées comme positives ou négatives, .selon qu’il y aura attraction ou répulsion.
(*) Mpmfttrcs h coiisnltiT: l^lèwoirvs dr VAcadvmie de Berlin , aiinre Euler. — Traité des fonctions rUiptiffurs , lome 1 , pape n , Lepi*ndre. — Mécanitpir anatjtique , tome II, pape io8, Lagrange. — Journal de Maihénialiqut'S pai rs et appliquées , M. Lîouvillc.
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Lrs équations du mouvcmciiL sont
lîF
En les multipliant respectivement par 2 rfx et 2riy, on en déduit d’abord V équation des Jorce.i vives ,
dx' ■+ dy
dt
c étant une constante arbitraire , ou bien dr‘‘
-l-r’rfO-' (g s' \
Pour obtenir une autre intégrale première, on élimine tour à tour des équations (i) les termes en r® et les termes en r'’, ce qui donne , eu égard aux formules
r'^dd'
rf’r W'x dt
r/r- •' dey dt ^ ’■
d‘‘x ’ dt
dt'
'^'dt'
dt
les deux équations
r'dd
dt
dt
r''dd'
dt
puis, multipliant la première par
dT
et la seconde par .
r' dd
dt
udv + vda - - d .
t et ajoutant les produits, on a, d’après la formule
r'r''dddd' (y r \
d.. =aig -dO — g' -, dd'\ = fl (gsm ddd — g' sin 0'</0'
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d’où , LTi iulégrant ,
r-‘r'‘d^dV
dO
fi[g' cm 0' — g cos 0 -I- c'}.
J/élimination de dt entre les équations (a) et (3) fournit l’équation dilïérentielle de la trajectoire
(4 ) a[dr- + (g' cosO' — g cosS = r” dO d9‘ ’
Les eonslantes c et c' dépendent des circonstances initiales.
Si l’on supposait , par exemple , que le mouvement commençât au point A de l’axe FF' situé entre les deux points fixes, et que la vitesse initiale A fît avec cet axe un angle HA J! = a ; en posant
— — = in , d ou t A = )
FA I -t- m
IF
r'dV , .
: ; — = A- sin a ;
dt
les équations (a) et (3) donneraient alors
, o/nA’sin’a
Examinons d’abord un cas particulier où l’équation (4) «îst immédiatement intégrable; c’est celui où les attractions des deux centres sont supposées égales — et où, de plus , les données initiales sont telles, que les constantes c et c' soient nulles.
Il résulte des expressions précédentes de c et c' que l’on
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aura dans ce cas
2 V ma
Ainsi, pour réaliser l’hypothèse que nous allons discuter, il faut et il suffit que le mobile parte du point A avec une vitesse perpendiculaire à la ligne des centres et / 2
égale à ( * "1" "0 \/ ^ ’ quant à la position du point A entre
les centres, elle reste arbitraire.
Cela posé, l’équation (4) se réduit à
(5) a (cos V — cos 9)(dr^ + r^dfy‘) — 2 /r' (r r')dOdO' — o;
on a d’ailleurs les relations
a sin 6
sin (S' — 6)’
qui permettent d’éliminer de l’équation (5) r, /•' <ît dr: cette équation, toutes réductions faites, prend cette forme très-simple ,
(sin (Ida' -I- sin 0'rf0)’z= o.
Les variables se séparent;
■ r/0 _ da'
^ sin a sin 6'’
et l’intégrale est
(8) Ung y O.tang -jO' = D.
Pour reconnaître la nature de la courbe, on peut transformer cette intégrale en coordonnées rectangulaires; mais il est plus simple de revenir à l’équation dillérentielle (y) qui, vu la relation rsin 6 = r' sin 9', donne rdO = — r'da'i et comme on a d'ailleurs
r/r’ + r dO' = r/r" -f- r'^dV,
a sin 0' sin (0' — 0) ’
on en coueliU
r//** “ €lr'^
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Celle double équalion caraelcrisc une ellipse ou une liyperlvilc ayanl pour foyers les deux centres fixes; niais , comme tlO et d6' sont de signes contraires d’après l’étjualion (7), les angles 0 et S' varient (m sens contraires, ce (jni exclut l’ellipse ; donc lu trajectoire est une hyperbole ayant pour foyers les deux centres d'attraction.
D’après les livqiolhèses faites sur l’état initial, le point de départ A peut être placé où l’oii voudra entre les deux centres; mais une fois qu'il est fixé, la vitesse du mobile à l’origine est déterminée en grandeur et en direction. Si l’on suppose A plus [)rès de b ' fjue de F, ce sera la branche de droite de l'hyperbole qui sera décrite par le point m; dans le cas contraire, ce sera la branche de gauche ; si l’on sujiposait AF'= AF, la trajectoire se réduirait à la perpendiculaire élevée sur le milieu de FF'.
La vitesse v du mobile en un point quelconque de la trajectoire est fournie par l’équation (2) , où l’on doit faire g, c = o, ce (pii donne
Soient
— ni)
I -t- ni
en transportant l’origine des coordonnées au milieu O de FF', l’ctpiation de la trajectoire pnmd la forme
è’ y’ — ( c‘‘ — II’) j:' = — è- (c ’ — le) ,
et l’on a
par suite,
, ex , ex
4 sher
D’ailleurs
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donc
d’où
dt' \ dx' ) 6’ (,r’ — é’ ) ’ df> '
dx- 4 gb' ex [x’ — b’’)
dt- (r’x’ — h'Y ’
La détermination du lieu qu’occupe le mobile à chaque instant sur sa trajectoire, est ainsi ramenée à une quadrature.
En intégrant par parties le terme
c'x’ dx ^x(x^ — 6’)
ou
xd.T
\jx , on ramène aisément la quadrature du sc-
Vx’ — h'‘ ^
coud membre de l’équation précédente, à ne dépeudre que de la seule intégrale ( : on tn
J \ix{x'—IÆ
Vx(x’ — h‘‘)
! b sjgbc e = I c’ \/x (x’ — fd)
roiive
Ji, vx{.r ’ — Idj
dx
Jb \x(x‘‘ — b‘‘)
•> elle U est pas execu-
Qiiant à l’intégrale table ; si l’on y pose
•r= — elle devient \/‘t f ’ ~i
fonction elliptique! de première e.spèce , dont le moduh! est \\i%.
Il est à remarqua- que, si l’on supposait c’ = iîù*, e’esl-
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à-dire si le rapport ou m était égal à 2 — \/ 3 , la fone-
tion elliptique disparaîtrait de l’équation (9), et le temps t s’exprimerait exactement en fonction de x, par une formule algébrique.
Revenons au cas général :
Euler est le premier qui soit parvenu à séparer les variables dans l’équation (4); nous allons exposer, sommairement, les transformations auxquelles Euler a eu recours.
11 introduit deux variables nouvelles p et q liées aux angles j 6 et f 0' par les relations
tang V 0 . . .
tang^Q' ‘“‘'gT^-tang^ô = </’;
■ 2 vn
(1 ou sin 0 = — — 1 cos 6 =
Sin 6'=-^., cos6'=4=-^;;
et, en vertu des formules (6), a aq~
On en tire
■ I -t- tp
l{pdq qdp) _"i-\pdq — qdp)_
dO = Y ' ■ • , dQ'
et, par suite.
r/r> -4- rve> + ?•)(■ +/>*?’) [ dp^ _Jï_]
— p‘)Yl -h q'Y +
r»r'VSrfO'= ■^P'<l'){P''^'—<l"dp^)
Y~pY'['^q^Y
Si l’on substitue ces valeurs dans l’équation ( 4 ), on reconnaît, après diverses réductions, que le coefficient de dp'‘
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m; conlicnl tfuc la variable r/, et celui de d(j* la seule ■variable />, en sorte que réqualioii prend la forme
(lo)
\/p vq’
où les variables sont séparées.
On a
Q = ” ^ ^ ( I — 7') + «C7’ + ÎL
Quant à l’expression du temps en fonction des mêmes variables p et <jf, on la tirera de l’une des équations (2) ou ( 3 ), par exemple de l’équation ( 3 ) , qui donne
r'^dtldO'
dC^ ““ ï . n ’
a [ff coi 0 — g" COS 0 -H c )
et où l'on remplacera r, r\ 0 , 6 ' par leurs valeurs.
Toutes ces substitutions un peu longues et ejui demandent à être habilement dirigées, sont détaillées dans le Traité des Fondions elliptiques de Legendre (t. I, p. 41 1 et suivantes). On trouve, pour l’expression réduite de dt^
dt= a
on les variables sont également séparées.
Le problème est donc ramené aux quadratures.
L’intégrale de l’équation (lo), qui donne la relation entre q et p, dépend des fonctions elliptiques de première espèce.
L’expression du temps fournie par l’intégrale de l’équation (i 1), dépend des fonctions elliptiques de troisième espèce, et peut, dans beaucoup de cas, être réduite aux fonctions de première et de seconde espèce.
Signijicntion géoiuciriçiic des variables p et q. — Des valeurs trouvées plus haut pour r et pour /■', on tire
Ainsi la somme des rayons vecteurs F m, F'm ne dépend que de la variable p, et leur dillércnee ne dépend que de la variable q. Cela posé, soit =
un couple de valeurs déti-rininées de p* et q' qui définissent un certain point m de la trajectoire-, l’équation
e{i 4- aj
où r et /■' sont considérées comme seules variables, appartient à une ellijise dont F et F' sont les foyers, et qui
passe au point m ; son grand axe est — ^ : de meme,
l’équation
caractérise une hyperbole homofocalc qui passe également
au point /n, et dont 1 axe transverse est • Ainsi
chaque couple de valeurs des variables p et q représente les paramètres d’une ellipse et d'une hyjierbole ayant pour foyers les centres fixes , et dont l’intersection marque la position du mobile.
Cette propriété a fait donner aux variables p et q le nom de coordonnées elliptiques. La variable p relative à Tel-
lipse, ou la racine carrée du rapport toujours
comprise entre 1 et — i. Si p’ = i , on a r-(- r' = co , et, par conséquent, la position correspondante du mobile est infiniment éloignée. La variable q relative à l’hyperbole, ou
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la racine carrée du produit lang ^ 6 . tang j 6', peut passer par tous les états de grandeur de — co à -f- oo .
Il est bon de remartjuer que pour que la description de la trajectoire soit complète, on pourra être conduit à attribuer à et à q' des valeui's négatives, et, par suite, à p et à (j des valeurs imaginaires.
L’ellipse et l’hyperbole homolbeales se coupent orthogoiialement on quatre points; mais on lèvera toute ambiguïté sur la position du mobile correspondante h un système de valeurs de p et de q, par la considération des coordonnées rectangulaires de ce point, cpii sont :
Si l’on suppose, comme ci-dessus, que le mouvement commence au point A situé entre les deux ctnitres fixes, on aura en ce point
rt ( I — rn 1
et, par conséquent,
L équation <7’ = m appartient à une hyperbole ayant A pour sommet , et pour foyers les deux centres. Or le mobile commence à décrire, suivant la direction .\H de sa vitesse initiale, un élément de sa trajectoire incliné de l’angle a sur l'axe Fl’'; selon que l'angle a sera aigu ou obtus, cet élément sera dirigé à 1 intérieur ou à rexterieur de l'hyperbole. Dans le premier cas, la diflérence (/■ — /■') va en augmentant avec le temps; et par suite, q diminue, puisque
, a(i — (P) , itii , .,
(• — r = — donc-— est neeatif au commencement
1 + tf‘ dt
du mouvement. Dans h; second cas, commence par être positif. Or commence évidemment par être positil, puis-
que P est nul à l’origine. Donc la considération de Télat initial suffit pour lever l’ambiguïté du signe du second membre de l’équation (10) ; on devra prendre le signe + si l’angle çc est obtus, et le signe — s’il est aigu.
Quelle condition doit remplir l’état initial pour que la trajectoire admette des branches infinies?
Si l’on fait r = <x> et r' = co dans l’ikjuation ( 2), il vient, en désignant par e la vitesse du mobile,
Ainsi, pour qu’il y ait une branche infinie, il faut que l’on ait c]>o. Or, quelle que soit la positiou initiale du mobile (sur l’axe ou hors de l’axe FF'), on a, en appelant To, r\ les valeurs initiales deret r', et k la vitesse initiale,
donc l’orbite sera finie toutes les fois que l’on aura
et elle ne pourra admettre des branches infinies qu’autant que l’on aura
Si g' = O, le mobile n’est plus soumis qu’à un seul centre d’attraction, et les formules précédentes fournissent les résultats connus pour le mouvement d’un mobile attiré par un centre fixe en raison inverse du carré de la distance.
Le lecteur, désireux d’approfondir tous les détails de cette solution, pourra consulter le chapitre déjà cité des Fonctions elliptiques de Legendre.
Une seconde solution beaucoup plus simple du meme problème a été donnée jiar iVl. Liouville, dans son Mémoire
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sur quelques cas particuliers où les équations du mouvement d’nu point inalcriel peuvent s’intégrer.
En partant des équations din’ércniielles du mouvement sous la forme que leur a donnée Lagrange, M. Liouville parvient, par un heureux choix de variables, à des équations où les variables sont séparées. Cette méthode s’applique avec le même succès à toutes les questions de dynamique où la fonction des forces satisfait à une certaine condition d’intégrahilité. Nous allons en présenter l’exjîosé succinct , puis nous l’appliquerons au problème d’attraction qui vient d’être résolu , et au cas imaginé par Lagrange d'un troisième centre d'attraction placé au milieu de la droite qui joint les deux autres et doué d’une action proportionnelle à la distance. Quant aux autres applications dont la méthode est susceptible, nous renvoyons au Mémoire de M. Liouville.
Les coordonnées rectangulaires (a:, y) d'un mobile situé dans un plan peuvent être remplacées d’une infinité de manières par deux nouvelles variables («, |B) dont .7', y sont des fonctions prises à volonté. Soient
on en tirera
df df , dm
et, par suite, on aura, pour le carré de l’élément ds parcouru dans le temps dt , une expression de la forme ds‘ —\dtt}-\- (xrfaf/p-t-vf/p’.
Supposons les variables a et ^ tellement choisies que l’on ait
ft = O et V = À.
L'expression de ds^ se réduira à ds- — X (^d a'- d
où /. désigne une fonction de a, |5. Nous verrons plus bas
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qu en prenant pour a el [i les paramètres d ellipses et d'hyperboles homofocales, les conditions précédentes sont remplies. Cela posé, l’équation des forces vives prend la forme
V étant la Ibnctioii des forces accélératrices, et c une constante. A cette équation, il suffit d’associer l’une des équations générales du mouvement sous la forme donnée , page 7 ,
où r désigne la demi-somme des l'orces vives du système.
Comme il s’agit ici d’un simple point matériel, dont la masse est prise pour unité, l’on a
et, substituant ces valeurs dans l’équation précédente, il vient
(ifV. +1^-
<lt 2 f/zL \ <lt I \ lit / J f/a '
ou bien, en vertu de l’équation (12) , f/a
/il
(It
if/X.,, , f/V
Si l’on multiplie cette équation par 2X da, on peut l’écrire \ rit ] t/a
et, par conséquent, elle sera intégrable immédiatement , si
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— "tî contient que la variable x \ soit
(la.
d’où
fy(a) et F {( 3 ) sont deux fonctions quelconques J. L’équation dillérentielle précédente devient
OC
d’où , en intégrant ,
A est une constante arbitraire. Par suite, l’équation (12) donne
i(4ÎV
Des é([uatiuns (i 5 ) et (i6) on conclut iniinédiateinent
1 rfg __
équation dillérentielle de la trajectoire, où les variables sont .séparées, et, pour l’expression du temps,
X rfa
2 dt ~ — ■ — •
Cette dernière quadrature s’exécutera, après avoir remplacé i par sa valeur en fonction de « , , et aussi par sa va-
leur en a tirée de l’équation (17) qu’on suppose intégrée.
11 est un cas étendu où l’expression de t s’obtiendra sans même supposer qu’une des variables (3 ait été préalablement exprimée en fonction de l’autre, c’est lorsque la condition exprimée par l'équation (i4) a lieu, non pas scule-
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meut pour une valeur particulière de la constante c (ce qui exigerait uue certaine relation entre les cireonstauces initiales du mouvement) , mais quelle que soit cette constante. Alors il faut que \ X et cX soient séparément de lu forme du second membre de l’équation (i4) , c’est-à-dire
/ J i ■* = ?{“) —-J-fP),
fV> = ^{a)-T(p),
d’où
y(a) = ■}(«) -H cÿ(«), F(fs)= j(fl) et, par suite, les formules (17), (18) sont remplacées par les suivantes :
cU _
V^iji (a) -t- C(}i (a) — A f(u) lia
(21) 2 (It = ;
V-.j< (a) -t- COJ ^a) — A yA — '•'(P
cette expression de dt est immédiatement intégrable.
Les équations
(22) a = const., P = const.,
sont celles de deux systèmes de lignes orthogonales; en sorte que chaque position du mobile dans son plan peut être regardée comme déterminée par l’intersection à angle droit d’une ligue du premier système par une ligne du second. En elfct, soient (a, ( 3 ) , (a -t- da, j 3 H- < 7 ( 3 ) les coordonnées de deux points infiniment voisins m, ni' de la tra-
• jectoire; ab,vil, les deux lignes qui se croisent au point m
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et qui sont représentés par les équaiions ( 22 ) où les eonstanles reçoivent les valeurs de a et j3 pour le point m; fl'i', c' d' les deux lignes correspondantes pour le point m'; ces quatre lignes interceptent un quadrilatère inflniment petit rnprn'p', dont l’élément mm' ou ds est une diagonale , et l’on a
mm' — rnp m' p — 2 mp. m' p cos{mpm').
Or
mm' ou <ls^ ~ "k (dsi} fl li').
Si l’on fait dans cette formule d^ = o , ds ou mm' se change dans mp, puisque le point p répond aux coordounées («-+- </«, (3) ; donc
mp =kdaL‘, et de même mp'
Mais mp' peut être confondu avec pm' , dont il ne dillere que d’un infinimeiil petit du troisième ordre; donc on a
mm' = mp m' p ,
d’où
rns (mpm' ) = o , mpm' — -•
Réciprotpiemenl, si les équations a = const., (3 = const. représentent deux systèmes de lignes orthogonales quelconques, on pourra dire que le carré de l’élément de trajectoire aura la forme
ds^=kda}-Jr X'rffi’;
mais /' ne sera pas nécessairement égal à
En effet, l’arc s étant une fonction de a, j3, on a en général
mm' ou ds — A«/a ■+■
d’où
mp = \ dx, m' p = Bf/jî.
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mm' = mp m' p ;
ds-=i A"^/a=H- BV/p’.
Il importe de remarquer que les formules relatives à l’équation de la trajectoire et à l’expression du temps, ne cesseront pas d’ètie réductibles aux quadratures, si l’on remplace « par une fonction quelconque d’une nouvelle variable jjt, et |3 par une fonction quelconque d’une variable v; posons, en eilet, ,
f/a — \l /Il .(l^, dp — y'«.f/v,
m étant fonction de p seulement, et ii fonelion de v; il en résulte
2yü
Or
donc
( 2.3 ) ils- = À ' md p’ -t- iid V-'),
et / peut contenir les deux variables p. et v. Les équations P = const., V = coiist. représenteront encore deux systèmes de lignes orthogonales.
Les conditions d’intégrabilité (19) deviendront
(les fonctions (j> et iji ne sont plus les mêmes ([ue ci-dessus), et les équations (au) et (21) n’éprouveront d’autres raodi- Geations qu’en ce que les variables Gnics a et (3 y seront remplacées par p et v, et les dill'érentielles i/a, par ^hndp., \/iidv.
ylpplication. — Prenons pour p et v les demi-axes d’ellipses et d’hyperboles liomofocales représentées par les équations
U -Jl
où la constante ai désigne l’excentricité commune; T et r sont ainsi îles fonctions de a et v, «(ii’il
est aisé
WP
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il’cxprinu'r en leniarquant que les équations précétloiiles ne Jillèrent l'une de l’autre que par le cliangenient de u} eu y", et, par suite, que les valeurs de p* et v’ satisfont à une même équation du deuxième degré
d’où 1 on conclut immédiatement
l)’’ x‘‘ — -j' , ou X
et si l'on change u* en u* — />’, y’ en — y* et X en i', on a , sans nouveau calcul ,
OU
On peut supprimer les doubles signes dans ces formules, en convenant <[ue y recevra, comme x, des valeurs positives ou négatives, cl quey'/j" — y* jiourra également changer de signe avec j', conventions qui reviennent à faire
■J — h cos 9 ; d’ 01'1 .r = P cos 6, ,v = y p‘ — sin 0.
Cela posé, on a
, pf/ï + vrfp b’ — y’.urfp y/p’ —
dx ~ i — — ^ 1 dr = .1 : = :^ ■ >
b h y/ p’ — Id A y/ ê’ — v’
d’où
ds^ = ( p> _ V») ( ^ rfp’ 4- ù-é) .
Les termes contenant le produit f/uc/yontdisparu, comme cela devait être, puisque l’ellipse et l’hyperbole homofocales SC coupent orthogonalement; et, en comparant celle expression de avec la formule (23), on a
De plus, la valeur de ?. a la forme exigée par l'cqua-
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lion (2.4) , c’esl-à-tlirc sc compose d’une fduclion de
(2 jointe à une fonction de v ; M. Liouville a démontré que le système de coordonnées elliptiques est le seul qui jouisse de cette propriété.
D’apr ès cela, pour que les équations du mouvement soient réduites aux quadratures par les formules (20) ( 21 ) , il faut et il suffit que la fonction des forces V satisfasse à la condition ( 24 ) , ou que l’on ait
fl’ v’
Revenons au problème de dynamique qui fait l’objet de ce chapitre.
Si l’on prend les deux centres fixes F, F' pour foyers communs des ellipses et des hyperboles, on aura
FF' ou a — ih, r z= fl -f X = fl -f- V, / = fl — v;
et comme V = il vient
fl’ — y’
c’est la forme voulue.
Donc , si l’on pose
N = (è’_ v’) [A — (g- — ^')v — Cï’j,
l’équation diflérentiellc de la trajectoire et la diflérentielle du temps seront, d’après les formules (20) (21),
(/fl dy
2 dt —
('.es éfjualions ne doivent pas différer, au fond , des équa-
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'lions ( I O ) ot (il) f|UO nous a fournies la première méthode ; <•11 efl’ct, il est aisé de voir que les variables d’F.uler, p et q, sont liées à p et v par les formides
et , vu les expressions de P et Q, on trouve dp / b dp dij / b dj
v/P~V2 y'jq’ vQ~ V 2 ^n’
en posant, eonime on peut le faire, ci* + ic' = A.
Soient r^, les distances initiales du mobile aux deux centres fixes, A la vitesse initiale et oc l’angle que sa direction fait avec la ligne des centres; on en conclura les valeurs initiales dep, v, —■> ^ que nous désignerons parpm ’^D, u\, v', , à l’aide des éijuations
fio -t- = r„, fio — v„ = r,.
b COS a.
b sin a =
Po , , ,
vS ' \/ri —
Les valeurs des constantes arbitraires A, c seront ensuite fournies par les équations, déduites des formules (i 2) et (i 5 ),
f»o -t- Vo f*0 Vj
L’équation delà trajectoire peut s’écrire
i Vm i. v^n’
mais il peut arriver, comme on l’a déjà vu pour un ccr-
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tain état initial, que la trajectoire soit une ellipse ou une hyperbole ayant*pour foyers les deux centres fixes, auquel cas elle aura pour équation
f* = (Xg OU V = Vg.
Cependant cette solution échappe à l’intégrale générale (29) où fx et V sont essentiellement variables.
Pour éclaircir ce point, remarquons que l’équation différentielle (25) admet, outre l’intégrale générale, la solution singulière
MN— o, d’où M = o ou N = o.
L’équation M = o fournira pour p des valeurs constantes, et l’autre ]\ = o en fournira pour v; à ces valeurs répondront des ellipses ou des hyperboles qui pourront satisfaire à la question, si toulejbis les circonstances initiales le comportent.
Examinons, par exemple, quelles conditions doit remplir l’état initial du mobile pour qu’il décrive une ellipse ayant les centres fixes pour foyers.
■ On aura constamment dans ce cas
fX = p.,
et cette constante po est distincte de b , puisque autrement le mouvement aurait évidemment lieu suivant la droite FT’'; donc l’équation M = o donne
et, par suite, on tire de l’équation (28)
Po = "•
Cette première condition détermine la direction de la vitesse initiale tangente à l’ellipse décrite; car les équations (a) , dans lesquelles 011 posera a, = o, donnent
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Si l’on supposait que le point de départ du mobile lut situé sur le prolongement de la ligne des centres, on aurait Vo = , et tang « = oo ; la vitesse initiale serait donc per-
pcndicnlaire à l’axe, ce qui est , en efl'et , le caractère de la tangente au sommet d'une ellipse.
La condition p', == o n’est pas la seule ; il faut , en outre,
que l’on ait ^ j c’est-.à-dire que l’équation M = o
ait au moins deux racines égales à fto. Celte seconde condition a été établie par Lagrange [Mécanique analytique, tome II , page n5).
M. Serret l’a démontrée fort simplement [Journal de Mathématiques pures et appliquées , tome XIII , page 3o ) en remarquant que la trajectoire elliptique, indiquée par la solution singulière M — o, ne saurait convenir qu’au tant que l’intégrale générale (29) est en défaut-, d’où il
suit que l’intégrale définie \ ^ doit devenir infinie pour
P = fjt„ ; or cela exige que le polynôme M , qui déjà s’annule pour P =: po , contienne le facteur p — po à une puissance supérieure à la première. Ainsi l’équation M = o,
aura ses deux racines égales à po ; d’où l’oti eonclnt
îpo
et, par suite, la vitesse initiale A sera complètement déterminée par la formide (27)
po(pi, -H V,) p„ (p„ — Vj)
Digilized by Googlc
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Si l’on suppose tour à tour tjue le mobile ne soit soumis qu’à l’altraetion «l’un seul centre fixe F ou F', on devra faire successivenienl dans cette valeur de A’, g'~o , g=o', et, par cousé(juent, en désignant par A'*, A"*, les deux valeurs «jue prend alors le carré de la vitesse initiale , on voit qu’on aura ,
De là ce théorème , dû à Legendre :
Soit A' la vitesse nécessaire pour qu Un point matériel, placé en un point donné d'une ellipse dont F et V sont les J'ojers, décrive cette ellipse sous l’action d’une force attractive émanant du foyer F ; soit A " la vitesse nécessaire pour que le meme point décrive l’ellipse sous l’action d’une força attractive émanant du foyer ¥' : si ces deux forces agissent à la fois sur le mobile, et que sa vitesse initiale A soit égale «t \/A^* -+- A''*, d décrira encore la môme ellipse. (Les attractions suivent la loi ordinaire de l’inverse du carré des distances. )
L’hypothèse p—h correspond, comme on l’a dit plus haut, à un mouvement rectiligne; tlans ce cas, pour exprimer tfue l’équation M = o a deux racines égales à A, on aurait la seule équation
rà’-t- (g--t- g') A — A = o, el.parsuite, tanga = o.
La vitesse initiale devrait donc être dirigée suivant la ligne des centres FF'; mais sa grandeur resterait arbitraire, ce «juc l’on conçoit bien à priori.
2. Lagrange a fait voir le premier que les équations du mouvement sont encore réductibles aux quadratures, quand on ajoute un troisième centre fixe, placé au milieu de la droite qui joint les deux premiers, et attirant le mobile en raison directe de la simple distance.
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Eu ('Ilot, la l'onciion des forces devi(;nt alors
f ropré-sentaiit le pouvoir attractif du troisième centre O à l’imilé de distance, et R le rayon vecteur mené de ce centre au point mobile; or
Et l’on voit que celte expression satisfait encore à la condition d’intégrabilité
jj.’ — v’
seulcincut les intégrations seront plus compliquées que dans le cas précédent, et ne se réduiront plus à de simples fonctions elliptiques.
Les développements que nous avons donnés plus haut sur la solution singulière qu’admet l’équation dilférenticlle (su), subsisteront pour l’équation de la nouvelle trajectoire, sans autre modification que l’introduction, dans le polynôme fSI , des termes qui proviennent de l’attraclion_/.
La méthode que nous venons d’exposer s’étend :
^ 1°. Au mowement d’un point sur une sphère, en remplaçant les deux coni(jues planes homofocales par deux coniques sphériques dont l’intersection a lieu à angle droit, et détermine à chaque instant la position du mohile.
1 °. Au /uGiwernent d’un point sur un ellipsoïde en le coupant par deux systèmes à'hypçrboloïdes homofocaux qui tracent les lignes de courbure de sa surface.
d. l'n mobile est sollicité par une jorcc dirigée vers
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un centre fi.i f, et l'on proi>ose de dctenniner la loi suivant laquelle l'attraction doit varier avec la dùlance pour que la trajectoire soit ou une spirale hyperholique ayant pour pôle le centre Jïxe, ou une spirale logarithmique de même pôle, ou une circonférence de cercle passant par le centre fixe.
En parlant de la formule donnée par M. Binet,
où R désigne l’intensité de la force centrale, r la distance du molplc au centre, 0 l’angle du rayon vecteur avec une droite fixe, et c le double de l’aire constante décrite dans l’unité de temps, on trouve aisément :
Pour le cas de la spirale hyperbolique dont l’équation a
est r = -i
pour la spirale logarithmique dont l’équation est r = a^,
(même loi);
et pour le cas ilu cercle dont l’écjuation est r = a cos 6,
4. Déterminer le mouvement d’un point -matériel ni soumis à l'action de plusieurs forces dirigées vers des centres fixes, et respectivement proportionnelles aux distances de ce point à ces divers centres.
Soient X, y, z les coordonnées du point >n relatives à trois ax<!S rectangulaires quelconques ( fg. 68) ; fl, h, c les coordonnées du centre A ; p l’inlensiié de la force accélératrice qui émane de ce centre à runité de distance ; pr sera son iii-
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lensité à la distance A m = r; et comme elle est dirigée de m vers A, ses composantes seront
fx(a — x), p(c — z).
Si nous désignons par les mêmes lettres accentuées les quantités analogues pour les centres A', A",.--? nous aurons les trois équations
Mais il convient de leur donner une autre forme. La première de ces équations peut s’écrire
<lt ' \ U U fJL . . /
ou , si l’on jK)sc
fia -h [l'a' 4 - /'a'" -h. ■ ■ _
— (f + (*' + f*" ■+• • • •){“' On aura de même
(3) = (fi + (x' -+- fl" 4-. ..)(<■, — z),
en posant
fx/»4-fi7/4-fxV-)-... _ fl -t- (x' 4- (x" -H • . . "
fxc 4-tx'c’4-.V'f"4-... ^
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Los équalioiis ( 1 ), ( 2 ), (3) sont celles tlu mouvomont d’un point attiré par une force dirigée vers un contre (ixe (1 dont les coordonnées sont />i, c, . L'intensité de cette force accélératrice est (p + p' -h p" . .) mG; clic varie donc proportionnellement à la distance du point m au centre d’où elle émane. Pour définir la position de ce centre, concevons que les quantités p, p', p",.-- représentent des poids dont les centres de gravité soient placés en A, A', A",. . . ; le point G sera le centre de gravité du système de tous ces poids ; cela résulte évidemment des valeurs de Z»,, c,.
La détermination du mouvement du point ni est ainsi ramenée aux formules connues.
liemarque. — Cette réduction d<; toutes les forces d’attraction à une seule dirigée vers le centre de gravitéj du système des poids p, p', p'^..., est une conséquence des propriétés du centre de gravité, et l’on pouvait l’cn déduire sans calcul. En efl’et, prenons sur le prolongement de la droite Gm une distance arbitraire, et plaçons
en H le centre d'un poids*X tel , que le centre de gravité du système p, p', p",. . ■ , X tombe au point m ; pour cela , il faut et il suffit que l’on ait
X// (p -f- p’ H— p’^ -f- . . .) /w Cf .
Or on sait qu’un système de forces égales à wr, p'/, p"/'",..., X/i, et dirigées respectivement suivant les droites mA, ntA', wiA'',...,mH serait en équilibre; donc l’une d’elles, la force X/i, est égale et opposée h la résultante de toutes les autres ; donc ces dernières ont une résultante dont la grandeur est X/t ou (p -t- p^ -f- fJ-"---) mGel dont la direction est la droite niG.
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CHAPITRE IV
Si:n LE MOUVEMENT It’uNE SriIÈHE PESANTE ET IMTNLMENT PETITE PI.ACÉE HANS UN CANAL UECTIUGNE OU CIRCULAIRE QUI SE MEUT SITUANT UNE LOI DONNÉE.
I . Délcnnùtcr le mouvement d’une sphère injiuiment. petite, pesante, placée dans un tuhe cylindrique OA , d’un diamètre c^al à ccluide la sphère , et dont l’axe décrit d’un mouvement uniforme un cône droit autour de la verticale O z (fig. 69). On n’a pas égard au frottement.
Le principe des vitesses virtuelles, appliqué à l'équilibre des forces perdues par la sphère de niasse m, dont les coordonnées sont (x, y, z ) , fournit l’équation
Soit a l’angle constant zOA . , 0 l’angle POQ ; coinnic il croit proportionnellement au temps, on aura
6 = nt,
en prenant pour le plan dos zx la position initiale du plan s OA.
Les liaisons du système sont exprimées par l’équation précédente associée aux équations
.r = rsina cosO,
_y = rsin a sin 0 , z = r cos a ;
on en tire o x , dy , 0 en ayant soin de ne pas faire varier le temps t , ou, ce qui revient au même, l'azimut 0 -, cai', ii'i . I('s liaisons du sysiiTue dépendent du temps, et le
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tube dans lequel la splière m est assujeitie à rester, doit être eonsidéré comme conservant la position qu’il avait au momcntoii l’on imprime le déplacement virtuel. On a ainsi
O X = sin a cos d Sr,
S y = sin a sin 6 5c,
5z = cos a 5 r;
l’équation (i) devient, en omettant le facteur w et égalant
à zéro le coeiBcient de dr,
sin a cos 9 — — + sin a sin 9 — — 4- ( — . -f- S 1 cos a = o. dt' dt^ \dO “/
Pour éviter la transformation directe en coordonnées polaires des trois dérivées du second ordre qui entrent dans cette équation , on l’écrira d’abord ainsi :
Or
d’où
et
dt‘ dt^
Z — h er cos a = O
rff* ®
xdx -yydy -f- zdz = rdr.
xd‘‘x -y yd'‘y -t- zd'z = dr‘ rd'r — (rfx’ dy' 4- f/z’) ; maison a déjà vu (page 8 ) comment l’expression
( dx‘‘ 4 - c/r’ 4 - rfz’ )
se transformait en coordonnées polaires : seulement il faut remarquer qu’ici l’une des deux coordonnées angulaires (a ) est constante. On trouve ,
dx‘‘ 4 - dy'^ 4 - dz‘ = dr' 4 - r’ sin' \
par suite, l’équation du mouvement devient, toutes réductions faites,
dV dd^
— r sin a 1- s*:os a = o.
dt^ dO
Si le mouvement donné du tube n’était pas uniforme,
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— serait une fonetion comme de et la question serait ramenée à intégrer une équation linéaire du second ordre à coefficicuts variables et avec second membre, ce que l’on ne sait pas faire en général ; mais, dans le cas qui nous occupe,
— est égale à la constante // , et ré<|ualion (3) prend la forme
fl'r
Ifô
n' sin* a
dont l’intégrale est
g cos a ii‘ siii’ a
ffCOSa nfsîna — nf sin a
r — ^ — : = Ae -\-nc
sin* a
Les constantes A et R dépendent de la position et de la vitesse initiales de la sphère dans le tube.
Supposons qu’au commencement du mouvement la sphère ait été placée au soinm«-t ü, <;t lancée dans le tube avec la vitesse h ; on aura ,
pour r = O ; /• = ü ,
nk sin a — g cos a sin’ a
nk sin a -f- é' cos a 2 n‘ sin’ a
et
g cos a sin a — ^cosa «/sin a
n’sin’a 2/j’sm'a
nk sin g -I- g- cos a —nifincc 2«’ sin’ a
Distinguons trois cas :
i". Soit k ]>
g' cota «
La valeur de — que l’on tirera de l’équation précédente,
étant constamment positive,/" croit sans cesse avec tj le mobile s’éloigne donc indéfiniment de l’origine; la vitesse avec lat|uelleil décrit le tube croit aussi sans limite, à par-
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. 1 iw , <lr .
tir UE 1 epoque ou — altuinl un nunimum , époque marquée par l’équation
rfV ,, , 2«/sin«- nA’ sin a 4 - ff cosa
dt ’ nk sin a — g cos a
, ^cota
et alors r
2". Soit k —
L’expression de r se réduit à
sin’ a \ /
elle est constamment croissante, mais elle ne saurait dépasser ni même atteindre la limite ; la valeur de^
^ rt’ sin’ a dt
est décroissante et s’approche indéfiniment de o. Ainsi le mobile s’éloigne toujours de l’origine et s’approche, avec une vitesse indéfiniment décroissante , d’un point du tube
1 II • - Il • ^ g cos a . . ,,
distant de I origine de la quantité > sans jamais 1 at-
teindre.
Soit
„ ^cota , / *1 •
hn posant = A* , il vient
— - V — [/ic"‘ “ H- (2 /! + h\c~’"- *1 ;
« sin a 2 « sin a '
(If j
la valeur de — s’annule en passant du positif au négatif,
2 n sin a \
la valeur correspondante de r,
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csl un maximum. Le temps conuiiuaiu a croître, est
constanimenl négative, et sa valeur absolue croît jusiprà rinfini ; /'décroît jusqu’à rinîini négatif. Ainsi, le mobile , après s’ètre élevé dans le tube jusqu’à la distance
h -f- k — sj h -4- 2 /■ j , , - 1 1
— i -t redescendra , atteindra de nouveau
n sin a
l’origine -, puis (le tubeétant supposé indéfini en longueur) , le mobile continuera à le parcourir de haut en bas, avec une vitesse qui ira en croissant jusqu’à l’infini.
Si l’on supposait a = le tube décrirait un plan horizontal, et la pesanteur n’influerait plus sur le mouvement de la sphère qui serait donné par l’équation /■ = Bc""'.
Ce cas a été examiné par Bernoulli.
Pour réaliser l’iiypollièse où la sphère ne reçoit pas de vitesse initiale, supposons qu’elle soit retenue dans le tube par un fil inextensible, de longueur OA = /'o, attaché au point fixe O (fig- 70) , et que le fil vienne à se rompre au moment où l’axe du tube fait un angle 60 avec l’axe des x\ ou aura, pour t = o,
r — r^, —= o , et conséquemment A = B = — ;
donc
Soit CT l’arc de cercle de rayon OA, décrit pmidanl le temps t par le point A du tube avec lequel coïncidait la sphère au moment de la rupture du fil ; on a
Celte équation , comparée avec celle d’une chaînetle de
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paramètre r„ , nioiiln- que la trajectoire décrite par la sphère n est autre que la courbe qu’on obtiendrait en construisant d’abord la cbaîuettc LAL' de paramètre /’o, tangente par son sommet au cercle de rayon OA; puis enroulant la tangente AT sur le cercle, et portant les ordonnées MP de la cbainetlc de p en m sur les prolongements des rayons.
Considérons enfin le cas où le tube serait assujetti à tourner d'un mouvement uniforme autour d'un axe horizontal, perpendiculaire à sa direction. Ce tube décrit alors un plan vertical , comme une lunette méridienne.
Pour déterminer le mouvement de la sphère à l’aide des
calculs précédents , on fera a = et l’on supposera que la
pesanteur soit dirigée suivant le prolongement de l’axe des y considéré comme vertical; l'équation (i) prendra la forme
/rf’x . a‘Y . \
et l’on en tirera la suivante, analogue à l’équation ( 2 ),
Cette équation s’obtient encore par un autre procédé qu’on aurait pu suivre dans le premier cas : il consiste à introduire la pression iN exercée par le tube sur le mobile, ce qui permet de traiter celui-ci comme un point libre. On a ainsi les deux équations ;
avec
'dF ''
IF
-f-Nf-,
( .r = r cos 0 , ( y = ! siii 0.
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(Nous admettons que le mouvement de révolution du tube tende à augmenter l’angle AO a? = Ô.)
L’élimination de jN redonne l’équation (4)- Enfin celle-ci se transforme , comme on l’a vu dans le premier cas , en coortlonnées polaires; il vient
i/’r dtp
— r— h ? sin 0 = o.
dt^ df ®
Si l’on y remplace 0 par nt. o>, et qu’on intègre, on a
r=z-^ sin ( -t- f. ) -H A + Be- ~ 7, rP '
Nous laisserons aux lecteurs le soin de discuter cette intégrale. On pourra, par exemple, supposer que le tube parte de la direction borizontalc ( w = o), et que le mobile n’ait pas de vitesse initiale.
Les équations (5) feront ensuite connaître la valeur de la pression N à cbaque instant; on en tire
or
d’où
~di
- — N c gr cos 0 = O ;
xdy — ydx
dt
= r' di) ,
xd'y — yd'x
r/'O dr d(t
en remplaçant 0 par //t -t- w, il vient
xd'y — yd'x dr
dt' dt
et, par suite.
dr
N r= o.u — g cos (h/ -I- '•>) = 2 g CüS (nt -t- w )
H- 2 /i’(a«'"‘^'-'— Be‘
2. Une roue circulaire porte, à sa circonférence , un canal annulaire , dans l’intérieur duquel on a introduit
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une sphère homogène pesante m, d’un très-petit diamètre égal à celui du canal; cette roue s’appuie par un point de sa circonférence, sur un plan horizontal AOFi (üg. 71), et, par son centre S, sur un axe fixe vertical SO incliné au plan de la roue d’un angle connu OSB = a. On suppose qu’on fasse rouler la roue sur le plan horizontal , de manière que son point d’appui décrive un cercle de rayon OB avec une vitesse constante. Le cône droit dont l’axe est SO et le demi-angle au centre x , est ainsi touché successivement , suivant toutes ses génératnces, par le plan de la roue mobile.
On demande les lois du mouvement du centre de la sphère, abstraction faite du frottement.
(Une solution inexacte de ce problème a été donnée dans le tome XIX des Annales de Gergonne , page d6o. L’auteur prend pour expression de la force accélératrice ellbc-
tive qui anime le point »t, la quantité r étant le
rayon de la roue, et 6 l’angle que le rayon Sm fait avec un rayon lixe tracé dans le plan de la roue. Mais il y a là une erreur grave , dont l’elfet n’est rien moins que de confondre l’élément de la trajectoire réellement décrite par le mobile, avec l’élément de la circonférence de la roue.)
Prenons pour axe des z la verticale SO, et faisons passer le plan des z.v par l’arête SA, suivant laquelle la roue mobile touchait le cône à l’origine du mouvement; au bout du temps t, soient SB l’arête de contact, SC la position qu’occupe à cette époque, sur le plan de la roue, le rayon qui coïncidait primitivement avec SA ; S/n le rayon vecteur delà sphère : sa position sera déterminée par les angles
mSO = (p et PS.r = il/,
SP étant la projection horizontale de S/n; mais ces deux angles ne sont pas indépendants rtiii de l'autre.
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Soit 6 l’angle variable CS/;t ; si l’on désigne par A la vitesse constante cl donnée avec laquelle l’angle AOll est décrit, on aura
angle AOB = kt ;
et comme il résulte de la nature du mouvement que arc AB = arc BC ,
on en conclut
angle BSC = kt .sin a , et
angle wSB = 0 — kt sin a :
nous désignerons, pour abréger, ce dernier angle par w,
(1) w = Û — kt sin a.
Cela posé, il est facile d’exprimer les angles ^ et t|/ en fonction de w. En ellet, l’angle trièdre rectangle SOwt II donne d’abord
( 2 ) cos Ÿ = cos a cos O).
Soit SB' la projection horizontale de l’arête SB; on a = PSB' H- B' Sx = PSB' + BOA = PSB' -h kt.
PSB' mesure l’angle dièdre qui a pour arête SO dans ic trièdre déjà considéré. On a donc
par conséquent.
tang PSB' =
tangu sin a ’
kt -I- arc
tang U sin a
A l’aide des formules ( 2 ) et (3), le problème est ramené à déterminer w en fonction du temps. Comme nous n’avons ici qu’une seule fonction variable m, il suffira d’employer une seule des équations de Lagrange,
' da' _dT _
• ", ." dt du du ’
où V désigne la fonction des forces et '1' la moitié de la ■ «9
2qo troisième partie.
force vive du mobile. On a
V = mgr cos <j> = mgr cos a cos w , dz‘\ I
I — #» »-3 I L» — l— ^in ' cû ' — -
. . sin'ç ,
^ dt
dt
Si l’on substitue pour ^ et ^ leurs valeurs tirées des
formules (- 2 ) et (3), on trouve que l’expression de 'P se réduit à cette forme très-simple ,
T = - 2 sina./ w' -I- (1 — cos’a cos’oi)
En définitive , l’équation du mouvement est
r — — r cos’a COS 6> siii u 4^ -1- ff cos a sin M = o ; df
en la multipliant par 2 <7w, on l’intèg;re une première fois, et l’on a
r cos’a cos’ M — Ig cos a cos w c = O ,
c étant une constante arbitraire, qu’on déterminera d’après les circonstances initiales. Enfin, le calcul de <ù en fonction ‘ de t est ramené à une quadrature
J r*" -^^r.dtà
w» V 2 ^ COS a . cos M — A ’ r cos’ a cos’ u — c
cette intégrale ne peut être calculée que par approximation , excepté pour certaines valeurs de c. Si l’on fait k — o, ce qui revient à supposer la roue immobile, w se confond avec 9 , et l’on retrouve la formule ordinaire du pendule simple; seulement, la gravité g est ici remplacée par sa composante g cos a dans le plan de la roue.
ro étant connu en fonction de t par l'intégrale précédente, les équations ( 1 ), ( 2 ) et (3) ilonnent 0, Œ et ip en
fonction de la même variable. L’élimination de t entre les expressions de ® et fournit ensuite l’équation polaire de la surface conique décrite par le rayon vecteur de la sphère. Si l’on transforme cette dernière équation en coordonnées rectilignes, au moyen des relations
3=/‘cos!p, tang® = -5
cette transformée, combinée avec l’équation
détermine la courbe à double courbure décrite par le centre de la sphère dans l’espace ; enfin la vitesse de la sphère dans sa trajectoire sera également connue en fonction du temps par la formule ,
K do>\' . (Ira ^
,lt } dt '' > \
Considérons le cas particulier où l’on aurait, k l’origine du mouvement,
(ira
■ O et
dt
ou bien, ce qui revient au meme,
H ~ O et — = A sin a .
dt
C’est ce qui aura lieu si la sphère est primitivement en A dans le canal , et ({u’elle y reçoive une vite.sse initiale précisément égale à celle avec laquelle le rayon SA décrit la circonférence de la roue. Dans cette hypothèse, l’équation (4) donne
c= 3 g cos a — r- cos' a ,
et cette valeur, substituée dans l’équation (5), conduit à' l’intégrale
cos w ) [ k ‘ T ços’ a ( l H- cos « j — 3 g cos a J
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qu’on peut obtenir sous forme ûnie ; car, en posant
tang-|-w=«, /’rcos’a — gcosa = a, geosa — h, cette intégrale devient
J uyja — bu^ V « V • “ /
et, en remplaçant u par sa valeur, on a
1 1 /“ — \/ “ — ^ tang’ - M + sja'
tang — O)
Pour déterminer e', on fait, dans cette équation, t = o et M = O, d’où l’on conclut c' = o, et, par conséquent, tang~ w sei'a constamment nul.
Ainsi, dans l’état initial supposé, la sphère ne quitterait pas le plan horizontal , et décrirait le cercle AB avec une vitesse constante égale à Avsina.
La formule (5) s'intégrerait encore complètement, si l’on supposait un état initial tel, que la constante c fût nulle, et qu’en outre le coefficient de cos œ sous le radical
(iQ
fût égal à celui de cos^o). Soient et les valeurs ini-
dt
tiales de G et de — : l’hypothèse dans laquelle nous nous plaçons entraine les deux conditions
= cos’ a f OS 6, ( I — COS 0„ ) ,
g — X ’ r COS O
\dt . /
l’expression de dt prend alors la forme
V "y 9. cos o> ( I — cos w )
en désignant , jwur abréger, g cos a par h.
SI l’un l'ail
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tang y w = a ,
iy3
il vient (en prenant d’abord le signe-}-, ce qui suppose que w croisse avec
jr du
‘ y ^ U \Ji—iO ’
dont l’inlégrale est
Pour / = O , on a
don’c
tang-w’ ou «=tang-6,;
tang - 0,
Pour que celte valeur soit réelle, il faut que l’angle Oo soit au plus égala et alors la constante c' sera plus petite
que I, ou au plus égale .à i pour 0<, = -•
Résolvons l’intégrale précédente par rapport à u , et remplaçons cette variable par tang ^ w ; nous aurons
tang - W :
ai \/^
En prenant le signe — dans l’expression de dt^ on arrive
à la mèiné intégrale,
La valeur de tang - w peut s écrire ^ - ■> en posant
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La dérivée de celle quanlité, par rapport à M, est
2(1 — 1 NL)_
par conséquent, tant que l’on aura M<|[i, tang-j'» ira en croissanl avec le temps. La variable w atteindra donc un maximum pour la valeur de t qui satisfera à la condition
tangiw = I,
^ou a vu ci-dessus que — est plus grand que i ) ; à celle époque et, par suite,
TT
Ce maximum de w s’accorde bien avec l’expression diflérentielle
dt=i/ J ■ ■ ,
V " V 2 cos M ( 1 — cos w 1
Le temps continuant à croître, o décroît, puisque la dérivée de tangÿw devient négative, et ce décroissement continue indéfiniment, sans que w se réduise à zéro autrement que pour t = 00 .
La formule (i) donnera l’expression de 0 en fonction explicite do t ,
fit sin a -f- 2 . arc ( tang
mais la recherche des maxiiua et minima de cette variable serait dépourvue d’inlérét.
EXERCICES DE MÉCA.XK^UC.
'2ip
CHAPITRE V
Sun LK MOUVEMENT o'uN POINT MATÉRIEL ASSUJETTI A DÉCRIRE UNE COURBE PLANE TELLE, QUE LA PRESSION EXERCÉE SUR LA COURBE SOIT DANS UN RAPPORT DONNÉ AVEC LA FORCE CENTRIFUGE.
1 . l/n point matériel pesant est assujetti à descendre dans un plan vertical, le long d'une courbe telle, que le rapport de la pression exercée en chaque point par le mobile à la force centrifuge soit constant. On propose de déterminer cette courbe.
Soit AmB [Jig. 72) la courbe cherchée que nous rapporterons à deux axes rectangulaires O x, O , ce dernier dirigé dans le sens de la pesanteur. La pression au point m a
pour valeur ± g: > le signe -t- convient aux courbes
concaves vers l’axe des x, et le signe — aux courbes convexes; par conséquent, si l’on désigne par (ra -+- i) le rap-
port constant de cette force à la force centrifuge on doit
avoir
lix , p’ g -=z±n-.
as (5
Soit igh le cari'é de la vitesse au point de départ du mobile dont l’ordonnée est le principe 'des forces vives donne
v^=z7.g{y—y,->rh) = 7.g{y — k), eh posant, pour abréger, y a — h = h. * .
On a d’ailleurs
pdp • dy
dx
’’ ~ dx' ds
Digitizéd by Googie
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on regarde l’arc s comme croissant avec x-, le signe -I- de l’expression de p convient aux courbes convexes vers l’axe des X, et le signe — aux courbes concaves.
Lorsqu’on substituera ces valeurs dans l’équation (i), le double signe disparaîtra , et l’on aura
— dy a pdp
Bien que le facteur g ait disparu de cette équation, il n’en faut pas conclure que la courbe cherchée sera Indépendante de l’intensité de la pesanteur; car li , qui est le rapport du carré d’une vitesse à 2g, et par suite J, dépendent de cette intensité.
En intégrant, il vient
c étant une constante arbitraire; on en tire
J, a détermination delà trajectoire est ainsi ramenée à une quadrature qui n’est exécutable que pour certaines \aleurs de fl. ün peut se contenter de prendre le radical avec le signe +, ce qui donnera les points de la courbe dont Vj croit avec x; car l’intégrale qu’on obtient ainsi est générale. En prenant le signe — , on retomberait sur le même résultat.
• La /lidérenliellc préeédenle p<‘ul s intégrer dans ([ualre
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cas, savoir ;
D après la valeur de la pression (n les valeurs
positives de n doivcut répondre à des courbes concaves vers l’axe des x, et les valeurs négatives de n à des courbes convexes. Examinons ces dillercnts cas.
1°. n = i. La pression est double de la force centre-
f^ge-
La formule (g) devient
é-quation d'une cycloïde dont la base horizontale est distante de l'axe O a: de la ([uanlité h=ja — et dont le
cercle générateur a pour rayon -•
Soit PO PC = /i; on aura OC=/-.
l.,a base de la cycloïde sera l’horizontale CDE. Si l’on supposait /i = O, c’est-cà-dire si le mobile partait du point A sans vitesse initiale, l’origine de la cycloïde serai tau point A
lui-mènic. Le rayon -ducerclcgénérateurrestera arbitraire
tant qu’on n’assignera pas un second point B par lequel doit passer la courbe; si ce point est donné, on exprimera que scs coordonnées vérifient l’équation finie de la cycloïde, d’où l’on conclura la valeur de c; ou bien on pourra déterminer c par une construction géométrique fondée sur ce que toutes les cycloïdcs sont des courbes semblables, ainsi qu’on le fait dans le problème de la brachistoclirone.
Il résulte des calculs précédents que la courbe jouissant de la propriété que la pression exercée en cha<jue point pai- lin mobile pesant assujetti à la parcourir est double de la fcin-e centrifuge, n'esl' autre ipie la bracliistoclirone.
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Nous géuéraliserons plus bas celte propriélé- 2 “. n = — I . La pression est constamment nulle. La formule ( 2 ) donne
l’intégrale est
elle représente une parabole dont l’axe est vertical , et qui tourne sa convexité du côté de l’axe des x.
Ce résultat pouvait être prévu d’après les lois du mouvement d’un projectile dans le vide; on sait, en elïet, qu’il décrit librement une parabole dont l’axe est parallèle à la direction de la pesanteur, et dont la tangente à l’origine est la direction de la vitesse initiale. Il est clair que si l’on assujettit le mobile à se mouvoir dans un canal ayant précisément la forme de cette parabole, il n’y aura aucune réaction de la part du mobile contre les parois du canal.
3°. n = \. La pression est à la force centrifuge comme 3 est à 2 .
On a
d’où
équation d’un cercle de rayon arbitraire c, et dont le centre est distant de l’axe 'Ox de la quantité k = yo — k.
4°. n = — L La pression est moitié de la force centri-
On a
d’où . •
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En transportant l’origine au point (x = c ' = A), cette intégrale prend la l'orme
c’est l’équation d’une chainelte dont le sommet est à la distance c de l’axe des x.
2. Nous avons reconnu plus haut, dans le cas d’un mobile pesant, une propriété caractéristique de la bracliistochrone, savoir ; qu’elle est la courbe telle, que la pression exercée en chaque point par le mobile assujetti à la décrire est double de la force centrifuge. Celte propriété s’étend h la courbe plane décrite par un point matériel sous l’action d’une force quelconque, pourvu que le principe des forces vives ait lieu : c’est ce que nous allons faire voir.
Considérons un point matériel assujetti h rester dans un plan, et sollicité par une force dont les composantes X, Y satisfont .à la condition
X dx -y Y dy — f/.ç (x, y).
En désignant par e la vitesse du mobile, ou a
(3) I l•‘=^2lf{x,y}-hc,
c étant une constante arbitraire; et, par suite,
vdv
vdv
Soit {« -f- 1 ) le rapport de la pression à la force centrifuge ; les équations différentielles du mouvement prendront
la formq - _ .
d'x dv ' ■ , dy
■ (//’ ■ dx ■ * a d.i
dv . , v"- d.i
Ty-^!‘+^:
3oo
Pour en déduire l’équalion de la trajectoire, il faut éliminer le temps t ; à cet ell'et , il n’est pas nécessaire de combiner entre elles ces deux équations ; la première suffit, en ayant égard à l’équation (3), qui fait déjà connaître v en fonction de or et j .
donc
vdx
. ‘’rf. — —
d' X ds
~dÔ ~ Ils
ds
dv dx
ds ds
l'ar cette transformation, exprimée en fonction
de différentielles où la variable indépendante n’est plus le temps, mais telle variable qu’on voudra, l’arc s par exemple.
On a d’ailleurs
I dy P ds
ds ’
ces valeurs étant substituées dans la première des équatioiis du mouvement, il vient, toutes réductions faites,
dx
dv
dv d e
nv
ds .
dx
ds ds
Cette équation , dans laquelle u doit être remplacée par y'ao (x, y) -h c, ne renferme plus le temps; c’est donc l’équation de la trajectoire.
On aurait pu l’obtenir plus simplement en partant de rcxjiression connue de la pression N sur une courbe plane,
N = - -t- R cos 0,
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R désignaiil la force el 0 l’angle que sa direction fait avec la normale dirigée en dehors de la courbe. Car on a
dv dy dy dx
Rcos0 = — 0 -r ^ ~r ~r '> dx ds dv ds
donc
p’ p’ / riv dy dv d.v\
^"-^'^P=7~''\:dxt-:fy-d7)-
Réduisant, ctremplaçant - par la valeur employée ci-dessus, on a l’équation (4)-
Actuellement, supposons que le rapport constant de la
pression <à la force centrifuge doive être égal à 2 ; on aura
n = r , et l’équation (4) deviendra
(5) ds dv dv dx
ds dx ds ds
Il s’agit de démontrer que cette équation est celle d’une brachistochrone, c’est-à-dire de la courbe qu’un mobile,
sollicité par la force dont les composantes sont "^5 , doit
suivre pour aller d’un point (a:o,7o) à un autre (x, ,y, ) , dans le moindre temps possible.
En désignant par s l’arc de la brachistochrone qui doit être parcouru, la condition du minimum s’exprime par
n - 5ds ds 3 =ro;
est une fonction connue de x et r,
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Et les limites de l’intégrale étgut supposées fixes , on peut se borner à faire varier l’une des deux coordonnées , x par exemple : on a ainsi
S ~ = —— Sx-, I’ dx
d’ailleurs on a donc
ds S ds = dx'S dx ~ dx d Sx ,
fidx , ^ \
( — — do X -h ds — — J X I = O .
\ V ds dx j
Intégrant par parties le terme affecté de la double caractéristique d à , puis égalant à zéro le coefficient de d X sous le signe f, on a
ou
enfin
dx V ds
ds dv I ^ dx dx dv
!>’’ dx V ds ds v ‘ ’
, I ds du I dx
C'est l’équation (5).
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CHAPITRE VI
nE i.A coe'ude synchrone. — théorèmes sur les
BRACmSTOCHRONES.
i. On suppose une série de cycloïdcs Arn^ si-
tuées dans un plan vertical, issues d’un mémo point A, et ayant leurs hases sur une même horizontale A ,r (Cg. y3 ) 5 on propose de déterminer le lieu des points m , m',..., tels que les arcs de cjcloïdes, Am, Am',... soient parcourus dans le même temps par un point matériel pesant , parti de Asan s vitesse initiale, et assufcttià décrire successivement ces diverses courbes.
Ce lieu géométrique a reçu le nom de courbe synchrone .
Désignons par y/ — le temps nécessaire pour parcourir
les arcs de cycloïdes Am, Am',... ; h sera l’espace vertical que décrirait dans le même temps un mobile en chute libre; prenons sur la verticale Ay' une longueur AB = h,B sera le point de la courbe synchrone correspondant à une cycloïde dontle cercle générateur serait iniini. Soient OS = a le rayon du cercle générateur de la cycloïde Arn,x etjyles coordonnées du point m, rapportées aux axes Ax et Ay ; on aura
X = a, arc cos — y — y' ,
! ïh la a — r
i / = t / - arc cos ;
ou réduisant,
^2) X ■= y 7.ah — lay — y'' •
L’élimination de a entre ces deux équations fournira l’équation du lieu cherché.
On peut le construire par points de la manière suivante: si l’on mène du point ni au cercle ItiS, l’horizontale m«, on a
arc \ n ~ a. arc cos ■>
et, en vertu de l’équation (i) ,
arc I n = 2 a/< = y/ IS . AB .
Ainsi, en prenant un arc In, dont la longueur soit moyenne proportionnelle entre AB et IS; puis, menant par le point n une horizontale, le point m où cette droite coupera la cycloide AntS, appartiendra au lieu cherché. En faisant varier le diamètre IS , on construira autant de points que l’on voudra.
Sans éliminer a entre les équations (i) et (2), nous allons démontrer la principale propriété de la courbe synchrone •, c’est quelle coupe à angle droit toutes les cycloïdes,
Dillérentions l’équation (2) en y regardant a comme une fonction de jy déterminée par l’équation (1); il vient
^ y \ flu
dy yj •i.ay — y' \V y/ ^ay — y^jdy'
IL
VV 9.ay — y' ) dy lay — y» .
lay—y' et l’équation (1) donne
Elinunant— » on a dy
d’où
^ ~ dy ^ 7 . ay
dx V 2 a — V
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I ci ('St le eoeHieienl angulaire de la tangente à la synchrone.
Or l’ikjiialion diirérentielle de la cveloïde rorrespondante au même rayon n , est
ffr j ïa — y
dx~\ Y
L(ï produit de ees deux coefficients diffiérenticls est <?gal à — I , ce qui démontre la proposition énoncée.
2. Parmi toutes les cycloïdes qui ont une meme origine A, et leurs bases sur une meme horizon talc J déterminer celle qu’un corps pesant , parti de A sans vitesse, initiale, doit suiere. pour-atteindre, dans le moindre temps possible, une ligne donnécBC , droite ou courbe (fig. 74 )-
II est aisé de reconnaître que la cycloïde cherchée doit couper à angle drciitla ligne 15C. En ellet, sMl en était autrement, et qu’elle eût la position de la cycloïde Am' (pii coupc B(i sous un angle aigu Tm'm, la synchrone qui passe par le point m' , et qui coupe à angle droit la cycloïde Am' , étant prolongée au dehà de m' , passerait dans l’angle obtus mw'T', et conséquemment elle irait couper la cycloïdc Am, orthogonale à IIC , en un point 1 situé au delà de m par rapport à l’origine; l’arc Am moindre cjue AT serait parcouru dans un temps moindre (jue ce dernier, et par suite, dans un temps moindre que Am', ce qui est contre l'hypothèse.
Au reste, cette proposition n’c.'st qu’un cas particulier de ce théorème connu ; la brachisloclironc coupe à angle droit la courbe d’arrivée.
Supposons (pic la ligne BC soit droite; wB étant normale à la cycloïde cherchée Am, B sera Je point de contact du cercle générateur dans la position correspondante au point m , eu sorte (pie l’on aura
AB==arcB«/. ,
Donc, si l'on décrit un cercle auxiliaire BjU7 qui loiiclie en B la droite AB, la proportion
arcB(i ; AB ;; Bit ; BS
fera connaitre le diamètre BS du cercle générateur de la evcloïdc cherchée. '
Dans le cas particulier où la droite BC sera verticale , le point m où elle sera rencontrée par la cycloïdc sera le sommet de celle-ci , et la circonférence du cercle générateur sera double de A B.
yi nnlrlifjiiemcnt ^ si l’on désigne par m le coclficicnt angvilaire de la droite BC , et par d la longueur AB, on aura , pour déterminer la cycloïde et le point d’incidence m , les deux équations
Quand rn — zc, ona 2«, et, par suite, d = rn. l.e point r/t est alors au sommet S de la cycloïde.
(Cette question avait été proposée par Jacques Bernoulli à son frère Jean, avec promesse d’un prix de cinquante écus : yietes de Leipsig, 1697.)
d. La question précédente est comprise comme cas particulier dans une proposition qui sera énoncée plus bas, après que nous aurons généralisé la notion des courbes hrachistochroncs .
Nous considérerons un point matériel assujetti .à se mouvoir sur une surface donnée dont l’équation est
et sollicité par une force dont les composantes satisl'out à la condition
X</,r + Y f/> + Zrfz rf.iy (.r, y, z).
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La bracliislochrone est la courbe que ce mobile doit suivre pour aller d’un point de la surface à un autre dans un temps plus court qu’en suivant toute autre courbe voisine située sur cette surface.
La méthode des variations , appliquée comme on l’a fait dans la question précédente, fournira pour les équations de la brachislocbrone,
dx
, 1 dx
ds
di
dx
V ds ds
dx
dV
F(x, J, s) = o; y désigne la vitesse du mobile , et l’on a f’ = 2Ç (x, X, z) + C.
Cela posé, voici la proposition de Bernoulli généralisée ; si l’on suppose une série de bracbistochrones issues d’un même point A et situées sur une surface donnée, le lieu des points M, M' tels, que les arcs AM, AM' soient parcourus dans le même temps par un mobile animé d’une même vitesse initiale, est une courbe qui coupe à angle droit chaque bracbistochrone.
(Le lecteur pourra consulter, pour la démonstration de ce théorème et des suivants, une Thèse de M. Roger insérée dans le tome XIII du Journal de Mathémaliques de M. Liouville.)
i. Nous terminerons ce chapitre eu énonçant quelques autres propositions faciles à démontrer sur les brachistochroncs.
i". Soient Xo, Jai ^0 les coordonnéesdu point de départ du mobile où la vitesse o sera supposée nulle; on aura, pour un point quelconque x , y, z,
c-’= 2[y{x,jr, z) — ç(x,,^„, 3,)].
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Cela posé, 1? brachistoclirone coupera à angle droil, au point de départ, la courbe d’intersection des deux surfaces
( P = O, ou ç (x, y, a) = const.
La surface [ç (a;, y, z) — const.] pour tous les points de laquelle e a la même valeur, est dite surface de nweau. Par chaque point de la surface [F z) = o] , il passe une
surface de niveau , et l’intersection des deux surfaces est dite courbe de niveau; la proposition précédente peut donc s’énoncer ainsi :
^u point de dépatt, et plus généralement aux points de la trajectoire où la vitesse du mobile se trouvera nulle, la brachistoclirone, coupera à angle droit la courbe de niveau correspondante .
2 ”. Si la surface [F [x, j', z) = o] se confond avec une surface de niveau [® z) = const.], la bracliistochrone
se réduira à la ligne la plus courte qu’on puisse tracer sur la surface du point de départ au point d’arrivée, dite ligne géodésique.
3”. La surface [F z) = o] restant quelconque, si
le mobile lancé avec une vitesse initiale n’est soumis à l’action d’aucune force, la bracliistochrone se réduira encore à la ligne géodésique.
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CHAPITRE VII
fiUll LE AIOUVKMENT u’i.N POINT .MATÉRIEL PESANT ASSUJETTI A DÉCRIRE UNE COURBE DONNÉE DANS UN MILIEU RÉSISTANT. DIVERS CAS DE TAUTOCHRONISME.
I . Ij a point materiel pesant se meut dans un milieu dont la résistance K est supposée proportionnelle au carré de la vitesse v,
ce point est en outre assujetti à décrire dans un plan vertical la courbe définie par l’étpintion
ax = e"' — ns — i
(dans laquelle s désigne l’arc compté à partir du point le plus bas, X l’abscisse de l’exlréinité de cet are rapportée à un axe vertical et dirigé en sens inverse de la pesanteur, a un paramètre constant).
On propose de déterminer les lois du mouvement.
Soit A le point le plus bas de la courbe {fig. 75), et supposons que le mobile descende de B vers A ; la force tangenliell e au point m ayant pour expression
dx ds-
^di~"ir‘
l’équation du mouvement est d\s
dô
On tire de l’équalioii (i)
dx
^Ts
ds^
dt^
dx _ K i)
ds n
3io
val^r qu’il faut substituer dans l’équation précédente; il vient
Pour intégrer, on change de variable indépendante en posant
ds d'‘s udu
— =u, d ou ——=——5 dt do ds
et l’on est conduit à une équation linéaire du premier ordre dont l’intégrale est
Nous supposerons , pour déterminer la constante c , que le mobile part du point B sans vitesse initiale. Soit a. la longueur de l’arc AB ; on aura , pour s —
u = o, d’oü —
et substituant cette valeur, il vient
a* ou ^ = — +
OU
= £ c'*"’ - iV — fe-"’’ — i)=l.
Cette équation donnera la vitesse du mobile en chaque point do la trajectoire, quand on connaîtra la valeur de l’arc s en ce point.
On obtient ensuite t en fonction de s par une quadrature ; à cet ell’et, on tire de l’équation précédente la valeur de (il. Si l’on pose
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et rciiiplaçanl z , par leurs valeurs , on a
Pour avoir le temps T que met le mobile à tleseendre d<! lî en A , il faut faire dans l’une ou l’autre des deux dernières formules , s = o , d’où
Cette valeur est indépendante de à. Ainsi , quelle que soit la hauteur du point de départ, le mobile arrivera toujours dans le même temps au point le plus bas de sa trajectoire. La eourbe que représente rétjuatiou (i) <!sl done. tautoclironc , pour le milieu résistant dont il s’agit.
Actuellement, de l’équation (2) on tire aisément la vitesse ^ fonction du temps; il vient
Mous ne nous arrêterons pas à la discussion de la formule précédente, non plus ([u’à l’exanien du cas où la valeur de a est supposée assez petite pour qu’on puisse négliger son carré.
2. La niénui trajectoire étant donnée, proposons-nous de déterminer les lois du mouvement , en supposant que la résistance du milieu soit en partie proportionnelle à la première puissance de la vitesse , et en partie proportionnelle à son car/'é.
Soit done
Bien que la loi de la résistance soit changée , il est remarquable, ainsi cpi’on va le voir, que V introduction du terme mv dans F expression de. R, >é altère pas le tautochronisme.
T/équation du mouvement est
du
(tr
ds
ds-
■ — <r ni — n — — = o ,
f/.v dt dt ’
/ ds\ . dx n(e“ — I
{s' = T ): Cl, SI I on remplace -, par — ^
\ dt J ' ds a
d~‘ ,ï ne , , ds ds'
dt'' a ' ' dt dt^
i OU a
Le simple chaugemeul de vaiâable, employé dans le problème précédent, ne suilirait plus ici poui’ intégrer l'équation.
Posons, a\ec Euler,
ds
de ^ '
d’oil
dr
,hS I VI
U du
substituant ces valeurs dans ré(|ualion diirércnticllc , et supprimant le facteur comuinn e‘" — i, on trouve
H du « '■
! r'“ — 11-, -1 r niu mû — o :
ds n
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les variables se séparent iiiiiuéilialeineiU. Posons, pour 1 . "i)'
abretrer, — = / ; nous aurons
(Is ’ U du
Or,
i + ma -}- ntd t~ ds
et
udu ' w,
= — I (X -f- mu -f- im
X -f- mu -f- ««’ a
du
■ mu 4- nid
du
— s’exprimera parla méthode or-
I^’intéerale . .
' ‘ mu 4- nid
dinaire, au moyen d’un arc tangente ou d’un logarithme , selon que les racines de l’équation X4-m«4- =o seront imaginaires ou réelles.
On a d’ailleurs
ds
tlone
dt z=
dt =
i. 4- mu 4- nid
.Ainsi , le temps nécessaire au mobile pour décrire un arc tic
.sa traiecioire dépend de l;i lucine intégrale / ;
■’ ‘ J X 4- mu 4- nid
Au point de départ,
s — -J. et — = O, <1 ou h = O.
dt
.\u point le plus bas , '
Soit donc T le temps que met le mobile à dt-scendre de 15 en A; on aura
— du
X + mu 4- nid
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Cf temps est éviiloinuuTU imlépeuduiilde a. : ainsi , la coui hc est encore tautochrone.
En intégrant par arc langcnlo, ce qui suppose 4 ^ O ,
on trouve
/ m TT \
= I arc tang — i .
L’éfjuation (i) ne renfermant pas le coellicienl m, il en résulte que la courbe tautochrone restera la même, quelle que soit la partie de la résistance du milieu proportionnelle à la première puissance de la vitesse. Mais le lemjts de la descente est modifié par ce coefficient. |
3. Cette propriété du tautochronisme a été établie, d'une manière générale, par Lagrange ('*').
Cet illustre géomètre a donné, pour expression générale de la force tangenlielle F sur une courbe tautocbronc ,
e désigne la vitesse du mobile , ^ une fonction quelconque
de l’arc s, et cr une fonction quelconque du rapport
En disposant convenablement des deux fonctions arbitraires ^ cl CT, on peut vérifier que cette formule reproduit bien la. composante tangcntielle de la force qui sollicite le mobile dans le problème précédent.
En (îflèt, prenons
et
I*) Mornoire» lie rAcaïU'inir ctü fii'ilin , iiiwivcs ijG i.ei i""
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il vient
F = X — i) — «11’ — nt>’.
mv — «f ,
i. Eniiii, supposons la résistance du milieu compli- (juée d’un troisième tenue constant k, on sorte que son expression devienne
R = X' -+- iiiv m>\
et qu'en même temps on modifie l’équation de la trajectoire en y introduisant un terme dépendant de A, savoir,
ax — e'" — «Il
celle nouvelle courbe sera encore tautochrone. En eflet, on voit de suite, par rekpression de
dx
ds
que les termes où entre k disparaissent d’eux-mèmes île l’équation dillérentielle du mouvement, et l'on a, comme dans le cas précédent ,
dp
ds ' dt
ds‘‘
dp
Ainsi, les mêmes calculs sont applicables, et les conséquenees relatives au tautochronisme subsistent; seulement, il faut remarquer que la tangente au point A n’est plus horizontale; car
dx h
Pour r = o, on a
ds g
Cette valeur du cosinus de l’angle que fait la tangente en A avec la verticale exige que la conslanle A soit plus |)ctite
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que g. Celle eotidiliuii est, en ellet, toujours remplie dans la nalure par la résistance des milieux , Jaquel le esl une force beaucoup plus petite que la pesanteur.
La valeur du temps T nécessaire au mobile pour aller de 11 en A sera encore donnée par la formule
‘ — du
\ + niu nid
elle ne dépend pas de la constante k: ainsi le temps ne sera allécté que par les parties de la résistance du milieu (pii sont proportionnelles à la première et à la seconde puissance de e. Ces particularités ont été signalées pour la première fois par Euler
EXERCICES nr. MÉCANlQliE.
CHAPITRE PRE3IIER
MODVEMEfiT I1F DEl X MASSES ATTACIIÉE;S AUX EXTBIvMITÉS n’uXE VEBGE IIVFLEXIBI.E QUI PEUT GLISSER ET TOURNER DANS UN PLAN.
Deux point.'! de ma.s.'ie.'! m, ni' .sont attachés aii.r extrémités d’une droite sans masse AA' (fig. ’jG) t/ui peut glisser sur un plan horizontal à travers un anneau, mobile luimerne autour de .son centre qui e.sf fixé, sur le plan. On proposé de déterminer le mouvement du .système.
La verge élaiit en repos dans la position AA', et les points m et m ' étant à des distances données de l'anneau ü, on met la verge en mouvement en imprimant à la masse m, située en A, une percussion horizontale perpendiculaire à AA'.
Soient O A = ;’o , OA' = / ' , O/u = r, O m' = / la lon-
gueur de la verge; on a
Le problème sera résolu quand on connaîtra les valeurs du rayon vecteur r et de l'angle mOA = 0 en fonction du temps.
Soient (x, y), (a:', j') les coordonnées rectangulaires de m et m' rapportées aux axes OAx, f) y ; e, v' les vitesses de ces deux points an bout du temps t.
Le principe des forces vives et celui des aires fournissent immédiatement deux intégrales premières di-s équations du
inouveniciu
TnOtSIEME VARTIE.
wi>’ //iV'- =r A ,
m {xdy — ydx) -t- /«' [x'dy' — y'dx') = Brf/,
A et B étant des constantes arbitraires.
Il convient d’y introduire les coordonnées polaires; on a
, dr'-y-r>d^' „ dr^-^r'^d^-^ ,,,
.= — , {dr=-dr),
xdy — ydx—r'dfi, x'dy' — y'dx'~r'^d^.
Ces valeurs, substituées dans les équations précédentes, donnent
[m 4- rn')
dr>
■ {mr' -
dt
dt'
'dt
Déterminons les constantes A et B :
Si la vitesse initiale eo de la masse m est donnée immé-
diatement , on en conclj^t la vitesse de /«', i'I = .^»et, par suite,
\dt/„ \dt /„ r,
A = ^ (/nrj -f- m'r; ’), B = ^ {mr] + „/ r[ ’).
La détermination des constantes n’est plus aussi simple si , au lieu de donner la vitesse initiale eo , on fait connaître seulement la percussion P imprimée perpendiculairement à la tige.
Le principe de d’Alembert appliqué aux percussions fournit alors l’équation
dans laquelle on doit remplacer dx, dy, dx\ dy\ âx, à y,
ax', (?V par leurs valeurs on r et 0 tirées des relations
1 ,r = /-cosO, ( .r' = — r'cosO,
1 r = rsiii 0, I 4 — — r sin 0,
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puis OU égaliM'a à zôro les coofïiricnls <l<‘s varialious itulepcndantcs âr, dO. ün troiivora ainsi
El , par suiti!,
fiir] + m r.
B= Pr„,
Ac’luclIemeiU , si l’on élimine ^ outre K» équations (i) et (a) et (ju’on remplaee A et 11 par leurs valeurs, il vient
(3) V /" =Pr„ 4 / — - — — 7 --, — —
Cette équation fait connaître le mouvement de glissement de la verge à travers l’anneau. On a ensuite, pour déterminer la rotation autour du centre O, l'équation (a) ou
lit mr'-i-m'r''
En divisant ces deux équations l’une par l'autre, on élimine dt et l’on a l’équation diirérenticllc de la trajectoire du point m. Comme la variable G n’y entre que par sa dilYérentielle, le problème est ramené aux quadratures. 11 est à remarquer que l’équation de la trajectoire ne dépendra pas de la percussion, puisque le facteur P disparait de luinième.
On simplifiera les formules précédentes par la considération du centre de gravité du système. Soient R la distance de ce centre à l’origine au bout, du temps t , Ro sa distance initiale , M la somme des masses m m', MK’ le moment d’inertie du système par rapport à un axe perpendiculaire à la verge et passant par le centre de gravité; on a
wr’ /»' r'’ = M ( IC + K’; ; d’aiileiiis
TIIOISIF.MK l'AIlTlE.
Les équations (3) et (4) se transforment dans les sui-
vantes :
r/0 = VR; + K-
Cette dernière est l’éqnatiou différentielle de la trajectoire décrite par le centre de gravite.
Pour que -^soit réel, il faut que R surpasse R»; ainsi,
à partir de l’instant où le mouvement commence, R va en croissant, et la verge glisse dans l’aTineau du côté où se trouve déjà le centre de gravité. Celui-ci s’éloigne de plus
en plus de l’origine, car ^ ne saurait s’annuler pour une
valeur de R supérieure à Ro; en même temps, la vitesse de
rotation décroit de plus en plus, car diminue quand R
augmente.
Les différentielles (5) et (6) ne sont pas intégrables; on les transforme aisément en fonctions elliptiques de première et de troisième espèctî, en posant
il Vient
' ' P /•„ V 1 — c’ sin’ (p ( I — sin’ y) 1 — c' sin’ o J
On pourra ainsi calculer les valeurs numériques de 6 et de t correspondantes .à des valeurs données de R, au moj'en des Tables de Legendre.
.Si, h 1 origine du mouvement, le centre de gravité du svsième coïncidait avec le point fixe U, on aurait l«o= o.
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l'i l'équatioii (()) deviendrait
Rf/R
dH-.
dont rintéffiale est
c désignant la constante arbitraire.
Mais pour 0 = o, on doit avoir H = o ; donc c = oo , et , par suite, on aura constamiucnt
Ainsi, dans ce cas, le centre de gravité du système demeure Immobile^ la tige ne glisse pas dans l’anneau, et chacune des masses nt, m' décrit un cercle. Ce mouvement circulaire est d’ailleurs uniforme, car — a une valeur
’ dt
constante r —
MK'
On pouvait prévoir ces derniers résultats : en cllet, la (i /*
valeur initiale *^*^®°*^ nulle, il est évident que., dans
le premier instant dt^ la tige va tourner sans glisser autour du centre O 5 les deux points m, m! commencent donc à décrire deux arcs de cercle; mais les forces centrifuges qui résultent de ces mouvements (mrw*, m'r' w*) sont égales, puisque , le centre de gravité étant à l’origine , on a mr= m' r' et comme ces forces agissent en sens contraire dans la direction de la tige, elles se détruisent. Doue, pendant l’instant suivant le mouvement continuera sur les mêmes cercles et avec la môme vitesse angulaire.
Il n’en est plus ainsi quand le centre de gravité est à droite ou à gauche de l’origine; la tige glisse en môme temps qu'elle tourne , du côté où mr e.st le plus grand , c’est-à-dire du ( ôté de l’anneau où sc trouve déjà le centre de gravité.
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SLR LE CHOC DE DEUX CORPS SPHÉRIQUES
t . Ijnc sfj/ière S, parfaitement élastique et homogène , est posée sur un plan horizontal, à une distance donnée Al) d’un plan vertical inébranlable MN également doué d’une élasticité parfaite (fig. yy). Cette sphère, en repos, est choquée par une autre sphère S', dont le centre est animé d’une vitesse V dans le sens AB, et , après s’étre réfléchie contre le plan MN , elle vient de nouveau\encontrc.r la sphère S' en un point déterminé O de la droite AB. On propose d’assigner la relation qui existe entre les rayons des deux sphères et les distances AB, OB.
Soieii t Tl le rayon de la sphère S , R' celui de S' ; AB = « , OB = ^. liCs masses des deux sphères peuvent être représentées par les cubes de leurs rayons; et il résulte de la théorie du choc des corps sphériques élastiques , que les \itesses des deux sphères S , S , après la première rencontre, srroni respectivement
Pour qu’elles soient de même sens, le rayon R' devra surpasser B.
Ensuite la sphère Sia parcourir l’espace AB -f- OB — DA ou a b — 2 B , pendant (jiie S' parcourra resjiaec DO ou a — h -t- 9. B ; on aura don<' la proportion
Il — è t ■ 9. R : Il
dOii
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Celle rchtliiui est indépvndatiU; de. la r'defso \ . Pour la siiiiplifiur, posons
b — 2 R = rt' ;
a! désigne la distance A' lî analogue à A 15 , et l'on a ( I ) ( R'’ +■ R^ ) a 3 R'^ — R ‘ ) a’.
Trois des fjuatre quantités a , n', U ,t 11', étant données , on pourra déterminer la quatrième.
Soient donnés « , H , on tire R'"-)-R>
" “ Fr'^ — R> "■
A mesure (|ue 11' augmente, a' diminue , et pour P' = ao ,
on aurait a' = Ainsi, après la seconde rencontre, le
point A de la sphère choquée (diamétralement opjiosé ;'f celui où le choc a lieu) est toujours distant du plan de réllexion MIN, d’une quantité plus grande que le tiers di; sa distance primitive à ce plan, et il se rapproche indéfiniment de cette limite, si l’on suppose que le rayon d<- la sphère choquante aille en croissant jnsipi’à l'inlini.
On trouve pour les vitesses respectives des sphèrt^s S'. S, après le second choc,
(R'/ — R>)’— aR'R''^, 4R'’(R'‘-- R") ..
pour <|ue la première soit positive, c’est-à-ilire pour ipie la sphère choquante continue à se mouvoir dans le sens AU, il faut que l’on ait
R'>R^aH-\/j,
et , dans ce cas, on calculera aisément, comme ci-dessus, la positifin <lu point où aura lieti le troisième choc, et ainsi de suite.
y. Doux <fjldrrs ôhntiojuo^ ot honioi;<‘nrs S , S' ( fig. 78)
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ont leurs centres sur une meme verticale -, on les laisse tomber en meme temps , sans leur imprimer de vitesses , en sorte que la sphère inférieure S', atteignant lu première un plan horizontal fixe MN également doué d’ une élasticité parfaite, est réfléchie vers la sphère supérieure et la choque en un certain point O ; puis , les deux sphères continuant à se mouvoir, une seconde réflexion de S' a lieu sur le plan, suivie d’un second choc des deux sphères en un point O', etc.
On propose d 'assigner les relations qui existent entre les rayons des sphères, leurs distances initiales au plan M.\, et les distances des points on elles se choquent à ce plan-, les vitesses des deux corps après le choc, etc.
Pour simplifier les formules, nouç rapporterons les distances, non au plan MN, mais à un plan parallèle M'N', distant du premier d’une quantité DC égale au diamètre de la sptcrc S'. Soient donc OD = x , AD = a. A' D = a'.
La sphère S descend de A en O dans le temps y' -(a — x). La sphère S' parcourt d’ahord rospaec A'D dans le temps
-a'; puis elle remonte de D en O dans un temps égal à
la différence entre les temps qu’elle mettrait à tomber de
A' en D et de A' en O , c’est-à-dire y/2 a' — ^ ^ 1
Le temps total nécessaire à la sphère S' pour accouqdir son mouvement est donc
Par suite, on aura l’équation
d’où
fa — X = 2 fa' — \ja' — x ; (a — a' ) ( g a'i — a )
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valeur laeile à eoiislruire par (jualrième proportioiuioUn. Dii peut encore écrire
hlQa’ — b)
iti a
en désignant par b la ilislance initiale AA' des deux splières. Deux des trois quantités a (ou /.»), a' et x étant données, on saura trouver la troisième. Par exemple, si l’on demandait la longueur d’un fil AA' à l’aide duquel la sphère S' serait suspendue au-tlessous de S, de sorte que ce fil étant rompu , le choc des deux sphères après réflexion eût lieu en un point donné O, on tirerait de l’équation préeédente , ou mieux de l’équation ( 2) , après une élévation au carré ,
AA' ou rt — «' = 4[rt'— x)] = 4(A'D — A'H)=4.DK..
Le calcul des vitesses des deux sjihères , avant et après le choc, u’ollre aucune difficulté; nous ne nous y arrêterons pas.
3 . Une sphère élastûpie S ( fig. 79) est tombée d'une certaine hauteur sur un plan horizontal élastique et inébranlable ÛIJV, et, au moment où elle se tvfléchit verticalement de A vers z , une autre sphère S' commence à tomber dans la même verticale , à partir d'un point donné lî, et les deux sphères se choquent en un point O , dans des conditions telles, qu après le choc elles reprennent des vitesses respectivement égales, mais de sens contraire à celles qu elles avaient avant le choc , et que la sphère S' remonte à son point de dépait B dans un temps précisément égal à celui que la sphère S emploie à atteindre de nouveau le plan. Les deux sphères parvenues en A et B se retrouvent ainsidans tes memes circonstances qu'au commencement, et par suite elles reviennent de nouveau se choquer en O , et ainsi de suite indéfiniment. On.propose d’assigner les relations qui existent, par suite des conditions du problème , entre les rayons des deux sphères , la hauteur initiale de
cJiiiU; (le la sphère S, la hauteur de chute de la sphère S' et la hauteur du point de rencontre.
Soient R, R' les rayons des sphères S, S'; prenons AC = 2 R', et rapportons les distances au plan M'CiV' parallèle à MA’ ; soient lîC = a , OC = h.
La sphère S', parvenue en O, aura, avant le choc, une
vitesse ,
la sphère S, ayant remonté de C en O , aura , avant le choc , une vitesse négative
y désignant la hauteur initiale de chute de cette sphère . c’est-à-dire la hauteur à laquelle elle s’élèverait jusqu à ce cjue sa vitesse fût réduite à zéro , si la sphère S' ne s’y opjx)salt pas.
Après le choc, les deux sphères doivent, pour satisfaire à l’énoncé, posséder des vitesses respectivement égales à celles qu’elles avalent auparavant, mais dirigées en sens contraire. Or, la théorie du choc de deux corps élastiques dont les masses sont m, m', et les vitesscs\ , \ , donne, poulies vitesses après le choc ,
a(wV -H m'V') _ a(wV -t- m‘\' ) _ m ,-h ni' ’ ni -I- in
pour que ces vitesses se réduisent respectivement à — \,
V', il faut que les quantités de mouvement m\, w' V '
soiimt égales et contraires. Par conséquent, on aura, en observant que les masses sont entre elles comme les cubes des rayons , ■ • ,
sJ y — b — R'“ V« — *•
De ])lus, le temps que met la sphère S' pour descendre de I» en O étant i /- {a — b), cl le temps (|u’emploie S pour re-
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monter
de C en O étant — (j “
on aura
\Ja — bz=z\Jy — ’Jy — h.
Ces deux équations feront connaître j et en lonction /R'\’
de rt, R, H'. Soit (—!=«; la première donne
y — h = n}{a — h), et, substituant dans la seconde, on a
\Ja — b = \j b -f- n' [a — b)~ n\j a — /> ,
d’où
-f- ln)
enfin
11 ne faut pas oublier cjue tous ces résultats supposent une élasticité parfaüc , «[ui n’a pas lien rigoureusement dans la nature
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CHAPITRE III
SE R LE MOUVEMEHT d’uNE TIOE PESAKTE.
1 . Déterminer le mouvement d'une tige pesante, homogène et d’une épaisseur constante , dont les extrémités s' appuient sur deux droites fixes, l’une verticale. Vautre horizontale. (On n’a pas égard au frottement.)
Le système étant à liaisons complètes, il suffira de recourir au principe des forces vives, qui fournira une équation différentielle du premier ordre, propre à déterminer l’unique inconnue du problème, savoir, l'angle variable que fait la tige avec la verticale. Soient AB (yîg^.80) ladirection de la tige au bout du temps t, 0 l’angle qu’elle fait avec la verticale O7, M sa masse, l sa longueur, v la vitesse de l’un de ses points dont la masse est m, et dont les coordonnées rapportées aux deux droites fixes sont désignées par x et f, r la distance Am, y, l’ordonnée du centre degravité G; on a
ï mi-’ = r — 22 mgy = c — ig M J'i >
ou, comme yi= - cos G,
1 inv- = r — M / cos 0 ;
c est uneronstantc arbitraire. On a d’ailleuis
,r=:rsinO, y = (l — /'IcosG, ^
^ fl.r' -y fiy^ + — 2 /c) sin’ 6 J f/0-
dp dt^
donc
dtp
— - 2«i -t- (/- — 2 //) sin’ 0) = (■ — g M /c(Ts 0.
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Si l'on suppose la barre liomogène et trépaisseur couslantc, celte équalion se simplilic nolablemeiil, parce que le terme en sin’ 0 disparaît du premier membre. La masse tu de chaque élément peut alors être représentée par ,sa longueur dr, et la masse M par /; on a
J^itir' = J r’(lr = —,
I (/= — 2/r)f/r= sin’ Û (/’ — /') = o.
L’équation du mouvement se réduit donc à l dO*
3 dt
• = c — s cosO.
Pour déterminer la constante c, supposons qu’à l’origine du mouvement, la tige inclinée d’un angle a ait reçu une
percussion à laquelle corresponde une valeur e i
et, par suite,
c= + g cos a.
dO^ 'is ,
— = e’ -I j- ( cos a — cos & 1 .
dt' l
Cette équation coïncide avec celle qui déterminerait les oscillations d’un pendule simple de longueur primitivement écarté de la verticale d’un angle n et animé d’une vitesse angulaire s, en supposant de plus que la pesanteur agît de bas en haut, dans le sens Oy.
Ainsi donc, si l’on suspendait au point O un semblable pendule Om', les positions successives qu’il prendrait dans le plan y'Ox, seraient à chafpie instant parallèles à cclle.s que prend la lige dans son mouvement.
3!î() ruoisiÉME rAiiTiE.
INous avons tonsicléré commi: connue la valeur initiale £
de ^ : si l’on no donne que rinlensile P de la percussion
appliquée en un point déterminé I de la barre (Jig. 8i), on devra calculer ç de la manière suivante ;
Le principe de d’Alerabcrt, appliqué aux forces instantanées, fournit l'équation ^
X„rîx„-|-
Xo, Yo désignant les composantes de lapercussion, etu'o,ro les coordonnées de son point d’application. Le terme soumis au signe ^ se rapporte tà un point quelconque de la
barre, à l’origine du temps. Soit AI = c; les liaisons du système s’expriment par les équations
= c sin a, / — f) cos a,
j: = r sin 3t, »• = ( / — r) cos a,
d’où l’on tire les valeurs de âx^, âjoi dx, àj, en fonction de la variation ox qui reste indépendante,
Sxn= c cos a. lîa, Syi, = — (/ — c) sin a. Sa,
Sx — r cos a . 5a, S y = — ( / — r) sin a . oa;
on a aussi, pour t — o,
. fl Y ■
—~=r cos a.£, -r = — (‘ — rlsma.î, fh (U '
£ tlésignant la valeur initiale de —
” rit
Ces valeurs étant substituées dans l'équation ci-dessus, on devra égaler à zéro le coellieieni de ox, et l’on aura , tontes réductions faites,
\,f COS a — Yu / — r SI II a
(lOù
l' XIIUCICE.S 1)1. MI■<.^MOI K.
3 [ X'„ (• COS a — Y» V / — <" ) sin a )
Le signe et la grandeur de £ dépendent delà grandi'ur et lie la direction de la percussion, et aussi de la position du point I.
Pourqu’il n'y eùtpasde vitesse initiale produite, il faudrait ipie l'on eût
\ç r COS a = Yj ( / — ,r) sin a ,
d'où
X, — c) sin a IC
Yo c cos a ID
Ainsi la direction de la percussion (K vrait passer par le sommet S du rectangle AOiîS. Cette condition est nécessaire et suflisantc.
2. Déterminer le mouvement trune fi^c pesante , libre de tourner dans l’espace autour d’un de ses points supposé fixe. (Concours d’agrégation de i843-)
On prendra pour origine des coordonnées le point fixe O 82 ), et l'axe des ü vertical dans le sens de la pesanteur. Les variables qui déterminent la position du système à cliaqucî instant sont an nombre de deux, savoir : l’angle AO Z — 6 que fai t la baguette A15 avec l'axe dcs. 3 , et l’augle A'Oj.' = (}) , que sa projection horizontale fait avec l’axe des .r. Soient M la masse de la baguetleque nous ne supposons pas homogène; a la distance de son centre de gravité Cr au point O; rie rayon vecteur Om d'un point (pielconque dont la masse est /n; r' la projection OP de r.
Les principes de ladynamique fournissent divers moyen.s d’obtenir entre 0 et les deux équations nécessaires à la solution du problème.
i". Prenons les etpialions de la dynamique sous la fonm <jue leur a donnée Lagrange ( ro}ez j>age 7 ).
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JNous devrons d abord calculer les deux l'onctioiis l' et \ . \ désigne la fonction des forces qui se réduit ici à 2 fmgclzj on a donc
V = g tmz = Mag cos 0 .
Pour la fonction T, on trouve successiveincut {l’oyez page 8)
- j sin’oy’),
\ dt^ dt'
T z= i(0'î + sin’O. ,],'») M (rt’ + K*) ;
MK® désigne le moment d’inertie de la tige par rapport à un axe perpendiculaire à sa direction et passant par le
centre de gravité: 0' et >1' sont les dérivées — •
. dt dt
Cela posé , V équation des forces vives ï — V = const.
donne
(•) 0'’ -t- sin- 0. Cüs 0 c,
c étant une constante arbitraire.
Il sullit donc d’associer à cette équation l’une des équations ( 6’) de la page q. Comme ’P et V ne contiennent pas la variable tp, on choisira de préférence la suivante,
dY
const. ,
F.XEIU;iCi"S IlE MÉCAMOL'l’.. IfÜÎ
OU l)icii , VU l’cxprcssioii <lo T,
( 2 ) sin’6 -y = c',
c' étant une dcuxièmi; constante arbitraire.
Les équations (t) et (2) résolvent la question.
Si la tige pesante se réduisait à un point matériel distant du point O de la longueur /, les équations de son mouvement se déduiraient des deux précédentes , en y faisant •
K = O et rt = / ; l’équation (1) deviendrait ( 3 ) 6 '» -h sin’ 6 . -y* — ^cosO = r.
Quant à l’équation (2) , elle ne serait pas modifiée ; or l’écpiation ( 3 ) coïncide avec (i) (juandou yjiose
11 suit de Là que la tige pesante se meut autour du point O comme le ferait un pendule simple, dont la longueur serait ^ 7 les circonstances initiales étant supposées
les mêmes.
Le problème est ainsi réduit aux formules du pendule conique.
Avant d’aller plus loin , il ne sera pas inutile de nous arrêter un instant sur les autres procédés qu’on aurait pu suivre pour parvenir aux équations (i) et {2).
2“ A l’équation des forces vives, mise sous la forme (i), nous aurions pu associer V équation du principe de la conseivation des aires, qui a lieu pour le plan horizontal seulement,
TnoiSlKMt P\UTIK.
.ou
d-ij
= const.
Et comme r = csin 0 . celte inlégrale première ne difl'ère pasde l’équation ( 2 ) . Elle exprime que l'aire décrite autour du pouit () pendant chaque instant ^^^par la projection horizontale d’une partie quelconque Om de la tige, est constante.
S". I-c mouvement de la lige serait complètement déterminé , si l’on connaissait celui de l'un de ses points. Soit/ la distance à l’origine de ce point auquel nous conviendrons de rapporter tous les autres, cl dont nous fixerons plus loin la position sur la tige mobile; désignons par scs
coordonnées; les coordonnées x, y, z d’un point quelconque sont liées à 4,7;, ^ par les équations
De plus, on a
IF
dt‘
- , -r 'j'z dt
. " li . / ï sla \ .
dr dr \df‘ rt’-+-R\/ ■ ’
à celle équation, il faut associer
■ çôï -l-ïi'î»! -t- Ç'î£ = O.
(.*n en tiie. par la méthode ordinaire des mulliplica-
rs:-
leurs .
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dr-
dt'
__gj2-
;vir>
La longueur / est arbitraire ; si l’on pos<‘
les trois équations précédentes coineidcnt avec les équations bien connues du pendule conique.
Ainsi ce procédé , très-didérenl des deux premiers, nous ramène à la même conclusion , à savoir que la tige se meut
comme un pendule simple de longueur a -h — •
Poursuivons maintenant la recherche des principaux résultats renfermés dans les équations (i) et ( 2 ).
On tire de ces équations les valeurs de /h et r/if en fonction de 6,
sin 6 d^
Ces Ibrmules sont, réductibles aux fonctions elliptiques , <!i ne peuvent conséquemment s’intégrer que par approximation. Quand la tige sera homogène, on aura aisément la longueur du pendule simple correspondant. Si l’on supposait, par exemple, que le point fixe O lût ruue des extrémités delà tige, on trouverait, en désignant par I. sa
:HG
longueur,
K’ j’r‘tlr 2
n aL 3
Ainsi, dans ce cas, la longueur du pendule simple serait de celle de la tige.
Les constantes c et c' se détermineront d’après les données initiales. Soient a. l’angle AOs que la tige Alî, dans sa position initiale, fait avec la verticale 83) ; CD la direction de la percussion qui lui a été imprimée , et qu’on peut supposer perpendiculaire à la tige. Celle-ci commencera évidemment à tourner dans le plan OCD 5 car il n’y a pas de raison pour que le mouvement commence d’un côté de ce plan plutôt que d’un autre, et, d’ailleurs, on peut considérer ce plan comme celui de deux axes principaux relatifs au point O. On appliquera donc la formule de la vitesse angulaire de rotation , comme s’il y avait un axe (ixe perpendiculaire eu O au plan OCD. Soient m cette vitesse angulaire, {jh> l’intensité de la percussion , y la distance OC ; on aura
or la vitesse initiale f d’un point quelconque M de la tige est rti). Si donc on remplace, dansle premier membre de l’équation (i) , la quantité 4- sin’ ou par la valeur ci-dessus de m’, on aura l’équation
(3) w’ = c 4 --^ cosa,
qui déterminera la constante c.
Quant à la constante c', on a, d’après ré([uation ( 2 .),
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or sin a représente la vitesse initiale de la projeelion
horizontale du point de la tige dont la distance au point lixe est runité : on a donc , en désignant par e l’angle do la direction CI) avec une perpendiculaire au plan zOA ,
il en résulte
<• = w cos e.sin a.
Nous ne nous arrêterons pas au cas où la tige s’écarte très-peu de la verticale. On néglige alors les quantités trèspetites du troisième ordre en 6 et a , et les valeurs de G et i|» s’obtiennent en fonction du temps, sous forme finie, par les formules du pendule conique.
Quelles conditions doit remplir la percussion initiale pour que la tige décrive un côtie droit autour de la verticale?
On a eoiistamment, dans ce cas,
9 = a , et , par suite , -j- = o.
D’après la valeur précédenttî de ^ » on en conclut
sin’ a -I — -p cos a — c'’ = o ;
mais cette équation exprime seulement que ~ est nul pour 9 = c’est-à-dire à l’origine du mouvement : il faut y joindre la condition ^ = o ; ce qui donne
/ cos a sin* a
11 reste à substituer, dans ces deux étjuations, les valeurs ties constantes c et c' tirées des équations (.1) et (4); la
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première se rétluit alors à
, cos E = I , d'où £ = O , et la seconde se réduit à
, g sin’ “
/ cos a
e = O signifie que la percussion doit être dirigée perpendiculairement au plan vertical qui contient la tige. L’équation
g sin’ a
/ co s a
permettra d’assigner la grandeur de la percussion correspondante à un angle a donné 5 et réciproquement, si la percussion est donnée, on en conclura l’angle a, en résolvant l’équation
cos’ a H cos a — 1 = 0 ,
qui admet toujours pour cos « une valeur réelle plus petite que I. Enfin , l'équation (2) montre que le cône droit sera décrit d’un mouvement uniforme ; la vitesse de ce mouvement est
dt sin a
Désignons cette vitesse par k , et remplaçons '») par la valeur précédente ; nous aurons
On voit que, dès que l’angle a sera donné, cette vitesse A sera déterminée indépendamment de la percussion ; quelle
que soit cette vitesse, il y aura une valeur minimay/^j
au-dessous de laquelle A ne saurait tomber : mais cette limite ne sera jamais atteinte, car il faudrait que « fiit zéro; la tige
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serait alors verliealc, et comme w serait nulle aussi , U ii'y aurait pas de percussion; la tige resterait donc eu repos.
Pour compléter la solution du problème, il nous reste à calculer la pression variable P que supporte le point fixe. Cette recherche conduit à des résultats dignes de remarque. La méthorle consiste, comme on sait, à imaginer qu’on applique en O une force égale et contraire à la pression ; on peut alors regarder la tige comme devenue libre , et appli- «[ucr les six équations d’équilibre d’un corps solide. Soient X, Y, Z les composantes de la pression P; z, les coor-
données du centre de gravité de la tige; les forces perdues s’expriment aisément en fonction dex,, y,, Zj, et les sommes de leurs composantes parallèlement à chaque axe sont
D’après cela , les trois premières équations d’équilibre , qui renferment seules les composantes X, Y, Z de la pression, sont
HF
dt^
\ dF
On a , d’ailleurs ,
X, — a sin 0 cos •{/ , j, = a sin 0 sin t|< , Ztxx a cos 0.
Ces équations feront connaître les trois composantes de la pression en fonction des variables 0 et tp , tpii , elles-mêmes, sont des fonctions connues de t, par les formules précédentes ; mais le calcul direct des valeurs de X, Y, Z sérail fort compliqué. On le simplifie notablement, en ayant recours aux trois équations des moments ; ces éxfuatioiis, dans
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lesquelles nous introduisons les coordonnées .r,, n, ,
sont
' ' dr ’
i ’■ HF
' rfi ’ " / ’
f/’ 2, gUX,
FF
— -JfT = —
Elles se réduisent à deux distinctes , comme il est aisé de le voir.
Des équations (5) et (6) combinées, on déduit, sans difficulté,
Y.r, — X.r, = o et Z — Y 2, = M g- jr, ^ | .
Ces équations mettent en évidence deux propriétés de la pression; i” les composantes X, Y étant proportionnelles à ar,, y,, il s’ensuit que la pression est toujours comprise dans le plan vertical qui contient la tige; 2 “ les composantes Z, Y n’étant pas proportionnelles aux coordonnées
Z,, y, (puisque / ou a-j- —
s’ensuit que la pression n’est pas dirigée suivant la tige. Les deux équations précédentes permettent, en outre, d’exprimer X et Y en fonction de Z sans coefficients différentiels ;
Y=[z-Ms(.-î)]*, X=[z-Ms(,_f)]|;
on en conclut
■diffère essentiellement de «L il
Tout se réduit donc à déterminer Z en fonction de 6. La troisième des équations (5) donne, à cet effet,
Z = M g -f- « ros 0 . __ 4 - rt sin 0 . - •
' " i/t ’ rll ’ /
Digilized by Coogle
;iji
Oii cüiiiiail déjà ~ en fonclion de 6; on en tirera ? et substituant, il viendra
z=m[s(,-:) par suite,
H- ac cos 6 -t-
— cos’ 9
[ g"’ I I — -(- a’ c’ -H 2 agc | i -f- cos o”|
f/incliiiaison y de la pri-ssioii sur la verticale sera également connue en fonclion de S , puisque
cos7= -•
La grandeur et la direction de la pression ne dépendent explicitement que de la variable 6, et non de t|i. Quand l’angle 9 sera constant, c’est-à-dire dans le cas où la tige décrira un cône droit, la pression sera constante, et sa direction décrira également un cône droit autour de la verticale. La valeur générale de P se réduit, dans ce cas, à
on a , d’ailleurs , d’où
ou bien
•=Mg yj
I H- - tang’ a ;
cos 7 — —
lang’ a
tang 1 = J «ang a .
Comme - est i, l’angle au centre du cône droit que décrit
la pression est plus petit que celui du cône que décrit la tige.
Ces dernières formules , relatives au cas du cône droit , s’obtiendraient directement et d’une manière beaucoup plus
simple, en remarquant que les forces effectives sont alors immédiatement connues de grandeur et de direction, puisque chaque point m décrit un cercle dont le rayon p est rsin a , avec une vitesse
I' = r « = r sin a y / -
cos a
La force effective a donc pour valeur — * ■ ' tang «, et
comme sa direction ne varie pas d’un point à un autre, la résultante des forces effectives est égale à leur somme
mrg
^ =zMa J tang a .
Cette résultante, prise en sens contraire et composée avec la pesanteur M g , donne , pour la pression P, la valeur déjà trouvée.
Les équations différentielles en y), Ç de la page 335 , permettent de comparer la pression P exercée par la tige mobile sur le point fixe , avec la pression que supporterait ce même point , si l’on remplaçait la tige par un pendule
simple de longueur /=« H Cette dernière pression,
qui n’est autre que la tension du fil auquel serait suspendu un point matériel de masse M, a pour expression MX Z: et si l’on ajoute membre à membre les trois équations que nous venons de rappeler, multipliées respectivement par Ï .1 trouve
or,
cos 9 4 - c
et
l cos 9 ;
donc
cos 9 4- c .
On connaîtra ainsi, pour chaque position du pendule, la \aleiii delà tension MX/. Mais, bien que le inotivement du
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pendule simple coïncide avec celui de la lige, les deux pressions P et M X /sonl distinctes en grandeur et en direction.
La composante X de la pression P peut s écrire ^
ou bien , comme = — X | ,
on a de même
Ma
On conclut de nouveau de ces trois formules que la pression P n’est pas dirigée suivant la tige , mais seulement dans le plan vertical qui contient celle-ci. De plus on volt que cette pression est la résultante de deux forces, l’une dirigée
suivant la lige, et égale h MX /.y, c’est-à-dire à la pression due au pendule conique multipliée par y , l’autre verticale cl égale à Mg’ — y^, c'est-à-dire à la composante qu’on obtient en décomposant le poids Mg de la tige en deux forces parallèles appliquées au point fixe et au centre d’oscillation.
Dans toutes les formules qui précèdent , on n’a pas supposé que le centre de gravité G de la lige mobile coïncidât avec le point fixe. On aurait alors a = o, etpar suite / = oo ; en sorte que le mouvement de la tige ne serait plus assimilable à celui d’un pendule simple de longueur l. Mais , dans ce cas , le poids de la tige étant constamment détruit par le point fixe, il n’y a pas de raison pour que la lige sorte du plan OCD qui passe par sa position initiali* et par la direction do la percussion, et elle devra décrire ce plan avec la
vitesse conslaiite 'n —
MK’
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Au reste , ces résultats sont aussi mis en évidence par les équations (i) et ( 2 ) qui deviennent complètement intégrables.
L’équation ( 1 ) se réduit à
+ sin’ 9
et comme le premier mentbre n’est autre que^- j
cette
équation exprime que la vitesse d’un point quelconque de la tige demeure constante pendant toute la durée du mouvement-, de plus , on a, par l’équation (3) , c = o)’.
L’équation ( 2 ) n’est pas modifiée; on a toujours
sin’O— = fit
et c’ = w cos £ sin 2 .
Kliminant — ^
fit
emr<
il vient
, fit :
sin a cos £ = ;« , sin 6 0 — d cos 6
V^sin’ 0 — nd \j \ — //?’ — cos' 0
L’intégrale est
cos 0 = — nd cos («t — p) ;
et, pour déterminer la constante p, on a cos a. = yj i — m - cos p :
par suite, l’intégrale précédente prend la forme
(ij ) cos 0 = cos a cos w/ -t- sin a sin ut sin e.
Or, si l’on conçoit l’angle trièdre dont les arêtes sont la verticale Oz, la direction initiale OC de la tige et une droite variable Om faisant avec OC, dans le plan OCD, l’angle ; l’expression de cos 9 est précisément celle du cosinus de la face angulaire rO/n, opposée à l’angle/^ — e\-
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Donc la position de la lige coïncide à chaque instant avec celle de l’artHe Oin, ce qu’il fallait démontrer.
On tire ensuite de l’équation (a) ,
6) m . dt sin’ 0
w m . dt
sin’ ( wt — P) -T~ "d cos’ ( wf — P)
<‘t intégrant , on a
(8) 'ang(-^— v)
lang {wt — P) m
On peut convenir que l’angle soit nul avei' (. et la constante y sera déterminée par l’équation
tang V =
cos a
l.a question que nous venons de traiter est comprise, comme cas particulier, dans le problème du mouvement d’un corps solide pesant autour d’un point fixe. 11 a paru préférable de chercher directement les formules qui ramènent la question au pendule conique. Cependant il n’est pas inutile, au point de vue de la comparaison des méthodes de la dynamique , de montrei' comment les équations (jui conviennent au cas général d’un solide mobile autour d’un point fixe, se modifient, lorsque ce corps se réduit à un système de points pesants, en ligne droite.
Les équations générales du mouvement de rotation d'un corps solide autour d’un point fixe, sont
(q) I n = (C — a ) rp -I- M„
où/>, q, i: désignent les trois composantes do la vitesse instantanée de rotation autour des axes principaux du mobile
rolalifs au point O; A, 13, C les trois moments diiiertic prineipaux, et L,, M,, î\, les sommes des moments des forces appliquées aux did’érents points du mobile, par rapport aux axes principaux.
Ici, l’un de ces axes (Oz,) sera la droite AB elle-même, et les deux autres (Oj:,, Oj ,) seront deux droites rectangulaires tracées à volonté dans un plan perpendiculaire à AB passant par le point O ; par suite , on aura
C = o, A=B = M(rt= + K’).
La position du mobile à chaque instant dépend , en général, de trois angles qui déterminent les positions des trois sections principales XiO vi, y, Oz, ,ZiOxi, par rapport aux plans fixes des coordonnées z.
Le premier de ces angles , ordinairement désigné par la lettre ip, est celui que l’intersection du plan X, Oj, avec le plan xOjr fait avec l’axe des x, et comme cette intersection est évidemment perpendiculaire au plan zOz, ou ^OA, ce premier angle n’est autre que le complément de l’angle A'Ox déjà désigné par é.
Le second angle mesure l’inclinaison du plan mobile XiOj^, sur leplanxOj'; c’est l’angle z OA ou 6.
Le troisième angle , qu’on désigne par <p , est celui que l’axe Ox, fait avec l’intersection des deux plans XiOj', , xOy. 11 estévidept qu’ici nous n’avons point à considérer cet angle ; les deux premiers et 0 suffisent , comme nous l’avons dit plus haut, pour déterminer la position de la droite mobile. L’analyse devra donc laisser ce troisième angle <p indéterminé.
La pesanteur étant la seule force appliquée aux diH’érents points de la tige , donne une résultante appliquée au • point (’r de l’axe Ozi parallèlement à Oz ; et, par suite, les couples 1.,"*, M, , > i provenant de la translation de celle
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force au polul fixe O, sont
Li = — Ma^cos ïOvi = M ag sin 9 cosip,
M, = Mog cos zO .r, z= — M ag sin 9 sin 7 ,
Ces valeurs étant substituées dans les équations (4)i la troisième de ces équations devient uue identité, en sorte
que —demeure arbitraire. Cette indétermination revient
à celle de l’angle <ji ; on conçoit, enefl’ct, que le mobile étant réduit à son axe de figure O ^i, il n’y a pas lieu de déterminer la vitesse angulaire de rotation /' autour de ctU axe.
Les deux premières équations ( 9 ) deviennent
dt
— qr = J sin 0 cos q.
prz= — ? sin 9 sin «p.
La théorie générale du mouvement d’un corps solide autour d’un point fixe fournit de plus entre />•</> l‘‘® 1 *'^*'*
angles et y, les trois équations snivaules (où d'-^ a été changé en — d'^, parce que notre angle est le complément de celui que l’on considère dans cette théorie) :
rf 9 . d^^
P —■ — cos O — sm U sin 9 — ■
^ • dt de
n = sin O cos cp sin 9 — - ,
' ^ dt dt
dq
dt
COS
dit
Tt'
Eu éliminant, dans les équations ( 10 ) , (/,/•, au moyen
des formules (ii), on aurait deux équations didérentielles du second ordre entre 0 clip, dans IçsqueUes les dèrii’écs relatives h la troisième inconnue (f n ’enlrcraienl /nts ; on pourrait donc y regarder çp comme (îonstantc et les li-ni-
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1er comme des équations dinëreiilielles à deux variables seulement, ip et 0 . Mais, sans faire celte élimination, on peut déduire des équations (lo) deux équations immédiatement intégrables. En effet, si l’on ajoute ces équations multipliées respectivement par pet <7, il vient
dp dq e ,
ou , en ayant égard aux formules (6) ,
tr
P dp qdq = — ^ sin 0 <•/ 6 ;
et intégrant , -f- 17’ = r -t — y cos 6.
, . dSj-‘ r/6’
Mais /.’ + r/= = sm>6~+ — ,
d 6 ‘ {/ lî;’ 2 f!
donc h .sin’ 0 — cos 0 = c.
dt’ dr l
C’est l’équation ( i ) .
Puis, si l’on ajoute les équations (10) multipliées respectivement par sin 0 cos ç cl sin 0 sin ®, les seconds membres disparaissent, et l’équation résultante prend la forme d . sin 6 (/) sin 15) -|- q cos y) = o ,
d’où
sin 6 (/rsiniji -(- qo.o^q') — c' .
Enfin, lorsqu’on remplace /» et <7 par leurs valeurs tirées des deux premières formules (6), l’angle f disparait, et il
reste
sin’ 9 — î- = c dt
C’est l’équation (2). INous retrouvons ainsi, mais par une voie moins simple, les deux équations qui renferment la solution complète du problème.
CHAPITRE IV
sim LE MOUVEMENT Il'uN CYLINDRE PESANT ET NON HOMOGÈNE QUI TOUCHE UN PLAN HORIZONTAL FIXE.
l^n cy/indre pesant, à hase circulaire , dont le centre de gravité est hors de l’axe , est posé sur un plan horizontal qu’il touche suivant une génératrice. On l’abandonne à luimême sans vites.se initiale , et il s’agit de déterminer son mouvement oscillatoire. (Concours d’agrt'galioii de 1848.)
Soient 01 a position initiale du centre de la section droite qui contient le centre de gravité du cylindre {fig. 84), A le point de contact avec le plan horizontal ; prenons pour axes des coordonnées dans le plan delà section la verticale AOjy et l’horizontale Ax; au bout du temps t , les points O et A sont venus en C et B, et le centre de giavité du cylindre est en G. Soit N la résistance du plan , laquelle est égale et contraire à la pression exercée sur lui parle cylindre; si l’on joint cette force à la pesanteur qui agit sur tous les points du mobile, on pourra le traiter comme uncorps entièrement libre.
Or l’étude du mouvement d’un corps solide libre se ramène à celle de deux autres mouvements, savoir: le mouvement de translation de l’un de ses points (on choisit le centre de gravité) et le mouvement de rotation du eorps autour de ce point.
Considérons d’abord le mouvement do translation du centre de gravité. Ce point se meut comme un point matériel où les masses de tous les points du cylindre seraient réunies, et où seraient également transportées parallèlement à elles-mêmes les forces de la pesanteur et la résistance i\. Donc, si l’on désigne par .M la masse du cylindre,
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par Xi , j'i les coordonnées du point G, on aura
d'jc, rf’r.
= O , M = N — Ma-.
tlO ’ ®
Ces équations , prises isolément, ne suffiraient pas pour déterminer le mouvement de translation , attendu qu’il y entre la force variable et inconnue N , qui dépend du mouvement de rotation. Cependant, comme la première est immédiatement intégrable, on en tire
rfx,
-r- = const.
dl
Or la constante est nulle , puisque le mobile n’a pas de vitesse initiale; donc
x, = const.
Ainsi le centre de gravité ne sort pas de la verticale LL', qui passe par sa position initiale. Quant à la loi de son mouvement sur cette verticale , elle ne saurait être établie indépendamment du mouvement de rotation qui va maintenant nous occuper.
Le corps tourne autour de son centre de gravité, comme si ce point était fixe, et sans qu’il soit rien changé aux forces motrices. De plus , il résulte de la nature du mobile, qne la section droite BCG reste toujours comprise dans le même plan vertical ; donc la rotation a lieu autour d’un axe parallèle à l’axe du cylindre, et, par suite, l’équation du mouvement de rotation sera de la forme
il Ct>
MK’ désigne le moment d’inertie du cylindre par rapport à l’axe de rotation, w la vitesse angulaire, et S Q<7 la somme des moments des forces par rapport à cet axe.
Soient l’angle BCG = 6 , CG a , m = —
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(iVous écrivons le signe — devant parce que le centre
de gravité va d’abord en s’abaissant, et qu'ainsi l'angle 9 décroit quand t augmente.)
La somme des moments des poids des diverses molécules du cylindre par rapport à l’axe est nulle , puisque cet axe passe par le centre de gravité; il reste le moment de la force N , qui est N. CD, ouNrtsin 0. L’équation précédente devient donc
/ ?. ) MK’ = — N(j sin 0.
Comme on a y, — CH — a cos 0 , il en résulte
dO
a cos
h a sin 0
dO
et, par suite, la seconde des équations (i) se transforme ainsi :
/ rfô’ . rf’0\
(3) M« 1 COS0— -Hsin 9 1 = N — Mg.
Kliminant N entre les équations ( 2 ) et (3 ) , il vient
rf’9 / . dV' . d’9\
K’ h as sin 9 -4- <i’ sin 9 cos 9 h sm’ 9 — - ) = o .
dt' \ dt' dt^f
Cette équation dilférentielle déterminera 0 en fonction de t et de deux constantes arbitraires.
En la multipliant par 2^i0, on l’intègre une première fois ; ce qui donne
/rf9\’ /rf9\’
(4) K’I— 1 — 2 flg cos 9 fl’ sin’ 9 I — j =r.
Soit a. la valeur initiale de 0 , on aura
et , par suite ,
(5) ^ïag.dt
2 ag cos a , '
K’ -f- rt’ sin’ 9 cos 9 — cos ot
Celte quadrature ne pourra être calculée (ju’approxiniativenient.
0 étant connu en fonction de f, on aurait N par l’équation (a), et aussi j'i = Clî — ttcosô; on connaîtrait, de plus, le chemin OC parcouru par l’axe du cylindre, car
OC = OD — a sin fi = ronst. — « sin fi.
11 est aisé de déterminer la trajectoire décrite par chaque point du cylindre. Remarquons, en elfet, que la verticale LL' étant fixe, ainsi que l’horizontale OI), et la distance CG demeurant invariable , le rayon mobile qui passe par le centre de gravité est dans la condition d’une droite assujettie à glisser sur deux axes rectangulaires, de manière que la partie interceptée entre ces axes soit constante. Or on sait que chaque point ni pris sur celte droite, ou sur son prolongement , décrit une ellipse dont les demi-axes sont les distances w(i, mC, et coïncident avec les deux directrices fixes.
Si l’on suppose que le centre de gravité du cylindre soit très-peu distant de son axe, la quantité a sera très-petite, et l’on pourra négliger, sans erreur sensible, le terme «’ sin’ 0 sous le radical de la formule (5). Ce terme sera également négligeable si, a restant quelconque, on suppose B très-petit; dans l’un et l’autre cas, la formule se réduit à
V ng (h — -
— K(/fi cos 9 — cos a
C’est la formule du pendule simple ordinaire ; elle est réductible aux fonctions elliptiques. On en déduira, comme dans la théorie du pendule , la loi des petites oscillations du cylindre de part et d’autre de la verticale LL'.
L’équation (4) aurait pu être obtenue directement par le principe des forces vives, sans passer parles équations différentielles du second ordre, oti entre la pression !N.
D’après ro principe, qui est évidemment applicable ici , on a , en général ,
■ G) 2 mv' = c + 9. J y. dx \ dy 7jdz).
Or, dans tout système de points matériels, on a aussi ILinv- r= M(>î -H ïww’,
1 ', désignant la vitesse absolue du centre de gravité, et w la vitesse relative du point m dans son mouvement autour de ce centre.
dj^ . dx, Ici puisque --
o; et, d’après la valeur de
d’ailleurs
a siii 0
df)
Ti"
dO'
mr' — = MK’ dr
dO’
dt'-
Pour un point quelconque du cylindre, on a X = o, Z = o, Y= — mg ,
et la résistance normale N n’intervient pas dans le second membre de l’équation des forces vives -, on a donc
f 2(Xrfx -+- Ydy + ’Ldz) — — Mg-^i = Mg-a cos 6 + const.
Ces valeurs étant substituées dans l’équation (G), on retrouve l’équation (4)-
ai)
CHAPITRE V
SfR LE MOUVEMENT d'uN CORPS SOLIDE ATTACHÉ PAR UN FIL INEXTENSIBLE A UN POINT FIXE, ET DONT UNE FACE s’ap- PI'IF. CONSTAMMENT SUE UN PLAN HORIZONTAL.
i 'n corps solide repose, par une face plane AIVIN, sur un plan horizontal (fig- 85), et il est retenu par un fil inextensible 0\ , constamment tendu et attaché, d’une part , au point \ de la surface du mobile , de l’autre, au point fixe. O. On propose, de déterminer le mouvement , abstraction faite du frottement et de la masse du fil.
Soient G Je centre de .gravité du mobile, M sa masse; OA = O , AG =.b. l^a position du corps sera déterminée à cliaque instant par deux angles : l’un ip, que le fil OA fait avec un axe fixe Or ; l'autre que la droite AG fait avec le même axe.
1 . Première méthode. — Si nous concevons appliquée au mobile , dans la direction AO, une force égaie à la tension inconnue T dit fili nous pourrons le considérer comme un corps libre, et établir les équations propres à déterminer son double mouvement; savoir, le mouvement de translation de son centre de gravité G et le mouvement de rotation autour de ce centre.
Soient ri, les coordonnées du centre de gravité, par rappiort à deux axes rectangulaires dont l’un est Or; ces coordonnées .sont des fonctions connues des deux angles ç et ;
.r, n sin h sin i{/ ,
J-, = a cosff + h cos
La tension T étant la seule force qui agisse sur le svs-
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tènic, si OH la iraiisporlc on G , on aura, pour les équations du mouvement de translation,
dr
— T sin
M — = — T COS
1,0 corps tourne autour du centre de gravité G comme autour d’un axe vertical passant par ce point, sans qu’il soit rien changé aux forces motrices. Le moment de la tension ’]’, par rapport au point G, a pour valeur absolue T.GI ou sin (’.|/ — çp), et cette force tend à diminuer l’angle Soit, comme à l’ordinaire, MK’ le moment d’inertie du corps par rapport à un axe vertical passant par le point G; l’étjuation du mouvement de rotation du corps autour de ce point sera
(a) MK- = - TA sin (■].-»).
Les équations (i) et (a) suffiront pour déterminer les inconnues ç , T en fonction du temps , après qu’on y aura remplacé .r, , y, par leurs valeurs en fonction de ç et de ip ; cette substitution faite, l’élimination de T conduira à deux équations dillérenliclles du second ordre, entre ç et (|(.
Ces équations ne sont pas linéaires; nous ne les écrirons pas , parce que nous allons exposer une autre méthode qui fournit immédiatement deux intégrales premières de ces équations.
Remarquons seulement que runc de ces intégrales, qui n’est autre que l’équation des forces vives, se déduirait assez facilement dusystèmedes équations (i) et (2), en ajoutant d’abord l’une à l’autre les équations (1) multipliées respectivement par 2f/x,, 2 r/y,, ce qui donne
M d ~ — 2 T ( sin Ÿ • d.r, -f- cos v . dy, ),
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OU bien, vu les valeurs «le .r,, i ,,
(S ) + cos{^- - ï) ÿ J
=r 2 T /« sin (-|i — 7) «/'}' ;
puis, l’équalion ( 2 ) multipliée par ad>p donne MK>rf^^y=:— 2Tisin(J«- <f)d-p.
Or le second membre de cette ét^ation est précisément «'•gai à celui de la précédente pris en signe contraire, et comme les premiers membres sont des dilFérentielles exactes, on voit qu’en ajoutant membre à membre ces deux équations, on en aura une troisième intégrable.
Voici cette intégrale première,
Quant à l’autre intégrale, Euler (*) n’est parvenu à l’obtenir qu’après beaucoup de tâtonnements et par un procédé •létourné que nous ne rapporterons pas. Le lecteur curieux de connailn' cette analyse pourra consulter le Mémoire il’Euler.
2. Méthode plus simple. — Deux des principes généraux delà dynamique sont évidemment applicables ; celui de la conservation des forces vives et celui de la conservation des aires, ce dernier en prenant le point fixe O pour centre des aires. Chacun d’eux fournil une intégrale première des équations du mouvement.
ï mi’' = cnnst.
‘ t )r, dans tout système,
') Ai'Ei l'clui|Hilitiina' , 1778.
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désignant la vitesse absolue du centre de gravité, et w la vitesse, relative à ce centre, d’un point quelconque du système. Calculons t', et 2mw* :
d-^ fit dt'
m = MK’
dt I
Par conséquent, on a l’équation des forces vives déjà ob-
tenue
,da d^ ,
>. nh ros (iji — r‘-r = b •
de dt
a". On a
/ dy dx \
) = corist.
Soient I, r,, les coordonnées d’un point quelcon(|ue (.r, j ) relatives au centre de gravité, en sorte que X = X, i , x = ,r, -t- r, ;
si l’on substitue ces valeurs dans le premier membnulc l'é- ({iiatiou précédente, et qu’on ait égard aux équations
il vient
ï m ( xd_r — /r/a:) = M ( .r , rf) , — r, dx,) -hlmyidn — rjd^).
Cette équation exprime une propriété générale du mouvement, savoir que la somme des produits des inass(‘s de tous les points d’un système multipliés respectivement par les aires infiniment petites décrites par ces points autour d’un centre fixe, pendant rinslant dt, est égale au j)ioduil de la niasse totale M par l’aire décrite dans le môme inslanl par le centre de gravité, plus la somme des pioduits des inassi’s multipliées par les aires déci itesdans le mouveinciii relatif autour de ce centre.
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Passant aux coordonnées angulaires et tp, on a X, rf/i — y, dx, = — [a’rfo -I- b'‘d-p + ab cos (■{/ — <f) (dif lm{^dr, — nd^)=—MK'd^;
et, par suite,
(4) + (6. + K’) g + ab cos(,|, - ,) = D^
C et D sont deux constantes arbitraires qu’on déterminera
d’après les valeurs initiales données de <f,
3. Avant d’aller plus loin, nous montrerons encore comment les intégrales premières (3) et (4) peuvent se déduire des équations de Lagrange.
En désignant par T la demi-somme des forces vives du système, par V la fonction des forces, par et les
dérivées ^ ^ , on a les équations (page 7 ),
( dV \
dt
d-ï \ \dp']
dX
de
d’où l’on déduit d’abord l’intégrale des forces vives,
T — V = const.
Mais comme il n’y a pas de forces appliquées au système, V est une constante ; un a donc simplement
T = const.
Or la valeur de T ou de a été calculée plus
haut :
T = 4- M [ n’ o” -I- ( è’ + K’) 'I''- + a ‘’OS ( '!' — ? )• ?' y ] î
on retrouve ain.si l'équalioii (3).
De l’expression de 'J’ ou tire
= ^Inli sin (-i •— » ). »’ il’,
'il
— M ab sin (-^ — » ) . v i ' ,
— = M -+- nlcos(i)/ — ?)+'],
^ = M[ (6' 4 - K') -y 4- a/>cos(-|. — »)?']■
fl >]/
,, , rfV dV
D ailleurs, V étant une constante, — et — sont iiulles.
Avant de substituer ces valeurs dans les équations (5), rfX dT , , , . .
remarquons que— et— etanlegalesel désignés contraires,
fl ^ (l *y
nous éliminerons de suite ces dérivées, en ajoutant ees cH|nations membre à membre, ce qui donnera
éijuation intégrable; d’on
dï dt
eonsl
ou enlin
M[rt'ç' 4- (i’ 4- K’)ij<' 4- ab cos(ij< — ?)(?' + l'')l = consl. C’est l’équation (4).
1. Il s’agit maintenant d’intégrer le système des équations (3) et (4) , afin d’avoir o et en fonction de f.
A cet ell'et, nous remplacerons '-p par une autre variable 0 == P — fjO représente l'angle ( ’r AI que fait le rayon vecteur du centre de gravité avec la direelion du fil. (iet angle mesure la rotation du coi ps autouidi' son point d'attaelie. IVous trouvons à remplacer '.p par 0, l’avantage que l’autre
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variable çp a'eiurera plus dans les ér|uatioiis (3) et ( 4 ) <pie par sa diirérentielle, et par conséquent on l’éliminera aisément. Cette transformation conduit aux équations :
(fl' -h b' 4- aaècosô -f- K’) + (6’ 4- K’) )
, . . . do d9
é’ 4- K’ 4 - «6 cosO) -p -— = C’, dt (it
(']) (a’ 4 - fr’ 4 - 2 ail cos 9 4- K’) ^4-(i’4-K’ 4- aiicos9) — = D’.
On tire ^ de ( 7 ), et portant cette valeur dans ( 6 ) , il arrive que le terme du premier degré en ^ disparait, et il reste
a’(K’ 4 - i’sin'9) j = C’ , a= 4 - 4- 2 aô cos 9 + K=) — D‘;
les variables se séparent. Enfin
iD' / a y** K’ 4- il’ sin’ 9 . d 9
' (ft = ± -
C- (a’ 4- il’ 4- 2 ai cos 9 4 - K’) — D
Si l’on cherche à ramener cette diHérentielle aux fonctioTis algébriques, on trouve que la quantité soumise au radical dans le dénominateur se transforme en un polynôme d’un degré supérieur au deuxième. Par conséquent, cette quadrature ne pourra être évaluée qu’approximativement.
En substituant la valeur précédente de th dans l’équation ( 6 ) , on aura pour /l(s une valeur de la forme.
Mais on ne peut, non plus, l’intégrer sous forme linie.
0 et ^ étant connus approximativement en fonction de / , on en conclut la valeur de = 0 4 - y , et aussi la tension T à l’aide des formules données dans la première méthode. Discutons quelques cas particuliers.
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Soit = o; le point (rattache du ül coïncide avec le centre de gravit(i du corps.
Alors ç diisignc l’angle GO}' (Jig- 86) , et 'p l’angle qu'un rayon, mené du centre G à un point déterminé C du corps et mobile avec lui, fait avec l’axe O}'; ce point C étant arbitraire, on peut choisir celui (jui se trouvait en A sur ü(j au commencement du mouvement, de sorte que la valeur initiale de 6 ou de l’angh! OGC sera nulle.
I.a formule (8), dans laquelle on fait l> = o, se réduit à
fis _ — U‘
Ainsi, ^ est constant, et l’on trouve de mt^me des vaflt
leurs constantes pour et Le corps tourne donc uni-
formément autour du fil , et le fil tourne lui-même uniformément autour du point fixe.
Ces résultats sont d’ailleurs des consé'quences évidentes des propriétés du centre de gravité eu dynamique.
Comme il est impossible d’obtenir sous l'ornu' finie les valeurs exactes de ç et on ne saurait discuter toutes les circonstances du mouvement d’une manière complète. _
Cependant l’expression de ~ permet d’assigner certaines
limites pour l’angle de rotation du corps autour de son point d’attache.
Cette rotation ne pourra changer de sens , qu’autant que 9 atteindra une valeur telle que l’on ait ^ = o, ou
C> ( n’ -f- -(- 2 flè cos 9 -t- K») — D' = o.
Toutefois les constantes C et 1), qui dépendent des données initiales, pourraient être telles, (jue celte équation fournit pour eosO une \ alcur plus grande (pic runité.
.Soii OG = Jl = -h + 2 cos 6 ; l'équation cirlcssus équivaut à
d’où
R = iv'ô'— 'k’C'.
Getle valeur de R doit, pour être admissible, être comprise entre a — i et a -h i ; et, comme elle est unique, elle indique les écarts extrêmes du corps , de part et d’autre du fil OA , et, par suite , un mouvement oscillatoire en général.
Supposons , par exemple , qu’au commencement du mouvement la ligne AG ait été perpendiculaire à OA {fig. 87), et que le corps ait reçu une percussion dirigée perpendiculairement h A(t ; on aura , pour « = o ,
et, par suite.
7t fJ If d 9
Ces valeurs, substituées dans l’expression précédente de R, donnent R = è ; telle est la valeur limite de R pour laquelle la rotation change de sens.
Elle est impossible si l’on a a ^ 2 i , puisqu’alors le côté OG du triangle OAG serait plus petit que la diHérence des deux autres; dans ce cas, le corps tournera indéfiniment dans le même sens , autour de son point d’attache.
Examinons epeore le cas d’une percussion initiale telle que l’on ait
cl soit llo la valeur initiale du ravoir vecteur OG. Ees équa-
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lions (6) cl (y) doiiiiciil alors
cl la valeur de R qui répond à une limite possible de l'angle de rotation, e’est-à-dire -, \/l)‘ — K’C’, se réduit à Ro. ba
position initiale du corps sullQt donc pour délerininer l’amplitude de l’oscillation, sans tpi’il soit besoin de recourir à l’intensité de la percussion.
En remplaçant dans l’équation (8) I)* par sa valeur C’ ( R| -I- K*) et (a’ -+-/>* -f- 2 a/? cos 0) par R®, il vient
'II— c yft'—
rt y^K' -t- 6' siti’ 0
Supposons de plus qu’à l’origine du mouvement le centre de gravité et le point d’attache aient été en ligne droite avec le point (ixe, dans l’ordre G, A , O; en sorte (jue l’on ail
0„ = o, R, = rt-4-à.
Comme cette valeur de Ro est la plus grande que R puisse
recevoir, on voit que serait constamment imaginaire , si
l’on n’avait pas, pendant toute la durée du mouvement,
R = Ro et, par suite, 0 = o.
Donc la ligne OAG demeurera droite et tous les points du système décriront des cercles avec la même vitesse angulaire; cette vitesse sera fournie par l’équation (y), où l’on fera
fl ùO .
0 = 0 , — — = o , d ou
' rit •
rf? _ D=
Ht ~ K>
r; -t-K’ RI -+-K’
•Ainsi la vitesse du mouvement ciiTulaire .sera coiislaiilc et égale à h.
TIIOISIEMK )*AKTIF..
Oii pourra, par une iliscussion semblable, rceoniiailre s’il existe des limites pour l’angle if qui mesure la rotation de la droite OA autour du point fixe; à cet ejret , on posera
-^ = o dans les équations (6) et (7), puis on éliminera
entre elles
— • On trouvera ainsi fit
Si cette valeur de cos 0 est plus petite que 1, pour un état initial donné du système, on eu déduira pour l’angle çp les limites clierchées : c’est lorsque (f atteindra ces limites t[uc le mouvement angulaire du fil OA changera eu général de sens.
!••.\El•,^.l^.Es nu méca.mqik.
CHAPITRE PREMIER
MOUVEMENT n’uN FII. î'LEXIBLE CHARGÉ OE DEUX MASSES PESANTES.
Un fil flexible inextensible et sans masse est suspendu à un point fixe O et chargé de deiLX masses pesantes m, ni' ( Gg. 88). On suppose qu'à l’origine du mouwinent ces deux points matériels aient été écartés de la verticale O y, sans rester en ligne droite avec le point fixe, mais sans soitir d’un plan vertical passant parce point, puis abandonnés à eux-mémes , et l'on propose de déterminer les petites oscillations du système. (Concours d’agrégation de i844-)
Le mouvement oscillatoire de chaque point aura évidemment lieu dans le plan vertical yOx, qui passe par la position initiale du Gl; désignons par a cl b les deux longueurs O m , mm'-, les Inconnues du problème sont les deux angles
l/l O y — 0 , fil' my' ~ ®
que font ces deux portions du G1 avec la verticale.
1. Soient .r, j, x' , j' les coordonnées des deux points /U, Ht'; e, e' leurs vitesses, au bout du temps t -, g l'intensité de la pesanteur. Le principe des forces vives et celui des
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aires fournissent les deux wjuaiiuns
-f- m' c'* = 2 g- ( my -t- ni' f') -i- c,
'"("ŸF [^ lïïr-’- -)•
Pour y introduire les deux inconnues 6, ip, on a les relations
i r = fl sin 0 , | x' = fl sin 0 -t- i sin ç ,
y z= a cos 0, ^ y’ = a cos 0 -h b cos vj ;
d’où l’on tire
. rfe*
dt’
d d a"* , , . dtj do
V ’ = fl’-p- -t- b' -I- 2 fli cos (ÿ — 0) — — dt^ dr VT /
■^dF~^^ F. '■
dt'
dt
d'fJ
dt'
dt'
— y ' — ■ — OU —ix'dr' — y' dx')^ — ; - 7 -
■' ,h^ dt' - ' dt‘ dt^
lit' dt
(d'f) d'ij
dt'
^ , ,Jd'd d'^\ , . 'f0'\
- ab COS 0) H- + ub sin _ 0)
Les équations des forces vives et des aires prennent la forme :
(«I -+- m ) fl- — h ni b' -t- 2 m ab cos — 0 ) — -
' ' dt' dr- ' dt dt
: 2 g [(/« -|- »i') n cos 0 -I- m'b cosiy) -h c,
, ,, d'O ff.Y’o
(„, + m O'^-h m ah cos{?- 0} H- j
+ fl,'flfcsin(y-0)(^-^;;)
= — g\^[rn -+- nt') a sin 0 -+- m'b sin ç].
Voilà les deux équations propres à déterminer 0 et « en
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fonction <lc t. Supposons que l’on ait, pour t = o,
i'=:0, i>' = 0, 0=:a, f= pi
il en résulte, pour la constante arbitraire ç, la valeur <• = — 2 ^ [ ( m + m') a cos a. m'b cos p ].
On ne peut pas intégrer, en général, sous forme finie, les équations (i) et ( 2 ). Nous nous bornerons au cas où les oscillations sont supposées très- petites, a, |3, 0 , ® sont alors des quantités très-petites dont on peut négliger les carrés et les produits , vis-à-vis des premières puissances 5
les dérivées sont aussi des quantités du même ordre
que les fonctions 0 et (j> ('*'). Comme l’équation (i), dans laquelle c sera remplacée par sa valeur, ne renferme pas de termes du premier ordre, on devra y conserver ceux du deuxième ordre.
On trouve ainsi :
\ ( III m ) n’ -h m b' — h 2 w ab
(3) I ' ’ dt' dt dt
' / ,d'‘ 9 ! t i d'‘f> d‘‘if\
' ' dt' dt' \(U' dt'j
( = — §■[("'-+- '»') a 9 -h m' ba\.
L’équation (3) est du premier ordre, mais elle n’est pas
{') En effet, soit S=/(l); on a
^=/'(0. Or J\t + h)-f(t)=hf'[t + ih),
t éianl comprise onirc o et i. /■( <) sont par hypothèse des
quantités très-petites, qiiGl que soit i\i€crois&cnu‘nl fini è j donc /*' (t -r-e/f )
est aussi une quantité ires-peiite , ou , ce qui revient au meme, — reste
constamment très-petite en même temps que la fonction 0^ En ffénéral , ifuand une^fonction continue prend de très-petites valeurs pour toutes les valeurs de la variable comprises entre certaines limites, la funetioff'dêrivèc est egalement très-petite dans le mrme intervalle.
liiiéairi*, c’csi pourquoi on la diirérenlie; puis on eu re-
tiauche le produit de l’équatiou (4) par et l’on obtient.
suppression faite du facteur commun — ^ ) ’ tion linéaire
,IH ' ~tï?
dt
qui peut remplacer l’équation (3).
Eliminant ensuite entre cette dernière et l'équa-
tion (4) , on a
lit'
C’est avec les équations (5) et (6) que nous achèverons la solution du problème; mais auparavant nous montrerons comment on aurait pu les obtenir par des calculs plus simples.
2. Partant du principe de d’Alembert, exprimons directement que les forces perdues se font équilibre <à l’aide des liaisons du système. Les composantes de la force pei'due, au point /«', sont
d'x' m — — ) dt'
dt' j ’
cette force, pour être détruite par la résistance du 61, doit être dirigée suivant 'm/n', ce qui fournit l’équation
il)
Le 61 Om est sollicité, au point /u, par le poids rii^ et par la tension du 61 mm'; en conséquence, les composantes de la force perdue au point m sont
dt'
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ffUC force doit ctic dirigée siiivaiil Oui , ce (|ui fournit la deuxième équation ,
(a-'îlj-X
\ dt'
-dF,
j-hx ,n\^g
(ics équations, associét^s aux liaisons
.r’ -f- jr’ = «’, ( j: — j/)’ + (/ —y)’ =
résolvent le problème. On petit s’exercer à retrouver les équations (j) et ( 8 ) , en partant de rt^uation des vitesses virtuelles ,
m fjx -f- m 1» X -f- m
df‘ dr
et la combinant, par la méthode des multiplicateurs , atet; les équations de liaisons.
Dans le cas des petites oscillations, on a simplement
X = a<i, x' = n 0 4- è Ÿ , y = a, y' = Il b, ■
d’x d^Q rf’x' rf’0 , rf'®
— a-—, ="-rr-H-è -r-, )
(S— + '"'fë
dO dr d'y
dt'
dt‘
dt‘
dt' ’ dt
et, par suite, les équations ( 7 ) et ( 8 ) se réduisent à rf ’0 , d'-if
[m -h m') gO z= O,
Im -y m ) a —, h m b ■
qui coïncident avec le système (5) et ( 6 ).
3. Enfin, on peut encore employer avec avantage les équations de I^agrange (page y) :
\dd')
dl
dt
/rfT\
\dj)
dT
dt
dO
où 0' Cl f' ilésigneiit los dérivées —5 ^ désigne la demi-
somme des forces vives du système, et \ la fonction des forces. On trouve d’abord aisément
\ = [m + m') ga cos 0 -f- m' gb cos y ,
T = -H m'ja’0'‘ A- ni' -+- 2 m' a b cos(ÿ —
Ces valeurs, substituées dans les deux équations précédentes, fournissent les équations générales du mouvement ,
Un -H m la -t-TO ècosfo— 9)^ — /« 6 sin(® — ô)-/ 1 / ri
' ' dt^ dO 'dt\dt dtl •
Il ■ \ * I
— //I t> sin {;p — 9) I — j — («I -(-m ) gsm 9 = 0 ,
rf’o / /-\d6 j dm dO\
b — ■ -f- a cos (m — 9) asinfe — 9)-—( — ^ |
dr. ' dr ’dl\dt dt]
H- asm (9 — 9)— ( -(-gsm<),=o.
On aurait pu remplacer l’une d’elles par l’é^irntiow des forces vives, qui n’est que du premier ordre \ mais nous ne l’avons pas fait, parce que cette dernière équation sc prête moins bien à la détermination des petites oscillations dont nous devons nous occuper.
Si les oscillations sont supposées très-petites , on néglige les carrés de 0, (j>, et les produits de ces variables;
les équations se réduisent ainsi aux deux suivantes :
(m -I- m') a — + ni b —J -(- 1/11 + ai')g9 = o,
dr
i.a première peut eneore se simplilier, eu égard à la se-
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condf, et l'oii a linaleinent le système déjà trouvé
rf’O , ilH
sm « == O.
Ces équations sont linéaires et à coefficients constants, tandis que si l’on avait employé l’équation des forces vives, on aurait obtenu une équation, du premier ordre à la vérité, mais non linéaire, puisqu’elle eût évidemment ren-
fermé les carrés de ^ et
dt dt
La méthode ordinaire conduit aux intégrales générales
S r= A, cosf y/r, 4- A, cos t \/r, B, sin t yV, B,sin t ^r,,
f= A, fl, cosr y^r, -+- A,ji,cos B, (x, sin t \fr, B,(x, sint \^r. .
A,, A,, U,, Bj sont quatre constantes arbitraires; r, , r, sont des quantités réelles et positives, racines de l’équation du deuxième degré en r,
(9) [("'-I- m')g — mar][g — br)— m' agr = o ,
et [X , , fx, sont les valeurs correspondantes de fx, tirées de l’équation
(lOl . U — - ;
• g— br
[X, et fx, sont de signes contraires, car l’une des racines de l’équation (9) est plus petite que et l’autre plus grande
Vf * P
que|, puisque l’hypothèse | le premier niembr(;
négatif. Comme on suppose qu’il n’y a pas de vitesses initiales , on doit avoir, pour / = o ,
o et — i = o , • dt , dt
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ce qui entraîne
B, = «) et Bi= O.
Puis, comme a et /i sont les valeurs initiales de 6 et de <p, on aura
(il) A,-l-A,= a, A, fl, -f- A,(i: = p,
d’où l’on tirera les valeurs des constantes A, et A.. Cela fait, le mouvement du système sera déterminé par les formules
6 = A, cos f -f- A, cosf V'’î)
^ = A, U, ros t \/r, -t- A, p, cos f fr,.
Dans le cas où les deux points matériels se trouveraient, à l’origine du mouvement, en ligne droite avec le point de suspension, on aurait
et
par suite ,
a ( i — Itil '• p. — p=
Soit fx; > O , p, sera < o ; il est aisé de voir, en outre, que U sera > i, en sorte que les valeurs des constantes A,, A, seront positives. Si l’on demandait quelle eondiuon doit être remplie pour que chacun des points m et m oscdle comme un pendule simple, on poserait, dans les équa- . lions (il). A, =o ou bien A, = o; soit A,_o, il en
résulte
A, = a et = et, par suite, l’équation (lo) donne
— _il— •
cette valeur, étant substituée dans lequation ( 9 ), conduit k une relation entre les masses m , m', les distances a, h, et les écarts Pi savoir ;
(i 3 ) —a) «p — m'ip’ = o.
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Telle esl la coiidilioii cherchée : elle est impossible si « = |3, car l’hypothèse <x = B réduit l’équation précédente à mh-==.o, d’où m = O ou ù = O , ce qui veut dirt; que les deux points matériels se réduisent à un seul. EU’ecti veinent, les équations ( 12 ) donneraient, dans ce cas, pour 0 et ç, des valeurs constamment égales entre elles ,
0 = ® = a COS f V '"i 1
c’est-à-dire que les deux points matériels demeureraient toujours en ligne droite avec le point de suspension , ce qui est évidemment impossible , à moins qu’ils ne se confondent.
Étant données les masses m, m' et les distances a. b, l’équation (i3) fournira toujours une valeur réelle, positive
et plus petite que i, pour le rapport soit par exemple n = b , on aura
puis
En général, quand la condition (i3) sera- remplie', on aura
0 = a cos t \fri, ‘ f ^ cos t
les durées des petites oscillations seront donc les mêmes pour les deux pendules, mais leur amplitude sera différente -, ils seront en même temps d’un même côté de la verticale , et se confondront en même temps avec elle.
CHAPITRE IL
SUR LE MOUVEMENT o’uK SYSTÈME DE DEUX CORPS PESANTS, ' DONT l’un ne peut que GLISSER SUR UN PLAN FIXE, TANDIS QUE l’autre EST ASSUJETTI A GLISSER SUR LA SURFACE DU PREMIER.
l. Un prisme homogène , de masse M, dont la section droite est un triangle rectangle ABC (fig. 89) , repose par • l'une de ses faces rectangulaires sur un plan horizontal fixe ,RR' sur lequel il peut glisser : un^ corps pesant de masse m et de dimensions très-petites e'st posé sur la face hypoiènusale BC du prisme et glisse suivant la ligne de plus grande pente, de sorte que son centre de gravité et relui du prisme soient toujours compris dans le même plan vertical ABC. La pression que le corps ni exerce sur le prisme ^ J’ait reculer celui-ci dans le sens AR’. On propose de déterminer la vitesse de descente du corps m , la trajectoire réelle décrite par l’un de ses pointé la vitesse de recul du triangle ABC,, etc. (On suppose le froUcnicnt insensible. INous indiquerons , à la fin du ehapitre , ccjinraciit on tiendrait compte^ du frottement.)
Ce problème est posé dans les œuvres de Jean Bernoulli, ^ mais'Ia solution qu’on y trouve est bizarre et manque de clarté. L’auteUr décompose d’abord la pesanteur appliquée au corps m en 'deux forces , l’une parallèle au flan BC , l’autre normale à ce plan : celle-ci est à son tour décomposée en deux autres , l’une horizontale , l’autre vei’ticale ; cette dernière composante est de nouveau traitée comme la pesanteur, c’est-à-tlire /décomposée en deux forces, l’une parallèle au pjan B(i, l’aiilrc normale, et ainsi de suiti^ à
Digiiized by Çoogle
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l’infini. Ces composaulos (dans lesquelles les masses des deux mobiles s’irUroduisent d’une manière peu satisfaisaulc) sont rangées en deux groupes , l’un produisant le mouvement de descente du corps m le long de BC, l’autre le mouvement de recul du triangle ABC, etc. La solution que nous allons présenter sera tirée de la formule générale de la dynamique.
Soit BCA la position initiale de la section droite du prisme, et prenons pour axes des coordonnées la verticale (iAj' et fhorizoulale C.r. Au bout du lempst, le triangle BCA a pris la position B'C^A', et le corps pesant est venu en m. Soient X, J les coordonnées d’une molécule de -ce corps : les moments virtuels des composantes de la force perdue
par cette molécule sont — “ i^S — ”7^)
formule générale de la dynamique renfermera une .somme de termes semblables pour tous les points du corps ni, savoir,
Mais, puisque ces points décrivent des lignes égales et parallèles, leurs coordonnées ne di’Hèrent les unes des autres que de quantités constantes pendant toute la durée du mouve-
nient; sont donc les mêmes pour tous les points
il eliaque instant, aussi bien que d,r , ây, de sorte que
U. 0 JT = .
dt-
et X et y peuvent représentei- les cooi-données d’un point quelconque du corps //t, par exemple de son centre de gravité. l.e eorps m n’entrera ainsi dans le calcul <}ue comme
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un simple point inatéiiel, de masse /«, assujetti à suivre l’hypoténuse mobile lî'C.
Pareillement, la somme des moments virtuels des forces perdues par les divers points matériels du prisme se réduira, vu que les ordonnées verticales de ces points sont constantes , à
Xi pouvant désigner l’abscisse d’un point quelconque du prisme : nous choisirons de préférence le centre de gravité (V. Cela posé, le principe de d’Alcmbert fournil l’équation
m — — X ■ dt‘
Il faut maintenant traduire en équation les liaisons du système.
Déjà nous avons introduit la condition y, — const.
De plus , le triangle P m C' donne
• PC' . rang ABC = P w ; or,
P ni = y, PC' = j: -t- GG' = x — .r, -t- n , .
a désignant l’abscisse initiale ^ du centre de gravité (’».
Soit a l’angle ABC, on aura pour seconde équation de condition
( ?.) (x — X, -4-«)tang« — y=(i,
d’où
tang a . >îx — $ y — tang a . iJ x, = o .
Multiplions cette dernière é<|uation par l’indéterminée /, cl ajoutous a l’tHjuation (t); puis égalons à zéro, selon la méthode ^ les coeHicicnts de toutes les variations, nous
aurons
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m — — = \ tanc a , tif
//* JT
M ^ =r — A lani; a .
(It^ °
Ces équations auraieiil pu être établies en introduisant la pression qui a lieu au eontaet du corps ni et du prisme , normalement à la face HC, ce qui eût permis de traiter/» comme un point libre. Cette pression n’est autre que le
facteur —
cos a
A ces trois équations il faut associer l’équation ( 2 ); si l’on élimine?., il restera trois équations propres à déterminer X ,y bl Xt en fonction dti temps.
En ajoutant (ii) et (î>) membre à membre, on a
et, intégrant,
tP X d‘‘x,
tir dr
, dx , , dx,
dt dt
Nous n’ajoutons pas de constante arbitraire, parce que nous supposons qu’à l’origine le mobile ni a été abandonné à luimême, sans recevoir de vitesse. Une seconde intégration donne
mx -)- M ar, =: const.
.Soit X l’abscisse du centre de gravité du système des deux masses ni et M , on a
donc
coiist.
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c’est-à-dIre quu le centre tic gravité du système ne sort pas de la verticale qui passe par sa position initiale. Ce résuhal est d’ailleurs une conséquence du principe relatif au mouvement du centre de gravité d’un système libre; on peut, en ellèt , remplacer l’action du plan fixe RR' par une force normale à ce plan, et si l’on conçoit que cette force verticale, ainsi que la pesanteur appliquée au corps m, soient transportées au centre de gravité du système , ce point n’étant soumis qu’à l’action de forces verticales, se mouvra dans la verticale qui le contient à l’origine, puisque d’ailleurs il part du repos.
Cherchons les valeurs de y et x en fonction de /. En éliminant X entre (3) et (4), on a d’abord
(lO
puis, si l’on élimine .r, entre (a) et (5), il vient d'‘ X ,.tl'‘y
Mtanea. ■. M “7^ — t-Atang’a = o,
. ® dt' dO
et, remplaçant À tang a par sa valeur tirée de (3),
X ft ^ y
( M m ) tàng a — M — — ’= (
^ dt^ dt'
, , c/* X tl^ y*
Les équations ( 6 ) et ( 7 ) fourniront pour,-^^ et des
valeurs constantes ; par conséquent, la force accélératrice du corps m est constante en grandeur et en direction ; et comme ce corps part du repos , il décrit une ligne droite d’un mouvement uniformément accéléré. Pour avoir la direction de «•ette droite, il suflit de tirer de l’équation (y) le rapport
dt'
~dF
tang u;
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ce rapport est le coefiîcient angulaire de la direciioii de la force, c’csl-à-dire de la droite que décrit le corps m. Supposons, pour plus de simplicté, que ce corps parte du sommet C; l’équation de sa trajectoire sera
j = -^tanga.x. ^
Soient h la hauteur AC et h la base AB du triangle ACB; on a
tang « = ^-5 et, par suite, y —
Pour Y — h, on en tire x = — Soit AD cette distance ;
quand le mobile est parvenu en D, le triangle a rétrogradé
M b nib
1 et, par suite.
de la quantité BD ou i — Al)
M BD
ainsi , le poin^ D divise la base AB en deux segments proportionnels aux masses du corps et dü prisme.
Si M est très-grand par rapport à m, le point D sera trèsvoisin de B , et la route suivie par le corps ni diflérera trèspeu de l’hypoténuse BC; elle se confondrait avec celte droite si la masse M était inüiiie, auquel cas le prisme se comporterait comme un plan incliné fixe. Quant à la force qui produit le mouvement rétrograde du prisme, on a , pour la déterminer,
IM
Mais
donc
M g tang a
( M 4- m) tang’ a ■+■ .M
f/’ X, mg tang a ' ,
dt^ i M -f- /n ) tang’ a 4- M .
Le niouvement rétrograde du pnsnie est donc aussi tiniforraémeiu accéléré . '
TIIOISIEMK PABTIE.
La valeur de
dO
si l’on fait varier a maximum pour
est nulle pour a = o ei pour a =
. r/'jr,
eulre ces limiles, —, — alleiul son ’ dt'
telle est rinclitiaison pour laquelle le mouvement de recul du prisme sera le plus grand possible, toutes choses égales d’ailleurs. Cet angle sera toujours moindre que 45“ : en particulier, si M = m , on aura tang a = 1 y^, d’où
b h \J q. \ \, et a = 35“ — i5' — 4^" •
•Le mouvement du centre de gravité du système dans la verticale est aussi uniformément accéléré, car on a, en désignant par Y l’ordonnée de ce point,
(M Y = my -1-
et, comme y, est constante ,
' ’ df‘ dO
mais
(M + m) g tang’ x
donc
( M -h m) tang’ a -t- M ’
//Ig tang ’ a
( M /« ) tang’ a -t- M
La pression P exercée par le corps m contre la face BC n'est autre que la quantité ; on a donc
cos a
m Mg cos a
sin a dt ‘
m sin’ a
quantité constante cl inférieure à ntg'cosa, c’est-à-dire à la pression que le corps m exercerait sur le plan incliné BC supposé fixe.
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2 . Les memes choses étant posées <pie dans le proidènie précédent , on suppose qiion incline le plan d’appuH^Vé d’un angle a à l'horizon , en sorte que l’hypoténuse lîC devienne horizontale , et Von demande les mouvements que prendront simultanément le corps m et le prisme [dont la pesanteur n’est plus complètement détruite parla résistance du plan fixe RR') (fig. 90).
En prenant toujours pour axes la pcrperKliculaîre CA y et la parallèle C x au plan fixe, et conservant les mêmes notations, le principe ded’Alcmbcrt fournira rtxjuation
/ . (i‘x\ ^ / fi’yX
m [gsm 7 .--^ J OX + /H Ingres a-—- )
gsina, J 5 J, = O ;
et , d'après les liaisons du système, on a
=: const. ,
(j:, — X — a) tang a — y = 0.
DilTércntiant par ô cette dernière équation , et combinant , comme dans le calcul précédent , l’équation résultante avec l’équation (8), on trouve
tl’X
m — - =: mg sin a — X tang a ,
dr ^ ’
M = M g sin a -f- X tang 3 . .
FJiminant / entre (10) et (1 1) , il vient
rf’x rf’r
__tanga— = 0,
l’t en intégrant deux fois ,
x=y tanga.
!i8a • THOISIKMK PARTIE. •'
-Nous supposoïkj (ju’à l’origine le corps m ait été placé en C, sans A'itesse initiale. Ce corps décrit donc une ligne droite, qui n’est autre que la verticale CS. Pour avoir la loi de son mouvement suivant cette droite, il faut associer à l’équation (i 3 ) celle qui résultera de l’élimination de À et de a", entre les équations (9) , (10) et (12) , savoir,
On en tire d’où
■ ni ) sm a — ^ — t- M cos a = ( M m ) g- sin’ a .
at^ /r/l
dr
{ M -i- m-'ig sin’ a cos a
m sin’ a
dy ( M + /« ) g sin’ a cos a dt m sin’ a -f- M
Soit e la vitesse du corps ni ,
_ dy _(M.
ni ) g sin’ a
dt. cos a.
m sm’ a ■
Ainsi, le corps m descend verticalement d’un mouvement nnifonnément accéléré; et l’on voit quel est le retard causé dans sa chute par la présence du prisme.
L’espace Cm, parcouru au bout du temps t par le
point m, sur l’hypoténuse, est égal à ^7^ ; il croît donc proportionnellement au carré du temps. On a ensuite
rf’x,
'Tt?
= — rr ■+■ cos * ■ —, — =
~dt
dv Sin a cos a.
d‘x, ^ (M. -t- /n) g sin a
d'y dt' ’
dt'
m sin’ a ■
Telle est la force accélératrice qui détermine le mouvement uniformément accéléré du prismi-.
Enfin, le mouvement du centre de gravité (X, Y) du
DigitizeO bÿ CoQgJe
système se déduit sans difficulté des deux équations
~dF
dr ’
rf- Y ~dP>'
d’’ y lït^'
es équations (lo) et (12) donnent
d^Xi
+ = (m +/«)A' sin
dl
on connait d’ailleurs — — • on aura donc dO
rf’ Y
rir
rf»X
= ff sin a,
dO ®
m sin’ 2
On eonelul de là que le centre de gravité du système du corps m et du prisme décrit, d’un mouvement uniformément accéléré, une ligne droite dont le coefficient d’inclinaison sur le plan fixe RR' est -— —
^ ( M -^ /// ) tang’ a + M
Remarque relative au frottement . — Dans tout ce qui précède, nous n’avons pas eu égard au frottement du corps m contre la face mobile RC, non plus cju’au frottement de la face AB contre le plan fixe RR'. Si l’on veut en tenir compte , 011 s’appuiera sur ces deux lois expérimentales ; 1” le frottement d’un corps solide sur un autre est proportionnel à la pression normale qui a lieu au contact di's surfaces; 2" le frottement est indépendant de la vitesse.
D’après cela , continuons à désigner par ^ - la pression
normale et inconnue qui a lieu au point m (1 n’aura plus la même valeur que précédemment), par/le rapport du frottement à la pression qui correspond au glissement du corps m
TI'.OISIKME PARTIE.
sur la face HC [Jig. 89 ), par /' le rapport analogue ])Our le glissenieiil de la l'ace AH sur le plan horizontal : f i:t J' sont des coeiriricnts constants fournis par l’expérience (*); nous aurons , pour les équations du mouvement ,
( 3 bis.)
/w— = Xi’ tang a—/),
(4 bis.)
m ~ = mg (i -t-/tang a),
(5 bis.)
— >{tanga— /)— /'Mg
On les combinera comme leurs analogues (3), (4), (5), en leur associant l’équation (a) qui a toujours lieu; mais on ne retrouvera plus des résultats aussi simples. Cependant l'élimination de À conduira encore à des valeurs constantes (i ^ Æ ci ^ "Y .
pour 1 —— 1 d’où l'on conclura que le corps /n, partant
du repos, décrit une ligne droite d’un mouvement uniformément accéléré. En même temps , le prisme reculera d’uu mouvement uniformément accéléré, puisque la valeur de
—J— est aussi constante. Toutefois ceci suppose que l’inclinaison « de la face HC sur l’horizon surpasse l'angle de jrottenienl relatif à cette face , c'est-à-dire l’angle sous lequel l’équilibre du corps m commence à se rompre : on sait que la tangente de cet angle est égale au cocflicient on devra donc avoir tang a. ^_/’pour que les mouvements indiqués se réalisent.
Par exemple, si les surfaces frotianies sont :
bois sur bois, à sec, on a f — o, 3 ();
bois sur mêtaiu, h sec , on a /*= o, ja, inctaiix sur métaux . & sec , on a y o, 19 .
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CHAPITRE III
SLR LES PETITES OSCILLATIONS RECTILIGNES DE DEUX POINTS MATÉRIELS LIÉS ENTRE EUX, ET A DEUX POINTS FIXES, PAR DES FILS ÉLASTIQUES.
Deux points matériels m , m' , de masses égales, sont liés entre eux, et à deux points fixes A et li (fig. 91), par trois fils élastiques en ligne droite Am , mm', w'B ; ces fils, de même matière, sont susceptibles de s’allonger ou de se contracter de quantités très-petites , et l’on admet que leur élasticité varie en raison inoerse de leurs longueurs : on propose de déterminer les petites oscillations des deux points m , m' .
Dans l’état d’équilibre, les trois fils ont même longueur, a = et même force élastique ou tension f. Au bout du temps /, soient
K m — a -+■ X , mm' a y, m' B = « + z.
I.a distance AR étant invariable, les variations de longueur, positives et négatives, des trois cordons satisfont à la condition
D’après la loi admise, la tension du fil Am sera »
ou sensiblement f(^ — - j , puisque la variable x est supposée très-petite par rapport à a. Pareillemént , la tension du cordon mm' sera représentée par /'| 1 — et celle du
cordon m ' H par ./ ( ' — - ) •
TROISIEME RARTIE.
Cela posé, les équations du mouvement sont
J rff’ a
^ ^ } '^H-^-yy) _ /i^—y)
En les retranchant l’une de l’autre, on élimine x cA z, et il reste
L’intégrale de l’équalion (2) est
y z= K COS nf ^ + B sin nt y'S.
Avant de substituer cette valeur de j' dans la première des équations (i), remarquons que la valeur particulière
X = — -\y = — -J (Acos/it \/3 -H B sin nt y/S),
vérifie cette équation, puisqu’elle la réduit à l’égalité
3 D’après cela, l’équation linéaire fournie par la substitution dey,
Ht
^ + n’x = (a cos \/3 + b sin nt
aura pour intégrale complète
X = — ÿy -h C cos nt + J) sin nt, ou
X = — -j ( A ros \/3 B sin nt \f%) -+- C cos «/-HD sin nt.
X et y étant connus en fonction du temps, on connaitra les distances A m = « -H .r , Am' = ua-h-x -+-J.
Soient A m = /•, A m' = .«; il vieni
r=. a — -J- A cos nt yjZ — ÿ B sin nt \[Z -\-C cos /i/ -H D sin nt, ï = 2 « -H 7 A cos «/ ^3 -H 7 B sin nt -H C cos «/ 4- D sin nt.
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Les valeurs des eonstaiiles A, H, (i, 1), dépendent des écarts et des vitesses donnés à l’origine du temps.
Supposons, par exeiriple, que les deux masses aient été écartées de quantités égales et d’uu même côté de leurs positions d’équilibre , sans vitesses initiales; soit w l’écart commun, on trouvera
A — O, B = o, C= — (. 1 , D = o, et, par suite ,
r = « — w ros nt , s z= la — 6) eos nt.
Les oscillations rectilignes de chaque masse suivront donc la môme loi que les oscillations cireoilaires d'un pendule simple, de longueur «, écarté de la verticale d'un angle w, et sollicité par une force verticale égale à f.
11 Y a un autre cas dans lequel chaque masse oscille encore comme un pendule simple : c’est celui où elles ont été primitivement écartées de quantités égales et de côtés opposés de leurs positions d’équilibre. On trouve alors
r = « — w cos nt \f 3 ,
.!■ =r 2 a -(- w cos nt \/3.
Les oscillations ont encore une amplitude égale au double de l’écart initial; mais elles sont plus rapides que dans le premier cas, le rapport des durées des oscillations étant celui de I à v^3.
La solution précédente s'étend sans difficulté aux inouvcments rectilignes de trois, ou d’un plus grand nombre de corps m, m', ni", de masses égales, liés entre eux consécutivement, et <à deux points fixes, par des ressorts dont les contractions ou dilatations sont supposées très-petites.
Euler a appliqué ces formules à la propagation du son à travers une file de molécules équidistantes.
Parmi les diverses liypollièses qu’on peut faire sur l’état initial , nous laisserons au lecteur le soin de discuter le cas où la masse m a été d’abord écartée de sa position d’équilibre de la quantité très-petite w, puis retenue en ce lieu jusqu’à ce que les deux autres masses , s’accommodant à ce déplacement, aient pris de nouvelles positions d’équilibre; puis la masse m étant rendue libre, son mouvement propage peu à peu aux autres. On assignera les époques de plus grande vitesse pour chaque masse, etc.
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CHAPITRE IV
SI U LES PETITES OSCILLATIONS d’tJNE BALANCE CHARGÉE DE DEUX POIDS.
line balance dont le point de suspension O est placé au-dessas du fléau, et à égale distance de ses extrémités A et 13, supporte des poids égaux suspendus à des fils de mente longueur AM , RIN dont on néglige la masse. Cette machine ayant été dérangée de sa position d’équilibre d'une manière quelconque , sans toutefois que le fléau et les poids cessent d'étre renfermés dans le même plan 'vertical AO 15 , on propose de déterminer les mouvements oscillatoires du fléau et des deux poids (fig. 92 ).
Soit A0I5 la position de la balance au bout du temps t \ la perpendiculaire abaissée du point O sur AB contient le centre de gravité G de la balance, et l'angle w = GO^^ que fait cette droite avec la verticale, est égal à l’inclinaison du lléau AB sur l’horizon ; soient ç et les angles que font avec, la verticale les fils AM et BN auxquels sont suspendus les (leux poids égaux. Les trois angles o) , f et déterminent à chaque instant la position de la machine.
Posons encore OA = OB = a , A.M = BM = b , angle OAB = £, OG = c; désignons par P l’intensité des deux poids, par T, T' les tensions des deux fils, par M le poids «lu lléau et des parties de la machine qui lui sont invariablement attachées, telles que les bras AO , BO et l’aiguille OG.
Les coordonnées .r, y, x', j des centres de gravité des poids placés en M et N s’expriment aisément en fonction
TKOISIKME l'ARTlE.
3yo
des angles w , çp ei :
X- == OP = U cos (s — ta) b sin ^ , y =z MP= (I sin (: — m ) -f- 6 cos y, x' = — OQ = — a cos (e -:1- w) -t- i sin .{i, y' = NQ =r fl sin ( £ -t- w ) -(- é cos -1/ .
Kii ayant égard aux tensions T, T', on pourra appliquer à chaque poids les formules du mouvement d’un point libre, ce qui fournira d’abord cjuatre équations ,
_ gTsin;p
T cos y
dt' ~ “ \
(Px'
g T' sin i|i
( T' cos -i
do
11 faut y joindre l’équation du mouvement du lléan qui peut être considén; comme tournant autour d’un axe fixe passant par le point O et perpendiculaire au plan AOB; or le moment de la tension T, dirigée suivant AM, pur rapport au point O , est , en valeur absolue ,
T. 01 = T fl cos (y-+-£ — w)=:T [.feos — s>) — csin (ip — <*>)],
en posant
fl eus £ on AC fl sin £ on OC =
Le moment de la tension T', dirigée suivant BiN , est pareillement '
T' (/ cos ( w — ■} ) — e sin ( w — ■>!')];
enfin le moment du poids de la machine est M.GH = Mesinw.
La tension T' tend à faire tourner le fléau dans le sens où nous supposons que le mouvement a lieu, c’est-à-dire de manière que l'angle oj croisse avec le temps; le moment de
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celle force devra donc èlre pris posilivemenl , landis que les deux aulres seront pris avec le signe — . On aura donc réquatiou
— (K’ — Mcsino) — T[/'cos((p — w) — csin(ij> — w)]
-l-T'[/cos;w — ij<) — esin (u —
MK'
désigne le momenl d’inerlie de la balance par rapport
à un axe passant par le cenln; de gravité.
On aurait pu obtenir l’équation du mouvement de rotation , directement et sans recourir à rintermédiaircdcs tensions , en exprimant que les forces perdues se font équilibre sur le système. '
La force perdue, appliquée au poids situé en M, a pour P d->x „ P d'y
composantes — et P ; son momenl , par rap-
port à l’axe O, sera la somme des moments de ses deux composantes. On aura pareillement le moment de la force perdue par le poids ^i. La somme des moments des poids de tous les points du fléau est M. Gll = Mesin w. Quant à la force effective qui anime chaque molécule p située à une distance rde l’axe, on peut la décomposer en deux, l’une
centripète — qui va rencontrer l’axe, et dont l’effet est par conséquent nul, l’autre tangentielle u oupr
dont le moment est — ur’ — la somme des termes sem- ' dt’
blablcs étendue à tous les points de la balance est
— M (K’ -H c ') rf'M
higalaiit à zéro la somme algébrique de ces moments, on aurait l’équation ci-dessus, d’où les tensions seraient éliminées.
Les cinq équations précédentes renferment la solution complète du problème.
Cas des petites oscillations .
Nous négligerons les carrés de w , ® et i|/ ; alors
jr z= e — fw + b .
Et , par suite, les cinq équations se réduisent à
dO
rf’ (f
dt= ^ V ^ ’
dt
Pour éliminer les tensions, on tirera des équations ( 2 ) et (4) les valeurs de T et T',
rf'c.
g <lt^
„ P/rf'w
• et on les substituera dans les trois autres équations.
En négligeant les produits œ qui sont du
même ordre de petitesse que les carrés de w , iji , ip , et posant, pour abréger,
M(K’-hc>) -I- 2 P/
= /i, 2 Pc - 4 - Mc = /,
il vient
(bl
dr-
IIP
''‘’-v7 + ér? = »>.
il)
"'dF
‘dr
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,tO ’
— + /(ü — Pe((p + -^)=o.
La (jiiestion esi ramenée à intégrer le système de trois équations linéaires à coefficients constants.
2. Examinons d’abord le cas particulier oh le point tic suspension coïncide arec le milieu C du fléau AIL
Il faut faire, dans les formules précédentes., t? = o , et l’on a , en posant
-=A- et | = fxL
lîr
d * ^ tir
fi> — O )
-4- n ‘ y =zn,
équations où les variables sont séparées. Les mouvements du lléau et des deux poids seront donc indépendants les uns des autres.
La première équation a pour intégrale o> = A cos (\l -4- u).
Les constantes A et a: dépendent de l’état initial. Par
exemple, si le lléau a été originairement incliné à l’horizon
d’un angle Wo sans vitesse initiale, on aura a = o, A = Wo ,
et, par suite, w = Wo cos Xr. En général, la constante A
sera une très-petite quantité.
•\insi , le lléau oscille comme un pendule simple dont In
, g M ( K’ -t- c’ ) -(- a l'rt’
longueur est — ou — ^ ^
Mc
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La durée d’une oseillation est tr
Si le centre de gravité G est, comme à l’ordinaire , trèsvoisin du point de suspension, la distance c sera trèspetite, et il en sera de même de À. Si le centre de gravité coïncidait avec le centre de suspension, X serait nul, et le fléau n’oscillerait plus. En efl'et, il serait alors en équilibre dans toutes les positions possibles; toutefois, ceci suppose qu’à l’origine le fléau a été simplement incliné à l'horizon sans recevoir d'iiupulsion : autrement, comme aucune force ne s’opposerait à son mouvement, l’angle w. irait en croissant et ne pourrait plus être regardé comme très-petit, ainsi que l’exigent nos formules. Elles cesseraient donc d’ètre applicables.
Si le centre de gravité G était au-dessus du point de suspension, il faudrait eliangcr c en — c dans les formules, et, par suite, X deviendrait imaginaire. Le mouvement cesserait encore d’être oscillatoire, et la balance serait folle. 1.,’inclinaison du fléau croîtrait avec le temps, suivant une loi dillérente de celle qu’assignent nos formules.
Les équations (lo) et (ii) ne dillèrcnl Tune de l’autre que par le changement de ç en tp •, leurs intégrales sont les mêmes aux constantes près :
(f = B cos((iZ -H fi) , ij/ = C cos (fit -+- 7 ).
Les petites oscillations des deux poids coïncident donc avec celles de deux pendules simples , de longueur ; elles ont même durée, mais non la même amplitude, en général .
Pour déterminei' (j> et ip avec une approximation plus grande, on rétablira, dans les équations (lo) et (ii), les
EXERCICES DE MÉCAMQIIe’.
a </’w ti ,
UTUios-rV-; — 1 — T -7— 1 <iui pi'ovieiiiicnl (le 1 ehiiiili • ilc^ b ‘ </e’ *
nation des tensions, et que nous avions d’abord supprinu^s 5
et l’^on remplacera, dans ces termes, par sa valeur
— A?.* cos (Àt + a). Les équations (10) et (1 1) , ainsi complétées, deviennent
<P ç fit-
A ti ,
fi’ If = — — fl eos ( /. < ■
rf’ 4 <
— >)/ cos (ht Ctj.
Nous' allons eu déduire deux lennes de correcliou à ajouter aux valeurs principales trouvées plus haut pour (E et é.
Soit f) B cos (ut -h P) -j- A U ,
!.. a tl ‘ U
‘ — Bp’cos (fit + ^) -+- A — -
Si l’on substitue ces valeurs dans l’équation (la), et t/uon néglige, dans cette seconde approximation , le terme ajj'eclè du carré de A , il vient
-+- fi’« = B cos (it -f- a) cos (fit -4- P)
— - B I cos[(fi-f-À)f-t-^-J-a] -1- cosj^f* — À) t ,
On obtient aisément une valeur particulière de u, de la forme
« z= M cos |(fi-4-i)f-f-p-4- a]-(-N cos [(fi — i)t- 4 -p — a],
Cl les valeurs tle M el N sont
2/.>(2ft -t- i)
Cette solution particulière permettrait de ramener l’intégration de l’équation diHérentiellc précédente, à celle d’une équation linéaire sans second membre; mais on remarquera qu’on n’a besoin que de cette intégrale particulière, et qu’on n’obtiendrait rien de plus général, en prenant l’expression complète de «, puisque déjà le premier terme de la valeur de cp renferme les deux constantes arbitraires B, /3 , qui suffisent à l’intégrale générale.
"On a ainsi
0 = Bcos(ftr-Hp)-(-AMcos[(fx-l-X)t-t-fl-)-a]-H-AN cos[(fx— À) f-|-p— aj.
En changeant a en — n dans les valeurs précédentes de M et N, et les constantes B, (3 en C, y, on aura
’!' = € cos ((zf -t- y ) — AM cos [(fi -+- X t y — an cos [(fi — À)/-l- y — a].
Ainsi les mouvements de pendules simples que nous avions trouvés dans une première approximation, pour chaque poids, seront soumis à des perturbations provenant du mouvement oscillatoire du fléau.
Si l’on suppose qu’à l’origine du mouvement le fléau ait été horizontal et en repos, on aura pour < = o ,
(.1 = 0 et — — = O ,
dt
d’où ‘A = o;
par suite , w sera toujours nul : le fléau demeurera horizontal , et , comme les valeurs de ^ et de se réduiront à leurs < premiers termes, les deux poids oscilleront, indépendamment l’un de l’autre , comme deux pendules simples de meme longueur.
Si I on suppose qu’à l’origine les deux poids aient été laissés en repos dans la verticale, et que le fléau seul ai ^
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été incliné d’un angle &>o, sans vitesse initiale, on aura, pour t = O,
db> da rf J)
" = «c, ? = O. ^ = ~dt~°'
On conclut des deux premières conditions, comme on l’a vu, 3t = O, A = w„ ; ,
les deux suivantes donnent
„ . ( n wb I
(‘t les deux dernières fournissent deux conditions qui ne didèrentdes précédentes que par le changement de a en — n, de B en (i et de (i en 7, savoir :
On ne peut satisfaire à ces équations qu’en posant B = o, C = o; donc tf et <p seront constamment nuis, c'est-à-din^ que les fils de suspension des poids ' resteront toujours verticaux, tandis que le fléau oscillera à la manière d’un pendule simple.
Il ne faut pas perdre de vue que ces conséquences de nos formules n’ont lieu qu’autant queles oscillations sont trèspetites, et que, de plus, le point de suspension C est supposé parfaitement fixe, et en ligne droite avec les points A et B, supposition qui ne se réalise jamais complètement dans la nature.
B. Revenons au système des équations (6), (7), (8) qui
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résolvent le problème, dans le eas général ou le eentre de suspension est situé hors de A 13 .
Si on leur appliquait immédiatement la méthode ordinaire, qui consiste à poser
6) = C sin \/p -f- /«),'
t = C/> sin ( / -H /n ) ,
ifi = Cq sin ( / \/p -t- fH ) ,
où Cet ni désignent des constantes arbitraires, et p, p, q, trois constantes qu’il s’agit de déterminer de manière que les équations soient satisfaites, on trouverait p = q, attendu que les équations (6) et (7) ne dillèrent l’une de l’autre que par le changement de ç en (|/. 11 en résulterait (p = et l’on n’auraitpourdéterminerp qu’une équation du second degré, comme s’il ne s’agissait que de deux équations linéaires seulement, par exemple les équations (6) et (8); on obtiendrait donc les valeure de u et de çp = ip, avec quatre constantes arbitraires au lieu de six.
Cette solution n’aurait pas le degré de généralité désirable.
Mais, de ce que les équations (6) et (*7) se confondent en une seule, quand dans la seconde on remplace <p par f, il n’en faut pas couclure que les deux fonctions du temps que ces inconnues représententsoient identiques. Posonsen effet dans l’équation ( 7) ,
p ~ f -h II,
et elle se réduira, en vertu de l’équation (6), à (9J h — +gu = o-,
on est ainsi ramené à considérer le système dis trois équations (6), (8), (9).
Or l’équation (9) n’est pas seulement vérifiée par u =0,
EXERCICES DF. MÉCANIQUE. 3pQ
elleapourintégralc
« = E sin (é - 4 - ftc) en posant ^ =
donc on n’est pas en droit d’écrire ■> mais bien
*|< ’ü "I” E sin (c -|- ).
Actuellement il reste à'appliqucr la méthode des équations linéaires h coefficients eonstants aux équations (6) et (8); on posera donc
w = C sin (f v^, O -(-/«) , y C/.» sin ( / \' p -f- /« ) ,
et l’on trouvera
p = —^~, {l — hp){g — bp) — iVe‘p = o.
Cette équation du second degré en p a ses deux racines posi-
tives, puisque l’hypothèse donne un résultat négatif,
et que p = o, p = x donnent des résultats positifs.
Soient p,, pt CCS racines, et /J,, />j les valeurs corresjxtndaiites de j) -, les expressions complètes de w, ç et seront
O) =: C, sin (f vpi Wi ) -f- Cj sin ( t y^o, -4- /«,) ,
(f = C,/>, sin (r Vp, - 4 - m,) -4- C.p, sin(ry'p, - 4 - tu,),
•j< = C,/)| sin (t v'pi -4- "ti) -I- C,p, sin (t\/p, -4- m,) -4- Esin(e -t-pr).
Au lieu de chercher y et la dilTérence u = i|/ — (ji, on aurait pu prendre pour inconnues ( ) et y —
Soient
= ae,
d’où
on trouverait ainsi plus de symétrie dans les expressions de CCS variables, qui prendraient la forme
® = sin (^V^p, -h /»,)■+■ C,/>,sin (r -4- /n,) -4- Esin(£ -4- pt), C, p, sin (n/p, -h m,)-+- C,p, sin (t \/p, -4- m,) — Esin û -4- pt).
4oO TROISIÈME PARTIE. EXERCICES DE MÉCANIQUE.
S’il arrive qu’à une ccrlaineéjioque onail s = e, lepoidsJN se trouvera dans la verticale, tandis que le poids M en sera écarté d’une manière sensible. J.e contraire aura lieu s’il arrive que l’on ait , à une autre épioque , .v = — e, et ces alternatives pourront sc reproduire, line grande variété de phénomènes pourra naître ainsi des circonstances initiales qui servent à déterminer les six constantes arbitraires. C’est par ces considérations <\\jl Euler (*] a expliqué certaines apparences singulières observées par Jean Bernoulli sur une balance en mouvement.
(*) Acta Academiæ Peirop dilanæ , 1777.
■ . Di^ilized
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